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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar os polinômios similares aos

ortogonais, conhecidos como L­polinômios ortogonais, bem como combinações li­

neares desses polinômios relacionados a medidas fortes de Stieltjes que apresentam

certas simetrias. Apresentamos condições para que algumas dessas combinações

lineares sejam polinômios 3­inversíveis e consideramos também as propriedades

simétricas e localização de seus zeros.

Palavras­chave: L­polinômios ortogonais, medidas fortes de Stieltjes simétricas,

combinações lineares de polinômios.
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Abstract

The main purpose of this work is to study orthogonal Laurent polynomials

(orthogonal L­polynomials), and some linear combinations of orthogonal L­poly­

nomials, related to strong Stieltjes measures that satisfy a symmetric property.

We present conditions such that some of these linear combinations are B­inversive

polynomials and we also considering the symmetric properties and location of

their zeros.

Keywords: orthogonal L­polynomials, symmetric strong Stieltjes measures,

linear combinations of polynomials.
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Introdução

Uma medida v(t), definida em (a, b) & (0,00), cujos momentos

b

existem é chamada medida forte de Stieltjes.

Os polinômios similares aos ortogonais, Br(z), n > O, associados à medida

V(t) são definidos por

b

"etB (t)dy(t)=0, O<s<n­l. (1)

Os polinômios Br (2) também são chamados de L­polinômios ortogonais, pois

estão relacionados aos polinômios ortogonais de Laurent (veja Cochran e Cooper

[8]), e foram primeiramente estudados por Jones, Thron e Waadeland em [10].

Estes polinômios mônicos satisfazem à seguinte relação de recorrência

Br+1(2) = (z = Bn+1)Bn(z) = an+1zBnX1(2), n>l,

onde Bo(z) = 1, Br(2) =2— 1 é Dn, Qn41, 11 > 1, são positivos. Todos os zeros
desses polinômios são reais, distintos e pertencem ao intervalo (a, b).

Várias são as aplicações que surgem do estudo desses polinômios, tais como,

aproximantes de Padé de dois pontos, fórmulas de quadratura interpolatórias e

interpretações eletrostáticas entre outras. Quando as medidas fortes de Stieltjes
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Introdução

usadas em (1) satisfazem a certas simetrias, o estudo das propriedades desses

polinômios e das consequentes aplicações torna­se mais amplo.

Em 1999, Bracciali, McCabe e Sri Ranga [6] consideraram medidas fortes de
Stieltjes tais que O < 8 <b< coea=/D?/b, satisfazendo à propriedade de
simetria

dp) — dO)
to (62º /t)" y

denotadas por Sº[w, 6,b]. Em inglês, “Medidas S*” significa “Symmetric Strong

te(a,b), WEZ, (2)

Stieltjes Measures”.

Embora a notação S[w, 8, b] tenha sido adotada em [6], este tipo de simetria

começou a ser estudado em 1994 por Sri Ranga [21], quando foram consideradas

medidas que satisfazem

dy(t) — dv(0º/t)
vt SO

ou seja, w = 1/2. Nesse trabalho foi mostrado que os polinômios Br (z) satisfazem

t E (a,b),

BnRU/2)  p(2), nO, 3)

ebn=Bb,n>L.

Uma aplicação natural do estudo desses polinômios são as fórmulas de quadra­

turas interpolatórias baseadas nos zeros de Bn(2).

Sri Ranga, Andrade e McCabe [22] analisaram os polinômios Br (z) associados

a medidas de classe S?[0, 6, b], ou seja,

dy(t) = —dy(6º/t), te(a)),

e consideraram a combinação linear destes polinômios dada por

Ba(A0);2) = Bn(2) ­ ADBa1(2), AL ER, n>I.n,l) n,.l
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Introdução

Vários resultados foram obtidos, entre os quais a existência de valores especí­

ficos para ao1 para os quais

"BAN 82/2)
BA) Ar ? ú

ou seja, satisfazem a uma relação idêntica a (3). Nesta dissertação, polinômios

que satisfazem à relação (3) são chamados de B­inversíveisó. Em [2] Andrade,

Bracciali e Sri Ranga estudaram polinômios mônicos Rr (2) que satisfazem

2” Rn(6º/z) —
(­6)”

que é uma identidade um pouco mais geral que (3), pois coincide com esta quando

os zeros de Rr (z) são todos positivos.

Sequências de polinômios mônicos BI (2), n>0,r E Z, definidas por
bf tttBDPOdA=0, 0<s<n­1,

a

foram investigadas por Sri Ranga em [20] e por Bracciali, McCabe e Sri Ranga em

[6]. Notemos que Br (2) = Bi (2), n > O, e muitos resultados obtidos para Bn(2z)
podem ser estendidos para BI (2), como por exemplo, a relação de recorrência

onde BI (2) =1, BO (2) =z2­&e BO, af, n > 1, são positivos.
Para polinômios B()(2) associados a medidas de classe S%[w, 8, b], onde 2w é

ímpar, mostrou­se em [6] que, para n > O ej=1/2—w,

n BO) 2
|o id BO (2).

Br'(0)

Motivados pelos estudos em [22] sobre os polinômios Br (ADs 2) e também
pelos estudos das propriedades de combinações lineares de polinômios ortogonais

12
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Introdução

(veja [7, 13, 14] e [15]), neste trabalho estudaremos combinações lineares dos

polinômios BO (2) associados a medidas de classe Sº[w, 8, b] dadas por

HBn(A), ..., A0;2) = BO(2) + AVN BO (2) + + AP BO (2), n>0
onde AÍ), ..., AD). ER e BO(2)=0Oparak<O.

Nosso principal objetivo é encontrar parâmetros EX>, ” 2,7 tais que
2" Br(A.. A; 82/2)

BaA(A,..., ADÃO)n,l

= B(A,...,A052), (5)

: Tr r A . P » .ou seja, B.(A), ” ND:é B­inversível. Para isso faremos uso do seguinte
resultado.

Seja r > 1 e v(t) de classe Sº[w, 6, b], onde w = (1—r)/2. Sen > r+1, então

existem valores específicos para aí)TO Ne E R tais que (5) é satisfeito. Este
resultado foi investigado em [22] para r = 1 como visto em (4) e, para r = 2, por

(3) NEBracciali em [5]. Neste trabalho apresentaremos os valores de 217 An,2) ÀAn,3) OU

seja, caso r = 3, para os quê
B, (A) e o. 0)

n,.1º n,2) Onç31

— Br, (98 DNS NO z).n,11 Cn,2) n,31 ?

Nesta dissertação faremos um estudo detalhado dos trabalhos recentes dos

pesquisadores — acima citados, principalmente os resultados sobre

Brn(A), ..., Af);2z) e suas relações com medidas de classe S3[w, 8,b] de forma
que possa contribuir para possíveis trabalhos futuros. Nossa dissertação foi divi­

dida da seguinte forma:

No Capítulo 1, apresentamos alguns conceitos matemáticos usados no decor­

rer de nosso trabalho e resultados sobre polinômios ortogonais e suas combinações

lineares.

No Capítulo 2, estudamos detalhadamente os principais resultados sobre os

polinômios BÊ (2) e suas propriedades simétricas quando os associamos a medidas
de classe Sº[w,8, b].
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Introdução

No Capítulo 3, destacamos as combinações lineares dos L­polinômios ortogo­
(7)
n,l) e. ., Al; 2), associadas a medidas de classe Sw, B, b]nais, denotadas por Br (2

onde w = (1 — r)/2.

No Capítulo 4, fazemos um estudo de Bn( o, ve) Nr 2) para os casos r = 1
er = 2 baseados em [22] e [5], respectivamente. Estendemos esses estudos para os

(3) 13) 43).n1) An,2: Àn,3) 2), que são a principal contribuição deste trabalho.polinômios Br (A

Em Considerações Finais, deixamos algumas questões que podem ser explo­

radas em futuros estudos nesta área.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo resumimos alguns conceitos matemáticos importantes que serão

utilizados no decorrer de nosso trabalho. Apresentamos também resultados sobre

os polinômios ortogonais tais como definição, propriedades e relação de recorrên­

cia. Todos os resultados cujas demonstrações foram omitidas são encontrados,

principalmente, em |[3, 7, 9, 12] e [25].

1.1 Integral de Stieltjes

Os assuntos abordados nesta seção podem ser vistos com maiores detalhes em [3]

e [9].

Consideremos f(t) uma função definida em um intervalo finito [a,b] e v(t)

uma função real e não­decrescente em [a, bl.

Definição 1.1.1. Um conjunto finito de números t;, 1 = O,...,m, tal que

a=t<th<..<tn=b,é chamado partição. A norma de uma partição

A é dada por

[14] 1= max lt tea.

15

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.1 Integral de Stieltjes

O conjunto de pontos tr. que satisfazem tr] < th <t., 1<k<m, será denotado
por O.

Definição 1.1.2. Dada uma partição À e qualquer conjunto de pontos O, a soma

de Stieltjes com relação a f(t) e v(t) em [a,b] é definida por

S(4,0) = 3" ft) (V(te) — Vltez1))­
k=1

Se o limite definido por

S= lim S(A,O)
IIAll­o

existe, então S é chamado Integral de Stieltjes de f(t) com relação a v(t) em

[a, b] e é denotada por
;

f favo.
Para uma função geral v(t) a soma de Stieltjes é interpretada como análoga

à soma de Riemann, exceto apenas pelo fato de que não consideramos o compri­

mento t. — tr.1 do subintervalo [tx­1,tk], mas sim a diferença v(t,) — V(te1).

Um caso bastante interessante é quando v(t) é uma função escada com saltos

nos pontos £1,£2,...,£n, definida por

| O, a<t<&,

Ta, E <t<E,

(| Tm +A29+...+ Tn, &n <t<b,
onde T1,7T2,...,Tnr São números positivos arbitrários que representam o tamanho

do salto. Somente os intervalos [t,­1,tx) que contêm um ponto de salto podem

dar uma contribuição não nula para a soma S(A,O). Para [JA] < min(6, — Ex—1)

à soma será

k=1

16



1.1 Integral de Stieltjes

onde |& — E&.| < |/A||. Se f(t) é contínua, f(EI) — f(6,) quando [|A]|| — O, e

então,
; n

f fat =>" sE)m
Neste caso, a Integral de Stieltjes foi reduzida a uma soma finita de valores

da função f(x).

As propriedades da Integral de Stieltjes são análogas às da Integral de Rie­

mann (veja Bartle [3]).

À seguir, enunciamos um teorema cuja demonstração é encontrada em Henri­

ci [9] e que garante, sob condições gerais, a existência da Integral de Stieltjes.

Teorema 1.1.1. Se f(t) é contínua e V(t) é uma função não­decrescente no

intervalo finito [a,b|, então
b

f so
existe.

Considerando f(t) contínua e vV(t) não­decrescente em [a, co), temos que as

integrais impróprias de Stieltjes podem ser definidas por

fozo] b

f so = nm / OO,
se o limite existir.

Outro critério que garante a existência da integral imprópria é dado pelo

próximo teorema (veja Henrici [9]).

Teorema 1.1.2. Seja f(t) uma função contínua e limitada em [a,0o) e v(t) uma

função real, limitada e não­decrescente em [a, oo). Então,

/f FADA)
existe.
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1.1 Integral de Stieltjes

1.1.1 Medidas de Stieltjes

Definição 1.1.3. Seja v(t) uma função real, não­decrescente e definida em [a, dl.

Chamamos de ponto de aumento de V(t) qualquer ponto £ E [a, b] tal que v(t) não

é constante em qualquer intervalo [E — e, E +el, e > O. E€ é um ponto de aumento

isolado se existe e > O tal que V(t) é constante nos intervalos (E—e,£) e(E,E+e).

Definição 1.1.4. Seja Vv(t) uma função real definida em (a,b), não­decrescente

e limitada com infinitos pontos de aumento em (a,b) de modo que os momentos

definidos por

lim = f a ) meN,
existem. Então v(t) é chamada medida (ou medida positiva) em (a, b).

Quando podemos escrever dy (t) = w(t)dt, onde w(t) > O, mas não identica­

mente nula em (a,b), w(t) é chamada função peso.

Se (a,b) & (0,00), Vv(t) é chamada medida de Stieltjes. O nome Stieltjes

é usado especificamente para indicar que (a,b) C (0,00), numa referência ao

problema clássico de momento de Stieltjes (veja Chihara [7, pag.71]).

Se os momentos
b

hm =/ AVv(t), mEZ, (1.1.1)

existem, vamos nos referir a v(t) como uma medida forte de Stieltjes em (a, b).

Definição 1.1.5. Os determinantes de Hankel de ordem n são definidos por

HM =0, HM” =le

Um

lm+n=1 Hm+n + lm+2n­2

desde que os momentos existam.
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1.2 Polinômios ortogonais

Teorema 1.1.3. Se 08 momentos um, m E N, existem, então os determinantes
de Hankel são não nulos.

A demonstração deste teorema é encontrada em Chihara [7].

Teorema 1.1.4. Para as medidas fortes de Stieltjes os determinantes de Hankel

de ordem n, são positivos (veja Andrade [1]).

Demonstração: Mostremos que a matriz

À Hm Bm+1 o minor

nm) 2 lm+1  lma+2 +++ Hmm

lim+n=1 Hm+n

é positiva definida.

Seja x = (ro, 11,..., tmn) ER, TÉO.

n—l n—l

(Hx, x) HM x = To > Lilima4i + É) > Lillm+i+l
i=0 i=0

n—l

+otTna) Lilm+i+n=1
i=0

n—1 n— n—l1n—1 o

TLiXjlim+i+j = > DEZ MFIIIDU()
i j=0 i=0 2

b n—l 2

/f tm (E) dv(t) > O.a k=0

Portanto, EK) é uma matriz positiva definida e então H( > O.

1.2 Polinômios ortogonais

Denotaremos por IP, o espaço dos polinômios reais de grau no máximo n, n € N.

19
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1.2 Polinômios ortogonais

Definição 1.2.1. Seja v(t) uma medida em (a,b), ­s0o <a <b< co. Dize­

mos que uma sequência de polinômios (Prn(2))., é uma seqiiência de polinômios

ortogonais com relação a v(t) em (a,b) se

1) Pn(2) é um polinômio de grau exatamente n,

sem*Émnb 0,id) (Pr, PJ) = " Pr(t) Pa(t)dv(t) =
Mm >0, sem=n.

Se pn = 1, (Pn(2))7L, é uma seqiiência de polinômios ortonormais.

As demonstrações dos próximos resultados podem ser encontradas em [7, 12]

e [25].

Teorema 1.2.1. Seja [Prn(2))7, uma seqiência de polinômios e V(t) uma me­

dida definida em (a,b). As seguintes afirmações são equivalentes:

i) (Pn(2)), é uma sequência de polinômios ortogonais com relação à medida
V(t) em (a, b),

ui) (1,PA) = 0, Vr E Pra,

it) (29,PD) = 0, se 0<m<n—l

£O0, sem=n.

Teorema 1.2.2. (Relação de recorrência de três termos) Seja (Pn(z)).,o uma
seqgiiência de polinômios ortogonais em (a, b) relativamente à medida %V(t). Então,

com Po(z0) =1, P1(2)=0 e mn, Ôn, ny ER, n>1, onde

(zPn1, Pr) — Yn+l (Pn, Pr)
FT 0, n = In » XY“É é 7 (Pn1, Pn­1) 7” n (Pao, Pr) so,

n

e Pr(2) = No anne3 E.
k=0

Se ann = 1, (Pníz)), é uma seqiiência de polinômios ortogonais mônicos e

conseqgiientemente, yn41 = 1.
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1.2 Polinômios ortogonais

Teorema 1.2.3. Os zeros dos polinômios ortogonais Pr(2), n > 1, associados à

medida wv(t), são reais, distintos e pertencem ao intervalo (a, b).

Teorema 1.2.4. (Identidade de Christoffel­Darboux) Seja ([Pi(z)), uma se­
quência de polinômios ortonormais. Então, os polinômios satisfazem

A

. an Pin()PIi(Y)— Pr()Pi (yY

k=0 Inti,n+1 E—Y

Fazendo z — y em ambos os membros de (1.2.2) obtemos

DO (BY = 2 [B5(2) (Bru) = Bau) (Bi(9)| >0, vz eR
k=0 n+l,n+1

Com este resultado é possível mostrar as seguintes propriedades sobre zeros

dos polinômios ortogonais.

Teorema 1.2.5. Os polinômios ortogonais Pr(z) e Pa+1(2), n > 1, não possuem

zeros em comum.

Teorema 1.2.6. Entre dois zeros consecutivos do polinômio de grau n, Pr(2),

existe um zero de Pr11(2), ou seja, os zeros de polinômios ortogonais de graus

consecutivos se entrelaçam.

Quando a medida v(t) está definida em um intervalo simétrico (—d,d),

0 <d< oco, e satisfaz

di(t) = =dv(—t), te (dd),

os momentos desta medida satisfazem

d

Uom+1 = / Bmidy(tj=0, meEN.
”

Neste caso, v(t) é chamada medida simétrica e as seguintes afirmações são equi­

valentes:
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1.3 Combinações lineares de polinômios ortogonais

i) Vv(t) é simétrica (todos os momentos de ordem ímpar são nulos),

ii) Pn(2) = (1)"Pí(—2), nO,

iii) O, = O na relação de recorrência (1.2.1) para os polinômios P,(z), n > 1,

(veja Chihara [7]).

Essas afirmações podem ser vistas mais facilmente quando dy(t) = w(t)dt.

Neste caso, v(t) é simétrica se o intervalo é simétrico e w(t) é uma função par,

w(t) = w(—t) em (—d, d). Como exemplo, temos os polinômios ortogonais clássi­

cos de Chebyshev, Hermite e Legendre, que são definidos em um intervalo simétri­

co e w(t) é função par.

Os polinômios ortogonais que satisfazem a essas propriedades são chamados

polinômios ortogonais simétricos.

1.3. Combinações lineares de polinômios ortogo­

nais

Vários pesquisadores têm investigado o comportamento das combinações lineares

de polinômios ortogonais. Tais combinações merecem atenção especial quanto às

propriedades de seus zeros (veja Peherstorfer [19]) ou à determinação de condições

para que sejam também polinômios ortogonais. Faremos nesta seção um breve

resumo do que se tem estudado nesta direção.

Em 1921, M. Riesz introduziu os polinômios quase­ortogonais que foram base

para seus estudos sobre “problema de momentos” (veja Chihara [7]).

Esses polinômios, denotados por qg(2z), são chamados quase­ortogonais de or­

dem n + 1 com relação a w(t) em (a, b) se, e somente se, são de grau no máximo
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1.3 Combinações lineares de polinômios ortogonais

n+1 e satisfazem

b

" tra(t)w(t)dt =0, O<k<n­Ll.
a

De acordo com esta definição, os polinômios ortogonais Pr(z) e Prn+1(2) são

também polinômios quase­ortogonais e, então, o seguinte resultado vale: g(2) é

um polinômio quase­ortogonal de ordem n+1 se, e somente se, existem constantes

não nulas a, e a, tais que

q(2) = nn Par1í(2) +a2Pn(2), nO.

Quando o polinômio q(z) é real, todos os seus zeros são reais e simples, de mo­

do que esses polinômios podem ser usados para obter uma generalização simples

para as fórmulas de quadratura de Gauss (veja Stroud e Secrest [24]).

Peherstorfer em [18] considerou os polinômios S,(z) E Pr, que são ortogonais
com relação à medida o(t) definida em [—­1,1] a todo polinômio de grau menor

ou igual an —m—­1,0<m< mn, e escritos como uma combinação linear dos

polinômios ortogonais P,(z) definidos em [1,1], dada por

Determinou­se condições suficientes sobre os números reais c; para que Sr (2)

tenha n zeros reais e simples em (—1,1).

Considerando a fórmula de quadratura

"Í S(t)do(t) = Do ufa) + En(f), (1.3.1)

onde os nós z; são zeros de S,(2) e En(f) = 0, VÍ(t) E Pn­m1, O0<m<mn,

foram determinadas, também em [18], restrições sobre os pesos w; para que sejam

positivos, isto é, para que a fórmula de quadratura (1.3.1) seja positiva.
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1.3 Combinações lineares de polinômios ortogonais

Kwon, Lee e Marcellán [13] consideraram duas sequências de polinômios or­

togonais mônicos, ( Bn(2) Ino e [Cn(2))XL,, com relação às medidas 4) (t) e volt),
respectivamente, e a seguinte combinação linear

Prn(2) = Bn(2) — eACni(2), n>O, (1.3.2)

onde Cr(2z) = O para k <0,t E Z* ex EC.
Outro caso analisado nesse trabalho foi a combinação convexa

Pn(2) = kBn(2) H(1— x)C,(2), n>0 e xEC. (1.3.3)

O principal objetivo com relação a (1.3.2) e (1.3.3) foi encontrar condições

necessárias e suficientes sobre ( Bn (2), e (Cn(z)k, e também para kn, x EC,
para que (Prn(2))7, Seja uma segqiúência de polinômios ortogonais mônicos com
relação a uma medida &(t).

Marcellán, Peherstorfer e Steinbauer investigaram em [14] uma seqiiência

de polinômios ortogonais, (Prn(2))r,, com respeito à medida u(t) no círculo

unitário, e
l

Sn(z) = Pn(2) + S vniPa­j(2), n>l uwvRjEC,

uma seqiiência de combinações lineares dos polinômios P,(z). Foi mostrado que

(Sn(2)Ino, É uma sequência de polinômios ortogonais com relação a uma me­

dida o(t) quando as medidas u(t) e o(t) estão relacionadas por um polinômio

trigonométrico.

Os mesmos autores em [15] consideraram duas sequências de polinômios or­

togonais, (PII e (PP O, no círculo unitário com relação às me­
didas 07 (t) e o2(1), respectivamente. A principal questão foi descobrir a relação

entre as medidas dessas quencas quando os polinômios estão relacionados por
> C; ­> djinPrSe nEN cindin ECTjinP, » Cintia '
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1.3 Combinações lineares de polinômios ortogonais

Em [4], Berti e Sri Ranga consideraram duas medidas simétricas Qo(t) e d1(t)

definidas em [­d, d] por
Cc

dd (t) = —
onde q é um valor real tal que 1 + qt? não muda de sinal em [­d,d] e c é uma

constante tal que (1 + qtº)/c é não negativo em [­d, dl. Foi mostrado que as
com relação aseqiiências de polinômios ortogonais (P$º(2)) e (P$N(2)).,

do(t) e d1(t), respectivamente, satisfazem

Pi'(2) = Piº(2) + da2PÍS2(2), n22,

onde o parâmetro d,­, é dado por

af (860)di OO
—­ddn­2 =

ef (22260) déo(0)
Pelo que observamos, várias são as contribuições deixadas por estes pesquisa­

dores e servem como motivação para estudos de combinações lineares de outros

polinômios. Uma dessas contribuições, por Bracciali, McCabe e Sri Ranga em [6],

é estudada neste trabalho no Capítulo 3, onde foram consideradas combinações

lineares dos L­polinômios ortogonais estudados no Capítulo 2.
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Capítulo 2

L­polinômios ortogonais

Neste capítulo fazemos um estudo detalhado sobre os polinômios similares aos

ortogonais, BI (2), também conhecidos por L­polinômios ortogonais, baseado no
que foi investigado primeiramente por Jones e outros em [10, 11] e posteriormente
por Sri Ranga em [20].

2.1. L­polinômios ortogonais

Seja V(t) uma medida forte de Stieltjes definida no intervalo (a,b), tal que
ooa=/65"/bel<Bb<b<oco Consideremos (BD'(2)) ,r E Z, sequências
n=0

de polinômios mônicos, onde
: (r)” pi) Br ' (z) é de grau exatamente nº e

,

pírl>O,

b

ii) / trt BO(Ndk(t) =
. ­

vA partir de agora omitiremos o símbolo da medida v(t) da notação BO (2),
que indica que o polinômio e seus coeficientes são calculados com relação a esta

medida. Este símbolo será usado apenas quando nos referirmos a outras medidas,
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2.1 L­polinômios ortogonais

V:;(t) por exemplo.

Os polinômios BI (2), n > 0, r E Z, podem ser denotados por

DMjt"= onde 0) = l,
e OS números pio)x definidos por

b

dr= / BPM, tez, 213)
a

Os polinômios BI (z) estão relacionados aos polinômios ortogonais de Lau­
rent ou, simplesmente, L­polinômios ortogonais por

21Br) (2)MALAN
TNOry

onde |x) representa o maior inteiro menor ou igual a x, para r E R.

Estes polinômios foram estudados por Jones e outros em [10, 11] e definidos
por

Qun(2) = > GniZ' E Qnnilz => Bnt1/2, nO,
=—­n =—­n—1

onde Qno(z) = 1 (veja [11, pag.109)). Os polinômios de Laurent satisfazem às

seguintes condições de L­ortogonalidade

0, se mÉmn,b

" Qnm(1)Qn()dv(t) =
£O0, sem=n.

Sri Ranga, em [21], estudou mais especificamente a sequência de polinômios

mônicos BO (2) definida pelas condições de L­ortogonalidade
b

/ t"+sBO(Ydy(t)=0, O<s<n­l.
a

Por esta razão, os polinômios BI (z) podem também ser chamados de L­
polinômios ortogonais. Esses polinômios apresentam propriedades similares aos
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2.1 L­polinômios ortogonais

polinômios ortogonais, por isso são muitas vezes chamados de polinômios similares

aos ortogonais.

Fazendo s = 0,1,...,n em (2.1.1) e usando (2.1.2) obtemos o seguinte sistema
linear escrito na forma matricial

TT TA E o

Hron+1 HrenY+2 es DA 0

Ur) Hr e... lHryn2 Hrin1t A 0
V Hr Ur+y1 +++ Hrins1i  Hri+n ) V bia UU
Aplicando a regra de Cramer para encontrarmos o coeficiente FASE e a definição

1.1.5 obtemos
Úulrnto

Pro"
Him

Como, por definição, [ASEA = 1 e os determinantes de Hankel são positivos, então
ni)

rn = 2n+lpi == 5 > 0 n20. (2.1.5)

Substituindo a última linha do sistema linear (2.1.4) por BI (z) definido em
(2.1.2) obtemos

Tr

Ur­n+1 Hr­n+2 > bri

1)Ur) e... Urin­2 Hrin1 n,nl

1 z NS ias z” V SEA )
Então, pela regra de Cramer,
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2.1 L­polinômios ortogonais

lr—n LHr—­n+1

Hr—n+1 Hren+2

Hr+n­2 Hrin1

2771 A

Fazendo z = O em (2.1.6) e usando a definição 1.1.5 chegamos que

(­n+r+1) Wn r

unir = bro . 0.
Logo, z = O não é zero do polinômio BI(2), n > 1.

Vamos agora mostrar a existência e unicidade destes polinômios.

Teorema 2.1.1. Os polinômios BI (2), n > O, eristem e são únicos.

Demonstração: É imediata e segue do fato que os determinantes de Hankel

são não nulos e to). *£ 0,r E Z. Conseqiientemente, existirão únicos coeficientes
8, 8, ..., b(]), que formam a solução do sistema linear (2.1.4), ou seja, únicos
coeficientes que determinam o polinômio BY (2). =

Teorema 2.1.2. Os zeros dos polinômios Bi (2), n > 1, são reais, distintos e
estão no intervalo (a, b).

Demonstração: O polinômio Bi (2) muda de sinal pelo menos uma vez em
(a, b), pois satisfaz (2.1.1). Suponhamos que o polinômio BI (z) mude m vezes
de sinal em (a, b), 1 <m <n, e estas mudanças ocorrem em 2), 20), 1,20

Consideremos o polinômio mônico de grau m
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2.1 L­polinômios ortogonais

Multiplicando n(2) por z"+r BO (2), integrando em (a, b) com relação a v(t)
e usando (2.1.1) temos que

b m b

" tt n()BO(DdÁ(t) =X Gm/ e mntrHEBn(gdÁ(t=0 (217)
a k=0 a

Por outro lado, podemos escrever BI (z) =n7(2)Q(2), onde Q(2) é um polinô­
mio de grau n—m que só tem zeros de multiplicidade par em (a, b) ou complexos.

Então, T(2) BO (2) = 1º (20) Q(2) é um polinômio que só tem zeros de multiplici­
dade par em (a, b) ou complexos. Assim,

/ tntra(o)BO (N)dy(t) = f tt" (n(t))º Q(t)dv(t) £ O,
chegando a uma contradição com (2.1.7). Consequentemente m > n. Como

Bi (z) é um polinômio de grau n então m = n e a multiplicidade ímpar dos zeros
é 1. Portanto, BI (z) tem n zeros reais, distintos que estão em (a, b). =

Agora, considerando s = —1 em (2.1.1), definimos para n > 0 e k E Z,
b

=" getBO (HP dv(t). (2.1.8)
a

Fazendo k = r em (2.1.8) e substituindo (2.1.2) encontramos que

n,.r

Se considerarmos o sistema linear formado por esta linha junto com as n

primeiras linhas do sistema (2.1.4) temos

(un fon o (8 (6
lHr—n lHron+1 os 8 0

lir+n­3 Hr+n­2 ba 0
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2.1 L­polinômios ortogonais

Novamente usando a regra de Cramer e a definição 1.1.5 obtemos

(­n+r)

Hay

e, como ASEA =],

Hr TP)
of)=(1)"ti 20, n>0, reZ. (2.1.9)

Teorema 2.1.3. Os polinômios BO (2), re Z, satisfazem à seguinte relação de
recorrência de três termos

B(2) = (2 BO)BO (2) — afhzBR1(2), n>1, (2.1.10)

com BI (2) = 1 e BI (2) = z— BO. Os coeficientes BS) e aD,,n>1, são
positivos e dados por

bi = um msmo É Bnt1 = Ant O
n—l,r ,

Demonstração: Consideremos o polinômio de grau <n

BB)(2)= zBD(2) = =60,BD (2) — oO zBD (2) + PO (2), (21.11)n n—1l n

n—l

onde PO (2) = Sp é de graun — 1.
j=0

Multiplicando (2.1.11) por z­"***"” e integrando em (a, b) com relação a v(t),

temos que

b b b

f em BnL OA = [ nr BD (OA =­ eh / tie OO
a a

b b

enmtstrHa BO ()dy(t)+/femtstrBio (0) dp(t). (2.1.12)
a

Fazendo s = O,1,...,n— 1 em (2.1.12) e substituindo POD (2), obtemos o
seguinte sistema linear na forma matricial
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2.1 L­polinômios ortogonais

| Hr—n Hron+1 +06
Hr—n+1 Hron42 +

Hr—2 Ur), +... Hrina Hrin3 Pi n­2
V Ur) Ur +... lrin3 lirrn­2 ) | 2? 1,n— 1) | ano?1,7 o)

(r)

Se escolhermos at, = o > O, chegamos ao sistema linear homogêneo
n—l,r

Á lr—n Mr­n+1 oo 14r—2 ÉNr—1 À ( plo 1,0 À À 0 À
(r) o)lr­n+1 Hron+2 Hr­1 tr Pn=1,1

Ur—2 Hr, ­.».» Hrin­a Hrai+n­3 po,n—2 0

V Hr 1r .. Hrin3 Urina | 2ºL1n­1 Vo /
O determinante da matriz deste sistema linear é diferente de zero e, então,

a única solução para o sistema é a solução nula. Assim pio)
0,1,...,n— 1. Logo, PO (2) = O e, portanto,

BIN(2) = (2 ­ BAN) BOD(2) — aCzBD(2), n>1.
Se fizermos s = —1 em (2.1.12) e usarmos (2.1.1), temos

a

bBi / entroBO (fdyo(t) = af,f e mt"BIO (t)dv(t).
1)

O,Assim, por (2.1.8)e (2.1.9), 65,==a E > 0.
OIn,r

Como BÍ(z) é mônico, BI (2) = 1. Seja BO (2) = z + bb. Então, de
(2.1.1), temos

b

/ TEIA = pe + Ms SO. (21.13)

Logo, BI (z) = 2>— ur /r1a = 2>— 60.
32
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2.1 L­polinômios ortogonais

Usando as relações (2.1.5) e (2.1.9), também podemos calcular os valores dos

coeficientes 680 e af, n > 1, através dos determinantes de Hankel, sendo dados
por

—­n+ —n+ —n+r n—l)+r

(7) HÍ ? "nt 2 So e oO HIT HCC +) SOPni1 = (=(n=1)+ +1)+ f“n+1 —n+ 1)+r
'

Hr (n­ 2:A Fr) HÍ ? DASGT +)

McCabe introduziu em [16] uma forma para calcular os coeficientes da relação

de recorrência dos polinômios B() (z). Os coeficientes BO, af, n > 1, são ar­
ranjados na seguinte tabela

81

86?
66»

e calculados através do seguinte algoritmo,

Para r=...,­2,—1,0,1,2,...

MNr—1

Para n = 2,3,4,...

Para r =...,­— 2,—1,0,1,2,...

Xn1

—2,—1,0,1,2,..

gr=D8) = Pra mo
n arm 1)

33
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2.1 L­polinômios ortogonais

Se conhecemos uma linha, a tabela poderá ser construída linha por linha.

Para isso, seja

1 = vio n>1. (2.1.16)

Pela relação (2.1.14), a), = —6(P + gt +oft!. Então, em (2.116),
temos

0 = +olh =A+, 2117)

e de (2.1.15)

(r+1)—BS ao (21.18)

Quando substituimos (2.1.18) em (2.1.17) chegamos que
(7)

at) = o) vm
1,1

Da mesma forma, substituindo (2.1.19) em (2.1.18), temos

5r)Bt)= BO, > (2.1.20)
nl

Podemos escrever a soma dos zeros do polinômio BI (2) através dos coefi­
cientes da relação de recorrência:

() 2) 2) os zeros do polinômio BL(2), n > 1.Teorema 2.1.4. Sejam 271,»

Então,
nS zh= DE. +6BM, n>O (2.1.21)

k=1

Demonstração: Lembremos que o polinômio BI (2) pode ser escrito, através
da relação de recorrência, como
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2.1 L­polinômios ortogonais

Como 2 PALIO..., z(l) são os zeros de BID (2),

BI(2) = (z =) (2 = 20d) (220)=27 400, ao

ou seja, om.1= D> EN
Substituindo na Telação de recorrência temos a seguinte igualdade

ola) A: = 2" —éu+APial) gl qoIgualando os coeficientes de ambos os termos de grau n — 1 vemos que
n

k=1

ou ainda,

20, +60, +aD,+6DP+a,
k=1l

e assim sucessivamente,

DE20 =BO+6BDP+aDP+... +80, +aD, +6D+al.
Por (21.17),(O = 61) + al. Logo,

e, portanto,

2.1.1. Relações entre L­polinômios ortogonais

Em McCabe [17] foram estabelecidas relações que podem ser estendidas para os

polinômios BY(2), BE (2) BIZ), BI (2) e BI), n > 1, r E Z, da

seguinte forma.
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2.1 L­polinômios ortogonais

BS tN(2) = BO(2) — oO BO (2).

De fato: considere o polinômio mônico de grau n

BO(2)= rn, BO (2).n

Por (2.1.1)
b

f tam (BO <nBOO) db) =0, 0<s<n­2.
a

Fazendo s = n — 1 e usando (2.1.3) temos que

b

/ [3 (BO O) ­ TB (8) dy(t) = pf) — Tnrp
a

pf)
(1)
n—l,r

Se escolhermos Tn, = concluímos que

bf/ emo(BOnm BO) di =0, 0<s<n­1.
Da relação de recorrência para os polinômios BL&2), nr= af, £ O.

Então, o único polinômio mônico de grau n que satisfaz às nº condições da integral

é BI*U(z), pois
b/f pTts+rHipTHDgt)dy(t)=

Portanto, BETU(2) =BO(2) — af, BI (2).

2)

Br D(2) = = (BI (9) + ASBO(O))
De fato: da relação de recorrência para os polinômios BE (2), temos

BI11(2) + BI BI(2) = 2 (BO(2) > af BOA (2))
36
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2.1 L­polinômios ortogonais

Substituindo­se (2.1.22) segue (2.1.23).

3)
r—

1
r r rBr (2)= ep [(2 + AN) BD (2) — zBE*D(2)]

n+1

De fato: das relações (2.1.22) e (2.1.23) obtemos, respectivamente,

TM= em (817 ­ BP)
Xnt1

(Br(9)+ ABIT).
Substituindo BE(2) em BÊ)(2) temos que

(7­1)

­ [BI (2) + To (BE (2) — BO) |.
An+1

Voltando a (2.1.22) encontramos

aí) 1BI D(z) = BD(2) — (r­1) êh (Br (A o BMa BE D(9) + So (BE D(9) ­ B6 o).
Tr 1Biol
aE 1

(af,+ 8a) BE(2)= (2+ BA) B(2)= zBL (2).

Mas, BD) = e, então,

Dividindo por 7º == (8h, + af) A O obtemos (2.1.24).

4)
1

r rBI(3)= Em (280 (2) ­ BIC)
Ín+1

De fato: por (2.1.23) e (2.1.24), temos

zBI (2) = BO (2) + 80, BO (2)

zB*(2) = (2+60,) BO(2) = nmBI (A).
37
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2.2 Medidas fortes de Stieltjes simétricas

Igualando as expressões para zBL  (z) obtemos (2.1.25).

5)
1

417 1)
De fato: pela relação de recorrência (2.1.10), obtemos

Br (9) = (8 BO (2) + aCTPzBO(2).

zBi (2) — Bru(2) = BA BI (2) + afhzBr (2).
Então, por (2.1.25), chegamos à relação

BI (2) = =p (AMB)+ af BD(2).O

Das relações (2.1.19) e (2.1.20) temos

o”) at) BO) (r—1)
Xn+1 — XAn+1

e n+1l — n
1 r—l 1Ea e. ) vo q »

Substituindo em BS" !(z) obtemos (2.1.26).

2.2 Medidas fortes de Stieltjes simétricas

Consideremos v(t) uma medida forte de Stieltjes definida em (a, b) & (0,00) onde

0<B<b<coea=b"/b. Dado 2w E Z, dizemos que à medida v(t) é de classe

Sw, 6, b] se satisfaz à seguinte propriedade de simetria

dit)— dp(62/9)
to (62º/t) ! t E (a,b). (2.2.1)

Este tipo de simetria foi primeiramente estudado em 1994 no trabalho de

Sri Ranga [21], onde foi considerado w = 1/2. Em 1995, Sri Ranga, Andrade e

McCabe em [22] consideraram o caso w = 0. Em 1999, esta propriedade de sime­

tria foi generalizada por Bracciali, McCabe e Sri Ranga em [6], que introduziram

(2.2.1).
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2.2 Medidas fortes de Stieltjes simétricas

Em [21] também demonstrou­se que se v(t) é de classe Sº[1/2, 8,b] então os
polinômios BO (2) satisfazem

2" Bi(8º/2)

Quando dy(t) = v(t)dt, a relação (2.2.1) terá a forma

tt v(t) = (82/t)"* v(6º/t), te(ab), WEZ.

Se v(t) satisfaz à propriedade (2.2.1), fazendo a mudança de variável t=/5?/t
em (1.1.1), é possível mostrar que os momentos satisfazem

Um = BM) o ou, meEezZ. (2.2.3)

Multiplicando­se e dividindo­se o primeiro membro de (2.2.1) por ft" e o

segundo por (6º /t)"" temos
m 2 m 2 tapt  (0/0"ap(E/t) tEe(a,b, m,2%wEZ. (2.2.4)potm = (9? /t)ut+m !

Assim, t"dyv(t) é de classe Si[w + m, B, bl.

Se multiplicarmos ambos os membros de (2.2.1) por (t + 9)/vVt obtemos
(t+6)du(t) (8º dp (62º /t)

a .get ” ( t +5) (B2/1)TZ te ( Db), 2w E Z. (2.2.5)

Logo, (t + B)dwy(t) é de classe Sw + 1/2, 8,0].

Para uma medida de classe Sº[w, 8, b], os determinantes de Hankel definidos

por (1.1.2) satisfazem

HM — prrím+w+n=1) gl cm—20­2n+2) n>1 me 7.

De fato: por (2.2.3), paran > l em € Z, temos

BM) mo e. B2AMHO+ICI, 27 nq4o
BUM, À 90, a. BMEFSHII A, nm an

Hom>­2w­=2n+2B2AM+UtMIDA À 9, n4 a. B2m+w+2n—2)

39
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2.3 L­polinômios ortogonais e medidas de classe Sº[w, B, b]

Colocando os termos comuns em evidência chegamos que

Hom­2w

HO) — Brním+uw) gala(1+2+3+...+n—1)) Bom—24­1

Home2w­n+1 + Home2w­2n+2

Sabemos que
1i= nm+), n>1.

1i=1

Usando este resultado e uma conhecida propriedade de determinantes temos que

Ho­m­2w­2n+2 +. Hom­2Au­n+l

nm — Banim+u+n1) Hom­2w­2n+3 ­ U­rm­2Qu=n+2

lomeAw=n+1O 0 H—m—2w

Por (1.1.2), HM — Brrimt+uw+n=1) g(me24­2n+2) n> 1, mEeETZ,.

2.3 L­polinômios ortogonais e medidas de classe

Sw,6, b]

Em [6] foram introduzidas algumas relações entre os polinômios Biz) e BêN2),
ondej= 1—2w, associados a uma medida v(t) de classe S*[w, 2, b]. Apresentamos
aqui apenas as relações que serão usadas posteriormente.

O seguinte resultado nos mostra que quando v(t) é de classe Sº[w, 6, b], para

j=1­—2uw, se invertermos os coeficientes de BI (2), | E Z, com relação a 6º,
obtemos B?(2).
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2.3 L­polinômios ortogonais e medidas de classe Sº[w, 6, b]

Teorema 2.3.1. Seja v(t) de classe Sº[w, B,b]. Então, para n > O ej=1­—2w,

os polinômios By) (z) satisfazem
2” BO (62/2) i­

BD) = BOD(7), lEeZ. (2.3.1)

Corolário 2.3.1. Seja v(t) de classe S$[w, 8, b]. Então, para n > O, os polinômios

BU(z) satisfazem
i) Para 2w ímpar e j=3—w,

"Br 0(0º/2)
BI*(o0)

i1) Para 2w par e j=—w,

2º Bi(02/2)

== BU­U(z),n

= BI D(2), [lEeZ.

Agora, veremos um resultado que relaciona os coeficientes da relação de recor­

rência dos polinômios By (2) e BI"(z), associados a uma medida v(t) de classe

Teorema 2.3.2. Se v(t) é de classe Sº[w,BP, b], então, para j=1­2welEeZ,
os coeficientes 68 e af, satisfazem

(3­1) (j­!)
Dal Xn+1 nOBD aR e ME ZÉ, n21

Xn41 Snt1

Corolário 2.3.2. Seja v(t) de classe Sº[w, B,b]. Então, os coeficientes 8 e
a, n >1, satisfazem
i) Para Qu ímpar e j=3—w,

Ne ota goBIBI = e EE OOe) BO 1)n+l n+l

lEZ,

e, quando 1 =O, 68 =B,n>l.

11) Para 2uw par e j=­—w,
(+!) (3+1)BO gu +1­) — 8? ar — ”

n n
= (G+H1­D — p(j+1­1)"

Xn+1 fra
lEeZ.

41
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2.4 Polinômios B­inversíveis

2.4 Polinômios B­inversíveis

Um polinômio mônico de grau n Rr (2) que satisfaz

2º RA(6º/z) —
Rr (0) Rn(z) (2.4.1)

será chamado de B­inversível. Consideramos 9º = ab, onde 0 <a<B<b< co.

Observamos que se v(t) é de classe Sº[1/2,B,b], então os polinômios BO (2)
são B­inversíveis (veja (2.2.2)).

Notemos também que para 2w ímpar e | = O em (2.3.2) obtemos polinômios

P­inversíveis, pois

n p(1)/n2ZBRB/2) — poça), para jaz.BO(0)
Sejam Trn1,­..,Tnn OS zeros de R,(2), n > 1. As seguintes propriedades são

válidas:

ess0O<rtT1<...<Tnm,yl<MmM< mn são os zeros distintos positivos de

Rn(2), então, de (2.4.1), satisfazem

8?
TniE ———, t1=1l...,m.

Tn,m+1­i

ess0<T1<...<Tnkh1 1<hk< mn são os zeros distintos negativos de

Rn(2), então, de (2.4.1), satisfazem

5º?
, t1=1,...,k.

Ta, kb+1­i
Tni=,

e se o número de zeros positivos for ímpar, então z = 6 é um zero de multi­

plicidade ímpar de Rr (2).

e se o número de zeros negativos for ímpar, então z = —Ô é um zero de

multiplicidade ímpar de Rr (2).
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2.4 Polinômios B­inversíveis

se o polinômio R,(z) tem zeros complexos conjugados então

8º?
Tni = —,

Tnj

onde o zero rr,; é o conjugado complexo do zero Tni. O módulo de r,; é
igual a 6.

se há um zero em (0,a), então, por (2.4.1), há também um zero em (b, co).

se a é um zero de Rr (2), então b também é um zero de Rr (z), poisa = B?/b.

A relação (2.4.1) nos mostra que R,(0) = (—6)” ou Rn(0) = —(—6)”. Em
[2], Andrade, Bracciali e Sri Ranga estudaram o caso em que R,(0)
mostraram que se um polinômio mônico R,(z) de grau n, n > O, satisfaz

2”Rn(6º/z)
(­6)”

então existe um único conjunto de números reais £o, &1,...,E5, 0 <s<|32), tal

= R(2), z€(a,D), (2.4.2)

que

362 BDa(9), (2.4.3)

onde os polinômios BO (z) estão relacionados com uma medida v(t) de classe
S$*[1/2, 6,0].

No restante deste trabalho estudaremos polinômios B­inversíveis que surgem

de combinações lineares de L­polinômios ortogonais associadas a medidas de

classe Sw,6, bl.
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Capítulo 3

Combinações lineares de

L­polinômios ortogonais

Neste capítulo estudamos polinômios denotados por Br(A), ..., ATL; 2) que são
combinações lineares de L­polinômios ortogonais. Destacamos algumas relações

entre estes polinômios, tratamos da localização dos seus zeros e das relações com

medidas de classe Sº[w, 6, b]. Todos os resultados estudados neste capítulo serão

utilizados no Capítulo 4 e desempenham papel importante no que será visto.

3.1 Polinômios Bn(A%), eo
Nesta seção estudamos os polinômios Bn(AQ, Ce a; z) baseados no trabalho
de Bracciali, McCabe e Sri Ranga [6].

Dado r E Nº, os polinômios reais mônicos Bn(A), ve Nr z) são definidos
por uma combinação linear dos polinômios BO (2), BO (2), ..., BO .(2), dada
por

Ba(A1),...,A00;2) = BO (2) + AFLBA(2)+ + AD BR), — (311)rn,

44
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3.1 Polinômios B.(A),...,ADiz)n,11*

para n > r, onde A!),...,AD ER.n,1º*

Para n= 1,2,...,r— 1,7,

BAN + MR 2) = BN(2) + ADLBIL(2) + + AB, — (312)
onde a, ..,MDER, NEN ..., A) são arbitrários e Bo(A), e) a); z) =1.

Por (2.1.1) e (3.1.1) temos que
b

f BON ADIADO, rásgncl n>n (813)co An
a

e deste fato podemos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.1.1. O polinômio Bn(A9), ...,Ah52), n>r, tem pelo menos n—r
zeros distintos de multiplicidade ímpar em (a,b).

Demonstração: Paran >r, B.(AQ), ..., A); 2) muda de sinal pelo menos uma
vez em (a,b), pois satisfaz (3.1.3).

(9) a (1) ; sosSuponhamos que ESA ESPETO tim 1 <m < n, sejam os zeros distintos de
multiplicidade ímpar de B.(0) ... Ne z) em (a,b). Consideremosn,11*

27)

Então, Brn(A), ve At; 2) = n(z2)Q(z), onde Q(z) é um polinômio de graun—m
que tem apenas zeros de multiplicidade par em (a, b) ou complexos. Logo,

>O
b be[TORO tn [FT GO Q0M040 BL)
Por outro lado,

=0, para 0<j<n­l­r

ft tTriBA(AD,ADS DdV()
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3.1 PolinômiosB,, (AD,.., AD)

e, então, para que esta integral não se anule devemos ter j > n —r, isto é,

m > n—r. Portanto, Br,(A,e , af); z) tem pelo menos n — r zeros distintos
de multiplicidade ímpar em (a,b). Os demais zeros deste polinômio podem ser

de multiplicidade par ou ímpar e estar dentro ou fora de (a,b) ou, ainda, ser
complexos. Para n < r pode ou não haver zeros em (a, b). ­

Vamos mostrar agora que existem parâmetros DNEaa A. tais que

Bn(AZ),..., A0;2) = BO(2), n>20

(veja Bracciali, McCabe e Sri Ranga [6]).

Observe que
bfeBA, AD;DAI=" t 7+sBlO)(1) dy(t) + xo ton+sBlO(pdy(t)

a a

+...+20. ff$n+sBl)(qp(t).
Por (2.1.3),

bf[eBon,.... , af); t)dy(t)== pfas FADO,n4+s To +)on=T—n+s"
a

Para n > r, sabemos que

opon+s + apiAn+s + + AD) pn
Suponha ainda que

opio)n+s + Ao,—n+s +... + A pr ends = 0, nss<n+r—­ LL
Assim, fazendo s = n,n+1,...,n+r—1 obtemos o seguinte sistema linear r xr

que, na forma matricial, é dado por

À pd 1,0 PO 20 e... PO ro À
o opa pas e. poa

o o fo)po2 pra ... pl 12o o| 0217 1 po2,71 + pl 1 1
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2 3 4 5 6 7 unesp ”.

3.1 Polinômios B,(A),...,Mll;z)nl) e... n,.)

Para 1<n<r, temos que

Ba(A) r o T o1... 012) = BIO(2) + AV BO (2) +... + 20,B0 (2)
e, então,

b

f[EBON, o ADO = dO na + ADAna + + NA 14.
Suponha agora que

(0) Tr o T [Pn,=n+s T VETA T+... + af) a =0O,nlo,2n+s r<s<nt+tr—­l.

Logo, fazendo 8 = r,r +1,...,n+r—1, obtemos o seguinte sistema linear nxn

(0) (0) o)( NO o)Pn1,­n4+r+1 Pna,n+r+l ... Po,—n+r+1 n,2 Pn,=n+r+1

0 f o oPia ro Pilaro e. Poa aC co)n,n—1l —Pn,r2

V Pira Para e Pora ) | ara V Y* /TPn,r­1

Sejam A, ..., A), para n > r, a solução de (3.1.5) e Ne ve) Ne quando
1<n<r, a solução de (3.1.6). Então,

b

[BO 0: DA4O) =0, r<s<n+r­l1 n>I. (3.1.7)

Por (2.1.1), o único polinômio mônico de grau n que satisfaz às n condições de

(3.1.7) é BI(2), pois
b

f "BP 0H =, r<s<nt+r­L.
a

Logo,

= BON(z2), n>O. (3.1.8)

Como encontrar o valor dos parâmetros ao, 1=1,...,r, não é viável através
do sistema linear pois envolve o cálculo de integrais, daremos uma outra forma

de obtê­los.
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3.1 Polinômios Br (A)n.l:ccc

Por (2.1.22) temos

Bi(2)= BL (2) — aBro(2),
— BI D(2) = BI(2) ­ afP BID (2)

Br(2)= BI(2)­ afBLZ(2).
Substituindo (3.1.10) e (3.1.11) em (3.1.9) obtemos

T — r—l r­2 —BD()) = BIP(9)­ (off +of?) BID(O)
+oTDar­2 pro? (2).

Calculando as expressões para BS(2), BE(2) e BLn

relação (3.1.9) e substituindo em (3.1.12), chegamos à relação

— —l r—2 Tr —3BÍ(2) = BI) ­ (ol +alrP +afrd) BI (6)
+ (armar? + aCrDalo? + abrDato) BIS (0)

r­1 — r—­3 r—àal; aí oBI (2).

Substituindo novamente as expressões de BE 2), BEN), B
BI (z) dados através de (3.1.9) temos

— —l —2 r—3 r—4 —4B(2) = Br (2) — (ol + al? +alr +afrô) BIS (2)
(7­2)+ (ara? + afrDalo + amaro + afro?n+l

+aizafo + assar?) BIS(0)
— (armaça ars + a) (1­2) + aCrDatr­IÇ ton+1 a n—l n+l n—l

+oatPat ra)n+ n —l 2 n—4
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3.2 Polinômios B, (99, ..., A;z) associados a medidas de classe Sw, 6, b]

Continuando este raciocínio obtemos

BI (2) — Dz) — (afro + al? ++ af, + af) BO (2)
+ (aFa2) + alNair) +... +aP oO +afal) BO (z)

r—­l r—­2 rd r—l r—2 r—4 2 1 o ofaTraS )ar”T+al aí lar +... +aldafdaO )BIA)[22
7­1 1­3 o+... +(—1)arafPalmé.. a 43a ,2BO, (2).

Como B,(A,AZ)= BI(2), n > O, temos que os parâmetros AC)n.1º

1=1,...,r, são dados por
tPp

2am), (3.1.14)
1 k=1onde o somatório é sobre as p =O maneiras de se escolher é números inteiros

p

M1,Ma,..., mM; que satisfaçamO < my; < Mm] <...< Mg <M) <r­l.

3.2 Polinômios Bn(Aí), ve Nr z) associados a me­
didas de classe Sº[w,6,b]

Antes de relacionarmos os polinômios B,(A) 25); 2) com medidas de classenão

Sw, B, b] introduziremos o seguinte resultado.

Lema 3.2.1. Sejar > 1 e Qn(z) um polinômio mônico de grau n > r tal que
b

/ t "HO, (tdyv(t)=0, r<s<n­l.
Então, existem valores reais ni......, nº) tais que

Demonstração: Como Qr (2) E Pr, n > r, vamos escrevê­lo como uma combi­

nação dos polinômios BÍ (2) i =0,1,...,n. Então,

z) = 3 cB(2), onde c,=1.
i=0
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3.2 Polinômios Bn(A), ..., A ;2z) associados a medidas de classe S%[w, 6, b]

Deste modo,

b já b

/ tt Q.(tdv(t) =X" / ter B(Qd) =0, r<s<n­1.
a i=0 a

Fazendo s = r,r +1,...,n — 1, obtemos, respectivamente,

Á n b3”" gntBO dp(t) = O
1=0

be /f gontrHaBO (Pqav(8) = 0
1=0 o

n bSa/f tº BO (0dy(t) = 0
i=0 a

n b

Dr" t BO (t)dy(t) = O
i=0(| i= º

Por (2.1.1) este sistema linear, de ordem (n — r), terá a forma
á nor­l b

>> a / ente ONO =O
o ai=

n—r—2 b

D,6& fentrBi (ndÁ(t=0
1=0 a

C /f2BO(0dv(0 =0



3.2 Polinômios Bn(AQ), ..., A); 2) associados a medidas de classe Sº [ew, B, b]

Escrevendo­o na forma matricial e usando (2.1.8) temos

( 6 ara nro e CORA CORA ( Co À (o)
(0) (0) (0)

Tomn+r+2 Tloyntr+a cc Tnsre20 0 C 0

Ja) Vo)
Como off2H O, o determinante desta matriz é diferente de zero. Consequen­

temente, a única solução para o sistema é co = C&q =... = Cnor2 = Cnr1=O

para n > r. Portanto,

= Ss ciB (2), onde c,=1L.
i=n—r

Fazendo cn; = mL, ii =1,...,r, temos Qr(2) = Br(nt), e nt z). =

Agora, veremos um resultado importante quando os polinômios

Bn(A),....., A); 2) estão associados a medidas de classe S[w, B, bl.

Teorema 3.2.1. Sejam r > 1 e v(t) uma medida de classe Sº[w,6, b] com w =
(1—r)/2. Então, sen > r, para quaisquer parâmetros Ne ..., ATLER, tais que
Br (49. ..,A;0) £ O, existem parâmetros correspondentes nb... nto ER
tais que

Z”BA(A),AH 62/2) B. (1) O). 3.2.1
(r) (r) = n(r11 Tn z). ( Ds )

Bn(NL,..., ANO)
,

Demonstração: Para n > r sabemos que

ft"BA(AD, AD ;OdáÁ(t)=0, r<s<n­1l.
Fazendo a mudança de variável t = 9º/t e usando (2.2.1) obtemos que

b

" tos RB (AL. A); 82 /0)dyp(t )J=0, r<s<n­l.
51
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3.2 Polinômios B.(A),..., a; z) associados a medidas de classe Sº[w, PB, b]n,1º

Dividindo por Brn(A),...,A52;0)

dy(t)=ff post n(A d Ars 2/0
a DN.Ti 0)

Mas, —2w = r — 1. Então,

femLBA o NS 82/)
a BA(A),..., ADÃO)n,1º

dv(t) =0, r<s<n­l.

Como —s +r — 1 = —n+s parar <s<n­l, obtemos

fo+:tº Br(A. NNE 62/0)
a B.(A),..XP)

n,1º

dy(t) =0, r<s<n­l,

Portanto, pelo Lema 3.2.1, existem parâmetros nº,. ..,nfleR tais que

a. .,XDLO)
n,1º

Nosso objetivo é, dado r > 1, encontrar parâmetros NEanr E R tais
que

2"BAAL...) ARS 82/20)
BA(A),..., ADO)n,.lº

ou seja, tais que o polinômio Brn(A),..., ATL; z) seja B­inversível. Além disso,
escolher parâmetros NETOO 30nn E R, para n=1,...,r, tais que

2”BaA(A,... AR 62/2)
Bn(AXA MEO)

Este estudo será feito no Capítulo 4.

: NNNO) ( asSejam 227, 223 ..., 22%, os zeros do polinômio B.(A, ...,M52) em or­1 nino

dem crescente. Quando Bn(0), ee ab); z) é um polinômio B­inversível, os zeros
satisfazem

2DNS BN fo oo

tn,n+1­i

e valem as mesmas propriedades sobre os zeros estabelecidas na seção 2.4.
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Capítulo 4

Maen,19º1ccO

medidas de classe Sº[w, 6, b]
Polinômios Br (A nr;

Neste capítulo são feitos estudos detalhados dos polinômios B,(A), e. ab); z)
associados a medidas de classe S%[w, 6, bl, onde w = (1—r)/2, parar = 1,r=2e

r = 3. O principal objetivo é determinar valores para ao, ..., AS) para os quais
o polinômio seja B6­inversível e, além disso, obter informações sobre a localização

de seus zeros e relações com outras medidas de classe Sº%[w, 6, bl.

4.1 Polinômios Bn(NL; 2) e medidas de classe
S*[0,6, b]

Como já dissemos, os polinômios Bn(N; 2) foram estudados por Sri Ranga,
Andrade e McCabe em [22] e são definidos por

Br(N);2) = BI (2) + AM BÍIN(2), n>1, (4.1.1)n,

onde x) ERe Bo(AG2; z) =.
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4.1 Polinômios Br(AYA; z) e medidas de classe Sº[0, 6, b]

Lembremos que esses polinômios mônicos, por (3.1.3), satisfazem
b

/ t"UBALGOdA0)=0, 1<s<n­1, n>2, (4.1.2)
a

e, de acordo com o Teorema 3.1.1, têm pelo menos n — 1 zeros em (a, b).

De acordo com o Teorema 3.2.1, se v(t) é de classe Sº[0, 6, b] existem valores
para ns À € R tais que

2º BrAnsião Diz

Vamos, nesta seção, supor que a medida v(t) é de classe Sº[0,6,b], ou seja,
satisfaz

dy(t) = —dy(6º/t), te(a,d),

e, então, pelo Teorema 2.3.1

"Br (8º/2) naoBO BO(2), n>O. (4.1.3)

Em [22] os autores fornecem valores para o parâmetro am)) tais que B, (A)152)
é P­inversível. Apresentamos a seguir um esboço de como esses parâmetros foram

obtidos.

Primeiramente, fazendo­se a mudança de variável z = 60º/z em (4.1.1) e

multiplicando­se por 2” obtemos

BO (6º/2) + AN 22" BO (6º/2). (4.1.4)

Por (3.1.14) temos que Br (—a; 2) = BD(z), n> O. Então, de (4.1.3),
n (0) 22” Bn (0º/2) o 2 Bo)BI (0) = BÍ (2) — an +1 Brno 1(z)

Usando a relação de recorrência para os polinômios BÍ(22), obtemos
n Bo) (o) 0) BM2” Br (6º/2) Biuil ) + Bnt1Bn (2) e BO(0)="6BO (0).

BL (0) ?

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



4.1 Polinômios Br, (4) ;z) e medidas de classe 5º[0,6,b]

Substituindo esses resultados em (4.1.4), temos que

BON:A/2) = (60 BRO) + XRB9,(0)) BO(2)
+ (6000, BO (0) + BO AN BOL (0) BOL (2).n

Observe que se aí)1É BO, então

Ba(A9;0)= (60 +28) BOL(0) 20.
Dividindo 2" B.(AÚ); 8º /2) por Br(Af3; 0) e usando o Teorema 3.2.1 chega­

mos que

2” Ba(A54;82/2)
Ba.(252;0)

BO (a, + nO)a)
= BO (2) + nO BO (2),

(1)
ni = n>1l.

, =

: R ; 1 1Como estamos interessados em parâmetros tais que ni) = Nes devemos en­
contrar as)1 tais que

o“ ) (alXn+1 + aí2)
(4.1.5)— 6) + x)

Resolvendo (4.1.5) obtemos

68 + A = +6078 (4.1.6)

onde 7º = 61 +a. Assim, os valores do parâmetro Ne tais que o polinômio
Br(AWD;n1;2) é B­inversível são

Ná = 6) + VB.

Nesta seção utilizaremos a seguinte notação:

para a escolha A+ = po + BA em (4.1.6),
para a escolha À,== 6) — BIO em (4.1.6) e
quando nos referimos a ambas as escolhas.

OO
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4.1 Polinômios B, (AD; 2) e medidas de classe Sº[0, 6,b]

Vamos agora analisar o comportamento de B,(A; O0) com o objetivo de
obtermos informações sobre os zeros. Esses resultados também foram estudados

em [22].

Pela relação de recorrência para os polinômios BO (2) sabemos que Bi”)
(11)" 61 80)1 Bl9 n>1. Logo,

Bn(AD$F;0)= (—1)"P(­ 80 + AMSISO BL, BO, n>1.n ; n—

1)tD ;2)4.1.1. Localização dos zeros de Br(A

Considerando a escolha— 86 + AD)= 9) 71 em (4.1.6), de (4.1.7) obtemos
que

>O
Pra

Ba(AMT;0)= (—1)"*! 1/6072 80,BOBO, n>1.

V
(a) para n par (b) para n ímpar

Figura 4.1: Exemplos do comportamento de Br (A+. O)
,

Como B,(A; z) é mônico e tem pelo menos n — 1 zeros em (a,b), a relação
(4.1.8) implica que Bn(A*; z) tem um zero negativo (veja Figura 4.1).nl

56
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4.1 Polinômios Br(Aú); z) e medidas de classe 5º[0, 6, b]

De acordo com a propriedade sobre os zeros de Brn(A(Y"; 2) onde
A) 8?
nã O a(o) ,

tn,n+1­i
i=1L...,n,

o zero negativo deste polinômio é —B.

Para a segunda pOSSIDHÕAo de escolha do parâmetro a para o qual o
polinômio é B­inversível, — 6) + ar = —/ BO, temos que

> O
”

Bn(A8)7;0) = (—1)” Y/ 670 6 Bl 2.80, n>1,

sinal (B, (AM; o9))

(a) para n par (b) para nº ímpar

Figura 4.2: Exemplos do comportamento de B, (2D=;oO)n,1

Pelo fato de B, (At;;z) ser mônico e ter pelo menos n — 1 zeros em (a,b),
(4.1.9) implica que Brn(AGL; 2) tem todos os zeros positivos (veja Figura 4.2) e
pela propriedade dos zeros, todos são reais, distintos e estão no intervalo (a, b).
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4.1 Polinômios Br(A); z) e medidas de classe 5º[0, 6, b]

4.1.2 Bn(NYÉ; z) e medidas de classe Sº[1/2,6,b]
Estudaremos aqui relações existentes entre Br(NÉ; 2) e L­polinômios ortogonais
associados a medidas de classe 5%[1/2,6,b], baseadas no que foi introduzido por

Sri Ranga em [23].

Lembremos que v(t) é uma medida forte de Stieltjes de classe Sº[0,6,b] e os

polinômios Bn(ADÉ; z) satisfazem (4.1.2), ou seja,
o/f t "IB (AE;Odp(t)=0, 1<s<n­1l, n>2. (4.1.10)

Consideremos a medida forte de Stieltjes V1(t) definida por

dy(t) = (t+ 8)dv(t), te(a,)), (4.111)

e, por (2.2.5), temos que v, (t) é de classe S*[1/2,B,b].

Como, para Ne = 80 +/ BOA, —B é um zero do polinômio Ba(ALº; z),
substituindo (4.1.11) em (4.1.10) obtemos

b B, DNSTENE" ponto a NA — O, 1<s<n—­ l, n> 2. (4.1.12)

De acordo com (2.1.1), o único polinômio mônico de grau n — 1 que satisfaz
às n — 1 condições em (4.1.12) é BO), pois

o
(0)Y1/f t"tºB', (dy (t)=0, lI€s<n­1, n>2

a

Assim,

Brn(A+; 2) = (z + B) BU), n>l.nl

Agora, vamos considerar a escolha Ne = BO — / BAD. Seja v2(t) a
medida forte de Stieltjes definida por

dba(t) = ga ), te(a)),
58
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4.2 Polinômios Bn(AQ), 2; z) e medidas de classe 5º[­­1/2, 6,0]

e, por (2.2.4) e (2.2.5), V2(t) é de classe Sº[1/2, 8,0].
De (2.1.1) seja BL %z) tal que

b/f ts Bd (t)=0, O<s<n­l,
b/f to BO (o) Eda(0) =0, 1€s<n, n>1

Somando­se (4.1.13) e (4.1.14) temos que
b

" t+plo DAdvV(t) =0, 1<s<n­Ll. (4.1.15)

:
v

” : e. ”Assim, B(º *(z) e Br.(AÍ) ; 2) satisfazem as mesmas n — 1 condições com relação
a V(t) (veja (4.1.10)) e, como ambos os polinômios são mônicos e B­inversíveis,
então

Bn(A7;2) = BO"(2), n>1n, 15 n

Como Bo(A62;z) = 1 então Bn(A()";2) = BI %(2), n> O.nl 5

4.2 Polinômios Bn(A2), ;z) e medidas de classe
3

Os polinômios mônicos B.(0O, ao; 2) foram investigados por Bracciali em [5] e,
como dependem de 2 parâmetros, sabemos que

Bn(N4, N%3; 2) = BO (2) + ACI BL,

n,1º Cn(,2) n, n—l z + 22 BO) z), n>2, 4.2.1n,2”"“n—2

onde 112), A) E R, Bo(062, AL; 2) = 1 e BA(A1, A; 2) = 2 — BO + AQ).n,l1º

Pelo Teorema 3.1.1 sabemos que os zeros desses polinômios mônicos podem

ser reais ou complexos sendo que pelo menos n — 2 são reais, distintos e estão no

intervalo (a,b).
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4.2 Polinômios Bn(A9, Ne 2) e medidas de classe S*[­1/2,6,b]

Os polinômios Bn(A)o ao; 2) também satisfazem (3.1.3), pois
bf BOB ABNAÁHDS0 2<s<n­l n23 — (422)

Nesta seção, consideramos medidas v(t) de classe Sº[­1/2,/A,b], ou seja, que
satisfazem

Vtdy(t) = —=/82/t db(6º/t). (4.2.3)

Logo, pelo Teorema 3.2.1 sabemos que se v(t) é de classe Sº[­1/2,6,b], então

existem valores nº, nºTm,2e R, n > 3, tais que

z” Br (49, A; 82/2) = BA(12,172; 2).
Ba(A2,22;0) Tn Ina?

n,.l1º n,2

Além disso, pelo Teorema 2.3.1, para v(t) de classe Sº[­­1/2,B,b] temos que

2" BON (62º/2) — BO 2” BL (8?/2) — BO)Po AM Fw AR nano 09
e, de (2.3.3), 6 = B, n>1.

O resultado a seguir também foi introduzido por Bracciali em [5] e fornece

valores para os parâmetros 2 e 2 que tornam o polinômio Br (A1,2; z)
B­inversível.

Teorema 4.2.1. Os valores dos parâmetros 2, a) que tornam B, (2º2)2, AC)2;2)
B­inversível, 1sto é,

2” Br (2n,1º1, AO; 5º /z)
Ba(N4 N2; 0) = B(09,98;2), n>2, (4.2.5)

XI =6B04+6 e B=­Bal, n>2,

mM o) (2)Ani = no on E n2 E R[2
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4.2 Polinômios B,(0O NS 2) e medidas de classe Sº[­1/2,B,0b]n,11 n,2

Demonstração: Fazendo­se a mudança de variável z = 6º/z em (4.2.1), multi­

plicando­se por z” e substituindo­se (4.2.4), obtemos

g"BaA(A4Ana: Bº/2) = B(0)BO(2) +ARIBRA(0)2B2 (2)
+22B0L(0)2ºBO (2). (4.2.6)

Por (3.1.14), temos que

B.(­aíll, — al ,afPaltiz)=BP(2), n20.

Das relações (2.1.22) e (2.1.23), sabemos que

amiBru(s) e

zBr(2) = Bi (2) + 81Bru(2).

Substituindo­se B$ (2) e BI (2) em zBO (2), encontramos que

zB(2)= BI (2) + (90) ­ af) BOA(2) = oMAMBRLG) — (42,8)n—

De (2.1.23), temos

(BO(2) + BOBO(2)) «e
BO(2)+ AOL BRAA(2))

Substituindo­se BM (2) e BO, z) em zBO (2), obtemos

2º BM a(2) = BO(2) + (60 + 88),) BO (2) + BABA BRA(2). — (429)
Voltando a (4.2.6) e substituindo­se as expressões (4.2.7), (4.2.8) e (4.2.9),

chegamos a

2"Ba(02), 02; 92/2) = (BO (0)+ BO  (0)37 + B2,(0)26)) BI (2)
o+[­ (0, +a(2,) 86 (0) + (88 ­a(9))59 (0)572 + (860 +6621) BRA2(0)AFA| BRA (6)

+(0P al), 81 (0)­af? 86º BO (0)52 +80 60 Bra (0) NA) Br /a(2).

61
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4.2 Polinômios B, (22, 2; 2z) e medidas de classe Sº[­1/2,6,b]

e (682,68 — 68 aíA+) * O, dividindo­se 2º B,(A2), 2); 82/2) porn,1º Un,21

Ba(ARA AÇ230) = (00,60 — APAR +22) BOL(0) 20,
pois B$(0) = ­— O) BO (o(0) = BBBO2(0), e usando o Teorema 3.2.1 che­
gamos que

z” Bn(48L, aa(o)B.(29,22:0)n,l1º o; = BO(2) + nº BO (2) + nº BOL (2),

— BrBi (ama+ asda) + APAGA)= amudAna= (66)+ 6622
— BO 688 + 68, aí> ­ On

PE — 60Baal,— 80aBA— 800AAA
" BR BR) + BZARA — AZn,

(2)Mas, queremos encontrar os parâmetros de forma que 17,1=
Então,

0 o o 1 o o 2 o 12 — Bb (ana + ont) + Ani(St — anl)ARa— (64)+ 84º,1a
— BO 61o 6(0)PE x

12 — Bia 1 ah Anda = BrLala Aç BN BAIA
n,2 —T BA BRO + BOA = af2 (4.2.11)

É necessário encontrar os parâmetros nº e 2 que satisfaçam (4.2.10) e
(4.2.11) simultaneamente. Multiplicando­se (4.2.10) por Bo. e subtraindo­se
(4.2.11), temos

o) 0) (0 1 o 1 DERNNOx — (Ba)? (anta tanta) +(B21)2(84 am)ARA
n,28.aa — BB+BAANAA (4.2.12)

+ AB + ADA +60 natanta +Bnaah BA AA + BraBncaA— BO 6 +BI Al — a)
62
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4.2 Polinômios B.(09), a; z) e medidas de classe S*[­1/2,6B,b]

Somando­se —66º, 61”) em ambos os membros de (4.2.12) obtemos
2

(88 82, + BO AQ — x) =(689 (aA + o)BO (81(0) Nsa
+(62)?(88)— am)N£A+ Arame nm ont + BatBi ALA + BraBIA ARABO, o (­— BO 8º 480aa 2). 213)

Por (2.1.17), 66 — a, == BOaf e, de (2.1.18),MB = BO af. Logo,
substituindo­se em (4.2.13), obtemos

(­— BO 80 + BO 52) 2) = BO 80 [60] (60 +al)|159,6> (68, af), ++aPal,).
Como 61º + af = BM + of, então

[2 1(8080 + AOAD = 2a)”= ALGO (80, + a) (80 +ald)
= BO84040,

e, portanto,

BEBO + BATA— AA = +/882 66 2aAo
(0) (0)

De (2.1.17) e (2.1.20), 9 = BD +o e9D, = Fa Então,
n

(0) (0) (1)— O. (0) (0) yaa1/80 80 70 96 = Ô,. BI + Co
Como 61) = B, n > 1, e, por (2.118), al, = HZ

BOBO + BRAARA= Ana = EBnAIO­

2 a oà = E 4 BO +70.
ân1
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4.2 Polinômios B, (29, ao; z) e medidas de classe Sº[­1/2,6B,b]

nº)Se substituirmos 12 = 30 + BO) + 4º em (4.2.10) ou (4.2.11), obtemos
n—l

Na = BD +B, = 90,
x = caPAD=­800, n22

22aDa mesma forma, substituindo­se 2 = + BO — m (4.2.10) ouq
(4.2.11), obtemos

(2)= An ­ ol,
o n+168,

E R n>2.

Denotaremos os parâmetros Ne 2) que satisfazem (4.2.5) de acordo com a
escolha feita em (4.2.14), ou seja,

28 + para a escolha AÊnO + Br(o) aa 20+ = BO 40 e, então,n,1 + On,2

Não = BD +B,
Xt = —Bofo; (4.2.15)

22), A)” para a escolha — BO 61 + Bar — Nr = — BoDa e, então,n,1 1 Un,2

(2) NE (0) 2— n, —

An = (0) — Xnt+p x € R,
nl ou

PN (2)­ (o)
(4.2.16)

NE e R ÀAr,2 = (a1 + af) 88;
PN:
na

2)+ ;aí> quando nos referimos a ambas as escolhas.
Estudaremos agora o comportamento de B, (AX, Ne O), que são polinômios

P­inversíveis. Da relação de recorrência para os polinômios BI (2), temos que
BO (0) = (­1)"68( 68 ..­8, n>1. Então,

Ba(APE, AGE; 0) = (—1)"+(— B(O 600 + BOL AÇÃE — AG) 00, ++ BO, n>2.
(4.2.17)
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4.2 Polinômios B, (AO), a; 2) e medidas de classe Sº[­­1/2, 6, b]

Para n = 1, buscamos B(A*, a; 2) P­inversível. Então, se por (4.2.15),
escolhemos Affit == o) + B, logo, B (A6* , AÍ)21x)= 246, que é B­inversível e
B(A5T,A6B;0) > O.

9­0,nã 1ÀAn24.2.2 Localização dos zeros de Br(A

Para a segunda possibilidade, — BO 61 + BoNNE Nr=
(4.2.17) encontramos que

> O

Br(A27,A2;0) = (—1)” BOORO,... 80, no,
Ou seja,

sinal ( B(AI, af; 0)) =(­1)", n>2. (4.2.19)

Para n = 1, escolhemos NE = 61—­Bem(4.2.1). Logo, B(A, Ao; z) =
z— Bb é P­inversível e B (A,a; 0) <O.

Pelo fato de B.(A",a; 2) ser mônico, P­inversível e ter pelo menos n — 2
zeros em (a, b), (4.2.19) nos mostra (veja Figura 4.4) que, dependendo da escolha

do parâmetro ar
de B.(AP Ai):

m (4.2.16), temos as seguintes possibilidades para os zeros

e 1 zero em (0,a] (pela simetria, 1 zero em [b, co)) e 1 — 2 zeros distintos em

(a, b),

e todos os zeros distintos em (a, Db),

zero de multiplicidade 2 em À quando n é par ou zero de multiplicidade 3

em 3 quando n é ímpar, e o restante dos zeros distintos em (a,b),

e 2 zeros complexos e n — 2 zeros distintos em (a, b),

zero de multiplicidade 2 em —B e n — 2 zeros distintos em (a, b) ou
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4.2 Polinômios Br (42, O)5;z) e medidas de classe Sº[­1/2,6,b]

Esses resultados sobre o comportamento do polinômio em z = O são de grande

importância para a determinação dos seus zeros. Ápresentaremos, agora, algu­

mas contribuições deixadas por Bracciali em [5] e também nossos estudos para a

localização dos zeros de Bn(D9Y, É; z).

(2)+, z)n2 1º4.2.1 Localização dos zeros de B(NA >»
Como — BO68 + 61 a — NT == 69, observamos, de (4.2.17), que

> O

B.(A07, A; 0) = (—1)"*P! BO gO,.. 80, n>2.

sinal (Br(ADX; o9)) =(—1)"!", n>2.

Pr
ANN

(a) para n par (b) para nº ímpar

Figura 4.3: Exemplos do comportamento de B.(A9, ag; O)

Pelo fato de Br, (AXAh), n > 2, ser mônico, B­inversível e ter pelo
menos n — 2 zeros em (a,b), (4.2.18) nos mostra que B.(A, NAS z) tem um
único zero negativo (veja Figura 4.3). Pela propriedade dos zeros esse zero é —D
e, alêm disso, n — 1 zeros estão em (a, b).
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4.2 Polinômios Br(A2), 2; z) e medidas de classe 5º[­1/2, 6, b]

e 2 zeros negativos e n — 2 zeros distintos em (a, b).

DA

(a) para n par (b) para n ímpar

VÁ

(c) para n par (d) para n ímpar

Figura 4.4: Exemplos do comportamento de Ba(A,a; O)

4.2.3 Brn(A NO NÇAS z) e medidas de classe Sº[1/2,6,b]n,l

Em [5] Bracciali provou que, ao considerarmos at = BO + Be Vit = — Bafo,
os polinômios B.(A, Nu z) podem ser escritos como (2 + B) BM (2).
De fato: Sabemos que

Bn(B) + 6, ­Baff'; 2) = BI (2) + (66) + 6) B12,(2) — Bal BRL(2).
67
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4.2 Polinômios Br (42, O; 2) e medidas de classe Sº[­­1/2, B, b]

De (2.1.23) e (2.1.22), obtemos

PrBru(s) = zBr1(2) — BO(2) «e
Br(2) = BM(2) — ofBRLa(2).

Então, facilmente vemos que

Brn(6(º + 8, ­BalOV;2) = (z + B)BO (2), n>1. (4.2.20)

­

De (4.2.20), vemos que o polinômio Br, (AP, at; 2) tem um zero em —B e,
pelo Teorema 2.1.2, n — 1 zeros distintos em (a,b), o que está de acordo com as

conclusões da seção 4.2.1.

Observe que
b

f t rs BU (Pidy(t) =0, O<s<n­l,
a

e tdv(t) é de classe 5º[1/2,9,b]. Assim, novamente relacionamos os polinômios

Bn(ARA No,:z) com L­polinômios ortogonais associados a medidas de classe

4.2.4 BA(A7,A2;2) e medidas de classe S3[1/2, 6,0]n,1 1Cn,200

Daremos agora informações sobre a localização dos zeros de B, (A, x?2 z),
dentro das possibilidades citadas na seção 4.2.2, para alguns valores de NS :
Para isso, relacionaremos L­polinômios ortogonais associados a medidas de classe

S[1/2,B,b] com os polinômios B.(AA, ani) associados a V(t), que é de
classe Sº[­1/2,6,b], através do seguinte resultado introduzido por Bracciali em

l5l.

22­Os polinômios Brn(Ar1 DNna 32) satisfazem

daBr(2 Ns z zBM(2), n>2.nº rÔÂngo Sa

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 13 14 15 16 17 18



4.2 Polinômios Bn(A2) 212); z) e medidas de classe S3[­1/2, B,b]1 n,2)

Como Bn(AP,A;0) = (—6)", o resultado (4.2.21) está de acordo com o
que foi estabelecido em (2.4.3), pois o polinômio BL)(z) está relacionado com a
medida v3(t) que satisfaz dy3(t) = tdy(t) e é de classe S*[1/2, 6, b], ou seja,

b

f t "tsB(gdoa(t)=0, O0<s<n­l.
a

Podemos observar que BL (2) = BO (2), n>O.
Demonstração: Temos que

) Ana — (0) ) go (2)­ po= n, —

nl

Primeiramente encontremos expressões para BO (2), BO (2) e BO (2).
Somando­se e subtraindo­se a, BI (z) na relação (2.1.26), obtemos

1BO (2) = —m [(80 + a.) BO (2) + of (2BM(2) ­ B
Yn

Da relação de recorrência para os polinômios BL V(2), temos

zBO(2)— BO (2) = O BI (2) + aOzBA(2).

Voltando a BO (z) e substituindo­se zBO (2), obtemos
(0)

QBO(2) = BO (2) + 23º (90BM (2)+ aMzB,(2)).
Novamente, de (2.1.26),

BO
nl

e, por (2.1.19) e (2.1.20),

BO

De (2.1.25), temos

BO
no
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4.2 Polinômios Br(AO), x; z) e medidas de classe S*[­1/2,B,b]

Então, substituindo­se (4.2.23), (4.2.24) e (4.2.25) em (4.2.22), chegamos a

(2)­ (2) 1 SRNSERNNNO NS SRBr(AxA 1 Àn2 2) = Bí (2) + (0) (o) ­ (O) ) Br1(2)Bula n­1
(1) (2) (2)On Ana ÀAn2 ) (1)+ — e | zB, a(2).o) (0 0 nº2| Sara 4

1 O
Mas, fo) — ão) ço & Portanto, obtemos (4.2.21).

ni Bniita
Observe de (4.2.16) que a relação (4.2.21) é equivalente a

2)— 2)— 2) o 1BAI, A; 2) = BI(2)+ (ACI +00),)2BL(2), n2. (4.2.26)

Vamos agora encontrar o valor do parâmetro DN para o qual temos um zero
em a e, pela simetria dos zeros, um zero em À.

Suponhamos que B, 187 ra = B, ND Wa == O, Então, porn,l n,2 n,l n,2

(4.2.26), o valor de Ne será
ço BM) 4 (D)
= 7%TD, Ad =>

1 n+l 1aBr)2(a) bBr22(6)

Da mesma forma, queremos encontrar a para que tenhamos zeros em fB.
Para nº ímpar, À é zero simples de BL (2) e de BO (2). Logo, por (4.2.26),
Bala An2 36) =0e

BA(MA, Aa) BO)
z— Bb z=B

­

BO (z+ (12º +a2),) 2220n+l — E)

é um polinômio de grau n — 1.

Da relação de recorrência BU) (2) = (z — 8) BI (2) — a zBM (2), temos

Ba(ARA AR2 32) — na 9­1 40, a) Bala)? DB = BM (2) + (99 +afl­oO)z 2 :
Fazendo z — 8 no lado direito da equação acima, obtemos que

BML(6) + (APL +of), ­ af) Ans(6) =,
70
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4.2 Polinômios B, (49), 2; z) e medidas de classe Sº[­1/2,B,b]

se, e somente se,
(1)Mr = af + af — ZA,

LQn­3(L)
Br>a(2)
z— BB

Para n ímpar, 22 é dado por (4.2.27) e o polinômio tem zero de multipli­n,l

onde Q,­3(2) =

cidade 3 em PB.

Para n par sabemos que À é um zero de BO) 1(2). Substituindo BL (2) em
(4.2.26), pela relação de recorrência e fazendo 2 — 9 em (4.2.26), obtemos que

0 = Exa + ata af) BBI22(6)
se, e somente se,

227=­ af, +af) (4.2.28)

e Br.(A2)2)7,; 2) tem zero de multiplicidade 2 em 9.
Se agora supusermos B, (AFX, a; —B) = O, então, por (4.2.26), o polinômio

terá zero de multiplicidade 2 em — PB se xr for dado por
O)NONO BOT n>2. (4.2.29)

Tendo em vista essas possibilidades de escolha para o parâmetro NS1 , fizemos
testes usando o software MAPLE VI para valores específicos de n, n > 2, e

observamos que se escolhermos, em (4.2.16), a­r tal que
)(1(2­2 90 — Br'(a)Ani<<­Xt17= aBO2(ay'

o polinômio B, (2Xa;;z) tem todos os zeros positivos sendo um em (0,4),
n — 2 distintos em (a,b) e um zero em (b, oo). Se

(0) BL (a) 2 RO) (1). BO (6)
2 (1) < Ar Ant1 + 2X, A ,

aBr2(a) BQn­3(6)

1) — Br'(a) 2­ 0º +,Ani] — BO. (a) <ÀAn1 Ani] + Om para n par,
ab,”2(a)

para n ímpar,
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4.3 Polinômios Brn(08), NS ao; z) e medidas de classe S*[­1,6,b]n,

o polinômio tem n zeros distintos em (a,b). Se
BO

­a, + old — ART < 51?)n—3

af +al <XN < col, +— Ty, paran par,
BB. 22(­O)

o polinômio tem 2 zeros complexos e n — 2 zeros distintos em (a, b). Finalmente,

< —­a —————, Dparamn ímpar,

se

1)MEI > cal +oaB6Br22(­B6)
22n2 32) tem 2 zeros negativos e n — 2 zeros distintos em (a, b).

,

Bn(n,l

4.3 Polinômios Br(A%9),A8), X$):z) e medidas den,1º Cn,2) Onçô3

classe S*[—1,6,0b]

Motivados pelo que foi introduzido e estudado por Sri Ranga, Andrade e

McCabe em [22] e também por Bracciali em [5], nesta seção apresentaremos

nossos estudos sobre os polinômios Br(0O), O, sê; z) associados a medidas de
classe S[­1,8,b].

Os polinômios Bn(A8), 28, 98h; z) dependem de três parâmetros, ou seja,
são definidos por

Ba(A, AL, Al;2) = BN (2) FAC BO (a) ASA Ba ala) +ALABroa(2), (4:31)1 On,2) Unção

n > 3, onde 48,58), AL e R.
Observe que Bo(A, 8, Nba; z) =1, B (08), NES 8; 2)=z­ (o) + a) e

3 3) p(0 3Ba(A5, ABL, 053; 2) = BS (2) + ASIBI (2) + 252.
De acordo com o Teorema 3.1.1, o polinômio mônico B.(08, O, ao; 2) tem

pelo menos n — 3 zeros no intervalo (a,b) e, por (3.1.3), satisfazem

n,

b

f[ BONAB ABDADS0, 3<ssn1, n24 (432)
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4.3 Polinômios Bn(0, O), a; 2) e medidas de classe Sº[­1,6B,b]

Nesta seção a medida v(t) é de classe 5º[­­1,8,b], ou seja, satisfaz

t dy(t) = —(6º/t) dv(6º/t), te(a,b).

Então, pelo Teorema 3.2.1 existem nã, nº, nº) € R tais que
2”B(A0), 08,06); 62/2)

Bn(A9 ANSIBNOP o)n,17 n,2) n,3)
= Br (nf, nº, nsz), n>4.

Os L­polinômios ortogonais BD (2) estão associados com a medida v(t) e,
pelo Teorema 2.3.1, satisfazem

n Bl) ? n Bl) 2OU = BO(z) OTA = BO(2), (4.3.4)

e, por (2.3.3), 8/6) =? e BIBI) =, para n > 1.

Vamos agora encontrar os parâmetros O, O,o que tornam o polinômio
Ba(A81, 2684, 268); 2) B­inversível. À busca desses parâmetros segue o mesmo
raciocínio que os casos r=1 e r=2 vistos nas seções 4.1 e 4.2, respectivamente.

Fazendo­se a mudança de variável z = º/z em (4.3.1), multiplicando­se por

2” e substituindo­se (4.3.4), obtemos

2”Ba(A,AH, 00; 6º/2) = BO(0)BÓ(2) + AMBRIL(0)2B0,(2) — (435)
+28 BO (0) 2º BO) (2) + APLBO(0) 2º BO 3 (2).

Encontremos expressões para Bo(z), zBO), (2), 0º BÔ),(2) e 2 BÔ)3(2).

Por (3.1.14) temos que B.(A8, Ao. Aê; 2) = BO(2), n> O. Então,

BP() = BO(2)­ (oh + a, +02) BOL(2) (43.9)
1 2 2 o o 2) nO+ (aval, + alo, + afal,) BM 2(z) ­ a aDaP BO )

Das relações (2.1.22) e (2.1.23) obtemos que

BM(2)= BD (2) — aBOL(2),
BO(2) = BO(2) ­ afBI(2) e
zB(2) = BOA (2) + SO BRA (2).
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4.3 Polinômios Br, (nO), 281,58;n,2) n,3; 2) e medidas de classe Sº[­1, 6,0]

Substituindo­se BÊ! (2) e BM (2) em BO (2), encontramos que

BO (2) =

e, então,

BP (2) = BI (2) — (of)
Assim,

zBÔ (2) =

BR(2) — (0 + afD) BO (2) + alO af BO (2)

Ant] + afii) BO) 1(2) + alaBO,(2).

BD (2) + |­ (8,+afla) + 69] BPM(2) (4.3.7)

+ |­ (af + a(D) 86 + aat| BO (2) + aaglBOnºe3(2):

De (2.1.23), temos que

zBOL(2) = BO (2) + 82 BOL(2),
1
=

(BO) (1) O)= ­ (BO) +6PBA()) e
1= > (BA(9)+ 88,88).

2º BO (2) = BO(2) + (80 + 882, ) BÊD (2) + 80,62BD,(2).
Os polinômios Bt (2), BUM (2) e BU

e, portanto,

PBroa(2) = BO(2)+(a +06+68)Bra(2)
+1­

“o(z) podem ser dados através de (2.1.22)

(4.3.8)

af? (868+88)+B1LBPA| Bia(2) = a ARA BRABrA(2).
De (2.1.23) obtemos relações para BO“1(2), BO (zje BO (2). Deste modo,

BOL(2) =

3 4 5 6

3 [89 (9) + (80 + 80)BO (9) + 80,60,B0(2)|
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4.3 Polinômios B, (98), O,a3;2) e medidas de classe Sº[­1,6,b]
12 [8B21(2) + ” + Bia) Ba(z)+ BB a Br a(2)| :

Substituindo­se B),(z)e B (2) em BO) 3(z) dado por (2.1.23), temos

2Bra(2) = BO (2) + (ao ++ BO, +Ba)BOA (2) (4.3.9)

+[(8821 +90) 9222 + APLBA| Bra (2) + BPM2AÇABIOa(2).
Substituindo­se (4.3.6), (4.3.7), (4.3.8) e (4.3.9) em (4.3.5), obtemos

2" Ba(Nts Nuas Arias 0/2) =

(6(0)+BL(0) +BO(0)A6)+BO,rs) BP+15BP O4]­ (al +ald,) + 8P] BL2 (0) A) ++(­a(0 13+62)
BZALA22) Ba(0)963| BOA (2)+80 (0)+[­ (a+a) 8+aPa]BO(0)59+ [caP(60+62))nosestejas [982 + 08%) 0822 + Ba] BRS(0)AÇA + BRLa(2)

[28 |

+(58BO (0) +a9 a 88 BO (0)A)­ a O, 8068, BO (0),
+B228122B1­2 2Br23(0AÍ2) Bí."3(2) (4.3.10)

Supondo que (882,61260 BO + BOBAd— BAGA +26) * O, divi­
dindo­se (4.3.10) por

2,263;0) = (60 (0) +50 (0)A/ +B8,(0)A6L+B8(0)58)
= (80,601860 + BLA A = BRLAÇA+A() Baa(0)£ O

e usando o Teorema 3.2.1, chegamos que

2” Br (29) 2º2 223; 6º /z) Gs) G) o)Bn(A8,28), 26;0) (2) +
n,11 nf2)

com

C + DAS) + EM+FAQ)ONTONTONSTONA e — 80,NOFIEIOL
7O

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp “à 12 13 14 15 16 17 18



4.3 Polinômios Brn(08, O, 2º)3;2) e medidas de classe S*[­1,6,b]

G + HNO + NÉ) + JAC)— BI) 6 Bi + 30,30,a — 6ºo + 2º),

E: + LAG + MAG + NaÉBBB) + BLAO — Brad + Ana
onde

= (a), +a, +a)8060680,

D=(­af, ­ão + 61) BO288,E = (af), — 61) — BO )80o,F=60+ o. + 82,
G = (of?af, + aaAr +afla268, O, o,
H = (Pad, — aO BP — afgl) 8 80,

1eedo+ a 82 — BABA)Oca,= BO, 1 + 680 8822 + frcabrioe afal 6ºLADA
L=a aí? 6º18, Blo)o
M= of),68, 669 668,

(1 a)= 6”n—2,8S 27
Como procuramos parâmetros tais que nã == Ne nº) == O e nº) ==, ou

seja, parâmetros para os quais o polinômio seja B­inversível, obtemos

C + Da + EMES— BO 6800 66 + BB at — BLAG) + 26?ao (4.3.11)

G + HAS) + D68L+ Jal
— BO, O) 8 + FO Dam FORa) + nº) (4.3.12)

K +L1X8 + MN + NAC)— BO 81 Bto) + 80,8 2 — 6(0) 228) + o ó
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4.3 Polinômios Br, (48), aºÀno2, AÊ; z) e medidas de classe Sº[­1, 6,0]

Vamos então procurar a, À& e NS que satisfaçam (4.3.11), (4.3.12) e
(4.3.13) simultaneamente.

Multiplicando­se (4.3.11) por 66º2 O), (4.3.12) por — BO, e somando­se
membro a membro as equações, chegamos a

BRLBI (C + DAR + EXSL + FAÍD)
80,80 88 + 9080 x — 0x8 + xo)

O, (G+ HAN +18 + nO)
80,8060 + 850,80a — 0,18) + 16)

2 o 2Praca Ana — rcadna =

Somando­se — BOB,6) em ambos os membros e somando o resultado a
(4.3.13) obtemos

(8828826 + 80288e — AlaAL + Al): = (802)2(80)2(60)?
+B2PÃO — BRRAG+ K+ (8026 D — BRAH + L —(82)º(B2VAR)+ (8860, E — 80,1 + M + (62,Jeso, O) aa (80260LF= B0LI +NBBBpa

Usando as relações (2.1.17) e (2.1.18) observamos que

so — BZH + L — (68922)º(82,)º 61 =0,
BB E — Baal+ M + (B2)ºBRBR)=0

BOLBIF— BOJ+N—BOLBABO =.
Assim,

(82,6)6 + 8,600af)— Ba) + a2) —
(812)?(80 26º + BRAaBRAC — BeaG+K

e, das relações (2.1.17) e (2.1.20),

(=— 69) 8 61 + BlDB a& — 680,nº2 +28) =
o (o o[6ºD, evo) + (o,0)+1 + 2 ) 50La + vaafdaSA Ba) Bh ).
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4.3 Polinômios Br (A), AL, A); z) e medidas de classe S[­1,6,0b]

De (2.1.17) e (2.1.20) sabemos que ny = DD + af, BL a1 == 0,80) e
BA = 4068. Então

(—— 60) 8 Bo + 6, Bl — 8, a+ NL —
o o)(ouo1+ po27aaa + 70,0)af) BLA,Bo.

Como 6ºNa, = BM, vsO=6 +08 eaDB? = BO aí? , obtemos

(0) 42(0) 0) 2(0) (3 0) .G 3(­Br22Ên2160) + BÍBL a = Ba) + x)? = BOB, oOILADIO.

Da relação (2.1.20) podemos encontrar que

(0) BRL,27 o) BO 9 MM BD a
M­2= OToc Mato LDo  º MAaATIOTSBr On Tn

Deste modo,

— (682) BO 1)260OADÃO
(2) 663)

Pelas relações entre os coeficientes, temos que Bsº88 =f8 ?e 42 == TO
Logo,

(Ba)(BA)VANA
Bo,

Mas, 72,= Bo, + a? e, pela simetria, aí;Bo, = Bal. Então,

0) (0) 1po6016090IaADÇ =

BOB BO nana= (812) (60)POE
e, portanto,

DD
0) (O o) 2(0) 3 o 3 O O 7— 900,606(0 + 6001, 6800 aí) — 80,2) + AG)= 60,8007/0v”

Multiplicando­se e dividindo­se por / BS e usando que BLA 99188,
obtemos

— 80,68 860 + BBa — BZAÇa+ +60 4/0 1/8840, (4.314)
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4.3 Polinômios Bn(2Ô), nO)2% O3;z) e medidas de classe Sº[­1,6,b]

Novamente há duas possibilidades de solução para (4.3.11), (4.3.12) e (4.3.13),

ou seja, podemos escolher

3Ah = AOAADAGO — BAGA + ANT + BO807

28)= 6880)60 686 — 860,89a) + 610) a) — BO 9 /BIA.

(3)+ ,6)+ Art, enal 1n,2

(3)+ Nen,l11 Cn,2

De modo análogo aos anteriores usaremos a notação À

PVSX PNn1 An? AúY para as respectivas escolhas em (4.3.14)eÀ aoE quan­
do nos referimos a ambas.

Considerando a escolha positiva

9= 80,80800— 80,800AP + 60,18 + FONORVENNO) (4.3.15)
substituindo­a em (4.3.11), (4.3.12) ou (4.3.13) temos, para NA ER n>3,

AT= 67 aC + 6d (4.3.16)

e, substituindo (4.3.16) em (4.3.15), obtemos

At= 63 AB + ot,

of O) (1
1 ,oEá

(88 88, — a0) BRA + Blame VBA
2 ,FR

=af af? + 8º— A V BA
Pao,

Mme1 + An nº n Mn
2472,

Bol(2) (0) (2) (0) 68 (1)
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4.3 Polinômios B, (28, O, a; z) e medidas de classe Sº[­1,6,b]

Assim, para cada escolha AG € R através de (4.3.16) e (4.3.17), obtemos
valores para ao e NS respectivamente, que tornam Bn(AIY!, AF, AX; o)
B­inversível.

Os valores de ar e NM também podem ser dados em função do parâmetro
3aG*

(3)

. Para isso, substituimos NS em (4.3.11), (4.3.12) ou (4.3.13) e obtemos
Du em função de at. Voltando em (4.3.15) e substituindo­se NM temos
NSEA em função de 6 E R, ou seja, para n > 3,

 eR,
Wt=ot)Ot +ot e
Nº = FAN rol,

afaf + 8º =V/6%nº) ao.
an Bra + Bº =2a VBR O

2

a BA +82799 /664)
Bra BRNO

al)82 +8º­AE LO

(88 8 alal?) BL BA af, + BaBRT /88090
af AA +81 V/887O

Se considerarmos a escolha negativa em (4.3.14)

NS — 8260 80 — BB,ar + Bo2296 — 6ºMada [DBO
e substituirmos em (4.3.11), (4.3.12) ou (4.3.13), analogamente, para n > 3,

+
9a

encontraremos
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4.3 Polinômios B, (28), 268,aÔ); z) e medidas de classe S*[­1,6,b]

= NX + e
7 AS +óo,

a, 2 +68? +40, 1) DA
o o 1 2 !AMADA,

(BOGA, = aalO, — ARA BOA
0) RRBR,

a a? + 82 +79, / BA
FAO,

5­ Bia — APPO, ' [ BD
4 .24"

,

Neste caso, de modo análogo à escolha positiva, podemos escrever os valores

de NS2) Ne em função de Mr E R, ou seja, para n > 3,

Xe eR

Ns = ss” +07,
n,.l

onde

(cafhalo + 8247909, ant) Bo
q=

af88, + 8º +10 4/6686

o)4 +(00,(o)a aa 2) 00) — 9(0)(0)2)BO BIOOM 82 +82+70, 1 DO— BO,Bo,o,
a, 2) + 82470, / BO

0) e 0) (0) (1 1 1 D (1(8882, ­af,a) BO, oaf, — 6ºDat, ano, BÍ Da
a(MBOA + B824+7909 4/8874
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4.3 Polinômios Bn(AÔ, O, aê); z) e medidas de classe Sº[­1,B,b]

Encontrados os parâmetros que tornam o polinômio B­inversível, como nas
­ . . 3 .seções anteriores vamos analisar Ba(A6YF, AGF, AlXE; z) em z = O e obter in­

formações sobre o comportamento dos seus zeros. Da relação de recorrência de

(2) obtemos

B.(A0OF 23)+ STO) —1 21n,2 1 Ôn(3

Cy (60,60 66 + BB AE — BPLAÇÊ + 98) 860, ++ 60.

4.3.1 Localização dos zeros de Bn(AÔ!", NS NS z)
, n,2 1n,3

De acordo com as possibilidades de escolha dos parâmetros, na escolha positiva

em (4.3.14) temos que
>O
Pra

"

Ba(A8)t,AF, A; 0) = (1) BOL AOBABACBR, n3.
Logo,

sinal (B.0f :0))
=

>3. (4.3.20)

Para n = 1, escolhemos NE = BO + 68 em (4.3.1). Então, temos que
o polinômio BI(A137, att, alt; z) = z +B é B­inversível e também satisfaz
BAR ATZ 6450) > O.

Para n=2, pela simetria temos que Ba(aSY?, 2) &; z) = (= +Bb)(z— 6)
é B­inversível e Ba",8,AB; 0) <O.

(3)+ 26 28.O polinômio Brn(An1 ;An,2 +ÀAn,3 32) é mônico, f­inversível e tem pelo menos
n—3 zeros em (a,b). Então (4.3.20) nos mostra (veja Figura 4.5) as possibilidades
de localização dos zeros:

e 1 zero em —/, 1 zero em (0,0a] (pela simetria 1 zero em [b, co)) e n— 3 zeros

distintos em (a, b),

e 1 zero em —B e n— 1 zeros distintos em (a, b),
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4.3 Polinômios Br, (208) 18 58 z) e medidas de classe Sº[­1,6,b]n, 1º Cn 27 CUn(3)

1 zero em — PÔ, zero de multiplicidade 2 em 6 quando n é par ou multiplici­

dade 3 quando n é ímpar, e o restante distintos em (a, b),

zero de multiplicidade 3 em —B e n — 3 zeros distintos em (a,b),

1 zero em —B, 2 zeros complexos e n — 3 zeros distintos em (a,b) ou

1 zero em — AB, 2 zeros negativos e n — 3 zeros distintos em (a, b).

(a) para n par (b) para nº ímpar

(c) para nº par (d) para nº ímpar

Figura 4.5: Exemplos do comportamento de B.(A8Y, AG, AB; O)
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4.3 Polinômios Bn(0Ô), aê, aê; z) e medidas de classe Sº[­1,8,b]

4.3.2 Localização dos zeros de B,(28)7, a) 2x8, z)n,1 *On2 1On,3 o

Para a escolha negativa em (4.3.14)
>O

3)— 3)— 3)— o oBn(AY, ABr, An; 0) = (—1)? BO (81 BO, BO, no>3,
e, portanto,

sinal (Bra, af, af55o)) =(­1), n>3. (4.3.21)

Para n = 1, escolhendo NE = 6 — P temos que BI (AL, NE AB”; 2) =
z— B é B­inversível e BI(A27,2A67,2A687;0) <oO.

Para n = 2, escolhendo Ao e NE tal que Ban, AL, a6L7;O) > O,
temos as seguintes possibilidades de zeros: 2 zeros positivos que podem ou não

estar em [a,b], 2 zeros complexos, zero de multiplicidade 2 em 6, zero de multi­

plicidade 2 em —B ou 2 zeros negativos.

Para n > 2, como o polinômio Brn(A6Y, a), NS 2) é mônico, B­inversível
e, por (4.3.21), tem n — 2 zeros em (a,b) (veja Figura 4.6), temos as seguintes

possibilidades de zeros para B.(A8Y, ar, AE; z):

e 1 zero em (0,a] (pela simetria 1 zero em [b, co)) e n — 2 zeros distintos em

(a, b),

e n zeros distintos em (a, b),

e zero de multiplicidade 2 em 6 quando n é par ou zero de multiplicidade 3

em À quando n é ímpar e o restante dos zeros distintos também em (a,b),

e 2 zeros complexos e n — 2 zeros distintos em (a, b),

zero de multiplicidade 2 em —B e n — 2 zeros distintos em (a,b) ou

2 zeros negativos e n — 2 zeros distintos em (a, b).
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4.3 Polinômios Bn(2Ô), nO), ao; z) e medidas de classe Sº[­1,B,b]

(a) para n par (b) para nº ímpar

(c) para n par (d) para n ímpar

Figura 4.6: Exemplos do comportamento de B.(AL, O)27, ABY ; O)

1.3.3  BA(A81T, ABr, a0); 2) e medidas de classe Sº[w,6, b]n,l n2 1Àn3 5)

Tendo em vista a localização dos zeros de B.(A8Y", NA ae; z) dada na seção
4.3.1, vamos relacionar esses polinômios com medidas de classe Sº[w, 8, b] e en­

contrar o valor do parâmetro x* que fornece algumas das possibilidades citadas.
Consideremos a medida va(t) de classe Sº[­­1/2, 8, b], relacionada com v(t)

de classe Sº[­1,6,b], dada por

dva(t) = (t+ 6)dy(t), te (a).
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4.3 Polinômios B,(A) O, NE 2) e medidas de classe S*[­1,6,0b]n,l n,3º

Sabemos que

nl

b

/ tr BA(ARI Az Ana Pt)dV(t)=0, 3<s<n­l,
a

e que —B é um zero de B,(A8)*, A+ AB; z). Então,n,1 1Cn,2

[enB08E 8,
a t+ bp duva(t) =0, 3<s<n­l, n>4 (43.22)

Como va(t) é de classe S$[—1/2,6,b], temos que BI, (AP, A oro; z) satis­
faz, por (4.2.2),

b

a

onde
(2)­ÀBIS (007,9 1 3;2) = BOT(2) + 2MPZBDU(2), n>3.

B
n—1,11 n—l (0)ta n—3

n—2

Fazendo s = s + 1 em (4.3.23) obtemos
b

f trtBis (AT A ast)dva(t) =0, 3<s<n­l, n>4 (4324)

BA(AB, AB at 2)Observando (4.3.22) e (4.3.24), vemos que os polinômios
..—.—

e Bê10871 Nero. z) satisfazem às mesmas n—3 condições e também são môni­
cos e B­inversíveis.

Vamos comparar B,(0O* a, AB; 2) com (z+B)BI OT NO Lo; z).n,1

Temos, pela definição, que

BA(ABYr, ABI, ABIT;2) = BO (2) +28 BO (2) HAB (2) BO (2) +96 BO) 3 (2)n,1 *1ºn,2 1Un,3

Como, de (2.1.21),

nl

nlBa(AT, AF AGF 2) = 2º+ ÉSI Pax) glqos,
k=1
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4.3 Polinômios Bn(08, O, 26); z) e medidas de classe Sº[­1,6,b]n,3)

Da mesma forma,

227
2)­ ­

v nl, v(2 + B)BY (APT, A arro; 2) = (z +) (sr + 00)
n—2

n—l (2)—
n v An ,

—

k=1 n—2

n—2 (2)
2) 2)­ n 1)%4 1)V4 Àn21,2

—(z+B)BÉ (APT 1,291 2;2) = 2 + F > 46) = Mm) "go o ZM lqoes,
k=1 no2

Igualando­se os coeficientes dos termos de grau n — 1 obtemos que se

10 nl n—2 ' YNA = 30% +SII +BO —NDIADU 6821 +68 (4.3.25)

BABY, AG, Al2) = (2 + B)BIS (ATARI), n238.n,2 1n,3 9

Paran =)2, Ba(ABY*, at, a; z) tem um zero em — PÔ e, pela simetria, o
outro está em 6. Logo,

Bal, ASA”, ADZ 12) = (2 + B)BIN(AD AZ 2) = (2+6)(z— 6).

Do mesmo modo, para n = 1,

BARTAB AD) = (2 + 8)BI (AS 62 ja) =2+Ô.

Portanto,

BAAL ARE Ana 32) = (2 + B)BIN (APT ARA), nm 21.
Neste caso, o polinômio Bn(AX, NAS NA 2) tem um zero em —B e todas

as possibilidades de zeros do polinômio BI (AT, A 12; 2) vistas na seção
4.2.2.
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PN 1º) :4.3 Polinômios B,(2) n,2) An 3; 2) e medidas de classe Sº[­1,6,b]n,l)

Observe que se substituirmos o valor de a que produz zero de multipli­
cidade 2 em —B (veja (4.2.29)), em NS dado por (4.3.25), então o polinômio
Bn(A8X, a, NAL 2) terá zero de multiplicidade 3 em — 6.

Este valor de a! também pode ser obtido de outra maneira. Para isso, seja
Vs(t) uma medida de classe Sº[1/2, 6, b] definida por

dys(t) = (t + 6)ºdv(t), te(a,).

Por (4.3.2),
b/f gntag (At ADI AO DADÇ=0, 3<s<n­1, n>4

Como —B é um zero de multiplicidade 3 temos

b B (28 26H 16. t)­n+s PN VOnA 1 Ôn,2 1ÔOn3 o — <s<n­l./ : (t+6)º dis(t)=0, 3<s<nm

De (2.1.1), o único polinômio mônico de grau n — 3 que satisfaz às condições

da integral acima é BO (2), pois
b

" tn+s BO (pp advs(t) = 0, 3<s<n­—­l,
a

Logo,

BACIAAG a) = (z +B) BROS (2), n>=38.
Comparando os coeficientes dos termos de grau n—1 de Bn(A89Yr, AB, AGF, z)

e (2+ 6)!BOX(2) temos que o valor do parâmetro ar, que fornece zero de mul­
tiplicidade 3 em — DB, será

n—l n—4
v vA = DAP + 800 = NADO 603 +36.

k=1 k=1
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4.3 Polinômios B.(0Ô), O), ao); z) e medidas de classe Sº[­1, 6, b]

4.3.4 BA(A8,A68)AD) ;2) e medidas de classe Sº[1/2, 6,0]
Vamos agora mostrar um resultado que ajudará na localização dos zeros de

Bn(AGY, ar, NS ; z). De acordo com o que foi introduzido em (2.4.2) e (2.4.3),
esses polinômios são relacionados com medidas de classe Sº[1/2,6,b].

Observe que como B.(AÉY, a6, AL; O) = (—6)”, por (2.4.3) existem va­
lores reais £o, &1,­..,6s5, O < s < |3], tais que

B,AE, NE , E31? =X 6260Dar(z), n>3.
k=1

Mostraremos que o polinômio Bn(AX, aºX, NS ; z) satisfaz

Bn(097,A8), AB ;2)= BO (2) +aazBOT(2), n>3, (4.3.26)n,1 1On,2 1n,3

nl nl

onde £ = Se — SO — BO + SD" + BO”, e os polinômios BL%(z) e
seus coeficientes estão relacionadoscom a medida Ve(t) de classe Sº[1/2,8,b]
definida por

de(t) = (t).­.
De fato: consideremos o polinômio mônico e B­inversível

Atº(2) = BO(2) +EuzBR2(2), n23.

Temos que

b/f ontoAve ()dyps(8) = O

/fponta AvO(AVB(1) = O
Por (4.3.2),

b

/ entB (A, Ad, AC; dv(t) = O
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4.3 Polinômios Br (A), O, A; 2) e medidas de classe Sº[­1,B,b]

Igualando os coeficientes dos termos de grau n — 1 dos polinômios A%º(z) e

n—l n—l y& = 28737790 — BO + NA 4 go”, (4.3.29)

Como B.(A8L, a, ao 2) e AÉº(z) são mônicos, B­inversíveis, satisfazem
AYPS(0) = B.(AL,a,a; 0) = (—B)” então se £, é dado por (4.3.29) temos

Vv6BAAL, AG, Alia) = BO(2) +4zB3 (2), n>3.
a 3) Ao:Encontremos agora o valor do parâmetro O) para o qual o polinômio tem

um zero em a e como a = 6º /b, um zero em Db.

Suponhamos que B.(Af)", AL, a ;a) = Ba(A)7, AL, 20X ;b) = 0. Fa­
zendo z = a em (4.3.26) obtemos

Ba) + &zB(a)=0.n—2

Substituindo £;, temos que o valor do parâmetro procurado é

(3) n—l (o) n—l (0)%s ó 0a)
­ > o)vs Bn

k=1 k=1 aB, a (a)
n—l n—l (0)ús= SP +90 SAP" = go — EO
k=1l k=1 bBrnº2 (b)

(3)
n,1

em À. Para n ímpar, À é zero de BL (2) e, por (4.3.26), B.(AX, ag, a; )=
Estamos também interessados em determinar À para que tenhamos zeros

O. Então, podemos escrever

3) (3) (3) v oBra nz Ana 32) — BR (2), , Biz (2)
z—­B z—­B z—­B”'

­ A AL o)YvsPela relação de recorrência para os polinômios BÊO (2) temos que

Bn(AA AZ ARA 52)n,l1

z—Bb

(0)*s
— pBto* — por) Broa(2)nl (2) + (4 os ): 228º
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4.3 Polinômios Br (28), O, aê; z) e medidas de classe Sº[­1, 6,0]

Fazendo z — À obtemos que

BIN(6) + (61 = af”) SOn­s(6) =0
se, e somente se,

—l —l v287 — (0% x (0) (0)
x

(0)*s (0)s BI'%(6)na = 00" + +BO0 NADO — got Lã, (4330)
kl ta BQn­3(6)

BO (z)
z­ BB"

Para n ímpar, 6 é um zero de B(2). Portanto, DN é dado por (4.3.30)
e Bn(AfY, a,a; 2) tem zero de multiplicidade 3 em B.

onde Qn­3(2) =

Para n par, À é um zero de BO(z). Usando a relação de recorrência para
os polinômios BO(2) e substituindo em (4.3.26) obtemos

v(61 = af) ABRIZ(6) =,

se, e somente se,

3)— » o o)” vVir =— AA BO — 7(0)*s Bs
e Bn(afY, ad, DN 2) tem zero de multiplicidade 2 em B.

(3)Finalmente, suponhamos que B, (8XAB ,aã ;—6) = O. Assim, por
(4.3.26) o valor do parâmetro sor que gera zero de multiplicidade 2 em —B
será

(0)*s)e ­>(0) A os — Br' (OD)
Com base nesses estudos, fizemos testes usando o software MAPLE VI e

observamos que se escolhermos x, n>3,em (4.3.19) tal que

8­ (o) (o) — n/01 (0)vs BEO
k=1 n—2 (a) ,
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4.3 Polinômios Br(0O), 8, a; z) e medidas de classe Sº[­1, 6, b]

o polinômio Br(AY, ao, Mo 2) tem um zero em (0,a), n — 2 zeros distintos
em (a,b) e um zero em (b, oo). Se, para n ímpar,

nl (o) n—l ó Ba)0)*s v
­DN FB DIM = BM =<A <

k=1 k=1 aBrº2 (a)
veo)” > (0) o)*s ve BOTS)6 nº

e para n par,

n—l (o) n—l pes s BS %(a)Sn + BO) = NAO BR o < ARA <
k=1 k=1 ab. (a)n—2

n—l n—l
v %alo 6 + NS 76 + BO) — S90 CN Bs

k=l k=1l

B.(A8Y, xr, ay; 2) tem n. zeros distintos em (a, b). Da mesma forma, se n é
Ímpar,

os n—l (o) n—1 (o)ve s BB) ;6 — —alo + d nº +BO­ ) 90 — BOTE RL no <
k=1 k=1 BQn­3(6)

n—l n—l (0)ús
v B. —Bnf + 90 = Soa got 4 BECO

k=1 k=]1 BBro (6)
e, se 1 par,

n—ln—1l
v o v v —alo) 6 +S 90 +80 — 590 6 — BO 6 NS <

k=1 k=1

n—l n—l (0)ús
Ff 0)”s v B: (6)

k=1 k=1 BBrºo (—B)
Então, o polinômio tem 2 zeros complexos e n — 2 zeros distintos em (a, b).S

NO So (0 ve, BOB)Ana > 2 NM FB TDI BDA+oo
k=1 k=1 BBrº2 (6)

B.(A8Y, a,a; 2) tem 2 zeros negativos e n — 2 zeros distintos em (a, b).
Observamos que este é um comportamento análogo aos experimentos feitos

com às escolhas de NS para BA,a; z) vistos na seção 4.2.4.
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Considerações Finais

O principal objetivo de nosso trabalho é estudar os polinômios B,, (AD.” ,XD;z
que são combinações lineares dos L­polinômios ortogonais vistos no Capítulo 2.

Esses polinômios vêm sendo estudados nos últimos anos e, como vimos, várias

descobertas foram feitas.

O estudo de B, (48, O), ao; 2), onde apresentamos os valores dos parâme­
2)tros A? n21 € o) que tornam este polinômio B­inversível, e a localizaçãon,b

de seus zeros para determinadas escolhas do parâmetro 2)1, foi nossa principal
contribuição neste trabalho.

Observamos que várias semelhanças ocorrem no comportamento dos poli­

QROnômios Brn(An1,:­.,Anriz) quando consideramos r = 1, r= 2 er=3, entre
elas destacamos o sinal do polinômio em z = O, a multiplicidade ímpar do ze­

ro —B no polinômio Br(A, ..., A)t;2z) e a multiplicidade par deste zero no
polinômio B.(ASYX, ..., A) ;2). Ressaltamos o fato de que sempre há duas pos­
sibilidades de solução para as equações que fornecem os valores dos parâmetros

AÊ, ..., ADE, tais que os polinômios B.(AIY,....., AE; 2) são B­inversíveis.
(­ 1­7)eOs experimentos numéricos mostram que nos polinômios Br(An1 ;Àn2

Bn(A8Y, Nea;z), para a mesma variação de escolha dos parâmetros NS1
3) :e O na reta real, respectivamente, encontramos o mesmo comportamento dos

2 zeros que podem estar ou não dentro do intervalo (a,b), como foi visto nas
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Considerações Finais

seções 4.2.4 e 4.3.4.

Como continuidade a este trabalho sugerimos o estudo do caso r = 4, en­

contrando principalmente os valores dos parâmetros que tornam o polinômio B­

inversível e informações sobre a localização dos seus zeros. Vale lembrar que este

trabalho fica cada vez mais difícil, pois envolve uma quantidade maior de cálcu­

los e, quanto aos zeros, temos mais possibilidades de localização fora do intervalo

[a, b]. Esses resultados podem contribuir para obter uma possível expressão geral

para os parâmetros ao, AD,
A determinação dos valores de ao, ..., A) tais que BA(A),...,A0;2) temn,11*

todos os zeros distintos em (a,b) é importante para aplicações em teoria de fór­

mulas de quadratura utilizando estes zeros como os nós da quadratura.
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