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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar os polindomios similares aos
ortogonais, conhecidos como L-polinémios ortogonais, bem como combinacoes li-
neares desses polinomios relacionados a medidas fortes de Stieltjes que apresentam
certas simetrias. Apresentamos condi¢oes para que algumas dessas combinagoes
lineares sejam polinomios 3-inversiveis e consideramos também as propriedades

simétricas e localizacao de seus zeros.

Palavras-chave: L-polinomios ortogonais, medidas fortes de Stieltjes simétricas,

combinacgoes lineares de polinomios.




Abstract

The main purpose of this work is to study orthogonal Laurent polynomials
(orthogonal L-polynomials), and some linear combinations of orthogonal L-poly-
nomials, related to strong Stieltjes measures that satisfy a symmetric property.
We present conditions such that some of these linear combinations are S-inversive
polynomials and we also considering the symmetric properties and location of

their zeros.

Keywords: orthogonal L-polynomials, symmetric strong Stieltjes measures,

linear combinations of polynomials.
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Introducao

Uma medida 1(t), definida em (a, b) C (0, o0), cujos momentos

b
Hm = / "ml’}{"'{{"(t)-. m e Ze

i
existem é chamada medida forte de Stieltjes.
Os polinomios similares aos ortogonais, B, (z), n > 0, associados a medida

1 (t) sao definidos por

b
/ tT" B, ()dy(t) =0, 0<s<n-1. (1)

Os polinomios B,,(z) também sao chamados de L-polinémios ortogonais, pois
T
estdo relacionados aos polinomios ortogonais de Laurent (veja Cochran e Cooper
[8]), e foram primeiramente estudados por Jones, Thron e Waadeland em [10].

Estes polinomios monicos satisfazem a seguinte relacao de recorréncia
Bn+l(z) — (Z i _D)u+l)Bn(3) i (-tn-i-IZBn—l( )e n 2 1:

onde By(z) =1, Bi(z) = z — By e Bn, @nys1, n > 1, sdo positivos. Todos os zeros
desses polinomios sao reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b).

Vérias sao as aplica¢oes que surgem do estudo desses polinomios, tais como,
aproximantes de Padé de dois pontos, formulas de quadratura interpolatorias e

interpretacoes eletrostaticas entre outras. Quando as medidas fortes de Stieltjes




Introducao

usadas em (1) satisfazem a certas simetrias, o estudo das propriedades desses
polinémios e das conseqiientes aplicagoes torna-se mais amplo.

Em 1999, Bracciali, McCabe e Sri Ranga [6| consideraram medidas fortes de
Stieltjes tais que 0 < 3 < b < oc e a = [3%/b, satisfazendo a propriedade de

simetria
dy(t)  dy(8?/t)
TS (__32/?‘.)'*' 8

denotadas por S*[w, 3,b]. Em inglés, “Medidas S3” significa “Symmetric Strong

t € (a,b), 2weLZ, (2)

Stieltjes Measures”.
Embora a notagao S*w, 8, b] tenha sido adotada em (6], este tipo de simetria
comegou a ser estudado em 1994 por Sri Ranga |21|, quando foram consideradas

medidas que satisfazem

dy(t) _dv(.f?/r)

Vi /Bt

t € (a,b),

ou seja, w = 1/2. Nesse trabalho foi mostrado que os polindémios B, (z) satisfazem

z“Bn(,{ﬁ"?/:)
—_— = T >
B,.(0) Bi(2), n2>20, (3)

e =R "n>1

Uma aplicacao natural do estudo desses polinomios sao as formulas de quadra-
turas interpolatorias baseadas nos zeros de B, (z).

Sri Ranga, Andrade e McCabe [22] analisaram os polinomios By, (z) associados

a medidas de classe S:‘[{}. A, :’J]._ ou seja,
dy(t) = —d(B%/t), te€ (a,b),
e consideraram a combinagao linear destes polinémios dada por

e 6, MR Azl

n,l n,1




Introdugao

Varios resultados foram obtidos, entre os quais a existéncia de valores especi-
v 1 .
ficos para /\EI‘], para os quais

B8 2)
Bn( 1) U)

n,l?

= B.(ae), w2, (4)

ou seja, satisfazem a uma relagao idéntica a (3). Nesta disserta¢ao, polindomios
que satisfazem a relagao (3) sao chamados de [-inversiveis. Em [2| Andrade,

Bracciali e Sri Ranga estudaram polinomios monicos R, (z) que satisfazem

"R, (8?/2)

= = R,(2), n=0,
(_d)n (

que ¢ uma identidade um pouco mais geral que (3), pois coincide com esta quando
os zeros de R,(z) sao todos positivos.

Seqiiéncias de polindomios monicos B,(f)(z), n >0, r € Z, definidas por

b
/ =" BO)(1)dyp(t) =0, 0<s<n-—1,

@

foram investigadas por Sri Ranga em [20] e por Bracciali, McCabe e Sri Ranga em
[6]. Notemos que B, (z) = B,{lm(z), n > 0, e muitos resultados obtidos para B, (z)

podem ser estendidos para B,(f}(*). como por exemplo, a relagao de recorréncia

(z = B)BO (2) — o)1 2BY) (2), n>1,

onde B{gr)(z) = I Bir)(z) =z— _135” e .b’,(f),a-f:ll, n > 1, sao positivos.
Para polinémios B,(f}(:) associados a medidas de classe S®[w, 3, b], onde 2w é
impar, mostrou-se em [6] que, paran >0e j =1/2 — w,

z”B}f)(;’i?/z) _

: BI(2).
BY(0)

: . . ol 1 .
Motivados pelos estudos em [22]| sobre os polinomios BH(AEL_)I; z) e também

pelos estudos das propriedades de combinagdes lineares de polinomios ortogonais

12
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Introdugao

(veja [7, 13, 14] e [15]), neste trabalho estudaremos combinacdes lineares dos

T . 0 . . .
polinémios B )(z) associados a medidas de classe S*[w, 3, b] dadas por

Ba(Mh -1 A0 2) = BO(2) + A0 B (2) +- -+ A0BY (2), n>0,

n,r? n,l~n-1 n,r
, 2 (7) 3 0) .y _ epm
onde A /\n: €ER e B.’(z) =0 para k <0.

Nosso principal objetivo ¢ encontrar parametros )\EE)], R )\S,,”r tals que

B, /\, oA g2,
( 1(I / ) _ - )\5:, 4,)
Bl’l( r) LA )\glr]}'! )

n,l?

ou seja, Bn()\ ks z) é [B-inversivel. Para isso faremos uso do seguinte

resultado.

Sejar > 1 e 9(t) de classe S*|w, 3,b], onde w = (1—7)/2. Se n > r+1, entio

existem valores especificos para A" )«Ef,)— € R tais que (5) é satisfeito. Este

RERERE

resultado foi investigado em 22| para r = 1 como visto em (4) e, para r = 2, por

¢ i T 3 (3 3
Bracciali em |5]. Neste trabalho apresentaremos os valores de A@ /\51 l. )\El L ou

n,l*
.‘-‘-(.‘j?l. caso r = 3, para os ([llili.‘i
n}?n(’\n 11 /\113.!" Eli}i‘ 32/ (3)
(3) BN()‘RJ'
Bn( /\u 23 )‘n 3 [])

n,l»

’\n‘ 2 /\( 39 “‘)'

Nesta dissertacao faremos um estudo detalhado dos trabalhos recentes dos
pesquisadores  acima  citados, principalmente os  resultados  sobre
B,l(/\gl’:i. ..., AY): 2) e suas relagoes com medidas de classe S3[w, 3,b] de forma
que possa contribuir para possiveis trabalhos futuros. Nossa dissertacao foi divi-
dida da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos matematicos usados no decor-
rer de nosso trabalho e resultados sobre polinémios ortogonais e suas combinacoes
lineares.

No Capitulo 2, estudamos detalhadamente os principais resultados sobre os
polinomios Bflr}(z} e suas propriedades simétricas quando os associamos a medidas

de classe S*[w, 3, b].
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Introducao

No Capitulo 3, destacamos as combinagoes lineares dos L-polinémios ortogo-

T . . ’
e )\E,}; z), associadas a medidas de classe S3|w, 3, b]

nais, denotadas por Bn(/\(r)

n,ly*
onde w = (1-r)/2.
No Capitulo 4, fazemos um estudo de Bn(,\ﬁf_’l, e /\Ef‘i; z) para os casos T = 1

e r = 2 baseados em [22] e |5], respectivamente. Estendemos esses estudos para os

— v 3 3 3 ~ . . . »
polinomios B,,(/\EL_)I, /\fl Z /\L.-): z), que sao a principal contribui¢ao deste trabalho.

Em Consideragoes Finais, deixamos algumas questoes que podem ser explo-

radas em futuros estudos nesta area.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo resumimos alguns conceitos matematicos importantes que serao
utilizados no decorrer de nosso trabalho. Apresentamos também resultados sobre
os polinémios ortogonais tais como defini¢ao, propriedades e relagao de recorrén-
cia. Todos os resultados cujas demonstragoes foram omitidas sao encontrados,

v d

principalmente, em [3, 7, 9, 12| e [25].

1.1 Integral de Stieltjes

Os assuntos abordados nesta se¢ao podem ser vistos com maiores detalhes em [3|
e [9].
Consideremos f(t) uma fun¢do definida em um intervalo finito [a,b] e ()

uma fungao real e nao-decrescente em [a, bl.

Definicao 1.1.1. Um conjunto finito de nimeros t;, 1 = 0,...,m, tal que
a=t <t <...<ty=>b échamado particao. A norma de uma parti¢cao
A € dada por

All ;= max |t — tr_1].
1Al Igi_;nia k=1




1.1 Integral de Stieltjes

O conjunto de pontos .“,k que satisfazem tp_; < f,;c < tp, 1 <k <m, serd denotado

por ©.

Definicao 1.1.2. Dada uma particao A e qualquer conjunto de pontos ©, a soma

de Stieltjes com relagao a f(t) e ¥(t) em [a,b] € definida por

S(A,0) := > f(ty) (V(t) — ¥(tk-1)).
k=1
Se o limite definido por

S = _lim S(A,B)

llA]| -0
existe, entao S é chamado Integral de Stieltjes de f(¢) com relagao a v (t) em
(a,b] e ¢ denotada por

b
[ swao.
Ja
Para uma funcao geral 1(f) a soma de Stieltjes ¢ interpretada como anéloga
a soma de Riemann, exceto apenas pelo fato de que nao consideramos o compri-
mento t; — tx_; do subintervalo [ty_,, %], mas sim a diferenca ¥(tx) — ¥(tk—1).
Um caso bastante interessante ¢ quando () é uma funcao escada com saltos

nos pontos &, & &,, definida por

¢
<t <&,

<t <&,

st<ia,

L?T]"}‘Tl'-g—f—.”—i—ﬂ',,, EﬂSbe
onde m, s, ..., T, Sa0 nimeros positivos arbitrarios que representam o tamanho
do salto. Somente os intervalos [tx_,tx) que contém um ponto de salto podem

dar uma contribui¢do nio nula para a soma S(A, ©). Para ||A|| < min(& — &k-1)

a soma sera

> f(E)m,
k=1

16




1.1 Integral de Stieltjes

onde |§ — &| < ||A|l. Se f(t) é continua, f(&) — f(&) quando |Al| — 0, e
entao,
b mn
| rodv® = Y- s
a k=1
Neste caso, a Integral de Stieltjes foi reduzida a uma soma finita de valores
da funcao f(z).
As propriedades da Integral de Stieltjes sao analogas as da Integral de Rie-
mann (veja Bartle [3]).
A seguir, enunciamos um teorema cuja demonstracao é encontrada em Henri-

ci [9] e que garante, sob condigGes gerais, a existéncia da Integral de Stieltjes.

Teorema 1.1.1. Se f(t) € continua e Y(t) é uma fun¢ao nao-decrescente no

intervalo finito [a,b], entao
b
[ swave
existe.

Considerando f(t) continua e v¥(t) nao-decrescente em [a, 0c0), temos que as

integrais improprias de Stieltjes podem ser definidas por

oo b
f F)dy(t) == bli{];f F)d(t),

se o limite existir.

Outro critério que garante a existéncia da integral impropria é dado pelo
proximo teorema (veja Henrici [9]).
Teorema 1.1.2. Seja f(t) uma fun¢io continua e limitada em [a, 00) e Y(t) uma

func¢ao real, limitada e nao-decrescente em |a,00). Entdo,

/f F(t)du(t)

existe.




1.1 Integral de Stieltjes

1.1.1 Medidas de Stieltjes

Definigao 1.1.3. Seja ¢ (t) uma fungao real, nao-decrescente e definida em [a, b].
Chamamos de ponto de aumento de v)(t) qualquer ponto € € [a,b] tal que ¥:(t) nao
¢ constante em qualquer intervalo [§ — €, + €], € > 0. £ é um ponto de aumento

isolado se existe € > 0 tal que (t) € constante nos intervalos (€ —¢€,&) e (§,€+€).

Definicao 1.1.4. Seja ¢(t) uma fungao real definida em (a,b), ndo-decrescente
e limitada com infinitos pontos de aumento em (a,b) de modo que os momentos

definidos por

b
o = / t"dy(t), meN,

(1
existem. Entao ¢ (t) é chamada medida (ou medida positiva) em (a,b).
Quando podemos escrever di(t) = w(t)dt, onde w(t) > 0, mas nao identica-
mente nula em (a,b), w(t) é chamada funcao peso.
Se (a,b) C (0,00), ¥(t) ¢ chamada medida de Stieltjes. O nome Stieltjes
¢ usado especificamente para indicar que (a,b) C (0,00), numa referéncia ao
problema classico de momento de Stieltjes (veja Chihara |7, pag.71]).

Se 0s momentos

b
T / t"dy(t), m € Z, (1 o

Ja

existem, vamos nos referir a ¥)(¢) como uma medida forte de Stieltjes em (a,b).

Definigao 1.1.5. Os determinantes de Hankel de ordem n sao definidos por

H™ =0, H™ =1 e

Him Hm+1 LR Hm+n—1

H™ = e o (gl @ , n€N e melZ,

Hm+n-1 Hm+n -+ Hm+2n-2

desde que os momentos existam.

AVA
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1.2 Polinémios ortogonais

Teorema 1.1.3. Se os momentos p,,, m € N, existem, entao os determinantes

de Hankel sao nao nulos.

A demonstragao deste teorema ¢ encontrada em Chihara [7].

Teorema 1.1.4. Para as medidas fortes de Stieltjes os determinantes de Hankel

de ordem n, sao positivos (veja Andrade [1]).
Demonstragao: Mostremos que a matriz

Hm Hm+1 (T Hm4n—1

Hm+1 Hm+2 .. P'-m—f-n

]HIEJ'H} =

Hm4n-1 Hm+n -+ Hm+2n-2
¢ positiva definida.

Seja x = (o, T1y-- -3 Tn-1) ER®, zE 0.

n—1

n—1
<]HIE:“).'I » “"> Wi EH[E:”)J' =Ty il + I Tillm+i+1
i=0 1=0

n—1

+ ...+ Tn E Tilmtitn—1
1=0

n—1 n-—1 n—1 n-1

b
= Z ZJ:{J-IJ'UI“.{_‘;.{_J' = Z Z.I.‘i.rj/ " dy(t)

j=0 i=0 j=0 i=0
2

b n—1
/t”‘ Z:I:A.f.k dy(t) > 0.

k=0

Portanto, Hy™ ¢ uma matriz positiva definida e entao H™ > 0.

1.2 Polinémios ortogonais
Denotaremos por P, o espago dos polinomios reais de grau no maximo n, n € N.

19




1.2 Polinémios ortogonais

Definicao 1.2.1. Seja v(t) uma medida em (a,b), —o00 < a < b < oo. Dize-
mos que uma seqiiéncia de polinomios {Pn(z)},-, € uma segiiéncia de polinémios
ortogonais com relagao a Y(t) em (a,b) se

1) Py(z) € um polinémio de grau exatamente n,

1) (P, P) = | Pu(t)Pa(t)dy(t) =

Ja >0, sem=n.

/"* 0, se m#n

Se pn = 1, {Pa(2)},—, ¢ uma seqiiéncia de polinomios ortonormais.

As demonstragoes dos proximos resultados podem ser encontradas em (7, 12|
e [25].
Teorema 1.2.1. Seja {P,(2)}.., uma seqiiéncia de polindmios e ¥(t) uma me-
dida definida em (a,b). As seguintes afirmagdes sao equivalentes:

i) {Py(2)}oo, € uma seqiiéncia de polindmios ortogonais com relagao a medida
Y(t) em (a,b),

i) (7,P,) =0,Y 7 € P4,

0, se 0<m<n-1
iii) (2™, Pp) =
#0, sem=n.
Teorema 1.2.2. (Relacio de recorréncia de trés termos) Seja {P,(z)}oe, uma

seqiiéncia de polinémios ortogonais em (a,b) relativamente @ medida 1 (t). Entao,
Pn-+l(z) = (A."n+lz = .‘131'1+|)Pn(z) = (-}5!:.+1R1—1(3)1 n 2 0, (121)

com Py(z) =1, P_1(2) =0 e Yn, Bn, On+1 €ER, n > 1, onde

Upn - (z n—1; 1)n~ I> Yn+1 <Pna Rz)
Yn = ‘ % 01 f(jn. =Y ) Qpyl =
' Up—1n-1 " <4Pn—h Pn—l) o Tn (Pn—la -Pu—l>

# 0,

n
n—k
€ Pn(z) = 5 Ann—k~2 .
k=0

Se ann =1, {Pu(2)},-, € uma seqiiéncia de polinémios ortogonais monicos e

conseqiientemente, v, = 1.

I
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1.2 Polinémios ortogonais

Teorema 1.2.3. Os zeros dos polinémios ortogonais P,(z), n > 1, associados a

medida (1), sao reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b).

Teorema 1.2.4. (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {P;(z)}.—, uma se-
quéncia de polindmios ortonormais. Entao, os polindmios satisfazem

n

::. n 'P'.: ‘{)1: y) — ‘Pr: = ‘p'.-: ]
Z: p!:(z)p!:(y) _ :L ; +1(2) Py (y) (2) +1(‘J’J_
k=0 Opt1n+1 Z—=Y

Fazendo z — y em ambos os membros de (1.2.2) obtemos

> (B = =22 [Bi(2) (Pa(a) = Pene) (Bi(a)] >0, vzeR

k=0 an-{—lm—i—l

Com este resultado é possivel mostrar as seguintes propriedades sobre zeros

dos polinomios ortogonais.

Teorema 1.2.5. Os polinémios ortogonais P,(z) e P,11(2), n > 1, ndo possuem

ZETOS €m comum.

Teorema 1.2.6. Entre dois zeros consecutivos do polindmio de grau n, P,(z),
existe um zero de P,,1(z), ou seja, os zeros de polinomios ortogonais de graus

consecutivos se entrelagam.

Quando a medida 1(t) estd definida em um intervalo simétrico (—d,d),

0 < d < oo, e satisfaz
di(t) = —dy(—t), te (—d,d),

os momentos desta medida satisfazem

d
Hoiir = / 2" ldy(t) =0, meN.
—d

Neste caso, ¥(t) é chamada medida simétrica e as seguintes afirmagoes sao equi-

valentes:
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1.3 Combinagoes lineares de polinémios ortogonais

i) ¥ (t) é simétrica (todos os momentos de ordem impar sao nulos),

11) Pn(z) = (—1)"[),(—,‘-:), RZO-J

iii) 3, = 0 na relagao de recorréncia (1.2.1) para os polinomios P,(z), n > 1,
(veja Chihara [7]).

Essas afirmagoes podem ser vistas mais facilmente quando di(t) = w(t)dt.
Neste caso, ¥(t) é simétrica se o intervalo é simétrico e w(t) é uma fungao par,
w(t) = w(—t) em (—d.d). Como exemplo, temos os polinémios ortogonais classi-
cos de Chebyshev, Hermite e Legendre, que sao definidos em um intervalo simétri-
co e w(t) ¢ fungao par.

Os polinomios ortogonais que satisfazem a essas propriedades sao chamados

polinémios ortogonais simétricos.

1.3 Combinacoes lineares de polindmios ortogo-

nais

Varios pesquisadores tém investigado o comportamento das combinagoes lineares
de polinémios ortogonais. Tais combinacoes merecem atencao especial quanto as
propriedades de seus zeros (veja Peherstorfer [19]) ou a determinagao de condigoes
para que sejam também polindémios ortogonais. Faremos nesta se¢ao um breve
resumo do que se tem estudado nesta direcgao.

Em 1921, M. Riesz introduziu os polinémios quase-ortogonais que foram base
para seus estudos sobre “problema de momentos” (veja Chihara [7]).

Esses polinomios, denotados por ¢(z), sao chamados quase-ortogonais de or-

dem n + 1 com relacao a w(t) em (a,b) se, e somente se, sao de grau no maximo




1.3 Combinagoes lineares de polinémios ortogonais

n + 1 e satisfazem

b
/ thq(w(t)dt =0, 0<k<n-1.

(1]

De acordo com esta defini¢ao, os polinomios ortogonais P, (z) e P,,(z) sao
também polinomios quase-ortogonais e, entdo, o seguinte resultado vale: ¢(z) é
um polinomio quase-ortogonal de ordem n+1 se, e somente se, existem constantes

nao nulas a; e a, tais que
Q(:) :(I'IRL§I(:)+”'?.PH(Z)? ”.20-

Quando o polinomio ¢(z) é real, todos os seus zeros sao reais e simples, de mo-
do que esses polinomios podem ser usados para obter uma generaliza¢ao simples
para as formulas de quadratura de Gauss (veja Stroud e Secrest [24]).

Peherstorfer em 18] considerou os polinomios gn(;-) € IP,, que sao ortogonais
com rela¢iao & medida o(t) definida em [—1,1] a todo polinomio de grau menor
ou igual an —m — 1, 0 < m < n, e escritos como uma combinagao linear dos

polinomios ortogonais P,(z) definidos em [—1, 1], dada por

m

Sri(ZJ — E Ct'{)n—i(z)'
i=0
Determinou-se condi¢oes suficientes sobre os nimeros reais ¢; para que Sp(2)

tenha n zeros reais e simples em (—1,1).

Considerando a formula de quadratura

[ 10do(®) = Y wif () + (1), (1.3.1)

i=1

onde os nos z; sao zeros de S,(z) e E,(f) = 0, Vf(t) € Pop—m—1, 0 < m < n,
foram determinadas, também em [18], restrigoes sobre os pesos w; para que sejam

positivos, isto ¢, para que a formula de quadratura (1.3.1) seja positiva.
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1.3 Combinagoes lineares de polinémios ortogonais

Kwon, Lee e Marcellan [13] consideraram duas seqiiéncias de polinémios or-
: s oo
togonais monicos, { By,(2)},—, e {Cn(2)}o_,, com relagao as medidas ¢, (t) e @a(t),
respectivamente, e a seguinte combinacao linear

Polzy=-BLlr)i— Bl lE)s - FE0, (1.3:2)

onde Cx(z) =0para k <0,t € Z% e k, € C.

Outro caso analisado nesse trabalho foi a combinacao convexa

Po(2) = kBp(2) + (1 — k)Cyr(2), n>20 e keC (1.3.3)

O principal objetivo com relagao a (1.3.2) e (1.3.3) foi encontrar condigoes
necessarias e suficientes sobre { B, (2)}o—, e {Cn(2)}ir, € também para k,, k € C,
para que {P,(z)},_, seja uma seqiiéncia de polinomios ortogonais monicos com
relagao a uma medida ¢(t).

Marcellan, Peherstorfer e Steinbauer investigaram em [14] uma seqiiéncia
de polinomios ortogonais, {P,(z)} —,, com respeito a medida p(t) no circulo

unitario, e

i
z) - Pn(z) 4 Zun,an_j(z), n >l Unj € C,

uma seqiiéncia de combinagées lineares dos polinémios P,(z). Foi mostrado que

{Sn(2)};2,, € uma seqiiéncia de polinémios ortogonais com relagdo a uma me-

dida (t) quando as medidas u(t) e &(t) estdo relacionadas por um polinémio

trigonométrico.

Os mesmos autores em [15] consideraram duas seqiiéncias de polinomios or-

> (2) > s i

togonais, {Pﬂ (2 )} e {PH (z)} ., no circulo unitario com relagao as me-
n=0 1=0

didas o (t) e o3(t), respectivamente. A principal questao foi descobrir a relagao

entre as medidas dessas seqiiéncias quando os polindémios estao relacionados por

I(n) k(n)
Z ¢, n}jnl)) Z dJ I’IP(Z) )a ne N! Cja“’ dj:“ € C

=0
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1.3 Combinagées lineares de polindmios ortogonais

Em [4], Berti e Sri Ranga consideraram duas medidas simétricas ¢o(t) e ¢, (t)
definidas em [—d, d] por

! ¢
do,(t) = Wdéu(f):

onde g ¢ um valor real tal que 1 + ¢¢* ndo muda de sinal em [—d,d] e ¢ é uma
constante tal que (1 + gt?)/c é ndo negativo em [—d,d]. Foi mostrado que as

= <] -~
seqiiéncias de polinomios ortogonais {P‘*f’ }n 4 {P‘*" } com relagao a

1=0

oo(t) e ¢1(t), respectivamente, satisfazem
Pfl(z) P¢“( ) + dn 2P, n—2 (3): n>2,

onde o parametro d,_, ¢ dado por

(P2 (1)) do\ ()

c/_d (Pfﬂz(t))gdqaﬂ(t).

d
Pelo que observamos, varias sao as contribuicoes deixadas por estes pesquisa-
dores e servem como motiva¢ao para estudos de combinacoes lineares de outros
polinomios. Uma dessas contribuigoes, por Bracciali, McCabe e Sri Ranga em (6],
¢ estudada neste trabalho no Capitulo 3, onde foram consideradas combinacgoes

lineares dos L-polinomios ortogonais estudados no Capitulo 2.
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Capitulo 2

L-polindmios ortogonais

Neste capitulo fazemos um estudo detalhado sobre os polinomios similares aos
ortogonais, B,(f)(”), também conhecidos por L-polinomios ortogonais, baseado no
que foi investigado primeiramente por Jones e outros em [10, 11| e posteriormente

por Sri Ranga em [20].

2.1 L-polindmios ortogonais

Seja v(t) uma medida forte de Stieltjes definida no intervalo (a,b), tal que
- e - d 00 oA .
a=pB*/bed < B <b< oco. Consideremos {Bl{f)t(z)} , T € Z, seqiiéncias
n=0

de polinomios monicos, onde

* L i
i) BY"(z) ¢ de grau exatamente n e

" . ) 0_J S . 3 3
11)/ t—n-i—s-r—rBI{lr} U)(h(f) == (211)

,05,':) >0, s

. - i . , ” )
A partir de agora omitiremos o simbolo da medida ¢ (t) da notagao B (2),
que indica que o polinémio e seus coeficientes sao calculados com relagao a esta

medida. Este simbolo sera usado apenas quando nos referirmos a outras medidas,
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2.1 L-polinémios ortogonais

Yi(t) por exemplo.

Os polinomios B,{.r}(z). n 2> 0, r € Z, podem ser denotados por

B (z) = ZE)E:I_L_J,Z”_ , onde bi:.}l -

j=0

e 0S nimeros pf:l definidos por

b
ot / t*B{(t)dy(t), k€ Z. (2.1.3)

1]

. - . T i 5 S » .
Os polinomios B! }( z) estao relacionados aos polinémios ortogonais de Lau-

rent ou, simplesmente, L-polindmios ortogonais por

-y_l.%J _-_B;{;ﬂ}(‘..}

Unlz) =2 }3“’-’(0)’ n=>0,

onde || representa o maior inteiro menor ou igual a z, para = € R.
Estes polinomios foram estudados por Jones e outros em [10, 11] e definidos

por
n n

Qan(2) = D @ni?' € Qumir(2)= Y Gmyrsd', n20,

I=—n [=-n-1

onde Q(z) =1 (veja [11, pag.109]). Os polinomios de Laurent satisfazem as
seguintes condigoes de L-ortogonalidade
b _ 0, se m # n,

[ @nQu0a ) =
Ja =0, se m=mn:

Sri Ranga, em [21], estudou mais especificamente a seqiiéncia de polinémios

— 1] oo v .
monicos B )(.‘:) definida pelas condigoes de L-ortogonalidade

b
/ " BO(Hdy(t) =0, 0<s<n—1.

a

Por esta razao, os polinomios B,(:)(z) podem também ser chamados de L-

polinomios ortogonais. Esses polinomios apresentam propriedades similares aos




2.1 L-polinémios ortogonais

polinomios ortogonais, por isso sao muitas vezes chamados de polindémios similares
aos ortogonais.
Fazendo s = 0,1,...,nem (2.1.1) e usando (2.1.2) obtemos o seguinte sistema

linear escrito na forma matricial

/ Hr—n Hr—n+1 - .- Hr—1 Hr \ ( bE:‘EJ \

(r)
Hr-n+1 Hr-nt2 .- Hr Hr+1 bn‘]

Hr—1 Hr e Mrgn-2  Hrin—1 bf‘:j‘t—l 0

\ Hr Hri41 cee Mran—1 Hrin ) \ bE::zl / \,0:{'17:3"/

. - . T . -~
Aplicando a regra de Cramer para encontrarmos o coeficiente b&l‘z,, e a defini¢ao
1.1.5 obtemos

r(—n+r)
yr) — o Hn

n,n »‘qn.r 1(_,1_,_,-)'
n+l

Como, por definigao, b') =1 e os determinantes de Hankel sdo positivos, entao

Substituindo a ultima linha do sistema linear (2.1.4) por B{"(z) definido em

(2.1.2) obtemos

( ,ur__” 1“'"' n+1 s ( bE:.E]

Hr—n4+1 Hr—n+2

Hr4n—-2 Hrin-1

\ : ~n—1 mn )

Entao, pela regra de Cramer,




2.1 L-polinémios ortogonais

Hr—n Hr—n+1

Hr—n+1 HMHr—n42

Hr4n—-2 MHryn-—1

n—1 n
z Z

Fazendo z = 0 em (2.1.6) e usando a definicao 1.1.5 chegamos que

i 1
. }1.'51 n+r+ }

(r) =
Brt (0) = ( 1) H,E_H—H)

= by} # 0.

Logo, z = 0 nao é zero do polinémio B (z), n > 1.

Vamos agora mostrar a existéncia e unicidade destes polindémios.

Teorema 2.1.1. Os polinomios B (z), n > 0, ezistem e sio tinicos.

Demonstracio: E imediata e segue do fato que os determinantes de Hankel
sao nao nulos e pi{_l # 0, r € Z. Conseqiientemente, existirao tinicos coeficientes
bifjj, A bL’;L que formam a solucao do sistema linear (2.1.4), ou seja, tinicos

n,l»

coeficientes que determinam o polinomio B,(;r}(z). 8]

. i T o : # =
Teorema 2.1.2. Os zeros dos polinémios Bt{1 )(3), n > 1, sao reais, distintos e

estao no intervalo (a,b).

Demonstragao: O polinémio B,ff}(z) muda de sinal pelo menos uma vez em

(a,b), pois satisfaz (2.1.1). Suponhamos que o polinémio B}f)(z) mude m vezes

de sinal em (a,b), 1 < m < n, e estas mudancas ocorrem em szi,z,ﬂ’f%, i Uy zr(::)fn-

Consideremos o polindomio ménico de grau m

m

— k
Zr(:g) it (Z i zi::zn) . Z Qm k2 -

k=0




2.1 L-polinoémios ortogonais

Multiplicando 7 (z) por z"”"B,{f}(:), integrando em (a, b) com relagdo a v (t)
e usando (2.1.1) temos que

m

b b
/ t" 4w () BY (t)du(t) = &-m,k/ B (Hdy(t) =0. (2.1.7)

k=0

Por outro lado, podemos escrever B,(IT}(::) =m(2)Q(z), onde Q(z) é um polino-
mio de grau n —m que s6 tem zeros de multiplicidade par em (a, b) ou complexos.
Entao, ?T(z)B,(f')(:) = m%(2)Q(z) é um polinémio que s6 tem zeros de multiplici-
dade par em (a,b) ou complexos. Assim,

>0
b

b . —_—— ;
] " (8) B () d(t) = j £ (n(1)* Q(t)du(t) # 0,
chegando a uma contradi¢ao com (2.1.7). Conseqiientemente m > n. Como
B,[,r)(z) ¢ um polinémio de grau n entao m = n e a multiplicidade impar dos zeros

; r . . . ~
¢ 1. Portanto, B )(z) tem n zeros reais, distintos que estao em (a,b). [ ]

Agora, considerando s = —1 em (2.1.1), definimos paran > 0 e k € Z,

b
Ops, = f 5= B0 (t)du(t). (2.1.8)

a

Fazendo k = r em (2.1.8) e substituindo (2.1.2) encontramos que

= ;f,._,,_;bﬁ) + ;t,_,,bii}l + ...+ ,H,?-_Qbi:‘j:_] + ;Lr_lbf,::fq.

n,r

Se considerarmos o sistema linear formado por esta linha junto com as n
primeiras linhas do sistema (2.1.4) temos

( Hr—n—1 Hr—n Hyr—2 Hr—1 \ ( b;(r:g) / 05:1)" \

Hr—n Hr—n+4+1 - Hr—1 Hy bE:,)l 0

Hr4n-3 Hr4n-2

Hr4n-2 Hr4n-1 /

30




2.1 L-polinémios ortogonais

Novamente usando a regra de Cramer e a defini¢ao 1.1.5 obtemos

Hr(z_ n-+r)

(—=(n+1)+r)?
‘Hﬂ+l

b{r = (_l)uo_(r}

nmn

e, como J;E,’_Z, =]

H(—-(n-{-l )41)

n}};(l_ﬂ:r)__qé{], n>0, rea. (2.1.9)

Teorema 2.1.3. Os polinémios B,(f)(z), r € Z, satisfazem a segquinte rela¢ao de

recorréncia de lrés termos
JB{r}( ] n+1“‘Bn l( ) ”2 11 (2110)

com B((,r)(z) =1eB"((z) =2-8". Os coeficientes B e 0551-{)—1! n > 1, sao
positivos e dados por

Ly ool
N S 5

! n+l = (7) #: n+l —
Hr—1 pu—l,r
Demonstragao: Consideremos o polinomio de grau < n

Bf:f}-l(‘:) il ‘:Br{:.}(:) ef:—EIB (*’) == Ixi—l“'B{ (Z) o g f)rgr—)i(z)! (2111)

n—1

n—1

3 )( } J ‘\ . ] —
onde P, ( E p“ 1;3 é de grau n — 1.
7=0

Multiplicando (2.1.11) por z~""**7 ¢ integrando em (a, b) com relacao a ¥ (t),

temos que

a

b b
[ B @ant) - [ B0 = -5 [ B @

b
—all; f g B () dy(8) + / gt PO ()dy(t). (2.1.12)

Fazendo s = 0,1,...,n — 1 em (2.1.12) e substituindo P, (z), obtemos o

seguinte sistema linear na forma matricial
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2.1 L-polinémios ortogonais

( Hr—n

Hr—n+1

Hr—2

\ Hr-

Hr—n41 -

Hr—n42 .-

Hr—1

Hr

- Hr4n—4 Mr4n-3

- Mrin—3 Hr4n—2 /

Hr—1 \

Hr—1 Hr

Hr—2

( Pf:-) 1,0

(r)
Pn-1,

(r)
pﬂ— 1,n-2

(r)
\pn—l.u—i

/

\

\

”n+ 1Pn— 1,r

0
(r)

pur )

) _ _Pod
r n,r . . vy
Se escolhermos a, |, = - 0, chegamos ao sistema linear homogéneo

n—1,r

Hr—2 Hr—1 \ / pf’l)lo \

plel,l

(o)

( Hr—n Hr—n+1

Hr—n+1 Hr—n+42 Hr—1 Ky

Hy—2 Hr—1 pgzr} 1,n—-2 0

\ Hr—1 \pg)ln l/ \U/

O determinante da matriz deste sistema linear é diferente de zero e,

Mrin—4 HMHr4n-3

Hr Hr4n-3 Hr4n-2 )

entao,

a unica solugao para o sistema é a solu¢ao nula. Assim, pgf_)u = (0 para j =

0,1,...,n—1. Logo, P,{l )I(Z) = ( e, portanto,

BI)\(2) = (2= BEL) B (2) — of,2BD(2), n2>1.

Se fizermos s = —1 em (2.1.12) e usarmos (2.1.1), temos

b 9
;.31(1"_& 1 f i P [35:"} (f) {'{'{r"l" ( i i af:’l 1 ./
a a

(r)

. alr) () n-1,r
e (2.1.9), 8,11 = —o, iy o >0

B (H)dy(2).

Assim, por (2.1.8)

n,r

Como B{’(z) ¢ ménico, B{"(z) = 1. Seja B{"”(z) = z + b\". Entdo, de

remos

E11),
(2:1.13)

b
/ g"*"BfT)(t)d't,-i'(t) = i, + b(;r}!-f»r—l = 0.
(1]

2 3 4 5 6 13 14 15 16

17

18



2.1 L-polinémios ortogonais

Usando as relagoes (2.1.5) e (2.1.9), também podemos calcular os valores dos

. r " .
coeficientes 4" e aﬁl n > 1, através dos determinantes de Hankel, sendo dados

por

(—n+r) ry(—n+r) (—n+r) rr(—(n—1)+r)
:3("]' - H" Hn+l >0 e (l’(r) L Hn+l Hn—} >0
Fntl T Hf(n_(n_1)+r)H,{L:.(|H+]}+r) n+l ™ H?(l—ﬂ+r)Hr(z_(n_1)+r) ’

McCabe introduziu em [16] uma forma para calcular os coeficientes da rela¢ao
de recorréncia dos polinomios B;(f)(z). Os coeficientes A, af:'ll, n > 1, sao ar-

ranjados na seguinte tabela

' B

}35—‘2) e ﬁg—g)
R RN
g” o B
35 1) 351 )
B B

e calculados através do seguinte algoritmo,
PAIA W =any =210, 142,: .o

r J"f'
(1’(1 ) =0, Sir) =i
Hr—1

Paran =2,3,4,...
Parar=... =2 —L0,1,2:.

r_rff} = —,5,,(:_)[ - ﬁ,(:-ll} -+ a?(:jll},

vy =Dy DLy Zrwe
3r=1) 4 ()

Hn—1 1

B = ==L
n ag_l}

33




2.1 L-polinémios ortogonais

Se conhecemos uma linha, a tabela podera ser construida linha por linha.
Para isso, seja

7D =80 4ol n>1. (2.1.16)

Pela relagio (2.1.14), o), = =8 + BY*Y + o/ *). Entdo, em (2.1.16),
temos

A" = glr) (l:{ = 351”'1) + a(rH) (2.1.17)

e de (2.1.15)
BT ofr+D)
_3(r+l) = e N (2.1.18)

T
ay

Quando substituimos (2.1.18) em (2.1.17) chegamos que

(r)
(r+1) =l T
%n (r)‘

In—1

G,

Da mesma forma, substituindo (2.1.19) em (2.1.18), temos

()

r)
1 = gl (’;} ; (2.1.20)

Tn-1

Podemos escrever a soma dos zeros do polinomio B,{f}(z) através dos coefi-

cientes da relacao de recorréncia:

(r) _(r) (r) 0s d

v - — " r
Teorema 2.1.4. Sejam z,1,%,2;---, 2" o0s zeros do polinémio B (z), n > 1.

Entao,

n—1

I D S (2121
k=1

-~ oA . T . -
Demonstragao: Lembremos que o polindémio B )(z) pode ser escrito, através

da relacao de recorréncia, como

n—1

B0 (2) = (z — BD)BY,(2) — a{"2By(2),

onde By(z) = z — ,.'S’Er).
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2.1 L-polinémios ortogonais

Como 27, 200, .+, 20 880 08 zeros de B (2),

BI(JT)(:‘:) = r:l) (: = ,-,("}) = 2" 4 l’) n—1 oot

~“n,n n, ?1 1~

_ ()
n, n 1 = “nk"
k=1

Substituindo na rela¢ao de recorréncia temos a seguinte igualdade

n n—1
.,(’“) =1 T (r = |
3”‘(2%&-)‘* +..._,,‘—( it A a,{,))z“ ey

[gualando os coeficientes de ambos os termos de grau n — 1 vemos que

ou seja, b

n n—1

D= Y s VY e,

k=1 k=1

ou ainda,

if)u Iz 3“)1 = “fn y F ’3 +af])

n

e assim sucessivamente,

mn
Y ) =B+ B0+l 4.+ B0+, + BO + ol

Por (2.1.17), 7" = B + a”),. Logo,

e, portanto,

2.1.1 Relagoes entre L-polinémios ortogonais

Em McCabe [17] foram estabelecidas relagoes que podem ser estendidas para os
polinomios BY ~"(2), ) B (z), Bf;)l(z) e BI*"z), n>1,r € Z, da

seguinte forma.
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2.1 L-polinémios ortogonais

Br*+)(z) = BO(z) — o), BO, (2).

n+1

De fato: considere o polinomio ménico de grau n

B?(lr)(z) == Tn,rB(r) (H)

n—1

Por (2.1.1)

b
/ giidetrl (B};”)(t) - 'rn,,Bff_)l(t)) dy(t) =0, 0<s<n-2

Fazendo s = n — 1 e usando (2.1.3) temos que

b
/ 4 (B,{f)(f) — Tn‘rBflr_)](t)) dy(t) = p

a

Se escolhermos 7, , = —=—, concluimos que

b
/ § - minil (Bf,”(t) - rn,rB}f_)l(t)) dy(t)=0, 0<s<n-1

a
" " T r r
Da relagao de recorréncia para os polinomios B,(tll(z), Tpr = QEH)_I # 0.
Entao, o inico polinémio moénico de grau n que satisfaz as n condigoes da integral

¢ By"V(2), pois
b
/ t—n+s+r+1B]Etf-i‘l)(t)(fu';(t) =0, 0<s<n-1.

Portanto, BtV (2) = B{")(z) — n-,{:ile:jl(z).

2)

n

” 1 = alr r
B(""”(z) — ; (BL_&I(Z) _+_37(1-+)-le! )( J) =

De fato: da relagao de recorréncia para os polinomios Bﬂl(z), temos
B:(:ﬁ)-l(z) 73 .*'3;(:218:(:)(3) =2 (B:(;r}(z) 5t aﬂ-le:m)l(z)) :
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2.1 L-polinémios ortogonais

Substituindo-se (2.1.22) segue (2.1.23).

3)

1 " "
B’{l ])(z) 5 (r—1) [(Z ot Hf(tll)Br(ir)(z) | ZBr(t -H)(z):l :

Tn+1

De fato: das relagoes (2.1.22) e (2.1.23) obtemos, respectivamente,

B(r 1) (2)

n—1

= (BE() = BY(2)

n+1

B

n-—1

(o) = (B V() + BEBE () -

n—1

Substituindo B

n—1

Y(z) em B\, (z) temos que

(" 1)
B‘.'(lr}l( ) B(r 1)(Z)+ “(r—1) (B(r 1]( )_Bflr}(z))] 2

“n+1
Voltando a (2.1.22) encontramos

(r) 3(" 1)

2 mn

, I
B (2) = B (2) = 22 | B (2) + S (BEV(2) - BY(2 ))]

lqﬁn-{—]

B qlr-b)
Mas, gV = %
(YIH 1

(af), + 85) BEV(2) = (2 + B0 BE(2) - 2BE+I(2).

e, entao,

Dividindo por 7\;}" = (;‘3( }] + O‘n+1) # 0 obtemos (2.1.24).

n+1

4)
1

(r—1)
Tn+1

De fato: por (2.1.23) e (2.1.24), temos

BY™V(2) = <y (2B9(2) - BYL(2)) -

2BU)(2) = BY) (2) + By BY (2)

2B (z) = (2+ 85 ) BEU(2) — A" BEV(2).
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2.2 Medidas fortes de Stieltjes simétricas

Igualando as expressoes para zBY " (z) obtemos (2.1.25).

9)

1

B(r 1)( ) e 5 L (B(r I]B(r)( )+ﬂ,(:+]1)zB(r)l(Z)

r—1
o fi

De fato: pela relacao de recorréncia (2.1.10), obtemos

5 ( r
“Bf:r)( ) B?:+1(Z) 51(1+)1 I(Ir)(z)+arl+IZBn l( )

Entao, por (2.1.25), chegamos a relagao

1
{r 1)
.fn+l

BYV(z) =

(dn+lB(r)( ) = an+l“"B?(1r}](z)) '

Das relagoes (2.1.19) e (2.1.20) temos

R U
1 r—1 1 1
fr(::i—l a% 7(1 ) 'Yw(;r+1 ) ’Y:g:r A

Substituindo em B,(lr_”(z) obtemos (2.1.26).

2.2 Medidas fortes de Stieltjes simétricas

Consideremos ¢ (¢) uma medida forte de Stieltjes definida em (a, b) C (0, c0) onde
0<B<b<ocea=3%/b Dado 2w € Z, dizemos que a medida ¥ (t) é de classe

S3[w, B3, b] se satisfaz & seguinte propriedade de simetria

dip(t)  dy(B/t)

W (B2/t)~ t € (a,b). (2.21)

Este tipo de simetria foi primeiramente estudado em 1994 no trabalho de
Sri Ranga [21], onde foi considerado w = 1/2. Em 1995, Sri Ranga, Andrade e
McCabe em [22] consideraram o caso w = 0. Em 1999, esta propriedade de sime-
tria foi generalizada por Bracciali, McCabe e Sri Ranga em [6], que introduziram

(2.2.1).
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2.2 Medidas fortes de Stieltjes simétricas

Em [21] também demonstrou-se que se (t) é de classe S*[1/2, 3, b] entdo os
polinémios B,(lo)(z) satisfazem

nR(0) a2
ZIBH d Z
(n)( /2) = Br(go)(f-’), n2>0. (2:2:2)
B’ (0)

Quando di(t) = v(t)dt, a relacao (2.2.1) tera a forma

t=u(t) = (B2/t) ™ v(B*/t), te (ab), 2weEL.

Se 1(t) satisfaz a propriedade (2.2.1), fazendo a mudanca de variavel t= 3%/t

em (1.1.1), é possivel mostrar que os momentos satisfazem

pAmAR) e o TE 2, (2.2.3)

!I"-'H =

Multiplicando-se e dividindo-se o primeiro membro de (2.2.1) por t™ e o

segundo por (3?/t)™ temos

t"dy(t)  (B2/t)™dy(B?/t)

o — (B t € (a,b), m,2w € Z. (2.2.4)

Assim, t"dy(t) € de classe S*[w + m, 3, b)].

Se multiplicarmos ambos os membros de (2.2.1) por (¢ + 3)/v/t obtemos

w Ay (3_2 i _,8) d%‘i’(ﬁ?/ﬂl 5 deab)livnez (2.2.5)
gtz t (B2[t)3

Logo, (t + B)dy(t) é de classe S3[w + 1/2, 3, b].
Para uma medida de classe S*[w, 3,b], os determinantes de Hankel definidos
por (1.1.2) satisfazem

I]I,(Im) s b)?!l(nl+w+n-])H}E—m—?u—?n#?]? n Z 1, meZ.

De fato: por (2.2.3), paran > 1 e m € Z, temos

52{m+w)li—m—2w EIp 62(m+w+ﬂ_l)ﬂ—m—2w—n+l

.‘82(m+w+l)}'ff—mw2w~1 +o 62(m+w+n)ﬂ—m—2w—n

Hr(:n) —

’_.-)v2(m+w-?—n—l}’.£_ 52{”’1‘*‘“—“"2“—2)”_

m—2w-n+1 m—2w—2n+2
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2.3 L-polinémios ortogonais e medidas de classe S°(w, 3, ]

Colocando os termos comuns em evidéncia chegamos que

H—m—2uw v Hem—20p—n+1

Hm — 8211(11;-{-:‘:]3’2[2(1+2+3+...v+-n—1)] H—m—2w-1 e H—m—2w-n
n / .

H-m—-2w-n+1 +++ H-m—2w—2n+2

Sabemos que

i:n‘(ﬂ'T-’_l)., nZ]_.

=1

Usando este resultado e uma conhecida propriedade de determinantes temos que

Hom-2w-2n+2 -+ Hom—-2w-n+1

H(m) 5 32n(m+w+n—1) Hem—2w-2n+43 -+ H-m-2w—n+2

mn

H-m—-2w-n+1 .- H—m—2u

Por (1]2) Hr(:n] s 32n(m+w+n—I)Hrr(l—m—Zw—2n+2}? n 2 1, me 7.

2.3 L-polindmios ortogonais e medidas de classe

S3w, B, b]

Em [6] foram introduzidas algumas rela¢oes entre os polinémios B,(f)(z) e B,(;f_”(z),
onde j = 1—2w, associados a uma medida 1(¢) de classe S®w, 3, b]. Apresentamos
aqui apenas as relagoes que serao usadas posteriormente.

O seguinte resultado nos mostra que quando ¥ (t) é de classe S* [w, B, b], para
j = 1 — 2w, se invertermos os coeficientes de B,(f)(z), | € Z, com relacdo a /32,

obtemos BY V(z).




2.3 L-polinémios ortogonais e medidas de classe S*[w, 3, b]

Teorema 2.3.1. Seja ¥(t) de classe S*|w, 3,b]. Entdo, paran >0 e j = 1— 2w,
0s polinémios Bf(f)(z) satisfazem
ZHB;(E)(IBQ/Z)
BY(0)

Corolario 2.3.1. Seja)(t) de classe S*|w, 8,b]. Entdo, paran > 0, os polinémios

= BU-D(2), leZ. 2:3.1)

B,El”(z) satisfazem
1) Para 2w itmpar e j = % - W,

el Ay
2 Bn{. !}(.ﬁ /"’) — B(j‘l)(.‘:) leZ.
B;/"(0) |

T
it) Para 2w par e j = —w,

ZHBEH) (62/3)
BY*™(0)

= BUt-U(z), leZ.

Agora, veremos um resultado que relaciona os coeficientes da relacao de recor-
—— Do [ -1 ! 1
réncia dos polinomios B,(l}(z) e BY )(z). associados a uma medida ¥ (t) de classe

S3[w, B, b).

Teorema 2.3.2. Se ¥(t) € de classe S*|w, B,b], entio, para j =1 —2w el € Z,

; Al ! ;
0s coeficientes B e ujl}ﬂ satisfazem

“_U—!) 3{_:'-5}

All) pla-=t) _ g2 J “‘n+l1 __ ~n .

2 e s g Bzl
Qi1 n+1

Corolario 2.3.2. Seja v(t) de classe S3[w, 8,b]. Entao, os coeficientes BY ¢

1) L
Oy, 1 2> 1, satisfazem

i) Para 2w impar e j = 3 — w,
(G+0) (5+1)
,'))(jH) ,3(}-!} Tu 32 . Q1 - [‘jn
Hn Mn =/ € Sy )
(7-0) glU-b
Qny1 Pn+1

leZ,

e, quando | = 0, ;5’,5{” = >

it) Para 2w par e j = —w,

G+ (7+1)
2 R .
(l'(j+l_” 6(J+l—1’)’

2 ; 4 X
67(13+I]6{3+1—l) = }32

~n

n+1 n+1

41




2.4 Polinémios B-inversiveis

2.4 Polinébmios S-inversiveis

Um polinomio monico de grau n R,(z) que satisfaz

Z"R,(8?/2)
Ra(0)

sera chamado de S-inversivel. Consideramos 32 = ab, onde 0 < a < 8 < b < 0.

= Ru(2) (2.4.1)

Observamos que se 9)(t) é de classe S*[1/2, 3, b], entdo os polinémios BY (2)

sao B-inversiveis (veja (2.2.2)).
Notemos também que para 2w impar e [ = 0 em (2.3.2) obtemos polinémios
B-inversiveis, pois

BN ER : 1
Z_“M - B(J)(Z), para j= -
BY(0) 2

. - W-

Sejam 7y, 1,...,Tnhn 0s zeros de R,(2), n > 1. As seguintes propriedades sao

validas:

ese )<, <...<7Tpm 1 <m < n, sao os zeros distintos positivos de

R,(2), entao, de (2.4.1), satisfazem

2
B :
?‘n,iz_—: 321:---:7n-
?n,m—flﬂi

se 0 <71 < ... < 7Ty, 1 <k < n, sao os zeros distintos negativos de
R,(z), entdo, de (2.4.1), satisfazem

ﬂ?

—  H= Lok
Tnk+1—1

Tn,'i i

se o nimero de zeros positivos for impar, entao z = § € um zero de multi-

plicidade impar de R, (2).

se o nimero de zeros negativos for impar, entdo z = —f é um zero de

multiplicidade impar de R, (z).




2.4 Polinémios B-inversiveis

se 0 polinomio R, (z) tem zeros complexos conjugados entdo

32

T'ni= ;
n,j

onde o zero r,, ; ¢ 0 conjugado complexo do zero Tni- O moédulo de r,,; é

igual a .
se ha um zero em (0,a), entdo, por (2.4.1), ha também um zero em (b, o).

se a ¢ um zero de R,(z), entdo b também é um zero de R,,(z), pois a = 5%/b.

A relagao (2.4.1) nos mostra que R,(0) = (—8)" ou R,(0) = —(=B)*. Em
2], Andrade, Bracciali e Sri Ranga estudaram o caso em que R,(0) = (—8)" e

mostraram que se um polinémio monico R,(z) de grau n, n > 0, satisfaz

PR 2)

(—5)" R”(z)’ z € ((1, b) (242)

entao existe um unico conjunto de nimeros reais &, §1,...,&, 0 < s < [Z], tal

que

Ru(2) = ) &2" B,y (2), (2.4.3)
k=0

onde os polinomios B,(,,U)(z) estao relacionados com uma medida ¥ (t) de classe
S3(1/2, 3, b].

No restante deste trabalho estudaremos polinémios S-inversiveis que surgem
de combinacgoes lineares de L-polinémios ortogonais associadas a medidas de

classe S? [w, B, b].




Capitulo 3

Combinacoes lineares de

L-polindmios ortogonais

Neste capitulo estudamos polinémios denotados por Bﬂ(/\if,)l_ AT 2) que sdo
combinacoes lineares de L-polinomios ortogonais. Destacamos algumas relagoes
entre estes polinomios, tratamos da localizagao dos seus zeros e das relagoes com
medidas de classe 83[w, B,b]. Todos os resultados estudados neste capitulo serao

utilizados no Capitulo 4 e desempenham papel importante no que seré visto.

3.1 Polindmios Bn()\fh)l, A

Nesta secao estudamos os polinémios B A0 ,(qr)r;z baseados no trabalho
p n n,l? ) 3

de Bracciali, McCabe e Sri Ranga [6].

Dado r € N*, os polinomios reais monicos B, (A7), ..., A\7); 2) sdo definidos

por uma combinacdo linear dos polinomios B,{IU)(Z), Bflo_}, (2),... Bfto_),.(z), dada

por

A5 2) = BO(2) + X BOL(2) + - + A0 B, (), (311)

n,r’ n,r

Bn(/\{r)

o I

44




3.1 Polinomios B, (A, ..., A\0); 2)

o ot

para n > r, onde /\L beaieRr

Paran=1.2 1.0 =L#r;

By(Midy+ oy A0)s2) = BO(2) + A0 BD (2) + - -+ A0 BP(2), (3.1.2)

mn,n

onde /\(r)

n,l?

WML ER, )\E;LH, ..., A7) sdo arbitrérios e BO(AE{L 3’3, 2] =13

Por (2.1.1) e (3.1.1) temos que

b
f "B, (A, AL dy(t) =0, r<s<n—-1, n>r  (3.13)

e deste fato podemos demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 3.1.1. O polinémio B (/\ /\n rz), n>r, tem pelo menosn —r

n,l?

zeros distintos de multiplicidade impar em (a,b).

Demonstragao: Paran > r, Bn()\ ,/\,(,;,}r; z) muda de sinal pelo menos uma

iy
vez em (a, b), pois satisfaz (3.1.3).
(r) (r) (r) . T
Suponhamos que 2}, 2}, ,...,2) " 1 < m < n, sejam os zeros distintos de
n,1 **n,2 ? *n,m? — —= %

multiplicidade impar de Bn(/\E:)l, AN z) em (a,b). Consideremos

m

Alr) Atrl Alr) ~ i
',?T(Z) = (Z — Zn,1 )(: — Zn2 ) nitie zn,m) T Za”h}-z:’l’

J=0

Entao, B,;(AL}I, gl )\Efl z) = m(2)Q(z), onde Q(z) é um polinémio de grau n—m

que tem apenas zeros de multiplicidade par em (a, b) ou complexos. Logo,

>0

b b
/r 7(6)Ba(Anls - AT :)du(z)zft*““ (7(8))° Q(t)dy(t) #0. (3.1.4)

Por outro lado,

=0, para 0 <j < n-l-r

~ p

b m b
/ () Ba(A), . AL )dp(t) = dmy f R B O L M)A

1=0
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3.1 Polinémios B,(A), ..., \1); 2)

e, entao, para que esta integral nao se anule devemos ter j > n — r, isto é,
m > n — r. Portanto, B,I(/\Ei}l, ol )\Ef,,}r; z) tem pelo menos n — r zeros distintos
de multiplicidade impar em (a,b). Os demais zeros deste polinémio podem ser
de multiplicidade par ou impar e estar dentro ou fora de (a,b) ou, ainda, ser
complexos. Para n < r pode ou nao haver zeros em (a, b). &

Vamos mostrar agora que existem parametros /\S:)l, G A,(,:,), tais que

B, (30, ..., A0 2) = BO(2),

n,r? n 2 O
(veja Bracciali, McCabe e Sri Ranga [6]).

Observe que

b b b
/t_nﬂBn()ﬂE:‘)p---,)\,(,:2-;t)dﬂ»‘(t):ft"""”BLD)(t)dw(t)+ALi]1./t_n+sB£()31(i)d1b(t)

a @ a
b
.o+ ,\i;"j,fr“*"Bff_},_(t)dw(t).
a

Por (2.1.3),

b
—n4s r / . 0 0 0
/t a B?l(/\ga,)lﬂ iy /\'(r:-,la t)dw(t) T pg:.,)—n-t-s'i-’\s:)] p‘l("lll,—n+$+‘ o ‘+/\£::2'p1('1—)r.—n+3'
a

Para n > r, sabemos que

(0) (r) (0) ) (0)

pr:,—r:+s i )\n,ln‘aﬂ—l,—n-ks L )‘1{'::1-1011—1',—-11+s = Oa T S S S n~ 1

Suponha ainda que

(0)

;on.—n+3 + )"E:)Ip:(rf}ll,—n+s e 5 /\gzr.lpilolr,—n+s = 01 n S S S n—+r— j &

Assim, fazendo s =n,n+1,...,n+r— 1 obtemos o seguinte sistema linear r X r

que, na forma matricial, é dado por
0 0) (0)
( pizll‘ﬂ 401(1—2.0 pn—r,ﬂ \

0 0 (0
f)Ez—}i,i fJa(l—)'z.l pnlr,]

(At

(0) (0) (0)

pn—-l,r—2 pﬂ—?,!"—?

(0 (0)
\ pn-J—l,r—l pﬂ—‘z.r—l mme

pﬂ—r,r—?

0
pq(rl—)r,r—l




3.1 Polinomios B,(A\7), ..., \{): 2)

n,l?

Para 1 < n < r, temos que

(r) r). 0 - 0
Bn(’\n,l? b AE&,L? Z) = BE:U)(Z) o= ’\5::}181(131(2:) +...+ ’\EE,LB(S )(Z)

e, entao,
: (r) 0 0
/‘t_ﬂ—}-an()\;l' T /\’(::2" t)d'lf)(f) = '051,)—71-!-5 =+ )‘1(:,)1»05111,_;;-{-3 +...+ AE:,Z:p((](,]')-n+s‘
[

Suponha agora que

(0) (r) (0) (0)
»‘()n.—n-!-s e Ar:)]piz—l,—r1+.e Tewvalat /\53:31.00,-_;1.;.5 = Ua T S S S 4T = 1.

Logo, fazendo s = r,r+1,...,n+r — 1, obtemos o seguinte sistema linear n x n

/ pl(rtu—)l‘—n—}-r' :055132,—n+r p((](,}-)—n+r \ ( AJ('::)I \ ( _{)‘Eﬁ}—nﬁ-r‘ \

(0) (0) (0) (0)
»On—l,—ﬂ+r+l Ir)ﬂ—'z,—n+r+l p{),—n-kr+l 5 _pﬂ‘—n-}-r+1

(0) (0) (0) (0)
Pn-1r-2 Pn—or—2 -+ Por-2 . —Pnr—2

\ g ey ol N AN

Sejam S‘E:}w AN paran >, a solugdo de (3.1.5) e ;\5,:)], .., A7) quando

1 <n <r,asolugao de (3.1.6). Entao,

b
/r"“B,l(,\i;j’,, A dY(t) =0, r<s<n+r-1, n>1  (3.17)

Por (2.1.1), o tinico polindmio moénico de grau n que satisfaz as n condic¢oes de

(3.1.7) é B,E,r)(z), pois

b
f t"‘+"Bff}(f)f-f?f=‘(f) ={; rEessnptr—1.

a
Logo,

B,(A,..., 0 2) = BY(2), n>0. (3.1.8)

]

Como encontrar o valor dos parametros )\,(,:3, t=1,...,r, ndo é viavel através
do sistema linear pois envolve o cilculo de integrais, daremos uma outra forma

de obteé-los.




3.1 Polinémios Bn(/\,(::)l, )

Por (2.1.22) temos

r - -1 -1
B (z) = BE-Y(2) — oV BIM(2),

n+1 -1

BUY(z) = BC2(z) — o 72 B D (2)

(r—1) (r—2) r—: (r—2
Bn—l (3) = Br:—l (Z) N afa Z)Bn—’z )(z)‘

Substituindo (3.1.10) e (3.1.11) em (3.1.9) obtemos

r = =1 -2 -2
Br(a )(3) = B:g;r 2)(2) = (Ofa(qrﬂ) + Q’E:rﬂ )) Bs—l )(z)

+ol Va2 BU2)(7). (3.1.12)

Calculando as expressdes para BY 2 (z), B(r_2)(z) e B,{:__Qz)(z) através da

n—1

relacdo (3.1.9) e substituindo em (3.1.12), chegamos a rela¢ao

r r—3 r—1 r—2 r—3 r—3
B{(z) = BY9(z) - (ol + ol + oY) BED(2)

-1 r— -1 - r—2 s r—3
b (o0 + o0l + ol R0l ) B (o)

2

-1 r— -3 r—3
_(-‘-'E:rﬂ )(}'51 2}0‘?(:—1 )31(1—3 (2). (3.1.13)

Substituindo novamente as expressoes de B?(f_m(z), Bf:__la) z), B,(:_}S}(z) e

B (z) dados através de (3.1.9) temos

-4 (r-1) -2 = —4 =
Bf{;r)(z) = B‘.I'(lr )( o (O‘nr+1 + O"a{:ﬂ '+ ailr+l) T asﬂ )) Br(:—l )(Z)
+ (af::ll)a,(f_m + (r;rgll}a,(;_a} + a(‘"‘”a;’"“” + «

(r-2) (r-3
n+1 t’l{’ )

n+1 n

+0-’£:-|-F12)(‘f£:_4) T 055:13)05:_4)) Br(:—_;)(z)

(r=1) (r-2) (r—3) (r=1) (r-2)  (r—4) (r—=1) (r-3) (r—4)
_(an+l O:.‘Etr )an—l +an+l as: }an—i +an+1 ag: ) n—

Qp_y

r—2 - r—4 r—4 -1 ) -3 —4 —4
+a1(1+1 )O’E:r J}ai—l }) 851—3 }(2)+a1(1r+1 )“5: )0-’1(:—1 )055:-2 )Bf:-fl )(Z)-
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3.2 Polinémios Bn(/\{r} PR z) associados a medidas de classe S*|w, /3, b]

ndy

Continuando este raciocinio obtemos
B{(z) = BO(2) - (ol + a5 + ... + o)y + 0% ) B, (2)
+ ( f;,')aif 2) +(1f:+ll)a,(f W ek a?(fllag)) +Q£al+1an )Bw} (2)
_((*5::,«_1”“£1r % 5: 1”"‘ E: 1”04: Ya n ll)+ +aﬂia§f) 5:]—1)31(;0)';(2)

1) (r-2) (r-3 1 0 0)
ook (=1 aon oy a0 Bal, (2).

Como B,(A\") A2y = BU(2), n > 0, temos que os parametros /\,(,lz,

711""’

1=1,...,r, sao dados por
'3 TTali e (3114
1

onde o somatoério ¢ sobre as p = () maneiras de se escolher 7 niimeros inteiros
1

my, Ma,...,m; que satisfacam 0 < m; <m;1 <...<my<m; <r-—1

3.2 Polindémios Bn(/\,fa )1, (Hewntly z) associados a me-

didas de classe S°w,s3,b]

Antes de relacionarmos os polinomios B, (/\,(f)], 25 o ,\Sijl; z) com medidas de classe

Sj[w, 3, b] introduziremos o seguinte resultado.

Lema 3.2.1. Sejar > 1 e Q,(2) um polinémio ménico de grau n > r tal que

b
f t_n_‘—sQn(t)dw(t) — 0’ T S s S n— 1.

Entao, existem valores reais n,(:{ ) tais que

Qn(z) = Bﬂ(nfﬂ 7;"n ) z).

Demonstragao: Como Q,(z) € IP,, n > r, vamos escrevé-lo como uma combi-

nacao dos polindémios Bz-([IJ (2);4=0,1,. .syn. EAtEO0,

mn

Qul2) = Zr:iBiu)(z), onde ¢, =1.

1=0
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3.2 Polinémios B“(/\ 4 ‘,)\,(:,),; z) associados a medidas de classe S*[w, 3, b]

n,lr"*

Deste modo,
/ T QN () dy(t

Fazendo s =r,r +1,...,n — 1, obtemos, respectivamente,

n b
Yo [ ="+ BO (t)dy(t) = 0
i=0 @

f

n b
Yo [ O Gd(t) =0
1=0 a

n b
Y & / t=2B (t)dv(t) = 0
i=0 v

n b
>a [ OO0 -

\, i=0
Por (2.1.1) este sistema linear, de ordem (n — r), tera a forma

n—-r—1

Z (lf f—n+rB(D) dw()
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3.2 Polinémios B, (A7), ..., \\); z) associados a medidas de classe S3[w, 3, b]

Escrevendo-o na forma matricial e usando (2.1.8) temos

Y[ o

C

(0) (0) (0) (0)
( 00,—u+r+l 01‘—11+1"+2 W gu—r—?,—] on—r—l_.(]

(0) (0) (0)
00,—n+r+2 O1,—n+r+3 -+ Opn—r-20 0

Gyt 0
) \ewr) o)

Como crifl # 0, o determinante desta matriz é diferente de zero. Conseqiien-

temente, a unica solugao para o sistema é co = ¢} = ... = Cp—r—2 = Cp—yp—1 = 0
para n > r. Portanto,

n

Qn(z) = Z ¢;B”(z), onde ¢,=1.

i=n-r

(r)

Fazendo c,—i = 1,;,1=1,...,r, temos Qn(z) = Bn(n(r)

n,l»

(r).
Snilas 2l [ ]
Agora, veremos um resultado importante quando os polinémios

B,I(/\E:},, ..., AY); 2) estdo associados a medidas de classe S®[w, 3, b].

Teorema 3.2.1. Sejam r > 1 e 9(t) uma medida de classe S3[w, 3,b] com w =
(1—7)/2. Entao, se n > r, para quaisquer parémetros /\,(:‘)1, - ,\Sl € R, tais que

Bﬂ(/\E:i, I /\E:,}»; 0) # 0, existem pardmetros correspondentes T_.*f::)l, ) ,'r,!,(;)ﬂ e R

tais que
2B A )

B (A0 .y 250)

= Birt, e il 2). (3.2.1)

Demonstragao: Para n > r sabemos que

b
] "B, (A, AL 8)dp(t) =0, r<s<n-1.
a

Fazendo a mudanca de variavel ¢ = 32/t e usando (2.2.1) obtemos que

b
/ tn—.s—-?an(/\E:"‘)“ N _,,\f”-ﬁ2/t)dz;'ﬁ(t) =0, r<s<n-—1

n,r’
a

ol




3.2 Polinémios Bﬂ(/\(r)

n,l*

.., AT): 2) associados a medidas de classe S® [w, B, ]

Dividindo por Bu(/\m s ,\Efl 0)

n,l?

/b s 0 BL O s M52 /3)
a Bn()‘{r) * 3 /\JE:-,J'-: O)

n,l1**

dy(t) =0, r<s

Mas, —2w = r — 1. Entao,

b B Ao A B2
[t_s+r_1 n(An1 n,r; f /)d't,b(fa)=01 r<s<n-—l.
a

B0 0. ;X 0:0)

Como —s+r—1=-n+sparar <s<n-—1, obtemos

QEARY BRI
-/ t""'H""' n( n‘l : s / )dﬂl(t) — 01 T S S S n-— ]"
ia

B, (AU ... 20 0)

n,d?-

Portanto, pelo Lema 3.2.1, existem parametros ??7(1,)11 e nﬁrl € R tais que

oy AT): B2/ 2)
A0

ann(/\(?‘)

n,0-

B

n,lr"

=B eons B2,

n,l?

Nosso objetivo ¢, dado r > 1, encontrar parametros /\E:‘),, o ,/\m- € R tais

que
2" By ( Al

7 3 R

Bﬂ(/\(")

1"

4B Z) ..

— Bﬂ(/\m Ay ns,

r n,l» ,\r
o3 Ana:0) ‘ R
ou seja, tais que o polinomio Bﬂ(,\ﬁf"l, ,(ff)rz) seja f[-inversivel. Além disso,

(r)

n,0 "

escolher parametros A .,/\,{{L € R, paran=1,...,r, tais que

2 Ba(M 5 i A0 B2 2)

Bi(A, . 250 0)

n,l?

= Ba(A), e M) 2).

Este estudo sera feito no Capitulo 4.

. (r) (r) (r) R el r T
Sejam 21 ,2n5 .-, 2pn » 05 zeros do polindmio Ba(As A7) 2) em or-

T r . . ~ . . -
dem crescente. Quando Bn()\i‘]l, Sy AL,)F z) é um polindémio S-inversivel, os zeros

satisfazem

2
_’A(rl . /3

“nt T .Ar)
nn+l—1i

e valem as mesmas propriedades sobre os zeros estabelecidas na segao 2.4.

i=1,...,n, (3.2.2)
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Capitulo 4

Polindmios Bn()\g)l, L ,/\S}; z) e

medidas de classe S3[w, 3, V]

Neste capitulo sdo feitos estudos detalhados dos polinomios B,(A"), ..., A7) 2)

n,l?
associados a medidas de classe S?[w, 3,b], onde w = (1—7)/2, parar =1,7r =2 e
(r)

r = 3. O principal objetivo é determinar valores para A, 1, ... ,)\S{l para 0s quais

o polinomio seja [-inversivel e, além disso, obter informagoes sobre a localizagao

de seus zeros e relagoes com outras medidas de classe S*[w, 3, b].

4.1 Polindmios Bn()\g;z) e medidas de classe
S°[0, 8, b]

. g . o . 1 .
Como ja dissemos, os polinomios Bn()\g,)l;z) foram estudados por Sri Ranga,

Andrade e McCabe em [22] e sdo definidos por

B,(0\);2) = BO(2) + ABY, (2), n>1, (4.1.1)

n,

onde )\?(11)1 €ERe B(}(/‘\gfg;Z) =1




4.1 Polinémios Bn(/\if‘)l;z) e medidas de classe S*(0, 3, b]

Lembremos que esses polinomios monicos, por (3.1.3), satisfazem

b
[ rBonam =0, 1<s<n-1, n>2 @1
a

e, de acordo com o Teorema 3.1.1, tém pelo menos n — 1 zeros em (a, b).

De acordo com o Teorema 3.2.1, se 9(t) & de classe S3(0, 3, b] existem valores
para r;}ll‘% € R tais que
z"B,e()tfll‘)l; B?%/2) =

n,l?

Bn(ng{; 7l W22,

Vamos, nesta se¢do, supor que a medida (t) é de classe S*[0, 3,b], ou seja,
satisfaz
dy(t) = —dy(B?/t), t€ (a,b),
e, entao, pelo Teorema 2.3.1

ZﬂBr(;GJ[52/Z)

= BW(z), n>0. 4.1.3
B9 (0) b LY

Em [22] os autores fornecem valores para o parametro )\,(,11}1 tais que Bn()\,(,ll_)l; 2)

¢ B-inversivel. Apresentamos a seguir um esboco de como esses parametros foram

obtidos.

Primeiramente, fazendo-se a mudanga de variavel z = 3?/z em (4.1.1) e

multiplicando-se por 2™ obtemos
2"Ba(A); B%/2) = 2 BO(B/2) + My22" " B, (B/2). (4.1.4)

Por (3.1.14) temos que Bn(—aﬂl;z) = B{"(2), n > 0. Entdo, de (4.1.3),

n (0)

2"Bn (8%/2) _ BO(z) - o BO (2)
B,&O)(O) n n+1-n-1 d
Usando a relagdo de recorréncia para os polindmios B,(fﬂ](z), obtemos

" B(8/2) _ B (2) + Bu B (2)
BY(0) z

e BO©0)=-89BY,(0).




4.1 Polinémios Bn(/\gf,)] ; ) e medidas de classe S*(0, 3, b]

Substituindo esses resultados em (4.1.4), temos que
2B B2) = (-6 BR(0) + 2B 0)) BO ()

o ("8?(10) a'fto—l)- 1 Br(lu—} 1 (0) iE }9?(10} AELI,}I B:LO—) 1 (0)) Bfto—) 1 (Z} .

Observe que se /\511‘)] = ;’J’,(;O), entao

B, 0) = (—ﬁg‘” + AE}{) B, (0) # 0.

n,l? )

Dividindo 2"B,(\\); 82/2) por Bn()\g‘)l;(]) e usando o Teorema 3.2.1 chega-

n,1

mos que

"B, (A1) g2/2)

n,l

Bn(/\(l)’ 0)

n,l?

0 0 1

LA ()
% S 3
n N ?(10) & )\i]‘}

= BO(2) + 0B, (2),

n > 1.

d 5 . 1 1
Como estamos interessados em parametros tais que 7?7(1 } = AE; }1= devemos en-

1 .
contrar )‘1{1‘)1 tais que

(0) (0) (1)
n (an—i—l -+ ’\n,l)

0
=B + M)

)\(1] ot

n,1

(4.1.5)

Resolvendo (4.1.5) obtemos

B9 + 21 = /6949, (4.1.6)
) — 30 ()

0 : " s e (W
onde ",(,(; = ffn’ + 0y 4. Assim, os valores do pardmetro A,(.‘)l tais que o polinémio

Bn()\,‘(,l]‘)l: 2) é ﬁ-in“(erivel Sé.o
1 / 0 0
/\El,)l = 6],(10) :t }By(; )’Y](}, ).

Nesta secao utilizaremos a seguinte notacao:

para a escolha /\S‘)ﬁ = B9 + /O em (4.1.6),
~ para a escolha )\53‘)1— =B — /B4 em (4.1.6) e

1)+ i
quando nos referimos a ambas as escolhas.

39




4.1 Polinomios By (Al z) e medidas de classe S*[0, 3, b]

)\(l)i

Vamos agora analisar o comportamento de B,(A,1";

0) com o objetivo de
obtermos informacoes sobre os zeros. Esses resultados também foram estudados
em [22].

Pela relagao de recorréncia para os polinémios B (z) sabemos que B}lo)({}) =

( 1)" 6:(0)‘3{0) - .350}? n > 1. Logo,

n—1

Ba(Mx30) = (1" (=B + Ny)B By B, m2 1 (417)

n,l

(1) %)

n,

4.1.1 Localizagao dos zeros de B, (A

Considerando a escolha —3{” + )\Ll)ﬁ = 3§/ 6510)7,(;0) em (4.1.6), de (4.1.7) obtemos

que
>0

P

Ba(M'50) = (1) VB BB B, 21

e, entao,

sinal (B (/\(l

n,l

0)) = (=)™, n>1

/

(a) para n par (b) para n impar

Figura 4.1: Exemplos do comportamento de B, (/\(m' 0)

n,l

Como Bn()\i1 /" 2) ¢ monico e tem pelo menos n — 1 zeros em (a, b), a relagao

(4.1.8) implica que Bn(z\ﬂ l+, z) tem um zero negativo (veja Figura 4.1).
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4.1 Polinémios Bn()\fi)l ; 2) e medidas de classe S0, 3, b]

; 1)+
De acordo com a propriedade sobre os zeros de Bn()xil)l ; 2) onde
2
M- - B

ni )
n,n+1-1

1‘=1!"'!n!

0 zero negativo deste polinomio ¢ —f3.

Para a segunda possibilidade de escolha do parametro A= para o qual o
g I n,l q
polinomio ¢ S-inversivel, —3{” + )‘511,)1_ = —/B4, temos que

>0
-

~

B (A 1750) = (<)% N B v Bt BC < B, - 2 1,

n,l

sinal (Bn(/\ill‘)l_;{))) =(-1)", n>1.

(a) para n par (b) para n impar

Figura 4.2: Exemplos do comportamento de Bn(/\(l,)l_ ;0)

n

(1)—.2

n,0

Pelo fato de B, (A ) ser monico e ter pelo menos n — 1 zeros em (a,b),

(4.1.9) implica que Bn()\“}_' z) tem todos os zeros positivos (veja Figura 4.2) e,

n,l ?

pela propriedade dos zeros, todos sao reais, distintos e estao no intervalo (a, b).




4.1 Polinémios Bn(/\f,l],)l; z) e medidas de classe S3(0, 3, b]

4.1.2 Bn()\ff‘)li;z) e medidas de classe S°[1/2, 3, b]

. - . 1)+ Pooa .
Estudaremos aqui relacoes existentes entre Bﬂ(/\i ), ; 2) e L-polinomios ortogonais

associados a medidas de classe S®[1/2, 8, b], baseadas no que foi introduzido por

Sri Ranga em [23].
Lembremos que () é uma medida forte de Stieltjes de classe S[0, 3, b] e os

polinomios B,,,(/\,(l]‘%i; z) satisfazem (4.1.2), ou seja,
b
[ "B, (AN t)dyp(t) =0, 1<s<n-1, n>2 (4.1.10)
Consideremos a medida forte de Stieltjes v;(t) definida por
di(t) = (t + B)dy(t), tE€ (a,b), (4.1.11)

e, por (2.2.5), temos que v, (t) é de classe S3[1/2, 3, b].

Como, para /\E:‘)ﬁ =0+ \V ﬁ,(;n)"y,(fn, —f3 & um zero do polinéomio Bn()\fi)ﬁ; z),
substituindo (4.1.11) em (4.1.10) obtemos

b Bn )\(1)‘{‘1{
f A% ({i—"a Dip()=0, 1<s<n-1, n22 (4112

De acordo com (2.1.1), o tinico polinémio monico de grau n — 1 que satisfaz

as n — 1 condigoes em (4.1.12) é Bflﬂ_)f"(z), pois

b :
f t B () (t) =0, 1<s<n-—1, n22
a

Assim,

¥

B.0OWt: ) = (z2+8)BY'(z), n>1.

n,l ?

Agora, vamos considerar a escolha ,\Ef‘}f = B — /BN, Seja u(t) a

medida forte de Stieltjes definida por

dio(t) = ﬁdw( ), te(ab),




4.2 Polinémios Bn(/\,(,f)l, )\fé; z) e medidas de classe S3[—1/2, 3, b]

e, por (2.2.4) e (2.2.5), ¥(t) é de classe S3[1/2, 3, b].

De (2.1.1) seja B,(lu)ulz(z) tal que

b
/ t_"HBI(P)W(t)dT;’;'g(t) =0, 0<s<n-1,

a

entao

b
s
f t—n-HB’(IU) 2(”“?(;@2( J=1,v 1 <5< n, n2l

Somando-se (4.1.13) e (4.1.14) temos que
b ’
f t—"HBO()dy(t) =0, 1<s<n-1. (4.1.15)
a
Assim, B,{lo}ve(z) e Bn(/\ﬁi)f: z) satisfazem as mesmas n — 1 condi¢des com relagao
a ¥(t) (veja (4.1.10)) e, como ambos os polinémios sao ménicos e B-inversiveis,
entao

B,(A\\"7:2) = BO%(z), n>1.

n,l »

Como By(Ay}; 2z) = 1 entdo B,(A)7; 2) = BO*(2), n > 0.

n,l

4.2 Poliné6mios Bn()\ﬂ, )\f,f)Q; z) e medidas de classe

83[_1/2:/8: b]

(2) 4(2),

n,l* 'n,2y

Os polinémios monicos B, (A z) foram investigados por Bracciali em [5] e,

como dependem de 2 parametros, sabemos que

B, (X49,0% ) = BO @) + X B, (2) + 34BN (), w22, (424)

n,0? '‘n,2y n,l

2 2 2 2 2 2 0 2
onde A2}, A% € R, Bo(Apd, A6 2) = Le BIARL A 2) = 2 = 61 + ALY,

Pelo Teorema 3.1.1 sabemos que os zeros desses polindmios monicos podem
ser reais ou complexos sendo que pelo menos n — 2 sao reais, distintos e estao no

intervalo (a,b).




4.2 Polinémios Bn(/\gf)l,)\ﬁ)z; z) e medidas de classe S3[—1/2, 3, b]

Os polinoémios Bn()\f')l,/\g; z) também satisfazem (3.1.3), pois

b
[ f_nﬂBn(/\:(r;?,)n’\Ei)Z; t)dy(t) =0, 2<s<n-1, n>3. (4.2.2)

Nesta secao, consideramos medidas ¥(t) de classe S*[—1/2, 3, ], ou seja, que

satisfazem

Vidy(t) = —/B? [t dy(B2/1). (4.2.3)
Logo, pelo Teorema 3.2.1 sabemos que se ¥(t) é de classe S*[—1/2, 3, b], entdo
existem valores ?}gﬂ, ?},{fi € R, n > 3, tais que

2B, (A0, M0 g2 )
B, (04, A 0)

n,l?

2 7.
= B, (nlinedi2):

Além disso, pelo Teorema 2.3.1, para v (t) de classe S*[—1/2, 3, b] temos que

"B (6%/2) ey

anLD)(ﬁg/z)
o ok i Bl Br(ll)(o) B, (z), n>1, (4.2.4)

B (0) )

e, de (2.3.3), BV =8, n > 1.
O resultado a seguir também foi introduzido por Bracciali em [5] e fornece
valores para os parametros /\5:2)1 e /\512)2 que tornam o polinémio Bn()\f.}l,/\f}a;z)

[B-inversivel.

Teorema 4.2.1. Os valores dos pardmetros )t,(f‘)l, )\fé que tornam Bn()\ff)l, /\512,)2; 2)

B-inversivel, isto é,

P B, (A, 22 g2/2)

n,l?

Bu(A1 Aii 0)

n,lr 'n,2y

=B,(0\®,23.2), n>2 (4.2.5)

n,1* 'n,2y

A2 = g0 5 )\f% =B, n>2,

n,l —

/\(2)
@ _ M2 _ @, ,0)
nl T (0) n+l n,2

[jn—l

e R n>2
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4.2 Polinémios Bﬂ(/\(z) Aﬁ, z) e medidas de classe S*[—1/2, 3, b]

n,l?

Demonstragao: Fazendo-se a mudanga de variavel z = $%/z em (4.2.1), multi-

plicando-se por z" e substituindo-se (4.2.4), obtemos

2B, (A2 22 82/2) = BO0)BP(2) + A& BY (0)2B2, ()

n,l»
+A2)BY,(0)22B,(2). (4.2.6)
Por (3.1.14), temos que

0 1 1
Bn(_“ELJ1 aiH)-lsai:mO‘EH}-l;z) =B®(2), n>0.

Das relagoes (2.1.22) e (2.1.23), sabemos que

BY(2) = BY(2) — ol B\(2) e

2B\(2) = BY(2) + BB, (2).
Substituindo-se B (2) e B,(ll_)l(z) em zB,(f_)l(z), encontramos que

B(Z}

n—1

(2) = BO(2) + (B — o) By (2) — aPBOBR,(2).  (428)
De (2.1.23), temos
2BZy(2) = Bii(2) + B2 Buds(2),
BY,(2) = - (BOG) +A0BL () e
B, (2) = - (B2 + B2 BY(2))
o

Substituindo-se B,(ll_),(z) Bm z) em zB( )2(2 obtemos

2BP,(2) = BO(2) + (8O + B2,) B (2) + BB BYo(2).  (4.29)

Voltando a (4.2.6) e substituindo-se as expressoes (4.2.7), (4.2.8) e (4.2.9),

chegamos a

2B, A% 82/2) = (B 0+ B 0N + B0 0) B (@)

(0 0 2 0 1 0 (2) | »(0)
+- (@, +all) BO(0)+ (8- ally) B A + (687 +612) B, A7 B2, (2

+(ala), BO0)-a 6B, A +82 A2 B (0M)) Bia (2).

Qpt
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4.2 Polinémios B, (M7}, \{’}; ) e medidas de classe S3[—1/2, B, b]

Se (3“” - g /\(‘” /\f%) # 0, dividindo-se 2" B, (/\;2)1,)\53%,62/«2) por
By A 0) = (B2 - BE +23) B, (0) #0,

pois BY(0) = -BYBY (0) = g ,(10_)13(0)2(0) e usando o Teorema 3.2.1 che-
gamos que

2" Bu (A1 Ani B2/2)
B, (A2, 02-0)

n,l? n21

= BO(2) + 12 BY (2) + 3B, (2),

onde

(0) 5(0) (0) 1 0 1 0 2 0 1 2
@ BB (@l +all) + B2, (8 - a0l )AZ — (B9 + g0 NG,
o S
L _6(0)16(0) + 6(0) /\(2) - /\(2)

U 0 0 1 0 0 1 0 1 )
2 —B0, BP0, — BO. 451 _ g0 51 42
82,89 4 ﬁ“’_’v\ﬂ—/\ﬁ%

Mas, queremos encontrar os parametros de forma que :r;?(ﬁ = /\51)1 ff% = )\(2)

Entao,

(0) 0 0 1 0 1 0 2 0 1 b,
_ B89, + o)) + B2, (B - o)A - (B + )G,
- (0 0 0 2
LR I

(4.2.10)

0) ,(0) (0) (1) 0) _(0) (1) (2) 0) A1) (2
@ _ BB e’ and — Bilion’ BN — B Bui s
n2 —
_p(0) 1{10) 3(0) /\(2) /\512‘)2

n—1 n—1""'n,1

(4.2.11)

E necessario encontrar os parametros Aml e )\,{,12)2 que satisfacam (4.2.10) e

(4.2.11) simultaneamente. Multiplicando-se (4.2.10) por ﬁn , e subtraindo-se
(4.2.11), temos

(0) (0), (0) (1) (0) (1) __(0) (2)
30 A(:z) \® _ (Br21)*Bn (ani1+ani)+(Br’1)* (B’ —0min) A
HMn—=1"n, 2 2
4 —B 80+ 82,08 —28) (4.2.12)

n,

BB+ B2 Aa + B B o i + B0 BN + B B Ay
(0 2) (2
=Bai B+ Br i~ A
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4.2 Polinémios B,(\?) )\f%, z) e medidas de classe S*[—1/2, 3, b]

n,l?

Somando-se — ﬁ( ) ﬁ( ) em ambos os membros de (4.2.12) obtemos

( BOBO 4 gO A _ A(z)) =(89,)?

n—1"'n,1 nl

0 0 2
(@l + o) - B (B + BN

+(B2 )28 - a2 )22 + 89 8066, + B2 6P MAE + gD 1N AP

n—1 n-—1

3(0)15 ( [3(0) 5(:)) g d“” /\(2) 4, )xf,f’{,

n-1 n—1

). (4.2.13)

Por (2.1.17), 5 B — a0 = g0 _ ol e, de (2.1.18), oVl = 6‘,(;”)1&“ Logo,

n+1

substituindo-se em (4.2.13), obtemos

( B9 B + O A — /\(2))

© _ 5 4 oM

Como Y + ay), + an’, entao

0 0 (2 2)
( 3( )1“3(0) =t '61(1 }1)‘11)1 == A51,2)

e, portanto,

n—-1~n

0 2
—BE B + BN -

De (2.1.17) e (2.1.20), 1V = 8" + o

2,89 [62 (69 + ) |

0 1 1
'HB( )113 © (»Bn 1a£1i +a( ) 5:-1)-1) .

2 1
= .[31(10—)15510) (5(0—}1 3 ﬂgj}) (5:(11) an aEz-lJ-l)

137(10—) 151(10}%(10) 1'Yr(1l) )

0)_(0
512)2 ==+ 3:(10 1351 )'Yr(; )17(

M .0 _ 5n L

il € Mmii™ — . Entao,
61’!.

) 4(0) (1) (0) (0) (u} (UJ ,fr(lu) }1
0 0 n+
\/b’,ﬂ B = Bain| Ba T

Como ﬁ,(l” = B, n>1, e, por (2.1.18); &

(0)
(1)
n+l —

‘(j((]) 3(0] + 3 /\(2) 1(32 - iﬁiﬂ)l,yf(lﬂ)_

n—-1~n

(2)
n,2

20)

n—1

n,l

+ B0 £ 4O,
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4.2 Polinomios Bﬂ(,\if)l, 5122_,, z) e medidas de classe S3[—1/2, 3, b]

= . /\(2)
Se substituirmos /\f)l ﬁ“” + B+~ em (4.2.10) ou (4.2.11), obtemos

n—1

(2)
’\nl == 16 +6nl=18:(10)+63
2 = =B = —Ba®, n>2.

(2)
Da mesma forma, substituindo-se /\512)1 = (0)
n—1

+5(0) 7% em (4.2.10) ou
(4.2.11), obtemos
/\(2]

ﬁ(ﬂ)
€ R n=>2.

(0)
— Qpis

(2)

Denotaremos os parametros A, |,

)\(2 que satisfazem (4.2.5) de acordo com a

escolha feita em (4.2.14), ou seja,

yai+

n,d ?

)\,(f}; para a escolha —,3,(10_) 0 4+ Bflo_) ,\,(,f)l+ A(2)+ = [3(0)1%(10) e, entao,

2
e

n,

AF = : (4.2.15)

XA )\;)2 para a escolha —3?(10)1 0 4+ g )‘(2)— )\(2}2_ = ,351 )lf)rn e, entao,

n,l n—1 1,
@)~
@ _ Az —a®, \O- ¢ R
B, (peli Thhei g, 1 7008 ’ (4.2.16)
- N@- _ (/\(2)— o® ) 5O .
Aﬂ? € R n,2 n,l n—H

2) 4 (2)% :
,\L% ,Aflé quando nos referimos a ambas as escolhas.

(2)x 2)t ~ Wil LY
Estudaremos agora o comportamento de B, (/\,,l )1 ; A,‘Jz ;0), que sdo polindomios
B-inversiveis. Da relagao de recorréncia para os polindmios B,(f)(z), temos que

BO(0) = (-1)"898, ... 89, n > 1. Entao,

n,l ﬂl

Bn()\mi, f)zi,U) s 1)n+1( (0) 5(o)+ﬁm) @+ Af?) ﬁio_)z--- {0)’ n>9.

(4.2.17)
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4.2 Polinomios B, (/\f)l, % z) e medidas de classe S*[—1/2, 3,b]

Para n = 1, buscamos Bl(/\(121)+, (12%+; z) B-inversivel. Entdo, se por (4.2.15),
escolhemos )\E_2lj+ = [ﬂ‘” + 3, logo, B, (/\(IZIH, /\(12%"', z) = z+ f3, que é B-inversivel e
Bi(Ah A 0)s0,

/\(2)— )

n2=

4.2.2 Localizagao dos zeros de B, (/\

nl!

Para a segunda possibilidade, 6,(10 ) Bl (0) A(Q /\f,)z" = —[3,(10_)175;0) de
(4.2.17) encontramos que
> 0

B, (X%, 28:0) = (-1)* B ,E‘”mg“}ﬁ

n,l »

ou seja,

sinal (Bu()tf)l_, fl_; O)) =(-1)" n>2 (4.2.19)

Para n = 1, escolhemos /\ﬁ_ = [3{0)—6 em (4.2.1). Logo, B, ()\(121}_, A(IQ;_, 2)=
2 — [ é B-inversivel e BI(A(I%I)_, (12%_, 0) <0.
Pelo fato de Bn()\ff,)l ,/\Sfé ; 2) ser monico, fB-inversivel e ter pelo menos n — 2

zeros em (a, b), (4.2.19) nos mostra (veja Figura 4.4) que, dependendo da escolha

do parametro /\ﬂ . em (4.2.16), temos as seguintes possibilidades para os zeros

de B\, A2 1 5):

n,d »

e 1 zero em (0, a] (pela simetria, 1 zero em [b,00)) e n — 2 zeros distintos em

(a,b),
todos os zeros distintos em (a, b),

zero de multiplicidade 2 em 8 quando n é par ou zero de multiplicidade 3

em 3 quando n é impar, e o restante dos zeros distintos em (a, b),
2 zeros complexos e n — 2 zeros distintos em (a, b),

zero de multiplicidade 2 em —f e n — 2 zeros distintos em (a, b) ou
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4.2 Polinémios Bp(\) /\,(,:‘g; z) e medidas de classe S*[—1/2, 3, b]

n,l?

Esses resultados sobre o comportamento do polindomio em z = 0 sao de grande
importancia para a determinagao dos seus zeros. Apresentaremos, agora, algu-
mas contribuiges deixadas por Bracciali em [5] e também nossos estudos para a

localizagao dos zeros de B,,l()\ff‘)li1 )\f‘}zi; 2).

(2)+ 4(2)+, z)

il 32 1

4.2.1 Localizagao dos zeros de B, (A

Como -9, g + B /\E‘i)ﬁ - /\,(12‘); = 6,(:0_)17,(10), observamos, de (4.2.17), que

n—1

>0

By a0 (1) B0 R0 o8, m22,

n,0 ?

sinal (Bn( 512‘)1+, Afﬁ);;[})) = (-1)"*", n>2

£

(a) para n par (b) para n impar

Figura 4.3: Exemplos do comportamento de Bn(/\fﬂ*, Af};; 0)

Pelo fato de Bn(/\f)f,/\f.)f;z), n > 2, ser monico, S-inversivel e ter pelo
2)+ (2)+

menos n — 2 zeros em (a,b), (4.2.18) nos mostra que Bn(/\fl,)1 ,/\,(1‘% ;2z) tem um

dnico zero negativo (veja Figura 4.3). Pela propriedade dos zeros esse zero ¢ —f

e, alem disso, n — 1 zeros estdo em (a, b).
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4.2 Polinémios Bn()«f’{, /\,(3,%; z) e medidas de classe S*[—1/2, 3, b]

® 2 zeros negativos e n — 2 zeros distintos em (a, b).

(a) para n par (b) para n impar

(c) para n par (d) para n impar

Figura 4.4: Exemplos do comportamento de Bn()\m" ,\g_; 0)

1 T )

4.2.3  B,(0\)", A% 2) e medidas de classe S%[1/2, 3, 3]

1 Vi L e « % |

Em [5] Bracciali provou que, ao considerarmos )\ff‘)ﬁ: @) 4 Be Af}fz —6&&0},

A(2}+ )\(2}‘*‘.

n1 »An2 ;2) podem ser escritos como (z + [3)8}11_)1( ).

os polinomios B, (
De fato: Sabemos que
Ba (B + B, ~BalY; z) = BY(2) + (B + B) B (2) — BV B, ().
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4.2 Polinémios B, (\?), \?); 2) e medidas de classe S3[—1/2, 3, ]

De (2.1.23) e (2.1.22), obtemos
BB, (2) = 2By, (2) - BY(2) e

BY, (2) = BY,(2) — a9 BY,(2).

n

Entao, facilmente vemos que
Ba(BY + B8,-Ba®;z) = (z+ B)B,(2), n>1. (4.2.20)

[

(2)+ (2)+, 2
De (4.2.20), vemos que o polinomio B, (A, 1", A3 ; 2) tem um zero em —3 e,
pelo Teorema 2.1.2, n — 1 zeros distintos em (a,b), o que esta de acordo com as

conclusoes da segao 4.2.1.

Observe que

b
/ t~" B (t)tdy(t) =0, 0<s<n-—1,

@

e tdy(t) ¢ de classe S3[1/2,8,b]. Assim, novamente relacionamos os polinémios
B,(MZ, A% 2) com L-polinomios ortogonais associados a medidas de classe

S3[1/2, B, b).

A 2% ; z) e medidas de classe S°[1/2, 3, b]

nl 1 'n

4.2.4 B,(O\?

(2) /\(2) )

Daremos agora informagées sobre a localizagao dos zeros de B,(A, ] , A5 ;
dentro das possibilidades citadas na se¢ao 4.2.2, para alguns valores de /\n,1_-
Para isso, relacionaremos L-polinémios ortogonais associados a medidas de classe
S3(1/2,3,b] com os polinémios B, (/\,(12]1 ,/\if)2 ;z) associados a (t), que é de

classe S3[—1/2, 3,b], através do seguinte resultado introduzido por Bracciali em

Os polinémios Bﬂ(/\f,}ln, )\,(,1 5 ;2) satisfazem

{2)"
B.(A% A3 2) = BO(2) + PN 2B (a), w2 2.

n,d »
n—1
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4.2 Polinomios Bn(/\,(,f)l,)\g; z) e medidas de classe S*[—1/2, 3, b]

Como Bn(/\f‘)l_,)\fi){;[)) = (=pB)", o resultado (4.2.21) est4 de acordo com o
que foi estabelecido em (2.4.3), pois o polinémio BS;])(Z) estd relacionado com a
medida 13(t) que satisfaz di3(t) = tdi)(t) e é de classe S3[1/2, 3, b], ou seja,

b
f t"*BW(4)dyps(t) =0, 0<s<n—1.

@

Podemos observar que Bﬁﬂ)%(z) = B,(l”(z), n > 0.

Demonstragao: Temos que

: A=
2)- 4(2)- 2 0 0 -
Bn(/\gl‘}l ,/\ELJZ .z) = BO(2)+ ([;EO] G—':(1+)1 BL_]I(z)-%/\E?’% Bﬂj_)z(z). (4.2.22)

n—-1
e 20 - © () RO (0)
Primeiramente encontremos expressoes para By’ (z), B, ,(2) e B, ”,(2).

Somando-se e subtraindo-se agol]B,(;l}(z) na relagao (2.1.26), obtemos

1
BO(2) = —5 [ (B9 + o) BO@) + o (2B (2) - BV ()]
Tn

y _ o 1
Da relacao de recorréncia para os polinémios BY )(z), temos

2B, (2) - BV (2) = BVBY, (2) + aN 2B, (2).

n—1 n—1

Voltando a B (z) e substituindo-se zBf!l_)l(z), obtemos

(0)
X
BO(2) = B (2) + “2L (BB, (2) + alzB, (2))

mn

Novamente, de (2.1.26),

(0 0
(0) - ?D)}:—Jl B(l) O(i;} B(])
B”“i(z) 1 LOY n—l(z) o Wz n—Q('z)

n—1 Yn-1

e, por (2.1.19) e (2.1.20),
(0) }‘1) (1)
Bn—l( ) = B -

¥

De (2.1.25), temos
1
BYy(2) = —g (:B1a(2) - B4 (2))

n—1
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4.2 Polinémios Bn(/\fi)l, /\,(12}2; z) e medidas de classe S*[—1/2, 3, b]

Entao, substituindo-se (4.2.23), (4.2.24) e (4.2.25) em (4.2.22), chegamos a

0) _(0) (0
Br(z-l’Yr(l) ’Yf;—)l

(aﬁf’,\ff}{ ,\ff,’{
0 0 0
B AN A0

(2)= (2)- 1(1”)‘{2)2_ /\f2)2~ 1
B, (A&, 08 2) = BW(2) + " 221 BV (2)

) zB,(ll_]g(z).

oY)
. - ~n
Mas, g 50 0 e, portanto, obtemos (4.2.21).
In—1 n—17Tn
Observe de (4.2.16) que a relacao (4.2.21) é equivalente a

n n,l

Bn()\ffjl_, AEE?;; z) = B (2) + ()\(2)_ + aflu_i}_l) zBfll_)Q(z), n>2  (4.2.26)

r % 2)—
Vamos agora encontrar o valor do parametro /\,(1)1 para o qual temos um zero

em a e, pela simetria dos zeros, um zero em b.

Suponhamos que B,(A\%)7, A% q) = Bn(/\,{,f.)l_,/\ffg,__;b) = 0. Entao, por

ml 142 »

(4.2.26), o valor de A~ sera

n,l
1 1
N ) B{(a) A8yl 2 (b)
ml o] T —me e g oy
G‘Bn-—2(a) an—Q(b)

(2)-

Da mesma forma, queremos encontrar A, ;" para que tenhamos zeros em S.

Para n {mpar, 3 ¢ zero simples de BY(z) e de Bfll_)z(z). Logo, por (4.2.26),
B, , 288 =0e

n,0 ?

(2)- (2)-. 1
Bn()\n.l !}‘1(1,2 ,Z) . B?(ll)(z) £ (/\(2)— +O.’(0) ) zBr(z—)Q(z)
z—ﬁ Z—-_B n,l n+1 Z—_ﬁ
¢ um polinémio de grau n — 1.
i ISP I = T )
Da relacdo de recorréncia By’ (z) = (z — B)B,2,(2) — an’2B,’5(z), temos
Bu(Ak A 32)

n,l ?

B, (2)
z—B

= B;Ell—)l(z) + (/\](3)1_ -+ C‘fﬂl e &Q}) z

Z — ﬁ
Fazendo z — /3 no lado direito da equagdo acima, obtemos que
o 0 s
B, (8)+ (A + o, - o) BGa-s(8) = 0,
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4.2 Polinémios Bn()\f,)l ; )\ﬂ; z) e medidas de classe S°[—1/2, 3, b]

se, e somente se,
. B
A = —a 4ol - 2220
ﬁQn—B(ﬁ)
e (1}-
onde Q,_3(z) = Bﬂ—_z(;—)

Para n impar, )‘512,}1_ ¢ dado por (4.2.27) e o polinémio tem zero de multipli-

cidade 3 em f.
Para n par sabemos que # é um zero de B,(,‘l_]l(z). Substituindo B,(f)(z) em

(4.2.26), pela relagao de recorréncia e fazendo z — 3 em (4.2.26), obtemos que

0= (AZ" +al), — o) BB ()

se, e somente se,

(0)

A~ = @ 4oV (4.2.28)

n,l

e Bﬂ(/\f‘]]_, )tf,z){; z) tem zero de multiplicidade 2 em S.

@)= 3@)-.

nl A%n2 9

—f) = 0, entdo, por (4.2.26), o polinémio

terda zero de multiplicidade 2 em —/3 se /\512‘)1_

o-_ _© , Bi(-B)
)\n,l — T Yn41 + (1) 1
BB, 5 (—B)

Se agora supusermos B;, (A

for dado por

n =2 (4.2.29)

\®-

a1 » fizemos

Tendo em vista essas possibilidades de escolha para o parametro
testes usando o software MAPLE VI para valores especificos de n, n > 2, e

observamos que se escolhermos, em (4.2.16), )\,(,3)1_ tal que

(1)
(2)- (0) n(a)
/\n,] < —Qpp — (1) '
aBﬂ—?(a)

o polinémio Bn(/\fﬂ_, Aff}?_; z) tem todos os zeros positivos sendo um em (0, a),
n — 2 distintos em (a,b) e um zero em (b, 00). Se
1
L0 _ B
n+1 1
aBE(il;E(a)
o0 _ B (9
1
"y G'B‘fllj?(a)

! BY, (5
< /\ff)l < —ay) +alh - Buc(6) para n impar,

ﬁ@n—S(ﬁ) ’

< )‘512,}1_ < —a,(qoll +ail, para n par,

71




4.3 Polinémios Bn(/\f,{, /\f':)?, )\ff:%; z) e medidas de classe S*[—1, 3, b]

o polinomio tem n zeros distintos em (a,b). S

(0) B (—8)
"7 gBY,(-p)
a0 4 B(B)
" BY, (-8’

o polinémio tem 2 zeros complexos e n — 2 zeros distintos em (a, b). Finalmente,

B(l)
_Q.Elﬂll +a-££” o :z—l(ﬁ) < /\](’12‘)1—
ﬁQn—-il(ﬁ)

—ai) +a) <A@ <

< —0 , para n impar,

para n par,

se
- B{"(-p)
rs. O
BB, 5(—8)

Bn(/\f‘)l_, A2)7: 2) tem 2 zeros negativos e n — 2 zeros distintos em (a, b).

4.3 Polin6mios BR(A(S) AP A %) e medidas de

10 280 3

classe S°[—1,8, ]

Motivados pelo que foi introduzido e estudado por Sri Ranga, Andrade e

McCabe em [22] e também por Bracciali em [5], nesta segdo apresentaremos
(3) \B) @),

n1s Amay Ap a3 2) associados a medidas de

nossos estudos sobre os polinomios B, (A
classe S3[—1, 3, b].

A (3) (3) 1(3). ) S -

Os polinémios B, (A, 1, A, 5, Ay 3 2) dependem de trés pardmetros, ou seja,

sao definidos por

B,(0), 08 A8 2) = BO(2) 428, BY, (2) 4238 BO,(2) + 3T, BY,(2), (4.3.1)

n,1 An,2> o
n > 3, onde A%, 0% A8 e R
Observe que BU(A(D?I), /\({)3‘%, Ag:j'g; z) =1, Bl(/\(l?f, )\(lig, /\E‘f’g; 2)=2— 1(0) + /\{13% e
By(A5h, Ay Ao 2) = By (2) + MBIV (2) + 3.
(3) /\(3) (3).

De acordo com o Teorema 3.1.1, o polinémio ménico By (A, 1, Ay 2, Ay 35 2) tem

pelo menos n — 3 zeros no intervalo (a, b) e, por (3.1.3), satisfazem

n,l?

b
/ "B A2 A8 t)dy(t) =0, 3<s<n-1, n>4  (432)
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4.3 Polin6mios Bn(/\fﬁ{, ,\,[13,%, )\,(f:;; z) e medidas de classe S®[—1, 3, b]

Nesta se¢ao a medida 1(t) é de classe S3[—1, 3, b], ou seja, satisfaz

tdy(t) = —(B2/t) dw(B%/t), t € (a,b).

Entao, pelo Teorema 3.2.1 existem ?;,(13:{, n,(f_%, T,?S% € R tais que

2" B (At Aoy A B2/2)

n,l? n,3?

Bn(/\(S) /\(3) /\(") . 0)

n,1'n,2y 'n,3»

3 3 3
= Byln ) ianmiaiz); i

Os L-polinémios ortogonais B,(l”(z) estao associados com a medida (t) e,

pelo Teorema 2.3.1, satisfazem

n0) 02 npg) (g2
2 an}(ﬁ /2) %ﬂ — BO(z), (4.3.4)

e, por (2.3.3), ,;’3,(10),5}1:;) =p% e BB = B2, paran > 1.

= B}’ (2)

; 3 3) ((3) 43 -
Vamos agora encontrar os parametros AL)I,/\fl 2, A% que tornam o polinomio

Bn(/\f‘ 1)\5,;)2,/\513)3,3) B-inversivel. A busca desses parametros segue o mesmo

raciocinio que os casos r=1 e r=2 vistos nas secoes 4.1 e 4.2, respectivamente.
Fazendo-se a mudanga de variavel z = 32/z em (4.3.1), multiplicando-se por

2" e substituindo-se (4.3.4), obtemos

2"Ba (A, A3, 0% 87/2) = BO(0)BE(2) + AT B, (0)2BD,(2)  (4.3.5)

n,l?

£A0}B

n—2

(0)22Bf,(2) + AL B4 (0)2° By (2).

n

Encontremos expressoes para B,(f)(z), zB,?)l(z), z2B,(l3_)2(z) e z?’B,(f_):,(z).

Por (3.1.14) temos que Bn(;\m A8 3@, z)= B,(la)(z), n > 0. Entdo,

n,1 'n2r 'n,d

BO(z) = BO(2) - (o + oty +ally) B (2) (4.3.6)

i (aﬁlo}aﬂl + oMo, + "—‘“1(11)‘15:24)-1) BY,(2) — o100 0p2) BO (2).
Das relagoes (2.1.22) e (2.1.23) obtemos que
1 0
B\(2) = B\(2) - VB,
BY(2) =

2BY) (2) =




4.3 Polinémios Bn()\f!)l, /\52)2, /\g; z) e medidas de classe S®[—1, 3, b]

Substituindo-se B,(ll_)l(z) e Bfll_)Q(z) em B,(f_)l(z), encontramos que
BY (2) = B (A0 (1) B(U) (0) (1) R(0)
n-—1 Z n—l(z) (an +an ) n—2(z)+an—1an Bn—.’}(z)
e, entao,
£ 0 1 0
B (z) = BY(2) — (ol + ol ) BO(2) + 00l B, (2).

Assim,

2BG) = BPE)+ [ (ol + o) + A7) B2 () (437

+[= (@9 + o) 8D + allall] B, (2) + 02,0l SO B, (2).
De (2.1.23), temos que

2B,%,(2) = BZi(5) + 8282 (2);

n

(BO () + BVBE(2) e

(B(2) + B, BYy(2)) -

2BYy(2) = BO() + (B0 + 82, ) B (2) + 62,82, B, (2)

Os polinémios BY(2), Bfll_)l(z] e Bff_)z(z) podem ser dados através de (2.1.22)

e, portanto,
2BYy(2) = BO(2)+ (-l +80+82,) B,(2) (4.3.8)
-0 (B0+62,) +82,82, | By () - o, 62,8282 (2).

De (2.1.23) obtemos relagdes para B\, (z), B{",(z) e B, (z). Deste modo,

1
B2y(2) = = [BO@) + (89 + 82 ) B (2) + A A0, B, (2)|




4.3 Polinémios B,(\{’), /\513%, /\513)3, z) e medidas de classe S°[—1, 3, b]

BP3() = 2 [B(2) + (6% + 82:) BOa(2) + 8%,62,B(2)]

Substituindo-se B, (z) e B,(f_)a( ) em B, (z) dado por (2.1.23), temos
2B4(2) = BO(2) + (8O + B2, + B2,) B, (2) (4.3.9)
+ [(5£0}1 +55¢1—}2) 3(2)2 + 5(0)16(1_) ]B(U)z(z) + BB 8 B (0) 3(2).

Substituindo-se (4.3.6), (4.3.7), (4.3.8) e (4.3.9) em (4.3.5), obtemos

2By (A0), M AL B )=
(B (0)+ B, (002 + B (0008 + B (0008 ) B (2)
+{ABOO)+- (afdi+alh) + B2 B O+ (—ald + B+ 52,)
Bff’_)g(o),\('”‘)-;-(}l”’ 6£l)1+ﬁ£2)2) B, (0)A (3)}8(011(
+{35B©0)+ - (e +al) BO+aall), | B, @A)+ [-a(80+52,)
+B0, 82, | B 028+ [ (821 +82: ) B2+82180, | B3 0028} B (2)
(ALSﬁB(O)( )+a,(f)}1an)43§12)3(0_) (U)A(;’:)l E:}}lﬁ(ll 5(2) B(O) ,(0 )A(S

0 0 3 0
+B,82,82, B4 (0)A8}) B4 (2) (4.3.10)

n—1/

Supondo que (“‘ISEIU)?}a(O) g +ﬁ£0_)2ﬁ,(10]1/\(2) B9, )\(‘3) {3)) # 0, divi-

dindo-se (4.3.10) por

n,1* 'n,2» n3'

B AR08 0)= (B£“>(0)+B{°’1(0)>~£?’1+B 202+ B, 0AF))

= (-8B 80 + 82,60 B2+ A B4 (0)# 0

e usando o Teorema 3.2.1, chegamos que

2B A, Moy Aok B2/2) _
3 3 3
B, (0, A A% 0)

n,l *'n,21

0 3 0 3 0
BO(2) + 18 BY, (2) + 1B, (2) + 13 BY; (2),

C + DX + EXY) + FAY)
(0) 5(“) (0)+ﬁr(10]25 0) }.(3) 5((1) )\(3) +/\

nann
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4.3 Polinémios B, (,\,Ef{, )\g, )\513)3, z) e medidas de classe S3[—1, 3, ]

o G+ HX) + D3+ 2,
n2 =
i I315:3)231{19)];5'(10) + 55;0}23(0 A('S) 13(0} 2 e /\(3)

n2u

K+ L2\, + MA(a 4 NA‘S)
0 3
—89,59 g0 6{‘” Ef’l AY A0 4 08

onde

(0) (1 2 0 0 0
Qpiq t+ U-’nwo)-l it “’fnil ( ) 16,(; )1 r{l),

(cx

(0) 2 0
( Qpy1 — an-i-l +* ﬁ( ))ﬁ( )
( (0) [3?(11) ;3(2) ) (0)

ﬂl’

Ynt1 n—2»

0 1 0) (2 1 2 0 0 0
—(a® 1(14)-]+“’{1)051-3-1+a£1) @) )50) 50) 40)

k]

(0) (1) QSPJB(E) )zn (2))[3(0)25(0)

(a” ﬂn-+-1 n-—1"

C =

D =

E =

F=p"+8Y +82,
G =

H=

=

(O:n }6(1) + a;ﬂ)ﬁw) B(l) ﬁ(fa)l)ﬁ(ﬂ]

n-—1

(0) 1 0 2 1 2
J= B B+ B 62+ 6,82,

K = al®, 0002, 4%,49,59,

L= O-'EIO) 10%n )5712) len_)zﬁm)

n-1»

0) a(1) p(2) p0
M = p‘r(z l‘jn l"j l":‘ﬂ—)Z'J

N =gY,82 80,

Como procuramos parametros tais que nfﬂ —/\f’]l, r,:ff’% )\f )2 e n,(f% —)\ff?;,

seja, parametros para os quais o polinémio seja -inversivel, obtemos

C + DAY} + EAY) + FAY)

/\(i) ’
-82,80,80 + 6‘%6“’ A“‘ — B8 4+

n,l

(4.3.11)

G+ H)Z + L\”E + A8
0 0 3 3
T A+ A AT — A+

K + A& + MAS) + NAG)
—B2 8018 + BB — Bt Ay + Ay
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4.3 Polinémios Bn()\ﬁ)l, /\,(,ié, A8 3;2) e medidas de classe S®[—1, 3, b]

Vamos entao procurar /\,(,13)1, ,13% e )\n3 que satisfagam (4.3.11), (4.3.12) e

(4.3.13) simultaneamente.

Multiplicando-se (4.3.11) por 8,8, (4.3.12) por —B%, e somando-se

n 12
membro a membro as equagoes, chegamos a
3(0)
BOBLNE - BN = — s
T BB B + BLaBI Y — Bl + A0
-2 (6 + H,\“’ IWAIET ST, )

0 ] 0 0 0 3 0 3 3)°
Z9, 89 g0 50 50 3E 50 3@ 36

B2, (C+ DA + ExZ) + F,\E;"’g)

0) 3(0) A(0
Somando-se [3( }2[3,(l }, ©) em ambos os membros e somando o resultado a

(4.3.13) obtemos

2 "
(=828 + BB — BN+ AS%) = (B2, (827(8)?

+B0,80,C = A5G+ K+ (B8, D — B2 H + L — (82,282,288 ) AS)
+ (B8 E — BT + M + (B8 ) A+ (BB F — B2, +N

_ g, 30 3(0)) A8,
Usando as relagoes (2.1.17) e (2.1.18) observamos que
BiaBuhD = B H + L — (B,2)*(8:21)° 65 =

5510-}2 (0-)1E o '(10)2[+ M + (18510)2)2 n—)l =0

n

BulaBn i F = Buad + N = 82082180 = 0

n—1
Assim,
0) H(0) A0 0) ,(0) (3 0) (3
( qt{l )2‘3’1(1 )13{ ) JB?(;—)‘E n— )l)\( ) 6( ) /\( ) + }‘ ) =
(B2 (BB + B0, - BG+ K
e, das relagoes (2.1.17) e (2.1.20),

3
(~B2B2 B + BB — BNk + A =
2 0 0 1) (2) (0) x(0)
[[31(10—)257(;0)17(10) + (C‘n+1 T 051(111)5( )2% 1+ ’YE: }20551 §1+1] BrZaB -116
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4.3 Polinémios B, (/\(3} 2

3
n,l» n2=)‘(}

De (2.1.17) e (2.1.20) sabemos que 73” = 8" + oV

0) L1
Un i1 ﬁn 2% 1 — © g
BO A = 4O I Entio,

(=B2,89, 89 + 59,50 A& _ g® 3 4 \@)y2

) (1) 0 (2
(3n 2Yn-1"n +5n 271(1)1 f(1+)1 +’Yr(1 }zag}

) AP

+ai? e a“)ﬁm 5,&”@&2), obtemos

0 0 1 1 2
COIIlO 6( )277(1 )l o F}{r(: )261{; )]1 751) ﬁ( )

0 0) 0 0 3 0 3 3 0 0 0 1
( Pj?(l )Zd?(i 1 3(0) oy ﬁr(L )2"(3:(: }1)"5;)1 67(1 JI2 51)2 ( )) = 6151 )Qﬁ‘fl )11‘6[0}7:{: )277{1 )17(2)

Da relagao (2.1.20) podemos encontrar que

I’Yfln) é W 55;1)1’71&1)
—am 1 W=l =T ZEy -
B n

T @)
n-—1 n

0) _(0 0
(0) )351 )271('1 2 (0) [3(_)
’Yn 2=

Deste modo,

0 0 0)_(0) (1) (2
8050 50,0 M @ _ B B ) (8520 e
B a P B Tnoa na T 5

(2 ) (3)
Pelas relacoes entre os coeficientes, temos que ﬁ(o)ﬁm = f%ex

(2) = Tn—
2
_5,231
Logo,

) 12(30) 1240, (1), 2
(Broa)* (Bumy )10
B o Bt i) = =l

2
5( )
Mas, ')«ff)l = 3{2)1 +af e, pela simetria, am[a’ 2_)1 =BV, Entio,

5(0}26(0)1 3’(0)7(0) M) (2 _

(1)
0 0 Yn
Dartin® = (Bl B 3 s m

e, portanto,

(1)
3 0 3 3 0 0 i
—B2, 82,80 + 82800108 — B + X = BB

—-2Mn— lﬁ}{n .
n ﬁr(zl)

Multiplicando-se e dividindo-se por \/;6‘7(11 e usando que B 1'}/,(;0) = ’Y,EDJ, r(ll),
obtemos

»3(0 z‘jr(;U)la(O) e o ’31{;0}1’\5131 6:(;0 2’\(3) +/\n 3= i'ﬁw)ﬂf;n)i 511)% (4.3.14)
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4.3 Polinémios B, (A\"°) /\f:]?, M%) 2) e medidas de classe S3[-1,,b)

n,l» n,3:

Novamente ha duas possibilidades de solu¢ao para (4.3.11), (4.3.12) e (4.3.13),

ou seja, podemos escolher

(3) _ p(0) 5(0) (0 (0) H(0) (3) 0 3 0 0) . /Al 1
/\71,3 == ﬁ 21311 18( ) 5:1—2@; lAnl ﬁ( ) )‘( ] _+_ 161(1 )2751 )l 7’(1)

?; 3 = 3{[]} /81(10}] e)gm 6‘510}2;6(0) /\(3} 61(10)'2’\(3) /Br(‘a )27510)1 \# Bf(tl}ﬁ/?gl)

(3)+ /\(SH /\(3J+

n,l *"*'n2 1'n3

(B)+ ()%

nl »'n2

De modo analogo aos anteriores usaremos a notagao A e

/\513‘)1_,/\53)2 ,)\(t 3 para as respectivas escolhas em (4.3.14) e A )\{33 quan-

do nos referimos a ambas.
Considerando a escolha positiva
A = BB B — BN + BN + BV B, (4.3.15)
substituindo-a em (4.3.11), (4.3.12) ou (4.3.13) temos, para Af:); €R, n >3,
MBI = §EAQM 4 o (4.3.16)
e, substituindo (4.3.16) em (4.3.15), obtemos
Ny = 008" + o,

onde

(1) 6(2)1 + 82 — ,}((0) ,}ﬁnl) (1)
n—

0 1 (2) !
67(1— r(:-?lal(r:)l’?nl

2 0 0 2) (0 1) _(1
( ’{P}ﬁ?(‘l—)l - ﬁllan))ﬁi )1 T+ 65; 1751 )1 & )'}“ﬂ}
0) (2
161(1 )1'?’:(1 )1
2 1
o o® + g2 — 4@, /a0

0 1 2)
[5( )2 :(q)l'Yr(z 1

,{3(1}(1*(2)’}/51 1+0$12) (0 1}[3(1) (1)

(2)
Tn=1
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4.3 Polinémios B,(A\), M), A®): 2) e medidas de classe S*[—1, B, b]

Assim, para cada escolha )\,(,f:? € R através de (4.3.16) e (4.3.17), obtemos

)\(3)4"0 /\(3]+ A(3)+ /\(3)+ /\(3)4'.2)

valores para A n2 » respectivamente, que tornam B, (A, ", A\ 57, A5 s

[-inversivel.

Os valores de AL‘); e )\Ef ?f também podem ser dados em fun¢ao do parametro

A®* " Para isso, substituimos )t(?:-)f em (4.3.11), (4.3.12) ou (4.3.13) e obtemos

n,l

/\,(3); em fungao de )\fﬁ)ﬁ. Voltando em (4.3.15) e substituindo-se /\f‘%"' temos

(3)+
n,l

/\(3)+

n3 em fungao de A € R, ou seja, para n > 3,

At €R

t

Nt = of AN +of e

3)+ 3)+
Ma = oA+,

(—(_rilllfx,(,?) + ,32 e ’Y,E;Djl V :(11)%(11)) ﬁjao—)l

1

(1"511—}165:2—)1 + B2 - ’}G(El ;3511),}(511)
2080+ (12 +a8) aB 61 8216 — (B2 A" — B0A) B2 /B
= L]
ale-}1ﬁv(;2—}1+52—%(;0-)1 V r(:”')’f(il)

(0) 0y (1) _(2)
- r:—?ﬁrznlan-17rt—l

Al Y 0
i B+ =2 B

0) o(2 0 2 0 0 1 0 1 2) (0 1) (1
(6982, —a108) B2,82102, + B0l 82,22 v/ B4

+
2

+

1 2 0 1 1
QEIEI 51—)1+ﬁ2_7,(1_)1 1(1 )’Y‘}(l}

Se considerarmos a escolha negativa em (4.3.14)
3)= 0) 5(0) y(3)- 0) (3)- 0) (0 1) 51
L = OB, — BT + A — A0 D

e substituirmos em (4.3.11), (4.3.12) ou (4.3.13), analogamente, para n > 3,

encontraremos
(3)-
Ama € R,
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4.3 Polinémios Bn(/\,(,f’)l, A 3%, )\,(,f:;; z) e medidas de classe S3[—1, 3, b]

] n,

WA= A 8 e

(3)— _ s—1y(3)- -
/\n, = 53 An,S 05 64 1
onde

n—1n—

(0) (0 (1) _(2)
-‘Bn-—‘Zﬁ —10571—17:1—1

U "
(B2 B2, — alial?) B — B2/ B
0) (2 .
ﬁn—l'}ln-l

1 2 0 1 1
_"(1',(,1_)10-"51 ) + 132 + ﬁ/fl_)l \H 1{1 )'Y‘i'(l )

0 2
55:-)2‘1511—) 1 7:(1—)1

Do, — @, /5058

2
7,(1-]1

O I SN Oy FTONT

?

Neste caso, de modo andlogo a escolha positiva, podemos escrever os valores

de Afg_, )\Eﬂ" em funcao de /\53)1_ € R, ou seja, para n > 3,

A e R

n,l

I S
Ana = 01 A, to; e

B)- _ _—(3)- =
/\n,3 =03 /\n,l +04,

(_afll_},af) + 8+ \/W) B,

o8, + 5+ A0 B0
O30+ (42, +a80) o), -5, 80 + (B0~ AP0, 82, B
of 2 B2, + B2+ B ’

0) (0 1 2
—!31(1-)2;{35;—)1 av(;-) 1 ’]’:(;31

ar(l]—}lﬁflzj] +-‘6) 2'*'75:0—}1 V 7(1”7511)
0) o(2 0 2 0 0 1 (0) (1) p(2) .(0) (1),.(1)
/ 7(1}55;-)1_051-115’?(1)) 6:(1-)255;-]1051—)1 = Boialisty n-1Tn-1} Pn"Tn

0 1)_(1
afllll 1(1:?1+62+’?§1—)1 ﬁr(l )”f:g:)
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4.3 Polinomios B, (A}, M%), \%); 2) e medidas de classe S*[—1, §, b]

Encontrados os parametros que tornam o polinémio S-inversivel, como nas

_ : ; 3 3 .
secoes anteriores vamos analisar 13,,1()&,(rl )li,/\,(,laéi,)s,(l‘;i; z) em z = 0 e obter in-

formagoes sobre o comportamento dos seus zeros. Da relagao de recorréncia de

(0)( 2) obtemos

(3)+ /\('i)d: )\(S)ﬂ:_o):

n,l n2 *"'nd

Ba(\!

0 0 0 0) 0 3)x '3 0
(11 (B2 + BB = B +205F) B - B

(3)+ /\(3)+ /\3)+ )

yell a2 g o

4.3.1 Localizagao dos zeros de B,(\

De acordo com as possibilidades de escolha dos parametros, na escolha positiva
em (4.3.14) temos que

>0

-

BaOBF AT AR50 = (1P B2, B8, B9, n 23

n,l ?

sinal ( Ba(AS), AT5, ATS; 0 0)) = (-1)™*!, n23. (4.3.20)

Para n = 1, escolhemos A(I?IH = A% + B em (4.3.1). Entdo, temos que

(3}+, )\(1:2,4', AE‘E"’; z) = z + B é B-inversivel e também satisfaz

o polinémio Bj(A)
Bi(A&*, A8, a8 H0) > 0.

Para n=2, pela simetria temos que Bz()\é:le, )\23%+, )\(23§+: z) = (z+ B)(z — B)
é [-inversivel e Bg(/\gﬂ*’, ,\Ej;*, Ag?gf; 0) < 0.

O polinémio Bn()xf:)1+, /\f);, )\,(,13};“; z) é monico, B-inversivel e tem pelo menos

n—3 zeros em (a, b). Entdo (4.3.20) nos mostra (veja Figura 4.5) as possibilidades

de localizacao dos zeros:

e 1 zero em —23, 1 zero em (0, a] (pela simetria 1 zero em [b, o)) e n — 3 zeros

distintos em (a, b),

e 1 zero em —f3 e n — 1 zeros distintos em (a, b),
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4.3 Polinomios B, (A%}, A?) A®): 2) e medidas de classe S*[—1, B, b]

n,l!'‘n,2) *nd)

1 zero em — (3, zero de multiplicidade 2 em 8 quando n é par ou multiplici-

dade 3 quando n é impar, e o restante distintos em (a, b),
zero de multiplicidade 3 em —j3 e n — 3 zeros distintos em (a, b),
1 zero em —f3, 2 zeros complexos e n — 3 zeros distintos em (a, b) ou

1 zero em —f3, 2 zeros negativos e n — 3 zeros distintos em (a, b).

(a) para n par (b) para n impar

(c) para n par (d) para n impar

Figura 4.5: Exemplos do comportamento de Bﬂ(/\,(f)f, /\f‘?, }.,(,f:;r; 0)




4.3 Polinémios B,(\{’), /\,(,f’;)z, /\f,i;; z) e medidas de classe S*[—1, 3, b]

©= 2= 3@)-. )

nl 22 3 'n3d

4.3.2 Localizacao dos zeros de B, (\

Para a escolha negativa em (4.3.14)

>0

P

~

(3)— y(3)= (3)—, al0) _(0) /(1) (1 0 a(0
B?l(/\ﬂ,] 1 An.? ?/\11.3 10) = (_l)n 131(1—2751—)1 ?(1 }71(1 ) 467(1_)3 R E }1 n 2 3:
e, portanto,

70 N B e B A B

sinal (Bﬂ(,\“" £ ,\(3’—-0)) =(-1)", n>3. (4.3.21)

Para n = 1, escolhendo )‘(1?1)_ = BEO) — 3 temos que Bl()k{{?'l)_,/\g?%", ,\ﬁ?;“; z) =

z — 3 é B-inversivel e Bl(/\(l?f_‘)\{f%_‘ ,\{12"; 0) < 0.

Para n = 2, escolhendo )\g_ e /\g‘:’g}_ tal que Bg()\g?l)_,)\(g?%_,/\%_;ﬂ) 20,
temos as seguintes possibilidades de zeros: 2 zeros positivos que podem ou nao
estar em [a, b], 2 zeros complexos, zero de multiplicidade 2 em f3, zero de multi-
plicidade 2 em —/ ou 2 zeros negativos.

Para n > 2, como o polindmio Bn()t,(,f:)l_, )\,(,fg,_, A,(,f:;_; z) € monico, B-inversivel
e, por (4.3.21), tem n — 2 zeros em (a,b) (veja Figura 4.6), temos as seguintes

possibilidades de zeros para Bn()\,(,ls‘)l_, )\,(,13‘%_, /\513‘%_; 2

e 1 zero em (0, a] (pela simetria 1 zero em [b,00)) e n — 2 zeros distintos em

(a, b),
n zeros distintos em (a, b),

e zero de multiplicidade 2 em B quando n é par ou zero de multiplicidade 3

em 3 quando n é impar e o restante dos zeros distintos também em (a, b),
2 zeros complexos e n — 2 zeros distintos em (a, b),
zero de multiplicidade 2 em —f e n — 2 zeros distintos em (a, b) ou

2 zeros negativos e n — 2 zeros distintos em (a, b).
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4.3 Polinémios B,(A\®)

n,l?

A, A 2) e medidas de classe S*[—1, 8, b]

(a) para n par (b) para n impar

N

(c) para n par (d) para n impar

Figura 4.6: Exemplos do comportamento de Bn()xfg)l_, An 2 = /\f';);, 0)

4.3.3 B, A0 0P 2) e medidas de classe S3[w, 8, b]

Tendo em vista a localizagao dos zeros de Bn()\f)l+, /\f’?, /\,f?f, z) dada na segdo

4.3.1, vamos relacionar esses polinémios com medidas de classe S*[w, 3,b] e en-

contrar o valor do parametro /\ﬂ . que fornece algumas das possibilidades citadas.

Consideremos a medida ¥4(t) de classe S3[—1/2, 3, b], relacionada com ()

de classe S*[—1, 3,b], dada por

dips(t) = (t + B)dy(t), t € (a,b).
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4.3 Polinomios B,(A\%) )\f,f}, 28 z) e medidas de classe S3[—1, 3, b]

n,l» n,3:

Sabemos que

b
/ t—n+an(/\(-5J+ /\(3)"' ,\Eﬁ;"’, t)dd)(t) — 0, 3<s <n—1;

ml Y 0n2 0

(3)+ /\(3)+ /\(3)4".

nii ' '\n,2 1 n,3 }z)- Entﬁo,

e que —3 é um zero de B, (A

g—nts T n,l ?

t+ 3

: : di4(t) =0, 3<s<n-1, n>4. (43.22)

Como 4(t) é de classe S3[—1/2, 3, b], temos que B,,'f“_l()\if_)f‘l, )\fﬂiz; z) satis-

faz, por (4.2.2),

n—1,1?

b
/ =gt (AR AR () =0, 2<s <=9 - (43.23)

(]

onde
b (@)= @)- (1)%4 Mliz (s
Bﬂ—]()‘n—l,l?)\n—lj; z) =B’ (2) + WZBn—s (2, m>3
n—2

Fazendo s = s + 1 em (4.3.23) obtemos

b
[ B O A (0 =0, 3<s<a-1 n24 (4320

Bn(/\(3)+ /\(3)+ )\(3)+' Z)

nl *'"'n,2""n3
z+pB

/ 2)— 2)— . 4 P F - =
e B2 (O, /\El_)l o3 2) satisfazem as mesmas n—3 condigoes e também sao moni-

Observando (4.3.22) e (4.3.24), vemos que os polinémios

cos e [B-inversiveis.

Vamos comparar Bn()\gﬁ, /\Ef:);, ,\,(f:);; z) com (z+ﬁ)B,‘f’11()‘flT_1, /\512_)12; z).

Temos, pela definicao, que

3 3 3 3 0 3 0 3 0
B, a0 20t 2) = BO )+ A0 B, (2) + AN (2) B, (2) + 2% B, (2)
mn
2+ | - z,&?}:+/\$)1+) 27
k=1
T n—

Como, de (2.1.21), gre = E}) + ,8510), entao

n,
k=1 1

n—1
Ba(A) A At 2) = 2+ (— Z’Yﬁo’—ﬁi‘”%\f?) A
k=1
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n,l?

4.3 Polinémios B (A(S) Af’%, A,(fé, z) e medidas de classe S3[—1, 3, b]

Da mesma forma,

(2--8)B2L, O 1 A 522

(2)-

3\BY" @)= .\ — (% _ g% Ane1,2
(7+ :f)_B:‘i‘]( n— 11”\11 ]2’~ = 'vn—f-( Z 6” ﬁr(l{)% +ﬁ) +

n—2

Igualando-se os coeficientes dos termos de grau n — 1 obtemos que se

(2)— n—1 n-—-2

/\ﬂ_ . vy 4
R RN LBV LES 92 Saby CaLy SN (EED

(0)va
HMn-2 k=1 k=1
entao,

B (32 280 SO0 e (2 gBEE OO A aE), w2

nl *»*'n2 »"'n3

Para n = 2, Bz()\-(z:?i.‘-,/\(;“-‘)!-'., )\gﬂ z) tem um zero em —/f e, pela simetria, o

outro esta em 3. Logo,
BT, A5 0 AT 2) = (24 BIBYNT M4 32) = e+ B) (2 —B).
Do mesmo modo, para n = 1,
BiOS, A0 a8 2) = (2 + B)BY OST M3 12) =2+ 8.

Portanto,

B (AR, X0 A0 ) = (a4 9B 00 0P 0)s a2l

nl »"'n2

Neste caso, o polinémio B, (/\Sf, ’\n 4 L 3 ;2) tem um zero em —f e todas
as possibilidades de zeros do polinémio B,‘f"_l(}.f_)il,/\ffﬁg;z) vistas na sega@o

4.2.2.
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)\(3)

4.3 Polinomios B,(A\®) .2; /\,(,f‘g,,; z) e medidas de classe S3[—1, 3, ]

n,l?

Observe que se substituirmos o valor de ,\,(,12:1, que produz zero de multipli-

cidade 2 em —f (veja (4.2.29)), em )\Ei)lJr dado por (4.3.25), entdao o polindémio
Bn(/\,(,f}ﬁ, ,\ﬂ*, /\513,);; z) tera zero de multiplicidade 3 em —j.

3)+ . . i : .
Este valor de /\,{ij também pode ser obtido de outra maneira. Para isso, seja

¥5(t) uma medida de classe S*[1/2, 3,b] definida por
ds(t) = (t+ B)°dy(t), t € (a,b).

Por (4.3.2),

b
/ "B, A A A dy(t) =0, 3<s<n-1, n>4

Como —f3 é um zero de multiplicidade 3 temos

@)+ @)+ B+,
/b g-nts Bn( n,l ’\n,2 ’ ’\n.3 't)
Ja

(t+ B)? dis(t) =0, 3<s<n-1

De (2.1.1), o tnico polinémio ménico de grau n — 3 que satisfaz as condigoes

da integral acima ¢ B{”}’(z), pois

b I
f "+ BOP()dys(t) =0, 3<s<n-—1.

a

B, aG a0 ) = (24 8°BI5(2), n>3

Comparando os coeficientes dos termos de grau n—1 de .JE?R(/\,(,;?_Jr ,)t,(,i]; ,)\513‘?; 2)
e (z+ ;’7’)38,&0_)35(:) temos que o valor do parametro )tff:)I"L, que fornece zero de mul-

tiplicidade 3 em —/f, sera

n—1

n—4
3 0 0)¥s 0)¥s
W=D +80 =Y n" - 805 +38.
k=1 k=1




4.3 Polinémios Bn(/\,(f:)l, /\513.}2, /\,(13“15; z) e medidas de classe S3[—1, 3, b]

4.3.4 Bn(/\,g)l_, ,\:ES%_, ,\fﬂ_; z) e medidas de classe S°[1/2, 3, b]

Vamos agora mostrar um resultado que ajudard na localizagao dos zeros de
Bn(/\f‘),_, A%~ A1 2). De acordo com o que foi introduzido em (2.4.2) e (2.4.3),
esses polinomios sio relacionados com medidas de classe S3[1/2, 3, b].

Observe que como B,(A®) A,(,f:%_, )\,(,i;_;{}) = (—p)", por (2.4.3) existem va-

n,l
lores reais &, &1,...,&5, 0 < s < | 3], tais que

Bl =Y adBllu); nzs

n,l n,2
k=1

Mostraremos que o polinémio Bn(/\,(ﬁ)l_, /\52)2_, /\,(13:)3_;z) satisfaz

B, A8 A8); 2) = BO*(2) + 2B (2), n 23, (4.3.26)

n,1 ?

n—1

n—1

et f J s, ; ¥

onde & = Af}l - Z ’yfcm — [3,&0) -+ Z'y,(co)wﬁ + B e o0s polinémios BY °(2) e
k=1 k=1

seus coeficientes estdo relacionados com a medida 6(t) de classe S°1/2,8,b]

definida por
2

deo(t) = 755

dy(t).
De fato: consideremos o polinémio monico e B-inversivel
A¥s(2) = BO"(2) + £2B05(2), n>3.
Temos que

b
f £ ARe (t)dys (t) = O,

Entao,

b
f £+ AV (£)dy(t) = 0,

Por (4.3.2),

n,l ?

b
j t—n+an(/\(3)- )\513)2_,/\53?3_:1)0{1[)@) =0, 3ss<n—1

a
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4.3 Polinémios B ()\,(,13)l ; /\f)z, fé; z) e medidas de classe S[—1, 3, b]

Igualando os coeficientes dos termos de grau n — 1 dos polinomios A¥s(z) e

B, (/\EEJ]_ )*fq% ,/\E?‘J{;z] obtemos

n—1
=1 - Z’Y ~BLE N 5 B, (4.3.29)
k=1

3)— 3)— 3)— 2 a e . s 2
Como B,l().ft)l /\;’2 ,/\flg, ; 2) e A¥%(z) sdo monicos, B-inversiveis, satisfazem

A% (0) = B\, 287 08071 0) = (—B)™ entdo se & é dado por (4.3.29) temos

B, (A7, 287,08 2) = BO*(2) 4+ £,2B0(2), n>3.

i 3)-
Encontremos agora o valor do parametro )\L)l

]

para o qual o polindmio tem

um zero em a e como a = (3%/b, um zero em b.

Suponhamos que B, (A%, A%} A,(::);_, a) = B,(\®)~ /\513;1,*,)\,(,13},_;()) = 0. Fa-

n,l *'n2 » n,1

zendo z = a em (4.3.26) obtemos
BO*(a) + £12B73%(a) = 0.

Substituindo & temos que o valor do parametro procurado é

n—1 n—1 B(O)ws((l)

3)— 0 0)¥6 v
ST = B0 =D -0 -

0)v¥6
k=1 k=1 G‘Br(:—)2 (a)
n—1 n—1 » ~ Br(lg}we(b)

Z,},(OJ +5(0J Z (0)¥s 6;0)%

— B (b)

Estamos também interessados em determinar )\,(,13‘)1_ para que tenhamos zeros
em 3. Paran impar, 3 é zero de Bf(lo)wﬁ(z] e, por (4.3.26), B (/\53)1_ , /\513;, )\(3 ) =
0. Entao, podemos escrever

Bn()\(g)_ )\(3)_ )\,(3:}3_: ) '(10)‘*6(2)

n,l »'n,2 1

z— B AP

B“’z()
- B

+ & z———

i AL ALY 0)¥e
Pela relacao de recorréncia para os polindmios BV (2) temos que

)ve

B (2)
z—f8

B0y A M8 T2

nl’n2’

— BO¥s(,) . ( = a(o)""ﬁ) >
z—fB n—1 (Z) €1 n
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4.3 Polinémios B, (/\;3)1, Aﬂ, )\513;, z) e medidas de classe S3[—1, 3, b]

Fazendo z — (3 obtemos que

BYY(B) + (& — al9™) BQu—s(8) = 0

se, e somente se,

(3) (0)¢ (0) S MOk w_ BB
A = o 4+ 340 4 g0 _ - poe — (4.3.30
nl = 5 Z 2 -~ Ay )
0y
B,E %)
2-fB
Para n impar, § é um zero de B(O)2 (z). Portanto, )‘1(13,)1_ é dado por (4.3.30)

e Bn(/\m",/\,(l‘g_, A% 2) tem zero de multiplicidade 3 em S.

n,l nJd

onde Q,,_3(z) =

. 0 ~ - .
Para n par, 8 ¢ um zero de B )1 (z). Usando a relagao de recorréncia para

os polinomios B (z) e substituindo em (4.3.26) obtemos
(61— o) BB,(8) =0,

se, e somente se,

-1

,\(?J a0 4 27(0) A0 Z (oyvs pO¥e

k=1

e B,(A\¥)" /\ili)z_,)\n 3 ;2) tem zero de multiplicidade 2 em S.

n,l ?
: : @)= )=_ 38— iz
Finalmente, suponhamos que Byp(A,} ,Ay5 ,An3 ;—B) = 0. Assim, por
(4.3.26) o valor do parametro /\,(,13‘)1* que gera zero de multiplicidade 2 em —/3

sera
n—1

T O L Ll

Com base nesses estudos, fizemos testes usando o software MAPLE VI e

observamos que se escolhermos )\ff:{“, n > 3, em (4.3.19) tal que

A" Q O Bﬁo)%(a)
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4.3 Polinémios Bn(/\fﬁ, 28 2, )\513%, z) e medidas de classe S3[—1, 3, b]

o polinémio Bn(/\ﬁf)l )\f%_, )\;3; ;z) tem um zero em (0, a), n — 2 zeros distintos

em (a,b) e um zero em (b, 00). Se, para n impar,
n—1 0)ve
¥ B( a -
Z'Y(O) + O _ Z % _ goys _ Bn Bn” (o) <A@ <
(0)¥6 n
k=1 aB,”, (a)

n-—1 n—1

0)¥ 0 0)¥6 v
a0 4300 4 0 = 50 g _
k=1 k=1
e para n par,

n-1 " i (U}ﬁs(a)
27( )+ B0 - Z e — pare ~ <
k=1 aB, -, (a)

n—1

n-1
a® + 3"y + B0 — S 0% — glore,

BiAAs, Afg“,)«ﬂ ; 2) tem n zeros distintos em (a, b). Da mesma forma, se n é

impar,

n—1 . 0 wﬁ(ﬁ)
(0)"6 X Z:,},{U) +5(0) z (o)vs 57(10)% _ n 1 < )\(3J

k=1 ﬁQn—-B(ﬁ)

n-—1 (©) n—1 0y (D)“"ﬁ( [3)
0 6 0)v¥e n i
Z’Yk +[3£;)_Z’Yk — 8 +W’“—
€, s€é n par,

n—1

o 4 S0 9= Sl - g <A <

k=1

n-1
180 _ N0 plovs 4 —f o)
27 kz BBYCNB)

Entao, o polinomlo tem 2 zeros complexos e n — 2 zeros distintos em (a, b). Se

3)- .0 = (0 B{""(-p)

22 6 V6

}‘n,l > Z T + 161(1.0) = Z Tk =5 67(10) 53 (0)¥6 !
k=1 k=1 6Bn 2( 18)

B, (/\(3}_ /\53]2_, )\Ef‘;“; z) tem 2 zeros negativos e n — 2 zeros distintos em (a, b).

Observamos que este ¢ um comportamento andlogo aos experimentos feitos

com as escolhas de /\,(,12)1_

]

ara B, 28— 8= ; z) vistos na secao 4.2.4.
p n,2

n,l
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Consideracoes Finais

O principal objetivo de nosso trabalho é estudar os polinémios B, (/\ )\gl, z)

nl,--

que sao combinagoes lineares dos L-polinémios ortogonais vistos no Capitulo 2.
Esses polinomios vém sendo estudados nos tltimos anos e, como vimos, varias

descobertas foram feitas.

O estudo de Bn(/\ff‘),, )xn By /\n 3 2), onde apresentamos os valores dos parame-

3 3 3 o : ; o
tros )‘E;)n )‘E:'l“ e /\,(lé que tornam este polinémio ﬁ-mverswel, e a localizacao

de seus zeros para determinadas escolhas do pardmetro A® " foi nossa principal

nlv

contribui¢ao neste trabalho.

Observamos que varias semelhancas ocorrem no comportamento dos poli-
nomios Bn()\f;)l,... nr :z) quando consideramos 7 =1, r = 2 e r = 3, entre

elas destacamos o sinal do polinomio em z = 0, a multiplicidade impar do ze-

ro —f no polinémio Bn()\sfjf, ., M 2) e a multiplicidade par deste zero no

polindémio B,,()\ /\,(rfl : z). Ressaltamos o fato de que sempre ha duas pos-

sibilidades de solugao para as equagoes que fornecem os valores dos parametros

ADE L AD® | tais que os polinomios Bn(/\,(,:)li, - /\n )*. 2) sdo B-inversiveis.

n,d »
e - - linémios B /\(2}— )\(2)—.
Os experimentos numéricos mostram que nos polindmios By, (A1, Ay 5 52) e

ff)l_, ,(2", /\,(,132,,_; z), para a mesma varia¢ao de escolha dos parametros Aft%)l_

3)— .
e A%)” na reta real, respectivamente, encontramos o mesmo comportamento dos

2 zeros que podem estar ou ndo dentro do intervalo (a,b), como foi visto nas
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Consideragoes Finais

secoes 4.2.4 e 4.3.4.

Como continuidade a este trabalho sugerimos o estudo do caso r = 4, en-
contrando principalmente os valores dos parametros que tornam o polindémio j-
inversivel e informacoes sobre a localizagao dos seus zeros. Vale lembrar que este
trabalho fica cada vez mais dificil, pois envolve uma quantidade maior de calcu-

los e, quanto aos zeros, temos mais possibilidades de localizacao fora do intervalo

[a, b]. Esses resultados podem contribuir para obter uma possivel expressao geral

para os parametros A ,)\,({l.

n,l»
A determinacdo dos valores de /\5:‘)1, A tais que Bn(/\fl’:)l, L z) tem

todos os zeros distintos em (a,b) é importante para aplicagdes em teoria de for-

mulas de quadratura utilizando estes zeros como os nés da quadratura.
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