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RESUMO 

 

Em diversos problemas práticos, a simples estabilização do sistema não é suficiente para 

assegurar um comportamento dinâmico satisfatório, tornando necessário impor restrições 

adicionais de desempenho. Sabe-se, conforme amplamente discutido na literatura, que o 

desempenho de um sistema em malha fechada está diretamente associado à localização de seus 

polos. Nesse contexto, métodos clássicos existem para projetos baseados em funções de 

transferência. Em contraste, em modelos em espaço de estado, a interpretação dessas restrições 

é mais complexa, podendo ser incluídas por meio de condições de D-estabilidade, que confinam 

os autovalores em regiões específicas do plano complexo. Embora existam métodos 

consolidados para projetos com realimentação de estados, pouco se explorou sua aplicação para 

realimentação da saída. Este trabalho de graduação, portanto, propõe um método de controle 

por realimentação estática da saída para sistemas lineares incertos com restrições de D-

estabilidade, visando incorporar parâmetros de desempenho e garantir a estabilidade robusta do 

sistema em malha fechada. A abordagem baseia-se em resultados da literatura sobre controle 

de sistemas incertos com realimentação de estados e alocação regional de polos, expandindo-

os para a realimentação da saída com condições menos conservadoras. O projeto de controle 

desenvolvido, então, é descrito por um conjunto de desigualdades matriciais lineares (LMIs), 

que asseguram os polos do sistema em malha fechada dentro de uma região do plano complexo 

definida pelo desempenho desejado. Para a solução das LMIs e simulação dos sistemas com a 

ação de controle projetada, utiliza-se os pacotes YALMIP e SeDuMi do MatLab. 

 

Palavras-chave: Controle Linear Robusto. D-estabilidade. Realimentação Estática da Saída. 

LMIs. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

ABSTRACT 

 

In many practical problems, stabilization alone does not ensure satisfactory dynamic behavior, 

making it necessary to impose performance constraints. It is well established in the literature 

that the performance of a closed-loop system is directly related to the location of its poles, and 

classical methods exist for designs based on transfer functions. In contrast, for state-space 

models, the interpretation of such constraints is more complex, and they can be incorporated 

through D-stability conditions, which confine the eigenvalues to specific regions of the complex 

plane. Although consolidated methods exist for state-feedback design, their application to 

output feedback has been less explored. This undergraduate thesis, therefore, proposes a static 

output feedback control method for uncertain linear systems with D-stability constraints, 

aiming to incorporate performance parameters while ensuring robust closed-loop stability. The 

approach builds upon existing results in the literature on uncertain systems control via state 

feedback and regional pole placement, extending them to output feedback under less 

conservative conditions. The proposed control design is formulated as a set of Linear Matrix 

Inequalities (LMIs), which guarantee that the closed-loop poles remain within a region of the 

complex plane defined by the desired performance. To solve the LMIs and simulate the systems 

with the designed control law, the YALMIP and SeDuMi toolboxes of MATLAB are employed. 

    

 

Keywords: Robust Linear Control. D-stability. Static Output Feedback. LMIs. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

O projeto de controle para sistemas lineares demanda uma análise criteriosa da estratégia 

adotada, considerando aspectos como robustez frente a incertezas, restrições de desempenho e 

a escolha entre realimentação de estados ou de saídas. Garantir apenas a estabilidade do sistema 

não é suficiente na maioria dos casos, sendo necessário incorporar requisitos adicionais que 

assegurem um comportamento dinâmico satisfatório em malha fechada (Ogata, 2000). 

Em muitos problemas práticos, a presença de incertezas paramétricas torna inviável 

assumir que o modelo matemático represente fielmente o sistema real. Para lidar com essa 

limitação, surgem técnicas de controle robusto, que visam preservar a estabilidade e o 

desempenho mesmo diante de variações nos parâmetros do sistema (Dong; Yang, 2013). 

Outro aspecto fundamental no projeto de controladores é a inclusão de restrições de 

desempenho, que permitem moldar a resposta dinâmica desejada. Essas restrições geralmente 

têm como objetivo reduzir oscilações indesejadas, melhorar o tempo de acomodação e, em 

última análise, garantir maior confiabilidade do sistema em operação. Uma forma consolidada 

de tratar essas restrições é por meio de condições de D-estabilidade, que confinam os polos em 

regiões predefinidas do plano complexo (Cherifi; Guelton; Arcese, 2015). 

Adicionalmente, em muitas aplicações práticas, a realimentação de estados pode se 

tornar inviável devido a custos elevados ou limitações na medição de variáveis internas 

(Crusius; Trofino, 1999). Nesse contexto, a realimentação estática da saída surge como 

alternativa mais viável, utilizando apenas os sinais disponíveis na saída do sistema para realizar 

o controle, com implementação mais simples e econômica. 

A formulação via Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) surge, nesse contexto, 

como uma abordagem poderosa para integrar os diferentes requisitos do projeto de controle. 

Por meio delas, é possível tratar simultaneamente critérios de estabilidade robusta, restrições 

de desempenho e alocação regional de polos, assegurando que o sistema mantenha 

comportamento adequado mesmo diante de incertezas. Adicionalmente, as LMIs apresentam a 

vantagem de converter problemas complexos em condições convexas, que podem ser 

solucionadas de maneira eficiente com ferramentas computacionais modernas. Assim, 

consolidam-se como uma das principais ferramentas no controle moderno, oferecendo garantias 

matemáticas e aplicabilidade prática (Chilali; Gahinet, 1996).   
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1.1 CONTROLE ROBUSTO 

 

Nos projetos de controle clássico, normalmente se assume que o modelo matemático do 

sistema representa de forma exata a planta real. No entanto, essa hipótese raramente se sustenta 

em aplicações práticas, uma vez que os sistemas físicos estão sujeitos a incertezas paramétricas 

e variações dinâmicas decorrentes de fatores como desgaste de componentes, variações de 

massa, mudanças nas condições de operação ou simplificações adotadas durante a modelagem 

(Ogata, 2000). 

Para lidar com essas situações, utiliza-se o controle robusto, cujo objetivo é projetar leis 

de controle capazes de garantir a estabilidade e o desempenho do sistema mesmo diante de 

incertezas. Diferentemente do controle convencional, em que o projeto pode perder validade 

quando o modelo sofre pequenas variações, o controle robusto busca assegurar propriedades 

globais de estabilidade em uma região definida de incertezas (Chilali; Gahinet; Apkarian, 

1999). 

No caso de sistemas lineares contínuos, abordagens baseadas em LMIs tornaram-se 

ferramentas fundamentais para a síntese de controladores robustos, devido à sua capacidade de 

formular condições convexas que podem ser verificadas computacionalmente de maneira 

eficiente (Ebihara; Hagiwara, 2004). 

 

1.2 RESTRIÇÕES DE DESEMPENHO 

 

A estabilização isolada de um sistema dinâmico não assegura, por si só, um desempenho 

satisfatório. Por essa razão, o projeto de controladores frequentemente impõe restrições 

adicionais, de modo a garantir propriedades dinâmicas como tempo de resposta limitado, 

amortecimento adequado e margens de estabilidade compatíveis com a operação segura do 

sistema (Ogata, 2000). Em sistemas lineares de segunda ordem, tais restrições já se encontram 

bem consolidadas. No entanto, a extensão desses resultados para sistemas de ordem elevada ou 

sujeitos a incertezas envolve desafios adicionais, exigindo técnicas mais sofisticadas (Chilali; 

Gahinet, 1996). 

Uma abordagem amplamente empregada para tratar tais restrições é a D-estabilidade, 

que consiste em restringir os polos do sistema em malha fechada a regiões específicas do plano 

complexo. Esse problema pode ser formulado por meio das LMIs, permitindo a representação 

de regiões convexas conhecidas como regiões LMI (Chilali; Gahinet; Apkarian, 1999). O 
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projeto de controle, nesse caso, é convertido na resolução de LMIs que asseguram a 

permanência dos polos em áreas previamente definidas, garantindo assim o atendimento das 

especificações de desempenho. 

Grande parte dos resultados disponíveis é fundamentada na realimentação de estados, 

em razão de sua maior viabilidade analítica (Cherifi; Guelton; Arcese, 2015). Na literatura, 

também são discutidas alternativas baseadas no uso das derivadas dos estados ou na aplicação 

de observadores. Contudo, essas abordagens apresentam limitações práticas, sobretudo quando 

a medição de todas as variáveis não é viável ou quando o custo de implementação se torna 

elevado. (Sadabadi; Peaucelle, 2016). 

Nesse cenário, a realimentação estática da saída (SOF) surge como uma alternativa de 

implementação mais simples e de menor custo. Entretanto, sua aplicação em problemas com 

restrições de D-estabilidade é desafiadora, pois a formulação direta conduz a desigualdades 

matriciais bilineares (BMIs), cuja resolução é notoriamente difícil do ponto de vista 

computacional (Crusius; Trofino, 1999). 

Com o intuito de contornar essa limitação, alguns trabalhos propõem métodos em duas 

etapas, nos quais primeiramente se obtém um ganho estabilizante por realimentação de estados, 

que é então utilizado como parâmetro no projeto da SOF (Sereni; Assunção; Teixeira, 2019). 

Apesar de viabilizar soluções em determinados casos, essa abordagem apresenta elevado custo 

computacional e forte dependência da etapa inicial. 

Diante disso, ganha relevância a investigação de métodos diretos baseados em LMIs 

para o projeto de controladores que imponham restrições de desempenho sob SOF. Além de 

simplificar a formulação, tais métodos podem explorar funções de Lyapunov menos 

conservadoras, ampliando os resultados clássicos de D-estabilidade para sistemas lineares 

incertos (Dong; Yang, 2013). 

 

1.3 OBJETIVO 

 

Diante desse cenário, este trabalho tem como objetivo propor um método de controle 

direto para realimentação estática da saída para sistemas lineares incertos, incorporando 

restrições de D-estabilidade que assegurarem os autovalores, em malha fechada, na região 

determinadas do plano complexo associadas ao desempenho desejado. A abordagem proposta 
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baseia-se em expandir as desigualdades matriciais lineares conhecidas e consolidadas na 

literatura no contexto da realimentação de estados para a realimentação da saída.  

 

2. PROBLEMATIZAÇÃO 

 

Dado a família de sistemas lineares incertos descrita por 

 

 {
𝑥̇(𝑡) = ∑ 𝛼𝑖(𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡))

𝑁

𝑖=1

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡),

 (1) 

 

sendo 𝑥(𝑡) ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐱 o vetor de estado, 𝑢(𝑡) ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐮  a entrada de controle, 𝑦(𝑡) ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐲 a saída do 

sistema, 𝐴𝑖 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐱×𝒏𝒙 , 𝐵𝑖 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐱×𝒏𝒖  , 𝐶 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐲×𝒏𝒙  matrizes constantes conhecidas, 𝑁  o 

número de vértices matriciais e 𝛼𝑖 constantes desconhecidas satisfazendo 

 

 ∀𝑖 ∈ KN, KN = {1,2, … , 𝑁}, 𝛼𝑖 ≥ 0, ∑ 𝛼𝑖 = 1.

𝑁

𝑖=1

 (2) 

 

Partindo de uma entrada de controle baseada na realimentação de estados: 

 

 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥𝑥(𝑡), (3) 

 

sendo  𝐾𝑥 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐮×𝒏𝒙, o sistema incerto (1) em malha fechada é  

 

 𝑥̇(𝑡) = ∑ 𝛼𝑖(𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑥)𝑥(𝑡)

𝑁

𝑖=1

. (4) 

 

Pelo método direto de Lyapunov para uma função quadrática é garantido que, caso exista 

uma função 𝑉(𝑥(𝑡)): 𝐼𝑅𝑛𝑥 → 𝐼𝑅, 𝑉(𝑥(𝑡)) = 𝑥(𝑡)′𝑃𝑥(𝑡),  que satisfaça  

 

𝑉(0) = 0
𝑃 > 0

(𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑥)′𝑃 + 𝑃(𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑥) < 0,
 (5) 
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tal que ∀𝑥(𝑡) ≠ 0, então o sistema (4) é assintoticamente estável.  

Dessa forma, as condições em (5) são suficientes para determinar numericamente uma 

matriz de ganho 𝐾𝑥 tal que os autovalores do sistema em malha fechada permaneçam a esquerda 

do plano complexo (parte real negativa). Contudo, essas condições não garantem a D-

estabilidade.  

Para garantir requisitos de desempenho no projeto de controle é necessário incluir 

parâmetros nas condições (5) de modo que os autovalores sejam confinados em regiões mais 

restritivas do que apenas na parte negativa do plano complexo. Com este objetivo, a Figura 1 

ilustra a região de interesse considerada para alocação desejada dos polos em malha fechada.   

 

Figura 1: Região convexa circular com centro (−𝑞, 0). 

 

 

Fonte: Próprio autor. 

 

A desigualdade que assegura a permanência dos autovalores nessa região é dada por: 

 

 (𝐴𝑖 + 𝑡𝑑𝐼)𝑊 + 𝑊(𝐴𝑖 + 𝑡𝑑𝐼)′ +
1

𝑟
(𝐴𝑖 + 𝑡𝑑𝐼)𝑊(𝐴𝑖 + 𝑡𝑑𝐼)′ < 0, (6) 

 

tal que 𝑊 ∈ 𝑅𝑛𝑥×𝑛𝑥 exista e seja uma matriz simétrica definida positiva.  

No entanto, as condições expressas em (6) ainda podem ser consideradas conservadoras, 

pois se baseiam em uma única matriz de Lyapunov para representar o comportamento de todo 

o sistema incerto. Essa abordagem tende a restringir o espaço de soluções viáveis e pode levar 

a controladores com desempenho subótimo ou comprometer a factibilidade das LMIs.  

 No Teorema 1, proposto por Valter et at (2002), é formulado com base na função de 

Lyapunov dependente de parâmetros condições menos conservadoras a partir (6).    
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Teorema 1. Dados os números reais positivos 𝑡𝑑  e 𝑟 , caso existam N matrizes definidas 

positivas  𝐏𝐣 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐱×𝒏𝒙 , matrizes 𝐘 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐮×𝒏𝒙 e 𝑮 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐱×𝒏𝒙, tais que as desigualdades em (4) 

sejam factíveis  

 

 

𝑃𝑖 > 0

[
−𝑟𝑃𝑖 𝐴𝑖𝐺 + 𝐵𝑖𝑌 + 𝑞𝐺

⋆ 𝑟(𝑃𝑖 − 𝐺 − 𝐺′)
] < 0, 𝑖 = 1, … , 𝑁,

 (7) 

 

então G é invertível e o ganho robusto para a realimentação de estados do sistema descrito em 

(4) é dado por (8) 

 

 𝐾𝑥 = 𝑌𝐺−1. (8) 

 

O Teorema 1 apresenta condições suficientes e com pouco conservadorismo para o 

projeto de controle robusto com parâmetros de desempenho via LMIs dada ação de controle 

por realimentação de estados – vide formulação em (3) e (4).  No entanto, quando se considera 

a realimentação estática da saída, na qual 

 

 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑦(𝑡), (9) 

 

com 𝐾 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐮×𝒏𝒚, tem-se, substituindo (9) em (1), a dinâmica em malha fechada dada por: 

 

 

𝑥̇(𝑡) = ∑ 𝛼𝑖(𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝐶)𝑥(𝑡)

𝑁

𝑖=1

. (10) 

 

 Desta forma, passando o Teorema 1 para a realimentação estática da saída, sendo  𝐾𝐶 =

𝑌𝐺−1, tem-se a LMI  

 

 

𝑃𝑖 > 0

[
−𝑟𝑃𝑖 𝐴𝑖𝐺 + 𝐵𝑖𝐾𝐶𝐺 + 𝑞𝐺

⋆ 𝑟(𝑃𝑖 − 𝐺 − 𝐺′)
] < 0, 𝑖 = 1, … , 𝑁.

 (11) 
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Ao aplicar o mesmo desenvolvimento teórico utilizado para o caso de realimentação de 

estados, observa-se que o produto das matrizes 𝐵𝑖𝐾𝐶𝐺 em (11) introduz termos bilineares nas 

desigualdades matriciais, transformando as LMIs anteriores em BMIs (Bilinear Matrix 

Inequalities). Essa característica torna o problema não convexo, dificultando sua resolução 

direta.  

 Para contornar essa dificuldade, adota-se a decomposição matricial proposta por Dong 

e Yang (2013), que consiste em desacoplar o ganho 𝐾 das matrizes associadas à função de 

Lyapunov. Essa parametrização permite linearizar as restrições e, consequentemente, obter uma 

formulação em termos de LMIs para o projeto de controladores por realimentação estática da 

saída, utilizando uma transformação de variáveis simples. 

 A ideia central da abordagem proposta por Dong e Yang (2013) é eliminar os termos 

bilineares presentes nas desigualdades matriciais. No contexto da equação (11), busca-se, então, 

remover o termo 𝐵𝑖𝐾𝐶𝐺  presente no elemento 𝑎12 e seu transposto no  𝑎21 . Para isso, são 

inclusas variáveis de folga na LMI de modo que, ao realizar reestruturação da matriz, 𝐾 não 

dependa mais do produto com 𝐺. Assim, com base nessa decomposição, obtém-se o Teorema 

2.   

 

Teorema 2. Dados os números reais positivos 𝜏, 𝑡𝑑 e 𝑟, 𝑞 = 𝑡𝑑 + 𝑟, caso existam N matrizes 

definidas positivas  𝐏𝐢 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐱×𝒏𝒙 e 𝑃𝑖 > 0, matrizes 𝐕 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐲×𝒏𝒚 e 𝑮 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐱×𝒏𝒙 , 𝐋 ∈ 𝐈𝐑𝐧𝐮×𝒏𝒚, 

tal que a desigualdade em (12) seja factível 

 

 𝑇𝑖𝑗 + 𝑇𝑗𝑖
′ < 0, (12) 

 

sendo 𝑖 ≤ 𝑗, então o sistema em malha fechada para a realimentação estática da saída em (10) 

é D-estável com o ganho robusto dado por 𝐾 = 𝐿𝑉−1. Sendo:   

 

 𝑇𝑖𝑗 = [

−𝑟𝑃 𝑖 𝐺𝑗
′𝐴𝑖

′ + 𝐶′𝐿′𝐵𝑖
′ + 𝑞𝐺𝑗

′ 𝐺𝑗
′𝐶′ − 𝐶′𝑉′

𝐴𝑖𝐺𝑗 + 𝐵𝑖𝐿𝐶 + 𝑞𝐺𝑗 𝑟(𝑃𝑖 − 𝐺𝑗 − 𝐺𝑗
′) 𝜏𝐵𝑖𝐿

𝐶𝐺𝑗 − 𝑉𝐶 𝜏𝐿′𝐵𝑖′ −𝜏(𝑉 + 𝑉′)

] (13) 
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Demonstração: Para desacoplar o ganho 𝐾 da matriz G em (11) utiliza-se a matriz dada por: 

 

[
𝐼 0 0
0 𝐼 𝐵𝑖𝐾

] 

 

(14) 

Multiplicando (13) a esquerda por (14) e a direita pela transposta de (14), é obtido: 

[
𝐼 0 0
0 𝐼 𝐵𝑖𝐾

] [

−𝑟𝑃 𝑖 𝐺𝑗
′𝐴𝑖

′ + 𝐶′𝑉′𝐾′𝐵𝑖′ + 𝑞𝐺𝑗
′ 𝐺𝑗

′𝐶′ − 𝐶′𝑉′

𝐴𝑖𝐺𝑗 + 𝐵𝑖𝐾𝑉𝐶 + 𝑞𝐺𝑗 𝑟(𝑃𝑖 − 𝐺𝑗 − 𝐺𝑗
′) 𝜏𝐵𝑖𝐾𝑉

𝐶𝐺𝑗 − 𝑉𝐶 𝜏𝑉′𝐾′𝐵𝑖′ −𝜏(𝑉 + 𝑉′)

]

= [
𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23
] 

𝑎11 = −𝑟𝑃 𝑖 

𝑎12 = 𝐺𝑗
′𝐴𝑖

′ + 𝐶′𝑉′𝐾′𝐵𝑖′ + 𝑞𝐺𝑗
′ 

𝑎13 = 𝐺𝑗
′𝐶′ − 𝐶′𝑉′ 

𝑎21 = 𝐴𝑖𝐺𝑗 + 𝐵𝑖𝐾𝑉𝐶 + 𝑞𝐺𝑗 + 𝐵𝑖𝐾𝐶𝐺𝑗 − 𝐵𝑖𝐾𝑉𝐶 

𝑎22 = 𝑟(𝑃𝑖 − 𝐺𝑗 − 𝐺𝑗
′) + 𝐵𝑖𝐾𝜏𝑉′𝐾′𝐵𝑖 

𝑎23 = 𝜏𝐵𝑖𝐾𝑉 − 𝜏𝐵𝑖𝐾(𝑉 + 𝑉′) 

[
𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23
] [

𝐼 0
0 𝐼
0 𝐾′𝐵𝑖′

] = [
𝑏11 𝑏12

𝑏21 𝑏22
] 

𝑏11 = −𝑟𝑃 𝑖 

𝑏12 = 𝐺𝑗
′𝐴𝑖

′ + 𝐶′𝑉′𝐾′𝐵𝑖′ + 𝑞𝐺𝑗
′ + 𝐺𝑗

′𝐶′𝐾′𝐵𝑖′ − 𝐶′𝑉′𝐾′𝐵𝑖′ 

𝑏21 = 𝐴𝑖𝐺𝑗 + 𝐵𝑖𝐾𝑉𝐶 + 𝑞𝐺𝑗 + 𝐵𝑖𝐾𝐶𝐺𝑗 − 𝐵𝑗𝐾𝑉𝐶 

𝑏22 = 𝑟(𝑃𝑖 − 𝐺𝑗 − 𝐺𝑗
′) + 𝐵𝑖𝐾𝜏𝑉′𝐾′𝐵𝑖 + 𝜏𝐵𝑖𝐾𝑉𝐾′𝐵𝑖′ − 𝜏𝐵𝑖𝐾(𝑉 + 𝑉′)𝐾′𝐵𝑖′ 
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Por fim, efetuando as simplificações, observa-se que a multiplicação de (13) pela matriz 

(14) a esquerda e pela transposta a direita retorna em (11):  

 

[
𝐼 0 0
0 𝐼 𝐵𝑖𝐾

] [

−𝑟𝑃 𝑖 𝐺𝑗
′𝐴𝑖

′ + 𝐶′𝑉′𝐾′𝐵𝑖′ + 𝑞𝐺𝑗
′ 𝐺𝑗

′𝐶′ − 𝐶′𝑉′

𝐴𝑖𝐺𝑗 + 𝐵𝑖𝐾𝑉𝐶 + 𝑞𝐺𝑗 𝑟(𝑃𝑖 − 𝐺𝑗 − 𝐺𝑗
′) 𝜏𝐵𝑖𝐾𝑉

𝐶𝐺𝑗 − 𝑉𝐶 𝜏𝑉′𝐾′𝐵𝑖′ −𝜏(𝑉 + 𝑉′)

] [
𝐼 0
0 𝐼
0 𝐵𝑖𝐾

]

= [
−𝑟𝑃 𝑖 𝐺𝑗

′𝐴𝑖
′ + 𝐺𝑗

′𝐶′𝐾′𝐵𝑖
′ + 𝑞𝐺𝑗

𝐴𝑖𝐺𝑗 + 𝐵𝑖𝐾𝐶𝐺𝑗 + 𝑞𝐺𝑗 𝑟(𝑃𝑖 − 𝐺𝑗 − 𝐺𝑗
′)

] 

 

 Com o Teorema 2, expandiu-se o resultado do Teorema 1 para a realimentação estática 

da saída por meio da linearização propostas por Dong e Yang (2013). A reestruturação obtida 

faz com que o ganho 𝐾 não dependa mais do produto com 𝐺, passando a depender apenas da 

variável 𝑉. Dessa forma, o termo originalmente bilinear 𝐾𝐶𝐺 é substituído por 𝐾𝑉𝐶, e com a 

substituição de variável 𝐿 = 𝐾𝑉, o termo é linearizado. 

Para viabilizar essa modificação, foi necessária a inclusão artificial de uma terceira linha 

e coluna na LMI, permitindo a inserção das variáveis de folga responsáveis por eliminar a 

bilinearidade e garantir a convexidade da formulação. 

Essa reformulação fornece uma abordagem mais simples e tratável para o projeto de 

controladores por realimentação estática da saída, sem perda significativa de generalidade. A 

seguir, são apresentados os resultados numéricos e exemplos de aplicação que discute a eficácia 

do método proposto. 

 

3. RESULTADOS E EXEMPLOS  

 

3.1 REGIÃO DE FACTIBILIDADE  

 

Com o objetivo de avaliar o grau de conservadorismo entre o Teorema 1 e o Teorema 2, 

resolveram-se as respectivas LMIs para a realimentação de estados utilizando os pacotes 

“YALMIP” e “SeDuMi” do MATLAB. Foram considerados os parâmetros e 𝒓 = 𝟏𝟎, 𝒕𝒅 = 𝟏, 
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𝝉 ∈ [𝟎. 𝟎𝟏, 𝟎. 𝟗] aplicados ao sistema (1) com matrizes (15) proposto por Faria et al. (2011).  A 

região de factibilidade obtida é apresentada na Figura 2. 

 

𝐀𝟏 = [
𝟐 −𝟏𝟎
𝟏 𝟎

]                     𝐀𝟐 = [
𝒂𝟏 −𝟏𝟎
𝟏 𝟑

] 

 

𝐁𝟏 = [
𝟏
𝟎

]                     𝐁𝟐 = [
𝒂𝟐
𝟎

] 

 

(15) 

 

Observa-se na Figura 2 que o Teorema 2 apresenta um nível de conservadorismo 

ligeiramente menor em comparação ao Teorema 1. Essa diferença pode ser explicada pela 

parametrização apresentada em (13), na qual 𝑮𝒋  pode ser expressa em forma de politopo, 

permitindo que o ganho 𝑲 seja obtido sem depender da inversão 𝑮𝒋. Em contraste, no Teorema 

1, 𝑮 precisa ser fixado previamente para o cálculo do ganho, o que impõe maior restrição à 

região de factibilidade. 

 

Figura 2 -Região de factibilidade do Teorema 1 (○) e Teorema 2 (✕). 

 

Fonte: Próprio autor. 
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3.2 ALOCAÇÃO DE POLOS 

 

Com o intuito de validar a alocação dos polos do método proposto no Teorema 2, foi 

considerado 𝒓 = 𝟏, 𝟓, 𝒕𝒅 = 𝟏, 𝝉 = 𝟎, 𝟏𝟖 para o seguinte sistema incerto de Sereni et al. (2022): 

 

 

𝐀𝟏 = [
𝟏, 𝟗𝟖𝟎𝟏 𝟏, 𝟗𝟗
𝟎, 𝟎𝟑𝟗𝟖 𝟏, 𝟗𝟖𝟎𝟏

]                     𝐀𝟐 = [
−𝟐, 𝟗𝟔𝟗𝟕 𝟑, 𝟎𝟑𝟒𝟖
𝟎, 𝟎𝟔𝟎𝟕 𝟑, 𝟎𝟔𝟗𝟕

] 

 

𝐁𝟏 = 𝐁𝟐 = [
𝟎
𝟏

] 

 

𝑪 = [1 0] 
 

(16) 

 

 Utilizando os pacotes “YALMIP” e “SeDuMi” do MATLAB, resolveu-se as LMIs 

associadas ao Teorema 2 e foi obtido um ganho estabilizante 𝑲 = 𝟓, 𝟑𝟒𝟏𝟒  para a 

realimentação estática da saída. Na Figura 3 são apresentados os polos em malha fechada e a 

região de alocação, centrada em (-2,5,0).   

 

Figura 3 – Polos e região de alocação no plano complexo utilizando o Teorema 2.

 

Fonte: Próprio autor. 

Observa-se na Figura 3 que todos os autovalores do sistema em malha fechada se 

encontram dentro da região de alocação especificada, o que confirma a efetividade do 
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Teorema 2 na determinação de um ganho 𝑲 estabilizante. Esse resultado evidencia que as 

condições de projeto apresentadas são suficientes para garantir a estabilidade robusta do 

sistema, além de permitir a imposição de restrições de desempenho transitório por meio da 

alocação de polos em regiões desejadas do plano complexo. 
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4. CONCLUSÃO 

 

Neste trabalho, foram investigadas condições para o projeto de controladores por 

realimentação estática da saída aplicados a sistemas lineares incertos, sob restrições de D-

estabilidade. O estudo baseou-se em resultados consolidados na literatura sobre projeto de 

controladores robustos com alocação de polos por realimentação de estados via LMIs. A 

problemática envolvia o fato dessas desigualdades, quando estendidas diretamente ao caso de 

realimentação da saída, assumirem a forma de desigualdades matriciais bilineares (BMIs), as 

quais são não convexas e de difícil resolução. 

A adoção da parametrização de Dong e Yang (2013) mostrou-se eficiente para 

desacoplar o ganho de realimentação das matrizes associadas à função de Lyapunov, 

possibilitando a linearização das restrições e a obtenção de condições viáveis para o cálculo 

do controlador. Os resultados obtidos evidenciam que o Teorema 2 apresenta um grau de 

conservadorismo menor em relação ao Teorema 1, ampliando ligeiramente a região de 

factibilidade e garantindo a estabilidade robusta do sistema em malha fechada. 

A análise numérica demonstrou que, para os sistemas avaliados, todos os polos foram 

alocados dentro das regiões de desempenho especificadas, confirmando a validade teórica do 

método proposto. A implementação computacional via MATLAB, com os pacotes YALMIP 

e SeDuMi, comprovou a aplicabilidade prática da abordagem e sua capacidade de síntese de 

ganhos estabilizantes de forma automatizada e eficiente.  

Em síntese, o método desenvolvido representa uma alternativa viável e de baixo 

conservadorismo para o projeto de controladores robustos baseados em LMIs para a 

realimentação estática da saída com restrições de desempenho. 

Como continuação e aprofundamento desta pesquisa, sugerem-se a implementação em 

um sistema real para observação do sistema completo, bem como o estudo para as faixas em 

o parâmetro 𝝉 apresenta maior factibilidade. 
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