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RESUMO

Em diversos problemas praticos, a simples estabilizacdo do sistema ndo é suficiente para
assegurar um comportamento dindmico satisfatério, tornando necessario impor restricoes
adicionais de desempenho. Sabe-se, conforme amplamente discutido na literatura, que o
desempenho de um sistema em malha fechada esta diretamente associado a localizacdo de seus
polos. Nesse contexto, métodos classicos existem para projetos baseados em funcbes de
transferéncia. Em contraste, em modelos em espaco de estado, a interpretacdo dessas restricdes
é mais complexa, podendo ser incluidas por meio de condi¢des de D-estabilidade, que confinam
os autovalores em regides especificas do plano complexo. Embora existam métodos
consolidados para projetos com realimentacao de estados, pouco se explorou sua aplicacédo para
realimentacdo da saida. Este trabalho de graduacdo, portanto, propde um método de controle
por realimentacdo estatica da saida para sistemas lineares incertos com restricGes de D-
estabilidade, visando incorporar parametros de desempenho e garantir a estabilidade robusta do
sistema em malha fechada. A abordagem baseia-se em resultados da literatura sobre controle
de sistemas incertos com realimentacédo de estados e alocagdo regional de polos, expandindo-
0s para a realimentacdo da saida com condi¢es menos conservadoras. O projeto de controle
desenvolvido, entdo, é descrito por um conjunto de desigualdades matriciais lineares (LMIs),
que asseguram os polos do sistema em malha fechada dentro de uma regido do plano complexo
definida pelo desempenho desejado. Para a solucdo das LMIs e simulacdo dos sistemas com a

acao de controle projetada, utiliza-se os pacotes YALMIP e SeDuMi do MatLab.

Palavras-chave: Controle Linear Robusto. D-estabilidade. Realimentacdo Estética da Saida.
LMls.



ABSTRACT

In many practical problems, stabilization alone does not ensure satisfactory dynamic behavior,
making it necessary to impose performance constraints. It is well established in the literature
that the performance of a closed-loop system is directly related to the location of its poles, and
classical methods exist for designs based on transfer functions. In contrast, for state-space
models, the interpretation of such constraints is more complex, and they can be incorporated
through D-stability conditions, which confine the eigenvalues to specific regions of the complex
plane. Although consolidated methods exist for state-feedback design, their application to
output feedback has been less explored. This undergraduate thesis, therefore, proposes a static
output feedback control method for uncertain linear systems with D-stability constraints,
aiming to incorporate performance parameters while ensuring robust closed-loop stability. The
approach builds upon existing results in the literature on uncertain systems control via state
feedback and regional pole placement, extending them to output feedback under less
conservative conditions. The proposed control design is formulated as a set of Linear Matrix
Inequalities (LMIs), which guarantee that the closed-loop poles remain within a region of the
complex plane defined by the desired performance. To solve the LMIs and simulate the systems
with the designed control law, the YALMIP and SeDuMi toolboxes of MATLAB are employed.

Keywords: Robust Linear Control. D-stability. Static Output Feedback. LMIs.
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1. INTRODUCAO

O projeto de controle para sistemas lineares demanda uma analise criteriosa da estratégia
adotada, considerando aspectos como robustez frente a incertezas, restricbes de desempenho e
a escolha entre realimentacgdo de estados ou de saidas. Garantir apenas a estabilidade do sistema
ndo é suficiente na maioria dos casos, sendo necessario incorporar requisitos adicionais que
assegurem um comportamento dinamico satisfatério em malha fechada (Ogata, 2000).

Em muitos problemas praticos, a presenca de incertezas paramétricas torna inviavel
assumir que o modelo matematico represente fielmente o sistema real. Para lidar com essa
limitacdo, surgem técnicas de controle robusto, que visam preservar a estabilidade e o
desempenho mesmo diante de varia¢es nos parametros do sistema (Dong; Yang, 2013).

Outro aspecto fundamental no projeto de controladores € a inclusdo de restricdes de
desempenho, que permitem moldar a resposta dindmica desejada. Essas restricoes geralmente
tém como objetivo reduzir oscilagdes indesejadas, melhorar o tempo de acomodagéo e, em
ultima analise, garantir maior confiabilidade do sistema em operacdo. Uma forma consolidada
de tratar essas restricdes é por meio de condi¢des de D-estabilidade, que confinam os polos em
regides predefinidas do plano complexo (Cherifi; Guelton; Arcese, 2015).

Adicionalmente, em muitas aplicacdes praticas, a realimentacdo de estados pode se
tornar inviavel devido a custos elevados ou limitacbes na medicdo de variaveis internas
(Crusius; Trofino, 1999). Nesse contexto, a realimentacdo estdtica da saida surge como
alternativa mais viavel, utilizando apenas os sinais disponiveis na saida do sistema para realizar
0 controle, com implementacdo mais simples e econdmica.

A formulacdo via Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) surge, nesse contexto,
como uma abordagem poderosa para integrar os diferentes requisitos do projeto de controle.
Por meio delas, é possivel tratar simultaneamente critérios de estabilidade robusta, restricbes
de desempenho e alocacdo regional de polos, assegurando que o sistema mantenha
comportamento adequado mesmo diante de incertezas. Adicionalmente, as LMIs apresentam a
vantagem de converter problemas complexos em condi¢Oes convexas, que podem ser
solucionadas de maneira eficiente com ferramentas computacionais modernas. Assim,
consolidam-se como uma das principais ferramentas no controle moderno, oferecendo garantias

matematicas e aplicabilidade pratica (Chilali; Gahinet, 1996).
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1.1 CONTROLE ROBUSTO

Nos projetos de controle classico, normalmente se assume que o modelo matematico do
sistema representa de forma exata a planta real. No entanto, essa hipotese raramente se sustenta
em aplicagdes préaticas, uma vez que os sistemas fisicos estéo sujeitos a incertezas paramétricas
e variacdes dinamicas decorrentes de fatores como desgaste de componentes, variacdes de
massa, mudancas nas condicdes de operacdo ou simplificacGes adotadas durante a modelagem
(Ogata, 2000).

Para lidar com essas situacoes, utiliza-se o controle robusto, cujo objetivo é projetar leis
de controle capazes de garantir a estabilidade e 0 desempenho do sistema mesmo diante de
incertezas. Diferentemente do controle convencional, em que o projeto pode perder validade
guando o modelo sofre pequenas variagdes, o controle robusto busca assegurar propriedades
globais de estabilidade em uma regido definida de incertezas (Chilali; Gahinet; Apkarian,
1999).

No caso de sistemas lineares continuos, abordagens baseadas em LMIs tornaram-se
ferramentas fundamentais para a sintese de controladores robustos, devido a sua capacidade de
formular condi¢Oes convexas que podem ser verificadas computacionalmente de maneira

eficiente (Ebihara; Hagiwara, 2004).

1.2 RESTRICOES DE DESEMPENHO

A estabilizacdo isolada de um sistema dindmico nao assegura, por si s6, um desempenho
satisfatorio. Por essa razdo, o projeto de controladores frequentemente impde restrigoes
adicionais, de modo a garantir propriedades dindmicas como tempo de resposta limitado,
amortecimento adequado e margens de estabilidade compativeis com a operacdo segura do
sistema (Ogata, 2000). Em sistemas lineares de segunda ordem, tais restricdes ja se encontram
bem consolidadas. No entanto, a extensao desses resultados para sistemas de ordem elevada ou
sujeitos a incertezas envolve desafios adicionais, exigindo técnicas mais sofisticadas (Chilali;

Gahinet, 1996).

Uma abordagem amplamente empregada para tratar tais restrigoes € a D-estabilidade,
que consiste em restringir os polos do sistema em malha fechada a regides especificas do plano
complexo. Esse problema pode ser formulado por meio das LMIs, permitindo a representacao

de regides convexas conhecidas como regioes LMI (Chilali; Gahinet; Apkarian, 1999). O
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projeto de controle, nesse caso, ¢ convertido na resolucdo de LMIs que asseguram a
permanéncia dos polos em areas previamente definidas, garantindo assim o atendimento das

especificagdes de desempenho.

Grande parte dos resultados disponiveis ¢ fundamentada na realimentagao de estados,
em razdo de sua maior viabilidade analitica (Cherifi; Guelton; Arcese, 2015). Na literatura,
também sdo discutidas alternativas baseadas no uso das derivadas dos estados ou na aplicagdo
de observadores. Contudo, essas abordagens apresentam limitagdes praticas, sobretudo quando
a medicao de todas as varidveis ndo ¢ viavel ou quando o custo de implementagdo se torna

elevado. (Sadabadi; Peaucelle, 2016).

Nesse cenario, a realimentagdo estatica da saida (SOF) surge como uma alternativa de
implementagdao mais simples ¢ de menor custo. Entretanto, sua aplicagdo em problemas com
restricoes de D-estabilidade ¢ desafiadora, pois a formulagdo direta conduz a desigualdades

matriciais bilineares (BMIs), cuja resolugdo ¢ notoriamente dificil do ponto de vista

computacional (Crusius; Trofino, 1999).

Com o intuito de contornar essa limitagdo, alguns trabalhos propdem métodos em duas
etapas, nos quais primeiramente se obtém um ganho estabilizante por realimentagdo de estados,
que ¢ entdo utilizado como parametro no projeto da SOF (Sereni; Assungdo; Teixeira, 2019).
Apesar de viabilizar solugdes em determinados casos, essa abordagem apresenta elevado custo

computacional e forte dependéncia da etapa inicial.

Diante disso, ganha relevancia a investiga¢do de métodos diretos baseados em LMIs
para o projeto de controladores que imponham restrigdes de desempenho sob SOF. Além de
simplificar a formulagdo, tais métodos podem explorar funcdes de Lyapunov menos
conservadoras, ampliando os resultados classicos de D-estabilidade para sistemas lineares

incertos (Dong; Yang, 2013).

1.3 OBJETIVO

Diante desse cenario, este trabalho tem como objetivo propor um método de controle
direto para realimentacdo estdtica da saida para sistemas lineares incertos, incorporando
restricbes de D-estabilidade que assegurarem os autovalores, em malha fechada, na regido
determinadas do plano complexo associadas ao desempenho desejado. A abordagem proposta
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baseia-se em expandir as desigualdades matriciais lineares conhecidas e consolidadas na
literatura no contexto da realimentacdo de estados para a realimentacdo da saida.

2. PROBLEMATIZACAO

Dado a familia de sistemas lineares incertos descrita por

£(©) = ) a(Ax(®) + Bau(®)) "
() = cxo),

sendo x(t) € IR™ o vetor de estado, u(t) € IR™ aentrada de controle, y(t) € IR" asaida do
sistema, A; € IR™*"x B, € IR™*™  (C € IR™*™ matrizes constantes conhecidas, N o

namero de vértices matriciais e «; constantes desconhecidas satisfazendo
N
ViE KNIKN = {1,2,...,N},ai > O,z a; = 1. (2)
i=1

Partindo de uma entrada de controle baseada na realimentacao de estados:

u(t) = K, x(t), 3)
sendo K, € IR™*™x o sistema incerto (1) em malha fechada é

N

£(6) = ) @A + BKIxX(), Q)

i=1

Pelo método direto de Lyapunov para uma func¢ao quadratica é garantido que, caso exista
uma fungdo V(x(£)): IR™ — IR, V(x(t)) = x(t)'Px(t), que satisfaca

V({0)=0
P>0 (5)
(A; + B;K,)'P + P(4; + B;K,) <0,
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tal que Vx(t) # 0, entdo o sistema (4) ¢ assintoticamente estavel.

Dessa forma, as condigdes em (5) sdo suficientes para determinar numericamente uma
matriz de ganho K, tal que os autovalores do sistema em malha fechada permanegam a esquerda
do plano complexo (parte real negativa). Contudo, essas condigdes ndao garantem a D-
estabilidade.

Para garantir requisitos de desempenho no projeto de controle ¢ necessario incluir
parametros nas condic¢des (5) de modo que os autovalores sejam confinados em regides mais
restritivas do que apenas na parte negativa do plano complexo. Com este objetivo, a Figura 1

ilustra a regido de interesse considerada para alocacao desejada dos polos em malha fechada.

Figura 1: Regido convexa circular com centro (—gq, 0).

A1mag,

—f real

Fonte: Proprio autor.

A desigualdade que assegura a permanéncia dos autovalores nessa regido ¢ dada por:
1
(A +taDW + W(A; + t41)' + " (A; +t,DW(A; + t41)' <0, (6)

tal que W € R™*™x exista e seja uma matriz simétrica definida positiva.

No entanto, as condi¢des expressas em (6) ainda podem ser consideradas conservadoras,
pois se baseiam em uma Unica matriz de Lyapunov para representar o comportamento de todo
o sistema incerto. Essa abordagem tende a restringir o espacgo de solugdes vidveis e pode levar
a controladores com desempenho subdtimo ou comprometer a factibilidade das LMIs.

No Teorema 1, proposto por Valter et at (2002), ¢ formulado com base na func¢io de

Lyapunov dependente de parametros condigdes menos conservadoras a partir (6).
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Teorema 1. Dados os numeros reais positivos t; € r, caso existam N matrizes definidas

positivas P; € IR™™x, matrizes Y € IR™ ™ ¢ G € IR™*™, tais que as desigualdades em (4)

sejam factiveis

P; >0
[ * .r-(Pi_G_Gl) <0: l—l,...,N,

entdo G ¢ invertivel e o ganho robusto para a realimentagdo de estados do sistema descrito em

(4) é dado por (8)
K,=YG™L. (8)

O Teorema 1 apresenta condi¢des suficientes e com pouco conservadorismo para o
projeto de controle robusto com pardmetros de desempenho via LMIs dada acdo de controle
por realimentacao de estados — vide formulacao em (3) e (4). No entanto, quando se considera

a realimentagdo estatica da saida, na qual

u(t) = Ky(t), (9)
com K € IR™*™ tem-se, substituindo (9) em (1), a dindmica em malha fechada dada por:

N

#(6) = z a;(A; + BiKC)x(D). (10)

i=1

Desta forma, passando o Teorema 1 para a realimentacéo estatica da saida, sendo KC =

YG™1, tem-se a LMI

P, >0
* T(Pi—G—G’) ’

i=1..,N. )
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Ao aplicar o mesmo desenvolvimento tedrico utilizado para o caso de realimentacdo de
estados, observa-se que o produto das matrizes B;KCG em (11) introduz termos bilineares nas
desigualdades matriciais, transformando as LMlIs anteriores em BMIs (Bilinear Matrix
Inequalities). Essa caracteristica torna o problema nao convexo, dificultando sua resolucao

direta.

Para contornar essa dificuldade, adota-se a decomposic¢do matricial proposta por Dong
e Yang (2013), que consiste em desacoplar o ganho K das matrizes associadas a funcdo de
Lyapunov. Essa parametrizacao permite linearizar as restri¢ces e, consequentemente, obter uma
formulacdo em termos de LMIs para o projeto de controladores por realimentacdo estatica da

saida, utilizando uma transformacéo de varidveis simples.

A ideia central da abordagem proposta por Dong e Yang (2013) € eliminar os termos
bilineares presentes nas desigualdades matriciais. No contexto da equacao (11), busca-se, entéo,
remover o termo B;KCG presente no elemento a,, e seu transposto no a,;. Para isso, sdo
inclusas varidveis de folga na LMI de modo que, ao realizar reestruturacdo da matriz, K ndo
dependa mais do produto com G. Assim, com base nessa decomposicdo, obtém-se 0 Teorema
2.

Teorema 2. Dados os numeros reais positivos 7, t; er, q = t; + r, caso existam N matrizes
definidas positivas P; € IR™>*™x ¢ P; > 0, matrizes V € IR™*™ ¢ G € IR™™x L € IR™* ™,

tal que a desigualdade em (12) seja factivel

Ty + T <0, (12)

sendo i < j, entdo o sistema em malha fechada para a realimentacédo estatica da saida em (10)

é D-estavel com o ganho robusto dado por K = LV 1. Sendo:

—rP, G/A;+ C'L'B{ +qG] G/C'=C'V’
T;; = |AiG; + B{LC + qG; (P, — G; — G)) TB;L (13)
CG; —VC TL'B;’ —7(V + V")
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Demonstragéo: Para desacoplar o ganho K da matriz G em (11) utiliza-se a matriz dada por:

[(I) (1) B?K] (14)

Multiplicando (13) a esquerda por (14) e a direita pela transposta de (14), € obtido:

_rp, GIA, + C'V'K'B/ +qG] G/C'—C'V’
I 0 o0 ,
[o ; Bl_K] AG;+BKVC+qG,  1(P,—G—G)) BKV
CG;—VC V'K'B;’ —t(V+V')

[a11 ) a13]
a1 Az QA3

a;; = —rP;
a;; = GjA; + C'V'K'B;’ + qGj
a3 =G/C'—C'V'
ay1 = A;Gj +BHKYE + qG; + B;KCG; —BHKVE
az, = (P — G; — Gj) + B;KTV'K'B;

ay3 = TB;KV —tB,K(V + V')

I 0
[‘111 aq2 ‘113] 0 I _ byq blZ]
a1 Az dps 0 K'B/ by1 by
by; = —1P;

b12 — G],A: + G#ll#F;#Bél + qG]l + GjlclKlBil _ g#l!#F;#B{-I

byy = 1(P; — G; — G) + BKEVK By + B KVK' B, — eB K+ VKB,
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Por fim, efetuando as simplificacOes, observa-se que a multiplicacdo de (13) pela matriz
(14) a esquerda e pela transposta a direita retorna em (11):

—rP, GIAL+C'V'K'B/ +qG G/C'—=CV']; o
[(I) (1) B?K] A;G; + BiKVC + qG; r(P;—G; - G}) Bkv ||lo 1
CG;—VC tV'K'B;’ —t(V+V") 0 BK
—TP; GjA; + G/C'K'B] + qG;
B lAiGj +BKCG +qG; (PG —G)) l

Com o Teorema 2, expandiu-se o resultado do Teorema 1 para a realimentacéo estatica
da saida por meio da linearizacdo propostas por Dong e Yang (2013). A reestruturacdo obtida
faz com que o ganho K néo dependa mais do produto com G, passando a depender apenas da
variavel V. Dessa forma, o termo originalmente bilinear KCG é substituido por KVC, e com a

substituicdo de variavel L = KV, o termo é linearizado.

Para viabilizar essa modificacéo, foi necessaria a inclusdo artificial de uma terceira linha
e coluna na LMI, permitindo a insercdo das variaveis de folga responsaveis por eliminar a

bilinearidade e garantir a convexidade da formulacéo.

Essa reformulacdo fornece uma abordagem mais simples e tratvel para o projeto de
controladores por realimentacdo estatica da saida, sem perda significativa de generalidade. A
seguir, sdo apresentados os resultados numéricos e exemplos de aplicacao que discute a eficacia

do método proposto.

3. RESULTADOS E EXEMPLOS
3.1 REGIAO DE FACTIBILIDADE
Com o objetivo de avaliar o grau de conservadorismo entre o Teorema 1 e 0 Teorema 2,

resolveram-se as respectivas LMIs para a realimentacdo de estados utilizando os pacotes
“YALMIP” e “SeDuMi” do MATLAB. Foram considerados os parametrose r = 10, t; = 1,
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T € [0.01, 0.9] aplicados ao sistema (1) com matrizes (15) proposto por Faria et al. (2011). A

regido de factibilidade obtida é apresentada na Figura 2.
_[2 -10 _[al -10
a=[; o | a=7 3

1 a2 (19)
B, = [0] B, = [ 0 ]

Observa-se na Figura 2 que o Teorema 2 apresenta um nivel de conservadorismo
ligeiramente menor em comparacdo ao Teorema 1. Essa diferenca pode ser explicada pela

parametrizacdo apresentada em (13), na qual G; pode ser expressa em forma de politopo,
permitindo que o ganho K seja obtido sem depender da inversdo G;. Em contraste, no Teorema

1, G precisa ser fixado previamente para o calculo do ganho, o que impde maior restricdo a

regido de factibilidade.

Figura 2 -Regiéo de factibilidade do Teorema 1 (©) e Teorema 2 (X).

7F b4
6.5}
X X X & 0y
6 B
NI B ® ® ® ®
5 B
a5k © & & & &
4t
& & & & &
35 L 1 1 1 1 1 1
10 11 12 13 14 15
a1l

Fonte: Proprio autor.
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3.2 ALOCACAO DE POLOS

Com o intuito de validar a alocacdo dos polos do método proposto no Teorema 2, foi

considerado r = 1,5, t; = 1, T = 0, 18 para o seguinte sistema incerto de Sereni et al. (2022):

A _[1,9801 1,99 A _[—2,9697 3,0348]
17 [0,0398 1,9801 27 10,0607 3,0697
0
B, =B; = [1] (16)
C=[1 0]

Utilizando os pacotes “YALMIP” e “SeDuMi” do MATLAB, resolveu-se as LMIs
associadas ao Teorema 2 e foi obtido um ganho estabilizante K = 5,3414 para a
realimentacdo estatica da saida. Na Figura 3 sdo apresentados os polos em malha fechada e a
regido de alocacéo, centrada em (-2,5,0).

Figura 3 — Polos e regido de alocacdo no plano complexo utilizando o Teorema 2.

15F

imag
o
X
X
X
X

1 L 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1
real

Fonte: Proprio autor.
Observa-se na Figura 3 que todos os autovalores do sistema em malha fechada se

encontram dentro da regido de alocacdo especificada, o que confirma a efetividade do
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Teorema 2 na determinagdo de um ganho K estabilizante. Esse resultado evidencia que as
condigOes de projeto apresentadas sdo suficientes para garantir a estabilidade robusta do
sistema, além de permitir a imposi¢do de restricdes de desempenho transitorio por meio da

alocacdo de polos em regifes desejadas do plano complexo.
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4. CONCLUSAO

Neste trabalho, foram investigadas condicdes para o projeto de controladores por
realimentacdo estatica da saida aplicados a sistemas lineares incertos, sob restricdes de D-
estabilidade. O estudo baseou-se em resultados consolidados na literatura sobre projeto de
controladores robustos com alocagéo de polos por realimentacdo de estados via LMIs. A
problematica envolvia o fato dessas desigualdades, quando estendidas diretamente ao caso de
realimentacdo da saida, assumirem a forma de desigualdades matriciais bilineares (BMIs), as
quais sdo ndo convexas e de dificil resolugéo.

A adocgdo da parametrizacdo de Dong e Yang (2013) mostrou-se eficiente para
desacoplar o ganho de realimentacdo das matrizes associadas a funcdo de Lyapunov,
possibilitando a linearizacdo das restricdes e a obtencéo de condigcbes viaveis para o calculo
do controlador. Os resultados obtidos evidenciam que o Teorema 2 apresenta um grau de
conservadorismo menor em relacdo ao Teorema 1, ampliando ligeiramente a regido de
factibilidade e garantindo a estabilidade robusta do sistema em malha fechada.

A anélise numérica demonstrou que, para os sistemas avaliados, todos os polos foram
alocados dentro das regides de desempenho especificadas, confirmando a validade tedrica do
método proposto. A implementacdo computacional via MATLAB, com os pacotes YALMIP
e SeDuMi, comprovou a aplicabilidade pratica da abordagem e sua capacidade de sintese de
ganhos estabilizantes de forma automatizada e eficiente.

Em sintese, o método desenvolvido representa uma alternativa viavel e de baixo
conservadorismo para o projeto de controladores robustos baseados em LMlIs para a
realimentacdo estatica da saida com restri¢cGes de desempenho.

Como continuacdo e aprofundamento desta pesquisa, sugerem-se a implementacéo em
um sistema real para observacdo do sistema completo, bem como o estudo para as faixas em

0 parametro T apresenta maior factibilidade.
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