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Resumo

Escrevemos uma forma simplética para teorias com spin diferente de zero uti-
lizando a descricao de twistors. Nossa abordagem segue das equagoesescritas por
Penrose, e nossos resultados sugerem uma acao alternativa a teoria de Fronsdal.
Diferengas entre as duas abordagens aparecem, muito embora elas sejam, essencial-

mente, equivalentes.
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Abstract

We write a symplectic form on higher spin theories using twistor description.
Our approach follows from Penrose’s equations, and our results seem to suggest an
action different from Fronsdal theory. Differences between the two approaches also

appear, although they are, essentially, equivalent.
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1 Introducao.

A teoria de spins altos € uma importante generalizacdo natural de teorias fisicas bésicas como o
eletromagnetismo e a gravidade. Uma aplicacdo importante, porém, foi encontrada no contexto da
correspondéncia AdS/CFT [I]. Conjectura-se que, no limite em que o raio de AdS é muito pequeno,
um subconjunto grande das excitacoes da corda desacopla do resto dos graus de liberdade e é descrito
por uma teoria de spin alto nao linear de interacao, que é mal compreendida mesmo no nivel classico.
Entendé-la poderia iluminar a correspondéncia AdS/CFT. Como a constante de acoplamento desta
teoria pode ser variada e esta relacionada com o niimero de cores N, obtemos, como um caso especial
no limite N — oo, uma teoria de spins altos livre. Este caso ndo é tao dificil de entender-se quanto
aquele na presencga de interacoes. Todavia, este regime ¢ muito sutil e nos leva a uma matematica
muito interessante.

Nesta tese, nés estudaremos alguns aspectos matemaéticos de campos com spins altos. Mais preci-
samente, descreveremos por twistors os campos livres; em particular, concentraremo-nos em calcular
a estrutura simplética. A formulacdo por twistors é menos conhecida do que a "usual" descricao de
Fronsdal e, apesar das duas descricbes serem equivalentes, elas resultam em estruturas simpléticas
diferentes. Gostariamos, futuramente, de estudar a relacao entre as duas estruturas simpléticas.

Este trabalho foi amplamente inspirado pelas aulas de Alexei Rosly [12] ministradas no IFT UNESP.

1.1 Estrutura simplética: fatos gerais.

Para entendermos a construcao da estrutura simplética em teorias de campo com spins altos utilizando
a descricdo de twistors cobriremos uma grande variedade de assuntos, tais como variedades simplé-
ticas, grupos e éalgebras de Lie, fibracdes, e andlise complexa. Gostariamos, também, de fazer um



desenvolvimento fechado, ou seja, que nenhum desses assuntos, necessarios para o entendimento do
desenvolvimento principal, precisasse ser alguma espécie de pré-requisito. Claro, ressaltamos que o
conhecimento bésico de geometria serd necesséirio, como por exemplo, a nogdo de espagos vetoriais e
variedades.

Por isso, a primeira sessdo é, basicamente, introdutéria; lidaremos com a noc¢ao de estrutura simplé-
tica em um espagco vetorial explorando construgoes geométricas, tais como superficies e subconjuntos
invariantes. O nosso objetivo neste primeiro capitulo é entender o que significa construir a nogao
simplética na geometria e como esta estrutura pode ser interpretada e entendida intuitivamente. Os
resultados devem ser consultados como dicionario e podem ser pulados em uma primeira leitura caso
o leitor ja esteja familiarizado com o programa.

1.2 Teorias de campo e simetrias de calibre.

O terceiro capitulo se torna, assim, o primeiro imprescindivel para o trabalho. Nele, vamos explorar,
por meio de exemplos, a construcao explicita da forma simplética em teorias ndo relativisticas, bem
como, também, generalizar para sistemas de campos. Um adendo importante sera feito ao tratamento
de teorias de calibre, que é necessario, principalmente, porque a estrutura simplética dessas teorias é
degenerada. Portanto, precisaremos construir o espaco de fase reduzido ao tratar de sistemas hamilto-
nianos com simetrias. Grande parte desta secao lidard com algebras e grupos de Lie, algo que para o
leitor sem familiaridade é definido no apeéndice 1 na pagina [70]

1.2.1 Campo eletromagnético.

Desenvolveremos, também, a linguagem geométrica para tratar o campo eletromagnético. Utilizare-
mos exaustivamente o conceito de fibrados. Novamente, o leitor ndo familiarizado é encaminhado ao
apéndice 2 na pagina [73] Ressaltamos que os assuntos serdo sempre desenvolvidos & medida em que
forem necessarios para entender o restante do texto, pois a matemaética destes tépicos é exaustiva. No
entanto, ela bastante necessaria para a construcao da teoria, bem como para entendermos seus limites
de aplicabilidade.

1.3 Twistors.
1.3.1 Analise complexa.

Chegaremos, desta forma, as mesmas conclusdes para a sessdo 4, na qual lidamos, brevemente, com
analise complexa. Precisamos estabelecer a teoria que servird de base para os nossos desenvolvimentos
em geometria de twistors. Construiremos, assim, variedades complexas, fibrados vetoriais e daremos
atencdo especial a esfera de Riemann. O assunto foi incluido no corpo do desenvolvimento porque
assumimos um menor conhecimento da linguagem utilizada, que é bastante necessaria para a defini¢ao
de twistors.

1.3.2 Espago-tempo de Minkowski em descricao de twistors.

Definiremos twistors explorando sua conexdo com o espaco de Minkowski e o grupo de Lorentz. No-
vamente, os conceitos introduzidos serao explorados em exemplos fisicos, tais como o campo eletro-
magnético, onde definiremos nossa abordagem e as caracteristicas de nossa descrigao utilizadas para a
construcao das equacoes de spin alto.

1.4 Teoria de spin alto.

1.4.1 Descricao por Fronsdal.

Antes de avancarmos ao conteudo principal, revisitaremos a formulacado atual de teoria de spins altos.
Ela foi criada por Fronsdal e pode ser consultada na referéncia [I4]. Brevemente passaremos pelo
trabalho explorando apenas os tdpicos necessarios e importantes. Como, por exemplo, as lagrangianas
das teorias de bdson e férmion, as suas equagdes de movimento, e o nimero de graus de liberdade da



teoria. Necessitamos do nimero dos graus de liberdade para verificar se as condigdes impostas pelo
grupo de Poincaré sao satisfeitas.

1.4.2 Descri¢ao por twistors.

Aqui, aparecerao, pela primeira vez, as equacoes que descrevem a teoria de spins altos desenvolvidas
por Penrose [I1]. Estas equagdes contém campos de calibre e sao o lugar onde utilizaremos toda a teoria
de variedades simpléticas em sistemas reduzidos desenvolvidas no capitulo 3, bem como, também, a
descrigao geomeétrica definida no capitulo 4. Temos por objetivo escrever uma estrutura simplética nao
degenerada para, portanto, definirmos o espago de fase.

1.5 Estrutura simplética em teoria de spin alto.
1.5.1 Twistors.

Com as equagoes escritas por Penrose [9] para a teoria de spins altos definiremos uma forma simplética.
Verificaremos todas as propriedades, tais como fechamento e degenerescéncia.

A nova forma simplética que encontramos fornece indicios para a construcao de uma agao alternativa
a teoria de Fronsdal. No entanto, sua forma explicita permanece um problema para ser tratado no
futuro.

1.5.2 Fronsdal.

Com o lagrangiano obtido por Fronsdal, poderiamos calcular a estrutura simplética, entretanto no atual
estégio de desenvolvimento do trabalho, este calculo ainda deve ser feito. Sua importancia consiste na
possibilidade de relacionarmos a descri¢do apresentada aqui com a abordagem de Fronsdal, visto que
as descri¢oes parecem diferentes a primeira vista.

O desenvolvimento completo do trabalho fica exemplificado no diagrama da préxima péagina, no
qual os simbolos (7) representam os pontos que serao desenvolvidos futuramente. O diagrama também
exemplifica a ordem légica da sucessdo de assuntos que aparecem neste trabalho.
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2 Definicao de geometria simplética.

Teorias de calibre sdo o principal foco do nosso trabalho, especialmente, a dindmica hamiltoniana
de tais teorias, também conhecida como dinamica de sistemas hamiltonianos reduzidos. Além disso,
buscamos uma descricao independente de coordenadas e bastante geral geometricamente, portanto,
utilizaremos variedades diferencidveis. Em uma variedade, a dindmica hamiltoniana estd ligada a
estrutura simplética, que se trata de uma 2-forma fechada e nao degenerada. O carater simplético
é puramente geométrico, o que torna interessante entendermos, primeiramente, espagos vetoriais que
possuam essa estrutura.

A geometria trazida por formas bilineares é muito diferente e bastante rica quando comparada
com a de tensores simétricos. A teoria, em espacos euclidianos, se caracteriza pela constante troca
entre formas simétricas e antissimétricas. Analogias entre as duas construcoes sdo bastante uteis para
demonstracoes de teoremas. Nao s6 isso, podemos basear fortemente nossa intuicao, trazida do estudo
de espacos euclidianos, para o espaco vetorial simplético. Considere, a titulo de exemplo, que formas
simétricas, tais como a meétrica, e formas antissimétricas, tais como a estrutura simplética, quando
nao degeneradas, tém diagonalizacao comum. Ou ainda, na presenca de uma 2-forma, a métrica gera
subconjuntos invariantes e estruturas quase complexas. Pontos importantes que exploraremos mais
tarde.

Nesse momento, adiamos o uso de variedades, nos limitando apenas a definir a teoria em abertos de
espacos vetoriais. Em especial, utilizaremos o conjunto euclidiano de dimensao par R?". As demons-
tragoes aqui feitas podem ser entendidas, sem dificuldade alguma, como teoremas locais em variedades
reais. Nosso objetivo é entender a estrutura simplética, mesmo que intuitivamente, para podermos
utilizé-la em casos gerais e construcoes mais elaboradas.

Os assuntos deste primeiro capitulo podem ser encarados como um dicionario. O leitor que ja estiver
confortavel com as construcdes pode avancar ao proximo capitulo e voltar apenas para consultar as
definicoes.

2.1 Espacgos vetoriais simpléticos.

Consideremos um aberto U contido em R?".

Definicao 2.1. Uma estrutura simplética é uma aplicagdo bilinear nos reais nao degenerada e antissi-
métrica - também chamada de produto interno antissimétrico - definida sobre vetores em U. Ou seja,
dados dois vetores € e 1 temos um namero [€,n]. Mais ainda, a operagao [, | deve satisfazer

(2.1) €, n] = —[n, ¢

junto com a condi¢do de nao degenerescéncia: para todo m diferente de zero a equagao

(2.2) [€&m =0

implica necessariamente & = 0.

E evidente que o requerimento pode ser reformulado exigindo que o determinante dessa
equacao linear seja diferente de zero.

Para ganharmos familiaridade e intuicao com a nova defini¢do, é interessante considerar o seguinte
exemplo. Sejam as coordenadas de um vetor  em U dadas por {p1, - ,Pn,q1, "+ ,qn}- Podemos
definir uma 2-forma,

(2.3) w=dp; Ndq1 + -+ + dp, N dgy

e impor a relacdo [€,m] = w (&, n). Esta forma é nio degenerada, visto que o determinante das suas
componentes é ndo nulo, e antissimétrica. Desta forma, o espaco vetorial R?" parametrizado pelas
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coordenadas {p, g} recebe uma estrutura simplética. Alids, ¢ comum referir-se a (2.3) como estrutura
simplética candnica. Repare que ela é, apenas, a soma das areas orientadas de paralelogramos nos

planos (p;, g;).
Dois vetores quaisquer sao chamados de anti-ortogonais quando o seu produto interno antissimé-

triccﬂ é zero. Segue, também da antissimetria, que qualquer vetor é ortogonal a si mesmo. A nogao de
ortogonalidade é importante quando queremos construir estruturas geométricas com a forma simplé-
tica, tipo planos, esferas, e afins. Seguindo esta linha de pensamento, podemos, em completa analogia
com geometria riemanniana, definir o complemento ortogonal - também chamado de complemento sim-
plético - para algum vetor que pertenca a esse espago vetorial. Note que, como a aplicagao simplética
é bilinear, o complemento ortogonal também serd um espaco vetorial.

Definicao 2.2. O complemento simplético de W contido em U é o conjunto

(2.4) We = {neUlw(En) =0, &eW}
O complemento simplético nao é necessariamente transversal a £&. O que motiva chamar W de

e isotrbépico, quando W C W¥;

e coisotrdpico, quando W¥ C W;

e simplético, quando WY NW = {0};
e lagrangiano, quando W = W*«.

Dadas as defini¢oes, temos que W serd isotrépico se e somente se w é nulo em W. E W s6 serd
simplético quando a restrigdo w|y for ndo degenerada.

Lema 2.1. Para qualquer subespaco W C U vale

(2.5) dimW +dimW* = dim V'
e
(2.6) (We)¥ =W.

O lema é importante por diversas razoes. Em sua demonstragdo, construiremos um isomorfismo
entre o espago vetorial simplético e seu dual, algo que utilizaremos com exaustdao em dinadmica ha-
miltoniana. Mais ainda, poderemos entender o porqué fluxos hamiltonianos (defini¢do na pagina
serao morfismos simpléticos. Mas também, por outro lado, este lema ajuda a construir nossa intui¢ao
sobre a geometria de espacgos simpléticos, porque vemos que complementos ortogonais simpléticos se
comportam da mesma forma que complementos ortogonais métricos.

Demonstra¢do. Seja U* o dual de U. Definimos uma aplicagdo 12, : U — U™ por
(2.7) 1w (u) (W) = w (u,w).
Como w é nio degenerada, 12, ¢ um isomorfismo. Portanto, identificamos W% com o kernel W+ de W

em U*. No entanto, para qualquer subespaco W de algum espaco vetorial V', temos

(2.8) dim W + dimnW = dinV. O

!Sempre que possivel omitiremos a palavra antissimétrica das expressoes e utilizaremos apenas a palavra ortogonal
no lugar de anti-ortogonal.
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Intersecgédo de V com W

Figura 1: Complemento ortogonal de v e w.

Vamos tentar entender a demonstragdo para um caso simples. Consideremos o complemento sim-
plético de um tnico elemento em U, digamos &. Se todo vetor de U estivesse em seu complemento
W<, a equacao nao teria solucdo e a definicao nao seria satisfeita. Entao, deve existir pelo
menos um vetor que nao pertence a W%, o que, para n = 1, torna-se exatamente o caso.

O argumento pode ser generalizado por induc¢ao. Considere dois vetores v e w que, necessariamente,
nao sdo ortogonais (sabemos, pelo pardgrafo anterior, que este par existe). Defina o complemento
ortogonal de cada um deles em relaciio a R?", os quais serdio chamados de V e W respectivamente.
Temos que v ¢ W e vice-versa. Agora, se pudéssemos encontrar u na intersec¢do desses dois conjuntos
que fosse ortogonal a V(W terfamos outro vetor nao ortogonal a v e w. Mas isso é impossivel,
pois a nao degenerescéncia da forma simplética proibe tal construgao. Se u fosse ortogonal a V (W,
terfamos w ortogonal a R?" e w degenerada. Exemplificamos com a ﬁgura que representa os vetores
e seus respectivos complementos ortogonais: é impossivel construir mais um vetor fora do plano de
interseccao.

Em conclusao, ha sempre dois vetores nao ortogonais. Além disso, esse par é Gnico, o que confirma
a prova do lema. Caso fixemos 1, temos, por fim, que a dimensio de seu complemento é 2n — 1.

Todo esse raciocinio pode ser empregado junto com o isomorfismo definido na demonstracao do
lema para definirmos uma base simplética nesse espaco vetorial.

Definicao 2.3. Uma base simplética é um conjunto de 2n vetores, e4, e ep,, nos quais a = 1,--- ,n;
e satisfazem

(2.9) [epa’ epa} = [eqaveqa] = [epaaeqb] =0

juntamente com

(2.10) €par €q.] = 1.

O isomorfismo encontrado na prova do lema permite escrevermos uma base simplética em R??;
na realidade, poderiamos ter definido, primeiramente, uma dlgebra simplética de vetores pelas relacoes
e para depois encontrarmos a forma candnica . Todas os aspectos da teoria estdo
ligados exatamente como acontece com geometria riemanniana. Devo ressaltar que a base simplética
evidencia as relacdes que obtemos a partir do lema, porque todo vetor de base é ortogonal a todos
os outros, com excecao de apenas um. Mais ainda, as relagoes podem ser normalizadas, ou seja, o
produto dos dois vetores é +1.

Terminamos a secdo com o que talvez seja o resultado mais importante de espacos simpléticos,
cuja prova repete toda a construcdo empregada na definicdo de base simplética. O que, de qualquer
forma, evidencia a generalidade das ideias que empregamos. Dentro disso, o teorema preenche o dltimo
buraco das construgoes geométricas, porque mostra que s6 devemos pensar em transformacoes lineares
aplicadas a base.

Teorema 2.1. Toda estrutura simplética admite uma base simplética, e qualquer vetor diferente de
zero, e, pode ser tomado elemento da base.
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Demonstra¢ao. Como a forma [, | € ndo degenerada, existe um vetor u nao ortogonal a e. Ajustamos
o comprimento desse vetor de forma que o produto escalar dele com e seja 1, e o teorema esta provado
paran = 1.

Considere, agora, o complemento ortogonal de ambos u e e, que chamaremos de V. Esse conjunto
pode ser entendido como a intersec¢do do complemento de w com o de e; isso significa que a dimensao
dele deve ser 2n — 2, quando n > 1, pois u - que tem complemento com dimensao 2n — 1 - ndo esta no
complemento de e e vice-versa.

Resta-nos mostrar que V' é um espago simplético; para isso, temos que verificar a ndo degeneres-
céncia de w|y. Tome um vetor € em V', que por construgdo é ortogonal tanto a u quanto a e. Logo,
se & for ortogonal a V', temos por consequéncia que ele é ortogonal a R?" e [, ] é, entdo, degenerada.
Assim, ¢ impossivel encontrar £ ortogonal a V' e a restricao w|y € injetiva.

Finalmente, se adicionarmos os vetores u e e a base de vetores em V, teremos uma base simplética
em R?” e o teorema estd provado por inducdo em n. O

Corolario 2.1. Espacos simpléticos de mesma dimensao sdo isomoérficos.

2.1.1 O grupo simplético.

Transformagoes ortogonais preservam a estrutura euclidiana. Estamos interessados em procurar quais
transformacoes preservam a estrutura simplética.

Definicao 2.4. Uma transformacao linear S : R?® — R?” do espaco simplético em si mesmo é chamada
simplética se satisfaz

(2.11) [SE, Sn] = [§,m]

para todos vetores &€ e 7 em R?”. O conjunto de todos as transformacdes simpléticas de R?" é chamado
de grupo simplético, denotado por Sp(2n).

Sendo S uma transformacio linear, a composicao de duas transformacoes simpléticas também sera
simplética. Precisamos mostrar que as transformagoes possuem inversa; e o jeito mais facil é calcular
o determinante da transformacfo. Comecamos lembrando da estrutura canoénica dada pela 2-forma
na equagcao , que surgiu quando identificamos formas diferenciais com a estrutura simplética. Ou
seja, S deve preservar a forma diferencial w.

Adicionado a isso, lembremos que w consiste da soma das areas de paralelogramos nos planos
definidos pelos vetores simpléticos. Podemos, entdo, construir um elemento de volume vol em R?” ao
tomar a n-ésima poténcia exterior de w,

(2.12) vol=wA - Aw.
~—

n vezes

Ao reunirmos todas as informacdes, obtemos que S preserva o elemento de volume de R?", o que
implica det S =1 (é o jacobiano da transformagcéao de coordenadas).

Teorema 2.2. Uma transformacio linear S : R?® — R?" & simplética se e s6 se leva uma base
simplética em outra base simplética.

Demonstra¢ao. O produto interno de dois vetores quaisquer pode ser escrito como combinacao linear
de vetores da base simplética. Se a transformagdo ndo muda o produto interno das bases, entdo ela
nao muda o produto interno de nenhum vetor. O

Para deixarmos o desenvolvimento mais concreto, podemos calcular o grupo que contém a trans-
formacao S no caso mais simples. Definimos sobre uma base simplética {e,,, €4, } as componentes da
forma simplética w como

(2.13) w (ep,,€q,) = Wab,
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que satisfazem

(2.14) SSwapSy = Wed

sobre a acdo de uma transformacao simplética. Podemos escrever as equagodes, mais facilmente, em
forma, de matrizes para o caso n = 1, utilizando a equacao (2.3)), e obteremos, em R??, que

o (EDEDED(R)

Encontramos que os quatro coeficientes a serem determinados obedecem apenas a relacao que ja prova-
mos, det S = 1. Nao ha equagdes suficientes para fixarmos os parametros, no entanto isso é totalmente
esperado. Lembre-se, que em R?, a forma simplética é exatamente o elemento de volume, o que implica

(2.16) Sp(2,R) = SL(2,R).

Para dimensoes mais altas, isso nao acontece. Teremos, em geral, que Sp(2n) esté contido em SL(2n)
como um subgrupo proprio - nunca exatamente igual.

2.1.2 Planos no espaco simplético.

Utilizaremos os complementos ortogonais que definimos para construcao de estruturas geométricas no
espaco simplético. Apesar de similaridades com a teoria euclidiana terem sido tuteis até o momento,
nem todas as superficies definidas se comportardo da mesma maneira.

De qualquer forma, ainda podemos mostrar que qualquer transformacao simplética pode levar
qualquer vetor nao nulo em qualquer outro. Basta utilizarmos o teorema 2.2 o qual diz que um vetor
da base simplética é sempre levado em uma combinagao linear de outros vetores de base, o que, no
final, apenas ajustaria as coordenadas e mudaria o vetor. Fixaremos a notacao escrevendo, para uma
base simplética,

(2.17) z =Y pley, +a'e,

para qualquer vetor & que pertence ao espaco simplético.

Consideremos subespagos isotropicos, que ja foram definidos em 2.2} e tomemos como exemplo
a superficie delimitada pelas equages de coordenadas {pi,---,px}, nas quais k é, necessariamente,
menor que n e os p’s sao constantes. KEssa surperficie, que chamaremos de W, é isotrépica, pois
pPwap® = 0, 0 que significa dizer que a forma simplética é nula em W; portanto W C WY,

Entretanto, repare bem que, apesar de qualquer vetor poder ser escrito em termos de outro, su-
bespagos isotropicos nao sdo equivalentes entre si. Podemos, sem perda de generalidade, pensar em
dimensao n = 2. Os planos definidos por (p1,p2) e (p1,¢q1) nunca poderiam ser levados um no outro,
porque o primeiro é isotrépico enquanto o segundo nunca poderia satisfazer esta condicao, visto que
plwiig! = 1. Na verdade, fica bastante claro que qualquer plano que no seja isotrépico pode ser levado
em algum outro plano nao isotrépico por uma transformacao simplética. Porém, vamos elaborar esse
pensamento com mais cuidado ao voltar nossa aten¢ao ao estudo de subespagcos isotrépicos.

Torna-se util para tais calculos em geometria simplética definir uma estrutura euclidiana por

(2.18) (@,x) =Y p2+q

A base simplética é ortonormal diante dessa estrutura por definicdo. Segue, como as duas estruturas
sdao ndo degeneradas, que podemos relaciona-las por um operador I : R?® — R?" dado por

(2.19) [z,y] = Iz, y).
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Por consequéncia, o operador I é antissimétrico, obviamente, em virtude da antissimetria da estrutura

simplética. Se utilizarmos as defini¢oes (2.18)) e (2.15) temos, quando « = y,

(2.20) (Po 4a) < I(l W ) <ZZ > = (Pa 4a) ( Eon o ) < ZZ )

o que implica E,, = I,, no qual I, representa a matriz identidade em dimensao n. Entao, em geometria
euclidiana, a estrutura simplética consiste apenas de uma rotagdo por 90° nos planos (p;,q;). Mais
ainda, note que 12 = —Io,.

Teorema 2.3. Uma transformacao S é simplética se e somente se a sua matriz, no sistema de coorde-
nadas {p, g}, satisfaz a relacdo

(2.21) SIS =1,

na qual

e S' é o transposto de S.

Demonstracdo. Basta escrevermos a condicao de ser simplética,

(S, Sn] = [€,7],

em termos do produto interno euclidiano, por meio do operador I. Desta forma, teremos que

(IS€,5n) = (I&;n),

ou

(S'1Sg,m) = (1&,m)

para todos os vetores. O

Embora estruturas euclidianas e o operador I nao sejam invariantes associados ao espaco simplético,
ambas sdo muito convenientes.

Teorema 2.4. Um plano 7w de um espaco simplético é isotrépico se e somente se o plano I é ortogonal
a .

Demonstra¢ao. Se x e y pertencem a m, entdo [x,y] = 0. Isso implica 0 = (Ix, y), no qual Ix pertence
alm. 0

O operador I nao é singular, ou seja, m e Im devem ter a mesma dimensdo. Logo, eles ndo podem
ser ortogonais se k > n. Disso tiramos

Corolario 2.2. A dimensio de um subespaco isotrépico em R?™ é menor ou igual a n.

Os subconjuntos isotropicos que construimos sao cole¢oes das n coordenadas que se anulam sobre
acao da estrutura simplética. Em geral, podemos construir um plano com qualquer combinagao de n
coordenadas, o que nos d4 um total de C2" planos de dimensdo n. Dentro deles, temos apenas 2" planos
isotropicos e é facil ver o porqué. Dado o conjunto {1,---,n} de coordenadas, a qualquer parti¢ao
(i1, yik), (J1, -+ , jn—k) pode ser associado um plano isotrépico do tipo que definimos anteriormente
nesta secdo. Isso faz o numero total de planos ser igual ao nimero de todos os possiveis subconjuntos
do conjunto {1,---,n}, que é 2™

Terminamos, elaborando intuitivamente, o porqué planos isotrépicos nao sao carregados uns nos
outros.
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Figura 2: Construgao do plano O transversal ao plano .

Teorema 2.5. Todo plano isotrépico de dimensdo n, 7, no espaco simplético R?™ é transverso a, pelo
menos, um dos outros 2" planos isotrépicos.

A prova ira se basear na figura 2]

Demonstracao. Seja P um plano isotropico tal como na figura [2] parametrizado por coordenadas
{p1, - ,pn}. Tomemos a interseccio T = 7 () P e suponha que sua dimensao ¢ igual a k, 0 < k < n.
Todo subespaco de dimensao k a um subespago de dimensao n é transverso a um plano de dimensao
(n — k), parametrizado pelas coordenadas

N = (pi,- 2Piny); THN=P.

Consideramos o plano isotropico dado por

O:(pip"'apin)ij"'ank), NZOﬂP

e mostraremos que o plano 7 é transverso a O: 7() O = 0. Porém, n6s vemos que

T C 7, é ortogonal a m = T é ortogonal a 7

N C 0,0 é ortogonal a O = N é ortogonal a0.

Assim, pelas consideracdes de antes obtemos

T + N ¢é ortogonal a WﬂO = P é ortogonal a WﬂO.

Mas como P é um plano isotrépico de dimensao n, todo vetor ortogonal a P pertence a P, ou seja,
T(1OCPe

ﬂﬂOz(ﬂﬂP)ﬂ(OﬂP):TﬂN:O. O

2.2 Estruturas simpléticas e complexas.

O operador I definido na equagao satisfaz 12 = —I. Isto significa que ndo s6 podemos ter
uma estrutura simplética juntamente com euclidiana, mas também uma estrutura complexa, que seria
definir multiplicacdo por i = v/—1 pela acdo do operador I. Identificamos, assim, o espaco vetorial
R?" com o espaco complexo C", cujas coordenadas seriam z;, = py + iq.

As transformacdes lineares que utilizamos em R?" devem preservar, agora, também, a estrutura
simplética; esse grupo chamamos de geral linear e denotamos GL(n,C). Transformagoes que sao
ortogonais e simpléticas também serdo complexas. Ao passo que, aquelas ambas complexas e ortogonais
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sdao simpléticas, e todas simpléticas e complexas sdo ortogonais. Portanto, a interseccdo de dois dos
trés grupos é igual a interseccao dos trés:

(2.22) O(2n) () Sp(2n) = Sp(2n) () GL(n,C) = GL(n,C)[ ] O(2n).

A essa intersec¢do chamamos de grupo unitério U(n). Transformagoes unitarias preservam o produto
interno hermitiano

(2.23) (€&m +il&nl;

os produtos internos e anti-internos em R?” sdo, respectivamente, a parte real e imaginaria.

2.3 Variedades simpléticas.
2.3.1 Definic¢ao.

Consideremos, novamente, um dominio U C R?" com coordenadas {p*,--- ,p";q¢', -+ ,¢"}, que repre-
sentamos apenas por {p,q}. A estrutura simplética sobre U estd definida em As transformagoes
de U que preservam a estrutura simplética sio chamadas de transformacoes S - transformagcoes sim-
pléticas. Uma variedade simplética é por definicdo uma variedade colada de dominios n dimensionais
U por transformagoes S.

Poderfamos ter dado uma definicao invariante de variedade simplética. Explicitamente, tal varie-
dade pode ser definida como um par (M,w), no qual M é uma variedade real e w é uma 2-forma nao
degenerada e fechada. Esta definicdo se torna equivalente a primeira, porque podemos provar o teo-
rema de Darboux: uma 2-forma fechada e nao degenerada w pode, localmente, ser escrita como dpAdg
por meio de uma escolha de coordenadas {p*,---,p";q',---,¢"}, que sio chamadas coordenadas de
Darboux.

Desta maneira, podemos ver que w € Q?(M) é nao degenerada se e somente se w™/n! € Q?"(M) &
uma forma de volume. Denotaremos tal forma por vol e a chamaremos de forma de Liouville. Repare
bem, toda variedade simplética é orientavel.

Olharemos, com mais calma, para toda essa estrutura, do ponto de vista classico. Desta forma, nos
encaminhamos para a dindmica hamiltoniana, que acontece no fibrado cotangente de uma variedade,
chamado de espaco de fase. Naturalmente, o espaco de fase possui uma estrutura simplética, que
permite definir fluxos de fase por meio de vetores hamiltonianos. O fluxo de fase, dado por um grupo
de difeomorfismos parametrizados por um ntmero real, preserva a estrutura simplética.

Vetores hamiltonianos na variedade formam uma algebra de Lie, cuja operacao ¢ o chamado pa-
rénteses de Poisson.

2.3.2 O fibrado cotangente e sua estrutura simplética.

Dada uma variedade M, uma 1-forma definida sobre o espaco tangente T'M, de um ponto = de M é
chamado de vetor cotangente. O conjunto de todos os vetores cotangentes no ponto x forma um espaco
vetorial de dimensao n, o qual chamamos de dual de TM,. E comum denota-lo por T*M, e chamé-lo
de espago cotangente de M em x.

A unido dos espacos cotangentes sobre todos os pontos de uma variedade é chamada de fibrado
cotangente de M e denotado por T*M. O conjunto T*M é uma variedade diferencidvel naturalmente,
cuja dimensao é 2n. Um ponto pertencente a T*M é uma 1-forma sobre o espago tangente TM e um
ponto z em M. Entao, se g for uma escolha de coordenadas locais para algum ponto x € M, a 1-forma
¢ dada por n componentes p. Juntos, esses 2n ntmeros formam uma colegdo de coordenadas para os
pontos de T* M.

Existe uma projecao 7 : T*M — M, que manda toda 1-forma em algum ponto da variedade. Essa
projecao é diferenciavel e, por defini¢do, sobrejetiva. A pré-imagem de algum ponto x € M sobre 7 é
o espago cotangente T M,.

17



Teorema 2.6. O fibrado cotangente T* M tem estrutura simplética. Nas coordenadas descritas acima,
essa estrutura simplética é dada pela formula

(2.24) w=dpAdg=dp' Adg' +---dp™ A dqg™

Demonstracao. Selecione alguma 1-forma em T*M, digamos p. E seja & o vetor tangente a ela, ou
seja, & € T(T*M). A derivada da projegao, m, : T(T*M) — TM, leva este vetor € para um vetor
m.&, tangente a M, em cada ponto x em que a 1-forma foi definida. Definimos, por fim, a 1-forma
a(€) = p(m€), que nas coordenadas locais torna-se pdq. Segue que seu diferencial é fechado e, pela
secao anterior, ndo degenerado. O

Tome o espaco de configuracdo como uma variedade M e considere um sistema com lagrangiana
L. Em coordenadas locais, a operacdo q é o vetor tangente a variedade no ponto g, chamado de
velocidade. O momento canonicamente conjugado p = 0L/0q é um vetor cotangente, de forma que pq
¢ um numero real. Portanto, o espaco de fase dado pelas coordenadas p e g de um sistema lagrangiano
é o fibrado cotangente da variedade de configuracao M. Mais ainda, o teorema acima prova que o
espaco cotangente possui uma estrutura simplética canonica. O que revela um aspecto fundamental
da geometria simplética: as formas que a definem sio localmente rigidas, ndo somente em vizinhancgas
de pontos, mas também em certas subvariedades.

Segue disso que a transformagdo de Legendre ndo depende de sistema de coordenadas. Ela leva
uma funcao L : TM — R no fibrado tangente para uma funcao H : T*M — R no fibrado cotangente.

Por fim, podemos, entdo, utilizar todas as construcdes que fizemos em geometria simplética. Em
particular, estamos interessados no isomorfismo que a forma simplética produz entre 1-formas no espaco
cotangente e vetores no espaco tangente.

Definicao 2.5. A cada vetor £ tangente a variedade simplética (M,w) no ponto x, nds associamos
uma, 1-forma wg sobre T'M, pela formula

we(n) = w(n,§)
para todo vetor n em T'M,.

Lembramos ainda que w nao degenerada implica que tal construcao é de fato um isomorfismo entre
espagos vetoriais de dimensdo 2n. Em R?", com coordenadas {p,q}, uma nova identificacio entre
vetores e formas é feita pelo produto interno euclidiano . O que torna a correspondéncia & — we
uma transformacdo de R*® em R?", que denotamos anteriormente por I.

Agora, ajustamos nossa notagdo de forma que I nao terd um papel tdo restrito. Simplemente sera
definido como o isomorfismo de T* M, — T M,, que construimos na definicdo [2.5]

2.4 Campos vetoriais hamiltonianos.

Seja I tal como construido acima e deixe H ser uma funcao na variedade simplética M. Entao dH é
uma, 1-forma em M, e em todo o ponto, portanto, existe um vetor associado a ela; obtemos um campo
vetorial /dH em M.

Definicao 2.6. O campo IdH é chamado de campo hamiltoniano; H é chamado de funcao Hamilto-
niana.

Na sessdo anterior, tinhamos T*M = R?" e o isomorfismo torna-se, entdo, uma transformacao do
espaco vetorial em si mesmo, de forma que deve existir algum vetor tangente & em T'M para algum
ponto x € M que satisfaz

(2.25) & = IdH (z) :><§):<(I) _OI )(g%gi;)’
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ou seja

OH . OH
—— e = —.
dq d op
Denotaremos, muitas vezes, o campo hamiltoniano por & também, apenas por economia de no-
tacdo. Repare que da forma como foi definido, este vetor deve satisfazer a relagao

(2.26) p=

(2.27) ig, w = dH,

justamente pelo fato de I ser um isomorfismo. Isso nos motiva a dizer que vetores em uma variedade
(M, w) sao simpléticos se o seu fluxo preserva a forma w, ou seja

(2.28) Lew =0,

porque podemos entender melhor as simetrias da forma simplética.
Lema 2.2. Seja (M,w) uma variedade simplética e H € C°°(M). Entao
(2.29) Le, H=0 e L¢g,w=0.

H

Demonstra¢io. A primeira parte do lema segue da antissimetria de w, pois

LEHH =dH (§y) =w (&, &n) = 0.

Enquanto a segunda parte segue de

Lus:isH dw—i—d(igHw) = 0. [l
Imediatamente obtemos que

Corolario 2.3 (Teorema de Liouville). O volume nao varia ao longo de um campo hamiltoniano,
(2.30) Lg,, vol = 0.

0 lemae a equacao nos mostram que £z € um campo simplético se e somente se i¢gw € uma
1-forma fechada, e £ é hamiltoniano se e somente se essa 1-forma é exata. Estas consideragoes nos
remetem a cohomologia de Rham, de tal modo que se HcllR = 0, todo campo simplético é hamiltoniano.

Porém, isso ndo acontece sempre. Se considerarmos o cilindro S! x R com coordenadas (6,h) e a
forma w = df Adh. O campo & = 9/0h, responsavel pelas translagoes na diregao h, é simplético. Mas
igw = —df nao é exata. Logo, £ nao é hamiltoniano.

Na esfera S?, a funcdo altura H(#, h) = h juntamente com a forma simplética dada pelo elemento
de drea df A dh, implica que £ = 9/00 & simplético, uma vez que i¢, (d0 Adh) = dH. As orbitas
sdo, portanto, todas periédicas com duas singularidades, como pode ser visto na figura [3

Fechamos essa sessao definindo fluxos de fase hamiltonianos. Em uma variedade simplética (M, w)
com funcao hamiltoniana H : M — R, se o campo & gera um grupo de difeomorfismos parametrizados
por um ntmero real g : M — M, entdo o grupo g' ¢ chamado de fluxo de fase hamiltoniano com
funcdo hamiltoniana H. Matematicamente, teremos

(2.31) % [g'z] T IdH(x).

Mostramos no lema [2.2] que fluxos hamiltonianos preservam a estrutura simplética,

(2.32) (¢)"w = w,

o que foi usado como uma demonstracio para o teorema de Liouville. Além disso, vimos que fluxos
hamiltonianos sao as simetrias da forma simplética, o que significa que a variedade simplética tera
tantas simetrias quantas funcGes hamiltonianas admissiveis.
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Ponto singular das trajetdrias.

Ponto singular das trajetérias.

Figura 3: Fluxo hamiltoniano como funcao da altura.

Teorema 2.7 (Conservagao de energia). A funcdo H é a primeira integral do fluxo de fase hamiltoni-
ano.

Demonstragio. A derivada de H na diregao de & ¢ igual dH(§y) = Le¢,, H. E pelo lemao teorema
esta provado. O

2.4.1 Algebra de campos vetoriais.

A cada par de campos vetoriais na variedade podemos determinar um novo vetor. A operacio é cha-
mada de parénteses de Poisson. Ela transforma o espaco vetorial de funcdes infinitamente diferencidveis
C°°(M) em uma algebra de Lie.

Lembremos que, em espacos euclidianos de dimensao trés, o produto vetorial é bilinear, antissimé-
trico, e satisfaz a identidade de Jacobi

(2.33) 1A, B],C] +[[B,C], Al + [[C, A], B] = 0.

0 que torna este espaco vetorial uma algebra de Lie. Procederemos para uma definicdo abstrata, apenas
generalizando o exemplo dado acima.

Definicao 2.7. Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial L, onde é definida uma operacao bilinear
antissimétrica de L x L em L que satisfaz a identidade de Jacobi.

Essa operacio geralmente é chamada de comutador - ou parénteses de Lie. E facil ver que o conjunto
de matrizes n X n torna-se uma algebra de Lie se definirmos o comutador por [A, B] = AB — BA.
Adicionado a isso, vemos que qualquer algebra associativa pode ser levada em uma algebra de Lie por
meio desta operagdo.

J& no nosso caso, M é uma variedade e X um campo vetorial sobre M (ou seja, para cada ponto
x € M, temos um vetor Xy). E apenas podemos, com estas quantidades, construir, para cada campo
vetorial, dois objetos:

e 0 grupo de difeomorfismos com um par&metro, que seriam fungoes g' : M — M para as quais
X é o campo de velocidade

d

(2.34) 7 [g'x] = Xx.

t=0

e 0 operador diferencial de primeira ordem. Referimo-nos a diferenciacao de fun¢des na di-
recdo do campo X, que é definida da seguinte forma: para cada funcao ¢ : M — R, a derivada
na dire¢ao de X é uma nova funcao Lx, cujo valor no ponto = é

(235 (Lxg) (1) = o (g')

t=0
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M

Figura 4: O grupo de difeomorfismos gerado por um campo vetorial.

Estritamente falando, vetores geram difeomorfismos se e s6 se a variedade for compacta. Como contra
exemplo, considere o campo vetorial d/dt definido no aberto (0,1). No entanto, sempre podemos
encontrar um conjunto compacto dentro de qualquer outro; isto implica que podemos definir gt em
regides suficientemente pequenas da variedade, o que ja é bastante suficiente para nossas construgoes.

Em um sistema de coordenadas locais (x!,--- ,2™) para a variedade M, o vetor X ¢ dado por suas
componentes (X}, ---, X™); o fluxo g é, portanto, dado pelo conjunto de equacdes diferenciais
(2.36) it =X 8= X0

A derivada de ¢ = p(x!,--- ,2") na direcio de X ¢

Oy Oy
2.37 Lxp =X % 4+ X2
( ) Xy X 9yl + + Ay oxm

Poderiamos dizer que, nas coordenadas definidas, o operador Lx tem a forma

0 0
(2.38) LX:X}}@+--~+X§%.
Na realidade, todas essas correspondéncias entre campos vetoriais, fluxos, e diferenciacdes sdo uma
a uma. Em outras palavras, todas representam a mesma estrutura, embora parecam diferentes. A
geometria do processo estd ilustrada na figura
Suponha que tenhamos dois campos vetoriais diferentes A e B definidos sobre uma variedade M.
Os fluxos correspondentes g, e gf, em geral, ndo comutam:

(2.39) 8.8 7 818,

conforme pode ser visto na figura [} Obviamente, isso estd relacionado com a &lgebra de vetores.
Podemos definir uma medida do grau de nao comutatividade dos dois fluxos considerando sua agao
sobre um ponto x € M. Basicamente, estamos interessados na ac¢do da diferenca (ghg; — gigl)z. E
como queremos relacionar esta diferenca com os vetores que geram o fluxo, estimaremos a diferenca
comparando os pontos resultantes sob a acdo de uma funcao ¢ : M — R. A diferenca

(2.40) At s;z) = ¢ (ghejr) — ¢ (gighr)

é diferencidvel se ¢ o for. Mais ainda, é zero quando s = 0 ou t = 0 e note que sd precisamos nos
preocupar com o termo proporcional a st, pois ele é o tinico nao nulo. Termos de ordem mais alta se
anulam na expansao em série de Taylor.

Lema 2.3. As derivadas mistas 9?A/9s0t em 0 sdo iguais ao comutador do diferencial nas diregoes
Ae B:

> Lesy) — Sorl = (LgLap — L4L
5501 |7 (8a8i) — ¥ (giga®) | = (LeLay —Lalpy) (x).
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Figura 5: Fluxos em uma variedade nao comutam.

Demonstracdo. Pela defini¢ao de La,

0 s s
o 1o (gagiz)] | = (Lav) (g52),
t=0
e pela definicdo de Lp,
8 S
~ [ (@o)| = s
s=0
Basta tomarmos 1 = L, que
0? .
51057 (8ag7) = (LLap)(x). O

A primeira vista, pode parecer que o operador diferencial que encontramos é de segunda ordem.
No entanto, se utilizarmos coordenadas locais, podemos ver facilmente que a diferenca

- dAb OB®\ 0y
2.41 LpLg — LaL = B® — A® —
( ) (LpLa —Lalp) ¢ a%:;( Oz 630“) Oxb

é de primeira ordem. Mais ainda, pelas consideragoes que fizemos, esse operador diferencial deve ter
um campo vetorial correspondente, o que nos motiva definir

Defini¢dao 2.8. O parénteses de Poisson (ou comutador) de dois campos vetoriais A e B em uma
variedade M é o campo vetorial para o qual

Lo =LgLa —LaLp.
Geralmente, o parénteses de Poisson para dois campos vetoriais é denotado por
C =[A, Bj.

As componentes dele, em um sistema de coordenadas locais, ja foram calculadas na equagao (2.41)).
Resta-nos provar que esta operacgao transforma o espago vetorial de campos vetoriais de uma variedade
numa algebra de Lie.

Teorema 2.8. O parénteses de Poisson transforma o espago vetorial de campos definidos sobre varie-
dades em uma algebra de Lie.

Demonstracdo. Antissimetria e linearidade sdo validas por construcao. Temos que verificar a identidade
de Jacobi, ou seja, devemos abrir cada um dos termos, onde teremos coisas do tipo

Ljja,B],c] = LoLja,p) — Lja,plLc = Lelpla — Lelalp + LalpLle — LpLaLe.

No total, hd 12 termos na soma
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Lia,Bic) t LB,cpA] T Lyc,a,8);

e cada termo aparece duas vezes, com sinais opostos. Isso pode ser visto permutando-se as letras na
equacao acima. O

2.4.2 A Algebra de Lie de fun¢oes hamiltonianas.

Os campos hamiltonianos de uma variedade simplética formam uma subalgebra da algebra de Lie de
campos vetoriais. As fun¢des hamiltonianas também formam uma &lgebra de Lie, cuja operacgdo é o
parénteses de Poisson de funcoes; e as primeiras integrais do fluxo de fase hamiltoniano formam uma
subdlgebra da algebra de Lie das fun¢des hamiltonianas.

Defini¢ao 2.9. O parénteses de Poisson (F,H) de funcbes F' e H definidas sobre uma variedade
simplética (M,w) ¢é a derivada da fun¢ao F' na dire¢ao do fluxo de fase da fun¢do hamiltoniana H,

242 (F.1) (0) = [P (gl

t=0

Acontece que o parénteses de Poisson de duas funcbes em M serd também uma funcao em M.
Mais ainda, invariantes canénicos nao variam na dire¢ao do fluxo hamiltoniano, de forma que obtemos
facilmente

Corolario 2.4. A funcdo F' é uma primeira integral do fluxo de fase com hamiltoniano H se e somente
se o seu parénteses de Poisson com H é identicamente nulo, (F, H) = 0.

Pela equagao ([2.34), o campo hamiltoniano € gera o fluxo gl;, em outras palavras, o vetor &5 =
IdH ¢é o campo velocidade de g;. Aliado a isso, o isomorfismo estabelece

&g — dH,

0 que juntamente com a definicdo de parénteses de Poisson nos permite imediatamente mostrar

Corolario 2.5. O parénteses de Poisson das fungoes F' e H é igual ao valor da 1-forma dF' no vetor
&y, o gerador do fluxo de fase. Assim

(2.43) (F,H) =dF(&g).
E com o lema [2:2] nos teremos

Corolario 2.6. O parénteses de Poisson das fungdes F' e H é igual ao produto interno antissimétrico
dos vetores que geram os fluxo de fase com hamiltonianos F' e H:

(FvH) = W(5H777F)~

Todas propriedades usuais do parénteses de Poisson decorrem do corolario[2.6] tais como antissime-
tria e bilinearidade sobre os reais. Os argumentos utilizados em todas as demonstracoes sao bastante
diretos. Mesmo assim, os seus resultados combinados levam ao teorema de Noether.

Teorema 2.9 (Teorema de Noether). Se o hamiltoniano H em uma variedade simplética (M, w) admite
um grupo parametrizado por um nimero de real de transformagoes candnicas dadas pelo hamiltoniano
F| entdo F' € a primeira integral do sistema com hamiltoniano H.

Demonstracdo. Pelo corolario H & a primeira integral do fluxo gh., pois (H,F) = 0. Entao
(F,H) = 0, pelas propriedades do corolario e I’ € uma primeira interal, se contarmos novamente
o corolario 2.4 O
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Novamente, entender os desenvolvimentos em um exemplo torna-se ilustrativo. Tomemos M = R?";
pela defini¢do, em coordenadas locais {p, g}, o parénteses de Poisson pode ser escrito

(2.44) (F H) =w(&p,mp) = L€, Mp),

o que implica

(2.45) (F,H) = (~0H/dq 0H/0p) ( OF /0p > _OHOF OH OF

oF/oq )

como é usualmente conhecido na literatura. Ressalto que, neste caso, I é tal como no teorema[2.3] Em
particular, as funcdes coordenadas satisfazem relaces similares as da base simplética,

(pi,pj) = (4,q5) = (pi,q;) =0, se i#j

(4,15) = —(pj» i) = 1.

Teorema 2.10. O parénteses de Poisson satisfaz a identidade de Jacobi

(4, B),C) + ((B,C), A) + ((C, A), B) = 0.

Demonstracao. A soma na qual estamos interessados representa a diferenca de fluxos que computamos
no lema [2.3] uma vez que observamos a definicdo do parénteses de Poisson. Teremos, entao,

((AvB)a C) + ((Ca A)aB) = (LCLB - LBLC) A,

no qual L é exatamente o operador definido no referido lema. Essa diferenca deveria corresponder a
um operador de segunda ordem, no entanto vimos, em coordenadas locais, que isso nao é verdade.
Ou seja, nao ha termos em derivada segunda de A nesta soma assim como para nenhuma das outras
funcdes. Entdo, a soma é zero. O

Corolario 2.7 (Teorema de Poisson). O parénteses de Poisson de duas integrais do fluxo Fy e Fy do
sistema com hamiltoniano H é também uma integral do fluxo.

Demonstra¢do. Pela identidade de Jacobi,

((F1, F2), H) = (F1, (F2, H)) + (F», (H, F1)) = 0. 0

O teorema de Poisson nos diz que sabendo duas quantidades conservadas podemos encontrar outras.
No entanto, nem todos os invariantes no tempo serao encontradas desta maneira. Em geral, ndo héa
mais que 2n func¢bes independentes. Mesmo assim, é um processo que pode revelar algo novo; em uma,
aplicagao mais simples, podemos rapidamente ver que em um sistema fisico no qual duas componentes
do momento angular sao conservadas temos necessariamente que a terceira também sera.

Um subespaco vetorial de uma algebra de Lie é chamado de subalgebra se o comutador de dois
elementos do subespaco também pertence ao subespaco. Ou seja, uma subalgebra é também uma
algebra de Lie. Em particular

Corolario 2.8. Os campos hamiltonianos em uma variedade simplética formam uma subalgebra de
algebra de Lie de campos vetoriais.

A 4lgebra de Lie de funges hamiltonianas pode ser mapeada, naturalmente, na algebra de vetores
hamiltonianos. Noés associamos a cada funcao H um campo &p. Este mapa é um homomorfismo
entre as algebras. Seu kernel consiste de funcdes localmente constantes. Se M for conexa, o kernel é
unidimensional, porque nosso mapa ¢é linear e
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Corolario 2.9. Sejam A e B campos hamiltonianos correspondentes as fungdes A e B. O parénteses
de Poisson [A, B] é hamiltoniano e corresponde a funcao (4, B).

Demonstragao. Deixe (A, B) = D. A identidade de Jacobi pode ser escrita como
(Ca D) = ((Ca A)aB) - ((CvB)aA) = Lp = Lpla —Lalp,
que € igual a L4 pgi- O

Ou seja, carregamos parénteses de Poisson definido em funcbes para parénteses definidos em campos
vetoriais. O kernel, portanto, consiste de fun¢des H para as quais IdH é nula. Como I é um isomorfismo

dH = 0~ H = constante.

Corolario 2.10. Os fluxos de fase com func¢ées hamiltonianas H; e Hy comutam e somente se o seu
parénteses de Poisson é localmente constante.

Demonstracdo. Pelo teorema de Frobenius é necessério e suficiente [£,,my,] = 0; e por nossas consi-
deragdes do ultimo paragrafo, essa condicao é equivalente a d(Hy, Hy) = 0. O

O teorema diz que dado um fluxo que comuta com outro, nés podemos construir uma constante de
movimento (primeira integral). Esse resultado &, em certo sentido, uma generaliza¢ao do teorema de
Noether.
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3 Mecanica classica - construcao da estrutura simplética.

Um sistema fisico é descrito em termos de estados e observaveis. Na descricdo hamiltoniana da mecanica
classica, os estados formam uma variedade simplética (M, w) e os observaveis sdo funcoes definidas sobre
M. A dinamica do sistema é descrita por um grupo de difeomorfismos simpléticos parametrizados por
uma variavel real, cuja fungdo geradora é chamada de Hamiltoniano - ou energia. O sistema € dito livre
se o par (M, w) é uma variedade simplética afim e o movimento é¢ dado por um grupo de difeomorfismos
simpléticos parametrizados por um numero. Por muitas vezes, a dindmica da teoria estd imersa em um
grupo de simetria; por exemplo, em teorias de campo relativisticas, se assume que (M,w) fica definida
sob a acao de uma representagdo do grupo de Poincaré.

Muitos sistemas admitem descrigao lagrangiana, na qual (M,w) é derivada da chamada densidade
lagrangiana. Uma das qualidades desta descricao é que quantidades conservadas podem ser calculadas
diretamente; em teorias de campo, teremos uma corrente, chamada corrente de Noether, que implica
nao s6 localmente como também globalmente em leis de conservacao. Isto tem enormes consequéncias
fisicamente, pois nos permite medir energia, por exemplo, em qualquer regidao do espago, ndo apenas
a quantidade total disponivel. No entanto, nem todas teorias classicas de campo podem ser descritas
por lagrangianos. Para teorias conformes de duas dimensoes, o campo quiral livre é um exemplo.

A equagao de movimento para um sistema mecénico é a equacdo de Euler-Lagrange. Ela surge da
prescricao utilizada para se calcular extremos de um certo funcional. Disso, podemos construir uma
2-forma fechada w na variedade M de solucoes classicas. Acontece que w é nao degenerada, e M é,
entdo, uma variedade simplética.

3.1 Particula livre nao relativistica.

Seja X = R"™ o espago euclidiano com produto interno padrao (-,-). Uma particula de massa m tem
sua evolugao descrita por um mapa z : R — X, em queEl t — x(t). A densidade lagrangiana ¢é

(3.1) L= %m?dt,
na qual |#|? ¢ o produto interno (dx/dt,dx/dt). A integral da densidade lagrangiana,

t1
(3.2) s={ I,

to

do tempo ty até o tempo t1 é chamada de funcional acao, ou simplesmente acdo. Se deformarmos x
teremos

(3.3) 5L = m(a, 6a)dt = —m(@, ox)dt + d [m{z, )] .

Aqui, 4 é o diferencial no espago F de trajetorias « da particula, d é o diferencial em R. Ao integrar,
obteremos

t1 t1
(3.4) 55 =5 [ L= [ dtmis.ow) + mi. 50l
i

to 0

A condig¢do de extremo é que a 1-forma 65 em F anule-se sobre deformagoes de aﬂ Isso nos leva
as equacoes de movimento

(3.5) i =0,

2A variavel ¢ é chamada tempo.
3Estritamente falando, a integral precisa estar definida. Entdo, estas deformacdes precisam ter suporte compacto em
(to,t1).
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cujas solugdes sao trajetorias com velocidade constante. O termo de fronteira nos conduz, para cada
tempo t, a 1-forma

(3.6) a(t) = mla(t), da(t))
definida em F para todas as trajetorias x(t). No subespaco M de extremos - solugdes da equagao
(13.5) - a acao .S € uma funcao cujo diferencial é

(3.7) 08 = a(t;) — a(ty) em M.

Segue que a 2-forma definida por

(3.8) w(t) = a(t) = m{S&(t) A dz(t))

¢ independente do tempo. E por uma razdo bastante especifica, a equacdo , que necessita da
condi¢do de compatibilidade

t1 to to
(3.9) / L+/ L:/ L
to t1 to

Se fixarmos tg € R, o mapa x — (x(to), & (o)) do conjunto de extremos da agao, M, para o fibrado
tangente T'X de X é um isomorfismo. E novamente podemos usar w para levar do espago tangente para
0 espaco cotangente. Mais precisamente, o é o pull-back da 1-forma canénica do espaco cotangente.

Podemos generalizar para um sistema de muitas particulas; o espago de configuragdo se torna uma
variedade riemanniana X, na qual a prépria estrutura riemanniana é proporcional ao termo cinético.
A evolugio é dada pela fungdo lagrangiana de X em R, cuja forma é

1.
(3.10) L= (2|a:|2 + V(a:)) dt;
na expressao, colocamos a massa como um fator dentro da métrica. Temos, também, que o campo de
forcas que atua sobre a particula, ou representa a interagdo entre diferentes particulas, é descrito por
um potencial, uma funcdo de X em R.

Todo o processo pode ser repetido novamente. A equagdo de Euler-Lagrange é, agora, a lei de
Newton

(3.11) Vi 4+ YV =0,

na qual V; é a derivada compativel com a métrica riemanianna. A 1-forma no espago de extremos é

(3.12) alt) = (&(t), 6x(t)).

E a forma simplética

(3.13) w = (&(t) A dz(t)).

A identificacdo do espaco de solu¢Ges com condigoes iniciais em tempo fixo acontece do mesmo jeito.
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3.2 Particula sobre a acao do campo eletromagnético.

Um fibrado principal G é um fibrado 7 : P — X juntamente com a ac¢do continua de um grupo de Lie G
pela direita P x G — P tal que G preserva as fibras, ou seja, dado x € X e y € P,, entdo yg € P, para
todo elemento do grupo H Com estas implicagdes, é possivel mostrar que o fibrado é homeomoérfico ao
grupo G, pois sua acao de preservar fibras significa, também, que G age transitivamente e livremente
em P.

O conjunto

(3.14) G(z) ={zg, g€ G}

é chamado de érbita de G. Decorre, das propriedades listadas acima, que as érbitas de G sdo exatamente
as fibras, o que nos permite definir uma relacao de equivaléncia entre dois pontos em P. Precisamente,
dois pontos serao equivalentes se pertencerem a mesma fibra. Naturalmente, tais fibras tem estruturas
de G-torsors. O que nos permite obter o espaco P/G homeomorfico ao espaco base X. A estrutura
diferenciavel da variedade transforma os homeomorfismos em difeomorfismos.

Assim, no espago-tempo R x X, um campo eletromagnético pode ser descrito por um R-torsor dado
pela conexdo (P, V) definida sobre o espago-tempo. Matematicamente, uma fixacao de calibre é uma
se¢ao (local) em P. Ela se torna uma 1-forma a apds uma trivializagdo do fibrado. Em componentes
temos

(3.15) a=Vdi+ A,

com V sendo o potencial escalar e A o potencial vetor. A evolugao de uma particula é dada pela fungao
x : R — X, assim como anteriormente. O Lagrangiano torna-se, para uma particula com massa m e
carga q,

(3.16) L= %\dz]th — qa*(a).

A acao S = fttol L é a soma do termo cinético com ¢ vezes o transporte paralelo de x(tg) para x(t1) ao
longo de ®. A varia¢do JL tem como termo de fronteira

(3.17) a(t) = m(e(t), z(t)) — gA(dx(t)).

Se fixarmos t;, entdo o mapa x +— (&(t;), z(t;)) identifica o conjunto de extremos M com o espago
tangente T'X. E o isomorfismo do espaco cotangente para o espaco tangente, dado pelo diferencial
da equacao , é exatamente igual ao caso anterior, porém transladado de gA. Se mudarmos o
calibre escolhido, o espago de extremos da acdo ndo muda, pois tal mudanca na trivializacdo seria
um isomorfismo entre R-torsores com conexoes para diferentes escolhas de tempo (estas mudancas sao
controladas pela agao). Neste exemplo, a acdo ndo precisa ser um numero real, mas sim um elemento
de um R-torsor.

Daqui por diante, estaremos interessados em sistemas com simetrias de calibre. Eles serao utilizados
na nossa descricao de teorias de spin alto. Mais ainda, lidaremos com estruturas simpléticas em teorias
de campo, nas quais a forma é degenerada por causa do grupo de simetria adicional G. Faremos, entao,
uma, pausa para discutir o espaco de fase reduzido, antes mesmo de comecarmos a lidar com teorias de
campo, porque essa construcao nos permitira tratar uma estrutura simplética que tem nucleo diferente
de zero.

“Para mais detalhes, consulte o apéndice da pagina
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3.3 Sistemas hamiltonianos com simetrias: teorias de calibre.

Brevemente discutiremos a din&mica de sistemas no espago de fase reduzido e sua relagdo com varieda-
des invariantes no espaco de fase original. Nosso principal objetivo é poder descrever como a estrutura
simplética d& a dindmica quando ela se torna degenerada, ou, em outras palavras, quando o seu kernel
é diferente de zero. Necessitamos do formalismo desenvolvido aqui para tratar teorias de calibre, que
sao um ingrediente essencial em nossa formulagdo de teorias de spin alto. Desenvolveremos os assuntos
a medida que forem necessarios para o entendimento do niicleo do trabalho; nés nao exploraremos
toda a estrutura matemaética do espaco de fase reduzido. Por isso, para mais detalhes, encaminhamos
o leitor as referéncias [7] e [4]. Além disso, o leitor ndo familiarizado com os conceitos de algebra de
Lie e representacdo coadjunta é encaminhado para o apéndice 1 na pagina [70}

Pelo teorema de E. Noether, se o sistema fisico admite um grupo adicional GG, ha mais primeiras
integrais (funcoes da variedade nos reais que nao variam no tempo). Todo difeomorfismo de G pa-
rametrizado por um numero age como fluxo de fase, e cada curva de nivel das primeiras integrais é
invariante por este fluxo. Os subgrupos de G que levam estas subvariedades invariantes nelas mesmas
nos permitem definir um quociente; explicitamente, estaremos interessados nesses subconjuntos moédulo
a acao deste subgrupo. Tal quociente é chamado de espaco de fase reduzido e possui uma estrutura
simplética natural nao degenerada.

3.3.1 Acao de Poisson de grupos de Lie.

Geralmente, dada uma variedade simplética (M,w) e um grupo de Lie G que age sobre ela gerando
difeomorfismos simpléticos, cada subgrupo de G, parametrizado por um nimero, age, localmente, como
um fluxo de fase hamiltoniano em M. A titulo de exemplo, se M for um fibrado cotangente, como no
caso do espaco de fase, todo difeomorfismo leva 1-formas em 1-formas. Assim, dado que temos uma
forma canonica «, que gera uma estrutura simplética (w = dar), a a¢do do grupo G em M ¢ simplética,
pois preserva « e, por consequéncia, w. O subgrupo ¢’ de G define um fluxo hamiltoniano em M com
funcdo hamiltoniana dada pela férmula,

(3.18) H(z) =« (jtgtm> .

Nos, simplesmente, generalizaremos a ideia ao assumir que, dado um grupo de Lie G agindo sim-
pleticamente sobre a variedade conexa M, ha para todo a na algebra de Lie de G um grupo de difeo-
morfismos simpléticos com um parametro que tem como fungdo hamiltoniana H,. Estes hamiltonianos
podem ser determinados de tal forma que sua dependéncia em a seja linealﬂ

Portanto, dada uma acao simplética de um grupo de Lie G e um hamiltoniano em M, construimos
um mapa linear da algebra de Lie de G na élgebra de Lie de fun¢oes hamiltonianas em M. A funcao
H, ) associada ao comutador de dois elementos na dlgebra ¢ igual ao parénteses de Poisson (Hy, Hp)
podendo, no maximo, diferir por uma constante:

(3.19) Hiay = (Hq, Hy) + C(a, b).

Cabe mencionar que a funcao C' estd relacionada com a existéncia de uma classe de cohomologia
de dimensao 2 da algebra de Lie de campos hamiltonianos globais. Na verdade, a acao simplética do
grupo G, para o qual fungoes hamiltonianas bem definidas existem, define uma cohomologia da algebra
de Lie G. Esta cohomologia mede o desvio ao escolhermos o comutador de dois elementos igual ao
parénteses de Poisson de suas func¢des hamiltonianas.

Definicao 3.1. A acao de um grupo de Lie conexo sobre uma variedade simplética é chamada de acao
Poisson se as fungbes hamiltonianas para os grupos com um parametro sao bem definidas e escolhidas
de forma que o hamiltoniano dependa linearmente do elementos da algebra. Mais ainda, exigimos

SRepare, pela equacdo (3.15), o hamiltoniano fica definido a menos de uma constante. Assim, ao especificarmos
constantes suficientes de forma a determinar a dependéncia em uma base da algebra de G, teremos especificado para
todas as fungoes hamiltonianas.
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H[a,b} = (HCU Hb)

O que, em outras palavras, significa que a fungdo hamiltoniana do comutador é igual a parénteses de
Poisson das fun¢oes hamiltonianas.

Para exemplificar a dar intui¢ao a nova defini¢do, consideremos o seguinte exemplo. Seja V uma
variedade diferenciavel e G um grupo de Lie que age em V como o grupo de difeomorfismos. Deixe
M = T*V ser o fibrado cotangente da variedade V com estrutura simplética usual w = da. As fungdes
hamiltonianas criadas a partir dos grupos com um parametro sao definidas exatamente como em .
Pela definicdo da 1-forma «, as fungoes hamiltonianas H, sdo lineares em p, ou seja, em todo espaco
cotangente. Portanto, o seu parénteses de Poisson ¢é linear. A fungao Hi,p — (H,, Hp) é também linear
em p. E dado que ela é constante, entdo s6 pode ser zero. Concluimos, entdo, que a agdo de um grupo
de difeomorfismos simpléticos sobre um espaco cotangente é Poisson.

Outro exemplo, talvez mais interesante, é quando V' é o espago euclidiano tridimensional e G é o
grupo de movimentos com dimensdo 6 (3 translacoes e 3 rotacoes). Uma base para a algebra de Lie
530 os seis grupos parametrizados por um ndmero real:

e as translag¢des com velocidade 1 ao longo das coordenadas qi,q2 € ¢3;

e as rotagdes com velocidade angular 1 ao redor das mesmas coordenadas.

Pela formula (3.15)) teremos as funcoes hamiltonianas correspondentes - em sua notagao usual - p1, p2, p3
e L1, Lo, Ly, com Ly = qops — q3p2, etc. Verifiquemos o termo L rapidamente. Dado x € T*V, em
coordenadas locais, podemos escrever a acao de uma rotacio em torno do eixo 1, g'x, como

1 0 0 0 O 0 P1
0 cos(t) —sin(t) 0 0 0 D2
' 0 sin(¢) cos(t) 0 O 0 D3
(3.20) gr—=| 0 0 1 0 0 o |
0 0 0 0 cos(t) —sin(t) q2
0 0 0 0 sin(t) cos(t) q3

0
—D3
d P2
(3.21) (dtg x) » — 0
—q3
a2
Por fim, ao aplicarmos a forma «, teremos
0
—D3
(3:22) 0O 0 0 p1 p2 p3) %2 = ¢2p3 — q3p2 = L1.
—4q3
qz

E o teorema nos diz que os parénteses de Poisson de cada par de dessas seis funcoes é igual a funcao
hamiltoniana correspondente ao comutador (parénteses de Poisson) dos grupos de um parédmetro.
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A acdo Poisson de um grupo G em uma variedade simplética M define um mapa

(3.23) P:M — g,

da variedade no espago dual da algebra de Lie do grupo G. A construcdo é como se segue; fixamos um
ponto x € M e consideramos a fun¢do na algebra de Lie que associa a cada elemento a € g o valor do
hamiltoniano H, em x:

(3.24) pz(a) = Ho(x).

Esse p, € uma funcdo linear em g e o leva em um numero real, portanto pertence a g*. Mais ainda,
estd associada ao elemento x da variedade M, o que torna conveniente escrever P(x) = p,. Seguindo

definicao usual na literatura[l3], nés chamamos o mapa P de momentum, que é sempre um vetor em
*

g

Vamos detalhar a construgdo no nosso exemplo padrdo. Seja V uma variedade, G um grupo de
Lie agindo em V como grupo de difeomorfismos, M = T*V o fibrado cotangente e H, a funcdo
hamiltoniana construida em de G em M. O mapa momentum P : M — g* é construido da
seguinte forma: defina ® : G — M, que nada mais é do que a acao dos elementos de G em um ponto
de M, algo como ®(g) = gx. A forma canoénica o em M induz uma 1-forma em G, ®*a. Sua restri¢ao
a0 espaco tangente ao redor da identidade de G define uma 1-forma na algebra de Lie. Entdo, para
cada ponto x € M, nés definimos uma funcdo linear na &4lgebra de Lie. Este mapa é o momento de
nossa agao PoissonEl

Teorema 3.1. Sobre o mapa momentum P, uma acao Poisson de um grupo de Lie é a agao coadjunta
de G no espacgo dual g* de sua algebra, de forma que o diagrama

M —2 s M

1, b

* 9 *

g —9
comuta.
O teorema nos encaminha direto para o resultado

Corolario 3.1. Se uma fungao hamiltoniana H : M — R é invariante sobre a agao Poisson de um
grupo G que age em M. Entao, o momentum é a primeira integral do sistema com hamiltoniano H.

Demonstracao do coroldrio. A derivada, na direcdo do fluxo de fase com func¢do hamiltoniana definida
em M, de cada componente do momentum é zero, porque é igual a derivada da funcdo H na direcao
do fluxo de fase correspondente ao subgrupo (de um parametro) em G. O

Demonstragio do teorema. O teorema afirma que a fungdo hamiltoniana H, gerada pelo grupo gt
¢ levada, pelo difeomorfismo g, a fungao hamiltoniana Hag,4, correspondente ao grupo ggﬁqg_l. E
suficiente mostrarmos que as derivadas das fungoes H,(g°z) e Haq,s,(v) sdo iguais para todo grupo
parametrizado por um nimero real g°.

A primeira dessas derivadas é (H,, Hy) avaliado no ponto z. A segunda é Hiq (). Como esta
acao é Poisson, o teorema estd provado. O

®Em particular, caso V seja o espaco euclidiano de trés dimensdes e G o seu grupo de rotacdes em torno do ponto 0.
Entao, os valores do momentum sao os vetores usuais de momento angular.
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Figura 6: Espaco de fase reduzido.

3.3.2 O espaco de fase reduzido.

Suponhamos que a acdo Poisson de algum grupo de Lie G em uma variedade simplética M seja dada.
Consideremos as curvas de nivel da fungdo momentum (a imagem inversa de algum ponto p € g* sobre
o mapa P). Representaremos esse conjunto pela letra M, ou seja,

(3.25) M, =P p), peg-

O conjunto M, serd uma variedade em nosso caso, porque o diferencial do mapa P em cada ponto
do conjunto M, mapeia o espaco tangente de M em todo o espaco tangente de g*, assim todo valor
em algum p é regular.

Em geral, o grupo G levaria M, em algum outro subconjunto de M. No entanto, o subgrupo
estacionario ao ponto p na representacao coadjuntaﬂ deixa M, invariante. Chamaremos este subgrupo
de Gp; e ele serda um grupo de Lie que age no conjunto de curvas de nivel M.

O espago de fase reduzido é o espaco fator de G, em M,,. Para que esse quociente faca sentido, sao
necessérias algumas hipéteses, por exemplo

e O conjunto M), precisa ser variedade. Isso significa que p ¢ um valor regular;
e O grupo Gy, é compacto;

e Os elementos do grupo G}, agem sobre M sem pontos fixos, ou seja, g € Gy, e * € M, nunca nos
dardo gz = x.

Se todas essas condicoes forem satisfeitas, podemos dar uma estrutura de variedade as orbitas de
G, em M. Uma carta, na vizinhanca de um ponto x € M, ¢é fornecida por qualquer érbita transversal
a Gpzx. A variedade resultante é chamada de espaco de fase reduzido do sistema com simetria. A cada
valor de momento p, o espaco reduzido sera denotado por F, (figura @ Essa variedade é a base da
fibracao 7 : M, — F}, com cada fibra difeomorfica a G.

H4 uma estrutura simplética no espaco de fase reduzido Fj,. Considere dois vetores £ e n tangentes
a F}, no ponto f. O ponto f ¢ uma das o6rbitas do grupo G, na variedade M,,. Seja x um ponto nessa
orbita. Os vetores £ e 1 tangentes em F, sao obtidos dos vetores & e 1/ tangentes a M, no ponto x
pela projecao m : M, — Fj.

70O subgrupo no qual g em G deixa Adgp = p.
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Definicao 3.2. O produto escalar antissimétrico de dois vetores & e 7, que sdo tangentes ao espaco de
fase reduzido no mesmo ponto, é o produto escalar antissimétrico dos vetores correspondentes £ e 7/,
tangentes a variedade simplética original M. Ou seja

& nlp = €]

Teorema 3.2. O produto escalar antissimétrico dos vetores & e n nao depende da escolha do ponto x
e nem de seus vetores correspondentes £ e n/. Mais ainda, ¢ uma estrutura simplética no espaco de
fase reduzido.

Demonstra¢do do teorema. Considere os subconjuntos do espago tangente de M no ponto x:
e T'(M,), o espago tangente a variedade de nivel M, e
e T(G,), o espago tangente a orbita do grupo G.
Lema 3.1. Estes dois espacos sao complementos ortogonais (veja paginadeﬁnigéo um do outro.

Devido a classe de equivaléncia, os vetores £ e 1/ sao definidos até a adigao de um vetor do plano
tangente a orbita do grupo Gp. Mas este plano tangente ¢ a interseccao dos planos de G, e M,
pelo teorema Consequentemente, a adigdo de um elemento de T'(Gpx) a ¢’ nado muda o produto
interno com qualquer vetor ' em T'M,, pois pelo lema eles sao ortogonais. Entao, mostramos a
independéncia em relagao a £ e /.

A quantidade [¢, 7], é independente devido a acdo simplética do grupo G em M juntamente com a
invariancia de M,,. Assim, definimos uma 2-forma diferencial em F), por

Qp(fﬂ?) = [5777]19'

Ela é ndo degenerada porque caso 2,(£,n) = 0 para todo n € T'F,, entdo o correspondente £ &
ortogonal a todos os vetores em T'M,,. Portanto, & est4 no complemento ortogonal de T'M, em TM.
E pelo lema[3.1] ¢ = 0.

A forma é fechada; verificaremos considerando um sistema de coordenadas em M, que intersecta a
orbita do grupo G), em apenas um ponto. A forma 2y ¢ representada, entdo, pela inducao da 2-forma
w definida em toda variedade M por meio de uma imersdo. Como w é fechada, entdo sua induzida
também o seré. O

Demonstra¢do do lema. Um vetor ( pertence ao complemento ortogonal de um vetor tangente ao
plano de uma 6rbita do grupo G se e somente se o produto escalar do ( com as velocidades do fluxo
de fase hamiltoniano do grupo G sao zero. No entanto, estes produtos internos (antissimétricos) sao
as derivadas das funcoes hamiltonianas na direcdo de (. Entdo, o vetor ( pertence ao complemento
ortogonal da Orbita de G se e somente se a derivada do momento na direcao de ¢ é igual a zero, ou
seja, se ¢ € T'M,. O

Vamos tentar entender todas essas construcdes em um exemplo. Seja M = R?" o espago euclidiano
de dimensdo 2n com coordenadas pg, i, ¢ a 2-forma w = > dpy A dgg. Seja G = St o circulo e sua
acao sobre M dada pelo hamiltoniano do oscilador harmoénico

(3.26) H=%Z(§+q,§).

A funcao hamiltoniana é, obviamente, invariante por G, pois dado =z € M, em coordenadas locais,
teremos

(3.27) ( Z > — exp(i0) ( Z >
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quando z for atuado por G. Segue da estrutura do produto interno em RQ"EL que é H, a invariancia.
Mais ainda, # € g = R, ou seja, temos g* = R. Isso torna H nossa funcao momentum, pois H : M — R.
Dado um ponto p € R, as curvas de nivel sdo dadas pela equacao

(3.28) Y mi+ai=E E€eR

Obtemos, assim, as curvas de nivel como superficies de energia constante, que definem uma esfera
S2n=1 E, por fim, o quociente ¢ $?"~1/S1 = CP" !, que & chamado de espaco projetivo complexo.

O ultimo teorema define uma estrutura simplética neste espago complexo, que é igual (até uma
constante multiplicativa) a forma do apéndice 1 na pégina

3.4 Teoria de campos.

Seja M uma variedade de dimensdo n chamada de espago-tempo afim. Quando n = 1, M é uma
variedade afim de tempo, o espago-tempo da mecanica classica. No caso geral, campos em M sdo
secoes suaves do fibrado 7w : £ — M, mas em uma teoria de calibre, o campo bésico é a conexao a
com grupo de calibre sendo um grupo de Lie G. Ao fixarmos um fibrado principal G por 7 : P — M,
entdo a torna-se uma sessao de certos espagcos fibrados. Denotemos F o conjunto dos campos ¢.

No geral, estaremos interessados em varios campos e entdo F = X E; é o produto de fibras. Cada
fibra carrega uma representacao do grupo de Lorentz, que determina o tipo de campo, no entanto sua
forma precisa depende do exemplo. Um campo p-forma é uma p-forma definida para cada ponto em M.
Por vicios de notagao, é comum chamar o campo p-forma de campo vetorial, assim como dizer campo
de calibre para a conexao. Estaremos interessados, também, em operadores locais, que denotaremos
normalmente por um subindice local.

Defini¢ao 3.3. Uma forma o € QP(F x M) ¢ dita local se para algum k, em qualquer ¢ € F, o
valor oo, &1, -+ ,&p) em x € M depende apenas de poténcias k de ¢,&1,- -+ ,&p, onde & & conjunto de
vetores tangentes em F em ¢.

Nossos operadores basicos serdo os operadores de de Rham em F x M. Assim, em nossa notacao, ¢ é
a derivada exterior em F, d a derivada exterior em formas de M, e D = § 4+ d o diferencial total;

e ¢ importante ressaltar que d e d comutam.

Simetrias de calibre locais agem nos campos: uma p-forma a é equivalente de calibre a forma a + de
para qualquer € que é p — 1-forma. Simetrias locais sdo sessoes das fibras do grupo de age sobre M.
Portanto, continuaremos a construcao da sessao passada e denotamos por Fo quociente do espaco F
de campos pela agdo de simetrias locais; em outras palavras, o espago de fase reduzido. Seguindo as
mesmas consideracoes, tratamos F como uma variedade, embora nem sempre seja verdade.

O ingrediente bésico em teoria de campos é a densidade lagrangiana

(3.29) LeQ) . (FxM);

a notagao indica que para cada ¢ em F teremos uma densidade L(¢) em M. Tipicamente, L(¢) é uma
funcdo local de ¢, porque, caso contrario, sua integral |’ 1 L(9) seria divergente. Mesmo restringindo
a campos que decaem rapidamente ao infinito, para que a integral entre duas hiper-superficies do tipo
espago convirja, a integracao no tempo diverge. Desta forma, a estrutura simplética que procuramos,
no espaco de extremos, seria nula. Entretanto, para uma deformacao com suporte compacto de ¢, e se
assumirmos L local, entdo 0 L(¢) ¢ a densidade com suporte compacto, que pode, entdo, ser integrada.
Diremos que ¢g é extremo se [ L = 0 para tal deformagao de ¢yp.

8Veja equacio (2.18).
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Seja M o espago de extremos. Estamos interessados em construir uma estrutura simplética {2 para
teorias com qualquer campo em M. Sejam X1 e Yo hiper-superficies do tipo-espaco e considere

39
(3.30) / L(9).

¥

que assumimos convergente. Se ¢g € extremo, entdo & [ L(¢) deve ser zero, mas para isso acontecer, o
suporte da deformagdo deve estar entre X; e 39, o que reflete a propagagdo com velocidade finita das
solucoes. Em tais condicOes, teremos a diferenca de termos de fronteira

p)
(3.31) 6/ L(¢) =Ty —T.
31
Nessa formula, I' ¢ uma 1-forma em F definida apenas sobre o espago de extremos M. Definimos a
2-forma canonica em M por

(3.32) Q =0T,

Note que, se a integral de L(¢) em todo M fizesse sentido, nossa constru¢ao nao existiria. O termo
I'y(¢) seria a derivada da integral de L(¢) do passado infinito até ¥a, o que nos daria 2 = 6T’y = 0.

Precisamos definir melhor o operador de de Rham em JF para construirmos a versao local de (.
Entendemos como um extremo da equagao [dL = 0, alguma deformagdo ¢y que a anula. Baseado
nisso, entenderemos § da seguinte maneira: considere uma familia de campos ¢[u| tais que ¢[0] = ¢
de tal forma que a densidade

(3.33) - /M L([u]) = 0

tenha suporte compacto. A condi¢do de extremo €, portanto, que a integral se anule para qualquer w.
Como vimos, campos sdo uma se¢ao do fibrado 7 : E — M, assim, para uma deformagio ¢[u] de ¢y,
a densidade em u = 0 depende apenas de campos d¢/du em E de tal forma que a sessao fica
definida por

(3.34) DL
M

para um DL avaliado como uma forma no fibrado dada a funcao £ = L + a.

Definicao 3.4. O espago M C F de solugoes classicas é o conjunto de ¢ tais que a restrigdo DL a
{¢} x M se anule:

(3.35) DL=6L+da=0, em M x M.

Referimo-nos a subvariedade M x M como camada de massa ou espaco de fase. Seu complemento em
F & dito fora da camada de massa. O quociente de M por transformacoes de calibre sera denotado
por M; assim como tratamos F, trataremos M como uma variedade.

No caso de teorias de calibre, mesmo que L e « sejam invariantes por transformagoes de calibre,
devemos esperar que « se anule na diregao das orbitas do grupo. O par (L, «) define uma teoria de
campo de forma que DL = §L + da = 0 é a camada de massa.
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3.4.1 Descri¢cao hamiltoniana de sistemas com campos.

Suponha que podemos separar o espago-tempo em M = R x N, para alguma variedade N. Veremos R
como tempo enquanto N serd o espaco. Uma estrutura de fibra pode ser dada a construcao £ — Rx N
por meio do levantamento das translagoes de N, ou matematicamente, por pull-backs de uma fibra de
N. Assim, faz sentido integrar a forma simplética local w para obter uma 2-forma fechada 2 no espaco
de fase M; obtemos

(3.36) 0= / w, w=oda.
{t}xN

Este a é a versdo local da 1-forma I's; em M ligada as superficies tipo espago . De fato, I's é a
integral de o em ¥. Temos, entdo, que derivar exteriormente em F nos da um analogo de 2: ela é a
integral sobre ¥ de w = da.. Essa integral é uma 2-forma em todo F e a chamamos de forma simplética
local em Qfoml (F x M). Quando restritos ao espago de solucoes classicas, temos

(3.37) w=DL em M x M,

e por consequéncia

(3.38) Dw=0 em M x M.

Nos atuamos com €) em vetores tangentes a M que decaiam suficientemente rapido no infinito. As
equagoes de movimento relativisticas requerem propagacao com velocidade finita das solugoes classicas,
o que possibilita o decaimento. O lado direito da equagao ¢ independente do tempo e a forma €2 é
fechada. A forma local w avaliada em duas regides diferentes do espaco-tempo, pelo teorema de Stokes,
tem sua acdo definida sobre uma hiper-superficie do tipo-espago; a independéncia no tempo garante
que o resultado da integral é o mesmo independentemente da hiper-superficie final. A construcao da
superficie estd na figura [7]

Nesta construgdo, uma simetria local é dada por um fibrado vetorial V em M de forma que para
cada se¢ao &, o vetor X¢ em F altera o lagrangiano por uma derivada total, ou seja, Lx, L = d)\gﬂ.
O exemplo basico é a algebra de calibre infinitesimal. Na presenca de tais simetrias, a 2-forma ) é
degenerada, o que significa dizer que X¢ esta no kernel de €. Da forma como tudo foi construido aqui,
isso pode ser visto porque o suporte de £ é pequeno, logo podemos escolher {t} fora dessa regiao de
forma que Q nio o veja. Assim, esperamos que exista  no quociente M de M por simetrias locais e
que Q seja simplética.

Procederemos a uma série de exemplos, nos quais construiremos a forma simplética para cada caso.
Em seguida, verificaremos sua independéncia no tempo, que é importante para a estrutura da dinamica
hamiltoniana.

Utilizavamos L para escrever a derivada de Lie, no entanto, para evitar confusio com o lagrangiano de um sistema,
mudamos nossa notagao para a letra L.

hiper-superficie w
w tipo-espacgo.

Figura 7: A integral da forma simplética em diferentes pontos do espago-tempo define, em sua fronteira,
uma hiper-superficie tipo-espago; o valor da integral, e por consequéncia da forma simplética €2, é
invariante com respeito a deformacdes desta superficie.
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3.4.2 Coordenadas no espaco-tempo de Minkowski.

Seja M uma variedade com dimensdo n afim. Com um sistema de coordenadas 2%, z',--- , 2" ! no

qual a métrica é

(3.39 n= ()~ (d')’ -~ (),

o operador de laplace em funcdes é

(3.40) O=dxd=g¢"0,0, = 0"0,,
no qual d,, = 9/0z" e x é a chamada operagao estrela de Hodge. Deste modo, para um funcao f temos
(3.41) dxdf =0f.

3.4.3 Campo escalar real.

O campo escalar real é um mapa ¢ : M — R. O lagrangiano que descreve sua dindmica para m > 0 é

1 2 2 .2\ m 1 m? 2 m
(3.42) L:§(|d¢>| —m¢)dm:§d¢A*d¢—7¢dx.

O diferencial de L ao longo do espago de campos ¢ é

(3.43) 0L = dép A xdp — m2pddd x = —6¢ A [d *xdo+m? ¢ oo d”x] +d (6 A xdo) .
Entao de (3.41) a equagdo de movimento é

(3.44) (O+m2) 6 =0

e a 1-forma canonica é

(3.45) o = 6¢ A *do.

A forma simplética local w = da € dada entdo por

(3.46) w = 8¢ A xdd¢.

3.4.4 Campos espinoriais.

Seja V o espago vetorial sobre o espago-tempo de Minkowski M. O grupo de Lorentz em quatro
dimensoes, quando complexificado, é localmente isomorfico a SL(2,C) x SL(2,C). Portanto, suas
representacoes sao classificadas por nimeros do tipo (m,n), com m e n inteiros ou semi-inteiros. Seja
S uma representacao real dos vetores em que SL(2,C) x SL(2,C) age. Podemos utilizar os mapas

(3.47a) v:STRST =V
(3.47D) 58508V

que satisfazem a 4lgebra

(3.48) {77} =2n.
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Seja {e,} e {f*} uma base para V e S respectivamente com seus duais {e*} e {f,} em V* e S*.
Definimos

(34:93) Y (fav fb) = ’ngeua
(3.49b) 7 (o) =30y,

para que a relacao (3.48) se torne

(3.50) Ol + 7 = 2gM 52

Denotaremos por ILS o espago vetorial criado a partir de S por elementos que satisfazem a algebra
de Grassmann. Um espinor - férmion de spin 1/2 - é um mapa ¢ : M — IIS dito de quiralidade
negativa e se transforma por (1/2,0). Com rela¢ao a base que definimos, podemos escrever

(3.51) (@) = o) [

Um espinor dual é definido de maneira analoga, ou seja, como um mapa A : M — ILS*. Da mesma
forma, um espinor de quiralidade positiva é um mapa ¢ : M — ILS que se transforma sobre (0,1/2).
Na base que definimos

(3.52) $(x) = gaf".

A notacao utilizada, indices com ponto e indices sem ponto, refere-se apenas sobre qual SL o dito
espinor se transforma.

Indices espinoriais serdo levantados a abaixados com o tensor totalmente antissimétrico e nor-
malizado €, e seu inverso € (que é definido por €®e,, = 0%). Esta construgdo nos permite criar
quantidades que preservam a estrutura SL(2), ou seja, invariantes de Lorentz. Dados dois espinores
A1 e A2, ambos de quiralidade negativa, podemos formar o invariante (A1, \2) = eab)\i‘/\g. Note que
(M, A2) = —(A2, A1). As mesmas consideragdes se aplicam para a quiralidade positiva.

Com este invariante, podemos escrever um termo de massa A\ymAa = m(A1, A2). J& o termo cinético
é construido com as func¢oes v, onde definimos

(3.53) MDAy =5 (A1, 9uA2) = AN, A2,
" a“ Kb

A equacgao ([3.53) nos d4 uma forma bilinear simétrica a menos de uma derivada total. O lagrangiano
livre é, entao,

(3.54) L= sz)w - ;wa] d"z.

A variacao de L é

(3.55) SL = depm} + %wzpéw — 5¢M¢} d"x
¢ Como
(3.56) YIS = A1), 0, 00 = —A10,ba Sy + AP0y (Yaldthy)
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temos entao

(3.57) 5L = o [Py — M| d"z — do

para a 1-forma canonica

(3.58) o= %a(w, 51b)ia, A"z

Seguimos com o procedimento para obter a versdo local da estrutura simplética, teremos

1. a . n
(3.59) w= 57" b (81hadihy) ig,d" .

A equacao de movimento serd

(3.60) D = M.

3.4.5 Eletromagnetismo classico.

Dado o espago de Minkowski M, escolhemos o grupo de calibre como o grupo multiplicativo R. O
campo de calibre a seria uma conexao no fibrado principal R com curvatura real F. No entanto,
escolhemos uma origem para este espaco afim de forma que trabalhos com o espaco de translacoes
associado a conexdo e o campo torna-se uma 1-forma real definida a menos da adi¢do de uma funcao
exata. A curvatura, por consequéncia, é uma 2-forma real. O produto interno serd definido por
(a,b) = ab, com ambos a e b reais.

O lagrangiano é

1 1
(3.61) L= —§<F AxF) = —1<FW, Fog)nton”Pd a,
no qual
1 u y
(3.62) F= §F’wdx A dx”.

A operagao estrela age na base das 1-forma como

(3.63) * (dzt A da¥) = n“"/nl’”,iau,iay, d"z,

o que nos da

1 ! !
(3.64) *F = S Eun™ 0™ i, i, d"x.

A 1-forma da pertence a F x M e §F = dda, pois 6 e d comutam. Logo, a variacao do lagrangiano é

(3.65) 0L = (dda AxF) = d{da A *F) — (da ANd x F)

com a forma candnica dada por

(3.66) a = (0a AxF) = (day, F,o)n"n"Pig,d" z.
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Entao, a equagao de movimento é

(3.67) dxF =0

e, portanto, as solugbes estdo associadas com a primeira classe de cohomologia de de Rham.

Recuperamos as formulas usuais do eletromagnetismo especificando o nimero de dimensoes n =4 e
separando o espaco-tempo em M = R x N, no qual N é uma variedade Riemanniana qualquer. Assim,
seja ¥ uma coordenada em R, temos

Definicao 3.5. O campo elétrico E associado a 1-forma a é também uma 1-forma em N, ou seja,

E c QY(N).

Enquanto o campo magnético é uma 2-forma em N,

B € Q*(N),

com

(3.68) F=B-dz°AE.

Os campos E e B podem depender do tempo, no entanto nenhum deles depende da forma da?, em
outra palavras,

(3.69) ig, 2 = 19,B = 0.
Seja xny o operador de Hodge na métrica positiva definida de N. Sua relacdo com x de R x N,

definido pela métrica da equacdo (3.39)), nos d4 para 2° = ct

1
(3.70) *F = =N E + cdt ANxyB
c

e o lagrangiano (3.61]) se torna

1 2 2 2 n

no qual as normas das func¢oes E e B sdo calculadas na métrica positiva de N. As equacdes de
movimento se tornam entao

(3.72a) dxy E =0,
E
(3.72b) Adxy B = *Naat'

Obtemos as equagoes de Maxwell para o vacuo juntando (3.72)) com a identidade de Bianchi dF = 0,
que desta forma fica

(3.73a) dB =0,
10B

73b dE = —=22,
(3.73b) o
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4 Um pouco de analise complexa.

Lidaremos com analise complexa no decorrer deste capitulo seguindo basicamente a referéncia [3].
Ressaltamos as consideracoes da introducdo: este capitulo é dedicado, também, entre outras coisas,
ao desenvolvimento da linguagem que utilizaremos ao tratar de twistors. Por isso ndo discutiremos
em toda extensdo os topicos abordados; sendo assim, algumas se¢oes podem parecer muito formais,
diretas, e vazias. No entanto, isto nao deve ser um problema, pois estamos interessados apenas na
linguagem.

Inicialmente, nosso principal objetivo é entender o que sao superficies de Riemann, porque estas su-
perficies irdo estabelecer a conexao principal entre espago-tempo de Minkowski e a geometria complexa.
Necessitamos, entao, entender variedades complexas, o que nos remete a recordarmos, um pouco, o
célculo no corpo dos complexos.

Seja C™ o corpo complexo de m dimensdes. Na secio 2.2, nos identificamos C™ = R?™ por
Zp = Tp + iyp,n = 1,--- ,m. Aqui, v e y sio coordenadas padrio em R?" e i estabelece o que
chamamos, por enquanto, de estrutura complexa sobre R™ pela a propriedade i2 = —1.

Essa construcao nos permite carregar a estrutura diferencial dos reais para C™ e assim definir
as nogoes bésicas de diferenciabilidade nos complexos. Suponha U é um subconjunto aberto de C.
Escreveremos E(U) para a algebra de todas fungées f : U — C que sao diferenciaveis infinitamente
com respeito as coordenadas x e y. Das derivadas parciais (0/0x) e (0/0y), nés consideramos os
diferenciais

0 o .0 ,
(41) % = %—Z%, dZ—dx—i—Zdy
juntamente com
0 0 0
4.2 — = — 4t z =dx —idy.
(4.2) 92 Oz —i—zay, dz = dz —idy

As condigbes de Cauchy-Riemann nos definem o espaco vetorial O(U) de fungoes holomorficas em U
como o kernel do mapa (9/0z) : E(U) — E(U),

of _

(4.3) o

0.

Em andlise complexa, uma funcao analitica (qualquer fungio que possa ser escrita como uma série de
poténcias convergente na vizinhanca de cada ponto de seu dominio) ¢ dado pela nog¢ao de holomorfismo.
De fato, como consequéncia de um importante teorema, a classe de funcbes analiticas complexas
coincide com a classe de func¢tes holomorficas. A existéncia de uma derivada complexa na vizinhanca
de algum ponto implica que qualquer fun¢do holomérfica é infinitamente diferenciavel e igual a sua
série de Taylor. Assim, a frase "holomérfica no ponto a" nao significa apenas diferencidvel em a, mas
também diferencidvel em qualquer lugar dentro da vinzinhanca de a no plano complexo.

Referimo-nos, também, a fungoes holomoérficas como fungoes regulares ou mapas conformes.

4.1 Superficies de Riemann.
4.1.1 Variedades complexas.

A nogdo de variedade real vem da generalizagdo de curva paramétrica. Mapeamos abertos de um
conjunto em abertos dos reais, pois estamos interessados nas nocoes de convergéncia que a topologia
nos tras. O conjunto C™, no entanto, possui uma estrutura adicional: a multiplicagdo por ¢, que se
traduz em holomorfismo quando se exige analiticidade de fun¢bes. Portanto, podemos definir variedades
complexas quase analogamente, apenas exigindo que difeomorfismos sejam holomorfismos.
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Definicao 4.1. Seja M uma variedade de dimensao par. Um sistema de coordenadas complexo para
um aberto U C M é um homeomorfismo ¢ : U — V', no qual V é um aberto em C. Dois sistemas de
coordenadas definidos nos abertos U; e Us sdao ditos holomorficamente compativeis se

o1 61 (U[\U2) = 6 (11 02)

for holomérfico. A construcdo esta esquematizada na figura abaixo.

Figura 8: Condigao de compatibilidade entre coordendas.

Um atlas complexo em M sao varios sistemas de coordenadas holomorficamente compativeis, U =
{¢i : Ui — Vi}, que cobrem M, M = J,U. Dois atlas, U e U’, sdo analiticamente equivalentes se todo
sistema de coordenadas em U é holomorficamente compativel com todo sistema de coordenadas em ’.

Como exemplo, considere o conjunto C™ definido pelo atlas (U, 1,U) para todo U C C™ aberto. Na
realidade, nossa definicao apenas introduz o corpo C™ como a noc¢ao de localidade em um espaco topo-
légico M. Refinamos esta nogdo ao perceber que qualquer restricdo entre abertos é holomorficamente
compativel.

Definimos uma relacdo de equivaléncia na condic¢ao de equivaléncia analitica, pois a composicao
de funcoes holomoérficas é também holomoérfica. Repare bem que diante destas consideracoes, a com-
patibilidade holomérfica é o que carrega toda a informagao sobre a estrutura complexa da variedade.
Sendo assim,

Definicao 4.2. Uma estrutura complexa em M, denotada por X, é a classe de equivaléncia entre dois
atlas analiticamente equivalentes.

Em geral, dadas duas variedades complexas My e Mo, a funcao f : M7 — My é chamada de
holomorfica se para qualquer sistema de coordenadas (Uy, ¢1, V1) em My e (Us, ¢2, Vo) em My, a
expressao local de f, ¢go 0 f o gbl_l, é holomoérfica. Segue que My e My serdo equivalentes se a inversa
de f for também holomoérfica.

Como caso especial, podemos ver que, se Ms = C™ e M; for igual a M de dimensao m, a fun¢ao
f: M — C é holomorfica em W C M se e somente se para qualquer sistema de coordenadas (U, ¢, V')
sua expressdo local fo¢~! ¢ holomérfica em W (U, de forma que retomamos as condi¢oes de Cauchy-

Riemann (¢.3)).

4.1.2 Construcgao e propriedades.

Definidos os pontos iniciais, podemos construir superficies de Riemann. Basicamente, estamos interes-
sados em superficies que sejam continuamente suaves - dados dois pontos, eles possam ser conectados
por uma trajetoria definida sobre a superficie. Isto significa que, localmente, queremos, de novo, um
aberto no plano complexo. No entanto, em uma variedade, dada definicao .1} qualquer ponto em
M possui muitos sistemas de coordenadas diferentes, e nenhum é preferencialmente melhor do que o
outro; sendo assim, conseguiremos trazer as nogoes complexas aos planos somente quando eles forem
invariantes pela escolha de um particular sistema coordenadas; mais precisamente, invariantes por
holomorfismos.
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Defini¢ao 4.3. Uma superficie de Riemann é o par (M, ), no qual M é uma variedade conexa e 3 é
uma estrutura complexa em M.

Comumente nos referimos a uma superficie de Riemann apenas por M quando as estruturas com-
plexas estiverem suficientemente claras pelo contexto. Note que pelas consideracoes anteriores, se M
é uma superficie de Riemann, sempre utilizaremos um sistema de coordenadas complexo, no qual a
estrutura complexa fica definida para todos os atlas compativeis entre si.

Exemplificaremos a definigdo de duas maneiras construindo dominios e a esfera de Riemann. Esta-
remos particularmente interessados nestes casos porque dominios constituem o local onde funcées sao
avaliadas, e n6s trabalharemos exaustivamente com funcoes sobre a esfera.

e Dominios. Suponha que M é uma superficie de Riemann e X C M um dominio: conjunto aberto
conexo. Entdo, X tem uma estrutura complexa natural que o torna uma superficie de Riemann
também. Explicitamente, tomamos um sistema de coordendas ¢ : U — V em M, onde U C X.
Em particular, qualquer aberto em C é uma superficie de Riemann.

e A esfera de Riemann P'. Seja P! = C|J{oo}, no qual o simbolo oo nio esta contido em C.
Introduza uma topologia em P!, na qual os abertos serdio os mesmos abertos U C C juntamente
com conjuntos da forma V' (J{oc}, nos quais V é o complementar de um conjunto compacto
K c C. Com esta topologia, P! ¢ homeomoérfico a esfera S?. Ponha

Uy =PY\{c0} =C

com

U = P1\{0} = C* | J{oo}

e defina os mapas ¢; : U; — C, ¢ = 1,2, como segue: ¢1 é a identidade e

1 *
_J ; nparaze C
$2(2) { 0 para z = 0.

Estas funcoes sio homeomorfismos, entdo P! ¢ uma variedade de dimensdo 2. Mais ainda, como
U, e Uy sdo conexas e com interseccdo ndo nula, P! também sera conexa.

A estrutura complexa em P! & definida pelo atlas das funcoes ¢; : U; — C, i = 1,2. Resta-nos
mostrar que dois sistemas de coordendas sao holomorficamente compativeis, mas

¢1 <U1 ﬂU2> = 02 <U1ﬂU2) =C*

1
ppody ! :C* = C*, 2+ —.
z

No que segue, queremos ganhar intui¢ao sobre as superficies de Riemann, ou seja, queremos saber
como funcdes se comportam quando definidas sobre elas. J4 entendemos o que sdo dominios em tais
espagos. Agora, tentaremos entender os requerimentos e as estruturas impostas sobre funcées.

Definicao 4.4. Suponha que X e Y sao superficies de Riemann. Uma func¢ao continua f: X — Y é
chamada de holomoérfica, se para todo o par de coordenadas 1 : Uy — Vi em X e o : Uy — Voem Y
com f(Uy) C Us, 0 mapa

oo fopt 1 Vi = Vh
é holomorfico no sentido usual. O conjunto de todas as fungbes holomoérficas em X serd denotado por

O(X).
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Uma funcdo f : X — Y é chamada de biholomoérfica se ela é bijetiva e ambas f e sua inversa
f~! sdo holomérficas. Duas superficies de Riemann sio chamadas de isomérficas se exite uma mapa
biholomérfico entre elas.

e No caso especial Y = C, fungoes holomérficas f : X — C sdo definidas como na introducao pela

equacdio ({3);

e Se X, Y, e Z sdo superficies de Riemanne f: X - Y eg:Y — Z sao funcoes holomorficas,
entdo a composicao go f : X — Z é também holomorfica;

e Uma funcao continua f : X — Y entre duas superficies de Riemann é holomoérfica se para todo
aberto V C Y e toda funcdo holomérfica ¢ € O(V) os pull-back’s 1o f : f~1(V) — C estdo
contidos em O(f~1(V)).

Vimos das consideragoes que um mapa holomoérfico f: X — Y induz o pull-back

fr0WV) = O(f V), fr@)=dvof.

A soma e o produto de funcoes holomérficas sao também holomoérficas. Fungbes constantes sao holo-
morficas, o que faz de O(X) uma algebra sobre C.

Algumas vezes, uma func¢ao holomoérfica pode ter uma singularidade: um ponto onde a fun¢ao nao
estd definida. Por exemplo, considere a funcao

Ela possui uma singularidade em z = 0. Por outro lado, f é holomoérfica; isto significa que é regular
em uma vizinhanca ao redor do ponto z = 0. Algo que aparece com bastante clareza quando olhamos
para a sua série de Taylor:

0 k 2k+1 0 k 2k 2 4 6
o) = & Z% 22&21_1+i_1+....
2 \iZ (2k + 1)! prd (2k + 1)! 3t 57!
Repare, no entanto, que da forma como escrevemos f, esta série nao deve fazer sentido para z = 0.
Porém, claramente, ela nos dd um valor tnico e bem definido. Sendo assim, f poderia ser reescrita
de forma que f(0) fosse igual a 1. Em singularidades nas quais a fun¢ao se comporta analiticamente
em torno de uma vizinhanca é sempre possivel fazer este procedimento, pelo menos no corpo C™. O
proximo teorema generaliza esta ideia a superficies de Riemann.

Teorema 4.1 (Teorema das singularidades removiveis de Riemann). Seja U um conjunto aberto de
uma superficie de Riemann e deixe a € U. Suponha que a funcao f € O(U\{a}) é limitada em alguma
vizinhanca de a. Entao, f pode ser extendida unicamente para uma funcao f € O(U).

Demonstragao. Seja h : U — C no sistema de coordenadas (U, z) definida por

0 quando z = a

h(z) = { (z —a)?f(z) quando z € U\{a}.
Entao, nés temos
;i_rg h(zz)::z(a) = ;I_I)ICIL(Z —a)f(z) =0,

pois f ¢ uma funcao limitada em torno de uma vizinhanca de a. Segue, entao, que h'(a) = h(a) =0 e
h € O(U). Podemos escrever

(e}

h(z) = Z cn(z—a)"

n=2

para algum z no disco com centro em a. Por fim, definimos f(a) = ¢a e teremos
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f(z) =) curalz —a)"
n=0

novamente para algum z que pertence ao disco com centro em a. Assim, f € O(U). O

A prova repete o mesmo argumento utilizado em anélise complexa. Entretanto, lembremos que, em
nosso exemplo anterior, uma funcao limitada com singularidades foi estendida de maneira tnica em
todo o dominio. Na prova, porém, ndo garantimos unicidade em momento algum. Na realidade, em
analise complexa, a unicidade vem do teorema de identidade para funcoes holomérficas. Este mesmo
teorema foi mencionado na introducdo deste capitulo quando relacionamos a noc¢do de holomorfismo
com analiticidade.

De fato, fungoes holomérficas no plano complexo sdo localmente rigidas: se coincidem em algum
aberto conexo, devem coincidir em todo o plano. Quando em contraste com funcoes reais, este resultado
determina que diferenciabilidade nos complexos é um conceito muito mais rigido. Mais ainda, isto nos
garantird que fungoes analiticas em superficies de Riemann ficam totalmente determinadas se tém seu
valor especificado em qualquer subdominio.

Teorema 4.2 (Teorema de identidade). Suponha que X e Y sao superficies de Riemann e fi, fo : X —
Y sdo duas fungoes holomorficas que coincidem no conjunto A C X tendo um ponto limite a € A.
Entao, f1 e fo sdo idénticas.

Demonstracido. Seja G o conjunto de todos os pontos x € X que tem vizinhanca aberta W tal que as
restrigoes fi|lw = fa|w. Por definicdo G é aberto. Mostraremos que G também é fechado. Suponha que
b & um ponto de fronteira de G. Entao f1(b) = f2(b) pois f1 e f2 sdo continuas. Escolha coordenadas
p:U—=VemXetp:U =V emY combeUe f;(U) CU'. As fungoes

gi=vofiodp V-V cC

sao holomorficas. Como UNG # {0}, o teorema de identidade para funcoes holomérficas em C implica
g1 € g2 sdo identicamente iguais. Portanto fi|y = f2|y. Entdo b € G e G é fechado. Agora, como X é
conexa, ou G = {0} ou G = X. No entanto, o primeiro caso esta excluido pois a € G pelo teorema da
identidade no plano novamente. Assim, f1 e fo coincidem em todo X. O

Conseguimos, entao, catalogar fungoes holomérficas. Temos uma ideia de que, diferentemente do
que acontece em reais, fungoes holomorficas sao suficientemente rigidas nas suas singularidades isoladas.
Todavia, no caso mais geral a singularidade de uma fun¢do pode nao ser removivel. Considerando
o teorema de Riemann, podemos perguntar se existem singularidades de tal forma que lim,_,,(z —
a)™*!f(2) = 0 para algum m natural. Se existir, este ponto ¢ chamado de polo da funcio f de ordem
m. Generalizamos o raciocinio ao definir, entao, singularidades removiveis como polos de ordem 0.

Teorema 4.3 (Comportamento local de mapas holomoérficos). Suponha que X e Y sdo superficies de
Riemann e f : X — Y é um mapa holomoérfico nao constante. Suponha a € X e b = f(a). Entao existe
um inteiro k > 1 e coordendas ¢ : U — V em X e : U' — V' em Y com as seguintes propriedades:

e acU,¢(a)=0; belU ¥b)=0.
e f(U)CU.
e Omapa F=4o fo¢~t:V = V'édado por F(z) = 2¥ para todo z € V.

Demonstra¢do. Primeiro, notamos que existem sistemas de coordenadas ¢ : Uy — Vi em X e ¢ :
U' — V' em Y tal que as duas primeiras propriedades listadas acima sao satisfeitas se modificarmos
(U, ¢) por (U1, ¢1). Agora, do teorema de identidade, a funcao

fi=gofos' Vi =V CC

¢ nao constante. Como f(0) = 0, existe k¥ > 1 tal que fi(z) = 2¥g(z), no qual g é uma funcio
holomorfica em Vi com ¢g(0) # 0. Assim, existe uma vizinhanca de 0 e uma func¢do holomorfica h nesta
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vizinhanca tal que h* = g. A correspondéncia z — zh(z) define um mapa biholomoérfico o : Vo — V
de um conjunto aberto Vo C Vi de zero na vizinhanca aberta V' de zero. Seja U = qbl_l(Vg) e substitua
o sistema de coordenadas ¢ : Uy — Vi por ¢ : U — V onde ¢ = a o ¢1. Entdo, por construgdo, o
mapa F =1 o f o ¢! satisfaz F(2) = 2k O

Teorema 4.4. Suponha que X e Y sio superficies de Riemann. Seja X compactoe f: X — Y um
mapa holomérfico ndo constante. Entao Y é compacto e f é sobrejetiva.

Demonstragio. Temos que f(X) é aberto, pois, pelo teorema se U é uma vizinhancga do ponto
a € X entdo f(U) estd na vizinhanga do ponto f(a), o que implica f aberto. Mais ainda, como X é
compacto, f(X) é compacta e portanto fechada. Mas, os tinicos subconjuntos de um espago topolégico
conexo que sdo ao mesmo tempo fechados e abertos sdo o conjunto vazio e o proprio espago, segue
f(X) =Y. Entao, f é sobrejetiva e Y compacto. O

Corolario 4.1. Toda func¢ao holomoérfica em C sobre uma superficie de Riemann compacta é constante.

Demonstragio. A superficie de Riemann é compacta, no entanto C néo ¢; assim, do teorema [£.4] o
corolario esta provado. O
4.2 Fibrados vetoriais.

Um fibrado vetorial complexo de dimensao m é uma sobreje¢do continua 7 : £ — X entre dois espagos
topolégicos E e X que satisfaz as seguintes condigoes:

e Para cada z € X, 7 !(x) tem a estrutura de um espaco vetorial complexo de dimensdo m.
Também diremos que o fibrado vetorial possui rank m;

e Requerimento de trivialidade local El Cada ponto z € X tem uma vizinhanga U de forma
que 71 (U) é homeomoérfica a U x C™.

Definicao 4.5. Um fibrado vetorial de rank m é chamado de trivial se existe um trivializacao linear
global h: B — X x C™.

Um fibrado vetorial é sempre localmente trivial. Em termos de consideragdes locais ndo temos nada
muito aparentemente diferente. No entanto, a questao de trivialidade global nem sempre é verdade.

Definicao 4.6. Um fibrado linha é um fibrado vetorial de rank um.

As funcgoes de transi¢do g;j, que definem o grupo de estrutura do fibrado vetorial, sdo dadas por
GL(n,C") para dois abertos U; e U; de uma superficie de Riemann X: o grupo de matrizes n x n com
coeficientes em C".

Definicao 4.7. Suponha que X é uma superficie de Riemann, F — X wum fibrado vetorial de rank n
sobre X. O conjunto

L{:{hZE—>UZ><<C”,z€I}
é um atlas de E. Este atlas é dito holomorfico se as funcoes de transicdo associadas
Gij * U, N Uj — GL(n,(C)
sao holomoérficas.

Dois atlas U e U’ de E sao holomorfismos compativeis se U UU’ ¢ outro atlas holomorfico. Cla-
ramente se nota que esta relacdo é uma relacdo de equivaléncia. A classe de equivaléncia de atlas
holomorficamente compativeis é chamada de estrutura linear holomoérfica.

10Para mais detalhes, consulte o apéndice 2 na pagina

46



Definicao 4.8. Suponha um fibrado vetorial 7 : E — X e seja U um aberto em X. Uma se¢do de F
sobre U é um mapa continuo f: U — E com 7o f =idy.

A condicao 7o f = idy diz que f associa, para cada x € U, um elemento f(x) € FE,. Se
h; : E — U; x C™ & uma trivializagdo local de F, entdo podemos associar a secao f uma funcdo tnica
continua f; : U; N U — C" de tal forma que

hi (f(z)) = (z, f(z)) para todo z € U;[ |U.

A funcdo f; é chamada de representacdo de f com respeito a trivializacdo h;. A funcdo f é dita
holomorfica se sua representacao f; ¢ um mapa holomérﬁcolﬂ A definicao de holomorfismo nao depende
da escolha do atlas. O conjunto se todas as secoes holomoérficas de E sobre U é um espaco vetorial
naturalmente, que denotaremos por Og(U).

ye-se que devemos interpretar f; como um conjunto de n coordenadas de funcdes holomoérficas.
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5 Twistors

5.1 A esfera de Riemann.

Na descricao de twistors, o espaco-tempo é construido secundariamente sendo entendido como derivado
de uma maneira nao local de algo mais primitivo - twistors. Em primeira aproximacao, twistors sao
linhas de luz; um ponto no espaco-tempo é identificado com uma familia de raios de luz que passa por
ele. Cada um destes raios é dito incidente ao ponto.

A familia de raios possui topologia de uma esfera de Riemann com dimensdo 2; pode ser identi-
ficada como a esfera celestial de um observador no ponto: para um observador na Terra, as estrelas
parecem residir na esfera que consideramos a esfera unitaria S2. A cada estrela no céu é associado um
ponto particular na esfera. Para o caso de dois observadores, que tem velocidade relativa alta, cada
qual descrevia a esfera do outro de maneira diferente devido ao fenémeno de aberragdo estelar; em
relatividade, estes deslocamentos se tornam um mapa da esfera nela mesma, onde circulos sdo levados
em circulos e angulos sao preservados [5]. Cada raio de luz é entendido como um ponto na esfera e o
grupo de Lorentz age sobre estes raios como o grupo de transformacgoes conformes na esfera celeste.

Se pensamos em tal esfera como uma esfera de Riemann, representando os nimeros complexos
juntamente com o infinito tal como construido no capitulo anterior, entdo estes mapas conformes se
tornam transformacoes bilineares de nimeros complexos, conhecidos como transformagoes de Mobius.

5.2 Momentum e momento angular.

J4 mencionamos na segdo de teoria de campos que existe um isomorfismo local entre o grupo de Lorentz
em quatro dimensoes e o grupo SL(2,C) x SL(2,C). Representando as componentes de um tensor u#
em matrizes

w_ (,0 1 2 3 .
(5.1) wh= () = s s 0 g

noés encontramos que as componentes de v quando atuadas sobre uma transformacgdo do grupo de
Lorentz restrito L podem ser expressas por

1 <u0+u1 u2+iu3> a0

(5.2) u¥ s (SL)bu (ST)"

onde SL € SL(2,C). Indices com ponto e sem ponto devem ser tratados como, essencialmente,
diferentes quanto a permutacoes e contracdes, no entanto eles estdo relacionados um ao outro por
conjugacao complexa, que converte um indice com ponto em um fndice sem ponto.

Para fins préticos, a correspondéncia nos mostra como relacionar um tensor com um espinor de
uma maneira padrao. Porém, nao ha nada especial nesta correspondéncia particular. A caracteristica
especial é que cada indice abstrato de tensor (em quatro dimensoes) é igual ao par de indices espinoriais,
um com ponto e outro sem ponto. Vimos na se¢do 3.4.4 como modificar a arrumar os indices nesta
nova notacao.

Em dinamica relativistica, todo sistema possui um momentum total p* e momento angular M*",
que nos permitem definir um vetor de spin

1 14 loa
(5.3) Sy = — 5 Cuvpal MPe.

Sobre uma mudanga de coordenadas da origem O para origem O, noés temos pt — pt e MM s
M+ — 2glhp¥l no qual 2 é o vetor deslocamento OO. Segue destas consideracoes que

S, =5,
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quando tratamos o caso sem massa p*p, = 0, o que, na nova origem, descreve um movimento com

(54) ﬁuM,uu —0.

A equacao (5.4) s6 tem solugao se

(5~5) Mm/pV = —pu(po‘xa),

0 que, por sua vez, implica

(5.6) MMp, o p' & pH M, =0 & plt M p, =0 = p,S, =0.

Sendo assim

(5.7) Se = Spo

para alguma constante s, que chamaremos de helicidade. Assim, nossas representacoes irredutiveis
serdo rotuladas pelo niamero s.

Nossa consideracao estd toda baseada em campos sem massa; sendo assim, revemos vetores com-
plexos de norma nula u*u, = 0, cuja forma espinorial &

aa a¢a

ut = L7,
pois a matriz de componentes u®* tem rank menor que 1, visto que detp®®, e u” é real. Note que
§%a = 0 devido a agao dos €4, 0 que implica u#u, = 0. Escolhemos os sinais de acordo com as

direcoes de passado e futuro, + para futuro e — para passado. Ao vetor nulo p* corresponde o espinor
Mg

(58) Dp = TaTg-

Note que ele fica determinado a menos de uma fase m; — €7, pois ela preserva puMH”. J& o tensor
antissimétrico M* é representado pelo espinor u?,

(5.9) M ey ety eobpid,

A equacgao (5.7) toma a forma

(5.10) de = —iﬁdﬂ'dﬁad + iﬁa,u,adﬂ'd = STqT .

d

Agora, uma vez que contraimos com 7 encontramos T = 0, o que implica
’ ab )

(5.11) [ab = iW(oTp)

para algum w®. Como qualquer espinor de dois indices simétrico é o produto exterior simetrizado de
dois espinores, nés somente obtemos que um dos fatores em g € T,. Portanto

(5.12) Meabb — jlag,b) b _ jr(agsh) eab

Assim, podemos caracterizar o par (p,, M*) por dois espinores (w®, 7). Esta caracterizacdo nao é
dnica, pois podemos modificar w e m por uma fase. Na realidade, este par é a representacdo do chamado
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twistor Z4. Nos nao definimos Z4 como twistor, porque os espinores que o representam mudam sobre
uma transformacdo de coordenadas, enquanto Z4 ¢, supostamente, feito para permanecer inalterado.

Em geral, twistors possuem dois estagios de representagdo. O primeiro, em termos de um par de
espinores tal como acima, é especificado por uma dada origem e escolha de escala conforme; os indices
de espinor devem ser encarados como rotulos abstratos. A segunda é em termos das coordenadas
destes espinores com respeito ao seu referencial. Se Z4 é representado por (w? ), entdo nos temos
as componentes

(5.13) Z4 (wo,wl,ﬂ'o,ﬂ'i) .

Definimos o twistor conjugado Z, por

(5.14) Zars (ﬁo,fl,wo,wi) .

Assim abstratamente

(5.15) ZA7 A = W', + Tt = 2s

por . Note que a forma hermitiana utilizada sobre o twistor Z4 em tem assinatura (++——)
e, portanto, tanto helicidades positivas quanto helicidades negativas sdo possiveis.

Quando s = 0 o twistor é dito nulo e representa uma linha de mundo nula - raios de luz. Quando
s # 0, o twistor representa uma particula com spin intrinseco e, em certo sentido, isto significa que a
linha de mundo deixa de estar localizada no espaco-tempo de Minkowski.

5.3 Twistors: relacao com o espacgo-tempo de Minkowski.

Podemos ver que o conjunto de pontos do espago-tempo que ¢ incidente com um twistor nulo (para o
qual Z2 e Z3 sdo ambos zero) constituem uma linha reta nula (raio de luz). Mais ainda, qualquer raio
de luz em M surge desta maneira. Um twistor com Z4Z 4 = 0 que representa uma reta real nula é,
também, a linha de mundo de uma particula com spin zero. Se s # 0 nao ha tal linha real, mas ha, em
certo sentido, uma linha complexa. Claramente quando s = 0, Z4 e AZ* representam a mesma linha,
de forma que o espaco de twistors mais geometricamente geral é dado pelas classes de equivaléncia N,

(5.16) PN ={{\ZAN#0, e C}| 2474 =0,2" # 0},

que representam o conjunto de linhas nulas no espago-tempo M. Consideraremos, portanto, o espaco
de classes de equivaléncia de twistors, definidos assim como PN, mas sem o requerimento s = 0. Este
& 0 espaco projetivo complexo CP?, que possui trés dimensées complexas e seis dimensoes reais. Nao é
apenas a complexificacdo de PN, que teria dez dimensoes reais. Os pontos de CP? sdo definidos pelas
razoes

(5.17) VARYARY ARYAS

Entretanto, é comum referir-se como ao espaco de twistors T o espaco complexo de dimensao 4, com
coordenadas dadas por (Z°, Z1, Z2, Z3). Entdo, um elemento de PT - um twistor projetivo - representa
uma familia de twistors proporcional a um twistor nao zero Z. Segue que PT é identificado com CP?.
O espago T—{0}, no qual 0 é a origem de T, é um fibrado com fibra C* sobre PTB O subespaco de T
que consiste de twistors nulos é uma regiao com dimensao 7, N, que é o kernel da forma hermitiana com

12C* ¢ a notagdo que representa o grupo multiplicativo C — {0}.
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Spin

Esfera de Riemann.»

Figura 9: A teoria de twistors fornece uma visao alternativa ao espaco-tempo, onde raios de luz inteiros
sao representados como pontos.

assinatura (+ 4+ ——). Sua versdo projetiva, PN é uma variedade de dimensao 5 que sera identificada
com os raios de luz em

O espaco twistor ou espaco projetivo twistor é tido como mais primitivo que o espaco-tempo M. As
nogoes geométricas usuais e intuicoes fisicas sdo traduzidas de M para T. Vimos ao qué corresponde
um ponto em M: uma familia de raios de luz que passa pelo ponto. Isto nos di um local em PN,
que é topologicamente uma esfera, S?. De fato, afirmamos na primeira secio deste capitulo que esta
correspondéncia tem uma estrutura natural de esfera. Isto & visto da relacao ; nés encontramos
um par de equacdes homogeéneas lineares nas coordenadas (Z°, Z1, Z2, Z3) que representam a condicio
de incidéncia em um ponto do espago-tempo pelo twistor Z. Seja R tal ponto. Pela relagao ,
podemos reescrever na forma

o (5)-505 ) (%)

de onde vemos que para t,z,y e z fixos, o ponto R define uma superficie de dimensao 2 contida em
T, que estd inteiramente dentro de N. Em termos de PT, isto nos da uma linha projetiva, contida
inteiramente em PIN. Uma linha projetiva complexa é de fato uma esfera de Riemann como provamos
no capitulo passado.

Noés temos agora um dicionario relacionando o espaco-tempo de Minkowski, M, como o espago
projetivo twistor. Um ponto R € M corresponde a uma linha R € PN. Um raio de luz Z € M
corresponde ao ponto Z € PNE como pode ser visto na figura

Por completeza, mostremos como a relagao implica . Podemos definir um ponto em M
pela interseccao de linhas nulas. Suponha que estas linhas sdo descritas por twistors Z4 — (w?,7g),
WA — (€%, ma), entao as linhas se encontram se existir uma solugdo comum a

(5.19) wh = ip®ma; £ = ip™ s
Formalmente, isto é
i

(5.20) pi = — ; (wn® — &om%).
™n

13Se quisermos ser coerentes na interpretacio de raios de luz, o espaco-tempo M deve ser entendido como a versio
compactada do espago-tempo de Minkowski, ou seja, queremos complexificar M para identifici-lo com a esfera de
Riemann.

Como pensamos no espaco-tempo compactado, ha raios de luz adicionais; estes raios correspondem a pontos no
infinito.
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No entanto, a linha correspondente nao precisa ser real, o que significa que p** ndo precisa ser hermi-
tiano. Se as linhas se encontrarem, ou seja, impusermos p* real, entao

(5.21) Nw® = iﬁapadwa = iﬁaﬁmﬂ'a = —gaﬂ'a.

O que se traduz na equagao

(5.22) ZAW 4 = 0.

Portanto, as condigOes necessérias para dois twistors representarem linhas reais que se intersectam sao

(5.23) WAW A =0; ZAZ4=0; ZAW4 =0.

Mais geral ainda, se as condicbes acima forem satisfeitas, podemos trocar tanto W4 quanto Z4 por

(5.24) XA = pzA 4+ w4

para quaisquer ntmeros complexos pu, A. Logo, a linha X encontra cada linha W e Z e pertence ao
cone nulo que atravessa o ponto P com vetor posicdo p*. Esse cone nulo pode ser utilizado para
representar P. O conjunto de combinacoes lineares uX4 + A\W4 em N caracteriza P de forma que a
linha complexa P que une dois pontos Z e Y tem topologia de S?. Podemos, entdo, representar P por
um bi-twistor

a¢b _ ¢a, b a,. _ ¢ca.. . _1l.ab, ,cc ;oa
(525) PAB _ ZAWB . WBZA — < w fb § wb w nb ‘5 U ) — 71,(1?761 < 7€ pch /Lpb )
o’ — Naw’ Tl — N4, —pg €ab

onde p* = p® & o vetor posi¢do do ponto P. Sendo assim, pontos em M correspondem (a menos de
uma constante de proporcionalidade) a twistors de dois indices antissimétricos,

(5.26) PAB _ p[AB}; plABpCID _ 5

De fato, a parte imaginéria de p* é tipo-espago, tipo-tempo, ou nula respectivamente dependendo
da maneira como P intersecta N em um conjunto de uma dimensao real, em um ponto, ou em lugar
algum. Se nula ou tipo-tempo, a parte imaginiria de p* aponta para o futuro ou passado se P esti
contido em CP3~ [ JN ou CP3" [ JN.

5.4 Campos.

5.4.1 Abordagem de Penrose: campos no espaco de twistors.

A questao que fica é como campos em M sdo representados em twistors. Campos podem sao quan-

tidades ¢,(P,e?, fb), nas quais » = 0,1,---,n; e, f° sio pares de uma base espinorial no ponto
P,
(5.27) Or = Gapeae el fe - fl.

Os espinores e, e fp definem twistors nulos que passam por P, respectivamente Uy e Vp,

(5.28) Ua — (eq, —ip™*eq)
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(5.29) VB = (fo, —ipbbfb>-

Desta forma temos as quantidades ¢, (U, V) = ¢, (P, e, f°). Se Us e Vp sdo restritos a twistors nulos
com interseccdo real, ¢, representa um campo com massa zero em M. Tal campo pode ser definido em
um conjunto de trés pardmetros iniciais e dai estendido para o resto do espaco por meio das equagodes
de movimento. Em termos de twistors, seria econémico se pudéssemos descrever o campo em M por
algum outro campo em CP3. No entanto, parece que precisamos definir o campo em um par de pontos
U eV em CP*.

De fato, seguindo a construcao de [I0], coloque u =t + 2!, v =t — 2!, ( = 2% + iz e considere f
uma funcao complexa analitica de 3 varidveis complexas, ou seja, uma funcio twistor definida sobre o
espaco twistor. Temos

1

=55 P f(z,u+ 2¢, ¢ + zv)dz.

(5.30) or

O que nos dé as relagdes de recorréncia

8907" . a‘pr—i—l aﬁﬂr . 6@7’—&-1

(5:31) ac  ou T v A

Entdo, para um inteiro nao negativo n, deixe @qp...r com 2n indices ser definido por

®o = ¥0---0, ®1 = ¥Y00---1," " Pab---k = @(ab---k)a

no qual indices entre parénteses sao simetrizados. Segue que desta maneira as relagoes de recorréncia

(5.31) sao equivalentes as equacoes

(5.32) 0"yt = 0,

onde, temos nosso operador derivada dado pela correspondéncia : Oy = Oua, que satisfaz 0,65 = 0
junto com 9,¢;. = 0.

Campos sem massa livres sdo construidos da seguinte maneira: seja @gp...;, Y
definidos sobre o espaco-tempo. Teremos, entdo,

b €Spinores simétricos

e helicidades negativas:

(5.33) 0% pap.q = 0.

e Helicidades positivas:

(5.34) 0", i =0.

Repare como a descrigao é simétrica, podemos utilizar tanto campos com indices pontuados quanto
campos com indices sem pontos. Estas equacoes serdo a base onde formularemos a teoria de spin
alto. No entanto, elas ainda nao sdo a descri¢do que queremos utilizar. Nosso intuito é fazer uso da
geometria complexa, queremos descrever os campos como secoes de um fibrado linha.
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5.4.2 Sobre a descricao que utilizaremos.

As caracteristicas de nossa descrigio, adotada de [9], consistem em uma estrutura complexa em duas
dimensoes de forma que

e equacoes para campos sem massa descrita por espinores de Weyl se tornam equacoes de onda
no espago de twistors, nas quais teremos os campos sendo fungdes homogéneas definidas como
secoes de um fibrado linha em CP?;

e as solugoes das equacbes com helicidade s estao em correspondéncia um para um com a cohomo-
logia H'(PT,O(2s — 2)), onde PT ¢ o espaco de twistor dado por CP?,

A construcio destas duas consequéncias é bastante elaborada envolvendo sheafs, cohomologia,
complexos, e um entendimento mais profundo da geometria de twistors. Portanto, esta fora do alcance
deste trabalho. De qualquer forma, a referéncia [9] desenvolve todo o processo. Para nos, entdo, os
campos com helicidade negativa serdo descritos pela secao de campos holomorficos em U com helicidade
s, denotada por I'(U, Ogp...a(—1)), onde U esta contido em M.

Mais ainda, campos com helicidade positiva s em um conjunto aberto U do espaco-tempo sao
espinores holomérficos com

(5.35) Void € LU, Oy (1))
satisfazendo

dd
(5.36) 0" i =0.

A representacao escolhida serd em termos dos potenciais. Por potencial nos queremos dizer um campo
espinorial agap.-.q € T'(U, Ogap..a(+1)) de tal forma que

(5.37) Ogd D0y ™ = Vi

(a simetrizacdo diz respeito apenas aos indices pontuados). Vé-se que as equacoes ([5.36)) sdo satisfeitas
se 1,;. .. for dado por (5.37)). No entanto, repare que hé claramente uma liberdade de calibre na escolha
do potencial a,

(5.38) a2-~~d + 8§Lb€c"'d),

com € € I'(U, O“%). Localmente sempre é possivel encontrar um potencial para um dado campo sem
massa e ¢ a unica arbitrariedade em tal escolha. Isto segue da construc¢do em [9], que envolve
representacoes explicitas dos campos e potenciais.

Como exemplo, o campo de Maxwell tem a equacao:

(5.39) 9"4p,; = 0.

Se interpretarmos v,; com uma 2-forma auto-dual com

(5.40) Flw = Flopy = Pab€sj + €ab¥Pyis

entdo (5.39) se torna dF = 0; o potencial ¢ uma 1-forma a tal que da = F e a liberdade de calibre é
simplesmente a + de para qualquer ¢ holomorfico.
As equagoes explicitas que descrevem as dindmicas destes campos estao no proximo capitulo.
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6 Teoria de spins altos.

6.1 Descricao de Fronsdal.

Revisitaremos, brevemente, o desenvolvimento da teoria de spins altos da maneira padrdao. Aborda-
remos os assuntos por uma linha histérica e nao desenvolveremos todas as contas em seus detalhes.
Nosso principal objetivo é encontrar um conjunto de equagdes para uma teoria de spin qualquer.

6.1.1 Particulas massivas: teoria de spins inteiros.

A teoria de spins altos para particulas massivas foi desenvolvida por Pauli e Fierz|2I]. Sua abordagem
exige que as fun¢oes de onda destas particulas obedecam as transformacoes do grupo de Lorentz e
tenham energias positivas. Pelo trabalhos de Bargmann e Wigner [23] [22] fica claro que estas exigéncias
podem ser satisfeitas ao se construir estados de uma particula que carregam um rétulo da representacao
irredutivel do grupo de Poincaré.

Desta forma, para um spin inteiro s hd um campo denotado por h, que é um tensor simétrico de s
indices e satisfaz as condicoes:

e Nao ter divergéncia, ou seja,

(6.1) Oh,,... = 0;

® nao possuir trago

(6.2) " hyy... = 0;

e ¢ sua equacao de movimento é a equacao de Klein-Gordon

(6.3) (O+ m?) h..=0.

Aqui, 7" s8o as componentes inversas da métrica 1, = diag(+ — ——), definidas por n**n,, = 04 €
0 = 9,,0" é o operador laplaciano.

Em uma formulagao lagrangiana é necesséario incluir-se mais campos, para que as relagoes listadas
acima (equagoes , , e (6.3)) também possam surgir de um principio variacional. No entanto,
a adi¢do de mais campos altera o namero de graus de liberdade, que sdo fixos para um campo com
spin determinado. Logo, estes campos auxiliares deveram se anular nas equagoes de movimento.

Escolhemos um conjunto de tensores com o ntmero de indices que varia entre {s,s—2,s—3,---,0}
e teremos, entdo, um campo total ® = {h® h*~2 573 ... 'h%}. O lagrangiano mais geral ¢

ay bk 2 o
L= %:2 Oalsn)? + 5 (O hapzeog)” = 1 (070 g,
B2k ( QO €k 2 2
(6.4) oy R (O ) — 9 (o)
e as equacoes de movimento com p,, = —i0,, sao

SRR [%thMl...uk + bk (pmpaha...uk) T Chep2 (pﬁpahaﬂuw-ukw)
(6.5) + kP Pus g + i1 (0% Papy ) — 1k g, — merhyy .o, ] = 0.

Surpreendentemente, Fronsdal encontrou uma simplificacao para estas equacoes no limite em que a
massa dos campos ¢é zero. Porque, ao exigirmos que o unico campo dinémico com spin s satisfaca (6.3)),
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as constantes ag, - - - , ep comecam a se acoplar. Entretanto, ha sempre uma constante nula. Para ver
como isto acontece, repare no termo dh*1 'k na equagao ((6.5)); com ele podemos construir coordenadas

(6.6) (504)7 gty mas quais 'y, =0,

E assim definir uma funcao geradora

(67) hk(y) = yMI o yukh,ul'",uka

que nos possibilitard resolver as equacoes de movimento. Procuramos por solucbes com py > 0 e
expandimos h*(y) em uma série de nimeros de spin

k

(6.8) PEy) = 30 [0 = a0 b () () T T e
=0

(6.9) a=k-Dk—-1-1)/4 e b=(k—1)---(k—1—3)/32k(k —1).

A equacdo para hF! é

(6.10) P2 (ak’lhk,l + e 4 Ck:+2,lhk+2’l> —ip <dkhk_1’l - dk+1,lhk+1’l> — mZephFt
com

(6.11a) ap) = ag + bk — )k + 1+ 1)/2k%,

(6.11D) cry=cr(k— 1)k —1—1)(k+1)(k+1+1)/4k*(k — 1)*

(6.11c) dpg = dp(k — D)k +1+1)/2k>.

E o problema ¢ escolher os coeficientes para que (6.10]) seja equivalente a (p? —m?)h®* = 0 com todos
os outros h*! iguais a zero.
Quando | = s, a unica contribuigao de k ¢ s e (6.10]) se reduz a

(6.12) (as — mzes) h*® = 0.

Podemos normalizar e escrever as = ¢; = 1. Quando [ = s — 1, o tinico valor que contribui de k é
novamente k = s e obtemos

(6.13) P? (L 4bs/s) h**H = m?h*~1,
o que deve ter h**~! = 0 para qualquer valor de p?, ou seja, by = —s. Quando [ = s — 2, obtemos duas
equacoes tomando k= s, s = 1,
p? P2 5,5—2
Oss—1— — 1 Cst h®
(6.14) ( - 1mp2 p;m ) < Bs—2,5—2 ) =0.
Cs,s—1'my As—2°y — €s—2

Novamente, isso deve implicar h®%~2 = h*=25=2 = (), para todos os valores de p?>/m, o que significa

dizer que o determinante da matriz deve ser independente de p?/m e diferente de zero. Isso nos d4
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(6.15a) as—o =es_o(s—1)/s,
(6.15b) 2= —es 9(s—1)%/(2s - 1)
quando es_o # 0. A partir de agora, sempre encontraremos condi¢oes com matrizes de dimensoes

maiores. Em geral, quando ! < s—1 a dimensao da matriz é s —[. Entretanto, o caso que nos interessa
é quando [ = s — 4, em que

B (s —2)(s — 3)?
(6.16a) bs—3 = 63_3W7
B (s —3)(2s —5)
(616b) As—4 = es—42(8 — 2)(28 — 5)7
(6.16¢) cs—2 =0,
(6.164) (eas/m)? = —ea_seas (s —3)3(2s — 1)

6(s—1)(s—2)(2s —3)

A constante cs_g ser nula é o que simplifica as equagoes para o caso sem massa. Quando m = 0, os
campos Ay, g5y Mgy, ---, desacoplam do resto e daqui por diante podem ser ignorados. Mais
ainda, nos temos e, = 0 e as equacdes para os campos h® e h* "2, quando | < s — 2, tém somente dois
valores de k que contribuem reduzindo a

2 Gs ] Cs st o
(6.17) P < o s > < ey ) = 0.

Isso ndo implica que k%' e h*~2! sqo zero, e as equacdes de Pauli-Fierz quebram. Mesmo assim, o
determinante desta matriz deve ser nulo para todo [, pois isso garante a existéncia de um grupo de
calibre para estas equagcoes. Podemos ver isso por meio da equacao para h®®, que é

(6.18) p>h®% =0,

enquanto a equacdo para h®*~! se reduz a 0 = 0. Aliado a isso, as projecdes mais baixas de spin
satisfazem (6.17)). Uma solugao h*® = 0 ¢ expressa pela possibilidade de hy;...,, ser um gradiente,

(6.19) W) = slue(y) — 5 (s~ Vel ).

de um tensor simétrico, sem traco de ranque s — 1 que chamamos de e. Quanto ao campo k%72, se

substituirmos (6.19) em (6.6), encontramos o resultado

(6.20) W2 (y) = [(s — 1) /cs] P Ope(y)-

Podemos, dadas estas transformacoes, combinar os dois campos em um novo tensor, cujo trago seré
nao nulo.

6.1.2 Um exemplo: campo de spin 2.

Olharemos a construcao de fronsdal para o caso s = 2. O lagrangiano é uma simplificacdo da equagao
(6.4) para um tensor simétrico de 2 indices

b m?2

1
(6.21) L= =3 @) + 5 (0"hyu)* = "o ().
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Note que ainda nao colocamos os campos adicionais, ou seja, veremos que a equacao de movimentoEl,

b 2
(6.22) Ohu — B [8” (0%aw) + 0y (0%hpa) — anaaﬁﬂhw — m2hW =0,
ndo se reduz a equacao de Klein-Gordon. Precisamos que os termos proporcionais ao divergente de h
sejam zero. Para isso, adicionaremos um campo auxiliar ¢ com lagrangiano
(6.23) Lo = (aaaﬁhaﬁ) +ay (9,8) + azd.

A equacao de movimento para P,

(6.24) 8“8”hW + 2 (CLQ + a1D) ¢ =0,

junto com o divergente da equagdo de h,

(6.25) [(2— D) p® + DM?] 0"0"hy, — (D — 1) p*® =0,

nos d4 um sistema de equagoes lineares com 0*9"h,, e ® como varidveis. Novamente, usaremos o
mesmo método da equagao ([6.14]) exigindo que o determinante seja independente das derivadas e nao
nulo. Obtemos, entdo, para D > 2

(6.26) a; = 2(53__12)) with ag =

m2D (D — 1)
2(D —2)*

Assim, o conjunto completo de equacbes que descreve uma particula de spin 2 é

(6.27a) ®=0, 0"0"hy, =0,
(6.27h) Mhy =0, e Ohy —m?hy, =0.

A introducdo de uma variavel auxiliar nos permitiu recuperar o método de Pauli Fierz no caso de um
campo com spin 2.
Agora, ao tomarmos o limite de m indo a zero, teremos o lagrangiano

D -1

_ _} 2 m 2 Ay 2
(6.28) L= 5 (Ophyn)” + (0" hy)” + @ (0#0" hy) + 5D-2) (0,@)".
E suas equacdes de movimento serao
2
(6.29) Ohy — 0, (") + 0y (0%hpa) — Bnﬂyaaaﬂhaﬁ + 0,0, =0
e
D—-1
(6.30) 5502 9%0°hap = 0,

onde podemos ver claramente que os campos estao acoplados. Podemos combinar ambos tensores em
uma nova quantidade

1
(631) Juv = hu]/ + mnuyq).

15D & a dimensao do espago-tempo.
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O lagrangiano escrito em termos deste novo campo é

1 1
(6.32) L=-3 (0p )’ + (0" gyu)? + B (8,9)° + g 9°0° gug,

no qual g é o traco de g,,. As equacoes de movimento sao

(6.33) Fu =094 — (0,0%9gar + 0,0%gua) + 0,0,9 = 0.

Definimos a quantidade F', chamada de tensor de Fronsdal, porque com ela podemos reescrever as
equacoes de movimento de uma maneira mais familiar

1
(6.34) F,, — 5”’”F =0.
As equacoes (6.34]) sdo as equacoes de Einstein. De fato, o lagrangiano ([6.28)) s6 esta escrito em uma
base diferente de tensores e a equacao (6.31)) é apenas uma mudanca de coordenadas para a forma
comum da teoria de gravidade linearizada. Podemos ver um grupo de simetria maior, que nao estava

presente no caso massivo, nas equacoes de movimento

(6.35) 0guv = Oulhy + Oy Ay,

que sao apenas as versoes infinitesimais da invariancia por transformagoes de coordenadas.

6.1.3 Graus de liberdade.

Fronsdal obteve lagrangianos em dimensdo 4 estudando o limite sem massa da teoria de spin inteiro,
porque, nesse limite, todos os campos auxiliares, com excecao do ranque s — 2, desacoplam do resto e
podem ser ignorados. Os campos s € s — 2 podem ser combinados em um novo tensor.

Todo o desenvolvimento é baseado nas condicoes , , e , que surgem quando procura-
mos os vetores nos quais age uma representagdo irredutivel do grupo de Poincaré. Podemos entender
melhor considerando os casimir

(6.36) C1 = p'py

e

(6.37) Cy = S"S,,

no qual S* = —(1/2)e"?? J,,p, € o vetor de Pauli-Lubanski. Estes casimir definem pelo menos dois
nimeros quanticos de qualquer campo, massa e spin. Em particular, para o spin s e massa m, temos
os autovalores C7 = —m? e Cy = m?s(s+1) e as transformacdes dos campos bosonicos sdo dadas pela

representacao (3, 35). O casimir C1 impde a equagio de Klein-Gordon .
Entretanto, a representacdo (3, 35) ¢ redutivel sobre a acdo de um subgrupo do grupo de rotagdo,
pois ela carrega todos os valores de spin de 0 até s. O segundo casimir exige que todos os valores
menores de spin sejam aniquilados pela condi¢ao de transversalidade (6.2)).
No final, podemos perguntar quantos graus de liberdade ha em um campo de spin s que se propaga
em D dimensdes de espaco-tempo, ou melhor, queremos saber qual a dimensao do espaco vetorial sobre

o qual a representacao estd definida. Um tensor simétrico de s indices tem

(6.38)

(D—1+s> _ (D—1+59)!

sl(D —1)!
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componentes independentes. A condigao de trago nulo - (6.2]) - é um tensor de s — 2 indices e elimina
portanto

(6.39) (D_3+5>:((D—3+5)!

s—2 s—2)(D—1)!

quantidades diferentes. Similarmente, a condi¢do de divergéncia nula, equagao (6.1, ¢ um tensor de
s — 1 indices e possui

(6.40)

D—-2+s\  (D-2+5s)!
( s—1 )‘(3—1)!(1)—1)!

niumeros distintos. No entanto, devemos tomar cuidado para ndo retirar componentes demais; as
componentes contraidas em um traco ji anulam o tensor. Deste modo, o trago do divergente nao faz
diferenca, entdo temos um ntmero menor por um fator (D ;f;' S), que sao as contribuicoes de um tensor
com s — 3 indiced™] Assim,

, _(D—=1+5s)! (D—3+s)! (D—2+s)! (D—4+s)!
graus de liberdade = S(D = 1) - G—2/(D-1) — (s—DI(D—1) + (5—3)(D—1)
(D—4+s)! 5 (D—4+s)!

sSD—4)! " “(s—1)I(D-3)

(6.41) =

o que para D = 4 reduz

(6.42) graus de liberdade =1+ 2s

exatamente como esperado.

6.1.4 Um comentario sobre férmions.

A abordagem inicial de Fronsdal ndo envolve férmions. De fato, somente mais tarde naquele ano,

em outro artigo [18], Fronsdal e Fang estenderam as ideias da sessdao anterior e incluiram campos

fermionicos. Um férmion serd um espinor, com spin s = n+1/2, que se transforma sobre a representacao
ntl n

D (?, 5) eD (g, "TH) do grupo de Lorentz. Ou seja, é um tensor simétrico de n indices que satisfaz

a condicao de transversalidade

(6.43) MW, =0

juntamente com a equacgao de Dirac

(6.44) (p—m) Wy p, =0,

na qual p = y#p, com 7 sendo as matrizes de Dirac. Além disso, a condigdo de trago nulo ¢ substituida
por

(6.45) YU, = 0.

Novamente, quando desejamos uma formulagio lagrangiana, novos campos auxiliares devem ser
incluidos. As dificuldades sdo as mesmas do caso de bosons e nio as desenvolvemos em detalhes aqui,

16 Dois indices removidos pelo traco e um pela divergéncia
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mas encaminhamos o leitor para a referéncia [16]. Ao invés disso, exploraremos a teoria por meio de
exemplo; utilizaremos a equacao de Rarita-Schwinger

(6.46) VP8, T, = 0,

que deve descrever um campo sem massa com spin 3/2. Na equacdo ((6.46)), v*** é o produto antissi-
meétrico de trés matrizes de Dirac, que pode ser escrito como

(64:7) ,YIJVP — ,-y,U',YVP _ ,r,,ltV,yp + n,up/_yy.

Ao contrairmos ([6.46]) com +, e utilizarmos ([6.47) obtemos

(6.48) 7O, =0,

e a equagao de movimento fica

(6.49) Jv,, —0,¥ =0.
Repare que esta equacao lembra muito o problema que encontramos para o caso de spin ﬂ Nao
obtemos a equacao de Dirac porque existe um termo proporcional a condicdo de ~-trago nao nulo.

Entretanto, para este caso nao introduzimos um campo adicional, porque, pela prescricao de Fronsdal,
ha algo mais importante, a liberdade de calibre. A equagao (6.49) é invariante por

(6.50) 0V, = Oye,
e isso seria onde o programa de Pauli-Fierz quebra: a auséncia de massa introduz um grupo de calibre.
E algo bastante analogo a condicio imposta sobre o determinante da equacdo (6.17). Poderfamos

interpretar W, como os campos misturados de ranque s e s — 2. Mais ainda, definiremos £}, seguindo
exatamente o caso de spin 2, o que torna a equacao de movimento

(6.51) F,=dv, —8,% =0.

E novamente podemos reescrevé-la igual a

1
(6.52) Fy = 5.8 =0.

Um generalizacao é imediata, consideramos

(653) F,uy =1 (a\p;w - 8,11\1’1/ - au\p,u)

para o caso de spin 5/2. A equagdo de movimento é, entao,

(6.54) Fy =0,

e a transformacao de calibre sera

(6.55) OV, = Ouer — Ouey

170lhe o comentario abaixo da equagao ((6.22]).
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0 que na equacao de movimento implica

(6.56) 0Fy = —2i0,0,¢,

que é uma caracteristica nova da teoria: as funcoes de transformacao de calibre devem satisfazer ¢ = 0.

Os graus de liberdade sao contados de maneira andloga aos dos bdsons, a unica diferenca é que
estes espinores sao representagdes da dupla cobertura SL do grupo de Lorentz, o que significa que
devemos multiplicar a contagem pelo fator

(6.57) 9olD)/2 o qual [D] =D + % (P —1].

Assim, em D dimensoes, um tensor simétrico de ranque n tera
D+n—-1

6.58 2ll1/2

(6.58) o1

componentes independentes. As condigoes ((6.43)) e (6.45) retiram
D+n—2

6.59 2ll1/2

( ) n—1

nimeros cada, por serem condi¢oes sobre um tensor de ranque (n — 1). Novamente, no entanto,
retiramos componentes demais, porque o divergente de um campo sem trago nao faz mais sentido.
Portanto, devemos adicionar

D+n-—3
[D]/2
(6.60) 2 < "9 )

de forma que teremos

graus de liberdade — 21P)/2 <D +n - 1) _ glD)/241 (D ne 2) 4 9lD)2 (D +n- 3)

n—1 n—1 n—2
(6.61) _gpyj2-1 (P n =3y
n
Em particular, para D = 4,
(6.62) graus de liberdade =2n+2=2s+1

como esperado.

6.1.5 Equacgoes de Fronsdal para spins altos.

Generalizamos os desenvolvimentos das sessoes passadas. O lagrangiano para a teoria mais geral sem
massa €

1 1
L = =5 Dahyeop)” + 55 (0% havy,)” + 55(5 = 1) (aaaﬂhaﬁug...,ts) h

[

[0 1 [0
(6.63) +=5(s = 1) (B hS ) + g5 —1(s—2) (0218 1)

.
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no qual h representa o trago do campo hy,...,,. Nao ha mais problema em utilizarmos o traco, porque
j& combinamos os campos s € s — 2 em um novo tensor. Neste ponto abandonamos a notagao e
reintroduzimos os {ndices. Definimos

1
velho _
(6.64) hm---us = hpyeops — ?Sn(xt1u2hgu:s~~-us)
juntamente com
(6.65) M = Chunp

e escolhemos a constante ¢ por conveniéncia. Para que as transformacoes de calibre tenham a forma
(6.66) Oy eopis = Oy €puevopis)

escolhemos ¢ = (s — 1)2/2¢s. Os parénteses nas equagdes (6.64)) e representam simetrizagao
sobre os indices, com excecao, claro, dos contraidos. Isso significa que ha s(s —1)/2 termos para serem

simetrizados em (6.64) e outros s termos em (6.66]).

Por isso, o lagrangiano pode ser escrito como em (6.63), em termos dos campos h. Além disso,
tomamos m =0, e =0 e ag, by e ¢ da sessao 6.1.1.
Desta forma, as equagbes de Euler-Lagrange sao

1
(6.67) Fuype = 0°0phy, .y — sapﬁ(mhzr_us) + 58 (s —1) 8(#18”2h2u3---us) =0.

Porém, quando escritas na forma de Fronsdal, elas se tornam

1
(668) F/JJ---/LS - §n(u1u2F5N3...ﬂs) =0.

A equacao (6.68]) é parecida com a equacao de Einstein para a gravitacao, com tensor de Ricci F,, ..., .
Mas a equacgao de Bianchi falha, pois

1 3 .
(6.69) o (F’“mus a 277(“1“2F5M3--~M.s)) - _58(“18“28“3}104?#5--‘#.5»);

é por isso que Fronsdal exige para s > 3 a condigdo de trago duplo

(6.70) ks, =0

para a anomalia na identidade de Bianchi nao estar presente.
Outra restrigdo é imposta na transformagoes de calibre. Temos sobre (6.66) que

(6.71) OF iyt = 301y Oyt Oy €y

de onde tiramos a condic¢do que € ndo deve ter traco.
Se especificarmos uma condicao de gauge

(6.72) G = 0®hapugpis = Dpir Dy

H1 oo s
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teremos para a equacao de movimento ([6.68])

(6.73) Ohyyope =0

provando que realmente descrevemos campos sem massa.
O lagrangiano para a teoria de férmions é

(674:) L = —Z\i}ﬂluna\p,ullln _ in\iu?..una\p“?“un
in(n = DGy, DY+ im (\i’m"'“naaqf%._#n - h.c.)
1

— §n(n -1) \Ifgug,_unaﬁqvﬂ“g..,un = h.c.} .

Os campos ¥, .., obedecem as mesmas construcoes que o caso bosonico, ou seja, acoplamos os
ranques n — 2 € M €m um novo tensor simétrico cujo trago ndo é nulo. E escolhemos as constantes de
forma que a condicao de calibre seja

(6.75) (5\11/“...#n = 8(,[“6#2‘..“”).

As equagbes de movimento podem ser escritas novamente com o tensor de Fronsdal

(6.76) Foyopin = 8 (@81 = 0, Wptgoopi)) = 0

ou na forma de Einstein:

1

1 (0%
(677> Fﬂl"'ﬂn - §n(u1;¢2Fau2...un) - 57(M1Fu2mun)

=0.

A aparicio do fator v contribui para a anomalia na identidade de Bianchi

1 1 .
(6.78) 9- <Fu1~~un = 9 Mups apz-pin) T 27(u1Fu2~~~un)> = 10411 0y 0s YN Wity i)

que se anula somente quando

(6.79) VAW, = 0.

A transformagao de calibre (6.75]) transforma o tensor de Fronsdal de maneira a exigir que

(6.80) Y ey opiyy = 0.
A funcao que transforma o calibre e satisfaz (6.80)) nos permite escolher como condi¢do

1 o
(6.81) G = \p/JZ'“Hn - %Wmlpauswun) =0.

No entanto, GG ndo fixa completamente o calibre, pois podemos ter

1
(6.82) aeuzwﬂn - %v(m@aeam“.un).

Utilizamos parte deste calibre residual para zerar o segundo termo em (6.81]) e obtemos como equagao
de movimento

(6.83) U,y =0

provando que nossa descri¢do é de um férmion sem massa.
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6.2 Descricao por twistors.

Nossa intensdo é abordar de maneira diferente o problema de spins altos. Utilizaremos as equagdes de
[12] como ponto de partida.

Todos os campos que utilizaremos nao tem massa e sao representacoes irredutiveis do grupo de
Lorentz complexificado, ou seja, sdo representagoes de SL(2,C) x SL(2,C). Os numero que caracteriza
a representacao &, entao, a helicidade s. Mais ainda, conforme construimos no final do capitulo passado,
0s campos sao secoes holomérficas de uma descricdo de fibrado linha sobre o espago-tempo complexo
M.

6.2.1 Equacgoes para helicidade negativa.

Iremos construindo as representacdes irredutiveis adicionando indices a tensores simétricos. O nosso
objetivo é obter uma equagao de movimento para cada helicidade com um campo ¢g,...q,, -

O primeiro campo de helicidade negativa é o espinor ¢,, que se transforma sobre (1/2,0) e tem
helicidade s = —1/2. Sua dinamica é controlada pela equacao de Dirac

(6.84) 0%, = div ¢y = 0.

Ja para o segundo campo, utilizaremos a separacao em parte autodual e antiautodual do campo
eletromagnético. A equacdo que possui helicidade negativa s = —1 é descrita pelo bi-espinor ¢g, e
satisfaz a equacao

(6.85) 0"y = div Pap, = 0.

Repare que o campo ¢ € antiautodual.

Generalizamos nossa construcao para um nimero qualquer de helicidade agora mantendo em mente
que quando houver liberdade de calibre, nés dividiremos os campos em parte autodual e antiautodual.
Para um campo com 2s = —n, no qual n € Z*, o campo P(a;--a,) tem equagao de movimento

(6.86) div $(a;-an) = 0" Pay-a,) = 0.

6.2.2 Equacoes para helicidade positiva.

Para helicidades positivas, come¢amos com o campo quiral de helicidade s = +1/2, ¢, que se trans-
forma sobre (0,1/2) e tem sua dindmica controlada pela equacao de Dirac
(6.87) div ey = 0% = 0.

No caso do campo eletromagnético com helicidade s = +1, temos o espinor a4, cuja derivada nos
da a parte antiautodual do tensor de maxwell, tem equacao de movimento
(6.88) div aai = 0(,, dag)a = 0,

com transformacao de calibre

(689) 5aaa = 8,1@6.

A equacdo (6.88) ¢ conhecida como condigdo autodual.
Quando construimos representacoes mais altas, a transformacao de calibre se alterard também. Por
exemplo, para o campo com helicidade s = 4+3/2 obtemos

(6.90) da(ara0)a = (araCas)
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para 0 Campo a(q q,)- De fato, ao adicionarmos indices sem ponto e simetrizarmos sobre eles, a
transformacao de calibre deverd alterar sua forma, pois a derivada possui dois indices fixos. A equagio
de movimento para esse caso

a

(6.91) div a(a1a2)d = a(aaam)d =0.

Todas estas equacdes sao condicoes de autodualidade, que é uma referéncia a operacio estrela de Hodge
e a construcao de que fizemos antes.

A teoria geral para helicidade 2s = m, com m € Z;, é dada pelo campo Aay-am_1)a> CUJA €qUAGAO
de movimento é

(6.92) div aa,

"'arn—l)a - a?aaal”'am—l)d - 0

com a transformacado de calibre do campo obedecendo

(693) 5a(a1...am71)a = 8(a1a€a2...am71).
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7 Estrutura simplética em teoria de spins altos.

7.1 Descricao por twistors.
7.1.1 Estrutura simplética no eletromagnetismo reescrito.

Escrevemos a estrutura simplética para o eletromagnetismo na descrigao de twistors. Devo ressaltar
que, embora nao tenha sido desenvolvida de primeiros principios, a equacio satisfaz todos os reque-
rimentos para ser uma estrutura simplética: fechada e nao degenerada. Nosso objetivo nesta segao
consiste em exatamente verificar estas propriedades para a forma:

(7.1) Q= /dgx n % <5¢>ab A 5&2) ,
na qual a integracdo ocorre, pelo teorema de Stokes, em uma superficie tipo espaco do espacgo de

extremos M e n® é um vetor normal definido sobre esta superficie.
Como vimos, temos, também, a estrutura expressa como

, 0
(7.2) Q= /zwvol7 W= 0Pgp N (5ag Hpad’

na qual w é o analogo local da estrutura simplética, definido agora sobre toda a variedade F x M.
Verificaremos se a forma ([7.1]) é fechada, ou seja, precisamos calcular

(7.3) a0 = / d (i, vol) .

No entanto, utilizando as relaces validas para o operador de de Rham 0,

(7.4) d (iy,vol) = Ly, vol = (divw) vol,
e as equagoes de movimento ([6.85)) e (6.88) temos

(7.5) (divw) = 8§ 3%¢pap A a8 + Spay A G D a8 = 0.

Note que a simetria de ¢ induz a equacao autodual para aqg-
Com relagdo a ndo degenerescéncia, devemos verificar a variacdo da forma simplética por transfor-
magoes de calibre, dadas pela equagao (6.89)), ou seja, dado o vetor

0

(Saaa

(7.6) V = Ogg€

tangente ao espago de fase, precisamos calcular L,(). Podemos utilizar a relacao

(7.7) LoQ = 6(iyQ) + 160 = 5(i,Q),

de onde vemos que s6 precisamos calcular a contragdo de v com 2. Obtemos, entdo,

(7.8) iy = / d32n% %€ Sy,
que apds uma integracao por partes nos dé a equagao de movimento para ¢q. Portanto
(7.9) L, =0.

67



Note que a transformagao de calibre ndo age sobre a helicidade negativa, pois ela é invariante.

Uma caracteristica de teorias de calibre sao as estruturas simpléticas degeneradas. Resolvemos este
problema com o espaco de fase reduzido que definimos anteriormente.

Iremos generalizar o raciocinio empregado nessa sessao para construir uma forma simplética em
uma teoria de spin qualquer. A grande vantagem desta nova abordagem é que se trata, em um certo
sentido, de uma extensao do eletromagnetismo, pois mais altas representacoes de helicidade do grupo
de Lorentz sdo construidas adicionando-se indices em um tensor simétrico. As contas feitas aqui serdao
reproduzidas de maneira quase igual para a nova estrutura simplética. Mais ainda, se reduzem a este
caso quando temos helicidade +1.

7.1.2 Estrutura simplética para spin qualquer.

Escrevemos uma prescricdo para encontrar a forma simplética em uma teoria de spin alto. Dado o caso
s = —1, vamos mudar os indices nao pontuados por um nimero de m — 1 indices, ou seja, trocamos
@ab POT @q,..q,, b Qualquer indice pode ser substituido, porque a simetrizacao deixard o resultado
igual. Note que esta prescricdo é vélida, também, para as equacdes de movimento.

No caso de helicidades positivas s = +1, o vetor de Lorentz aqg deve ser substituido por ag,...q,_,4,
no qual os indices ndo pontuados sao simétricos. Esta substituicao funciona, também, para as equacoes
de movimento. A unica sutileza encontra-se na transformacdo de calibre, pois envolve uma derivada.
Mesmo assim, a prescricao deve ser ¢bvia.

A forma simplética serd entao

(7.10) Q= /d% n (8¢q.an_, Noag" ")

Novamente, ndo temos como justificar logicamente esta formula, no entanto verificaremos que todas as
propriedades de uma forma simplética sao satisfeitas por ([7.10). Comecaremos escrevendo sua versao
local como

(7.11) 0= /Z-wvoL b= 6 A dasint 0

a Oxad’

a qual utilizamos para checar se  é fechada. Temos que calcular 62, o que, pela equagao (|7.4) é igual
a calcular o divergente de w; pelas equagoes de movimento (6.86)) e (6.92]), nos da

(7.12) divw = 00" Pg.a,_, Adag """+ 6¢a.ay_y NSO al T = 0.

Portanto, para as transformagdes de calibre dadas pelo vetor tangente ao espaco de fase

o

1a€ag-an—1 Sa i
a1 An_1a

(7.13) V=0,

temos outra vez

(7.14) LyQ = §(iyQ) + i,0Q = §(i, ),

o que nos da, ap6s uma integracao por partes,

(7.15) 6(in) = /d3x n (56‘12"'077,—1 A 58a1d¢a..'anil) =0

provando que

(7.16) Ly =0.

Devemos entao passar novamente ao espago de fase reduzido, que foi definido no capitulo 3.
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7.2 Consideragoes.

A estrutura simplética fornece uma maneira de construir um funcional acdo para a teoria descrita desta
forma. Entretanto, no atual estigio de desenvolvimento do trabalho, nao temos o funcional adequado.

Mais ainda, por um outro lado, poderfamos comparar a estrutura encontrada aqui com a que
segue da descricdo de Fronsdal. E de se esperar que o campos complexos utilizados nesta abordagem
correspondam a derivadas antissimétricas de hy,...,,; sendo assim, terfamos perdido alguma espécie de
informacao na descri¢do do sistema. Muito embora, neste estigio, ainda ndo possamos afirmar nada.

Nossos futuros desenvolvimentos, portanto, estardo nesta linha: descrever, por meio de uma acéo,
a teoria com campos holomoérficos complexos e comparar toda a estrutura encontrada com a descricao
de Fronsdal.
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8 Apéndice 1: uma passagem por grupos e algebras de Lie.

8.1 Definigoes.

Um grupo de Lie G consiste em uma variedade diferenciavel, cujas operagoes G x G - G e G — G
chamadas de produto e inversa, respectivamente, sao diferencidveis e obedecem os axiomas de grupo.

O espago tangente, T'G., de um grupo de Lie na identidade possui uma estrutura de algebra de Lie
(veja defini¢ao ) construida da seguinte maneira: Para cada vetor A € TG, existe um subgrupo
parametrizado por um niimero real A® C G com vetor velocidade

d
A=—A" .
dt {,—
A n3o comutatividade de dois subgrupos A e B* pode ser calculada por A'!B*A~'B~%. Decorre,
dada qualquer funcao reaﬂ p:Gx G — R, que hd um e apenas um subgrupo C", para o qual

p(A'BAT'B™5,C") = o(s* + t*) quando s e t — 0.

O vetor correspondente a C”, dado pela relacao C = (d/dr),_,C" é chamado de parénteses de Lie
C = [A, B] dos vetores A e B. Essa operagao transforma o espago TG, em uma algebra de Lie, pois
ela é bilinear, antissimétrica, e satisfaz a identidade de Jacobi. Essa dlgebra é chamada de algebra de
Lie do grupo G.

No nosso caso, o parénteses de Poisson de dois campos vetoriais pode ser definido como um pa-
rénteses de Lie para o grupo de Lie de dimensao infinita de todos os difeomorfismos da variedade
M.

Seja g € G. Definimos translagao pela direita Ry como o mapa Ry : G — G, com Ry = hg. O
diferencial de R4 no ponto e leva T'G. em T'G,. Desta forma, cada vetor A € T'G, corresponde a
um campo vetorial no grupo. Sua forma é dada pelas translacoes a direita (R,)«A e é chamado de
campo vetorial invariante pela direita. Claramente, um campo vetorial invariante pela direita em um
grupo é determinado pelo seu valor na identidade. O parénteses de Poisson, definido em define o
parénteses de Lie nessa construcao.

8.2 As representacoes adjunta e coadjunta.

Seja G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie, o espaco tangente no elemento identidade, no qual a
operacao de comutador estd definida.

Um grupo de Lie age em si mesmo sobre translagoes pela direita ou pela esquerda; todo elemento
g do grupo define um difeomorfismo do grupo nele mesmo:

Ly:G— G, com h— gh;

R, : G — G, com h hg.

O que, por sua vez, induz mapas entre espagos tangentes

Leg : TGy, — TGy,

R*g : TGh — Tth

para cada h € G.

O difeomorfismo Ry -1L, ¢ um automorfismo sobre G. Logo, deixa o elemento identidade do grupo
fixo. Sua derivada na identidade é um mapa linear da algebra nela mesma. Esse mapa é denotado
usualmente por

'8Que pode ser encarada como um métrica riemaniana em T'G..
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Adg : g — g com Adg = (R,-1Ly)

*e

e chamado de representagdo adjunta do grupo. De fato, ele representa um homomorfismo, pois preserva
0 parénteses,

Adg [57 T’] = [Adg& Adgn] 9

Adgy = AdyAdy,

paratodo £ enemgegehemG.

Podemos considerar Ad como um mapa do grupo no espaco vetorial de operadores lineares da
algebra, Endg. KEsse mapa é diferenciavel e sua derivada avaliada na identidade do grupo é linear
levando de g para Endg. Usualmente, denotamos essa funcao por ad, com sua imagem sobre um
elemento § sendo ad¢. Portanto, ade € um endomorfismo definido em cima da édlgebra, de forma que

ad = (Ad),, : g — End g
dada por

d
de = — | Ad
e dt[ 65]1‘;07

na qual e é um grupo parametrizado por ¢ com vetor tangente . Note que, com as consideracoes
feitas acima, temos

adgn = [€,7).

Consideramos, agora, o espaco dual a algebra de Lie g, que serd denotado por g*. Este espaco
vetorial consiste de funcionais lineares reais definidos sobre a algebra de Lie. Em outras palavras, g*
é 0 espago cotangente ao grupo na identidade, g* = T*G,. Denotaremos a acao de algum elemento
deste conjunto, &, em algum vetor da algebra de Lie por (£,7). Ou seja, £ € g* e n € g de forma que
(&, eta) € R.

Novamente, translacdo pela direita e esqueda induz operadores no espago cotangente, que serao
duais a Lyg e Ryy. Escreveremos

L; : T*Ggh — T*Gh e R; = T*th — T*Gh

para todo h € G quando nos referirmos aos mapas induzidos na algebra dual. Esses operadores sao
definidos pelas identidades

A transposicao da operagdo Ady é Ady, na qual g ¢ qualquer elemento de G. Como antes, elas
satisfazem
Adygy, = AdZAd;.
Essa representagdo do grupo é chamada de coadjunta. O operador Ad; age como uma derivagao
sobre os elementos da algebra[8]. Quando avaliada na identidade, essa derivacdo ¢ um mapa linear da
algebra para o espago vetorial de operadores definidos sobre g*. Denotaremos essa fungdo por ad*, e
sua imagem sobre um elemento £ é adz. Portanto, temos
adg 19— g

juntamente com
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(adg¢,m) = (¢, aden)

para todo elemento ¢ € g* e n € g. E comum escrever também

adgC ={¢, C}-
Entdo, chaves significam uma fung¢do bilinear de g X g* — g, que esta relacionada com o comutador
por

({&, ¢hm) = (G [&m)) -

8.3 Estrutura simplética na representacao coadjunta.

Consideraremos, agora, 6rbitas da representaciao coadjunta. Em cada ponto da érbita, nés temos uma
estrutura simplética, o que implica: érbitas na representacao adjunta possuem dimensao par. Também,
podemos estudar diferentes estruturas simpléticas por diferentes érbitas em diferentes grupos de Lie.
Contruiremos a estrutura simplética nas 6rbitas da representacdo coadjunta no que segue. Seja x um
ponto no espaco dual da algebra e £ um vetor tangente a este ponto em sua 6rbita. O vetor £ pode
ser representado como o vetor velocidade no ponto z sobre a ac¢ao coadjunta do grupo exp(at), com
velocidade a € g. Em outras palavras, todo vetor tangente a 6rbita de x na representacao coadjunta
do grupo pode ser expresso como um vetor a da algebra pela formula

¢={a,x}, acg zreg.

A forma simplética (Q fica definida sobre um par de vetores &1 e & tangentes a 6rbita de x quando
nos 08 expressarmos como elementos ag e ae da algebra pela formula acima. Assim, obteremos

(&1, &2) = (2, [ar, ag).
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9 Apéndice 2: nocoes de fibrados.

9.1 Definicao.

Uma fibracdo é uma tripla (E, B, 7) que consiste de dois espagos topolégicos F e B e uma proje¢ao
continua 7 : E — B. Normalmente, chamamos B de espaco base. O exemplo mais simples de fibracao
¢ o produto cartesiano (B; X Bg, By, m) com 7 sendo a projegao sobre a primeira coordenada

71 (zt, 2%) = 2! para todo z!' € By e 2° € Bo.

Na realidade, fibrados sdo introduzidos para generalizar a no¢do de produtos cartesianos.

Nos restringiremos a situacdes nas quais os espagos topolégicos 71 (x) com = € B sdo homeomor-
ficos a algum espaco F. Entdo, 7~ !(z) ¢ chamada de fibra em x, denotada por F,. O espaco F &
chamado de fibra tipica. Se I’ for um espaco vetorial, o fibracdo é chamada de fibragao vetorial.

O fibrado (E, B, 7,G) é uma fibracdo (F, B,7) com uma fibra tipica F'; um grupo G de homeo-
morfismos de F' em si mesmo, e a cobertura de B por uma familia de conjuntos abertos {U;,j € J},
tal que:

e Localmente o fibrado é trivial, ou seja, € homeomérfico ao produto cartesiano; mais precisamente,
7~ Y(U;) é¢ homeomorfico ao produto U; x F para todo j € J. Esse homeomorfismo ¢; : 771(U;) —
U; x F tem a forma ¢;(p) = ((p), d;(p)). Os conjuntos {U;,¢;} sdo chamados familia de
trivializacoes locais do fibrado. Seja x € Uj, temos &j,:va a funcdo restrita a F,, como um
homeomorfismo de F,, em F.

e Existe uma correlagio entre fibrados definidos nos abertos U; que cobrem a base. Se x € U; [ Uj,
o homeomorfismo ¢; ;o d)Ji : F'— F é um elemento do grupo de estrutura G para todo z. Se G
tem s6 um elemento, o fibrado é trivializavel - ou seja, se reduz ao produto cartesiano.

e Os mapas ¢; , © j_; = gi; de U;(U; — G sao continuos. Comumente, sdo chamados de fung¢des

de transicao e satisfazem a relagao

9ik(®)gri(T) = gji(x);

e A definicao necessita da noc¢ao de equivaléncia entre dois fibrados sobre um mesmo espaco topo-
logico para ser completa.

9.1.1 Fibrados equivalentes.

Considere duas fibragbes (E1, By, m1) e (Ea, B2, m2); os morfismos entre as duas fibragoes serao os que
preservam a estrutura de ﬁbrﬂ Este mapa é um par (F, f) tal que

F:E1—>E27 fiBl—>B2

e o seguinte diagrama comuta

E1L>E2

“l Jm

BILBQ

Dado o mapa F, se existir f, entao ele seréd tnico.

'9Entenda-se localmente como a estrutura ser o produto cartesiano.
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9.1.2 Coordenadas no fibrado.

Todos os sistemas de coordenadas apropriados a E como variedade ndo sao apropriados a E no fibrado.
Considere a fibragao (E, B,7), na qual E e B sao variedades de dimensao n + p e n. Um sistema de
coordenadas (U, ¢) em E define uma fibra coordenada em E se o mapa ¢ : U — R"*P é um morfismo
entre fibracoes, com R sendo o a fibracao cartesiana R"™ = R" x RP.

9.2 Fibrado tangente.

Seja T'X o conjunto dos pares (z,v,) para todo z na variedade diferenciavel X e v, € TX,. Uma
estrutura de fibrado pode ser dada por (T'X, X, 7, GL(n,R)) da seguinte maneira.

e Fibra em x: TX,;
e Fibra tipica: R";
e Projegdo: m: (z,v,) — x;
e Cobertura de X: {Uj; tal que {Uj,1;}¢é um atlas de X};
e Homeomorfismo: ¢; € o par (m, 1, o ma), com mo(x,vy) = Vg, € Yy j(v;) sendo a representacao
de v, no sistema de coordenadas {Uj,;},
(T, 0 m2) : 7 H(U;) = U; x R™,

por

(x,v5) = (2,94 (vg)).

e Grupo de estrutura: GL(n,R), o grupo de automorfismos lineares de R™, cuja representagao
em matriz é o conjunto de n X n matrizes com determinante nao nulo.

As coordenadas de uma fibra em T X sdo dadas pelos mapas

(1j,identidade) o (m, 1y j 0 m2) : 7T_1(Uj) — R"™ x R".

Assim, para um ponto p = (z,v,) € 7~ 1(U;) C TX, teremos

(x]"... 7_/1;77’71);’... 71}2).

Uma mudanca de coordenadas em T X é inteiramente determinada por uma mudanga em sistema de
coordenadas em X. Mesmo assim, ndo hd isomorfismo canonico entre a fibra em um ponto e a fibra
tipica, ou seja, ndo ha isomorfismo entre fibras de pontos diferentes. Precisamos de uma estrutura
adicional, algo como, por exemplo, transporte paralelo.

Ja a representagdo para o grupo de estrutura aparece quando dados .1, 1 v, €T X, — V €R" e
Yyop UV € TX, — V € R"” nos é induzido

Yy 1z O w*}lw € GL(n,R) : R" = R" por V' — V.

9.3 Fibrado principal.

Seja o fibrado (E, X, m, G) e {U;} uma cobertura de X utilizada na estrutura do fibrado. Seja p € F,
x € U; e ponha

9i = ngi,x (p)>

com ém o homeomorfismo de F, em G. Definiremos R, sobre 7r*1(Ui) por
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(Rgp); = &; 2 (Ryagi) = ;.2 (gig), p e " (Us).
Pela definigao, claramente Ry, Rg,p = Rg,4,p, 0u seja, o conjunto {Ry; g € G} é isomorfico a G. Mais

ainda, p e Ryp pertencem a mesma fibra, o que faz o grupo {R,; g € G} agir transitivamente.
Para p € 7~ 1(U; NU;) temos (Ryp); = (Ryp);, porque dado p € Fy, z € U; (U; a defini¢io implica

bjix(p)=g; e biz(p)=g; deformaque g = @0 d;.(g;)-

Também G age em F' = G por translacoes pela esquerda; para € U;NUj, deixe g;;(x) ser um elemento
em G tal que
Bie © 652(9) = gij(x)g, para todo g € G.

Entao

gi = gz’j(l‘)gj

(Ryp); = 6;2(959) = bip © biw 0 05 2(959) = G50 (9i5(2)959) = b; 2 (9:9) = (Rgp)i.
E como o mapa R, é independente da escolha do aberto U; contendo 7(p), ele fica bem definido sobre
todo F, e escrevemos

Rg = é;lla o Rg o Q?)i,x(p% T = 7T(p).

Em geral, a agdo pela esquerda de G no fibrado principal (E, X, 7, G) ndo define uma agao global
que preserva fibras. A prova segue os passos da construcio acima. Com a mesma notagdo, nés obtemos

9i = $ix(p)

(Lgp); = b; 4 (99:)

E desde que (;NSW o (;3]_; = g;j(x)g por definigdo, encontra-se

(Lgp); = bra © Giw © 6;1(995) = b1, (9i5()995)-

Agora, aqui o argumento g;;(x)gg; nao pode ser simplificado para gg; e (Lyp); ndo é igual a (Lgp);.
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