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RESUMO

Neste trabalho são propostas metodologias de modificação de zeros para solucionar

o problema do rastreamento do sinal de referência em sistemas discretos determińısticos,

sistemas discretos incertos e sistemas discretos não-lineares considerando-se uma entrada

de perturbação na planta. Em um primeiro momento é projetado um controlador discreto

para minimizar a norma H∞ entre a entrada exógena e o sinal de sáıda com o objetivo de

reduzir o efeito da perturbação sobre a sáıda do sistema determińıstico. Posteriormente,

minimiza-se a norma H∞ entre o sinal de referência e o erro de rastreamento através da

modificação ótima de zeros do sistema discreto, constituindo desta maneira o rastreador

de sinal de referência. Essa nova estrutura de projeto do controlador é estendida para o

projeto do controlador robusto H∞, supondo incertezas politópicas na planta e também

para sistemas não-lineares. No caso de sistemas com incertezas politópicas na planta, um

controlador discreto é projetado para minimizar o custo garantido H∞ entre a entrada

exógena e o sinal de sáıda com o objetivo de reduzir o efeito da perturbação sobre a

sáıda do sistema discreto incerto. Posteriormente é projetado um rastreador para sinais

de referência em sistemas com incertezas politópicas, utilizando-se modificação de zeros.

Por fim, estende-se a metodologia de rastreamento do sinal de referência com rejeição

do distúrbio para sistemas não-lineares. A formulação do projeto é descrita na forma de

inequações matriciais lineares, pois estas permitem a descrição de problemas de otimização

convexa.

Palavras Chave: Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs), Sistemas Discretos,

Realimentação Dinâmica da Sáıda, Modificação de Zeros, Incertezas Politópicas, Sistemas

Fuzzy, Sistemas com atraso no Tempo.



ABSTRACT

The tracking problems in uncertain, deterministic and nonlinear discrete time systems,

with the presence of a disturbance signal in the plant, are solved in this work proposing

a zero variation methodology. A discrete state feedback controller is designed in order

to minimize the H∞-norm between the exogen input and the output signal, such that

the effect of the disturbance is attenuated in deterministic systems. After, the tracking

problem is solved using the variation of the zeros minimizing the H∞-norm from the

reference input signal to the error tracking signal. This new structure is extended to

design of H∞ robust controller, supposing politopic uncertainties and other one supposing

nonlinearities in the plant. In uncertain systems case, a discrete controller is designed

in order to minimize the H∞ guaranteed cost between the exogen input and the output

signal such that the effect of the disturbance is attenuated in uncertain systems. Then, the

tracking problem in uncertain systems is solved using the variation of the zeros minimizing

the H∞ guaranteed cost from the reference input signal to the error tracking signal.

Finally, the zero variation methodology is extended to nonlinear systems. The design

is formulated in the Linear Matrix Inequalities (LMI) framework, such that the optimal

solution of the stated control problem is obtained when feasible solution exists.

Keywords: Linear Matrix Inequalities (LMIs), Discrete-Time Systems, Dynamic

Output Feedback, Zero variation, Politopic Uncertainties, Fuzzy Systems, Time-Delayed

Systems
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24 Mapa de pólos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com Kc(z), M ,
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31 Sinal de referência e sinal de sáıda praticamente sobrepostos. . . . . . . . . 81
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12

1 Introdução

Diferentemente de alocação de pólos, pode-se encontrar apenas uma pequena quanti-

dade de textos que abordam o assunto alocação de zeros em sistemas de controle discreto.

Em (SEN, 1996) a alocação de pólos de malha fechada em sistemas discretos é alcançada

a partir de uma técnica de projeto de controle que faz uso das taxas de amostragem para

componentes de estado, entrada e sáıda. Ainda, em (SABERI; SANNUTI; STOORVOGEL,

1997) a alocação de pólos discretos em sistemas de controle é realizada em uma região do

plano Z especificada em projeto preservando a otimalidade do controlador H2 de reali-

mentação. Dentre os poucos textos que abordam alocação de zeros em sistemas discretos

tem-se (M’SAAD; ORTEGA; LANDAU, 1985), onde os zeros arbitrários são alocados para o

projeto de controladores adaptativos discretos. Também, em (MESSNER; KEMPF, 1996)

são alocados zeros em um compensador para se manter uma classe de dinâmicas não mo-

deladas. Para isso cancela-se todas as harmônicas de um distúrbio periódico acima da

frequência de Nyquist, formando o projeto do controlador discreto.

Em (MENDES, 2007b) foi proposta uma metodologia para o rastreamento do sinal de

referência e rejeição de distúrbios em sistemas discretos com o uso da modificação dos zeros

e da alocação de pólos respectivamente. A mesma metodologia foi proposta em (MENDES

et al., 2007) e (MENDES et al., 2009), porém para sistemas com atraso no tempo. Entretanto,

para o rastreamento, quando os estados são realimentados por um estimador de estados,

o valor da norma H∞ obtida com o controlador inicial que proporciona a rejeição dos

distúrbios é modificada. A metodologia proposta neste trabalho tem a vantagem de

manter o valor da norma H∞ obtida com o controlador inicial para o rastreamento.

Em (ANDREA; ASSUNÇÃO; TEIXEIRA, 2004) e (ANDREA, 2002) é proposta uma meto-

dologia de modificação de zeros para resolver o problema do rastreamento de sinal de

controle em sistemas cont́ınuos considerando-se ainda a existência de um sinal de entrada

exógena de perturbação ou rúıdo na planta. Uma formulação matemática mais simples

para esta metodologia é proposta em (ANDREA; TEIXEIRA; ASSUNÇÃO, 2007).

Em (CHEN; LIN; LIU, 2002) é proposto um método anaĺıtico para a solução do pro-



1 Introdução 13

blema do rastreamento e rejeição de distúrbios em sistemas discretos. Em (OLIVEIRA,

1999) verifica-se o uso de Inequações Matriciais Lineares - LMIs (do Inglês,Linear Matrix

Inequalities) para o estudo de estabilidade, projetos de filtros e controladores. Ainda, em

(PARK, 2005) foi apresentado o projeto de um controlador por realimentação dinâmica

da sáıda por meio de LMIs de modo a garantir a estabilidade assintótica de um sistema

cont́ınuo e minimizar o limite superior de uma dada função custo quadrática. Diferente-

mente destes métodos, foi proposto em (MENDES et al., 2008) o projeto de um controlador

por realimentação dinâmica da sáıda através de LMIs de modo a garantir a rejeição do

efeito do distúrbio na sáıda do sistema discreto assim como o projeto de um sistema de

rastreamento do sinal de referência.

Uma aproximação da análise de estabilidade robusta em sistemas discretos com in-

certezas politópicas é modelada em termos de LMI em (GONÇALVES et al., 2007). Em

(FARGES et al., 2007) a śıntese e análise da performance robusta H2 de sistemas periódicos

discretos com incertezas politópicas é estudada via LMI.

Em (KAPILA; HADDAD, 1998) o problema da śıntese do controlador com realimentação

dinâmica da sáıda para sistemas periódicos discretos com incertezas paramétricas é equa-

cionado. O principal resultado envolve a condição suficiente para caracterizar um contro-

lador robusto para sistemas discretos periódicos com incertezas. Ainda, em (ZHOU et al.,

2006) verifica-se o projeto de um controlador H∞ com realimentação dinâmica da sáıda

para sistemas fuzzy discretos e incertos desenvolvido com o uso de LMIs.

Uma metodolgia para solução do problema do rastreamento do sinal de referência

com rejeição de distúrbios em sistemas cont́ınuos não-lineares é proposta em (ANDREA

et al., 2008), onde equaciona-se o método através de LMIs e as não-linearidades são re-

presentadas através de modelos Fuzzy Takagi-Sugeno. Em (CASTILLO; MEDA, 1994), o

rastreamento da trajetória de sistemas não-lineares com incertezas paramétricas é al-

cançado com o projeto de um regulador robusto a partir da representação do sistema

não-linear em modelos Fuzzy Takagi-Sugeno.

Neste trabalho, são propostas formulações da otimização do problema de rastrea-

mento e rejeição de distúrbio em sistemas discretos no caso determińıstico, em plantas

com incertezas politópicas e sistemas não-lineares na forma de LMIs, representando uma

formulação convexa do problema. O equacionamento do método proposto é simples em

comparação a outras técnicas de rastreamento. É obtido como principal resultado do

método a solução ótima do problema, quando existir, com o uso da realimentação dinâmica

da sáıda, com baixo custo computacional devido ao uso de algoritmos de programação
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linear de convergência polinomial. A solução das LMIs, quando fact́ıveis é obtida com o

uso do software MATLAB (GAHINET et al., 1995).
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2 Otimização H∞ com

Modificação de Zeros para o

Problema do Rastreamento em

Sistemas Discretos Utilizando

a Realimentação Dinâmica da

Sáıda

Neste caṕıtulo apresenta-se a formulação e propõe-se uma metodologia para a solução

do problema do rastreamento do sinal de referência com rejeição de distúrbios em sistemas

discretos utilizando a realimentação dinâmica da sáıda.

2.1 Formulação do Problema

Considera-se o seguinte modelo do sistema discreto linear, invariante no tempo, con-

trolável e observável descrito na forma de variáveis de estado:

x(k + 1) = Ax(k) +Buu(k) +Bww(k) (2.1)

y(k) = C1x(k), x(0) = 0, k ∈ [0;∞),

z(k) = C2x(k) (2.2)

sendo A ∈ �n×n, Bu ∈ �
n×p, Bw ∈ �

n×q, C1 ∈ �
m×n, C2 ∈ �

m×n, x(k) é o vetor de

estados, y(k) é a sáıda medida, z(k) é a sáıda de referência, u(k) é a entrada de controle

e w(k) uma entrada exógena (distúrbio).

A estrutura ilustrada na Figura 1 foi adotada para solucionar o problema de controle

ótimo visando a rejeição do sinal de perturbação e rastreamento do sinal de referência em

sistemas discretos. A variável T representa o peŕıodo de amostragem adotado.
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+

+

-

+N
T

yc(k)

r(k) u(k)

planta

w(k)

x(k + 1) = Ax(k) +Buu(k) +Bww(k)

y(k) = C1x(k)

z(k) = C2x(k)

yc(k) = Ccxc(k)

z(k)

y(k)

e(k)

M

Compensador Kc(z)

xc(k + 1) = Acxc(k) +Bcuc(k) +Mr(k)

r(t)

Figura 1: Sistema de controle ótimo discreto no tempo com posicionamento de pólos e
zeros.

Primeiramente projeta-se um compensador H∞, considerando-se N ∈ �p×p e M ∈

�n×p, através de um controlador discreto Kc(z), descrito na Figura 1. Tal controlador é

formulado em termos de LMIs e minimiza a norma H∞ de w(k) para z(k).

Na etapa seguinte obtém-se as matrizes N ∈ �p×p e M ∈ �n×p, indicadas na Figura

1, através de um processo de otimização descrito na forma de LMIs. Na Seção 2.3 será

mostrado que os parâmetros N ∈ �p×p e M ∈ �n×p modificam as posições dos zeros de

r(k) para u(k). Isto é feito de forma a otimizar a norma H∞ entre a sáıda e(k), que

expressa o erro de rastreamento, e a entrada de referência r(k).

O diagrama de blocos da Figura 1 pode ser descrito através das variáveis de estado

x(k) e xc(k), da seguinte maneira:

[
x(k + 1)

xc(k + 1)

]
=

[
A1 A2

A3 A4

][
x(k)

xc(k)

]
+

[
BuN

M

]
r(k) +

[
Bw

0

]
w(k),

y(k) =
[
C1 0

] [ x(k)

xc(k)

]
, (2.3)

z(k) =
[
C2 0

] [ x(k)

xc(k)

]
, (2.4)

e(k) = r(k)− z(k) = r(k)−
[
C2 0

] [ x(k)

xc(k)

]
,
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sendo:

A1 = A,

A2 = BuCc,

A3 = BcC2,

A4 = Ac.

O sistema (2.4) pode ser representado na forma compacta,

x(k + 1) = Amx(k) +Bmr(k) +Bnw(k),

e(k) = −Cmx(k) +Dmr(k), (2.5)

z(k) = Cmx(k),

sendo,

x(k) =

[
x(k)

xc(k)

]
, Am =

[
A1 A2

A3 A4

]
, Dm = I, (2.6)

Bm =

[
BuN

M

]
, Bn =

[
Bw

0

]
e Cm =

[
C2 0

]
. (2.7)

Aplicando-se a Transformada Z no sistema (2.5), para x(0)=0, e realizando-se al-

gumas manipulações algébricas, pode-se determinar a relação entre a sáıda Z(z) e as

entradas W (z) e R(z), conforme descrito em (2.8):

Z(z) = Cm(zI − Am)
−1BmR(z) + Cm(zI − Am)

−1BnW (z). (2.8)

Considerando-se na equação (2.8) o sinal R(z) nulo, verifica-se que a norma H∞ de

W (z) para Z(z) pode ser minimizada devido ao projeto inicial do controlador H∞, impli-

cando a minimização do efeito da perturbação, presente na planta, sobre o desempenho

da sáıda do sistema.

Na Figura 1 observa-se a adição do termo Mr(k) na estrutura do controlador. Será

mostrado na Seção 2.3 que as matrizes M ∈ �n×p e N ∈ �p×p tem somente a função de

alterar os zeros da função de transferência de r(k) para u(k). M ∈ �n×p e N ∈ �p×p

não modificam os pólos estabelecidos com o projeto inicial do controlador Kc(z), pois a

função de transferência deW (z) para Z(z) não é modificada por N ∈ �p×p ouM ∈ �n×p,

vide equações (2.7) e (2.8). Os pólos do sistema não são modificados, pois Am em (2.6) e
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(2.8) não depende de M ∈ �n×p ou N ∈ �p×p. Com isso a estabilidade do sistema não é

comprometida.

Para o projeto do rastreador ótimo, considera-se a relação entre o sinal de erro e o

sinal de referência, denominado Hm(z), descrito em (2.9) , com o sinal de perturbação

W (z) nulo

Hm(z) = −Cm(zI − Am)
−1Bm +Dm. (2.9)

A partir desta relação, pode-se projetar um rastreador de sinais por meio da mo-

dificação de zeros minimizando a norma H∞ entre o sinal de referência e o sinal de erro

do sistema. O processo de modificação de zeros não interfere no projeto de rejeição

de perturbação, pois segundo (2.8) a função de transferência de W (z) para Z(z) não

depende de Bm. Na Seção 2.4 utiliza-se a posição dos zeros, impĺıcitos na especificação

dos parâmetros N ∈ �p×p e M ∈ �n×p em Bm, para o processo de minimização do erro

do rastreamento.
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2.2 Otimização H∞

Nesta seção apresenta-se os métodos de projeto usados para a otimização da norma

H∞ com o objetivo de obter o rastreamento do sinal de referência e a rejeição do distúrbio.

2.2.1 A norma H∞ discreta

A norma H∞ de um sistema discreto, linear e invariante no tempo é definida como

sendo o máximo valor da magnitude do sinal da resposta em frequência deste sistema. A

norma H∞ do sistema discreto próprio H(z), estável, representado na forma de espaço de

estados (A,B,C,D),

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), (2.10)

y(k) = Cx(k) +Du(k),

sendo A ∈ �n×n, B ∈ �n×p, C ∈ �m×n, D ∈ �p×p, supostamente conhecidas, pode

ser obtida através dos seguintes problemas de otimização, descritos na forma de LMIs

(PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997).

‖H‖2∞ = min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P̂ 0 C ′ A′P̂

0 I D′ B′P̂

C D μI 0

P̂A P̂B 0 P̂

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0,

P̂ = P̂ ′ > 0, (2.11)

μ > 0,

ou, ainda, na forma dual:

‖H‖2∞ = min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q̂ 0 B AQ̂

0 I D CQ̂

B′ D′ μI 0

Q̂A′ Q̂C ′ 0 Q̂

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0,

Q̂ = Q̂′ > 0, (2.12)
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μ > 0.

2.2.2 Compensador H∞

O problema de otimização da norma H∞ de (A,Bw, Bu, C) consiste em tornar a

influência da perturbação w(k) na sáıda z(k) do sistema a menor posśıvel através do

projeto de um controlador discreto Kc(z). Portanto, deseja-se minimizar a norma H∞

entre a entrada w(k) (perturbação) e a sáıda z(k). Para se ter controle de desempenho,

possibilitando a redução dos ganhos do controlador, no projeto do controlador discreto

Kc(z) deve-se restringir a região de alocação de pólos em uma circunferência de raio r e

centro -q. Os parâmetros r e -q são mostrados na Figura 2:

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

r

−q

Real(z)

Im
a
g
in
á
ri
o
(z
)

Figura 2: Região de restrição de pólos.

Segundo (CHIALI; GAHINET, 1996) os pólos podem ser alocados na região da Figura

2 através da seguinte restrição LMI:

[
−rQ̌ AQ̌+ qQ̌

Q̌q + Q̌A′ −rQ̌

]
< 0,

Q̌ = Q̌′ > 0. (2.13)

Teorema 2.1. Considere o sistema (2.1) com compensador Kc(z) = Cc(zI −Ac)
−1Bc de

realimentação dinâmica da sáıda de medida, e o problema de otimização (2.12). Consi-

derando r e q fixos, se existe solução para as LMIs descritas em (2.14), (2.15) e (2.16)

então pode-se obter o controlador Kc(z) que estabiliza o sistema (2.1) com alocação de

pólos na região mostrada pela Figura 2,
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‖H‖
2
∞

= min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R I 0 Bw AR + BuCj A

I S 0 SBw Aj SA + BjC2

0 0 I 0 C2R C2

B′

w B′

wS 0 μI 0 0

RA′ + C′

jB
′

u A′

j RC′

2 0 R I

A′ A′S + C′

2B
′

j C′

2 0 I S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

> 0, (2.14)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

−Rr −Ir AR+BuCj +Rq A+ Iq

−Ir −Sr Aj + Iq SA+BjC1 + Sq

RA′ + C′
jB

′
u +Rq A′

j + Iq −Rr −Ir

Iq +A′ A′S + C′
1B

′
j + Sq −Ir −Sr

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (2.15)

[
R I

I S

]
> 0, (2.16)

sendo, R = R′ ∈ �n×n, S = S ′ ∈ �n×n, Aj, Bj e Cj as variáveis de otimização conjunta

das LMIs (2.14), (2.15), (2.16). Considera-se ainda:

Cj = Ccψ
′,

Bj = EBc,

Aj = (SA+ EBcC1)R + (SBuCc + EAc)ψ
′, (2.17)

para a solução de (2.17) tem-se:

ψE ′ = I −RS, (2.18)

e através da resolução de (2.17), obtem-se as matrizes dinâmicas do compensador H∞,

Kc(z) = Cc(zI − Ac)
−1Bc.

Prova: considera-se Rm a realização mı́nima do sistema realimentado pelo compensa-

dor H∞,

Rm = Cm(zI − Am)
−1Bm,

sendo:

Am =

[
A BuCc

BcC1 Ac

]
,
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Bm =

[
B1

0

]
,

Cm =
[
C2 0

]
.

Para encontrar a solução do problema da determinação do compensador H∞ com

alocação de pólos soluciona-se o seguinte problema de otimização descrito em termos de

LMIs

‖H‖2∞ = min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q̂ 0 Bm AmQ̂

0 I D CmQ̂

B′m D′ μI 0

Q̂A′m Q̂C ′m 0 Q̂

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0, (2.19)

Q̂ = Q̂′ > 0,

μ > 0.

[
−rQ̌ AQ̌+ qQ̌

Q̌q + Q̌A′ −rQ̌

]
< 0,

Q̌ = Q̌′ > 0. (2.20)

Entretanto, o problema de otimização descrito em (2.19) e (2.20) apresenta BMIs, o

que torna a solução do problema de elevado custo computacional. Então, é necessário o

uso de uma transformação linear para resolver o problema em termos de LMIs. Inicial-

mente adota-se a matriz Q̌ e sua inversa como,

Q̌ =

[
R ψ

ψ′ J

]
e Q̌−1 =

[
S E

E ′ S

]
,
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sendo, R ∈ �n×n, S ∈ �n×n. Ainda, adota-se, R = R′ e S = S ′:

Q̌Γ2 = Γ1 , com Γ1 =

[
R I

ψ′ 0

]
e Γ2 =

[
I S

0 E ′

]
,

Considerando-se a matriz de Lyapunov Q̌ > 0 e pré e pós multiplicando-se Q̌ por Γ′2 e

Γ2 respectivamente obtém-se a inequação (2.16). Em seguida, a inequação (2.19) é pré e

pós multiplicada por (2.21) e (2.22) respectivamente para se obter a inequação (2.14). E

então, pré e pós multiplicando-se a inequação (2.13) por (2.23) e (2.24) respectivamente,

obtem-se a inequação (2.15).

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Γ′

2
0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 Γ′

2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.21)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Γ2 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 Γ2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.22)

[
Γ′

2
0

0 Γ′

2

]
, (2.23)

[
Γ2 0

0 Γ2

]
. (2.24)

Observação 2.2. As matrizes Ψ e E descritas em (2.18) podem ser obtidas através do

método de solução de sistemas lineares denominado decomposição LU. Através do software

MATLAB pode-se obter a decomposição LU (LIMA, 2000) de uma determinada matriz.

A restrição de pólos quando utilizada adequadamente na região escolhida possibilita

o projeto de controladores com ganhos menores.
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2.3 Alocação de Zeros em Sistemas Discretos

É proposto um processo de alocação de zeros para o sistema (2.25), no qual utiliza-se

a estrutura para o posicionamento dos zeros ilustrada na Figura 3.

-

r(k)
N

u(k)
Planta

y(k)

M

r(t)

uc(k)

Compensador Kc(z)

T

yc(k)

Figura 3: Sistema de alocação de zeros.

Representa-se a planta por

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), (2.25)

y(k) = Cx(k).

Considera-se a transformada Z de (2.25)

[zI − A]X(z) = BU(z), (2.26)

Y (z) = CX(z).

O zero de um sistema é o valor de z tal que a sáıda do sistema seja igual a zero

mesmo com uma combinação de entrada e estado diferentes de zero. Se encontrarmos

uma solução não trivial para X(z0) e U(z0) tal que Y (z0) é zero, então z0 é um zero do

sistema. Combinando as duas partes de (2.26) deve-se satisfazer a condição

[
ziI − A −B

C 0

][
X(z)

U(z)

]
=

[
0

0

]
. (2.27)

A descrição em variáveis de estado da planta indicada na Figura 3 foi apresentada

em (2.25). Ainda, pode-se descrever um compensador na forma de variáveis de estado da

seguinte forma:

xc(k + 1) = Acxc(k) +Bcuc(k),
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onde, uc(k) = Cx(k). A forma mais geral para se introduzir a entrada r(k) nessas equações

como é mostrada na Figura 3 é adicionando um termo Mr(k) a xc(k + 1) e adicionando

um termo Nr(k) a equação de controle u(k) = Ccxc(k). O controlador, com essas adições,

se torna

xc(k + 1) = Acxc(k) +Bcuc(k) +Mr(k), (2.28)

u(k) = Ccxc(k) +Nr(k).

Considere o controlador (2.28). Se existe um zero de transmissão de r para u, então

necessariamente existirá um zero de transmissão de r para y ao menos que ocorra can-

celamento de pólos e zeros. As equações para obter zi de r para u em (2.28), usando a

aplicação (2.27), são dadas por

[
ziI − Ac −M

Cc N

][
xco

ro

]
=

[
0

0

]
, (2.29)

Pelo fato de que a matriz em (2.29) é quadrada, a condição para a solução não trivial

é que o determinante dessa matriz seja zero. No entanto, tem-se

det

[
ziI − Ac −M

Cc N

]
= 0. (2.30)

Dividindo a última coluna da matriz descrita em (2.30) por uma matriz não nula N

e então adicionando-se a primeira coluna de (2.30) o produto de −Cc pela última coluna

tem-se:

det

[
ziI − Ac +MN−1Cc −MN−1

0 1

]
= 0,

ou ainda, considerando-se zi = z,

det(zI − Ac +MN−1Cc) = 0,

sendo que as soluções, z = zi são os zeros modificados de r(k) para u(k).

É importante lembrar que além das matrizes N e M modificarem os zeros do sistema
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elas também são usadas para se obter a solução ótima para o rastreamento, como é

mostrado na Seção 2.4.

2.4 Otimização H∞ com Modificação de Zeros

O problema de otimização de Hm = (Am, Bm,−Cm, Dm) em (2.9) consiste em mini-

mizar a norma H∞ de r(k) para e(k) do sistema Hm a partir da determinação dos valores

de M e N (presentes em Bm, que modificam os zeros), isto é, alocar os zeros de forma

que a norma H∞ de r(k) para e(k) seja minimizada, formando um rastreador de sinais.

Substitui-se os valores de Am, Bm,−Cm e Dm descritos em (2.6) e (2.7) em (2.12):

‖Hm‖
2
∞ = min μ

s.a⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 0 BuN A1Q11 +A2Q
′
12 A1Q12 +A2Q22

Q′
12 Q22 0 M A3Q11 +A4Q

′
12 A3Q12 +A4Q22

0 0 I I −C2Q11 −C2Q12

N ′B′
u M ′ I μI 0 0

Q11A
′
1 +Q12A

′
2 Q12A

′
4 +Q11A

′
3 −Q11C

′
2 0 Q11 Q12

Q′
12A

′
1 +Q22A

′
2 Q′

12A
′
3 +Q22A

′
4 −Q′

12C
′
2 0 Q′

12 Q22

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0,

(2.31)

μ > 0,

Q̂ =

[
Q11 Q12

Q′

12
Q22

]
> 0.

Porém, com o uso de (2.31) o rastreamento pode ocorrer em uma faixa de frequência

indesejada. Então, para a aplicação do projeto do rastreador discreto é necessária a in-

clusão de um filtro discreto. Além de viabilizar o rastreamento, o filtro discreto também

possibilita especificar a faixa de frequência na qual ocorrerá o rastreamento do sinal de re-

ferência. Na próxima seção será proposto o projeto do rastreador com peso na frequência,

o qual viabiliza o projeto e possibilita a especificação da faixa frequencial desejada.
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2.5 Projeto do Rastreador com Peso na Freqüência

A utilização de peso na freqüência em sistemas de controle tem como objetivo atin-

gir especificações de projeto em malha fechada. Para o projeto do rastreador deseja-se

encontrar a solução global que otimize o problema descrito a seguir:

min ‖Hm(z)V (z)‖∞, (2.32)

sendo V (z) = (Av, Bv, Cv, Dv) um sistema dinâmico projetado para especificar o peso na

freqüência de sáıda e considera-se Hm = (Am, Bm,−Cm, Dm) uma realização do sistema

linear invariante no tempo e estável indicado em (2.9). Na Figura 4 é ilustrada a estrutura

de inclusão de peso na freqüência:

R(z)
Hm(z)

Ym(z) Yv(z)
V (z)

Figura 4: Estrutura de sistemas de controle com peso na freqüência.

Pode-se representar o sistema indicado na Figura 4 através de variáveis de estado em

função de xm(k) e xv(k) , através das equações abaixo:⎡
⎣ xm(k + 1)

xv(k + 1)

⎤
⎦=

⎡
⎣ Am 0

−BvCm Av

⎤
⎦
⎡
⎣ xm(k)

xv(k)

⎤
⎦+

⎡
⎣ Bm

BvDm

⎤
⎦ r(k),

yv(k)=
[
0 Cv

]⎡⎣xm(k)
xv(k)

⎤
⎦ . (2.33)

Com isso, uma posśıvel realização em espaço de estado de Ȟf = Hm(z)V (z) é:

⎡
⎣ Ǎf B̌f

Čf Ďf

⎤
⎦=

⎡
⎢⎢⎣

Am 0 Bm

−BvCm Av BvDm

0 Cv 0

⎤
⎥⎥⎦ . (2.34)

No Teorema 2.3 é proposta a metodologia para solução do problema do rastrea-

mento com o peso na frequência com os valores das matrizes do compensador Kc(z) =

(Ac, Bc, Cc, 0) já fixos.

Teorema 2.3. Considerando o filtro na sáıda do sistema Hm, se existe solução para a

LMI descrita em (2.35), então pode-se obter as matrizes N ∈ �p×p e M ∈ �n×p que
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minimizam a norma H∞ de e(k) para r(k) do sistema.

‖H‖2
∞
= min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13 0
Q′

12
Q22 Q23 0

Q′

13
Q′

23
Q33 0

0 0 0 I
N ′B′

u M ′ B′

v I
Q12A

′

2
+Q11A

′

1
Q12A

′

4
+Q11A

′

3
Q13A

′

v −Q11C
′

2
B′

v −Q13C
′

v

Q22A
′

2
+Q′

12
A′

1
Q22A

′

4
+Q′

12
A′

3
Q23A

′

v −Q′

12
C ′

2
B′

v −Q23C
′

v

Q′

23
A′

2
+Q′

13
A′

1
Q′

23
A′

4
+Q′

13
A′

3
Q33A

′

v −Q′

13
C ′

2
B′

v −Q33C
′

v

BuN A1Q11 +A2Q
′

12
A1Q12 +A2Q22 A1Q13 +A2Q23

M A3Q11 +A4Q
′

12
A3Q12 +A4Q22 A3Q13 +A4Q23

Bv −BvC2Q11 +AvQ
′

13
−BvC2Q12 +AvQ

′

23
−BvC2Q13 +AvQ33

I −CvQ
′

13
−CvQ

′

23
−CvQ33

μI 0 0 0
0 Q11 Q12 Q13

0 Q′

12
Q22 Q23

0 Q′

13
Q′

23
Q33

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
> 0,

⎡
⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13

Q′

12
Q22 Q23

Q′

13
Q′

23
Q33

⎤
⎥⎥⎦ > 0, (2.35)

μ > 0.

Prova: Para o projeto do rastreador com peso na frequência, substitui-se Ǎf , B̌f , Čf e

Ďf de (2.34) em (2.12). Isto resulta no problema de otimização descrito em (2.35), que é

equacionado na forma de LMIs. Deste processo determina-se as matrizes N e M , e estes

parâmetros minimizam a norma H∞ de r(k) para e(k) (rastreador de sinais).

A matriz Q é particionada da seguinte forma Qij = Q′ij , i,j=1, 2, 3.

As matrizes M ∈ �n×p e N ∈ �p×p são as soluções ótimas de (2.35) que minimizam a

norma H∞ entre o erro de rastreamento e a referência considerando o peso na frequência.

Os filtros utilizados no projeto do rastreador são usados para viabilizar o projeto e

ajustar os parâmetros M e N para uma determinada faixa de freqüência. A obtenção dos

valores de M e N a partir da solução do problema descrito na forma de LMIs leva agora

em consideração a dinâmica do filtro para restringir o problema a uma determinada faixa

de freqüência. Porém, na simulação ou implementação do sistema de rastreamento esses

filtros são descartados. O projeto de rejeição de distúrbios e rastreamento do sinal de

referência com peso na frequência ainda se estende para sistemas discretos com atraso no

tempo. Na próxima seção será mostrado um método para a obtenção da transformada
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Z de uma função cont́ınua com atraso no tempo para posterior uso em um exemplo de

aplicação.
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2.6 Transformada Z de uma Função Cont́ınua com

Atraso no Tempo

Geralmente, as respostas dos processos qúımicos possuem um atraso temporal de

transporte do flúıdo entre o controlador e os sensores.

O procedimento mostrado a seguir (FRANKLIN; POWELL; WORKMAN, 1990) possibilita

a determinação exata da função de transferência discreta de tais processos considerando

a dinâmica de um bloqueador de ordem zero.

Considere o sistema de controle de temperatura do tanque apresentado na Figura 5.

Flúıdo quente

Flúıdo frio

Tc

Válvula Misturadora

Te

Figura 5: Sistema de controle de temperatura do tanque.

O atraso entre o ponto Tc e Te é λ segundos, sendo Tc a temperatura na sáıda da

válvula misturadora e Te a temperatura no tanque.

A função de transferência com atraso é:

Te(s)

Tc(s)
= G(s) =

e−λs

s
a
+ 1

. (2.36)

Fazendo o atraso λ uma combinação do peŕıodo de amostragem T , teremos:

λ = lT −mT, sendo l ∈ {0, 1, 2, 3...} e 0 < m < 1,

substituindo λ = lT −mT na equação (2.36) teremos:

G(s) =
e−(lT−mT )s

s
a
+ 1

,

logo,
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G(s) =
e−lT semTs

s
a
+ 1

.

A função de transferência discreta do subsistema D/A - Processo com atraso - A/D,

será:

H(z) = (1− z−1)Z{L−1{e−lT semTs a

s(s+ a)
}},

como l é inteiro, teremos:

H(z) = (1− z−1)z−lZ{L−1{emTs a

s(s+ a)
}},

Expandindo em frações parciais:

H(z) =
z − 1

zl+1
Z{L−1{emTs(

1

s
−

1

s+ a
)}},

Logo:

H(z) =
z − 1

zl+1
Z{L−1{

emTs

s
−
emTs

s+ a
}},

chamando

f1(s) =
emTs

s
e f2(s) =

emTs

s+ a
,

tem-se,

f1(kT ) = u(kT ) e f2(kT ) = e−amT e−akT ,

Assim,
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H(z) =
z − 1

zl+1
Z{u(kT )− e−amT e−akT},

H(z) =
z − 1

zl+1
[
z

z − 1
−

e−amT z

z − e−aT
],

Ou ainda,

H(z) = (1− e−amT )
z + α

zl(z − e−aT )
. (2.37)

sendo,

α =
(e−amT − e−aT )

1− e−amT
.

Uma aplicação do projeto da rejeição do distúrbio com o rastreamento do sinal de

referência para um sistema discreto com atraso no tempo será mostrada no Exemplo 4.
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3 Otimização H∞ com

Modificação de Zeros para o

Problema do Rastreamento em

Sistemas Discretos Incertos

Neste caṕıtulo apresenta-se a formulação e propõe-se uma metodologia para a solução

do problema do rastreamento do sinal de referência com rejeição de distúrbios em sistemas

discretos incertos utilizando a realimentação dinâmica da sáıda.

3.1 Formulação do problema

+

+

-

+
N

T

r(k) u(k)

Planta Incerta

w(k)

x(k + 1) = A(α)x(k) + Bu(α)u(k) + Bww(k)

y(k) = C1x(k)

z(k) = C2(α)x(k)

yc(k) = Ccxc(k)

z(k)

y(k)

e(k)

M

Compensador Kc(z)

xc(k + 1) = Ac(α)xc(k) +Bcuc(k) +Mr(k)

r(t)

Figura 6: Sistema de controle ótimo discreto de rastreamento de sinal de referência e
atenuação de perturbação presente na planta incerta.

Considera-se o seguinte sistema discreto linear e invariante no tempo com incertezas

parámetricas descrito na forma de variáveis de estado:

x(k + 1) = A(α)x(k) +Bu(α)u(k) +Bww(k)

y(k) = C1x(k) (3.1)
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z(k) = C2(α)x(k)

sendo A(α) ∈ �n×n, Bu(α) ∈ �
n×p, Bw(α) ∈ �

n×q, C2(α) ∈ �
m×n, C1 ∈ �

m×n, x(k) é o

vetor de estados, y(k) é a sáıda medida, z(k) é a sáıda de referência, u(k) é a entrada de

controle e w(k) e uma entrada exógena (do tipo distúrbio ou perturbação).

As matrizes incertas A(α), Bu(α) e C2(α) são representadas pela combinação convexa

descrita a seguir (KAU et al., 2005):

A(α) =
r∑

i=1

αiAi, Bu(α) =
r∑

i=1

αiBui,

C2(α) =
r∑

i=1

αiC2i (3.2)

sendo α = [α1 · · ·αn]
′ o vetor que parametriza o politopo de incertezas, e ainda,

r∑
i=1

αi = 1, αi ≥ 0. (3.3)

O número total de vértices do politopo de incetezas do sistema é igual a r, sendo

r = 2v e v é o número de parâmetros incertos na planta.

O problema de rastreamento ótimo e rejeição do distúrbio considerando-se o sistema

incerto descrito em (3.1) é minimizar o custo garantido H∞ entre a sáıda z(k) e a entrada

exógena w(k), de tal maneira que o efeito da perturbação seja atenuado, e minimizar o

custo garantido H∞ entre a entrada de referência r(k) e o erro do sinal de rastreamento

r(k)− z(k).

Primeiramente projeta-se um compensador H∞ para sistemas incertos utilizando a

realimentação dinâmica da sáıda, considerando-se N ∈ �p×p = 0 eM ∈ �n×p = 0, através

de um controlador discreto Kci(z), descrito na Figura 6. Tal controlador é formulado em

termos de LMIs e minimiza o custo garantido H∞ de w(k) para z(k).

Na etapa seguinte obtém-se as matrizes N ∈ �p×p e M ∈ �n×p, indicadas na Figura

6, através de um processo de otimização descrito na forma de LMIs. Na Seção 3.3 será

mostrado que N e M modificam as posições dos zeros de r(k) para u(k). Isto é feito de

forma a otimizar o custo garantido H∞ entre a sáıda e(k) e a entrada de referência r(k).

Note que e(k) denota o erro de rastreamento.

O diagrama de blocos da Figura 6 pode ser descrito por meio das variáveis de estado
x(k) e xc(k), da seguinte maneira:

[
x(k + 1)

xc(k + 1)

]
=

[
A(α) Bu(α)Cc

BcC2(α) Ac

] [
x(k)

xc(k)

]
+

[
Bu(α)N

M

]
r(k) +

[
Bw

0

]
w(k),
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y(k) =
[

C1 0
] ⎡
⎢⎣ x(k)

xc(k)

⎤
⎥⎦ , (3.4)

z(k) =
[

C2(α) 0
] [

x(k)

xc(k)

]
,

e(k) = r(k) − z(k) = r(k) −
[

C2(α) 0
] [

x(k)

xc(k)

]
.

O sistema (3.4) pode ser representado na forma compacta,

x(k + 1) = Am(α)x(k) +Bm(α)r(k) +Bnw(k),

e(k) = −Cm(α)x(k) +Dmr(k), (3.5)

z(k) = Cm(α)x(k),

sendo,

x(k) =

[
x(k)

xc(k)

]
, Am(α) =

[
A(α) Bu(α)Cc

BcC2(α) Ac

]
, Dm = I, (3.6)

Bm(α) =

[
Bu(α)N

M

]
, Bn =

[
Bw

0

]
e Cm(α) =

[
C2(α) 0

]
. (3.7)

Aplicando-se a Transformada Z no sistema (3.5), para x(0)=0, e realizando-se al-

gumas manipulações algébricas, pode-se determinar a relação entre a sáıda Z(z) e as

entradas W (z) e R(z), conforme descrito em (3.8):

Z(z) = Cm(α)(zI − Am(α))
−1Bm(α)R(z) + Cm(α)(zI − Am(α))

−1BnW (z). (3.8)

Considerando-se na equação (3.8) o sinal R(z) nulo, verifica-se que o custo garantido

H∞ de W (z) para Z(z) pode ser minimizado devido ao projeto inicial do controlador

H∞, implicando a minimização do efeito da perturbação, presente na planta, sobre o

desempenho da sáıda do sistema.

Na Figura 6 observa-se a adição do termo Mr(k) na estrutura do controlador. Será

mostrado na Seção 3.3 que as matrizes M ∈ �n×p e N ∈ �p×p tem somente a função de

alterar os zeros da função de transferência de r(k) para u(k). M ∈ �n×p e N ∈ �p×p

não modificam os pólos estabelecidos com o projeto inicial do controlador Kc(z), pois a

função de transferência de W (z) para Z(z) não é modificada pelos parâmetros N ou M ,

vide equações (3.6) e (3.7). Os pólos do sistema não são modificados, pois Am em (3.6) e

(3.7) não depende de M ou N . Com isso a estabilidade do sistema não é comprometida.

Para o projeto do rastreador ótimo, considera-se a relação entre o sinal de erro e o

sinal de referência, denominado Hinc(z), descrito em (3.9), com o sinal de perturbação
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W (z) nulo

Hinc(z) = −Cm(α)(zI −Am(α))
−1Bm(α) +Dm, (3.9)

para um valor espećıfico de α.

A partir desta relação, pode-se projetar um rastreador de sinais através da modificação

de zeros minimizando o custo garantido H∞ entre o sinal de referência e o sinal de erro

do sistema. O processo de modificação de zeros não interfere no projeto de rejeição de

perturbação, pois segundo (3.8) a função de transferência deW (z) para Z(z) não depende

de Bm(α). Na Seção 3.4 utiliza-se a posição dos zeros, impĺıcitos na especificação dos

parâmetros N ∈ �p×p e M ∈ �n×p em Bm(α), para o processo de minimização do erro do

rastreamento.
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3.2 Projeto de um Compensador H∞ Discreto para

Sistemas Incertos

O problema de otimização do custo garantidoH∞ de (A(α), Bw, Bu(α), C2(α)) consiste

em tornar a influência da perturbação w(k) na sáıda z(k) do sistema a menor posśıvel,

através do projeto de um controlador discreto Kci(z). Portanto, deseja-se minimizar o

custo garantido H∞ entre a entrada w(k) (perturbação) e a sáıda z(k), que pode ser

descrito através do seguinte problema de otimização, (PALHARES; TAKAHASHI; PERES,

1997):

‖H‖2
∞
= min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Q 0 Bni AmiQ

0 I Dmi CmiQ

B′

ni D′

mi μI 0

QA′

mi QC ′

mi 0 Q

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ > 0,

Q > 0, (3.10)

μ > 0.

sendo i = 1, 2, ..., r.

Considera-se incerteza do tipo politópica e Kci(z) é um controlador H∞ para sistemas

incertos utilizado na realimentação dinâmica da sáıda de medida. O controlador Kci(z)

é projetado utilizando uma metodologia descrita na forma de LMIs conforme proposto

no Teorema 3.1. O controlador Kc(z) apresentado no Teorema 3.1 representa o Kci(z)

escolhido como ótimo do problema.

Teorema 3.1. Considere o sistema (3.1) com compensador Kc(z) = Cc(zI − Ac)
−1Bc

de realimentação dinâmica da sáıda. Se existe solução para as LMIs descritas em (3.11)

e (3.12) então pode-se obter o controlador Kc(z) que minimiza o efeito do distúrbio e

estabiliza o sistema (3.1),

‖H‖2∞ = min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R I 0 Bw AiR+BuiC Ai

I S 0 SBw Xi SAi +BC2i

0 0 I 0 C2iR C2i

B′
w B′

wS 0 μI 0 0

RA′
i + C

′
B′

ui X′
i RC′

2i 0 R I

A′
i A′

iS + C′
2iB

′
C′

2i 0 I S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

> 0,
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(3.11)

[
R I

I S

]
> 0, (3.12)

sendo, R = R′ ∈ �n×n, S = S ′ ∈ �n×n, Xi, B e C as variáveis de otimização conjunta

das LMIs (3.11) e (3.12), para i = 1, 2, ..., r.

Um controlador, para cada vértice do politopo, é obtido a partir das relações:

C = Ccψ
′,

B = EBc, (3.13)

e,

Xi = (SAi + EBcC2i)R+ (SBuiCc + EAci)ψ
′, (3.14)

O controlador a ser implementado deverá ser selecionado de (3.14) tal que proporcione

o menor custo garantido H∞ para todo o politopo.

Para a solução de (3.13) e (3.14) tem-se:

ψE′ = I −RS, (3.15)

Prova: considera-se Rm a realização mı́nima do sistema realimentado pelo compensa-

dor H∞,

Rm = Cm(α)(zI − Am(α))
−1Bn, (3.16)

para um α espećıfico.

A norma H∞ da realização Rm, para um α espećıfico, pode ser interpretada pela norma

induzida L2 → L2 (DOYLE; GLOVER, 1996), isto é,

||Rm||∞ = γ ⇔ ||z||2 ≤ γ||w||2, ∀w(k) ∈ L2, (3.17)

ou γ−1||z||2 ≤ ||w||2, sendo ||z||
2
2 = z′z e ||w||22 = w′w. Neste caso, ||w||22 > γ−2||z||22.

Neste contexto, z(k) é o sinal de sáıda de referência do sistema e w(k) é a entrada do
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sinal de distúrbio. Para o sistema com incerteza politópica, dependente dos valores de α,

γ é um limitante superior da norma H∞ de cada vértice do politopo, denominado custo

garantido H∞. Em (3.17), pode-se verificar que o custo garantido H∞ não excede ao valor

γ se existir uma função quadrática de Lyapunov V (x(k)) = x(k)′Px(k) > 0 tal que,

V (x(k + 1))− V (x(k)) < 0 (3.18)

De (3.17) e (3.18) temos:

V (x(k + 1))− V (x(k)) + z′z − γ2w′w < 0, sendo P = P ′ > 0. (3.19)

Substituindo V (x(k)) e V (x(k + 1)) em (3.19), obtém-se

x(k + 1)′Px(k + 1)− x(k)′Px(k) + z′z − γ2w′w < 0. (3.20)

Entretanto, de (3.1), x(k+1) = A(α)x(k)+Bww(k) e z(t) = C2(α)x(k), o que resulta

em

(A(α)x(k) +Bww(k))
′ P (A(α)x(k) +Bww(k))− x(k)′Px(k)

+ (C2(α)x(k))
′ (C2(α)x(k))− γ2w′w < 0,

e,

x(k)′A(α)′PA(α)x(k)+x(k)′A(α)′PBww(k)+w(k)
′B′wPA(α)x(k) +

w(k)′B′wPBww(k) + x(k)′C2(α)
′C2(α)x(k)

−γ2w′w − x(k)′Px(k) < 0. (3.21)

Escolhendo-se um novo vetor [x(k)′ w(k)′], pode-se reescrever a inequação (3.21) na

seguinte forma matricial:

[
x(k) w(k)

]′
Ah

[
x(k)

w(k)

]
< 0, (3.22)

ou,

Ah < 0, (3.23)
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sendo,

Ah =

[
Ah1 Ah2

Ah3 Ah4

]
, (3.24)

e,

Ah1 = A(α)′PA(α) + C2(α)
′C2(α)− P,

Ah2 = A(α)′PBw,

Ah3 = B′wPA(α),

Ah4 = B′wPBw − Iγ2. (3.25)

O custo garantido H∞ é obtido pela minimização de γ em (3.19). Utilizando-se a

modificação de variável μ = γ2, e considerando (3.25) e (3.24) tem-se

[
A(α)′PA(α)− P A(α)PBw

B′wPA(α) B′wPBw − μI

]
+

[
C2(α)

′

0

] [
C2(α) 0

]
< 0.

(3.26)

Usando o complemento de Schur em (3.26),

⎡
⎢⎢⎣

[
P 0

0 μI

]
−

[
A(α)′P

B′wP

]
P−1

[
PA(α) PBw

] [
C2(α)

′

0

]
[
C2(α) 0

]
I

⎤
⎥⎥⎦ > 0.

Ou ainda,

⎡
⎢⎢⎣

P 0 C2(α)
′

0 μI 0

C2(α) 0 I

⎤
⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎣

[
A(α)′P

B′wP

]
P−1

[
PA(α) PBw

] [
0

0

]
[
0 0

]
0

⎤
⎥⎥⎦ ,
(3.27)

que pode ser escrita na seguinte forma conveniente:
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⎡
⎢⎢⎣

P 0 C2(α)
′

0 μI 0

C2(α) 0 I

⎤
⎥⎥⎦−

⎡
⎢⎢⎣
A(α)′P

B′wP

0

⎤
⎥⎥⎦P−1

[
PA(α) PBw 0

]
> 0,

P > 0,

μ > 0,

(3.28)

Resultando,

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

P 0 C2(α)
′ A(α)′P

0 μI 0 BwP

C2(α) 0 I 0

PA(α) PBw 0 P

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0.

Ou, na forma dual:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q 0 Bw A(α)′Q

0 μI 0 C2(α)Q

B′w 0 I 0

QA(α) QC2(α)
′ 0 Q

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0. (3.29)

Então, substitiu-se a realização (Am(α), Bn, Cm(α)) no lugar de

(A(α), Bw, Bu(α), C2(α)) na inequação (3.29), obtendo:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q 0 Bn Am(α)
′Q

0 μI 0 Cm(α)Q

B′n 0 μI 0

QAm(α) QCm(α)
′ 0 Q

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0. (3.30)

Para solucionar o problema da determinação do compensador H∞ soluciona-se o pro-

blema de otimização descrito em (3.30). Entretanto, o mesmo apresenta BMIs, o que

torna a solução do problema de elevado custo computacional. Então, é necessário o uso
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de uma transformação linear para resolver o problema em termos de LMIs. Inicialmente

adota-se a matriz Q̌ e sua inversa como,

Q̌ =

[
R ψ

ψ′ J

]
e Q̌−1 =

[
S E

E ′ X

]
,

sendo, R ∈ �n×n, S ∈ �n×n. Ainda adota-se, R = R′ e S = S ′:

Q̌Γ2 = Γ1 , com Γ1 =

[
R I

ψ′ 0

]
e Γ2 =

[
I S

0 E ′

]
,

Considerando-se a matriz de Lyapunov Q̌ > 0 e pré e pós multiplicando-se Q̌ por Γ′2
e Γ2 respectivamente obtém-se a inequação (3.12). Então, a inequação (3.30) é pré e pós

multiplicada por (3.31) e (3.32) respectivamente para se obter a inequação (3.11).

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Γ′

2
0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 Γ′

2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.31)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Γ2 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 Γ2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , (3.32)

Efetuando-se as multiplicações para se obter (3.11), resulta:

‖H‖2
∞
= min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R I 0

I S 0

0 0 I

B′

w B′

wS D′

RA(α)′ + C
′

Bu(α)
′ X(α)′ RC2(α)

′

A(α)′ A(α)′S + C2(α)
′B

′

C2(α)
′
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Bw A(α)R+Bu(α)C A(α)

SBw X(α) SA(α) +BC2(α)

D C2(α)R C2(α)

μI 0 0

0 R I

0 I S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
> 0,

(3.33)

sendo:

X(α) = (SA(α)) + EBcC2(α))R+ (SBu(α)Cc + EAc(α))ψ
′,

r∑
i=1

αiXi = S

r∑
i=1

αiAi + EBc

r∑
i=1

αiC2iR+ [S

r∑
i=1

αiBuiCc + EAc]ψ
′,

r∑
i=1

αiXi =
r∑

i=1

αi[SAi + EBcC2iR+ (SBuiCc + EAc)ψ
′],

(3.34)

como
∑r

i=1 αi = 1, A(α) =
∑r

i=1 αiAi, Bu(α) =
∑r

i=1 αiBui e C2(α) =
∑r

i=1 αiC2i,

temos:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑r
i=1 αiR

∑r
i=1 αiI 0∑r

i=1 αiI
∑r

i=1 αiS 0

0 0
∑r

i=1 αiI∑r
i=1 αiB

′
w

∑r
i=1 αiB

′
wS

∑r
i=1 αiD

′

R
∑r

i=1 αiA
′
i + C

′ ∑r
i=1 αiB

′
ui

∑r
i=1 αiX

′
i R

∑r
i=1 αiC

′
2i∑r

i=1 αiA
′
i

∑r
i=1 αiA

′
iS +

∑r
i=1 αiC

′
2iB

′ ∑r
i=1 αiC

′
2i

∑r
i=1 αiBw

∑r
i=1 αiAiR+

∑r
i=1 αiBuiC

∑r
i=1 αiAi∑r

i=1 αiSBw

∑r
i=1 αiXi S

∑r
i=1 αiAi +B

∑r
i=1 αiC2i∑r

i=1 αiD
∑r

i=1 αiC2iR
∑r

i=1 αiC2i∑r
i=1 αiμI 0 0

0
∑r

i=1 αiR
∑r

i=1 αiI

0
∑r

i=1 αiI
∑r

i=1 αiS

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

> 0,

(3.35)

ou ainda,

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑r
i=1 αi(R)

∑r
i=1 αi(I) 0∑r

i=1 αi(I)
∑r

i=1 αi(S) 0

0 0
∑r

i=1 αi(I)∑r
i=1 αi(B

′
w)

∑r
i=1 αi(B

′
wS)

∑r
i=1 αi(D

′)∑r
i=1 αi(RA′

i) +
∑r

i=1 αi(C
′
Bui)

∑r
i=1 αi(X

′
i)

∑r
i=1 αi(RC′

2i)∑r
i=1 αi(A

′
i)

∑r
i=1 αi(A

′
iS) +

∑r
i=1 αi(C

′
2iB

′
)

∑r
i=1 αi(C

′
2i)
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∑r
i=1 αi(Bw)

∑r
i=1 αi(AiR) +

∑r
i=1 αi(BuiC)

∑r
i=1 αi(Ai)∑r

i=1 αi(SBw)
∑r

i=1 αi(Xi)
∑r

i=1 αi(SAi) +
∑r

i=1 αi(BC2i)

D
∑r

i=1 αi(C2iR)
∑r

i=1 αiC2i∑r
i=1 αi(μI) 0 0

0
∑r

i=1 αi(R)
∑r

i=1 αi(I)

0
∑r

i=1 αi(I)
∑r

i=1 αi(S)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

> 0,

(3.36)

que corresponde á seguinte soma:

α1

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R I 0 Bw (A1R) + (Bu1C) A1

I S 0 SBw X1 SA1 +BC21

0 0 I D C21 C21

B′
w B′

wS D′ μI 0 0

RA′
1 + C

′
Bu1 X′

2 RC′
21 0 R I

A′
1 A′

1S + C′
21B

′
C′

21 0 I S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

α2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R I 0 Bw (A2R) + (Bu2C) A2

I S 0 SBw X2 SA2 +BC22

0 0 I D C22 C22

B′
w B′

wS D′ μI 0 0

RA′
2 + C

′
Bu2 X′

2 RC′
22 0 R I

A′
2 A′

2S + C′
22B

′
C′

22 0 I S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ ...

...+ αi

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R I 0 Bw (AiR) + (BuiC) Ai

I S 0 SBw Xi SAi +BC2i

0 0 I D C2i C2i

B′
w B′

wS D′ μI 0 0

RA′
i + C

′
Bui X′

i RC′
2i 0 R I

A′
i A′

iS + C′
2iB

′
C′

2i 0 I S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ ...

...+ αr

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R I 0 Bw (ArR) + (BurC) Ar

I S 0 SBw Xr SAr +BC2r

0 0 I D C2r C2r

B′
w B′

wS D′ μI 0 0

RA′
r + C

′
Bur X′

r RC′
2r 0 R I

A′
r A′

rS + C′
2rB

′
C′

2r 0 I S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

> 0,

(3.37)

como αi > 0 para i = 1, 2, ..., r, uma condição suficiente para a positividade de (3.37) é:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R I 0 Bw AiR+BuiC Ai

I S 0 SBw Xi SAi +BC2i

0 0 I D C2iR C2i

B′
w B′

wS D′ μI 0 0

RA′
i + C

′
B′

ui X′
i RC′

2i 0 R I

A′
i A′

iS + C′
2iB

′
C′

2i 0 I S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

> 0,

(3.38)

i = 1, 2, ..., r.

Observação 3.2. As matrizes Ψ e E descritas em (3.15) podem ser obtidas através do
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método de solução de sistemas lineares denominado decomposição LU. Através do software

MATLAB pode-se obter a decomposição LU de uma matriz.

Através da resolução de (3.13) e (3.14), obtem-se as matrizes dinâmicas do compen-

sador H∞, Kci(z) = Cci(zI − Aci)
−1Bci.

Obtém-se Aci a partir de (3.14) resolvendo,

Aci = E−1(Xi − SAiR− EBcC2iR− SBuiCcψ
′)((ψ′)−1). (3.39)

Em seguida, substitiu-se as matrizes do compensador Kci(z) = Cc(zI − Aci)
−1Bc

no problema (3.10), e verifica-se qual controlador Kci(z) que proporciona o melhor de-

sempenho na otimização do custo garantido H∞ de w(k) para z(k) para todo politopo.

Implementa-se o controlador Kc(z) = Kci(z) de melhor desempenho na otimização do

custo garantido H∞.

Uma outra forma para se obter Kc(z), é utilizar o controlador Ac como sendo uma

combinação linear dos controladores Aci,

Ac =
r∑

i=1

αiAci, (3.40)

sendo que αi é dado em (3.3).

Verifica-se todas as combinações lineares, e utiliza-se o controlador Kci(z) que possua

Aci que proporcione o melhor desempenho na otimização do custo garantido H∞ de w(k)

para z(k) para todo politopo. Implementa-se o controlador Kc(z) = Kci(z) de melhor

desempenho na otimização do custo garantido H∞.
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3.3 Alocação de Zeros em Sistemas Discretos Incer-

tos

Considerando-se o sistema (A(α), Bu(α), C2(α)), é posśıvel projetar um sistema que

modifique os zeros de r(k) para u(k) conforme mostrado na Figura 7. Neste trabalho

propõe-se a seleção de M e N de modo que os zeros de malha fechada sejam alocados em

locais arbitrários escolhidos pelo projetista, sendo M ∈ �n×p e N ∈ �p×p.

-

r(k)
N

u(k)
Planta

saida

M

r(t)

uc(k)

Compensador Kc(z)

T

yc(k)

Figura 7: Sistema de alocação de zeros.

Considerando a Figura 7, se existir um zero de transmissão de r(k) para u(k), então

necessariamente existe um zero de transmissão de r(k) para y(k), a menos que ocorra

cancelamento de pólos e zeros. Com isso, utilizando a equação de controlador Kc(z) e da

lei de controle com adição da entrada de referência, a equação caracteŕıstica dos zeros de

r(k) para u(k) pode ser descrita por (3.41):

xc(k + 1) = Acxc(k) +Bcy(k) +Mr(k)

u(k) = Ccxc(k) +Nr(k)

det
[
zI −Ac +MN−1Cc

]
= 0 (3.41)

sendo que as soluções, z = zi, são os zeros modificados de r(k) para u(k).

É importante lembrar que além das matrizes N ∈ �p×p e M ∈ �n×p modificarem os

zeros do sistema elas também são usadas para se obter a solução ótima para o rastrea-

mento, como é mostrado na Seção 3.4.
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3.4 Projeto do Rastreador de Sinais com Peso na

Frequência para Sistemas Discretos Incertos

O custo garantido H∞ do sistema discreto, dinâmico próprio H(z), estável, represen-

tado na forma de espaço de estados (Az(α),Bz(α),Cz(α),Dz):

xz(k + 1) = Az(α)x(k) +Bz(α)u(k)

yz(k) = Cz(α)x(k) +Dzu(k) (3.42)

sendo Az(α) ∈ �
n×n, Bz(α) ∈ �

n×m, Cz(α) ∈ �
p×n e Dz ∈ �

p×m supostamente conhe-

cidas, pode ser obtido através do seguinte problema de otimização, descrito na forma de

LMIs (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997):

‖H‖2
∞
= min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

Q 0 Bzi AziQ

0 I Dz −CziQ

B′

zi D′

z μI 0

QA′

zi −QC ′

zi 0 Q

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ > 0

Q > 0 (3.43)

μ > 0

A matriz de transferência do sistema para um valor espećıfico de α é dada por

H(z)=C(α)(zI − A(α))−1B(α) +Dz.

A solução para o problema de rastreamento ótimo para sistemas incertos (incertezas

do tipo politópicas) utilizando a variação dos zeros, consiste em determinar os parâmetros

M ∈ �n×p e N ∈ �p×p que minimizam o custo garantido H∞ de Hinc(z) descrito em (3.9).

A Figura 6 e as equações (3.4)-(3.7) mostram detalhes sobre a estrutura do rastreador.

Inclui-se o projeto do peso na frequência, para que o rastreador opere em uma faixa de

frequência especificada em projeto.

Para o projeto do rastreador deseja-se encontrar a solução global que otimize o pro-

blema descrito a seguir:

min ‖Hinc(z)V (z)‖∞ (3.44)

sendo V (z) = (Av, Bv, Cv, Dv) um sistema dinâmico projetado para especificar o peso

na freqüência de sáıda e considera-se Hinc = (Am(α), Bm(α),−Cm(α), Dm), para um α

espećıfico, uma realização do sistema linear invariante no tempo e estável indicado em
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(3.9).

Uma posśıvel realização em espaço de estado, para cada vértice do politopo, de Ȟf =

Hmi(z)V (z) é: ⎡
⎣ Ǎfi B̌fi

Čfi Ďfi

⎤
⎦=

⎡
⎢⎢⎣

Ami 0 Bmi

−BvCmi Av BvDm

0 Cv 0

⎤
⎥⎥⎦ (3.45)

Então, é proposto o Teorema 3.3 para o projeto do rastreador com modificação dos

zeros aplicados a sistemas com incertezas politópicas na planta.

Teorema 3.3. Considere o sistema (3.1) com compensador Kci(z) de realimentação

dinâmica da sáıda de medida dado por (3.13), (3.14) e (3.15). Se existe solução para as

LMIs descritas em (3.46) então pode-se obter as matrizes M, M ∈ �n×p, e N, N ∈ �p×p

que minimizam o custo garantido do sistema (3.9), com peso na frequência.

‖H‖2
∞
= min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13 0
Q′

12
Q22 Q23 0

Q′

13
Q′

23
Q33 0

0 0 0 I
N ′B′

ui M ′ B′

v I
Q12BuiC

′

c +Q11A
′

i Q12A
′

c +Q11BcC
′

2i Q13A
′

v −Q11C
′

2iB
′

v −Q13C
′

v

Q22BuiC
′

c +Q′

12
A′

i Q22A
′

c +Q′

12
BcC

′

2i Q23A
′

v −Q′

12
C ′

2iB
′

v −Q23C
′

v

Q′

23
BuiC

′

c +Q′

13
A′

i Q′

23
A′

c +Q′

13
BcC

′

2i Q33A
′

v −Q′

13
C ′

2iB
′

v −Q33C
′

v

BuiN AiQ11 +BuiCcQ
′

12
AiQ12 +BuiCcQ22 AiQ13 +BuiCcQ23

M BcC2iQ11 +AcQ
′

12
BcC2iQ12 +AcQ22 BcC2iQ13 +AcQ23

Bv −BvC2iQ11 +AvQ
′

13
−BvC2iQ12 +AvQ

′

23
−BvC2iQ13 +AvQ33

I −CvQ
′

13
−CvQ

′

23
−CvQ33

μI 0 0 0
0 Q11 Q12 Q13

0 Q′

12
Q22 Q23

0 Q′

13
Q′

23
Q33

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
> 0,

⎡
⎣ Q11 Q12 Q13

Q′

12
Q22 Q23

Q′

13
Q′

23
Q33

⎤
⎦ > 0,

(3.46)

μ > 0,

i = 1, 2, ..., r. (3.47)

Prova: A equação (3.46) é obtida considerando-se as matrizes (Azi,Bzi,Czi,

Dz) = (Ǎfi,B̌fi,Čfi,Ďf) na LMI (3.43), sendo a matriz Q particionada da seguinte forma

Qij = Q′ij, i,j=1, 2, 3.

As matrizes M e N são soluções ótimas de (3.46) e minimizam o custo garantido H∞
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entre o sinal de entrada de referência r(k) e o sinal de erro de rastreamento r(k)-z(k) para

um sistema com parâmetros incertos na planta.

Os filtros utilizados no rastreamento são apenas para projeto, pois posteriormente são

descartados para simulação ou implementação dos sistemas de rastreamento de sinais de

referência.
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4 Otimização H∞ com

Modificação de Zeros para o

Problema do Rastreamento em

Sistemas Discretos

Não-Lineares

Nesta seção propõe-se uma metodologia de modificação de zeros para solucionar o

problema do rastreamento do sinal de referência em sistemas discretos não-lineares.

4.1 Formulação do problema

O problema da rejeição de distúrbios para sistemas discretos não-lineares consiste em

minimizar a norma H∞ entre a entrada exógena w(k) e a sáıda z(k), para tal projeta-se

um compensador fuzzy. Para o rastreamento, minimiza-se a norma H∞ entre a entrada

de referência r(k) e o erro do sinal de rastreamento r(k) - z(k).

Primeiramente projeta-se um compensador H∞ para sistemas discretos não-lineares

utilizando a realimentação dinâmica da sáıda, considerando-se N(α) ∈ �p×p = 0 e

M(α) ∈ �n×p = 0, através de um compensador fuzzy, descrito na Figura 8. O pro-

jeto do controlador é formulado em termos de LMIs e minimiza a norma H∞ de w(k)

para z(k).

Na etapa seguinte obtém-se as matrizes N(α) ∈ �p×p e M(α) ∈ �n×p, indicadas na

Figura 8, através de um processo de otimização descrito na forma de LMIs.

O procedimento de projeto adotado neste trabalho inicia-se com a modelagem de um

dado sistema não-linear através do modelo Fuzzy Takagi-Sugeno (T-S). O modelo fuzzy

proposto por Takagi-Sugeno é descrito por regras Se-Então que representam os modelos

locais lineares que compõe o sistema não-linear (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996).
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+

+

-

+
N(α)

T

r(k) u(k)

Planta Não-Linear

w(k)

x(k + 1) = A(α)x(k) + Bu(α)u(k) + Bw(α)w(k)

y(k) = C1(α)x(k)

z(k) = C2(α)x(k)

yc(k) = Cfu(α)xc(k)

z(k)

y(k)

e(k)

M(α)

Compensador fuzzy

xc(k + 1) = Afu(α)xc(k) + Bfu(α)uc(k) + M(α)r(k)

r(t)

Figura 8: Sistema de controle ótimo discreto de rastreamento de sinal de referência e
atenuação do efeito da perturbação presente na planta não-linear.

A principal caracteŕıstica do modelo Fuzzy Takagi-Sugeno é a possibilidade de expres-

sar as dinâmicas locais de cada implicação (regra) fuzzy por um modelo de sistema linear.

As regras dos modelos Fuzzy T-S são descritas da seguinte forma:

Modelo Regra i :

Se h1(k) é Ti1 e · · · hp(k) é Tip, (4.1)

Então

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x(k + 1) = Aix(k) +B2iu(k) +B1iw(k)

z(k) = C1ix(k)

y(k) = C2ix(k)

sendo i = 1, 2, · · · , r, Ai ∈ �
n×n, B1i ∈ �

n×q, B2i ∈ �
n×p, C1i ∈ �

m×n, C2i ∈ �
m×n,

x(k) é o vetor de estados (x(k) ∈ �n), y(k) é a sáıda medida (y(k) ∈ �m), z(k) é a sáıda

de referência (z(k) ∈ �m), u(k) a entrada de controle (u(k) ∈ �p) e w(k) é uma entrada

exógena (do tipo distúrbio ou perturbação).

Em (4.1), Tip é o conjunto fuzzy e r é o número de modelos locais relacionados às re-

gras fuzzy. As funções h1(k), · · · , hp(k) são denominadas de variáveis premissas e h(k) será

utilizado para denotar o vetor que contém todos os elementos individuais h1(k), · · · , hp(k).

Neste trabalho utilizou-se a forma generalizada dos sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno (TA-

NIGUCHI et al., 2001), e o número de modelos locais é 2nl, sendo nl o número de não-

linearidades no sistema.

Considerando-se um sistema com (x(k), u(k), w(k)), pode-se descrever um planta não-
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linear através de um sistema fuzzy inferido da seguinte maneira:

x(k + 1) =

r∑
i=1

ϕi (h(k)) {Aix(k) +B2iu(k) +B1iw(k)}

r∑
i=1

ϕi (h(k))

z(k) =

r∑
i=1

ϕi (h(k))C1ix(k)

r∑
i=1

ϕi (h(k))
(4.2)

y(k) =

r∑
i=1

ϕi (h(k))C2ix(k)

r∑
i=1

ϕi (h(k))

sendo,

h(k) =
[
h1(k) h2(k) · · · hp(k)

]
,

ϕi (h(k)) =

p∏
j=1

Tijhj(k).

Adotando-se,

αi (h(k)) =
ϕi (h(k))
r∑

i=1

ϕi (h(k))
,

sendo αi (h(k)) considerado o peso normalizado de cada regra dos modelos Fuzzy T-S.

Desta maneira pode-se reescrever (4.2) da seguinte maneira:

x(k + 1) =
r∑

i=1

αi (h(k)) {Aix(k) +B2iu(k) +B1iw(k)}

z(k) =
r∑

i=1

αi (h(k))C1ix(k) (4.3)

y(k) =
r∑

i=1

αi (h(k))C2ix(k)

Ainda, pode-se escrever (4.3) na forma compacta:

x(k + 1) = A(α)x(k) +B2(α)u(k) +B1(α)w(k)

z(k) = C1(α)x(k) (4.4)

y(k) = C2(α)x(k)
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sendo,

A(α) =
r∑

i=1

αi (h(k))Ai, B2(α) =
r∑

i=1

αi (h(k))B2i, B1(α) =
r∑

i=1

αi (h(k))B1i,

C2(α) =
r∑

i=1

αi (h(k))C2i e C1(α) =
r∑

i=1

αi (h(k))C1i.

O termo Tij (hj(k)) é a classe de funções de pertinência de h(k)j do conjunto fuzzy de

Tij , sendo que em Tij (hj(k)) o ı́ndice i indica uma função de pertinência αi e o ı́ndice j

indica a variável premissa hj(k) utilizada no conjunto fuzzy Tij para descrever os sistema

não-linear. Ainda tem-se:⎧⎨
⎩

r∑
i=1

ϕi (h(k)) > 0,

ϕi (h(k)) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r,

e, ⎧⎨
⎩

r∑
i=1

αi (h(k)) > 0,

αi (h(k)) ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r,

para todo k. Na seção seguinte serão apresentadas informações adicionais sobre a forma

generalizada dos sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno utilizada neste trabalho.

O diagrama de blocos da Figura 8 pode ser descrito por meio das variáveis
de estado x(k) e xc(k), da seguinte maneira:

[
x(k + 1)

xc(k + 1)

]
=

[
A(α) Bu(α)Cfu

BfuC2(α) Afu

][
x(k)

xc(k)

]
+

[
Bu(α)N(α)

M(α)

]
r(k) +

[
Bw(α)

0

]
w(k),

y(k) =
[

C1 0
] [ x(k)

xc(k)

]
, (4.5)

z(k) =
[

C2(α) 0
] [ x(k)

xc(k)

]
,

e(k) = r(k)− z(k) = r(k)−
[

C2(α) 0
] [ x(k)

xc(k)

]
.,

O sistema (4.5) pode ser representado na forma compacta,

x(k + 1) = Am(α)x(k) +Bm(α)r(k) +Bn(α)w(k),

e(k) = −Cm(α)x(k) +Dmr(k), (4.6)

z(k) = Cm(α)x(k),

sendo,

x(k) =

[
x(k)

xc(k)

]
, Am(α) =

[
A(α) Bu(α)Cfu

BfuC2(α) Afu

]
, Dm = I, (4.7)
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Bm(α) =

[
Bu(α)N(α)

M(α)

]
, Bn(α) =

[
Bw(α)

0

]
e Cm(α) =

[
C2(α) 0

]
. (4.8)

Considera-se a realização em espaço de estados entre w(k) e z(k) descrita na forma:

Tmw
= (Am(α), Bn(α), Cm(α)) (4.9)

Considerando-se na equação (4.9), a norma H∞ de W (z) para Z(z) pode ser mi-

nimizada devido ao projeto inicial do compensador fuzzy, implicando a minimização do

efeito da perturbação, presente na planta, sobre o desempenho da sáıda do sistema.

Considera-se a realização em espaço de estado entre entre r(k) e e(k) descrita da

seguinte maneira:

Tmr
= (Am(α), Bm(α),−Cm(α), Dm) (4.10)

Através de (4.10) com o projeto de M(α) e N(α) pode se minimizar a norma H∞

entre o sinal de referência e o sinal de erro do sistema.

4.2 A Forma Generalizada dos Sistemas Fuzzy Takagi-

Sugeno

Na forma generalizada dos sistemas fuzzy considera-se a classe de sistemas não-lineares

descrito da seguinte forma:

xi(k + 1) =
n∑

j=1

fij(h(k))xj(k) +
m∑
s=1

gis(h(k))us(k)

i = 1, · · · , n. (4.11)

sendo n e m o número de variáveis de estados e entradas do sistema, respectivamente. O

vetor xi(k) são as variáveis de estado e o vetor us(k) são as entradas do sistema. fij(h(k))

e gis(h(k)) são funções de h(k), sendo h(k) variáveis premissas conhecidas.

Para obter a forma generalizada, define-se,

aij1 = max {fij(h(k))} ,

aij2 = min {fij(h(k))} ,
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bis1 = max {gis(h(k))} , (4.12)

bis1 = min {gis(h(k))} .

A determinação da forma generalizada surge da transformação de fij(h(k)) e gis(h(k))

para a representação na forma de modelo fuzzy. Utilizando-se as definições descritas em

(4.12) pode-se representar fij(h(k)) e gis(h(k)) da seguinte maneira:

fij(h(k)) =
2∑

la
(i,j)=1

qijla
(i,j)

(h(k))aijla
(i,j)

gis(h(k)) =
2∑

lb
(i,j)=1

vislb
(i,s)

(h(k))bislb
(i,s)

sendo,

fij(h(k)) =

2∑
la
(i,j)=1

qijla
(i,j)

(h(k)) = 1 e gis(h(k)) =

2∑
lb
(i,j)=1

vislb
(i,s)

(h(k)) = 1. (4.13)

As funções de pertinência são descritas a seguir:

qij1(h(k)) =
fij(h(k))− aij2
aij1 − aij2

,

qij2(h(k)) =
aij1 − fij(h(k))

aij1 − aij2
,

vis1(h(k)) =
gis(h(k))− bis2
bis1 − bis2

,

vis2(h(k)) =
bis1 − gis(h(k))

bis1 − bis2
.

Utilizando-se a representação do modelo fuzzy, pode-se reescrever (4.11) da
seguinte maneira:

xi(k + 1) =

n∑
j=1

fij(h(k))xj(k) +

m∑
s=1

gis(h(k))us(k)

=
n∑

j=1

2∑
la
(i,j)

=1

qijla
(i,j)

(h(k))aijla
(i,j)

xj(k) +

n∑
s=1

2∑
lb
(i,s)

=1

vislb
(i,s)

(h(k))bislb
(i,s)

us(k). (4.14)

Transformando-se (4.14) na forma matricial, determina-se a forma generalizada
dos sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno,

x(k + 1) =

n∑
i=1

n∑
j=1

2∑
la
(i,j)

=1

qijla
(i,j)

(h(k))aijla
(i,j)

UA
(i,j)x(k) +

n∑
i=1

n∑
s=1

2∑
lb
(i,s)

=1

vislb
(i,s)

(h(k))bislb
(i,j)

UB
(i,s)u(k)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

2∑
la
(i,j)

=1

qijla
(i,j)

(h(t))Aijla
(i,j)

x(k) +
n∑

i=1

n∑
s=1

2∑
lb
(i,s)

=1

vislb
(i,s)

(h(k))Bislb
(i,s)

u(k) (4.15)
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sendo,

Aijla
(i,j)

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 · · · 0 0 0 · · · 0

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..

0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 aijla
(i,j)

0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..

0 · · · 0 0 0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

e B
islb

(i,s)
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 · · · 0 0 0 · · · 0

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..

0 · · · 0 0 0 · · · 0

0 · · · 0 b
islb

(i,s)
0 · · · 0

0 · · · 0 0 0 · · · 0

.

..
.
..

.

..
.
..

.

..

0 · · · 0 0 0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Esta metodologia de modelagem de sistemas não-lineares é utilizada no Exemplo 10.
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4.3 Projeto de um Compensador H∞ Discreto para

Sistemas Não-lineares

O problema de otimização do custo garantido H∞ de (A(α), Bw(α), Bu(α)

, C2(α)) consiste em tornar a influência da perturbação w(k) na sáıda z(k) do sistema

a menor posśıvel, através do projeto de um controlador discreto Kfu(α). Para se ter

controle de desempenho no projeto do controlador discreto Kfu(α) deve-se restringir a

região de alocação de pólos em uma circunferência de raio r e centro -q. Os parâmetros r

e -q são mostrado na Figura 9:

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

r

−q

Real(z)

Im
a
g
in
á
ri
o
(z
)

Figura 9: Região de restrição de pólos.

Segundo (CHIALI; GAHINET, 1996) os pólos podem ser alocados na região da Figura

9 através da seguinte restrição LMI:

[
−rQ̌ AQ̌+ qQ̌

Q̌q + Q̌A′ −rQ̌

]
< 0,

Q̌ = Q̌′ > 0. (4.16)

Considera-se um sistema não-linear e Kfu(α) é um controlador H∞ para sistemas não-

lineares utilizado na realimentação dinâmica da sáıda. O controlador Kfu(α) é projetado

utilizando uma metodologia descrita na forma de LMIs conforme proposto no Teorema

4.1.

Teorema 4.1. Considere um sistema não-linear descrito pelo modelo Fuzzy Takagi-Sugeno

(4.4) com o controlador fuzzy H∞ utilizado na realimentação dinâmica da sáıda de me-

dida, e ainda os parâmetros r e q fixos, se existe solução para as LMIs descritas em



4.3 Projeto de um Compensador H∞ Discreto para Sistemas Não-lineares 58

(4.17)-(4.21), então pode-se obter a solução ótima H∞ de w(k) para y(k), com alocação

de pólos dos modelos locais na região ilustrada na Figura 9, resolvendo-se

min δ

s.a

[
R I

I S

]
> 0 (4.17)

Γii < 0, para i = 1, 2, · · · , r. (4.18)

Γij + Γji < 0, para i < j < r. (4.19)

Ωii < 0, para i = 1, 2, · · · , r. (4.20)

Ωij + Ωji < 0, para i < j < r. (4.21)

sendo,

Γij =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R I 0 Bwi AiR + BuiCfzi
Ai

I S 0 SBwi Afzii
SAi + Bfzi

C2i

0 0 I Dn C2iR C2i

B′

wi B′

wiS D′

n μI 0 0

RA′

i + C′

fzi
B′

ui A′

fzii
RC′

2i 0 R I

A′

i A′

iS + C′

2iB
′

fzi
C′

2i 0 I S

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.22)

Ωij =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

−Rr −Ir AiR + BuiCfzi
+ Rq Ai + Iq

−Ir −Sr Afzii
+ Iq SAi + BfzC2i + Sq

RA′

i + C′

fzi
B′

ui + Rq A′

fzii
+ Iq −Rr −Ir

Iq + A′

i A′

iS + C′

2iB
′

fzi
+ Sq −Ir −Sr

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (4.23)

As matrizes Γij, Γji são determinadas pela substituição dos ı́ndices i e j em (4.22), bem

como, as matrizes Ωii e Ωji são determinadas pela substituição dos ı́ndices i e j em

(4.23). As variáveis R, S, Afzii, Bfzi, Cfzi são soluções ótimas de (4.18). Ainda, tem-se

R = R′ > 0 e S = S ′ > 0. Considera-se ainda:

Cfzi = Cfui
ψ′,

Bfzi = EBfui
,

Afzij = (SA+ EBfui
C2i)R + (SBuCfuj

+ EAfuij
)ψ′, (4.24)

para a solução de (2.17) tem-se:

ψE ′ = I −RS, (4.25)

e através da resolução de (4.24), obtem-se as matrizes dinâmicas do compensador H∞.
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O compensador fuzzy H∞ pode ser descrito da seguinte maneira:

Afu(α) =
r∑

i=1

r∑
j=1

αiαjAfuij
, Bfu(α) =

r∑
i=1

αiBfui
e Cfu(α) =

r∑
i=1

αiCfui
.

Prova: Considera-se a seguinte realização em espaço de estado para o sistema não-

linear representado na forma dos modelos Fuzzy T-S conforme (4.4) sendo realimentado

pelo compensador fuzzy H∞, Kfu.

Twz = (Anl, Bnl, Cnl) (4.26)

sendo:

Anl =

[
A(α) B2(α)Cfu(α)

Bfu(α)C2(α) Afu(α)

]

Bnl =

[
B1(α)

0

]

Cnl =
[
C2(α) 0

]
(4.27)

A norma H∞ da realização Twz, para um α espećıfico, pode ser interpretada pela

norma induzida L2 → L2 (DOYLE; GLOVER, 1996), isto é,

||Rm||∞ = γ ⇔ ||z||2 ≤ γ||w||2, ∀w(k) ∈ L2, (4.28)

sendo ||z||22 = z′z e ||w||22 = w′w. Neste contexto, z(k) é o sinal de sáıda do sistema e

w(k) é a entrada do sinal de distúrbio. De (4.28) pode-se verificar que o custo garantido

H∞ não excede ao valor γ se existir uma função quadrática de Lyapunov V (x(k)) =

x(k)′Px(k) > 0 tal que,

V (x(k + 1))− V (x(k)) < 0 (4.29)

De (4.28) e (4.29) temos:

V (x(k + 1))− V (x(k)) + z′z − γ2w′w < 0, sendo P = P ′ > 0. (4.30)

Substituindo V (x(k)) e V (x(k + 1)) em (4.30), obtém-se

x(k + 1)′Px(k + 1)− x(k)′Px(k) + z′z − γ2w′w < 0. (4.31)
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Entretanto, de (4.27), x(k + 1) = Anlx(k) + Bnlw(k) e z(t) = Cnlx(k), o que resulta

em

(Anlx(k) +Bnlw(k))
′ P (Anlx(k) +Bnlw(k))− x(k)′Px(k)

+ (Cnlx(k))
′ (Cnlx(k))− γ2w′w < 0,

e,

x(k)′A′nlPAnlx(k)+x(k)
′A′nlPBnlw(k)+w(k)

′B′nlPAnlx(k) +

w(k)′B′nlPBnlw(k) + x(k)′C ′nlCnlx(k)

−γ2w′w − x(k)′Px(k) < 0. (4.32)

Escolhendo-se um novo vetor [x(k)′ w(k)′], pode-se reescrever a inequação (4.32) na

seguinte forma matricial:

[
x(k)′ w(k)′

]
Ah

[
x(k)

w(k)

]
< 0, (4.33)

ou,

Ah < 0, (4.34)

sendo,

Ah =

[
Ah1 Ah2

Ah3 Ah4

]
, (4.35)

e,

Ah1 = A′nlPAnl + C ′nlCnl − P,

Ah2 = A′nlPBnl + C ′nl,

Ah3 = B′nlPAnl,

Ah4 = B′nlPBnl − Iγ2. (4.36)

O custo garantido H∞ é obtido pela minimização de γ em (4.30). Utilizando-se a mo-

dificação de variável μ = γ2, considerando (4.36) e (4.35) e aplicando-se o complemento

de Schur tem-se

‖H‖2∞ = min μ
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s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q̂ 0 Bnl AnlQ̂

0 I D CnlQ̂

B′nl D′ μI 0

Q̂A′nl Q̂C ′nl 0 Q̂

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0, (4.37)

Q̂ = Q̂′ > 0,

μ > 0.

[
−rQ̌ AnlQ̌+ qQ̌

Q̌q + Q̌A′nl −rQ̌

]
< 0,

Q̌ = Q̌′ > 0. (4.38)

Entretanto, o problema de otimização descrito em (4.37) e (4.38) apresenta BMIs, o

que torna a solução do problema de elevado custo computacional. Então, é necessário o

uso de uma transformação linear para resolver o problema em termos de LMIs. Inicial-

mente adota-se a matriz Q̌ e sua inversa como,

Q̌ =

[
R ψ

ψ′ J

]
e Q̌−1 =

[
S E

E ′ S

]
,

sendo, R ∈ �n×n, S ∈ �n×n. Ainda, adota-se, R = R′ e S = S ′:

Q̌Γ2 = Γ1 , com Γ1 =

[
R I

ψ′ 0

]
e Γ2 =

[
I S

0 E ′

]
,

Considerando-se a matriz de Lyapunov Q̌ > 0 e pré e pós multiplicando-se Q̌ por Γ′2 e

Γ2 respectivamente obtém-se a inequação (4.17). Em seguida, a inequação (4.37) é pré e

pós multiplicada por (4.39) e (4.40) respectivamente para se obter a inequação (4.22). E

então, pré e pós multiplicando-se a inequação (4.16) por (4.41) e (4.42) respectivamente,

obtem-se a inequação (4.23).
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⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Γ′

2
0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 Γ′

2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , (4.39)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Γ2 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 Γ2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , (4.40)

[
Γ′

2
0

0 Γ′

2

]
, (4.41)

[
Γ2 0

0 Γ2

]
. (4.42)

Ainda, as inequações (4.18) e (4.19) podem ser descrita da seguinte maneira:

Γ(α) =
r∑

i=1

αiαiΓii +
r∑

i=1

r∑
i<j

αiαj (Γij + Γji) < 0 (4.43)

mas,

r∑
i=1

αi = 1 e
r∑

j=1

αj = 1. (4.44)

Logo, para que a inequação (4.43) seja verdadeira, tem-se,

Γii < 0 e (Γij + Γji) < 0 (4.45)

Utilizando-se a análise descrita em (4.43)-(4.45), pode-se verificar que Ω(α) < 0,

implica nas LMIs descritas em (4.20) e (4.21), sendo,

Ω(α) =
r∑

i=1

αiαiΩii +
r∑

i=1

r∑
i<j

αiαj (Ωij + Ωji) < 0

Na próxima seção é proposto um rastreador de sinais com peso na frequência para

possibilitar ao projetista o rastreamento segundo uma faixa de frequência especificada.
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4.4 Projeto do Rastreador de Sinais com Peso na

Frequência para Sistemas Discretos Não-Lineares

O problema de rastreamento ótimo considerando-se o sistema não-linear descrito em

(4.4) é minimizar a norma H∞ entre a entrada de referência r(k) e o erro do sinal de

rastreamento r(k)− z(k).

A solução para o problema de rastreamento consiste no projeto dos parâmetrosM(α) ∈

�n×p e N(α) ∈ �p×p que minimize a norma H∞ da representação descrita em (4.10),

considerando-se o sistema (4.4). Utilizando-se inequação (4.37), pode-se descrever a

norma H∞ do sistema (4.10) da seguinte maneira,

‖H‖2∞ = min μ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q̂ 0 Bm AmQ̂

0 I Dm CmQ̂

B′m D′m μI 0

Q̂A′m Q̂C ′m 0 Q̂

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ > 0, (4.46)

Q̂ = Q̂′ > 0,

μ > 0.

Levando-se em conta os modelos locais lineares, inclui-se ao projeto peso na freqüência,

pois é interessante que o rastreador execute suas funções segundo uma faixa de freqüência

especificada em projeto. Para o projeto do rastreador deseja-se encontrar a solução ótima

para o problema descrito a seguir:

min ‖Tmr
V (z)‖∞ (4.47)

sendo V (z) = (Av, Bv, Cv, Dv) um sistema dinâmico projetado para especificar o peso na

freqüência de sáıda e considera-se Tmr
= (Am(α), Bm(α),−Cm(α), Dm(α)), para um α

espećıfico.

Uma posśıvel realização em espaço de estado, de Ȟψ = Tmr
V (z) é:

⎡
⎣ Ǎψ B̌ψ

Čψ Ďψ

⎤
⎦=

⎡
⎢⎢⎣

Anl 0 Bnl

−BvCnl Av BvDm

0 Cv 0

⎤
⎥⎥⎦ (4.48)
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Na Figura 10 é ilustrada a estrutura de inclusão de peso na freqüência:

R(z)
Hm

Vm(z) Vv(z)
V (z)

Figura 10: Estrutura de sistemas de controle com peso na freqüência.

Então, é proposto o Teorema (4.2) para o projeto de rastreamento de sinais de re-

ferência utilizando-se peso na frequência aplicado a sistemas não-lineares.

Teorema 4.2. Considere o sistema (4.4), com o compensador Kfu(α) de realimentação

dinâmica da sáıda medida dado por, (4.24) e (4.25). Se existe solução para as LMIs

descritas em (4.49)-(4.51) , então pode-se obter a matriz M(α), M ∈ �n×p, e N(α),

N ∈ �p×p que minimizam a norma H∞ do sistema (4.10) com peso na frequência.

||Hm||
2
∞ = min δ

s.a

Ψii < 0 para i = 1, 2, · · · , r (4.49)

Ψij +Ψji < 0 para i < j < r (4.50)

sendo,

i = 1, 2, ..., r. e as matrizes Ψij e Ψji são obtidas substituindo-se os ı́ndices i e j em

(4.51). As matrizes Qij = Q′ij; i, j = 1, 2, tem a mesma dimensão da matriz A, e para

j = 3 e i = 1, 2, 3 as matrizes Qij tem dimensões convenientes, e as matrizes Av, Bv e

Cv representam a dinâmica do filtro. Os parâmetros do rastreador podem ser descritos da

seguinte maneira:

M(α) =
r∑

i=1

αiMi e N(α) =
r∑

i=1

αiNi. (4.52)

sendo αi, i = 1, · · · , r, a mesma função de pertinência adotada no projeto do compensador

H∞, Kfu(α) de atenuação do efeito de distúrbio no desempenho do sistema.

Prova: Semelhante as provas dos Teoremas (2.3) e (3.3).
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Ψij =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13 0
Q′

12
Q22 Q23 0

Q′

13
Q′

23
Q33 0

0 0 0 I
N ′

iB
′

ui M ′

i B′

v I
Q12BuiC

′

fzi
+Q11A

′

i Q12A
′

fzij
+Q11BfziC

′

2i Q13A
′

v −Q11C
′

2iB
′

v −Q13C
′

v

Q22BuiC
′

fzi
+Q′

12
A′

i Q22A
′

fzij
+Q′

12
BfziC

′

2i Q23A
′

v −Q′

12
C ′

2iB
′

v −Q23C
′

v

Q′

23
BuiC

′

fzi
+Q′

13
A′

i Q′

23
A′

fzij
+Q′

13
BfziC

′

2i Q33A
′

v −Q′

13
C ′

2iB
′

v −Q33C
′

v

BuiNi AiQ11 +BuiCfziQ
′

12
AiQ12 +BuiCfziQ22 AiQ13 +BuiCfziQ23

Mi BfziC2iQ11 +AfzijQ
′

12
BfziC2iQ12 +AfzijQ22 BfziC2iQ13 +AfzijQ23

Bv −BvC2iQ11 +AvQ
′

13
−BvC2iQ12 +AvQ

′

23
−BvC2iQ13 +AvQ33

I −CvQ
′

13
−CvQ

′

23
−CvQ33

μI 0 0 0
0 Q11 Q12 Q13

0 Q′

12
Q22 Q23

0 Q′

13
Q′

23
Q33

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
> 0,

⎡
⎣ Q11 Q12 Q13

Q′

12
Q22 Q23

Q′

13
Q′

23
Q33

⎤
⎦ > 0,

(4.51)

μ > 0,
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5 Exemplos de Aplicações

5.1 Exemplo 1

Neste exemplo considera-se um sistema cont́ınuo linear invariante no tempo de ter-

ceira ordem (DORF; BISHOP, 2001) na sua forma discretizada que representa o movimento

longitudinal linearizado de um helicóptero. Projeta-se um rastreador com rejeição à per-

turbação que está presente em sua estrutura e utiliza-se um peŕıodo de amostragem de

0, 2 segundos para o projeto. O sistema descrito na forma de variáveis de estado é dado

por:

⎡
⎢⎢⎣
x1(k + 1)

x2(k + 1)

x3(k + 1)

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

0, 6459 −0, 05 −0, 002

0, 1622 0, 9947 0

0, 0174 0, 2 0, 999

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣
x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦

+

⎡
⎢⎢⎣

0, 098

0, 049 ∗ 10−3

0, 165 ∗ 10−6

⎤
⎥⎥⎦ u(k) +

⎡
⎢⎢⎣

0, 098

0, 049 ∗ 10−3

0, 165 ∗ 10−6

⎤
⎥⎥⎦w(k),

z(k) =
[
0 0 1

]
⎡
⎢⎢⎣
x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦ , (5.1)

y(k) =
[
0 0 1

]
⎡
⎢⎢⎣
x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦ . (5.2)

sendo x(k) o vetor de estados, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distúrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa freqüência
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(até 0, 05 rad/s), então é proposto o filtro J1(z)

J1(z) =
(159z2 + 373, 698z + 57, 528) ∗ 106

z3 − 1, 396z2 − 0, 534z − 0, 135
.

O diagrama de Bode de J1 ilustrado na Figura 11 demonstra que o filtro projetado

atende às especificações de projeto.
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Figura 11: Diagrama de Bode do filtro J1(z).

O controlador Kc(z) discreto que minimiza a norma H∞ de w(k) para z(k) do sistema

descrito em (5.1) com centro em −0, 2 e raio de 0, 6 no plano z como região de restrição

de pólos obtido com o uso das LMIs (2.14), (2.15) e (2.16) foi

Kc(z) =
(−2, 286z2 + 2, 63z − 0, 846)

z3 + 3, 964z2 + 6, 146z + 1, 26
. (5.3)

A norma H∞ de w(k) para z(k) obtida no projeto foi 0,0246. O valor calculado

implica em uma grande atenuação do efeito do sinal de perturbação. A Figura 12 ilustra

a resposta em freqüência da magnitude da função transferência de Z(z)/W (z).



5.1 Exemplo 1 68

10−2 10−1 100
0.0243

0.0244

0.0244

0.0245

0.0245

0.0245

0.0246

0.0246
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Figura 12: Resposta em frequência de Z(z)/W (z).

Na sequência é projetado o rastreador para baixas frequências de até 0, 05

rad/s minimizando-se a norma H∞ de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento

com modificação de zeros com peso na frequência, conforme descrito no Teorema (2.3).

Na modificação de zeros discretos minimiza-se a norma H∞ de r(k) para e(k) para

sinais de baixa freqüência, sendo e(k) o erro entre a sáıda e a entrada, a fim de constituir

um seguidor de referência. O valor da norma H∞ do sistema é 0,45; enquanto que o

maior valor da magnitude para a faixa de freqüência de operação especificada em projeto

foi 1,5 × 10−3. Isto implica que para a faixa de freqüência especificada em projeto, o

rastreador opera adequadamente.

A Figura 13 ilustra a resposta em freqüência de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se

verificar que a norma H∞ do projeto na faixa de freqüência de operação (até 0, 05 rad/s)

atende às caracteŕısticas para um sistema rastreador de sinal. A Figura 13 não ilustra o

valor da norma H∞ devido ao teorema de amostragem de Shannon (ISERMANN, 1989). O

teorema de amostragem de Shannon afirma existirem erros no sinal amostrado para sinais

de frequência com valor maior do que a metade do valor da frequência de amostragem.

Neste exemplo a frequência de amostragem é de 5 rad/s, portanto só são amostrados

sinais de frequência de até 2, 5 rad/s. Os parâmetros de modificação de zeros obtidos são:

M =

⎡
⎢⎢⎣

0,001

0,0619

9,245

⎤
⎥⎥⎦ e N = 633, 887. (5.4)

A resposta em freqüência de Z(z)/R(z) é ilustrada na Figura 14. Este diagrama
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Figura 13: Resposta em freqüência da função de transferência E(z)/R(z).

é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas freqüências, pois

observa-se que o sistema apresenta ganho unitário para a faixa de freqüência especificada

em projeto.
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Figura 14: Resposta em freqüência da função de transferência Z(z)/R(z).

Para simulação, primeiramente considera-se uma entrada degrau unitário. O resultado

da simulação é mostrado na Figura 15.
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Figura 15: Resposta do sistema para uma entrada degrau unitário.

Em seguida, considera-se um sinal de entrada r(kT ) = sen(0, 05kT ) e um sinal de

perturbação w(k) que apresenta amplitudes aleatórias com amplitude máxima igual a 1.

Usando os valores de Kc(z), M e N obtidos em (5.3) e (5.4), tem-se o resultado de

simulação ilustrado na Figura 16.
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Figura 16: Sinal de referência e sinal de sáıda praticamente sobrepostos.

Para este exemplo os zeros do sistema são −3, 36; 0, 213; 0, 07+0, 379i; 0, 07−0, 379i e

−0, 24. Os pólos da planta realimentada com o controlador são −0, 199+0, 106i; −0, 199−

0, 106i; −0, 0474; −0, 23 e −0, 4. É posśıvel observar que os pólos da planta realimentada

com o controlador foram alocados corretamente na região de restrição escolhida. A Figura

17 ilustra os pólos e zeros do sistema.
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Figura 17: Mapa de pólos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com Kc(z), M , N

e ćırculo de restrição de pólos.

No exemplo citado acima foi abordado um rastreador para sinais de baixa frequência,

mas a metodologia proposta neste trabalho permite executar projetos para sistemas ras-

treadores em qualquer outra faixa de freqüência, utilizando-se um filtro passa-faixa no

projeto, ou rastreadores para sinais de alta freqüência, utilizando-se um filtro passa-alta

no projeto. No próximo exemplo será abordado um projeto para um rastreamento passa-

faixa.

5.2 Exemplo 2

Neste exemplo considera-se um sistema cont́ınuo linear invariante no tempo de terceira

ordem (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada que representa a dinâmica do

ângulo de rolamento de um avião a jato de alto desempenho. Projeta-se um rastreador

com rejeição à perturbação que está presente em sua estrutura e utiliza-se um peŕıodo de

amostragem de 0, 01 segundos para o projeto. O sistema descrito na forma de variáveis

de estado é dado por:

⎡
⎢⎢⎣

x1(k + 1)

x2(k + 1)

x3(k + 1)

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
0, 8681 −0, 2635 −0, 4477

0, 0093 0, 9987 −0, 0023

0 0, 01 1

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦

+

⎡
⎢⎢⎣
0, 0093

0

0

⎤
⎥⎥⎦u(k) +

⎡
⎢⎢⎣
0, 0093

0

0

⎤
⎥⎥⎦w(k),
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z(k) =
[
0 0 5

]
⎡
⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦ , (5.5)

z(k) =
[
0 0 5

]
⎡
⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦ . (5.6)

sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distúrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequências entre

10−5 e 0, 1 rad/s, então é proposto o filtro J2(z)

J2(z) =
(0, 1199z2 − 0, 0001z − 0, 1199)

z3 − 2, 9982z2 + 2, 9964z − 0, 9982
.
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Figura 18: Diagrama de Bode do filtro J2(z).

O diagrama de Bode de J2(z) ilustrado na Figura 18 demonstra que o filtro projetado

atende às especificações de projeto.

O controlador Kc(z) discreto que minimiza a norma H∞ de w(k) para z(k) do sistema

descrito em (5.5), com centro em 0, 3 e raio de 0, 6 no plano z como região de restrição
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de pólos obtido com o uso das LMIs (2.14), (2.15) e (2.16) foi

Kc(z) =
(−1, 0460z2 − 1, 5675z − 0, 6138) ∗ 106

z3 + 2, 0196z2 + 2, 5054z + 0, 5304
. (5.7)

A normaH∞ de w(k) para z(k) obtida no projeto foi de 6,52×10−5. O valor calculado

implica uma grande atenuação do efeito do sinal de perturbação. A Figura 19 ilustra a

resposta em freqüência da magnitude da função transferência Z(z)/W (z).
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Freqüência [rad/s]

M
a
g
n
it
u
d
e

Figura 19: Resposta em freqüência de Z(z)/W (z)

Na seqüência é projetado o rastreador para freqüências entre 10−5 e 0, 1

rad/s minimizando-se a norma H∞ de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento

com modificação de zeros com peso na freqüência, conforme descrito no Teorema 2.3.

O valor da norma H∞ do sistema é 1,49 enquanto que o maior valor da magnitude

para a faixa de freqüência de operação especificada em projeto foi 3,1×10−3. Isto implica

que para a faixa de freqüência especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 20 ilustra a resposta em freqüência de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se

verificar que a norma H∞ do projeto na faixa de freqüência de operação atende às cara-

cteŕısticas para um sistema rastreador de sinal e os parâmetros de modificação de zeros

obtidos são:

M =

⎡
⎢⎢⎣

0,0001

0,0028

1,1115

⎤
⎥⎥⎦ e N = 3, 9576× 104. (5.8)
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Figura 20: Resposta em freqüência da função de transferência E(z)/R(z).
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Figura 21: Resposta em freqüência da função de transferência Z(z)/R(z).

A resposta em freqüência de Z(z)/R(z) é ilustrada na Figura 21. Este diagrama

é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas freqüências, pois

observa-se que o sistema apresenta ganho unitário para a faixa de freqüência especificada

em projeto.

Para a simulação considera-se um sinal de entrada r(kT ) = sen(0, 01kT ) e um sinal

de perturbação w(k) que apresenta amplitudes aleatórias com amplitude máxima igual a

1. Tem-se a referência e o rúıdo ilustrados na Figura 22.
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Figura 22: Sinais r(kT ) e w(kT ) do sistema.

Usando os valores de Kc(z), M e N obtidos em (5.7) e (5.8), tem-se o resultado de

simulação ilustrado na Figura 23.
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Figura 23: Sinal de referência e sinal de sáıda praticamente sobrepostos.
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Figura 24: Mapa de pólos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com Kc(z), M , N

e ćırculo de restrição de pólos.

Para este exemplo os zeros do sistema são −3, 6043; 0, 585 + 0, 2i; 0, 585 − 0, 2i;

−0, 2587 e 0, 467. Os pólos da planta realimentada com o controlador são 0, 0826+0, 0333i;

0, 0826− 0, 0333i e 0, 159 + 0, 0176; 0, 159− 0, 0176 e 0, 117 + 0, 0395i; 0, 117− 0, 0395i e

0, 1161. É posśıvel observar que os pólos da planta realimentada com o controlador foram

alocados corretamente na região de restrição escolhida. A Figura 24 ilustra os pólos e

zeros do sistema obtido.

O exemplo citado mostra que o rastreador opera adequadamente para a faixa de

frequência escolhida.

5.3 Exemplo 3

Neste exemplo considera-se um sistema cont́ınuo linear invariante no tempo de quarta

ordem (DORF; BISHOP, 2001) na sua forma discretizada que representa a dinâmica do

posicionamento de uma cabeça de leitura de disco ŕıgido. Projeta-se um rastreador com

rejeição à perturbação que está presente em sua estrutura e utiliza-se um peŕıodo de

amostragem de 0, 01 segundos para o projeto. Seja o sistema descrito na forma de variáveis

de estado dado por:



5.3 Exemplo 3 77

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1(k + 1)

x2(k + 1)

x3(k + 1)

x4(k + 1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0, 9804 0, 0196 0, 0090 0, 0001

0, 8188 0, 1812 0, 0028 0, 0067

−3, 0875 3, 0875 0, 7964 0, 0190

132, 866 −132, 866 0, 7615 0, 1261

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

x4(k)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0, 0023

0, 0004

0, 4487

0, 1399

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦u(k) +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0, 0023

0, 0004

0, 4487

0, 1399

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦w(k),

z(k) =
[
0 1 0 0

]
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

x4(k)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (5.9)

z(k) =
[
0 1 0 0

]
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

x4(k)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5.10)

sendo x(k) o vetor de estados, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distúrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa freqüência

(até 0, 1 rad/s), então é proposto o filtro J3(z)

J3(z) =
(0, 0413z3 + 0, 4477z2 + 0, 4414z + 0, 0396)× 10−8

z4 − 3, 9302z3 + 5, 7919z2 − 3, 7932z − 0, 9315
.

O diagrama de Bode de J3 ilustrado na Figura 25 demonstra que o filtro projetado

atende às especificações de projeto.
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Figura 25: Diagrama de Bode do filtro J3(z).

O controlador Kc(z) discreto que minimiza a norma H∞ de w(k) para z(k) do sistema

descrito em (5.9) com centro em 0, 5 e raio de 0, 4 no plano z como região de restrição de

pólos obtido com o uso das LMIs (2.14), (2.15) e (2.16) foi

Kc(z) =
−63, 6851z3 − 95, 1096z2 + 73, 7649z + 25, 2297

z4 + 1, 4028z3 + 0, 7751z2 + 0, 1648z + 0, 0104
. (5.11)

A norma H∞ de w(k) para z(k) obtida no projeto foi 0,056. O valor calculado implica

em uma grande atenuação do efeito do sinal de perturbação. A Figura 26 ilustra a resposta

em freqüência da magnitude da função transferência de Z(z)/W (z).
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Figura 26: Resposta em freqüência de Z(z)/W (z).

Na seqüência é projetado o rastreador para baixas freqüências de até 0, 1
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rad/s minimizando-se a norma H∞ de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento

com modificação de zeros com peso na freqüência, conforme descrito no Teorema (2.3).

Na modificação de zeros discretos minimiza-se a norma H∞ de r(k) para e(k) para

sinais de baixa freqüência (até 0, 1 rad/s), sendo e(k) o erro entre a sáıda e a entrada, a fim

de constituir um seguidor de referência. O valor da norma H∞ do sistema é 1,5; enquanto

que o maior valor da magnitude para a faixa de freqüência de operação especificada em

projeto foi 5,82×10−5. Isto implica que para a faixa de freqüência especificada em projeto,

o rastreador opera adequadamente.

A Figura 27 ilustra a resposta em freqüência de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se

verificar que a norma H∞ do projeto na faixa de freqüência de operação (até 0, 1 rad/s)

atende às caracteŕısticas para um sistema rastreador de sinal. A Figura 27 não ilustra o

valor da norma H∞ devido ao teorema de amostragem de Shannon Isermann (1989). O

teorema de amostragem de Shannon afirma existirem erros no sinal amostrado para sinais

de frequência com valor maior do que a metade do valor da frequência de amostragem.

Neste exemplo a frequência de amostragem é de 100 rad/s, portanto só são amostrados

sinais de frequência de até 50 rad/s. Os parâmetros de modificação de zeros obtidos são:

M =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−0,0001

−0,0096

0,8440

−3,9404

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ e N = 180, 0563. (5.12)
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Figura 27: Resposta em freqüência da função de transferência E(z)/R(z).

A resposta em freqüência de Z(z)/R(z) é ilustrada na Figura 28. Este diagrama
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é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas freqüências, pois

observa-se que o sistema apresenta ganho unitário para a faixa de freqüência especificada

em projeto.
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Figura 28: Resposta em freqüência da função de transferência Z(z)/R(z).

Para simulação, primeiramente considera-se uma entrada degrau unitário. O resultado

da simulação é mostrado na Figura 29.
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Figura 29: Resposta do sistema para uma entrada degrau unitário.

Em seguida, considera-se um sinal de entrada r(kT ) = sen(0, 1kT ) e um sinal de

perturbação w(k) que apresenta amplitudes aleatórias com amplitude máxima igual a 1.

A entrada de referência e o rúıdo do sistema podem ser observados na Figura 30.
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Figura 30: Sinais r(kT ) e w(kT ) do sistema.

Usando os valores de Kc(z), M e N obtidos em (5.11) e (5.12), tem-se o resultado de

simulação ilustrado na Figura 31.
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Figura 31: Sinal de referência e sinal de sáıda praticamente sobrepostos.
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Figura 32: Mapa de pólos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com Kc(z), M , N

e ćırculo de restrição de pólos.

Para este exemplo os zeros do sistema são −1; 0, 45 + 0, 814i e 0, 45 − 0, 814i. Os

pólos da planta realimentada com o controlador são 0, 502 + 0, 324i; 0, 502 − 0, 324i;

0, 116+ 0, 202i e 0, 116− 0, 202i. É posśıvel observar que os pólos da planta realimentada

com o controlador foram alocados corretamente na região de restrição escolhida. A Figura

32 ilustra os pólos e zeros do sistema.

5.4 Exemplo 4

Neste exemplo considera-se um SLIT discreto, de segunda ordem com atraso no tempo

(FRANKLIN; POWELL; WORKMAN, 1990) considerando-se a existência de um bloqueador

de ordem zero. Projeta-se um rastreador discreto com rejeição à perturbação que está

presente em sua estrutura, utiliza-se um peŕıodo de amostragem de 0, 01 segundos, a = 1

e o atraso λ = 0, 005s para o projeto.

Encontramos: λ = 2 ∗ 0, 01− 0, 5 ∗ 0, 01 logo, l = 1 e m = 0, 5

Substituindo em (2.37), teremos:

H(z) = (1− e−0,005)
z + (e−0,005−e−0,01)

(1−e−0,005)

z(z − e−0,01)
,

H(z) =
0, 0050z + 0, 0050

z2 − 0, 9900z
. (5.13)
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Seja o sistema descrito na forma de variáveis de estado dado por:

⎡
⎣ x1(k + 1)

x2(k + 1)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0, 99 0

1 0

⎤
⎦
⎡
⎣ x1(k)

x2(k)

⎤
⎦

+

⎡
⎣ 1

0

⎤
⎦u(k) +

⎡
⎣ 1

0

⎤
⎦w(k), (5.14)

z(k) =
[
0, 005 0, 005

]⎡⎣ x1(k)

x2(k)

⎤
⎦ ,

sendo x(k) o vetor de estados, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distúrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa freqüência

(até 0, 1 rad/s), então é proposto o filtro J4(z)

J4(z) =
(0, 4500z + 0, 4500)× 10−7

z2 − 1, 9999z − 0, 9999
.

O diagrama de Bode de J4(z) ilustrado na Figura 33 demonstra que o filtro projetado

atende às especificações de projeto.
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Figura 33: Diagrama de Bode do filtro J4(z).

Projeta-se um controlador Kc(z) discreto que minimiza a norma H∞ de w(k) para

z(k) do sistema descrito em (5.14) com centro em 0, 5 e raio de 0, 49 no plano z como

região de restrição de pólos com o uso das LMIs (2.14), (2.15) e (2.16). Depois projeta-se
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um rastreador para baixas freqüências de até 0, 1 rad/s minimizando-se a norma H∞ de

r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com modificação de zeros e peso na

freqüência.

O compensador discreto Kc(z) projetado para este sistema é,

Kc(z) =
−24, 1395z − 4, 6956

z2 − 0, 2981z + 0.1392
. (5.15)

A norma H∞ de w(k) para z(k) atingida no projeto é 0,0342, o que implica em uma

grande atenuação do sinal de perturbação. A Figura 34 ilustra a resposta em freqüência

da função transferência Z(z)/W (z).
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Figura 34: Resposta em freqüência da função transferência Z(z)/W (z).

Na modificação de zeros minimiza-se a normaH∞ de r(k) para e(k) do sistema discreto

para sinais de baixa freqüência (até 0, 1 rad/s), sendo e(k) o erro entre a sáıda e a entrada,

afim de constituir um seguidor de referência. O valor da norma H∞ do sistema é 1,32;

enquanto que o valor da maior magnitude na faixa de freqüência de operação especificada

em projeto foi 3,13 × 10−3, isto implica que para a faixa de freqüência especificada em

projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 35 ilustra a resposta em freqüência de E(z)/R(z) descrito em (2.12) e pode-

se verificar que a norma H∞ do projeto na faixa de freqüência de operação (até 0, 1 rad/s)

atende às caracteŕısticas para um sistema rastreador de sinal. Os parâmetros de modi-

ficação de zeros obtidos são:

M =

[
0,0088

−0,0030

]
e N = 31, 4617 (5.16)
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Figura 35: Resposta em freqüência da função de transferência E(z)/R(z) descrita em

(2.12).

A resposta em freqüência de Z(z)/R(z) é ilustrado na Figura 36. Este diagrama

é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas freqüências, pois

observa-se que o sistema apresenta ganho unitário para a faixa de freqüência especificada

em projeto (até 0, 1 rad/s).

10−2 10−1 100 101
0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1
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Figura 36: Resposta em freqüência da função de transferência Z(z)/R(z)

Em um primeiro momento simula-se a resposta a uma entrada degrau, o resultado é

apresentado na Figura 37.
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Figura 37: Resposta ao degrau unitário

Em uma segunda simulação consideração um sinal rampa na entrada r(k) = 0, 7kT .

O resultado da simulação é mostrado na Figura 38.
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Figura 38: Resposta a rampa - Sinais de entrada e sáıda sobrepostos

Em uma terceira simulação considera-se um sinal de entrada r(k) =

sen(0, 1kT ) e um sinal de perturbação w(kT ) que apresenta amplitudes aleatórias. Para a

simulação considera-se que a máxima amplitude deste sinal é 0,1. A entrada de referência

e o rúıdo do sistema podem ser observados na Figura 39.
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Figura 39: Sinais r(kT ) e w(kT ) do sistema.

Utilizando os valores de Kc(z), M e N obtidos em 5.15 e 5.16, tem-se o resultado de

simulação ilustrado na Figura 40.
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Figura 40: Sinal de referência e sinal de sáıda praticamente sobrepostos.

O mapa de pólos e zeros do sistema é mostrado na Figura 41. É posśıvel verificar

que os pólos da planta realimentada com o controlador foram alocados corretamente na

região de restrição escolhida.
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Figura 41: Mapa de pólos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com Kc(z), M , N

e ćırculo de restrição de pólos.

Para este exemplo os zeros do sistema são −1; 0, 4446+0, 8004i e 0, 4446−0, 8004i. Os

pólos da planta realimentada com o controlador são 0, 5004 + 0, 3694i; 0, 5004− 0, 3694i;

0, 1436 + 0, 2002i e 0, 1436 − 0, 2002i. É posśıvel observar que os pólos da planta reali-

mentada com o controlador foram alocados corretamente na região de restrição escolhida.

A Figura 41 ilustra os pólos e zeros do sistema.

Pode-se notar a eficiência desta metodologia nos exemplos citados acima, além de

ocorrer a rejeição do efeito da perturbação ainda foi posśıvel otimizar o erro de rastrea-

mento para as faixas de frequência especificadas. Foi comprovado o bom funcionamento

da metodologia para sistemas com atraso com entradas degrau, rampa e senóides de baixas

frequências.

5.5 Exemplo 5

Neste exemplo considera-se um sistema cont́ınuo linear invariante no tempo de se-

gunda ordem (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada que representa a dinâmica

de um circuito RLC. Deseja-se projetar um sistema de rastreamento com rejeição de

distúrbio aplicado a planta. Utiliza-se um peŕıodo de amostragem de 0, 06 segundos para

o projeto. O sistema contém um parâmetro incerto onde −0, 2737 < σ < −0, 1097. Seja

o sistema descrito na forma de variáveis de estado dado por:

[
x1(k + 1)

x2(k + 1)

]
=

[
0, 996 σ

0, 055 0, 832

][
x1(k)

x2(k)

]
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+

[
0, 12

0, 0033

]
u(k) +

[
0, 12

0, 0033

]
w(k),

z(k) =
[
0 3

] [ x1(k)

x2(k)

]
. (5.17)

sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distúrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequências até

1rad/s, então é proposto o filtro J5(z)

J5(z) =
−26, 12z + 26, 93

z2 − 0, 776z + 0, 7861
.

O diagrama de Bode de J5(z) ilustrado na Figura 42 demonstra que o filtro projetado

atende às especificações de projeto.
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Figura 42: Diagrama de Bode do filtro J5(z).

O controlador Kci(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar

o custo garantido H∞ de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.17), obtido com o uso

das LMIs (2.14) e (2.16) é

Kc(z) = Kci(z) =
(−498, 64z + 252, 87) ∗ 103

z2 + 4, 0235z + 2, 91
. (5.18)

A norma H∞ de w(k) para z(k) obtida no projeto para o primeiro vértice do politopo
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foi de 0,01556 e para o segundo vértice do politopo foi de 0,0159. O valor do custo

garantidoH∞ obtido foi 0,3668. Os valores calculados implicam uma grande atenuação do

efeito do sinal de perturbação. A Figura 43 ilustra a resposta em freqüência da magnitude

da função transferência Z(z)/W (z).
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Figura 43: Resposta em freqüência de Z(z)/W (z). (A1) primeiro vértice do politopo de

incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Na seqüência é projetado o rastreador para freqüências abaixo de 1 rad/s minimi-

zando-se o custo garantido H∞ de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com

peso na freqüência, conforme descrito no Teorema (3.3).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqüência de operação especificada em

projeto para o primeiro vértice do politopo foi 0, 0112, enquanto que para o segundo vértice

do politopo foi 0, 0142. O valor do custo garantido H∞ obtido foi 0, 0142. Isto implica que

para a faixa de freqüência especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 44 ilustra a resposta em freqüência de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se

verificar que o custo garantido H∞ do projeto na faixa de freqüência de operação atende

às caracteŕısticas para um sistema rastreador de sinal e os parâmetros de modificação de

zeros obtidos são:

M =

[
5, 708

−0, 001

]
e N = 68, 99. (5.19)



5.6 Exemplo 6 91

10−2 10−1 100
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
A1
A2

M
a
g
n
it
u
d
e
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Figura 44: Resposta em freqüência da função de transferência E(z)/R(z). (A1) primeiro

vértice do politopo de incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Para a simulação considera-se um sinal de entrada r(kT ) = sen(0, 1kT ) e um sinal de

perturbação w(k) que apresenta amplitudes aleatórias com amplitude máxima igual a 1.

Usando os valores de Kc(z), M e N obtidos em (5.18) e (5.19), tem-se o resultado de

simulação ilustrado na Figura 45.
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Figura 45: Sinal de referência e sinal de sáıda praticamente sobrepostos. Considerou-se

para a simulação do sistema de rastreamento o vértice A1.

O rastreador operou de forma adequada para a faixa de frequência especificada em

projeto para sistema discreto incerto.

5.6 Exemplo 6

Neste exemplo considera-se um sistema cont́ınuo linear invariante no tempo de terceira

ordem (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada que representa a dinâmica do
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ângulo de rolamento de um avião a jato de alto desempenho. Projeta-se um rastreador

com rejeição à perturbação que está presente em sua estrutura e utiliza-se um peŕıodo de

amostragem de 0, 01 segundos para o projeto. O sistema contém um parâmetro incerto

onde 0, 8340 < α < 0, 8681. Seja o sistema descrito na forma de variáveis de estado dado

por:

⎡
⎢⎢⎣

x1(k + 1)

x2(k + 1)

x3(k + 1)

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

α −0, 2635 −0, 4477

0, 0093 0, 9987 −0, 0023

0 0, 01 1

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣

0, 0093

0

0

⎤
⎥⎥⎦u(k) +

⎡
⎢⎢⎣

0, 0093

0

0

⎤
⎥⎥⎦w(k),

z(k) =
[

0 0 5
]
⎡
⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦ . (5.20)

sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distúrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequências

abaixo de 5 rad/s, então é proposto o filtro J6(z)

J6(z) =
(0, 2101z2 + 0, 4924z + 0, 1221) ∗ 106

z3 − 0, 3064z2 − 0, 3254z − 0, 3679
.

O controlador Kci(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar

o custo garantido H∞ de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.20), obtido com o uso

das LMIs (2.14) e (2.16) é

Kc(z) = Kci(z) =
(−5, 2259z2 + 8, 7687z − 3, 7214) ∗ 105

z3 + 1, 7379z2 + 1, 6360z + 0, 3342
. (5.21)

A norma H∞ de w(k) para z(k) obtida no projeto para o primeiro vértice do politopo

foi de 2.580 × 10−4 e para o segundo vértice do politopo foi de 2,582 × 10−4. O valor

do custo garantido obtido foi 2,590 × 10−4. Os valores calculados implicam uma grande

atenuação do efeito do sinal de perturbação. A Figura 46 ilustra a resposta em freqüência

da magnitude da função transferência Z(z)/W (z).
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Figura 46: Resposta em freqüência de Z(z)/W (z). (A1) primeiro vértice do politopo de

incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Na seqüência é projetado o rastreador para freqüências abaixo de 5 rad/s minimi-

zando-se o custo garantido H∞ de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com

peso na freqüência, conforme descrito no Teorema (3.3).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqüência de operação especificada em

projeto para o primeiro vértice do politopo foi 0, 0804, enquanto que para o segundo

vértice do politopo foi 0, 0805. O valor do custo garantido obtido foi 0, 0807. Isto implica

que para a faixa de freqüência especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 47 ilustra a resposta em freqüência de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-

se verificar que o maior valor de magnitude do projeto na faixa de freqüência de ope-

ração atende às caracteŕısticas para um sistema rastreador de sinal e os parâmetros de

modificação de zeros obtidos são:

M =

⎡
⎢⎢⎣

1

1350

−10866

⎤
⎥⎥⎦ e N = 5, 46× 103. (5.22)
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Figura 47: Resposta em freqüência da função de transferência E(z)/R(z). (A1) primeiro

vértice do politopo de incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Para a simulação considera-se um sinal de entrada r(kT ) = sen(1kT ) e um sinal de

perturbação w(k) que apresenta amplitudes aleatórias com amplitude máxima igual a 1.

Usando os valores de Kc(z), M e N obtidos em (5.21) e (5.22), tem-se o resultado de

simulação ilustrado na Figura 48.
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Figura 48: Sinal de referência e sinal de sáıda praticamente sobrepostos. Para a

simulação do sistema de rastreamento considerou-se o vértice A1.

Neste exemplo utilizou-se a metodologia de rastreamento de sinais com modificação

de zeros e rejeição de distúrbios aplicada a sistemas incertos. O sistema de rastreamento

foi projetado considerando a incerteza na planta do tipo politópica. Foi demonstrado o

bom desempenho da metodologia na faixa de frequência especificada.
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5.7 Exemplo 7

Neste exemplo considera-se um sistema cont́ınuo linear invariante no tempo de terceira

ordem (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada que representa a condição de

pairar a aeronave em baixa altitude sobre uma pista de aterrissagem móvel de um pequeno

navio, sob comando manual. Projeta-se um rastreador com rejeição à perturbação que

está presente em sua estrutura e utiliza-se um peŕıodo de amostragem de 0, 08 segundos

para o projeto. O sistema contém um parâmetro incerto onde −0, 6853 < α < −0, 3062.

O sistema descrito na forma de variáveis de estado é:

⎡
⎢⎢⎣

x1(k + 1)

x2(k + 1)

x3(k + 1)

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

1 0, 079 0, 031

0 0, 97 0, 076

0 α 0, 89

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎣

0, 01

0

0

⎤
⎥⎥⎦u(k) +

⎡
⎢⎢⎣

0, 01

0

0

⎤
⎥⎥⎦w(k),

z(k) =
[

1 0 0
]
⎡
⎢⎢⎣

x1(k)

x2(k)

x3(k)

⎤
⎥⎥⎦ . (5.23)

sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distúrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequências

abaixo de 0, 1 rad/s, então é proposto o filtro J7(z)

J7(z) =
(0, 1065z2 + 0, 1064z) ∗ 10−3

z3 − 1, 9977z2 − 0, 9967z
.

O controlador Kci(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar

o custo garantido H∞ de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.23), obtido com o uso

das LMIs (2.14) e (2.16) é

Kc(z) = Kci(z) =
(−20, 2254z2 + 38, 3998z − 18, 6074)

z3 − 0, 2805z2 − 2, 1488z + 1, 4936
. (5.24)

A norma H∞ de w(k) para z(k) obtida no projeto para os dois vértices do politopo

foi de 0,0162. O valor do custo garantido obtido foi de 0,0174. Os valores calculados

implicam uma grande atenuação do efeito do sinal de perturbação. A Figura 49 ilustra a

resposta em freqüência da magnitude da função transferência Z(z)/W (z).
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Figura 49: Resposta em freqüência de Z(z)/W (z). Vértices do politopo A1 e A2

praticamente sobrepostos.

Na seqüência é projetado o rastreador para freqüências abaixo de 0, 1 rad/s minimi-

zando-se o custo garantido H∞ de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com

peso na freqüência, conforme descrito em (2.35).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqüência de operação especificada em

projeto para o primeiro vértice do politopo foi 0, 095, enquanto que para o segundo vértice

do politopo foi 0, 148. O valor do custo garantido obtido foi de 0, 163. Isto implica que

para a faixa de freqüência especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 50 ilustra a resposta em freqüência de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se

verificar que o custo garantido H∞ do projeto na faixa de freqüência de operação atende

às caracteŕısticas para um sistema rastreador de sinal e os parâmetros de modificação de

zeros obtidos são:

M =

⎡
⎢⎢⎣
−72, 57

−23, 69

−10, 13

⎤
⎥⎥⎦ e N = 2, 2179. (5.25)
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Figura 50: Resposta em freqüência da função de transferência E(z)/R(z). Vértices do

politopo A1 e A2 praticamente sobrepostos.

Usando os valores de Kc(z), M e N obtidos em (5.24) e (5.25), tem-se o resultado de

simulação ilustrado na Figura 51.
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Figura 51: Sinal de referência e sinal de sáıda praticamente sobrepostos. Para a

simulação do sistema de rastreamento considerou-se o vértice A1.

Para a simulação considera-se um sinal de entrada r(kT ) = sen(0, 01kT ) e um sinal

de perturbação w(k) que apresenta amplitudes aleatórias com amplitude máxima igual a

1.

Na Figura 51 é posśıvel observar que o rastreador opera adequadamente para a faixa

de frequência especificada.
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5.8 Exemplo 8

Neste exemplo considera-se um sistema cont́ınuo linear invariante no tempo de se-

gunda ordem (OGATA, 2003), na sua forma discretizada que representa a dinâmica de um

sistema massa-mola-amortecedor. Projeta-se um rastreador com rejeição à perturbação

que está presente em sua estrutura e utiliza-se um peŕıodo de amostragem de 0, 07 segun-

dos para o projeto. O sistema contém uma falha no amortecedor −2 < β < 0. Seja o

sistema descrito na forma de variáveis de estado dado por:

[
x1(t)

x2(t)

]
=

[
0 1

−2 β

][
x1(t)

x2(t)

]
+

[
0

1

]
u(t) +

[
1

0

]
w(t),

z(t) =
[
1 0

] [ x1(t)

x2(t)

]
. (5.26)

Na sua forma discretizada:[
x1(k + 1)

x2(k + 1)

]
=

[
0, 999 0, 07

−0, 13 βd

][
x1(k)

x2(k)

]
+

[
0

0, 009

]
u(k) +

[
0, 002

0, 065

]
w(k),

z(k) =
[
1 0

] [ x1(k)

x2(k)

]
. (5.27)

sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distúrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequências

abaixo de 0, 1 rad/s, então é proposto o filtro J8(z)

J8(z) =
0, 349z + 0, 349

z2 − 1, 99z + 0, 99
.

O controlador Kci(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar

o custo garantido H∞ de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.27), obtido com o uso

das LMIs (2.14) e (2.16) é
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Kc(z) = Kci(z) =
(−549, 8z + 485, 07)

z2 + 2, 21z + 1, 2451
. (5.28)

A norma H∞ de w(k) para z(k) obtida no projeto para o primeiro vértice do politopo

foi de 0,00163 e para o segundo vértice do politopo foi de 0,121. O valor do custo garantido

obtido foi 0,211. Os valores calculados implicam uma grande atenuação do efeito do sinal

de perturbação. A Figura 52 ilustra a resposta em freqüência da magnitude da função

transferência Z(z)/W (z).
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Figura 52: Resposta em freqüência de Z(z)/W (z). (A1) primeiro vértice do politopo de

incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Na seqüência é projetado o rastreador para freqüências abaixo de 0, 1 rad/s minimi-

zando-se o custo garantido H∞ de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com

peso na freqüência, conforme descrito em (2.35).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqüência de operação especificada em

projeto para o primeiro vértice do politopo foi 0, 016, enquanto que para o segundo vértice

do politopo foi 0, 023. O valor do custo garantido obtido foi 0, 03. Isto implica que para

a faixa de freqüência especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 53 ilustra a resposta em freqüência de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se

verificar que o custo garantido H∞ do projeto na faixa de freqüência de operação atende

às caracteŕısticas para um sistema rastreador de sinal e os parâmetros de modificação de

zeros obtidos são:

M =

⎡
⎢⎢⎣

0, 0051

0, 0188

−10866

⎤
⎥⎥⎦ e N = 20, 46. (5.29)
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Figura 53: Resposta em freqüência da função de transferência E(z)/R(z). (A1) primeiro

vértice do politopo de incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Para a simulação considera-se um sinal de entrada r(kT ) = sen(0, 01kT ) e um sinal

de perturbação w(k) que apresenta amplitudes aleatórias com amplitude máxima igual a

1.

Usando os valores de Kc(z), M e N obtidos em (5.28) e (5.29), tem-se o resultado de

simulação ilustrado na Figura 54.

0 100 200 300 400 500 600 700 800

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Tempo [kT ]

A
m
p
li
tu
d
e

Figura 54: Sinal de referência e sinal de sáıda praticamente sobrepostos. Para a

simulação do sistema de rastreamento considerou-se o vértice A1.

5.9 Exemplo 9

Neste exemplo considera-se um sistema cont́ınuo linear invariante no tempo com

múltiplas entradas e múltiplas sáıdas (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada

que representa o controle de um véıculo flutuante. Deseja-se projetar um sistema de
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rastreamento com rejeição de distúrbio aplicado a planta. Utiliza-se um peŕıodo de amos-

tragem de 0, 09 segundos para o projeto. Seja o sistema descrito na forma de variáveis de

estado dado por:

[
x1(k + 1)

x2(k + 1)

]
=

[
1, 021 −0, 438

−0, 073 0, 656

][
x1(k)

x2(k)

]

+

[
0, 091 0, 091

−0, 004 −0, 004

]
u(k) +

[
0, 091 0, 091

−0, 004 −0, 004

]
w(k),

z(k) =

[
1 0

1 0

][
x1(k)

x2(k)

]
. (5.30)

sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distúrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequências até

1rad/s, então é proposto o filtro J9(z)

J9(z) =

[
(0,3634z+0,3624)×10−8

z2−1,988z+0,992
(0,3634z+0,3624)×10−8

z2−1,988z+0,992

]

O controlador Kc(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar

o custo garantido H∞ de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.30) com centro em 0, 2

e raio de 0, 25 no plano z como região de restrição de pólos obtido com o uso das LMIs

(2.14), (2.15) e (2.16) foi

Kc(z) =
[

(1,822z−0,513)×106

z2+0,538z−1,317
(−1,771z+0,491)×106

z2+0,538z−1,317

]

A norma H∞ de w(k) para z(k) obtida no projeto foi 0,0266. O valor calculado

implica em uma grande atenuação do efeito do sinal de perturbação.

Na sequência é projetado o rastreador para baixas frequências de até 1

rad/s minimizando-se a norma H∞ de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento

com modificação de zeros com peso na frequência, conforme descrito no Teorema (2.3).
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Para o caso MIMO, analisa-se o desempenho do rastreador de sinais através da matriz

de função de transferência de Z(z) para R(z). A matriz de função de transferência de

Z(z) para R(z) representa a relação entre as entradas de referência e os sinais de sáıda do

sistema. Entretanto, nos exemplos anteriores, que abordavam casos SISO, o desempenho

do rastreador foi observado através da análise da função transferência de E(z) para R(z),

o qual era conveniente para a análise do funcionamento do rastreador. Neste exemplo a

matriz de transferência de Z(z) para R(z) pode ser descrita da seguinte maneira:

Φ(z) =

[
Z11(z) Z12(z)

Z21(z) Z22(z)

]
(5.31)

Considera-se R1(z) e R2(z) as transformadas Z dos sinais de entrada de referência do

sistema, e Z1(z) e Z2(z) as transformadas Z dos sinais de sáıda de referência do sistema.

Ainda, as funções de transferência Z11(z), Z12(z), Z21(z) e Z22(z) são descritas em (5.31).

Pode-se representar Z1(z) e Z2(z) conforme abaixo:

Z1(z) = R1(z)Z11(z) +R2(z)Z12(z) (5.32)

Z2(z) = R1(z)Z21(z) +R2(z)Z22(z)

A metodologia de rastreamento de sinais com modificação dos zeros proposta neste

trabalho possibilita o rastreamento aplicado a sistemas MIMO apenas para sinais de

referência iguais, pois o projeto não aborda desacoplamento de canais. Então, considera-

se R1(z) = R2(z) = Rt(z). Desta maneira pode-se reescrever (5.32) da seguinte maneira:

χ1(z) =
Z1(z)

Rt(z)
= Z11(z) + Z12(z) (5.33)

χ2(z) =
Z2(z)

Rt(z)
= Z21(z) + Z22(z)

A análise do desempenho do rastreador é realizada baseando-se na equação (5.33). A

Figura 55 ilustra a resposta em freqüência da matriz função de transferência de Z(z) para

R(z). Ainda, considerando-se (5.33), pode-se descrever a função de transferência de Z(z)

para R(z) conforme abaixo:

Φt(z) =

[
Z1(z)
Rt(z)
Z2(z)
Rt(z)

]
(5.34)

Pode-se verificar (até 1 rad/seg) que a norma H∞ na banda de freqüência apresenta

caracteŕısticas para um sistema de rastreamento, pois a magnitude da matriz função de
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transferência de Φ(z) para a faixa de freqüência especificada em projeto é unitária. Os

valores ótimos para os parâmetros M e N são:

M =

[
0,7886 0,7886

−1,905 −1,905

]
e N =

[
−2,8374 0,3580

6,9470 3,7517

]
. (5.35)
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Figura 55: (a) Resposta em freqüência de χ1(z). (b) Resposta em freqüência de χ2(z),

sendo χ1(z) e χ2(z) descritas em (5.33).

Na simulação considerou-se um sinal r(kT ) =
[
r1(k) r2(k)

]
=

[sen(0,1kT) sen(0,1kT)] e um sinal de distúrbio w(t) = [w1(k) w2(k)] com amplitudes

aleatórias. Neste exemplo, considerou-se 1 a máxima amplitude do sinal aleatório. O

sinal z(k) =
[
z1(k) z2(k)

]
é o sinal de sáıda de referência do sistema. O resultado de

simulação é ilustrado na Figura 56.
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Figura 56: (a) Sinal de entrada z1(k) e sinal de entrada r1(k) estão praticamente

sobrepostos. (b) Sinal de entrada z2(k) e sinal de entrada r2(k) estão praticamente

sobrepostos.

Para este exemplo, os pólos do sistema realimentado são compostos pelos pólos alo-

cados na especificada região: 0,199± 0,0555j e 0,371± 0,037j.

5.10 Exemplo 10

Considere o sistema não-linear massa-mola-amortecedor na forma de equações dife-

renciais (TANAKA; IKEDA; WANG, 1996) descrito em (5.36), e ilustrado na Figura 57.

ẍ(t) = −0,02x(t)− 0,67x(t)3 − 0,1ẋ(t)3 + u(t) + w(t)

y(t) = x(t) (5.36)

z(t) = x(t)
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Figura 57: Sistema massa-mola-amortecedor

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento e rejeição de distúrbio para o sistema

massa-mola-amortecedor e utiliza-se a modelagem exata para este exemplo (TANIGUCHI

et al., 2001). O sistema (5.36) é obtido considerando-se Me = 1 Kg, De = 1 Ns/m e

Ke = 0,01N/m nos parâmetros indicados na Figura 57, vide (TANAKA; IKEDA; WANG,

1996) para maiores detalhes.

Adotando-se:

x1(t) = x(t) e x2(t) = ẋ(t)

tem-se, [
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
0 1

−0,02− 0,67x1(t)
2 −0,1x2(t)

2

][
x1(t)

x2(t)

]
+

[
0

1

]
u(t)+

[
0

1

]
w(t) (5.37)

Para o projeto do rastreador de sinais considera-se a seguinte faixa de valores para as

variáveis de estado do sistema massa-mola-amortecedor:{
−1,5 ≤ x1(t) ≤ 1,5

−1,5 ≤ x2(t) ≤ 1,5
(5.38)

No processo de modelagem exata do sistema não-linear abordado neste exemplo adota-

se:

f̃21(x(t)) = −0,02− 0,67x1(t)
2 e f̃22(x(t)) = −0,1x2(t)

2.
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Desta maneira pode-se reescrever (5.37),

[
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
0 1

f̃21(x(t)) f̃22(x(t))

][
x1(t)

x2(t)

]
+

[
0

1

]
u(t)+

[
0

1

]
w(t) (5.39)

Para obter-se a representação exata do sistema não-linear, de acordo com (TANIGUCHI

et al., 2001), é necessário determinar os valores máximos e mı́nimos das funções f̃21(x(t))

e f̃22(x(t)) considerando a condição (5.38), desta maneira tem-se:

Pontos de máximos e mı́nimos =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a211 = max
{
f̃21

}
= −0,02

a212 = min
{
f̃21

}
= −1,5275

a221 = max
{
f̃22

}
= −0,225

a212 = min
{
f̃22

}
= 0

(5.40)

Segundo o método proposto por (TANIGUCHI et al., 2001), a função não-linear f̃21

pode ser representada, na forma exata, por um modelo fuzzy T-S, considerando-se quatro

modelos locais. O número de modelos locais é igual a 2nl, sendo nl o número de não-

linearidades presente no sistema. Desta maneira para a211 e a222 existem σ211 e σ212 tais

que:

f̃21 = σ211a211 + σ212a212 (5.41)

0 ≤ σ211, σ212 ≤ 1

σ211 + σ212 = 1⇔ σ212 = 1− σ211

De (5.41) tem-se:

σ211 =
f̃21 − a212
a211 − a212

e σ212 =
a211 − f̃21
a211 − a212

(5.42)

Da mesma maneira a função não-linear f̃22 pode ser representada na forma exata por:

f̃22 = Γ221a221 + Γ222a222 (5.43)

sendo,

0 ≤ Γ221,Γ222 ≤ 1

Γ221 + Γ222 = 1⇔ Γ222 = 1− Γ221 (5.44)
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De (5.43) e (5.44) tem-se,

Γ221 =
f̃22 − a222
a221 − a222

e Γ222 =
a221 − f̃22
a221 − a222

(5.45)

Após a determinação destes parâmetros pode-se reescrever (5.41) conforme a seguir:

f̃21 = (Γ221 + Γ222) (σ211a211 + σ212a212)

= Γ221σ211a211 + Γ221σ212a212 + Γ222σ211a211 + Γ222σ212a212 (5.46)

Definindo-se em (5.46),

α1(x) = Γ221σ211, α2(x) = Γ221σ212, α3(x) = Γ222σ211, α4(x) = Γ222σ212,

e α1(x) + α2(x) + α3(x) + α4(x) = 1. (5.47)

obtem-se:

f̃21 = α1(x)a211 + α2(x)a212 + α3(x)a211 + α4(x)a212 (5.48)

De maneira similar, pode-se reescrever f̃22,

f̃22 = α1(x)a221 + α2(x)a221 + α3(x)a222 + α4(x)a222 (5.49)

Analisando-se (5.48) e (5.49) pode-se determinar os modelos locais para este sistema

não-linear massa-mola-amortecedor,

A1 =

[
0 1

−0,02 −0,225

]
, A2 =

[
0 1

−1,5275 −0,225

]
,

A3 =

[
0 1

−0,02 0

]
, A4 =

[
0 1

−1,5275 0

]
,

B11 = B12 = B13 = B14 =

[
0

1

]
,

B21 = B22 = B23 = B24 =

[
0

1

]
,

C11 = C12 = C13 = C14 =
[
1 0

]
,

C21 = C22 = C23 = C24 =
[
1 0

]
.

(5.50)
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Na sua forma discretizada (GAINO, 2009):

A1 =

[
0, 9996 0, 2

0,04 0, 9996

]
, A2 =

[
0, 9696 0, 1980

−0,3024 0, 9696

]
,

A3 =

[
0, 9996 0, 1955

−0,0039 0, 9556

]
, A4 =

[
0, 9701 0, 1936

−0,3 0.9255

]
,

B11 = B12 = B13 = B14 =

[
0, 0199

0, 1980

]
,

B21 = B22 = B23 = B24 =

[
0, 0199

0, 1980

]
,

C11 = C12 = C13 = C14 =
[
1 0

]
,

C21 = C22 = C23 = C24 =
[
1 0

]
.

(5.51)

O peŕıodo de amostragem utilizado foi de 0, 2 segundos.

No processo de atenuação do efeito do sinal de distúrbio no sistema utilizou-se o

Teorema 4.1 para o projeto do compensador H∞. Em projeto, utilizou-se como restrição

para alocação dos pólos uma região limitada por uma circunferência de raio r = 0, 23,

com centro em q = −0, 7. Os vértices do controlador H∞, Kfu(α), obtido são:

⇒ Afu

Afu11 =

[
−0,9650 −0,0002

173,5119 −4,0763

]
, Afu12 =

[
−0,9650 −0,0002

173,4950 −3,7323

]
,

Afu13 =

[
−0,9350 −0,0002

173,4818 −6,1998

]
, Afu14 =

[
−0,9650 −0,0002

173,5304 −7,8202

]
,

Afu21 =

[
−0,9755 −0,0002

169,9577 −4,3518

]
, Afu22 =

[
−0,9755 −0,0002

169,9662 −4,0078

]
,

Afu23 =

[
−0,9755 −0,0002

169,8982 −2,4740

]
, Afu24 =

[
−0,9755 −0,0002

170,0546 −7,1334

]
,

Afu31 =

[
−0,9654 −0,0002

171,0581 −1,9084

]
, Afu32 =

[
−0,9654 −0,0002

171,0660 −5,5656

]
,

Afu33 =

[
−0,9654 −0,0002

170,9842 −4,0328

]
, Afu34 =

[
−0,9654 −0,0002

171,0927 −1,9272

]
,
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Afu41 =

[
−0,4973 −0,0002

167,0996 −0,2293

]
, Afu42 =

[
−0,9753 −0,0002

167,9168 −15,1145

]
,

Afu43 =

[
−0,9753 −0,0002

167,9359 −6,0776

]
, Afu44 =

[
−0,9753 −0,0002

168,0151 −3,9727

]
.

⇒ Bfu

Bfu1 =

[
−0,0037

7,6095

]
, Bfu2 =

[
−0,0037

7,4537

]
, Bfu3 =

[
−0,0037

7,5181

]
,

Bfu4 =

[
−0,0037

7,4027

]
. (5.52)

⇒ Cfu

Cfu1 =
[
−3,4668 −0,0079

]
× 104, Cfu2 =

[
−4,3231 −0,0077

]
× 104,

Cfu3 =
[
−4,2660 −0,0078

]
× 104, Cfu4 =

[
−4,2244 −0,0076

]
× 104.

O controlador fuzzy H∞ pode ser descrito da seguinte maneira:

Afu(α) =
4∑

i=1

4∑
j=1

αiαjAfuij
, Bfu(α) =

4∑
i=1

αiBfui
e Cfu(α) =

4∑
j=1

αjCfuj
.

sendo αi descrita em (5.47).

O valor do limitante da norma H∞ obtido de w(z) para z(z) foi de 0, 0415, o que

implica em uma atenuação do efeito do sinal de perturbação na sáıda do sistema massa-

mola-amortecedor. A Figura 58 ilustra o diagrama de magnitude em função da freqüência

de w(z) para z(z), obtida com (4.22) e (4.23). Os modelos locais utilizados para se obter

os resultados ilustrados na Figura 58 são,

modelo local 11 : A1, B21, C11, C21, Afu11 , Bfu1 e Cfu1

modelo local 22 : A2, B22, C12, C22, Afu22 , Bfu2 e Cfu2

modelo local 33 : A3, B23, C13, C23, Afu33 , Bfu3 e Cfu3

modelo local 44 : A4, B24, C14, C21, Afu44 , Bfu4 e Cfu4
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Figura 58: Resposta em freqüência de Z(z)/W (z). (a) Modelo local 11, (b) Modelo local

22, (c) Modelo local 33, (d) Modelo local 44.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de freqüências

abaixo de 1 rad/s, então é proposto o filtro J10(z)

J10(z) =
(0, 179z + 0, 178)× 10−6

z2 − 1, 97z + 0, 988
.

Na seqüência é projetado o rastreador para freqüências abaixo de 1 rad/s minimi-

zando-se a norma H∞ de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com peso na

freqüência, conforme descrito em (4.51).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqüência de operação especificada em

projeto para o modelo local 11 foi 0, 0262, para o modelo local 22 foi 0, 0234, para o

modelo local 33 foi 0, 0293 e para o modelo local 44 foi 0, 0291. Isto implica que para a

faixa de freqüência especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 53 ilustra a resposta em freqüência de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se

verificar que o custo garantido H∞ do projeto na faixa de freqüência de operação atende

às caracteŕısticas para um sistema rastreador de sinal.

Os parâmetros obtidos do projeto de rastreamento com modificação de zeros aplicados

a sistemas não-lineares são:

M1 =

[
0,001313

2,2886

]
, M2 =

[
0,00129

2,2564

]
,
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Figura 59: Resposta em freqüência de E(z)/R(z). (a) Modelo local 11, (b) Modelo local
22, (c) Modelo local 33, (d) Modelo local 44.

M3 =

[
0,00130

2,2741

]
, M4 =

[
0,00130

2,2649

]
,

N1 = 60,591; N2 = 60,121; N3 = 60,276 e N4 = 60,110.

Ainda pode-se descrever os parâmetros de modificação de zeros da seguinte maneira:

M(α) =
4∑

i=1

αiMi e N(α) =
4∑

i=1

αiNi. (5.53)

sendo αi descrita em (5.47).

Na análise da Figura 59 foi considerado a adição dos seguintes parâmetros nos modelos

locais:

modelo local 11 :M1 e N1

modelo local 22 :M2 e N2

modelo local 33 :M3 e N3

modelo local 44 :M4 e N4

Para este exemplo, os zeros para os modelos locais em malha fechada são: (a) modelo

local 11: −0, 975 e −0,989±0,0756j, (b) modelo local 22: −0, 975 e −0,989±0,0756j, (c)

modelo local 33: −0, 975 e −0,989± 0,0756j e (d) modelo local 44: −0, 975 e −0,989±

0,0756j. Os pólos de malha fechada nos modelo locais alocados na região são: (a) modelo

local 11: −0,633 ± 0,112j; −0,847 e −0,928; (b) modelo local 22: −0,614 ± 0,0931j;
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−0,922 e −0,894; (c) modelo local 33: −0,639 ± 0,0755j; −0,924 e −0,84; (d) modelo

local 44: −0,623± 0,0987j; −0,931 e −0,875.



113

6 Conclusão e perspectivas

futuras

Neste trabalho é proposta uma metodologia para variação dos zeros aplicados a sis-

temas discretos determińısticos, incertos e não-lineares para o rastreamento de sinais de

referência, e simultaneamente a atenuação de distúrbio presente na planta. Considerando-

se a Figura 1, pode-se atenuar o efeito do sinal de distúrbio presente na planta através da

minimização da norma H∞ de w(k) para z(k). Para o rastreamento de sinais utiliza-se a

metodologia proposta com modificação ótima dos zeros a fim de minimizar a norma H∞

de sistemas determińısticos e não-lineares e o custo garantido de sistemas incertos entre

o sinal de referência e o sinal de erro de rastreamento, sendo o erro de rastreamento a

diferença entre o sinal de referência r(k) e o sinal de sáıda do sistema y(k).

Nos sistemas determińısticos e não-lineares a rejeição da perturbação é alcançada a

partir da alocação dos pólos do sistema discreto, enquanto que o rastreamento do sinal de

referência é feito a partir do projeto de modificação dos zeros do sistema discreto, estando

desacoplado o primeiro processo do segundo.

A inclusão de peso na freqüência utilizado no projeto do rastreador viabiliza o projeto

e possibilita ao projetista criar sistemas de rastreamento para sinais de referência em uma

faixa de freqüência especificada. Esta especificação da banda de frequência do sinal a ser

rastreado apresenta-se como uma das principais vantagens da metodologia.

Na solução do problema do rastreamento com rejeição de distúrbios para sistemas

não-lineares foi proposta uma metodologia que representa o sistema não-linear na forma

de modelos locais lineares com os resultados apresentados no Exemplo 5.10. Utilizou-se os

modelos Takagi-Sugeno para descrever as não-linearidades da planta. Porém, ressalta-se

ainda, a necessidade da simulação da metodologia a um determinado sinal de entrada.

Os métodos de projeto são equacionados na forma de LMIs, assim, este projeto pode

ser facilmente resolvido utilizando-se algoritmos de convergência polinomial ((CHIALI;

GAHINET, 1996) e (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997) dispońıveis na literatura.
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Com o desenvolvimento das metodologias apresentadas neste trabalho, surgem novas

possibilidades de pesquisas futuras, onde, cita-se:

• Resolver o problema do rastreamento com rejeição de distúrbios em sistemas dis-

cretos utilizando apenas um único conjunto de LMIs,

• Realizar a simulação discreta do rastreamento para uma dada entrada em sistemas

discretos não-lineares,

• Realizar um estudo abordando projetos de sistemas de rastreamento com modi-

ficação de zeros e rejeição de distúrbios para sistemas MIMO desacoplados.
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