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RESUMO

Neste trabalho sao propostas metodologias de modificacao de zeros para solucionar
o problema do rastreamento do sinal de referéncia em sistemas discretos deterministicos,
sistemas discretos incertos e sistemas discretos nao-lineares considerando-se uma entrada
de perturbagao na planta. Em um primeiro momento é projetado um controlador discreto
para minimizar a norma H., entre a entrada exogena e o sinal de saida com o objetivo de
reduzir o efeito da perturbacao sobre a saida do sistema deterministico. Posteriormente,
minimiza-se a norma H,, entre o sinal de referéncia e o erro de rastreamento através da
modificagao 6tima de zeros do sistema discreto, constituindo desta maneira o rastreador
de sinal de referéncia. Essa nova estrutura de projeto do controlador é estendida para o
projeto do controlador robusto H,, supondo incertezas politépicas na planta e também
para sistemas nao-lineares. No caso de sistemas com incertezas politopicas na planta, um
controlador discreto é projetado para minimizar o custo garantido H., entre a entrada
ex6gena e o sinal de saida com o objetivo de reduzir o efeito da perturbacao sobre a
saida do sistema discreto incerto. Posteriormente é projetado um rastreador para sinais
de referéncia em sistemas com incertezas politopicas, utilizando-se modificacao de zeros.
Por fim, estende-se a metodologia de rastreamento do sinal de referéncia com rejeicao
do disturbio para sistemas nao-lineares. A formulacao do projeto é descrita na forma de
inequacoes matriciais lineares, pois estas permitem a descri¢ao de problemas de otimizagao

convexa.

Palavras Chave: Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs), Sistemas Discretos,
Realimentacao Dinamica da Saida, Modificacao de Zeros, Incertezas Politopicas, Sistemas

Fuzzy, Sistemas com atraso no Tempo.



ABSTRACT

The tracking problems in uncertain, deterministic and nonlinear discrete time systems,
with the presence of a disturbance signal in the plant, are solved in this work proposing
a zero variation methodology. A discrete state feedback controller is designed in order
to minimize the H,,-norm between the exogen input and the output signal, such that
the effect of the disturbance is attenuated in deterministic systems. After, the tracking
problem is solved using the variation of the zeros minimizing the H.,-norm from the
reference input signal to the error tracking signal. This new structure is extended to
design of H., robust controller, supposing politopic uncertainties and other one supposing
nonlinearities in the plant. In uncertain systems case, a discrete controller is designed
in order to minimize the H,, guaranteed cost between the exogen input and the output
signal such that the effect of the disturbance is attenuated in uncertain systems. Then, the
tracking problem in uncertain systems is solved using the variation of the zeros minimizing
the H. guaranteed cost from the reference input signal to the error tracking signal.
Finally, the zero variation methodology is extended to nonlinear systems. The design
is formulated in the Linear Matrix Inequalities (LMI) framework, such that the optimal

solution of the stated control problem is obtained when feasible solution exists.

Keywords: Linear Matrix Inequalities (LMIs), Discrete-Time Systems, Dynamic
Output Feedback, Zero variation, Politopic Uncertainties, Fuzzy Systems, Time-Delayed
Systems
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1 Introducao

Diferentemente de alocagao de podlos, pode-se encontrar apenas uma pequena quanti-
dade de textos que abordam o assunto alocagao de zeros em sistemas de controle discreto.
Em (SEN, 1996) a alocagao de pdlos de malha fechada em sistemas discretos é alcangada
a partir de uma técnica de projeto de controle que faz uso das taxas de amostragem para
componentes de estado, entrada e saida. Ainda, em (SABERI; SANNUTL; STOORVOGEL,
1997) a alocagao de pdlos discretos em sistemas de controle é realizada em uma regiao do
plano Z especificada em projeto preservando a otimalidade do controlador H, de reali-
mentacao. Dentre os poucos textos que abordam alocacao de zeros em sistemas discretos
tem-se (M’SAAD; ORTEGA; LANDAU, 1985), onde os zeros arbitrarios sdo alocados para o
projeto de controladores adaptativos discretos. Também, em (MESSNER; KEMPF, 1996)
sao alocados zeros em um compensador para se manter uma classe de dinamicas nao mo-
deladas. Para isso cancela-se todas as harmonicas de um disturbio periédico acima da

frequéncia de Nyquist, formando o projeto do controlador discreto.

Em (MENDES, 2007b) foi proposta uma metodologia para o rastreamento do sinal de
referéncia e rejeicao de disturbios em sistemas discretos com o uso da modificagao dos zeros
e da alocagao de polos respectivamente. A mesma metodologia foi proposta em (MENDES
et al., 2007) e (MENDES et al., 2009), porém para sistemas com atraso no tempo. Entretanto,
para o rastreamento, quando os estados sao realimentados por um estimador de estados,
o valor da norma H,., obtida com o controlador inicial que proporciona a rejeicao dos
disturbios é modificada. A metodologia proposta neste trabalho tem a vantagem de

manter o valor da norma H., obtida com o controlador inicial para o rastreamento.

Em (ANDREA; ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2004) e (ANDREA, 2002) é proposta uma meto-
dologia de modificacao de zeros para resolver o problema do rastreamento de sinal de
controle em sistemas continuos considerando-se ainda a existéncia de um sinal de entrada
exégena de perturbagao ou ruido na planta. Uma formulacao matematica mais simples

para esta metodologia é proposta em (ANDREA; TEIXEIRA; ASSUNCAO, 2007).

Em (CHEN; LIN; LIU, 2002) é proposto um método analitico para a solu¢ao do pro-
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blema do rastreamento e rejeicao de disturbios em sistemas discretos. Em (OLIVEIRA,
1999) verifica-se o uso de Inequagdes Matriciais Lineares - LMIs (do Inglés, Linear Matriz
Inequalities) para o estudo de estabilidade, projetos de filtros e controladores. Ainda, em
(PARK, 2005) foi apresentado o projeto de um controlador por realimentacao dinamica
da saida por meio de LMIs de modo a garantir a estabilidade assintética de um sistema
continuo e minimizar o limite superior de uma dada funcao custo quadratica. Diferente-
mente destes métodos, foi proposto em (MENDES et al., 2008) o projeto de um controlador
por realimentagao dinamica da saida através de LMIs de modo a garantir a rejeicao do
efeito do disturbio na saida do sistema discreto assim como o projeto de um sistema de

rastreamento do sinal de referéncia.

Uma aproximacao da analise de estabilidade robusta em sistemas discretos com in-
certezas politopicas é modelada em termos de LMI em (GONCALVES et al., 2007). Em
(FARGES et al., 2007) a sintese e anélise da performance robusta Hs de sistemas periédicos

discretos com incertezas politopicas é estudada via LMI.

Em (KAPILA; HADDAD, 1998) o problema da sintese do controlador com realimentagao
dinamica da saida para sistemas periodicos discretos com incertezas paramétricas é equa-
cionado. O principal resultado envolve a condigao suficiente para caracterizar um contro-
lador robusto para sistemas discretos periédicos com incertezas. Ainda, em (ZHOU et al.,
2006) verifica-se o projeto de um controlador H,, com realimentagao dinamica da saida

para sistemas fuzzy discretos e incertos desenvolvido com o uso de LMIs.

Uma metodolgia para solucao do problema do rastreamento do sinal de referéncia
com rejeicao de distirbios em sistemas continuos nao-lineares é proposta em (ANDREA
et al., 2008), onde equaciona-se o método através de LMIs e as nao-linearidades sao re-
presentadas através de modelos Fuzzy Takagi-Sugeno. Em (CASTILLO; MEDA, 1994), o
rastreamento da trajetéria de sistemas nao-lineares com incertezas paramétricas ¢é al-
cancado com o projeto de um regulador robusto a partir da representacao do sistema

nao-linear em modelos Fuzzy Takagi-Sugeno.

Neste trabalho, sao propostas formulacoes da otimizacao do problema de rastrea-
mento e rejeicao de distirbio em sistemas discretos no caso deterministico, em plantas
com incertezas politépicas e sistemas nao-lineares na forma de LMIs, representando uma
formulacao convexa do problema. O equacionamento do método proposto é simples em
comparagao a outras técnicas de rastreamento. E obtido como principal resultado do
método a solucao 6tima do problema, quando existir, com o uso da realimentagao dinamica

da saida, com baixo custo computacional devido ao uso de algoritmos de programagcao
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linear de convergéncia polinomial. A solucao das LMIs, quando factiveis é obtida com o

uso do software MATLAB (GAHINET et al., 1995).
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2 Otimizacao Hoo com
Modificacao de Zeros para o
Problema do Rastreamento em
Sistemas Discretos Utilizando
a Realimentacao Dinamica da

Saida

Neste capitulo apresenta-se a formulagao e propoe-se uma metodologia para a solucao
do problema do rastreamento do sinal de referéncia com rejeicao de disturbios em sistemas

discretos utilizando a realimentagao dinamica da saida.

2.1 Formulacao do Problema

Considera-se o seguinte modelo do sistema discreto linear, invariante no tempo, con-

trolavel e observavel descrito na forma de variaveis de estado:

z(k+1) = Ax(k)+ Byu(k) + Byw(k) (2.1)
y(k) = Cua(k), 2(0) =0, k€ [0;00),
2(k) = Cox(k) (2.2)

sendo A € ™" B, € R"*P B, € R"*1 C; € ™" Cy € R™*", z(k) é o vetor de
estados, y(k) é a saida medida, z(k) é a saida de referéncia, u(k) é a entrada de controle

e w(k) uma entrada exégena (disturbio).

A estrutura ilustrada na Figura 1 foi adotada para solucionar o problema de controle
6timo visando a rejei¢ao do sinal de perturbacao e rastreamento do sinal de referéncia em

sistemas discretos. A variavel T representa o periodo de amostragem adotado.
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w(k)

planta J "

z
r(t) k) k) |2 D) = Ae(k) & Buulk) + Buw(k)
T V] ¥ =(k) = Caa(k)
y(k) = C1a(k) y(k)
e(k)
\ KLQ.
S M
Ye(k) Compensador K.(z)

ze(k + 1) = Acze(k) + Beue(k) + Mr(k)

yc(k) = chc(k)

Figura 1: Sistema de controle 6timo discreto no tempo com posicionamento de pdlos e
ZETos.

Primeiramente projeta-se um compensador H.,, considerando-se N € RP*P e M €
R™<Patravés de um controlador discreto K. (z), descrito na Figura 1. Tal controlador é

formulado em termos de LMIs e minimiza a norma H, de w(k) para z(k).

Na etapa seguinte obtém-se as matrizes N € RP*P e M € R"*P, indicadas na Figura
1, através de um processo de otimizacao descrito na forma de LMIs. Na Secao 2.3 sera
mostrado que os parametros N € RP*P e M € R™*P modificam as posicoes dos zeros de
r(k) para u(k). Isto é feito de forma a otimizar a norma H., entre a saida e(k), que

expressa o erro de rastreamento, e a entrada de referéncia r(k).

O diagrama de blocos da Figura 1 pode ser descrito através das variaveis de estado

z(k) e z.(k), da seguinte maneira:

pk+1) | [ A A ][ (k) ] B |7 Lwm),
wlk+1) | [ A A ]| wh) M !
[ a(k) ]
k? - Cl 0 ’ 23
y(k) | o) | 2
[ x(k) ]
ya ]{Z = 02 0 ) 2 4
(k) } E2GE -
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sendo:
A = A,
AQ = BuCc>
AS - 30027
Ay = A,

Fk+1) = Anz(k) + Bur(k) + Buw(k)
e(k) = —Cnz(k) + Dyr(k), (2.5)
2(k) = Cpzlk),

sendo,
k A A
(k) = S T Y (2.6)
ZL'C(]{Z> A3 A4
B,N By,
m = Y , Bn, 0 eCm_|:CQ O] (27)

Aplicando-se a Transformada Z no sistema (2.5), para T(0)=0, e realizando-se al-
gumas manipulagoes algébricas, pode-se determinar a relagdo entre a saida Z(z) e as

entradas W (z) e R(z), conforme descrito em (2.8):

Z(2) = Cpu(2l — Ap) "B R(2) + Cpu(2I — A) ' B, W (2). (2.8)

Considerando-se na equagao (2.8) o sinal R(z) nulo, verifica-se que a norma H, de
W (z) para Z(z) pode ser minimizada devido ao projeto inicial do controlador H,, impli-
cando a minimizacao do efeito da perturbacao, presente na planta, sobre o desempenho

da saida do sistema.

Na Figura 1 observa-se a adigdo do termo Mr(k) na estrutura do controlador. Serd
mostrado na Se¢ao 2.3 que as matrizes M € R"*P e N € RP*P tem somente a funcao de
alterar os zeros da fungao de transferéncia de r(k) para u(k). M € R"P e N € RP*P
nao modificam os pélos estabelecidos com o projeto inicial do controlador K (z), pois a
fungao de transferéncia de W(z) para Z(z) nao é modificada por N € RP*P ou M € R"*P,

vide equagoes (2.7) e (2.8). Os pélos do sistema nao sao modificados, pois A,, em (2.6) e
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(2.8) nao depende de M € R™*? ou N € RP*P. Com isso a estabilidade do sistema nao é

comprometida.

Para o projeto do rastreador 6timo, considera-se a relagao entre o sinal de erro e o
sinal de referéncia, denominado H,,(z), descrito em (2.9) , com o sinal de perturbagio
W (z) nulo

H,(2) = —Cp(2I — Ap) "By + Dy, (2.9)

A partir desta relacao, pode-se projetar um rastreador de sinais por meio da mo-
dificacao de zeros minimizando a norma H., entre o sinal de referéncia e o sinal de erro
do sistema. O processo de modificacao de zeros nao interfere no projeto de rejeicao
de perturbagao, pois segundo (2.8) a fungdo de transferéncia de W(z) para Z(z) nao
depende de B,,. Na Secao 2.4 utiliza-se a posicao dos zeros, implicitos na especificagao
dos parametros N € RP*P e M € R"*P em B,,, para o processo de minimizacao do erro

do rastreamento.
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2.2 Otimizacao Ho

Nesta secao apresenta-se os métodos de projeto usados para a otimizacao da norma

‘H~, com o objetivo de obter o rastreamento do sinal de referéncia e a rejeigao do distirbio.

2.2.1 A norma H. discreta

A norma H,, de um sistema discreto, linear e invariante no tempo é definida como
sendo o maximo valor da magnitude do sinal da resposta em frequéncia deste sistema. A
norma H,, do sistema discreto préprio H(z), estavel, representado na forma de espago de
estados (A, B,C, D),

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k), (2.10)
y(k) = Cux(k) + Du(k),

sendo A € R™" B € WP C € ™", D € RP*P supostamente conhecidas, pode
ser obtida através dos seguintes problemas de otimizagao, descritos na forma de LMIs

(PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997).

IH[2, = min  p

P 0 o AP
0 I D' BP
C D ul 0
PA PB 0 P

P=P >0, (2.11)
p >0,
ou, ainda, na forma dual:
|H[% = min  u
Q B AQ
0 I D CQ
s.a > 0,

Q=0Q >0, (2.12)
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> 0.

2.2.2 Compensador H

O problema de otimizagao da norma H., de (A, By, B,,C) consiste em tornar a
influéncia da perturbagdo w(k) na saida z(k) do sistema a menor possivel através do
projeto de um controlador discreto K.(z). Portanto, deseja-se minimizar a norma H
entre a entrada w(k) (perturbagao) e a saida z(k). Para se ter controle de desempenho,
possibilitando a reducao dos ganhos do controlador, no projeto do controlador discreto
K.(z) deve-se restringir a regido de alocagao de pélos em uma circunferéncia de raio r e

centro -q. Os parametros r e -q sao mostrados na Figura 2:

Imaginario(z)

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 04 0.6 08 1
Real(z)

Figura 2: Regiao de restricao de pdlos.

Segundo (CHIALI; GAHINET, 1996) os pdlos podem ser alocados na regiao da Figura

2 através da seguinte restricao LMI:

—rQ  AQ+qQ
- <o,
Qq+ QA —rQ

Q=0Q >0. (2.13)

Teorema 2.1. Considere o sistema (2.1) com compensador K.(z) = Ce(2I — A.) "' B, de
realimentacao dindmica da saida de medida, e o problema de otimizacao (2.12). Consi-
derando r e q fizos, se existe solu¢ao para as LMIs descritas em (2.14), (2.15) e (2.16)
entdo pode-se obter o controlador K.(z) que estabiliza o sistema (2.1) com alocagio de

polos na regiao mostrada pela Figura 2,
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HH“iC = min m
R I 0 By AR 4 B, C; A
I s 0 SBuy, Aj SA+ B;Cs
s.a y ; ! o G2 R Ca >0, (2.14)
B!, B! S 0 ul 0 0
RA' + C} B, A% RCY 0 R I
A’ A'S + C3B]; c 0 I S
—Rr —Ir AR+ B, Cj + Rq A+ 1Iq
—I -9 Aj+1 SA+ B;jC1+ S
" " s+ 1a TEGEST (2.15)
RA"+ CiB + Rq Al +1q —Rr —1Ir
Ig+ A’ A’S—i—CiB}—f—Sq —Ir —Sr
R
>0, (2.16)
I S

sendo, R =R e ™", S =8" € R"*", A;, B; e C; as variaveis de otimizagdo conjunta

das LMIs (2.14), (2.15), (2.16). Considera-se ainda:

C; = CA,
B; = EB,,
A; = (SA+ EB.CY)R+ (SB,C.+ EA.)Y, (2.17)

para a solugdo de (2.17) tem-se:

VE' =1 — RS, (2.18)

e através da resolu¢ao de (2.17), obtem-se as matrizes dinamicas do compensador Hoo,
K.(2) =C.(2I — A.)"'B..

Prova: considera-se R,, a realizagao minima do sistema realimentado pelo compensa-

dor Heo,

sendo:
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Para encontrar a solucao do problema da determinacao do compensador Ho, com

alocacao de polos soluciona-se o sequinte problema de otimizacao descrito em termos de
LMIs

|H[|2, = min  p
Q Bn  AnQ
0 I D Cn0
s.a @ > 0, (2.19)
B D' ul 0
| Q4,  QC, 0 Q |

—rQ  AQ+qQ
- . . <0,
Qq+ QA —rQ

Q=0 >0 (2.20)

Entretanto, o problema de otimizacao descrito em (2.19) e (2.20) apresenta BMIs, o
que torna a solucao do problema de elevado custo computacional. Entdo, é necessdario o

uso de uma transformacao linear para resolver o problema em termos de LMIs. Inicial-

mente adota-se a matriz () e sua inversa como,

Ry
vhJ

S E
E S

. O —
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sendo, R € ®"*" S € R"*". Ainda, adota-se, R=R ¢S =15":

R I

/

. I S
QIy =T, comI'y = 9 = ;
0 FE

Considerando-se a matriz de Lyapunov Q > 0 e pré e pds multiplicando-se Q por I e
[y respectivamente obtém-se a inequacao (2.16). Em sequida, a inequagdo (2.19) € pré e
pds multiplicada por (2.21) e (2.22) respectivamente para se obter a inequagao (2.14). E
entdo, pré e pos multiplicando-se a inequagdo (2.13) por (2.23) e (2.24) respectivamente,

obtem-se a inequagao (2.15).

I, 0 0 0
0 I 0 0
: (2.21)
0 I 0
0 0 T
r's 0 0 0
0 I 0 0
: (2.22)
0 I 0
0 0 I,
T, 0
: (2.23)
0 I
r 0
° . (2.24)
0 Ty

Observagao 2.2. As matrizes U e E descritas em (2.18) podem ser obtidas através do
método de solucao de sistemas lineares denominado decomposicao LU. Através do software

MATLAB pode-se obter a decomposi¢ao LU (LIMA, 2000) de uma determinada matriz.

A restricao de pdlos quando utilizada adequadamente na regiao escolhida possibilita

o projeto de controladores com ganhos menores.
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2.3 Alocacao de Zeros em Sistemas Discretos

E proposto um processo de alocagao de zeros para o sistema (2.25), no qual utiliza-se

a estrutura para o posicionamento dos zeros ilustrada na Figura 3.

r(t) (k) + uk) y(k)

T L N . Planta
M

yc(k)

’{ Compensador K.(z)

Figura 3: Sistema de alocagao de zeros.

(k)

—

Representa-se a planta por

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k), (2.25)
y(k) = Cuz(k).

Considera-se a transformada Z de (2.25)

(2] — A]X(z) = BU(z), (2.26)

Y(z) =CX(2).

O zero de um sistema é o valor de z tal que a saida do sistema seja igual a zero
mesmo com uma combinacao de entrada e estado diferentes de zero. Se encontrarmos
uma solugao nao trivial para X (zg) e U(zo) tal que Y(zg) é zero, entao zy é um zero do

sistema. Combinando as duas partes de (2.26) deve-se satisfazer a condi¢ao

0
= [ . ] . (2.27)

A descricao em variaveis de estado da planta indicada na Figura 3 foi apresentada

C 0

X(z)
U(z)

em (2.25). Ainda, pode-se descrever um compensador na forma de varidveis de estado da

seguinte forma:

ze(k+ 1) = Aze(k) + Beue(k),
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onde, u.(k) = Cz(k). A forma mais geral para se introduzir a entrada r(k) nessas equagoes
como é mostrada na Figura 3 é adicionando um termo Mr(k) a z.(k + 1) e adicionando
um termo Nr(k) a equacao de controle u(k) = C.x.(k). O controlador, com essas adigoes,

se torna

z.(k+1) = Acx.(k) + Bouc(k) + Mr(k), (2.28)

u(k) = Cexo(k) + Nr(k).

Considere o controlador (2.28). Se existe um zero de transmissao de r para u, entao
necessariamente existird um zero de transmissao de r para y ao menos que ocorra can-
celamento de polos e zeros. As equagOes para obter z; de r para u em (2.28), usando a

aplicagao (2.27), sao dadas por

zil — A, —M][xw] [0]
- , (2.29)
C. N Ty 0

Pelo fato de que a matriz em (2.29) é quadrada, a condi¢ao para a solu¢do nao trivial

é que o determinante dessa matriz seja zero. No entanto, tem-se

det — 0. (2.30)

C. N

sl — A, —M ]

Dividindo a tltima coluna da matriz descrita em (2.30) por uma matriz nao nula N
e entao adicionando-se a primeira coluna de (2.30) o produto de —C.. pela ultima coluna

tem-se:

I

[ sl — A, + MN~'C, —MN-! ]
det
0 1

ou ainda, considerando-se z; = z,

det(zI — A, + MN'C,) =0,

sendo que as solugoes, z = z; sdo os zeros modificados de r(k) para u(k).

E importante lembrar que além das matrizes N e M modificarem os zeros do sistema
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elas também sao usadas para se obter a solucao étima para o rastreamento, como é

mostrado na Secao 2.4.

2.4 Otimizacao H., com Modificacao de Zeros

O problema de otimizacao de H,, = (A, Bm, —Cum, D) em (2.9) consiste em mini-
mizar a norma H., de r(k) para e(k) do sistema H,, a partir da determinacao dos valores
de M e N (presentes em B,,, que modificam os zeros), isto é, alocar os zeros de forma
que a norma He, de (k) para e(k) seja minimizada, formando um rastreador de sinais.

Substitui-se os valores de A,,, B,,, —Cy,, € D,, descritos em (2.6) e (2.7) em (2.12):

Il = min g
S.a
Q11 Q12 0 BuN A1Q11 + A2Q7, A1Qi12+ A2Q22
12 Q22 0 M A3Qi1 + A1Qy A3Qi2 + AsQ22
0 0 I I —C2Q11 —C2Q12 -0
N’B; M’ I nl 0 0 ’
Q11A] + Q124L Q124 + Qu A, —QuC, 0 Qu1 Q12
12A] + Q2245 QA3+ Q224) —Q,C5 0 12 Q22
(2.31)
n>0,

/12 Q22

Q:[Qll Q12‘|>0.

Porém, com o uso de (2.31) o rastreamento pode ocorrer em uma faixa de frequéncia
indesejada. Entao, para a aplicacao do projeto do rastreador discreto é necessaria a in-
clusao de um filtro discreto. Além de viabilizar o rastreamento, o filtro discreto também
possibilita especificar a faixa de frequéncia na qual ocorrera o rastreamento do sinal de re-
feréncia. Na préxima secao serd proposto o projeto do rastreador com peso na frequéncia,

o qual viabiliza o projeto e possibilita a especificacao da faixa frequencial desejada.
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2.5 Projeto do Rastreador com Peso na Frequéncia

A utilizacao de peso na freqiiéncia em sistemas de controle tem como objetivo atin-
gir especificacoes de projeto em malha fechada. Para o projeto do rastreador deseja-se

encontrar a solucao global que otimize o problema descrito a seguir:
min || Hp(2)V(2)] 0o, (2.32)

sendo V(z) = (A,, By, Cy, D,)) um sistema dinamico projetado para especificar o peso na
freqiéncia de saida e considera-se H,, = (A, B, —Ci, Dy,) uma realizacao do sistema
linear invariante no tempo e estavel indicado em (2.9). Na Figura 4 ¢ ilustrada a estrutura

de inclusao de peso na freqiiéncia:

R(z) Yin(2) Yy (2)

V(z)

H,,(2)

Figura 4: Estrutura de sistemas de controle com peso na freqiiéncia.

Pode-se representar o sistema indicado na Figura 4 através de variaveis de estado em

fungao de z,,,(k) e x,(k) , através das equagoes abaixo:

zm(k+1) | Am 0 T (k) B, (k)
gok+1) | | =BsCrn Ay || 2olk) ByD, ’
T (k)
polh)=| ] xv(k)] (2.33)

Com isso, uma possivel realizacdo em espaco de estado de Hy = H,,(2)V () é:

ils An 0] Bn
S 2| “B,Cw Ay | BuDi |- (2.34)
Cr | Pr 0 G| o0

No Teorema 2.3 é proposta a metodologia para solucao do problema do rastrea-

mento com o peso na frequéncia com os valores das matrizes do compensador K.(z) =
(Ae, B, C,0) ja fixos.

Teorema 2.3. Considerando o filtro na saida do sistema H,,, se existe solu¢ao para a

LMI descrita em (2.35), entao pode-se obter as matrizes N € RP*P e M € R"™P que
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minimizam a norma Hs de e(k) para r(k) do sistema.

IH|?%, = min 1

Q11 Q12 Q13 0

Q12 Q22 Q23 0

Q'3 Q53 Q33 0

0 0 0 I

5 N'B! M’ B! I
Q1245 + Q114 Q124 + Q1A QusA, — QuCyB, —Q13C,,
Q22A5 + QAT Qa2 Al + QA5 Qa3Al, — Q03B  —Q23C,
03 s + Q1341 Qa3 Al + Q345 Qs34 — Q13058  —Q33C,

B,N A1Q11 + A2Qhs A1Q12 + A2Qa2 A1Q13 + A2Q23
M AsQ1 + AsQls A3Q12 + AsQ22 AsQrz + A4Qa3
B, —B,C2Qu +A,Ql3 —B,CoQi2 + A,Q5 —B,CQ13 + AyQss
I _CUQ/13 _C’UQ/QB _CUQBB > O
ul 0 0 0 )
0 Q11 Q12 Q13
0 T2 Q22 Q23
0 13 Qa3 Q33 ]
Q11 Q12 Q13
12 Q2 Qs | >0, (2.35)
13 Qi Qs
w>0.

Prova: Para o projeto do rastreador com peso na frequéncia, substitui-se Af, Bf, C’f e
Dy de (2.84) em (2.12). Isto resulta no problema de otimizacdo descrito em (2.35), que é
equactonado na forma de LMIs. Deste processo determina-se as matrizes N e M, e estes

parametros minimizam a norma He de v(k) para e(k) (rastreador de sinais).

A matriz ) é particionada da seguinte forma Q;; = @, i,7=1,2,3.

As matrizes M € R"*P e N € RP*P sdo as solugoes Gtimas de (2.35) que minimizam a

norma H., entre o erro de rastreamento e a referéncia considerando o peso na frequéncia.

Os filtros utilizados no projeto do rastreador sao usados para viabilizar o projeto e
ajustar os parametros M e N para uma determinada faixa de freqiiéncia. A obtencao dos
valores de M e N a partir da solugao do problema descrito na forma de LMIs leva agora
em consideracao a dinamica do filtro para restringir o problema a uma determinada faixa
de freqiiéncia. Porém, na simulagao ou implementacao do sistema de rastreamento esses
filtros sao descartados. O projeto de rejeicao de distirbios e rastreamento do sinal de
referéncia com peso na frequéncia ainda se estende para sistemas discretos com atraso no

tempo. Na préxima secao serd mostrado um método para a obtencao da transformada
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Z de uma funcao continua com atraso no tempo para posterior uso em um exemplo de

aplicacao.
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2.6 Transformada Z de uma Funcao Continua com
Atraso no Tempo

Geralmente, as respostas dos processos quimicos possuem um atraso temporal de
transporte do fluido entre o controlador e os sensores.

O procedimento mostrado a seguir (FRANKLIN; POWELL; WORKMAN, 1990) possibilita

a determinacao exata da funcao de transferéncia discreta de tais processos considerando
a dinamica de um bloqueador de ordem zero.

Considere o sistema de controle de temperatura do tanque apresentado na Figura 5.
Fluido quente

Fluido frio , . H‘ /
Vialvula Misturadora

Figura 5: Sistema de controle de temperatura do tanque.

O atraso entre o ponto T, e T, é X segundos, sendo T, a temperatura na saida da
valvula misturadora e T, a temperatura no tanque.

A funcao de transferéncia com atraso é:

(2.36)

Fazendo o atraso A uma combinacao do periodo de amostragem 7', teremos:

A=IT —mT, sendol € {0,1,2,3..} e0<m <1,

substituindo A = [T — mT na equacdo (2.36) teremos:

6—(lT—mT)s
Gs) =4

a

logo,
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eflTs 6st

Gls) = Epy |

A fungdo de transferéncia discreta do subsistema D/A - Processo com atraso - A/D,

sera:

H = (1= -1 z ﬁ_l —ITs stL
()= (1= =ZL e ),
como | é inteiro, teremos:
H = (1= —1 le —1ly mTs_ =
()= (== B e ),
Expandindo em fracoes parciais:
z—1 —1y mTs 1 1
H(:) = P B - )
Logo:
-1 €st €st
H(z) = Z{£! —
()= B - Sy,
chamando
est 6st
fils) =S e pals) = S,
tem-se,

fL(kT) = w(kT) e fo(kT) = e T

Assim,
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H(2) = S Z{u(kT) - T )
z) = o] U e e )
z—1, =z e~ amTy
H(z) = —
(2) P [z— 1 z—e—aT]’
Ou ainda,
zZ+«
Hiz)=(1—-e ™)~ —__. 2.37
(2) = (1= e (2.37)
sendo,

(e—amT _ e—aT)

Q= 1 — efamT

Uma aplicacao do projeto da rejeicao do distirbio com o rastreamento do sinal de

referéncia para um sistema discreto com atraso no tempo sera mostrada no Exemplo 4.
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3 Otimizacao Hoo com
Modificacao de Zeros para o
Problema do Rastreamento em
Sistemas Discretos Incertos

Neste capitulo apresenta-se a formulacao e propoe-se uma metodologia para a solugao
do problema do rastreamento do sinal de referéncia com rejeicao de disturbios em sistemas

discretos incertos utilizando a realimentacao dinamica da saida.

3.1 Formulacao do problema

w(k)
Planta Incerta J
z(k)
T(t rr(k) . U(k) z(k+1) = A(a)z(k) + By(a)u(k) + Byw(k)
JT‘ TN o (k) = Ca(a)a(k)
y(k) = Cra(k) y(k)
N AP
e
- M
Compensador K.(2)

ze(k+1) = Ac(a)zc(k) + Beuce(k) + Mr(k) - —

Ye(k) = Ceze (k)

Figura 6: Sistema de controle étimo discreto de rastreamento de sinal de referéncia e
atenuacao de perturbacao presente na planta incerta.

Considera-se o seguinte sistema discreto linear e invariante no tempo com incertezas

parametricas descrito na forma de varidveis de estado:

z(k+1) = A(a)z(k)+ Bu(a)u(k) + Byw(k)
y(k) = Cux(k) (3.1)
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2(k) = Cala)a(k)

sendo A(a) € R B,(a) € R™P| B,(a) € R, Cy(a) € ™", C1 € ™™ x(k) é o
vetor de estados, y(k) é a salda medida, z(k) é a saida de referéncia, u(k) é a entrada de

controle e w(k) e uma entrada exégena (do tipo distirbio ou perturbagao).

As matrizes incertas A(«), B,(«) e Ca(a) s@o representadas pela combinagao convexa

descrita a seguir (KAU et al., 2005):

T

A0) = Yad, Bua)= Y aB.
=1

i=1

T
Co(a) = Z @;Cy; (3.2)
i=1
sendo a = [ag - - - )" 0 vetor que parametriza o politopo de incertezas, e ainda,

ZO@ = ]_, (67 Z 0. (33)
i=1

O numero total de vértices do politopo de incetezas do sistema é igual a r, sendo

r = 2" e v é o nimero de parametros incertos na planta.

O problema de rastreamento 6timo e rejeicao do disturbio considerando-se o sistema
incerto descrito em (3.1) é minimizar o custo garantido H, entre a saida z(k) e a entrada
exégena w(k), de tal maneira que o efeito da perturbacdo seja atenuado, e minimizar o
custo garantido H,, entre a entrada de referéncia r(k) e o erro do sinal de rastreamento
r(k) — z(k).

Primeiramente projeta-se um compensador H., para sistemas incertos utilizando a
realimentacao dinamica da saida, considerando-se N € RP*P =0 e M € R"*P = (), através
de um controlador discreto K.i(z), descrito na Figura 6. Tal controlador é formulado em

termos de LMIs e minimiza o custo garantido H, de w(k) para z(k).

Na etapa seguinte obtém-se as matrizes N € RP*P e M € R"*P indicadas na Figura
6, através de um processo de otimizacao descrito na forma de LMIs. Na Secao 3.3 serd
mostrado que N e M modificam as posigoes dos zeros de r(k) para u(k). Isto é feito de
forma a otimizar o custo garantido H, entre a saida e(k) e a entrada de referéncia r(k).
Note que e(k) denota o erro de rastreamento.

O diagrama de blocos da Figura 6 pode ser descrito por meio das varidveis de estado

z(k) e x.(k), da seguinte maneira:

z(k+1) B A(a) By (a)Ce z (k) By (a)N - By w
[ ze(k 4 1) ]7[ B:Ca(a) Ac } [ zc(k) ]+{ M ] (k>+[ 0 ] &),
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y(k) :[ C1 0 ] { ;((kk)) } , (3.4)

2k)=[ Ca(e) 0] [ (k) ]

zc(k)

e(k) =r(k) — 2(k) = r(k) = [ Cala) 0 ] [ (k) } .

ze (k)

O sistema (3.4) pode ser representado na forma compacta,

T(k+1) = An(a)T(k)+ Bn(a)r(k) + Byw(k),
e(k) = —Cn(a)z(k)+ Dmr(k), (3.5)
2(k) = Cpn(a)z(k),
sendo,
| =k o) — A(a)  By(@)Ce _
z(k) = { ve(k) s Am(a) Co(a) A } D =1, (3.6)
Bm(a) = [ B”EZ)N yBr = BO“’ e Cm(a) = [ Ca(a) 0 ] (3.7)

Aplicando-se a Transformada Z no sistema (3.5), para T(0)=0, e realizando-se al-
gumas manipulacoes algébricas, pode-se determinar a relagdo entre a saida Z(z) e as

entradas W(z) e R(z), conforme descrito em (3.8):

Z(2) = Cp() (2] — Ap(a) ' Bu(a)R(2) + Cp(a) (2 — Ay(a) ' B,W(2). (3.8)

Considerando-se na equagao (3.8) o sinal R(z) nulo, verifica-se que o custo garantido
Ho de W(z) para Z(z) pode ser minimizado devido ao projeto inicial do controlador
Hoo, implicando a minimizacao do efeito da perturbagao, presente na planta, sobre o

desempenho da saida do sistema.

Na Figura 6 observa-se a adigdo do termo Mr(k) na estrutura do controlador. Serd
mostrado na Secao 3.3 que as matrizes M € R"*P e N € RP*P tem somente a funcao de
alterar os zeros da funcao de transferéncia de r(k) para u(k). M € R"? e N € RP*P
nao modificam os pélos estabelecidos com o projeto inicial do controlador K, (z), pois a
fungao de transferéncia de W(z) para Z(z) nao ¢ modificada pelos parametros N ou M,
vide equagoes (3.6) e (3.7). Os pdlos do sistema nao sao modificados, pois A4,, em (3.6) e
(3.7) nao depende de M ou N. Com isso a estabilidade do sistema nao é comprometida.

Para o projeto do rastreador 6timo, considera-se a relacao entre o sinal de erro e o
sinal de referéncia, denominado H;,.(z), descrito em (3.9), com o sinal de perturbagao
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W (z) nulo
Hl’nC(Z) = _Cm(a)(z-[ - Am(a))ile(a) + Dmv (39)

para um valor especifico de a.

A partir desta relagao, pode-se projetar um rastreador de sinais através da modificagao
de zeros minimizando o custo garantido H., entre o sinal de referéncia e o sinal de erro
do sistema. O processo de modificacao de zeros nao interfere no projeto de rejeicao de
perturbagao, pois segundo (3.8) a fungao de transferéncia de W (z) para Z(z) nao depende
de B,,(a). Na Segao 3.4 utiliza-se a posigao dos zeros, implicitos na especificagao dos
parametros N € RP*P e M € R"*P em B,,(«), para o processo de minimizagao do erro do

rastreamento.



3.2 Projeto de um Compensador Hoo Discreto para Sistemas Incertos 37

3.2 Projeto de um Compensador H Discreto para
Sistemas Incertos

O problema de otimizacao do custo garantido H, de (A(«), By, Bu(a), Co(a)) consiste
em tornar a influéncia da perturbagao w(k) na saida z(k) do sistema a menor possivel,
através do projeto de um controlador discreto K.;(z). Portanto, deseja-se minimizar o
custo garantido H., entre a entrada w(k) (perturbagao) e a saida z(k), que pode ser
descrito através do seguinte problema de otimizagdo, (PALHARES; TAKAHASHI; PERES,
1997):

|H|% = min u
Q 0 B AmiQ
sa 0 I Dy Cni@ =0,
By, Dy pl 0
QA QCL, 0 Q
Q >0, (3.10)
w>0.

sendo?=1,2,...,r.

Considera-se incerteza do tipo politépica e K;(z) é um controlador H, para sistemas
incertos utilizado na realimentacao dinamica da saida de medida. O controlador K.(z)
¢é projetado utilizando uma metodologia descrita na forma de LMIs conforme proposto
no Teorema 3.1. O controlador K.(z) apresentado no Teorema 3.1 representa o K.(2)

escolhido como étimo do problema.

Teorema 3.1. Considere o sistema (3.1) com compensador K.(z) = C.(2I — A.)"'B.
de realimentacao dindmica da saida. Se existe solu¢do para as LMIs descritas em (3.11)
e (3.12) entao pode-se obter o controlador K.(z) que minimiza o efeito do distirbio e

estabiliza o sistema (3.1),

|H|2, = min p
R I 0 Buw A;R+ B,;C A;
I S 0 SBuw X; SA; + BCs;
0 0 I 0 Co%R Ca;
s.a , , >0,
B! B!, S 0 wl 0
RA,+C'BY, X! RCL, 0 R

A ALS +C},B cy, 0 I S
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(3.11)
>0, (3.12)

R 1
I S

sendo, R=R € ", S =5 € R, X;, B e C as varidveis de otimizagdo conjunta

das LMIs (3.11) e (3.12), para i =1,2,...,r.

Um controlador, para cada vértice do politopo, € obtido a partir das relagoes:

C = chlv
B — EB., (3.13)
67
Xi = (SA;+ EB.Coi)R+ (SBuiCe + EAL)Y, (3.14)

O controlador a ser implementado deverd ser selecionado de (8.14) tal que proporcione

o menor custo garantido He, para todo o politopo.

Para a solugao de (3.13) e (3.14) tem-se:

VE' =1 — RS, (3.15)

Prova: considera-se R,, a realizagao minima do sistema realimentado pelo compensa-

dor Heo,

Ry = Cp()(2I — A, () By, (3.16)

para um o especifico.
A norma He da realizacao R,,, para um « especifico, pode ser interpretada pela norma

induzida Lo — Lo (DOYLE; GLOVER, 1996), isto €,

[Bimlloo =7 & [l2]l2 < Allwll2, Yw(k) € Lo, (3.17)

Il

ou v H|zlla < |Jw||2, sendo ||z]|3 = 2’z e ||w]|2 = w'w. Neste caso, ||w|? > v72||z|[3.

Neste contexto, z(k) é o sinal de saida de referéncia do sistema e w(k) é a entrada do
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sinal de disturbio. Para o sistema com incerteza politopica, dependente dos valores de «,
v € um limitante superior da norma Hs de cada vértice do politopo, denominado custo
garantido Ho.. Em (3.17), pode-se verificar que o custo garantido He nao excede ao valor

v se ezistir uma func¢ao quadrdtica de Lyapunov V(x(k)) = x(k)' Px(k) > 0 tal que,

V(zlk+1)) — V(a(k) <0 (3.18)

De (3.17) e (3.18) temos:

V(z(k+1)) = V(z(k)) + 22z —y*w'w < 0, sendo P =P > 0. (3.19)

Substituindo V(x(k)) e V(x(k+ 1)) em (3.19), obtém-se
o(k+1)Px(k+1) — z(k) Pz(k) + 22 — v*w'w < 0. (3.20)

Entretanto, de (3.1), x(k+1) = A(a)x(k)+ Byw(k) e z(t) = Co(a)x(k), o que resulta

em

(A(a)z(k) + Byw(k))' P (A(a)x(k) + Byw(k)) — z(k) Pz (k)
+ (Co(@)z(k)) (Coa)z(k)) — At'w < 0,

z(k) Ala)' PA(a)x(k)+x(k) Ala) PByw(k)+w(k) B, PA(a)x(k) +
w(k)'B,,PByw(k) + z(k)'Cy(a)' Co(a)x(k)
—v*w'w — z(k)' Pz(k) < 0. (3.21)

Escolhendo-se um novo vetor [z(k) w(k)'], pode-se reescrever a inequacao (3.21) na

sequinte forma matricial:

z(k) ] <0, (3.22)

ou,

Aj, <0, (3.23)
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sendo,
Apr Apa
A, = , 3.24
" Apz Ana (324
¢
Ay = A(a)PA(a) 4+ Cy(a) Cy(a) — P,
Ah2 = A(a)’PBw,
Ah3 = B;PA(O&),
A = B.PB, — Iy (3.25)

O custo garantido He, € obtido pela minimizag¢ao de v em (3.19). Utilizando-se a

modificacao de varidvel = ~?, e considerando (3.25) e (3.24) tem-se

A(a)'PA(a) — P A(a)PB,, Coy(a)
() PA(@) (@) (| [0 0] <0
B/, PA(a) B!, PB, — ul 0
(3.26)
Usando o complemento de Schur em (3.26),
P 0 Ala)'P Coar)
0 ul B.P 0 >0
{Cz(a) oJ ‘ I
Ou ainda,
! A(a)'P 0
P | (AP ) gl by ]
0 ul _ B.P ol |,
Cyla) 0 1 {0 OJ ‘ 0
(3.27)

que pode ser escrita na sequinte forma conveniente:
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P 0 Cyla) A(a)'P
0 ul 0 |-| B,P | P PA@) PB, 0]>0,
02(04) 0 I 0
P >0,
p >0,
(3.28)
Resultando,
P 0 Cy(a) AP
0 I 0 B, P
s > 0.
Cola) 0 I 0
PA(a) PB, 0 P
Ou, na forma dual:
| 0 B, A(Q)Q |
0 I 0
s O (3.29)
B, 0o I 0
| QA(e) QG ()" 0 Q |
Entao, substitiu-se a realizagdo (Ay(a), By, Cn(a)) no lugar de
(A(a), By, Bu(a), Ca(ar)) na inequagdo (3.29), obtendo:
| 0 B, Aw(0)Q
0 I 0 Cn
s @@y, (3.30)
B, 0 pl 0
QAp(a) QCp(a)" 0 Q

Para solucionar o problema da determinagao do compensador Hs soluciona-se o pro-

blema de otimizagao descrito em (3.30). Entretanto, o mesmo apresenta BMIs, o que

torna a solugdo do problema de elevado custo computacional. Entao, é necessdrio o uso
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de uma transformacdo linear para resolver o problema em termos de LMIs. Inicialmente

adota-se a matriz () e sua tnversa como,

S K
FE X

R 4
v

el =

)

sendo, R € ™", S € R"*". Ainda adota-se, R=R e S =15":

R I
¢r0

I S

QF2:F1 , comF1:
0 F

Considerando-se a matriz de Lyapunov QQ > 0 e pré e pds multiplicando-se Q) por I
e 'y respectivamente obtém-se a inequacdo (3.12). Entao, a inequagao (3.30) € pré e pds
multiplicada por (3.31) e (3.32) respectivamente para se obter a inequagao (3.11).

r, 0 0 0
0 I 0 0
: (3.31)
0 0 I 0
0 0 0 I
ry 0 0 0
0 I 0 0
: (3.32)
0 0 I 0
0 0 0 I,

Efetuando-se as multiplicagoes para se obter (3.11), resulta:

[H|[% = min 4
[ I 0
I S 0
0 I
S.a
B!, B, S D'
RA(q) 4+ C By(a) X(a) RCy(a)’
I A A()S + Co() B Co(a)
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By, A(a)R + By(a)C Aw)
SBy, X(a) SA(a) 4+ BCy(a)
D CQ(O{)R 02(04) > 07
ul 0 0
R I
I S |
(3.33)
sendo:
X(a) = (SA(q)) + EB:C2(a))R + (SBy(a)Ce + EAc(a))Y,
> aiXi = 8Y A+ EBe Y aiCoiR+[SY  aiBuiCe+ EAJY,
=1 =1 =1 =1
Y iXi = Y ai[SA;+ EB.Ca;R+ (SBuiCe + EAL)Y'],
i=1 i=1
(3.34)

como Y ja; = 1, Ala) = Y oA, Bula) = > By e Co(a) = > a;Cy,

temos:

Yo R il 0
Sl Sioq aiS 0
0 0 2= ail
21 iBy, >i—y @By, S >y D’
R aiAf+ c >li—1@iBy, Dig aiX RY S i Cy,
>lim aid] Y1 i ALS + 30 aicﬁiEI >lim1 @0y,
YiciaiBw Y aiAiR+ 30 aiBuiC i1 i di
> @SBy S Xg Sy A+ §Z€:1 a;Co;
SiqoqD >i_qaiCoyR > ieq aiCo; >0,
Sl 0 0
0 Yimi aiR 2=y il
0 Dz ail 2z @i
(3.35)
ou ainda,
o1 @i(R) >imr (D) 0
o1 o) >im1 ai(S) 0
0 0 >imai(D)
>ieq «a(By) >ie1 ai(By,S) > imq ai(D)
Yi_y @i(RA}) + 327, ai(C' Bus) oy ei( X)) >7_y @i(RCY,)
Sy ei(A) Sy ei(AS) + Xy ai(Cy,B) S, ailChy)
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) 14 p
22:1 a;(Buw) 2321 a;(AiR) + Zz:l ai(Buié) Z?:l a;(Ai)
> i1 @i(SBuw) i @i(Xi) >t @i(SAi) + 301 @i(BC%)
D > i1 @i(C2iR) > iog @iCi >0
Doieq c(pl) 0 0 7
0 >i—1i(R) i1 oa(I)
0 =1 i(I) =1 i(S)
(3.36)
que corresponde d sequinte soma:
R I 0 By (AlR) + (Bulé) Ay
I S 0 SBuyw X1 SA1 + ECQl
0 0 I D Cor Co1
[e3] +
B, B.,S D’ ul 0
RA, +C B X} RCY, 0
Al Als+chy B Ch, I
R I 0 By (AQR) + (Bugé) Ao
I S 0 SBy X SAg + ECQQ
0 0 1 D Ca2 Cao
a2 + ..
B, B.,S D’ ul 0
RA!), +C' By X} RC}, 0 R
Ay ApS + Chy B’ Coo 1
R I 0 By, (AiR) + (By:i0) A;
I s 0 5By, X; SA; 4+ BCa;
0 0 I D Ca; Co;
e 73 + ...
B, B.,S D’ ul 0 0
RA, +C'Bu; X/ RC}, 0 I
Al AlS+ B cl, I s
R I 0 By (ArR) + (BurC) Ar
I s 0 SBy, X, SA, + BCy,
0 0 I D Co, Cay
.t ar > 0,
B, Bl,S D’ ul 0 0
RAL +C By, X! RC}, 0 R I
Al AlS+Ch B c, I
(3.37)
como a; >0 para i =1,2,...,r, uma condigdo suficiente para a positividade de (3.37) é:
R I 0 By A;R+ B, C A;
I S 0 SBw X; SA; 4+ BCy;
0 0 I D C9R Cli o,
B!, B!,S D’ ul 0 0
-/
RA,+C'B!, X! RC,, 0 R I
Al AlS+CyB cl, 0 I s
(3.38)

1=1,2,...,7r.

Observacao 3.2. As

matrizes U e E descritas em (3.15) podem ser obtidas

através do
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método de solugao de sistemas lineares denominado decomposicao LU. Através do software

MATLAB pode-se obter a decomposicio LU de uma matriz.

Através da resolucao de (3.13) e (3.14), obtem-se as matrizes dinamicas do compen-
sador Hoo, Kei(2) = Coi(2] — Asi) ™' B

Obtém-se A.; a partir de (3.14) resolvendo,

Ay = E7YX; — SA;R — EB.C3;R — SBy;Cot)')((¢')71). (3.39)

Em seguida, substitiu-se as matrizes do compensador K.(z) = C.(2I — Ay) ' B.
no problema (3.10), e verifica-se qual controlador K. (z) que proporciona o melhor de-
sempenho na otimizagdo do custo garantido H., de w(k) para z(k) para todo politopo.
Implementa-se o controlador K.(z) = K.(z) de melhor desempenho na otimizacao do

custo garantido H..

Uma outra forma para se obter K,.(z), é utilizar o controlador A. como sendo uma

combinacao linear dos controladores A.;,
Ao =) iAq, (3.40)
i=1

sendo que «; é dado em (3.3).

Verifica-se todas as combinagoes lineares, e utiliza-se o controlador K.;(z) que possua
A, que proporcione o melhor desempenho na otimizacao do custo garantido H, de w(k)
para z(k) para todo politopo. Implementa-se o controlador K.(z) = K.(z) de melhor

desempenho na otimizacao do custo garantido H..
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3.3 Alocacao de Zeros em Sistemas Discretos Incer-
tos

Considerando-se o sistema (A(a), B,(«), Ca()), é possivel projetar um sistema que
modifique os zeros de r(k) para u(k) conforme mostrado na Figura 7. Neste trabalho
propoe-se a selecao de M e N de modo que os zeros de malha fechada sejam alocados em

locais arbitrarios escolhidos pelo projetista, sendo M € R**P e N € RP*P,

r(t)  r(k) prI u(k) Planta saida

Compensador K.(z)

Figura 7: Sistema de alocagao de zeros.

Considerando a Figura 7, se existir um zero de transmissao de r(k) para u(k), entao
necessariamente existe um zero de transmissao de r(k) para y(k), a menos que ocorra
cancelamento de pdlos e zeros. Com isso, utilizando a equagao de controlador K.(z) e da
lei de controle com adicao da entrada de referéncia, a equagao caracteristica dos zeros de
r(k) para u(k) pode ser descrita por (3.41):

Te(k +1) = Acxe(k) + Bey(k) + Mr(k)
u(k) = Cexe(k) + Nr(k)

det| 21 — A, + MN-1C, } —0 (3.41)
sendo que as solugoes, z = z;, sao os zeros modificados de r(k) para u(k).

E importante lembrar que além das matrizes N € RP*P e M € R"*P modificarem os
zeros do sistema elas também sao usadas para se obter a solugao 6tima para o rastrea-

mento, como ¢ mostrado na Segao 3.4.
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3.4 Projeto do Rastreador de Sinais com Peso na
Frequéncia para Sistemas Discretos Incertos

O custo garantido H., do sistema discreto, dindmico préprio H(z), estavel, represen-

tado na forma de espago de estados (A,(«),B,(«),C.(«),D,):

r.(k+1) = A (o)z(k)+ B.(a)u(k)
y=(k) = C.(@)z(k) + D.u(k) (3.42)

sendo A, (o) € ™™, B,(a) € ™, C.(«) € RP*™ e D, € RP*™ supostamente conhe-
cidas, pode ser obtido através do seguinte problema de otimizacao, descrito na forma de

LMIs (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997):

IH|5% = min  u
Q 0 B, ALiQ
s.a 0 ! D. —CuQ >0
Bl Dy, pl 0
QAL —QCL 0 Q
Q>0 (3.43)
w>0

A matriz de transferéncia do sistema para um valor especifico de a é dada por

H(2)=C(a)(zI — A(a))'B(a) + D,.

A solugao para o problema de rastreamento 6timo para sistemas incertos (incertezas
do tipo politépicas) utilizando a variacao dos zeros, consiste em determinar os pardmetros
M € P e N € R*P que minimizam o custo garantido H, de H;,.(z) descrito em (3.9).
A Figura 6 e as equagoes (3.4)-(3.7) mostram detalhes sobre a estrutura do rastreador.
Inclui-se o projeto do peso na frequéncia, para que o rastreador opere em uma faixa de

frequéncia especificada em projeto.

Para o projeto do rastreador deseja-se encontrar a solucao global que otimize o pro-

blema descrito a seguir:
min || Hine(2)V(2)]| %0 (3.44)

sendo V(z) = (A,, By, Cy, D,) um sistema dinamico projetado para especificar o peso
na freqiiéncia de saida e considera-se Hj,. = (Apm(a), Bp(a), —Ch (), Dyy), para um «

especifico, uma realizacao do sistema linear invariante no tempo e estavel indicado em



3.4 Projeto do Rastreador de Sinais com Peso na Frequéncia para Sistemas Discretos Incertosd8

(3.9).

Uma possivel realizacio em espaco de estado, para cada vértice do politopo, de H F=
H,i(2)V(z) é:

Jﬁf —| —“B,Cpi Ay | BuDu (3.45)
Cri Pri 0 G| 0

Entao, é proposto o Teorema 3.3 para o projeto do rastreador com modificacao dos

zeros aplicados a sistemas com incertezas politépicas na planta.

Teorema 3.3. Considere o sistema (3.1) com compensador K.(z) de realimentagdo
dinamica da saida de medida dado por (3.13), (3.14) e (3.15). Se existe solu¢do para as
LMIs descritas em (3.46) entdo pode-se obter as matrizes M, M € R"*P, e N, N € RP*P

que minimizam o custo garantido do sistema (3.9), com peso na frequéncia.

|H|% = min I
i Q1 Q12 Q13 0
12 Q22 Q23 0
13 53 Q33 0
0 0 0 I
s N'B!, M B I
Q12BuiCL+ QA Q12AL+ Q11 B.CY);  QuzAl, — Q11Cy B, —Qu3C,,
Q22BuiCp + Q12 A]  QaAl + Q12B:.Cy; Qa3 A, — Q1,05 B,  —Qa3C,
| Qa3 BuiCl + Q134; QAL+ Q13B.C0y Qs34 — Q130 B,  —Q33C,
BuN  AiQu1 + BuiC.Qls AiQr2 + ByuiCeQa2 AiQ13 + BuiCeQ23
M B.C5iQ11 + AcQo B.C2iQ12 + AcQ22 B.C2iQ13 + AcQ23
B, —B,C2iQu1 + AuQls  —ByC2iQi2 + AyQhs  —B,C2Q13 + AyQs3
1 _Clel?, _CUQ/23 _C’UQ33 > O
ul 0 0 0 )
0 Q11 Q12 Q13
0 12 Q22 Q23
0 /13 123 Q33 .
Qu Q12 Qi3
[ s Qa2 Qs ] >0,
13 Qi Qs
(3.46)
>0,
i=1,2,.m (3.47)

Prova: A equagdo (3.46) é obtida considerando-se as matrizes (A,;,B.;,C.,
D.) = (A}i,Bi,Cri,Dy) na LMI (8.43), sendo a matriz Q particionada da sequinte forma
sz = ;j; Z;]:17273

As matrizes M e N sao solugbes étimas de (3.46) e minimizam o custo garantido H,
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entre o sinal de entrada de referéncia (k) e o sinal de erro de rastreamento r(k)-z(k) para

um sistema com parametros incertos na planta.

Os filtros utilizados no rastreamento sao apenas para projeto, pois posteriormente sao
descartados para simulagao ou implementacao dos sistemas de rastreamento de sinais de

referéncia.
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4 Otimizacao Hoo com
Modificacao de Zeros para o
Problema do Rastreamento em
Sistemas Discretos
Nao-Lineares

Nesta secao propoe-se uma metodologia de modificacao de zeros para solucionar o

problema do rastreamento do sinal de referéncia em sistemas discretos nao-lineares.

4.1 Formulacao do problema

O problema da rejeicao de distirbios para sistemas discretos nao-lineares consiste em
minimizar a norma H,., entre a entrada exégena w(k) e a saida z(k), para tal projeta-se
um compensador fuzzy. Para o rastreamento, minimiza-se a norma H., entre a entrada

de referéncia r(k) e o erro do sinal de rastreamento r(k) - z(k).

Primeiramente projeta-se um compensador H., para sistemas discretos nao-lineares
utilizando a realimentacao dinamica da saida, considerando-se N(«a) € RP*P = 0 e
M(a) € R™P = 0, através de um compensador fuzzy, descrito na Figura 8. O pro-
jeto do controlador é formulado em termos de LMIs e minimiza a norma H., de w(k)

para z(k).

Na etapa seguinte obtém-se as matrizes N(«a) € R*? e M(«) € R"*P, indicadas na

Figura 8, através de um processo de otimizacao descrito na forma de LMIs.

O procedimento de projeto adotado neste trabalho inicia-se com a modelagem de um
dado sistema nao-linear através do modelo Fuzzy Takagi-Sugeno (T-S). O modelo fuzzy
proposto por Takagi-Sugeno é descrito por regras Se-Entao que representam os modelos

locais lineares que compoe o sistema nao-linear (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996).



4.1 Formulag¢do do problema 51

w(k)
Planta Nao-Linear J
z(k)
r(t), (k) , w(k)| o+ D = A2 + Bu@)u(k) + Bu (0w (k)
A N(@)—0— z(k) = Ca(a)z(k)
y(k) = C1(a)x(k) y(k)
X A -e®)
e
- M(a)
] Compensador fuzzy

we(k+1) = Apy(@)zc(k) + By (@)uc(k) + M(a)r(k)

Ye(k) = Cru(@)ze(k)

Figura 8: Sistema de controle 6timo discreto de rastreamento de sinal de referéncia e
atenuacgao do efeito da perturbacao presente na planta nao-linear.

A principal caracteristica do modelo Fuzzy Takagi-Sugeno é a possibilidade de expres-
sar as dinamicas locais de cada implicac¢ao (regra) fuzzy por um modelo de sistema linear.

As regras dos modelos Fuzzy T-S sao descritas da seguinte forma:

Modelo Regra i:

Se hi(k) é Ta e -+ hy(k) é Tip, (4.1)
x(k+1) = Ajx(k) + Boyu(k) + Byw(k)

Entao ¢ z(k) = Cyz(k)
y(k) = Cyw(k)

sendo 1 = 1,2,"',7“, AZ € §Rn><n7 Bli € §Rn><q’ BQi € §Rn><p’ Oli S g%mxn’ CQZ' € %mxn,
x(k) é o vetor de estados (x(k) € R"), y(k) é a saida medida (y(k) € ™), z(k) ¢é a saida
de referéncia (z(k) € R™), u(k) a entrada de controle (u(k) € R*) e w(k) é uma entrada

exégena (do tipo distirbio ou perturbagao).

Em (4.1), T;p é o conjunto fuzzy e r é o niimero de modelos locais relacionados as re-
gras fuzzy. As fungdes hy(k),-- -, hy(k) sao denominadas de varidveis premissas e h(k) serd
utilizado para denotar o vetor que contém todos os elementos individuais hy (k), - - -, h,(k).
Neste trabalho utilizou-se a forma generalizada dos sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno (TA-
NIGUCHI et al., 2001), e o niimero de modelos locais é 2™, sendo nl o ntimero de nao-

linearidades no sistema.

Considerando-se um sistema com (x(k), u(k), w(k)), pode-se descrever um planta nao-
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linear através de um sistema fuzzy inferido da seguinte maneira:

r

> wi (h(k)) {Aiz(k) + Bau(k) + Buw(k)}
w(k+1) = =

sendo,

Adotando-se,

o (n()) = 2D

sendo «; (h(k)) considerado o peso normalizado de cada regra dos modelos Fuzzy T-S.

Desta maneira pode-se reescrever (4.2) da seguinte maneira:
w(k+1) = Z a; (W(k)) {4;z(k) + Bou(k) + Buw(k)}
2(k) = Z a; (h(k)) Cpz(k) (4.3)

y(k) = ZO‘Z )) Caix(k)

Ainda, pode-se escrever (4.3) na forma compacta:

z(k+1) = A(a)z(k)+ Be(a)u(k) + Bi(a)w(k)
k) (4.4)
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sendo,
Ala) = Y i (h(k)) Aiy, Ba(a) = z ai (h(k)) Bos,  Bi(a) = 2 o (h(k)) By,

CQ(O&) = Z Q; (h(k?)) Cgi (§ Cl(Oé> = Zil (67 (h(k')) Cli-

=1

O termo T;; (hj(k)) é a classe de funcoes de pertinéncia de h(k); do conjunto fuzzy de
Tij, sendo que em T;; (h;(k)) o indice i indica uma fungao de pertinéncia a; e o indice j
indica a varidvel premissa h;(k) utilizada no conjunto fuzzy 7;; para descrever os sistema

nao-linear. Ainda tem-se:

Zso (h(k)) >0,
oi(h(k) >0, i=1,2--- 1,

z ai (h(k)) > 0,
a; (h(k)) >0, i=1,2,---,r,

para todo k. Na se¢ao seguinte serao apresentadas informacoes adicionais sobre a forma
generalizada dos sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno utilizada neste trabalho.

O diagrama de blocos da Figura 8 pode ser descrito por meio das variaveis
de estado x(k) e z.(k), da seguinte maneira:

[ sk+1) ] _ [ A(a) Bu(a)Cry } { (k) } +[ Bu(a)N(a) ]r(kH Bu(e) ]w(k),
ze(k+1) By, C2(a) Afy zc(k) M(a) 0
vy =[ o 0] { e ] (4.5)
B z(k)
(k)= [ Ca@) 0] { e }
=T —Z =T - (6% x(k)
e(k) = r(k) = 2()) = (k) = [ Ca(@) 0 ] { e ]
O sistema (4.5) pode ser representado na forma compacta,
T(k+1) = Apn()T(k)+ By(a)r(k) + B, (a)w(k),
e(k) = —Cp(a)Z(k) + Dpr(k), (4.6)
z(k) = Cm(a)z(k),
sendo,
) — z(k) },Am o) — A() By(a)Cyy Dy =1, 47
® { ze(k) @ ByuCa(a) Afu o
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Bm(a) =

Bu(@)N(a) ] Bua) =
M(a) '

B”O(O‘) :|e Cm(a)=[ Ca@) 0] (4.8)

Considera-se a realizacdo em espago de estados entre w(k) e z(k) descrita na forma:

T,y = (Am(@), Bu(a), (@) (4.9)

Considerando-se na equagao (4.9), a norma H., de W(z) para Z(z) pode ser mi-
nimizada devido ao projeto inicial do compensador fuzzy, implicando a minimizagao do

efeito da perturbacao, presente na planta, sobre o desempenho da saida do sistema.

Considera-se a realizagdo em espago de estado entre entre r(k) e e(k) descrita da

seguinte maneira:

Ty = (An(@), Bun(a), —Cin(), Dyy) (4.10)

Através de (4.10) com o projeto de M(«a) e N(«) pode se minimizar a norma H,

entre o sinal de referéncia e o sinal de erro do sistema.

4.2 A Forma Generalizada dos Sistemas Fuzzy Takagi-
Sugeno

Na forma generalizada dos sistemas fuzzy considera-se a classe de sistemas nao-lineares

descrito da seguinte forma:

ik +1) = Y fis(h(R)a;(B) + D gis((k))us (k)
]:]_ s=1
1 = 1,---,n. (4.11)
sendo n e m o numero de variaveis de estados e entradas do sistema, respectivamente. O

vetor z;(k) sao as varidveis de estado e o vetor us(k) sao as entradas do sistema. f;;(h(k))

e gis(h(k)) sao fungoes de h(k), sendo h(k) varidveis premissas conhecidas.
Para obter a forma generalizada, define-se,

a;n = max { f;;(h(k))},
Qijo = Mmin {fm(h(k))} )
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bis1 = max {gis(h(k))}, (4.12)
bis1 = min {gis(h(k))} .

A determinacao da forma generalizada surge da transformacao de f;;(h(k)) e gis(h(k))
para a representacao na forma de modelo fuzzy. Utilizando-se as defini¢oes descritas em

(4.12) pode-se representar f;;(h(k)) e gis(h(k)) da seguinte maneira:

fzg E q”l(”) zjl(”)

(m) 1

gzs § /Uzsl?Z ) bzsl?l s

b
Wi gy=1

sendo,

fij(h Z Gigig, , (h(k) =1 ¢ gis(h(k) = Y v (h(k)) = 1. (4.13)

a b
l(J)l l(J)l

As funcgoes de pertinéncia sao descritas a seguir:

fij(h(k)) — aizo

g (h(k)) = p—
gija(h(k)) = %;mfw;; ).
Vit (R(K)) = giséi(lki)b;%v
Visa (h(k)) = bislb;giséiik))'

Utilizando-se a representagao do modelo fuzzy, pode-se reescrever (4.11) da
seguinte maneira:

n

wik+1) = S fis(h(k)a;(k +Zgzs(h(k ))us ()

j=1 s=1
n 2

= Z Z q”l i )a”l? ) J +Z Z zslb )bislb, ’ll,g(k) (414)
J=1ug, s=ip o @ (29

R (i,s)

Transformando-se (4.14) na forma matricial, determina-se a forma generalizada
dos sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno,

n o n 2 n o n
z(k+1) = ZZ Z Qijl‘(‘i,j)(h(k))aijl?iyj)U(?,j)z(k +ZZ Z vzsll(’l (h(k)zslb U(z S)u()

(i, =1

n o on 2 n o n
= 33 a, B Ay, w0+ >0 Z vi, (WD By ulk) (4.15)

(i,8) (i,s)
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sendo,
[0 0 0 0 0] [0 0 0 0 0]
0 0 0 0 0 0
Asjig, = 0 aijig,,, 0 -~ 0| e By = bisir, 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
L0 0 0 0 0 | L 0 0 0 0 0

Esta metodologia de modelagem de sistemas nao-lineares ¢ utilizada no Exemplo 10.
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4.3 Projeto de um Compensador H. Discreto para
Sistemas Nao-lineares

O problema de otimizagao do custo garantido He, de (A(«a), By(a), Bu(«)
,Cy(ar)) consiste em tornar a influéncia da perturbagao w(k) na saida z(k) do sistema
a menor possivel, através do projeto de um controlador discreto Ky,(a). Para se ter
controle de desempenho no projeto do controlador discreto Ky, () deve-se restringir a
regiao de alocacao de polos em uma circunferéncia de raio r e centro -q. Os parametros r

e -q sao mostrado na Figura 9:

Imaginario(z)

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
-1 -0.8 0.6 -0.4 -0.2 02 0.4 06 08 1
Real(z)

Figura 9: Regiao de restricao de polos.

Segundo (CHIALIL; GAHINET, 1996) os pdlos podem ser alocados na regiao da Figura

9 através da seguinte restricao LMI:

—rQ AQ + qQ
e ) <0,
Qq+ QA —rQ

Q=0 >0. (4.16)

Considera-se um sistema nao-linear e K, () é um controlador H., para sistemas nao-
lineares utilizado na realimentagao dinamica da saida. O controlador K, («) é projetado
utilizando uma metodologia descrita na forma de LMIs conforme proposto no Teorema
4.1.

Teorema 4.1. Considere um sistema nao-linear descrito pelo modelo Fuzzy Takagi-Sugeno
(4.4) com o controlador fuzzy He utilizado na realimentag¢ao dindmica da saida de me-

dida, e ainda os parametros r e q fixos, se existe solucao para as LMIs descritas em
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(4.17)-(4.21), entdo pode-se obter a solug¢do dtima Heo de w(k) para y(k), com alocagao

de polos dos modelos locais na regiao ilustrada na Figura 9, resolvendo-se

min 9
R I
s.a >0 (4.17)
I S
Iy <0, para i =1,2,---.,7. (4.18)
I';;+ 1 <0, para i< j <. (4.19)
Q; <0, para i =1,2,---,r. (4.20)
Q; +Qy <0, para i < j <T. (4.21)
sendo,
R I 0 Buwi AiR+ ByiCys; Aq
I S 0 SBuyi Afzii SA; + By, C;
B 0 0 I Dy, Ca;R Cay
Tij = B, B!,;S D, wl 0 0 (4.22)
RAj +C}, By, Al RCY, 0 R I
A A{S +Cy; By, Ch; 0 I s
—Rr —1Ir AiR+Buinzi + Rgq A; + Iqg
_ —Ir —Sr Af2m'+1q SA; + Bf.Ca; + Sq
Qij = RA} +C}, Bl + Rq A +1q —Rr —Ir (4.23)
Iq+A; A;S«FC’éiB'le + Sq —1Ir —Sr

As matrizes I';;, T'j; sdo determinadas pela substituicao dos indices i e j em (4.22), bem
como, as matrizes (; e (j; sao determinadas pela substituicao dos indices 1 e j em
(4.28). As varidveis R, S, Ay,.., By, Ct., sdo solugdes dtimas de (4.18). Ainda, tem-se
R=R >0eS85 =25 >0. Considera-se ainda:

szi = Cfuiwlv
By., = EBjpy,,
Ay, = (SA+ EByy,Coi) R+ (SBuClhu; + EAgy, )Y, (4.24)

para a solugdo de (2.17) tem-se:

VE' =1 — RS, (4.25)

e através da resolu¢ao de (4.24), obtem-se as matrizes dinamicas do compensador Hoo.
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O compensador fuzzy He pode ser descrito da sequinte maneira:

Afu ZZa,a]Afu”, Bfu Zaleuz € Cfu Zachul

i=1 j=1 =1

Prova: Considera-se a sequinte realizagao em espaco de estado para o sistema ndao-
linear representado na forma dos modelos Fuzzy T-S conforme (4.4) sendo realimentado

pelo compensador fuzzy Hoo, Ky

Twz = (Anla Bnl; Cnl) (426)
sendo:
A - | AW 82<a>cfu<a>]
| Bru(a)Ca(a)  Apu(a)
5, _ | B@
0
Cu = :OQ(a) 0] (4.27)

A norma Ho da realizagcao T,., para um « especifico, pode ser interpretada pela

norma induzida Lo — Lo (DOYLE; GLOVER, 1996), isto é,
[Rilloe =7 < |2ll2 < Al[wll2, Vw(k) € Lo, (4.28)

sendo ||z||3 = 2’z e ||w||? = w'w. Neste contexto, z(k) é o sinal de saida do sistema e
w(k) € a entrada do sinal de distirbio. De (4.28) pode-se verificar que o custo garantido
Hoo nao excede ao valor vy se existir uma fung¢ao quadrdtica de Lyapunov V(z(k)) =

x(k)' Pz(k) > 0 tal que,

Viak + 1)) — V(z(k)) <0 (4.29)

De (4.28) e (4.29) temos:

V(z(k+1)) = V(z(k)) + 22z —y*w'w < 0, sendo P =P > 0. (4.30)

Substituindo V(x(k)) e V(x(k+ 1)) em (4.30), obtém-se

z(k+1)Px(k+1) — x(k) Px(k) + 2’z — v*w'w < 0. (4.31)
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Entretanto, de (4.27), x(k + 1) = Ayx(k) + Buyw(k) e 2(t) = Cux(k), o que resulta

em

(Apz(k) + Byw(k))' P (Ayz(k) + Buw(k)) — (k) Px(k)
+ (Crx (k) (Cx(k)) — y@'w < 0,

z(k) A, PAyx(k)+x(k) AL, PByw(k)+w(k) B, PAyx(k) +
w(k) B, PByw(k) + z(k) Cl,Cux(k)
—y*w'w — x(k) Pz(k) < 0. (4.32)

Escolhendo-se um novo vetor [x(k)" w(k)'], pode-se reescrever a inequagao (4.32) na

sequinte forma matricial:

(k)
w(k) w(k) | Ay <0, (4.33)
w(k)
ou,
A, <0, (4.34)
sendo,
A, = | Am Anz , (4.35)
Apz Apg
67
Ay = A;LZPAM + C’,’dC’nl — P,
AhQ = AInZPBTLl + 07,7,[7
Aps = B, PAy,
Ay = B, PB, — Iy (4.36)

O custo garantido Ho, € obtido pela minimizacao dey em (4.30). Utilizando-se a mo-
dificacio de varidvel p = 2, considerando (4.56) e (4.35) e aplicando-se o complemento

de Schur tem-se

|HI% = min p
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Q 0 Bnl Anl@
0 I D CyuQ
s.a @, (4.37)
B, D’ wl 0
| Q4, QC, 0 Q |
Q=Q >0,
w>0

_TQ Anl@ + QQ
- . . < 0,
Qq+ QA —rQ

Q=0 >0. (4.38)

Entretanto, o problema de otimizacao descrito em (4.37) e (4.38) apresenta BMIs, o
que torna a solucao do problema de elevado custo computacional. Entdo, é necessdrio o
uso de uma transformacao linear para resolver o problema em termos de LMIs. Inicial-

mente adota-se a matriz () e sua inversa como,

S E
E S

R
v

el =

Y

sendo, R € ®"*", S € R"*". Ainda, adota-se, R=R ¢S =5

R 1
0

I S
0 F

Qfng‘l,comfl: el'y =

)

Considerando-se a matriz de Lyapunov Q > 0 e pré e pds multiplicando-se Q por I e
[y respectivamente obtém-se a inequacdao (4.17). Em sequida, a inequagio (4.37) € pré e
pos multiplicada por (4.39) e (4.40) respectivamente para se obter a inequagao (4.22). E
entao, pré e pos multiplicando-se a inequacao (4.16) por (4.41) e (4.42) respectivamente,
obtem-se a inequagao (4.23).
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r, o0 0 0
0o I 0 0
, (4.39)
o I 0
i 0 0 T |
[Ty 0 0 0 ]
0 I 0 0
, (4.40)
0o I 0
i 0 0 I,
r, 0
, (4.41)
0 T
r 0
g . (4.42)
0 I,

Ainda, as inequagoes (4.18) e (4.19) podem ser descrita da sequinte maneira:

F(Oé) = ZT: OéiOéiFii -+ ZT: ZT: Q0 (F” + Fﬂ) <0 (443)
=1

i=1 i<j

mas,
iaizl e iajzl. (4.44)
i=1 j=1

Logo, para que a inequagio (4.43) seja verdadeira, tem-se,

Utilizando-se a andlise descrita em (4.43)-(4.45), pode-se verificar que Q(a) < 0,
implica nas LMIs descritas em (4.20) e (4.21), sendo,

Q(Oé) = Z O./Z'OziQu‘ + Z Z 0G0 (Q” + Qﬂ) <0
=1

i=1 i<j

Na préxima secao é proposto um rastreador de sinais com peso na frequéncia para

possibilitar ao projetista o rastreamento segundo uma faixa de frequéncia especificada.
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4.4 Projeto do Rastreador de Sinais com Peso na
Frequéncia para Sistemas Discretos Nao-Lineares

O problema de rastreamento 6timo considerando-se o sistema nao-linear descrito em
(4.4) é minimizar a norma H, entre a entrada de referéncia r(k) e o erro do sinal de

rastreamento (k) — z(k).

A solugao para o problema de rastreamento consiste no projeto dos parametros M(«a) €
RP e N(a) € RP*P que minimize a norma H,, da representagio descrita em (4.10),
considerando-se o sistema (4.4). Utilizando-se inequacao (4.37), pode-se descrever a

norma H,, do sistema (4.10) da seguinte maneira,

|H||%, = min 1
Q 0 Bm  AnQ
0 I D C,,0
s.a " m@ > 0, (4.46)
B D!, ul 0
| QAL QC, 0 Q |

Levando-se em conta os modelos locais lineares, inclui-se ao projeto peso na freqiiéncia,
pois é interessante que o rastreador execute suas func¢oes segundo uma faixa de freqiiéncia
especificada em projeto. Para o projeto do rastreador deseja-se encontrar a solugao 6tima

para o problema descrito a seguir:
min |75,V (2)|s (4.47)

sendo V(2) = (A, By, Cy, D,)) um sistema dinamico projetado para especificar o peso na
freqiéncia de saida e considera-se T,,, = (A (a), Bn(a), —Cp(@), Dp(@)), para um «

especifico.

Uma possivel realizacao em espaco de estado, de Hd, =T, V(z) é

Vw . v =| —B,Cy Av B,D,, (448)
Cy [Py 0 G| 0
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Na Figura 10 é ilustrada a estrutura de inclusao de peso na freqiiéncia:

R(2) - Vi (2) viz) Vo(2)

Figura 10: Estrutura de sistemas de controle com peso na freqiiéncia.

Entao, é proposto o Teorema (4.2) para o projeto de rastreamento de sinais de re-

feréncia utilizando-se peso na frequéncia aplicado a sistemas nao-lineares.

Teorema 4.2. Considere o sistema (4.4), com o compensador Ky, (o) de realimentacao
dinamica da saida medida dado por, (4.24) e (4.25). Se existe solug¢do para as LMIs
descritas em (4.49)-(4.51) , entdo pode-se obter a matriz M(a), M € R"P, e N(«a),

N € RP*P que minimizam a norma Ho, do sistema (4.10) com peso na frequéncia.

||Hn|)2, = mind
s.a
U, <0 para i=1,2,---,r (4.49)
Ui+, <0 para i <j<r (4.50)

sendo,

t=1,2,...,7. e as matrizes V;; e V;; sao obtidas substituindo-se os indices i e j em
(4.51). As matrizes Q;; = i 1,J = 1,2, tem a mesma dimensdao da matriz A, e para
Jj=3et=1,23 as matrizes Q;; tem dimensoes convenientes, e as matrizes A,, B, e
C, representam a dinamica do filtro. Os parametros do rastreador podem ser descritos da

sequinte maneira:

M(a)=> a;M; e N(a) =) _ aN; (4.52)
i=1 i=1
sendo a;, 1 =1,--+,r, a mesma fungao de pertinéncia adotada no projeto do compensador

Hoo, Kpu(a) de atenuagdo do efeito de distirbio no desempenho do sistema.

Prova: Semelhante as provas dos Teoremas (2.3) e (3.3).
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[ Qu Q12 Q13 0

12 Q22 Q23 0

Q'3 Q33 Q33 0

0 0 0 I

Vi = N/B;, M] B, 1
Ql?BuiC}zi + Q11 4] QlZA/fzij +Qu By, Cy  QuzA, — QuCy B, —Qi13C,
Q22B.iC%,, + Q2 A; szA}Zij + Q9B Ch QasAl — Q1,C5,Bl,  —Qa3C),
93 BuiCh,, + Q134; Qo34 2 1 Q13By:, 0y Qs34 — Q1305 B,  —Q33C,

BuiNi  AiQu1 + BuiCy., Q' A;iQr2 + ByiCy., Qa2 AiQ13 + ByiCy., Qo3
M; By, CoiQu1 + Af.,; Q12 By, C2iQia+ Af., Q22 By, C2iQui3 + Ap., Qo3
B, —B,C2iQ11 + A,Q13 —B,C2iQ12 + Ay Qb3 —B,C2;Q13 + AyQ33
1 _CUQ33 _CUQ/23 _CUQ33 > 0
ul 0 0 0 )
0 Q11 Q12 Q13
0 o Q22 Q23
0 13 Qs Q33 ]
Qu Q2 Qi3
o Qa2 Q23 | >0,
Q3 Qi  @s3
(4.51)

p >0,
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5 FExemplos de Aplicacoes

5.1 Exemplo 1

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo de ter-
ceira ordem (DORF; BISHOP, 2001) na sua forma discretizada que representa o movimento
longitudinal linearizado de um helicéptero. Projeta-se um rastreador com rejeicao a per-
turbacao que esta presente em sua estrutura e utiliza-se um periodo de amostragem de
0,2 segundos para o projeto. O sistema descrito na forma de variaveis de estado é dado

por:

zy(k+1) 0,6459 —0,05 —0,002 z1(k)
za(k+1) | = | 0,1622 0,9947 0 zo(k)
z3(k +1) 0,0174 0,2 0,999 z5(k)
0,098 0, 098
+1 0,049 %1072 | w(k)+| 0,049 %1073 | w(k),
0,165 % 1076 0,165 % 10~°
z1(k)
A0 = [0 0 1| mh) |, (5.1)
| @s(k) |
z1(k)
yk) = [0 0 1] mh) (5.2)
| w3(k) |

sendo z(k) o vetor de estados, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distiirbio

acrescentado ao sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa freqiiéncia
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(até 0,05 rad/s), entdo é proposto o filtro J(z)

15922 + 373,698z + 57, 528) * 10°

(
Ji(2) =
1(2) =5 — 1,3962% — 0,534z — 0, 135

O diagrama de Bode de J; ilustrado na Figura 11 demonstra que o filtro projetado

atende as especificagoes de projeto.

3

g
T

Magnitude [dB] |

8
T

Freqﬁéflééia [rad/s]
Figura 11: Diagrama de Bode do filtro J;(z).

O controlador K.(z) discreto que minimiza a norma H,, de w(k) para z(k) do sistema
descrito em (5.1) com centro em —0,2 e raio de 0,6 no plano z como regiao de restrigao

de pdlos obtido com o uso das LMIs (2.14), (2.15) e (2.16) foi

(—2,2862% + 2,63z — 0, 846)
2 +3,96422 + 6,146z + 1,26

K.(z) = (5.3)
A norma H,, de w(k) para z(k) obtida no projeto foi 0,0246. O valor calculado
implica em uma grande atenuacao do efeito do sinal de perturbacao. A Figura 12 ilustra

a resposta em freqiiéncia da magnitude da funcdo transferéncia de Z(z)/W (z).
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0.0246 - —

0.0245- —

ude

0.0245 - —
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0.0245 - —

Ma,

0.0244 —

0.0244

0. . . P I P

Fredtiéncia [rad/s]

Figura 12: Resposta em frequéncia de Z(z)/W(z).

Na sequéncia é projetado o rastreador para baixas frequéncias de até 0,05
rad/s minimizando-se a norma H., de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento

com modificagao de zeros com peso na frequéncia, conforme descrito no Teorema (2.3).

Na modificacao de zeros discretos minimiza-se a norma H., de r(k) para e(k) para
sinais de baixa freqiiéncia, sendo e(k) o erro entre a saida e a entrada, a fim de constituir
um seguidor de referéncia. O valor da norma H., do sistema é 0,45; enquanto que o
maior valor da magnitude para a faixa de freqiiéncia de operacao especificada em projeto
foi 1,5 x 1073, Isto implica que para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto, o

rastreador opera adequadamente.

A Figura 13 ilustra a resposta em freqiiéncia de F(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se
verificar que a norma H., do projeto na faixa de freqiiéncia de operacao (até 0,05 rad/s)
atende as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal. A Figura 13 nao ilustra o
valor da norma H., devido ao teorema de amostragem de Shannon (ISERMANN, 1989). O
teorema de amostragem de Shannon afirma existirem erros no sinal amostrado para sinais
de frequéncia com valor maior do que a metade do valor da frequéncia de amostragem.
Neste exemplo a frequéncia de amostragem é de 5rad/s, portanto s6 sdo amostrados

sinais de frequéncia de até 2,5 rad/s. Os parametros de modificacao de zeros obtidos sao:

0,001
M= 0,0619 | e N =633, 88T7. (5.4)
9,245

A resposta em freqiiéncia de Z(z)/R(z) é ilustrada na Figura 14. Este diagrama
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04
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Magnitude
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Figura 13: Resposta em freqiiéncia da funcao de transferéncia F(z)/R(z).

é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas freqiiéncias, pois

observa-se que o sistema apresenta ganho unitario para a faixa de freqiiéncia especificada

em projeto.

Fredtiéncia [rad/s|.

Figura 14: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia Z(z)/R(z).

Para simulagao, primeiramente considera-se uma entrada degrau unitario. O resultado

Frediiéncia[rad/s|

da simulacao é mostrado na Figura 15.
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Amplitude

] 05 1 T'émp o [kT] 25 3 35

Figura 15: Resposta do sistema para uma entrada degrau unitario.

Em seguida, considera-se um sinal de entrada r(kT) = sen(0,05kT") e um sinal de

perturbagao w(k) que apresenta amplitudes aleatdrias com amplitude maxima igual a 1.

Usando os valores de K.(z), M e N obtidos em (5.3) e (5.4), tem-se o resultado de

simulacao ilustrado na Figura 16.

Amplitude

4
®
T

I

0.4

0 1(‘)0 20‘0 3(‘10 Tempm‘é [kT] 5(‘)0 G(‘W 7ﬂ‘ﬂ
Figura 16: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos.

Para este exemplo os zeros do sistema sao —3, 36; 0,213; 0,07+40, 379:; 0,07—0, 379 e
—0,24. Os polos da planta realimentada com o controlador sao —0, 19940, 106z; —0, 199 —
0,1062; —0,0474; —0,23 e —0, 4. E possivel observar que os pélos da planta realimentada
com o controlador foram alocados corretamente na regiao de restrigao escolhida. A Figura

17 ilustra os polos e zeros do sistema.
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N
T

. Imaginario(z)

real(z)

Figura 17: Mapa de pélos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com K,.(z), M, N

e circulo de restricao de pélos.

No exemplo citado acima foi abordado um rastreador para sinais de baixa frequéncia,
mas a metodologia proposta neste trabalho permite executar projetos para sistemas ras-
treadores em qualquer outra faixa de freqiiéncia, utilizando-se um filtro passa-faixa no
projeto, ou rastreadores para sinais de alta freqiiéncia, utilizando-se um filtro passa-alta
no projeto. No proximo exemplo serd abordado um projeto para um rastreamento passa-

faixa.

5.2 Exemplo 2

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo de terceira
ordem (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada que representa a dinamica do
angulo de rolamento de um aviao a jato de alto desempenho. Projeta-se um rastreador
com rejeicao a perturbagao que estd presente em sua estrutura e utiliza-se um periodo de
amostragem de 0,01 segundos para o projeto. O sistema descrito na forma de varidveis

de estado é dado por:

z1(k+1) 0,8681 —0,2635 —0,4477 | [ 21(k)

zo(k+1) | = | 0,0093 0,9987  —0,0023 | | wa(k)

z3(k + 1) 0 0,01 1 3(k)
0,0093 0,0093
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_le(k‘)_
2(k) = [o 0 5} za(k) |, (5.5)
| @3(k) |
_xl(k‘)_
2(k) = [o 0 5} zo(k) (5.6)
| 23(k) ]

sendo x(k) o vetor de estado, u(k)

acrescentado ao sistema.

o sinal de controle e w(k) é um sinal de distirbio

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequéncias entre

107° € 0,1 rad/s, entao é proposto o filtro Jo(z)

JQ(Z)

(0,1199z% — 0,0001z — 0, 1199)

23 —2,998222 +2,9964z — 0, 9982

glnitude

Ma,
1

0 107 .10 107
Freqiéncia [rad/s]

-3 -1 0 1

10 10 10

Figura 18: Diagrama de Bode do filtro Jy(2).

O diagrama de Bode de J,(z) ilustrado na Figura 18 demonstra que o filtro projetado

atende as especificagoes de projeto.

O controlador K.(z) discreto que minimiza a norma H,, de w(k) para z(k) do sistema

descrito em (5.5), com centro em 0,3 e raio de 0,6 no plano z como regiao de restrigao
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de pdlos obtido com o uso das LMIs (2.14), (2.15) e (2.16) foi

(—1,04602% — 1,56752 — 0,6138) x 10°
23 4+2,019622 + 2,50542 + 0, 5304

K.(z) = (5.7)

A norma H, de w(k) para z(k) obtida no projeto foi de 6,52x107>. O valor calculado
implica uma grande atenuacao do efeito do sinal de perturbagao. A Figura 19 ilustra a

resposta em freqiiéncia da magnitude da fungao transferéncia Z(z)/W(z).

6.8

6.6~ -

Magnitude

o
T

2]
©
T

56

54 L L L L L |

-2 =1 1 0 101
Freqiiéncia Trad /3]

10 10

Figura 19: Resposta em freqiiéncia de Z(z)/W(z)

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para freqiiéncias entre 107 e 0, 1
rad/s minimizando-se a norma H, de (k) para e(k) usando o projeto de rastreamento

com modificacao de zeros com peso na freqiiéncia, conforme descrito no Teorema 2.3.

O valor da norma H., do sistema ¢ 1,49 enquanto que o maior valor da magnitude
para a faixa de freqiiéncia de operacao especificada em projeto foi 3,1 x 1073. Isto implica

que para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 20 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se
verificar que a norma H., do projeto na faixa de freqiiéncia de operacao atende as cara-
cteristicas para um sistema rastreador de sinal e os parametros de modificacao de zeros

obtidos sdo:
0,0001

M ={0,0028 | e N=23,9576 x 10%. (5.8)
1,1115
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Figura 20: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia E(z)/R(z).
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Figura 21: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia Z(z)/R(z).

A resposta em freqiiéncia de Z(z)/R(z) é ilustrada na Figura 21. Este diagrama
é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas freqiiéncias, pois
observa-se que o sistema apresenta ganho unitario para a faixa de freqiiéncia especificada

em projeto.

Para a simulagdo considera-se um sinal de entrada r(k7T") = sen(0,01kT") e um sinal
de perturbacdo w(k) que apresenta amplitudes aleatérias com amplitude méxima igual a

1. Tem-se a referéncia e o ruido ilustrados na Figura 22.
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5.2 Exemplo 2

~Amplitude

e fémﬁ% (KT
Figura 22: Sinais r(kT") e w(kT') do sistema.

Usando os valores de K.(z), M e N obtidos em (5.7) e (5.8), tem-se o resultado de

simulagao ilustrado na Figura 23.

Amplitude

800

0 100 200 39]:‘ 400 0
empo [kT7T

Figura 23: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos.
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Figura 24: Mapa de pélos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com K,.(z), M, N

e circulo de restricao de pélos.

Para este exemplo os zeros do sistema sao —3,6043; 0,585 + 0,2:; 0,585 — 0, 2¢;
—0,2587 ¢ 0,467. Os polos da planta realimentada com o controlador sao 0, 08264-0, 0333;
0,0826 —0,03337 e 0,159 4+ 0,0176; 0,159 — 0,0176 e 0,117 4 0,0395¢; 0,117 — 00,0395 e
0,1161. E possivel observar que os polos da planta realimentada com o controlador foram
alocados corretamente na regiao de restricao escolhida. A Figura 24 ilustra os pdlos e

zeros do sistema obtido.

O exemplo citado mostra que o rastreador opera adequadamente para a faixa de

frequéncia escolhida.

5.3 Exemplo 3

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo de quarta
ordem (DORF; BISHOP, 2001) na sua forma discretizada que representa a dinamica do
posicionamento de uma cabeca de leitura de disco rigido. Projeta-se um rastreador com
rejeicao a perturbacao que estd presente em sua estrutura e utiliza-se um periodo de
amostragem de 0, 01 segundos para o projeto. Seja o sistema descrito na forma de variaveis

de estado dado por:
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a1 (k+ 1) 0,9804  0,0196  0,0000 0,0001 | [ a1(k)
za(k+1) | | 0,818  0,1812 0,008 0,0067 | | wa(k)
w3k + 1) ~3,0875  3,0875  0,7964 0,0190 | | x3(k)
| wa(k+1) | | 132,866 132,866 0,7615 0,1261 | | 2a(k) |
[ 0,0023 | [ 0,0023 |
0, 0004 0, 0004
+ u(k) + w(k),
0, 4487 0, 4487
| 0,1399 | | 0,1399
z1(k)
zo(k
2(k) = [o 1 0 0} 2(k) , (5.9)
x3(k)
| za(k) |
.7}1(]{)
zo(k
2 = [0 1 0 0] 2(k) (5.10)
z3(k)
| za(k) |

sendo z(k) o vetor de estados, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distirbio

acrescentado ao sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa freqiiéncia

(até 0,1 rad/s), entdo é proposto o filtro J3(z)

(0,04132% +0,44772% + 0,44142 + 0,0396) x 1078
24 —3,930223 + 5,791922 — 3,7932z — 0,9315

J3(Z) =

O diagrama de Bode de J;3 ilustrado na Figura 25 demonstra que o filtro projetado

atende as especificacoes de projeto.
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Figura 25: Diagrama de Bode do filtro J3(z).

O controlador K.(z) discreto que minimiza a norma H,, de w(k) para z(k) do sistema
descrito em (5.9) com centro em 0,5 e raio de 0,4 no plano z como regiao de restri¢ao de

polos obtido com o uso das LMIs (2.14), (2.15) e (2.16) foi

K.(2) —63,68512% — 95,10962% 4 73, 7649z + 25, 2297
(2) = .
24 +1,40282% +0,77512%2 + 0, 1648z + 0,0104

(5.11)

A norma H, de w(k) para z(k) obtida no projeto foi 0,056. O valor calculado implica
em uma grande atenuagao do efeito do sinal de perturbacao. A Figura 26 ilustra a resposta

em freqiiéncia da magnitude da funcao transferéncia de Z(z)/W(z).
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Figura 26: Resposta em freqiiéncia de Z(z)/W (z).

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para baixas freqiiéncias de até 0, 1
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rad/s minimizando-se a norma H., de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento

com modificacao de zeros com peso na freqiiéncia, conforme descrito no Teorema (2.3).

Na modificacao de zeros discretos minimiza-se a norma H., de r(k) para e(k) para
sinais de baixa freqiiéncia (até 0,1 rad/s), sendo e(k) o erro entre a saida e a entrada, a fim
de constituir um seguidor de referéncia. O valor da norma H, do sistema é 1,5; enquanto
que o maior valor da magnitude para a faixa de freqiiéncia de operacao especificada em
projeto foi 5,82x 107°. Isto implica que para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto,

o rastreador opera adequadamente.

A Figura 27 ilustra a resposta em freqiiéncia de F(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se
verificar que a norma H, do projeto na faixa de freqiiéncia de operagao (até 0,1 rad/s)
atende as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal. A Figura 27 nao ilustra o
valor da norma H., devido ao teorema de amostragem de Shannon Isermann (1989). O
teorema de amostragem de Shannon afirma existirem erros no sinal amostrado para sinais
de frequéncia com valor maior do que a metade do valor da frequéncia de amostragem.
Neste exemplo a frequéncia de amostragem é de 100 rad/s, portanto s6 sao amostrados

sinais de frequéncia de até 50 rad/s. Os parametros de modificagdo de zeros obtidos sao:

—0,0001
—0,0096
M = e N = 180, 0563. (5.12)

0,8440

—3,9404

Magnitude
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10

o FreqiiénciaTrad /s].

Figura 27: Resposta em freqiiéncia da funcao de transferéncia F(z)/R(z).

A resposta em freqiiéncia de Z(z)/R(z) ¢é ilustrada na Figura 28. Este diagrama
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é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas freqliéncias, pois
observa-se que o sistema apresenta ganho unitario para a faixa de freqiiéncia especificada

em projeto.

i«

w > o 3 ~ ®
T T T T T T

Magnitpdedej

N
T

0.9 I I I

Freqﬁénciall[n?"ad /9] °

Figura 28: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia Z(z)/R(z).

Para simulagao, primeiramente considera-se uma entrada degrau unitario. O resultado

da simulacao é mostrado na Figura 29.
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Figura 29: Resposta do sistema para uma entrada degrau unitério.

Em seguida, considera-se um sinal de entrada r(kT) = sen(0,1kT) e um sinal de
perturbagao w(k) que apresenta amplitudes aleatérias com amplitude méxima igual a 1.

A entrada de referéncia e o ruido do sistema podem ser observados na Figura 30.
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. Amplitude

Figura 30: Sinais 7(kT") e w(kT) do sistema.

Usando os valores de K.(z), M e N obtidos em (5.11) e (5.12), tem-se o resultado de

simulacao ilustrado na Figura 31.
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Figura 31: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos.
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_ Imagindrio(z)

real(z)

Figura 32: Mapa de pélos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com K.(z), M, N

e circulo de restricao de pédlos.

Para este exemplo os zeros do sistema sao —1; 0,45 + 0,8147 e 0,45 — 0,8144. Os
polos da planta realimentada com o controlador sao 0,502 + 0,3244; 0,502 — 0, 3244;
0,116 +0,2027 e 0,116 — 0, 202s. E possivel observar que os polos da planta realimentada
com o controlador foram alocados corretamente na regiao de restricao escolhida. A Figura

32 ilustra os pdlos e zeros do sistema.

5.4 Exemplo 4

Neste exemplo considera-se um SLIT discreto, de segunda ordem com atraso no tempo
(FRANKLIN; POWELL; WORKMAN, 1990) considerando-se a existéncia de um bloqueador
de ordem zero. Projeta-se um rastreador discreto com rejeicao a perturbagao que esta
presente em sua estrutura, utiliza-se um periodo de amostragem de 0,01 segundos, a = 1

e o atraso A = 0,005s para o projeto.

Encontramos: A =2x%0,01 —0,5%0,01 logo,l=1em =0,5

Substituindo em (2.37), teremos:

(e=0:005_—0,01)
zZ+ (1—e—0.005)

2(z — e 001y 7

H(z) = (1 — e %99)

~0,0050z + 0,0050

i
(2) 22 -0,9900~

(5.13)
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Seja o sistema descrito na forma de variaveis de estado dado por:

+ ! (k}) + ! (k) (5 14)
0 u 0 w s .
ok _ l‘l(k) ’
( ) [ 0,005 0,005 } [ Q(k) ]

sendo z(k) o vetor de estados, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de disttrbio

acrescentado ao sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa freqiiéncia

(até 0,1 rad/s), entao é proposto o filtro Jy(2)

(0,4500z + 0, 4500) x 10~7

J =
(%) = =37 9999, — 0,999

O diagrama de Bode de Jy(z) ilustrado na Figura 33 demonstra que o filtro projetado

atende as especificacoes de projeto.

Magnitude [dB]

I
10'

" Freqiiéncia[rad/s]

Figura 33: Diagrama de Bode do filtro Jy(z).

Projeta-se um controlador K.(z) discreto que minimiza a norma H, de w(k) para
z(k) do sistema descrito em (5.14) com centro em 0,5 e raio de 0,49 no plano z como

regiao de restrigao de pélos com o uso das LMIs (2.14), (2.15) e (2.16). Depois projeta-se



5.4 Exemplo 4 84

um rastreador para baixas freqiiéncias de até 0, 1 rad/s minimizando-se a norma H,, de
r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com modificagdo de zeros e peso na

freqiiéncia.

O compensador discreto K.(z) projetado para este sistema é,

—24,1395%z — 4, 6956

. 5.15
22 — 10,2981z + 0.1392 (5.15)

K.(2) =

A norma H,, de w(k) para z(k) atingida no projeto é 0,0342, o que implica em uma
grande atenuagao do sinal de perturbagao. A Figura 34 ilustra a resposta em freqiiéncia

da fungao transferéncia Z(z)/W(z).

0.035

0.0345 -

0.034-

0.0335-

ude

0.033-

0.0325-

Magnit

0.032-

0.0315[

0.031

.
10 10

- Freqiiénciamn[rad /3]

Figura 34: Resposta em freqiiéncia da fungao transferéncia Z(z)/W(z).

Na modificagao de zeros minimiza-se a norma H, de (k) para e(k) do sistema discreto
para sinais de baixa freqiiéncia (até 0, 1 rad/s), sendo e(k) o erro entre a saida e a entrada,
afim de constituir um seguidor de referéncia. O valor da norma H., do sistema ¢é 1,32;
enquanto que o valor da maior magnitude na faixa de freqiiéncia de operacao especificada
em projeto foi 3,13 x 1073, isto implica que para a faixa de freqiiéncia especificada em

projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 35 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(z)/R(z) descrito em (2.12) e pode-
se verificar que a norma H., do projeto na faixa de freqiiéncia de operagao (até 0,1 rad/s)
atende as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal. Os parametros de modi-

ficacao de zeros obtidos sao:

[ 0,0088
M —

— e N = 31,4617 (5.16)
—0,0030



5.4 Exemplo 4 85

o Freqiiéncia 1["urad/ s] . “
Figura 35: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia F(z)/R(z) descrita em
(2.12).

A resposta em freqiiéncia de Z(z)/R(z) é ilustrado na Figura 36. Este diagrama
é outra forma de verificar o funcionamento do rastreador para baixas freqiiéncias, pois
observa-se que o sistema apresenta ganho unitario para a faixa de freqiiéncia especificada

em projeto (até 0,1 rad/s).

075 I

- Freqﬁéncial‘[}ad /3]

10

Figura 36: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia Z(z)/R(2)

Em um primeiro momento simula-se a resposta a uma entrada degrau, o resultado é

apresentado na Figura 37.
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Em uma segunda simulagao consideragao um sinal rampa na

L
0.02

L
0.04

DoTemIgg [kTT“

O resultado da simulacao é mostrado na Figura 38.

I
0.12

L
0.14

Figura 37: Resposta ao degrau unitario

0.16

entrada (k) = 0, 7kT.

*Tempo [kT)°

Figura 38: Resposta a rampa - Sinais de entrada e saida sobrepostos

Em uma terceira simula¢ao considera-se um sinal de entrada r(k) =

sen(0, 1kT') e um sinal de perturbagao w(kT) que apresenta amplitudes aleatdrias. Para a

simulagao considera-se que a maxima amplitude deste sinal é 0,1. A entrada de referéncia

e o ruido do sistema podem ser observados na Figura 39.
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. Amplitude

VAR VU VAN VA |

150

o 50 100 Tempo [kT}

Figura 39: Sinais r(kT) e w(kT) do sistema.

Utilizando os valores de K.(z), M e N obtidos em 5.15 e 5.16, tem-se o resultado de

simulacao ilustrado na Figura 40.

_ Amplitude

300

' B * Tempo [KT]

I
200 250

Figura 40: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos.

O mapa de pdlos e zeros do sistema é mostrado na Figura 41. E possivel verificar

que os polos da planta realimentada com o controlador foram alocados corretamente na

regiao de restricao escolhida.
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_ Imagindrio(z)

real(z)

Figura 41: Mapa de pélos e zeros do sistema de malha fechada obtidos com K.(z), M, N

e circulo de restricao de pédlos.

Para este exemplo os zeros do sistema sao —1; 0,4446+0, 80047 e 0, 4446 —0, 80047. Os
polos da planta realimentada com o controlador sao 0,5004 + 0, 3694%; 0,5004 — 0, 3694¢;
0,1436 + 0,2002¢ e 0,1436 — 0,2002¢. E possivel observar que os polos da planta reali-
mentada com o controlador foram alocados corretamente na regiao de restrigao escolhida.

A Figura 41 ilustra os polos e zeros do sistema.

Pode-se notar a eficiéncia desta metodologia nos exemplos citados acima, além de
ocorrer a rejeicao do efeito da perturbacao ainda foi possivel otimizar o erro de rastrea-
mento para as faixas de frequéncia especificadas. Foi comprovado o bom funcionamento
da metodologia para sistemas com atraso com entradas degrau, rampa e sendides de baixas

frequéncias.

5.5 Exemplo 5

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo de se-
gunda ordem (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada que representa a dinamica
de um circuito RLC. Deseja-se projetar um sistema de rastreamento com rejeicao de
disturbio aplicado a planta. Utiliza-se um periodo de amostragem de 0,06 segundos para
o projeto. O sistema contém um parametro incerto onde —0,2737 < o < —0,1097. Seja

o sistema descrito na forma de varidveis de estado dado por:

~ | 0,996 o x1(k)
10,055 0,832 | | 2a(k)
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a0 = [0 3] [xl(k) ] (5.17)

sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distirbio

acrescentado ao sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequéncias até

1rad/s, entdo é proposto o filtro J5(z)

() —26,12z + 26,93
Z) = .
b 22— 0,776z + 0, 7861

O diagrama de Bode de J5(z) ilustrado na Figura 42 demonstra que o filtro projetado

atende as especificacoes de projeto.

Magnityde [dB],

F“feqiiéncia [rad/ sT

Figura 42: Diagrama de Bode do filtro J5(z).

O controlador K;(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar
o custo garantido H., de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.17), obtido com o uso
das LMIs (2.14) e (2.16) é

—498, 642 + 252, 87) * 103

(
Kc = Kci =
(2) (2) 22 44,0235z + 2,91

(5.18)

A norma H, de w(k) para z(k) obtida no projeto para o primeiro vértice do politopo
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foi de 0,01556 e para o segundo vértice do politopo foi de 0,0159. O valor do custo
garantido H ., obtido foi 0,3668. Os valores calculados implicam uma grande atenuagao do
efeito do sinal de perturbacao. A Figura 43 ilustra a resposta em freqiiéncia da magnitude

da funcao transferéncia Z(z)/W(z).

0.0159-

0158~

Magnitude

0.0156~

P';eqﬁéncia [rad/ s]'Lu
Figura 43: Resposta em freqiiéncia de Z(z)/W(z). (Al) primeiro vértice do politopo de

incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para freqiiéncias abaixo de 1 rad/s minimi-
zando-se o custo garantido H,, de (k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com

peso na freqiiéncia, conforme descrito no Teorema (3.3).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqiiéncia de operagao especificada em
projeto para o primeiro vértice do politopo foi 0, 0112, enquanto que para o segundo vértice
do politopo foi 0,0142. O valor do custo garantido H, obtido foi 0,0142. Isto implica que

para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 44 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se
verificar que o custo garantido H., do projeto na faixa de freqiiéncia de operacao atende
as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal e os parametros de modificagao de

zeros obtidos sao:
[ 5,708
M =

e N = 68,99. (5.19)
—0,001
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Magnitude

‘°'Z Ffeqiiéncia [rad/s]

I
10

Figura 44: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia F(z)/R(z). (Al) primeiro

vértice do politopo de incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Para a simulagao considera-se um sinal de entrada r(k7T") = sen(0, 1kT") e um sinal de

perturbagao w(k) que apresenta amplitudes aleatérias com amplitude maxima igual a 1.

Usando os valores de K.(z), M e N obtidos em (5.18) e (5.19), tem-se o resultado de

simulacao ilustrado na Figura 45.

~Amplitude

400

] 50 u‘w 1‘5I‘em pzsl(o) [ qufo 300 35‘0

Figura 45: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos. Considerou-se

para a simulacao do sistema de rastreamento o vértice Al.

O rastreador operou de forma adequada para a faixa de frequéncia especificada em

projeto para sistema discreto incerto.

5.6 Exemplo 6

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo de terceira

ordem (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada que representa a dinamica do
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angulo de rolamento de um aviao a jato de alto desempenho. Projeta-se um rastreador
com rejeicao a perturbagao que estd presente em sua estrutura e utiliza-se um periodo de
amostragem de 0,01 segundos para o projeto. O sistema contém um parametro incerto
onde 0,8340 < o < 0,8681. Seja o sistema descrito na forma de variaveis de estado dado

por:

z1(k+1) o —0,2635  —0,4477 z1(k) 0,0093 0,0093
z2(k+1) | = | 0,0093  0,9987  —0,0023 z2(k) | + 0 u(k) + 0 w(k),

23k +1) 0 0,01 1 3 (k) 0 0
z1(k)
k) = [ 0 0 5 ] e (k) |- (5.20)

sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distirbio

acrescentado ao sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequéncias

abaixo de 5 rad/s, entao é proposto o filtro Js(z)

(0,210122 40,4924z + 0, 1221) * 10
23— 0,306422 — 0,32542 — 0, 3679

J6<Z) =

O controlador K;(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar
o custo garantido H., de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.20), obtido com o uso
das LMIs (2.14) e (2.16) ¢é

(—5,225922 + 8, 7687z — 3,7214) % 10°

KC = Kci =
() () = 1, 737922 1 1, 63602 + 0, 3302

(5.21)

A norma H, de w(k) para z(k) obtida no projeto para o primeiro vértice do politopo
foi de 2.580 x 10~* e para o segundo vértice do politopo foi de 2,582 x 10~*. O valor
do custo garantido obtido foi 2,590 x 10~*. Os valores calculados implicam uma grande
atenuagao do efeito do sinal de perturbacao. A Figura 46 ilustra a resposta em freqiiéncia

da magnitude da funcao transferéncia Z(z)/W(z).
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Figura 46: Resposta em freqiiéncia de Z(z)/W(z). (Al) primeiro vértice do politopo de

incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para freqiiéncias abaixo de 5 rad/s minimi-
zando-se o custo garantido H, de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com

peso na freqiiéncia, conforme descrito no Teorema (3.3).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqiiéncia de operacao especificada em
projeto para o primeiro vértice do politopo foi 0,0804, enquanto que para o segundo
vértice do politopo foi 0,0805. O valor do custo garantido obtido foi 0,0807. Isto implica

que para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 47 ilustra a resposta em freqiiéncia de F(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-
se verificar que o maior valor de magnitude do projeto na faixa de freqiiéncia de ope-
racao atende as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal e os parametros de

modificagao de zeros obtidos sao:

1
M= 1350 e N =546 x 10°. (5.22)
—10866
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Figura 47: Resposta em freqiiéncia da funcao de transferéncia F(z)/R(z). (Al) primeiro

vértice do politopo de incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Para a simulagao considera-se um sinal de entrada r(k7T") = sen(1kT) e um sinal de

perturbagao w(k) que apresenta amplitudes aleatdrias com amplitude maxima igual a 1.

Usando os valores de K.(z), M e N obtidos em (5.21) e (5.22), tem-se o resultado de

simulagao ilustrado na Figura 48.

. Amplitude

I I
20 25 30

: ; * Tomp [kT]

Figura 48: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos. Para a

simulacao do sistema de rastreamento considerou-se o vértice Al.

Neste exemplo utilizou-se a metodologia de rastreamento de sinais com modificagao
de zeros e rejeicao de distirbios aplicada a sistemas incertos. O sistema de rastreamento
foi projetado considerando a incerteza na planta do tipo politépica. Foi demonstrado o

bom desempenho da metodologia na faixa de frequéncia especificada.
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5.7 Exemplo 7

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo de terceira
ordem (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada que representa a condigao de
pairar a aeronave em baixa altitude sobre uma pista de aterrissagem maovel de um pequeno
navio, sob comando manual. Projeta-se um rastreador com rejeicao a perturbacao que
esta presente em sua estrutura e utiliza-se um periodo de amostragem de 0, 08 segundos
para o projeto. O sistema contém um parametro incerto onde —0,6853 < a < —0, 3062.

O sistema descrito na forma de varidveis de estado é:

z1(k+1) 1 0,079 0,031 z1(k) 0,01 0,01
z(k+1) | = | 0 097 0,076 wo(k) | +] 0 |uk)+| o |wk),

z3(k+1) 0 a 0,89 z3(k) 0 0

z1(k)

20 = [1 0 0] [ 22 (k) ] (5.23)

z3(k)
sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distiirbio
acrescentado ao sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequéncias

abaixo de 0,1 rad/s, entdao é proposto o filtro J7(2)

0,10652% + 0, 10642) * 103
23 —1,997722 — 00,9967z

J7(2) = (

O controlador K,;(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar
o custo garantido H., de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.23), obtido com o uso
das LMIs (2.14) e (2.16) ¢é

—20,225422 + 38,3998 — 18, 6074)
23— 0,280522 — 2, 14882 + 1,4936

K.(z) = Ky(z) = ( (5.24)

A norma H,, de w(k) para z(k) obtida no projeto para os dois vértices do politopo
foi de 0,0162. O valor do custo garantido obtido foi de 0,0174. Os valores calculados
implicam uma grande atenuacao do efeito do sinal de perturbacao. A Figura 49 ilustra a

resposta em freqiiéncia da magnitude da funcdo transferéncia Z(z)/W(z).
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Figura 49: Resposta em freqiiéncia de Z(z)/W(z). Vértices do politopo Al e A2

praticamente sobrepostos.

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para freqiiéncias abaixo de 0,1 rad/s minimi-
zando-se o custo garantido H, de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com

peso na freqiiéncia, conforme descrito em (2.35).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqiiéncia de operagao especificada em
projeto para o primeiro vértice do politopo foi 0,095, enquanto que para o segundo vértice
do politopo foi 0,148. O valor do custo garantido obtido foi de 0,163. Isto implica que

para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 50 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se
verificar que o custo garantido H,, do projeto na faixa de freqiiéncia de operacao atende
as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal e os parametros de modificacao de

zeros obtidos sao:
—72,57

M= | -2369 | e N=2 2179 (5.25)
~10,13
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Figura 50: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia F(z)/R(z). Vértices do
politopo Al e A2 praticamente sobrepostos.

Usando os valores de K (z), M e N obtidos em (5.24) e (5.25), tem-se o resultado de

simulacao ilustrado na Figura 51.

Amplitude

0 1|‘1n zt‘m :u‘m Tempwg [kT] 5(‘]0 e(‘m 71‘10 800

Figura 51: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos. Para a

simulagao do sistema de rastreamento considerou-se o vértice Al.

Para a simulagao considera-se um sinal de entrada r(k7T") = sen(0,01k7") e um sinal
de perturbacao w(k) que apresenta amplitudes aleatérias com amplitude méxima igual a
1.

Na Figura 51 é possivel observar que o rastreador opera adequadamente para a faixa

de frequéncia especificada.
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5.8 Exemplo 8

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo de se-
gunda ordem (OGATA, 2003), na sua forma discretizada que representa a dinamica de um
sistema massa-mola-amortecedor. Projeta-se um rastreador com rejeicao a perturbagao
que esta presente em sua estrutura e utiliza-se um periodo de amostragem de 0,07 segun-
dos para o projeto. O sistema contém uma falha no amortecedor —2 < 3 < 0. Seja o

sistema descrito na forma de variaveis de estado dado por:

2(t) = [1 o] [xl(t) ] . (5.26)

Na sua forma discretizada:

wi(k+1) | [ 0,99 0,07 | [ 21(k) +' 0 () 0,002 ®
wE+1) | | —0,13 By zo(k) | | 0,009 0,065 ’
o ]
2(k) = 5.27
k) = |1 o]_mm (5.27)

sendo x(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distirbio

acrescentado ao sistema.

Como especificagao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequéncias

abaixo de 0,1 rad/s, entdao é proposto o filtro Jg(2)

0,349z + 0, 349
221,992 40,99

JS(Z) =

O controlador K,;(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar

o custo garantido H., de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.27), obtido com o uso
das LMIs (2.14) e (2.16) ¢é



5.8 Exemplo 8 99

(—549, 8z + 485, 07)

Ko(2) = Kuy(2) = .
(2) ()= 75 91 71,2851

(5.28)

A norma H., de w(k) para z(k) obtida no projeto para o primeiro vértice do politopo
foi de 0,00163 e para o segundo vértice do politopo foi de 0,121. O valor do custo garantido
obtido foi 0,211. Os valores calculados implicam uma grande atenuacao do efeito do sinal

de perturbacao. A Figura 52 ilustra a resposta em frequiéncia da magnitude da funcao
transferéncia Z(z)/W(z).

. Freqiiéncia [rad/s|

nitude

g

Ma

I
10°
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Figura 52: Resposta em freqiiéncia de Z(z)/W(z). (Al) primeiro vértice do politopo de

incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para freqiiéncias abaixo de 0,1 rad/s minimi-
zando-se o custo garantido H, de (k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com

peso na freqiiéncia, conforme descrito em (2.35).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqiiéncia de operagao especificada em
projeto para o primeiro vértice do politopo foi 0, 016, enquanto que para o segundo vértice
do politopo foi 0,023. O valor do custo garantido obtido foi 0,03. Isto implica que para

a faixa de freqiiéncia especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 53 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se
verificar que o custo garantido H., do projeto na faixa de freqiiéncia de operacao atende
as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal e os parametros de modificagao de

zeros obtidos sdo:
0,0051

M= 0,018 | e N =20,46. (5.29)
—10866
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0.4

Freqiiéncia [rad/s]. *

Figura 53: Resposta em freqiiéncia da fungao de transferéncia E(z)/R(z). (A1) primeiro

vértice do politopo de incertezas, (A2) segundo vértice do politopo de incertezas.

Para a simulagao considera-se um sinal de entrada r(k7T") = sen(0,01k7") e um sinal
de perturbacao w(k) que apresenta amplitudes aleatérias com amplitude méxima igual a

1.

Usando os valores de K (z), M e N obtidos em (5.28) e (5.29), tem-se o resultado de

simulacao ilustrado na Figura 54.

,Amplitude

L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800
Temp6 [kT)]

Figura 54: Sinal de referéncia e sinal de saida praticamente sobrepostos. Para a

simulacao do sistema de rastreamento considerou-se o vértice Al.

5.9 Exemplo 9

Neste exemplo considera-se um sistema continuo linear invariante no tempo com
miultiplas entradas e multiplas saidas (DORF; BISHOP, 2001), na sua forma discretizada

que representa o controle de um veiculo flutuante. Deseja-se projetar um sistema de
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rastreamento com rejeicao de disturbio aplicado a planta. Utiliza-se um periodo de amos-
tragem de 0, 09 segundos para o projeto. Seja o sistema descrito na forma de variaveis de

estado dado por:

[ o2t 0,438 | [ a(k)
—0,073 0,656 29 (k)

0,091 0,091 0,091 0,091
+ u(k) + w(k),
—0,004 —0,004 —0,004 —0,004

w - [10][w) 550

sendo z(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e w(k) é um sinal de distiirbio
acrescentado ao sistema.

Como especificacao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de frequéncias até

1rad/s, entdo é proposto o filtro Jy(z)

(0,36342+0,3624)x 108

(0,36342+0,3624) x 10~8 ]
22-1,9882+0,992

Jo(z) = [ 22—1,0882+0,992

O controlador K.(z) discreto que proporciona o melhor desempenho para minimizar
o custo garantido H., de w(k) para z(k) do sistema descrito em (5.30) com centro em 0, 2
e raio de 0,25 no plano z como regiao de restricao de pélos obtido com o uso das LMIs
(2.14), (2.15) e (2.16) foi

K(z) _ (1,8222—0,513)x10%  (—1,7712+0,491)x 10°
¢ 22+40,5382—1,317 22+40,5382—1,317

A norma H,, de w(k) para z(k) obtida no projeto foi 0,0266. O valor calculado

implica em uma grande atenuacao do efeito do sinal de perturbacao.

Na sequéncia é projetado o rastreador para baixas frequéncias de até 1
rad/s minimizando-se a norma H., de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento

com modificagdo de zeros com peso na frequéncia, conforme descrito no Teorema (2.3).
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Para o caso MIMO, analisa-se o desempenho do rastreador de sinais através da matriz
de funcao de transferéncia de Z(z) para R(z). A matriz de funcdo de transferéncia de
Z(z) para R(z) representa a relacdo entre as entradas de referéncia e os sinais de saida do
sistema. Entretanto, nos exemplos anteriores, que abordavam casos SISO, o desempenho
do rastreador foi observado através da andlise da funcao transferéncia de E(z) para R(z),
o qual era conveniente para a andlise do funcionamento do rastreador. Neste exemplo a
matriz de transferéncia de Z(z) para R(z) pode ser descrita da seguinte maneira:

®(z) = (5.31)

Z(2) Zna(2) ]
ZQI(Z) ZQQ(Z)

Considera-se Ri(z) e Ry(z) as transformadas Z dos sinais de entrada de referéncia do
sistema, e Z1(z) e Z3(z) as transformadas Z dos sinais de saida de referéncia do sistema.
Ainda, as fungoes de transferéncia Z11(2), Z12(z), Z21(2) e Zao(2) s@o descritas em (5.31).

Pode-se representar Z;(z) e Zy(z) conforme abaixo:

Zl(Z) = Rl(Z)Z11(2)+R2(Z>Zlg(Z) (532)
Zy(z) = R1(2)Z21(2) + Ra(2)Zaa(2)

A metodologia de rastreamento de sinais com modificacdo dos zeros proposta neste
trabalho possibilita o rastreamento aplicado a sistemas MIMO apenas para sinais de
referéncia iguais, pois o projeto nao aborda desacoplamento de canais. Entao, considera-

se Ri(z) = Ra(2) = Ri(z). Desta maneira pode-se reescrever (5.32) da seguinte maneira:

xi(z) = ZRiEzi = Zu(2)+ Z12(2) (5.33)
X2(2) = fég; = Zn(z)+ Zan(z)

A anélise do desempenho do rastreador é realizada baseando-se na equacao (5.33). A
Figura 55 ilustra a resposta em freqiiéncia da matriz fungao de transferéncia de Z(z) para
R(z). Ainda, considerando-se (5.33), pode-se descrever a funcao de transferéncia de Z(z)

para R(z) conforme abaixo:

Z1(2)
Dy(2) = [ f;g; ] (5.34)

R¢(z)

Pode-se verificar (até 1 rad/seg) que a norma H., na banda de freqiiéncia apresenta

caracteristicas para um sistema de rastreamento, pois a magnitude da matriz funcao de
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transferéncia de ®(z) para a faixa de freqiiéncia especificada em projeto é unitéria. Os

valores 6timos para os parametros M e N sao:

—2,8374 0,3580
] e N= [ ] . (5.35)

[ 07886 0,7886
6,9470 3,7517

] 21,905 —1,905

1.006

$
litude
g

a5 ~—=1.002}
g |

0% 0" 10°
Tempo [kT]

litude

Amp

’fg‘mpo [kT]mo

(a) (b)

Figura 55: (a) Resposta em freqiiéncia de x1(z). (b) Resposta em freqiiéncia de xa(z),

sendo x1(z) e x2(z) descritas em (5.33).

Na simulagao considerou-se um sinal 7(kT) = [ ri(k) ro(k) | =
[sen(0,1kT) sen(0,1kT)] e um sinal de disturbio w(t) = [wi(k) we(k)] com amplitudes
aleatorias. Neste exemplo, considerou-se 1 a maxima amplitude do sinal aleatorio. O

sinal z(k) = [ 21(k)  zo(k) ] ¢ o sinal de saida de referéncia do sistema. O resultado de

simulagao ¢ ilustrado na Figura 56.
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160 260 360 460 560 560 760 800
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Figura 56: (a) Sinal de entrada z1(k) e sinal de entrada 7 (k) estdo praticamente
sobrepostos. (b) Sinal de entrada z»(k) e sinal de entrada ro(k) estao praticamente

sobrepostos.

Para este exemplo, os polos do sistema realimentado sao compostos pelos pélos alo-

cados na especificada regiao: 0,199 £+ 0,05555 e 0,371 + 0,037;.

5.10 Exemplo 10

Considere o sistema nao-linear massa-mola-amortecedor na forma de equagoes dife-

renciais (TANAKA; IKEDA; WANG, 1996) descrito em (5.36), e ilustrado na Figura 57.
i(t) = —0,02z(t) — 0,67z(t)* — 0,12(t)* + u(t) + w(t)
y(t) = =(1) (5.36)
2(t) = (1)
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()

M

l 1 x(t)
K, |==] D.

Figura 57: Sistema massa-mola-amortecedor

Deseja-se projetar um sistema de rastreamento e rejeicao de disturbio para o sistema
massa-mola-amortecedor e utiliza-se a modelagem exata para este exemplo (TANIGUCHI
et al., 2001). O sistema (5.36) é obtido considerando-se M, = 1 Kg, D, = 1 Ns/m ¢
K. = 0,01N/m nos parametros indicados na Figura 57, vide (TANAKA; IKEDA; WANG,
1996) para maiores detalhes.

Adotando-se:

x1(t) =z(t) e wo(t) = (1)

tem-se,

+ w(t) (5.37)

(1) | 0 1 z1(t)
B (t) —0,02 — 0,67z, (1) —0,122(t)? || z2(t)

Para o projeto do rastreador de sinais considera-se a seguinte faixa de valores para as

variaveis de estado do sistema massa-mola-amortecedor:

{ ~1,5<a(t) < 1,5 (5.38)

—1,5< 25(t) < 1,5

No processo de modelagem exata do sistema nao-linear abordado neste exemplo adota-

se:

far(x(t)) = —0,02 — 0,67x1(t)% e for(x(t)) = —0,1zo(t)%
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Desta maneira pode-se reescrever (5.37),

la’cl(t) ]:[ 0 1 ”xl(t)
ia(t) | | fa(z(t) faal(t) ][ @a(t)

Para obter-se a representagao exata do sistema nao-linear, de acordo com (TANIGUCHI

+ w(t) (5.39)

et al., 2001), é necessario determinar os valores maximos e minimos das fungoes fo1(z(t))

e faa(x(t)) considerando a condicio (5.38), desta maneira tem-se:

4 ~
211 = max{le} = —0,02
dg19 = min{ } — 11,5275
Pontos de maximos e minimos = _ (5.40)
991 = max{ 22} = —0,225
az12 = Mmin { ~22}

Segundo o método proposto por (TANIGUCHI et al., 2001), a fungdo nao-linear for
pode ser representada, na forma exata, por um modelo fuzzy T-S, considerando-se quatro
modelos locais. O nimero de modelos locais é igual a 2™, sendo nl o ntimero de nao-

linearidades presente no sistema. Desta maneira para asi; € asgo existem o171 € 0912 tais

que:
fo1 = 02110211 + 02120212 (5.41)
0 < o0911,0912 < 1
o211 + 0212 = 1 & 0912 =1 — 0911
De (5.41) tem-se:
f21 — 212 211 — f21
Oo11 = ——————— € 0O19= ——— (5-42)
Q211 — A212 Q211 — A212
Da mesma maneira a funcao nao-linear fos pode ser representada na forma exata por:
f22 = ['yo1a901 + I'222a222 (5-43)
sendo,

0 < Tg91,T'900 <1

Doop + D900 =1 & T'oga =1 —T'yoy (5.44)
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De (5.43) e (5.44) tem-se,

_ Joo — G222 e T 21 — fa2 (5.45)

222 =
(221 — U222 (221 — 222

Apés a determinagao destes parametros pode-se reescrever (5.41) conforme a seguir:

JE21 = (Paa1 4 Taze) (9110211 + 0212G212)

= ID'agi09110211 + Da210212a212 + T'a220211a211 + 22202120212 (5.46)

Definindo-se em (5.46),

al(f) = I'9910911, 042($) = ['9210912, 043(1') = 9920911, 044($) = 9920912,

e a1(z) + ao(x) + az(x) + ay(z) = 1. (5.47)
obtem-se:

f21 = oy (2)agn + as(z)ags + az(x)as; + au(x)ass (5.48)
De maneira similar, pode-se reescrever f22,
JE22 = () ag + az(x)ag + as(x)asne + au(x)as (5.49)

Analisando-se (5.48) e (5.49) pode-se determinar os modelos locais para este sistema

nao-linear massa-mola-amortecedor,

0 1 0 1
Al - 9 AZ - ;
i —0,02 —0,225 —1,5275 —0,225 ]
0 1 0 1
A3 - ) A4 - )
| 0,02 0 —1,5275 0
o]
Bi1 = Biy = B3 = By = s
0]
By = Byy = Bog = Boy = a

(5.50)
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Na sua forma discretizada (GAINO, 2009):

0,04 0,9996

0,9996 0, 1955
| —0,0039 0,9556

Bll = BIQ = BIS = Bl4 =

BZl = BZQ = B23 = B24 =

C'21202220231024:[1 O].

[ 0,9996 0,2
AIZ ]a A2:[

]7 A4:

[ 0,0199 |
| 0,1980

[ 10,0199 |
| 0,1980 |

0112012201320142[1 O],

0, 9696
—0,3024
[ 0,9701
-0,3

O periodo de amostragem utilizado foi de 0, 2 segundos.

0,1980 |
0,9696 |

0,1936 |

0.9255 |

(5.51)

No processo de atenuagao do efeito do sinal de distirbio no sistema utilizou-se o

Teorema 4.1 para o projeto do compensador H.,. Em projeto, utilizou-se como restrigao

para alocagao dos polos uma regiao limitada por uma circunferéncia de raio r = 0, 23,

com centro em ¢ = —0,7. Os vértices do controlador H.., K, (), obtido sdo:
= Afu
A _ | 09650 —00002 ] ~0,9650 —0,0002 |
T 1735119 —a0763 |0 | 173,4950 —3,7323
[ -0,9350 —0,0002 | ~0,9650 —0,0002 |
Afu13 - ) Af“14
| 173,4818 —6,1998 | 173,5304 —7,8202 |
A _| 09755 00002 ) ~0,9755 —0,0002 |
e 169,057 —a,3518 |0 T | 169,9662 —4,0078
[ —0,9755 —0,0002 | —0,9755 —0,0002 |
AfU23 = ) Afu24
| 169,8982 —2,4740 | 170,0546 —7,1334 |
[ —0,9654 —0,0002 ] —0,9654 —0,0002 |
Afu31 = ) Afu32
| 171,0581 —1,9084 | 171,0660 —5,5656 |
[ —0,9654 —0,0002 ] ~0,9654 —0,0002 |
Afu33 = ) Afu34
| 170,9842 —4,0328 | 171,0927 —1,9272 |
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4 _ | -04973 —00002] [ -0,9753 —0,0002
T 167,0096 —0,2203 |7 ™ | 167,0168 —15,1145 |
4 [ 09753 —0,0002 | [ 09753 ~0,0002
e 167,359 —6,0776 |1 7 | 168,051 —3,9727 |
= B_fu
[ —0,0037 ] ~0,0037 ~0,0037
Bpu, = , By, = , Bus = )
| 7,6095 | 7,4537 7,5181
[ —0,0037 ]
Bfu, = : (5.52)
| 7,4027 |
= Cfu

Cpu, = | —3,4668 —~0,0079 |

Crug = [ 42660 —0,0078 ] $ 108, O, = [ —4.9244 —0,0076 ]

x 104, O, = [ —4.3231 —0,0077

] x 104,

x 10%.

O controlador fuzzy Ho, pode ser descrito da seguinte maneira:

4 4

Afu(a)

i=1 j=1

sendo «; descrita em (5.47).

i=1

4 4
> > aiajAp,, Bp(e) =) aiBp, e Cpla) =) a;Cp,.
j=1

O valor do limitante da norma H., obtido de w(z) para z(z) foi de 0,0415, o que

implica em uma atenuacao do efeito do sinal de perturbacao na saida do sistema massa-

mola-amortecedor. A Figura 58 ilustra o diagrama de magnitude em funcao da freqiiéncia

de w(z) para z(z), obtida com (4.22) e (4.23). Os modelos locais utilizados para se obter

os resultados ilustrados na Figura 58 sao,

modelo local 11
modelo local 22
modelo local 33

modelo local 44

: Ay, Bor, Cha, Cory Aguyy s Bray
: Ag, Bag, Ch2, Coa, Afuyy, Bru,
i As, Bas, Ci3, Cas, Afu33’ BfU3
i Ay, Baa, Cha, Cory Afugys Bruy

@

@

¢}
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0.044 0.044

0.0435- 9 0.0435-
0.043 ! 0.043
0.0425- 9 0.04251

0.042 1 0.042

0.0415- 0.0415 —
10 10

(a) 10° (b) 1;)“

Magnitude

0.0435 0.043

0.043 1
0.042

0.04251 9
0.042 9 0.041F

0.0415- 9

0.041 : 0.04

10 10° 10 10°
d
(c) Frequéncia[rad/s| (@)

Figura 58: Resposta em freqiiéncia de Z(z)/W (z). (a) Modelo local 11, (b) Modelo local
22, (c¢) Modelo local 33, (d) Modelo local 44.

Como especificagao de projeto, o rastreador deve operar em sinais de freqiiéncias

abaixo de 1 rad/s, entao é proposto o filtro Jio(2)

(0,179z +0,178) x 107

J =
10(2) 221,972 1 0,988

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para freqiiéncias abaixo de 1 rad/s minimi-
zando-se a norma H., de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com peso na

freqiiéncia, conforme descrito em (4.51).

O maior valor da magnitude para a faixa de freqiiéncia de operagao especificada em
projeto para o modelo local 11 foi 0,0262, para o modelo local 22 foi 0,0234, para o
modelo local 33 foi 0,0293 e para o modelo local 44 foi 0,0291. Isto implica que para a

faixa de freqiiéncia especificada em projeto, o rastreador opera adequadamente.

A Figura 53 ilustra a resposta em freqiiéncia de E(z)/R(z) descrito em (2.9) e pode-se
verificar que o custo garantido H., do projeto na faixa de freqiiéncia de operacao atende

as caracteristicas para um sistema rastreador de sinal.

Os parametros obtidos do projeto de rastreamento com modificacao de zeros aplicados

a sistemas nao-lineares sao:

0,001313 0,00129
M1 = s M2 = )
2, 2886 2,2564
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Figura 59: Resposta em freqiiéncia de F(z)/R(z). (a) Modelo local 11, (b) Modelo local
22, (c) Modelo local 33, (d) Modelo local 44.

N, = 60,591;

92,2741
N, = 60,121;

B [ 0,00130

|

0,00130
M4 - )
2,2649

N3 = 60,276 e N, = 60,110.

Ainda pode-se descrever os parametros de modificacao de zeros da seguinte maneira:

M(a) = ZaiMi e N(a)= ZaiNi. (5.53)

sendo «; descrita em (5.47).

Na analise da Figura 59 foi considerado a adi¢ao dos seguintes parametros nos modelos

locais:

modelo local 11 :
modelo local 22 :
modelo local 33 :

modelo local 44 :

M,

e NV;
e Ny
e N3
e Ny

Para este exemplo, os zeros para os modelos locais em malha fechada sdo: (a) modelo
local 11: —0,975 e —0,989+0,07564, (b) modelo local 22: —0,975 ¢ —0,98940,07567, (c)
modelo local 33: —0,975 e —0,989 4+ 0,0756; e (d) modelo local 44: —0,975 e —0,989 +
0,07565. Os pélos de malha fechada nos modelo locais alocados na regiao sao: (a) modelo

local 11: —0,633 + 0,1125; —0,847 e —0,928; (b) modelo local 22: —0,614 + 0,0931y;
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—0,922 e —0,894; (c) modelo local 33: —0,639 + 0,07555; —0,924 e —0,84; (d) modelo
local 44: —0,623 4+ 0,09877; —0,931 e —0,875.
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6 Conclusao e perspectivas
futuras

Neste trabalho ¢ proposta uma metodologia para variacao dos zeros aplicados a sis-
temas discretos deterministicos, incertos e nao-lineares para o rastreamento de sinais de
referéncia, e simultaneamente a atenuacao de distirbio presente na planta. Considerando-
se a Figura 1, pode-se atenuar o efeito do sinal de disturbio presente na planta através da
minimizagao da norma H., de w(k) para z(k). Para o rastreamento de sinais utiliza-se a
metodologia proposta com modificagao 6tima dos zeros a fim de minimizar a norma H,
de sistemas deterministicos e nao-lineares e o custo garantido de sistemas incertos entre
o sinal de referéncia e o sinal de erro de rastreamento, sendo o erro de rastreamento a

diferenca entre o sinal de referéncia r(k) e o sinal de saida do sistema y(k).

Nos sistemas deterministicos e nao-lineares a rejeicao da perturbacao é alcancada a
partir da alocacao dos polos do sistema discreto, enquanto que o rastreamento do sinal de
referéncia é feito a partir do projeto de modificagao dos zeros do sistema discreto, estando

desacoplado o primeiro processo do segundo.

A inclusao de peso na freqiiéncia utilizado no projeto do rastreador viabiliza o projeto
e possibilita ao projetista criar sistemas de rastreamento para sinais de referéncia em uma
faixa de freqiiéncia especificada. Esta especificacao da banda de frequéncia do sinal a ser

rastreado apresenta-se como uma das principais vantagens da metodologia.

Na solugao do problema do rastreamento com rejeicao de distirbios para sistemas
nao-lineares foi proposta uma metodologia que representa o sistema nao-linear na forma
de modelos locais lineares com os resultados apresentados no Exemplo 5.10. Utilizou-se os
modelos Takagi-Sugeno para descrever as nao-linearidades da planta. Porém, ressalta-se

ainda, a necessidade da simulacao da metodologia a um determinado sinal de entrada.

Os métodos de projeto sao equacionados na forma de LMIs, assim, este projeto pode
ser facilmente resolvido utilizando-se algoritmos de convergéncia polinomial ((CHIALIL

GAHINET, 1996) e (PALHARES; TAKAHASHI; PERES, 1997) disponiveis na literatura.
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Com o desenvolvimento das metodologias apresentadas neste trabalho, surgem novas

possibilidades de pesquisas futuras, onde, cita-se:
e Resolver o problema do rastreamento com rejeicao de distiurbios em sistemas dis-
cretos utilizando apenas um tunico conjunto de LMIs,

e Realizar a simulagao discreta do rastreamento para uma dada entrada em sistemas

discretos nao-lineares,

e Realizar um estudo abordando projetos de sistemas de rastreamento com modi-

ficagao de zeros e rejeicao de disturbios para sistemas MIMO desacoplados.
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