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RESUMO: Os modelos computacionais tornaram-se uma ferramenta poderosa nas
ciências quantitativas para compreender o comportamento de sistemas complexos que
evoluem no domı́nio temporal. Contudo, em muitos casos, eles contêm um número sig-
nificativo de parâmetros livres cujos valores não podem ser estimados através da teoria,
mas precisam ser estimados a partir de dados. Isso é particularmente importante para
modelos de epidemiologia computacional, economia, sistemas dinâmicos ou até mesmo
caracterização de materiais. No entanto, a maioria dos métodos atuais de estimativa
de parâmetros é complexa e demorada para ser executada. Este trabalho apresenta
um método computacional simplificado e rápido para obter estimativas precisas para os
parâmetros do modelo, utilizando equações diferenciais neurais. Apresentamos assim um
pipeline composto por um modelo de um oscilador amortecido que atua como gerador
de dados de séries temporais sintéticas (com rúıdo) e também como solver direto (sem
rúıdo), além de uma rede neural que extrai parâmetros dos dados gerados pelo modelo.
Os dois métodos combinados resultam em uma ferramenta poderosa que permite estimar
de forma rápida e precisa os parâmetros do modelo mesmo com dados ruidosos.

Palavras-chave: Equações diferenciais neurais; Calibração de modelos; Estimativa de
parâmetros; Matemática Aplicada à Engenharia.

1. INTRODUÇÃO

Vivemos em uma era de complexidade crescente. Com uma grande variedade

de recursos computacionais modernos e potentes, combinados com uma vastidão de

bancos de dados, os pesquisadores podem, cada vez mais, enxergar os problemas

do nosso cotidiano como complexos e dinâmicos. Uma área de grande interesse na

engenharia é a calibração de parâmetros de modelos matemáticos utilizando dados,

criando, dessa forma, ferramentas preditivas que são computacionalmente eficien-

tes e possuem fundamentação teórica. Os modelos computacionais têm sido usados

para compreender como ocorre o contágio de doenças (Cunha Jr et al., 2023), a

dinâmica dos pedestres (Helbing e Molnár, 1995), as oscilações sincronizadas (Ku-

ramoto, 1975), a dinâmica das redes sociais (Bak-Coleman et al., 2022), a dinâmica
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populacional (Winkelmann et al., 2021) e a dinâmica dos sistemas econômicos (El-

lam et al., 2018).

Há um grande número de métodos que permitem estimar parâmetros a par-

tir de dados, tais como os estimadores de máxima verossimilhança (Chen, 2021),

métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov com um paradigma Bayesiano (Ra-

queti et al., 2022), o prinćıpio de maximização da entropia (Timme e Casadiego,

2014) e métodos de aprendizado baseados em regressão (Paixão et al., 2020). Re-

centemente, um método promissor surgiu nas redes neurais artificiais. Embora as

redes neurais sejam amplamente utilizadas como ferramentas poderosas para o re-

conhecimento de padrões e modelos preditivos (Wei et al., 2022), elas apresentam

capacidade computacional em serem aplicadas em áreas matemáticas que antes eram

dominadas por métodos mais clássicos, como a calibração de parâmetros.

Este trabalho tem como objetivo contribuir para a compreensão mais apro-

fundada das possibilidades das redes neurais como ferramentas de calibração de

modelos matemáticos que representam sistemas mecânicos. Apresentamos e ana-

lisamos assim um esquema computacional simplificado para obter uma estimativa

dos parâmetros do modelo de um oscilador amortecido a partir de dados de séries

temporais sintéticas com adição de rúıdo.

2. METODOLOGIA

O escopo de nossa abordagem abrange modelos formulados como equações

diferenciais acopladas do tipo

dφ = f(φ;x,t,λ)dt, (1)

onde φ ∈ RN é o vetor de estados, x é uma variável espacial, λ := (λ1, · · · ,λp) ∈ Rp

é um conjunto de parâmetros escalares. A dinâmica de sistemas que são governados

por equações como a acima podem depender diretamente da escolha dos parâmetros

λ: em modelos matemáticos mais complexos, as estimativas teóricas para esses

parâmetros são, frequentemente, impossibilitadas, pois tais parâmetros são comple-

xos de serem medidos e, portanto, devem ser extráıdos dos dados. Em uma ODE

neural, os parâmetros escalares são as sáıdas da rede neural, cujos parâmetros in-

ternos devem ser aprendidos através de dados.

2.1. Estimando parâmetros de equações neurais

Apresentamos um método para estimar parâmetros de ODEs através do trei-

namento de uma rede neural para encontrar um conjunto de parâmetros λ̂ que,

quando inseridos no modelo da Equação 1, reproduzem uma série temporal forne-
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cida T = (φ1, · · · ,φL). Uma rede neural é uma função uθ : RN×q → Rp, onde q ≥ 1

representa o número de etapas da série temporal que são fornecidas como entrada.

As sáıdas são os parâmetros estimados λ̂, que são usados para rodar um solver

numérico através de B iterações (onde B é o batch size) para obter uma série tem-

poral estimada T̂ (λ̂) = (φ̂k, · · · , φ̂k+B). Isso, por sua vez, é usado para treinar os

parâmetros internos θ da rede neural (os pesos e os biases) através de uma função de

perda J(T̂ ,T ). Dado que λ̂ = λ̂(θ), pode-se calcular o gradiente ∇θJ para otimizar

os parâmetros internos da rede neural através de um método de backpropagation via

otimizador Adam, por exemplo. O cálculo de ∇θJ requer a diferenciação da série

temporal prevista T̂ , e também do sistema da Equação 1, em termos de λ̂; ou seja,

a função de perda tem conhecimento da dinâmica do modelo. Finalmente, os dados

gerados são inseridos na rede neural para a elaboração de uma nova estimativa do

parâmetro λ̂, e o ciclo é reiniciado.

Uma única passagem por todo o conjunto de dados é denominada epoch. O

conjunto de dados é processado em lotes, o que significa que a perda é calculada

ao longo de B passos da série temporal antes que os pesos sejam atualizados. Se

B = L, o treinamento é equivalente à batch gradient descent ; se B = 1, o treinamento

é equivalente à stochastic gradient descent. As complexidades do procedimento de

diferenciação são tratadas pelo esquema de autodiferenciação (que trata vetores

aleatórios como constantes) e que é bem fundamentado em diversas bibliotecas de

machine learning. É muito importante notar que a rede neural não está ajustando

um conjunto de dados no sentido tradicional, mas sim produzindo um conjunto de

parâmetros que, quando inseridos nas equações governantes, geram o conjunto de

dados (ou uma estimativa do mesmo). A seguir é apresentado o pseudocódigo desta

metodologia descrita:

Algorithm 1 Processo de treinamento da rede neural (uma epoch)

Input: T = (φ1, · · · ,φL) (série temporal de tamanho L) e B ≤ L (batch size)
1: for t ∈ {1, · · · ,L−B} do
2: λ̂← uθ(φt, · · · ,φt+q) (estimando parâmetros, q elementos da série temporal)
3: φ̂0 ← φt

4: for b ∈ {1, · · · ,B} do
5: φ̂b ←

∫
f(φ̂b−1; λ̂)dt (série temporal prevista, solver numérico)

6: end for
7: Calcule a perda J(φ̂1, · · · ,φ̂B;φt+1, · · · ,φt+B)
8: Calcule o gradiente ∇θJ
9: Atualize os parâmetros θ da rede neural utilizando backpropagation

10: end for
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3. RESULTADOS E DISCUSSÕES

A Figura 1 apresenta o modelo simples de um oscilador amortecido cujos

parâmetros de amortecimento e rigidez serão obtidos via calibração neural. Objetiva-

se utilizar os conhecimentos aqui adquiridos para estudar sistemas dinâmicos mais

complexos com múltiplos graus de liberdade.

k c

m

Figura 1. Modelo de oscilador amortecido utilizado para calibração neural de parâmetros.

Explicando a metodologia de forma sucinta: primeiramente foram gerados da-

dos sintéticos de vibração deste sistema utilizando o método de Euler expĺıcito, com

adição de rúıdo gerado por uma distribuição normal do tipo N (µ = 0, σ2 = 1). Os

parâmetros utilizados para tal foram: m = 8,0 kg, c = 0,3 Ns/m, k = 5,0 N/m e

as condições iniciais foram x0 = 1,0 m e ẋ0 = 0,0 m/s. A Figura 2 abaixo apre-

senta respectivamente o deslocamento, velocidade e aceleração do sistema obtidos

(as linhas acinzentadas são referentes ao sistema ideal, i.e. sem rúıdo).

Figura 2. Dados sintéticos de deslocamento, velocidade e aceleração do modelo.

Posteriormente foi criada uma arquitetura de rede neural que recebe três en-

tradas, referentes a cada uma das séries temporais sintéticas de deslocamento, velo-

cidade e aceleração T = {y(t), ẏ(t), ÿ(t)}. Neste trabalho foram fornecidas as séries

temporais completas para o treinamento da rede, i.e. o batch size é igual ao tamanho

da série temporal (B = L); foi fornecida também a massa do sistema (m = 8,0 kg),

visto que é um parâmetro fácil de ser mensurado em sistemas reais.
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A rede neural é então inicializada e treinada e apresenta como sáıda um vetor

de parâmetros estimados λ̂ = {c, k}. Estes parâmetros são então utilizados em um

outro solver numérico ideal (sem rúıdo) via método de Euler expĺıcito, produzindo

assim séries temporais previstas T̂ = {ŷ(t), ˆ̇y(t), ˆ̈y(t)}. A rede neural então cria

um funcional de perda J(T̂ ,T ) (erro quadrático médio, Loss MSE ) e inicia um

processo de minimização de seus parâmetros internos θ, como já explicado na seção

de Metodologia. A Figura 3 apresenta o gráfico referente a perda durante o processo

de treinamento e a Figura 4 apresenta o processo de calibração neural dos parâmetros

do oscilador amortecido.

Figura 3. Loss MSE em função das epochs durante o treinamento do calibrador neural.

Figura 4. Processo de calibração neural dos parâmetros do oscilador amortecido.

Pode-se observar uma estimativa de parâmetros precisa (c = 0,30 Ns/m e k =

5,01 N/m), mesmo com a utilização de dados ruidosos. As próximas etapas envolvem

a evolução deste calibrador neural para que ao invés de um valor determińıstico seja

gerada uma densidade marginal dos parâmetros, enriquecendo a calibração neural

de forma estocástica. Isto será imprescind́ıvel para a calibração de sistemas mais

complexos, com mais graus de liberdade.
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4. CONCLUSÕES

Em suma, este trabalho apresentou uma abordagem promissora para a cali-

bração neural de parâmetros em modelos de sistemas mecânicos, utilizando um osci-

lador amortecido como estudo de caso. A metodologia proposta combinou equações

diferenciais neurais com dados sintéticos, permitindo a obtenção de estimativas pre-

cisas para os parâmetros do modelo, mesmo em presença de rúıdo nos dados. Os

resultados obtidos demonstraram a eficácia do método, destacando sua capacidade

de lidar com sistemas complexos e a possibilidade de expansão para problemas com

múltiplos graus de liberdade. Futuros desenvolvimentos incluirão a incorporação de

abordagens estocásticas para enriquecer a calibração neural, proporcionando uma

análise mais completa e robusta dos parâmetros do sistema.
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