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RESUMO: Os modelos computacionais tornaram-se uma ferramenta poderosa nas
ciéncias quantitativas para compreender o comportamento de sistemas complexos que
evoluem no dominio temporal. Contudo, em muitos casos, eles contém um nimero sig-
nificativo de parametros livres cujos valores nao podem ser estimados através da teoria,
mas precisam ser estimados a partir de dados. Isso é particularmente importante para
modelos de epidemiologia computacional, economia, sistemas dinamicos ou até mesmo
caracterizacao de materiais. No entanto, a maioria dos métodos atuais de estimativa
de parametros é complexa e demorada para ser executada. Este trabalho apresenta
um método computacional simplificado e rapido para obter estimativas precisas para os
parametros do modelo, utilizando equagoes diferenciais neurais. Apresentamos assim um
pipeline composto por um modelo de um oscilador amortecido que atua como gerador
de dados de séries temporais sintéticas (com ruido) e também como solver direto (sem
ruido), além de uma rede neural que extrai parametros dos dados gerados pelo modelo.
Os dois métodos combinados resultam em uma ferramenta poderosa que permite estimar
de forma rapida e precisa os parametros do modelo mesmo com dados ruidosos.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais neurais; Calibragao de modelos; Estimativa de
parametros; Matemdtica Aplicada a Engenharia.

1. INTRODUCAO

Vivemos em uma era de complexidade crescente. Com uma grande variedade
de recursos computacionais modernos e potentes, combinados com uma vastidao de
bancos de dados, os pesquisadores podem, cada vez mais, enxergar os problemas
do nosso cotidiano como complexos e dinamicos. Uma area de grande interesse na
engenharia é a calibracao de parametros de modelos matematicos utilizando dados,
criando, dessa forma, ferramentas preditivas que sao computacionalmente eficien-
tes e possuem fundamentacao tedrica. Os modelos computacionais tém sido usados
para compreender como ocorre o contdgio de doengas (Cunha Jr et al., 2023), a
dindmica dos pedestres (Helbing e Molndr, 1995), as oscilagdes sincronizadas (Ku-

ramoto, 1975), a dinamica das redes sociais (Bak-Coleman et al., 2022), a dinamica
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populacional (Winkelmann et al., 2021) e a dinamica dos sistemas econémicos (EI-
lam et al., 2018).

H& um grande ntimero de métodos que permitem estimar parametros a par-
tir de dados, tais como os estimadores de méxima verossimilhanga (Chen, 2021),
métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov com um paradigma Bayesiano (Ra-
queti et al., 2022), o principio de maximizagao da entropia (Timme e Casadiego,
2014) e métodos de aprendizado baseados em regressao (Paixao et al., 2020). Re-
centemente, um método promissor surgiu nas redes neurais artificiais. Embora as
redes neurais sejam amplamente utilizadas como ferramentas poderosas para o re-
conhecimento de padrdes e modelos preditivos (Wei et al., 2022), elas apresentam
capacidade computacional em serem aplicadas em dreas matematicas que antes eram
dominadas por métodos mais classicos, como a calibracao de parametros.

Este trabalho tem como objetivo contribuir para a compreensao mais apro-
fundada das possibilidades das redes neurais como ferramentas de calibracao de
modelos matematicos que representam sistemas mecanicos. Apresentamos e ana-
lisamos assim um esquema computacional simplificado para obter uma estimativa
dos parametros do modelo de um oscilador amortecido a partir de dados de séries

temporais sintéticas com adicao de ruido.

2. METODOLOGIA

O escopo de nossa abordagem abrange modelos formulados como equacoes

diferenciais acopladas do tipo

de = f(p;,t,\)dt, (1)

onde ¢ € RY ¢ o vetor de estados, x ¢ uma varidvel espacial, A := (A, -+ ,)\,) € R?
é um conjunto de parametros escalares. A dinamica de sistemas que sao governados
por equacoes como a acima podem depender diretamente da escolha dos parametros
A: em modelos matematicos mais complexos, as estimativas tedricas para esses
parametros sao, frequentemente, impossibilitadas, pois tais parametros sao comple-
xos de serem medidos e, portanto, devem ser extraidos dos dados. Em uma ODE
neural, os parametros escalares sao as saidas da rede neural, cujos parametros in-

ternos devem ser aprendidos através de dados.

2.1. Estimando parametros de equagoes neurais

Apresentamos um método para estimar parametros de ODEs através do trei-
namento de uma rede neural para encontrar um conjunto de parametros A que,

quando inseridos no modelo da Equagao 1, reproduzem uma série temporal forne-
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cida T = (1, -+ ,¢o1). Uma rede neural é uma funcio uy : RV*4 — RP, onde ¢ > 1

representa o numero de etapas da série temporal que sao fornecidas como entrada.

As saidas sao os parametros estimados 5\, que sao usados para rodar um solver
numérico através de B iteragoes (onde B é o batch size) para obter uma série tem-
poral estimada T'(X) = (@G, -+ , Pran). Isso, por sua vez, é usado para treinar os
parametros internos @ da rede neural (os pesos e os biases) através de uma fungao de
perda J(T, T). Dado que A= 5\(0), pode-se calcular o gradiente Vy.J para otimizar
os parametros internos da rede neural através de um método de backpropagation via
otimizador Adam, por exemplo. O célculo de Vy.J requer a diferenciagao da série
temporal prevista T, e também do sistema da Equacao 1, em termos de 5\; ou seja,
a funcao de perda tem conhecimento da dinamica do modelo. Finalmente, os dados
gerados sao inseridos na rede neural para a elaboracao de uma nova estimativa do

parametro A, e o ciclo é reiniciado.

Uma tunica passagem por todo o conjunto de dados é denominada epoch. O
conjunto de dados é processado em lotes, o que significa que a perda é calculada
ao longo de B passos da série temporal antes que os pesos sejam atualizados. Se
B = L, o treinamento é equivalente a batch gradient descent; se B = 1, o treinamento
é equivalente a stochastic gradient descent. As complexidades do procedimento de
diferenciagao sdo tratadas pelo esquema de autodiferenciacao (que trata vetores
aleatérios como constantes) e que é bem fundamentado em diversas bibliotecas de
machine learning. E muito importante notar que a rede neural nao esta ajustando
um conjunto de dados no sentido tradicional, mas sim produzindo um conjunto de
parametros que, quando inseridos nas equagoes governantes, geram o conjunto de
dados (ou uma estimativa do mesmo). A seguir é apresentado o pseudocddigo desta

metodologia descrita:

Algorithm 1 Processo de treinamento da rede neural (uma epoch)

Input: T = (1, -+ 1) (série temporal de tamanho L) e B < L (batch size)
1. forte{l,---,L— B} do

2: A < ug(pr, -+ ,priq) (estimando parametros, g elementos da série temporal)
3: Po < Pt

4 forbe{l,--- B} do

5: @y« [ f(@p_1; N)dt (série temporal prevista, solver numérico)

6: end for

T Calcule a perda J(@1, -+ ,PB; Pri1,** Pi+B)

8: Calcule o gradiente VyJ

9: Atualize os parametros @ da rede neural utilizando backpropagation

10: end for
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3. RESULTADOS E DISCUSSOES

A Figura 1 apresenta o modelo simples de um oscilador amortecido cujos
parametros de amortecimento e rigidez serao obtidos via calibragao neural. Objetiva-
se utilizar os conhecimentos aqui adquiridos para estudar sistemas dinamicos mais

complexos com multiplos graus de liberdade.

DI 007

Figura 1. Modelo de oscilador amortecido utilizado para calibragao neural de parametros.

Explicando a metodologia de forma sucinta: primeiramente foram gerados da-
dos sintéticos de vibracao deste sistema utilizando o método de Euler explicito, com
adi¢ao de ruido gerado por uma distribuigao normal do tipo N(x =0, 02 = 1). Os
parametros utilizados para tal foram: m = 8,0 kg, ¢ = 0,3 Ns/m, £k = 5,0 N/m e
as condigbes iniciais foram zp = 1,0 m e #p = 0,0 m/s. A Figura 2 abaixo apre-
senta respectivamente o deslocamento, velocidade e aceleracao do sistema obtidos

(as linhas acinzentadas sao referentes ao sistema ideal, i.e. sem ruido).

1

0 50 100 150 200 250 300
Tempo (s)

Figura 2. Dados sintéticos de deslocamento, velocidade e aceleracao do modelo.

Posteriormente foi criada uma arquitetura de rede neural que recebe trés en-
tradas, referentes a cada uma das séries temporais sintéticas de deslocamento, velo-
cidade e aceleracao T' = {y(t),y(t), y(t)}. Neste trabalho foram fornecidas as séries
temporais completas para o treinamento da rede, i.e. o batch size é igual ao tamanho
da série temporal (B = L); foi fornecida também a massa do sistema (m = 8,0 kg),

visto que é um parametro facil de ser mensurado em sistemas reais.
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A rede neural é entao inicializada e treinada e apresenta como saida um vetor
de parametros estimados A = {c, k}. Estes parametros sao entao utilizados em um
outro solver numérico ideal (sem ruido) via método de Euler explicito, produzindo
assim séries temporais previstas T = {g(t),y(t),y(t)}. A rede neural entdo cria
um funcional de perda J(T',T) (erro quadratico médio, Loss MSE) e inicia um
processo de minimizacao de seus parametros internos 6, como ja explicado na se¢ao
de Metodologia. A Figura 3 apresenta o grafico referente a perda durante o processo
de treinamento e a Figura 4 apresenta o processo de calibracao neural dos parametros

do oscilador amortecido.
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Figura 3. Loss MSE em funcao das epochs durante o treinamento do calibrador neural.
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Figura 4. Processo de calibragao neural dos parametros do oscilador amortecido.

Pode-se observar uma estimativa de parametros precisa (¢ = 0,30 Ns/m e k =
5,01 N/m), mesmo com a utilizagao de dados ruidosos. As préximas etapas envolvem
a evolucao deste calibrador neural para que ao invés de um valor deterministico seja
gerada uma densidade marginal dos parametros, enriquecendo a calibracao neural
de forma estocéstica. Isto sera imprescindivel para a calibracao de sistemas mais

complexos, com mais graus de liberdade.
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4. CONCLUSOES

Em suma, este trabalho apresentou uma abordagem promissora para a cali-
bracao neural de parametros em modelos de sistemas mecanicos, utilizando um osci-
lador amortecido como estudo de caso. A metodologia proposta combinou equacgoes
diferenciais neurais com dados sintéticos, permitindo a obtencao de estimativas pre-
cisas para os parametros do modelo, mesmo em presenca de ruido nos dados. Os
resultados obtidos demonstraram a eficacia do método, destacando sua capacidade
de lidar com sistemas complexos e a possibilidade de expansao para problemas com
multiplos graus de liberdade. Futuros desenvolvimentos incluirao a incorporacao de
abordagens estocasticas para enriquecer a calibragao neural, proporcionando uma

analise mais completa e robusta dos parametros do sistema.
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