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Impacto potencial desta pesquisa

As ferramentas tecnolégicas tém um impacto significativo no ensino da PL, tornando-a
mais acessivel e eficiente para estudantes e professores. Com esta pesquisa buscamos apre-
sentar métodos que facilitam o processo de resolucao de problemas lineares com softwares
e aplicativos que simplificam o processo de otimizagao de problemas lineares, permitindo
que o processo de ensino aprendizagem seja mais satisfatério.

Potential impact of this research

Technological tools have a significant impact on LP teaching, making it more accessible
and efficient for students and teachers. With this research we seek to present methods
that facilitate the process of solving linear problems with software and applications that
simplify the problem optimization process, allowing the teaching-learning process to be
more satisfactory.
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Resumo

Programacao Linear é uma ferramenta da Pesquisa Operacional aplicada a otimizagao
de problemas que buscam a melhor solugao possivel para o objeto de estudo. Por seu
viés pratico de aplicagao procura resolver os problemas utilizando os recursos disponiveis
considerando as limitacoes impostas. Com esse trabalho buscamos percorrer os cami-
nhos que a programacao linear desenvolveu ao longo do tempo, quais seus fundamentos
mateméticos via resultados da Algebra Linear e suas aplicacdes. Apresentaremos recur-
sos computacionais, gratuitas, que auxiliam no processo de resolucao de problemas de
otimizacao, via método gréafico e simplex.

Palavras-chave: Algebra Linear, Programacao linear, Método Grafico, Método Simplex,
Ferramenta computacional.






Abstract

Linear Programming is an Operations Research tool applied to problem optimization
that seeks the best possible solution for the object of study. Due to its practical application
bias, it seeks to solve problems using the available resources, considering the imposed
limitations. With this work we seek to follow the paths that linear programming has
developed over time, what are its mathematical foundations via results of linear algebra
and its applications. Let’s get to know free computational tools that help in the process
of solving optimization problems, via the graphical and simplex method.

Keywords: Linear algebra, Linear Programming, Graphical Method, Simplex Method,
computational tool.
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1 Introducao

Muitos classificam a programacao linear como uma das grandes descobertas do século
XX, pois esta ferramenta padrao tem possibilitado que cada vez mais as empresas de
paises industrializados possam otimizar seus resultados, assim como seu uso em outros
setores da sociedade vem crescendo rapidamente. Mas qual a natureza desta ferramenta
e que tipo de problemas ela realmente ajuda a resolver?

O objetivo deste trabalho é compreender as miiltiplas aplicagoes dessa ferramenta
tao importante e como estas se fazem necessarias em nossos dias atuais. Além disso,
apresentar ao leitor ferramentas tecnologicas que facilitam o processo de operacionalizar
esses céalculos.

No capitulo 2 iniciaremos com um breve contexto histérico para entendermos suas
origens e como se deu o desenvolvimento dessa ferramenta tao utilizada nos dias atuais.
Se faz importante destacarmos que apesar de ter o nome de programacao, que nos remete
a algo computacional, ndo surgiu com essa conotacao, apesar de hoje em dia fazer todo
sentido, pois estd intrinsecamente ligados a algoritmos e programas computacionais, mas
surgiu com a conotacao de planejamento, e o linear se da ao fato de serem trabalhadas
(analisadas) somente com fungoes lineares.

No terceiro capitulo vamos nos familiarizar com alguns conceitos basicos e fundamen-
tais para que consigamos entender essa importante ferramenta utilizada na matematica.
Iremos conhecer o método grafico através de exemplos que facilitarao nossa compreen-
sdo, veremos o porqué de apesar de muito intuitivo e pratico esse método nao se aplica a
grandes desafios.

No capitulo quarto vamos aprofundar na metodologia e garantir que nossos resultados
sao validos, nao deixando de conhecer e definir os resultados fundamentais envolvidos na
programacao linear.

Quando pensamos em dualidade, nos vem a ideia de ambiguidade, pluralidade, no
quarto capitulo vamos entender como esse conceito pode ser trabalhado, vamos perceber
que a cada problema de programacao linear existe outro associado a ele.

No quinto capitulo do trabalho vamos conhecer o método simplex que, hoje em dia,
é um dos métodos mais utilizados e importante dentro da programacao linear. Desta
maneira, nao poderiamos deixar de apresentar suas principais caracteristicas e funciona-
lidades, assim como a sua aplicagdo em exemplos praticos, presentes no Capitulo 6.

19



20 Introducao

O conceito de otimizacao normalmente estd relacionado a tomada de decisao estraté-
gica que melhor relaciona os recursos e limitacoes para se obter a melhor solugao possivel.
Assim, no tltimo capitulo vamos apresentar aplicacoes para ilustrar como aplicativos e fer-
ramentas computacionais, de acesso gratuito, podem auxiliar no estudo da programacao
linear e seus métodos de resolucao de problemas diversos.



2 Contextualizacao histérica e
tedrica

A contextualizacao histdrica esta baseada nas referéncias [1], [2] e [3].

Para compreendermos a programacao linear devemos primeiramente entender qual sua
origem, pois a mesma surge da necessidade humana do conhecimento e tem suas raizes
na Antiguidade Cléssica e até mesmo na Antiguidade Oriental. Euclides, (século III a.
C.) no seu livro III, j& buscava determinar a maior e a menor distancia de um ponto a
uma circunferéncia, e no seu livro IV descreveu uma forma de obter um paralelogramo
de drea maxima com um dado perimetro, ou seja, buscava uma forma de otimizar seus
problemas de origem geométrica. Mas é durante os séculos XVII e XVIII, que foram
desenvolvidos métodos de calculos que possibilitavam resolver problemas de otimizacao,
como por exemplo, problemas de extremos condicionados com restri¢oes de igualdade, com
as contribui¢oes de Newton, Fermat, Leibniz, Lagrange e Bernoulli que foram essenciais.

A programagao linear é uma importante ferramenta da Pesquisa Operacional (PO)
utilizada na solucao de problemas que busca a otimizacao de um sistema em estudo e que
considera fungoes lineares.

A Pesquisa Operacional pode ser definida como um ramo de modelagem matematica,
aplicada na resolugdo de problemas de decisao por meios de métodos mateméticos e
estatisticos, buscando encontrar a solugao 6tima para o que estd sendo investigado.

O problema de otimizar uma fung¢ao linear, sujeita a restricoes lineares, teve sua
origem com os estudos de Fourier sobre sistemas lineares de inequagoes, em 1826. Mas
s6 na década de 1940 teve um avanco significativo, tendo como seus principais nomes
Kantorovich que em 1939, langou efetivamente um problema de programacao linear no
trabalho "Métodos Matematicos de Organizacao e Planeamento da Produgao', mas nao
apresentou um algoritmo de resolucao. Na época seu trabalho nao foi tdo reconhecido
como merecia, s6 sendo valorizado anos depois.

O grande avanco e reconhecimento da programacao linear se deu na década de 1940
durante a Segunda Guerra Mundial. George Dantzig trabalhava como civil, no Pentagono,
onde exercia fungoes de conselheiro matematico para a administracao da Forca Aérea
Norte Americana, e passou a desenvolver estratégias utilizando aplicagbes em problemas
de transportes, planejamentos de distribuicao de pessoal, alimentos e até mesmo armas.

Em 1947, Dantzig prop6s o Método Simplex que revolucionou a resolugao de problemas
de otimizacao de vérios tipos: transportes, produgao, alocagao de recursos e problemas de
escalonamento. Dantzig foi o primeiro a reconhecer que um programa de planejamento

21



22 Contextualizacao historica e tedrica

poderia ser expresso por um sistema de inequacoes lineares, assim como foi o primeiro a
apresentar, na forma de uma expressao matematica explicita, um critério para selecao do
melhor plano, ao que hoje chamamos funcao objetivo.

A utilizacao desse método despertou o interesse de diversas areas e a partir da década
de 1950 foram aplicados por varios cientistas em problemas procedentes do setor piiblico
e privado, envolvendo todos os setores industriais e financeiros da época. Desde entao,
vem sendo aplicados as mais diversas areas.

Seu grande desenvolvimento ao longo das tultimas décadas também se deve ao aumento
da grande concorréncia empresarial no periodo pés-guerra, o que resultou na melhoria do
planejamento empresarial para sua manutencao e crescimento.

Com o surgimento de computadores na década de 1950 tornou possivel desenvolver
e utilizar novas metodologias para resolver uma grande variedade de problemas reais.
A medida que a capacidade computacional disponivel foi crescendo, tornou-se possivel
resolver problemas cada vez mais complexos.

O Método Simplex é a técnica mais utilizada para a resolucdo de problemas envol-
vendo otimizacao. No entanto, ¢ importante destacar que se trata de um algoritmo
nao-polinomial, pois é possivel encontrar uma classe de problemas lineares para os quais
o Método Simplex exibe um esfor¢o de crescimento exponencial, com a dimensao do pro-
blema.

Atualmente, existem outros métodos teoricamente mais eficazes para resolucao pro-
blemas de programagao linear, mas o Método Simplex continua sendo o mais usado na
pratica para a resolucao de programas lineares.

Com o desenvolvimento da informatica a programacao linear se beneficiou das técnicas
computacionais e assim continuou a crescer ao longo dos tempos.

Agora que entendemos um pouco a origem da programacao linear vamos conhecer suas
bases e seus fundamentos.

A programacao linear esta relacionada com o problema de maximizar ou minimizar
uma func¢ao objetivo c;xy + ... + ¢,z, em relagdo a m desigualdades lineares da forma

1527 -+ A2;X2... + ATy, S bj,
coml<i<nel<j3<m.

E tem como objetivo obter a melhor solu¢ao 6tima para esse tipo de problema.

2.1 Introducao a programacao linear

Para operacionalizar um problema de programacao linear devemos levar em conside-
racao fatores limitadores ou recursos escassos que representam restricoes ou limitagoes
existentes no problema.

As referéncias utilizadas foram [4], [5], [6] e [7].

Antes devemos relembrar algumas defini¢des basicas da Algebra Linear.
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Consideremos V' um espaco vetorial sobre o corpo R, definimos:

Combinagao Linear dizemos que o vetor v € V é combinacgao linear dos vetores
vy, ..., U, também de V', se existem escalares Aq,...,\, tais que v = Aoy + ... + A\,v,.
Neste caso, para fazer uma combinagao linear usamos as operagoes de soma de vetores e
multiplicagao de um vetor por escalar.

Dependéncia e Independéncia Linear dizemos que os vetores vy, vs, ..., vy de um
espago vetorial sdo linearmente independentes (LI) se nenhum dos vetores pode ser escrito
como combinagao linear dos demais. Uma forma de escrever isto matematicamente é a
seguinte:

Se AMvi+Xvs+ -+ v =0, entdo A\ =X =---=X, =0.

Caso contrario, ou seja, quando existe pelo menos um z; # 0, dizemos que o conjunto
de vetores ¢ linearmente dependente, ou que os elementos sdo Linearmente Dependentes

(LD).

Posto de uma matriz. Seja A € R™*". O posto coluna (linha) de A é o ntimero
de colunas (linhas) linearmente independentes da matriz A na sua forma escalonada. E
possivel mostrar que posto linha ¢ igual ao posto coluna e, entao, diremos simplesmente
posto de A e denotaremos por posto(A). Dizemos que uma matriz A tem posto completo
se posto(A) = min{m,n}.

Combinagao Convexa é uma combinacao linear em que os coeficientes de pondera-

¢a0 sao nao-negativos e somam um. Ou seja, sejam os vetores vy, ..., v; € V e os escalares
A,y A >0 tais que Ap + -+ A\ = 1, assim v = Ajvg + - - - + A\pvr € uma combinacao
convexa.

2.2 Conceitos basicos

Devemos ter em mente alguns termos basicos que utilizaremos ao longo do texto:

Definicao 1. Funcdao Objetivo: ¢é a funcao linear, que vamos otimizar, isto €, maxi-
mizar ou Minimizar.

Definicao 2. Restricoes: sao limitacoes de recursos que a situacao-problema apresenta,
podem ser representadas por inequacoes ou equacoes lineares. Podemos ter também as
restrigoes de nao negatividade (ry > 0), pois muitas situagoes ndo admitem solucoes
negativas. Cada problema tem suas restricoes especificas e todas devem ser listadas no
inicio da resolugdo.

Definicao 3. Varidveis de decisdo: sao os valores de n decisoes a serem executadas,
representadas por x1, ..., T,, estao sempre relacionadas com a funcdo objetivo.

Definicao 4. Varidvel de folga: utilizamos para transformarmos uma inequagcio em
uUma equacao.

Exemplo 2.1. Em 2x — 10y + 5 > 0, podemos introduzir a varidvel de folga
z = 2x — 10y + 5, obtemos z — 2x + 10y = 5.
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Temos z > 0, supomos z como a varidvel de folga.

Definicao 5. Regido factivel é o conjunto de todas as solucoes possiveis. A regido
factivel é a interse¢io de hiperplanos e semiespagos fechados. (Definigoes de hiperplano e
semiespagos sao apresentadas no Apéndice A) .

Dentro da programacao linear podemos resolver problemas de mais de uma forma,
uma delas é a forma gréfica.

As solugdes graficas sao restritas a problemas de pouca complexidade, mas nos ajudam
a compreender e visualizar as solugoes.

Dados vetores c e b € R" e A uma matriz n X n. Consideremos o seguinte problema
de programacao linear com z > 0, e x € R".

Minimizar — cx
Sujeito a Ax =10
x> 0.
Observamos que a regiao factivel consiste em todos os vetores x que satisfazem Ax = b
e x > 0. Buscamos encontrar a solucdo minima para c’z. Nota-se também que os

pontos tem o mesmo valor da funcdo objetivo z que satisfaz a equacdo ¢’z = z, ou seja,
n n

Y ¢jz; = z. Se z ¢ uma funcdo a ser minimizada, entdo »  ¢jz; = z ¢ uma reta e deve ser
Jj=1 J=1

movida paralelamente a si mesma na dire¢do que minimiza a fungao objetivo até encontrar
um ponto 6timo. Esta direcao é —c e, portanto, a reta é movida na direcdo de —c tanto

quanto possivel, até alcangar o(s) ponto(s) da regiao factivel.

Definicao 6. Solucdo aceitdvel: ¢ toda solucdo que satisfaz todas as restrigoes do pro-
blema, mas ndao necessariamente é a solucio otima. Em geral, existem infinitas solucoes
aceitavers.

Definicao 7. Solugcdo impossivel: ¢ aquela que nao atende pelo menos uma das res-
tricoes estabelecidas pelo problema.

Definicao 8. Multiplas solugdes otimas: € a solucio que atende todas as restrigoes,
mas nao € unica, pode haver infinitas solucoes otimas.

Definicao 9. Solugdo otima: € a solucio que atende todas as restrigoes e melhor
satisfaz a fungdo objetivo. Pode haver uma ou infinitas solucoes otimas.

2.3 Forma padrao da programacao linear

Vamos descrever com maior rigor o Problema de Programacdo Linear, o qual consiste
em determinar o valor de n variaveis x1, zo, ..., x, € R, que otimiza o valor de uma funcao
linear:

f(xbx?? cee 7xn)7

num conjunto definido por m restri¢oes lineares:

gi(xy,woy . ywp) =b;y 1=1,2,...,m.
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Ao escrever um modelo de programacao linear padrao, devemos considerar algumas
condicoes:

os termos independentes de cada uma das restrigoes sao constantes nao negativas;

todas as variaveis sao nao negativas;

as restricoes de nao negatividade sao desigualdades lineares;

consideramos a maximiza¢ao ou minimizagao da funcao objetivo.

Esse problema tem como caracteristica o fato de f(z1,xs,...,x,) € gi(x1,Ta, ..., T,),
comi=1,2,...,m, serem fungoes lineares, logo a forma padrao é a dada por:
Minimizar f(z1, 2, ..., 2,) = 11 + T2 + ... + Cpy
SUj@itO a ap1xry + apre + ... + Ainlny — b1
211 + Q2Ty + ... + QopT, = bg
(2.1)
Am1T1 + ATz + ...+ ATy = bm

z1>0,20>0,...,2, > 0.
e x; > 0 para alguns 7.
e f é chamada de Func¢io Objetivo;
o m define as restricoes do problema;
« as desigualdades x; > 0 constituem as condig¢oes de ndao negatividade das varidveis;
 ¢; é o coeficiente (constante) da varidvel z; na fungdo objetivo;
e ¢ € o indice de i-ésima restricao;
 a;; ¢ o coeficiente (constante) da varidvel x; na i-ésima restrigao;

o b; sao chamados de termos independentes das restrigdes e sao coeficientes (do lado
direito) da i-ésima restrigdo e representam as limitagoes dos recursos associados as
restricoes.

A forma padrao da programacao linear pode ser reduzida para seguinte expressao:

n
Maximo Z CiT5,
Jj=1

sujeito as restrigoes:

n
Zaijxj sz 1= 1,2,...,m.
i=1
Qualquer problema de otimizacao linear pode ser escrito na forma padrao, envolvendo
algumas manipulagoes algébricas. Assim, um problema de minimizagdo pode ser conver-
tido num problema de maximizacgao, pois:
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n n
Méximo » _ ¢;z; = —Minimo Y (—¢;)z;.
j=1 j=1
Além disso, toda desigualdade a;1x1 + a;pw2 + . . . + a;px, < b; pode ser transformada
numa igualdade, por introdugdo de uma variavel adicional com restricao de nao negativi-
dade. A desigualdade é equivalente a:

;171 + QipTy + ...+ Ty + Tpgy = by,

com
Tnti Z 0.

Do mesmo modo, a desigualdade a;;x1 4+ a;xs + ... + a2z, > b; pode ser escrita na
forma:

a;1T1 + @ipTo + ...+ ATy — Tpyi = b;,
com
Tnti Z 0.

As novas variaveis x,,; denominam-se por Varidveis de Desvio ou Varidveis de Folga.
Este problema pode ainda ser escrito de forma equivalente em notagdo matricial.
Considerando os vetores ¢,z € R" e b € R™ e a matriz A € R™*", definidos a seguir,

& X1 by aix a2 ... Qin
Co X2 by G21 QAg22 ... d2p

Cc = . 7$ - . 7b - . € A = . . . . )
Cp, Tn bm Am1 Am2 ... Qmp

entao o problema de otimizagao linear consiste na determinagao do vetor x € R™ que
deve:

Minimizar f(z)=c'x
Sujeito a Ax =10
x> 0.

Utilizaremos e aprofundaremos esses conceitos ao longo do texto. Mas antes vamos
apresentar um problema pratico.

2.4 Aplicacao da modelagem matematica

Para resolvermos um problema inicialmente devemos modelar e depois resolvé-lo. O
exemplo a seguir ilustra uma forma de utilizacdo da programacao linear através da re-
solugao de solugao geométrica. Mais adiante, vamos verificar resultados que garantem a
existéncia e a forma de determinar estes pontos.

Vejamos um exemplo para compreendermos as aplicagoes das definicoes mencionadas
acima.

Exemplo 2.2. Uma empresa produz cadeiras e mesas. Cada cadeira necessita para sua
producao de 5 tabuas de madeira e cada mesa utiliza 20 tdbuas. Ao todo, a empresa
dispoem de 400 tabuas. A producao de cada cadeira consome 10 horas de trabalho e cada
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mesa consome 15 horas de trabalho. Ha 450 horas disponiveis. O lucro por cadeira é de
R$ 180,00 e por mesa é de R$ 320,00. Qual o nimero de cadeiras e mesas que torna o
lucro maximo? Qual é esse valor?

Devemos iniciar definindo a func¢ado objetivo e identificar as varidveis de decisao.

Consideremos:

1 = quantidade de cadeiras

ro = quantidade de mesas

o Devemos estabelecer as variaveis de restrigoes

Quantidade de tabuas: 5x; + 20z, < 400

Quantidade de horas: 10z9 4+ 15z9 < 450

o Devemos identificar qual a fungao objetivo do problema:

Lucro = 180x; + 32029 =— Max 180z + 320x,

Resolucgao grafica: Consideremos as desigualdades

o (I) by + 2029 < 400

e (I1) 10z, + 1525 < 450

Observemos que, para

(I) 5ZL‘1 + 201’2 = 400,

Segue
400
Se x1 :0—>5.0+20x2:400—>x2:%:20.

400
Se:pg:O—>5x1+20.02400—>m1:?:80.
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Figura 2.1: Representacao grafica

g mesas

g cadeiras

Fonte: Elaborada pela autora.

Para a segunda equacao:
(IT) 102y + 1529 = 450

450

Sex1:O—>10.O+15x2:450—>x2:E—30
450
Sex2:O—>10x1+15.O:450—>x1:1—0:45

Figura 2.2: Solucao grafica

Fonte: Elaborada pela autora.
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Ja conhecemos os vértices (0, 20) e (45, 0) vamos determinar o vértice do ponto de
interseccao entre as retas. Para isto, considere o sistema:

5y + 20xe = 400(—2)

—10z7 — 40z = —800
1021 + 1529 = 450

—25x9 = —350
~ —350
ECRNTT

To = 14

Substituindo na primeira equagao temos:

5x1 + 201’2 =400
ory + 20.14 = 400
d5x1 + 280 =400

52, =120

120

T, = —
! 5
xrT = 24

Vamos aplicar os pontos encontrados na fungao lucro para obtermos a solu¢do 6tima
Lucro = 180x; + 320z4

e (0,20) => L = 180.0 + 320.20 = 6400
e (24,14) => L = 180.24 + 320.14 = 4320 + 4480 = 8300

e (45,0) = L = 180.45 + 320.0 = 8100

Logo, a solugao 6tima para o problema analisado é (24, 14). Ou seja, a melhor opgao
para essa empresa sera a producao de 24 cadeiras e 14 mesas.

A solucao gréfica para os problemas de programacao linear é possivel quando temos
somente duas variaveis de controle. Porém, a maioria dos problemas praticos envolve mais
variaveis o que exige a utilizacdo de outros métodos de solucao.

Observamos que o método grafico nao é tao eficiente para resolvermos quaisquer tipo
de problemas lineares, pois tem uma capacidade limitada. Uma solucao conhecida que
sera tratada mais adiante neste texto é o método simplex. A partir do método simplex é
possivel encontrar a solucdo do PL para qualquer niimero de variaveis de decisao. Sabe-
mos que situagoes reais apresentam um numero grande de variaveis e restrigoes entao a
resolucao manual ndo ¢é vidvel, neste caso utilizam-se softwares especificos para resolugao

de PL.






3 Resultados basicos

O objetivo deste capitulo é apresentar os resultados envolvendo a programacao linear,
como seus critérios de basicidades e um exemplo pratico. Conheceremos o teorema fun-
damental da programacao linear. As referéncias utilizadas ao longo deste capitulo foram

[1], [4] e [7].

3.1 Regiao viavel e vértices

Provemos agora que se a regiao ¢ viavel entao existe pelo menos uma solugao basica
viavel. Iremos provar que toda solucao basica viavel é um extremo do conjunto convexo e
que se a solugdo 6tima existir esta € uma solucao basica. A definicdo de conjunto convexo
se encontra no Apéndice A.

Teorema 3.1. (Regido factivel é convera)
Em um problema de programacao linear, a regidgo viavel é um conjunto convezo.

Demonstragio. Seja S o conjunto formado pelos pontos x tais que Ax = b, z > 0, onde
A é uma matriz constante. Vamos demonstrar que o conjunto S é convexo.
Sejam z1, 9 € S. Precisamos mostrar que z = ax; + (1 —a)zy € 5,0 < o < 1. Como
T1,T9 €S, temos Ary =be Arg =be xq,29 > 0.
Logo, Az = Alax; + (1 — a)xs] = aAzy + (1 — a)Azy = ab+ (1 — a)b = b. Uma vez
que x1,T9 > 0 e a <1, entdao r = ax; + (1 — a)xy > 0. Portanto, z € S.
m

Teorema 3.2. Se a fungdo objetivo possui um mdximo (minimo) finito, entao pelo menos
uma solucao otima € um ponto extremo do conjunto convexo S.

Demonstracdo. Seja Z a funcao objetivo que assume o valor maximo M no ponto xg.
Entao, pode-se afirmar que M = Z(x¢) > Z(x), para todo x € S. Sejam 1, T2, ..., Tp 08
pontos extremos do conjunto .S. Precisamos provar que xo é um desses pontos extremos.
Suponha que xy nao seja um ponto extremo de S.
Entao, xy pode ser obtido pela combinagao convexa de seus pontos extremos, isto é,

p
To =Y 04l (3.1)
i=1
p
sendo a; > 0,1 =1,2,....,pe Zai = 1.
i=1

Assim,

31
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p
Z(ZL‘Q) = Z(Z O‘ifz) - Z(Oé12_71 + Oégi‘g + ...+ Oép[f'p

=1
= Z(a171) + Z(aaZ2) + ... + Z(a,x,)
= alZ(:El) + OégZ(.i‘Q) + ...+ OépZ<.i'M) =M.

Considerando o ponto extremo z; definido pela relacao

Z(xp) = maxZ(x;),1=1,2,...,p. (3.2)

Devido as relagoes (3.1) e (3.3) a relagdo de (3.2) pode sofrer as seguintes modifica-
coes:

Z(xg) < onZ(Tp) + aZ(Zar) + oo + 0 Z(Zar)

ou seja,

P
pois, Zai =1.
i=1

Como M = Z(xy) > Z(x), para todo x € S, entao Z(xy) = M = Z(Z)y) e fica provado
que a soluc¢ao 6tima de zy é um ponto extremo do conjunto convexo S.
m

3.2 Solucoes basicas da PL

Definig¢ao 3.3. Considerando simultaneamente um conjunto de m equagdes lineares em
n incognitas na forma Az = b. Seja B uma submatriz nao singular m x m formada pelas
colunas de A. Entao, se para todos n — m componentes de x nao associados com as
colunas de B sao fixadas como iguais a zero, a solu¢do do conjunto restante sao chamadas
de solugoes basicas de Ax = b com relagao a matriz bésica B (ou simplesmente base). As
componentes de x associadas com as colunas de B sao chamadas de varidveis bdsicas.

Na defini¢ao acima, refere-se a B como base, uma vez que B é formada por m colunas
linearmente independentes que podem ser consideradas como base. As solucoes béasicas
representam uma expressao para o vetor b como uma combinacao linear destes vetores
da base.

A obtencao de uma solucao basica envolve:

 identificar uma base Apg;
« Calcular sua inversa Az';
o multiplicé-la por b, obtendo o valor A5'b das varidveis bésicas.

Vamos adotar a nomenclatura
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e Ap e Ay : Matriz basica e matriz ndo bésica, respectivamente.

e xp e xy : Varidveis basicas e variaveis nao basicas, respectivamente.

Se o sistema Az = b tem uma solugao e se alguma linha de A é uma combinagao linear
de outras linhas, entdo a equacao correspondente é redundante. Assim, podemos supor
que as linhas de A sdo linearmente independentes; ou seja, podemos supor que A tem
classificagdo m, entdao m < n. Se A é uma matriz m X n, para qualquer subconjunto K
de {1,...,n} escolhemos A a submatriz de A consistindo das colunas de A cujos indices
pertencem a K. Denotamos a coluna j da matriz A por Aj.

Com respeito ao sistema Az = b, x > 0, com posto A = m.

Na sequéncia do texto, dado x = (1, ...,x,) € R" a notagdo = > 0 indica que z; >
0,...,z, > 0. De forma similar define-se a desigualdade anterior para matrizes.

Podemos também utilizar a notacdo matricial para definir as solugoes basicas e nao
béasicas.

Por exemplo, considerando o sistema Az = b e x > 0, onde A é uma matriz m x n e
b é um vetor m X 1 e supondo que o posto (A, b)= posto(A) = m. Depois de reorganizar
as colunas de A, tem-se que A = [B, N| onde B é uma matriz invertivel m x m e N uma

matriz m x (n —m). A solugdo =z = iB para a equacao Az = b, onde:
N

Irp = B_lb,

.TN:O,

¢ chamado de solucao bdsica do sistema. Se xg > 0, entao x é chamada de solucao bdsica
factivel. Neste momento a matriz B é chamada de matriz basica (ou simplesmente base) e
N é chamada de matriz ndo basica. As componentes xp sao chamadas de varidveis basicas
(ou wvaridveis dependentes) e as componentes de x sdo chamadas de varidveis nao basicas
(ou wvaridveis independentes). Se xp > 0, entdo x é chamado de varidvel basica factivel
nao degenerada.

Teorema 3.4. (Muiltiplas solugées) Se um valor étimo da fungao objetivo é atingido em
mais de um ponto extremo, cada combinagdo convexra desses pontos extremos também
fornece o valor ¢timo da fungdo objetivo.

Demonstragio. Seja a fungio objetivo Z(z) = c¢f'x que assume o valor 6timo Z* nos pontos
extremos y; e 4o, ou seja, Z* = cly; = clyy. Seja xo = (1 — )y + ays, com « € [0, 1].
Entdo, 79 € S, pois S é um conjunto convexo, e clzg = acly; + (1 — a)cly, = Z*.
Portanto, xy também é uma solucao 6tima do problema linear. O

As variaveis bésicas de uma solugao basica nao sao necessariamente todas nulas. Isto
pode ser notado pela Definicao 3.5 a seguir.

Definig¢ao 3.5. Se uma ou mais varidveis basicas de uma solugao bésica tem valor igual
a zero, dizemos que a solugao basica ¢ degenerada.

Em uma solucao bésica nao-degenerada as varidveis bésicas, e consequentemente a
base B, sao as componentes positivas da solucao. H4 uma ambiguidade com a solugao
basica degenerada, contudo as variaveis nulas basicas e nao basicas podem ser trocadas.
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Considerando o sistema de restri¢oes
Ax =10

z >0,

que representam as restricoes de um sistema linear na forma padrao. Temos as restri-
¢oes de positividade, defini¢coes similares aplicam-se quando estas restricoes devem ser
consideradas.

Definigao 3.6. Solugoes basicas factiveis Um vetor = é chamado de factivel se satisfaz
todas as restrigoes do sistema anterior. Uma solucao factivel do sistema e também basica,
¢ chamada de solucao bdsica factivel. Se esta solugao também for uma solucao basica
degenerada, entao é chamada de solucao factivel basica degenerada.

Exemplo 3.7. Solugoes basicas
Vamos identificar todas as solugoes bésicas do problema de programacao linear abaixo:

Minimizar T1 — To
Sujeito a w1+ 12 <6
) S 3
T1,T9 Z 0.

Obtendo a forma padrao, temos:

Minimizar T1 — To
Sujeito a 1+ To + T3 =6
Ty + Ty = 3

X1,T2,T3, T4 Z 0.

Escrevendo na forma matricial temos a matriz

1110
A_l0101]

Que satisfaz o posto completo, pois posto (A4) = 2.

. ) 4
Combinando os vetores das colunas da matriz A de 2 em 2 temos <

2) = 6 possiveis

bases.

» 12 possivel solugcao

By ={1,2} e Ny = {3,4}

11, a1 |1 —1
ABI—[O 1]ebase, pmsABl—[O 1]
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=[] =oean =[] =[5 [3]= []

Entao (x1, 29, 3, 24) = (3,3,0,0) é solugao bésica viavel.

22 possivel solugao
By, = {1,3} e Ny = {2,4}

Ap, = [(1) (1)] nao ¢é base, pois Ap, é singular.

32 possivel solugao

B; = {1,4} e Ny = {2,3}

Ap, = B ﬂ ¢ base, pois A, = [é ﬂ

Temos

=[] oo =[] <o A -3

Entao (z1, z9, x3,24) = (6,0,0,3) é solugao bésica viavel.

42 possivel solugao

By = {2,3} e N, = {1,4}

1 1|, o 0 1
Ap, = [1 0] é base, pois Ay, = [1 _1]

Temos

e[ oo - 2

Entao (z1, z9, 3, 24) = (0,3,3,0) é solugao bésica viavel.

52 possivel solugao

Bs ={2,4} e N5 = {1,3}

Ap, = H (1)] é base, pois Agsl = l—ll (1)]
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o= [ <oeen =[] - [ - %)

Entao (x1, za, x3,24) = (0,6,0,—3) é solugao bésica invidvel.

» 62 possivel solugcao

Bs = {3,4} e Ng = {1,2}

Ap, = [(1) (1)] é base, pois A = l(l] (1)]

Temos

=[] oo 2] =[o -

Entao (x1, za, 3, 24) = (0,0,6,3) é solugao bésica viavel.

Vamos identificar as solu¢oes basicas no conjuntos das solugoes viaveis do nosso pro-
blema anterior.

Figura 3.1: Solucao basica

Fonte: Elaborada pela autora.

As quatro solugoes bésicas vidveis do exemplo acima (1, 3, 4 e 6) correspondem as
4 vértices do conjunto viavel ( D, B, C, E).

Vértice é intercessao das retas dadas pelas varidveis nao basicas.

A solugao basica inviavel esta fora da regido viavel (A).

Solugbes viaveis nao basicas se associam a retas paralelas.
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3.3 Teorema fundamental da programacao linear

O teorema mostra a necessidade de considerar as solugoes basicas factiveis na busca
da solugao otima para o Problema de Programacao Linear, isto porque o valor 6timo é
encontrado através de uma solucao, cuja respectiva forma padrao é dada por:

Minimizar cT'r

Sujeito a Ar =10
z > 0.

Uma solugao factivel que minimize o valor da funcao objetivo, respeitando as restrigoes
da fungao é chamada de solugao factivel 6tima. Se a solugao é uma solucao basica, entao
ela é solugao basica factivel étima. O préximo resultado foi baseado em [9].

Teorema 3.8. (Teorema Fundamental da Programagao Linear) Dada um problema de
programagao linear da forma padrao onde A é uma matriz m X n de posto m, temos:

1. se existe uma solugdo factivel, entao existe uma solucao bdsica factivel;
2. se existe uma solugdo factivel 6tima, entao existe uma solugao basica factivel 6tima.

Demonstracdo. Item 1. Sejam ay,as, ..., a, os vetores da coluna da matriz A. Suponha
que = (x1, 9, ..., T,) seja uma solucao factivel. Entao, em termos da coluna de A, esta
solucao satisfaz:

T1a1 + Toay + ...+ xpa, = . (3.3)

Supondo que exatamente p das variaveis x; sdo maiores do que zero, e por conveniéncia
elas sao as p primeiras variaveis, a equagao pode ser reescrita como:

r1a1 + Taag + ... + xpa, = . (3.4)

Devemos considerar os casos dos vetores a;, ag, . . . , a, serem linearmente independentes
e linearmente dependentes.

Caso 1: Supondo que ay, as, ..., a, sao linearmente independentes. Logo, p < m. Se
p = m, a solugao é basica e a prova esta concluida. Se p < m, entao selecionando m — p
vetores dos n — p vetores restantes tal que restara m vetores linearmente independentes.
Atribuindo como sendo zero as m — p varidveis restantes, obtém-se uma solugdo basica
factivel (degenerada neste caso).

Caso 2: Supondo que aj,ag,...,a, sao linearmente dependentes. Entao, existe
uma combinac¢do nao trivial desses vetores cujo valor é nulo. Isto é, existem constan-
tes y1, Y2, ..., Yyp onde pelo menos uma delas é positiva. Sendo assim,

y1a1 + Y202 + ... + ypa, = 0.
Multiplicando essa equagao pelo escalar € real e subtraindo de (3.3) obtem-se:

(1 —eyr)ar + (x2 — eya)ag + ... + (v, — €yp)a, = b.
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A expressao acima é valida para qualquer ¢, e para cada e, as componentes x; — €y;
correspondem a uma solugao da equacao, embora a restricao x; —ey; > 0 possa ser violada.
Supondo ¥y = (y1, Y2, - - ., Y, 0,0,...,0), a solucao de (3.5) para qualquer valor de ¢ é:

T — ey.

Para ¢ = 0, a solucao é uma solugao basica factivel. Quando € aumenta a partir de zero,
as componentes também podem decrescer, crescer, ou permanecer constantes, dependendo
se os valores correspondentes de y; sao negativos, positivos ou nulos. Pelo menos um dos
valores de y; é positivo. Logo, pelo menos uma das componentes ird decrescer enquanto €
ird crescer, aumentando o valor de € até que uma ou mais componentes tornem-se nulas.
Isto é, considerando que

e = min{x;/y; : y; > 0}.

Para este valor de € a solugao dada por: x — ey, é factivel e possui no maximo p — 1
variaveis positivas. Repetindo o processo, se necessario, podemos eliminar as variaveis po-
sitivas até encontrarmos uma solugao factivel com as colunas correspondentes linearmente
independente, situacao onde o primeiro caso se aplica.

Para demonstracao do item 2: Supondo que x = (21, Z2, .. ., x,) seja uma solugao fac-
tivel 6tima e, como no caso da demonstracao do item 1, supondo que existem exatamente
p varidveis positivas (21, za, . .., z,). Novamente temos dois casos: Caso 1, correspondente
ao linearmente independente, o procedimento é equivalente ao descrito anteriormente.

No Caso 2 o procedimento também é o mesmo que o anterior, mas deve ser demons-
trado que para qualquer ¢ na solugao (z — ey) é 6timo. Para isso, sabemos que o valor da
solucao x — ey é:

'z —ecly. (3.5)

Para e suficientemente pequeno, x—ey é uma solucao factivel para valores de € positivos
ou negativos. Podemos entdo concluir que ¢’z = 0, pois se ¢’y # 0, um valor pequeno de
e com sinal apropriado poderia ser encontrado para fazer (3.5) menor que ¢!z mantendo
a factibilidade. Isto contraria a hipdtese uma vez que x é uma solucao 6tima. Logo,
'y =0.

Assim sendo, temos uma menor solugao factivel com um nimero menor de variaveis
positivas também oOtimas. O restante da prova segue exatamente como descrito no item
1. O



4 Dualidade

Este capitulo foi baseado nas referéncias [1], [2] e [5] e tem o objetivo de introduzir o
conceito de dualidade em problemas de programagcao linear.

Em uma pesquisa rapida pelo dicionario da Lingua Portuguesa temos que dualidade,
substantivo feminino é:

e Qualidade do que é dual ou duplo em natureza, substancia ou principio.

o Uma das divisoes da categoria nimero, oposta a singularidade e a pluralidade; indica
um par de entidades isolaveis e exprime-se pelo dual;

Dualidade é a propriedade ou carater do que é duplo, do que é dual, ou que contém
em si duas naturezas, duas substancias ou dois principios.
Dualidade também possui significados na area da fisica, da filosofia e da matematica.

e Dualidade na fisica: Na fisica, existe a dualidade onda-particula, também cha-
mada de dualidade onda-corpusculo ou dualidade matéria-energia. A dualidade
onda-particula é uma propriedade fisica com dimensoes atomicas, que é a proprie-
dade dos entes fisicos possuirem tanto particulas como ondas.

e Dualidade na filosofia: Dualismo ¢ um sistema religioso ou filoséfico que admite
a coexisténcia de dois principios eternos, necessarios e opostos. Doutrina que em
qualquer ordem de ideias admite dois principios irredutiveis.

e Dualidade na programacao linear: Em programacao linear, dualidade significa
a existéncia de um outro problema de PL, associado a cada problema de PL, que
designa-se problema dual (D). Nesta relacdo com o problema dual o problema
original designa-se por problema primal (P).

A dualidade é um conceito que liga intimamente dois problemas da programacao linear.

Vamos identificar o primeiro como sendo o primal, e o segundo como seu dual associ-
ado, se o problema primario for:

MINIMIZAr cx
sujeito a: Axr =b
x>0,
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seu dual sera

maximizar yb
sujeito a: yA <c
y <0.

E interessante perceber que sao maneiras diferentes, mas equivalentes, de olhar para
0 mesmo problema.

4.1 Dualidade na programacao linear

A todo problema da programacao linear, estd associado um outro, ou seja, em um
problema de PL original (Primal) a sua dualidade (Dual) é definida de forma direta e
sistémica. Logo, a solucao 6tima de um problema oferece automaticamente a solucao
6tima do outro. Vejamos a seguir a relagao entre primal e dual.

Determinacao do Dual

1.

Se um é o minimo o outro serd o maximo. Se no primal calcula-se o minimo, no
dual busca-se 0 maximo;

O vetor de recurso de um sao os vetores de custos do outro;

As variaveis de um estao relacionadas com a restrigao do outro;
As restri¢oes de um estao relacionadas com as variaveis do outro;
Uma varidvel dual é definida para cada equacao (restri¢do) primal;
Uma restricado dual é definida para cada varidvel primal;

Os coeficientes da restri¢do (coluna) de uma varidvel primal definem os coeficientes
do lado esquerdo da restricao dual;

Os coeficientes da funcao objetivo de problema dual sao iguais aos coeficientes do
lado direito das equagoes de restricao do problema primal.

Denotaremos por P, o problema primal e D o problema dual. Notacao:

(P)minimizar ¢’z

sujeito a: Ax =b
x>0

Ao escolher o vetor u € R™ e realizar uma combinagao linear com Az = b, teremos

ul Ax = uT'b,

com o objetivo de trocar n restrigbes por somente uma, o que facilita a resolucao.
Logo, substituindo essa restricao agregada na funcao objetivo, temos
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P(u)minimizar ¢’z +u’(b— Ax)
sujeito a:x >0

Agora s6 temos a restricdo de nao negatividade o que facilita a resolucgao.

Reescrevendo a funcao, e colocando x em evidéncia, ficamos com o problema

P(u) minimizar (¢! —ul Az + bTu
sujeito a:x >0

Assim, percebe-se que a solugdo de P(u) é trivial, pois:
o ' —uTA<0: P(u) éilimitado;

e ' —uTA>0:2 =0 ésolucio 6tima com valor b’ u;
Vamos denotar [V] para valor étimo.

Proposicao 4.1. Para todo u € R™, o valor étimo de P(u) serd um limitante inferior
de P.

Demonstra¢io. Como vimos acima o V[P(u)] é muito simples de ser obtido, pois quando
for ilimitado seu valor serd -oo, ou valerd b’ u.

Vamos supor que

e V[P] = —o0, ou seja é ilimitado
O conjunto vidvel de [P(u)] é maior que o conjunto vidvel de P, pois P tem mais
restricoes

P(u) 2 (P).
As fungoes objetivos coincidem nos pontos vidveis de (P).
Com isso conclui-se que
V[P] = —oc0 = V[P(u)] = —
Agora se

e V[P] = 400, P serd um problema invidvel, assim sua desigualdade é verdadeira.
V[P] = 400 = V[P(u)] < V[P].

e V[PleR

Se o problema tem um valor real, entao tem solugao, utilizando o ponto z*, temos:
V[P] = cla* = cTa* +u? (b — Az*) > V[P (u)].

Como z* é vidvel para P sabemos que (b — Ax*) = 0, assim a desigualdade se faz

verdadeira.
Concluimos que para qualquer u teremos V[P(u)] < V[P]. O
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Encontrar u maximizando V[P (u)]

—o0, ' —uTA <0
V[P(U)]:{ . T —ulA>0

Reescrevendo a condicdo de b7 u, temos

' —uTA>0e0u"A< e ATu<e
Assim, obtemos o dual de (P), ou seja,

Mazximizar blu
sujeito a ATy < c.

Podemos perceber as relagoes:
Restri¢ao de (P) <= Varidvel de (D)
Variavel de (P) <= Restricao de (D)
Com isso definimos o exemplo padrao para o problema.

Dado o problema linear, chamado de Primal:

Minimizar 2=z
sujeito a Arxr=b
x>0,

define-se o correspondente Dual como o seguinte problema linear:

Maximizar w = blu
sujeito a ATy < c.
onde
e Iy,...,T, = varidveis primais;
° Ui,..., U, = variaveis duais;

o Ax = b : restrigoes primais;

o ATy < c: restricoes duais;

Exemplo 4.2. Formulacao do Dual. Dado o problema primal

minimizar 2r; + X9 + 4x3
sujeitoa —2xr; + w9 + x3 >1
—x -+ 2.CE2 — I3 S 1
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1‘120,1'2206])320
Primeiramente temos que transformar o problema em sua forma padrao, ou seja, com
igualdade:

minimizar 2r; + x9 + 4xs
sujeitoa —2x1 + 19 + x3 —x4=1

—x1 + 2%2 — I3 +.T5:1

120,29 20,2320, 24 >20e 25 >0

Utilizando o que vimos na determinacao do dual e definindo a variavel dual
u = (uy, uz), obtemos o problema dual:

marimizar U3 + U

sujeito a : —2u; — Uy <2
U + 2uy <1

u — U <4

—U <0

Uy <0

Vamos provar um resultado importante sobre o dual do dual.
Proposicao 4.3. O dual do dual é o primal.

Demonstragio. Tomando o problema

(D)max b
s.a: ATy < ¢

~ . .« 2’ . / "
Para converter o problema a forma padrao, vamos definir as variaveis de folga v e u .
. / "
Consideremos u =u — u
Incluindo a variavel de folga, u/ nessa desigualdade, obtemos o problema equivalente:

minimizar — by + b7y
sujeito a : ATu' — ATu" +u/ = ¢
u’ZO, uW>0euf >0

Para facilitar o processo vamos transformar no formato matricial.

Assim,

. . . 14
Minimizar | b u
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!

u
sujeito a : |AT —AT I} u'| =c,
uf
u/
u' | >0.
ol
Assim, teremos o dual desse problema
maximizar cly
—b
. . T T T
sujeito a : [A —A I} y<|b
0
Ao realizarmos a transposicao da matriz, obtém-se
maximizar cly
A —b
sujeito a : —Aly<|b
I 0
Assim, ao realizarmos a minimizagao teremos
Minimizar —cly
sujeito a Ay < —b
—Ay <b
y <0.
Ao substituirmos z = —y, teremos
Minimizar clx
sujeito a Ax=0b
z > 0.
Logo, obtemos o problema primal. O

Quando nao temos um problema em sua forma padrao podemos utilizar a Tabela 4.1
de conversdo a seguir.

Tabela 4.1: Correspondéncia entre o programa primal e o dual.

\ PRIMAL DUAL
Ntumero de Restrigoes m n
Numero de Variaveis n m
Variaveis e Restri¢oes variaveis > 0 restrigoes de <
restrigoes de igualdade | variaveis sem restrigoes

Matriz A AT
Coeficiente de Custo c b
Termos Independentes b c
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Utilizaremos a tabela para mostrar um exemplo de transformacao do dual sem utilizar
a forma padrao.

maximizar 2r; — 3Ty + 4xs
sujeitoa: 3xry + lzg + lag <2
—1x1 — 2.1'2 + 2.773 > 4

51 — 3wy +1lzg > —1
—11’1 —+ 3ZL’2 — 11’3 = -5

x1 >0, 29 > 0 e z3 livre.

Dual
mininimizar 2u; + 4ug — lus — duy
sujeito a: 3u; — lus + duz — lugy > 2
1u1 — 2u2 — 3U3 + 3U4 < -3

]_Ul + 3U2 +2U3—1U4:4

ur <0, up <0, uz <0 e uy livre.

4.2 Teoremas da dualidade

Nesta se¢ao vamos apresentar alguns resultados importantes envolvendo dualidade.

Teorema 4.4. Dualidade Fraca
Se & e u sao factiveis para primal (min) e o dual(maz) respectivamente, entio
b'u < 'z e o inverso também é verdadeiro.

Demonstragio. b'u = (A7)Tu=z"ATu < 7Tc= "'z, poisz > 0e ATu <c. O

Corolario 4.5. Se um problema de programacao linear é limitado, entdo o seu dual é
factivel.

Demonstragio. Suponha por contradicdo que o problema primal seja ilimitado e que o
seu dual tenha uma solucdo factivel. Pelo teorema da dualidade fraca temos b'u < 'z,
para todo z factivel. Assim b4 < —o0 o que é um absurdo, pois supomos que % é factivel
e deveriamos ter b’ u € R. O

Corolario 4.6. Se um problema de programacao linear e seu dual tem solucao factivel
de mesmo valor bT'u = c'T para as respectivas fungoes objetivas, entdo essas solugoes sio
otimas.

Demonstracio. Existem @ e Z tais que b'a = c¢’'z. Por outro lado, pelo Teorema da
Dualidade Fraca, sabemos que bTu < ¢y, para todo y factivel. Logo, bTz < cl'y para
todo y primal factivel e, portanto, z é 6timo primal. De forma analoga, sabemos que
b'q < 'z para todo ¢ dual factivel. Logo bT'¢ < b'u, para todo ¢ dual factivel e,
portanto, u é étima. O
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Teorema 4.7. Dualidade Forte
Se um problema de programacao linear tem solucao 6tima, seu dual também o tem e
0s valores otimos sao iquais.

Demonstrag¢io. Supondo que o primal tem solu¢ao 6tima (bdsica) z*, temos as condigoes:
Existe Ap tal que x5 = Ag'h,
xy =0e

" —cEAZ'A > 0, ou seja, os custos reduzidos.

Queremos construir uma solugao (u) que seja factivel e étima para o dual.

Definindo (u*)T = c5AZ', vamos provar que é factivel e 6timo. Substituindo nos
custos reduzidos temos

' — (u)TA=c"—cLAZ'A >0, ou seja, ATu* < c.

Demonstrando que u* é viavel para (D) dual, pois satisfaz suas condigoes.
Analisando o valor da fungao objetivo em (u*), temos

b'u* = (u*)'h = c5AZ'D = chaty = cTa*.

Logo, z* é 6timo para (D).
Assim, o valor da solugao factivel (u*) do dual é igual ao valor da solugdo 6tima de
(z*) no primal.
O

Uma pergunta natural que surge é como resolver um PL de forma mais rapida e eficaz?
O Método Simplex ¢é o algoritmo primal mais conhecido para a resolucao de problemas
lineares. Conheceremos um pouco esse método no préximo capitulo.



5 Meétodo Simplex

As referéncias que baseiam este capitulo sao [1], [2], [4], [7] e [9]. Ao tratarmos
de programacao linear ndo podemos deixar de mencionar sobre um dos métodos mais
utilizado e tao importante na busca de solugoes de problemas através PL.

O método simplex, que é uma das abordagens mais bem sucedidas para encontrar a
melhor solu¢do para problemas de programacao linear na forma

Minimizar cxT
Sujeito a Ax =D,
xz > 0.

Nao ha restricdo em supor que o sistema linear Ax = b é soluvel, caso contrario,
nao haveria vetores viaveis. Além disso, se A ndo é uma matriz de posto completo,
podemos selecionar uma submatriz A eliminando varias linhas de A, e as componentes
correspondentes de b, de modo que a nova matriz A" tenha posto completo. Nesse caso
obtemos um novo, mas equivalente problema de programacao linear.

5.1 Motivacao

O problema ¢é dado abaixo

Minimizar cx
Sujeito a Az =10,
x> 0.

onde O é o subvetor de b obtido pela eliminacao das componentes correspondentes as
linhas de A que descartamos anteriormente. Este novo PPL é equivalente ao inicial no
sentido de que ambos tém a mesma solucdo 6tima, mas a matriz A’ para o problema
reduzido é uma matriz de posto completo.

Devemos, portanto, supor, sem perda de generalidade, que o posto da matriz A m xn
é¢ m (lembramos de m < n) e que o sistema linear Az = b é solivel.

Existem vetores vidveis especiais que desempenham um papel central no método sim-
plex. Estas sdo as solugoes do sistema linear Az = b com nao negatividade e pelo menos
n —m componentes nulos. Na verdade, todos esses pontos extremos ou pontos béasicos das
solugoes, como sao normalmente chamadas, podem, em principio, ser obtidas resolvendo-
se todos os sistemas lineares quadrados m x m, Ax = b onde n —m componentes de x sao
definidos para zero, e descartando as solu¢des com pelo menos um componente negativo.

47



48 Método Simplex

A estrutura linear muito especial de um problema de programacao linear nos permite
concentrar nessas solugoes béasicas ao procurarmos solucoes 6timas.
Relembrando que se o problema

Minimizar cT
Sujeito a Ax =D,
x> 0.

admite uma solugao 6tima, entao existe também uma solucao étima que é solugao bésica.
Isso fica bastante evidente se percebermos que o conjunto vidavel de um problema de
programagao linear é algum tipo de “poliedro” e, portanto, valores minimos (ou méaximos)
de fungoes devem ser tomados em um vértice, como provado no teorema fundamental da
programagcao linear, teorema 3.8 na p. 37.

5.2 Pivoteamento

E preciso, para entender o método simplex, abordar o pivoteamento e para isso con-
sideramos o sistema de equacgoes lineares abaixo:

anry + apre + ... + apr, = b
a21.1:1 + a22.x2 + ...+ amfxn = by (5.1)
Am1T1 + AmaTs + ...+ GunTn = b,
onde m < n. Escrevendo na forma de matriz temos:
Axr =b.
Denotando por a as linhas ¢ da matriz A, podemos expressar (5.1) como:
a'r = b
a’r = by
(5.2)
a™x = b,,.

Esta é uma interpreta¢ao natural de (5.1) como um conjunto de m equagoes.

Se as equagoes (5.2) sdo linearmente independentes, podemos substituir uma equagao
dada por qualquer multiplo dela, com qualquer combinacao linear de outras equacoes
no sistema. Isto leva ao conhecido método de eliminacao de Gauss, onde equagoes de
um sistema linear sdo adequadamente substituidas por outras para compor uma forma
triangular superior ou candnica. Assim, se as primeiras m colunas de A sao linearmente
independentes, entao o sistema (5.1) pode, apds uma sequéncia de multiplicagoes e sub-
tragoes, ser convertido na forma candnica seguinte:
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1 T m+1Tm+1 TYm2Tme2 T FY1iaTn = Y10
T FY2o,m+1Tm+1 TY2,m+2Tmr2 T - FYonln = Y20
. . (5.3)
Tm +ym,m+1xm+l + ... +ym,nxn = Umo
Na representagao canonica desse sistema, as variaveis x1, xo, ..., x,, sdo chamadas de

bdsicas e as outras sao as ndo bdsicas. Uma solucao basica desse sistema é da forma:

T1 = Y10, T2 = Y205 - - - » Ty = Ymo Tmy1 =0,...,2, =0,

ou na forma vetorial x = (yo,0) onde yy é da forma (m x 1) e o vetor 0 é da forma
(n—m, x1) .

Também é comum representarmos o sistema (5.3) na forma de matriz ou tableau:

10 0 wimer --- Yin Yo
9 1 0 yQ,r‘n—i—l e y2n y?O (5.4)
0 0 1 Ymm+1 -+ Ymn Ymo-

5.3 Metodologia

Para iniciarmos o Método Simplex necessitamos de uma solu¢do basica viavel inicial,
a qual é um dos pontos extremos do nosso problema de programacao linear. Este método
verifica se a presente solugao é 6tima. Se esta nao for é porque um dos demais pontos
extremos adjacentes (vértices) fornecem valor menor para a fungdo objetivo que a atual,
quando o problema considerado é de minimizacao.

Entao faz uma mudanca de vértice na direcao que mais diminui a funcao objetivo e
verifica se este novo vértice é 6timo. O processo termina quando, estando num ponto
extremo, todos os outros pontos extremos adjacentes fornecem valores maiores para a
funcao objetivo.

Portanto, a troca de vértice, faz uma varidvel ndo bésica crescer (assumir valor po-
sitivo) ao mesmo tempo em que zera uma varidavel bésica (para possibilitar a troca)
conservando a viabilidade do problema de programacao linear.

Para isso, escolhemos uma variavel cujo custo relativo é mais negativo (nao é regra
geral) para entrar na base e as trocas de vértices sdo feitas até que nao exista mais nenhum
custo relativo negativo.

A variavel que saira da base é aquela que, ao se anular, garante que as demais conti-
nuem maiores ou iguais a zero quando aumentamos o valor da variavel que entra na base
(respeitando a factibilidade).

O Método Simplex compreendera, portanto, os seguintes passos:

1. Achar uma solucao factivel bésica inicial.
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2. Verificar se a solugao atual é 6tima. Se for, pare. Caso contrario, siga para o proximo
passo.

3. Determinar a variavel nao bésica que deve entrar na base;
4. Determinar a variavel béasica que deve sair da base;

5. Atualizar o sistema a fim de determinar a nova solugao factivel basica, e voltar ao
passo 2.

5.4 Variavel de saida

Considere © = (21,2, ..., 2y, 0,0,...,0) como solugdo bésica factivel, ou como repre-
sentacao equivalente:

T1a1 + Ty + ...+ Ty = b. (5.5)

Com base na Definicao 5.1, x; > 0, para ¢ = 1,2,...,m. Considere também a repre-
sentacao da variavel a4, ¢ > m. Representando a varidvel na forma de base tem-se:

aq = qual + quCL2 + ...+ qua'm'

Multiplicando a expressao acima por € > 0 e subtraindo da equagao acima obtém-se:

(x1 — eyrg)ar + (X2 — eyag)as + ... + (T, — EYmg)am + €aq = b. (5.6)

Assim, para qualquer € > 0 a expressdo acima resulta em b como uma combinagao
linear de no maximo m + 1 varidveis. Para ¢ = 0 tem-se uma solugdo basica factivel. A
medida que € aumenta, os coeficientes de a, também aumentam, e para valores sufici-
entemente pequenos de €, a expressao tem uma solucao factivel, porém nao basica. Os
coeficientes das outras variaveis irdo aumentar ou diminuir linearmente a medida que ¢
aumenta. Se nenhuma variavel diminuir, pode-se igualar os valores correspondentes ao
primeiro lugar onde um (ou mais) coeficientes desaparecem. Isto é:

e = ming{— : yiy > 0}. (5.7)
yiq
Neste caso, tem-se uma nova solucao basica factivel com o vetor a, substituindo o
vetor a, onde p corresponde ao indice minimo em (5.7). Se o minimo na (5.7) é obtido
por mais que indice ¢ entao a nova solucao é degenerada e qualquer uma das variaveis
com componente zero pode ser considerada como sendo a que deixou a base.

A tabela abaixo é utilizada para problemas de minimizacdo, para os casos de ma-
ximizagao, este quadro pode ser usado, desde que os elementos da linha inferior sejam
colocados com sinal invertido.

Tabela 5.1: Como organizar o problema no formato tableau

Z | B TN
z | 0] I BTN B~Tb  linhasdelam
z |1 0 CEB’lN —CN cEB’lb linha 0

Fonte: [4], p.126
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O tableau no qual z e xp seré resolvido em termos de x5 é chamado de forma canoénica.
Este tableau ndo fornece somente o valor da fungdo objetivo c5 B~1b e das varidveis bésicas
B7'b na coluna da direita, como também fornece todas as informacoes necessarias para
proceder com o Método Simplex. A linha de custos apresenta c5 B™'N — ¢k, que consiste
nos valores de (z; — ¢;) das varidveis nao basicas. A linha zero informa se héd uma solucao
6tima (se cada z; — ¢; < 0), e qual varidvel ndo bésica ird aumentar caso contrario. Se
é crescente, entdo o vetor v, = B~ 'a; que aparece no tableu na linha de 1 a m abaixo da
variavel x, ajudara a determinar por quanto xy pode aumentar. Se vy < 0, entdo x pode
aumentar indefinidamente, e o valor 6timo da funcao objetivo é ilimitado. Por outro lado,
se Y tem pelo menos um componente positivo, o crescimento em x serd interrompido
por alguma variavel basica atual, que torna-se zero. O teste da razdo minima determina
o valor da variavel de bloqueio. Deseja-se um esquema que:

1. Atualize as variaveis basicas e seus valores;
2. Atualize os valores de (z; — ¢;) das novas varidveis nao bésicas;
3. Atualize a coluna y;.

Existem condigoes especiais que devem ser consideradas a fim de que a operacao de
pivoteamento seja factivel. A seguir, veremos como é possivel selecionar os elementos
pivos, para transformar uma solucao basica factivel em outra.

Ao mostrarmos que, embora nao seja possivel especificarmos qual par de variaveis
serao trocadas a fim de manter a nao negatividade, é possivel especificarmos qual variavel
nao basica devera se tornar a basica, e consequentemente, qual variavel basica ird se tornar
nao basica.

Um argumento significativo, que pode simplificar varios pressupostos da Programacao
Linear é descrito abaixo:

Definicao 5.1. (Solugio nao degenerada) Cada solugao bésica factivel de Ax = b, com
xp > 0 é denominada solucao basica factivel ndo degenerada.

Essa definicao é utilizada durante todo o desenvolvimento do Método Simplex, desde
que as solugoes sejam substituidas adequadamente. A seguir, serd visto como determi-
narmos quais variaveis serao trocadas, a fim de determinarmos melhores solugoes para o
sistema.

5.5 Solucgao factivel minima

A ideia do Método Simplex é selecionar uma coluna da sua tabela de estudo de modo
que a nova solugao basica factivel para a fungdo objetivo seja menor que a anterior.
Através de calculos elementares, que serdo descritos abaixo, é possivel determinarmos
qual variavel entrard na base para que o valor da funcao objetivo diminua, e depois de

alguns calculos, é possivel determinarmos qual variavel ird sair a fim de mantermos a
factibilidade.

A expressao entrar na base significa fazer uma variavel nao béasica deixar o valor nulo
e crescer até o maximo valor que lhe seja possivel e, portanto, positiva ou eventualmente
nula.
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Supomos que temos a seguinte solucao basica factivel:

(l'b,O) = (y107y207 v 7ym070707 L 70)7

junto com o tableau temos uma matriz identidade nas primeiras m colunas como mostrado
a seguir:

a; Ay ... QA Qpyl ... Gy b

1 0 0 Yims+1 --- Yin Y10

0 1 0 Yom+1 -+ Yan Y20 (58)
0 0 1 Ymm+1 -+ Ymn Ymo-

O valor da funcao objetivo para qualquer valor de x é:

2= 01X + oy + ... CnTp, (5.9)

e consequentemente para a solucao basica, o valor correspondente é:

20 = CpTp, (5.10)
onde ¢k = [c1, ¢, ..., Cl.
Embora seja natural usar a solu¢do bésica (zp,0) quando se tem um tableau (5.8), se

valores arbitrarios sdo atribuidos para x,,.1,Tmi2,...,Z,, as variaveis restantes podem
ser resolvidas como:

Ty = Yo — Z Y1,
j=m+1
To = Y20 — Z Y2, 25
j=m+1 (5.11)

n
Tm = Ymo — Z YmjLyj-
j=m+1

Usando (5.9) podemos subtrair z1, zs, . .., x,, da forma geral (5.11), obtendo:

z = CTx =2zt (Cm+1 - Zerl)merl + (Cm+2 - Zm+2)xm+2 +.o 4+ (Cn - Zn)xnv (512)

onde
2j = Y1¢1 + Y25€2 + ...+ YmjCm, m+1< 7 <, (5.13)

que é a relacao fundamental para determinar a coluna pivo. Um ponto importante é que,
esta equacdo oferece o valor da funcao objetivo z para qualquer solucao de Ax = b em
termos das variaveis T, 11, ..., Z,. A partir disso, podemos determinar se existe vantagem
em trocar a solugao béasica por uma outra varidvel nao basica.

Por exemplo, se ¢; — z; ¢ negativo para qualquer j,m +1 < j < n, entao ao aumentar
x; de zero para algum valor positivo que diminua o custo total, temos uma solucao melhor.
As férmulas (5.12) e (5.13) proporcionam as mudangas que seriam necessarias nos valores
das varidveis béasicas x1, o, ..., T, para satisfazer as mudancas em x;.
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Olhando para essa relacao de uma outra maneira: considerando y; como sendo a
i-ésima coluna do tableau. Assim, qualquer solucao satisfaz

T1€1 + T2 + ... T Tmlm = Yo — Tm41Ym+1 — Tm+2Ym+2 — - - — TnYn.
Utilizando o produto interno candnico do R™ desta equacdo com o vetor ¢k, temos:

m n

T
E Cix1 = CpYo — E 254,
=1 j=m+1

_ T ~ . n .
onde z; = cpy;. Entao adicionando 7, ., ¢;z; em ambos os membros, segue que:

dFr=z+ > (¢— 2z, (5.14)

j=m+1
como anteriormente.

Para melhor entendimento desses passos, iremos examinar um exemplo concreto ex-
traido de [1].

Exemplo 5.2. Queremos minimizar —3x; — 5xo com as restrigoes x > 0 e
3r1+ 205+ 23=18, 1 +24=4, x9+ x5=0.

A tabela inicial para este exemplo é

Tabela 5.2: Tabela inicial para o exemplo 5.2

Ty T X3 T4 Ts
3 2 1 0 0 18
1 0 0 1 0 4
0 1 0 0 1 6

3 -5 0 0 0 0

Fonte: Elaborada pela autora.

Se escolhermos as colunas ou variaveis 3,4 e 5 para compor a matriz B, descobrimos
que o vértice (0, 0, 18, 4, 6) é vidvel. Se reorganizarmos as trés colunas selecionadas como
as trés primeiras colunas, teremos a tabela

Tabela 5.3: Primeiro passo para o exemplo 5.2

i T T T i

w
N
(@2
—
no

o O =
O = O
_ o O
O = W
— O N

—_
D =~ 00

o o0 0 -3 -5 0

Fonte: Elaborada pela autora.
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Como neste caso em particular a matriz B ja ¢ a identidade, nao serd mais necessario
calculos na tabela para este proposito. Por outro lado, os componentes de ¢ nao corres-
pondentes as colunas em B sdo ambos negativos (—3 e —5); portanto, o critério de parada
nao é valido, e devemos transformar a tabela de acordo com o passo principal do método
simplex. A varidvel de entrada seria x5 (associado com —5 em c).

Para determinar a variavel de saida, examinamos as razoes 18/2 e 6/1 (4/0 é descartado
por termos zero no denominador) e selecionamos a terceira razao 6 como a menor. Em
conformidade, a terceira coluna de B (correspondente a x5) serd a coluna de saida. Depois
que estas duas variaveis forem trocadas, a tabela fica assim:

Tabela 5.4: Segundo passo para o exemplo 5.2

3 Ty T2 T1 s

1 0 2 3 0 18
o 1 0 1 0 4
0 O 1 0 1 6

o 0 -5 -3 0 0

Fonte: Elaborada pela autora.

Com esta nova tabela devemos obter, por meio de transformacoes elementares, a
matriz identidade nas trés primeiras colunas e o vetor nulo nas trés componentes de c.
Neste caso particular, esses dois objetivos sao obtidos mudando a primeira linha para si
mesma, menos duas vezes a terceira linha, e substituindo a quarta linha mais cinco vezes
a terceira. Apds essas mudancas chegamos no préximo passo.

Tabela 5.5: Terceiro passo para o exemplo 5.2

T3 Ty Ty T1 Ts

1 0 0 3 -2 6
O 1 0 1 0 4
o 0 1 0 1 6

o 0 0 -3 5 30

Fonte: Elaborada pela autora.

Mais uma vez, olhamos para os componentes que nao desaparecem de c e selecionamos
o (—1) como variavel de entrada (z;). Para escolher o que sai, examinamos as proporgoes
6/3, 4/1, e escolhemos a menor entre as positivas, associadas, neste caso, com z3. Essas
mudancas levam a proxima tabela.
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Tabela 5.6: Quarto passo para o exemplo 5.2

Ty Ty T T3 Ts
3 0 0 1 -2 6
1 1 0 0 0 4
0 O 1 0 1 6

-3 0 0 0 5 30

Fonte: Elaborada pela autora.

Como antes, buscamos a matriz identidade nas trés primeiras colunas, e o vetor nulo
nas trés componentes de c. A nova tabela sera:

Tabela 5.7: Quinto passo para o exemplo 5.2

1 T4 T2 ZT3 Ty
1 0 0 1/3 2/3 2
0 1 0 -1/3 2/3 2
0 0 1 0 1 6

o o o0 1 3 36

Fonte: Elaborada pela autora.

Como nesta tabela vale o critério de parada (todos os componentes que nao desapa-
recem de ¢ s20 nao negativos), a solucao 6tima é encontrada na coluna b. O custo 6timo
(mudando de sinal) aparece em d, —36. E importante determinar as componentes associ-
ados aos valores em b. Na tultima tabela a matriz B é formado pelas trés colunas 1, x4,
e Ty e os componentes de b serdo correspondentes (nesta ordem) a essas varidveis. As
variaveis nao presentes em B sdo atribuidos um valor de saida. Assim, a solugao 6tima é
(2, 6, 0, 2, 0) com custo 6timo de —36. Na pratica, os célculos procedem transformando
as tabelas.

Como podemos perceber o método simplex requer muitas etapas e muitas vezes se
torna inviavel sua realizacao de forma manual.

Para isso hoje em dia temos diversos programas que realizam o método simplex de
forma auténoma.






6 Aplicacoes

Exemplos de problemas que sao modelados pela programagcao linear podem surgir nas
mais diversas areas, pois a programacao linear tem como objetivo auxiliar na resolucao
de problemas de viés pratico, desde gestao de qualidade, otimizacao de processos, plane-
jamento de producao, projecao de faturamento e gastos, assim como problemas na area
de economia, transportes, entre outros.

Neste capitulo, apresentaremos algumas situagoes, embora simplificadas, que mostram
a aplicabilidade da otimizacao linear, os dados utilizados nao correspondem a valores reais.

Também pretendemos apresentar varias ferramentas computacionais como aplicativos,
softwares e sites que sao disponibilizados gratuitamente e auxiliam muito a operacionali-
zagao dos calculos dentro da programacao linear. Como vimos ao longo desse trabalho a
programagcao linear se mostra muito importante para o processo de maximizacao e mini-
mizacao de situagoes do dia a dia. No entanto, seus cédlculos, apesar de serem simples, se
mostram algumas vezes muito extensos e demandam muito tempo para conclusao. Jul-
gamos que estas ferramentas podem auxiliar de forma significativa professores e alunos
no processo de ensino aprendizagem da programacao linear. Vamos apresentar algumas
ferramentas que estudamos e julgamos interessantes, mas existem muitas outras disponi-
veis e gratuitas. Realizaremos quatro exemplos utilizando esses aplicativos para melhor
demonstrar sua aplicabilidade. As escolhas se deram por conta da facilidade e da efici-
éncia dos aplicativos. Vale lembrar que apesar dos programas realizarem os calculos e
elaborarem as tabelas, cabe ao estudante a capacidade de analisar, modelar e aplicar a
teoria.

6.1 Ferramentas computacionais

Ao iniciarmos nossos estudos sobre ferramentas computacionais que auxiliassem tanto
professores como alunos na resolucao de situacoes problemas nos deparamos com uma
variedade de opcgoes com diferentes caracteristicas. A seguir vamos conhecer algumas
dessas ferramentas e como podemos encontra-las.

Na Play Store ha varios aplicativos de facil utilizagdo para serem baixados e utilizados
de forma gratuita para quem esta comegando a estudar a programacao linear.

Vamos conhecer trés desses Apps.

1. O primeiro que estudamos foi o "Linear Optimization LITE"que se mostrou muito
eficiente, pois resolve os problemas de otimizacao linear utilizando o método simplex
com qualquer nimero de varidveis e restrigoes, mostra todos as tabelas de resolugao
do problema, mas nao apresenta para os usuarios os calculos envolvidos no desen-
volvimento. Estas resolucgoes serao apresentadas na versao PRO do aplicativo. Uma
limitagao deste aplicativo é que o mesmo nao resolve problemas pelo método grafico.

o7
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Vejamos nas figuras a seguir a visualizagdo deste aplicativo na tela do celular. As-
sim que buscamos o aplicativo na loja de aplicativo da Play Store nos deparamos
com a tela de instalagao, basta realizar a instalagao para ter acesso as ferramentas
disponiveis.

Figura 6.1: Aplicativo Linear Optimization

X Linear
n_ Optimization LITE

Vishalaksh Aggarwal

Contém andncios
Novidades »
9

Ultma atualizagao: 2 de jan. de 2013

Fonte: Tela do Play Store para baixar o Linear Optimization LITE.

Instalado o aplicativo no celular o usudrio se depara com a tela apresentada abaixo,
na qual pode escolher se seu método de resolucao seréd o Primal Simplex ou o Dual
simplex.

Apos realizada a escolha basta inserir a quantidade de varidveis e de restrigoes
presentes no problema que deseja modelar.

Figura 6.2: Aplicativo Linear Optimization LITE

Linear Optimization LITE Parameters

Primal Simplex

No. of variables:| 5

Dual Simplex No. of constraints:| 4

More Apps!

»

Fonte: Interfaces do aplicativo Linear Optimization LITE

Apos ter a quantidade de variaveis e restri¢oes inseridas o aplicativo nos apresenta
a tela de insercao dos dados que serao analisados, neste momento o usuario pode
escolher se ir4 maximizar ou minimizar o seu problema. Assim que todos os dados
foram inseridos basta clicar em "Solve'para obter a resolu¢ao do problema.
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Figura 6.3: Aplicativo Linear Optimization LITE

Initial Tahl:‘

Maximize 2 X+ 95 x,

SubjECt to: lAns: 6.4TT2T273
32 x| 28 3| <= |5 X X 8 sp val
84 x,+[44 x, «= |3 Xy 0.32(-23[ 1| 0|5

[ solve | X 84 013

B -2 |-95| 0 O | O

Fonte: Interfaces de resolucao do aplicativo Linear Optimization LITE

2. O aplicativo "Optimizador Linear: Simplex "também disponivel na Play Store de
forma gratuita, apresenta ao usuario mais possibilidades de resolu¢oes tanto pelo

método grafico, como pelo método simplex.

A resolucao pelo método grafico apresenta o grafico sem apresentar as etapas do
processo. Ja no método simplex demonstra as tabelas, mas sua interface nao se
mostra muito didatica. E um excelente aplicativo para auxiliar e conferir as etapas
de resolugao do problema que esta sendo otimizado.

Assim, como no aplicativo analisado anteriormente, basta instalar o App para ter
acesso as suas funcionalidades.

Figura 6.4: Aplicativo Optimizador Lineal: Simplex

¥ «  Optimizador
"B Lineal: Simplex

B EVI: Technology Development

MNovidades » 3

Ultima atualizacdo: 7 de mar, de 20

Fonte: Tela do Play Store para baixa o aplicativo Optimizador Lineal: Simplex

Apos a instalacdo no celular teremos as interfaces de resolugoes onde o usudario
podera escolher o método que utilizara para resolucao e em seguida inserir os dados

do problema.
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Maximizacion

Fonte: Interfaces do aplicativo Optimizador Lineal: Simplex

Na figura 6.5 podemos visualizar a tela do método grafico a esquerda e do método
simplex a direita. O app nao demonstra as etapas do processo somente a resolugao
final.

. O 1ltimo aplicativo da Play Store que iremos analisar serd o "Linear Program Sol-

ver', que se mostrou muito completo para resolucao de problemas de programacao
linear de diferentes formas. Sua interface é bem didatica para ser utilizada por
estudantes e professores no processo de aprendizagem de situagoes simples. Mas o
aplicativo tem suas limitacoes, pois nao conseguimos trabalhar com nimeros deci-
mais nas variaveis e nem nas restri¢oes.

Vamos utilizar este aplicativo para resolucao de uma das aplicagoes abaixo e assim
veremos detalhadamente sua interface.

Figura 6.6: Aplicativo Linear Program Solver

- Linear Program
Solver

aoujapps pro
Contém andancios

Fonte: Tela do Play Store para baixa o aplicativo Linear Program Solver
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O aplicativo também se encontra de forma gratuita para ser instalado no celular.

Em seguida vamos conhecer paginas da internet que possibilitam a resolugao de
problemas de otimizagdo de forma online e gratuitas. A primeira que iremos co-
nhecer a ferramenta online "PHPSimplex "que é muito utilizada para a resolugao de

problemas de programacao linear. Seu uso é livre e gratuito e esta disponivel em
[14].

A ferramenta tem a capacidade de solucionar problemas pelo método Simplex/Duas
Fases, e o método Grafico, e ndo tem limitagoes quanto ao ntimero de varidveis de
decisao ou de restrigoes dos problemas.

Esta ferramenta foi desenvolvida para ajudar os alunos em suas aprendizagens,
pois nao s6 apresenta os resultados finais, mas também as operagoes intermediarias
ajudando a aprender e compreender o método utilizado. Ela também oferece a
solugao direta para uso profissional.

Outra vantagem é que nao exige nenhuma linguagem computacional para introdugao
do problema e oferece uma interface de facil entendimento e muito intuitiva, podendo
ser utilizada de maneira online, sem a necessidade de instalagao.

Figura 6.7: Ferramenta PHPSimplex

PHP Simplex

PHPSimplex

Anuncios Google

Enviar comentarios

Meétodo: | Simplex / Duas Fases v |

Quantas variaveis de decisfio tem o problema? \:\
Quantas restrigdes? \:\
Continuar

Fonte: Interface do PHPSimplex.

A figura 6.7 mostra a tela inicial para insercao dos dados. Ao longo das aplicagbes
utilizaremos esta ferramenta para demonstrar sua versatilidade e facilidade para
aplicacao e resolugdo de problemas. Veremos assim sua interface.

A préxima ferramenta é o "Solver Simplex"que também se encontra disponivel de
forma online e gratuita em [15], para utilizacdo de estudantes e professores, sem a
necessidade de realizagdo do download.

Sua interface é de facil entendimento e apresenta para o usuario todas as tabelas,
destacando os elementos pivos e as varidveis de entrada e saida da base. Um ponto
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negativo do site é que nao é possivel visualizar o passo a passo das operacoes e nao
apresenta a resolucao grafica do problema quando trabalhamos em 2 dimensoes.

Veremos em um dos exemplos sua utilizagao de forma pratica.

Figura 6.8: Interface do Solver simplex

Problema de Otimizacao

Escreva seu problema de programacéo linear abaixo ou carregue-o.

Criar Novo Problema Carregar Problema

Tipo do Simplex: Duas Fases W
Tipo do Problema: Maximizagde
Nimero de Varidveis: 1 W

K Hovo Problema de Otimizagao

x1 %2 x3 Relagdo Lado Direito
Objetivo
Restrigdo o
Restrigao2 = v
Restrigdo3 = o

o

x1 x2 X3
Limite_ ind inf inf
Superior
Limite Inferior ° o o

AR s £ Himear Tudo

Fonte:Tela introdutéria do Solver simplex.

A figura 6.8 apresenta a tela inicial da pagina do Solver simplex para insercao dos dados
do problema.

Exemplo 6.1. Produgao agricola

A situagao problema foi inspirada em [12] e adaptada pela autora.

A agricultura organica se faz cada vez mais necessaria no dia a dia com o objetivo
de aumentar a produtividade, cultivando produtos mais saudaveis e reduzindo impactos
ambientais. Neste contexto, vamos utilizar as ferramentas da programacao linear para
auxiliar na otimizac¢do do lucro da produgao, respeitando as limitacoes do solo e do local
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de plantio. Utilizaremos como referéncia um sitio com uma &area total de 20 hectares,
onde se produz alimentos organicos a fim de serem comercializados em mercados e feiras.
A Tabela exibe a produtividade em kg por m? dos principais produtos do local e o lucro
por kg de producao, representado em reais.

Tabela 6.1: Tabela: Produtividade em kg/m? e lucro por produto

Producio ( kg/m?) | Lucro em reais por kg de produgao

Abébora 0,09 0,013
Batata 0,12 0,02
Cenoura 0,10 0,018
Tomate 0,15 0,025

Fonte: Elaborada pela autora.

Por falta de um local de armazenamento proprio a producao maxima esta limitada a
40 toneladas. A 4rea cultivavel do sitio é de 100.000m? . Para atender as demandas do
préprio sitio é imperativo que se plante 500m? de cada uma das hortalicas.

Modelando o problema em estudo, temos:

As varidveis de decisdo representam a drea em m? que deve ser plantada de cada uma
das 4 culturas, ou seja:

e 1, = drea em m? que se deve plantar abdbora;

o« Ty =4 2 d lantar batata;
o = area em m* que se deve plantar batata;

e 13 = drea em m? que se deve plantar cenoura;

e 1, = drea em m? que se deve plantar tomate.

Mazximizar Lucro= 0,00117x; 4+ 0,0024x5 4+ 0,0018x3 + 0, 0037524 (6.1)

sujeito a: restricdes associadas & demanda do sitio m?:

x1 > 500; o > 500; x5 > 500 e x4 > 500 (6.2)

restricoes de armazenagem:

1 + 9 + 23 + 24 < 100000 (6.3)

restrigoes de area cultivavel:

0,09z, 4 0, 1225 + 0, 1025 + 0.1524 < 40000 (6.4)

restrigoes de nao-negatividade:

X1, Xo, T3, 24 > 0. (6.5)
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Em que (6.1) representa a fungao objetivo (maximizar os lucros), cujos pardmetros sao
obtidos multiplicando-se os valores das colunas 2 e 3 da Tabela. As restri¢des do problema
sao representadas por (6.2) a (6.4) e, por fim, (6.5) sdo as condi¢oes de nao-negatividade.

Este tipo de Problema de Programacao Linear pode ser resolvido de forma eficaz
aplicando-se o Método Simplex para a obten¢dao de uma solugao 6tima. Para auxiliar na
resolucao vamos utilizar o apoio computacional do "PHPSimplex", citado anteriormente,
que é uma ferramenta online para a resolucao de problemas de programacao linear, pois o
mesmo tem uma interface que de facil compreensao e aplicabilidade e nao tem restri¢oes
quanto ao nimero de variaveis e restrigoes.

Figura 6.9: Ferramenta PHPSimplex

PHP Simplex

PHPSimplex

Antncios Google

Enviar comentarios

Meétodo: | Simplex / Duas Fases +
Quantas varidaveis de decis@io tem o problema? :

Quantas restrigdes? I:I
Continuar

Fonte: Interface do PHPSimplex.

Esta ferramenta encontra-se disponivel em [14] e tem a interface apresentada na ima-
gem acima, onde é possivel selecionar o método de resolucao simplex/duas fases ou grafico.
E nesse momento que deve se inserir a quantidade de varidveis de decisoes e as restricoes
do problema.
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Figura 6.10: Interface do PHPSimplex

Qual é o objetivo da funcéo?

IFum;ﬁo:| |X1+| |X2+| |X3+| |X4

Restrigdes:
| | X1+ | X2 +| | X3 4| |Xe[sv]
| | X1+ | Xz +| | %3] Xal=v] ]
| X1+ ] |+ X+ | X4[sv]
| | X1+ | X2+ %] =]

X1,X2,X3, X420

Continuar

Fonte: Tela introdutéria do PHPSimplex.

Apo6s clicarmos em continuar teremos a tela de inclusao dos dados especificos do pro-
blema que esta sendo modelado. Neste momento, adicionamos a funcao objetivo e as
restri¢coes do problema em estudo.

Temos na figura 6.11 a tela inicial apds inclusao dos dados da situagao problema.
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Figura 6.11: Tela inicial apos introducao dos dados

PHPSimplex

Qual é o objetivo da funcéo?

Fungo: [0.00117 | X1+(0.0024 | X2+(0.0018 | X3 +(0.00375 | Xa
Restrigdes:

1 | X1 +| | X2 +| | X3 +| | X4[2 v][500
| x4 x4 %+ x|
| | X1 +| |x2+[1 | X3 +| | X4[2 v][500
| x4 x4 %04 vl |
1 | X1+ |1 | %2 +[1 | X3 +|1 | X4[< v|| 100000
0.09 | X1+[0.12 | X2+ 0.1 | X3+[0.15 | Xs[<v][40000 |

X1,X2,X3, X420

Continuar

Fonte: Print de tela [14]

O préprio programa nos fornece o problema na sua forma padrao, adicionando variaveis
de folga, e artificiais, quando necessario. O programa utiliza o termo varidvel artificial
para a variavel introduzida em um modelo de programa linear que busca encontrar uma
solucao basica viavel inicial; uma variavel artificial é usada para restrigoes de igualdade e
para restricoes de desigualdade maior ou igual.

o Como a restrigdo 1 é
artificial zq;.

e Como a restrigdo 2 é
artificialzys.

e Como a restricao 3 é
artificial z;3.

e Como a restricao 4 é
artificial z4.

do tipo > é necessaria a variavel de excesso x5 e a variavel

do tipo > é necessaria a variavel de excesso g e a variavel

do tipo > ¢é necessaria a variavel de excesso z7; e a variavel

do tipo > é necessaria a variavel de excesso xg e a variavel
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o Como a restricao 5 é do tipo < é necessaria a variavel de folga xq.

e Como a restri¢ao 6 é do tipo < é necessaria a variavel de folga x1g.

Figura 6.12: Tela apresentando forma padrao

MAXIMIZAR: Z = 0.00117 X1+ 0.0024 X2 + 0.0018 X5 + MAXIMIZAR: Z=0.00117 X1+ 00024 X2+ 0.0018 X5 + 0.00375 X4 + 0 X5 + 0 X6+ 0 X7 + 0 Xe + 0 Xo + 0 X0+ 0 X1 + 0 Xnz
0.00375 X4 +0X3+ 00X

sujeito a sujeito a

I X1+0X2+0X3+0X4>=500 II 1 X1-1Xs5+1Xn=500

0X1+1X2+0X3+0X42500 0X1+1X2-1X6+ 1 X12=3500

O0X1+0X2+ 1 X3+0X4>500 0X1+1X3-1X7~+1X13=500

OX1+0X2+0X5+1Xaz 500 0X1+1Xa-1 X+ 1 X1 =300

I X1+ 13X+ 1 X3+ 1 X4< 100000 1Xn+ 1202+ 1 X+ 1 X+ 1 Xo= 100000

0.09 X1 +0.12X2+0.1 X3+ 0.15 X4 £ 40000 009X1+0.12X2+0.1 X3+ 0.15 Xa + 1 X10= 40000

XiL,X2,X3,X420 X1, X2, X3, X3, X, Xe, X7, Xz, X0, X10, X11, Xi12, X13, X14 20

Naos passamos construir a primeira tabela da Fase I do método das Duas Fases.

Solugdo direta

Fonte: Print de tela [14]

A figura 6.12 apresenta a organizacao do problema com a inclusao das variaveis de
folga e as artificiais, neste momento podemos escolher a solugao direta do problema, ou
visualizar o passo a passo da resolugao.

Apoés organizar a forma padrao o programa apresenta a primeira tabela.

Figura 6.13: Imagem da tabela inicial

Tabela 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1
Base Chb Po P P2 P3 | 1 Ps Ps P7 Ps Po P Pun Pz Pz Pu
P -1 500 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 Il 0 0 0
P12 -1 500 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 Il 0 0
P13 -1 500 0 0 1 0 0 0| -1 0 0 0 0 0 1 0
P14 -1 500 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1
Po 0 100000 Il 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
Pio 0 40000 | 0.09 | 0.12 | 0.1 | 0.15 | O 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Z -2000 -1 -1 -1 -1 Il 1 1 1 0 0 0 0 0 0

Continuar

Fonte: Print de tela [14]

O site apresenta em destaque o elemento pivo. Assim a variavel que vai sair da base
é Pi1 e a que entra P;.
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Apos operacionalizacao da tabela o programa nos apresenta a segunda tabela.

Tabela 2
Base
P1
P12
P13
P
Po
P10

Chb

Figura 6.14

o |l oo | oo | O

Fonte: Print de tela [14]

U oo

(=T =

=T I == ) I =

Ps

Po

o o | @ | e

P1o

(=T == I = B N =

: Imagem da tabela 2: Apoés troca de Pj; por P, na base.

Pu

o | O | O

-0.09

(=T B T I T [ e T )

o | oo | o

Seguindo o processo, o site apresenta as tabelas sequenciais. Temos entao a terceira

tabela, onde a variavel que vai sair da base é P;3 e a que entra Ps.

Tabela 3
Base
P1
P2
P13
P14
Po
P1o

Chb

Po
500
500

500
99000
39895
-1000

P1

o |l o|lo|oc |0 | O

o olo |l o o

Fonte: Print de tela [14]

0 0
Ps Ps
-1 0
0 -1
0 0
0 0
1 1
0.09 | 0.12
0 0

Ps

Po

L= e T I e ) [ ]

P1o

L= T I e Y e

Figura 6.15: Imagem da tabela 3: Apds troca de Py3 por P3 na base.

-1
Pu

o | o o

-1
-0.09
1

-1
-0.12
1

ool o | o

Dando continuidade a resolugdo do problema linear o site nos apresenta a quarta
tabela, na qual a variavel que vai sair da base é Py4 e a que entra Pj.

oo | o

o o | o
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Figura 6.16: Imagem da tabela 4: Apds troca de P4 por P, na base.

Tabela 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1
Base Chb Po Pr P2 P3 P4 Ps Pé P77 Ps P9 Pu Pn P12 P13  Pu

P1 0 500 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
P2 0 500 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 0
Ps3 0 500 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0
Pus -1 500 0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1
Pe 0 | 98500 | O 0 0 1 1 1 1 0 1 0 -1 -1 -1 0
P1o 0 | 39845 | O 0 0 | 015 009|012 01| 0 0 1 -0.09 | -0.12 | -0.1 0
z -500 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0

Fonte: Print de tela [14]

Na tela seguinte o site nos apresenta a tabela final, pois atinge o critério de parada,
isto ¢, quando na linha indicadora nenhum dos valores dos custos reduzidos é negativo.

Depois de satisfeito o critério de parada, é preciso determinar se é possivel passar para
segunda fase para obter a solugdo 6tima do problema original. Isto é feito observando
o resultado obtido na primeira fase: se o seu valor for 0, isso significa que o problema
original tem solucao e é possivel calcular, caso contrario, indica que é um problema nao
factivel e sem solucao.

Figura 6.17: Imagem da tabela final fase I

Tabela 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1
Base Ch Po PP P Py Py P Ps P Ps P2 Pn Pu P12 P13 P14

P1 0 500 1 o 00 -1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

P2 0 300 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 0

P3 0 500 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0

P4 0 300 0 0 0 1 0 0 0 =1 0 0 0 0 0 1

Po 0 | 98000 O 0 0 0 1 1 1 1 1 0 -1 1 -1 1
Pio 0 | 3977 0 0 0 0 | 009 | 012 |01 (015 O 1 -0.09 | 0,12 | 0.1 | -0.15

Z 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ] 0 1 1 1 1

Existe alguma solugio possivel para o problema, assim nés podemos passar para a Fase II para calcular-a.

Continuar

Fonte: Print de tela [14]

Podemos observar na figura acima que, finalmente, temos uma base inicial para a fase
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2, pois Z esta com elemento neutro. Caso esse problema nao tivesse solugao 6tima seria
informado nesse momento.
A partir dai, inicia-se a busca por uma base 6tima para o modelo original.

Figura 6.18: Imagem tabela inicial da fase II

Tabela 1 0.00117 | 0.0024 0.0018 | 0.00375 0 0 0 0 0
Base Cob Po P1 P2 P3 P4 Ps Ps P7 Ps Po
P1 0.00117 500 1 0 0 0 -1 0 0 0 0

P2 0.0024 500 0 L 0 0 0 -1 0 0 0

P3 0.0018 500 0 0 1 0 0 0 -1 0 0

P4 0.00375 500 0 0 0 1 0 0 0 -1 0

Po 0 98000 0 0 0 0 1 1 | 1 1
Puwo 0 39770 0 0 0 0 0.09 0.12 0.1 0.15 0

z 4.56 0 0 0 0 -0.00117 | -0.0024 -0.0018 | -0.00375 | 0

Fonte: Print de tela [14]

A variavel que vai sair da base é Py e a que entra FPs. Nesse momento busca-se a
solugao 6tima para nossa fungao objetivo.

Figura 6.19: Imagem tabela 2: Obtencao do valor 6timo

Tabela 2 0.00117 | 0.0024  0.0018 = 0.00375 0 0 0 0 0
Base Cb Po P1 P P3 P4 Ps Ps P7 Ps Po
P1 0.00117 500 1 0 0 0 -1 0 0 0 0
P2 0.0024 500 0 1 0 0 0 -1 0 0 0
P3 0.0018 500 0 0 1 0 0 0 -1 0 0
P4 0.00375 | 98500 0 0 0 1 1 1 1 0 1
Ps 0 98000 0 0 0 0 1 1 1 1 1
P1o 0 2507 0 0 0 0 -0.06 -0.03 -0.05 0 -0.15
z 372.06 0 0 0 0 0.00258 | 0.00135  0.00195 0 | 0.00375

A solucdo 6tima é Z = 372.06

X1=500
X2=500
X3 =500
X4=98500

Fonte: Print de tela [14]

A solucao 6tima obtida apds todas iteracoes serda Z = 372.06 e as variaveis de decisao

Puo

o o o oo

Puwo

o |l o(lco|lo|o
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(4rea em m? a ser plantada de cada produto) apresentam os seguintes valores: x; =
500m?, xo = 500m?, x5 = 500m? e x4, = 98500m2.

Exemplo 6.2. Agrotéxicos

O problema a seguir foi inspirado em [11] e adaptado pela autora.

Uma industria de pesticidas regulamentada pela EMBRAPA produz trés tipos de agro-
toxicos, inseticidas, herbicidas e fungicidas que atuam fortemente como catalisadores do
processo produtivo rural, uma vez que eles possuem uma grande variedade de substancias
quimicas ou produtos biolégicos e que desenvolvidos de forma a potencializar uma acao
biocida que utilizam basicamente trés tipos de ingredientes: compostos a base de cobre,
acetocloro e solvente.

As informacoes das concentragdes de cada tipo de ingrediente estdo informadas na
tabela a seguir.

Compostos de Cobre | Acetocloro | Solvente
Inseticida 15% 15 % 70 %
Herbicida 20 % 30 % 50 %
Fungicida 15 % 25 % 60 %

Fonte: Elaborado pela autora

Sejam

e 1, = Inseticida
e 19 = Acetocloro
o w3 = Fungicida

Existe em estoque 800 toneis de solvente, 350 toneis de acetocloro e 300 toneis de com-

postos a base de cobre.
Sabendo que os lucros na venda de cada tipo de agrotéxico, por tonel, sao:
Inseticida : R$ 400,00
Herbicida: R$ 300,00
Fungicida: R$ 250,00.
Qual a producgao necessaria pare essa empresa atingir o lucro maximo?

Variavel de decisao

maximizar lucro = 400x; 4+ 3002 + 25025 (6.6)

sujeito a: restrigoes associadas aos compostos de cobre:

0,1z, + 0,225 + 0, 1523 < 300,

restricoes associadas ao acetocloro:

0,121 + 0,325 + 0, 2525 < 350, (6.7)

restricoes associadas ao solvente:
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0,721 4 0,525 + 0, 625 < 800, (6.8)

restrigoes de nao-negatividade:

371,.’1727.’173,2 0. (69)

Para resolugdo desse problema de programacao linear vamos utilizar o site "solver
simplex', disponivel em [15].

Figura 6.20: Interface do Solver simplex

Problema de Otimizagao

Escreva seu problema de programac&o linear abaixo ou carregue-o.

Criar Movo Problema Carregar Problema
Tipo do Simplex: Duas Fases %
Tipo do Problema: Maximizagéo A
Numero de Variaveis: 1 W

. Movo Problema de Otirniza;:io

x1 x2 x3 Relagdo Lado Direito
Cbjetivo
Restrigaot = o
Restrigdo2 = v
Restrigdo3 = W

= Adicionar Restrigio = Excluir Restrigio

x1 x2 x3
Limite_ inf inf inf
Superior
Limite Inferior o o o

Fonte: Tela introdutéria do Solver simplex.

Em seguida adicionamos a funcao objetivo e as restricdes do problema em estudo.
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Figura 6.21: Interface do Solver simplex

Problema de Otimizacgao

Escreva seu problema de programacao linear abaixo ou carregue-o.

Criar Novo Problema Carregar Problema

Tipeo do Simplex: Duas Fases v
Tipo do Problema: Maximizagao v
Numero de Variaveis: 3 v

I Novo Problema de Otimizagéo

x1 x2 X3 Relagao
Objetivo 400 300 250
Restrigao1 01 0.2 0.15 <= v
Restrigdo2 041 0.3 0.25 <= v
Restrigdo3 0.7 0.5 0.6 <= v

=+ Adicionar Restrigio = Excluir Restricio

Fonte: Interface do Solver simplex apés inclusdo dos dados do problema

Lado Direito

300

350

800

Assim que inserida a funcao objetivo e as restrigdes, o site gera a tabela inicial, na
qual o usuério tem a opcao de executar de forma completa obtendo o resultado final, ou
realizar passo a passo, visualizando cada avanc¢o no desenvolvimento do problema. Essa
ferramenta mostra-se muito benéfica no estudo do método simplex, pois o aluno consegue

compreender e conferir cada passo do seu progresso.
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Figura 6.22: Organizacao inicial da tabela

Iteragdo Inicial

Base x1 %2 x3 x4 X3 X6 Resultado
z -400 =300 -250 0 0 0 0
x4 ['R] 0,2 0,45 1 0 0 300
x5 ['R] 0,3 0,25 [1} 1 0 350
xB o7 0.8 0.6 0 0 1 800

Fonte: Print de tela de [11].

Neste momento da interacao inicial o programa nos mostra, em destaque, qual a
varidvel que sai da base , coluna com menor valor(-400), assim como nos mostra o teste
da razao para encontrar o elemento pivo, no caso o 0,7.

Figura 6.23: Imagem tabela inicial destacando varidvel que sai da base e o elemento pivo.

Iteragdo Inicial

Base x1 x2 x3 x4 x5 X6 Resultado Razédo
z -400 -300 -250 0 0 0 0
x4 0,1 0,2 0,15 1 0 0 300 3000
x5 0,1 0,3 0,25 0 1 0 350 3500
x6 0,7 0,5 0,6 0 0 1 800 1142,8571

Fonte: Print de tela de [11].

Apo6s realizacao dos calculos necessérios, temos a tabela com a primeira interacao, que
reflete os valores obtidos.
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Iteragdo 1

Base

z

x4

x5

x1

Dando continuidade na resolucao do problema deve-se, novamente, encontrar a variavel

x1

Figura 6.24: Imagem tabela apds interagao inicial

x2

-14,2857

0,1288

0,2286

0,7143

x3

92,8571

0,0643

0,1643

0,8571

x4

x5

X6

571,4286

-0,1429

-0,1429

1,4286

Fonte: Print de tela de [11].

que sai da base e o elemento pivo, através do teste da razao.

Figura 6.25: Imagem segunda tabela destacando varidvel que sai da base e o elemento

pivo.

Iteragido 1

Base

z
x4
x5

x1

Apoés realizacao dos calculos necesséarios, temos a segunda tabela do problema que

x1

x2

-14,2857

0,1286

0,2286

0,7143

reflete os valores obtidos.

x3

82,8571

0,0643

0,1643

0,8571

x4

x5

Fonte: Print de tela de

x6

571,4286
-0,1429
-0,1429

1,4286

[11].

Resultado

457142,8571

185,7143

235,7143

1142,8571

Resultado

457142,8571

185,7143

2357143

1142,8571

Razéo

Razao

1444,4444

1031,25

18600
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Figura 6.26: Imagem segunda tabela apos interagoes.

Iteragdo 2

Base x1 X2 X3 x4 x5 X6 Resultado

H 0 0 103,125 0 62,5 562,56 471875
x4 0 0 -0,0281 1 -0,5625 -0,0625 53,125
X2 0 1 0,7188 0 4,375 -0,625 1031,25

x1 1 0 0,3437 0 -3,125 1,875 406,25

Fonte: Print de tela de [11].

Neste momento, apés 3 interagoes, o site nos mostra que obteve o valor 6timo para o
problema.

Figura 6.27: Imagem da tela com resultado final

Variaveis Basivas

Solucgio Otima. 2y = 406,25 |
2y = 1031,25 |

Quantidade de Iteragoes: 3
zq = 53,125 |

Variaveis Nao Basicas

Fonte: Print de tela de [11].

O uso de programa é muito satisfatério pela sua didatica, pois mostra com riqueza
de detalhes todos os passos e desenvolvimento na resolugao do problema de programacao
linear.

Exemplo 6.3. Ligas metalicas

A situagao problema a seguir foi inspirado em [6] e adaptado pela autora.

Fundic¢oes sao responsaveis pela producgao de diversos tipos de ago a partir de metais
distintos como chumbo, zinco, estanho entre outros. Esses insumos sao adicionados em
uma fornalha, no qual ao atingirem seu ponto de liquefagdo se misturam formando uma
nova liga metalica. O prego dos insumos pode variar substancialmente, dependendo do
mineral de extracao.

Uma empresa produz duas diferentes ligas metdlicas, a liga A é composta de 30% de
chumbo, 20% de zinco e 50% de estanho, e a liga B é composta de 30% de chumbo, 30%

Razéo
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de zinco e 40% de estanho. A mesma tem a sua disposi¢ao 800 kg de chumbo, 600 kg de
zinco e 1400 kg de estanho, sabendo que a liga A pode ser comercializada por 1200 reais
a tonelada e a liga B por 1500. Qual deve ser a producao dessa empresa para obter a
maior receita?

Sejam
e 11 = Liga A
e« z9 = Liga B

Variavel de decisao

maximizar receita = 1200x; + 1500z,
sujeito a:
restri¢oes associadas aos compostos de chumbo (Pb) :

0,3z; + 0,3z, < 800.

restrigoes associadas ao Zinco (Zn):

0,2z, + 0, 3z9 < 600,

restri¢oes associadas ao Estanho (Sn):

O, 51’1 + 0, 41’2 S 1400,

restri¢oes de nao-negatividade:

L1, T2 2 0.

Para resolugao desse problema de programacao linear vamos utilizar o software "PHP
Simplex", disponivel em [14]. Perceba que para este exemplo escolhemos o método grafico
para resolucao do problema.

Figura 6.28: Interface do PHP Simplex
PHPSimplex

Anuncios Google

Enviar comentarios

Meétodo: | Grafico v|

Quantas varidveis de decisdo tem o problema?
Quantas restricdes?

Continuar

Fonte: Print de tela de [14].
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Apo6s inserirmos a funcao objetivo e as restrigoes do problema, temos a interface abaixo.

Figura 6.29: Interface com valores a serem analisados.

Qual é o objetivo da funcdo?

Fungdo: | 1200 | X1+[1500 | X2
Restrigdes:
0.3 | X1+0,3 | X2[=v][800 |
0,2 |X1+/0,3 | X2[=<v] /600 |
05 | X1+|04 | X2[<v][1400 |
X1,X2>0
| Continuar |

Fonte: Print de tela de [14].

Ao clicarmos em "Continuar'o programa nos apresenta a representacao grafica com
as restrigdes e a fungdo objetivo com destaque para regiao viavel.
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Figura 6.30: Imagem da resolucao grafica

MAXIMIZAR: Z = 1200 X1 + 1500 Xz

03X1+03X2=<800
02X1+03X2<600
05X1+04X2=1400

X1.X2=0

3660
3360
3000
2760

460
2188
1888
1588

1260

608 1208 1808 2488 \Bﬁ&\

Fonte: Print de tela de [14].

Além do gréfico, o programa nos fornece as coordenadas encontradas. Neste momento
os resultados estao apresentados na forma decimal, mas podemos escolher visualizar os
resultados na forma fracionada.

O proprio programa apresenta a legenda para a leitura correta do grafico. As regides
representadas pelas coordenadas na cor branca, estao dentro da regiao viavel mais nao
sao os pontos 6timos. Ja as regides das coordenadas em vermelho estao fora da regiao
viavel. As coordenadas em verde sao a regiao de melhor solucao para o problema.
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Figura 6.31: Imagem da tabela com as regides de interesse.

Ponto

Coordenada X (X1)

Coordenada Y (X2)

Valor da funcio (Z)

0

2666.6666666667

0

2000

0

3200000

3000000

[ Mostrar os resultados como fracdes.

NOTA:

Verde s3o os pontos em que a solucdo seja encontrada.
Vermelho s3o os pontos fora da regifio viavel

Percebe-se pela interface que o préprio programa fornece a opcao de solucionar o

Fonte: Print de tela de [14].

mesmo problema pelo método simplex.

O software fornece o problema na sua forma padrao, adicionando variaveis de folga

quando necessario.

Solucionar pelo método Simplex

o Como a restricao 1 é do tipo > é necessaria a variavel de folga 3.

o Como a restrigdo 2 é do tipo > ¢é necessaria a variavel de folga x,.

o Como a restricao 3 é do tipo > é necessaria a variavel de folga x;.
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Figura 6.32: Tela com o método simplex

MAXIMIZAR: Z=1200X1+ 1500 X2 MAXIMIZAR: Z=1200X1+ 1500 X2+ 0 X5+ 0 Xe + 0 X5
sujeito a sujeito a

03X1+03X2=800 II» 03X1+033X2+1Xs=2800

02X1+03X2=600 02X1+03X2+1Xe=0600

05X1+04X2=1400 03X1+04X2+1X5=1400

X1.X2=0 XX, X3, Xe. X520

Continuar

Solucdo direta

Fonte: Print de tela de [14].

Apo6s organizar a forma padrdo o programa apresenta a primeira tabela, onde a varidvel
que vai sair da base é Py e a que entra Ps.

Figura 6.33: Imagem primeira tabela simplex

Tabela 1 1200 | 1500 | O | O | O
Base Ch Po I 1 P2 P P+ Ps
P3 0 800 0.3 03 1 (0|0

Py 0 600 0.2 03 0| 1|0

3 0 | 1400 | 053 04 0| 0|1

Z 0 -1200 | <1500 | O | O | O

Continuar

Fonte: Print de tela de [14].

A variavel que saira da base serd P, e a que entrard sera a Ps.

Dando continuidade ao processo de resolugao, teremos a segunda tabela, na qual a
variavel que saird da base é P; e a que entrara serd a P;. Neste momento da resolugao,
os resultado foram dados na forma fracionaria este é um recurso disponivel do programa.
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Figura 6.34: Imagem segunda tabela simplex

Tabela 2 1200 | 1500 @ 0O 0 0
Base Ch Po P1 P2 P3 P4 Ps
P3 0 200 - 0 1 -1 0

P2 1500 2000 2/3 1 0| 10/3] 0

Ps 0 600 7/30 0 0 4/3 1

Z 3000000 | -200 0 0 | 5000 | O

Continuar

Fonte: Print de tela de [14].

A variavel que sairad da base sera P3 e a que entrard sera a P.
A terceira tabela apresenta o resultado 6timo apods todas as interagoes, podemos perce-
ber que os valores obtidos sao os mesmos, independente do método de resolucao escolhido.

Figura 6.35: Imagem tabela final apds todas as interagoes.

Tabela 3 1200 | 1500 0 o | o
Base | Cb Po P P P3 Ps  Ps
P | 1200 2000 1 | o 10 10 | 0

P | 1500 | 666.66666666667 | O | 1 | -6.6666666666667 | 10 | 0

D 0 | 13333333333333 | 0 | 0 | -23333333333333 | 1 | 1

z _ o | o 2000 3000 | 0

Solucionar pelo método Grafico

[ Mostrar os resultados como fracées.
A soluglo otima é Z = 3400000

X1=2000
X2 = 666.66666666667

Fonte: Print de tela de [14].
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Exemplo 6.4. Producgao de tortas

Um atelié de tortas estd lancando dois novos tamanhos de tortas de frango, a torta
média que requer 200 g de queijo e 400g de frango, ja a torta grande requer 300g de queijo
e 800 g de frango. Sabendo que ha uma limitagdo semanal de 30 kg de queijo e 70 kg
de frango e que nao ha limitacao dos outros ingredientes necessarios para producao das
tortas qual deve ser a producao semanal para que essa empresa obtenha o maior lucro
possivel, ja que a torta média serd vendida com um lucro de R$30,00 e a grande obtendo
um lucro de R$ 50,00.

Modelando o problema temos

e 17 = Torta média

e 15 = Torta grande
Variavel de decisao

mazximizar lucro= 30x; 4+ 50z (6.10)

sujeito a: restrigoes associadas a quantidade de queijo disponivel:

200z + 300z2 < 30000,

restri¢coes associadas a quantidade de frango disponivel:

400x; + 800z < 70000,

restrigoes de nao-negatividade:

T1,T2 Z 0. (611)

Para resolucao desse problema escolhemos o aplicativo Linear Program Solver dispo-
nivel para ser baixado gratuitamente na Play Store.

O exemplo foi escolhido por se tratar de um caso muito simples e podermos utilizar
essa ferramenta que é direcionada para alunos que estao aprendendo a resolver problemas
de programacao linear.

Figura 6.36: Aplicativo Linear Program Solver

Linear Program

Solver
R aoujapps pro
Contém anincios
Novidades »
3

Ultima atualizagdo: 30 de out. de 2019
Fonte: Play Store.

O aplicativo é muito intuitivo, em sua tela inicial deve-se escolher qual o método a
ser utilizado para resolugao o problema linear e a quantidade de variaveis e restri¢cdes que
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estardo presentes na situacao analisada. A seguir temos a tela inicial para escolha do
método de resolucao.

Figura 6.37: Interface do Linear Program Solver

Nlumber of variables : [ ] |
Number of constraints: .

Algebraic Simplex Graphical Simplex

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Independente do método escolhido a tela de inclusao das variaveis serd a mesma.
Como no exemplo que estamos analisando, com duas varidveis e duas restrigoes, ob-
temos a tela a seguir.

Figura 6.38: Imagem da tela inicial para insercao dos dados do problema.

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

A préxima imagem mostra os dados inseridos, é neste momento que o aplicativo de-
mostra sua limitacao, pois s6 é possivel inserir nimeros naturais.
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Figura 6.39: Imagem tela inicial com os dados do problema.

'l 30 b0 &

200 M 300 1% 000
400 HEeS 800 127[M|

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Ao escolhermos o método grafico para resolugao obtemos uma tinica tela que apresenta
o grafico e a solugao 6tima, o aplicativo ndo demonstra as etapas de resolugao como mostra
a figura a seguir.

Figura 6.40: Resolugao grafica

- Optimal solution : (74,93 ; 50,04)
- The optimum : 474963

L
0 Fa30i6l e o0 S 120 5150 =F 210 240 270

S

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Utilizaremos o mesmo problema para visualizar a versatilidade do aplicativo. Agora
vamos resolver pelo método simplex.
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Figura 6.41: Método simplex

Iteration : 1 n

The most negative is : -50.0 so get in the base .1,
min{100/1;175/2}=87 5 so get out the base 1,
pivot around of 800

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Percebemos que o menor nimero é o —50 entao, apds o teste da razao, quem entra na
base é x5 e quem sai da base é o x4. Obtendo assim a proxima da tabela.

Figura 6.42: Imagem segunda tela Método Simplex

1[5 ofol i [a375
0[50 [0[ 1] -3/8 | 3750
/0[1/2]1]0[1/800]175/2

The most negative is : -5.0 so get in the base I
min{75/1;175/1=75 so get out the base I,

pivot around of 50

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Agora o elemento que sai da base é o z1 e o elemento de entrada é o x3. O aplicativo
nos mostra todas essas operagoes através das cores em destaque.
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Figura 6.43: Imagem terceira tela Método Simplex

7| lﬂ 1/10 1/40 4750
;[0[ 1[0} 1/50 |-3/400] 75 |
/00| 1]-1/100] 17200

Optimal solution : X=(75 ; 50)
Value of the optimum : 4750

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Apos trés interacao o aplicativo apresenta a solug¢do 6tima para o problema.

O aplicativo também fornece a opcao de resolucao pelo método de matriz simplex. A
titulo de curiosidade, vamos apresentar essa resolucao.

Figura 6.44: Matriz simplex

(200 300 1 0
~| 400 800 0 1

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Na imagem anterior temos a organizacao da matriz.
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Figura 6.45: Primeira interagado matriz simplex

B

a Iteration : 1 u

0.
Aoss ( 01
reduced costs : &= ¢, - ;A;/A, =( 30 50

We choose the incoming variable : 1,

200 300),6:A;b:(30000)

i=AlA, =
A da: (._400 800 70000 |

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Apos as operagoes envolvendo os custos reduzidos do problema temos a segunda tela
de interacao. Escolhendo x5 como a variavel de entrada temos:

Figura 6.46: Segunda interagdo matriz simplex

A"-(Jl -3/8
*“\ 0 1/800

reduced costs : 2= ¢, - ;AA =[5 -1/16 )

We choose the incoming variable : T,

NEgs g o o 3760
)'b‘ABb‘(‘175/2)

SRR -1 2
g ( 1/2 1/800

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Escolhendo z; como a variavel de entrada temos a proxima interagao e assim obtemos
a solugao 6tima para o problema.
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Figura 6.47: Resultado final da matriz simplex

Iteration : 3

4. 1/50 -3/400 "
* “\ -1/100 17200

reduced costs : & = ¢, - C;AA, = -1/10 -1/40 |

Optimal solution : X =( ;g ) , Value of the optimum : 4750

Fonte: Print aplicativo Linear Program Solver

Este aplicativo se mostrou muito eficiente para resolucao de situagoes simples de pro-
gramagao linear, pois sua versatilidade facilita muito na aprendizagem e entendimento dos
métodos de otimizagao. Mas sua utilizagao é restrita a situagoes de baixa complexidade.

Para situagoes mais complexas existem programas mais sofisticados que sao utilizados

por grandes empresas para analisar suas demandas.






7 Conclusao

Este trabalho teve o objetivo de apresentar os principais conceitos sobre Programa-
¢ao Linear, seus teoremas fundamentais, a dualidade e ferramentas computacionais para
resolucao de problemas de programacao linear. Conhecemos o método grafico e sua im-
portancia para resolucdes de problemas lineares no R?, assim como o método simplex
pode ser utilizado para otimizacao de situagdes com n varidveis e m restrigoes.

Buscamos apresentar as principais ferramentas computacionais, gratuitas, que podem
ser encontradas nas principais plataformas e que podem ser utilizadas por professores e
alunos durante as aulas afim de facilitar o processo de ensino aprendizagem da Pesquisa
Operacional.

Utilizamos exemplos simples para demonstrarmos passo a passo o processo e escolha
dessas ferramentas computacionais.

Esperamos com estas propostas auxiliar no estudo e aprendizagem das aplicagoes de
otimizagao, que muitas vezes se tornam massantes pelo excesso de calculos, que embora
simples necessitam de demasiado tempo. Podemos perceber que os apoios tecnolégicos
utilizados tem caracteristicas distintas, mas muito eficazes. Basta o usuario analisar a
qual lhe dard um melhor resultado para o problema de programacao linear que esta sendo
analisado.
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A Conceitos geométricos utilizados
na programacao linear

Neste apéndice introduzimos algumas defini¢oes basicas da geometria presente na pro-
gramacao linear. Foram utilizadas as referéncias [1], [2].

A.1 Conceitos basicos

Definicao A.1. Seja a € R™ um vetor nao-nulo e b € R, um escalar.
O conjunto {z € R"/a”x = b} é chamado de Hiperplano.

Definicao A.2. Seja a € R™ um vetor nao-nulo e b € R, um escalar.
Os conjuntos {x € R"/aTz > b} e {x € R"/a”x < b} sdo chamados de Semiespago.

Figura A.1: Hiperplano e Semiespaco

x1+ x2 =5 hiperplano

Semi — espaco
2 4 6 8 1

FONTE: Da autora.

Definicao A.3. Poliedro é um conjunto que pode ser descrito como uma intersecao de
Hiperplanos e/ou Semiespagos. Logo, um poliedro pode ser escrito na forma: {x €
R"/Az = b,z > 0}, sendo A uma matriz m x n e b € R™.
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Figura A.2: Poliedro

10

4

/4 2 2 4 6 8
-2

FONTE: Da autora.

Definicao A.4. Politopo é um poliedro limitado, tem sempre um limite superior, isto é,
existe uma constante k > 0 tal que | x; [< k, i =1,...,n por todo = possivel.

Figura A.3: Representacao de um politopo

FONTE: Da autora.

Definigao A.5. Considere o poliedro S = {z € R"/Ax = b,x > 0}. O vetor r € § é
chamado de raio quando satisfaz x + ar € S, para todo x € S e escalar o > 0.
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Figura A.4: Raio

/2 0 2 4 6 8
2

FONTE: Da autora.

Defini¢do A.6. Considere o poliedro S = {z € R"/Azx = b,z > 0}, contendo um raio
r € S. Seja f: S — R um funcional arbitrario. Quando f(z + ar) > f(z) para todo
z € S e escalar o > 0 chamaremos r de raio de subida.

A.2 Conjunto convexo

Um conjunto convexo é um conjunto de solu¢oes vidveis para a programacao linear.
Veremos alguns aspectos da convexidade.

Defini¢ao A.7. Seja um conjunto C' C R™. Dados dois pontos quaisquer x; e 5 € C' ¢
a € [0,1]. Quando ax; + (1 — a)zy € C, entdo, o1 e xs sdo chamados pontos extremos e
C é um conjunto convexo. Nao obedecendo a relacao, entao C' é dito ndo convexo.

Figura A.5: Conjunto convexo e nao convexo

convexo 5
nao convexo

FONTE: Da autora.

Exemplo A.8. Conjunto convexo

S ={(x1,29) € RZ/:E? +5L’§ <r}
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Figura A.6: Conjunto convexo

FONTE: Da autora.
Note que A = (x1,z2) € S, significa que:
i+ 23 <r = ||(zy,22)]| <72

Logo, se A = (z1,22) € Se B = (y1,y2) € S, mostremos que Cy = MA+(1-\)B, A € [0, 1],
pertence a S. De fato,

1Cs—0]| = [[MA+ (1 =X)B| < A|A[[+ (X =N|B]| < Ar®+ (1 =XN)r* = ar* +17 =\ =17
Portanto, C € S.

Exemplo A.9. Conjunto nao convexo

S = {(21,72) € Z*/23 + 25 <1}

Figura A.7: Conjunto nao convexo

FONTE: Da autora.

Note que nem todos os pontos do segmento estdao em Z2.

Definicao A.10. Combinacdo convexa e envoltério convexo. Sejam os vetores z!, ..., 2% €
R™ e os escalares Aq,..., A\, > 0 tais que Ay +---+ A\ = 1.

Dado um conjunto z C R", a envoltéria convexa de z, representada por conv(z), é
definida como a interse¢do de todos os conjuntos convexos que contém x, isto é, o menor
conjunto convexo que contém x.

Entao:
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k, . ~
e Ovetory = \jz'+-- -+ Xz é chamado de combinacio convexa de vetores ', ..., z*.

X2

X3 )\1(171 + )\21’2 + )\31133

Figura A.8: Combinagao convexa

o O envoltério convexo de vetores envolve todos os pontos e a combinacao convexa

desses vetores x!,. .., 2"

Figura A.9: Envoltério convexo
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