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Resumo

Na presente dissertação estudamos diferentes aspectos do modelo de Yukawa
para interações núcleon-méson em (2+1)-dimensões através de uma abordagem
axiomática para a matriz S, denominada teoria de perturbação causal (TPC), que
se baseia na teoria de distribuições. A TPC é uma teoria de construção da matriz
S, que depende de uma função teste que decai rapidamente nos infinitos por meio
das condições de unitariedade, invariância translacional, invariância de Lorentz e
causalidade. Nosso estudo demonstra que as correções radiativas no modelo de
Yukawa são bem definidas e livres de divergências ultravioletas. Adicionalmente,
determinamos a seção eficaz no espalhamento núcleon-núcleon.

Palavras Chaves: Teoria de perturbação causal; Matriz S; Causalidade; Distribui-
ções.

Áreas do conhecimento: Teoria quântica de campo.
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Abstract

In this dissertation, we study different aspects of the Yukawa model for nucleon-
meson interactions in (2+1)-dimensions through an axiomatic approach to the
S-matrix, called Causal Perturbation Theory (CPT), which is based on distribution
theory. CPT is a theory for constructing the S-matrix, which depends on a rapidly
decaying test function through conditions of unitarity, translational invariance,
Lorentz invariance, and causality. Our study demonstrates that radiative correcti-
ons in the Yukawa model are well-defined and free from ultraviolet divergences.
Additionally, we determine the cross-section for nucleon-nucleon scattering.

Keywords: Causal Perturbation Theory; S-matrix; Causality; Distributions.

Areas of Knowledge: Quantum field theory.
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Capítulo 1

Introdução

Em 1925, Born e Jordan [1] deram início às primeiras ideias da teoria quântica
de campos. Em 1929, Heisenberg e Pauli [2] desenvolveram o método da quanti-
zação canônica. A teoria continuou avançando até que surgiram problemas com
os infinitos, ou seja, divergências ultravioletas. Alguns desses problemas estão
relacionados com as correções radiativas, focando-se nas auto-energias do méson
e do núcleon. Nessa época, surgiu o método de renormalização para resolver
o problema dos infinitos que teve sucesso na comparação com os experimentos.
No entanto, esse método não foi aceito por muitos físicos da época. Portanto,
era necessário construir uma teoria livre de divergências ultravioletas. Assim, se
implementam as abordagens axiomáticas.

A abordagem da teoria quântica de campos axiomática, em particular a teo-
ria de perturbação causal (TPC), que se fundamenta na teoria de distribuições,
surge da necessidade de desenvolver uma teoria quântica livre de divergências
ultravioletas. Ela inicia-se com a análise e construção da matriz S ou operador
de espalhamento, que representa o mapeamento de estados assintóticos de par-
tículas de entrada e saída. Até esse momento a TPC ainda tinha problemas de
divergências que estão relacionados com o uso dos produtos cronológicos. Em
1951, Stuckelberg [3] demonstrou que a teoria perturbativa da matriz S deve ser
construída com a condição de causalidade. Com essa proposta, em 1959, Bogo-
liubov e Shirkov [4] adicionaram a função interruptora ou teste na construção
da matriz S. Essa função deve decair rapidamente nos infinitos e tender ao 1 no
final dos processos de interação. Em 1973, Epstein e Glaser [5] resolveram correta-
mente o problema das divergências ultravioletas construindo a matriz S por meio
dos axiomas de unitariedade, invariância translacional, invariância de Lorentz e
causalidade. Adicionalmente, nessa construção deve-se dividir corretamente a
distribuição causal em suas partes retardada e avançada. Em 1995, G. Scharf [6]
expandiu a teoria da TPC e aplicou-a corretamente à eletrodinâmica quântica.
Por outro lado, há uma variedade de estudos que utilizam o formalismo da teoria
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Capítulo 1. Introdução 2

de perturbação causal: QCD e Gravitação [7], interações eletrofracas [8], Modelo
de Thirring com simetria BRST [9, 10], SQED4 via SDKP [11], elétron-pósitron
em SQED4 [12], prova da super[re]normalizabilidade [13]; equivalência de SDKP
e SQED4 [14]; formulação da TPC no plano nulo [15] com aplicação estudo do
modelo de Yukawa [16], QED4 [17, 18], etc. Observamos que nessa variedade
de aplicações foram estudados o modelo de Yukawa, na presente dissertação
analisamos esse modelo em dimensões menores e outros objetivos.

O modelo de Yukawa descreve a interação entre núcleon-méson, que são
partículas mediadoras responsáveis pela força nuclear forte. Essa interação se
manifesta como um potencial atrativo de curto alcance entre nucleões, mediado
pelo intercâmbio de mésons.

A dissertação está estruturada da seguinte maneira: No capítulo 2, estudamos
o problema de Cauchy para o caso campo escalar e a quantização dos campos
escalar e de Dirac no espaço de Fock. No capítulo 3, estudamos detalhadamente
a teoria de perturbação causal, cujos objetivos são: As distribuições de transição,
retardada, avançada e causal, junto com algumas teoremas para qualquer ordem
de singularidade. No capítulo 4, analisamos o modelo de Yukawa na abordagem
da TPC. Os objetivos são: calcular o espalhamento núcleon-núcleon, as correções
radiativas do méson e do núcleon e seus respectivos propagadores completos em
(2+1)-dimensões. No capítulo 5 apresentamos nossas conclusões e perspectivas.
Finalmente, concluímos com os apêndices que são necessários para compreender
os capítulos mencionados anteriormente.
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Convenção

Métrica de Minkowski

ηµν = ηµν ≡

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 (1.1)

em que η00 = 1, ηii = −1 e ηij = 0 ∀i ̸= j.
Serão usadas as unidades naturais, h̄ = 1 e c = 1.
O quadri-vetores contravariante e covariante

xµ = (x0, x1, x2) = (t, x, y),

xµ = ηµνxν = (x0, x1, x2) = (t,−x,−y).

Produto escalar

xp = xµ pµ = x0p0 + x1p1 + x2p2

= x0 · p0 − x⃗ · p⃗.
(1.2)

Produto das derivadas parciais em três dimensões

∂µ∂µ = ∂µ∂µ = ∂0∂0 + ∂1∂1 + ∂2∂2

= ∂t∂t + ∂x∂x + ∂y∂y.

Cone de Luz

Definimos o cone de luz para um ponto:

V±(x) ≡ {y ∈ M

∣∣∣ (y − x)2 > 0; y0 ≷ x0}, (1.3)

e para n conjuntos de pontos:

Γ±
n (x) ≡ {(x1, · · · , xn) ∈ Mn

∣∣∣ xi ∈ V±(x); i = 1, · · · , n} (1.4)
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Campos

Neste capítulo, é explicado o problema de Cauchy para o caso do campo escalar,
o campo de Dirac e a quantização desses campos no espaço de Fock.

2.1 Campo escalar livre em 2+1

O campo escalar real livre é representado por ϕ(x), sendo uma função de
apenas uma componente. A palavra livre significa que o campo não interage com
outros campos. O campo escalar é invariante de Lorentz e está associada com a
equação de Klein-Gordon:

(∂µ∂µ + m2)ϕ(x) = 0. µ = 0, 1, 2, (2.1)

A equação (2.1) descreve partículas neutras de spin-0 e é facilmente observável
que essa equação é de segunda ordem no espaço tempo.
Continuando com a equação de Klein-Gordon, ela é invariante relativística, ou
seja, invariante de Lorentz1. A invariância relativística é útil para os campos,
pois diz-nos que a leis físicas são as mesmas em qualquer sistema de referência
inercial e permite-nos estudar as partículas a altas velocidades. Um contraexemplo
é a equação de Schrödinger, que não é invariante relativística, e portanto não é
adequada para descrever partículas relativísticas.
Será mostrada a solução clássica da equação de Klein-Gordon por meio da trans-
formada de Fourier em três dimensões.

ϕ(x⃗, t) =
1

(2π)3/2

∫
d2pdp0 e−ipxϕ̂(p), (2.2)

1Segundo o apêndice (A.1)

4



Capítulo 2. Campos 5

e aplicando na equação de Klein-Gordon, resulta:

(∂µ∂µ + m2)
1

(2π)3/2

∫
d2pdp0 e−ipxϕ̂(p) = 0, (2.3)

em (2.3) ∂µ∂µ age apenas na exponencial, pois ela depende das coordenadas
espaço-temporais:

1
(2π)3/2

∫
d2pdp0 e−ipx((p)2 − m2)ϕ̃ = 0. (2.4)

Uma solução não trivial seria ϕ̃(p) = δ(p2 − m2)ϕ(p).
Retornando à transformada de Fourier com essa solução, obtemos:

ϕ(x) =
1

(2π)3/2

∫
d2pdp0 eipxδ((p0)

2 − E2
p⃗)ϕ(p), (2.5)

comEp⃗ ≡
√

p⃗2 + m2 =
√
(p1)2 + (p2)2 + m2.

Para prosseguir com o cálculo, utilizamos a propriedade da delta2 em (2.5)

ϕ(x) =
1

(2π)3/2

∫
d2pdp0 e−ipx

(
δ(p0 − Ep⃗)

2Ep⃗
+

δ(p0 + Ep⃗)

2Ep⃗

)
ϕ(p)

=
1

(2π)3/2

∫
d2p ei p⃗ · x⃗

∫
dp0 e−ip0x0

(
δ(p0 − Ep⃗)

2Ep⃗
+

δ(p0 + Ep⃗)

2Ep⃗

)
ϕ(p)

=
1

(2π)3/2

∫ d2p
2Ep⃗

(
ϕ+( p⃗)e−ipx

∣∣∣
p0=Ep⃗

+ ϕ−( p⃗)e−ipx
∣∣∣

p0=−Ep⃗

)
,

(2.6)

em que ϕ̂+( p⃗) = ϕ̂(p)
∣∣∣

p0=Ep⃗
.

2.1.1 Condição de Augustin-Louis Cauchy

Os dados de Cauchy impõem duas condições para as equações diferenciais
parciais de segunda ordem do tipo hiperbólicas3, assim determinamos a solução.

2

δ( f (x)) = ∑
x0

δ(x − x0)

| f ′(x0)|
, x0 = E0,−E0.

3Dois exemplos de primeira e segunda ordem são a equação de onda e de Klein-Gordon.
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Escrevemos os dados de Cauchy:

ϕ(0, x⃗) = f (x⃗),

∂0ϕ(0, x⃗) = g(x⃗).
(2.7)

Substituindo as condições acima em (2.6)

f (x⃗) =
1

(2π)3/2

∫ d2p
2Ep⃗

(ϕ+( p⃗) + ϕ−( p⃗))ei p⃗ · x⃗,

g(x⃗) =
1

(2π)3/2

∫
d2p

(
− i

2

) (
ϕ+( p⃗) + ϕ−( p⃗)

)
ei p⃗ · x⃗.

(2.8)

Aplicando a transformada inversa de Fourier (2π)−1
∫

d2xe−i p⃗ · x⃗ nas equações

acima e utilizando a propriedade de delta de Dirac (2π)2δ( p⃗′− p⃗) =
∫

d2xe−i( p⃗′− p⃗) · x⃗,
resulta:

[ϕ+( p⃗) + ϕ−( p⃗)] = (2π)−1/2(2Ep⃗)
∫

d2x e−i p⃗ · x⃗ f (x⃗),

[ϕ+( p⃗)− ϕ−( p⃗)] = (2π)−1/2(2i)
∫

d2x e−i p⃗ · x⃗g(x⃗),
(2.9)

logo

ϕ+( p⃗) = (2π)−1/2
∫

d2x [Ep⃗ f (x⃗) + ig(x⃗)]e−i p⃗ · x⃗,

ϕ−( p⃗) = (2π)−1/2
∫

d2x [Ep⃗ f (x⃗)− ig(x⃗)]e−i p⃗ · x⃗.
(2.10)

Agora, substituindo as equações acima em (2.6)

ϕ(x) =
1

(2π)3/2

∫ d2p
2Ep⃗

(
ϕ+( p⃗)ei p⃗ · x⃗−ip0x0

∣∣
p0=Ep⃗

+ ϕ−( p⃗)ei p⃗ · x⃗−ip0x0
∣∣

p0=−Ep⃗

)
=

1
(2π)2

∫ d2p
2Ep⃗

(∫
d2y[Ep⃗ f (⃗y) + ig(⃗y)]e−i p⃗ · y⃗e−ipx

∣∣∣
p0=Ep⃗

+
∫

d2y[Ep⃗ f (⃗y)− ig(⃗y)]e−i p⃗ · y⃗e−ipx
) ∣∣∣

p0=−Ep⃗
,

(2.11)
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utilizando δ(p2 − m2) =
1

2Ep⃗
(δ(p0 + Ep) + δ(p0 − Ep)) em (2.11), obtemos:

ϕ(x) =
1

(2π)2

∫
d2pdp0δ(p2 − m2)

∫
d2y[Ep⃗ f (⃗y) + isgn(p0)g(⃗y)]e− p⃗ · y⃗−ipx

=
1

(2π)2

∫
d2pdp0δ(p2 − m2)

∫
y0=0

d2y[Ep⃗ f (⃗y) + isgn(p0)g(⃗y)]e−ip(x−y),

(2.12)
reorganizando

ϕ(x) =
∫

y0=0

d3y
[
(2π)−2

∫
d2pdp0δ(p2 − m2)Ep⃗ sgn(p0)sgn(p0)eip(x−y) f (⃗y)

+i(2π)−2
∫

d2pdp0δ(p2 − m2)sgn(p0)eip(x−y)g(⃗y)
]

,

(2.13)
a equação (2.13) pode ser escrita de forma mais suscinta observando as seguintes
relações

δ(p2 − m2)sgn(p0)Ep⃗ = δ(p2 − m2)p0,

f (⃗y) = ϕ(0, y⃗) = ϕ(y)|y0=0,

g(⃗y) = ∂
y
0ϕ(y)|y0=0,

(2.14)

obtemos

ϕ(x) =
∫

y0=0

d3y
[
(2π)−2

∫
d2pdp0δ(p2 − m2)p0sgn(p0)eip(x−y)ϕ(y)

+i(2π)−2
∫

d2pdp0δ(p2 − m2)sgn(p0)eip(x−y)∂
y
0ϕ(y)

]
.

(2.15)

Finalmente o campo escalar é redefinido como

ϕ(x) =
∫

y0=0

d3y
[
−(∂

y
0D(x − y))ϕ(y) + D(x − y)∂y

0ϕ(y)
]

, (2.16)

em que

D(x − y) = i(2π)−2
∫

d2pdp0δ(p2 − m2)sgnp0e−ip(x−y), (2.17)

é a distribuição de Jordan-Pauli do campo escalar.
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2.2 Campo de Dirac em 2+1

Em 1928, Dirac [19] e no livro de The principle of quantum mechanics [20] propôs
uma equação relativística covariante que tivesse a forma da equação de Schrö-
dinger. A ideia foi a seguinte: a equação de Schrödinger é linear na derivada do
tempo, portanto, devemos pensar que o Hamiltoniano também deve ser linear nas
derivadas espaciais

i
∂ψ

∂t
= Hψ

i
∂ψ

∂t
=

1
i

αi ∂ψ

∂xi + βmψ.
(2.18)

Para que a equação (2.18) seja cumprida é necessário impor as seguintes condições

• αi não podem ser números, devem ser matrizes quadradas. Se fossem
simples números, a equação não seria invariante sobre rotações espacias.

• ψ não pode ser um escalar, deve ser uma função coluna de N componentes.

• A relação de energia-momento para uma partícula livre relativística , E2 =

p2c2 + m2c4, deve-se cumprir. Essa relação leva-nos à equação de Klein-
Gordon "0 =

(
∂2

∂t2 −∇2 + m2
)

ψ".

• Deve ser covariante de Lorentz.

A equação de Dirac (2.18) em forma compacta é

(p0 − αi pi − βm)ψ = 0, p0 = i∂i, pi = −i∂i, (2.19)

e multiplicando (p0 + αi pi + βm) pela esquerda, obtemos(
p2

0 −
(αiαj + αjαi)pi pj

2
− m(αiβ + βαi)pi − m2β2

)
ψ = 0, (2.20)

(2.20) deve ser igual à equação de Klein-Gordon
(

P2
0 − P2

i − m2)ψ = 0. Então, as
matrizes α e β devem cumprir as seguintes propriedades

{αi, αj} = 2δij,

{αi, β} = 0,

β2 = α2
i = 1,

γ0 = β, γi = βαi.
(2.21)
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As matrizes α e β devem ser quadradas (segundo o Apêndice (A.2)). Além disso o
espinor ψ é uma matriz coluna. Substituindo (2.21) em (2.18), resulta:

i
∂ψ

∂t
= (αi pi + βm)ψ, (2.22)

multiplicando β à esquerda em (2.22), obtemos:

(iγµ∂µ − m)ψ(x) = 0, µ = 0, 1, 2. (2.23)

As matrizes gamma em (2.23) para nosso caso de interesse são:

γ0 =

(
σ3 0
0 −σ3

)
, γ1 =

(
iσ1 0
0 −iσ1

)
, γ2 =

(
iσ2 0
0 −iσ2

)
. (2.24)

Essas matrizes gamma não quebram a paridade. Por outro lado, σi são as matrizes
de Pauli:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i −0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (2.25)

As matrizes de (2.24) e (2.25) satisfazem as seguintes propriedades

σ2
i = I, ∀i ∈ 1, 2, 3,

{γµ, γν} = 2ηµνI4x4, ∀µ, ν ∈ 0, 1, 2.
(2.26)

2.2.1 Soluções da equação de Dirac

Partícula em repouso

Neste caso assumimos que a função ψ(x) é independente do espaço

∇ψ(x) = 0. (2.27)

Portanto, a equação de Dirac (2.23) resulta

iγ0 ∂ψ(t)
∂t

= mψ(t), (2.28)
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em que ψ(t) =

(
ψA(t)
ψB(t)

)
, ψA e ψB são matrizes coluna. Resolvendo (2.28), obte-

mos:
ψA1(t) = e−imtψA1(0),

ψA2(t) = e+imtψA2(0),

ψB1(t) = e+imtψB1(0),

ψB2(t) = e−imtψB2(0).
(2.29)

Explicitando as quatro soluções

ψA1 = e−imt


1
0
0
0

 ,

ψA2 = e−imt


0
1
0
0

 ,

ψA3 = e+imt


0
0
1
0

 ,

ψA4 = e+imt


0
0
0
1

 .

(2.30)

Partícula em movimento

Neste caso as soluções estão em função das ondas planas de duas frequências

ψ+(x⃗, t) = u(Ep⃗, p⃗)e−ipx, ψ−(x⃗, t) = v(Ep⃗, p⃗)eipx, (2.31)

(Para mais detalhes de (2.31), vide o apêndice (A.3))
A solução geral é uma combinação linear de (2.31)

ψ(x) =
2

∑
s=1

∫ d2p
(2π)3/2

(
As( p⃗)us( p⃗)e−ipx + Bs( p⃗)vs( p⃗)e+ipx

)
, (2.32)

em que As( p⃗) e Bs( p⃗) são amplitudes dos pacotes de onda, us( p⃗) e us( p⃗) são
espinores.

2.3 Espaço de Fock em 2+1

Defina-se a função ϕ1(x) ∈ H1, ou seja, o estado de uma partícula pertencente a
um espaço de Hilbert. Para um estado de duas partículas livres que não interagem
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entre si, ϕ2(x1, x2) ∈ H2 = H1 ⊗H1. Então, generalizando para n partículas

ϕn(x1, · · · , xn) ∈ Hn = H1 ⊗ · · · ⊗H1︸ ︷︷ ︸
n vezes

= H⊗n. (2.33)

As partículas devem ser idênticas. Portanto, obedecem à estatística de Bose ou
Fermi. Expressamos os estados simétrico e antissimétrico:

S+
n ϕn =

1
n! ∑

π

ϕ(xπ1 , · · · , xπn),

S−
n ϕn =

1
n! ∑

π

(−)πϕ(xπ1 , · · · , xπn),
(2.34)

em que π representa as permutações de n elementos. Os operadores (S±) são as
projeções no espaço de n partículas que satisfazem as seguintes propriedades:

S+
n S−

n = 0 = S−
n S+

n , (S±
n )

2 = S±
n , (ψn, S±

n ϕn) = 0 = (S±
n ψn, ϕn), (2.35)

em que ϕn e ψn ∈ Hn. Agora, definimos o verdadeiro espaço físico de n partículas

H±
n = S±

n H⊗n. (2.36)

Um exemplo particular do espaço de Hilbert é para n = 0

H0 = {αΩ}, α ∈ C, (2.37)

em que Ω é o vácuo. O vácuo é necessário para estudar o espaço de Fock e os
axiomas da teoria de perturbação causal e que será explicado no capítulo 3.

2.3.1 Definição do espaço de Fock

O espaço de Fock dos bósons e férmions descreve o estado de muitas partículas
simultaneamente mediante a soma direta infinita de todos os espaços de Hilbert
de número finito de partículas

F± = ⊕+∞
n=0H

±
n . (2.38)

Um elemento do espaço de Fock tem infinitos estados, ou seja,

ϕ ≡ (ϕ0, ϕ1, · · · ) ∈ F , (2.39)
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em que

ϕ0 = αΩ, ϕn ∈ H±
n , α ∈ C. (2.40)

O vácuo Ω é um estado em que não há partículas. Definimos:

Ω ≡ (1, 0, 0, · · · ). (2.41)

No espaço de Fock o produto escalar se define como

(ϕ, ψ) =
+∞

∑
n=0

(ϕn, ψn)n, (2.42)

e a norma finita

∑
n
||ϕ||2n ≡ ||ϕ||2 < +∞. (2.43)

2.3.2 Operadores de criação, aniquilação e número

Operador de Criação

O operador de criação, denotado por a∗( f ), cria uma partícula associada a uma
determinada função de onda f , em que f pertence ao espaço de Hilbert H1. Sua
definição é:

a∗( f )Ω ≡ f

(a∗( f )ϕ)n ≡
√

nS±
n ( f ⊗ ϕn−1), n = 1, 2, · · · ,

(2.44)

o simbolo de asterisco * só é uma notação, representa a adjunta.

Operador de aniquilação

O operador de aniquilação, denotado por a( f ), aniquila uma partícula associ-
ada a uma função de onda f ∈ H1. Sua definição é:

a( f )Ω ≡ 0,

(a( f )ϕ)n(x⃗1, · · · , x⃗n) ≡
√

n + 1
∫

d2x f (x⃗)∗ϕn+1(x⃗, x⃗1, · · · , x⃗n),
(2.45)
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Escreve-se a seguinte relação para o adjunto de a( f )

(ψ, a( f )ϕ) = ∑
n

√
n + 1

∫
d2x1 · · · d2xnd2x f ∗(x)

× ψ∗
n(x⃗, x⃗1, · · · , x⃗n)ϕn+1(x⃗, x⃗1, · · · , x⃗n)

= ∑
n

√
n + 1

∫
d2x1 · · · d2xnd2x[S±

n+1 f (x)ψn]
∗ϕn+1

= (a∗( f )ψ, ϕ).

(2.46)

Percebemos em (2.46) uma relação entre a( f ) e a∗( f ), logo

a( f ) = a∗( f )†,

a( f )∗ = a( f )† = a†( f ).
(2.47)

Escreve-se o operador a( f ) e defina-se a distribuição a(x)

a( f ) =
∫

d2x f ∗(x) a(x), a(x⃗) = ∑
j

aj f j(x⃗), (2.48)

em que f j é uma base que pertence a H.

Operador número

Defina-se o operador número

N =
∫

d2xa†(x⃗)a(x⃗), (2.49)

logo
N(ϕ)n = nS±

n ϕn(x⃗1, · · · , x⃗n). (2.50)

Por outro lado, as relações de (anti-)comutação dos operadores de criação e ani-
quilação são4

[a( f ), a†(g)]∓ϕ = ( f , g)1ϕ,

[a( f ), a(g)]∓ϕ = [a†( f ), a†(g)]∓ϕ = 0.
(2.51)

4Para mais detalhes, vide o livro de G. Scharf "Finite Quantum Electrodynamics", Second
Edition [6].
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As relações em (2.51) foram obtidas a partir de (2.44) e (2.45). Por outro lado,
escrevemos uma base ortonormal

⟨ fi, f j⟩ = δi,j, (2.52)

em que fi ∈ H1 e f (x) é
f (x⃗) = ∑

i
( fi, f )1 f1(x⃗). (2.53)

Agora que já temos a base, escrevemos os operadores de criação e aniquilação em
função dos elementos dessa base

a†
i ≡ a†( fi),

ai ≡ a( fi).
(2.54)

Substituindo (2.54) nas relações de (2.51), obtemos

[ai, a†
j ]∓ = δij,

[ai, aj]∓ = [a†
i , a†

j ]∓ = 0.
(2.55)

2.3.3 Quantização do campo escalar

Para descrever o campo escalar é necessário um operador de criação a†( f ) e
aniquilação a( f )

ϕ(x) =
1

(2π)1

∫ d2p√
2Ep⃗

(
a†( p⃗)e+ipx + a( p⃗)e−ipx

)
, (2.56)

em que p0 = Ep⃗ =
√

p⃗2 + m2. O operador de campo quantizado em (2.56) pode
ser representado como

ψ(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x), (2.57)

em que

ϕ+(x) =
1

(2π)1

∫ d2p√
2Ep⃗

a†( p⃗)e+ipx,

ϕ−(x) =
1

(2π)1

∫ d2p√
2Ep⃗

a( p⃗)e−ipx = (ϕ+)†,
(2.58)
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Os operadores ϕ+(x) e ϕ−(x) são os operadores de frequência positiva e negativa,
respectivamente. Por outro lado, escrevemos a distribuição de Jordan-Pauli D(x −
y) com suas partes de frequências positivas e negativas

D(x − y) ≡ D+(x − y) + D−(x − y), (2.59)

e definindo
[ϕ(x), ϕ(y)] ≡ −iD(x − y),[

ϕ+(x), ϕ−(y)
]
≡ −iD−(x − y),[

ϕ−(x), ϕ+(y)
]
≡ −iD+(x − y).

(2.60)

A distribuição de Jordan-Pauli é

D(x − y) = (2π)−2
∫

d2pdp0δ(p2 − m2)sgn(p0)e−ipx, (2.61)

e sua parte de frequência positiva é

−iD+(x − y) = i(2π)−2
∫ d2p

2Ep⃗
e−ip(x−y)

= i(2π)−2
∫

d2pdp0δ(p2 − m2)Θ(p0)e−ip(x−y),
(2.62)

a partir de (2.61) e (2.62), escrevemos as distribuições D e D+ no espaço dos
momentos

D̂(p) = i(2π)−1/2δ(p2 − m2)sgn(p0),

D̂+(p) = i(2π)−1/2δ(p2 − m2)Θ(p0) = −D̂−(−p).
(2.63)

Essas relações serão necessárias quando analisemos as auto-energias do méson e
núcleon no capítulo 3.

2.3.4 Quantização do campo de Dirac

A quantização de Dirac é para partículas que tem spin-1/2. Defina-se f , uma
matriz coluna de 4x1, pertencente ao espaço de Hilbert de uma partícula H1

f1

f2

f3

f4

 = f ∈ H1. (2.64)
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O produto escalar de f , g ∈ H1 é

( f , g) =
∫

d2x f †(x)g(x). (2.65)

Os operadores de aniquilação e criação são

a( f ) =
∫

d2x f †(x)a(x),

a†( f ) =
∫

d2xa†(x) f (x),
(2.66)

em que a(x) é uma distribuição e o caráter espinorial encontra-se na função-
f ∈ H1 . Dividimos o campo espinorial da seguinte maneira

a( f ) = b(P+ f ) + d(P− f ),

a†( f ) = b†(P+ f ) + d†(P− f ),
(2.67)

em que P± é o operador de projeção no subespaço espectral (P+ aplicado a H1

representa a energia positiva do Hamiltoniano) P±H1 = H±. Os operadores b,
d, b†, d† são os operadores que serão utilizados no caso do campo de Dirac. Eles
satisfazem as relações anti-comutação, é análogo à (2.55).
Escrevem-se algumas relações:

P+ + P− = 1,

P+P− = 0,

H1 = P+H1 + P−H1,

b(P− f ) = d(P+ f ) = 0.
(2.68)

Por outro lado, a definição do vácuo é

b( f )Ω = 0,

d( f )Ω = 0.
(2.69)

em que b e d são os operadores de aniquilação. Reescrevemos (2.67) e sua adjunta
em uma relação mais usual

ψ( f ) = b( f+) + d†( f−),

ψ†( f ) = b†( f+) + d( f−).
(2.70)

em que f± = P± f . A equação (2.70) é a quantização do campo de Dirac em função
dos operadores de criação e aniquilação. Já foi explicado que os operadores b†, d†,
b e d são operadores de criação e aniquilação, mais ainda não é uma informação
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muita clara. Para ter uma melhor interpretação desses operadores, analisamos a
carga do férmion. Portanto:

Q = e
∫

d2x : ψ†(x)ψ(x) :, (2.71)

em que
ψ(x) = ∑

i
b( fi) fi(x⃗) + d†(gi)gi(x⃗), (2.72)

em que fi ∈ H+ e gi ∈ H− são bases que pertencem a H.
Substituindo (2.72) em (2.71), resulta:

Q =e ∑
i
[b†( fib( fi))− d†(gi)d(gi)],

=e
∫

d2x : ψ†(x)ψ(x) : .
(2.73)

No resultado da carga em (2.73) havia um valor numérico (C: número), porém
não foi considerado de tal maneira que o valor esperado do vácuo seja nulo, ou
seja, (Ω, QΩ) = 0. Percebemos que em (2.73) o operador d† tem uma sinal menos,
isso é devido a que estamos utilizando a anti-comutação desses operadores. O
operador d† e b† cria uma antipartícula e partícula, respectivamente. Por outro
lado, consideramos uma partícula com uma função de onda, ou seja, o campo de
Dirac

f (x⃗) = (2π)−1
∫

d2p[ fs+( p⃗)us p⃗eipx + fs−( p⃗)vs p⃗eipx], (2.74)

e
fs+( p⃗) = u+( p⃗) f̂ ( p⃗),

fs−( p⃗) = v+( p⃗) f̂ (− p⃗).
(2.75)

Em que o chapéu é a transformada de Fourier. Por outro lado, temos uma base
ortonormal f j ∈ H+, gj ∈ H−,H1 = H+ ⊗H−. Portanto, o campo de Dirac é
representado como

ψ(x) = ∑
j
[ψ( f j) f j(x) + ψ(gj)gj(x)]

= ∑
j
[b( f j) f j(x) + d†(gj)gj(x)].

(2.76)
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Os elementos em (2.76) podem ser reescritos com as relações em (2.75), logo

d†
s ( p⃗) = ∑

j
d†(gj)gj s( p⃗),

bs( p⃗) = ∑
j

b( f j) f j s( p⃗).
(2.77)

Essas relações acima são importantes porque agora temos os operadores no espaço
de momentos que serão necessários para calcular os anti-comutadores dos opera-
dores do campo de Dirac. Sendo assim, escrevemos as relações de anti-comutação
de (2.77)

{bs( p⃗), b†
s′( p⃗′)} = δ2( p⃗ − p⃗′)δs s′ ,

{ds( p⃗), d†
s′( p⃗′)} = δ2( p⃗ − p⃗′)δs s′ ,

{bs( p⃗), bs′( p⃗′)} = {ds( p⃗), ds′( p⃗′)} = {bs( p⃗), ds′( p⃗′)} = · · · = 0.

(2.78)

Por outro lado, definimos a evolução temporal do campo de Dirac ψ†
t ( f ) ≡

ψ†(eiHt f ) = eiH0tψ†( f )e−iH0t, substituindo em (2.76)

ψ(x) = ∑
j

[
ψ(eiH0 f j) f j(x⃗) + ψ(eiH0 gj)gj(x⃗)

]

= ∑
j

b(P+eiH0 f j)︸ ︷︷ ︸
ψ−

t ( f j)

f j(x⃗) + d†(P−eiH0 gj)︸ ︷︷ ︸
ψ+

t (gj)

gj(x⃗)

 ,
(2.79)

em (2.79) se definiu um novo operador ψ±
t

ψ−
t ( f j) ≡ b(P+eiH0 f j)

=
∫

d2p(P+eiH0t f j)
∗
s ( p⃗)bs( p⃗).

(2.80)

Substituindo (2.75) na equação acima, obtemos

ψ−
t ( f j) =

∫
d2p(eiEtu†

s ( p⃗) f̂ j( p⃗))∗bs( p⃗)

=
∫

d2pe−iEt f̂ †
j ( p⃗)us( p⃗)bs( p⃗).

(2.81)
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Utilizando a transformada de Fourier f j(x⃗) = (2π)−1
∫

d2p f̂ j( p⃗)ei p⃗ · x⃗ na equação
acima, resulta:

ψ−(x) = (2π)−1
∫

d2pe−ipxus( p⃗)bs( p⃗), (2.82)

analogamente para ψ+

ψ+(x) = (2π)−1
∫

d2pe+ipxvs( p⃗)d†
s ( p⃗). (2.83)

Agora, escrevemos o operador do campo de Dirac em função desses últimos
operadores

ψ(x) = ψ+(x) + ψ−(x)

= (2π)−1 ∑
s

∫
d2p[d†

s ( p⃗)vs( p⃗)e+ipx + bs( p⃗)us( p⃗)e−ipx].
(2.84)

Em (2.84) os espinores u( p⃗) e v( p⃗) estão relacionados entre si. Essas relações são:

u†
s ( p⃗)vr(− p⃗) = 0,

v†
r (− p⃗)us( p⃗) = 0,

(/p − m)us( p⃗) = 0,

(/p − m)vs( p⃗) = 0,

∑
s

us( p⃗)ūs( p⃗) = /p + m
2p0

,

∑
s

vs( p⃗)v̄s( p⃗) = /p − m
2p0

.
(2.85)

Utilizando as relações acima e fazendo a anti-comutação dos operadores de ψ− e
ψ̄+

{ψ−(x), ψ̄+(y)} = ∑
s,r
(2π)−2

∫
d2pd2q {bs( p⃗), b†

r (⃗q)}︸ ︷︷ ︸
δ3( p⃗−q⃗)δ(s−r)

us( p⃗)ūr (⃗q)e−i(px−qy)

= (2π)−2
∫

d2p ∑
s

us( p⃗)ūr( p⃗)e−ip(x−y)

= (2π)−2
∫ d2p

2Ep⃗
(/p + m)e−ip(x−y)

= (2π)−2
∫

d2pdp0Θ(p0)δ(p2 − m2)(/p + m)e−ip(x−y).

(2.86)

Analogamente,

{ψ+(x), ψ̄−(y)} = −(2π)−2
∫

d2pdp0Θ(−p0)δ(p2 − m2)(/p + m)e−ip(x−y).
(2.87)
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Definimos a distribuição S, suas partes de frequência positiva e negativa, respecti-
vamente

{ψ(x), ψ̄(y)} = −iS(x − y),

{ψ−(x), ψ̄+(y)} = −iS+(x − y),

{ψ+(x), ψ̄−(y)} = −iS−(x − y).

(2.88)

Portanto:

−iS(x − y) = {ψ+(x) + ψ−(x), ψ̄+(y) + ψ̄−(y)}
= {ψ−(x), ψ̄+(y)}+ {ψ+(x), ψ̄−(y)}
= −iS+(x − y)− iS−(x − y)

= (2π)−2
∫

d2pdp0 sgn(p0)δ(p2 − m2)e−ipx.

(2.89)

Analisando as distribuições em (2.86) e (2.87), percebemos

Ŝ±(p) = (/p + m)D̂±(p), (2.90)

Ŝ±(p) representa a distribuição S no espaço de momentos, D̂±(p) foi calculada
na seção anterior do campo escalar. Agora, começaremos a análise da teoria de
perturbação causal e o modelo de Yukawa utilizando os operadores de campos
escalar e de Dirac no espaço de Fock.
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Teoria de perturbação causal em (2+1)-
dimensões

Em 1973, Epstein e Glaser [5] propuseram uma teoria perturbativa na teoria
quântica de campos, a qual se baseia nos axiomas de Bogoliubov[21] para a matriz-
S. Posteriormente, a teoria foi aprimorada e enriquecida com a aplicação em QED
por Scharf [6]. Atualmente, é conhecida como teoria de perturbação causal.
A teoria de perturbação causal dedica-se à análise da matriz-S, que depende
da função de teste g1 (S = S(g)), a causalidade e as ferramentas da teoria de
distribuições [22, 23, 24].

3.1 Axiomas da Teoria de Perturbação Causal em 2+ 1

A matriz-S é a conexão entre o estado inicial assintoticamente livre no passado
ϕ(−∞) e o estado final assintoticamente livre no futuro ϕ(+∞). No formalismo
da teoria de pertubação causal esses estados assintoticamente livres estão relacio-
nados à matriz S(g) e denotamos ϕ(−∞) = ϕ. Explicitamente:

ϕ(g) = ϕ(+∞) = S(g)ϕ, (3.1)

em que S(g) denota a matriz de espalhamento enquanto g é uma função de teste
pertencente ao espaço de Schwartz. Além disso, construímos o operador S(g)2,
utilizando a série de Taylor dependente da função de teste g.

S(g) = 1 +
+∞

∑
n=1

1
n!

∫
d3x1 · · · d3xnTn(x1, · · · , xn)g(x1) · · · g(xn). (3.2)

1g é uma função que pertence ao espaço de Schwartz.
Defina-se a função de Schwartz f : Rn → C da seguinte forma f ∈ C∞(Rn) e xα ∂βf(x) → 0 para
|x| → ∞, α e β ∈ Nn

0 .
2O operador de espalhamento S(g) é a forma quadrática da matriz ϕ∗S(g)ψ.

21
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A teoria de perturbação causal introduz o termo ’g’, que pertence ao espaço de
Schwartz S(R3n) , na matriz S. A função de teste g ∈ [0, 1] apresenta diferentes
comportamentos na interação: ligado, desligado e parcialmente ligado em dife-
rentes regiões. Isto é, quando g(x) = 1, a interação está completamente ligada;
g(x) = 0, desligada; e se 0 < g(x) < 1, está parcialmente ligada.
Quando g → 1 a teoria de pertubação causal (TPC) é realizada no limite adiabático.
Por outro lado, os termos Tn são distribuições cujo valor é um operador3 , caso
contrário a teoria não seria livre de divergências ultravioleta. A condição inicial do
operador S(g) ocorre na ausência de interação, isto é g(x) = 0. Portanto, dizemos
que S(0) = 1 (condição inicial) e passaremos a mencionar os axiomas da TPC.

(1) Axioma da unitariedade

O operador de espalhamento é unitário, portanto:

S(g)†S(g) = S(g)S(g)† = 1, ∀g ∈ S(R3). (3.3)

(2) Axioma da invariância sob translações

Considere-se o operador unitário U(a, 1), que realiza a translação x → x + a,
no espaço de Fock. O operador de espalhamento transforma-se segundo

U(a, 1)S(g)U(a, 1)−1 = S(ga), ∀a ∈ R3, em que ga=g(x-a). (3.4)

(3) Axioma da invariância de Lorentz

Considere-se o operador unitário U(0, Λ), que realiza a transformação de
Lorentz x → Λx, Λ ∈ L↑

+, no espaço de Fock. O operador de espalhamento
transforma-se segundo:

U(0, Λ)S(g)U(0, Λ)−1 = S(gΛ), gΛ(x) = g(Λ−1x). (3.5)
3Vide o apêndice (B) para mais detalhes sobre a teoria de distribuições.
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(4) Axioma da causalidade

A causalidade refere-se à relação temporal entre dois pontos mencionando
duas funções de teste disjuntas 4 no tempo. Imaginemos que g1 e g2 são disjuntas
no tempo,

Figura 3.1: Dois conjuntos disjuntos no tempo.

e em que supp(g1)= {x ∈ M|x0 ∈ (−∞, r)}, supp(g2)= {x ∈ M|x0 ∈ (r,+∞)}
e supp(g1) < supp(g2).
Dado que g1 e g2 ∈ S(R3) e seus suportes satisfazem a relação supp(g1) < supp(g2),
portanto:

S(g1 + g2) = S(g2)S(g1). (3.6)

A linha do tempo em (3.6) vai da esquerda para a direita; esse axioma explica-nos
a ordem dos eventos no espaço-tempo de Minkowski.

(5) Axioma da estabilidade do vácuo e do setor de uma partícula

∀ g ∈ S(R3), o operador S deixa invariante os estados de vácuo e de uma
partícula:

Φ = Ω e Φ = (0, ϕ, 0, ...) →S(g)Φ = Φ. (3.7)

3.1.1 Propriedades da inversa do operador espalhamento

Calcular a inversa de S é importante na análise das propriedades da teoria
perturbativa. Primeiramente, utilizaremos uma notação mais compacta para o

4X e Y são disjuntos se X ∩ Y = ∅.
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operador de espalhamento.
Seja X ≡{ xi ∈ M| i=1,..,n} com M o espaço-tempo de Minkowski, então:

Tn(X) ≡ Tn(x1, · · · , xn),

g(X) ≡ g(x1) · · · g(xn),

dX ≡ d3x1 · · · d3xn,

(3.8)

com essa notação o operador de espalhamento (3.2) resulta:

S(g) = 1 +
+∞

∑
n=1

1
n!

∫
dXTn(X)g(X). (3.9)

A inversa de S também é expressa como uma série perturbativa:

S(g)−1 = 1 +
+∞

∑
n=1

1
n!

∫
dXT̄n(X)g(X). (3.10)

em que T̄n é uma distribuição de transição. A inversa de S também pode ser obtida
utilizando a expansão de Taylor, portanto:

S(g)−1 = 1 +
n

∑
r=1

(−)r ∑
Pr

∫
dXTn1(X1) · · · Tnr(Xr)g(X), (3.11)

em que n1+...+nr = n e Pr representa a soma de todas as partições de X em r sub
conjuntos disjuntos

X = X1 ∪ · · · ∪ Xr, X1, · · · , Xr ̸= ∅. (3.12)

Se compararmos as séries perturbativas de (3.10) e (3.11), obtemos T̄ em função
de Pr. Por outro lado, a distribuição T̄n(X) é expressa da seguinte maneira:

T̄n(X) =
n

∑
r=1

(−)r ∑
X1,··· ,Xr ̸=∅
∪r

i=1Xi=X
Xi∩Xj=∅, ∀i ̸=j

Tn1(X1) · · · Tnr(Xr). (3.13)

Notar que, essa nova soma representa a soma de todas as partições de X em
r subconjuntos disjuntos. Mostramos dois exemplos para n=1 e n=2, a fim de
compreender (3.13):
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Primeiro exemplo, n=1:

T̄1(x1) = −T1(x1), X1 = {x1}. (3.14)

Segundo exemplo, n=2:

T̄2(x1, x2) = − T2(x1, x2)︸ ︷︷ ︸
em que

X1={x1,x2}

+ T1(x1)T1(x2)︸ ︷︷ ︸
em que

X1={x1},X2={x2}

+ T1(x2)T1(x1)︸ ︷︷ ︸
em que

X1={x2},X2={x1}

. (3.15)

Por outro lado, se quisermos calcular propriedades entre Tn e T̄m, deve-se con-
siderar que o seguinte produto S(g)−1S(g) = 1, definindo T0(∅) = 1 = T̄0(∅).
Então

1 = 1 +
+∞

∑
n=1

1
n! ∑

X∪Y=Z
X∩Y=∅

∫
dZTn1(X)T̄n−n1(Y)g(Z), (3.16)

em que dZ = dXdY, g(Z) = g(X)g(Y) e |X|=n1. A equação (3.16) é satisfeita para
qualquer g se

∑
X∪Y=Z
X∩Y=∅

Tn1(X)T̄n−n1(Z\X) = 0, (3.17)

∀ Z com5 |Z|=n ≥ 1.
Fazendo a mesma análise no caso de S(g)S(g)−1 = 1, obtemos:

∑
X∪Y=Z
X∩Y=∅

T̄n−n1(X)Tn1(Z\X) = 0. (3.18)

Esses resultados serão usados nas propriedades da teoria perturbativa do operador
espalhamento.

3.2 Teoria Perturbativa

Os axiomas da teoria de perturbação causal possuem propriedades intrínsecas
que serão descritas mediante seus axiomas da seção anterior.

5|Z| representa o número de elementos de Z
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(1) Propriedade da Unitariedade

Seja para um g real

S(g)−1 = 1 +
+∞

∑
n=1

1
n!

∫
dXT̄n(X)g(X), S(g)† = 1 +

+∞

∑
n=1

1
n!

∫
dXT̄†

n(X)g(X),

e a partir do primeiro axioma

S†(g) = S−1(g), (3.19)

obtemos a seguinte relação:
T†

n(X) = T̄n(X), (3.20)

é claro que a inversa do operador de espalhamento tem o mesmo significado que
o seu adjunto ("dagger"); o mesmo vale para o operador Tn.

(2) Propriedade da invariância translacional

Substituindo a série (3.9) no segundo axioma

U(a, 1)

(
1 +

+∞

∑
n=1

1
n!

∫
d3x1 · · · d3xnTn(x1 · · · xn)g(x1) · · · g(xn)

)
U(a, 1)−1 =

1 +
+∞

∑
n=1

1
n!

∫
d3x1 · · · d3xnTn(x1 · · · xn)g(x1 − a) · · · g(xn − a), (3.21)

fazendo x′k = xk − a, logo: d3x′k = d3xk resulta:

U(a, 1)Tn(x1, · · · , xn)U(a, 1)−1 = Tn(x1 + a, · · · , xn + a). (3.22)

Portanto, Tn transforma-se segundo (3.22) na invariância translacional

(3) Propriedade da invariância de Lorentz

Substituindo a série (3.9) no terceiro axioma, obtemos a relação

U(0, Λ)Tn(x1, · · · , xn)U(0, Λ)−1 = Tn(Λx1, · · · , Λxn). (3.23)
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(4) Propriedade da Causalidade

Considera-se dois conjuntos arbitrários X, Y ⊂ M e X < Y, isto é: x0 < y0, ∀ x
∈ X, y ∈ Y, isto é equivalente a supp(g1) < supp(g2) em qualquer referencial de
Lorentz, de modo que o quarto axioma seja satisfeito. Então:

S(g1 + g2) = 1 +
+∞

∑
n=1

n

∑
m=1

n!
m!(n − m)!

∫
dXTn(X)(g1 + g2)(X), (3.24)

em que

(g1 + g2)(X) =
n

∑
m=1

n!
m!(n − m!)

g2(X2)g1(X1),
|X2|=m, X=X2∪X1,

X1∩X2=∅,
X1,X2 ̸=∅.

(3.25)

Por outro lado, temos S(g1) e S(g2)

S(g1) = 1 +
+∞

∑
n1=1

1
n1!

∫
dX1Tn1(X1)g1(X1),

S(g2) = 1 +
+∞

∑
n2=1

1
n2!

∫
dX1Tn2(X2)g1(X2),

(3.26)

e o produto é

S(g2)S(g1) = 1 +
+∞

∑
n=1

n

∑
m=1

1
m!(n − m)!

∫
dXTm(X2)Tn−m(X1)g2(X2)g1(X1),

(3.27)
em que n2 = m e n1 = n − m.
Através da aplicação do quarto axioma, realizamos a igualdade entre as equações
(3.24) e (3.27) e obtemos a quarta propriedade

Tn(X) = Tm(X2)Tn−m(X1), X1 < X2, |X2| = m, |X1| = n − m. (3.28)

Explicitando a quarta propriedade (3.28)

Tn(x1, · · · , xm, xm+1, · · · , xn) = Tm(x1, · · · , xm)Tn−m(xm+1, ..., xn). (3.29)

Dessa forma, a quarta propriedade(3.28) estabelece que Tn são produtos ordenados
temporalmente para X2 > X1. Fazendo (3.28) para x0

1 > x0
2 > · · · > x0

n

Tn(x1, ..., xn) = T1(x1)T1(x2)...T1(xn). (3.30)
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Por outro lado, se aplicarmos a inversa do operador de espalhamento no quarto
axioma com a condição de supp(g1)<supp(g2), obtemos:

S(g1)
−1S(g2)

−1 = S−1(g1 + g2), (3.31)

e fazendo a mesma análise anterior, resulta:

T̄n(X) = T̄m(X1)T̄n−m(X2), X2 > X1. (3.32)

A equação (3.32) estabelece que T̄n são produtos ordenados temporalmente de
forma inversa. É importante ressaltar que os produtos de Tn e T̄m não ocorrem no
mesmo ponto.
Existe um caso adicional, em que X1 e X2 estão separados espacialmente e não
temporalmente. Então, nesse caso, resulta:

Tn(X) = Tm(X2)Tn−m(X1) = Tn−m(X1)Tm(X2). (3.33)

A distribuição Tn ou T̂n possui uma relação com a distribuição Heaviside-Θ, que
foi mostrada segundo Bogoliubov na seguinte forma:

T [T1(x1) · · · T1(xn)] = ∑
π

Θ(x0
π(1)− x0

π(2)) · · ·Θ(x0
π(n−1)− x0

π(n))T1(xπ1) · · · T1(xπn).

(3.34)
No entanto, essa forma está mal definida, pois leva-nos a uma divergência ultravi-
oleta que será demonstrada na próxima seção.

Divergências ultravioletas em teoria quântica de campos perturba-

tiva

A divergência ultravioleta acontece nos casos em que as distribuições Heaviside-
Θ- e Dirac-δ são considerados no espaço de momentos. Andreas Aste [25] demons-
tra a divergência ultravioleta considerando a transformada de Fourier do produto
dessas distribuições

θ̂δ = F{θδ}(k) = (2π)−1/2
∫

dxe−ikxθ(x)δ(x), (3.35)

em que δ̂(k) = (2π)−1/2, θ̂(k) = −i
k−i0+ (2π)−1/2. O produto da equação (3.35)

pode ser reescrito utilizando a transformada de Fourier inversa das distribuições
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escritas anteriormente. Portanto:

θ̂δ = (2π)−3/2
∫

dxe−ik
[∫

dk′θ̂(k′)eik′x
] [∫

dk′′δ̂(k′′)eik′′x
]

= (2π)−3/2
∫

dxei(k′+k′′−k)x︸ ︷︷ ︸
(2π)δ(k′+k′′−k)

∫
dk′θ̂(k′)

∫
dk′′δ̂(k′′)

= (2π)−1/2
∫

dk′θ̂(k′)
∫

dk′′δ̂(k′′)δ(k′′ + k′ − k)︸ ︷︷ ︸
δ̂(k−k′)

= (2π)−1/2
∫

dk′ δ̂(k − k′)︸ ︷︷ ︸
(2π)−1/2

θ̂(k′)︸︷︷︸
−i(2π)−1/2

k−i0+

= −i(2π)−3/2
∫ dk′

k′ − i0+
,

(3.36)

é divergente quando o momento é infinito. Esse problema foi resolvido na TPC. O
próximo passo é construir indutivamente Tn, utilizando as distribuições retardada
e avançada

3.2.1 Distribuições retardada e avançada de n pontos

Distribuição avançada:

Define-se:
An(Y, xn) ≡ ∑

X∪X′=Y
X∩X′=∅

T̄m(X)Tn−m(X′ ∪ {xn}), (3.37)

em que |Y| = n − 1, |X| = m, |X′| = n − m − 1, n ≥ 2 (mínimo para dois pontos)
e o supp(An(Y, xn)) ⊂ Γ−

n (xn). A expressão Γ−
n (xn) foi explicada na convenção

desta dissertação.
A fim de compreender a distribuição avançada (3.37), mostramos um exemplo
para n = 2:

A2(x1, x2) = ∑
X∪X′={x1}

X∩X′=∅

T̄m(X)T2−m(X′, x2), (3.38)
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explicitando a soma para os valores de m

A2(x1, x2) =

m=0︷ ︸︸ ︷
T̄0(

X=∅︷︸︸︷
∅ )︸ ︷︷ ︸

1

T2−0(

X′={x1}︷︸︸︷
x1 , x2) +

m=1︷ ︸︸ ︷
T̄1(

X=x1︷︸︸︷
x1 )T2−1(

X′={∅}︷︸︸︷
∅ , x2)

= T2(x1, x2) + T̄1(x1)T1(x2).

(3.39)

Já explicitado o caso particular em (3.39), retornamos à distribuição avançada
(3.37). Ela será dividida em duas somas, sendo que somente a segunda incluirá o
conjunto X = ∅

An(Y, xn) = ∑
X∪X′=Y
X∩X′=∅

X ̸=∅

T̄m(X)Tn−m(X′ ∪ {xn}) + Tn(

X′=Y︷︸︸︷
Y , xn), (3.40)

logo, definimos a primeira soma

A′
n(Y, xn) = ∑

X∪X′=Y
X∩X′=∅

X ̸=∅

T̄m(X)Tn−m(X′ ∪ {xn}), (3.41)

como a distribuição avançada subsidiária (A′
n, em que |X| = m ≥ 1, |X′| ≤ n − 2.

A fim de compreender essa nova distribuição, mostramos o caso para n=2

A′
2(x1, x2) = T̄1(x1)T1(x2) = −T1(x1)T1(x2). (3.42)

Distribuição Retardada:

Define-se
Rn(Y, xn) ≡ ∑

X∪X′=Y
X∩X′=∅

Tn−m(X′ ∪ {xn})T̄m(X), (3.43)

em que |Y| = n − 1, |X| = m, |X′| = n − m − 1, n ≥ 2 e o supp(An(Y, xn)) ⊂
Γ+

n (xn). Aplicando a mesma análise que foi feita para o exemplo A2, escrevemos a
distribuição R2:

R2(x1, x2) = T2(x1, x2) + T1(x2)T̄1(x1) (3.44)
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Além disso,a distribuição (3.43) também pode ser dividida em duas somas. Na
primeira soma, estabeleceremos a seguinte condição: X ̸= ∅, então:

Rn(Y, xn) = ∑
X∪X′=Y
X∩X′=∅

X ̸=∅

Tn−m(X′ ∪ {xn})T̄m(X) + Tn(

X′=Y︷︸︸︷
Y , xn), (3.45)

Assim, definimos a primeira soma:

R′
n(Y, xn) = ∑

X∪X′=Y
X∩X′=∅

X ̸=∅

Tn−m(X′ ∪ {xn})T̄m(X), (3.46)

como a distribuição retardada subsidiária(R′
n). Em que |X| = m ≥ 1, |X′| ≤ n− 2.

Escreve-se o exemplo R′
2:

R′
2(x1, x2) = T1(x2)T1(x1). (3.47)

Agora, nosso propósito é comparar as distribuições (3.40) e (3.45) para obter a
distribuição Tn:

Tn(Y, xn) = An(Y, xn)− A′
n(Y, xn) = Rn(Y, xn)− R′

n(Y, xn), (3.48)

e a partir de aí definimos uma nova distribuição

Dn(Y, xn) ≡ R′
n(Y, xn)− A′

n(Y, xn) ≡ Rn(Y, xn)− An(Y, xn), (3.49)

é dita de distribuição causal, em que supp(Dn(Y, xn)) ⊂ Γ+
n (xn)∩ Γ−

n (xn), a saber,
Dn está no cone passado e futuro de xn.
O próximo passo é demonstrar que o Tn (3.49) satisfaz a propriedade (3.32) para
as distribuições avançada e retardada com o seguinte teorema:

Teorema 1

Temos Y ≡ P ∪ Q, P ̸= ∅, P ∩ Q ≡ ∅, |Y|=n-1 e xn /∈ Y.
Se {Q, xn} > P, |Q|=m, resulta:

R′
n(Y, xn) = −Tm+1(Q, xn)Tn−1−m(P). (3.50)
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Se {Q, xn} < P, |Q|=m, resulta:

A′
n(Y, xn) = −Tn−1−m(P)Tm+1(Q, xn). (3.51)

Se Rn = 0 em (3.48) e logo substituindo em (3.50), obtemos:

Tn(Y, xn) = −R′
n(Y, xn)

= −T(Q, xn)T(P)
, {Q, xn} > P. (3.52)

Fazendo a mesma análise para a distribuição (3.51), resulta:

Tn(Y, xn) = −A′
n(Y, xn)

= −T(P)T(Q, xn)
, {Q, xn} < P. (3.53)

Assim, dizemos que Tn satisfaz as propriedades da causalidade.

Teorema 2

Se n ≥ 3, temos

suppDn(x1, · · · , xn−1, xn) ⊆ Γ+
n (xn) ∪ Γ−

n (xn), (3.54)

O teorema6 acima diz-nos que Dn pode ser dividida em duas partes (retardada e
avançada).
Em seguida, analisaremos a distribuição causal (3.49), isto é, a divisão da distri-
buição causal.

3.2.2 Divisão da distribuição causal

A distribuição de n-pontos Dn é um ordenamento normal do produto de
campos livres, no meio ou entre eles tem a distribuição numérica.

Dn(x1, · · · xn) = ∑
k

: ∏
j

ψ̄(xj)dk
n(x1, . . . , xn)∏

l
ψ(xl) :: ∏

m
A(xm) : . (3.55)

6Para obter mais detalhes sobre os teoremas, ver no livro de Scharf[6].
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De agora em adiante, a análise será focada na distribuição numérica dk
n ∈ S ’(R3n)7,

chamada de distribuição temperada 8, que possui suporte causal. Portanto, é
expressa na seguinte bipartição:

dk
n(x1, . . . , xn) = rk

n(x1, . . . , xn)− ak
n(x1, . . . , xn),

em que
supp(rk

n)⊆Γ+
n (xn),

supp(ak
n)⊆Γ−

n (xn).
(3.56)

Aplicando a invariância translacional na relação acima, definimos em xn = 0

d(x) ≡ dk
n(x1 − 0, x2 − 0, · · · , xn−1 − 0, 0 − 0) ≡ r(x)− a(x), (3.57)

em que supp(d) ⊆ Γ+
n−1(0)∪ ⊆ Γ−

n−1(0) e d ∈ S ’(R3n−3). Um exemplo para n=2
seria:

d(x1, x2) = dk
2(x1, 0) = r2(x1, 0)− a2(x1, 0). (3.58)

Por outro lado, rn(x) é divido da seguinte maneira:

rn(x) = χn(x)dk
n(x), χn(x) =

n−1

∏
j=1

Θ(x0
j − x0

n), (3.59)

na relação acima, dk
n possui singularidade em x = 0 e χ é descontínuo. Por esses

motivos, analisaremos o comportamento de d(x) nos limites em x = 0 e p = +∞.
O último passo será a análise de χ.

Definição de Limite 1

Temos a distribuição d(x) ∈ S ′(Rm) e uma função contínua positiva ρ(δ), em
que δ>0. Se o limite

lim
δ→0

ρ(δ)δmd(δx) = d0(x) ̸= 0, (3.60)

existe em S ′(Rm), d0(x) é dita quase-assintótica em x = 0 em relação a ρ.
Por outro lado, escrevemos a transformada de Fourier, sua inversa

ϕ̂(p) =
1

(2π)m/2

∫
dmxϕ(x)e+ipx,

ϕ̌(p) =
1

(2π)m/2

∫
dmxϕ(x)e−ipx,

(3.61)

7S ′ representa o espaço dual de S .
8∀ T ∈ S ’ é dita de distribuição temperada.
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e do teorema de Parseval-Plancherel

⟨ f , g⟩ = ⟨ f̂ , ǧ⟩ . (3.62)

Considerando o espaço de momentos e a Transformada de Fourier para d

⟨d(x), ϕ(
x
δ
)⟩ = ⟨d̂(p), [ϕ̌(

x
δ
)](p)︸ ︷︷ ︸

δmϕ̌(δp)

⟩

= δm
〈

d̂(p), ϕ̌(δp)
〉

fazendo δp = p′,

=
〈

d̂(
p
δ
), ϕ̌(p)

〉
,

(3.63)

com a relação acima, obtemos o seguinte limite:

Definição de limite 2

Temos a distribuição d̂(p) ∈ S ′(Rm). Se o limite

lim
δ→0

ρ(δ)
〈

d̂(
p
δ
), ϕ̌(p)

〉
=
〈

d̂0, ϕ̌
〉

, (3.64)

existe ∀ ϕ̌ ∈ S(Rm), d̂0(p) é dita quase-assintótica em p = +∞.
Nesse ponto é necessário calcular ρ(ab), utilizando uma transformação de escala,
ϕ(p) → ϕ(ap), portanto o limite 2 é:

lim
δ→0

ρ(δ)
〈

d̂(
p
δ
), ϕ̌(ap)

〉
=
〈

d̂0(p), ϕ̌(ap)
〉

. (3.65)

No lado esquerdo renomeamos ap = p′ → dm p = a−mdm p′, portanto:

a−m lim
δ→0

ρ(δ)
〈

d̂(
p
aδ

), ϕ̌(p)
〉
=
〈

d̂0(p), ϕ̌(ap)
〉

, (3.66)

à esquerda acima adiciona-se o termo ρ(aδ)〈
a−m lim

δ→0
ρ(aδ)d̂(

p
aδ

), ϕ̌(p)
〉

︸ ︷︷ ︸
< d̂0(p), ϕ̌(p) >

lim
δ→0

ρ(δ)

ρ(aδ)
=
〈

d̂0(p), ϕ̌(ap)
〉

, (3.67)
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logo, definindo um novo termo ρ0(a)

ρ0(a) ≡ lim
δ→0

ρ(aδ)

ρ(δ)
= a−m

〈
d̂0(p), ϕ̌(p)

〉
〈

d̂0(p), ϕ̌(ap)
〉 , (3.68)

no qual o denominador tem que ser diferente de 0 e a > 0 para que exista ρ0(a).
Utilizando (3.68), resulta:

ρ0(ab) = ρ0(a)ρ0(b), (3.69)

em que ρ0 = aw ou em geral ρ(δ) = δw, w∈ R. Segundo Scharf, ρ(δ) é chamada
de função de contagem de potências; enquanto que Vladimirov et al [26], refere-se
como função de auto-modelo.
A relação (3.68) diz-nos que d̂0 é homogênea de grau w:

d̂0(
p
a
) = a−wd̂0(p), d0(ax) = a−(m+w)d0(x), (3.70)

e leva-nos ao seguinte limite

Definição de limite 3

Se os limites 1 e 2 são satisfeitos, a distribuição d(x) ∈ S ′(Rm) é dita de ordem
singular w.

Multi-índices de Schwartz

Os multi-índices de Schwartz são necessários aos nossos cálculos, para mais
detalhes, vide [27]. Temos x ∈Rn, logo

x = (x1, x2, ...xn), xn ≥ 0,

y = (y1, y2, ...yn), yn ≥ 0,
(3.71)

Soma e diferença

x ± y = (x1 ± y1, x2 ± y2, · · · , xn ± yn). (3.72)

Potência

Xα = xα1
1 xα2

2 · · · xαn
n =

n

∏
j=1

x
αj
j . (3.73)
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Fatorial

x! = x1!x2! · · · xn! =
n

∏
j=1

xj!. (3.74)

Derivada parcial de ordem superior

Dα =

(
∂

∂x1

)α1
(

∂

∂x2

)α2

· · ·
(

∂

∂xn

)αn

=
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαn
n

, (3.75)

em que |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn.
Por outro lado, escrevemos um vetor v = (v1, · · · , vn−1) ∈ Γ+, e definimos o
seguinte plano

v.x = (v1, · · · , vn−1).(x1, · · · , xn−1)

= 0,
(3.76)

em que x ∈ Mn−1. A equação (3.76) é um hiperplano tipo espaço

Figura 3.2: Hiperplano Causal.

e os produtos v · x > 0 para x ∈ Γ+ e v.x < 0 para x ∈ Γ− A função χ ∈ C∞

define-se

χ(t) =


0, se t ≤ 0,

χ(t) < 1, se 0 < t < 1,

1, se t ≥ 1.
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Com essas definições escrevemos a distribuição numérica retardada restrita

r̄(x) ≡ lim
δ→0

χ
(v · x

δ

)
d(x), (3.77)

e avançada restrita

a(x) = − lim
δ→0

χ

(
−v · x

δ

)
d(x). (3.78)

Ambas equações acima devem ser analisadas, isto é, verificar se os limites existem.
Para realizar essa análise é necessário utilizar a condição de Cauchy:

∀ ∈ S , ∀k ≥ 1, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 : −δ < λ < +δ ⇒ | <
(

χ λ
k
− χλ

)
, ϕ > |.

Logo, dizemos
∀k ≥ 1 : lim

λ→0

(
χ λ

k
− χλ

)
= 0. (3.79)

Utilizando a definição acima, afirmamos que, para comprovar a existência das
distribuições numéricas, é necessário cumprir.

∀a > 1 : lim
δ→0

[
χ0

(
a

v · x
δ

)
− χ0

(v · x
δ

)]
≡ ψ0

(x
δ

)
d(x) = 0. (3.80)

Além disso, a função de contagem de potências tende ao infinito à medida que δ

se aproxima de zero para uma ordem singular negativa. Logo, para

se δ → 0, ρ(δ) → ∞, (3.81)

logo, utilizando o limite 1

lim
δ→0

〈
d(x), ϕ(

x
δ
)
〉
=

〈
lim
δ→0

δmd(δx)︸ ︷︷ ︸
d0
ρ

, ϕ(x)

〉

=

〈
d0(x)
ρ(δ)

, ϕ(x)
〉

= 0.

(3.82)

A equação (3.80) deve ser cumprida. Adicionamos uma função real

ψ1(x) ∈ Rm =

1, Γ+ ∪ Γ−,

0, fora do cone.
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Graficamente

Figura 3.3: Cone de luz

Então:

lim
δ→0

〈
ψ0

(x
δ

)
d(x), ϕ(x)

〉
= lim

δ→0

〈
ψ0

(x
δ

)
d(x), ψ1

(x
δ

)
ϕ(x)

〉
= lim

δ→0

〈
ϕ(x)d(x), ψ0

(x
δ

)
ψ1

(x
δ

)〉
fazendo

x
δ
= x′

= lim
δ→0

〈
ϕ(δx′)δmd(δx′), ψ0(x′)ψ1(x′)

〉
utilizando o limite 1

=

〈
lim
δ→0

ϕ(δx)
d0(x)

ρ(δ) → ∞︸ ︷︷ ︸
0

, ψ0(x)ψ1(x)︸ ︷︷ ︸
função de teste

〉
utilizando (3.80)

= 0.

(3.83)

em que ψ1 ∈ S(Rm).
Existem dois tipos de distribuições com diferentes singularidades:

1) Distribuição causal numérica com ordem singular não negativa: quando
w ≥ 0.

2) Distribuição causal numérica com ordem singular negativa: quando w < 0 .

Distribuição causal numérica com ordem singular negativa w < 0

A distribuição regular aparece quando a ordem singular é negativa. Portanto,
dizemos: os limites 1 e 2 existem e são finitos para uma distribuição regular.
Defina-se a distribuição causal retardada numérica

r(x) ≡ lim
δ→0

χ
(v · x

δ

)
d(x) ≡ Θ(v · x)d(x), (3.84)
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e a avançada

a(x) ≡ − lim
δ→0

χ(−v · x
δ

)d(x) ≡ −Θ(−v · x)d(x) ≡ (Θ(v · x)− 1)d(x). (3.85)

Essas distribuições podem ser aplicadas a uma função de teste.

⟨r(x), ϕ⟩ = ⟨r(x), Θ(v · x)ϕ(x)⟩ → ⟨r, (1 − Θ)ϕ⟩ = 0,

⟨a(x), ϕ⟩ = ⟨a(x), (1 − Θ(v · x))ϕ(x)⟩ → ⟨r, Θϕ⟩ = 0.
(3.86)

Continuando com nosso objetivo, a equação (3.84) é expressa com o teorema de
convolução

r̂(p) = (2π)
m
2

∫
dmqΘv(q)d̂(p − q), (3.87)

em que

Θv(p, q, · · · , r) = (2π)−
m
2

∫
dx · · · dzeipx+···+irzΘ(v1x + v2y + · · ·+ vmz). (3.88)

Essa integral se resolve utilizando uma mudança de variável para x, explicitando

x =
w
v1

− v2

v1
y − · · · − vm

v1
z, (3.89)

substituindo em (3.88) e fazendo a integral para obter a delta de Dirac

Θv(p, q, · · · , r) = (2π)−
m
2 (2π)−

m
2 −1δ

(
q − p

v2

v1

)
· · · δ

(
r − p

vm

v1

) ∫
dweip w

v1 Θ(w)︸ ︷︷ ︸
i(2π)−1/2

p + i0+

.

(3.90)
Portanto, a distribuição numérica retardada (3.87) é:

r̂(p) =
i

2π
sgn(p10)

+∞∫
−∞

dt
d̂(tp)

1 − t + isgn(p10)0+
. (3.91)

Distribuição causal numérica com ordem singular não negativa

(w ≥ 0)

O objetivo é construir a distribuição numérica retardada no espaço dos mo-
mentos. Portanto, consideraremos algumas condições e definições: A função de
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teste ϕ deve cumprir o seguinte:

Daϕ(0) = 0, para |a| < w, (3.92)

com
w(0) = 1, Daϕ(0) = 0 para 1 ≤ |a| ≤ w, (3.93)

e definimos W ∈ S

(Wϕ)(x) ≡ ϕ(x)− w(x)
w

∑
|a|=0

xa

a!
(Daϕ)(0). (3.94)

em que w(x) ∈ S(Rm). Com a definição acima, definimos a distribuição numérica
retardada na teoria de distribuições:

⟨r(x), ϕ(x)⟩ ≡ ⟨d(x), θ(v · x)Wϕ(x)⟩ , (3.95)

logo

r(x) = θ(v · x)d(x)−
w

∑
|a|

∫
dmz θ(v · z) d(z)w(z)

(−z)a

a!
Daδ(x). (3.96)

E no espaço de momentos

r̂q(p) ≡ r̂(p)−
w

∑
|b|=0

(p − q)b

b!
Dbr̂(q), (3.97)

em que q ∈ Rm, |b| ≤ w.
Retornando a relação (3.95), será escrita no espaço dos momentos e aplicada em
uma função de teste (ϕ ∈ S)

⟨r̂, ϕ̌⟩ = ⟨ ˆ(θd), ˇ(Wϕ)⟩ , (3.98)

observamos que ˆ(θd) deve ser resolvida com o teorema de convolução e definimos
θ̂(v · x) ≡ χ̂(k), portanto:

ˆ(χd)(p) =
1

(2π)m/2

∫
dmk χ̂(p′) d̂(p − k), (3.99)
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e
ˇ(Wϕ)(p) = ϕ̌(p)−

w

∑
|a|=0

ia(Da
pŵ(p))
a!

(2π)−m 〈(ip)a, ϕ̌
〉

. (3.100)

As duas equações acima serão substituídas em (3.98)

⟨r̂, ϕ̌⟩ =
∫

dm p
[

1
(2π)m/2

∫
dmk χ̂(k) d̂(p − k)ϕ̌(p)− 1

(2π)m/2

∫
dmk χ̂(k) d̂(p − k) ·

w

∑
|a|=0

(−)a(Da
pw̌(p))

a!(2π)m/2 ⟨(p′)a, ϕ̌(p′)⟩

 ,

(3.101)

isolando a
∫

dm k e trocando pela
∫

dm p

⟨r̂, ϕ̌⟩ =
∫ dmk χ̂(k)

(2π)m/2

[ ∫
dm p

(
d̂(p − k)ϕ̌(p)︸ ︷︷ ︸

<d̂,ϕ̌>

− d̂(p − k) ·
w

∑
|a|=0

(−)a(Da
pw̌(p))

a!(2π)m/2

〈
(p′)a, ϕ̌(p′)

〉
︸ ︷︷ ︸〈

d̂,∑w
|a|=0

(−)a(Da
pw̌(p))

a!(2π)m/2 ⟨(p′)a,ϕ̌(p′)⟩
〉

)]

=
∫ dm p χ̂(p)

(2π)m/2

[
⟨d̂(p − k), ˇϕ(p)⟩

−
〈

d̂(p′ − k),
w

∑
|a|=0

(−)a(Da
p′w̌(p′))

a!(2π)m/2

〈
(p)a, ϕ̌(p)

〉〉
︸ ︷︷ ︸〈∫

dm p′ d̂(p′−k)∑w
|a|=0

(−)a(Da
p′ w̌(p′))(p′)a

a!(2π)m/2 ,ϕ̌(p)

〉

]

=
∫ dm p χ̂(p)

(2π)m/2

[〈
d̂(p − k), ϕ̌(p)

〉
−
〈∫

dm p′ d̂(p′ − k)
w

∑
|a|=0

(−)a(Da
p′w̌(p′))(p)a

a!(2π)m/2 , ϕ̌(p)

〉
=
∫ dm p χ̂(p)

(2π)m/2

〈
d̂(p − k)−

∫
dm p′ d̂(p′ − k)

w

∑
|a|=0

(−)a(Da
p′w̌(p′))(p)a

a!(2π)m/2 , ϕ̌(p)

〉
.

(3.102)
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Logo, isolando a distribuição numérica

r̂(p) =
∫ dmk χ̂(k)

(2π)m/2

d̂(p − k′)−
∫

dm p′ d̂(p′ − k)
w

∑
|a|=0

pa

a!

(−)a(Da
p′w̌(p′))

(2π)m/2

 ,

em que ⟨d̂(p′ − k), Da
p′w̌(p′)⟩=(−)a ⟨Da

p′ d̂(p′ − k), w̌(p′)⟩ é utilizado no segundo
termo. Portanto,

r̂(p) = (2π)−m/2
∫

dmk χ̂(k)

d̂(p − k)− (2π)−m/2
[w]

∑
|a|=0

pa

a!

∫
dm p′Da

p′ d̂(p − k)w̌(p′)

 .

(3.103)
O resultado (3.103) deve ser substituído em (3.97) e, segundo o apêndice (C),
resulta:

r̂q(p) = (2π)−m/2
∫

dmk χ̂(k)

d̂(p − k)−
[w]

∑
|b|=0

(p − q)b

b!
Dbd̂(p − k)

 . (3.104)

Isto é, a divisão da solução com normalização no ponto q, e para que seja única
devemos escrever: Dbr̂q(q) = 0, |b| ≤ w.
Analisaremos a distribuição numérica retardada (3.104) nas seguintes condições:

q = 0, q ∈ Rm,

p = ((p0
1, 0⃗), 0, · · · , 0), Tipo tempo p ∈ Γ+,

v = ((1, 0⃗), 0, · · · , 0),

v · x = x0
1,

Θ(v · x) = Θ(x0
1),

χ̂(k) = (2π)m/2−1δ((0, k⃗1), k2, · · · , km)
i

k0
1 + i0+

,

(3.105)
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logo

r̂0(p) =
i

2π

∫
dk0

1d⃗kdk2 · · · dkm
δ(⃗k1, k2, · · · , km)

k0
1 + i0+

[
d̂(((p0

1, 0⃗), 0, · · · , 0))

− (((k0, k⃗), k2, · · · , km))−
[w]

∑
|b|=0

(((p0
1, 0⃗), 0, · · · , 0)− (0, 0, · · · , 0))b

b!

×
(
(Dbd̂)((0, 0, · · · , 0)− ((k0

1, k⃗), k2, · · · , km))

)]
,

(3.106)
portanto,

r̂0(p) =
i

2π

∫
dk0

1

 d̂(p0
1 − k0

1, 0, · · · , 0)
k0

1 + i0+
−

[w]

∑
|b|=0

(p0
1)

b(−)b

b!
1

k0
1 + i0+

Db
k0

1
d̂(−k0

1)

 ,

(3.107)
em que utilizamos a definição da derivada de uma distribuição no livro de
Schwartz [22]

,

〈
Dbd̂(−k0

1),
1

k0
1 + i0+

〉
= (−)b

〈
Db

(
1

k0
1 + i0+

)
, d̂(−k0

1)

〉
, no segundo termo.

Portanto:

r̂0(p) =
i

2π

∫
dk0

1

 d̂(p0
1 − k0

1)

k0
1 + i0+

−
[w]

∑
|b|=0

(p0
1)

b

b!
Db

k0
1

(
1

k0
1 + i0+

)
d̂(−k0

1)

 , (3.108)

fazemos uma mudança de variável k′0 = k0
1 − p0

1,

r̂0(p) =
i

2π

∫
dk′1d̂(−k′0)

[
1

p0
1 + k′0 + i0+

−
(p0

1)
b

b!
Db

k′0

1
k′0 + i0+

]
, (3.109)

os termos entre parênteses são simplificados, utilizando
dn

dxn

(
1
x

)
= (−)n n!

xn+1 ,

em que x = k′0 e n = b, resulta

[· · · ] = 1
p0

1 + k′0 + i0+
− 1

k′0 + i0+

[w]

∑
|b|

(
−p0

1
k′1 + i0+

)b

, (3.110)
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e
N

∑
n=0

yn =
yn+1

y − 1
, em que y =

(
−p0

1
k′1 + i0+

)

[· · · ] = 1
p0

1 + k′0 + i0+

(
−p0

1
k′1 + i0+

)[w]+1

, (3.111)

e com k′0 = −k0 em (3.109), obtemos

r̂0(p) =
i

2π
(p0

1)
[w]+1

+∞∫
−∞

dk0
d̂(k0)

(k0 − i0+)[w]+1(p0
1 − k0 + i0+)

. (3.112)

Fazendo uma mudança de variável k0 = tp0
1, obtemos a solução central de divisão

em q = 0

r̂(p) =
i

2π

+∞∫
−∞

dt
d̂(tp0

1)

(t − i0+)[w]+1(1 − t + i0+)
. (3.113)

Por outro lado, se p ∈ Γ+ ∪ Γ−, o resultado seria:

r̂(p) =
i

2π
sgn(p0

1)

+∞∫
−∞

dt
d̂(tp0

1)

(t − i sgn(p0
1)0

+)[w]+1(1 − t + i sgn(p0
1)0

+)
. (3.114)

Além disso, o último teorema que escreveremos está relacionado ao polinômio
das distribuições.

3.2.3 Teorema do polinômio

Seja uma distribuição causal de ordem qualquer. Se d̂(p) está relacionado a
um polinômio da seguinte maneira: d̂(p) = pad̂1(p) para qualquer multi-índice
de Schwartz, então podemos afirmar que r̂(p) = par̂1(p), sendo r̂1(p) a parte
retardada de d̂ e o polinômio pa é o mesmo em ambos casos.
Esse teorema9 nos é útil para nosso estudo porque a distribuição causal será da
ordem negativa e estará relacionada com um polinômio.

9Vide [28] para compreender o teorema.
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Modelo de Yukawa

Em 1935, Yukawa [29] propôs um modelo para explicar as interações nucleares
que atuam no interior do núcleo atômico, composto por núcleons (prótons e nêu-
trons) . Ele propõe a existência de uma partícula mediadora, agora conhecida como
méson, que surge na interação entre os núcleons (N′ → N + π). Essa interação é
descrita pela função U(x, y, z, t), dita de "campo-U ou partícula-U", que satisfaz a
equação (□+ m2)U(t, x, y, z) = 0, conhecida como a equação de Klein-Gordon.
H. Yukawa propõe uma solução estática, esfericamente simétrica e que decai
rapidamente em distâncias longas. Portanto, a equação a ser resolvida é (∇2 −

m2)U(x, y, z) = gδ3(x⃗) com a transformada de Fourier ϕ(x⃗) =
∫ d3p

(2π)3/2 e−i p⃗ · x⃗ϕ̃( p⃗),

δ3(x⃗) =
∫ d3p

(2π)3 e−i p⃗ · x⃗, e o teorema dos resíduos em coordenadas esféricas. Então,

a função ou potencial U é expressa na forma

U ∼
∫

d3p
e−i p⃗ · x⃗

p⃗2 + m2 ∼ e−mr

r
.

Em dimensões mais baixas, por exemplo, 2+1, a estrutura e o resultado são os
mesmos para obter o potencial U.
N. Kemmer [30] demonstrou que a interação ou força nuclear próton-próton,
nêutron-próton e nêutron-nêutron (pp−, np− e nn−) é exatamente a mesma medi-
ante a hipótese de independência de carga, isto é, o potencial de qualquer estado
do núcleon é igual. Segundo Yukawa, a transição para ir de um estado de próton
para um estado de nêutron deve-se a alguma partícula pesada. Segundo o experi-
mento de C. F. Powell [31], essa partícula pesada é dita de méson, que compreende
qualquer partícula com massa média entre o elétron e o próton na época.
Por outro lado, a Lagrangeana de interação de Yukawa entre os núcleons e mésons
é LI = ig : ψ̄Γψ : ϕ. Nosso caso de interesse é para Γ = 1 e em 2+1 dimensões

45
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espaço temporais no formalismo da teoria de perturbação causal. Portanto,

LI = ig : ψ̄ψ : ϕ.

Os espinores ψ̄ e ψ são funções de quatro componentes; ϕ, uma componente e g é
a constante de acoplamento.

4.1 Aplicação na interação de Yukawa

O objetivo é descrever a distribuição causal de dois pontos (D2). Nosso inte-
resse de estudo é a interação de Yukawa . No formalismo da TPC a lagrangiana
de interação é LI = −T1.
Escreve-se o primeiro termo de interação de maneira geral:

T1 = −ig : ψ̄(x)Γψ(x) : ϕ(x), (4.1)

em que Γ poder ser I (escalar) ou iγ5 (pseudo-escalar), e g a constante de aco-
plamento. Na próxima seção trabalharemos em 2+1 dimensões e com um valor
definido para Γ.
Da distribuição (3.49) (n=2), resulta:

D2(x1, x2) = R′
2(x1, x2)− A′

2(x1, x2). (4.2)

Utilizando (3.41) e (3.46), as distribuições retardadas e avançadas são expressas,
respectivamente:

R′
2(x1, x2) = g2 : ψ̄(x2)Γψ(x2) :: ψ̄(x1)Γψ(x1) : ϕ(x2)ϕ(x1),

A′
2(x1, x2) = g2 : ψ̄(x1)Γψ(x1) :: ψ̄(x2)Γψ(x2) : ϕ(x1)ϕ(x2).

(4.3)

Nota-se que, ao calcular R′
2, obtemos A′

2 se trocarmos x1 ↔ x2.
Segundo o teorema de G. C. Wick [33] (Apêndice (D)), obtemos a seguinte rela-
ção do produto de dois pares de campos ordenado normalmente para o campo
fermiônico

: AB : : CD : = : ABCD : −AC : BD : +AD : BC :

+ BC : AD : −BD : AC : −ACBD + ADBC,
(4.4)
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com as seguintes contrações

ψα(x1)ψβ(x2) = ψ̄α(x1)ψ̄β(x2) = 0,

ψα(x1)ψ̄β(x2) = −iS+
αβ(x1 − x2),

ψ̄β(x1)ψα(x2) = −iS−
αβ(x2 − x1),

ϕ(x1)ϕ(x2) = −iD+(x1 − x2),
(4.5)

e a propriedade do ordenamento normal no caso fermiônico

: A(x1)B(x2) := − : B(x2)A(x1) : (4.6)

Portanto, substituindo (4.4), (4.5) e (4.6) em (4.3), no produto fermiônico de R′
2,

resulta:

R′
2(x1, x2) =g2ΓαβΓγσ

[
: ψ̄γ(x1)ψσ(x1)ψ̄α(x2)ψβ(x2) :

+ iS−
σα(x1 − x2) : ψ̄γ(x1)ψβ(x2) : −iS+

βγ : ψ̄α(x2)ψσ(x1) :

− Tr
(

S−
σα(x1 − x2)S+

βγ(x2 − x1)
) ]

×
[

: ϕ(x2)ϕ(x1) : −iD+(x2 − x1)

]
.

(4.7)
Expressando R′

2 em um produto matricial

R′
2(x1, x2) = g2

[
: ψ̄(x1)Γψ(x1)ψ̄(x2)Γψ(x2) : +i : ψ̄(x1)ΓS−(x1 − x2)Γψ(x2)

− i : ψ̄(x2)ΓS+(x2 − x1)Γψ(x1) : −Tr
(
S−(x1 − x2)ΓS+(x2 − x1)Γ

) ]
×
[

: ϕ(x1)ϕ(x2) : −iD+(x2 − x1)

]
.

(4.8)
Nota-se, para o campo escalar : ϕ(x1)ϕ(x2) := : ϕ(x2)ϕ(x1) :.
Da mesma maneira escreve-se A′

2 em um produto matricial

A′
2(x1, x2) = g2

[
: ψ̄(x1)Γψ(x1)ψ̄(x2)Γψ(x2) : +i : ψ̄(x2)ΓS−(x2 − x1)Γψ(x1)

− i : ψ̄(x1)ΓS+(x1 − x2)Γψ(x2) : −Tr
(
S−(x2 − x1)ΓS+(x1 − x2)Γ

) ]
×
[

: ϕ(x1)ϕ(x2) : −iD+(x1 − x2)

]
.

(4.9)
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Antes de mostrar a distribuição causal de dois pontos, escrevemos algumas rela-
ções para as contrações, em que x1 − x2 = y (por simplicidade)

D(y) = D+(y) + D−(y),

D+(y) = −D−(−y),

S(y) = S+(y) + S−(y),

S+(y) = −S−(−y),
(4.10)

e as definições

D(1)
2 (x1, x2) ≡ ig2 : ψ̄(x1)Γψ(x1)ψ̄(x2)Γψ(x2) : D(y), (4.11)

representa o espalhamento de núcleon-núcleon devido aos operadores fermiônicos
na distribuição causal.

D(2)
2 (x, y) = ig2( : ψ̄(x1)ΓS(y)Γψ(x2) : − : ψ̄(x2)ΓS(−y)Γψ(x1) :

)
× : ϕ(x1)ϕ(x2) :,

(4.12)
representa o espalhamento méson-núcleon devido aos operadores de campos
escalares e fermiônicos na distribuição causal.

D(3)
2 (x1, x2) = −g2Tr

[
S−(y)ΓS+(−y)Γ − S−(−y)ΓS+(y)Γ]× : ϕ(x1)ϕ(x2) :,

(4.13)
D(4)

2 (x1, x2) = g2 : ψ̄(x1)Γ
[
S+(y)D+(y)− S−(y)D−(y)

]
Γψ(y) :

− g2 : ψ̄(x2)Γ
[
S+(−y)D+(−y)− S−(−y)D−(−y)

]
Γψ(x1) :,

(4.14)
representam a auto-energia do méson e do núcleon porque observa-se o operador
de campo escalar e fermiônico na distribuição causal.

D(5)
2 (x1, x2) = −g2Tr

[
S−(y)ΓS+(−y)ΓD−(y) + S−(−y)ΓS+(y)ΓD+(y)

]
, (4.15)

a distribuição em (4.15) não representa algum espalhamento ou interação física
porque não existe algum operador de campo escalar o fermiônico na distribuição
causal. Por fim, utilizando as equações (4.3), (4.4) e (4.5), juntamente com as
definições acima e substituindo-as em (4.2), obtemos a distribuição causal de
segunda ordem

D2(x1, x2) = D(1)
2 (x1, x2) + D(2)

2 (x1, x2) + D(3)
2 (x1, x2) + D(4)

2 (x1, x2) + D(5)
2 (x1, x2).

(4.16)
Foram descritas as distribuições retardada , avançada subsidiárias e o nosso
interesse de estudo: a distribuição causal para dois pontos para uma Γ geral. A



Capítulo 4. Modelo de Yukawa 49

distribuição causal tem suporte em todo o cone de luz.
Os processos em que focaremos nossa atenção são: o espalhamento (dois núcleons),
a auto-energia do méson e a auto-energia do núcleon em 2+1 dimensões, para
Γ = 1.

4.2 Espalhamento em 2+1

O espalhamento é estudado em um caso especial. As interações das partículas
ocorrem em um plano bidimensional (espacial) e coordenada temporal, isto é, o
caso 2+1.

4.2.1 Espalhamento núcleon-núcleon em 2+1

Nesta seção, é analisado o espalhamento de núcleon-núcleon, correspondente
à distribuição (4.11) para Γ = 1. A distribuição de dois pontos (T2 = R2 − R′

2) é

R2(x1, x2) = ig2 : ψ̄(x1)ψ(x1)ψ̄(x2)ψ(x1) : Dret(x1 − x2),

R′
2(x1, x2) = ig2 : ψ̄(x1)ψ(x1)ψ̄(x2)ψ(x1) : D−(x1 − x2),

T2(x1, x2) = ig2 : ψ̄(x1)ψ(x1)ψ̄(x2)ψ(x1) : DF(x1 − x2),

(4.17)

em que DF(x1 − x2) = Dret(x1 − x2)− D−(x1 − x2) é o propagador de Feynman
do méson com massa m2. Em que Dret é obtido mediante a divisão correta de D̂(p)

para uma singularidade w = −2. Portanto, D̂F(p) = −(2π)−3/2 1
p2 − m2

2 + i0+
.

Por outro lado, para calcular a seção de choque, definimos os estados iniciais e
finais:

ψi =
∫

d2pid2qiϕ1(pi)ϕ2(qi)b†
si
(pi)b†

σi
(qi)Ω,

ψ f =
∫

d2p f d2q f ψ f (p f ; q f )b†
s f
(p f )b†

σf
(q f )Ω,

(4.18)

em que Ω é o vácuo no espaço de Fock. As funções de teste ϕ1(pi) e ϕ2(qi)

descrevem as distribuições dos momentos no estado inicial (os estados iniciais são
preparados). A função de teste do estado final é ψ f (p f ; q f ) e não ψ f (p f )ψ f (q f ),
porque não são estados preparados (não há certeza no final). Esta função obedece
à relação de completude no espaço de Hilbert.
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Por outro lado, o elemento de matriz é:

S f i =
(
ψ f ; S2ψi

)
=
∫

d2pid2qid2p f d2q f ψ f (p f ; q f )
∗S f i(pi; p f |s)ϕ1(pi)ϕ2(qi),

(4.19)

em que S2 é proporcional a T2. Utilizando a equação (4.17), definimos:

S f i(pi; p f |s) =
(

Ω; bσf (q f )bs f (p f )S2b†
si
(q f )b†

σi
(qi)Ω

)
=

i
2

g2
∫

d3x1d3x2DF(x1 − x2)(
Ω; bσf (q f )bs f (p f ) : ψ̄(x1)ψ(x1)ψ̄(x2)ψ(x2) : b†

si
(q f )b†

σi
(qi)Ω

)
,

(4.20)
em que

ψ(x) = (2π)−1 ∑
s

∫
d2p

[
d†

s ( p⃗)vs( p⃗)e+ipx + bs( p⃗)us( p⃗)e−ipx
]

, (4.21)

Substituindo a equação (4.21) em (4.20)

S f i(pi; p f |s) =
i
2

g2
∫

d3x1d3x2 ∑
s1,s2,s3,s4

×
∫ d2p1

2π

∫ d2p2

2π

∫ d2p3

2π

∫ d2p4

2π

∫ d3k
(2π)3

−e−ik(x1−x2)

k2 − m2
2 + i0+

× ūs1(p1)eip1x1us2(p2)e−p2x2 ūs3(p3)eip3x3us4(p4)e−p4x4

×
(

Ω; bσf (q f )bs f (p f ) : b†
s1
(p1)bs2(p2)b†

s3
(p3)bs4(p4) : b†

si
(pi)b†

σi
(qi)Ω

)
,

(4.22)
aplicando o teorema de Wick em (4.22), resulta:

S f i(pi; p f |s) =
i
2

g2
∫

d3x1d3x2 ∑
s1,s2,s3,s4

×
∫ d2p1

2π

∫ d2p2

2π

∫ d2p3

2π

∫ d2p4

2π

∫ d3k
(2π)3

−e−ik(x1−x2)

k2 − m2
2 + i0+

× ūs1(p1)eip1x1us2(p2)e−p2x2 ūs3(p3)eip3x3us4(p4)e−p4x4

×
[
δs4,si δ

2( p⃗4 − p⃗i)δs2,σi δ
2( p⃗2 − q⃗i)− δs2,si δ

2( p⃗2 − p⃗i)δs4,σi δ
2( p⃗4 − q⃗i)

]
×
[
δs f ,s3δ2( p⃗ f − p⃗3)δσf ,s1δ2(⃗q f − p⃗1)− δs f ,s3δ2( p⃗ f − p⃗3)δσf ,s3δ2(⃗q f − p⃗3)

]
,

(4.23)
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empregando a propriedade
∫

d2pδ2(p − a) f (p) = f (a) e integrando em relação
às variáveis x2, x1 e k, resulta:

S f i(pi; p f |s) =δ(p f − qi + q f − pi)M(pi; p f |s)

=δ(p f − qi + q f − pi)
ig2

2π

[
[ūs f (p f )uσi(qi)][ūσf (q f )usi(pi)]

(p f − qi)2 − m2
2 + i0+

−
[ūs f (p f )usi(pi)][ūσf (q f )uσi(qi)]

(p f − pi)2 − m2
2 + i0+

]
.

(4.24)

Por outro lado, consideramos que as funções ϕ1 e ϕ2 devem ser fortemente con-
centradas em pj e qj, respectivamente e, p = p f + q f = pi + qi ≈ pj + qj.
Agora escrevemos a seção de choque no laboratório

σc.m = (2π)1 E(pj)E(qj)√
(pjqj)2 − m2

pm2
q

∑
s f ,σf

∫
d2p f d2q f δ(p f − q f − pj − qj)|M|2, (4.25)

em que pj = (Ej, p⃗j) e qj = (m2, 0⃗).
Por outro lado, nosso caso de interesse é para dois núcleons com a mesma massa
mpj = mqj = m1 e no centro de massa (p⃗j = −q⃗j e p f = −q f ). Portanto, pj =

(Epj ,+ p⃗j), qj = (Eqj ,− p⃗j), Eqj = Epj = E e E2 + p⃗j
2 = pjqj. Então, a seção de

choque no centro de massa é

σc.m = (2π)1 E

4
√

E2 − m2
1

∫
d2p f δ(E(p f )− E) ∑

s f ,σf

|M|2

= (2π)1 E2

4
√

E2 − m2
1

∑
s f ,σf

|M|2
2π∫
0

dΘ.

(4.26)

Em (4.26) se utilizou as coordenadas polares. Aplicando o diferencial em (4.26),
chegamos à seção de choque diferencial no centro de massa em 2+1 dimensões(

dσ

dΘ

)
c.m

= (2π)1 E2

4
√

E2 − m2
1

∑
s f ,σf

|M|2. (4.27)
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Fazendo a média sobre todos os spin das partículas incidentes

(
dσ

dΘ

)
c.m

= (2π)1 E2

16
√

E2 − m2
1

∑
si,σi,s f ,σf

|M|2c.m. (4.28)

em que M foi definido em (4.24).
Para calcular |M|2c.m, precisamos das seguintes relações

∑
s

us( p⃗)ūs( p⃗) = /p + m1

2Ep⃗
, [ūs( p⃗)ur (⃗q)]† = ūr (⃗q)us( p⃗). (4.29)

É necessário mencionar que o espinor u representa uma matriz coluna.
Portanto:

∑
si,σi,s f ,σf

|M|2c.m = MM†

=
g4

16E4(2π)2

Tr
{
(/p f + m1)(/q j + m1)

}
Tr
{
(/q f + m1)(/p j + m1)

}
[(p f − qj)2 − m2

2]
2

−
Tr
{
(/p f + m1)(/q j + m1)(/q f + m1)(/p j + m1)

}
[(p f − qj)− m2

2][(p f − pj)2 − m2
2]

+ pj ↔ qj

 ,

(4.30)
O resultado da equação (4.30) é simplificado através das variáveis de Mandelstam
[32]

s = (pj + qj)
2 = (p f + q f )

2,

t = (pj − p f )
2 = (qj − q f )

2,

u = (p f − qj)
2 = (pj − q f )

2,

s + t + u = 4m2
1,

(4.31)

portanto

Tr
{
(/p f + m1)(/q j + m1)

}
= Tr

{
(/q f + m1)(/p j + m1)

}
= 2(4m2

1 − u),

Tr
{
(/p f + m1)(/p j + m1)

}
= Tr

{
(/q f + m1)(/q j + m1)

}
= 2(4m2

1 − t),

Tr
{
(/p f + m1)(/q j + m1)(/q f + m1)(/p j + m1)

}
= u2t2 − s2 + 16m2

1s − 16m4
1.

(4.32)
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logo, substituindo (4.32) em (4.30)

∑
si,σi,s f ,σf

|M|2c.m =
g4

8E4(2π)2

[
2(4m2

1 − u)2

(u − m2
2)

2
−

u2 + t2 − s2 + 16m2
1s − 16m4

1
(u − m2

2)(t − m2
2)

+
2(4m2

1 − t)2

(t − m2
2)

2

]

=
g4

8E4(2π)2 F(s, t, u).

(4.33)

Finalmente, substituindo (4.33) em (4.28), obtemos a seção de choque diferencial
núcleon-núcleon em 2+1 dimensões:(

dσ

dΘ

)
c.m

=
g4

256πE2
√

E2 − m2
1

F(s, t, u), (4.34)

em que m1 e m2 sãos as massas do núcleon e méson, respectivamente.
No caso no limite não-relativístico, em que | p⃗j| ≈ m1 |⃗vj|, E ≈ m. Consideramos
que os numeradores de F(s, t, u) (4.33) se aproximam de s ≈ 4m2

1, t, u ≈ 0. Além
disso, a condição "on-shell"p2 = m2. Também consideramos o ângulo α entre pj e
p f no centro de massa e as seguintes relações

s = 4m2 + 4p⃗2
j ,

t = −4p⃗2
j cos2 α

2
,

u = −4p⃗2
j sin2 α

2
.

(4.35)

Considerando o caso não-relativístico e as relações de (4.35) na seção de choque
diferencial (4.34), resulta:

(
dσ

dΘ

)
c.m

=
g4m1

8π |⃗vj|

[
1

(4p⃗2
i sin(α/2) + m2

2)
2

− 1
(4p⃗2

i sin(α/2) + m2
2)(4p⃗2

i cos(α/2) + m2
2)

+
1

(4p⃗2
i cos(α/2) + m2

2)
2

]
.

(4.36)
A seção eficaz diferencial foi resolvida em 2+1-dimensões. Considerando apenas
a parte espacial, entendemos que as partículas estão interagindo em um plano
bidimensional nos casos relativísticos e não-relativísticos.
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4.3 Auto-energia do méson em 2+1

O objetivo nosso consiste em calcular a auto-energia do méson Π̂(p). Para ob-
tenção dessa expressão, é necessário o uso das distribuições retardadas numéricas
r̂(p) e r̂′(p), as quais dependem da distribuição causal numérica d̂(p) no espaço
de momento. Então, a partir de (4.13)

D(3)
2 (x1, x2) = d(y) : ϕ(x1)ϕ(x2) :, (4.37)

em que d(y) representa a distribuição casual numérica de D3
2(x1, x2).

Definimos:

d(y) = P(y)− P(−y), P(y) ≡ g2 Tr
{

S+(y)S−(−y)
}

. (4.38)

Escrevemos o P(y) com o teorema de convolução no espaço de momentos:

P̂(p) = (2π)−
3
2 g2

∫
d2q dq0 Tr

{
Ŝ+(q)Ŝ−(q − p)

}
. (4.39)

Percebemos que Ŝ+(q) e Ŝ−(q − p) são as contrações dos campos no espaço de
momentos. Nosso caso é em 2+1. Portanto:

Ŝ±(q) = (/p + m1)D̂±(q),

D̂±(q) = ±i(2π)−
1
2 θ(±q0)δ(q2 − m2

1).
(4.40)

Substituindo (4.40) em (4.39)

P̂(p) = (2π)−
3
2 g2

∫
d2q dq0 Tr{(/q + m)(/q − /p + m1)}D̂+(q)D̂−(q − p). (4.41)

Segundo o Apêndice (E.1)

Tr{(/q + m)(/q − /p + m1)} = 4((q2 − qp) + m2
1). (4.42)

Então, o traço acima substituído em (4.41), resulta:

P̂(p) = (2π)−
5
2 g2 × 4((q2 − qp) + m2

1)
∫

d2q dq0 Θ(q0)Θ(p0 − q0)

× δ(q2 − m2
1)δ((q − p)2 − m2

1).
(4.43)
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Analisando o suporte das deltas e as funções de Heaviside, obtemos:

q2 = m2
1, e p2 = 2qp. (4.44)

Com as relações acima (4.44), resulta:

P̂(p) = 2(2π)−
5
2 g2[4m2 − p2]I(p),

I(p) =
∫

d2q dq0 Θ(q0)Θ(p0 − q0)δ(q2 − m2
1)δ(p2 − 2qp).

(4.45)

Essa integral será resolvida em um sistema referencial inercial pµ = (p0, 0⃗), depois
será realizada uma transformação de Lorentz para retornar a pµ. Portanto:

I(p0) =
∫

d2q dq0 Θ(p0 − q0)Θ(q0)δ(q2 − m2
1)δ(p2

0 − 2q0p0), (4.46)

analisando os suportes das função de Heaviside e a propriedade da delta Dirac,
q0 > 0 e p0 > q0, resulta:

I(p0) = Θ(p0)
∫

d2q dq0 Θ(p0 − q0)
δ(q0 − Eq⃗)

2Eq⃗

δ(q0 − p0/2)
2|p0|

, (4.47)

em que Eq⃗ =
√
|⃗q|2 + m2

1 =
√
(q1)2 + (q2)2 + m2

1. Por outro lado, integrando na
primeira delta de Dirac, obtemos:

I(p0) =
1

4|p0|
Θ(p0)

∫
d2q Θ(p0 − Eq⃗)

δ(Eq⃗ − p0/2)
Eq⃗

. (4.48)

Analisando o suporte da delta de Dirac, temos p2
0 > 4m2

1. Portanto, incluímos
Θ(p2

0 − 4m2
1) na integral. Além disso, a integral acima é resolvida em coordenadas

polares. Em que q1 = q cos θ, q2 = q sin θ e |⃗q| = q

I(p0) =
1

4|p0|
Θ(p0)Θ(p2

0 − 4m2
1)

2π∫
0

+∞∫
0

Θ(p0 − Eq⃗)
δ(Eq⃗ − p0/2)

Eq⃗
qdqdθ, (4.49)

e fazendo uma troca de variável com: E2 = q2 + m2
1 → Eq⃗dEq⃗ = qdq, obtemos:

I(p0) = Θ(p0)Θ(p2
0 − 4m2

1)
π

2|p0|

= Θ(p0)Θ(p2
0 − 4m2

1)
π

2
√
(p0)2

.
(4.50)
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As funções de Heaviside estão incluídas porque, nesse intervalo, a integral não é
nula. A integral (4.50) foi resolvida em um sistema referencial inercial pµ = (p0, 0).
Fazendo uma transformação de Lorentz, obtemos (4.50) como

I(p) = Θ(p0)Θ(p2 − 4m2
1)

π

2
√

p2
. (4.51)

Substituindo (4.51) em (4.38) no espaço de momentos, resulta:

P̂(p) =
(2π)−

3
2

2
√

p2
g2[4m2

1 − p2]Θ(p0)Θ(p2 − m2
1),

P̂(−p) =
(2π)−

3
2

2
√

p2
g2[4m2

1 − p2]Θ(−p0)Θ(p2 − m2
1).

(4.52)

Substituindo (4.52) em (4.38)

d̂(p) =
(2π)−

3
2

2
g2[4m2

1 − p2]
sgn(p0)Θ(p2 − 4m2)√

p2︸ ︷︷ ︸
d̂1(p)

. (4.53)

Segundo o apêndice (E.2) a ordem singular de d̂ é w(d̂(p)) = 1 e w(d̂1(p)) = −1.
O próximo passo é continuar com a distribuição retardada numérica. Para isso,
usaremos o teorema do polinômio para a ordem singular negativa

r̂1(p) =
i

2π
sgn(p0)

∫
dt

d̂1(pt)
1 − t + isgn(p0)0+

. (4.54)

Substituindo a distribuição d̂1(p) de (4.53) em (4.54), obtemos:

r̂1(p) =
i

2π
√

p2
sgn2(p0)︸ ︷︷ ︸

1

∫
dt

sgn(t)Θ(p2t2 − 4m2
1)

|t|(1 − t + isgn(p0)0+)
. (4.55)

Utilizando a propriedade |t| = t sgn(t) e separando a integral acima em duas
somas

r̂1(p) =
i

2π
√

p2

 0∫
−∞

dt
Θ(p2t2 − 4m2

1)

t(1 − t + isgn(p0)0+)
+

+∞∫
0

dt
Θ(p2t2 − 4m2

1)

t(1 − t + isgn(p0)0+)

 ,

(4.56)
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trocando t → −t na primeira integral

r̂1(p) =
i

2π
√

p2

 +∞∫
0

dt
−Θ(p2t2 − 4m2

1)

t(1 + t + isgn(p0)0+)
+

+∞∫
0

dt
Θ(p2t2 − 4m2

1)

t(1 − t + isgn(p0)0+)

 ,

(4.57)
fazendo a soma das duas integrais

r̂1(p) =
i

2π
√

p2

+∞∫
0

dt
2Θ(p2t2 − 4m2

1)

(1 − t2 + isgn(p0)0+)
. (4.58)

Fazendo uma troca de variável para t2 = s, dt =
ds

2
√

s
, resulta:

r̂1(p) =
i

2π
√

p2

+∞∫
0

ds
Θ(p2s − 4m2

1)√
s(1 − s + isgn(po)0+)

=
i

2π
√

p2

+∞∫
4m2

1/p2

ds√
s(1 − s + isgn(po)0+)

.

(4.59)

A integral acima pode ser resolvida com o Teorema de Sokhotskiy [34] calculando
o valor principal [35] em diferentes regiões, mas há problemas quando analisamos
para o caso p2 < 0. Portanto, utilizamos o teorema da função analítica para uma
distribuição retardada.

4.3.1 Teorema da função analítica

A distribuição retardada r̂(p) é o valor de fronteira de uma função analítica,
regular em Rm + iΓ+. A causalidade restringe a função analítica: supp(p) ⊆ Γ+

r̂(p) = (2π)−m/2
∫

eipxr(x)dx, (4.60)

defina-se: p̃ = p + iλ, λ ∈ Rm. Portanto,

r̂(p) = (2π)−m/2
∫

eipxr(x)e−λxdx, (4.61)
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para que a integral não seja divergente, devemos exigir que λ ∈ Γ+. Então, λ está
no cone futuro. Logo

r̂(p) = lim
ϵ→0+

r̂(p + iϵλ). (4.62)

• A primeira região é para 0 < p2 < 4m2
1 → 1 < 4m2

1/p2 . Nesse caso não
há polo porque o limite inferior da integração é maior que 1. Portanto, a
distribuição retardada (4.59) é

r̂1(p) =
i

2π
√

p2

+∞∫
4m2

1/p2

ds√
s(1 − s)

, p ∈ R3. (4.63)

Fazendo uma troca de variável em (4.63) a =
√

s, 2
√

sda = ds, resulta:

r̂1(p) =
−i

2π
√

p2

+∞∫
√

4m2/p2

(
1

a − 1
− 1

a + 1

)
da

=
−i

2π
√

p2


������������:0

lim
a→+∞

log
(

1 − 1/a
1 + 1/a

)
− log

(√
4m2/p2 − 1√
4m2/p2 + 1

)
=

i
2π
√

p2
log

(
2m1 −

√
p2

2m1 +
√

p2

)
.

(4.64)

• A segunda região é para 4m2
1 < p2 → 4m2

1/p2 < 1 na qual existe um polo.
Aqui utilizamos o teorema da função analítica. A distribuição retardada
r̂1(p) (4.59) é o valor limite da função analítica

r̂1(p) =
i

2π
√

p2
log

(
2m1 −

√
p2

2m1 +
√

p2

)
, (4.65)

em que

p̃ = p + iλ, λ = ϵe0, e0 = (1, 0, 0), λ ∈ V+, p ∈ R3, (4.66)

o momento p̃ tem polo imaginário. A distribuição retardada (4.65) com a
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condição (4.66)

r̂1(p) = lim
ϵ→0

i
2π
√

p2
log

(
2m1 −

√
p2 + iϵp0

2m1 +
√

p2 + iϵp0

)
. (4.67)

Fazendo uma expansão de Taylor para
(

p2 + iϵp0

)1/2
≈
√

p2
(

1 +
iϵp0

2p2

)
≈√

p2 + iϵp0 e utilizando a propriedade
A − iα
B − iα

=
A
B
− iα para um α pequeno,

resulta:

r̂1(p) = lim
ϵ→0

i
2π
√

p2
log

(
2m1 −

√
p2

2m1 +
√

p2
− iϵp0

)

=
i

2π
√

p2

[
log

(
−2m1 +

√
p2

2m1 +
√

p2

)
− iπsgn(p0)

]
,

(4.68)

• A terceira região é para p2 < 0, é resolvida por extensão analítica. Portanto,
(4.59):

r̂1(p) =
i

2πi
√
−p2

log

(
2m1 − i

√
−p2

2m1 + i
√
−p2

)
, (4.69)

escreve-se a fórmula de Euler

eiz = cos z + i sin z, (4.70)

em que 2m1 = cos z e
√
−p2 = sin z. Logo

a = tan(z) =
eiz − e−iz

i(eiz + e−iz)
= −i × e2iz − 1

e2iz + 1
, (4.71)

a partir da equação (4.71)

log
(

i − a
i + a

)
= 2i tan−1(a), (4.72)

percebemos que a =
√
−p2/4m2

1 em (4.72). Portanto;

r̂1(p) =
−i

π
√
−p2

tan−1

(√
−p2

2m1

)
. (4.73)
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• A primeira e terceira região são as mesmas no limite de p2 = 0, sendo esse

valor
−i

2πm
.

Utilizando o polinômio de (4.53), escrevemos as distribuições retardadas e subsi-
diárias numéricas

r̂(p) =
(2π)−

3
2

2
g2[4m2

1 − p2]r̂1(p),

r̂′(p) = −P̂(−p) = − (2π)−
3
2

2
g2[4m2

1 − p2]
1√
p2

θ(−p0)Θ(p2 − 4m2
1).

(4.74)

Definimos a auto-energia do méson

Π̂(p) = it̂(p) = i(r̂(p)− r̂′(p)). (4.75)

Agora, escrevemos a auto-energia para todas as regiões:

1. Substituindo a distribuição (4.64) em (4.75),

Π̂(p) =
g2[4m2

1 − p2]

2(2π)5/2
√

p2
log

(
2m1 +

√
p2

2m1 −
√

p2

)
, (4.76)

para 0 < p2 < 4m2
1.

2. Substituindo a distribuição (4.68) em (4.75)

Π̂(p) =
g2[4m2

1 − p2]

2(2π)5/2
√

p2

[
log

(
2m1 +

√
p2

−2m1 +
√

p2

)
+ iπ

]
, (4.77)

para p2 > 4m2.

3. Substituindo a distribuição (4.73) em (4.75)

Π̂(p) =
g2[4m2

1 − p2]

4(2π)5/2
√
−p2

tan−1

(√
−p2

2m1

)
, (4.78)

para p2 < 0.

A explicação da auto-energia do méson será dita na análise do propagador com-
pleto.
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4.4 Auto-energia do núcleon em 2+1

Nosso primeiro objetivo será calcular d̂+(p) e, analogamente, d̂−(p) com o
teorema de convolução. Em seguida, obteremos a distribuição casual numérica
(d̂(p)) e as distribuições retardadas numéricas (r̂(p) e r̂′(p) ), visando, ao final, a
auto-energia do núcleon (Σ̂(p)).
Portanto, a partir da equação (4.14) com Γ = 1

D(4)
2 (x1, x2) = R′

2(x1, x2)− A′
2(x1, x2)

= g2 : ψ̄(x1)d(y)ψ(x2) : .
(4.79)

A distribuição numérica é

d(y) =

r′(x1, x2)︷ ︸︸ ︷
g2d−(y) + g2d+(y)︸ ︷︷ ︸

−a′(x1, x2)

, d±(y) = ±S±(y)D±(y). (4.80)

Logo, com o teorema de convolução para as seguintes distribuições

d̂+(p) = (2π)−
3
2

∫
d2q dq0Ŝ+(q)D̂+(p − q),

d̂−(p) = −(2π)−
3
2

∫
d2q dq0Ŝ−(q)D̂−(p − q).

(4.81)

Em S e D no espaço de momentos são

Ŝ±(q) = ±i(2π)−
1
2 (/q + m1)D̂±(q),

D̂±(q) = ±i(2π)−
1
2 Θ(±q0)δ(q2 − m2

1).
(4.82)

Substituindo a relação acima em (4.81)

d̂+(p) = −(2π)−
5
2 [m1K(p) + γµKµ(p)],

d̂−(p) = (2π)−
5
2 [m1L(p) + γµLµ(p)].

(4.83)

Definem-se as integrais em (4.83)

K(p) =
∫

d2qdq0 Θ(q0)Θ(po − q0)δ(q2 − m2
1)δ((p − q)2 − m2

2),

Kµ(p) =
∫

d2qdq0 qµΘ(q0)Θ(po − q0)δ(q2 − m2
1)δ((p − q)2 − m2

2).
(4.84)
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e

L(p) =
∫

d2qdq0 Θ(−q0)Θ(−po + q0)δ(q2 − m2
1)δ((p − q)2 − m2

2),

Lµ(p) =
∫

d2qdq0 qµΘ(−q0)Θ(−po + q0)δ(q2 − m2
1)δ((p − q)2 − m2

2).
(4.85)

Como foi dito anteriormente, começaremos com o cálculo de d̂+(p). Portanto,
calculamos a integral em K(p) para um sistema referencial p = (p0, 0)

K(p) =
∫

d2dq0 Θ(po − q0)Θ(q0)δ(q2 − m2
1)δ((p0 − q)2 − m2

2), (4.86)

Analisando o suporte da função de Heaviside e delta de Dirac, temos: q0 > 0,
p0 > q0 e q2 = m2

1. Logo

(p0 − q)2 − m2
2 = p2

0 − 2p0q0 + (m2
1 − m2

2), (4.87)

então a integral (4.86) é

K(p) = Θ(p0)
∫

d2dq0 Θ(po − q0)Θ(q0)δ(q2 − m2
1)︸ ︷︷ ︸

δ(q0 − Eq⃗)

2Eq⃗

δ(p2
0 − 2p0q0 + (m2

1 − m2
2)),

(4.88)
em que Eq⃗ =

√
|⃗q|2 + m2

1 =
√
(q1)2 + (q2)2 + m2

1. Por outro lado, integrando
(4.88) para a primeira delta de Dirac (q0 = Ep⃗)

K(p) =
∫ d2qdq0

2Eq⃗
Θ(po − Eq⃗)δ(p2

0 − 2p0Ep⃗ + (m2
1 − m2

2)). (4.89)

Analisando o suporte da função de Heaviside e delta de Dirac, obtemos: p0 = Ep⃗ +√
|⃗q|2 + m2

2, p0 devido ao suporte de Θ, e com um pouco de álgebra mostramos

que m2 <
√

q2 + m2
2 =

(m2
1 − m2

2)− p2
0

−2p0
. As massas m1 e m2 representam a massa

do núcleon e píon, respectivamente. Assim, m1 > m2; com essa informação,
afirmamos que p2

0 > (m1 + m2)
2, é necessário para incluir a função Θ(p2 − 4(m1 +

m2)
2). Por outro lado, na integral em (4.89), usamos a propriedade de delta de

Dirac δ(a f (x)) = |a|−1δ( f (x)).
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Portanto, a integral em (4.89) toma a forma

K(p) =Θ
(

p2
0 − (m1 + m2)

2
) Θ(p0)

4|p0|

×
∫ d2dq

Eq⃗
Θ(po − Eq⃗)δ

(
−Ep⃗ +

p2
0 + (m2

1 − m2
2)

2|p0|

)
.

(4.90)

Utilizando as coordenadas polares: |⃗q| = q, q1 = q sin θ e q2 = q cos θ

K(p) =Θ(p0)Θ
(

p2
0 − (m1 + m2)

2
) π

2|p0|

×
+∞∫
0

Θ(po − Eq⃗)

Ep⃗
δ

(
−Eq⃗ +

p2
0 + (m2

1 − m2
2)

2|p0|

)
qdq.

(4.91)

Aqui é necessário fazer outra mudança de variável: E2 = q2 + m2
1 → EdE = qdq.

K(p) =Θ(p0)Θ
(

p2
0 − (m1 + m2)

2
) π

2|p0|

×
∞∫

m2
1

Θ(p0 − Eq⃗)δ

(
−Eq⃗ +

p2
0 + (m2

1 − m2
2)

2|p0|

)
dEq⃗,

(4.92)

logo

K(p) =
π

2|p0|
Θ(p0)Θ(p2

0 − (m1 + m2)
2)

=
π

2
√
(p0)2

Θ(p0)Θ(p2
0 − (m1 + m2)

2).
(4.93)

Esse resultado foi calculado para um sistema referencial inercial em que pµ =

(p0, 0). Fazendo uma transformação de Lorentz em (4.93)

K(p) =
π

2
√

p2
Θ(p0)Θ(p2 − (m1 + m2)

2). (4.94)

O próximo passo será calcular Kµ(p)

Kµ(p) =
∫

d2qq0 qµΘ(po − q0)Θ(q0)δ(q2 − m2
1)δ((p − q)2 − m2

2). (4.95)
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Percebemos que essa integral é nula para os valores µ = 1, 2, então, Ku=1,2(p) = 0.
Não obstante, fazendo a mesma análise de K(p) para K0(p), mostramos

K0(p) =
πΘ(p0)

2|p0|
Θ
(

p2
0 − (m1 + m2)

2
)

×
+∞∫

m2
1

Eq⃗ Θ(p0 − Eq⃗)δ

(
−Eq⃗ +

p2
0 + (m2

1 − m2
2)

2|p0|

)
dEq⃗

=
π

4

(
1 +

(m2
1 − m2

2)

p2
0

)
Θ(p0)Θ

(
p2

0 − (m1 + m2)
2
) p0√

p2
0

,

(4.96)

logo, fazendo uma transformação de Lorentz

Kµ(p) =
π

4

(
1 +

(m2
1 − m2

2)

p2

)
Θ(p0)Θ

(
p2 − (m1 + m2)

2
) pµ√

p2
. (4.97)

A obtenção de L e Lµ é fazendo a mesma análise de K e Kµ. Portanto:

L(p) =
π

2
√

p2
Θ(−p0)Θ(p2 − (m1 + m2)

2),

Lµ(p) =
π

4

(
1 +

(m2
1 − m2

2)

p2

)
Θ(−p0)Θ

(
p2 − (m1 + m2)

2
) pµ√

p2
.

(4.98)

Substituindo as distribuições (4.94), (4.97) e (4.98) em (4.83) chegamos o nosso
primeiro objetivo

d̂+(p) = −g2(2π)−
5
2

[
m + /p

2

(
1 +

(m2
1 − m2

2)

p2

)]
L(−p0, p⃗),

d̂−(p) = g2(2π)−
5
2

[
m + /p

2

(
1 +

(m2
1 − m2

2)

p2

)]
L(p0, p⃗).

(4.99)

Fazendo a soma

d̂(p) = d̂−(p) + d̂+(p)

= −g2 (2π)−
3
2

4

[
m1p2 + /p

2
(p2 + m2

1 − m2
2)
] sgn(p0)

p2
√

p2
Θ
(

p2 − (m1 + m2)
2
)

,

(4.100)
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em que

d̂1(p) =
sgn(p0)

p2
√

p2
Θ
(

p2 − (m1 + m2)
2
)

. (4.101)

Segundo o apêndice (E.3) a ordem singular é de w(d̂(p)) = 0 e w(d̂1(p)) = −3.
Continuaremos com o teorema do polinômio para d̂1(p) para uma singularidade
negativa

r̂1(p) =
i

2π
sgn(p0)

+∞∫
−∞

d̂1(tp)dt
1 − t + isgn(p0)0+

=
i

2π

1︷ ︸︸ ︷
sgn2(p0)

+∞∫
−∞

Θ
(

p2t2 − (m1 + m2)
2) dt

t3p2
√

p2(1 − t + isgn(p0)0+)

=
i

2π

 0∫
−∞

Θ
(

p2t2 − (m1 + m2)
2) dt

t3p2
√

p2(1 − t + isgn(p0)0+)
+

+∞∫
0

Θ
(

p2t2 − (m1 + m2)
2) dt

t3p2
√

p2(1 − t + isgn(p0)0+)

 ,

(4.102)
trocando t → −t na primeira integral e fazendo a soma, obtemos

r̂1(p) =
i

2π

+∞∫
0

2Θ
(

p2t2 − (m1 + m2)
2) dt

t2p2
√

p2(1 − t + isgn(p0)0+)
, (4.103)

fazendo uma mudança de variável: s = p2t2 → dt =
√

p2ds
2p2

√
s

, resulta:

r̂1(p) =
i

2π

+∞∫
0

Θ
(
s − (m1 + m2)

2) ds
s
√

s(p2 − s + isgnp00+)
. (4.104)

Analisando a função de Heaviside, dizemos que a integral acima tem limite inferior
para s > (m1 + m2)

2. Portanto

r̂1(p) =
i

2π

+∞∫
(m1+m1)2

ds
s
√

s(p2 − s + isgnp00+)
. (4.105)

A análise dessa distribuição será com o teorema da função analítica (4.3.1)
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• A primeira região é para p2 < (m1 + m2)
2, em que não há polo. Portanto:

r̂1(p) =
i

2π

+∞∫
(m1+m1)2

ds
s
√

s(p2 − s) p ∈ R3. (4.106)

Fazendo u =
√

s, 2
√

sdu = ds, resulta:

r̂1(p) =
−i
2π

+∞∫
m1+m2

du

(
− 1

p2
√

p2(u +
√

p2)
+

1
p2
√

p2(u −
√

p2)
− 2

p2u2

)

=
−i
2π

[
1

p2
√

p2
ln

(
u −

√
p2

u +
√

p2

)
+

2
p2u

] ∣∣∣∣∣
+∞

(m1+m2)

=
i

2π

[
1

p2
√

p2
log

(
m1 + m2 −

√
p2

m1 + m2 +
√

p2

)
+

2
p2(m1 + m2)

]
.

(4.107)

• A segunda região é para p2 > (m1 + m2)
2 na qual existe um polo

r̂1(p) = lim
ϵ→0

i
2π

[
1

(p2 + iϵp0)
√

p2 + iϵp0)
log

(
m1 + m2 −

√
p2 + iϵp0)

m1 + m2 +
√

p2 + iϵp0)

)

+
2

(p2 + iϵp0)(m1 + m2)

]
,

(4.108)
fazendo a mesma análise do méson (4.67), obtemos

r̂1(p) =
i

2π

[
1

p2
√

p2
log

(
−m1 − m2 +

√
p2

m1 + m2 +
√

p2

)
− iπsgn(p0)

p2
√

p2
+

2
p2(m1 + m2)

]
,

(4.109)
em que |m1 + m2 −

√
p2| = −m1 − m2 +

√
p2.

• A terceira região é para p2 < 0

r̂1(p) =
i

2π

[
1

p2i
√
−p2

log

(
m1 + m2 − i

√
−p2

m1 + m2 + i
√
−p2

)
+

2
p2(m1 + m2)

]
,

(4.110)
fazendo a mesma análise do méson (4.69)

r̂1(p) =
−i

πp2
√
−p2

tan−1

( √
−p2

m1 + m2

)
+

2i
πp2(m1 + m2)

. (4.111)
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Logo, utilizando o polinômio de (4.100)

r̂(p) = −g2 (2π)−
3
2

4

[
m1p2 + /p

2
(p2 + m2

1 − m2
2)
]

r̂1(p), (4.112)

e

r̂′(p) = d̂−(p)

=
g2

4
(2π)−

3
2

[
m1p2 + /p

2
(p2 + m2

1 − m2
2)
] Θ(−p0)

p2
√

p2
Θ
(

p2 − (m1 + m2)
2
)

.

(4.113)
Definimos a auto-energia do núcleon

Σ̂(p) = it̂(p) = i(r̂(p)− r̂′(p)). (4.114)

Agora, analisamos paras as três regiões:

1. Substituindo (4.107) em (4.114)

Σ̂(p) =
g2

4(2π)5/2

[
m1p2 + /p

2
(p2 + m2

1 − m2
2)
]

×
[

1
p2
√

p2
log

(
m1 + m2 −

√
p2

m1 + m2 +
√

p2

)
+

2
p2(m1 + m2)

]
,

(4.115)

para p2 < (m1 + m2)
2.

2. Substituindo (4.109) em (4.114)

Σ̂(p) =
g2

4(2π)5/2

[
m1p2 + /p

2
(p2 + m2

1 − m2
2)
]

×
[

1
p2
√

p2
log

(
−m1 − m2 +

√
p2

m1 + m2 +
√

p2

)
+

2
p2(m1 + m2)

− iπ
p2
√

p2

]
,

(4.116)
para p2 > (m1 + m2)

2.

3. Substituindo (4.111) em (4.114)

Σ̂(p) =
g2

4(2π)5/2

[
m1p2 + /p

2
(p2 + m2

1 − m2
2)
]

×
[

−1
p2
√

p2
tan−1

( √
−p2

m1 + m2
+

2
p2(m1 + m2)

)]
,

(4.117)
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para p2 < 0.

4.5 Propagador completo em 2+1

4.5.1 Propagador completo do méson

A ordem singular da auto-energia do méson é w = 1; portanto, considera-se
uma solução geral neste caso

Π̃(p) = Π̂(p) + C0 + cµ pµ + C2p2

= Π̂(p) + a + C2(p2 − m2
2).

(4.118)

O termo C0 tem a informação da massa do méson, cµ é nulo pela transformação de
paridade (⃗p → − p⃗). Por outro lado, escrevemos o propagador completo do méson
no limite adiabático

DT(x1 − x2) = DF(x1 − x2) +
∫

DF(x1 − x′1)Π(x′1 − x′2)D f (x′2 − x2)dx′1dx′2

+
∫

DF(x1 − x′1)Π(x′1 − x′2)DF(x′2 − x′3)Π(x′3 − x′4)DF(x′4 − x4)dx′1dx′2dx′3dx′4 + · · ·
(4.119)

Aplicando a transformada de Fourier em 3 dimensões para o produto de funções
Â ∗ B = (2π)3/2ÂB̂, portanto:

D̂T = D̂F + (2π)3D̂FΠ̃D̂F + (2π)6D̂FΠ̃D̂Π̃D̂F + · · ·
= D̂F(1 + (2π)3Π̃D̂T),

(4.120)

é o propagador completo no espaço de momentos e D̂F(p) = −(2π)−3/2 1
p2 − m2

2 + i0+
é o propagador de Feynman.
A partir de (4.120)

D̂−1
T = (D̂F)−1 − (2π)3Π̃

= −(2π)3/2(p2 − (m2
2 − (2π)3/2)Π̃ + i0+),

(4.121)

a inversa de (4.121) é

D̂T(p) = −(2π)−3/2 1
p2 − (m2

2 − (2π)3/2Π̂(p)) + i0+
. (4.122)
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Em que (4.122) é o propagador completo em 2+1-dimensões no formalismo da
teoria de perturbação causal. Lembremos que m2 é a massa física do méson
na teoria da TPC, para que essa condição seja verdadeira o valor de Π̂(p) deve
satisfazer alguns condições de normalização. Apresentam-se resenta as condições
de normalização para a massa física e a constante de acoplamento.

Normalização da auto-energia do méson

Escreve-se duas condições físicas

• A massa física do méson é representada por m2. Isso implica que D̂T tem um
polo em p2 = m2

2. Portanto:

lim
p2→m2

2

Π̃(p) = 0,⇒ a = − lim
p2→m2

2

Π̂(p). (4.123)

• A constante física de acoplamento da interação é g. Isso implica que

lim
p2→m2

2

dΠ̃(p)
dp2 = 0,⇒ C2 = − lim

p2→m2
2

dΠ̂(p)
dp2 . (4.124)

Os termos de normalização estão fixados. Note-se que no lado esquerdo está sendo
utilizada Π̃ e no lado direito Π̂. Os valores das constantes a e C2 são calculados
por meio da avaliação de Π̂ e sua derivada quando o valor de p2 é igual a m2

2

4.5.2 Propagador completo do núcleon

Fazendo a mesma análise do méson para a ordem singular da auto-energia do
núcleon é w = 1. Considera-se uma solução geral

Σ̃(p) = Σ̂(p) + a + C1(/p − m). (4.125)

Por outro lado, escrevemos o propagador completo do núcleon no espaço de
momento

ŜT = ŜF + (2π)3ŜFΣ̂ŜF + (2π)6ŜFΣ̂ŜFΣ̂ŜF + · · ·
= ŜF + (2π)3ŜFΣ̂ŜT

(4.126)

em que ŜT é o propagador completo e ŜF(p) = (2π)−3/2 1

/p − m1 + i0+
é o propa-

gador de Feynman do núcleon.
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A partir (4.126), deduzimos

ŜT = (2π)−3/2 1

/p − (m1 + (2π)3/2Σ̂(p)) + i0+
, (4.127)

que é o propagador completo em 2+1 dimensões, no formalismo da teoria de
perturbação causal. Aqui o valor de Σ̂(p) aparece como a massa e tem o nome
de auto-energia do núcleon. O valor de m1 é a massa física do núcleon desde
o começo da teoria. Para que essa condição seja valida o valor de Σ̂(p) deve
satisfazer alguns condições de normalização. Apresentam-se as condições de
normalização para a massa física e a constante de acoplamento.

Normalização da auto-energia do núcleon

• A massa física do núcleon é representada por m1. Isso implica

lim
/p→m1

Σ̃(p) = 0,⇒ a = − lim
/p→m1

Σ̂(p). (4.128)

• A constante de acoplamento da interação é g. Isso implica

lim
/p→m1

dΣ̃(p)
d/p

= 0,⇒ C1 = − lim
/p→m1

dΣ̂(p)
d/p

. (4.129)

Os termos de normalização estão fixados. Note-se que no lado esquerdo está sendo
utilizada Σ̃ e no lado direito Σ̂. Os valores das constantes a e C1 são calculados por
meio da avaliação de Σ̂ e sua derivada quando o valor de /p é igual a m1.



Capítulo 5

Conclusões e perspectivas

Nesta dissertação, investigamos em detalhes as interações entre núcleon-méson
através do modelo de Yukawa no formalismo da teoria de perturbação causal em
2+1 dimensões. Realizaremos uma síntese dos capítulos anteriores e comentare-
mos os resultados.

No capítulo dois, começamos estudando o campo escalar, utilizamos os dados
de Cauchy e após vários cálculos obtivemos a distribuição de Jordan-Pauli. Con-
tinuamos com o estudo da equação de Dirac, cujo objetivo principal foi mostrar
as três matrizes gamma de ordem 4x4, escolhidas para ter uma teoria invariante
frente a transformações de paridade. Adicionalmente, realizamos a quantização
dos campos escalar e de Dirac no espaço de Fock, na qual o objetivo foi calcular a
relação de (anti-) comutação (no caso de Dirac e escalar) dos operadores de campo
com frequência positiva e negativa e relacioná-la com as partes de frequência
positiva e negativa da distribuição de Jordan-Pauli.

No capítulo três, estudamos detalhadamente a teoria de perturbação causal
(TPC) em 2+1 dimensões, que se fundamenta na teoria de distribuições. Começa-
mos com a construção da matriz S ou operador de espalhamento, que representa
o mapeamento entre os estados assintóticos das partículas entrantes e saintes. Na
construção da matriz S, introduzimos a função de teste que atua como uma função
reguladora das interações, decaindo rapidamente nos infinitos. Analisamos o
operador de espalhamento por meio dos axiomas de unitariedade, invariância
translacional, invariância de Lorentz e causalidade. Devido a essa análise, mos-
tramos que surgem divergências ultravioletas no uso dos produtos cronológicos
quando definidos por multiplicação pela função de Heaviside. Em seu lugar,
seguindo a Epstein e Glaser, fazemos uso da distribuição causal, que é uma dis-
tribuição temperada e pode ser corretamente dividida em sua parte retardada e
avançada e pertence ao espaço de Schwartz. Adicionalmente, apresentamos o teo-
rema do polinômio que é necessário para obter a distribuição retardada numérica
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a partir da distribuição causal numérica de qualquer ordem.

No capítulo quatro, é apresentado o modelo de Yukawa para a interação
núcleon-méson. Começamos com o estudo do espalhamento núcleon-núcleon por
meio da distribuição de transição de dois pontos T2(x1, x2) . Calculamos a seção de
choque no centro de massa no caso relativista e não relativista em (2+1)-dimensões.

A segunda seção de estudo foram as correções radiativas do méson e núcleon;
aqui utilizamos a distribuição causal de dois pontos D2(x1, x2) . Começamos com a
auto-energia do méson, a qual é finita devida à TPC. Essa auto-energia é analisada
para três regiões por meio do teorema da função analítica. Na primeira região
(0 < p2 < m2

1), observamos que não existe polo; na segunda região (p2 > 4m2
1),

sim. A terceira região é para o momento tipo espaço (p2 < 0). A auto-energia do
núcleon também é analisada para três regiões: p2 < (m1 + m2)

2, p2 > (m1 + m2)
2

e p2 < 0, em que m1 e m2 são as massas do núcleon e méson, respectivamente.
Na primeira região não há polo; na segunda região, sim. A terceira região foi
analisada por meio da extensão analítica, pois o o quadrado do momento é menor
que zero.
Na última seção de estudo foram os propagadores completos do méson e núcleon;
em ambos se substituem as auto-energias no cálculo do propagador completo.
Finalmente, é necessário mencionar que a massa e a constante de acoplamento da
interação física desde o início, o que impõe mais duas condições de normalização.
Essas condições fixam por completo as auto-energias do méson e do núcleon , as
quais foram descritas no final do capítulo quatro.

Perspectivas. O modelo de Yukawa em relação à TPC ainda requer muitas
seções para analisar. Mencionamos as futuras perspectivas sobre o modelo:

• Estudar o espalhamento núcleon-méson em 2+1 dimensões. Fazemos ênfase
em calcular a seção de choque no centro de massa e no limite não relativista.

• Estudar a estabilidade do vácuo e setor de uma partícula; aqui devemos
utilizar o quinto axioma e suas propriedades da TPC.

• Normalizabilidade do modelo de Yukawa, ou seja, a análise dos termos de
normalização que podem surgir nas distribuições de transição em qualquer
ordem e a possibilidade de fixá-los por um número finito de condições físicas.
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• Considerar as matrizes gamma de ordem 2x2 para a interação de Yukawa
em 2+1 dimensões. Analisar os problemas envolvidos com essa nova repre-
sentação de gamma e realizar todos os processos de interação nos capítulos
anteriores.



Apêndice A

Campo escalar e de Dirac

A.1 Invariância de Lorentz

A transformação de Lorentz é definida:

x′µ = Λµ
νxν (A.1)

A letra grega Λ representa a transformação de Lorentz (rotações + boost).
Escrevem-se as seguintes relações:

ϕ′(x′) = ϕ(x),

∂′µ = Λµ
ν∂ν,

(A.2)

logo

∂′2 = ηµν∂′ν∂′µ

= ηµνΛµ
ρΛν

σ∂ρ∂σ

= ηρσ∂ρ∂σ

= ∂2,

(A.3)

com (A.2) e (A.3), escrevemos:

(∂′2 + m2)ϕ′(x′) = (∂2 + m2)ϕ(x). (A.4)

Então, a equação de Klein- Gordon é invariante de Lorentz.
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A.2 Dimensão das matrizes

Dimensionalidade de α e β. Temos

{αi, αj} = 2δij,

logo
α1α2 = −Iα2α1,

aplicando a determinante

det(α1α2) = det(−I)det(α2α1)

det(α1)det(α2) = det(−I)det(α2)det(α1),

logo
det(−In×n) = 1. (A.5)

A matriz é ordem nxn. Portanto, (−1)n = 1, com n par.
n=2: São matrizes de Pauli, n=4: São as matrizes gamma.

A.3 Soluções da equação de Dirac

Escrevemos a solução em ondas planas para energia positiva

ψ(x⃗, t) = u(E, p⃗)e−ipx, (A.6)

Em que u(E, p⃗) é uma função de 4x1 componentes. A equação (A.6) é substituída
na equação de Dirac, portanto resulta:

(γµ pµ − m)u(pµ) = 0, (A.7)

(A.7) é a equação de Dirac no espaço de momentos.

Será analisado a equação (A.7) com a seguinte representação u ≡
(

uA

uB

)
.
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Notar que uA e uB são funções de 2x1 componentes. Portanto:

(γµ pµ − m)u(pµ) = (γ0p0 − γi pi − m)u(pµ)

=

(
σ3p0 − iσ1p1 − iσ2p2 − m 0

0 −σ3p0 + iσ1p1 + iσ2p2 − m

)(
uA

uB

)
.

(A.8)

Substituindo as matrizes de Pauli acima e tendo em conta que u(A,B) =

(
u(A,B)1

u(A,B)2

)
,

resulta:

u1( p⃗) =


1

(p2 − ip1)/(Ep⃗ + m)

0
0

 ,

u3( p⃗) =


0
0
1

(p2 − ip1)/(Ep⃗ − m)

 ,

u2( p⃗) =


(p2 + ip1)/(Ep⃗ − m)

1
0
0

 ,

u4( p⃗) =


0
0

(p2 + ip1)/(Ep⃗ + m)

1

 .

(A.9)

O segundo caso é para uma solução em ondas planas para energia negativa
ψ(x⃗, t) = u(E, p⃗)e+ipx. A análise e resultado serão similares para obter as soluções.
Portanto:

u( p⃗) = N


1

(p2 − ip1)/(Ep⃗ + m)

(p2 + ip1)/(Ep⃗ + m)

1

 , v( p⃗) = M


(p2 + ip1)/(Ep⃗ − m)

1
1

(p2 − ip1)/(Ep⃗ − m)

 .

(A.10)
Os coeficientes N e M são fatores que devem ser normalizados. O espinores u( p⃗)
é para energias positivas e v( p⃗) para energias negativas.
Menciona-se a seguinte propriedade por completitude

u†( p⃗)v(− p⃗) = v†(− p⃗)u( p⃗) = 0. (A.11)



Apêndice B

Teoria de distribuições

O espaço das funções complexas

Definição: O espaço D é o espaço das funções complexas em Rn que são
infinitamente diferenciáveis e tem suportes limitados.
As funções ϕ(x)1 ∈ D são auxiliares no cálculo de distribuições.

B.1 Distribuições

Definição: Uma função contínua linear no espaço D é dita de distribuição
T. A saber, para cada ϕ(x) ∈ D vai corresponder um T(ϕ) (número complexo).
Portanto, como T(ϕ) é linear

T(λ1ϕ1 + λ2ϕ2) = λ1T(ϕ1) + λ2T(ϕ2), λ ∈ C, (B.1)

ou
⟨T1 + T2, ϕ⟩ = ⟨T1, ϕ⟩+ ⟨T2, ϕ⟩ ,

⟨λT, ϕ⟩ = λ ⟨T, ϕ⟩ ,
λ ∈ C. (B.2)

A fim de compreender, escrevemos alguns exemplos:

1. Exemplo 1: O delta de Dirac no ponto a ∈ Rn é uma função linear e para
cada ϕ ∈ D:

⟨δ(a), ϕ⟩ = ϕ(a). (B.3)

2. Exemplo 2: Para um caso particular de delta de Dirac, que em a = 0

⟨δ(0), ϕ⟩ = ϕ(0). (B.4)
1ϕ é uma função em Rn dita de função de teste.
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Definição: Para toda função localmente integrável, isto é,
∫
I

|ϕ(x)|dx existe em

uma região limitada, chamada I. Então, definimos:

⟨T, ϕ⟩ =
∫

T(x)ϕ(x)dnx. (B.5)

A integral acima deve ser convergente devido ao fato de que a função de teste
ϕ(x) tem suporte limitado em I. Fora desta região I é nula.

Diferenciação da distribuição

Seja uma distribuição T tipo C∞ e escolhendo a ordem n da derivada. Temos

⟨DnT, ϕ⟩ = (−1)|n| ⟨T, Dnϕ⟩ (B.6)

Utilizando os multi-índices de Schwartz

Dn = ∏
i

(
∂

∂xi

)n
, |n| = ∑

i
ni. (B.7)

Multiplicação de distribuições

O produto de duas distribuições quaisquer não estão definida porque o produto
dessas distribuições não é localmente integrável. No entanto, define-se o produto
com uma função α tipo C∞ e uma função de teste.

⟨αT, ϕ⟩ = ⟨T, αϕ⟩

=

+∞∫
−∞

α(x)T(x)ϕ(x)dnx,
(B.8)

em que ϕ ∈ D e αϕ ∈ D.
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B.2 Transformada de Fourier de distribuições

Espaço de Schwartz S

Para todo ϕ ∈ S tipo C∞. Essa função decai rapidamente no infinito positivo e
negativo. Portanto:

lim
|x|→∞

|xl∂nϕ(x)| = 0, (B.9)

em que l ≥ 0 e n ≥ 0. Alguns exemplos são as funções e−x6
e e−x8 ∈ S .

Distribuições temperadas: Espaço dual de Schwartz S’

Uma distribuição T é considerada temperada se, para qualquer sequência de
funções ϕj em D converge a zero e suas derivadas de qualquer ordem.
Seja T uma distribuição temperada, logo a transformada de Fourier de T (T̂) é
uma distribuição temperada.
Por outro lado, seja uma função complexa ϕ, defina-se a transformada de Fourier
e sua inversa

ϕ̂(p) =
1

(2π)n

∫
dnxϕ(x)eipx,

ϕ̌(p) =
1

(2π)n

∫
dnxϕ(x)e−ipx,

(B.10)

e
⟨T̂, ϕ⟩ = ⟨T, ϕ̂⟩ , (B.11)

o teorema de Plancherel-Parseval

⟨T, ϕ⟩ = ⟨T̂, ϕ̂⟩ = ⟨Ť, ϕ̌⟩ , (B.12)

e o teorema da convolação para a transformada de Fourier

Ŝ ∗ T =
1

(2π)n/2

∫
dn p′ S(p)T(p − p′). (B.13)



Apêndice C

Solução geral retardada numérica para
w não negativa

Temos a solução retardada numérica (3.103)

r̂(p) = (2π)−m/2
∫

dmk χ̂(k)

d̂(p − k)− (2π)−m/2
[w]

∑
|a|=0

pa

a!

∫
dm p′Da

p′ d̂(p − k)w̌(p′)

 ,

(C.1)
e aplicando Db

Dbr̂(q) = (2π)−m/2
∫

dmk χ̂(k)

Dbd̂(q − k)− (2π)m/2 ∑
b≤a

Dbqa

a!︸ ︷︷ ︸
a!qa−b
(a−b)!a!

∫
dp′Da(p′ − k)w̌(p)


= (2π)−m/2

∫
dmk χ̂(k)

[
Dbd̂(q − k)− (2π)m/2 ∑

b≤a

qa−b

(a − b)!

∫
dp′Da(p′ − k)w̌(p)

]
.

(C.2)

Substituindo (C.1) e (C.2) em (3.97)

r̂q(p) = r̂(p)− (2π)−m/2
∫

dmk χ̂(k)

 [w]

∑
|b|=0

(p − q)b

b!
Dbd̂(q − k)−

(2π)−m/2
[w]

∑
|b|=0

∑
b≤a

(p − q)b

b!
qa−b

(a − b)!︸ ︷︷ ︸
pa
a!

∫
dp′Da(p′ − k)w̌(p)

 . (C.3)
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Finalmente, obtemos:

r̂q(p) = (2π)−m/2
∫

dk χ̂(k)

d̂(p − k)−
[w]

∑
|b|=0

(p − q)b

b!
Dbd̂(p − k)

 . (C.4)



Apêndice D

Teorema de Gian-Carlo Wick

O teorema de G. C. Wick (ordenamento normal) atua sobre o produto de cam-
pos com spin arbitrário (escalar, fermiônicos), sua função principal é reorganizar
os operadores de aniquilação no lado direito dos operadores de criação. Nosso
objetivo é calcular : AB : : CD :, antes de realizar-lo, devemos estabelecer algumas
propriedades.
Escrevemos dois campos com o spin arbitrário (A, B) em suas componentes de
aniquilação (A+, B+ ) e criação (A−, B−).

A(x) = A+(x) + A−(x),

B(x) = B+(x) + B−(x),
(D.1)

logo, o ordenamento normal do produto de dois campos é:

: A(x)B(y) := A(x)B(y)− A(x)B(y), (D.2)

em que a contração é definida:

A(x)B(y) ≡ [A−(x), B+(y)]∓;

∓ : - é para o campo escalar; +, campo fermiônico.
(D.3)

Utilizando (D.2) concluímos:

: AB : : CD := ABCD − CD : AB : −AB : CD : −ABCD. (D.4)

Esse resultado será usado mais adiante para o campo fermiônico. Agora, escreve-
se a generalização do teorema de G. C. Wick para um produto de n operadores de
campo.
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D.1 Generalização do teorema de G. C. Wick

O produto de n operadores de campo em relação ao ordenamento normal e as
contrações é:

ABC · · · LMN = : ABC · · · LMN : + : todas as contrações possíveis : . (D.5)

Define-se o ordenamento normal de um produto de n campos

: ABC · · · LMN := (±)q : ALC · · · NBM : . (D.6)

Em que + é para o campo escalar; -, campo fermiônico. A potência q representa o
número de permutações que leva-nos de ABC · · · LMN até : ALC · · · NBM :.
Define-se o ordenamento normal de um produto de n campos em que há contra-
ções

: A · · ·CD · · · I J · · · N := (∓)q DJ : A · · ·CI · · · N : . (D.7)

Aqui, q é o número de permutações que deve-se realizar para levar os campos DJ
até à frente de todos os campos.
Com todas essas propriedades, chegamos o nosso objetivo. Substituindo (D.5),
(D.6), (D.7) em (D.4), mas apenas para quatro o campos fermiônicos, obtemos o
seguinte resultado:

: AB : : CD := : ABCD : +������
AB : CD : − AC : BD : +AD : BC :

+ BC : AD : −BD : AC : +������
CD : AB : +��

��
ABCD

+ ACBD + ADBC −������
CD : AB : −������

AB : CD : −����
ABCD

= : ABCD : −AC : BD : +AD : BC :

+ BC : AD : −BD : AC : −ACBD + ADBC.

(D.8)

Essa relação é usada no cálculo da distribuição da segunda ordem.
Nota-se que, em (D.8) não temos uma contração no mesmo ponto.



Apêndice E

Méson e Núcleon

E.1 Traço para o Méson

Definem-se as matrizes gamma em 2+1

γ0 =

(
σ3 0
0 −σ3

)
, γ1 =

(
iσ1 0
0 −iσ1

)
, γ2 =

(
iσ2 0
0 −iσ2

)
, (E.1)

em que as matrices de Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (E.2)

O objetivo a calcular é:

Q = Tr{(/p + m1)](/p − /q + m1)}. (E.3)

Começamos fazendo o produto dentro do traço

Q = Tr
{

/p/p − /p/q + 2m1/p − m1/q + m2
1

}
. (E.4)

em que {γµ, γν} = 2ηµνI4x4.
Sabemos que

Tr{/p} = Tr
{

γµ pµ

}
= pµ Tr{γµ}︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

(E.5)
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Tr{/p/p} = pµ pν Tr{γµ, γν}

= pµ pν Tr
{
[γµ, γν] + {γµ, γν}

2

}
= pµ pνηµν Tr{I4x4}
= 4p2,

(E.6)

então, com a mesma análise
Tr{/p/q} = 4pq. (E.7)

Substituindo (E.5), (E.6) e (E.7) em (E.4)

Q = 4[p2 − pq + m2]. (E.8)

E.2 Ordem singular da auto-energia do méson

d̂(p) =
g2

2(2π)
3
2
[4m2

1 − p2]
sgn(p0)Θ(p2 − 4m2)√

p2︸ ︷︷ ︸
d̂1(p)

. (E.9)

Começaremos calculando a ordem singular de d̂(p), utilizando a definição de
limite 2 (3.64)

lim
δ→0+

ρ(α)d̂(
ρ

δ
) ≡ d̂0 ̸= 0. (E.10)

A partir de (E.9)

d̂
( p

δ

)
=

g2

2(2π)
3
2

[
4m2 − p2

δ2

]
√

p2/α
sgn(p0/δ)Θ(p2/δ2 − 4m2)

= α−1 g2

2(2π)
3
2

[
4m2δ2 − p2]√

p2
sgn(p0)Θ(p2 − 4m2),

(E.11)

O lim
δ →0+

ρ(δ)d̂
( p

δ

)
existe, não nulo e finito para ρ(δ) = δ1. Portanto

lim
δ →0+

ρ(δ)d̂
( p

δ

)
= − g2

2(2π)
3
2

p2√
p2

sgn(p0)Θ
(

p2 − 4m2
)

︸ ︷︷ ︸
d̂0

= d̂0.

(E.12)
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Concluímos que a w(d̂(p)) = 1.
Agora, a análise para a ordem singular de d̂1(p) é similar

lim
α →0+

ρ(α)d̂1

( p
α

)
= lim

α →0+
ρ(α)︸︷︷︸
α−1

α√
p2

sgn(p0)Θ
(

p2 − 4m2
)

. (E.13)

Concluímos que a w(d̂1(p)) = −1.

E.3 Ordem singular da auto-energia do núcleon

d̂(p) = − g2

4(2π)
3
2

[
m1p2 + /p

2
(p2 + m2

1 − m2
2)
] sgn(p0)

p2
√

p2
Θ
(

p2 − (m1 + m2)
2
)

︸ ︷︷ ︸
d̂1(p)

.

(E.14)
A partir (E.14)

d̂
( p

δ

)
= − g2

4(2π)
3
2

[
m1p2δ + /p

2
(p2 + m2

1δ2 − m2
2δ2)

] sgn(p0)

p2
√

p2
Θ
(

p2 − (m1 + m2)
2
)

,

(E.15)
O lim

δ →0+
ρ(δ)d̂

( p
δ

)
existe, não nulo e finito para ρ(δ) = δ0. Portanto:

lim
δ →0+

ρ(δ)d̂
( p

δ

)
= − g2

4(2π)
3
2

[/p
2
(p2)

] sgn(p0)

p2
√

p2
Θ
(

p2 − (m1 + m2)
2
)

︸ ︷︷ ︸
d̂0

= d̂0.

(E.16)

Concluímos que a ordem singular de d̂(p) é 0.
Fazendo a mesma analise para d̂1(p)

lim
δ →0+

ρ(δ)d̂1

( p
δ

)
= ρ(δ)δ+3 sgn(p0)

p2
√

p2
Θ
(

p2 − (m1 + m2)
2
)

. (E.17)

Concluímos que a ordem singular de d̂1(p) é −3.
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