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Resumo

Na presente dissertagdo estudamos diferentes aspectos do modelo de Yukawa
para interagdes niicleon-méson em (2+1)-dimensdes através de uma abordagem
axiomadtica para a matriz S, denominada teoria de perturbacdo causal (TPC), que
se baseia na teoria de distribui¢des. A TPC é uma teoria de construgdo da matriz
S, que depende de uma funcao teste que decai rapidamente nos infinitos por meio
das condic¢des de unitariedade, invaridncia translacional, invariadncia de Lorentz e
causalidade. Nosso estudo demonstra que as corre¢des radiativas no modelo de
Yukawa sdo bem definidas e livres de divergéncias ultravioletas. Adicionalmente,

determinamos a se¢do eficaz no espalhamento ntcleon-ntcleon.

Palavras Chaves: Teoria de perturbagdo causal; Matriz S; Causalidade; Distribui-
¢oes.

Areas do conhecimento: Teoria quantica de campo.



Abstract

In this dissertation, we study different aspects of the Yukawa model for nucleon-
meson interactions in (2+1)-dimensions through an axiomatic approach to the
S-matrix, called Causal Perturbation Theory (CPT), which is based on distribution
theory. CPT is a theory for constructing the S-matrix, which depends on a rapidly
decaying test function through conditions of unitarity, translational invariance,
Lorentz invariance, and causality. Our study demonstrates that radiative correcti-
ons in the Yukawa model are well-defined and free from ultraviolet divergences.
Additionally, we determine the cross-section for nucleon-nucleon scattering.

Keywords: Causal Perturbation Theory; S-matrix; Causality; Distributions.

Areas of Knowledge: Quantum field theory.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1925, Born e Jordan [1] deram inicio as primeiras ideias da teoria quantica
de campos. Em 1929, Heisenberg e Pauli [2] desenvolveram o método da quanti-
zagdo canodnica. A teoria continuou avangando até que surgiram problemas com
os infinitos, ou seja, divergéncias ultravioletas. Alguns desses problemas estdo
relacionados com as corre¢oes radiativas, focando-se nas auto-energias do méson
e do nicleon. Nessa época, surgiu o método de renormalizagdo para resolver
o problema dos infinitos que teve sucesso na comparagdo com os experimentos.
No entanto, esse método ndo foi aceito por muitos fisicos da época. Portanto,
era necessdrio construir uma teoria livre de divergéncias ultravioletas. Assim, se

implementam as abordagens axiomaéticas.

A abordagem da teoria quantica de campos axiomadtica, em particular a teo-
ria de perturbacdo causal (TPC), que se fundamenta na teoria de distribui¢des,
surge da necessidade de desenvolver uma teoria quantica livre de divergéncias
ultravioletas. Ela inicia-se com a andlise e constru¢do da matriz S ou operador
de espalhamento, que representa 0 mapeamento de estados assintéticos de par-
ticulas de entrada e saida. Até esse momento a TPC ainda tinha problemas de
divergéncias que estdo relacionados com o uso dos produtos cronolégicos. Em
1951, Stuckelberg [3] demonstrou que a teoria perturbativa da matriz S deve ser
construida com a condi¢do de causalidade. Com essa proposta, em 1959, Bogo-
liubov e Shirkov [4] adicionaram a fung¢do interruptora ou teste na construgdo
da matriz S. Essa func¢do deve decair rapidamente nos infinitos e tender ao 1 no
final dos processos de interacdo. Em 1973, Epstein e Glaser [5] resolveram correta-
mente o problema das divergéncias ultravioletas construindo a matriz S por meio
dos axiomas de unitariedade, invaridncia translacional, invaridncia de Lorentz e
causalidade. Adicionalmente, nessa construcdo deve-se dividir corretamente a
distribuicdo causal em suas partes retardada e avancada. Em 1995, G. Scharf [6]
expandiu a teoria da TPC e aplicou-a corretamente a eletrodindmica quantica.

Por outro lado, ha uma variedade de estudos que utilizam o formalismo da teoria
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de perturbacdo causal: QCD e Gravitagdo [7], interagdes eletrofracas [8], Modelo
de Thirring com simetria BRST [9, 10], SQED, via SDKP [11], elétron-pdsitron
em SQED; [12], prova da super[re]Jnormalizabilidade [13]; equivaléncia de SDKP
e SQED; [14]; formulacdo da TPC no plano nulo [15] com aplicagao estudo do
modelo de Yukawa [16], QED4 [17, 18], etc. Observamos que nessa variedade
de aplicagdes foram estudados o modelo de Yukawa, na presente dissertacdo
analisamos esse modelo em dimensdes menores e outros objetivos.

O modelo de Yukawa descreve a interacdo entre niicleon-méson, que sdo
particulas mediadoras responséaveis pela forca nuclear forte. Essa interacdo se
manifesta como um potencial atrativo de curto alcance entre nucledes, mediado

pelo intercAmbio de mésons.

A dissertacdo esta estruturada da seguinte maneira: No capitulo 2, estudamos
o problema de Cauchy para o caso campo escalar e a quantizagdo dos campos
escalar e de Dirac no espago de Fock. No capitulo 3, estudamos detalhadamente
a teoria de perturbacdo causal, cujos objetivos sdo: As distribui¢des de transicéo,
retardada, avangada e causal, junto com algumas teoremas para qualquer ordem
de singularidade. No capitulo 4, analisamos o modelo de Yukawa na abordagem
da TPC. Os objetivos sdo: calcular o espalhamento nticleon-nticleon, as corre¢des
radiativas do méson e do ntcleon e seus respectivos propagadores completos em
(2+1)-dimensdes. No capitulo 5 apresentamos nossas conclusdes e perspectivas.
Finalmente, concluimos com os apéndices que sdo necessérios para compreender

os capitulos mencionados anteriormente.
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Convencao

Métrica de Minkowski

1 0 0
Nuv = =10 -1 0 (1.1)
0o 0 -1

em que 1% = 1,7 = —leni =0Vi #j.
Serdo usadas as unidades naturais, i = lec = 1.

O quadri-vetores contravariante e covariante

= (20,2, 2%) = (L, y),

Xy = 77P‘va = (xo, xl,xz) — (t, —x, _y).

Produto escalar

xXp = x”py = xopo + x1p1 + x2p2

(1.2)
=200 —%. 7.
Produto das derivadas parciais em trés dimensoes
93, = 9,9" = 2% + 991 + 0%,
= 9'3; + 0%0, + 0%,
Cone de Luz
Definimos o cone de luz para um ponto:
Vi) = {y e M| (y—x)2 > 04" 2 5", (13)

e para n conjuntos de pontos:

TE(x) = {(x1,- ,xq) EM"|\x; € VE(x);i=1,---,n} (1.4)




Capitulo 2

Campos

Neste capitulo, é explicado o problema de Cauchy para o caso do campo escalar,
o campo de Dirac e a quantizacdo desses campos no espaco de Fock.

2.1 Campo escalar livre em 2+1

O campo escalar real livre é representado por ¢(x), sendo uma fungao de
apenas uma componente. A palavra livre significa que o campo néo interage com
outros campos. O campo escalar é invariante de Lorentz e estd associada com a

equagdo de Klein-Gordon:
(90" + mH)p(x) =0. u=0,1,2, (2.1)

A equacdo (2.1) descreve particulas neutras de spin-0 e é facilmente observavel
que essa equacdo é de segunda ordem no espago tempo.

Continuando com a equacgdo de Klein-Gordon, ela é invariante relativistica, ou
seja, invariante de Lorentz!. A invariancia relativistica é ttil para os campos,
pois diz-nos que a leis fisicas sdo as mesmas em qualquer sistema de referéncia
inercial e permite-nos estudar as particulas a altas velocidades. Um contraexemplo
é a equacgdo de Schrodinger, que ndo é invariante relativistica, e portanto ndo é
adequada para descrever particulas relativisticas.

Serd mostrada a solugdo classica da equagdo de Klein-Gordon por meio da trans-

formada de Fourier em trés dimensoes.

1 o 2
¢(%,t) = e /dzpdpo e "P*P(p), (2.2)

1Segundo o apéndice (A.1)
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e aplicando na equagao de Klein-Gordon, resulta:

(90" + mz)m / d*pdpoe P*P(p) = 0, (2.3)

em (2.3) 9,0" age apenas na exponencial, pois ela depende das coordenadas
espago-temporais:

1 - )
[EL /dZPdPO e~P*((p)? —m*)§ = 0. (2.4)

Uma solugéo nao trivial seria ¢(p) = 5(p? — m?)¢p(p).

Retornando a transformada de Fourier com essa soluc¢do, obtemos:

0) = s [ Erdpoe” sl ~ EDlr), 25)

comEy = \/ﬁz +m? = \/(P1)2 + (p2)? + m2.
Para prosseguir com o cdlculo, utilizamos a propriedade da delta? em (2.5)

1 _ipx [ 9(Po—Ez) | 0(po+ Ep)
¢(x) = W/ﬂﬁpdpoe P ( 3E~ o ;Eﬂ ’ )‘P(P)

p 14
1 i 7 —ipnx ‘5(170 - E“’) 5(;70 + E_')
:W/dzpep /dpoe poo( B T o) 29
p 14
1 dzp I . B .
_ =\ —ipx =\ —ipx
(27_[)3/2 ZEij <(P (p)e pOZEﬁ + (P (p)e po__Eﬁ.) 7

2.1.1 Condicao de Augustin-Louis Cauchy

Os dados de Cauchy impdem duas condigdes para as equagdes diferenciais

parciais de segunda ordem do tipo hiperbélicas®, assim determinamos a solugao.

2

5mm=;$ﬁ$%m:%,m

3Dois exemplos de primeira e segunda ordem s&o a equagio de onda e de Klein-Gordon.
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Escrevemos os dados de Cauchy:

¢(0,%) = f(X),

B . (2.7)
dp(0,¥) = g(¥).
Substituindo as condi¢des acima em (2.6)
1 2
f(%) = (@T () + 9~ (P))e?
(27r)3/2 / 2E; 2.8)

=1

) = g | (-3) 0001 -9 )

Aplicando a transformada inversa de Fourier (277) ! / d*xe~'P"¥ nas equacgoes

acima e utilizando a propriedade de delta de Dirac (271)%6(7' — p) = / d2xe (P =P)" %)
resulta:

9" () + ¢~ (F)] = 2m) V2(2Ep) [ dxe T (), .
9" (F) — ¢~ (D] = (27) V2(2i) [ e T Tg(R), |

logo
¢ (F) = @m) 2 [ dxEpf(R) + ig(@)e 7,

¢ () = @)V [ dx(Epf(2) — ig(®]e P

Agora, substituindo as equagdes acima em (2.6)

(2.10)

1 d*p . T
$x) :(27r)3/2 2E5 (gb+(p) v zp0x0|p07 (Pt 1p0x0|Po——Eﬁ)
1 N
2y [Esf (7) + ig(§)]e~ 7 Te~ips
- 7 ( [ @yEsf @) +is() -

+ [ PyEsS @)~ ig@le P e )

POZ*Eﬁ’
(2.11)
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utilizando §(p? — m?) = ! —(8(po+ Ep) + d(po — Ep)) em (2.11), obtemos:

2E,
(P(x) = /dzpdpoé(p —m? /d2 (]?) +isgn(po)g(y’)]e_ﬁ'y—ipx
= ppod(p? — ) [ dy[Egf(7) + isgn(po)g@))e 7Y,

y0=0
(2.12)

reorganizando

o) = [ @y @) [ Epipudly? — n?)Egsgn(pm)sgn(m)e? )
y0=0

+i(27) 2 [ dpdpod(p? — m?)sgn(po)e? Vg ()|

(2.13)
a equacdo (2.13) pode ser escrita de forma mais suscinta observando as seguintes
relacdes
5(p* — m*)sgn(po)Ez = 6(p> — m*) po,
f(@) = 90,9) = ¢l o0 (2.14)
8(#) = %9 (W) ly—o.
obtemos

p(x) = / &y [(ZN)‘2 / d?pdpod (p* — m*) posgn(po)e? Ve (y)
¥i=0 (2.15)

+i(2m) 72 / d>pdpod (p* — m?)sgn(po)e?*Vajp(y)| -

Finalmente o campo escalar é redefinido como

/ &y [—(9gD(x — v))p(y) + D(x — y)oge(y)] , (2.16)

em que
D(x—y) = i2m) 2 [ Ppdpod(p* — mP)sgnpoe 700, @17)

é a distribuigao de Jordan-Pauli do campo escalar.
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2.2 Campo de Dirac em 2+1

Em 1928, Dirac [19] e no livro de The principle of quantum mechanics [20] propos
uma equacdo relativistica covariante que tivesse a forma da equagdo de Schro-
dinger. A ideia foi a seguinte: a equagdo de Schrodinger é linear na derivada do
tempo, portanto, devemos pensar que o Hamiltoniano também deve ser linear nas

derivadas espaciais

2 hy

(2.18)
.0 1,0
18—15 = 7“18_315' + pmy.

Para que a equacdo (2.18) seja cumprida é necessdrio impor as seguintes condigdes

* x; ndo podem ser nimeros, devem ser matrizes quadradas. Se fossem

simples ntimeros, a equacdo ndo seria invariante sobre rota¢des espacias.
* 1 ndo pode ser um escalar, deve ser uma func¢do coluna de N componentes.

* A relagdo de energia-momento para uma particula livre relativistica , E? =
p?c? + m?c*, deve-se cumprir. Essa relacdo leva-nos a equacdo de Klein-
2
Gordon "0 = ((.?? —VZ+ m2> P,

e Deve ser covariante de Lorentz.

A equacdo de Dirac (2.18) em forma compacta é

(po — a;p; — Bm) v =0, po=1i0;, p; = —id;, (2.19)

e multiplicando (po + a;p; + fm) pela esquerda, obtemos

<p% B (oioj + gj“i)Pin — m(;B + Pai)pi — m2/32) =0, (2.20)

(2.20) deve ser igual a equagdo de Klein-Gordon (Pg — Pl-2 — mz) ¢ = 0. Entdo, as
matrizes « e f devem cumprir as seguintes propriedades

{Dé,', DC]} = 251']', ‘82 = 0(12 =1,

_ 2.21)
{ai, B} =0, 7’ =B.7 = Bui.
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As matrizes « e f devem ser quadradas (segundo o Apéndice (A.2)). Além disso o

espinor ¢ é uma matriz coluna. Substituindo (2.21) em (2.18), resulta:

0
i = (i + pm)y, 2.2)

multiplicando B a esquerda em (2.22), obtemos:
(iv"9y —m)yp(x) =0, pu=0,1,2 (2.23)

As matrizes gamma em (2.23) para nosso caso de interesse sdo:

03 0 i(Tl 0 i0'2 0
7 = ;7= ), = ] 29
0 —o3 0 —im 0 —icm

Essas matrizes gamma ndo quebram a paridade. Por outro lado, ¢’ sdo as matrizes

de Pauli:
01 0 —i 1 0
= , 0y = , 03 = . 2.25

As matrizes de (2.24) e (2.25) satisfazem as seguintes propriedades

=1, Vie1,23

(2.26)
{v*, 9} = 21" gy, Vu,v €0,1,2.
2.2.1 Solugdes da equacgao de Dirac
Particula em repouso
Neste caso assumimos que a fun¢do (x) é independente do espago
Vi(x) = 0. (2.27)

Portanto, a equagao de Dirac (2.23) resulta

i'y(’% = mip(t), (2.28)
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¥p(t
mos:
Pa, (t) = e_lmthAl (0), VB, (t) = +1mt¢31 (0), (2.29)
Par(t) = e ™My, (0), (1) = e ™y, (0).
Explicitando as quatro solugdes
1 0
i 0 ot | 0
IPA1 —e imt 0 , 1PA3 — e+1mt . ,
° 0 (2.30)
0 0 '
i 1 it | O
¢A2 — e imt . , 1PA4 — e+zmt 0
0 1

Particula em movimento

Neste caso as solugdes estdo em fungdo das ondas planas de duas frequéncias

Yt (& t) =u(Ez e P,y (Zt) =v(Ep per, (2.31)

(Para mais detalhes de (2.31), vide o apéndice (A.3))

A solucdo geral é uma combinagdo linear de (2.31)

521/ 271) s (AP (B + B (p)os (p)e ™), (2.32)

em que A°(p) e B*(p) sdo amplitudes dos pacotes de onda, u*(p) e u’(p) sédo

espinores.

2.3 Espaco de Fock em 2+1

Defina-se a fungdo ¢ (x) € Hy, ou seja, o estado de uma particula pertencente a
um espaco de Hilbert. Para um estado de duas particulas livres que ndo interagem
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entre si, ¢2(x1,x2) € Hp = H1 ® H;. Entdo, generalizando para n particulas

Pu(x1, - xn) EHp = H1 @ @Hy = H". (2.33)

n vezes

As particulas devem ser idénticas. Portanto, obedecem a estatistica de Bose ou
Fermi. Expressamos os estados simétrico e antissimétrico:

1
S;¢” = Equ(xﬂu T /xrcn)/
o

1
Sufn = (=) p(xmy, - xm,),

n!
n! &

(2.34)

em que 7 representa as permutacdes de n elementos. Os operadores (S*) sdo as

proje¢des no espago de n particulas que satisfazem as seguintes propriedades:
$iSu =0=5,5!, (S:)* =Sy, (Y, Sun) =0=(Sytpn, dn),  (235)
em que ¢, e P, € H,. Agora, definimos o verdadeiro espaco fisico de n particulas
HE = SEHE", (2.36)
Um exemplo particular do espaco de Hilbert é paran = 0
Ho = {aQ)}, a€C, (2.37)

em que () é o vacuo. O vacuo é necessdrio para estudar o espago de Fock e os
axiomas da teoria de perturbagdo causal e que sera explicado no capitulo 3.

2.3.1 Definicao do espaco de Fock

O espaco de Fock dos boésons e férmions descreve o estado de muitas particulas
simultaneamente mediante a soma direta infinita de todos os espagos de Hilbert

de ntimero finito de particulas
FE = o 2H;. (2.38)
Um elemento do espaco de Fock tem infinitos estados, ou seja,

4) = (4)0/471/ o ) € F, (239)
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em que
oo =0aQ), ¢,cH:, acC. (2.40)

O vacuo () é um estado em que ndo hé particulas. Definimos:
Q=(10,0,---). (2.41)

No espaco de Fock o produto escalar se define como

+o00
(¢, 9) = Zo(qbn, Pn)ns (2.42)
e a norma finita
Y Lol = lIolP < oo, (2.43)

2.3.2 Operadores de criacdo, aniquilacao e nimero

Operador de Criacao

O operador de criagéo, denotado por a*(f), cria uma particula associada a uma
determinada func¢do de onda f, em que f pertence ao espago de Hilbert ;. Sua
definicao é:

()= f
(@ (f)p)n = VS (f@pna), n=12:-",

o simbolo de asterisco * s6 é uma notacdo, representa a adjunta.

(2.44)

Operador de aniquilacao

O operador de aniquilagdo, denotado por a(f), aniquila uma particula associ-
ada a uma funcdo de onda f € H;. Sua definicdo é:

a(f)Q=0,

(2.45)
NPy, ) = Vi F T [ PR i (71, B,
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Escreve-se a seguinte relagdo para o adjunto de a(f)

(,a(f)p) =Y Vi1 / Py - - Pogd?x fF (%)

X lpZ(f’ fl/ e Ifﬂ)¢1’l+1(£/ 5"}1/ te /fn)

(2.46)
- Z Vi +1 /dle " ‘dzxndzx[srjzerl (X)Pn]” Pus1
=@ (f)¥.9).
Percebemos em (2.46) uma relagdo entre a(f) e a*(f), logo
% 1
()=, i
a(f)" =a(f)" =a'(f)
Escreve-se o operador a(f) e defina-se a distribuigdo a(x)
o(f) = [ @ f (@) a(x), a®) = La; (), 2.49)
]
em que f; € uma base que pertence a H.
Operador nimero
Defina-se o operador ntimero
N = / Pxat(7)a(), (2.49)
logo
N(¢)n = nSypu(¥1, -+, %). (2.50)

Por outro lado, as relagdes de (anti-)comutagdo dos operadores de criacdo e ani-
quilagdo sdo*

[a(f),a" (@)l = (f, 819,
[a(f),a(8)]5¢ = [a'(f),a"(g)]5¢ = 0.

4Para mais detalhes, vide o livro de G. Scharf "Finite Quantum Electrodynamics", Second
Edition [6].

(2.51)
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As relagdes em (2.51) foram obtidas a partir de (2.44) e (2.45). Por outro lado,

escrevemos uma base ortonormal

(fi. fj) = dij, (2.52)

emque f; € Hie f(x)é
F@) = (fis LD (2.53)

i
Agora que ja temos a base, escrevemos os operadores de criagdo e aniquilagdo em
funcao dos elementos dessa base

t_ ot
a. =da i),
1 (i) (2.54)
a; = a(f;).
Substituindo (2.54) nas relacoes de (2.51), obtemos
.*_
a;,a = dii,
.07 = 9 (2.55)

(i, a)) = [af,af]+ = 0.

2.3.3 Quantizacao do campo escalar

Para descrever o campo escalar é necessario um operador de criagdo a'(f) e
aniquilagdo a(f)

—» +sz =\ ,—ipx
¢ (x) 27T / TB H(P)e™P* +a(p)e ) (2.56)

em que p = E; = \/P* + m?. O operador de campo quantizado em (2.56) pode

ser representado como

P(x) =T (x) + ¢~ (x), (2.57)
em que
1 Py 4
¢t (x) = a'(plet'rr
2m)t ) hE;
' (2.58)
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Os operadores ¢ (x) e ¢~ (x) sdo os operadores de frequéncia positiva e negativa,
respectivamente. Por outro lado, escrevemos a distribuigdo de Jordan-Pauli D (x —

y) com suas partes de frequéncias positivas e negativas
D(x—y)=D"(x—y)+ D (x—y), (2.59)
e definindo

xX—1y), (2.60)

A distribuicdo de Jordan-Pauli é

D(x—y) = (27) 2 [ Ppapod(p? — m)sgn(po)e ™, @6D)

e sua parte de frequéncia positiva é

dp
_iD¥(x —y) = i(27) 2 / L ety
p (2.62)
= i(2m) 2 [ dpdpod(p? — m)@(p)e PY),

a partir de (2.61) e (2.62), escrevemos as distribui¢cdes D e D™ no espaco dos
momentos

D(p) =i(2m)"/25(p* — m*)sgn(po),

) ) (2.63)
Dt (p) = i(2m)"25(p* — m*)®(po) = =D~ (—p).

Essas relacdes serao necessarias quando analisemos as auto-energias do méson e

nucleon no capitulo 3.

2.3.4 Quantizacdao do campo de Dirac

A quantizacdo de Dirac é para particulas que tem spin-1/2. Defina-se f, uma

matriz coluna de 4x1, pertencente ao espago de Hilbert de uma particula H;

f1

z = f et (2.64)

fa
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O produto escalar de f, g € H; é

(£,8) = [ dxf"(x)g(x). .65

Os operadores de aniquilagédo e criagdo sdo
(2.66)

em que a(x) é uma distribui¢do e o cardter espinorial encontra-se na fungao-

f € H; . Dividimos o campo espinorial da seguinte maneira

a(f) = b(P+f) +d(P-f),
a'(f) = 6" (P+f) +d"(P-f),

em que Py é o operador de projecdo no subespago espectral (P aplicado a H;

(2.67)

representa a energia positiva do Hamiltoniano) P-H; = H+. Os operadores b,
d, b, d* sdo os operadores que serdo utilizados no caso do campo de Dirac. Eles
satisfazem as relag¢des anti-comutacdo, é analogo a (2.55).

Escrevem-se algumas relagoes:

P++P—:ﬂ/ H1:P+H1+P_H1,

(2.68)
PLP_ =0, b(P_f) =d(P+f) =0.
Por outro lado, a definigdo do vacuo é
b(f) =0,
() (2.69)
d(f) Q=0

em que b e d sdo os operadores de aniquilagdo. Reescrevemos (2.67) e sua adjunta

em uma relacdo mais usual

b(f+)+d'(f-),
bt (f+) +d(f-).

¥(f)

2.70
Pt (f) (270

em que f+ = P4 f. A equagdo (2.70) é a quantizacdo do campo de Dirac em funcéo
dos operadores de criacéo e aniquilagio. J4 foi explicado que os operadores b, d7,

b e d sdo operadores de criagdo e aniquilagdo, mais ainda ndo é uma informacéo
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muita clara. Para ter uma melhor interpretacdo desses operadores, analisamos a
carga do férmion. Portanto:

Q=c [ @iy (X)p(x) (2.71)

em que

= Y b(f)F(E) +d(8:)8:(3), @72)

emque f; € Hi e g; € H_ sdo bases que pertencem a H.
Substituindo (2.72) em (2.71), resulta:

Q=e) [b"(fib(f:)) —d" (3:)d(8:)],
:e/dzx LT (0)w(x) ;.

No resultado da carga em (2.73) havia um valor numérico (C: ntiimero), porém

(2.73)

ndo foi considerado de tal maneira que o valor esperado do vacuo seja nulo, ou
seja, (Q, QQ) = 0. Percebemos que em (2.73) o operador d' tem uma sinal menos,
isso é devido a que estamos utilizando a anti-comutacdo desses operadores. O
operador dt e b cria uma antiparticula e particula, respectivamente. Por outro
lado, consideramos uma particula com uma funcdo de onda, ou seja, o campo de
Dirac

f(%) = (2m)~ / Pp[for (F)uspe’?* + fo— (F)ospe't™], (2.74)

for () = w* (P)f(P),
fo- (P) = o™ (D) f (=)

Em que o chapéu é a transformada de Fourier. Por outro lado, temos uma base

(2.75)

ortonormal f; € H4,g; € H-,H1 = H4 ® H_. Portanto, o campo de Dirac é
representado como

p(x )—Z[ Y(fj)fj(x) + p(gj)g;(x)]

(2.76)
Z (fi)fi(x) +d"(g))8(x)].
j
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Os elementos em (2.76) podem ser reescritos com as relagdes em (2.75), logo
di(p) = Zd*(g»g,-s(ﬁ)

- " (2.77)
s(P) ZZ (/) fis(P).
j

Essas relagdes acima sdo importantes porque agora temos os operadores no espago
de momentos que serdo necessdrios para calcular os anti-comutadores dos opera-

dores do campo de Dirac. Sendo assim, escrevemos as rela¢des de anti-comutagao
de (2.77)

{bs(P),b3(F)} = 0*(F— F')dss,
{ds(P),d5(F)} = 6*(F — F')dss, (2.78)
{bs(P), by (7))} = {ds(P), dy (F)} = {bs(P),dg(F)} =--- =0.

Por outro lado, definimos a evolugdo temporal do campo de Dirac ¢ (f) =
Ph(eHf) = ettotyt(f)e1Hof, substituindo em (2.76)

P) = X [9(e™f) fi(%) + p(eog))g, (%))
]

(2.79)
= Z (Pe™f)) f;(%) +d" (P_e'™0g;) (%) | ,
N———r N————
¥ () ' (g)
em (2.79) se definiu um novo operador ;"
¢y (fj) = b(Pe™f)
2 iHot £\* (7\1 (7 (2.80)
= [ @p(Pre): (B)bs(p).

Substituindo (2.75) na equagdo acima, obtemos

v () = [ @l (7)fi () bs(P)

U (2.81)
= [ @pe B F (P us(P)bs (7).
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Utilizando a transformada de Fourier f;(X) = (2mr)~1 / d*p f]( 7)e? ¥ na equacao
acima, resulta:

v (@) = @m " [ e Pug(pbs(p), 2.82)

analogamente para i

v = @m)! [ dpetio ()l (p). 2.8

Agora, escrevemos o operador do campo de Dirac em fungdo desses tltimos
operadores

P(x) =9 (x) +9~(x)

@)1 [ @ P a4

Em (2.84) os espinores u(p) e v(p) estdo relacionados entre si. Essas rela¢des sdo:

:(ﬁ)vr( p) =0, I p+m
P =0, LHPED=T5,5 s
(p — m)us() =0, sz(ﬁ)ﬁs(ﬁ)z’”z_m.
(p—mos(p) =0,  ° 7o

Utilizando as relagdes acima e fazendo a anti-comutagdo dos operadores de y~ e

ll_J-l-

{p~(x), 9" ()} =) (27)72 / dzpdzq{bs _'),b+(_')}us(p’)gr(q*)e—i@x—qy)
s,r \,_/

(2.86)

2m)” / PpipoO ()67 ) (p + e )

Analogamente,

{07 (0, 8 ()} = —(@m) 2 [ Ppdpe®(—po)d(y? — m?) (p + m)e )
(2.87)
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Definimos a distribuicdo S, suas partes de frequéncia positiva e negativa, respecti-

vamente
{v(x), 9(y)} = —iS(x —y),
{p~(x), 97 (y)} = —iST(x —y), (2.88)
{7 (x), ¢~ (y)} = —iS"(x —y)

Portanto:

—iS(x—y) = {y"(x) +9~ (), 9" (y) + ¥~ ()}
={y" () "W} + {7 (%), ¢ ()}

— it (x—y) —iS (x— ) (2.89)
= (27) 2 [ pdposgn(po)o(p? — mP)e .
Analisando as distribui¢des em (2.86) e (2.87), percebemos
S*(p) = (p +m)D*(p), (2.90)

S*(p) representa a distribuicdo S no espago de momentos, D*(p) foi calculada
na sec¢do anterior do campo escalar. Agora, comegaremos a andlise da teoria de
perturbacdo causal e o modelo de Yukawa utilizando os operadores de campos

escalar e de Dirac no espago de Fock.



Capitulo 3

Teoria de perturbagado causal em (2+1)-

dimensoOes

Em 1973, Epstein e Glaser [5] propuseram uma teoria perturbativa na teoria
quantica de campos, a qual se baseia nos axiomas de Bogoliubov[21] para a matriz-
S. Posteriormente, a teoria foi aprimorada e enriquecida com a aplicagdo em QED
por Scharf [6]. Atualmente, é conhecida como teoria de perturbacdo causal.

A teoria de perturbagdo causal dedica-se a andlise da matriz-S, que depende
da fungio de teste ¢! (S = S(g)), a causalidade e as ferramentas da teoria de
distribuic¢des [22, 23, 24].

3.1 Axiomas da Teoria de Perturbacao Causal em 2+ 1

A matriz-S é a conexdo entre o estado inicial assintoticamente livre no passado
¢(—o0) e o estado final assintoticamente livre no futuro ¢(+o0). No formalismo
da teoria de pertubacdo causal esses estados assintoticamente livres estdo relacio-

nados a matriz S(g) e denotamos ¢(—o0) = ¢. Explicitamente:

$(8) = ¢(+00) = 5(8)¢, G.1)

em que S(g) denota a matriz de espalhamento enquanto g é uma fungdo de teste
pertencente ao espaco de Schwartz. Além disso, construimos o operador S(g)?,

utilizando a série de Taylor dependente da funcado de teste g.

+o0
S(g) =1+ Y - [ @i d T, )gla) ogln). (62)
n=1"""

l¢ é uma fungdo que pertence ao espago de Schwartz.
Defina-se a fun¢do de Schwartz f : R" — C da seguinte forma f € C*(RR") e x* oPE(x) — 0 para
Ix| — oo, e B €INj.

20 operador de espalhamento S(g) é a forma quadratica da matriz ¢*S(g) .

21
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A teoria de perturbacgdo causal introduz o termo 'g’, que pertence ao espago de
Schwartz S(IR¥") , na matriz S. A fungéo de teste ¢ € [0,1] apresenta diferentes
comportamentos na interagdo: ligado, desligado e parcialmente ligado em dife-
rentes regides. Isto é, quando g(x) = 1, a interagdo estd completamente ligada;
g(x) =0, desligada; e se 0 < g(x) < 1, estd parcialmente ligada.

Quando g — 1 a teoria de pertubagdo causal (TPC) é realizada no limite adiabéatico.
Por outro lado, os termos T, sdo distribuicdes cujo valor é um operador® , caso
contrario a teoria ndo seria livre de divergéncias ultravioleta. A condicao inicial do
operador S(g) ocorre na auséncia de interagéo, isto é g(x) = 0. Portanto, dizemos

que S(0) = 1 (condigdo inicial) e passaremos a mencionar os axiomas da TPC.

(1) Axioma da unitariedade

O operador de espalhamento é unitario, portanto:
S(8)'S(3) = 8(3)S(9)" =1, Vg e S(RY). (33)

(2) Axioma da invaridncia sob transla¢6es

Considere-se o operador unitario U(a, 1), que realiza a translagdo x — x + 4,
no espago de Fock. O operador de espalhamento transforma-se segundo

U(a,1)S(g)U(a, 1)t =S(g,),  Va € R3 em que g,=g(x-a). (34)

(3) Axioma da invariancia de Lorentz

Considere-se o operador unitario U(0, A), que realiza a transformacao de
Lorentz x — Ax, A € ﬁl, no espago de Fock. O operador de espalhamento
transforma-se segundo:

U, A)S(U(0,A) " =5(ga),  galx) =g(A 'x). (3.5)

3Vide o apéndice (B) para mais detalhes sobre a teoria de distribuicdes.
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(4) Axioma da causalidade

A causalidade refere-se a relacdo temporal entre dois pontos mencionando
duas funcdes de teste disjuntas * no tempo. Imaginemos que g7 e g» sdo disjuntas

no tempo,

S(]R.'}u)

Figura 3.1: Dois conjuntos disjuntos no tempo.

e em que supp(g1)= {x € M|x¥ € (—oo,7)}, supp(g2)= {x € M|x? € (r, +0)}
e supp(g1) <supp(g2)-
Dado que g1 e g» € S(IR?®) e seus suportes satisfazem a relagdo supp(g1) < supp(g2),

portanto:

S(g1+82) = S(2)S(81)- (3.6)

A linha do tempo em (3.6) vai da esquerda para a direita; esse axioma explica-nos

a ordem dos eventos no espago-tempo de Minkowski.

(5) Axioma da estabilidade do vacuo e do setor de uma particula

V ¢ € S(R®), o operador S deixa invariante os estados de vacuo e de uma

particula:
=0 ¢ P=(09,0,..) —5(9)P = . (3.7)

3.1.1 Propriedades da inversa do operador espalhamento

Calcular a inversa de S é importante na andlise das propriedades da teoria

perturbativa. Primeiramente, utilizaremos uma notagdo mais compacta para o

4X e Y sdo disjuntos se XNY = @.
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operador de espalhamento.
Seja X ={ x; € M i=1,..,n} com M o espago-tempo de Minkowski, entao:

TTZ(X) = Tl’l(xll’ T /xn)/

g(X) =g(x1) - g(xn), (3.8)
dX = d®xq - - d®xy,

com essa notagdo o operador de espalhamento (3.2) resulta:

5(g) —1+ n'/dXTn (3.9)
n=1

A inversa de S também é expressa como uma série perturbativa:
+00 1 B
=1+ Z i /dXTn(X)g(X). (3.10)

em que T, é uma distribui¢do de transigdo. A inversa de S também pode ser obtida

utilizando a expansdo de Taylor, portanto:
n
+ Z(_)rZ/dXTnl(Xl) T (X)) (X), (3.11)
r=1 b,

em que nq+...+1, = n e P, representa a soma de todas as parti¢des de X em r sub

conjuntos disjuntos
X=X1U---UX,, Xy, ,X #0. (3.12)

Se compararmos as séries perturbativas de (3.10) e (3.11), obtemos T em funcdo

de P;. Por outro lado, a distribui¢do T, (X) é expressa da seguinte maneira:

T(X)=) (=) ),  Tu(X) - Tu(X) (3.13)
r=1 X1, Xr #D
U, X=X
XiNX; =0, Vi#]

Notar que, essa nova soma representa a soma de todas as particdes de X em
r subconjuntos disjuntos. Mostramos dois exemplos para n=1 e n=2, a fim de

compreender (3.13):



Capitulo 3. Teoria de perturbagdo causal em (2+1)-dimensoes 25

Primeiro exemplo, n=1:

Tl(xl) = —Tl(xl), X1 = {xl}. (314)

Segundo exemplo, n=2:

To(x1,x2) = —Tz(xl,lewL :Fl(xl)Tl(Xzz + Ti(x2)Th(x1) - (3.15)
em que em que em que

Xi={xp,02}  Xi={x1},X0={x2} Xi={x2},Xo={x1}

Por outro lado, se quisermos calcular propriedades entre T), e T,,, deve-se con-
siderar que o seguinte produto S(g)~'S(g) = 1, definindo Ty(?) = 1 = To(D).
Entao N
o 1 _
1=1+) — ¥ /dZTnl (X) Ty, (Y)g(Z), (3.16)
n=1 " xUy=z
XNY=3
em que dZ = dXdY, g(Z) = g(X)g(Y) e | X|=n1. A equagdo (3.16) é satisfeita para
qualquer g se
Y T (X)Th—n, (Z\X) =0, (3.17)
XuY=2
XNY=0
V Z com® |Z|=n > 1.
Fazendo a mesma anélise no caso de S(g)S(g) ! = 1, obtemos:

Y Ty (X)Tw, (Z\X) = 0. (3.18)

XUY=2Z
XNY=0

Esses resultados serdo usados nas propriedades da teoria perturbativa do operador

espalhamento.

3.2 Teoria Perturbativa

Os axiomas da teoria de perturbacdo causal possuem propriedades intrinsecas

que serdo descritas mediante seus axiomas da se¢do anterior.

51Z| representa o ntimero de elementos de Z
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(1) Propriedade da Unitariedade

Seja para um g real

1
n!

—+00 B —+00 1 B
S@7 =1+ L o [aXT(X)g(x),  S@) =1+ % — [ dXTH(X)g(X),
n=1 n=1""

e a partir do primeiro axioma

S'(g) =5S"(g), (3.19)

obtemos a seguinte relacéo:
Th(X) = Tu(X), (3.20)

é claro que a inversa do operador de espalhamento tem o mesmo significado que

o seu adjunto ("dagger"); o mesmo vale para o operador T,.

(2) Propriedade da invariancia translacional

Substituindo a série (3.9) no segundo axioma

400 1
U(a, 1) (1 + Z ﬁ/d3x1 Ce d3ann(x1 N xn)g(xl) .. g(xn)> U(a,l)_l =
n=1"""
o 1 3 3
1+) ﬁ/d xp- - d2x Ty(1 - - x0)g(x1 —a) - - g(xp —a), (3.21)
n=1"""
fazendo x; = x; — a, logo: d°x} = d°x; resulta:
U(a,1)Ty(x1,- -+, x0)U(a, 1) = Ty(x1 +a,- -, xq +a). (3.22)

Portanto, T}, transforma-se segundo (3.22) na invariancia translacional

(3) Propriedade da invaridncia de Lorentz

Substituindo a série (3.9) no terceiro axioma, obtemos a relacao

U(0, A)Tu(x1, -+, %) U(0,A) " = Ty(Axy, - -+, Axy). (3.23)
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(4) Propriedade da Causalidade

Considera-se dois conjuntos arbitrarios X,Y C M e X < Y, isto é: x0 < yo, vV x
€ X,y €Y, isto é equivalente a supp(g1) < supp(g2) em qualquer referencial de
Lorentz, de modo que o quarto axioma seja satisfeito. Entdo:

4000 n
Slgite) =1+ L ) et /dXTn (s1+8)(X),  (329)
n=1m=
em que
L [ Xo|=m, X=X,UXj,
+ X X @, 3.25
(81 +&2)( Z )82( 2)81(X1), >}<{11ﬂxzz#® (3.25)

Por outro lado, temos S(g1) e S(g2)

S(gn =1+ Y- 1y [T (s (),

m=1" (3.26)
S(g) =1+ Y- 1 [T () (),
Nnp= 1
e o produto é
(@@—122 1| X TR T (X2 X)a(X0),
- (3.27)

emqueny =meny; =n—m.
Através da aplicagdo do quarto axioma, realizamos a igualdade entre as equagdes
(3.24) e (3.27) e obtemos a quarta propriedade

Tn(X) = Tm(XZ)Tn—m(Xl); X1 < Xy, |X2| =m, ’X1| =n—m. (3.28)
Explicitando a quarta propriedade (3.28)
Tn(xlz s Xmy X1, xn) = Tm (x]_/ Tty xm)Tn—m(xm+1/ cees xn)- (329)

Dessa forma, a quarta propriedade(3.28) estabelece que T}, sdo produtos ordenados
temporalmente para X, > Xj. Fazendo (3.28) para x > x§ > -+ > x

Tn(xl,...,xn) = Tl(xl)Tl(xz)...Tl(xn). (3.30)
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Por outro lado, se aplicarmos a inversa do operador de espalhamento no quarto
axioma com a condicdo de supp(g1)<supp(g2), obtemos:

S(1)7'S(g2) ' =5 (g1+ 82), (3.31)

e fazendo a mesma anélise anterior, resulta:

A equagio (3.32) estabelece que T, sdo produtos ordenados temporalmente de
forma inversa. E importante ressaltar que os produtos de T, e T;, ndo ocorrem no
mesmo ponto.

Existe um caso adicional, em que X; e X, estdo separados espacialmente e ndo

temporalmente. Entao, nesse caso, resulta:
Tn(X) = Tm(XZ)Tnfm(Xl) = Tnfm(Xl)Tm(XZ)- (3-33)

A distribuicao T, ou T, possui uma relacdo com a distribuicio Heaviside-®, que

foi mostrada segundo Bogoliubov na seguinte forma:

T[Ty(x1) - Ta(xn)] = YO (1) = X52) - O 1) = X)) T1(xm) - T (3, ).
7T
(3.34)
No entanto, essa forma estd mal definida, pois leva-nos a uma divergéncia ultravi-

oleta que serd demonstrada na préxima secdo.

Divergéncias ultravioletas em teoria quantica de campos perturba-
tiva

A divergéncia ultravioleta acontece nos casos em que as distribui¢des Heaviside-
©- e Dirac-J sdo considerados no espago de momentos. Andreas Aste [25] demons-
tra a divergéncia ultravioleta considerando a transformada de Fourier do produto

dessas distribuicoes
65 — F{06) (k) = (27r)"1/2 / dxe*6(x)6(x), (3.35)

em que (k) = (21)"V/2, 4(k) = k__z.(i)+ (27r)~1/2. O produto da equacio (3.35)

pode ser reescrito utilizando a transformada de Fourier inversa das distribui¢oes
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escritas anteriormente. Portanto:

05 = (27.[)—3/2/dxe—ik [/ dk/é(k/)eik/x} [/ dk”(g(k”)eik/’x}
= (2m) 73/ / doxel (K HK k)X / dK'd(K') / dk"5(K")
@r)5(K+k"—k)

— (2m)" /2 / AKO(K) / AK"S(KYS (K" + K — k)

3 (3.36)
S(k—K')
— (2n)" 12 / K Sk —K) H(K)
h\/—/ 4
(2m)~1/2 —iemn)~1/2
k—i0t

dk’
= —i(2m)73/2 / —,
(2) k' —i0+
é divergente quando o momento é infinito. Esse problema foi resolvido na TPC. O
proximo passo é construir indutivamente T;, utilizando as distribui¢oes retardada

e avangada

3.2.1 Distribui¢oes retardada e avancada de n pontos

Distribui¢ao avanc¢ada:

Define-se:

An(Y, xn) = Z Tm(X>Tnfm(X/ U{xn}), (3.37)
Y

XUX'=
XNX'=@

emquel|Y|=n—-1,|X|=m,|X'| =n—m—1,n > 2 (minimo para dois pontos)
e o supp(An(Y,x,)) C T, (xn). A expressdo I';, (x,) foi explicada na convengao
desta dissertacao.

A fim de compreender a distribui¢do avangada (3.37), mostramos um exemplo
paran = 2:

Ar(x,x2) = Y, Tu(X)Toom (X, x2), (3.38)
XUX’:{xl}
XNX'=0
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explicitando a soma para os valores de m

m=0 mfl
T x=0 X~} | X=n X={o}
= A N = AN
Ar(xq,x2) Zzb_( D )Too( “x1° ,x2)+T1("x1 ) Tho1( @ ,x2) (3.39)

1
= To(x1,x2) + T1 (1) Ty (x2).

Ja explicitado o caso particular em (3.39), retornamos a distribuicdo avancada
(3.37). Ela sera dividida em duas somas, sendo que somente a segunda incluira o

conjunto X = @

X'=Y

- N
An(Y, xn) — Z Tm(X)Tnfm(X/ U {xn}) + Tn( Y ,x;xl>, (3.40)
XuX'=Y
XNX'=0
X4
logo, definimos a primeira soma
An(Y,xn) = ) Ta(X)Tuem(X U{x4}), (3.41)
XuX'=Y
XNX'=0
X£0

como a distribui¢do avancada subsididria (A}, em que |[X| =m > 1, |X'| <n—2.

A fim de compreender essa nova distribuigdo, mostramos o caso para n=2

A’Z(xl, xz) = Tl (xl)Tl(xz) = —Tl(xl)Tl(xZ). (342)

Distribuic¢dao Retardada:

Define-se

Ro(Y,xu) = Y. Tuem(X U{x,})Tu(X), (3.43)
XuX'=y
XNX'=0

Xl =n—-m-1,n > 2eosupp(A,(Y,x,)) C
[y (x,). Aplicando a mesma analise que foi feita para o exemplo Aj, escrevemos a

emque |[Y| =n—-1,|X| =m,

distribuicdo R;:
Rz(xl, xz) = Tz(X1,X2) + Ty (xz)Tl(xl) (3.44)
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Além disso,a distribuigao (3.43) também pode ser dividida em duas somas. Na

primeira soma, estabeleceremos a seguinte condicdo: X # @, entdo:

X'=y
_ ~~
Ry(Y,xy) = Z Ty (X U{xn DT (X) + T, Y, xn), (3.45)
XuXxX'=Y
XNX'=@
X#0
Assim, definimos a primeira soma:
R, (Y, xu) = Y. Tum(X U{x,})Tu(X), (3.46)
XUX'=Y
XNX'=@
X#0

como a distribui¢do retardada subsidiaria(R},). Em que | X| =m > 1,|X'| <n-2.
Escreve-se o exemplo Rj:

R’Z(xl,xz) = T1 (xz)Tl(xl). (347)

Agora, nosso propésito é comparar as distribui¢des (3.40) e (3.45) para obter a
distribuicao T;:

Tu(Y,xn) = An(Y,x,) — AL (Y, xy) = Ry (Y, x,) — R,(Y, xn), (3.48)
e a partir de ai definimos uma nova distribui¢ao
Du(Y,xn) = R, (Y, xn) — AL (Y, x1) = Ry (Y, x0) — An(Y, x), (3.49)

é dita de distribuig¢do causal, em que supp(D, (Y, x,)) C I} (x,) NT;, (x), a saber,
D,, estd no cone passado e futuro de x,.

O préximo passo é demonstrar que o T), (3.49) satisfaz a propriedade (3.32) para
as distribui¢des avangada e retardada com o seguinte teorema:

Teorema 1

Temos Y =PUQ,P# 0, PNQ =0, |YI=n-lex, &Y.
Se {Q, x,} >P, 1Ql=m, resulta:

R;(Y/ Xn) = = Tony1(Q, xn) Ty—1-m(P). (3.50)
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Se {Q, xn} <P, 1Ql=m, resulta:
Ay(Y, xn) = =Ty 1-m(P) Tny1(Q, xn). (3.51)
Se R;;, = 0 em (3.48) e logo substituindo em (3.50), obtemos:
T.(Y,x,) = —R.(Y,x
1’1( Vl) 7’1( 7’1) ,{Q,xn} > P (352)
= —T(Q,x)T(P)
Fazendo a mesma andlise para a distribuicdo (3.51), resulta:
T.(Y,x,) = —A (Y, x
(Y %) (Y 2] {Q, x4} < P. (3.53)
= —T(P)T(Q, xx)
Assim, dizemos que T, satisfaz as propriedades da causalidade.
Teorema 2
Se n > 3, temos
suppDy,(x1, -+, Xn_1,x1) C T} (x,) UT;, (), (3.54)

O teorema®

avancada).

acima diz-nos que D,, pode ser dividida em duas partes (retardada e

Em seguida, analisaremos a distribuicdo causal (3.49), isto é, a divisdo da distri-

buigéo causal.

3.2.2 Divisao da distribui¢ao causal

A distribuigdo de n-pontos D, é um ordenamento normal do produto de

campos livres, no meio ou entre eles tem a distribui¢do numérica.

Da(x1, -+ xp) = ; : Hgb(xj)dﬁ(xl,...,xn)mw(x,) s [TAGm) :
] m

Para obter mais detalhes sobre os teoremas, ver no livro de Scharf[6].

(3.55)
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De agora em adiante, a andlise serd focada na distribuigdo numérica dﬁ e S’(R3Y,
chamada de distribuicdo temperada ®, que possui suporte causal. Portanto, é
expressa na seguinte biparti¢do:

em que
d]fl(xl, ce Xy) = r'fl(xl, e Xy) — a];l(xl, cee Xn), supp(rk) T (xn), (3.56)
supp(aj) €Ty (xu).

Aplicando a invaridncia translacional na relacdo acima, definimos em x,, = 0
dx) =d(x1—0,x0—0, -+ ,x,_1 —0,0—0) = r(x) —a(x), (3.57)

em que supp(d) C T (0)U C T, ,(0)ed € S(R¥*~3). Um exemplo para n=2
seria:
d(x1,x2) = d5(x1,0) = r2(x1,0) — az(x1,0). (3.58)

Por outro lado, r,(x) é divido da seguinte maneira:
ru(x) = xu(x)d5(x),  Xa(x) =[]0 —x7), (3.59)

na relacdo acima, d¥ possui singularidade em x = 0 e x é descontinuo. Por esses
motivos, analisaremos o comportamento de d(x) nos limitesem x =0e p = +o0.

O ultimo passo serd a analise de .

Definicao de Limite 1

Temos a distribui¢do d(x) € S’(R™) e uma fungdo continua positiva p(J), em
que 6>0. Se o limite

}i_r}rg)p(é)émd(éx) =dy(x) #0, (3.60)

existe em S'(R™), do(x) é dita quase-assintética em x = 0 em relagéo a p.

Por outro lado, escrevemos a transformada de Fourier, sua inversa

(3.61)

7S’ representa o espago dual de S.
8V T € &’ ¢ dita de distribuigdo temperada.
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e do teorema de Parseval-Plancherel

(f.8)=(f.8). (3.62)

Considerando o espago de momentos e a Transformada de Fourier para d

(@(x),¢(35)) = (d(p), [B()](p))
SN————
"8
R 4i( ) (3.63)
=M <d(p),¢(5p)> fazendo ép = p/,
— APy &
= (d5).p)),
com a relacdo acima, obtemos o seguinte limite:
Definicao de limite 2
Temos a distribuicio d(p) € S'(R™). Se o limite
tim p(6) (d(5), §(p) ) = (do.9). (3.64)

existe V ¢ € S(R™), do(p) é dita quase-assintética em p = -co.
Nesse ponto é necessdrio calcular p(ab), utilizando uma transformagdo de escala,
$(p) — ¢(ap), portanto o limite 2 é:

lim p(8) (d(5), dlap) ) = (do(p), dlap) ). (3.65)

0—0

No lado esquerdo renomeamos ap = p' — d"p = a~"d™p’, portanto:

a="1im p(6) (L), ¢(p)) = (do(p), §(ap) ), (3.66)

0—0

a esquerda acima adiciona-se o termo p(ad)

ga—m giirg)P(a(S)dA(%)/J’(P)%lsm {f((;&)) _ <j0(p),43(ap)>, (3.67)

J/

-~

< do(p), $(p) >
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logo, definindo um novo termo py(a)

(3.68)

no qual o denominador tem que ser diferente de 0 e a4 > 0 para que exista po(a).
Utilizando (3.68), resulta:

po(ab) = po(a)po(b), (3.69)

em que pg = a” ou em geral p(6) = 6%, we R. Segundo Scharf, p(J) é chamada
de funcdo de contagem de poténcias; enquanto que Vladimirov et al [26], refere-se
como funcdo de auto-modelo.

A relacdo (3.68) diz-nos que do é homogénea de grau w:
do(B) = a=do(p),  do(ax) = a~("+Vdg(x), (3.70)
e leva-nos ao seguinte limite

Definicao de limite 3

Se os limites 1 e 2 sdo satisfeitos, a distribui¢do d(x) € S’(R™) é dita de ordem
singular w.

Multi-indices de Schwartz

Os multi-indices de Schwartz sdo necessérios aos nossos calculos, para mais
detalhes, vide [27]. Temos x €R", logo

x = (x1,x2,..Xn),Xn >0,

(3.71)
]/ - (y1/y2; -~-yn),]/n Z 0/

Soma e diferenca
xty=(x1xy,x2Etys -, XnEtYn) (3.72)

Poténcia
n
N
X* = x]lx? - xpn = Hx].]. (3.73)
j=1
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Fatorial i
xl=xlolx! =[xt (3.74)
j=1

Derivada parcial de ordem superior

o\ J \*2 9 Y olal
D* = (- — - = , 3.75
<8x1) (axz) (axn) 0x7'9x5% - - - 9xy" (3.75)

emque |a| = a3 +ap+ - + .
Por outro lado, escrevemos um vetor v = (v, ,v,_1) € I't, e definimos o

seguinte plano

v.x = (v1,- - ,0p-1).(%1, -+, Xp_1)

(3.76)
=0,

em que x € M"~1. A equagdo (3.76) é um hiperplano tipo espago

A x!

Figura 3.2: Hiperplano Causal.

e os produtos v-x > Oparax € I'" ev.x < O parax € I~ A fungdo y € C®
define-se
0, set <0,

x()=<x(H) <1, se0<t<1,
1, set > 1.
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Com essas defini¢des escrevemos a distribuicdo numérica retardada restrita

('
F(x) = lim x (5~ ) d(x), (3.77)
e avancada restrita
v-x
a(x) = —(151_%)( ( 5 > d(x). (3.78)

Ambas equagdes acima devem ser analisadas, isto é, verificar se os limites existem.

Para realizar essa andlise é necessario utilizar a condi¢do de Cauchy:
VesS Vk>1,Ve>0,30>0: —0<A<+i=|< (X%_XA)/¢> .

Logo, dizemos
Vk>1: lim (XA - m) — 0. (3.79)

Utilizando a defini¢cdo acima, afirmamos que, para comprovar a existéncia das

distribui¢des numéricas, é necessario cumprir.
, v-X v-x\1 _ x B
Va1 im [ (a757) =20 (55 )| = o (5) A =0 380

Além disso, a fungdo de contagem de poténcias tende ao infinito & medida que 6

se aproxima de zero para uma ordem singular negativa. Logo, para
se d—0, p(d)— oo, (3.81)

logo, utilizando o limite 1

(3.82)

TR

A equagdo (3.80) deve ser cumprida. Adicionamos uma funcéo real

ey 409 <mé’“d o)
0.

1, TTuUr-,

0, fora do cone.

P1(x) e R" = {
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Graficamente

ct

g1 =0 =D

Figura 3.3: Cone de luz

Entao:

lim (o () d(x),9(x) ) = lim (o (5) d(x), 1 (5) 9(x) )

6—0 0—0

= lim <q>(x)d(x),1/)0 (g) i <§)> fazendo % =/
o(x')

0—0

= <1im $(6x) p(gs%,tpo(x)lpl(x)> utilizando (3.80)

6—0 -
~— funcio de teste

= 0.
(3.83)

em que P; € S(R™).
Existem dois tipos de distribuigdes com diferentes singularidades:

1) Distribuicdo causal numérica com ordem singular ndo negativa: quando
w > 0.

2) Distribuigdo causal numérica com ordem singular negativa: quando w < 0.

Distribuicao causal numérica com ordem singular negativa w < 0

A distribuicdo regular aparece quando a ordem singular é negativa. Portanto,
dizemos: os limites 1 e 2 existem e sdo finitos para uma distribuicdo regular.

Defina-se a distribuicao causal retardada numérica

0-X

r(x) = (151_%)( <T> d(x) =0O(v-x)d(x), (3.84)
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e a avancada

a(x) = —(lgr})x(—%x)d(x) @(v-x) —1)d(x). (3.85)

Essas distribui¢des podem ser aplicadas a uma funcdo de teste.

(r(x),¢) = (r(x),0(v-x)p(x)) — (r,(1-0)¢)
(a(x),(1=0(v-x))p(x)) — (r,09)

7

(3.86)

Continuando com nosso objetivo, a equagao (3.84) é expressa com o teorema de
convolugdo

Hp) = @m)f [ a"q0u(q)d(p—q),

(3.87)
em que

O,(p,q,---,1r)=(2n)"2 /dx - dze XTI (v1x +vay A+ - - -+ Upz). (3.88)

Essa integral se resolve utilizando uma mudanga de varidvel para x, explicitando

. (3.89)

Oulprg, -+ 1) = 2m) ¥ m) ¥ 18 (- p2 ) o

01 J
i(2mr)~1/2
p+i0*
(3.90)
Portanto, a distribui¢do numérica retardada (3.87) é:
—+o0 A
, i d(tp)
= — t . 91
P(p) Znsgn(plo) / a 1 —t+isgn(p1p)0* (3.91)

Distribuicao causal numérica com ordem singular nao negativa
(w > 0)

O objetivo é construir a distribuicdo numérica retardada no espaco dos mo-

mentos. Portanto, consideraremos algumas condigdes e defini¢des: A fungado de
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teste ¢ deve cumprir o seguinte:

D%¢(0) =0, para |a| < w, (3.92)
com
w(0) =1,D%(0) =0 para 1 < |a| < w, (3.93)
e definimos W € §
(W) (x) = 9(x) —w(x) Y- - (D"9)(0). (3.94)
jal=0 **

em que w(x) € S(R™). Com a defini¢do acima, definimos a distribui¢do numeérica

retardada na teoria de distribuigoes:

(r(x),¢(x)) = (d(x),6(v-x)Wo(x)), (3.95)

logo

al

r(x) =6(v-x)d(x) — |i:/d’“z 0(v-z)d(z) w(z) (_Z)aDaé(x). (3.96)
E no espaco de momentos
w b
Po(p) =7(p) = ) p—a) b!q) D'(q), (3.97)

em que g € R", |b| < w.
Retornando a relacado (3.95), serd escrita no espaco dos momentos e aplicada em
uma funcdo de teste (¢ € S)

(7, ¢) = ((6d), (W), (3.98)

observamos que (GAd) deve ser resolvida com o teorema de convolugdo e definimos
0(v-x) = (k), portanto:

1 N
o [ R d(p =), (399

)(P) =
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W) (p) = dlp) - 3, )

|a|=0

(2m)™™ <(ip)“,43> . (3.100)
As duas equagdes acima serao substituidas em (3.98)

) = [ @ | gz [ 4200 d(p = 0plp) - (%/2 [amexk)dp - 1)

w Dﬂ
y & (m o <<p’>“,43<p'>>} ,

(3.101)

la|=0

isolando a [ d™ k e trocando pela [ d™ p

b= S o

<d¢>

w Da
~dp=#)- ) a,gnmff”<<p'>“,¢<p'>>>]

|a]=0

(.

-~

D 5
<d Llaj=o %(@’)W(P’)»

al(2m)m/2

. (=)@, a(p" )P
w P
Jdmp'd(p'—k) Yial=0 p)

(3.102)
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Logo, isolando a distribui¢do numérica

?(p) = /C(l:i—iengfz) [dA(pk’)/dmp’dA(P’k) i % (27r)m/2

em que (d(p’ —k), DZ&TJ(p’))z(—)” <Dz/cf(p’ — k), w(p’)) é utilizado no segundo

termo. Portanto,

P(p) = (2m) "2 / d"k % (k) [d(pk) —@n) 2y B

(3.103)
O resultado (3.103) deve ser substituido em (3.97) e, segundo o apéndice (C),
resulta:

[w]

falp) = @) 2 [ (k) {rf(pk) Y “’b—,‘”bnbﬂp@]. (3.104
1b]=0 :

Isto €, a divisdo da solug¢do com normalizagdo no ponto q, e para que seja inica
devemos escrever: D'%,(q) =0, [b| < w.

Analisaremos a distribuigdo numérica retardada (3.104) nas seguintes condicdes:

q=0, gqeR"
p=((¢%,0),0,---,0), Tipotempo p€TI™,
v =((1,0),0,---,0),
v-x =x), (3.105)
O(v-x) = O(xY),
(k) = @m)"™2716((0,k1), ko, -+ MW,
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logo

5(E1/k2/ e /km)

folp) = 5 / AKddRdky - - - dky,

— (K0, F) K, -+ k) = )

o b!
- ((Db@((O,O,--- ,0) — (K9, k), ko, - - - Jﬂﬂ”)]'
(3.106)
portanto,
R . L 0 d,\(p? _k(l)lor' te /O) . [w} (p(l))b(_)b 1 b 71 10
folp) = 2m /dkl [ K9 +i0+ |b|Z—:o b! K9 +i0+ Dk?d( UK
(3.107)

em que utilizamos a definicdo da derivada de uma distribui¢cdo no livro de
Schwartz [22]

A 1 1 A
b 0 _ b b 0
,<D d(_kl)'—k(l) +i0+> =(-) <D <k(1) n i0+> ,d(—k1)>,n0 segundo termo.

Portanto:

R B I G ey <) I A 2 L 1 0
m(p)27T/c71k1[k(1)+i0+ WZ:() 7D a0 d(—k%)|, (3.108)

fazemos uma mudanga de varidvel k{, = kY — p{,

1 ), 1
PO +ky+iot bt Rk 40t

folp) = 5 [ dkd(—kp) , (3109)

A 50 simplificad Tizand ar 1\, , n!
os termos entre parenteses sao simplificados, utilizando i \x) = (—) S

em que x = k{ e n = b, resulta

1 TG
e = — , , , 3.110
o] pY+ky+i0t  ky+i0* % K 40t ( )
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- y" —p
n __ R
eng)y = y_l,emquey— A
[w]+1
1 -
- , , 3111
] pY + k) +i0+ <k’1+zo+> (.11
e com kj = —kp em (3.109), obtemos

i d (ko)

+oo
. S (IR S T ) 3.112
1’0(]9) 27.[(]91) _/ O(ko_lo—|—)[w}+1(p(1)_k0_|_lo+) ( )

Fazendo uma mudanca de variavel kg = tp(l), obtemos a solucado central de divisao

emqg=20
—+00 ~
i d(tp?)
P = — [ dt . 3.113
?(p) 2n_/ (t —i0H)[wH+1(1 — t 4 i0T) G119
Por outro lado, se p € I't UT'~, o resultado seria:
. 00 P 0
sy b 0 /dt d(tpy) 3114
R P [ Ty o M

Além disso, o tltimo teorema que escreveremos esta relacionado ao polindmio

das distribuigdes.

3.2.3 Teorema do polinémio

Seja uma distribuicdo causal de ordem qualquer. Se d(p) esta relacionado a
um polindmio da seguinte maneira: d(p) = p?d,(p) para qualquer multi-indice
de Schwartz, entdao podemos afirmar que 7(p) = p*#1(p), sendo #1(p) a parte
retardada de d e o polindmio p” é 0 mesmo em ambos casos.

9

Esse teorema” nos é ttil para nosso estudo porque a distribui¢do causal serd da

ordem negativa e estard relacionada com um polinémio.

9Vide [28] para compreender o teorema.
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Modelo de Yukawa

Em 1935, Yukawa [29] prop6s um modelo para explicar as interagdes nucleares
que atuam no interior do ntcleo atdbmico, composto por nicleons (prétons e néu-
trons) . Ele propde a existéncia de uma particula mediadora, agora conhecida como
méson, que surge na interagdo entre os nucleons (N’ — N + 7). Essa interagdo é
descrita pela fungao U(x, y, z, t), dita de "campo-U ou particula-U", que satisfaz a
equacao (04 m?)U(t, x,y,z) = 0, conhecida como a equacio de Klein-Gordon.
H. Yukawa propde uma solucdo estética, esfericamente simétrica e que decai

rapidamente em distancias longas. Portanto, a equacao a ser resolvida é (V2
a3 —
m*)U(x,y,z) = g6°(¥) com a transformada de Fourier ¢(¥X) = / (271)2/2 P Yp(P),

S By iz :
53 (%) = / 2 ;;3 e 'F'¥, e o teorema dos residuos em coordenadas esféricas. Entao,
T

a funcdo ou potencial U é expressa na forma

Em dimensdes mais baixas, por exemplo, 2+1, a estrutura e o resultado sdo os
mesmos para obter o potencial U.

N. Kemmer [30] demonstrou que a interagdo ou forca nuclear préton-préton,
néutron-préton e néutron-néutron (pp—, np— e nn—) é exatamente a mesma medi-
ante a hipétese de independéncia de carga, isto €, o potencial de qualquer estado
do ntcleon é igual. Segundo Yukawa, a transicdo para ir de um estado de préton
para um estado de néutron deve-se a alguma particula pesada. Segundo o experi-
mento de C. F. Powell [31], essa particula pesada é dita de méson, que compreende
qualquer particula com massa média entre o elétron e o préton na época.

Por outro lado, a Lagrangeana de interacdo de Yukawa entre os nticleons e mésons

é L1 =ig: PI'p : ¢. Nosso caso de interesse é para I’ = 1 e em 2+1 dimensdes

45
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espago temporais no formalismo da teoria de perturbagao causal. Portanto,

Lr=1ig:9Ppy: .

Os espinores 1 e ¢ sdo fungdes de quatro componentes; ¢, uma componente e g é
a constante de acoplamento.

4.1 Aplicacdo na interacao de Yukawa

O objetivo é descrever a distribui¢do causal de dois pontos (D). Nosso inte-
resse de estudo é a interacdo de Yukawa . No formalismo da TPC a lagrangiana
de interacdo é L7 = —T7.

Escreve-se o primeiro termo de interacdo de maneira geral:

T = —ig: pOTY(x) : 9(x), (@.1)

em que I' poder ser I (escalar) ou iy° (pseudo-escalar), e g a constante de aco-
plamento. Na préxima segdo trabalharemos em 2+1 dimensdes e com um valor
definido para I

Da distribuicao (3.49) (n=2), resulta:

Da(x1,x2) = Ry(x1,x2) — Aj(x1, x2). (4.2)

Utilizando (3.41) e (3.46), as distribui¢Oes retardadas e avangadas sdo expressas,
respectivamente:

Ry(x1,%2) = g%+ P(x2)Tp(x2) == P(a1)T(x1) : p(x2)p(x1),

4.3
Aj(x1,x2) = &% P(x))TP(x1) = P(x2)Tp(x2) = P(x1)P(x2). )

Nota-se que, ao calcular R}, obtemos A/ se trocarmos x; <> x3.

Segundo o teorema de G. C. Wick [33] (Apéndice (D)), obtemos a seguinte rela-
¢do do produto de dois pares de campos ordenado normalmente para o campo
fermidnico

:AB::CD:=: ABCD: —-AC:BD:+AD : BC:
+BC:AD:—BD: AC: —-ACBD + ADBC,
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com as seguintes contragdes

Yo (x1)pp(x2) = Pa(x1)Pp(x2) =0, Pp(x1)Palxn) = —iS 5(x2 — x1), 15)
P, (1) Pp(x2) = —iSf5(x1 — x2), P(x1)9(x2) = —iD* (x1 — x3),

e a propriedade do ordenamento normal no caso fermidnico
: A(x1)B(xp) := — : B(x2)A(xq) : (4.6)

Portanto, substituindo (4.4), (4.5) e (4.6) em (4.3), no produto fermidnico de R},
resulta:

Ry (1, x2) = Taglre | o)) e (a2)
+iS5q (X1 — X2) 1 P (x1)Yp(x2) 1 =S+ Pu(x2) (1) :

—Tr (S;,X(xl - xz)ng(xZ - x1)> } X [ s p(x)p(x1) : —iDT (xp — xl)}.
(4.7)
Expressando R} em um produto matricial

Ry(x1,x2) = g { PP ()T (1) P () Tp(x2) = +i 2 p(x1)TS™ (21 — 22)Tp(x2)

—1: IP(X2)FS+(XZ — xl)l"tp(xl) :—Tr (S_(Xl — xz)l"S+(x2 — xl)F) ]

X { s p(x1)¢p(x2) : —iDT (xp — x1) |

4.8)
Nota-se, para o campo escalar : ¢(x1)P(x2) :=: ¢(x2)p(x1) .

Da mesma maneira escreve-se A} em um produto matricial

Aj(x1,12) = g2 { )T (xn)P(x2) T (x2) =+ P(x2) TS (w2 — x1) TP (x1)

—1: gE(xl)FSJ’(xl — X2)rl[J(X2) :—Tr (S_(X2 — xl)FS+(x1 — xz)l“)

X [ cp(x1)p(x2) - —iD T (x1 — x2) |-

(4.9)
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Antes de mostrar a distribuigdo causal de dois pontos, escrevemos algumas rela-

¢Oes para as contragdes, em que x1 — xp = y (por simplicidade)

D(y) =D*(y) + D (y), S(y) =S"(y) +S (y),

(4.10)
D*(y) = =D~ (~y), ST(y) = =S (—y),

e as defini¢oes

DS (x1, x2) = ig? : p(x1)Tp(x1)P(x2)TP(x2) : D(y), (4.11)

representa o espalhamento de nicleon-ntcleon devido aos operadores fermidnicos

na distribuicao causal.

DY (x,y) = ig? (: PLa)TSTP(x2) = PL)TS(—y)T(x1) ) x = lx)p(x2)
(4.12)
representa o espalhamento méson-ntcleon devido aos operadores de campos

escalares e fermidnicos na distribui¢do causal.

D;” (11, 12) = T[S~ (YIS (~y)F =S~ (~y)TS* W]+ plxr)p(x2) -
(4.13)
D;Y (x1, ) = g PL)T [T WD* (v) = S~ (1D W)]TP(y) :
— &% P(x)T[ST(=y)D* (—y) = S~ (=y)D ™ (—y)|Tp(x1) .,
(4.14)
representam a auto-energia do méson e do nticleon porque observa-se o operador

de campo escalar e fermidnico na distribui¢do causal.
Dy (x1,%2) = —g*Te[S~ ()IST (~y)TD ™ (y) + S~ (~y)IS* (1ID* (y)], (4.15)

a distribuigdo em (4.15) ndo representa algum espalhamento ou interagédo fisica
porque ndo existe algum operador de campo escalar o fermidnico na distribui¢ao
causal. Por fim, utilizando as equagdes (4.3), (4.4) e (4.5), juntamente com as
defini¢cbes acima e substituindo-as em (4.2), obtemos a distribuicdo causal de

segunda ordem

Dy (x1,%2) = DSV (x1, x2) + DS (x1, x2) + DS (x1, 22) + DY (21, x2) + D) (21, x3).

(4.16)
Foram descritas as distribui¢oes retardada , avancada subsididrias e o nosso

interesse de estudo: a distribui¢do causal para dois pontos para uma I' geral. A
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distribuigdo causal tem suporte em todo o cone de luz.

Os processos em que focaremos nossa atencao sdo: o espalhamento (dois ntcleons),
a auto-energia do méson e a auto-energia do nticleon em 2+1 dimensdes, para
r=1n

4.2 Espalhamento em 2+1

O espalhamento é estudado em um caso especial. As intera¢des das particulas
ocorrem em um plano bidimensional (espacial) e coordenada temporal, isto é, o

caso 2+1.

4.2.1 Espalhamento nicleon-nticleon em 2+1

Nesta se¢ao, é analisado o espalhamento de ntcleon-nticleon, correspondente
a distribuicdo (4.11) para I = 1. A distribuicdo de dois pontos (T, = R, — R}) é

=
A
N—
=
—~
=
N
N—
<

Ro(x1,x2) = ig” : x1)y( (x1) : D" (21 — x2),
Ry (x1,x2) = ig? s P(x1)p(x1)P(x2)9(x1) : D™ (31 — x2), (4.17)
To(x1,%2) = ig”: P(x1)p(x1)P(x2)(x1) : D' (x1 — x2),

N
=
—~
=
—_

em que Df (x; — xp) = D" (x; — xp) — D™ (%1 — x2) é 0 propagador de Feynman
do méson com massa 11,. Em que D" é obtido mediante a divisdo correta de D(p)
~3/2

p? —m3 +i0+
Por outro lado, para calcular a segdo de choque, definimos os estados iniciais e

para uma singularidade w = —2. Portanto, D (p) = —(2)
finais:
¥ = [ Pridaign(p)ga(a)bl (pbL (0

vr = [ pPapps(priap)bl (p)bl (ap)0

em que () é o vacuo no espago de Fock. As fungdes de teste ¢1(p;) e ¢2(4;)

(4.18)

descrevem as distribuicdes dos momentos no estado inicial (os estados iniciais sdo
preparados). A fungdo de teste do estado final é ¢¢(ps;q5) e ndo Yr(pr)Ps(qs),
porque nao sdo estados preparados (ndo ha certeza no final). Esta fungdo obedece

a relacdo de completude no espago de Hilbert.
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Por outro lado, o elemento de matriz é:

Si = (¥r; Satpi)

= [ d?pid?q;d®p d? :q¢) S si(pi; NG 41
pid-qid prd-qr r(prqr)"Sri(pis prls)P1(pi)92(q:),

em que S; é proporcional a Tp. Utilizando a equagao (4.17), definimos:

Ssilpis pyls) = (b, (a)bs, () S2bE (a7)0%, (3:)02)
= 1g2/d3x1d3x2DF(x1 — x7)

(€0, (a7)bs, (ps) + Bl ) (1)) (x2) : B ()%, (3:)02)
(4.20)
em que
= (2m)~ 12 / d*p d* vs(P)e +1px+bs(;‘o‘)us(ﬁ)e‘i’”‘}, (4.21)

Substituindo a equagdo (4.21) em (4.20)

i
Silpipsls) = 58 [ @ndx ¥

51,52,53,54

/d2P1/d2P2/d2P3/d2P4 Bk — —1k (x1—x72)
(271)3 k2 — m3 + 0+

x s, (p1)eP ™ M ug, (p2) e P22, (p3)eP3 P ug, (pa)e P+

X (Q/' boy (45 )bs; (ps) = b (p1)bs, (p2) b (p3)bs, (pa) - b;ri(Pi)b:?,-(qi)Q>f

(4.22)
aplicando o teorema de Wick em (4.22), resulta:
i
Sri(pispsls) = §g2/d3x1d3xz Y.
51,52,53,54
/dzpl / d2]92 / d2]93 / d2P4 A3k —ik(x1—x2)
(27)3 k2 — m3 +i0+
1 (P1) Py (Pz)e*’mu (P3)e’P*us, (pa)e Pt
[ Sq, sz sz 0; (P2 - 6]1) 52 S; (ﬁ2 - ﬁi)554,¢7i52(ﬁ4 - ‘71)}

[ 57,507 (B — P3)5of 5675 = P1) — 05,5387 (P — P3)80;,550° (i — 53)} ,
(4.23)
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empregando a propriedade [ d*pé?(p —a)f(p) = f(a) e integrando em relagdo
as variaveis xj, x7 e k, resulta:

Sri(pis prls) =6(ps — qi +4q5 — pi) M(pi; prls)
(s, (pf)uc, (q:)] [0, (9 ) us, (pi)]
(pf—qi)? — m3 +i0+ (4.24)

B [ﬂsf(Pf)usi(Pi)][ﬁaf(qf)uai(qi)]].

ig?
=0(ps — i+ a5 —pi)5-

(pf — pi)> —mj +i0*

Por outro lado, consideramos que as fungdes ¢; e ¢, devem ser fortemente con-
centradas em p; e g;, respectivamente e, p = py+qy = p; +q; = pj + q;.
Agora escrevemos a se¢do de choque no laboratoério

E(p;)E(q;)
- Z/dzpdeQf‘S(Pf qr —pj — 9;)|M|*, (4.25)

Oomp = (27t)1
\/(ij]') — mZm3 spo7

em que p; = (Ej, pj) e q; = (m2,0).

Por outro lado, nosso caso de interesse é para dois nticleons com a mesma massa
Mp, = Mg, = My € no centro de massa (p; = —(j ezpf = —(qy). Portanto, p; =
(Ep;,+Pj), qj = (Eq,—Pj), Eq; = Ep; = E e E* + p* = pq;. Entdo, a seqdo de
choque no centro de massa é

Ucm = /dzpf(S pf Z |M|2
\/ ml SfOf
—en)' Y M /d@
4\/E2 m S;f

Em (4.26) se utilizou as coordenadas polares. Aplicando o diferencial em (4.26),

(4.26)

chegamos a secdo de choque diferencial no centro de massa em 2+1 dimensdes

(j—g) = (2n)1E—2 Y M (4.27)

4,/ E%2 — m? sy
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Fazendo a média sobre todos os spin das particulas incidentes

da) E? )
— = (27‘[) _ IM|Z,, (4.28)
(d® c.m 164/ E? — m Si, (7% of o

em que M foi definido em (4.24).

Para calcular |M|?,,, precisamos das seguintes relacdes

_,__, +
L us()(P) Vﬂ$3[%w>am L@@, 429

E necessdrio mencionar que o espinor u representa uma matriz coluna.
Portanto:

Z ’M‘%m = MM+

5i0i,Sf,0f

g Tr{(;gf+m1)(g].—|—m1)}Tr{(gf—l—m1)(Vj+m1)}

= 16E4(27r)2 [(Pf — q]')z = m%]z
Tr{(Vf+m1)(ﬂ]~+m1)(gf-|-m1)(p)].+m1)}+ o
[(ps —a;) —m3)[(pg — pj)? — m3] pi € 4j .
(4.30)

O resultado da equacdo (4.30) é simplificado através das varidveis de Mandelstam
[32]
s=(pj+9))* = (pr+45)% u=(pr—a)* = (pj—a5)*

(4.31)
t=(pj—pp)® = (@—qp)? s+t+u=dmj,

portanto

T (p+m) (g + ) f = Te{ (g +m) (p;+m) | = 2(4m3 — ),
Tr{(;pf + 7’7/11)(?] + ml)} = TI‘{
nﬂm+momﬁwmwfwme+mn

—~
3
\'\
_|_
3
—_
SN—
—~
Q
+
3
—_
N—

N~ ——
N
~~
U
3
—
|
-
\\/

— §2 + 16m3s — 16mj.
(4.32)
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logo, substituindo (4.32) em (4.30)

Y ME, — g* 2(4m? —u)® w412 — 2 + 16m?s — 16m]}
n = SR | (

Si,O'l',Sf,O’f u— m%) (u - m%)(t - m%)
2(4m3 — t)? (4.33)
(t — m3)?
4
_ 8
= —8E4(27T)2P(S' tu).

Finalmente, substituindo (4.33) em (4.28), obtemos a se¢do de choque diferencial

nucleon-ntiicleon em 2+1 dimensdes:

(d—a) - $' F(s,t,u) (4.34)
4©)cm  256mE2\[E2—n2

em que m; e my sdos as massas do nicleon e méson, respectivamente.

No caso no limite nado-relativistico, em que |p;| = m1|d;|, E ~ m. Consideramos
que os numeradores de F(s, t, u) (4.33) se aproximam de s ~ 4m%, t,u~0. Além
disso, a condicdo "on-shell"p? = m?. Também consideramos o angulo & entre pje

pf no centro de massa e as seguintes relagoes

s = 4m® + 4;9],
— 2 &
t= —4p] cos” 5, (4.35)
—4;'9’]2- sin’ %.

Considerando o caso ndo-relativistico e as rela¢des de (4.35) na se¢do de choque
diferencial (4.34), resulta:

do o gtm 1
<%)C.m - 8m[g] | (4p7 sin(a/2) + m3)>
1 1
(477 sin(a/2) + m2) (452 cos(x/2) + m2) * (4p% cos(a/2) + m3)?
(4.36)
A secdo eficaz diferencial foi resolvida em 2+1-dimensdes. Considerando apenas

a parte espacial, entendemos que as particulas estdo interagindo em um plano

bidimensional nos casos relativisticos e ndo-relativisticos.
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4.3 Auto-energia do méson em 2+1

O objetivo nosso consiste em calcular a auto-energia do méson I'l(p). Para ob-
tencdo dessa expressdo, é necessdrio o uso das distribui¢des retardadas numéricas
#(p) e #'(p), as quais dependem da distribuicdo causal numérica d(p) no espaco
de momento. Entdo, a partir de (4.13)

DY (x1,x2) = d(y) : (x1)p(x2) (4.37)

em que d(y) representa a distribuicdo casual numérica de D3 (x1, x7).

Definimos:
d(y) = P(y) —P(~y), P(y) =g Tr{ST (1S (-} (4.38)
Escrevemos o P(y) com o teorema de convolucio no espaco de momentos:
P(p) = (2m)"2g? / dqdqo Te{$*(9)S" (- p)}- (4.39)

Percebemos que 51 (g) e 5~ (g — p) sdo as contragdes dos campos no espago de
momentos. Nosso caso é em 2+1. Portanto:

$*(q) = (p+m)D*(q),

A ), (4.40)
D=(q) = *i(27)"20(+4q0)d(q” — m7).

Substituindo (4.40) em (4.39)
P(p) = (27f)‘3g2/d2q dgo Te{(g +m)(g — p+m)}D"(9)D™(q—p). (441)

Segundo o Apéndice (E.1)
Te{(g +m)(g — p+m)} = 4((q° — qp) + m?). (4.42)

Entédo, o traco acima substituido em (4.41), resulta:

P(p) = (27) g% x 4((4% — qp) + ) [ #qdq0©(30)® (po — o)
x 8(q* —m3)o((q — p)? — m3).

(4.43)
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Analisando o suporte das deltas e as fungdes de Heaviside, obtemos:

q2 = m%, e p2 = 2gp. (4.44)

Com as relacdes acima (4.44), resulta:

A

P(p) = 2(2m) " 3g%[4m® — p?]1(p),

(4.45)
I(p) = /dzq dq0 ©(q0)O(po — q0)d(q* — m3)é(p* — 29p).

Essa integral sera resolvida em um sistema referencial inercial p, = (po,0), depois

seré realizada uma transformacao de Lorentz para retornar a p,,. Portanto:

I(po) = /dzq dqo O (po — 40)O(q0)5(q> — m7)6(p§ — 2q0p0),  (446)

analisando os suportes das fun¢do de Heaviside e a propriedade da delta Dirac,

go > 0 e po > qo, resulta:

(90 — E¢) 6(g0 — po/2)
1(po) = ©(po) [ dqdgo ©(po - 1
(Po) = ©(po) | d°qdgoO(po — 4o) 2E; 250

. (447)

em que E; = \/|(7|2 +ms = \/(ql)z + (92)% 4+ m2. Por outro lado, integrando na
primeira delta de Dirac, obtemos:

1 6(Ez —po/2
1p0) = g5@0) [ Pa00—Ep "L

Analisando o suporte da delta de Dirac, temos p% > 4m%. Portanto, incluimos
O(p3 — 4m?) na integral. Além disso, a integral acima é resolvida em coordenadas
polares. Em que g1 = gcosf,q*> = gsinfe || = g

27T 400

1 (Ez —po/2)
(PO) 4|P |®(P0 4m1 // @PO_ Tlﬂiﬁ]d@, (4.49)
q
0 O

e fazendo uma troca de varidvel com: E? = g% + m? — EzdE; = gdq, obtemos:

I(po) = O(po)O®(ph — 4m3)5—
! (4.50)
= O(po)O(pf — 4mi) ——.
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As fungdes de Heaviside estdo incluidas porque, nesse intervalo, a integral nao é
nula. A integral (4.50) foi resolvida em um sistema referencial inercial p,, = (po,0).

Fazendo uma transformacao de Lorentz, obtemos (4.50) como

I(p) = O(po)O(p* — 4m3) (4.51)

T
2Vp?
Substituindo (4.51) em (4.38) no espago de momentos, resulta:

= @2 2z 210(p0)0 (2 — md)

2\/_23 (4.52)
(2m) "2 2

(—p) = N §*[4mi — p*|O(—po)O(p* — m7).

Substituindo (4.52) em (4.38)

d(p) = (2n)%g *[4m3 — p?] Sgn(PO)G\)/(_pj_4m2). (4.53)
1y

(.

S
\/

Segundo o apéndice (E.2) a ordem singular de d é w(d(p)) = 1 e w(dy(p)) = —1.
O préximo passo é continuar com a distribui¢do retardada numérica. Para isso,

usaremos o teorema do polindmio para a ordem singular negativa

sy di(pt)
f1(p) = ESgn(Po) /dt1 T isgn(p0)0" (4.54)

Substituindo a distribuicio d; (p) de (4.53) em (4.54), obtemos:

242 2

. sgn(t)O(p°t- —4my)
dt

)= fsg“ () | (1 t+zsgn<po>o+>

(4.55)

Utilizando a propriedade |t| = tsgn(t) e separando a integral acima em duas
somas

- 9 2,2 2 s 2,2 2
—4m —4m
(p) = — /dt O(p°t" — 4my) +/dt O(p°t" — 4my)
t(1 —t+isgn(po)0T) t(1 —t+isgn(po)0T)
(4.56)
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trocando t — —f na primeira integral

—+00

A

#

)y /dt —O(p* — 4m?) /d O(p** — 4m3)
2m/p? |4 HI+ 4 isgn(po)0) {1t +isgn(po)0*)

(4.57)
fazendo a soma das duas integrais
(P22 — dni?)
7 4.58
P1(p) = 211\/p / (1-— t‘2 +isgn(po)0t) (458)
.y 2 dS
Fazendo uma troca de varidvel para t* = s, dt = —=, resulta:
2./s
() ] / O(p?s — 4m1)
1y 271\/ V/s(1—s+isgn(p,)0t)
(4.59)
/ ds
2711 / Vs(1 —s+isgn(p,)0F)

471”[2/ 2

A integral acima pode ser resolvida com o Teorema de Sokhotskiy [34] calculando
o valor principal [35] em diferentes regides, mas ha problemas quando analisamos
para o caso p? < 0. Portanto, utilizamos o teorema da funcio analitica para uma
distribuicao retardada.

4.3.1 Teorema da fung¢ao analitica

A distribuigdo retardada #(p) é o valor de fronteira de uma fungéo analitica,

regular em R” + iT . A causalidade restringe a funcdo analitica: supp(p) C T

Pp) = (271) "™/ / ¢Pr(x)dx, (4.60)

defina-se: p = p +iA, A € R". Portanto,

P(p) = (27r)_m/2/eipxr(x)e_Axdx, (4.61)



Capitulo 4. Modelo de Yukawa 58

para que a integral ndo seja divergente, devemos exigir que A € I'". Entdo, A esta
no cone futuro. Logo

?(p) = lim #(p +ieA). (4.62)

e—07t

* A primeira regido é para 0 < p?> < 4m? — 1 < 4m3/p* . Nesse caso ndo
ha polo porque o limite inferior da integracdo é maior que 1. Portanto, a
distribuicdo retardada (4.59) é

A

r

(p) = ot +/oo _ds 3 4
1P 27_(\/? \/g(l_s)' p € R (4.63)
4m3 / p?
Fazendo uma troca de varidvel em (4.63) a = /s, 2y/sda = ds, resulta:

+oo
—1 1 1
71(;9)—2”\/? / (a—l_a+1)da
/4”’2/P2
0

—q _ 2 /92 _
7 |mes () s (b
27'5\/? a 1+1/a 4m2/p2+1

— 1 1o zml_\/?
T/ S \am + VpR)

(4.64)

* A segunda regido é para 4m? < p* — 4m?/p* < 1 na qual existe um polo.
Aqui utilizamos o teorema da funcdo analitica. A distribuigdo retardada
71(p) (4.59) é o valor limite da fung¢do analitica

. i 2my — £/ p?
= 1 —_— ], 4.65
Aulp) 2R 8 <2m1 + /P2 (4.65)

em que
p=p+il, A=eey ey =(1,00), A€V, pecR> (4.66)

o momento p tem polo imagindrio. A distribuigdo retardada (4.65) com a
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condicao (4.66)

P1(p) 21— p2+i€p0) . (4.67)

= lim
P €=0 2714/ p? <2m1 +\/p? +iepg

1/2
Fazendo uma expansao de Taylor para (p2 + iep()) ~ \/p? <1 + 126:: 20 ) ~
i A

\/‘ A — .
+ iepg e utilizando a proprledade —, = p _ «parauma pequeno,

(20 )

resulta:

71(p) =lim 2n\/_ S

i —=2my ++\/p .
=11 — | - ,
21/ p? [og ( 2my + /p? > znsgn(po)]

(4.68)

* A terceira regido é para p? < 0, é resolvida por extensdo analitica. Portanto,

(4.59):
B i 2my — i/ —p?
P) = /= 8 <2m1 " zy_—pz) ' (469

escreve-se a formula de Euler

A

r

¢ = cosz +isinz, (4.70)

em que 2m; = cosz e /—p? = sinz. Logo

eiz . efiz ' eziz -1
a = tan(Z) = W = —1X m, (471)
a partir da equacao (4.71)
log L4 = 2itan !(a) (4.72)
i+a ’

percebemos que a = /—p?/4m? em (4.72). Portanto;

h(p) = —— tan—1< _p2>. (4.73)

7T\/ —p? 2my




Capitulo 4. Modelo de Yukawa 60

* A primeira e terceira regido sio as mesmas no limite de p? = 0, sendo esse
—1
27tm

Utilizando o polindmio de (4.53), escrevemos as distribui¢des retardadas e subsi-

valor

didrias numéricas

P(p) = =5 —g"[4mi — p*]i
2 )_3 1 (4.74)
5 5 T0) 2 21402 _ 2 2 2
(p) = —P(=p) = ——5—¢"[4m3 P]ﬁ (=po)O(p” — 4my)
Definimos a auto-energia do méson
M(p) = it(p) = i(P(p) = #'(p))- (4.75)

Agora, escrevemos a auto-energia para todas as regides:

1. Substituindo a distribuicao (4.64) em (4.75),

. & [4md —p? 2my ++/p?
II(p) = —2(27[)5/2\/?1055 —2m1 ) (4.76)

para 0 < p? < 4m3.
2. Substituindo a distribuicao (4.68) em (4.75)

2 2 .2 2
M(p) = SEAM =P o [ 2mEve ) o
2(27)5/2,/p? —2mq + \/p?

para p? > 4m?>.

) (4.77)

3. Substituindo a distribuicao (4.73) em (4.75)

A

I1(p) = 8 [4mi — p°] tan—1< _”2>, (4.78)

4272

para p? < 0.

A explicacdo da auto-energia do méson serd dita na andlise do propagador com-
pleto.
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4.4 Auto-energia do niicleon em 2+1

Nosso primeiro objetivo seré calcular d (p) e, analogamente, d_(p) com o

teorema de convolugdo. Em seguida, obteremos a distribui¢do casual numérica

(d(p)) e as distribuicdes retardadas numeéricas (7(p) e #(p) ), visando, ao final, a

auto-energia do ntcleon (£(p)).
Portanto, a partir da equagdo (4.14) comI' =1

4
Dé )(xler) = Rj(x1,x2) — Ay(x1,x2)

= ¢ 1 P(x))d(y)p(x2) : -

A distribuicdo numérica é

r’(xl,xz)
—
dly) = g% (y) + gd"(y) , d*(y) = +5"(y)D* ().

—a/(X]_, xZ)
Logo, com o teorema de convolugédo para as seguintes distribui¢des
d*(p) = (27)"} [ dqdge$* (@)D" (p — 1),
. _3 Al NY—
i (p) = —(27) % [ dqdgoS” (D" (p—q).
Em S e D no espago de momentos sdo

$*(q) = +i(2m)~
D*(q) = +i(2m)~

(g +m1)D*(q),
O (+£q0)d(q” — m3).

Nl—= Nl—

Substituindo a relagdo acima em (4.81)

d*(p) = —(2m) "3 [mK(p) + v Ku(p)],
d=(p) = (27) 2 mL(p) + 1"Lu(p)].

Definem-se as integrais em (4.83)

K(p) = /dzqdqo ©(40)O(po — q0)5(q> — m})s((p — q)* — m3),

Ku(p) = [ #qd009,0(q0)0(po — 10)5(% — m)e((p — ) — m3

).

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)
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L(p) = [ #dq0@(~30)@(—po +20)3(q> = )3 (p — ) —m3),

(4.85)
Lu(p) = /dzqdqo 7u9(—70)O(—po + q0)5 (4> — m})S((p — q)* — m3).

Como foi dito anteriormente, comecaremos com o célculo de d (p). Portanto,

calculamos a integral em K(p) para um sistema referencial p = (py, 0)

K(p) = [ ddao©(po — 90)0(q0)o(a* — m})o((po — ) —md),  (486)

Analisando o suporte da fun¢do de Heaviside e delta de Dirac, temos: g9 > 0,

po > go e g*> = m3. Logo

(po— 9)* — m3 = p§ — 2poqo + (mi — m3), (4.87)

entdo a integral (4.86) é

K(p) = ©(po) /dquo O(po — 40) ©(90)d(q” — m) 8(p§ — 2podo + (m] —m3)),

5(q0 — Ez)
2Eﬁ
(4.88)

em que E; = /[§]>+m] = \/(ql)z + (92)% + m3. Por outro lado, integrando
(4.88) para a primeira delta de Dirac (q0 = Ej)

_ d*qdqo 2 2 2
K(p) = | —F. ©(po = Eg)d(pg — 2poEy + (mi — m3)). (4.89)
q

Analisando o suporte da fungdo de Heaviside e delta de Dirac, obtemos: pg = Ej +

\/ |7]> + m3, po devido ao suporte de ®, e com um pouco de algebra mostramos

2 2y 2
2 o (my—m3) —pg
que my < /g% +m5 = 2 . As massas m; e my representam a massa
—2po
do nucleon e pion, respectivamente. Assim, m; > mjy; com essa informacao,
afirmamos que p3 > (m + my)?, é necessério para incluir a fungao @ (p* — 4(m; +
my)?). Por outro lado, na integral em (4.89), usamos a propriedade de delta de

Dirac é(af(x)) = |a] 16((x)).
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Portanto, a integral em (4.89) toma a forma

K(p) =0 (g~ (m +ma)?) G2

2 2 2 .9 (4.90)
/ddq® E.) _Eﬁ+790+(m1 m3) .
2|pol

Utilizando as coordenadas polares: |§] = ¢q, 41 = gsinb e g, = gcos6

K(p) =0(p0)® (pf — (m1 +m2)?)

2[po
+e0 4.91)
®(p, — E;) P2 + (m? — m3) (
w [P F s _p  Pom UM T )
0/ Ej i 2|pol 1

Aqui é necessdrio fazer outra mudanca de varidvel: E? = ¢> + m? — EJE = qdq.

K(p) =0O(po)® <P% — (m1+ m2)2> 2|L700|

i pg -+ (i — m3) (492)
logo
7T
K(p) = M@(Po)@(l’% — (m14my)?)
T el ) (4.93)
Z\/W (Po)O(py — (my +ma)~).

Esse resultado foi calculado para um sistema referencial inercial em que p, =
(po,0). Fazendo uma transformagéo de Lorentz em (4.93)

K(p) = O(p* — (my +my)?). (4.94)

N—

O préximo passo serd calcular K (p)

Ku(p) Z/dzqqoqu@)(ivo—qo)@(qo) (4 = mD)d((p—q)* —=m3).  (495)
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Percebemos que essa integral é nula para os valores y = 1,2, entdo, K,—1,(p) = 0.
Nao obstante, fazendo a mesma andlise de K(p) para Ko(p), mostramos

mO(po)
2|po|

“+o0
X / Eq@(PO - E7)5 (—Eq-*—
mi

Ko(p) =

® (P% — (my + mz)z)

Pt —md))
2|po| 7 (4.96)

=1 (1 + M) O(p0)® (pf — (m +m)?) F=

4 Po \/;7%’

logo, fazendo uma transformagao de Lorentz

Ku(p) = % (1 + (m%p;zm%)> O(p0)® (p? = (1 +m2)?) Sl @)

\/?

A obtencdo de L e L, é fazendo a mesma anélise de K e Kj,. Portanto:

T
2\/p?

Lp) =% (1 + @) O(—po)@ (p? — (m1 +ma)?) L

O(—po)O(p* — (m1+m2)?),

L(p) =
(4.98)

i

Substituindo as distribui¢des (4.94), (4.97) e (4.98) em (4.83) chegamos 0 nosso

primeiro objetivo

Fazendo a soma

~

d(p) =d (p) +d* (p)

L) p sgn(po)
= g [mp? + L+ mi —md)| VR (77 = (1 m2)?),

(4.100)
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em que

Bi(p) = B0 (12— (g + ma)?). (4.101)

p*\/p?

Segundo o apéndice (E.3) a ordem singular é de w(d(p)) = 0 e w(d;(p)) = —3.

Continuaremos com o teorema do polindmio para d(p) para uma singularidade

negativa

dy (tp)dt
—t+isgn(po)0*

. o0
. 1
Pp) = 5-sen(po) [ 5

"‘7‘) / © (PP — (m + my)?) di
e Bp2/p2(1 — t +isgn(po)0+)

i /0 O (p*? — (my + my)?) dt 7° O (p*? — (my + my)?) dt

L o Bp2y/p*(1 -t +isgn(po)0t) t3p2\/p?(1 — t +isgn(po)07)
(4.102)
trocando t — —f na primeira integral e fazendo a soma, obtemos
—+o00
. i 20 2t2 my + my)?) dt
P1(p) = / = (P (4 m2)%) (4.103)
2p2/p2(1 — t + isgn(po)0+)’
/2
fazendo uma mudanga de variavel: s = p2t2 —dt = g ds’ resulta:
2p2V/s
i o C) (S — (mqy + m2)2) ds
Pp) = / . , . (4.104)
2 sv/s(p? — s+ isgnpo0™)

Analisando a funcdo de Heaviside, dizemos que a integral acima tem limite inferior

paras > (mq + my)?. Portanto

4o
O -
W= o sv/s(p? — s +isgnpo0t)’

(my4mq)?

(4.105)

A anélise dessa distribui¢do serd com o teorema da fungéo analitica (4.3.1)
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* A primeira regido é para p> < (m; + my)?, em que ndo ha polo. Portanto:

?()_i‘;T L ’
(my+my)?

Fazendo u = /s, 2v/sdu = ds, resulta:

—+o0

A

—1 1 1 2
") =g [ (v e )

i 1 1n(u¢?>+2]+°°
2 [Vt \utp?) Pl
[ /2

_ i 1I%CM+W ¢7>+ﬁ(2

27t | p2/p2 O\ iy +my + /P2 my + 1my)

(4.107)

* A segunda regido é para p> > (mj + my)? na qual existe um polo

. I ararremnr
#1(p) = lim L 1 log my + p° +iepo)
e—0 27T

(0}
(p? +iepo)/p* +iepo) my +my + /p* + iepo)

T+ iepo) (m + WZ)} '

(4.108)
fazendo a mesma analise do méson (4.67), obtemos

i

(p) = —— 1 log —my — my + /p? _ insgn(po) n 2
21 | p2/p? my + my + \/p? p2/p?  prmi+my)
(4.109)
em que |my + my — \/p?| = —my — my + /P~
* A terceira regido é para p> < 0
R i 1 mq + mo — i/ —p? 2
M(p) = 5~ | 57— log e pz +
27 | p2iy/—p my +my +1\/—p p?(my + my)
(4.110)

fazendo a mesma andlise do méson (4.69)

V=P ) + 21 . (4.111)

5 —i 1
r = ——=tan
1(p) tp?\/ —p? <m1 + my 7tp?(my + my)
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Logo, utilizando o polindmio de (4.100)

P(p) = —gz% [m P+ V(p +m3 - mg)] 1(p), (4.112)
e
(p)=d (p)
_ %(Zn)‘i [mlpz + g(p2 +md— m%)] ®p§?/p_p°2)® (p2 ~ (my + m2)2> ,
(4.113)

Definimos a auto-energia do nticleon

S(p) = it(p) = i(?(p) = 7'(p))- (4.114)
Agora, analisamos paras as trés regides:

1. Substituindo (4.107) em (4.114)

2
% [mlp + L (p* +mi — m%)}

(p) “ion
1 1 <m1+m2— \/?) 2
2 2

(0]
& my + my + +/ 2(my +my) |’

5, Z”(

(4.115)
X

para p? < (my +my)>.
2. Substituindo (4.109) em (4.114)

2
8
—)5/2 [mlp + =

") =12 s

3 p? +m3 — m%)}

» 1 o —my ++/p? n 2 i
N Sy R T

(4.116)
para p? > (my + my)>.

3. Substituindo (4.111) em (4.114)

2
(p) :Ll(ziw [mlp + 5 (p* +mi — m%)]

— (4.117)
x[ -1 tan_1< —P + 2 )],

Lo

p%\/ p? my+my  p?(my + my)
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para p? < 0.

4.5 Propagador completo em 2+1

4.5.1 Propagador completo do méson

A ordem singular da auto-energia do méson é w = 1; portanto, considera-se
uma solugdo geral neste caso

T1(p) =T1(p) + Co + cup” + Cop?

4.118
=T1(p) +a+ Cy(p? — m3). ( )

O termo Cp tem a informagado da massa do méson, ¢, € nulo pela transformagao de
paridade (p — —p). Por outro lado, escrevemos o propagador completo do méson
no limite adiabético

Dr(x1 — xp) = D (3 — xp) + / DF (x1 — X)TT(x} — x5)Df (xb — x7)dx|dxh

+ / DF(xl — xp)(x] — xé)DF(xé — x5)TT(x5 — xfl)DF(xﬁl — xy)dxydxhdxdxy + - - -
(4.119)

Aplicando a transformada de Fourier em 3 dimensdes para o produto de fungoes
A* B = (271)%/2 AB, portanto:

Dr = DF + (27)3DITIDY + (27)°DITIDIID! 4 - - -

4.120
= DF(1 + (2n)%11D7), (4120

A 1
é o propagador completo no espaco de momentos e Df (p) = —(277) /2

p? —m3 +i0+
é o propagador de Feynman.

A partir de (4.120)
Dyl = (DF) ! — ()’
r =D —(2n) ) (4.121)
— —)2(p? — (3 — (2121 +i07),
a inversa de (4.121) é
Dr(p) = —(27)~2 ! (1122)
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Em que (4.122) é o propagador completo em 2+1-dimensdes no formalismo da
teoria de perturbacdo causal. Lembremos que m;, é a massa fisica do méson
na teoria da TPC, para que essa condicio seja verdadeira o valor de I1(p) deve
satisfazer alguns condi¢des de normaliza¢do. Apresentam-se resenta as condigdes

de normalizag¢do para a massa fisica e a constante de acoplamento.

Normalizacao da auto-energia do méson

Escreve-se duas condicdes fisicas

* A massa fisica do méson é representada por m;. Isso implica que Dt tem um
polo em p? = m3. Portanto:

lim TI(p) =0,= a=— lim_II(p). (4.123)

2 2 2 2
p *)le pe—ms

* A constante fisica de acoplamento da interagdo é g. Isso implica que

lim TP —0,= C,=— lim dll(p)

— —. 4.124
pomd  dp? pomd  dp? ( )

Os termos de normalizacao estdo fixados. Note-se que no lado esquerdo esta sendo

utilizada IT e no lado direito I'l. Os valores das constantes a e C, sdo calculados

por meio da avaliagdo de I'T e sua derivada quando o valor de p? é igual a m3

4.5.2 Propagador completo do nticleon

Fazendo a mesma anélise do méson para a ordem singular da auto-energia do
nucleon é w = 1. Considera-se uma solucdo geral

E(p) =2(p) +a+Ci(p —m). (4.125)

Por outro lado, escrevemos o propagador completo do niicleon no espago de

momento A A o e
St = SF 4+ (27)38F8SF + (2m)°S8F 8T 5.6F +
] o (4.126)
= 8 + (2m)38F8S
Py A 1
em que St é o propagador completo e 5T (p) = (271)73/2 é o propa-

p—m+ i0+
gador de Feynman do ntcleon.
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A partir (4.126), deduzimos

1
p — (my1+ (2m)3/25(p)) +i0+

St = (2m) =32 (4.127)
que é o propagador completo em 2+1 dimensdes, no formalismo da teoria de
perturbacio causal. Aqui o valor de %(p) aparece como a massa e tem o0 nome
de auto-energia do ntcleon. O valor de m; é a massa fisica do nticleon desde
o comeco da teoria. Para que essa condigdo seja valida o valor de 3(p) deve
satisfazer alguns condi¢des de normalizacdo. Apresentam-se as condi¢des de

normalizacdo para a massa fisica e a constante de acoplamento.

Normalizacao da auto-energia do niicleon

* A massa fisica do nticleon é representada por m;. Isso implica

lim £(p) =0,= a=— lim X(p). (4.128)

p—my ;ﬂ—>m1

* A constante de acoplamento da interagdo é g. Isso implica

lim dZ—(P):O,é C; = — lim dZ_(p)
p—mi dp p—my dp

(4.129)
Os termos de normalizacdo estdo fixados. Note-se que no lado esquerdo estd sendo
utilizada ¥ e no lado direito 3. Os valores das constantes a e C; sdo calculados por

meio da avaliagdo de % e sua derivada quando o valor de p é igual a m;.
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Conclusdes e perspectivas

Nesta dissertacdo, investigamos em detalhes as intera¢des entre nticleon-méson
através do modelo de Yukawa no formalismo da teoria de perturbacdo causal em
2+1 dimensdes. Realizaremos uma sintese dos capitulos anteriores e comentare-

mos os resultados.

No capitulo dois, come¢amos estudando o campo escalar, utilizamos os dados
de Cauchy e ap6s varios cdlculos obtivemos a distribui¢do de Jordan-Pauli. Con-
tinuamos com o estudo da equagdo de Dirac, cujo objetivo principal foi mostrar
as trés matrizes gamma de ordem 4x4, escolhidas para ter uma teoria invariante
frente a transformacgdes de paridade. Adicionalmente, realizamos a quantizagdo
dos campos escalar e de Dirac no espaco de Fock, na qual o objetivo foi calcular a
relacdo de (anti-) comutag¢do (no caso de Dirac e escalar) dos operadores de campo
com frequéncia positiva e negativa e relaciona-la com as partes de frequéncia

positiva e negativa da distribui¢do de Jordan-Pauli.

No capitulo trés, estudamos detalhadamente a teoria de perturbagao causal
(TPC) em 2+1 dimensdes, que se fundamenta na teoria de distribui¢des. Comega-
mos com a constru¢do da matriz S ou operador de espalhamento, que representa
o mapeamento entre os estados assintéticos das particulas entrantes e saintes. Na
construcdo da matriz S, introduzimos a fung¢do de teste que atua como uma fungao
reguladora das interagdes, decaindo rapidamente nos infinitos. Analisamos o
operador de espalhamento por meio dos axiomas de unitariedade, invaridncia
translacional, invaridncia de Lorentz e causalidade. Devido a essa anélise, mos-
tramos que surgem divergéncias ultravioletas no uso dos produtos cronolégicos
quando definidos por multiplicacdo pela funcdo de Heaviside. Em seu lugar,
seguindo a Epstein e Glaser, fazemos uso da distribuigdo causal, que é uma dis-
tribuicdo temperada e pode ser corretamente dividida em sua parte retardada e
avancgada e pertence ao espago de Schwartz. Adicionalmente, apresentamos o teo-

rema do polindmio que é necessario para obter a distribuicdo retardada numérica
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a partir da distribuicdo causal numérica de qualquer ordem.

No capitulo quatro, é apresentado o modelo de Yukawa para a interacdo
ntcleon-méson. Comegamos com o estudo do espalhamento nticleon-nticleon por
meio da distribui¢do de transi¢do de dois pontos T»(x1, x2) . Calculamos a se¢do de

choque no centro de massa no caso relativista e ndo relativista em (2+1)-dimensdes.

A segunda secdo de estudo foram as correc¢des radiativas do méson e ntcleon;
aqui utilizamos a distribuigdo causal de dois pontos D, (x1, x3) . Comegamos com a
auto-energia do méson, a qual é finita devida a TPC. Essa auto-energia é analisada
para trés regides por meio do teorema da funcdo analitica. Na primeira regido
(0 < p* < m?), observamos que ndo existe polo; na segunda regido (p> > 4m?),
sim. A terceira regido é para o momento tipo espaco (p> < 0). A auto-energia do
ntcleon também é analisada para trés regides: p?> < (mq + my)?, p> > (mq + my)?
e pz < 0, em que my e my sdo as massas do ndcleon e méson, respectivamente.
Na primeira regido ndo ha polo; na segunda regido, sim. A terceira regido foi
analisada por meio da extensdo analitica, pois o o quadrado do momento é menor
que zero.

Na tltima segdo de estudo foram os propagadores completos do méson e nticleon;
em ambos se substituem as auto-energias no calculo do propagador completo.
Finalmente, é necessdrio mencionar que a massa e a constante de acoplamento da
interagdo fisica desde o inicio, o que impde mais duas condi¢des de normalizagdo.
Essas condig¢oes fixam por completo as auto-energias do méson e do nticleon , as

quais foram descritas no final do capitulo quatro.

Perspectivas. O modelo de Yukawa em relagdo a TPC ainda requer muitas

se¢des para analisar. Mencionamos as futuras perspectivas sobre o modelo:

¢ Estudar o espalhamento niicleon-méson em 2+1 dimensoées. Fazemos énfase

em calcular a se¢do de choque no centro de massa e no limite ndo relativista.

* Estudar a estabilidade do vécuo e setor de uma particula; aqui devemos

utilizar o quinto axioma e suas propriedades da TPC.

* Normalizabilidade do modelo de Yukawa, ou seja, a andlise dos termos de
normalizagdo que podem surgir nas distribui¢des de transi¢do em qualquer

ordem e a possibilidade de fixd-los por um ntmero finito de condigdes fisicas.
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¢ Considerar as matrizes gamma de ordem 2x2 para a interacdo de Yukawa
em 2+1 dimensdes. Analisar os problemas envolvidos com essa nova repre-
sentacdo de gamma e realizar todos os processos de interagdo nos capitulos

anteriores.



Apéndice A

Campo escalar e de Dirac

A.1 Invariancia de Lorentz

A transformacao de Lorentz é definida:

= A" xY

A letra grega A representa a transformacdo de Lorentz (rotagdes + boost).

Escrevem-se as seguintes relacoes:

¢'(x") = Pp(x),
o't = AF,9Y,

logo

a/Z — 77w/a/va/p
— vaAypAvaaan
— npgapao
— 92

com (A.2) e (A.3), escrevemos:
(0" +m*)' () = (9 +m?)p(x).

Entédo, a equagdo de Klein- Gordon ¢ invariante de Lorentz.
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A.2 Dimensao das matrizes
Dimensionalidade de a e . Temos
{OCZ‘, “]} = 25ij/

logo
w10y = —laony,

aplicando a determinante

det(wqap) = det(—1)det(apnq)
det(aq)det(ap) = det(—T)det(ay)det(ay),

logo
det(_Inxn) — 1. (A.S)

A matriz é ordem nxn. Portanto, (—1)" = 1, com n par.

n=2: Sao matrizes de Pauli, n=4: Sdo as matrizes gamma.
A.3 Solu¢des da equacao de Dirac
Escrevemos a solu¢do em ondas planas para energia positiva

(%, t) = u(E, e "%, (A.6)

Em que u(E, ) é uma fun¢do de 4x1 componentes. A equagdo (A.6) é substituida

na equagao de Dirac, portanto resulta:

(Y'pu —m)u(p”) =0, (A7)

(A.7) é a equagdo de Dirac no espago de momentos.

u
Serd analisado a equagdo (A.7) com a seguinte representa¢do u = ( A) :
Up
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Notar que u 4 e up sdo fungdes de 2x1 componentes. Portanto:

(Y'pu —m)u(p') = (v°po — +'p' — m)u(p")

_ (o3p’ —iop! —iop® —m 0 Ug
0 —a3p® +ioipt +icop? —m ) \ug )

(A.8)
Substituindo as matrizes de Pauli acima e tendo em conta que 14 ) = (A8 ,
“(aB)
resulta: ’
1 (p* +ip')/(Ez — m)
p p p
N 2 _ipYY/(Ez+m o 1
wp) = | W TIP Eprm ) ’
0 0
0 0
(A9)
0 0
- 0 . 0
u = , U = .
7 1 W= e ip')/ (Eg +m)
(p* —ip")/ (B —m) 1

O segundo caso é para uma solu¢gdo em ondas planas para energia negativa
¥(%,t) = u(E, p)et’P*. A analise e resultado serdo similares para obter as solugdes.

Portanto:
1 (p* +ip')/(Ey —m)
_ (p* —ip')/(Ej +m) a 1
= N ’ — M
u(p) (p*+ip')/(E5+m) o(p) 1
1 (p* —ip")/(Es —m)

(A.10)
Os coeficientes N e M sdo fatores que devem ser normalizados. O espinores u ()
é para energias positivas e v(p) para energias negativas.
Menciona-se a seguinte propriedade por completitude

u' (F)o(~p) = v (~p)u(p) = 0. (A.11)
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Teoria de distribuicdes

O espaco das funcdes complexas

Definicao: O espago D é o espago das fungdes complexas em R" que sdo
infinitamente diferencidveis e tem suportes limitados.

As funcdes ¢(x)! € D sdo auxiliares no célculo de distribuigoes.

B.1 Distribuic¢oes

Defini¢ao: Uma fungdo continua linear no espago D é dita de distribuigdo
T. A saber, para cada ¢(x) € D vai corresponder um T(¢) (nimero complexo).

Portanto, como T(¢) é linear

T()\l(,bl + )ngbz) = )LlT((Pl) + /\zT(gbz), A €C, (B.1)
ou
(h + Tz, ¢) = (T1, ¢) + (T, §),
(AT, ¢) = A(T, ),

A fim de compreender, escrevemos alguns exemplos:

AeC. (B.2)

1. Exemplo 1: O delta de Dirac no ponto a2 € R" é uma funcdo linear e para
cada ¢ € D:

(80 ) = 9(a). (B3)

2. Exemplo 2: Para um caso particular de delta de Dirac, que em a = 0

(6(0),¢) = ¢(0). (B.4)

1 é uma fungdo em R” dita de funcao de teste.
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Defini¢do: Para toda fungdo localmente integravel, isto €, / |p(x)|dx existe em

I
uma regido limitada, chamada I. Entdo, definimos:

(T,¢) = [ Tx)p)d"s. (B.5)
A integral acima deve ser convergente devido ao fato de que a fungdo de teste
¢(x) tem suporte limitado em I. Fora desta regido I é nula.
Diferenciacao da distribuicao
Seja uma distribuic¢do T tipo C* e escolhendo a ordem n da derivada. Temos
(DT, ¢) = (~1)"(T, D"¢) (B.6)

Utilizando os multi-indices de Schwartz

Dﬂ:H(%) , |”|:12.”i' (B.7)

Multiplicacao de distribuicoes

O produto de duas distribui¢des quaisquer ndo estdo definida porque o produto
dessas distribui¢des ndo é localmente integravel. No entanto, define-se o produto
com uma func¢do a tipo C* e uma funcao de teste.

(aT, ¢) = (T, a0)

e (B.8)

emquep € Deap € D.
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B.2 Transformada de Fourier de distribui¢oes

Espaco de Schwartz S

Para todo ¢ € S tipo C*. Essa funcdo decai rapidamente no infinito positivo e
negativo. Portanto:
lim |x'9,¢(x)| =0, (B.9)

|x|—o00

emque ! > 0en > 0. Alguns exemplos sdo as fungdes e ee™ €S,

Distribuic¢des temperadas: Espaco dual de Schwartz S’

Uma distribui¢do T é considerada temperada se, para qualquer sequéncia de
fungdes ¢; em D converge a zero e suas derivadas de qualquer ordem.
Seja T uma distribuicdo temperada, logo a transformada de Fourier de T (T) é
uma distribuigdo temperada.
Por outro lado, seja uma funcdo complexa ¢, defina-se a transformada de Fourier

e sua inversa

b(p) = e [ 007,

) 1 ' (B.10)
Fp) = g [ A xp(x)e ™,
e
(T,¢) = (T.9), (B.11)
o teorema de Plancherel-Parseval
(T.¢) = (T.§) =(T.9), (B12)

SxT = W [ap'sp)T(p—p). (B.13)



Apéndice C

Solucgdo geral retardada numérica para

W nao negativa

Temos a solugéo retardada numeérica (3.103)

Hp) = (7)™ [ @™k z(0) |d(p— k) — (27) '””2 P [anpDd(p — k(e |
0
(C.1)

e aplicando D"

DU(q) = (2m) "2 [ d"k (k) | D¥d(g — k) - (27)"/2 T Dt [y~ b
b<a\\,_/

algh—b
(a—b)'a!

/

(p' - k)w(zﬂ)] :
(C.2)

:(Zn)m/Z/dmk;e() Dbd(q k) — (2n)

b<a

Substituindo (C.1) e (C.2) em (3.97)

[w]
fa(p) = ) — @) [ akae) | 3 =D prdg - k)
=0

—h
(27) /2 Z y (7 .‘7 b>!/dp/D“(p’—k)zb(p) . (C3)

|b]=0b<a

NV
P
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Finalmente, obtemos:

) = 22 [ag(e) |- — 3 P b |. ca
b|=0 :



Apéndice D
Teorema de Gian-Carlo Wick

O teorema de G. C. Wick (ordenamento normal) atua sobre o produto de cam-
pos com spin arbitrério (escalar, fermidénicos), sua fun¢do principal é reorganizar
os operadores de aniquilagcdo no lado direito dos operadores de criagdo. Nosso
objetivo é calcular : AB :: CD :, antes de realizar-lo, devemos estabelecer algumas
propriedades.

Escrevemos dois campos com o spin arbitrario (A, B) em suas componentes de
aniquilagdo (A", BT ) e criagdo (A~, B7).

Alx) = AT (x)+ A (x),
(1) = A%(x) + A~(¥) o
B(x) = B (x) + B~ (x),
logo, o ordenamento normal do produto de dois campos é:
 A(x)B(y) == A(x)B(y) — A(x)B(y), (D.2)
em que a contracdo é definida:
A)B() = [ (1), B (1)) 03)
TF : - é para o campo escalar; +, campo fermidnico.
Utilizando (D.2) concluimos:
. AB::CD:= ABCD—CD: AB: —AB: CD : —ABCD. (D.4)

Esse resultado sera usado mais adiante para o campo fermidnico. Agora, escreve-
se a generalizacdo do teorema de G. C. Wick para um produto de n operadores de

campo.
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D.1 Generalizacao do teorema de G. C. Wick

O produto de n operadores de campo em relacdo ao ordenamento normal e as

contracoes é:
ABC---LMN =: ABC---LMN : + : todas as contrag¢des possiveis : .  (D.5)
Define-se o ordenamento normal de um produto de n campos
:ABC---LMN := (£)7: ALC---NBM :. (D.6)

Em que + é para o campo escalar; -, campo fermidnico. A poténcia q representa o
nimero de permutacdes que leva-nos de ABC---LMN até: ALC---NBM :.
Define-se o ordenamento normal de um produto de n campos em que ha contra-
¢coes

A-..CD---1]---N:= (F)IDJ: A---CI---N:. (D.7)
Aqui, q é o nimero de permutac¢des que deve-se realizar para levar os campos DJ
até a frente de todos os campos.
Com todas essas propriedades, chegamos o nosso objetivo. Substituindo (D.5),

(D.6), (D.7) em (D.4), mas apenas para quatro o campos fermidnicos, obtemos o

seguinte resultado:
[ M [
:AB::CD := :ABCD:—I—M—AC:BD:+AD:BC:

[ (| i [
+BC:AD: —BD: AC: +CBAB : + ABCD

1 1 1 i [ M
+ ACBD + ADBC — CBAB + — AB-CD . — ABCD (D)

[ [

=:ABCD : —-AC:BD:+AD : BC:

+BC:AD:—-BD: AC: —-ACBD + ADBC.

Essa relacdo é usada no calculo da distribuicdo da segunda ordem.

Nota-se que, em (D.8) ndo temos uma contragdo no mesmo ponto.
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Méson e Nucleon

E.1 Traco para o Méson

Definem-se as matrizes gamma em 2+1

(.) )/ ')/2:
—101

o_ (o3 O 1:'
7 (0 —@>'7 (0

em que as matrices de Pauli

o = , O
10

O objetivo a calcular é:

Q="Tr{(p +m)l(p — g +m)}.

101

Comecamos fazendo o produto dentro do trago

i0'2
0

Q= Tr{mp — pq +2mip —myq +m%}

em que {7/, 7"} = 27" gz
Sabemos que

Tr{p} = Te{v"pu}
= Pu Tr{’YV};

0,
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—iO’z

).

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)

(E.5)
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Te{pp} = pupy Te{7", 7"}

[ 2T+ {0 }
Pup r{ 2 (E.6)
= pupvi" Tr{llaxs}
= 4p2’
entdo, com a mesma andlise
Te{pg} = 4pq. (E7)
Substituindo (E.5), (E.6) e (E.7) em (E.4)
Q = 4[p* — pq +m?*). (E8)
E.2 Ordem singular da auto-energia do méson
. 2 sgn(pg)O(p? — 4m?
2(27)2 \ Vr?
tfl(P)

Comecaremos calculando a ordem singular de d(p), utilizando a definicio de
limite 2 (3.64)

. ~ p A
1 d(5) =dy £ 0. E.10
Jm p@)d(5) = do 7 ©10
A partir de (E.9)
. 2 |4m? — p—z
d(g) = [ : ]Sgn(zﬂo/é)@(pZ/éz—szz)

2(27'5)% V2 a (E.11)
& [4m? 7

2027)7 VPP

= sgn(po)O(p* — 4m?),

O lim p(d)d <§> existe, ndo nulo e finito para p(4) = 4'. Portanto

6 —0t

) =— g p_z sgn(po)® <p2 —4m2>

lim p(a)ai(

6 =0t

>

2(2m)2 /P2

(E.12)
do

>

I
Q@
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Concluimos que a w(d(p)) =1
Agora, a andlise para a ordem singular de d;(p) é similar
Py _ X 2 4.2

(0) algl(}rp\(,)/ ngn(p0)® (p 4m ) : (E.13)

-1

lim p(a)d;

a —0F

Concluimos que a w(d1(p)) = —1

E.3 Ordem singular da auto-energia do nuacleon

® (pz — (mq + mz)z) :

2
() — & 4 sgn(po)
A(p) = — S5 [mp? + 52 it = ) P ,
di(p)
(E.14)
A partir (E.14)
2
fPY_ & 2, P 2 2211 sgn(po) 2
d(a)‘ o) [mp?+ 5 (p* + mio” —m3o ) 2\/—®( — (m +m)?),
(E.15)
O lim p(d)d (E) existe, ndo nulo e finito para p(8) = 6. Portanto
5 =0+ )
tim p(6)d (£) = ——5— [22)] B2 (12— (g 1 mr)?)
0 =07 0 4(2)2 12 Al - (E.16)
}g .
= dy
Concluimos que a ordem singular de d(p) é 0.
Fazendo a mesma analise para d (p)
Py _ +3sgn(po) P2 2
lim p(5)d; (5) = 0(6)6 2\/_@( — (my + m) ) (E.17)

6 =0+

Concluimos que a ordem singular de d1(p) é —3
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