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RESUMO

O objetivo dessa dissertacao é apresentar parte do artigo [2] de Gunnar Carlsson,
onde se discute a adaptacdo de métodos da teoria usual de homologia para pro-
blemas de reconhecimento topolégico de padrdes em conjuntos de dados. Esta
adaptacao conduz aos conceitos de homologia de persisténcia e de barcodes. Atu-
almente, varias aplicacdes sao obtidas com o uso deste método. Apresentaremos
alguns casos onde a homologia de persisténcia € usada, ilustrando diferentes mo-
dos em que podem ser aplicados. Descreveremos, também baseado no artigo de
Carlsson, um novo método para estudar a persisténcia de caracteristicas topoldgi-
cas através de uma familia de conjuntos de dados, chamado persisténcia zig-zag .
Este método generaliza a teoria de homologia de persisténcia e chama atencéo de
situacdes que nao sao cobertas pela outra teoria. Além disso, sdo apresentadas
algumas aplicacdes dessa ferramenta para a obtengédo de informagdes de alguns

conjuntos de dados.

Palavras-chave: Topologia Algébrica, Analise topoldgica de dados, Barcodes, Zig-

zag.



ABSTRACT

The main goal of this work is to present a part of the Gunnar Carlsson paper [2],
where the adaptation of the theory of usual homology to topological pattern recog-
nition problems in point cloud data sets is discussed. This adaptation leads to the
concepts of persistence homology and barcodes. Several applications have been
obtained using this method. We will present some cases where persistence homo-
logy is used, illustrating different ways in which the method can be applied. We will
describe, also based in the Carlsson’s paper, a new method to study the persistence
of topological features through point cloud data sets, called zig-zag persistence. This
method generalizes the homology persistent theory and we will pay attention to si-
tuations that are not covered by the other theory. In addition, some applications of

this tool are presented to obtain information from some data sets.

Keywords: Algebraic Topology, Topological Data Analysis, Barcodes, Zig-zag.
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1 Introducao

Um dos problemas fundamentais da ciéncia moderna ¢é buscar ferramentas matema-
ticas e computacionais que possibilitem caracterizar um conjunto grande e complexo de
dados. Houve um grande desenvolvimento nos métodos para a organizacao, consulta e
analise de dados, baseado em estruturas computacionais.

A parte teorica deste trabalho foi fortemente baseada no artigo [2| de G.Carlsson,
que apresenta abordagens que nos permitem obter algumas informacgoes de um conjunto
de dados, que pode ser grande e complexo.

Uma das abordagens consiste em dar uma estrutura codificada, usando a nogao de
espacos métrico, que também age como principio organizador para um conjunto finito,
porém grande, de dados.

A Topologia trata da estrutura de um espago de duas formas distintas. Uma delas
consiste em construir uma representagao combinatéria simples para a estrutura, via
processo de triangulacao. No entanto, observa-se que durante esse processo de discre-
tizacao algumas informagoes sao perdidas, como, por exemplo, curvatura em certos
pontos, mas a estrutura geral é preservada.

A outra forma é tentar contar ou medir os aspectos da estrutura. Isso é feito via
assinaturas homoldgicas, as quais essencialmente contam as ocorréncias de padroes
dentro da estrutura. A adaptacao dessas assinaturas ao estudo de um conjunto de
dados é o objetivo desse trabalho.

A ideia intuitiva por tras da topologia algébrica é que devemos tentar diferenciar
e caracterizar espagos pela ocorréncia de padroes dentro desse espaco. Considere o
exemplo de um anel onde podemos dizer que a caracteristica padrao é a presenca de
um lago no espago, cercando um disco removido do meio. Podemos dizer também,
intuitivamente, que o nimero de lagos no anel é 1, no sentido de que existe "essenci-
almente'"um laco no espago caracterizado pelo fato de estar cercando um tunico disco
central removido. Observe na figura abaixo.

Figura 1.1: Anel. Figura de [2]

11



12 Introdugao

No contexto geométrico, podemos enxergar um padrao como uma aplicacao de um
espago modelo, como um circulo ou uma esfera, no nosso espaco.

O processo de reduzir construcoes abstratas em construgoes mateméticas mais con-
cretas é um dos objetivos do trabalho, introduzindo a identificagao padrao de assi-
naturas que surgem na topologia algébrica, e simultaneamente desenvolver métodos
matriciais que as fagam calculaveis e tteis para varios problemas geométricos, particu-
larmente nos dominios de conjuntos de dados ou espacos métricos finitos.

A partir de métodos padroes de homologia apresentaremos uma adaptacao da ho-
mologia usual como uma ferramenta para estudo de conjunto de dados. Essa adaptacao
é chamada Homologia Persistente ou Homologia de Persisténcia. Gerados esses ele-
mentos, veremos como interpretar os valores obtidos com as construgoes de homologia
persistente.

Este trabalho esta dividido em trés capitulos: no capitulo 1, serao apresentados
os conceitos basicos da topologia e algebra linear que serao usados. No capitulo 2,
construiremos a ferramenta e introduziremos a interpretacao para os elementos obtidos
com ela e finalmente, no capitulo 3, apresentaremos duas aplica¢oes sobre o material
desenvolvido nos capitulos anteriores.



2 Elementos basicos de Algebra
Linear e Topologia

Nesse capitulo lembraremos alguns conceitos fundamentais de algebra linear e da
topologia algébrica no desenvolvimento dessa nova ferramenta. No que concerne aos
conceitos de homotopia e homologia a boa descri¢ao através de um exemplo apresentado
em [2], nos levou a reproduzi-los abaixo. Para maior aprofundamento indicamos [§]
e [9], porém ressaltamos que o essencial para o desenvolvimento desta dissertagao se
encontra a seguir.

2.1 Relacgoes de Equivaléncia Gerada

Uma operagao (binéria) em um conjunto nao vazio X é um subconjunto de X x X.
Vamos denotar relagdes por ~, e escreveremos = ~ z’ para indicar que (x,z’) esta na
relacao.

Vamos considerar um caso especial de relagao ~ em um conjunto X, a saber, as
relacoes de equivaléncia.

Pela classe de equivaléncia de x € X, denotada por [x]|, entenderemos o conjunto

{z' € X/x ~2'}.

Os conjuntos [x|, para todo z € X formam uma partigdo do conjunto X. Se ~ é
qualquer relagao binaria sobre um conjunto X, entao pela relacao de equivaléncia gerada
por ~ (ou fecho transitivo de ~) entendemos a relac¢ao de equivaléncia ~" definida pela
condicao que xy ~' x; se, e somente se, existe um inteiro positivo n e uma sequéncia
de elementos zj, 2}, - , ), tal que zf = xo, @], = 1 e x; ~ x,,,, qualquer 7 tal que
0<i1<n-—1.

Para um conjunto e uma relacao de equivaléncia ~ em X, denotaremos o conjunto
de classes de equivaléncia sob ~ por X/ ~ e nos referiremos a ele como quociente de
X com respeito a ~. Existem muitos casos especiais importantes dessa definicao. Um
deles é o quociente de um espaco vetorial por um subespago. Seja V um espago vetorial
sobre um corpo k e seja W C V um subespago. Definimos uma relacao de equivaléncia
~w sobre V definindo que v ~w v/ <= v — ¢ € W. Vamos provar que, com essa
definicao, ~w é uma relacao de equivaléncia. Para isso, provemos que valem as trés
propriedades da defini¢ao:

1. Precisamos mostrar que Vv € V= v ~w v. Mas v ~wy v <= v —v € W <=
0 e W. Como W é subespaco de V, temos que 0 € W. Logo, esté provado;

13



14 Elementos basicos de Algebra Linear e Topologia

2. Suponha que v ~w v'. Entao v — v € W. Como W é subspaco de V, segue que
—(v—=17")=v —v e W, o que implica que v/ ~y v;

3. Suponha que v ~w v e v/ ~w v”. Entao v —v' € We v —v”" € W. Como W &
subspaco de V| segue que (v — ') + (v/ —v") = v — 0" € W, o que implica que

1

Vvw U

Como valem as trés afirmacoes, segue, de fato, que ~w é uma relacao de equivalén-
cia. Podemos, entao formar o quociente V/ ~y e observar que V/ ~w é naturalmente
um espago vetorial sobre k£, com as regras de adi¢ao e multiplicagao por escalar satis-
fazendo [v] + [v'] = [v+ ¢'] e k[v] = [kv]. Nesse caso especial, denotaremos V/ ~y por
V/W e nos referiremos como espago quociente de V por W.

A proxima proposicao nos da uma caracterizagao da estrutura dos espagos quoci-
entes.

Proposigao 2.1. Suponha que temos uma base B para um espago vetorial V e B' C B
¢ um subconjunto. Se W € o subspago gerado por B', entao o quociente V/W possui os
elementos {[b]/b ¢ B’ eb € B} como base e a dimensao de V/W é #(B)—#(B’), onde
# representa a cardinalidade do conjunto. Mais geralmente, se W' é o complemento
de W em V, tal que W+ W =V e WNW = {0}, entao a composta

W V23 V/wW

¢ uma tranformacao linear bijetiva e a dimensao de V/W € igual a dimensao de W',
onde p € a aplicagao que associa v € V a sua classe de equivaléncia [v] sob ~wy.

Demonstracao. Suponha B = {by,--- ,b,}, onde a € J, J finito ou ndo ¢ B’ C B um
subconjunto.

Provemos que os elementos de {[b]/b ¢ B’ e b € B} geram V/W e sao linearmente
independentes. Primeiro mostremos que geram V/W. Seja [v] € V/W. Temos que o
representante de classe v € V, ou seja, v pode ser escrito como combinacao linear dos
elementos de B.

(03 (0% (03 (63
v=>Y =[] = kb] =) [kb] =) kilbi]
i=1 i=1 i=1 i=1
Como quocientamos V por W | todos os b € B’ sao levados na classe de [Oy], ou seja,
sao anulados na equacao anterior e assim os inicos elementos que sobram no somatoério
sao as classes [b]/b ¢ B’ e b € B, o que termina essa primeira parte da prova.
Agora devemos mostrar que os elementos do nosso conjunto sao linearmente inde-
pendentes. Seja B" = {by,,by,, -+ ,by,} , onde by, € B, V1 <i < j. Entdo

J J J
Z Ky, [b%] = [Ov] = [Z k%b%] = [Oy] = Z kyby, € WC V.
i=1 i=1 i=1
Como esses by, sao todos elementos da base B de V entao todos os escalares da
ultima igualdade sao iguais a 0. Provamos assim que o conjunto ¢ uma base para
V/W. A parte do resultado que diz respeito a dimensao do espago segue, agora, direta.
A segunda parte da proposicao pode ser provada de forma analoga a anterior.
m
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A interpretacao matricial das transformagoes lineares é esbogada a seguir.

Sejam V e W espacos vetoriais com bases ordenadas e seja f : V — W uma
tranformacao linear, com matriz A(f) associada as bases dadas. A imagem de f é um
subespago de W e escrevemos 6( f) para o espago quociente W /im(f). Neste contexto,
temos:

Proposicao 2.2. Seg:V—V e h: W — W sao transformacades lineares inverti-
veis, entdo 0(f) € isomorfo a @(ho fog). Seque que se tivermos a equag¢ao matricial

A(f") = A(h)A(f)A(g), entao O(f') € isomorfa a (ho f o g).
Demonstracao. A demonstracao segue do fato de que
W ~im(p) W= B(w) ~imeng) h(w')
m

Observagao 2.3. Note que para qualquer matriz A de posto n sobre um corpo, podemos
aplicar operacoes nas linhas e colunas de modo a obter uma matriz da forma

I, 0O

0 0|
Nesse caso, a dimensao do quociente pode facilmente ser calculada usando a proposi¢cao
2.2.

2.2 Homotopia

Usando métodos da topologia algébrica que permitem a contagem de ocorréncias
de padroes geométricos em um espaco topologico, tentaremos distinguir as ocorréncias
uma das outras ou encontrar caracteristicas similares entre elas. Um simples exemplo
dessa nocao é dado na figura abaixo.

Figura 2.1: Um espago com um tunico lago e outro com trés lagos distintos. Figuras de

2l

Observamos que o espaco a esquerda possui um tnico lago, enquanto o da direita
contém trés lacos distintos. Porém parece dificil transformar essa ideia intuitiva em
uma noc¢ao matematica rigorosa. E razoavelmente féacil interpretar o sentido do que



16 Elementos basicos de Algebra Linear e Topologia

(a) (b)

Figura 2.2: (a)Dois lagos equivalentes. (b)Lagos nao equivalentes. Figuras de [2]

um laco significa em um espaco X, isto é, uma aplicacao continua f : S* — X . Mas
existem infinitos lagos no espaco, ja que cada lago pode ser reparametrizado por uma
precomposicao com um homeomorfismo do circulo nele mesmo. Outra dificuldade, no
entanto, é a situagao ilustrada na figura 2.2 (a) a seguir.

A caracteristica interessante é o buraco central e ambos os lagos capturam essa
caracteristica, no sentido de que estao cercando o mesmo e isso acontece para um
namero infinito de lagos. Entao a ideia aqui é um certo tipo de contagem para a
caracteristica, usando a presenca de lagos ao redor dela, e nao mais contar o nimero
de lagos, que ja percebemos que ¢é infinito.

Definicao 2.4. Dadas duas aplicacoes f,g : X — Y entre espagos topologicos, dize-
mos que [ e g sao homotopicas, e escrevemos f ~ g, se existe uma aplica¢ao continua
H:Xx[0,1] — Y tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z) para todo v € X. A
relacdo de ser homotdpico € uma relacdo de equivaléncia. Quando existem pontos ba-
ses firados xyg € X e yg € Y, falamos de aplicagoes com ponto base como aplicagoes
[ X — Y tais que f(xg) = yo e como homotopias com ponto base como homoto-
pias H(xo,t) = yo,Vt € [0,1]. Homotopia com ponto base também é uma relag¢io de
equivaléncia sobre o conjunto de aplicacoes com ponto base de X em Y.

O conjunto de classes de homotopia de apli¢oes continuas de um espa¢o X em um
espago Y é um invariante que nos d4 uma boa descri¢ao sobre o conjunto de aplicacoes
de X em Y. Quando X é a n-esfera S™, podemos dar uma estrutura de grupo sobre o
conjunto de classes de equivaléncia de aplicagoes com ponto base de S™ em Y. O grupo
resultante é denotado por m,(Y, ). Aplicado ao exemplo acima, com um simples
obstaculo no plano, esse grupo m; é uma codpia dos inteiros com adigao como operacao.
O inteiro associado a um laco dado é chamado de nimero de voltas "winding number”
do lago, o qual conta quantas vezes o laco contorna o obstaculo, com sinal dependendo
da orientacdo. Na figura 2.2 (b) acima, o lago preto possui nimero de voltas +2,
enquanto o branco possui —1.

Os grupos 7, (Y, y9) sd@o conhecidos como grupos de homotopia do espago Y. Eles
servem como uma forma de reconhecer as ocorréncias de padroes como as n-esferas.
Os grupos de homotopia podem nos ajudam a distinguir espagos, como segue.

Definigao 2.5. Dois espagos topologicos X e Y sao ditos serem homotopicamente equi-
valentes se existem aplicagoes continuas f : X — Y eqg: Y — X tais que gf e fg sao
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homotopicas as aplicagoes identidades de X e Y, respectivamente. Eziste uma noc¢ao
correspondente para aplicagoes com ponto base e homotopias com ponto base.

Proposicao 2.6. Suponha que dois espagos X e Y com pontos bases xqg e yo, res-
pectivamente, sao homotopicamente equivalentes com ponto base. Entao os grupos de
homotopia m,(X, zo) e m,(Y, yo) s@o isomorfos.

Demonstragao. A demonstracao se encontra no capitulo 9 em [§] O

Esse resultado geralmente nos ajuda a concluir que dois espacos que nao sao ho-
motopicamente equivalentes nao siao homeomorfos. Por exemplo, m(S?,0) é isomorfo
ao grupo dos inteiros, enquanto m(R?,0) é isomorfo ao grupo trivial. Assim podemos
concluir que esses dois espagos nao sao homeomorfos.

Apesar de ser facil de se definir e possuir um conceito muito atrativo, os grupos
de homotopia sao muito dificeis de se calcular. Existe um outro tipo de invariante,
chamado de homologia, o qual é um pouco mais dificil de se definir, mas um pouco
mais facil de se calcular e é ele que veremos agora.

2.3 Homologia

Os grupos de homologia, em geral nos dao uma boa descrigao da geometria dos
espacos, porém para nossos problemas onde os espacos sao finitos, pouca informacgao
podemos obter a partir deles. Para nossos propoésitos, faremos uma adaptacao da teoria
da homologia usual, mais precisamente, usaremos a homologia persistente.

Denote por S = {xg, - ,x,} um subconjunto de um espago euclidiano R*.

Definicao 2.7. Dizemos que S estd em posicao geral se nao estd contido em um hi-
perplano afim de R* de dimensao menor do que n. Quando S estd em posicao geral,
definimos como simplexo gerado por S como a envoltdria convera o = o(S) de S em
R*. Os pontos x; sio chamados de vértices e os simplezos o(T) gerados por subcon-
Juntos nao-vazios T C S sao chamados faces de o. Por um complexo simplicial(finito)
entenderemos uma cole¢ao finita x de simplexos em um espago euclidiano tal que valem
as sequintes condigoes.

1. Para qualquer simplexo o de x, todas as faces de o também estao contidas em x;

2. Para quaisquer dois simplexos o e T de X, a intersecao o N7 € um simplexo, o
qual € uma face de ambos o e T.

Note que qualquer complexo simplicial determina um objeto combinatério consis-
tindo de subconjuntos do conjunto de todos os vértices, motivando a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.8. Por um complexo simplicial abstrato X, entenderemos o par X =
(V(X),2(X)), onde V(X) € um conjunto finito chamado de vértices de X e onde
Y(X) € um subconjunto (chamado de simplexos) da colegao de todos os subconjuntos
nao-vazios de V(X), satisfazendo as condig¢oes de que se 0 € X(X) e ) # 7 C o entdo
o € X(X). Simplexos consistindo de exzatamente dois vértices sao chamados de arestas.
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Podemos definir, a partir de um complexo simplicial x, um complexo simplicial
abstrato cujo conjunto de vértices V' (x) é o conjunto de todos os vértices de todos os
simplexos de y e onde um subconjunto de V(x) estd na cole¢do de simplexos se, e
somente se, o conjunto é um conjunto de vértices de algum simplexo de y. Além disso,
dado qualquer complexo simplicial abstrato X, podemos associar a ele um espago | X|, a
realizagao geométrica de X, e qualquer complexo simplicial € homeomorfo a realizacao
geométrica de seu complexo simplicial abstrato associado.

Dados dois complexos simpliciais abstratos X e Y, uma aplicacao entre complexos
simpliciais abstratos f de X em Y é uma aplicagao dos conjuntos fy : V(X) — V(Y)
tal que, para qualquer simplexo o € ¥(X), o subconjunto fi/ (o) € 3(Y). A construgao
da realizacao geométrica é funtorial, ou seja, qualquer aplicagao f : X — Y entre
complexos simpliciais abstratos induz uma aplica¢ao continua | f| : | X| — |Y|, tal que
|fogl=|flolg| e |Idx| = Idx|. Por uma triangulagdao do espaco Z entenderemos um
homeomorfismo da realizacao de um complexo simplicial abstrato com Z.

Acontece que é facil descrever o conjunto de componentes conexas de um com-
plexo simplicial em termos de seu complexo simplicial abstrato associado. Seja y um
complexo simplicial e X seu complexo simplicial abstrato associado.

Proposicao 2.9. Seja R a relagao de equivaléncia sobre V(X) gerada pela relagao
bindria R sobre V(X)) dada por

R = {(v,v")/{v,v'}é um simplezo de X}

As componentes conexas de x estdo em correspondéncia bijetiva com o quociente
V(X)/R.

Demonstragao. Denote por mo(y) o conjunto de componentes conexas de y. Precisamos
definir uma aplicagao bijetiva entre o conjunto my(x) e V(X)/R.

Seja Z € mo(x). Como Z é uma componente conexa, temos que Z # (), ou seja,
existe pelo menos um 0-simplexo, ou vértice, nesse conjunto. Denote por z esse vértivo
tal que z € Z.

Defina f : mo(x) — V(X)/R como f(Z) =z + R.

A aplicacdo acima defina estd bem definida. De fato, sejam 21,20 € Z € mo(x)
dois vértices. Se provarmos que z; + R = z3 + R temos que a aplicagao estd bem
definida. Como 27 e 25 estao na mesma componente conexa de um complexo simplicial,
significa que existe uma sequéncia de simplexos formando um caminho entre eles, ou
seja, existe um caminho de 1-simplexos ligando esses dois vértices. Em outras palavras,
existem xg,xq,...,x, tais que xg = 21, T, = 22 e {z;, ;11 },para 0 < i < n — 1 sdo
1-simplexos, ou arestas, do complexo simplicial. Mas isso é equivalente a dizer que
21 NRZQI>21+R:ZQ+R.

A aplicacao é injetora, pois dadas duas componentes conexas M, N € Z distintas,
temos que existem z; € M e 2o € N, O-simplexos, e esses simplexos nao estao ligados
por um caminho, pois caso estivessem, estariam na mesma componente conexa. Como
z1+ R = 29+ R se, e somente se, existe um caminho entre esses dois vértices, e sabemos
que tal caminho nao existe, temos que z; + R # 20 + R = f(M) # f(N). Além
disso, a aplicagao f é sobrejetora, pois dado z + R € V(X)/R, basta verificar de qual
componente conexa veio o ponto z da realizacao geométrica e tomar essa componente
conexa, que serd aplicada no ponto z + R € V(X)/R .

Logo, a correspondéncia ¢é bijetiva. O
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Considere agora o seguinte exemplo de um complexo simplicial abstrato, denotado
por W. A lista de simplexos no complexo simplicial correspondente é agora

{A}ABLACHADYAEY {A B} {A, C}{B,C}, {D, E}}

Figura 2.3: O complexo simplicial W. Figura de [2].

A realizacao geométrica desse complexo possui duas componentes conexas, nome-
adas como o tridngulo ABC e o intervalo DE. Nosso primeiro objetivo é descrever o
calculo do ntimero de componentes conexas usando métodos de algebra linear.

Definicao 2.10. Sejam k um corpo e S um conjunto finito. FEntao, pelo k-espago
vetorial livre sobre o conjunto S entenderemos o espago vetorial Vi(S) de fungdes a
valores em k de S com operagoes dadas pela adi¢ao e multiplicagcao ponto a ponto.
Vi(S) tem como base By(S) identificada com S, consistindo das fungoées caracteristicas
s definidas por ps(s') =1 se s’ =s e ps(s') =0 se s # 5. Em particular, a dimensao
de Vi(S) é #(S). Se f: S — T € uma aplicagao entre conjuntos, entao existe uma
transformacao linear associada Vi(f) : Vi(S) — Vi(T), definida em um elemento
v : S =k de Vi(S) pela formula

{slf(s)=t}

Note que um elemento base ¢, é levado pela Vi(f) em um elemento base ¢y ().
Agora, suponhamos que seja dado um conjunto finito X com uma relagao binaria
R C X x X. Definimos um subespago Vi(R) C Vi(X) como o subespago gerado pelo
conjunto

{¢e — o /(z,2") € R}.
Proposicao 2.11. Ezxiste um isomorfismo entre k-espagos vetoriais

Vi(X)/Vi(R) = Vi(X/R).

Ainda mais, a composta Vi,(X) — Vi(X)/Vi(R) — Vi(X/R) € a transformagao
linear induzida pela proje¢io X — X/R.
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Demonstragao. De fato, olhando na definicao anterior temos que: se f : S — T é
uma aplicagao entre conjuntos, entdo existe uma transformagao linear associada Vi (f) :
Vi(S) — Vi(T), definida em um elemento ¢ : S — k de Vj(S) pela férmula

Vi@ = > els):
{slf(s)=t}

Tomemos f : X — X/R a fung@o projegao. Pela definigao, existe uma transfor-
magao linear associada Vi (f) : Vi(X) — Vi(X/R), dada pela formula acima. Nao é
dificil provar que Vi(f) € um homomorfismo sobrejetor.

Note agora que, como Vj(R) é o subespago gerado pelos elementos da forma {¢, —
o /(z,2') € R}, temos que ker(Vi(f)) = Vi(R).

Assim, pelo teorema do isomorfismo, segue que Vi (X)/Vi(R) = Vi(X/R).

A segunda parte da proposicao fica clara devido a constru¢ao da nossa aplicagao
acima. [

Por simplicidade, agora vamos assumir que nosso corpo seja Zo. Associamos ao

complexo simplicial W mostrado na figura 2.3, a matriz 9; dada por

_AB AC BC DE _

1 00

o 0 m >

oo O = =
- o O

1
1
0
0

o O = O

As colunas estao em correspondéncia com as arestas e as linhas em correspondéncia
com os vértices. As entradas sdo determinadas pela incidéncia de um vértice com a
aresta: é 1 se o vértice esta contido na aresta e 0, caso contrario. Examinando as
colunas, e lembrando que v —v' = v + v’ devido a escolha do corpo, vemos que elas sao
exatamente os elementos de

{v—"v"/v e v geram uma aresta em W}.

Proposigao 2.12. Denote por mo(|W]) o conjunto das componentes conezxas de |W| e
denote com vo(W) o conjunto de vértices de W. Entdo o espaco vetorial Vi(mo(|W]))
¢ isomorfo ao espago quociente de Vi(vo(W)) pelo espago coluna col(0y) de 0y. Ainda
mais, eziste uma escolha natural de base para Vi(mo(W)) consistindo nas classes de
equivaléncia dos vértices.

Demonstragao. Para detalhes da demonstragao consulte [§] e [9]. O

Em particular, o nimero de componentes conexas ¢ igual a dimensao de
Vie(vo(W))/col(01) que € igual a #(vo(W)) —posto(0y). A interpretacao linear algébrica
do nimero de componentes conexas sugere que tentemos interpretar o nucleo de 0
assim como o posto.
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Note que o posto de 9y é 3 e por conseguinte (pelo teorema do niicleo e da imagem)
que a dimens@o do nucleo de 9y é 4 — posto(d;) = 1. Podemos verificar que uma base
para o nucleo consiste do elemento

YaB + vac + ¥Be-

Se pensarmos nessa soma como uniao, essa combinagao linear corresponde a uniao
das arestas AB, AC' e BC'. Essa uniao é um ciclo de comprimento 3 mostrado na figura
2.3. Para entender a interpretagao, consideremos o seguinte complexo.

A B
&
E
L
C D

Figura 2.4: O complexo X. Figura de [2].

Podemos ver que existem dois ciclos bem evidentes , AB + BD + DC + AC' e
BE+ ED+ DB, representados pelos elementos do niicleo ¢; = pap+ppp+vpe+vac
e ¢ = ppr + vep + ¢pr. Porém existe outro ciclo dado por

AB+ BE + ED + DC + CA. (2.1)

Perceba, entretanto, que a soma ¢; + ¢ € igual ao elemento

YaB + YBE + YED + YpC + YcA,

o qual é o elemento do nicleo 1 de 9; correspondente ao ciclo em (2.1). Os ciclos, na
verdade, correspondem a elementos do espaco vetorial e podem entao ser adicionados
ou multiplicados por escalares. Temos assim uma maneira muito ttil de organizar os
ciclos. Em particular, podemos construir uma base para os ciclos, em vez de conté-los
individualmente.

Considere agora o complexo da figura a seguir, junto com a matriz J; correspon-
dente.

A parte sombreada reflete o fato de que existe agora um 2-simplexo, nomeado
{B,E,D}. Como no complexo X na figura 2.4, temos os dois lagos ABDC e BED.
Porém, aqui, o lago BED esté preenchido por um simplexo e o lago ABEDC' pode
ser deformado de forma continua no espaco no lago ABDC passando pelo 2-simplexo.
Entao, do mesmo modo discutido em homotopia na secao anterior, devemos formalizar
nossas ideias de modo que esses dois ciclos sejam iguais, sempre lembrando que estamos
interessados na contrucao de espacos vetoriais que, no final, dependam somente do seu
espaco subjacente, nao de uma triangulacao particular, ou seja, um modo particular
de representa-lo como um complexo simplicial.
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A AB AC BD BE CD DE

t A1 1.0 0 0 0]
Bl 1 0 1 1 0 0
clo 10010
olO 0O 1 0 1 1

¢ EL0 00 1 0 1

Figura 2.5: Um complexo com um 2-simplexo adicionado. Figura de [2].

Figura 2.6: Duas triangulagoes do mesmo espago. Figuras de [2].

Na figura 2.6 podemos ver o mesmo espago representado de dois modos diferentes
como complexos simpliciais. Se calcularmos a matriz 0; da representacao a esquerda,
poderemos perceber que o niicleo dela teria dimensao 12, enquanto o da direita te-
ria dimensao 20. Como se trata do mesmo espaco, ja percebemos que teremos que
modificar os argumentos da algebra linear que introduzimos para que obtenhamos os
mesmos resultados homologicos, ja que se trata do mesmo espaco representado por
duas triangulacoes diferentes.

Para motivar essa construcao, considere o complexo X na figura 2.5. Junto aos vér-
tices e arestas, agora temos um 2-simplexo, cuja fronteira é o ciclo BED. A combinagao
linear correspondente

YBE + ¥YED + ¥BD

em Vj(01(X)) € a diferenca entre as combinagoes lineares

YaB +YBE + ¢YED + YpC + Yoa € pap + ¢YBp + Yoo + Yoa,

novamente lembrando que, devido a escolha do nosso corpo, diferengas e somas sao a
mesma coisa. A ideia principal aqui é formar o quociente do niicleo de 9; pelo elemento

YBE +¥YED + ¥BD,
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que serda chamado de fronteira, ja que é derivado da fronteira do simplexo {B, E, D}.
Essa discussao nos leva a seguinte construgao ligada a um complexo simplicial abstrato,
a qual inclui todos os simplexos de dimensao elevada.

Seja X um complexo simplicial. Denote por 3;(X) o conjunto de simplexos i-
dimensionais, isto é, os simplexos que como subconjuntos do conjunto de vértices V' (X)
possuem cardinalidade ¢ + 1. Definimos as matrizes 9; como as matrizes cujas colunas
estdo em correspondéncia injetora com 3;(X) e cujas linhas estdo em correspondéncia
injetora com ¥;_1(X), definindo que a entrada na linha correspondente ao (i — 1)-
simplexo 7 e a coluna correspondente ao i-simplexo 7" é 1 se 7 C 7/ como conjuntos de
vértices e 0, caso contrario. Essa defini¢cao esta de acordo com as construgoes que ja
fizemos. Uma observacao chave relacionando as matrizes 0; e 0;,_1 é:

Proposicao 2.13. O produto de matrizes 0;_1.0; € igqual a matriz nula.

Demonstragao. As linhas de 0;_1.0; estdo em correspondéncia injetora com Y; o(X)
e suas colunas em correspondéncia injetora com %;(X). E facil ver que a entrada na
linha correspondendo ao (i —2)-simplexo 7 e na coluna correspondente ao i-simplexo 7/
é igual ao namero de elementos 7 de ¥;_1(X) que satisfaz 7 C 7 C 7/. Esse niimero ou
¢ 0, no caso onde 7 nao estar contido em 7/, ou 2, caso contrario. Ambos o0s nimeros
S0 ZEero no nosso corpo k. 0

As matrizes 0; podem ser consideradas como as matrizes ligadas as tranformagoes
lineares de Vi (X;(X)) em Vi(3;-1(X)), relativa a base de Vi (X;(X)). Abusando da
notagao, denotaremos as matrizes e transformagoes por 0;. O que temos agora é o
diagrama,

0i—1

I VZ0) B V(B (X)) 5 B V(S1(X)) B Vi(Sa(X)

no qual cada composta de duas tranformacoes lineares consecutivas é identicamente
nula, pela proposi¢ao anterior. Essa observagao nos sugere a seguinte definigao:

Definicao 2.14. Por uma complexo de cadeias C, sobre um corpo k, entenderemos
uma escolha dek-espaco vetorial C; para qualquer i > 0, junto as transformacaoes line-
ares 0; : C; — C;_1 para todo t, tal que 0;_1.0; = 0, para todo i.

Agora ,para qualquer i, definimos dois subespacos B; e Z; de C;. Z; é definido como
o nicleo de 0; e B; como a imagem de 0;,1. Pela proposicao 2.12, segue que B; C Z; e,
assim, podemos definir H;(C}) como o espago quociente Z;/Bj. Esses espagos vetoriais,
aplicados a um complexo de cadeia associada a um complexo simplicial, chamaremos
de grupos de homologia do complexo.

Descreveremos agora a algebra linear que esta envolvida no céalculo dos grupos de
homologia e, em particular, sua dimensao. Isto é, interpretaremos o calculo de grupos
de homologia de um complexo em termos de operacoes com linhas e colunas. As
operagoes com linhas e colunas serao multiplicar uma linha (coluna) por um elemento
nao nulo de k, adicionar o multiplo de uma linha (coluna) a outra e transpor um par
de linhas (colunas). Da observagao 2.3, podemos afirmar que dada uma matriz A sobre
um corpo k, podemos usar as operacoes de linhas e colunas descritas acima para obter
uma matriz A obtendo a forma

I, 0
ol
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onde n é o posto de A. A é unicamente determinada por A.
Precisaremos agora estudar as formas normais de pares de matrizes (A, B) com

A.B=0.

Proposicao 2.15. Recordando que cada matriz estd associada a uma transformagao
linear e cada transformacao linear possui sua matriz associada, sejam

vEvAw
transformacoes lineares, tais que A.B = 0. Sejam F : U — U, G :V — V e

H : W — W transformacoes lineares inversiveis. Entao temos que HAG™'.GBF =0
e existe um isomorfismo de espagos vetoriais

ker(A)/im(B) = ker(HAG™")/im(GBF).

A prova da proposicao anterior segue do mesmo fato da proposicao 2.2.
A versao matricial usa o seguinte conjunto de operacoes admissiveis em tal par.

1. Uma operacao linha arbitraria em A.
2. Uma operacao coluna arbitraria em B.

3. Realizar uma operagao coluna em A e uma operagao linha em B simultanea-
mente, com as operagoes relacionadas como segue. Se a operagao coluna em A é
multiplicacao da i-ésima coluna por uma constante nao nula x, entao a operagao
linha em B é multiplicar a i-ésima linha por 7!. Se a operacao coluna em A
¢é transpor duas colunas, entao a operacao linha emB é transpor as duas linhas
correspondentes em B. Finalmente, se a operagao coluna em A é adicionar x
vezes a i-ésima coluna na j-ésima coluna, entao a operagao linha em B é subtrair

x vezes a j-ésima linha da i-ésima linha.

Note que se aplicarmos qualquer uma das operagoes acima em um par (A, B) para
obter um par (A’, B’), manteremos a propriedade de que (A’, B’) também satisfaz
A'.B" = 0. Agora temos a seguinte proposigao:

Proposicao 2.16. Dado um par (A, B), com A.B = 0, podemos realizar operagées do
tipo descritas acima para obter o par (A’, B'), com

{Inoowoo 0}
0 0000 0

{o 0 oHo 0 ImJ

Demonstrac¢ao. Primeiro realizamos operagoes linhas e colunas em A (ndo esquecendo
de aplicar as operagoes correspondentes em B sempre que uma operacao coluna for
realizada em A) para obter um par (A’, B’) da forma
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/ / /
0 0 11 12 13
/ / /
0 01> 21 22 23
/ / /
0 0 31 32 33

para algum k. Da condigdo que A".B’ = 0, temos que Bj; = Bj, = B{; = 0. Agora
podemos realizar operagoes linhas e colunas na matriz B’, que é da forma

0 0 0
By By By
By, Bz By
Realizaremos operacoes linhas envolvendo somente as tltimas linhas, ja que as
primeiras sao nulas. Cada operagao linha possui uma operacao coluna correspondente
na matriz A’, que atingiria suas ultimas colunas, que ja sao nulas, ou seja, nao alteram
A’. Realizar essas operagoes é equivalente a realizar operagoes linhas e colunas na
matriz

By Bjy By
By By B |

que denotaremos por por B'. Podemos entio realizar operagoes (que nao alteram A’)

para transformar B’ na forma

o
0 0]

e, usando tranposi¢oes de linhas e colunas, podemos deixé-la da forma

0 01
| 0 L, |-

]

Observacao 2.17. Apresentamos espacos vetoriais associados a complexos simpliciais,
na se¢ao 2.2, grupos m,(X, zo) associado a um espago X com ponto base xq e conjuntos
70(X), tudo isso porque essas construgoes sao capazes de refletir o comportamento entre
aplicagoes de complexos simpliciais e aplicagoes continuas de espagos topologicos. FEssa
propriedade € conhecida como funtorialidade.

Para qualquer aplicagao de complexos simpliciais abstratos f : X — Y, existe uma
transformacao linear induzida H,(f) : H,(X) — H,(Y). Essa transforma¢ ao linear
¢ obtida sequindo os sequintes fatos:

1. Existem transformagcaes lineares Vi, (X, (f)) : V(X0 (X)) = Vi(Z,(Y)) que levam
elementos base o, em elementos base Yy(r;

2. O homomorfismo 0; respeita as aplicagoes Vi.(X,,(f)) no sentido que os sequintes
diagramas comutam;

3. Segue de (2) que Vi.(E,(f)) aplica Z,(X) em Z,(Y) e B,(X) em B,(Y);
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Ve(2a(X)) 22y (3, (v))
O, On

Vi(Zam (X)) = V(2,0 (Y))

4. Seque de (3) que existe um homomorfismo induzido

Ho(X) = Zu(X)/Bu(X) 2% Z,()/Bu(Y) = H.(Y)

Tendo apresentado os conceitos necessarios da topologia algébrica para o desenvolvi-
mento do trabalho, no capitulo seguinte vamos adaptar métodos homologicos descritos
previamente, a espacos bem particulares: espacos métricos finitos. Isso é importante,
pois nossos dados sao sempre nuvens de pontos, que podem ser vistas em algum R",
com a métrica discreta. Assim, depois de adaptados, nossos métodos poderao nos dar
informacoes interessantes sobre a forma ou estrutura de nossa nuvem de pontos.
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Observamos que ao aplicar os métodos descritos na secao anterior muitas vezes
nao obtemos informagao nenhuma a respeito da forma com que esses pontos entao
espalhados no espago, ou seja, da sua estrutura. Dessa forma, o o objetivo principal
desse trabalho é estender os métodos anteriores de modo que se tornem aplicaveis
a espacos métricos finitos e que nos dé informacoes procuradas. Um exemplo é a
figura abaixo, onde a expectativa seria que a ferramenta produzida pudesse identificar
o padrao de dois lagos nela.

L] - -
- L
- - -
*e® a-.
E ] - L L]
- L .
- - .
-
- - --‘- - -
. L] -.
*ae'®

Figura 3.1: Espago discreto com padrao de dois lagos. Figura de [2]

Mostraremos a seguir que é possivel desenvolver tal ferramenta e, como motivagao
dessa construgao, vamos olhar uma metodologia comum em estatistica.

3.1 Agrupamentos

O aspecto mais simples da estrutura de um objeto geométrico é o seu nimero de
componentes conexas. Porém, ao estudarmos conjuntos de pontos, que sao discretos,
obtemos que cada ponto é uma componente conexa por si s6, nao trazendo para nos
informagao relevante nenhuma sobre o mesmo. Entao, estatisticos pensaram no que
seria uma boa ideia para componentes conexas em um conjunto de pontos, sob a ideia
de clusters, que serao traduzidos por nés como agrupamentos.

Suponhamos que sao dados um espago métrico finito com pontos X = {xy, z9, -+ - 2, }
e as distancias dois a dois desses pontos. Para qualquer valor nao-negativo R, podemos
formar a relacao ~p sobre o conjunto X pelo critério:

x ~p 2’ se e somente se d(z,2') < R

Denote por ~p a relagao de equivaléncia gerada por ~r. O conjunto de classes
de equivaléncia sob ~p nos da agora uma particao de X, a qual pode ser pensada

27
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como candidata para ser as componentes conexas de X. Note que, para cada valor R,
obtemos uma particao de X.

Agora é natural perguntar qual deles é o correto a se escolher, ou seja, qual deles
representa melhor nosso conjunto de pontos. Perceba, entretanto, que nao hé necessi-
dade de escolhermos uma dessas parti¢oes, ja que cada uma delas traz informacao a
respeito do nosso conjunto.

O que fazemos é dar outra abordagem a isso, observando que existe uma compatibi-
lidade conforme R vai mudando, no sentido que se R < R’, entdo a particao associada
a R’ ¢ "mais grossa"do que a associada a R, isto é, a particao vai se encaminhando
para a trivial conforme R cresce, como indicado na figura abaixo.

Figura 3.2: Agrupamentos Figura de [2]

A figura indica a mudanca nos agrupamentos conforme o valor R ¢é alterado. O que
foi reconhecido por estatisticos é que existe um tnico diagrama, chamado dendrograma,
no qual tem-se representado visualmente as infrmacoes trazidas por todas as particoes
de um conjunto simultaneamente. A figura a seguir mostra um espaco e seu respectivo
dendrograma.

Figura 3.3: Dendrograma. Figura de [2].

O resultado é um complexo simplicial sem lacos T', também conhecido como arvore,
junto a uma aplicagao referéncia de T nos reais nao-negativos. Na nossa figura, por
exemplo, a aplicagao referéncia é a funcao altura com relagao ao eixo x.

Existe uma outra maneira de interpretar um dendrograma. Para cada valor R,
denotaremos por Xz o conjunto de classes de equivaléncia para a relacao de equivaléncia



Agrupamentos 29

~pr. Sabemos que existe uma aplicagao de conjuntos Xp — Xp/, sempre que R < R’,
a qual associa a cada agrupamento no nivel R ao (tinico) agrupamento no nivel R’ em
que ele esta incluso. Essa construcgao é tao 1til que recebe um nome especial, a saber:

Definicao 3.1. Por um conjunto persistente entendemos uma familia de conjuntos
{XRr}rer munido de aplicagoes

o Xp — Xp/, para todo R < R’

tais que

QOgQOgI = @f;”pam todo R< R < R".

Podemos falar de um objeto persistente como uma familia de tais objetos parametri-
zada por R, tendo uma plicacao do objeto parametrizado por 7 no objeto parametrizado
por r’, sempre que r < r’, com as mesmas compatibilidades acima mencionadas. Assim,
podemos generalizar tal definicao para qualquer tipo de objetos, tais como complexos
simpliciais, espagos vetoriais ou espagos topologicos, desde que estejam junto a aplica-
¢Oes entre esses objetos (aplicagoes de complexos simpliciais, transformagoes lineares,
aplicagoes continuas, etc- - - ).

Para cada conjunto persistente existe um dendrograma associado e vice versa. Va-
mos agora fazer uma reformulagdo do dendrograma (e consequentemente um conjunto
persistente), que seré associada a um espago métrico finito usando nogoes topologicas e
vai deixar claro o desenvolvimento de métodos de definicao de homologia de dimensoes
mais altas para espacos métricos finitos.

Definicao 3.2. Dados um espago métrico finito X e um numero real nao-negativo
R, construimos um complexo simplicial abstrato V R(X, R), chamado de complexo de
Vietoris-Rips de X, escolhendo o conjunto de vértices como o espago subjacente de X e
considerando que qualquer subconjunto {xo,--- ,x,} de X € um simplezo de V R(X, R)
se, e somente se,

d(z;,x;) < R para todo 1,7 € {0,--- ,n}.

Note que sempre que R < R’ existe uma inclusao VR(X, R) — VR(X, R'), ja que o
conjunto de vértices dos dois complexos abstratos sao iguais e que qualquer simplexo de
VR(X, R) é também um simplexo de V R(X, R’). Segue também que obtemos aplicagoes

[VR(X,R)] — |[VR(X, R')|.

De modo sucinto, a familia de complexos Vietoris-Rips {V R(X, R)}ger forma um
complexo simplicial persistente.

O principal ponto dessa defini¢cao é que dado qualquer espago métrico X, podemos
definir o conjunto my(|V R(X, R)|) de componentes conexas de |V R(X, R)| e devido a
funtorialidade da construcao my, obtemos um conjunto persistente {m(|V R(X, R)|) } rer-
Esse conjunto persistente pode facilmente ser visto como idéntico ao conjunto persis-
tente obtido acima. O ponto é que ele é induzido por uma aplicacao entre espacos
topologicos, as quais apontarao o caminho para definir invariantes homoléogicos da es-
trutura de espagos métricos finitos.
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3.2 Persisténcia

Antes de definirmos a construcao de Vietoris-Rips, para cada valor de R era possivel
ter uma particao ou separacao do nosso espaco métrico finito. Agora, definida essa
construgao, somos capazes de construir um complexo simplicial e, portanto, um espago
topologico, ou seja, uma estrutura bem mais rica que a antiga. No exemplo mostrado
na figura a seguir, o espaco métrico subjacente consiste de 6 pontos e esté representado
a esquerda. A barra inferior representa o valor do parametro R e a direita temos a
representacao do complexo de Vietoris-Rips associado a esse espaco métrico e a esse
parametro.

Figura 3.4: Espaco métrico e complexo de Vietoris-Rips associado. Figura de 2]

Note que o complexo simplicial associado a esse espaco e esse parametro contém
um lago e essa caracteristica nao deveria demorar a acontecer, ja que os pontos foram
"tirados"de um circulo. Isso sugere que os complexos de Vietoris-Rips podem ser tteis
para identificacdo de padroes da estrutura dos nossos conjuntos. E claro que o problema
da escolha do parametro se mantém, ja que essa construcao continua fortemente ligada
a escolha de um parametro inicial.

Perceba que no nosso conjunto o consistindo de 6 pontos, quando R é pequeno temos
que o complexo de Vietoris-Rips associado ¢ um conjunto discreto formado pelos pontos
e se torna um complexo completo (que nao admite admite lago nao trivial) quando R
¢ maior do que o diametro do espaco métrico original. Isso sugere que deveriamos
encontrar o valor "correto"para R capturar a estrutura do espaco. Entretando, nao ha
caminho 6bvio de fazer essa escolha.

A situag@o permanece analoga a situacao dos clusters, descrita na secao anterior.
La, era possivel construir um diagrama, dendrograma, que fornece uma representacao
simples do comportamento dos clusters para todos os valores do parametro R de uma
vez. Vamos agora mostrar que existe uma diagrama similar que nos leva a estudar
homologia em dimensoes mais altas de complexos de Vietoris-Rips em todos os valores
para R de uma vez também.

Dado um espago métrico finito X, podemos construir a familia {VR(X, R)}rer €
muni-la das aplicagoes inclusoes. Agora fixado um inteiro nao-negativo ¢, aplicando H;
a familia {V R(X, R)}rer, obtemos a familia { H;(VR(X, R))}rer de espagos vetoriais
parametrizados pela reta real e, lembrando da funtoriedade da homologia do capitulo
anterior, podemos dar a estrutura de espaco vetorial persistente a essa familia. Esse
espaco vetorial persistente contém informacao sobre a homologia de todos os complexos



A algebra dos espacos vetoriais persistentes 31

Figura 3.5: Familia crescente de complexos de Vietoris-Rips.Figura de [2]

de Vietoris-Rips para todos os valores de R, assim como o comportamento das transfor-
magcoes lineares induzidas pelas aplicagoes inclusoes de um complexo de Vietoris-Rips
no outro.

Antes, mesmo que obtivessemos uma particao para cada R, fomos capazes de definir
o "dendrograma'"de modo a ter uma representacao visual do que acontecia em todos
os parametros. O que faremos agora é mostrar que existe uma representacao visual e
conceitual simples para esses espagos vetorias persistentes, mas para tal, precisaremos
introduzir um pouco de &algebra.

3.3 A algebra dos espacos vetoriais persistentes

Primeiro vamos definir espagos vetoriais persistentes.

Definicao 3.3. Seja k um corpo qualquer. Entdao, por um espago vetorial persistente
sobre k, entendemos uma familia de k-espagos vetoriais {V, }.er, junto a transformagoes
lineares Ly (r,r") : V. — V., sempre que r < 1, tais que Ly(r',r").Ly(r,7") =
Ly (r,7") para todo r < ' < r”. Uma transformacao linear f de espagos vetoriais
persistentes sobre k de {V,.} em {W,} € uma familia de transformagcées lineares f, :
V., — W,, tal que para todo r < ', todos os diagramas

comutam, ou seja,

frr o Ly (r,7") = Ly (r,7") o f,.

Uma transformacao linear é um isomorfismo se admite inversa dos dois lados. Um
subespago vetorial persistente de {V,} é uma escolha de k-subespagos U, C V,, para
todo r € [0, +00), tais que Ly (r,r")(U,) C Uy para todo r < r'. Se f: {V,} — {W,}
¢ uma transformagao linear, entao a imagem de f, denotada por im(f), é o subespago
vetorial persistente {im(f,)}.
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Observagao 3.4. Em muitas construgoes a varidvel serd restrita a [0,00). Isso ficard
claro pelo contexto e nao deve causar confusao.

A nocgao de espago quociente também é estendida para espagos vetoriais persistentes.
Se {U,} C {V,.} é um subespago vetorial persistente, entdo podemos formar o espago
vetorial persistente {V,/U,}, onde Ly,y(r,r’) é a transformacao linear de V. /U, em
V. /U, que envia a classe de equivaléncia [v] na classe de equivaléncia [Ly (r,r")(v)]
para qualquer v € V.

Também queremos estender a noc¢ao de espaco vetorial livre sobre um conjunto. Seja
X um conjunto qualquer, munido de uma fun¢ao p : X — [0, +00). Vamos nos referir
ao par (X, p) como um conjunto R, -filtrado. Entéo, por um espago vetorial persistente
livre sobre o par (X, p), vamos entender o espago vetorial persistente {W,.},com W, C
Vi(X), igual ao k-espaco linear gerado pelos elementos de X|r|, onde X|[r] = {z €
X/p(z) < r}. Note que X[r] C X[r'] quando r < 7’ e, por isso, existe a inclusdo
W, C W,.

Proposicao 3.5. Uma combinagdo linear ) a,x € Vi(X) esta em W, se, e somente
se, a, = 0, para todo x com p(x) > r.

Demonstracao. Note que W, é o k-espago linear gerado pelos elementos de X|[r],
ondeX|[r] = {x € X/p(x) < r}. Assim

> . azx € W, <= para todo x nessa representacao tem-se p(z) < r, ou seja, se
existe 2’ nessa representacao tal que p(z’) > r entdo a, = 0. O

Denotaremos esse espago vetorial persistente por {Vi(X,p),}. Dizemos que um
espago vetorial persistente é livre se é isomorfo a um espago da forma Vi (X, p) para
algum (X, p) e dizemos que ¢é finitamente gerado se X pode ser tomado finito.

Definicao 3.6. Um espaco vetorial persistente € finitamente presentado se € isomorfo
a um espago vetorial persistente da forma {W,}/im(f) para alguma transformagao
linear f : {V,.} — {W.,.} entre espagos vetoriais persistentes livres finitamente gerados

(Vo e {W,}.

A escolha de uma base para os espacos vetoriais V' e W nos leva a representar
transformacoes lineares de V' em W por matrizes. Mostraremos agora que existe uma
representacao similar para transformacoes lineares entre espacos vetoriais persistentes
livres. Para qualquer par (X,Y’) de conjuntos finitos e um corpo k, uma (X, Y')-matriz
¢ um vetor |a,,| de elementos de k. Escrevemos r(x) para a linha correspondente a
x € X e c(y) para a coluna correspondente a y. Para qualquer espaco vetorial persis-
tente livre finitamente gerado {V,.} = {Vi(X, p),}, observe que Vi (X, p), = Vi(X) para
r suficientemente grande, ja que X é finito e assim o conjunto das distancias de pares
de elementos desse conjunto admite um méximo. Por isso, para qualquer transforma-
¢ao linear f : {Vi(Y,0),.} — {Vi(X,p).} entre espacos vetoriais persistentes livres
finitamente gerados, f nos da uma transformacao linear fy, : Vi(Y) — Vi(X) entre
espagos vetoriais de dimensao finita sobre k e usando as bases {¢;}rex de Vi(X) e
{@y}yey de Vi(Y) determinamos a (X, Y')-matriz A(f) = [a,,] com entradas em k.

Proposicao 3.7. A (X,Y)-matriz A(f) tem a propriedade que ay, = 0 sempre que
p(x) > o(y). Qualquer (X,Y)-matriz A satisfazendo essa condigdo determina unica-
mente uma transformacao linear de espagos vetorias persistente
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fAVe(Y, o)} — {Vi(X, p),}

e as correspondéncias [ — A(f) e A —> fa sdo uma a inversa da outra.

Demonstragdo. O vetor base y esta em Vi (Y, 0),(,) €

fley) = Z AzyPe-

zeX

Por outro lado, pela proposicao 3.5, Y .y Gayp, somente estd em Vi(X, p)o(y) se
todos os coeficientes a,, sdo zero, para p(x) > o(y).
[l

Dado um par de conjuntos finitos R -filtrados (X, p) e (Y, o), chamaremos a (X, Y)-
matriz satisfazendo as condigoes da proposigao 3.7 de (p, o)-adaptada.

Suponha agora que sao dados (X, p) e (Y,0), com p e o ambas fungoes de X e
Y, respectivamente, com valores em [0, 00). Entao a matriz A = [a,,] satisfazendo as
condicoes da proposicao 3.7 determina um espaco vetorial persistente via a correspon-
déncia

A5 Vil(X, p) fim(fa)

Temos entao os seguintes resultados sobre essa construgao.

Proposicao 3.8. Para qualquer A como descrito acima, 0(A) € um espago vetorial
persistente finitamente gerado. Ainda mais, qualquer espago vetorial persistente fini-
tamente gerado € isomorfo a um da forma 0(A) para alguma tal matriz A.

Demonstracao. Esse resultado segue imediatamente da correspondéncia entre matrizes
e transformagodes lineares dadas na proposi¢ao 3.7.
m

Proposicao 3.9. Seja (X, p) um conjunto R, -filtrado. Entao, sob a matriz da trans-
formagao linear correspondente, os automorfismos de Vi.(X, p) estao indentificados com
o grupo de todas as (X, X)-matrizes inversiveis (p, p)-adaptadas.

Proposigao 3.10. Sejam (X, p) e (Y,0) conjuntos R -filtrados e seja A uma (X,Y)-
matriz (p,o)-adaptada. Seja B uma (X, X)-matriz (p, p)-adaptada e C' uma (Y,Y)-
matriz (o,0)-adaptada. Entiao BAC € também (p,o)-adaptada e o espago vetorial
persistente O(A) € isomorfo a 0( BAC).

Observacao 3.11. Para qualquer r € F, onde F' € um corpo, a matriz elementar
e(i,7,7) € dada por ey(i,j,r) = 1 para todo t, e;;(i,5,7) = r e euw(i,j,t) = 0 sempre
que (u,v) # (i,7) e u # v. Multiplicacao a esquerda por e(i,j,r) possui o efeito de
adicionar r vezes a j-ésima linha a i-ésima linha e multiplica¢ao a direita por e(i, j,r)
tem o efeito de adicionar r vezes a i-ésima coluna a j-ésima coluna. FEssa observagao
sugere que dados dois conjuntos R, -filtrados (X, p) e (Y,0), e uma (p,o)-matriz A,
definimos uma operagao linha adaptada como a operagao que adiciona um maltiplo
de r(z) a r(z'), onde p(x) > p(a'). Similarmente, definimos uma opera¢ao coluna
adaptada como a operagao que adiciona um mailtiplo de c(y) a c(y'), onde o(y) > o(y').
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Usaremos esse resultado para classificar, a menos de isomorfismo, todos os espagos
vetoriais persistentes finitamente gerados. Comegamos definindo o espaco vetorial per-
sistente P(a,b) para qualquer par (a,b), onde a € Ry, b € R, U {oo} e a < b, com
interpretagao 6bvia quando b = +o00. P(a,b) é definido por P(a,b), = k parar € [a,b),
P(a,b), = {0} quando r ¢ [a,b) e onde L(r,r") = idy sempre que r,r" € [a,b). Note
que P(a,b) é finitamente presentado. Supondo b finito, denote por (X, p) e (Y, o) con-
juntos R -filtrados, com espago subjacente consistindo de tinicos elementos z e y, com
p(x) =aeo(y) =>. Entdo a (X,Y)-matriz 1 x 1 é (p,0)-adaptada, ja que a < be é
claro que P(a,b) é isomorfo a 6([1]). Quando b = +o0, P(a,b) é isomorfo ao espago
vetorial persistente Vi (X, p) e, por isso, pode ser escrito como 6(0), onde 0 denota a
transformagao linear zero do espago vetorial persistente {0}.

Agora segue um dos resultados mais importantes aqui, que garante que um espacgo
com certas condigoes pode ser representado como soma direta de outros espagos bem
mais simples.

Proposicao 3.12. Qualquer espago vetorial persistente finitamente gerado sobre k é
isomorfo a uma soma direta finita da forma

P(al, bl) ) P(O,Q, bg) DD P(an, bn)
para escolhas de a; € [0,+00), b; € [0,4+00] e a; < b; para todo i.

Demonstracao. Veja que uma (X,Y)-matriz (p,o)-adaptada A a qual possui a pro-
priedade que qualquer linha e coluna possui pelo menos um elemento nao-nulo, que
é igual a 1, possui a propriedade de §(A) ser da forma descrita na proposigao. Pois,
se {(x1,y1), (2,92) - - (n, yn) } € 0 conjunto de pares (x;,y;) tais que a,,,, = 1, entdo
existe uma decomposicao

oA =P Ppa)ow) e D P+

zeX—{z1,,Tn}

Entao, € suficiente construir matrizes B e C, que sao (X, X )-matriz (p, p)-adaptada
e (Y,Y)-matriz (o, 0)-adaptada respectivamente, tais que BAC' tem a propriedade que
qualquer linha e coluna possui pelo menos um elemento nao-nulo, e esse elemento é 1.
Para ver que podemos fazer isso, adaptamos a abordagem de operagoes linhas e colunas
a essa configuragao. As operagoes linha e coluna (p, o)-adaptadas consistem de todas
as multiplicagoes possiveis de uma linha ou coluna por um elemento nao-nulo de k,
todas as adigbes possiveis de um multiplo de r(z) a r(2’), quando p(x) > p(z'), e todas
as adigoes possiveis de um multiplo de ¢(y) a ¢(y'), quando o(y) > o(y’). Utilizando
essas operagoes podemos chegar em uma matriz com pelo menos um elemento nao-nulo
em cada linha e coluna. Para ver isso, primeiro encontre um y que maximiza o(y) sobre
o conjunto de todos os y com ¢(y) # 0. Agora encontre um = que maximize p(x) sobre
o conjunto de todos os x para os quais a,, # 0. Da forma com que x foi escolhido,
estamos livres para adicionar multiplos de r(z) a todas as outras linhas de modo a
zerar c(y) exceto na entrada zy. Da forma com que escolhemos y, podemos adicionar
multiplos de ¢(y) para zerar r(x) exceto em xy, sem afetar c¢(y). O resultado é uma
matriz na qual o Gnico elemento nao-nulo em ambos r(z) e ¢(y) é ag,. Multiplicando
r(z) por 1/a,,, fazemos a entrada xy se tornar 1. Excluindo r(z) e ¢(y), obtemos uma
(X —{z},Y — {y})-matriz, a qual é (p/, 0’)-adaptada, onde p’ e ¢’ sdo as restrigdes de
p e o aos conjuntos X — {z} e Y — {y}, respectivamente. Podemos aplicar o processo
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indutivamente a essa matriz. Cada operacao linha e coluna adaptada necessaria pode
ser interpretada como linhas e colunas na matriz original e nao afetardo r(x) e c(y).
Iterando esse processo, obtemos uma matriz com entradas todas nulas e observe que a
matriz transformada possui no maximo um elemento nao-nulo em cada linha e coluna.
O resultado segue entao pela proposicao 3.10. O

Tao importante quanto o resultado anterior é o proximo, que nos garante a unici-
dade a menos de isomorfismos.

Proposicao 3.13. Suponha que {V,} é um espago vetorial persistente finitamente pre-
sentado sobre k e que possui duas decomposi¢oes

{V;“} = @P(ambl) € {V;“} = @P(Cj’ dj)?
iel jet
onde I e J sao conjuntos finitos. Entao #(I) = #(J) e o conjunto da ocorréncia
dos pares (a;, b;), com multiplicidade, € idéntico ao conjunto da ocorréncia dos pares

(cj,dj).

Demonstragao. Denotemos por @i, € Cmin 0s menores valores para a; e c;, respec-
tivamente; a,,;, pode ser caracterizado intrinsicamente como min{r/V, # 0} e se-
gue qué Amin = Cmin. Agora, denote por by, o min{b;/a; = amin} € dmin com
a definicao correspondente. b,,;,, também pode ser definido intrinsicamente como
min{r'/ker(L(r,r")) # 0}, entdo by = dmin também. Significa que P(Gmin, bmin)
aparece em ambas as decomposicoes. Para cada decomposicao, considere a soma de
todas as ocorréncias do somando P(amin, bmin). Elas sdo ambas subespagos vetoriais
persistentes de {V;.} e podemos, na verdade, caracteriza-las intrinsicamente como o
subespago vetorial persistente {W,.}, onde W, é o kernel da transformagao linear
im(L(amm, 7”)) L(T,bmmﬁm_(%(ammﬁ))) v,

min

Agora segue que o numero de somandos da forma P(ain, bmin) nas duas decompo-
sigoes é 0 mesmo e, mais ainda, que eles correspondem isomorficamente nas decomposi-
¢oes. Denote por I’ o subconjunto de I obtido removendo todos os 7 tais que a; = amin
e b; = byin € defina J' de modo correspondente. Podemos agora formar o quociente de
{V,.} por {W,} e observar que obtemos as identificagdes

(V.3 {W,} = €D P(ai, bi) e {V;}/{W,} = €D P(c;, dy).
iel’ jeJ’
Por inducao sobre o nimero de somandos nas decomposicoes, obtemos o resultado.
m

Observe que existe um algoritmo analogo ao construido na proposi¢ao 2.16 para
calcular homologia, nesse caso usando operacoes linha e coluna adaptadas em vez de
operagoes arbitrarias. Esse algoritmo entao produz uma presentagao para homologia
persistente.

As classes de isomorfismo de espagos vetoriais persistentes finitamente gerados es-
tao em correspondéncia injetiva com os subconjuntos finitos (com multiplicidade) do
conjunto {(a,b)/a € [0, +00), b € [0, +0] e a < b}. Tais conjuntos podem ser represen-
tados visualmente de dois modos distintos, um como uma familia de intervalos da reta
real ndo-negativa e a outra como uma cole¢ao de pontos no subconjunto {(z,y)/z > 0
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e y > z} do primeiro quadrante no plano xy. No segundo caso, colocamos pontos
com b = 400 em cima do diagrama na linha horizontal indicando infinito. A primeira
representacao é chamada barcode e a segunda diagrama de persisténcia.

Figura 3.6: Barcode e diagrama de persisténcia. Figura de [2].

Agora temos uma solugao para o problema da se¢ao 3.1. Podemos associar a um
espaco métrico finito um barcode ou diagrama de persisténcia. O que aconteceu foi que
o nimero de Betti foi "trocado"pelas barras. O modo para conciliar essas duas no¢oes é
que, grosseiramente falando, os barcodes geralmente consistem de barras curtas e barras
longas. As barras curtas geralmente sao consideradas ruidos e as longas relacionadas
as caracteristicas geométricas.

A figura abaixo nos mostra o barcode e o diagrama de persisténcia para a homologia
1-dimensional associada ao espaco ao lado.

Figura 3.7: Barcode e diagrama de persisténcia para um espaco como um circulo Figura

de [2]

Podemos notar visivelmente que os pontos do espaco se comportam como se esti-
vessem sobre um circulo. O barcode possui varias barras curtas e somente uma bem
longa, o que reflete que o niimero de Betti da primeira dimensao associado ao espago
¢ 1 e sabemos que isso é uma caracteristica da S por exemplo. Estudaremos mais
exemplos no capitulo 5 desse trabalho.

3.4 Persisténcia funcional

Aplicar homologia persistente ingenuamente a muitos conjuntos de dados geral-
mente produz barcodes triviais, ou seja, sem barras longas na sua composicao. A razao
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disso é que os dados podem ter um ntcleo central, ao qual tudo esté conectado. Nos
dados mostrados abaixo, podemos notar que existe um ntucleo central e aparentemente
3 raios saindo dele.

ool
e
PAS
el
RN .
. '-‘,..::. .. .
Bk L e,

Grosseiramente, isso tem a forma de um ”Y” ou ”7T”, e nao esperamos capturar esse
aspecto da estrutura com métodos homolégicos, ja que esses espagos sao contrateis e
por isso possuem homologia nula em dimensoes maiores que zero. Nessa se¢cao veremos
como adaptar nosso métodos para capturar aspectos desse tipo.

Quando introduzimos homologia persistente, cada espaco métrico finito era asso-
ciado a uma familia "crescente"de complexos de Vietoris-Rips {VR(X,r)},, que era
usada para calcular homologia persistente. Existe um outro método para construir
familias "crescentes"de complexos simpliciais.

Defini¢ao 3.14. (Persisténcia funcional) Seja X um espago métrico finito e f -
X — R uma funcao a valores reais nao-negativos. FEscolha um nimero positivo real
p. Entao, pelo complexo simplicial f-filtrado com escala p vamos entender a familia
"crescente"de complexos simpliciais

{VR(f_l)([Ov RD: p)}R

Essa construgao tem um barcode proprio, que refletird as propriedades topoldgicas
em cada conjunto subnivel de f. Chamaremos esse método de produzir barcodes ou
diagramas de persisténcia de persisténcia funcional.

Uma fun¢ao muito interessante para se estudar dessa maneira é a fungao que mede
o grau de centralidade ou excentricidade de um ponto dado. Considere

e(r) = maxyexd(x,x).

Claramente, pontos que estao mais proximos do centro de X tem valores menores para
cada uma dessas e, e pontos que estao na periferia ou extremidades de X terao valores
maiores. Usaremos esses valores para estudar persisténcia dos extremos de X, e para
isso precisaremos alterar nossa funcao de modo que os pontos que possuem valores
maiores dessas funcoes aparecam primeiro em nossa filtragao. Para isso, usaremos a
fungao e dada por

(2) = emr — e(x)
- emaz emin

i n

onde €™ e ™" s3o os valores maximo e minimo, respectivamente, atingidos pela
funcéo e(z) em X. A func@o € toma valores em [0, 1], incluindo 0 e 1. Consideraremos
a familia crescente de complexos
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{VR(;TI([()? R])v P)}R

e seus barcodes em dois exemplos.

Exemplo 3.1. Estudando a homologia persistente do conjunto mais a esquerda, per-
cebemos que o conjunto gera somente barcodes triviais, ou seja, com uma barra longa
na dimensao zero e nenhuma longa em dimensoes maiores. Porém quando associamos
esse espago a fungao €, e tomamos um valor pequeno para R podemos perceber que sua
filtragao nos da nitidamente trés componentes conexas. Estudando entao a homologia
persistente desse nosso conjunto, com a fungao €, e esse valor de R obteremos o bar-
code da homologia zero-dimensional da imagem abaixo, que possui trés barras longas,
representando as trés componentes conexas do conjuntos. Assim podemos dizer que
nosso conjunto possui uma estrutura de um "Y” ou "7T” por exemplo.

ok i
.'._{E'{ #ﬁl{_&-’ﬁf ?_rg»?ﬁ
¥ s .
ﬂ;‘f W —

Figura 3.8: Persisténcia funcional para um conjunto como um ”7” ou ”Y”. Figura de

12].

Exemplo 3.2. Também associamos ao conjunto de dados abaixo a fungao €,, porém
notamos uma grande diferenca com relacao ao primeiro exemplo. Ao filtrarmos o
conjunto, o barcode zero-dimensional do conjunto nao foi alterado, ja que parece ainda
que o conjunto continua com uma tnica componente conexa. Porém, ao estudarmos o
barcode relacionado a homologia de dimensao 1 podemos notar uma grande diferenca.
O barcode que antes era trivial, agora tem uma barra longa, representando que, depois
da filtracao, a estrutura ou forma do conjunto pode ser vista como uma S*.

3.5 Persisténcia zig-zag

Objetos persistentes (conjuntos, espagos vetoriais, etc.) sao definidos por uma cole-
¢ao de objetos parametrizados pela reta real nao-negativa junto a morfismos de objetos
com parametro r em objetos com parametro 7/, sempre que r < r’. Se restringirmos
o objeto persistente a estrutura dos inteiros nao-negativos podemos ver um objeto
persistente como um diagrama

Xo— X4y — - — X, — -+

de objetos X,, e morfismos X,, — X, ;1 para todo n > 0. Podemos informalmente
dizer que um objeto persistente restrito aos inteiros nao-negativos é equivalente a um
diagrama de objetos tendo a estrutura
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Figura 3.9: Persisténcia funcional para um conjunto de dados sobre um disco.Figura
de [2].

onde os pontos sdo objetos (conjuntos, espagos vetoriais, complexos simpliciais,- - - )
e as flechas indicam um morfismo de um objeto no outro. Podemos ver esse diagrama
como um diagrama aljava. Qualquer grafo direcionado I' é chamado aljava e uma
representacao de I' sobre o corpo k£ é uma escolha de k-espacgos vetoriais V, para cada
vértice de I e uma k-transformacao linear L. : V,, — V,, para toda aresta e de v em w.
Também vamos nos referir a uma representagao de I' como um diagrama de estrutura
I'. Podemos também considerar diagramas com a estrutura

Precisamente, esse corresponde a uma familia de objetos parametrizada pelos intei-
ros nao-negativos, com morfismo X; — X;,; quando i é par e morfismo X;,; — X;
quando ¢ é impar. Chamamos esse diagrama de k-espagos vetoriais, quando k é um
corpo, de espaco vetorial de persisténcia zig-zag. Espagos vetoriais zig-zag aparecem
de muitas maneiras.

Exemplo 3.3. Considere um espago métrico finito X muito grande, tao grande que
nao sejamos capazes de calcular a homologia persistente usando complexos de Vietoris-
Rips . Em vez disso, podemos tentar formar véarias amostras {5;} de X, e tentar fazer
calculos com essas amostras do conjunto. Note que, dada tal familia de amostras, po-
demos fixar um parametro R e construir V R(S;, R) para todo i. Para tentar avaliar
a consisténcia dos calculos que obtemos com esses complexos, podemos formar unioes
S; U S;11. Note que temos as aplicacoes inclusoes S; < S; U Siy1 € Sip1 — S; U Siaq.
Essas aplicacoes induzem aplicacoes nos complexos de Vietoris-Rips e, aplicando ho-
mologia a esses complexos, obtemos k-espacos vetoriais V; = H;(VR(S;, R)) e V41 =
H;(VR(S; USit1), R). As aplicacoes inclusoes significam que temos um diagrama da
forma
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Vo—=VouVi=Vipg Vo= Voz Vg — 0o,

Em um nivel intuitivo, consisténcia entre os calculos é medida pela existéncia de
classes x; € V; e x;41 € Vi, tais que as imagens de z; e z;1; em V ;4 sao a mesma
classe nao-nula e, mais geralmente, para sequéncias de classes {z;}, com x; € V;, tais
que para todo 4, as imagens de x; e x;4; em V;,;1; sao iguais ao mesmo elemento
nao-nulo.

Exemplo 3.4. Dado um complexo simplicial X e uma aplicagao de X na reta real
nao-negativa, triangulado, com o conjunto de vértices sendo os inteiros nao-negativos
e as arestas sendo os intervalos fechados [n,n + 1], podemos formar subcomplexos
f~Y[n,n + 1]), também como f~!(n). Temos o diagrama

F7HO) = f7H(0,1]) = £ ) = fHL2) = fHE) =

Um esquema que permite calcular homologia somente dos complexos baseados nos
noédulos do diagrama e o qual pode extrair a homologia do complexo inteiro desses
calculos, permitira a paralelizagao dos calculos de homologia em pedagos pequenos do
espago. Isso é muito desejavel.

Definicao 3.15. Um k-espaco vetorial persistente zig-zag V' € chamado ciclico se exis-
tem inteiros m < n tais que V; = k param < i < n, V;=0sei < mout>n
e 0s homomorfismos V; — Vi1 ou Vi1 — V; sao todos iguais ao homomorfismo
identidade de k sempre que m <i <1+ 1 <n.

Um exemplo é

(0} k& kB ke {0y = {0} — -

Cada espaco vetorial persistente ciclico é indecomponivel, ou seja, nao pode ser
representado como soma direta de diagramas. Note que os espagos vetoriais persistentes
zig-zag ciclicos sdo parametrizados por intervalos [m, n] com extremidades em inteiros.
Escrevemos V' [m, n| para o k-espago vetorial que é ndo-nulo exatamente para os inteiros
[m,n]. Temos entao que vale também a seguinte resultado.

Teorema 3.16. Dizemos que um k-espago vetorial persistente zig-zag € de tipo finito
se:

(a) cada espago vetorial V; € de dimensao finita e;

(b) Vi = {0} para i suficientemente grande.

Entao, para qualquer k-espago vetorial persistente zig-zag de tipo finito, existe um
1somorfismo

i
para alguma escolha de pares de inteiros (m;,n;). Ainda mais, essa decomposi¢io é
unica a menos da ordem dos somandos.

O contetdo desse teorema é que existe uma descricao como barcode da classe de
isomorfismos de espagos vetoriais persistentes zig-zag, assim como no espago vetorial
persistente, exceto pelo fato de que os extremos das barras nos barcodes sao inteiros.
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Nesse capitulo temos algumas aplicacoes da homologia de persisténcia a certos
conjuntos de dados. Essa ferramenta vem se tornando cada vez mais poderosa e ttil
em varios problemas interdisciplinares, como reconhecimento de imagens, [5], e cada
vez vem se aprimorando mais para ser aplicada mais situagoes, [3]. A seguir, algumas
aplicagoes da homologia de persisténcia para obter informagoes de um conjunto de
dados e obter resultados interessantes.

4.1 CaAlculos diretos de homologia persistente

Nessa secao tomaremos alguns conjuntos de dados simples e calcularemos, usando
a construcao de Vietoris-Rips, a homologia persistente dos conjuntos.

Vamos comecar com um conjunto de dados onde cada ponto possui uma tunica
coordenada, ou seja, podemos vé-lo sobre a reta real. Suponha entdao que o conjunto
seja formado pelos seguintes pontos de R : -5, -2, 1, 3 e 5. Observe abaixo o conjunto
representado sobre a reta.

> > —» > >

Figura 4.1: Conjunto de dados sobre a reta.

Agora o que faremos é construir o complexo de Vietoris-Rips e calcular as homolo-
gias de todos esses complexos, para depois calcularmos a homologia persistente sobre
7 desse conjunto. Note que como o conjunto esta sobre a reta real, as tiinicas informa-
¢oes que poderemos obter sao sobre Hy ja que nao havera a formagao de um ciclo em
nenhuma hipotese.

Para isso, vamos comecar escolhendo € = 0 e denotar o complexo de Vietoris-Rips
associado por VR(X,0). Note que para essa escolha de €, 0 nosso complexo simplicial é
formado por 5 pontos isolados, ou seja, quando calcularmos Hy(V R(X,0), Z) obteremos
Hy(VR(X,0),Z) =ZSZ DL DL DL , ja que esse grupo de homologia detecta as
componentes conexas.

Note que, para 0 < ¢ < 2, esse complexo simplicial nao sera alterado, ja que a
distancia euclidiana minima entre dois pontos distintos do nosso conjunto é 2.

41
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Agora, para ¢ = 2, teremos o acréscimo de dois 1-simplexos no nosso complexo
simplicial, ja que d(1,3) = 2 e d(3,5) = 2. Entéo, do modo como ¢é definida a construgao
de Vietoris-Rips, devemos considerar {1,3} e {3,5} como simplexos do nosso complexo.
Logo, a representacao de V R(X,2) fica representada abaixo e Hy(VR(X,2),Z) =Z &
Z & 7 , ja que trés pontos agora estao conectados por arestas.

Para 2 < e < 3 o complexo nao ¢é alterado, ou seja, o Hy permanece o mesmo.

Para ¢ = 3, como temos d(—5, —2) = 3 e d(—2,1) = 3, teremos que acrescentar os
simplexos {—5, —2} e {—2, 1} no nosso complexo simplicial e agora tudo esta conectado,
ou seja Hy(VR(X,3),Z) = Z. Como estamos interessados no Hy do nosso complexo e
todos os pontos ja estao conectados, sabemos que para qualquer € > 3 o complexo, e
portanto o grupo de homologia, nao se alterara. Entao ja estamos prontos para calcular
a homologia persistente desse conjunto.

Das informacgoes obtidas obtidas acima podemos notar que ha a morte de duas
componentes no instante € = 2 e mais duas no instante ¢ = 3, assim a homologia
persistente, olhando somente para Hj, pode ser dada pelo seguinte conjunto

{[0,00) @& [0,2] & [0,2] & [0, 3] & [0, 3] }.

Representando como barcode e diagrama de persisténcia obtemos

L

Perceba que o diagrama de persisténcia tem so trés pontos, porém deve-se perceber
que os pontos (0,2) e (0,3) possuem multiplicidade dois, ji que representam cada um
dois intervalos da homologia persistente.

Utilizando o R, com o pacote TDA, e entrando com os dados obtemos o seguinte
diagrama de persisténcia e barcode:
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Figura 4.2: Diagrama de persisténcia e barcode
Perceba que obtemos um barcode e diagrama de persisténcia idénticos ao da nossa

analise. Além do barcode e diagrama de persisténcia, o programa também pode gerar
o dendrograma associado, como segue:

¥
|

=
o

2.0
[

1.0

0.0

Figura 4.3: Dendrograma

Olhando o dendrograma é facil concluir que quando o parametro foi 2, trés compo-
nentes se juntaram e o mesmo ocorreu no parametro 3.

Nesse exemplo, como tinhamos dados com somente uma coordenada, nos preo-
cupamos somente com os 0-simplexos e 1-simplexos, ja que sabiamos que ciclos nao
apareciam. Agora vamos considerar um conjunto de pontos onde cada ponto possui
duas coordenadas, e assim deixar o exemplo um pouco mais interessante, ji que o
aparecimento de ciclos pode ser possivel.
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Tomemos agora o conjunto formado pelos seguintes pontos : a = (0,0), b = (0,2),
=(2,0),d=(2,3),e=(3,1) e f = (3,3), representados na figura abaixo.

Figura 4.4: Conjunto de dados sobre o plano.

Vamos construir os complexos e calcular as homologias para obtermos a homologia
persistente, como no exemplo anterior. A diferenca agora é que podem ocorrer ciclos,
entao calcularemos tanto Hy quanto H;, logo estaremos construindo o complexo de
Vietoris Rips somente com 0-simplexos, 1-simplexos e 2-simplexos.

Escolhendo € = 0, temos que o nosso complexo ¢é formado por 6 pontos isolados do
plano, ou seja, Hy(VR(X,0),Z) =Z P LZPLPLDPLZ D Z e H(VR(X,0),Z) =0, ja
que nao temos nenhum ciclo no nosso complexo ainda.

O proximo simplexo aparece quando € = 1, ja que d(d, f) = 1. Entdo, para e = 1,
temos a adi¢ao de um 1-simplexo unindo d e f e assim perdemos uma componente
conexa, ou seja, Hy(VR(X,1),2) =Z®Z P Z ®Z & Z. Ainda nao temos a aparigao
de nenhum ciclo.

Seguindo de modo anélogo ao primeiro exemplo obtemos a seguinte filtracao do
nosso complexo:

b
Vi

Figura 4.5: Filtragao

I
o]

A figura (1) é relacionada com o € = 1, ja descrito acima.

Em (2) temos representado V R(X,+/2), onde nao podemos notar a formacao de
nenhum ciclo, mas é notavel a perda de uma componente conexa, ji que temos que
acrescentar o 1-simplexo {c, e}, ou seja, Hy(VR(X,V2),2) =2 7O L DT .

Em (3) temos representado V R(X,2), onde foram adicionados trés 1-simplexos:
{a,b}, {a,c} e {f,e}. Logo Hy(VR(X,2),Z) =7, quanto H; ainda nao foi alterado.
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Em (4) temos representado V R(X,v/5) e onde acontecem duas coisas novas. A
primeira é a adi¢ao de um 2-simplexo {d, e, f} e a segunda é a formagao de um ciclo.
Além dessas duas novidades, também acrescentamos mais dois 1-simplexos. Assim
Hy(VR(X,V5),Z) = Z ¢ H(VR(X,V5),Z) = 7Z, ja que houve a formacdo de um
ciclo no complexo.

Em (5) temos representado V R(X,/8) onde ha a adicdo de mais um 2-simplexo,
o simplexo {a,b,c}, mas que nao altera em nada as homologias, ja que tudo ainda
permanece conexo e o ciclo persiste.

Em (6) temos representado V R(X, 3), onde ha a adigdo de mais dois 2-simplexos e
assim o ciclo é preenchido, zerando a H;.

Como nossos dados estavam no plano, essas sao as tinicas homologias que poderiam
nos trazer informagoes a respeito de sua estrutura, entao paramos por aqui. Analisando
as informacoes acima, podemos calcular a homologia persistente do nosso conjunto de
dados.

A homologia persistente do nosso conjunto, levando em conta o Hy e o Hy, respec-
tivamente, &

{[0,00) @ [0,1] @ [0,v/2] ® [0, 2] ® [0, 2] & [0,V5]} e {[V/5,3]}.

Representando como barcode e diagrama de persisténcia obtemos

onde a cor vermelha esté relacionada ao Hy e a cor azul ao H;.
Utilizando o R, com o pacote TDA, e entrando com os dados obtemos os seguintes
dendrograma, diagrama de persisténcia e barcode:

00 05 1.0 1.5 20
1

Figura 4.6: Dendrograma

Novamente, diagrama e barcode muito préoximos da nossa analise.
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Death

Figura 4.7: Diagrama de persisténcia e barcode

Podemos cada vez mais generalizar esse conjunto de pontos e fazer essa mesma
anélise, porém corforme os pontos vao tendo mais coordenadas, mais dificeis sao os
calculos e visualizagoes e para isso temos o auxilio dos computadores. Existem varios
pacotes de softwares que calculam homologia e homologia persistente, podemos citar:

1. R, com pacote TDA (usado no exemplo);
2. CHOMP:
3. Javaplex;

4. Dionysus;

Nesses programas entra-se com um conjunto de dados e eles fornecem como res-
posta os objetos de homologia persistente, como barcodes, diagramas de persisténcia
e dendrogramas. Em alguns deles ¢ até possivel escolher a construcao do complexo
simplicial, Vietoris-Rips, CW-complex, Witness, entre outros.
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4.2 Patas de animais

Na seguinte aplicagao consideraremos os animais Bisao, Orangotango, Galinha,
Gato e Cavalo.

Primeiro vamos comecar com uma pata padrao de cada um desses animais, repre-
sentadas abaixo.

Bisdo Orangotango

Galinha

Gato Cavalo

Figura 4.8: Patas.

Depois, tranformamos essas patas num conjunto de pontos do R?. Isso nao é facil,
porém cada dia mais se desenvolvem algoritmos e programas que nos permitem a partir
de uma imagem, extrair pontos principais ou relevantes, para se efetuar o calculo da
homologia de persisténcia. Obtemos os seguintes conjuntos de pontos:
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Calculando a homologia persistente desses conjuntos, usando a construcao de Vietoris-
Rips, obtemos, ja descartando os ruidos, os seguintes barcodes:

om0 .t
Ho — He —
Hi1 - Hi -

Ho =

¥ P —

Agora temos informagoes sobre a homologia desses dados em qualquer ¢ escolhido
na construgao do complexo e podemos dividi-los em alguns grupos. A ideia aqui é
pegar qualquer pata acima e identificar a qual animal essa pata pertence. Vamos ver
como fazer isso.

Primeiro, notemos que para um pequeno valor de ¢, o Ginico conjunto de dados que
nao é completamente conectado é o conjunto de dados do gato. Em outras palavras,
se estudarmos o barcode da homologia zero-dimensional e percebermos que ele possui
mais do que uma barra, podemos afirmar que essa pata que estamos estudando é de um
gato. Perceba que o barcode da homologia zero-dimensional das outras quatro patas
possuem somente uma barra, entao precisaremos de outro critério para separa-las.

Usando agora o barcode da homologia uni-dimensional para os outros conjuntos de
dados, podemos notar que o tnico barcode que possui trés barras para um valor pequeno
de € é o relacionado aos dados do bisao, nao é dificil perceber quais sao os trés ciclos
da imagem que dao origem a isso, a0 mesmo tempo que os outros conjuntos de dados
possuem somente uma barra. Entao usando o barcode da homologia unidimensional é
possivel classificar se a pata é ou nao de um bisao.

As outras trés patas possuem conjuntos de dados que produzem barcodes muito
parecidos, entao aqui utilizaremos uma ferramenta introduzida em 3.14, a persisténcia
funcional.

Para resolver nosso problema utilizaremos a funcao profundidade, ou seja, colo-
caremos uma reta real na vertical ao lado do conjunto de dados, com o zero dela
correspondendo ao ponto mais alto da imagem. Projetamos agora os outros pontos na
reta. Assim cada ponto assumiu um valor positivo na reta real. Definimos uma f em
cada ponto do conjunto como o nimero em R sobre o qual esse ponto se projetou.
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Ho —_— Ho

Ho

Observe que, para um pequeno valor de R, o barcode associado a pata do orango-
tango possui quatro barras, o barcode associado a pata galinha possui trés barras e o
barcode associado a pata do cavalo possui duas barras, todas na dimensao zero. Entao,
isso resolve o nosso problema para identificar as patas de animais.

4.3 Mosca do figo - Zaprionus Indianus

Os dados dessa aplicacao foram coletados e cedidos pela estudante Isabelle Bueno
Silva, graduada em ciéncias biologicas, UNESP - Rio Claro.

Desenvolveu-se uma pesquisa sobre o efeito da umidade no periodo de pupacao da
mosca Zaprionus Indianus, popularmente conhecida como mosca do figo. As varidveis
em questao eram tamanhos da asa e do corpo.

O interesse na pesquisa aconteceu porque essa mosca esté sendo considerada praga
e os agricultores estao perdendo muitos de seus frutos para esse animal. Ao contrario
das outras moscas que atacam frutos em estado de decomposicao, essa ataca o figo
no inicio de sua maturacao, causando seu apodrecimento. Além desse problema, essa
mosca também chega a fase adulta muito rapidamente, cerca de 15 dias apoés ser ovulada
e vive muito tempo, tendo assim um periodo fértil muito longo e se reproduzindo muito.

A ideia original, de que a umidade alterava as caracteristicas da mosca, foi compro-
vada, ou seja, existe uma separacao entre os dados das moscas desenvolvidas com um
periodo de pupagao com umidade normal e com umidade alta. O que queremos é tentar
identificar essa caracteristica usando métodos homolodgicos descritos nesse trabalho.

No conjunto de dados abaixo, a cor azul representa dados de moscas da alta umi-
dade, a cor vermelha representa da baixa umidade, o eixo na vertical representa o
tamanho da asa e o na horizontal o tamanho do corpo. O conjunto de dados pode ser
representado na figura abaixo.

Calculando a homologia persistente desse conjunto obtemos somente barcodes tri-
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viais, ou seja, no nivel 0 de homologia temos apenas uma barra longa e no nivel 1
de homologia nenhuma barra longa. Poderiamos aqui entao desistir e aceitar que o
método nao era eficaz nesse problema. Porém, em 3.14, vimos que existe como filtrar
nosso conjunto, utilizando uma funcao, e assim talvez obter informacoes que foram
passadas em branco.

O problema desse conjunto de dados é que por mais que haja uma separacao,
existe uma regiao comum dos dados de alta e umidade normal, ou seja, todos os dados
estao conectados a um conjunto central. O que faremos agora é considerar a funcao
excentricidade adaptada, €,, descrita em 3.14. Essa fungao associa os pontos mais
afastados do centro do conjunto a valores préoximos de zero, enquanto os pontos perto
do centro do conjunto sao levados a valores proximos do 1. Podemos entao filtrar esse
conjunto para valores entre 0 e 1.
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Agora calculando as homologias persistentes dessas filtragoes obtidas somos capa-
zes de perceber que ha de fato uma sepacao existente entre as umidades, ja que o
nosso Hy possui duas barras nas filtragoes com valores mais proximos de zero, ou seja,
nesses estagios ha uma separagao do conjunto em duas componentes conexas, que sao
visivelmente os dados associados a alta umidade e a umidade normal.
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Podemos concluir entao, que relevando uma pequena regiao de interseccao, essa
condicao tem uma influéncia no desenvolvimento da mosca.
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