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RESUMO

O presente estudo trata de uma pesguisa ha aeade ensino e grendizagem de Calculo.
Foi redizado um experimento de exsino com um grupo de dunos da graduac@® em Fisica da
UNESP de Rio Claro, que etavam cursando a disciplina de Calculo pela aordagem
tradicional do conceto de limite. Durante seis encontros, tépicos de Céalculo foram trabalhados
segundo a @ordagem infinitesmal, com o auxilio da ferramenta zoom do software Corel
Draw. As concepcdes espontaneas infinitesmais dos alunos foram legitimadas e, a partir
delas, o estudo nessa nova aordagem foi desenvolvido. As relagdes entre & concepcdes
evocadas pelos alunos e suas impresHes bre o trabalho redizado sdo analisadas aqui. Os
alunos apresentaram um novo conhedmento que cnsiste en um amalgama aitre 0s concetos
de limite einfinitésimo, indicando a superacd do dbstaaulo infinitesmal presente nos cursos
de Célculo para dunos de Fisica cujo objetivo é trabalhar com as concepgdes espontaneas dos
alunos e @wm os concetos, de modo a glicalos em diversas &reas do conhedmento, sem

formaliz&los.

Palavras-chave: Céculo Infinitesimal, infinitésmo, imagem concetua, obstaaulo

epistemolgico.



ABSTRACT

This dudy is a reseach on leaning and teading of Calculus. A teading experiment
was redized with a group of physics gdudents who were datending a Calculus course acording
to the traditional approach of limits at UNESP, Rio Claro. During six medings, topics of
Calculus were worked acmrding to the infinitesimal approacd, with the support of the Corel
Draw zoom. First the students spontaneous conceptions on infinitesimals were legitimized
and then the study in this new approach was developed. The relations between students
evoked conceptions and their impresgons about the work done in the medings are analyzed.
The students presented a new knowledge ansisting in an amalgam of limit and infinitesimal
number concepts, indicaing the overcoming of the infinitesimal obstade that emerges in
Calculus courses for physics dudents, where students spontaneous conceptions are taken up
and mathematicd concepts are developed informally, aiming at their applicaion to various
areas of knowledge.

Key words: Infinitesmal Calculus, infinitesimal number, concept image, epistemologicd
obstade.



APRESENTACAO

O presente trabalho € um estudo sobre a concepcdes apresentadas por um grupo de
quatro estudantes de Calculo da graduac@® em Fisica, da UNESP, Rio Claro, sobre ancetos
de Calculo Infinitesimal. A lineaidade que o leitor encontrara neste trabalho ndo teve origem
no inicio da pesquisa. Antes de obter esta forma final, ocorreram diversas visitas ao referencial
tedrico, as questdes de interese e & transcricdes dos encontros com os alunos, buscando uma
melhor nitidez arespeito dos objetivos e da ontribuicdo que este trabalho poderia dar a
Educac® Matematica A dissertac@® que o leitor tem em méos ficou, portanto, estruturada da
seguinte maneira:

No primeiro cgpitulo, o leitor encontra atragjetoria desta pesquisa, desde s justificagdes
da escolha do tema de investigacé, passando por minha formac@ acalémica, até os objetivos
e ontexto no qual estainserida.

O segundo capitulo traz uma revisdo bibliogréfica a respeito do tema Calculo
Infinitesmal e Andlise Nao-Sandad, e uma mparac® entre & obras e a presente
dissertacd®. Num primeiro momento, é feita uma revisdo de dguns livros-texo que tratam do
tema. Posteriormente, ess tema édiscutido por trabahos b o0 pono de vsta daEducacdo
Matemética.

No tercero capitulo apresento o referencial tedrico que sustenta esta pesquisa, dando
condicOes de andlisar os dados coletados nos encontros de Calculo Infinitesmal. As teorias
gque goiam a andlise e adiscussio dos dados foram elaboradas por David Tal e Shlomo
Vinrer, no que tange a onstrucd de uma imagem concetual e sua relac@® com a definicéo
concetual; e por Bernard Cornu, no que diz respeito as concepgdes espontaneas e proprias
sobre um conceito.

No capitulo seguinte, apresento a escolha metodoldgica que sustenta este trabalho e os
procedimentos utilizados para cnseguir os dados que servem para gudar a refletir sobre a
pergunta-diretriz e questdes de interes<.

O quinto capitulo trata desses dados. Sdo trechos agrupados e recrtados dos encontros
de Cdaculo Infinitesmal, que formam os episodios desta pesquisa. Esses episodios 0

apresentados segundo um tema cmum aos tredos que o constituem.



No sexto cegpitulo desta dissertacé®, olho para os dados a partir do quadro tedrico
discutido no capitulo I11. As andlises $50 apresentadas em cinco categorias, que tentam refletir
arespeito da pergunta que guia esta pesquisa.

No ultimo capitulo, retomo algumas idéias defendidas durante adissertacé, apresento
uma reflexdo a respeito de uma opini&o sobre o trabalho desenvolvido com os alunos e indico
um posdgvel caminho a ser percorrido futuramente.

No anexo, os sis encontros de Célculo Infinitesimal encontram-se transcritos.

No apéndice apresento a fundamentacd® das concepgdes infinitesmais dos alunos.
Tratase de um estudo sobre Andlise Infinitesimal, sendo abordada segundo dois métodos:

método construtivo e método axiomatico.

vi



CAPITULO |

TRAJETORIA DA PESQUISA

A presente pesquisa esta inserida na a&eade ensino e grendizagem de Calculo. Trata-se
de um experimento de exsino redizado em aguns encontros com um grupo de dunos da
disciplina de Calculo do curso de graduac@® em Fisica da UNESP de Rio Claro, cuja
abordagem € atradicional, baseada no conceto de limite. O trabalho desenvolvido foi um
estudo a respeito de dguns concetos de Calculo, tratados sgundo a @ordagem infinitesimal.
O objetivo é saber como eses aunos lidam com as concepcdes infinitesmais e interpretar as
relagdes entre & idéias apresentadas por esses estudantes. Acredito que, com a legitimacd® e
valorizac® dessas concepgoes, o obstaaulo infinitesimal a grendizegem do conceto de limite

sgja mais fadlmente superado.

1. Algunsporqués

Neste momento, apresento justificagdes para a escolha do tema e de outros aspedos da
pesquisa. O leitor podera notar uma grande influéncia de minha trajetoria acaémica nessa
escolha e perceber ainda que muitas possbilidades surgiram a partir de meu contato com a
UNESPde Rio Claro.

Por que....

...0Calculo?

Durante toda minha graduac®, no curso de Licenciatura en Mateméatica pela
Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), estive an contato com o Calculo
Diferencia e Integral (CDI), sgja como aluna de CDI 1 e 2, como monitora de CDI 1 ou como
bolsista de Iniciac® Cientificapela FAPERGS'.

Diferentemente do curso de Badharelado em Matemética, cujos alunos ingressavam na
universidade e arsavam CDI 1 sem nenhuma caleira wmo pré-requisito, fazam parte do

curriculo obrigatorio de Licenciatura a disciplinas Matemética Elementar 1 e 2, como pré-

! Fundac&o de Amparo & Pesquisa do Estado do Rio Grande do Sul.



requisitos para o CDI 1. Na redidade, o primeiro contato que tive com nocdes de Calculo
amnteceal cursando tais cadeiras.

Por quase dois smestres, trabalhei como monitora de CDI 1. Os trabahos foram
interrompidos devido a oportunidade de receber uma bolsa de Iniciacé@ Cientifica Do horario
de monitoria, a maioria dos alunos que participavam era dos diversos cursos de Engenharia
ofereddos pela UFRGS. Muitos deles viam dividade como tempo paratratar de asuntos
como o andamento da disciplina de Célculo e de outras cadeiras, aulas espedais de exercicios,
maneira pela qual certos professores trabalhavam os contelidos, provas e suas corregies,
organizac@ do curriculo dos cursos e vestibular. O objetivo principal, porém, era solucionar
dividas e resolver exercicios de Céculo. Algumas dessas dlvidas me dhamaram a aencéo,

principamente & que tratavam de aauntos como a definicBo e notacd® da derivada,

diferencial e integral. O que significa % ? E apenas um simbolo? Tem sentido se analisarmos
X

separadamente dy e dx? Qual a semelhanca mm Ay e Ax? O que significao dx que guarece

no simbolo de integra? Muitas dessas questdes passram a ser minhas dlvidas também.
Certamente, a eperiéncia como monitora foi importante para minha formacd® e para
despertar o interesse por aspedos ligados ao ensino e gorendizagem do Calculo.

O trabalho desenvolvido como bolsista de Iniciacd® Cientifica foi na &aea de Andlise,
num primeiro momento, e Algebra, no Ultimo ano da graduac®. O Ultimo estudo teve @mo
tema ateoria de polindbmios e métodos de mntagem e determinacd de suas raizes, como por
exemplo, 0 méodo de Newton, de Budan-Fourier e de Descartes. Para esse trabaho, foi
estudada a derivada de polinbmios e arelac® com suas raizes. Essa fase proporcionou um
amaduredmento no conhedmento matematico, bem como na préticade pesquisa nessa aea

A empatia pelo Céculo, iniciada ja durante a graduac®, e dedsiva na opcéo pela
atividade de monitoria, levou-me a ata diregdo. Pensando nas indagagdes desencadeadas a
partir de dividas dos alunos que participavam da aividade e, levando em conta meu gosto
pelo asaunto, surgiu a vontade de rediza uma pesquisa na aeade ensino e grendizagem de
Célculo.



... osinfinitésimos?

O estudo das indagagdes citadas na sec@ anterior se gorofundou quando foi exigido um
trabalho na disciplina de Histéria da Matemética, cujo tema escolhido por mim foi Leibnize o
Calculo. Dentro da hibliografia estudada para a éaborac® deste trabalho, estava o artigo
“Cdlculo Infinitesimal: Passado ou Futuro?’ (BALDINO, 1995. Ao ler ese atigo, entrei em
contato com os nimeros hiper-reas’ e Andlise Ndo-Standard. Uma aenc& maior foi dada as
infinitésimos. 1s era uma novidade tanto para mim quanto para agrande maioria de meus
colegas e para muitos de meus profesores, inclusve os que ministravam aulas de CDI e
Andlise. A leitura dese atigo e essa Stuac@® de novidade foram os fatores que fizeram com
gque a1 me interessase pelo asunto.

Ao ingressar no programa de pos-graduacé® em Educac® Matematica, da UNESP,
campus de Rio Claro, como auna epeda, em marco de 200Q comece a freqlentar o
subgrupo do GPA® denominado Problemas Espedais em Educac® Matemética, que @a uma
disciplina optativa do curso de Licenciatura en Matematica dessa ingtituicdo. Além de serem
discutidas questbes bre o curso e aprética dos professores de Calculo, fichas de trabalho
sobre topicos de Calculo Infinitesimal eram trabalhadas pelos alunos. Nesse grupo, vi que ga
possvel desenvolver o Calculo via aordagem infinitesmal, e que, nese ntexto, conseguia
responder as perguntas que faza desde a @ocada aividade de monitoria na UFRGS. Iniciou-

se, entdo, a daboracd de um projeto de pesquisa na aeade Calculo Infinitesimal.

...ocurso de Fisica?

No momento de prestar a prova de selec@, pela primeira vez, em setembro de 1999
para ingreso nesse programa de pés-graduacd®, entrei em contato com a Profa. Dra. Miriam
Godoy Penteado”, que estaria ministrando, no semestre seguinte, a disciplina de Célculo | para

0s cursos de graduac@® em Geologia e Fisica Na éoca levantamos a posshilidade de au

2 O conjunto dos nimeros hiper-reais é um corpo ardenado que ntém os nimeros infinitos, eementos
infinitesimais, nimeros reais e 0s nUmeros pertencentes as monadas dos reais. Ese ramo da matematica é
conheddo como Andli se Nao-Standard.

% O Grupo de Pesquisa-Acdo (GPA) da Unesp de Rio Claro, desde o inicio desta pesquisa (2000 até o julho de
2002 foi coordenado por Dr. Roberto Ribeiro Baldino, orientador desta pesquisa, e por Ténia Cristina Baptista
Cabral, e teve @mmo colabaradora aDra. Lourdes de la Rosa Onuchic. O foco de estudo do grupo é o fracas no
ensino da Matemética.

* Profesra do Departamento de Matemética e do Programa de Pés-Graduagdo em Educacdio Matemética da
UNESRRIio Claro.



estar auxiliando-a na disciplina, devido ao meu interesse pela pesquisa na deade ensino de
Célculo.

A Fisca e em espeda, a Mecaica do Continuo estdo baseadas em concedtos
infinitesimais (BALDINO, 1995. No subgrupo do GPA, referido na secd anterior, havia a
possbilidade de se trabalhar com esses concetos aplicados a problemas da Fisca Tendo em
vista arelac@® entre a concepcdes infinitesimais e aeade mnhedmento, e que aProfa
Dra. Miriam Godoy Penteado havia aceado postivamente para minha participacd® na

disciplinade CDI 1 para agraduacé em Fisica, escolhi ese arso.

2. Pergunta-diretriz e questdes de interesse
Com base no que foi explicitado anteriormente, apresento a pergunta-diretriz desta

pesquisa:

Como adunosde Célculo | do curso de Fisica, da UNESP de Rio Claro, lidam com as
concepgdes infinitesimais, no trabalho com topicos dessa disciplina, estudados sgundo a

abordagem infinitesmal?

Detalhando essa pergunta, aponto questdes de interesse que auxiliaram na interpretacé
dos dados:
- Que mncepcdes espontaneas infinitesimais foram trazdas pelos alunos?
- Que mncepcdes formaram aimagem concetual de infinitésimo e de derivada?
- Qua a relac® entre a imagem concdtual e a definicdo forma no contexto
infinitesmal?
- Que dificuldades e onflitos foram encontrados no trabalho de dguns concedtos de
Calculo, segundo a aordagem infinitesimal ?
- Que mmparagdes os alunos fizeram entre a dordagem infinitesimal e ado conceto
de limite?
Estou considerando o contexo infinitesimal como o campo de wnhedmento onde @uam
as concepcdes infinitesmais. As concepgoes infinitesimais aqui sdo entendidas como idéias
gue tratam do concedto de infinitésmo, considerando ese nceto desde o tempo em que

comegou a ser utilizado até os dias de hoje, passando por Leibniz, Cauchy e Robinson, apenas



para dtar alguns nomes. Ess sentido € o mesmo que o dado no trabalho de Baldino e Cabral
(2000, gque serd cmentado no proximo capitulo. O termo infinitesimais ndo &, portanto, para
ser pensado como adjetivo para concepgdes, como O Senso comum poderia supor. Do
contrério, as concepcdes quase nem existiriam de t&o pequenas! Ou tenderiam a zeo!

Os demais termos, como imagem e definicdo concatual, seréo definidos no capitulo 111,

gue trata do referencial tedrico da pesquisa.

3. O obstaculo infinitesmal

A disciplina de Célculo Diferencial e Integra encontra-se, geramente, no curriculo de
diversos cursos das Ciéncias Exatas e en aguns das Ciéncias Biologicas. Tradicionalmente,
0s topicos que fazam parte do programa dessa disciplina so trabalhados sgundo a dordagem
via conceto de limite. Dificuldades e obstaaulos epistemoldgicos reladonados a es @mnceto,
no sentido de Badhelard (1983, sfo temas de pesquisas redizadas na aeade grendizagem do
Célculo (CORNU, 1983 SIERPINSKA, 1985, 1987, e.g.). De a®rdo com Badelard (1983
p.147, grifos do autor),

[...] é en termos de obstaculos que se torna predso apesentar o problema
do conhedamento cientifico. E ndo se trata de considerar obstécul os externos,
como a complexidade e fugacidade dos fenémencs, nem de incriminar a
fragilidade dos sentidos e do espirito humano: é no préprio ato de conhecer,
intimamente, que aparecem, por uma espécie de imperiosidade funcional, as
lentidbes e as dificuldades [...] conhecemos contra um conhecimento
anterior [...].

Os obstaallos epistemologicos, nese sentido, sd80 conhedmentos, crencas que
funcionam num determinado contexto, por algum tempo. Quando evocadas em outro contexto,
podem ndo responder a nova demanda. Quando is® ocorre, ese mnhedmento torna-se um
obstaculo a arendizagem. No sentido de Badelard, essas crengcas S0 postivas a
aprendizagem. E por causa de sua eisténcia que se mnhece 4go novo, pois conhecese
contra um conhedmento anterior. O conhedmento antigo € usado para se mwnhece ago novo,
gue o incorpora. O novo sO é asm, por causa do velho. Conhecese ao se trabalhar, através de
situagdes conflitantes, com 0 conhedmento que @nstituiu o obstaaulo. Quando o aluno supera
0 obstaaulo, ele abre méo de uma aenca que tinha e que funcionava bem, e passa apreferir

algo novo. “Com 0 uso, as idéias < valorizam indevidamente” (BACHELARD, 1996 p. 19,



grifo do autor). A superacé do obstaaulo tarda a aontece, porque aidéia que o constituia
funcionava bem, era feaunda no seu campo de vdidade. E através do enfrentamento e
superac® dese obstdaulo que o sujeito se fortalece e prende. Segundo Badeard, o
obstaculo é mmponente essencial do novo conhedmento a ser adquirido. Assm, ele ndo é
entendido como empecilho ao proces de grendizegem.

Quando um obstaaulo aparece aaedito que ha duas formas de ajir perante e
conhedmento. Uma delas € ignorar a existéncia desse obstaaulo, desviando-o. Outra forma de
encaar a dtuacd® € acéalo e efrentdlo. Com esss duas maneiras, vai-se dém do
obstaaulo. H&, porém, uma diferenca significaliva entre a& duas. Com a primeira, desvia-se 0
obstaaulo. Com a segunda dternativa, superase o obstdaulo. Superar, no sentido de
Badhelard, € formar um novo conhedmento que incorpora o velho como negac dialética, ou
sgja, forma-se um novo conhedmento que ésempre novo de um antigo que Ndo se separa dele.
Remnhecese no novo o antigo conhedmento. Vai-se dém, conservando o velho. O
conhedmento novo sO € assm porque foi conheddo contra um velho conhedmento.

Cornu (1983 e Sierpinska (1983, 1985 1987) apresentam trabalhos sobre os obstaailos
epistemoldgicos a grendizagem do conceato de limite. Cornu (1983 mostra que &
concepcdes infinitesmais constituem um desses obstaaulos: “E o segundo grande obstaaulo
para 0 auno; tudo se pass MO se &istisem nUimeros muito pequenos, menores que 0S
‘verdadeiros nlmeros, mas entretanto ndo nulos’ (Ibid, p.152, grifo do autor, tradugZo de
Luisa R. Baldino). Chamo de obstaculo infinitesimal as concepgdes infinitesmais que
tornam-se obstaaulo epistemoldgico a gorendizagem do conceto de limite.

Segundo os trabalhos adma dtados, fica dedarada a presenca de ncepcdes
infinitesimais no pensamento dos alunos ao trabalharem com o conceito de limite. Geramente,
nos cursos de Calculo, os professores ndo remnhecem essas concepcdes. Se expressam esses
idéias, is é feito de forma dandestina (BALDINO, 1995. No contexto do conceto de limite,
tanto se @ordado formamente, quanto intuitivamente, os professores podem falar em
infinitésimos. Mas, geralmente ndo sdo reconheddos como forma legitima de trabalho. Néo
sd0 vaidos & grareceem, por exemplo, em respostas as questdes de uma prova. Podem surgir
nas falas de dunos e profesores, mas ndo numa prova. O que élegitimo € o conceto de

limite. Es® €0 uso clandestino dos infinitésmos. Nessa situac@®, o obstaaulo infinitesmal é



desviado. O que pode ser visto, no quadro geral da disciplina, € a caaderistica do fraca,
como gerdmente se aitende por isL: dtos indices de reprovac@® e dunos ndo sendo
escutados e impedidos de se expressar da maneira que aceditam, por exemplo. Devem
responder de aordo com o contexto do limite, mesmo que & concepgdes infinitesimais
estejam presentes.

Nesta pesguisa, optel pela seguinte postura, que ejuivae a segunda forma,
anteriormente dtada, de encarar um obstaaulo: “A construcéo de estratégias pedagogicas de
ensino deve entéo levar em conta tais obstaaulos. Nao é uma questéo de ervitalos, e sSm, ao
contrério, de levar o aluno a encontré-los e superé-los’® (CORNU, 1991 p.162, traducéo
minha). Sabendo, portanto, da existéncia das idéas infinitesimais, o trabalho que desenvolvi
com aguns aunos foi o0 de aifatizélas e legitimalas, permitindo que os aunos <

expressassem de forma infinitesimal. A resposta 0,999.<1 foi aceta e foi base para o

desenvolvimento das idéias posteriores. A construgéo da imagem concetua dos alunos a
respeito de cetos concdtos foi feita tendo como base uma postura de legitimacd das
concepcdes infinitesimais. Acredito que es® € um primero pas para a superacd®d do
obstaaulo. A questdo ndo € negar 0 conhedmento que nstitui 0 obstaaulo, e sm trabalhar
comtal crenca

Os aunos que participaram da pesquisa estavam envolvidos, nas aulas regulares de
Célculo, com o contexto do concato de limite. Com base an Cornu (1983 e Sierpinska
(1983 1985 1987, podemos concluir que a concepcdes infinitesmais estavam presentes, €,
portanto, o obstaaulo infinitesimal estava instituido. Essa situac@ seria diferente se o curso de
Célculo da graduac@® em Fisica fose baseado na aordagem infinitesmal. Nese ca&o, 0
conceto de infinitésmo, bem como as concepgbes infinitesimais, seriam legitimos. Nao
haveria, portanto, a existéncia do obstaaulo infinitesimal. Talvez assm, esta pesguisa pudesse
ser sobre outro asaunto, quem sabe: obstaaulo do limite a g@rendizagem de Calculo
Infinitesimal!

N&o estou defendendo a primaza dos infinitésimos bre o concato de limite. Se assm

fosse, estaria querendo o fim de arsos de Céculo via limite e ainstituicdo do Calculo

®“[..] tout se pas®e mmme Sil existait des nombres trés petits, plus petits que les ‘vrais nombres, mais

cependant non nuls’.
® “The mnstruction of pedagogical strategies for teaching students must then take such obstacles into account. It
isnot a question of avoiding them but, on the mntrary, to lead the student to med them and to owvercome them”.



Infinitesimal. I1so acaretaria, provavelmente, a rejeicéo total dos infinitésimos, tal como em
ceata medida érgeitado o conceto de limite, pelo fato dessa a&ordagem ndo estar livre de
dificuldades inerentes a sua naturezg como pode ser visto no capitulo de andlise dos dados
desta pesguisa. O que defendo, portanto, € que os dois contextos, o infinitesmal e o do
conceto de limite, devem ser legitimados, deixando a0 aluno a possbilidade de escolher,
segundo sua preferéncia, como vai querer trabalhar com os conceitos de Célculo.

Mas como misturar limite e infinitésmos? Como fica is® perante a Matematica? O
objetivo de um curso de Calculo, a0 meu ver, ndo é aformalizacd® dos concetos. Es® €0
objetivo das disciplinas de Andlise, sgja da Standard ou N&o-Standard. Em um curso de
Céculo, o objetivo é trabahar com as concepcdes dos alunos, podendo ser tanto
infinitesimais, reladonadas ao conceato de limite, ou que e@wolvam os dois conceitos, e tratar
intuitivamente os conceitos, aplicando-os as diversas &reas em que podem ser (teis para a
resolucéo de problemas. Principamente pensando em curso de Célculo para graduacd® em
Fisica, que no caso da UNESPde Rio Claro ndo tem em seu curriculo a disciplina de Andlise.

Uma ontribuicdo desta disertac@® € repensar o curso de Calculo e gresentar o fato de
que & concepcdes infinitesmais estdo presentes no pensamento dos alunos, indicando, de
ceta forma, 0 caminho de tentativa da superacd® do obstaaulo infinitesmal. O objetivo da
pesquisa ndo foi tentar faze com que os alunos superassem tal obstaalo; a superacd® ou ndo
foi uma onsegiéncia do trabalho desenvolvido nos encontros de Célculo Infinitesmal. Como
o obstaaulo infinitesimal estava envolvido, sabia que um primeiro pas® a ser dado era
legitimar as concepcdes infinitesimais dos alunos, aceté-las como educadores e trabalhar com
tais concepcdes. |s foi feito. Contribuo com esta dissertacé fazendo com que o profesor de
Célculo indague-se sobre 0 que faze perante essas concepcdes. ignoré-las ou legitimé-las?

A relevancia da presente pesquisa ndo esta goenas no ambito acalémico. Durante seu
desenvolvimento, a pesquisa fez @m que al levantase inquietagdes bre a Educac@®
Matematica agise num curso de Calculo, aprendese aouvir o aluno e questionasse minha
pratica ®mo educadora.

Neste caitulo, apresentei a trgjetdria da pesquisa, que inclui a judtificaiva do tema
escolhido, o contexto da pesguisa eas questdes de interesse. A seguir, no cagpitulo 11, discutirei
sobre dgumas obras relacionadas a0 tema desta dissertacdo, comparando-as com a proposta

aqui apresentada.



CAPITULOII

REVISAO BIBLIOGRAFICA

As obras, a seguir comentadas, inserem-se no tema Célculo Infinitessimal e Andlise Nao-
Sandad. Foram seledonadas com o objetivo de mostrar ao leitor os trabahos redizados
sobre 0 tema e omparar com a proposta ajui apresentada por mim.

A area en questdo é recente. Dentro do contexto matematico, a Andlise N&o-Standard
foi divulgada por Abraham Robinson, por volta de 196Q Dessa forma, o numero de
publicagdes bre o tema ndo é muito amplo, principamente, no ambito da Educac®
Matematica Apoés a descricéo de cala trabalho, apresento sua relacd® com esta dissertac.
Essasecé € identificada pelo titulo E a presente dissertacao?.

Os trabalhos aqui apresentados foram distribuidos em dois grupos. livros-textos e
trabdhos b o poro de vista daEducacdo Matemética. Na primeira cdegoria, encontram-se
livros-textos obre Célculo Infinitesimal e Andlise Ndo-Standard. O segundo grupo consta de
obras, como artigos e teses, que @ordam o trabalho com o tema an sala de ailla. Dizem
respeito a ancepgoes infinitesimais e ensino de Calculo utilizando os infinitésimos. Tendo em
vista essa dasdficac®, o material bibliogréfico sobre o tema da pesquisa ficou assm
distribuido:

- Livros-textos:

- Keider (1986 — Elementary Calculus: an infinitesmal approac
- Lindstrom (1988 - Nonstandard Analysis and its Applications
- Pinto (2000 — Métodos infinitesmais de analise matematica
- Trabahos b o ponto de vista da Educacé® Matemética
- Baldino e Cabral (2000 - Concepcoes infinitesimais na matemética
- Harnick (1986 - Infinitesmals from Leibniz to Robinson: time to bring them
bad to schoal.

- Régo (2000 — Uma abordagem de ensino de Calculo utilizando infinitésimos



1. Livros-textos

Keider (1986 — Elementary Calculus. an infinitesmal approach

Essa obra é onsiderada o primeiro livro-texto que @orda a idéias de Abraham
Robinson adaptadas para um curso inicial de Calculo (Sullivan, 1976. O autor apresenta 0s
concetos tanto na versdo tradicional, a do conceto de limite, quanto na infinitesimal. Por um
momento, trata intuitivamente de cetos concetos, como por exemplo, a locdizac® de
nimeros infinitesmais e infinitos numa reta numérica, através de um microscopio
infinitesimal e um telescopio infinito. Em outro momento, o autor sente anecessdade de dar

mais rigor a esses concetos, apresentando axiomas, teoremas e demonstragdes.

E a presenk dissertacdo?

Acredito que o dbjetivo dos cursos de Calculo e Andlise sdo diferentes. Num curso de
Cdlculo Infinitesmal, os concatos devem ser trabalhados intuitivamente e #licados em
stuagdes préticas. Um curso de Andlise Infinitesimal tem como objetivo formalizar esses
conceatos. Nese momento, o0s teoremas e demonstragdes da teoria matemética sdo bem
vindos. Nessa direcd, Baldino (1995 p.16) afirma,

O objetivo de qualquer curso de cllculo Ndo é ensinar, nem a teoria de
limites, nem a dos infinitésimos. O célculo podera ter como dojetivo aplica-
las, investi-las em situactes didéticas. Ensinar andlise real ou andlise ndo-
standard sdo dbjetivos de disciplinas posteriores, de andli se matematica.

A obra de Keider é cdegorizada, pelo préprio autor, como sendo um livro para o nivel
de um curso de Célculo. Com base na distincd entre os cursos de Calculo e Andlise,
defendida anteriormente, aaedito que es livro de Keider ndo é uma obra para ser utilizada
no nivel que o autor aaedita, devido ao rigor matematico apresentado.. No entanto, a mistura
desss objetivos, ou sgja, a tentativa de antedpar a formalizaca de cetos concetos no curso
de Céculo, ndo é genas encontrada nessa obra, e Sm, em diversos livros escritos para esse
nivel.

Apesar dessa disonancia encontrada na obra, a idéia do microscopio infinitesimal,
apresentada por Kieder, faz sentido em um curso de Calculo. Semelhante a esa idéia, nesta
disertacé, serd utilizada a atratégia do zoom infinito. A estratégia foi adotada para a

visualiza¢a® dos infinitésimos e dos elementos infinitamente préximos aos nimeros reds.
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Lindstrom (1988 - Nonstandard Analysisand its Applications

Es< livro contém capitulos que desenvolvem a teoria da Andlise Ndo-Standard e sua
aplicac® em diversas areas como probabilidade, fisica e omputac@®. O primeiro cagpitulo,
intitulado A Set of hyperreals, apresenta a ©nstrugéo do conjunto dos hiper-reds, smbolizado
por *[1, que éum corpo ordenado ndo-arquimediano que cntém os reds, aém de mbnadas
(conjunto de numeros infinitamente proximos dos ndmeros reds) e dementos infinitos e
infinitesimais. A construcéo apresentada se baseia na dos reds por classes de eylivaéncia de
seqiéncias fundamentais de radonais. Dessa forma, um ndimero hiper-red é uma dasse de
eqlivaléncia de seqiéncias reds. O cegpitulo ainda @orda & operagdes, bem como suas
propriedades, definidas no corpo dos hiper-reds, e encara com a &ordagem de dguns
concetos de Calculo segundo a &ordagem infinitesimal. Alguns capitulos sguintes estendem
0 estudo sobre Analise N&o-Standard e outros abordam as aplicagdes desse tema em algumas

areas do conhedmento.

E a presenk dissertacdo?

Foi nessa obra que encontrei pela primeira vez adefinicdo de nimero hiper-red. O
conteido do primeiro capitulo foi base para meu estudo sobre Andlise Infinitesimal, que deu
rigor aos concetos que estava trabalhando com os alunos da graduacd® em Fisica nos
encontros de Calculo Infinitesmal. Essa teoria foi tema de um subgrupo do GPA, que esteve
em atividade durante o 1° semestre de 2001 Ali agi como expositora do tema, pois meu
objetivo era gorender Andlise Infinitesmal. O estudo foi assm chamado, ao invés de Andlise
N&o-Standard, para fica claro que a teoria dos modelos da logica formal, usada na
apresentaca de Stroyan e Luxemburg (1976, por exemplo, ndo seria utilizada. No apéndice

desta disertaca, topicos dese estudo sdo apresentados.

Pinto (2000 — Métodas infinitesimais de anali se matematica

Trata-se de um livro de Andlise Ndo-Standard. O primeiro capitulo mostra uma breve
abordagem histérica dos infinitésimos, desde o tempo de Arquimedes, passando por Euler, até
Robinson, com o formalismo dos infinitésmos. Alguns cagpitulos procedentes a ese sdo
dedicados a0 que o autor chamou de Andlise Nao-Sandad Elementar. Essa parte equivale as

primeiros cgpitulos de Lindstrom (1988, abrangendo a cnstrucdo dos nimeros hiper-reds.
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Os demais capitulos tratam da Andlise Nao-Standard, baseada na teoria dos modelos, que “[...]
€ aparte dalogicamateméticaque trata da relacé existente entre uma dada linguagem formal
e suas interpretagdes, isto €, os ®us modelos’ (CHANG e KEISLER apud PINTO, 200Q

p.199.

E a presenk dissertacdo?

Pinto (2000 chama a &encéo, no inicio da obra, para o home dado a e estudo:
“Andlise Néo-Standard deveria talvez damar-se Andlise Infinitesmal; este nome, porém,
adquiriu ja uma onotacé classca que dificulta 0 seu uso no contexto adual de uma forma
sugestiva” (1bid., p.9). Entendo que o autor se refere a onotacé@ dada a termo infinitesimal,
segundo a nocéo de infinitésmo definida dravés da idéia intuitiva de limite. Como exemplo,
temse a definicdo criada por Cauchy: “Uma quantidade variavel torna-se infinitamente
pequena quando seu valor numérico deaesce indefinidamente de modo a wnvergir para 0
limite zeo”* (CAUCHY, 1821 p.26, traduggd minhg). Essa mncepcd é discutida en
detalhes em Sad, Teixeira eBaldino (2002.

Nesta dissrtacd, utilizo o termo Andlise Infinitessimal me referindo ao tratamento dos
nimeros hiper-reds pela via da teoria dos conjuntos de Zermelo Frankel, que pode ser

encontrada en Hamos (1960). Pinto chama ese estudo de Andlise Nao-Sandad Elementar.

Certamente, existam outras obras que tratam da Andlise N&o-Standard, tanto livros-
textos quanto artigos. Acredito, porém, que & obras, anteriormente @mentadas, foram
suficientes para dar uma idéia do tipo de producéo que esta se fazendo sobre 0 asaunto em

questdo, e para dar suporte a meu estudo sobre Analise Ndo-Standard.
2. Trabdhos b o pamto de vista daEducacao Mateméatica
Baldino e Cabral (2000 — Concepgdes infinitesimais na matematica
Esse trabaho mostra uma &ordagem para o ensno de Cdalculo utilizando os

infinitésimos, fundamentado pelos estudos de Robinson. Os autores fazen uma introducéo

historica sobre autilizac@ dos infinitésmos por Leibniz, a formalizac® do concato de limite
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por Cauchy e Welerstrass e aformalizac® de infinitésimo por Robinson. Depois disD, 0s
autores propdem fichas de trabalho que exemplifican o desenvolvimento de um curso de
Célculo Infinitesmal. Essas fichas exploram algumas regras de derivacd® e o teorema
fundamental do Calculo. A estratégia utilizeda para justificar os resultados é o zoom de 4 mil
vezes do software Corel Draw. Para fundamentar as concepcdes infinitesmais trabalhadas,
Baldino e Cabral fornecan indicagges para um curso de Andise Infinitesimal, onde &

concepcdes dos alunos s gjustadas paulatinamente em direca as concepcdes matematicas.

E a presenk dissertacdo?

As idéias que suportam es® atigo sdo as mesmas desta dissertacd®. As concepcdes
espontaneas infinitesimais dos alunos podem ser legitimadas, pois existe uma teoria
matematicamente rigorosa que fundamenta tais idéias. As fichas de trabalho apresentadas
nese atigo foram tomadas como base para o desenvolvimento das atividades dos encontros
de Cdculo Infinitesmal. Os termos concepgdes infinitesimais e Andlise Infinitesimal tém o
mesmo sentido que os utili zedos nesta disertac@®. As idéias do artigo serdo retomadas durante

este trabalho, inclusive & que indicam diretrizes de um curso de Andlise Infinitesimal.

Harnick (1986 — Infinitesmals from Leibniz to Robinson: timeto bring them back to

schoal

Trata-se de um artigo em que o autor baseia-se no trabalho de Keider (1986 para falar
sobre autilizac® dos infinitésimos no curso de Calculo. Faz mencéo as mesmas figuras e
termos, como microscopio infinitesimal e telescdpio infinito, utilizados por Keider. Valoriza a
diferenca atre os Smbolos = e =, e 0 uso de nogdes como standard part? na aordagem dos
infinitésimos. O autor conclui dizendo que “No nivel de sala de aula, a principal importancia
da mntribuicdo de Robinson é que da nos acdma, enquanto professores, quando dizemos
n3

‘infinitesmal’, nds podemos finalmente sustentar que sabemos bre 0 que estamos falando
(HARNICK, 1986 p.63, traducéo minha).

1 “On dit qu une quantité variable devient infiniment petite lorsque as valeur numérique déaéit indéfiniment de
maniere a converger verslalimite zéro”.

2 A tradugdo para o termo standard part é parte standard ou, como utili zado nesta dissertacio, parte real.

3 “At the dasgoom level, the main importance of Robinson’s contribuition is that it reasaures us, the teachers,
that when we say ‘infinitesimal’, we @n finaly claim that we know what we are talking about ...
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E a presenk dissertacdo?

O profesor de Céculo geramente utiliza & expresHes muito pegueno, infinitamente
pequeno e dé infinitesimal, quando trabalha cmm diversos assuntos dessa disciplina, como por
exemplo, as aplicages da integral definida e aprépria definicdo de limite. Essa € a oncepgéo
clandestina de infinitésmos (BALDINO, 1995. Utilizan-se termos e pensamentos
infinitesimais, ou sgja, as concepcdes infinitesmais estdo presentes na fala de profeswores e
alunos, porém a existéncia desses elementos e seu posdvel uso na definicd dos conceitos de
Céculo ndo sdo asaumidos e legitimados. O que os profesores e dunos pensam sobre
infinitésimos, atualmente, esta rigorosamente fundamentado. Esse rigor deve-se a trabalho de
Robinson. Creio que Harnick se refere a isto como sendo a principal importancia da
contribuicdo do trabalho de Robinson para o Célculo. Dessa forma, concordo com o autor.
Resta saber a ditude que o profesor, esclareddo por esta dissrtacd, tomard diante do

aparedmento das concepcdes infinitesimais, na fala de seus alunos e na sua propria fala.

Régo (2000 — Uma abadagem de ensino de Calculo utili zando infinitésimos

E sugestivo que um trabalho com ess titulo venha ntribuir com a Educac®
Matematica no que tange o ensino de Céculo via infinitésmos. Trata-se de uma tese de
doutorado, na qual Régo elabora um mddulo de ensino sobre os concetos de groximaca®
infinitesimal de um ponto, continuidade e derivada, baseado nos infinitésmos. Esse médulo
foi teoricamente estruturado seguindo uma teoria de grendizeagem construtivista, tendo em
vista & diretrizes curriculares dos cursos de Engenharia, evidenciando as habilidades e
atitudes sugeridas. A abordagem foi aplicada en uma turma de Engenharia Civil, onde os
alunos trabalharam em pequenos grupos. Apés essa glicac®, a dordagem e o modulo foram
avaliados. Foi comparado também com o trabalho redizado em uma turma de Céculo
tradicional, onde os concatos 90 definidos ssgundo a nocéo de limite.

Régo apresenta o seguinte procedimento para saber o comportamento de uma funcéo

para valores de x préximos de um ponto X,: toma-se um infinitésmo Ax, obtendo xo +AX,
um numero infinitamente proximo de xo. cdculase f (X, +AX); toma-se o red mais proximo

do nimero hiper-red obtido, fazendo Ax=0, ja que sO vaores reds interessam. Como

2
exemplo, podemos verificar o que ocorre amm f(X)=x , para valores préximos de x= 4:
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2 2
f (4+Ax)=(4+Ax) =16+8Ax+Ax . O red mais proximo desse numero, fazendo Ax= 0, é 16.
Entdo, paravaloresde x préximosa4, f(x) se groximade 16.

Com aintengéo de que o0 aluno pudesse trabalhar indistintamente wm a nogéo de limite
abordada tradicionamente, Régo utilizou, no modulo de ensino, a definicio de limite
apresentada por Frid (1994. Essa aitora define limite como sendo o proces® de

arredondamento do hiper-red para o red mais préximo. Dessa forma, se desgamos cdcular

2
. X +2X
lim

X-a

, onde a éred, fazanos da seguinte maneira:

Tomamos x=a+Ax, onde Ax € um infinitétsmo. Se x—»a entdo Ax- 0. Assm,

2 2 2 2
X +2X_ . (atAx) +2(a+Ax) . a +2aAx+Ax +2a+2AX
lim —————=1Iim =1lim =
X-a 2 AX -0 2 AX -0 2

2 2
—lim a +2a+(2a+Ax+2)Ax _a +2a
X0 2 2

Ao definir o limite @mo um arredondamento, Frid (1994 aponta trés vantagens

intuitivas:

- Estende-se a noc¢éo de limite utilizada tradicionamente e assm, quando o aluno for
trabalhar com o limite red, ndo encontrara problemas de compatibili dade;

- Atribui-se um dignificado que ndo predsa reoorrer ao proces infinito de
aproximaca, como é feito usualmente;

- Fornecese um agoritmo para cdcular o limite usual, o que ndo ocorre com a
definicéo tradicional, que genas permite verificar se um nimero dado como limite &
verdadeiro.

Régo afirma que mesmo fazendo coincidir a smbologia das duas abordagens, a da
proposta dternativa e atradicional, os esgquemas mentais de groximaca infinitesmal de
pontos o distintos. Sobre esses esquemas, 0 autor conclui que:

- 0s aunos que estudaram via aordagem dos infinitésimos, construiram um esguema

mental estético e finito;

- a groximacd® na éordagem via limites é diferente da via infinitésimos, sendo a

primeira, geramente, dindmica einfinita.
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Régo confirma o argumento de defesa dos partidéarios da Andlise N&o-Standard quanto
a0 uso dos infinitésimos no ensino, ao dizerem que a o©nstrugéo dos concetos centrais do
Célculo é mais intuitiva do que aobtida utilizando limites. Verifica esse agumento, pois a
abordagem dos infinitésmos usa uma smbologia mais smples e ndo recrre a procesvs
infinitos, evitando, assm, a ongituicdo de obstaaulos epistemoldgicos, ja que a definicéo
utili zada para 0s concedtos centrais € estatica efinita.

O autor conclui dizendo que a #&ordagem de ensino utilizada (pequenos grupos
estudando concetos de Calculo via infinitésmos) € viavel, pois levou os alunos a wnstruirem,
a partir de seus conhedmentos prévios, 0os concetos de maneira significaiva e funcional,
desenvolvendo as habilidades e ditudes estabeleddas nas diretrizes curriculares dos cursos de

Engenharia.

E a presenk dissertacdo?

Régo utiliza o termo infinitesimal tanto para representar infinitésimos quanto limites.
Is é geramente o0 que ocorre (PINTO, 200Q p.9). Dessa forma, esté&se seguindo a definicéo
atribuida falsamente® a Cauchy para infinitésmo, ou seja, uma variavel cujo limite é zeo.
Nesta disertacdo o termo infinitesmal sera utilizado para referir-se goenas ao que pertence a
abordagem infinitesimal, ou sgja, a idéia de limite ndo sera evocada, por minha parte, ao
utili zar ese termo. O que ndo imposshilita que a concepcdes que 0s alunos apresentem nos
encontros de Calculo Infinitesmal, nesta dissertacdo, sejam ligadas a idéia intuitiva de limite.

Na aordagem aternativa que Régo apresenta, conserva-se anotacé de limite utilizada
tradicionalmente nos cursos de Calculo. O autor optou por manter a mesma notagé para que o
estudante pudesse trabalhar indistintamente com a éordagem usual, permitindo-lhe utili zar
qualquer texto tradicional. Afirma que gesar da semelhanca da simbologia, 0s esquemas
mentais de goroximacé infinitesimal de pontos $0 distintos na éordagem tradicional de um
curso de Célculo e na que Régo apresenta. A notacé tradicional, porém, vem acmmpanhada
de um significado distinto do dado pela aordagem aternativa proposta pelo autor. Na
abordagem tradicional, o limite é onsiderado, intuitivamente, como o resultado de um
proces de tender a dgum ponto. No trabalho proposto por Régo, o limite tem o significado

de groximacd® para o red mais proximo. Sdo, de fato, esquemas diferentes. O primeiro,

* Essa quest&o é discutida com profundidade en Sad, Teixeira e Baldino (2002.
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como diz o autor, € dinamico e infinito. O segundo, no entanto, € estatico e finito. Acredito
gue devido a essa diferenca, ndo haja uma naturalidade tdo imediata a se trabalhar com uma
abordagem e com outra. Quando os dois esquemas forem evocados pode ocorrer um conflito
cognitivo explicito ou ndo. Ese nflito pode aixiliar na superacd de um obstaalo
epistemoldgico que ndo deve ser evitado, como aaedita Régo. Os obstaaulos quando surgem
devem ser encarados e trabalhados de forma asuperé-lo.

Régo apresenta um procedimento para cdcular a groximacd® infinitesmal de uma

fun¢é numa vizinhanga infinitesmal de um certo ponto. Calcula-se f(x,+Ax), onde Ax é

um infinitésimo, e fazse Ax=0. Para o exemplo utilizado na descricd do trabaho, feita

adma, aaedito que o procedimento, a seguir, € mais smples e ndo perde o caater

infinitesmal: x=4 - f(x):x2 =16. O simbolo = sdignifica infinitamente proximo, sendo
infinitesimal a diferenca aitre os valores que estdo sendo comparados. Nos encontros de
Célculo Infinitesmal, nesta disertacdo, a groximacdo infinitesimal ndo foi espedficamente
trabalhada. Mas o simbolo = € bastante utilizado e tem 0 mesmo significado que no trabalho
de Régo.

O procadimento de dar um aaéscimo infinitesmal Ax a funcdo e cdcular sua
vizinhanca infinitesmal em um determinado ponto foi utilizado na presente dissertacdo no
célculo de derivadas. A diferenga € que para o aaéscimo infinitesmal a notagdo dx, criada
por Leibniz, foi preservada para ndo misturar com 0s aaéscimos finitos da aordagem
tradicional do conceito de limite. Um dos objetivos da aéordagem que utilize era mostrar aos
alunos as diferencas entre o contexto infinitesmal e o de limite.

No inicio desta se¢c@®, mencionei as vantagens intuitivas da aordagem alternativa,
apresentadas por Frid (1994. A primeira delas é a ompatibilidade entre anocéo de limite
utili zada tradicionalmente e autilizada na @ordagem alternativa que Régo propde. Critico
posicd na mesma direc® que ecrevi adma sobre a naturalidade de compatibili dade
entre tais abordagens. Ja que os esquemas mentais de goroximacéo de um ponto so distintos,
€ provavel que ocorra um conflito cognitivo explicito ou ndo, que deve ser reconheddo e
trabalhado. A segunda vantagem da &ordagem apresentada por Régo sobre atradiciona €
bastante consideravel. No trabalho desenvolvido por esse autor, ndo ha a g@roximacé por um

nimero infinito de pass. O esgquema de groximacé® de um ponto é estético e finito. O
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proces infinito acda gerando algumas probleméticas, como a caraderizada pela pergunta: o
limte dega ou naochega? Na tercara vantagem, Frid diz que a definicdo tradicional
posshilita genas ver se um determinado nimero € redmente o limite, ndo permitindo um
cdculo para ess limite, como a aordagem aternativa proposta por Régo permite. Se a atora
esta se referindo a definicdo formal epsilontica de limite, isto € verdadeiro. O modo usual e
intuitivo de se trabalhar com limite, porém, também fornece um algoritmo para esse cdculo,
que € asmples sbstituicido da variavel independente pelo valor do qual ela eta se
aproximando, quando as fungbes s continuas. Sendo assm, discordo com Frid quanto a
terceira vantagem.

Nas consideragdes finais de sua tese, Régo remmenda varias questbes para estudos
posteriores. Entre das encontra-se aseguinte: “experimentar introduzir, em um mMesmo Curso,
os dois esquemas mentais de groximacé infinitesmal de um ponto [estético - finito e
dindmico — infinito]” (REGO, 200Q p. 215 meu comentario entre wmlchetes). Essa
experiéncia, de ceta forma, foi feita na presente dissertac@®, como serd descrito no cagpitulo
metodoldgico. Os aunos que @laboraram com meu trabaho participaram de encontros de
Célculo Infinitesmal, onde o esquema &ordado era o estético — finito, para usar a linguagem
de Régo, e pertenciam a uma turma de Calculo cujos conceatos eram fundamentados na nogéo
intuitiva de limite, vigorando o esquema dindmico e infinito de groximacd® de um ponto. As
relagdes e & concepgdes apresentadas pelos alunos ao se referirem as duas abordagens sréo

discutidas nesta dissertaca.

Neste caitulo, apresentei obras que se inserem no tema Calculo Infinitesimal e Analise
Nao-Sandad, comparando-as com a proposta desta disertacdo. No préximo capitulo,
apresentarel 0 referencial tedrico que sustenta esta pesquisa, dando condicdes de andlisar 0s

dados coletados dos encontros de Calculo Infinitesmal.
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CAPITULO I

REFERENCIAL TEORICO

A pergunta-diretriz e principamente, as questbes de interese desta pesquisa foram
sendo estabeleddas através de vérias visitas ao referencial tedrico e dravés da redizac® de
um estudo piloto e dos encontros de Calculo Infinitesmal. O material que o leitor tem em
maos, portanto, ndo foi organizado e escrito de forma linear, como se tudo tivesse a®nteddo
ordenadamente. Ao longo da pesquisa, o referencial tedrico, as questdes de interese e 0s
encontros com os alunos foram se gustando, obtendo esta forma final em funcéo da pergunta-
diretriz. Ela diz respeito a saber como dunacs de Calculo | do curso de Fisica lidam com as
concepgdes infinitesimais, no trabaho com tépicos dessa dsciplina, estudads fgundo a
abardagem infinitesimal. Para auxiliar na condugéo da pesquisa, elaborei algumas questfes de
interesse que tém como temas:

- concepgoes espontaness infinitesimais

- imagem concetual de infinitésmo

- imagem concdtual de derivada

- relac@® entre imagem concetual e definicéo formal no contexto infinitesimal

- dificuldades e @nflitos na éordagem infinitesmal

- comparacd entre a d&ordagem infinitesmal e ado conceto de limite

Esses temas auxiliaram na organizac® e interpretacé® dos dados, indicando as respostas
gue os alunos deram ao trabalho no contexto infinitesmal. As teorias que goiam a andlise e a
discussio dos dados foram elaboradas por David Tal e Shlomo Vinner, no que tange a
construgéo de uma imagem concetual e sua relac@® com a definicdo concedtual; e por Bernard
Cornu, no que diz respeito as concepcdes espontaness e proprias obre um concato. Eses
conceitos teodricos possbilitaram-me interpretar as concepcdes formadas e goresentadas pelos
alunos, bem como suas relagdes nos contextos: infinitesmal, do conceto de limite edo curso

de Fisica
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1. Imagem conceatual e definigdo concetual

Quando o auno é gresentado a um concato matematico, idéias e figuras mentais 0
elaboradas por ele para trabalhar com ese onceato em diversas stuagdes. Cada individuo
forma sua estrutura mncdtua a partir dessa gresentac®. Para tentar compreender o papel
dessa estrutura (TALL, 1988, os termos imagem concatual e definicdo conceatua foram
introduzidos e descritos por Tall e Vinner (1981), como descrevo a seguir.

A idéia que o auno pode ter de um conceto, geramente representado por um simbolo
ou home, Ndo é necessariamente uma definicdo predsa. A estrutura agnitiva total reladonada
a ese mncato ndo se restringe goenas a essa definicéo, simbolo ou nome. Durante 0 processo
de manipulacd® de um conceto, muitos outros process podem ser evocados afetando seu
significado e uso. Dessa forma, Tal e Vinner usam o termo imagem concdtual para
descrever a estrutura agnitiva total que € @ciada a conceto, que inclui todas as figuras
mentais, bem como propriedades e proces®s asociados. As figuras mentais €0 as
visualizages evocadas pelo auno quando esta trabalhando com um conceito.

Quando nenhum significado € assciado ao simbolo ou nome do conceito, a imagem
concetua pode ser vaza. Ao longo do tempo, com a experiéncia do aluno em diversas
stuagdes em que o conceto € utilizado, essa estrutura cgnitiva se desenvolve e cesce
Dependendo do contexto, exemplo e situac®, diferentes partes da imagem concetual podem
ser ativadas. Essa porcéo, ativada num dado momento, € dhamada de imagem concetual
evocada E com base nela que o aluno responde auma ceta situaca espedfica

Um exemplo de imagem € a asociada a concdto de derivada. No contexto do
conceto de limite, essaimagem pode ser 0 proces de retas ecaites £ groximando dareta
tangente. Ja na aordagem infinitesimal, o proces® evocado pode ser a onstrucéo da reta
tangente, a partir de um aaéscimo infinitesimal dado a um ponto do gréfico.

Os autores usam o termo defini¢do concetual para asérie de palavras utili zedas para
espedfica o concdto. Ela pode ser uma reconstrucéo pesal, feita pelo estudante, de uma
definicéo dada; uma reestruturac@® de uma definicdo matematica formal ou frases aprendidas
mecanicamente. Assm, € uma série de palavras que o estudante usa para explicar sua imagem
conceatua evocada. Essa é adefinicdo concetual pesal, que pode diferir da definicéo
concetua formal, que é a adéa pela cmmunidade matemética Ao falar sobre uma definicéo

gue éou ndo aceta pela mmunidade matematica temos que nsiderar o contexto no qual
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ess definicéo esta sendo acata. A definicéo de func@o continua, por exemplo, que temos hoje,
ndo era a acea pela ommunidade matematica do século XIX, e, talvez, ndo sga alegitima no
proximo seaulo.

Para exemplificar os tipos de definicbes, vamos considerar a notac@® de limite de uma

funcéo: )I(imaf (X)=L. Dois sgnificados, pelo menos, podem ser atribuidos a essa expressio:

1) quando x s aproxima de a f(x) s aproxima de L e 2
(Oe)(D0)0<[x-al<d - |f () -L|<e). O primeiro significado pode ser uma definicZo
concedtual pesa. Geramente, profesores e dunos, nas aulas de Caculo, utilizan essa
definicdp. O segundo significado € a definicd concdtua formal de limite, aceta pela
comunidade mateméatica de hoje cmo sendo rigorosa. Segundo meu entendimento da teoria
de Tal e Vinner (1981), essa definicdo pode ser, por vezes, considerada como pesal. Um
aluno pode evoc&la a trabalhar com o conceto de limite. Alids, is® é o que todo professor
de Andlise quer: que as definigdes conceituais dos alunos sjam formais.

Segundo Vinrer (1991), quando um conceto € gresentado pela primeiravez ao aluno,
através da definicd concetua, ndo ha uma imagem ja formada. Ela mmeca aser criada a
partir da definicéo apresentada. Uma vez que o conceito ja tenha sido apresentado ao aluno, a
definicd conceitual pode gerar outras idéias e figuras que serdo incorporadas a imagem
concdtual. Pode aontece também de o auno ndo atribuir nenhum significado a definigéo.
Dessa forma, ndo ha nenhuma imagem reladonada a éa. Quando essa imagem € aiada, €la
pode ndo ser coerente m outras partes da estrutura cognitiva sobre o conceto. Essa situacé
pode gerar a existéncia de um conflito.

Para mostrar diferentes partes da imagem conceitual, Tall e Vinner (1981) consideram,
como exemplo, uma definicd de fungéo: relac@® entre dois conjuntos A e B, em que cala
elemento de A esta reladonado unicamente a um eemento de B. Os alunos, porém, que
tenham estudado funcdes, podem ou n&o lembrar dessa definicdo concetual. N&o lembrando,
outros aspedos reladonados ao conceito de fungéo podem faze parte da imagem conceitual,
como a idéia de uma fungéo ser dada por umaregra, ou que férmulas distintas sio dadas para
diferentes partes do dominio A. A funcdo pode ser pensada wmo uma ac® que leva a,

elemento de A, em f(a), elemento de B, ou como um gréfico, ou uma tabela de valores.

Todos esses aspedos, ou nenhum deles, podem faze parte da estrutura cognitiva do auno.
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A imagem concatual ndo predsa ser uma estrutura totamente erente wm o
conceto, ou sgja, matematicamente crreta. Pode aonter idéias e figuras que foram construidas
com base an exemplos espedficos, que valem num contexto muito restrito, e que acédam ndo
condizendo com a teoria matemética aqual o concato pertence Algumas das partes da
imagem concetua podem ser contraditérias entre g, €, mesmo assm, ndo incomodar 0 aluno.
Essas partes contraditérias da imagem ou definicdo concatual sdo chamadas de fatores de
conflito potencial. Para grareceé um conflito cognitivo, € necessrio que dois fatores de
conflito potencial sgjam evocados dgmultaneamente. Quando isso ocorre, 0s fatores 0
chamados de fatores de conflito cognitivo. O conflito ndo &, necessariamente, explicitado de
forma clara; pode simplesmente caisar uma inquietacé, fazendo o auno pensar que existe
algo errado na dividade matematica que esta redizando. Portanto, para que surjaum conflito é
necessrio que duas partes contraditorias da imagem ou definicdo concetua sgam evocadas.
Mas is ndo é suficiente. O aluno predsa se dar conta de que essas imagens S0 contraditorias
entresi.

Quando o estudante se depara cm um conceato conheddo num novo contexto, € a
imagem concetua que € divada para responder a demanda (TALL, 1988. Quando o0 novo
contexto for a gresentacé® da definicdo formal, um conflito pode garece, interferindo na
aprendizagem da teoria formal. O auno pode excontrar problemas com um fator da imagem
concetual e outro evocado pela definicdo formal.

Estou considerando, nesta pesquisa, a imagem concetua englobando a definicéo
concetual. Ndo vejo, portanto, a separacé das duas como cdulas diguntas. Quando nenhuma
imagem € @nstruida apartir da gresentacé® da definicdo de um conceto, 0 espag que seria
ocupado por essa imagem estara vazo, dentro da imagem concetual. Por outro lado, se uma
definicéo pessal for elaborada, podendo ser formal, havera um espago ndo vazo ocupado por
ess definicdo, dentro da imagem concedtual. Nesta disertac®, estarei fazendo uma distingéo
a respeito da origem das imagens evocadas, pois dependendo da situac®, a resposta dada pelo
aluno pode ser baseada tanto na definicdo formal quanto numa imagem ndo reladonada a
formalismo matematico. Quando a resposta ndo for formal, direl que essa veio da imagem
concetual. Afirmarel que aresposta é baseada na definicd formal, quando for reladonada a

teoria matemédtica gresentada nos encontros de Calculo Infinitesmal. Ambas as origens vém
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da imagem conceitual, mas farel essa distin¢cdo para fadlitar o entendimento sobre & relagdes
entre a concepgoes apresentadas pelos alunos.

Acredito que ainterac® entre aimagem concedtual e adefinicéo formal € importante
para a grendizagem do conceato matematico, inclusive quando um conflito € evidenciado e o
proprio aluno visualiza os fatores que levaram a es nflito. Ter em mente figuras e
definicdes que cndizem com a teoria matematica fadlita o desenvolvimento do trabalho com
0S concetos. I1s®o nem sempre € posdvel. Os alunos, muitas vezes, elaboram estratégias e
esquemas de forma que conseguem prosseguir nos estudos sm se depararem com problemas
em sua imagem concedtual. Para 0 educador, tentar interpretar as imagens evocadas em
diferentes contextos, a relac@® entre a& concepcdes e figuras que fazem parte da imagem
concetual, os posdveis conflitos existentes na estrutura cgnitiva do aluno é importante para
auxilia-lo a tentar compreender 0 proces® de gorendizagem. Penso que levantar conflitos,
faze com que des aparecan, sO vem a ontribuir com a aprendizagem.

Os termos imagem concatual e definicdo concatual foram sugeridos por Tal e Vinner
guando preocupados em entender a estrutura agnitiva do aluno ao trabalhar com um conceito.
Com a gresentacd® de um conceto, 0 aluno resgata aitigas idéias, cria novas imagens e
incorpora novas concepgoes. 1so congtitui sua imagem concetual. Nessa imagem, podem
estar presentes concepgdes que o aluno formou antes da gresentac@ do conceto, atraves ou
ndo de uma definicdn. Essas idéias, muitas vezes, sGo concepcdes espontaneas que podem
mudar o rumo do trabalho plangjado. Nesta pesquisa, ouvir o que o aluno traz para asala de
aula, antes de mmeca a trabalhar com os concetos de Céculo, tem implicages politicas
determinantes para 0 andamento do curso e, por s, merecemaior atencén. Se o auno traz
idéias reladonadas com o conceto de infinitésimo, por que ndo valoriz&las e legitimé-las em
sdla de alla? Se is € feito, o rumo de trabalho na disciplina sera outro. O auno podera se
expressar de forma infinitesimal, sem ser obrigado a seguir um Unico caminho. Tendo em vista
ess Stuacd, recrro ao trabalho de Cornu (1983 para estudar as concepgdes espontaness e
proprias do aluno a respeito de um conceto matematico. Ao recrrer a essa teoria, ndo estou
querendo dizer que Tal e Vinner ndo pensaram nas idéias que os aunos trazem antes do
conceto ser apresentado. Acredito apenas que a @fase dada pelos autores a essas idéias ndo é

ameredda, considerando-se sua importancia para o ensino de Calculo Infinitesimal.
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2. Asconcepcdes dos alunos

Em sua tese de doutorado, intitulada Aprendizagem da nado ce limite: concepgoes e
obstaculos, Cornu (1983 teve por objetivo detedar as concepcdes dos alunos em relacé ao
conceto de limite eos obstaaulos a grendizagem desse mncdto. Para is, preparou testes e
entrevistas a fim de saber as idéias que os aunos tinham a respeito das expreses limite e
tende para, e redizou um estudo histérico para identificar os obstaaulos epistemoldgicos no
desenvolvimento da noc&o de limite. Com base nesse Ultimo estudo, preparou uma seqiéncia
didética ®m o odbjetivo de discernir os obstaaulos encontrados na grendizagem do conceito
de limite.

Cornu afirma que antes de recéber um certo ensinamento sobre dgum conceto, o aluno
pode ter alguma idéia arespeito do asunto. Essas idéias podem ter sido formadas a partir do
estudo de outros asauntos da Matematicaou podem vir de situagdes do cotidiano do estudante.
Entendo cotidiano do estudante como sendo suas experiéncias tanto na escola quanto fora
dela. A partir de situagdes como ler um livro ou assstir televisdo, o aluno pode formar idéias a
respeito de um conceato matematico. As concepgdes obre ese cnceto podem também ser
formadas a partir de experiéncias em areas de wnhedmento que ndo sgjam a Matemética,
como em aulas de Fisica ou Quimica, por exemplo. Cornu define concepgdes espontaneas
como sendo essas idéias, imagens, procesos e palavras a respeito de um conceto que ndo sdo
fruto do ensino organizado sobre ese @ncdto. S&o idéas a priori. Refiro-me aqui a ensino
organzado entendendo que sga o ensino ingtitucionalizado, redizado na escola, na
universidade, sobre o asaunto. Assm, quando o aluno formula concepgdes bre um concato
a partir de um ensino organizado a respeito dese @nceto, ndo estou considerando essas
idéias como espontaness.

Em relac@® ao conceto de limite, objeto da pesguisa de Cornu, a nogéo de infinito, o
substantivo limite e aidéia de tender a ja existem de uma forma particular antes de serem
trabalhados no ensino arganizado. Expresbes como algo que ndo tem fim, barreira ou linha
divisoria e aproximar-se de sdo exemplos, respedivamente, de idéas ligadas as no¢es adma.
S80 concepgodes espontaneas dessas nogdes, vindas da experiéncia do aluno em seu cotidiano.

Muitas vezes € omplicado classficar ceta @ncepcd como espontanea ou nao.
Podemos ndo conhece o cotidiano do aluno e o que de ja grendeu a respeito do conceto. O

objetivo desta pesquisa, porém, ndo € dassficar concepcbes. Os termos que sdo agui
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apresentados rvirdo para auxiliar a entender as relagdes entre aimagem concetua e a
definicdo formal de um concdto. Por vezes, estarei chamando alguma mncepcdo de
espontanea Ness cao, procurarei saber de sua procedéncia, visando o djetivo anteriormente
explicitado.

As concepgdes espontaneas ndo sdo eliminadas quando o aluno entra em contato com
um ensino organizado, quando pass a atudar o concato. O estudante pode faze funcionar
essas concepgdes durante muito tempo apds ese esino, ao invés de utilizar as idéias
mateméticas que foram ensinadas. Elas podem funcionar, mesmo ndo sendo totamente
corretas, segundo a Matematica dando conta da demanda. Essas concepcOes podem ser
afetadas pelo ensino organizado. O que ocorre @M 0 ensino, ao se trabalhar com exemplos,
definicdes e propriedades, é a mistura das concepcbes do aluno sobre o conceto: as
egontareas e @& oriunda dese esina Corru chana concepgdes préprias “[...] as
concepcdes, proprias a0 auno, que sdo formadas a0 mesmo tempo pelas concepcdes
espontaness e 0 ensinamento recebido”! (CORNU, 1983 p. 69, traducéo de Luisa R. Baldino).

Na tentativa de interpretar o significado dado por Cornu ao termo concepcdes proprias
podemos faze algumas assrgbes. Uma ncepcdo propria ndo pode ser pensada
exclusvamente mmo uma oncepcdo matematica, pois Cornu faz essa distingéo ao longo de
seu texto. Um exemplo é a seguinte dtaca: “[..] 0 vocabulario matemético e a nog¢éo
matemética ndo tomaram o lugar das concepcdes espontaness, mas misturaram-se a ¢es, para
dar lugar &s concepcdes proprias’? (CORNU, 1983 p. 122, tradugzd de Luisa R. Baldino). Se
essa distincdo ocorre, vamos tentar interpretar o significado das expreshes misturam-se e
formadas ao mesmo tempo, utilizadas por Cornu na dtac@® anterior e na definicdo de
concepcdes proprias. Com 0 ensino organizado, o auno pode ter reestruturado alguma
concepcan espontanea egerado uma ncepcdo matematica Essa mncepcdo gerada épropria
e sO foi assm construida porque ja havia uma @ncepcdo espontanea sobre aqual o ensino
agiu. Usando uma metafora: em um bolo, a farinha esta presente, apesar de ndo conseguirmos
enxerga-la na sua forma original. Essa € uma interpretacé® para & expresdes utilizadas por

Cornu. Outraforma de pensar tais expreses € mnsiderar que, depois do ensino organizado, o

141..] les conceptions, propresal’ééve, qui sont issues alafois des conceptions gontanées et de |’ enseignement

req’.
241..] levocabulaire mathématique & la notion mathématique n’ ont pas pris la placedes conceptions gontanées,
mais Sy sont méés, pour donner lieu aux conceptions propres’.
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aluno pode evocar uma @NCEPCED que nNdo € puramente matematica Nessa @NCEPCE
identificamos tanto idéias mateméticas quanto espontaness. Usando a metéfora do bolo,
algumas vezes a farinha ndo se dislve totamente e podemos encontrar algumas bolinhas
brancas no bolo! Outra situac@® que emerge a respeito de concepgdes proprias é que o aluno
pode evocar, mesmo depois do ensino, uma @NCePcan espontanea As idéias matematicas
foram ensinadas, mas o0 auno preferiu faze funcionar uma ncepcdo que tinha antes do
ensino organizado. Essa mncepcdo pode ser também chamada de propria, pois ndo deixa de
ser fruto do ensino sobre o conceito.

Quando Cornu estabelece uma relac@® entre & concepgdes proprias € a imagem
concetual, a idéia de ncepcbes proprias torna-se mais clara. Segundo Cornu, “[..] as
concepcdes proprias contém ao mesmo tempo as imagens mentais, as representagdes, as
palavras ligadas a nogcéo, mas também definicbes, propriedades, ‘teoremas (por vezes
falsos...), procesos, algoritmos, exemplos’® (CORNU, 1983 p. 69, traducép de Luisa R.
Baldino). Considerando tal relacé, as concepcdes proprias adquirem um sentido de @njunto
de mncepcdes, aproximando-se da idéia de imagem concdtual. Assm, uma GNCePca
espontanea sobre um conceto, quando evocada pelo aluno apds o0 contato com 0 ensino
organizado sobre ese @ncato, pode ser chamada também de ncepcdo prépria, como
mencionei no parégrafo anterior. Mas, sendo assm, depois do ensno organizado qualquer
concepcao passa aser propria, ndo havendo mais necesgdade de se falar em espontéanea Em
outras palavras, depois do ensino todas as concepcdes de um aluno a respeito de um conceito
S80 suas concepcdes proprias.

As interpretagdes anteriormente feitas obre & expresHes que Cornu uiliza quando se
refere & concepcdes proprias se gustam a idéia de imagem conceitual. As trés concepcdes
que utiliza como exemplo podem ser consideradas como concepgdes que fazem parte da
imagem concetual do aluno, evocadas apds 0 ensino organizado sobre um conceito. A relacé®
entre & concepgdes proprias e aimagem concatual sera omnsiderada nesta pesquisa. Estarel,
contudo, referindo-me aimagem concetua para falar das concepcdes que o auno tem sobre
um conceto, incluindo as formadas apds 0 ensino organizedo. Para falar das idéias formadas

antes dese ensino, utilizarei 0 termo concepgdes esportaneas que, ab meu ver, é aprincipal

3 “]..] les conceptions propres contiennent a la fois les images mentales, |es représentations, les mots liés a la

notion, mais auss des définitions, des propriéés, des ‘théorémes (parfois faux...), des procesws, des
algorithmes, des exemples’.
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colaborac@® do trabalho de Cornu para esta pesquisa. Para referir as idéias formadas pelo
aluno apds o ensino sobre o conceito, utilizarel o termo concepgdes proprias. Se esss idéias
continuarem espontaneas, permaneceei me referindo a das como tal. Assm, as concepcdes
proprias e espontaneas S0 parte da estrutura agnitiva do aluno sobre um conceto, ou sgja,
suaimagem concetual.

E importante ressltar ainda, que uma @NCEPGED espontanea sobre um conceto O é
assm pois estd sendo pensada dentro de um proces®. SO é espontaneg pois existe uma
concepcdp matematica sobre ese nceato que aira sobre da, com 0 ensino organizado.
Depois dese ensino, concepcdes proprias podem surgir. Essas poderdo vir a ser espontaness
quando outro conceito passar por um ensino organizado. Podemos pensar na pratica de um
matemético. Provavelmente, todas suas concepcdes o formais, de aordo com a Matematica
Quando ele passaa a atudar um conceto novo, as concepcdes que de resgatard para dar
suporte a s estudo serdo espontaneas (lembrando que uma @ncepgéo ser espontanea ndo
significando ser matematica eformal, ou ser errada no contexto da Matematica). Mas em uma
certa €oca, tais concepgdes passaram por um ensino organizado e ndo eram espontaneas para
0 matemético. Portanto, ndo faz sentido pensar em uma idéia espontanea sem atentar para o
proces do qual o ensino organizado faz parte.

Deixando explicita aterminologia que estarei usando nesta disertac®, pas agora a
contextualizala segundo o enfoque desta pesguisa. Os termos antes introduzidos rdo

gjustados para dar conta das idéias dos alunos quando evocadas no contexto infinitesimal.

3. Asconcepgdesinfinitesmais dos alunos

Basala na teoria desenvolvida por Cornu (1983, chano concepc¢des espontaneas
infinitesimais as idéias, figuras e process primeiros que o aluno apresenta arespeito do
contexto infinitesimal. Estou considerando o contexo infinitessmal como o campo de
conhedmento onde auam as concepcgdes infinitesimails, ou sga, as idéias que tratam do
conceto de infinitésmo, considerando es nceto desde o tempo em que MMeu a ser
utilizado até os dias de hoje, passando por Leibniz, Cauchy e Robinson, apenas para dtar
alguns nomes. As concepcdes espontaneas, como mencionado na se¢é anterior, séo formadas
antes do ensino organizado sobre um determinado conceto. Assm, como exemplo, nos

momentos iniciais do primeiro encontro de Céculo Infinitesmal, quando os alunos foram
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solicitados a falar sobre 0 que entendiam por infinitésimo, as respostas que foram apresentadas
s80 interpretadas como concepgdes espontaneas a respeito do conceto de infinitésimo. Outros
exemplos de Stuagdes onde goarecgam concepgdes espontaness infinitesmais rdo
mostrados posteriormente, na descricéo dos episodios sledonados.

Depois de trabalhar com agum conceto no ensno organizado, o conjunto das
concepcdes espontaness infinitesimais pode ter sido abalado. Surgem, entdo, as concepcoes
proprias infinitesmais, que sdo as idéias do contexto infinitesimal formadas apds o ensino
organizado de um conceto nese @ntexto.

Estou considerando, nesta pesquisa, a imagem concetual como sendo a grande estrutura
cognitiva do aluno sobre dgum conceto. Tratando-se das concepgdes infinitesmais, elas
estdo contidas na imagem concedtual e englobam tanto as espontaneas quanto as proprias. Se
depois do ensino organizado sobre um conceto do contexto infinitesimal, alguma concepgéo
espontaneasurgir, continuarei chamando-a como tal, apesar de ter sido evocada g0s 0 ensino
organizado. Quando uma concepcao infinitesmal do aluno se gresenta an forma de palavras,
tentando espedfica 0 concdto ou explica uma imagem concetua evocada sobre esse
conceto, podemos chaméla de definicdo concatual. Nesta pesquisa, utilizarei ambos os
termos. Quando uma definicdo concetual do aluno for assciada a formaismo, estarel
dizendo que a oncepcédo que o auno apresentou foi uma definicdo formal, deixando o termo
definicdo concatual para designar uma idéia reladonada aimagem concetual. Considero
importante nesta pesquisa, por causa do objetivo e questdes de interesse que tem, a origem das
concepcdes que os alunos apresentam. Como espedfiquel na primeira se¢é deste caitulo, a
resposta dada pelo aluno pode ser baseada tanto na definicdo formal quanto numa imagem néo
reladonada a formalismo matematico. Quando a resposta ndo for formal, direi que essa veio
da imagem conceatual. Afirmarel que a resposta veio da definicdo formal quando for
reladonada ateoria matemética Ambas as origens vém da imagem concdtual, mas fareli essa
distingdo para fadlitar o entendimento sobre & relagdes entre & concepcdes apresentadas
pelos alunos.

Foi a partir das concepgdes espontaness infinitesmais dos alunos que @mece a
apresentar a teoria dos infinitésmos. Com base nessas concepgdes, exemplos e situagdes
foram apresentados, fazendo com que a imagem concedtua de cala duno fose se

congtituindo. As definicdes, posteriormente, foram sendo apresentadas e incorporadas ou ndo a

28



estrutura concetual. Foi dessa forma que o trabalho se desenvolveu durante os encontros de

Célculo Infinitesmal, cuja descricdo o leitor encontra no anexo desta dissertaca.

Neste caitulo, apresentei consideragdes a respeito da teoria, bem como a terminologia
que utilizarei para interpretar os dados da pesguisa. O objetivo € tentar refletir sobre a
pergunta-diretriz e @& questdes de interese anteriormente expostas. No proximo capitulo,
apresentarel a escolha metodoldgica que sustenta esta pesquisa e os procedimentos utili zados

para anseguir os dados.
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CAPITULO IV

METODOLOGIA DE PESQUISA

1. A Pesguisa Qualitativa

A escolha metodoldgica foi por uma éordagem qualitativa de pesquisa. Para Alves
Mazatti e Gewandsznajder (2001), esse tipo de pesquisa segue uma tradicdo compreensiva ou
interpretativa. Segundo esses autores, as pesquisas qualitativas “partem do pressiposto de que
as pesas agem em funcéo de suas crencas, percepcdes, sentimentos e valores e que seu
comportamento tem sempre um sentido, um significado que ndo se da a onhece de modo
imediato, predsando ser desvelado.” (lbid., p.131). Elas procuram retratar a perspediva dos
sujeitos da pesqisa, ou sgja, como reagem as stuagdes que estdo sendo focdizadas (LUDKE;
ANDRE, 1986.

Os dados da pesquisa qualitativa sdo, geramente, de caater descritivo, e sdo obtidos no
contato direto do pesquisador com a Situac® e mntexto pesquisado (LUDKE; ANDRE,
1986. Assm, os dados 80 “descricdes detalhadas de situagdes, eventos, pesas, interagdes e
comportamentos observados; citagdes literais do que a pesas falam sobre suas experiéncias,
atitudes, crencas e pensamentos [...]” (ALVES-MAZZOTTI; GEWANDSZNAJDER, 2001,
p.132. Na presente pesquisa, estes dados foram representados pelas falas dos alunos nas
situagdes de interesse do trabalho. Quando os dados sdo refletidos a luz do referencial tedrico,
constituem em conhedmento a respeito da &eade pesquisa. Sua importancia diz respeito a
representatividade que tém no contexto em que apesquisa esta inserida.

[..] a representatividade dos dados na pesquisa qualitativa em ciéncias
sociais estd relacionada a sua capacidade de posgbilitar a compreensdo do
significado e a ‘descricdo densa’ dos fendmenos estudados em seus contextos
e ndo a sua expressvidade numérica (GOLDENBERG, 1998 p.50).
O objetivo ndo era procurar por verdades, ou sgja, andisar se aidéia que o sujeito apresentava
era vdlida ou ndo. O interese desta pesquisa ga pela compreaensdo da fala dos alunos e suas
respostas a um novo contexto de estudo. Os dados de cadter qualitativo posshilitaram,

portanto, tal compreensao.
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Antes da mleta desses dados descritivos, algumas questdes éticas devem ser levadas em
considerac®. Nessa direc®, Goldenberg (1998 p.99) afirma que “N&o se deve violar
confidéncias ou causar dano as pesas que se etuda. Para tanto, € importante que &
propostas do pesguisador tenham ficado claras desde o inicio da pesquisa”. As intencbes do
pesquisador com os sijeitos devem ser explicitadas antes do proces de interac@® se iniciar.
Dessa forma, as pesas envolvidas ficam a par dos motivos do trabalho a ser desenvolvido e
da maneira wmo ele ocorrerd. Referindo-se a @trevistas, Goldenberg salienta aimportancia
da “[...] apresentacd do pesquisador por uma pesa de onfianga do pesquisado [...]” (Ibid.,
p.87). Essa gresentacd® dard aedibilidade a trabalho do pesquisador e fara com que 0s
pesquisados sibam que trata-se de uma dividade séria e de importancia. Outro aspedo ético
relevante é solicitar a permissfio dos sJjeitos da pesquisa, quando necessiria, para filmar e
gravar as stuagdes, e, ainda, para ndo expor suas identidades publicamente, “[...] € predso
garantir o anonimato do entrevistado [...]" (Ibid., p.87). Geramente, 0s nomes das pesas 0
modificados, usando-se @dinomes.

Uma caaderistica da pesquisa quditativa, considerada importante para Lincoln e Guba
(1985, é a acolha da amostra de pesas para participar da pesguisa. Para esses autores,

“Toda anostra é feita wm algum propésito em mente™

(Ibid., p.199. Para a pesguisa
estatistica, a intencdo € ageneraizaca dos resultados para uma ceta populac@®. O proposito
da anostra qualitativa é maximizar informagdes $bre um certo contexto (lbid., p.202). Para
isto, os autores defendem que, na pesguisa qualitativa, 0s sJjeitos a serem pesquisados devam
ser escolhidos sgundo um propésito, formando, assm, uma anostra intencional®. O grupo de
pesvas € escolhido de amrdo com critérios e objetivos estabeleddos, baseados em
caaderisticas descritivas deses sJjeitos. Com o0s dados coletados dessa anostra, o
pesquisador obtera resultados sbre um grupo espedfico de pessas, fornecendo informagdes
profundas a respeito desse grupo, ndo objetivando, portanto, a generalizaca dos resultados.
Na pesguisa qualitativa, o procedimento metodolégico escolhido para ser aplicado a
amostra intencional € determinado de a®rdo com 0s objetivos e perguntas-diretriz da
pesquisa. Assm, considerando 0 dojetivo desta pesquisa, a saber: conhece as concepgoes
infinitesimais de cetos aluncs através de um estudo ce Célculo Infinitesimal, era necessrio

um ambiente em que os alunos estiveseem trabalhando e discutindo sobre o tema, e que o

L« All sampling is done with some purpose in mind.”
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pesquisador pudese estar conjedurando e analisando as idéias e respostas desses alunos. Para
tanto, a redizac® de um experimento de ensino era alequada. Segundo Steffe e Thompson
(2000, um experimento de ensino € uma sequéncia de gisodios de ensino que objetiva a“|...]
explorac® e explicac® da aividade matemética dos estudantes’® (Ibid., p. 273. A paavra
experimento € usada pelos autores no sentido cientifico. Hipoteses de pesquisa sdo feitas antes
do trabalho ser iniciado. Ao longo dos episodios de ensino, outras hipoteses 8o formuladas e
testadas. A palavra ensino € utilizada por causa das agdes de ensino que ocorrem na interaca
com os alunos, durante aredizaca do experimento. Segundo os autores, a interacé pode ser
intuitiva, responsiva e aalitica Ela éintuitiva e responsiva quando o professor-pesquisador
ndo sabe @mo e por que ae da forma que eta agindo. Nese momento, ele ndo prevé a
reac® do aluno e ndo imagina 0 que pode ocorrer a partir de uma intervencéo. Néo ha
plangiamento de a@es futuras. A interac@® ocorre naturamente eo professor-pesquisador se
colocano lugar do estudante tentando pensar como ele, com o0 objetivo de explorar suas agdes.
Quando as respostas dos estudantes evidenciam ao professor-pesquisador informagdes
importantes para futuras agdes, a interac@® ocorre de forma mais andlitica do que intuitiva.
Nese momento, € possvel ter uma nocéo da direcd a seguir para 0 encaminhamento da
stuac®. Na interac&® analitica com certas evidéncias do radocinio dos alunos, o profesor-
pesquisador pode testar as hipOteses feitas. Por causa dessa dinamica de interac@® do
experimento de ensino, um programa de contelidos a ser trabalhado ndo pode ser fedhado,
como ocorre no ensino tradicional. O professor-pesquisador vai desenvolvendo as atividades
com os aunos, diredonadas pelas das respostas, a medida que questdes de interese vao
surgindo.

A metodologia de experimento de ensino, segundo Steffe e Thompson (2000, é baseada
“[..] na necessdade de forneca uma justificac@® ontogenética da matemética, ou sgja, uma
justificac@® baseada na histéria de sua geracé® pelos individuos’® (Ibid., p.269). Essa visio
esta reladonada com a idéia defendida pelos autores de que a Matematica € produto da
inteligéncia humana, que se da a longo do tempo. Essa posicéo difere de uma justificac®

impessoal, universal e ndo historica da Matematica Assm, no trabalho com experimentos de

2 Purposive sampling

3«]...] exploration and explanation of students mathematical activity.”

4«[ ..] on the necessty of providing an ontogenetic justification of mathematics; that is, a justification based on
the history of its generation by individuals.”
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ensino, sGo estabeleddos modelos da Matemética dos estudantes. Para o estabeledmento
dessees modelos, geramente, os episodios de ensino sdo redizados durante um longo tempo,
COmMo um ou dois anos.

Com a escolha e procedimentos metodoldgicos ja explicitados, pas, agora, a descri¢éo

dos participantes da pesquisa edos encontros de Calculo Infinitesmal.

2. Osalunos participantes

Os participantes da pesguisa @am do primeiro ano da disciplina de Calculo Diferencial e
Integral I, do curso de graduaggo em Fisica no ano de 2001 A disciplina ea ministrada pela
Profa. Dra. Miriam Godoy Penteado®. As aulas regulares € redizavam em trés dias da
semang, a saber: segundafeira (10h-12h), tercafeira (14h-16h) e quartafeira (14h-16h).
Desde o inicio do ano letivo, acompanhel toda turma, auxiliando com uma dividade de
monitoria durante & aulas.

Um grupo de quatro alunos, dois do sexo feminino e dois do masculino, foi seledonado
para trabalhar comigo em cinco quartas-feiras no horério de aula. O loca desses encontros foi
em uma sala diferente daquela onde ocorria a ala regular, pois considerel que nese anbiente
0 grupo teria maior concentracd. Os critérios de selec® destes alunos foram pensados e

discutidos no grupo de pesquisa. E o que seratratado a seguir.

2.1. A escolha dos alunos

De aordo com Lincoln e Guba (1985, optel por uma anostra intencional de dunos
para participar da pesquisa. Para essa escolha, alguns critérios foram levados em consideracé.
Ess critérios foram determinados sgundo preocupagies relativas a experiéncia que tive no
estudo piloto e objetivos espedficos da pesquisa.

Um estudo piloto, no ano de 200Q foi redizado. Os aunos que auxiliaram ese estudo
eram da disciplina de Calculo | do curso de graduac@® em Fisica A professora responsavel
pela disciplina ea também a Profa. Miriam. Visava com ess etudo, organizar os futuros

encontros de Céculo Infinitesmal. Assm, tive a oportunidade de rever atitudes minhas

® Profesra do Departamento de Matemética e do Programa de P6s-Graduacdo em Educacio Matemética da
UNESRRIo Claro. A partir deste momento, chamarel a professora de Profa. Miriam, poisfoi dessaforma que os
alunos e referiram a ela nos encontraos.
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perante & falas dos aunos e reorganizar 0 material que seria trabalhado durante a oleta de
dados. Alguns resultados dese etudo piloto podem ser encontrados em Milani (20017).
Pretendia desenvolver o trabalho com um grupo de dunos dessa turma de 200Q Para is,
montei, inicialmente, uma tabela de horarios em que au estaria cm disponibilidade para a
redizac® do estudo. Os alunos interessados em participar preencheram essa tabela, indicando
os horérios vidveis para cala um. Escolhi, juntamente cm a Profa. Miriam, um horério para o
estudo. Quatorze dunos estavam inscritos. Dessa forma, daria para cntar com possveis
desisténcias. No dia an que fui acetar com esses estudantes o locd e dguns detalhes dos
encontros, apenas oito dos que estavam inscritos s dispuseram a onversar.

No primeiro encontro, apenas um aluno estava presente. Conversamos um pouco, mas o
trabalho preparado ndo se redizou. Na aula regular seguinte, conversei com os demais que
haviam se mmprometido. Desculpas diversas surgiram. Foi sugerida, entdo, a trocade horério,
com a e&pedativa de que outros pudesem participar. Houve redamagdes. Os aunos
concordaram que o locd das atividades poderia mudar, para fadlitar o deslocamento de
alguns. No encontro seguinte, trés alunos apareceéam e um deles chegou na metade da
atividade. No tercaro encontro, dois alunos estavam presentes. No Ultimo, quatro alunos
comparecgam a sessio de trabalho, sendo que trés desss, 0s que estavam no segundo
encontro, participaram ativamente das atividades e discussio.

Temendo que uma situacd® como essy, de ter um nimero muito pequeno e variado de
alunos nos encontros, ocorrese novamente na mleta de dados, a etratégia de determinacé
dos aunos foi repensada no grupo de pesquisa, com o0 auxilio da Profa. Miriam.
Primeiramente, a idéia de um grupo pequeno de dunos £ manteve. Trabalhar com a turma
inteira, aproximadamente quarenta dunos, era impensavel, jA que queria saber, em
profundidade, como os aunos lidavam com as concepcdes infinitesimais. Para que néo
houvess o problema de ser dificil achar um intervalo de tempo comum entre os alunos e ay,
0s encontros sriam redizados no mesmo horario da aula regular. Pensando em evitar a
stuacd® de fata de comprometimento dos alunos e acdar, de repente, redizando encontros
com apenas um auno, analisei com a Profa. Miriam o comportamento da turma durante um
més de aula, até adata prevista para o primeiro encontro. Observamos os alunos que fazam
guestionamentos a nés duas, durante e @bs a alla. Os questionamentos eram tanto sobre 0s

contelidos da disciplina de Caculo como &ress afins (Fisica, Filosofia da Matematica e
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Histéria da Mateméticad). Tendo em vista e interese demonstrado por alguns aunos
durante o primeiro més de aula, um primeiro grupo de estudantes foi seledonado.

Uma intencéb que tinha para 0s encontros era maximizar o tempo, trabalhando e
discutindo com os alunos obre o asaunto Célculo Infinitesimal. Ese aa o asaunto plangado
para 0os encontros e ga o contelido base para @ concepgoes infinitesimais emergirem. Por i
mesmo, ndo me interessava utilizar muito tempo dos encontros auxiliando os alunos em
dificuldades relativas a contetidos do Ensino Fundamental e Médio. Tivemos a idéia, entéo, de
observar os erros cometidos pelos alunos numa prova sobre fungdes, redizada no final do
primeiro més de allas. Seledonamos, a partir dessa observac@®, um segundo grupo de
estudantes que ndo havia demonstrado tantas dificuldades com o asaunto da prova.
Acreditamos, dessa forma, que seledonando esses alunos, a probabilidade de estar utilizando
um tempo dos encontros para tratar de dlvidas eria menor do que se tivésemos escolhido
outros alunos. Estdvamos cientes que mesmo depois de ter seledonado os estudantes, se
dlvidas aparecessem sobre esses contelidos, eu trataria de resolvé-las. Cabe sdientar que, em
alguns momentos, durante os encontros, desviei 0 asunto de estudo plangjado para tratar de
dificuldades que estavam impedindo o andamento da sessho.

Finamente, com a intersec@® dos dois grupos de dunos, que ndo demonstraram tantas
dificuldades na prova e que participavam das aulas, obtive um novo grupo, de quatro
estudantes, dois do sexo feminino — Lina eNanda - e dois do masculino — Lugo e Mino - , que
estiveram presentes em todos o0s encontros. Vae sadlientar que esss critérios de escolha, que
caraderizam e espedficam o grupo de dunos com o qual trabalhel, podem ter influenciado os

resultados da pesquisa.
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3. Os Encontros de Calculo Infinitesmal (ECI)

3.1. A estrutura dos ECI

Visando atingir o objetivo da pesquisa, seis encontros com o0s aunos, de
aproximadamente duas horas cada, foram programados. A estruturafoi a seguinte:

- quatro encontros de trabalho conjunto;

- umencontro de preparacé® e

- umencontro de gresentacé.

A organizac@® desses encontros em trés caegorias foi baseada no estudo de Sierpinska
(1987. A autora posali diversas publicagges bre o tema obstaculos epistemoldgicos a
aprendizagem de limite, e uma dessas € aque descrevo a seguir.

Com um pequeno grupo de dunos de Ciéncias Humanas, Sierpinska (1987 organizou
quatro seses de trabalho, de quarenta e cinco minutos de durac@® cada. Esss ss9es
fizeram parte de um projeto que evolveu outras esHes com alunos de outros cursos. Esse
projeto tinha afinaidade de “[...] elaborar situagdes didaticas que auxiliariam os estudantes a
superar obstaaulos epistemolégicos reladonados ao limite™ (lbid., p.371). Sierpinska
descreveu e analisou as atitudes dos alunos reladonadas ao desenvolvimento da nogéo de
limite. Para saber esss atitudes, a aitora organizou quetro sesHes de trabalho, assm
ordenadas:

1°) primeiras questGes bre o asanto;

2°) transmissio do conhedmento;

3% preparacé da gresentac;

4°) apresentac.

A primeira e segunda seshes de trabalho da pesguisa de Sierpinska ejuivalem aos
quatro encontros de trabalho conjunto da presente disertac®. A tercara e quarta seses,
adma dtadas, correspondem aos encontros de mesma nomenclatura na presente dissertaca.

Sabendo da eisténcia de diversos obstaaulos epistemoldgicos relativos a nogéo de
limite e da necessdade de um conflito mental para que esses fosseem superados, Sierpinska
escolheu um tema matematico relativo ao asaunto para ser trabalhado nas duas primeiras

sesPes. O asaunto escolhido foi séries infinitas e expansdo dedmal, e o obstaaulo em foco era

6]..] daborating didactical situations that would help the students overcome epistemol ogical obstaclesrelated to
limits.”
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a questdo do infinito reladonado aos nimeros reds. Na presente dissertaca, o obstaaulo era a
nocéo de infinitésmo e foi trabalhado com topicos de Célculo Infinitesimal.

O grupo, na pesquisa de Sierpinska, era formado por seis estudantes. Na primeira sessio,
Sierpinska lancou aos alunos algumas questdes bre séries infinitas, indagando sobre o
resultado das somas. No inicio da segunda sessio, a pesguisadora falou a des que estaria

"’ e que, posteriormente, eles comunicariam aos colegas da

“transmitindo um conhedmento
turma da maneira que quisesseem. O trabalho com as ries infinitas e expansdes dedmais foi
desenvolvido através de exercicios e questionamentos. A terceara sessio foi dedicada a
elaborac® da agresentac®. O grupo havia diminuido. Trés alunos haviam adoeddo.
Primeiramente, ela discutiu alguns pontos com 0s aunos a respeito de @rregdes que deviam
ser feitas no discurso, por causa de dguns erros. Em seguida, ela saiu da sala e deixou-0s
trabalhando. No final da sessio, €la retornou a sala. Os alunos % preocuparam em procurar
argumentos para provar que 0,9...=1 e 0,9...<1. Essa questéo foi discutida no primeiro ECI.

A apresentacd dos alunos ocorreu na quarta sessio. Eles optaram por um debate, onde
expuseram seus argumentos a turma. As opinides divergiram a respeito da questdo discutida
na sessio anterior. Primeiramente, os trés alunos “travaram uma disputa” entre des, néo
engajando o restante da turma. Num segundo momento, apos a participacd de uma mlega, 0s
alunos passram a se eplicar melhor perante os outros. O debate ganhou aos poucos mais
participantes. AssIm como no encontro de preparacd®, Sierpinska ndo interferiu na
apresentaca.

Com a estrutura de trabalho adma descrita, Sierpinska teve a possbilidade de saber e
analisar as concepcdes dos aunos reladonadas a um certo tema (nocéo de limite), como ela
afirma: “[...] estas ®sDes trouxeram varias informagdes a respeito das formas de radocinio e
concepcdes dos estudantes, e, a0 mesmo tempo, favorecgam o desenvolvimento destas
concepcdes e radocinios’® (1bid., p.376). Como o djetivo da presente pesquisa @a wnhece
as concepcgoes infinitesimais dos aunos e mmpreender suas relagdes, aaeditel que a atrutura

de trabalho da pesquisa de Sierpinska serviria para dcancar tal objetivo. De fato, durante os

" O sentido literal daexpressio “transmisson of knowledge”, como passagem do conhedmento do professor para
0 aluno, ndo se encontra no desenvolver do trabalho feito por Sierpinska nessa sessho, apesar do termo ter sido
utili zado.

84[..] these sessons brought a lot of information about the students' ways of reasoning and conceptions, and, at
the same time, favoured the devel opment of these in students.”
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seis ECI tive a oportunidade de m@nhece tais concepcbes e observar como elas

reladonavam a medida que &s atividades iam se desenvolvendo.

3.2. Preparacdo paa os encontros

De aordo com as questdes éticas apontadas por Goldenberg (1998, antes daredizac®
dos encontros tive uma cnversa cm a profesora eos alunos sledonados, para deixa-los a
par do motivo pelo qual eles haviam sido escolhidos, objetivos das ssges e seu
funcionamento. Solicitamos a des permissio para filmar e gravar os encontros, salientando
gque & imagens e & conversas Friam tratadas apenas pelo grupo de pesquisa, e que Sseus
nomes sriam nodificados. A participac@® da Profa. Miriam, nessa wnversa, foi fundamental
para que o0s aunos ubesem que & atividades estariam amntecendo com o seu aval,
notassem a relevancia dos encontros e sentissem credibili dade.

Esclarecanos, ainda, que os alunos deveriam estar presentes e participar de todos os
encontros. Dessa forma, recdoeriam um ponto, a ser aaescido a nota da prova redizada pela
professora, durante o tempo em que 0s encontros estivessem acontecando. Os quatro alunos e
0 restante da turma tiveram aceso a uma tabela mntendo as notas de provas e de trabalhos
extras de todos os alunos. Assm, todos ficaram sabendo da bonificac®. O ambiente de
trabalho da turma ea de negociac® e os estudantes estavam acstumados com bonificagdes
extras. Portanto, ndo houve redamagdes por parte dos colegas devido ao ponto recebido pelos
quatro alunos. A opcéo pela bonificaca através da nota foi discutida amm o grupo de pesquisa
e oom a Profa. Miriam. Foi mais uma estratégia utilizada para evitar que 0s encontros néo se
redizassem pela fata de dunos, como ocorreu no estudo piloto. Todas as atividades de
pesguisa ocorreram com o aval da instituicdo. Os encontros fizeram parte do programa do
curso para os quatro alunos. Como exemplo, uma das questdes de uma prova possbilitava aos
quatro alunos responderem segundo a aordagem infinitesmal, e uma gresentac®, a respeito
do aswnto trabalhado nos encontros, foi feita por esses alunos ao restante da turma e
profesora. Além dessa nota, os estudantes sriam beneficiados com o conhedmento de uma
nova éordagem para desenvolver os conceatos de Calculo, e amm uma dividade de monitoria,

se surgise dguma dulvida relativa a trabalho feito durante as aulas regulares.
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Os quatro alunos aceataram e @ncordaram com o que al e aProfa. Miriam expusemos
na conversa. Um detalhamento maior da dindmica edo trabalho redizado nos encontros sra

discutido a seguir.

3.3. Os quatro encontros de trabalho conjunto

Os quatro primeiros encontros, redizados durante um més, tiveram uma dinamica de
trabalho diferente da dos demais. Estas sses foram caraderizadas como uma alaptacé do
gue Steffe e Thompson (2000 chamam de experimento de ensino. O termo adagacéao foi
utilizado, pois os encontros ndo tiveram duas caraderisticas que, segundo Gs autores,
identificam o experimento de ensino. Uma desss caaderisticas diz respeito a justificar
ontogeneticamente a Matemética, quando se trabalha com experimento de ensino. Os ECI
foram pensados com o objetivo de saber como os alunos responderiam as idéias de Calculo
Infinitesimal e, portanto, ndo tive apreocupac@® de fornece a Matematica uma justificac@®. O
segundo ponto é o fato de que 0 experimento de ensino ocorre durante um longo intervalo de
tempo, por causa da necessdade de fornece ta justificac® a Matemética Diferente dis, na
época da redizac® dos ECI, plangei que quatro encontros, durante um nmés, bastariam para
saber sobre dgumas concepgdes infinitesmais dos alunos. Portanto, a duracé do experimento
de ensino e anecessdade de uma justificac@® da matematica sdo fatores que fizeram com que
0S quatro primeiros encontros da presente pesquisa diferiseem de um experimento de ensino,
segundo Steffe e Thompson (2000. Assm, chamel eses encontros de adapgacdo e
experimento de ensino.

As primeiras eses redizaram-se an quatro quartas-feiras, a saber: 04/04/01, 11/04/01,
18/04/01 e 25/04/01, no horario da aularegular: das 14h as 16h, exceto aterceraque, devido a
uma prova de Célculo, redizou-se das 16h as 18h, por op¢éo dos alunos, ao invés de ocorrer
em um outro dia. O locd das reunides era o laboratorio didatico de mmputadores do curso de
Fisica Apenas o0 segundo encontro foi redizado numa sala de aulla comum, por motivo de
dedetizac® do laboratorio. O ambiente de trabalho predsou ser um espago com computador,
por causa da utilizaca@ do software Corel Draw, que foi instalado em uma das maguinas.

Os asantos plangados para esses encontros foram: conjunto dos nimeros hiper-reds,
cdculo de derivada de fungbes polinomiais, regra da soma e da caleia, derivada da fungéo

seno e segundo teorema fundamental do Calculo. O estudo desses topicos foi baseado em
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fichas de trabalho encontradas em Baldino e Cabral (2000. Es® estudo serd @ordado,
posteriormente, na goresentaca dos dados e na transcricd dos acontedmentos dos encontros.

Durante os quatro encontros, introduzi alguns concetos e nomenclaturas iniciais do
asaunto, pois os alunos nunca haviam deparado com esse tipo de @ordagem, e trabalhel com a
resolucéo de demonstragdes e exercicios, no quadro, com a participacd do grupo. Questdes
eram lancadas com o objetivo dos aunos discutirem e emitirem sua opinido. Procurava
perceber dlvidas e idéias que des tinham sobre os topicos trabalhados. Observei o tipo de
relacd® que fazam entre & duas formas de se @ordar o curso de Cdculo: limites e
infinitésimos. As comparagdes vinham a tona, pois os alunos estavam em contato com as duas
abordagens, uma na alla regular e outra nos encontros. Quando me questionavam, ndo
respondia prontamente. Ao invés dis®, procurava ecaminhar a Situacd® devolvendo
perguntas ao aluno e tentando orienta-lo. Muitas vezes is ndo era posdvel, pois os demais
colegas falavam antes, entregando a resposta pronta a outro auno.

Enquanto eu falava sobre os concetos, observava areac® e a perguntas dos alunos.
Lancava questbes e me interessava por suas opinides. Persistia am outras perguntas com o
objetivo de interpretar o que des estavam falando. Ao final dos encontros, discuses eram
feitas em torno de pontos que os alunos levantavam. Tentava participar 0 minimo posdvel,
para ndo influenciar a opinido deles. A partir dessas conversas e de outras manifestagdes dos
alunos durante os encontros e allas regulares, obtive indicagges de cmo estavam lidando com
as concepgdes infinitesimais. De um encontro para outro, criava hipéteses a respeito das
respostas apresentadas pelos aunos, com a inten¢éo de cmpreender suas concepcdes. Pensar
nesss hipdteses, fez ®m que al dredonase dgumas perguntas a serem redizadas no
encontro posterior.

Essa foi a dindmica de trabalho dos quatro primeiros encontros, caaderizados como
adapacdo e eyerimento de exsino. Todas as ssDes, inclusve a de preparac® e
apresentacd, tiveram as imagens filmadas e o audio gravado. Uma rapida descricéo das
atividades de cala encontro sera mostrada aseguir. Maiores detalhes bre o desenvolvimento

dessas atividades 80 encontrados no proximo capitulo e anexo desta dissertacé.
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3.3.1. O primeiro encontro

As principais atividades ocorridas no primeiro encontro foram:

Investigaca inicial sobre aidéia que os alunos tinham de infinitésimo.
Questionamento: 0,999.. 1 Menor?Igua?

Interpretac® da definicdo: Infinitésimo é um ndmero menor que quaquer nimero
real positivo.

Apresentacé@ do conjunto dos nimeros hiper-reds e seus elementos.

Célculo de dgumas derivadas de funcdes polinomiais. Os alunos foram ao quadro
resolvé-las.

Apresentac@® da nomenclatura que seria utili zada nos encontros.

Visualizac@® dos infinitésmos utilizando o zoom do software Corel Draw, na
situacé de umaretatangente a airvax-.

Distancia entre a arrva e aretatangente.

3.3.2. O segundo encontro

No segundo encontro, as stuagdes principais foram:

Revisdo da regra da caleia, asunto tratado nas aulas regulares no momento do
encontro. Foi uma dividade de monitoria.

Comparagdes entre a notagdes utili zadas na @ordagem infinitesmal e no contexto
do conceto de limite.

Demonstracé da regra da soma eda caleia. As provas foram conduzidas por mim,
mas com a mlaborac¢é dos alunos.

Inicio do cdculo da derivada do seno, feito por um auno.

3.3.3. Otercairo encontro

As principais atividades do tercerro encontro foram:

Um roteiro para o cdculo de derivada.

Célculo da derivada do seno.

Interrupcd do cdculo algébrico para buscar auxilio do zoom infinito. Ndo foi
utili zado o computador. Os alunos fizeram previsdes para o resultado do zoom.
Checayem desses resultados, solicitados no encontro anterior.

Término do cdculo algébrico da derivada do seno.
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- Distancia entre a rva e aretatangente.

3.3.4. O quarto encontro

No quarto encontro, as principais stuagdes foram:

- Checayem, no Corel Draw, do trabalho feito no encontro anterior sobre aderivada
do seno. Através de perguntas, tentei faze com que os alunos retomassem o que
haviamos concluido. Depois das respostas, eu mostrava os resultados.

- Aplicac@® da integral definida como areasob o grafico de uma fungéo, com o auxilio
do computador.

- Demonstracd® do segundo teorema fundamental do cdculo. Foi comandada por
mim, mas, como sempre, com o auxilio dos alunos.

- Auxilio do zoom no computador numa das passagens finais da demonstracd®
algébrica do teorema. As conclusdes tiradas a partir da visualizaca@ do computador
foram feitas muitas vezes pelos alunos, a partir de perguntas minhas do tipo: o que

VOCés estdovendo?e 0 queis quer dizer?

3.4. O encontro de preparacao

Ess encontro ocorreu em 20/06/01, numa quarta-feira, no horario da aularegular. Apds,
exatamente, um més e vinte e énco dias da redizac@ do Ultimo encontro, eu estava reunida
novamente @m 0s quatro alunos no laboratorio didatico de cmputadores da Fisica Nesse
locd, pois 0 computador estaria adisposicdo dos alunos, caso eles predsasem. Ese encontro
tinha 0 objetivo de saber o que havia ficado para os aunos do que fora discutido e ensinado
durante @& quatro seses de Calculo Infinitesmal. As concepcbes infinitesmais haviam
mudado? Alguma mncepcéo foi aaescentada aimagem concetual de um certo conceito? As
dificuldades e eros persistiam?

O objetivo que propus aos aunos era de des prepararem uma gresentacd® para 0S
demais colegas e Profa. Miriam, numa aula regular de Calculo. Sierpinska (1987 relata nesse
artigo que, na sessio de preparacé, saiu da sala para que os aunos discutisem a respeito do
asaunto que haviam escolhido. Na presente pesquisa, deddi estar presente en todo encontro,
pois asIm conseguiria marcar momentos importantes do trabalho, que poderiam passr

desapercebidos apenas assstindo a filmagem e ouvindo a gravac@®. No inicio dessa sesso de
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preparacd®, Sierpinska (1987 fez dgumas ressalvas a respeito de aros que os alunos haviam
cometido nas seses anteriores. Na presente pesquisa, as respostas incorretas que goarecgam
nos quatro primeiros encontros foram corrigidas durante os proprios encontros. Se dguma
questdo de dulvida por parte deles ou minha ndo havia sido esclaredda, isto seria feito apos a
apresentac@®. Nao poderia interferir no desenvolvimento da preparac® e gresentac@®. Do
contrério, a possbili dade de influenciar suas respostas e idéias fria grande.

Participel dese encontro, interferindo no seu andamento apenas no inicio, quando fiz
algumas observagies a respeito de seu desenvolvimento: “E importante que vocés ssibam do
objetivo deste encontro. Desde o inicio, esclared que etava realizando minha pesquisa.
Depoais dos quatro encontros que tivemos, onde trabadhamos com alguns concetos de Calculo
Infinitesimal, chegou omomento de vocés mostrarem o que ficou de tudois. O que aparece
neste encontro e na apesentacdo é fundamental para minha pesquisa. As respostas devem vir
apenas de wcés. Dessa forma, ndo adantard me perguntar se algo esta certo ouerrado. Eu
ndo vou responcer. Do contrério, estaria interferindo no @nsamento de \océs, em suas
respostas. s naoserve para otrabdho gie estou desenvolvendo. Os err os e as divergéncias
entre \océs podem aparece. IS0 serd importante para mim. Nao tenham nedo ce arar e de
nao saber responder a pasdves pergurtas dos colegas. Se wocés tiverem dlvida sobre algum
asaunto, podemos convesar depois da apesentacdo.” Falei ainda sobre aimportancia dos
alunos mostrarem aos colegas 0 que haviam estudado, ja que se aisentavam da sala de aula
uma vez por semana eque uma questdo de uma prova possbilitava o uso dos infinitésimos. A
Unica eigéncia que fiz foi que escolhessem pelo menos um tépico do que haviamos
trabalhado, e gresentaseem a resolucdo da seguinte questdo: A equacdo (e descreve a
distancia percorrida pa um objeto € dada po S(t)=—-4,9t* +50, judtifique pela via dos
limites ou pela via dcs infinitesimais por que a funcdo vdocidade é v(t)=-9,8t m/s.Ta
questdo era de uma prova redizada pela turma dos quatro alunos, que possbilitava-lhes
escolher entre a d&ordagem infinitesimal e ado conceito de limite para resolvé-la.

Os principais momentos desse excontro foram:

- Resolugéo da questéo da prova, pelo aluno que optou por infinitésimos.

- Revisdo de dguns topicos vistos.

- Tentativa de demonstrar aregra do produto.
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3.5. O encontro de apresentacdo

O encontro de gresentacé® foi redizado na segunda-feira, 25/06/01, apds o encontro de
preparacd®, na sala de aula regular, no horario de aula. O objetivo e & questdes de interesse
desse encontro sdo as mesmas do encontro de preparac@®. Ese momento também era a dance
de saber 0 que persistia eo que havia mudado em termos das concepgdes infinitesmais dos
alunos. Um interes<e difere dos apresentados para o0 encontro de preparacé. Na gresentacé®
dos quatro alunos, os colegas e professora poderiam faze questionamentos a des. Eses
guestionamentos sriam importantes para saber a reac® e o tipo de respostas dos quatro
alunos, e o contexto em que & perguntas estariam inseridas.

Interferi nese encontro apenas ao dizer aturma, em termos gerais, 0 que 0s aunos iriam
faze. Depois desse momento, apenas observel os estudantes. Abaixo, fagp uma descri¢céo
rapida do encontro:

- Apresentacé dos infinitésimos e do conjunto dos hiper-reds.

- Redizac® daquestéo da prova.

- Regrada caleia eda soma.

- Célculo da derivada do seno. Para gudar nas justificagdes, os alunos desenharam o
resultado dos zooms em folhas grandes, para que os colegas e profesora pudessem
enxergar.

Houve participac@® dos colegas e da professora draves de mmentarios e perguntas. A
profesra incentivava, quando posdvel, a mmparac® do trabalho que estava sendo
apresentado e 0 que estava sendo visto nas aulas regulares, ou sgja, houve uma tentativa de
comparac@® entre & duas abordagens. infinitesma e via onceto de limite. Os aunos
conseguiram apresentar muitas idéias a respeito do que haviamos estudado. Eles tinham o
objetivo de faze& com que os colegas e profesra ettendesem o0 que estavam falando.
Notava-se 0 esforco.

Apés a gresentacd, reuni-me @m os aunos e des resolveram algumas dlvidas ainda
pendentes, e mmentaram sobre sua satisfac@ em apresentar aos colegas o trabalho feito sobre
Célculo Infinitesmal. Anadisando os comentarios finais de todos os aunos da turma e da
Profa. Miriam, a gresentac® foi considerada muito boa e interessante, agradando aos

presentes.
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Neste caitulo apresentei a @ordagem de pesquisa e os procedimentos metodolgicos
utilizados para desenvolver os encontros de Calculo Infinitesimal. De maneira @ncisa,
explicitei a0 leitor as principais atividades que ocorreram em cada encontro. O proximo
cgpitulo trata dos dados da pesguisa. S&o episodios dos ECI — trechos recrtados dos encontros
- que auxiliaram na tentativa de refletir a respeito da pergunta-diretriz e das questbes de

interesse da pesquisa.
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CAPITULOV

DADOS DA PESQUISA

Os dados da pesquisa séo episddios sledonados das transcricdes dos encontros de

Céculo Infinitesimal, tendo como base a pergunta-diretriz e & questbes de interesse.

Reaordando, a pergunta que guia esta pesquisa é aseguinte:

Como dunosde Calculo | do curso de Fisica, da UNESP de Rio Claro, lidam com as

concepgdes infinitesimais, no trabalho com topicos dessa disciplina, estudados sgundo a

abordagem infinitesmal?

Para refletir sobre a pergunta adma e axiliar na interpretac® dos dados, aponto

algumas questdes de interesse, elaboradas a partir da propria pergunta-diretriz e do referencial

tedrico:

Que moncepcdes espontaneas infinitesmais foram trazdas pelos alunos?

Que moncepcdes formaram aimagem concdtual de infinitésimo e de derivada?

Qual a relacd® entre a imagem concatual e a definicio forma no contexto
infinitesmal?

Que dificuldades e @nflitos foram encontrados no trabalho de dguns concetos de
Calculo segundo a aordagem infinitesimal ?

Que comparagdes os alunos fizeram entre a dordagem infinitesmal e ado conceito

de limite?

Os episodios dos sis ECI constituem-se, basicamente, em falas e idéias dos alunos.

Cada episodio é um agrupamento de trechos que contém uma unidade, um tema an comum.

Eles foram seledonados tendo como base & questdes de interese e apergunta-diretriz.

Muitas vezes, um trecho diz respeito a mais de um asunto. Por is, ho proximo capitulo ndo

apresentarel a andlise dos dados sgundo os mesmos temas utilizados para organiz&los. Esses

temas dos episddios $0, entdo, 0s eguintes:

As concepcdes espontaneas infinitesmais dos alunos,

Algumas defini¢bes de infinitésimo;
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- Imagem concetual e definicdo concetual de derivada;

- Vocés poderiam dar um exemplo em que se usa esses infinitésimos?,

- Vigar: pensar no infinito e infinitesimal;

- Dificuldades no trabalho com o contexto infinitesimal;

- Comparagdes entre a dordagem infinitesimal e ado conceito de limite;

- Divide em pequenas coisinhas e somatudo ...,

- Cdculo Infinitesimal no curso de Fisica

A transcricdo dos ECI, onde encontram-se os trechos que formam os episddios, constitui
0 anexo desta disertac®. Ali, as atividades desenvolvidas nos encontros estdo mais

detalhadas do que no quarto e presente caitulos. Os dados da pesquisa sdo0 apresentados a

seguir.

1. AsconcepgOes espontaneas infinitesimais daos alunos

Para wnhece as primeiras idéias dos alunos bre infinitésmos, no inicio do primeiro
encontro de Célculo Infinitesimal fiz 0 seguinte questionamento: Vocés ja owiram falar em
infinitésimo? Vocés lembram de alguma pdavra, frase ou figura que esteja relacionadacom
infinitésimo? Perante isto, 0s alunos apresentaram as eguintes idéias:

Lina — Ouvi reladonado a infinitesimal. Pontos muito pequenos, que seriam quase
desprezveis.

Lugo - Pontos infinitamente pequenos.

Mino - Fradal, no sentido de pontos muito pequenos, que podem ser desprezveis em
alguns cdculos. Infinitésmo é uma misa que tende a unidimensional. Ele vai diminuindo
tanto que perde a dimensdo. Vocé pode despreza dependendo do seu ponto de vista,
dependendo de onde vocé esta olhando.

Nanda — Ouvi reladonado a dizimas. Na dizima, tem sempre nimeros < repetindo ou
ndo. Vocé sempre vai coloca um nimero. Até o infinito. Nunca acha. Infinito, infinitésmo.

Apos essa conversa, perguntei aos alunos; 0,999... enrelagéo ao 1 E menor? Igud?

Mino e Lina- S&o bem proximos.

Lugo - Mas 0,9... € um pouquinho menor que 1. Por menor que sgja [a diferenca eitre

eles], 0 1 é maior que de.
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Nanda - Se vocé for arredondar, nos cdculos, se for olhar sO para s reticéncias, vocé diz
que €1.

Raquel - Mas e se vocé néo for arredondar? Na sua frente estd 0 0,999... e 0 1, vocé os
liga @m um sinal de maior, menor ou igual?

Nanda - Se for assm, eu driaque o 1 é maior que 0,9...

Raquel, paraMino e Lina- O que vocés acham?

Mino - Eu também. 0,9... € menor que 1.

Lina- Aproximadamente igual a 1.

Raquel - Mas & é groximado, entéo ...

Nanda- E, ent&o ndo éigual.

Lina- E, ndo éigual.

Lugo - Se ndo predsar de predsdo, vocé ecreve que €igua a 1, para fadlitar o

entendimento, o cdculo, para aredondar.

2. Algumas definigdes de infinitésmo

Apbs conhece as concepcdes espontaness infinitesimais dos alunos, introduzi a seguinte
idéia: Infinitésimo € um ndmero, um ndmero infinitamente préximo de zero. Falei brevemente
sobre 0 conjunto dos nimeros hiper-reds, bem como seus elementos. Logo apos, apresentei a
seguinte definicgo de infinitésimo: Infinitésimo é um ndmero menor que quaquer ndmero real
paositivo. Solicitel para que tentassem entender essafrase epedi por posdveis exemplos.

Mino - E dificil definir um padrdo para infinitésmo, pelo o que ai entendi. E dificil de
imaginar.

Lugo - Se agente imagina um nimero bem pequeno, 0,0000Q..1, sempre da para mlocar
um nimero, com uma caa dedmal a mais [um zero a mais antes do 1] que de vai ser menor
ainda

Nanda - Que de vai ser um infinitésimo.

Mino - Sempre da para diminuir.

Raguel - Por menor que &l pegue um ndmero red, sempre pos pegar outro menor, a
metade, por exemplo.

Lugo - E. Ele pode chegar bem meis perto de zeo, mas ndo é o zero. Entdo ainda da

para se dizer que tem nlimeros menores.
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Raquel — Mas e 0 zero? Ele poderia ser um infinitésmo?

Os aunos discutiram um pouco sobre aquestdo. Li a definicdo novamente e um dos
alunos ndo concordou que o zero seriaum infinitésimo.

Mino - Se de [infinitésmo] é positivo, entdo ele émaior que zeo, ndo € igua a zeo.
Entdo eu adho que de [zero] ndo entraria nessa dassficaca.

Raquel - Vamos ver. Vamos substituir no lugar de infinitésmo o zero para ver se fecha?
Zero é um nimero que émenor gque qualquer nimero red positivo.

Todos concordaram, balancando a cdecapositivamente.

Mais adiante, nese mesmo encontro, surge o didlogo abaixo sobre a ménada de um
nimero. No encontro, ja tinhamos conversado sobre is, através do exemplo da mbnada do
nimero 2. Para detalhes bre essa mnversa, ver p. 124 e 125, no anexo da disertac.

Raquel - Qual adiferenca entre um elemento damodnadado x eo x?

Lina— dx.

Raquel - Is. Um infinitésimo. Quem faz parte da mdnada do zero?

Lugo — Infinitésmos.

Raquel - Por qué?

Os aunos - S8 nimeros bem préximos do zero.

Raquel — Muito bom.

Lugo — Do lado positivo, né? Porque do lado esquerdo ndo tem nimeros na mdnada do
zeo, SO se desforem negativos.

Raquel — Sim, sdo os infinitésimos negativos.

No encontro de gresentacé®, Lugo comentou sobre uma definicéo de infinitésmo que
havia encontrado.

Lugo — (...) Eu vi num livro. Porque agente se interesou e mmegou a qrrer atras de
um nonte de livro. Num dos livros, eu adhei uma definicéo de infinitésimo por limite. Era
ess| aui. Vocétem umafungéo qualquer f(x). Quando limitede f(x) quando x tende para
a é zeo, ela é tamada infinitésimo. E uma outra definicdo. Mas a definicZo que agente
ouviu com a Raquel foi que um infinitésimo € um nimero menor que qualquer nimero red
positivo.

Profa. Miriam — Menor nimero...
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Lugo — Menor que qualquer red positivo.
Profa. Miriam —Vocé pensa en um. Infinitésmo é menor que de.
Nanda — Vocé pensa an um, ele émenor ainda. Entdo vocé sempre vai ter um nimero

menor.

3. Imagem concetual e definigdo concetual de derivada

No primeiro encontro, os alunos cdcularam a derivada de dgumas funcdes polinomiais.

Por exemplo, aresolucéo feita para aderivadade f (x)=x’foi a seguinte:

y=x*

dy=(x+dx)* - x>
dy=x?+2xdx+dx? - x>
dy=2xdx+dx?
dy=dx(2x+dx)

ﬂ=2x+dx
d

X

oy O
'=re =rel 2x+dx] =2x
T R

Antes de estabelece apartered de % , 0correu o seguinte diadlogo:
X

. 2
Raquel - Quem é aparte red? O que significapartered? E um x, 02, 0 X , um nimero

red. Falamos em parte red e infinitesmal.

Lugo — A partered é0 2x.

Os outros concordam.

Raquel —Is. Porque x éred, 2 vezesumred ...

Osaunos—... éred.

Raguel — dx éinfinitésimo. Entdo apartered é...

Osalunos- ... 2x.

Lugo — Is é por causa que dx € um nimero tdo pequeno que da para groximar para
zero, éiso?

Raquel —Vegaque au ndo falel em aproximar para ze€o...
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Mino, interrompendo-me — Nareta dosreds ele € zeo.

Raquel - Is, se eu puar paraosreas...

Lina, interrompendo-me — Seria cmo nimero imaginario [complexo]? Vocé tem a parte
red e aimaginaria.

Ragquel — Is®. Exatamente. Mas vejam que al ndo falei em faze dx igua a zeo,

mandar ele para sei lAonde [risog]. Ele esta d, eu sO dise que aminha derivada é 2x.

3
No primeiro encontro, no final do cdculo da derivada da fungéo f(x)=x , tinhamos
ﬂzsxz +3xdx+ dx2 .
dx
Lugo - Agora és0 pegar aparte red.
Raquel — Is. Entéo aderivada f'(X) ...

Lina— E onde ndo tem dx.

No tercero encontro, montamos um roteiro para o caculo da derivada:
1) dy=f(x+dx)-f(x)
2) +dx
oy el Y
3) f (x)—reEEXE
Sobre o tercero pas, tivemos a seguinte mnversa.
Raquel — Por que retiro a parte infinitesmal?
Lina— Porque da étdo pequena, que pos desprezala.
Lugo — Porque no conjunto dos reds ela ndo é nada. No conjunto dos reds, 0s
infinitésimos ndo significam nada.
Raquel — Como eu defini a derivada? Como a parte red. Por que tenho que tirar a parte
infinitesimal? O que aJ quero?
Nanda— Porque quero a parte red so.

Os alunos concordaram com Nanda.

No encontro de preparacd®, os aunos estavam deddindo como iriam comeca a

apresentaca.
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Lina— Tem que explicar por que agente pega aparte red.

Outros, rindo — Ah, porque é

Lina—"“A gente pega aparte red”. Ai pode ter aguém que pode perguntar [ironizando]:
Por qué?

Risos.

Lugo — Porque o resultado que agente vai usar ndo vai ...

Nanda — Alterar.

Lugo — Né&o, ndo € que va dterar é que ndo va ter utilidade a gente pegar o
infinitésmo.

Lina— A gente tem que falar que étéo pequeno que ndo altera o... Eu tenho certezaque
vai ter um pentelho que vai perguntar: Por qué?

Lugo — Eu atéja sei quem.

Mino — O Lugo vai apresentar, entdo ndo vai ter ninguém para perguntar.

Risos.

Lugo - Eu sou perguntador mesmo.

No encontro de gresentacé, Mino estava no quadro resolvendo a seguinte questdo de
uma prova que posshilitava abs aunos responderem via infinitésmos ou limite: A equagédo
que descrevea dstancia percorrida pa um objeto € dada po S(t)=-4,9t> +50, justifique
pela via dos limites ou pela via dos infinitesmais por que a fungdo vedocidade é
v(t)=-9,8tm/s. Ja tendo desenvolvido boa parte dos cdculos, Mino escreveu

%?:—9,&—4,9&. Os outros apresentadores comecaam, entdo, a dar explicagges bre o

pas restante do cdculo de uma derivada, na éordagem infinitesimal.

Lugo — Es= quociente entre esss dois infinitesmais € o que agente dhama de quase-
derivada. Por que quase-derivada? Porque dnda tem ess pedaq infinitesmal aqui, que a
gente vai desconsiderar.

Lina— Quando a gente faz aderivada agente sO pega aparte red.

Lugo — SO apartered.

Nanda — Porque os infinitésimos, neste cao, ndo vao faze tanta diferenca

Lina- Porque des s0 infinitamente pequenos.
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Nanda - Porque des s0 infinitamente pegquenos ndo vao influenciar tanto o resultado.
Entdo eles podem ser, ndo desprezalos, mas ndo contados, ndo incluidos nesta conta.

Lina- SO vai pegar osreds, aparte red.

Colegal - Existe dgum exemplo que vocés tém que mnsiderar esses infinitésimos?

Nanda— Depende do cdculo que vocé ettiver fazendo.

Lugo — Este cao da derivada néo.

Lina— Aqui agente SO vai pegar a parte red.

Lugo — Por exemplo, na derivada vocé s6 vai trabalhar no conjunto dos nimeros reds.

Entdo, esse nlmero aqui, € um infinitesimal que nos NUmeros reds, nao existe.

Em um outro momento da goresentac@, o didlogo foi sobre adiferenca aeitre dy e Ay
na aordagem infinitesimal e na tradicional do conceto de limite.

Lugo — Se agente dividir dy=f'(x)dx+& por dx, teremos o quociente igual a derivada
mais o infinitésimo. Ess infinitésimo € o que 0 Mino desconsiderou ali. Pegou sb a parte red.

Mino — Naverdade, vocé ndo esté desconsiderando. Vocé esta pegando a parte red.

Profa. Miriam — E. E definido assm.

Mino — E definido assm. Vocé pega a parte red. Vocé ndo desconsidera [0
infinitésimo], porque os nimeros reds também estdo nos hiper-reds. Vocé so esté pegando a

partered.

Na findizac® do cdculo da derivada da funcd seno, no encontro de gresentac®,

L ugo escreveu no quadro: %:cosxw :
X

Lugo — Agora agente va faze o de sempre. Va pegar a parte red e desconsiderar o
infinitésmo. Ele existe, mas a gente vai desconsiderar.

Escreveu, entdo, aresposta f'(x)=cosx.

4. Vocéspoderiam dar um exemplo em que se usam esss infinitésimos?
No encontro de gresentac®, Mino resolveu a derivada da equac® S(t)=—4,9t> +50.

Dentre vérias justificagdes dadas para o Ultimo pas® desse cdculo, estavam as fguintes. “(...)
os infinitésmos, neste @so, ndo vao fazer tanta dferenca” e “(...) eles sio infinitamente
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pequencs ndo vao influenciar tanto o resultado (...)”. 1s incentivou os colegas a fazeem
algumas perguntas.

Colegal — Mas existe dgum exemplo em que se usa es infinitésimo?

Lina— Acho gque vocéteriaque estar trabalhando comos *[J .

Nanda - Ou entdo com particulas extremamente pequenas que qualquer alterac@® possa
afetar o resultado que vocé quer. Se vocé etiver trabalhando com, por exemplo, raios ou
particulas sibatdmicas, pode ser que es infinitésmo sga incluido na @nta. Agora, ese
cdculo € sd nesse universo muito pequeno, como o dos nimeros infinitesmais. Ai pode ser
gue s nUmero seja mntado.

(.)

Um colega 2 pede sobre mais uma glicac® da Fisica Por causa do barulho, ndo
consegui entender o que de havia dito. Era dgo reladonado a temperatura.

Nanda — Ent&o. Ness cao, ess infinitesmal, que ayui foi desprezalo, vai ser incluido
nesse. Depende da expressio que vocé estiver usando.

Lina - Depende do cdculo.

Nanda — Se vocé etiver usando na termodinamica ou se for na dilatacé, que tem
aquelas formulas de dilatacé, ess infinitésimo vai faze muita diferenca

Lina — Depende da influéncia do infinitésimo no cdculo. Aqui o infinitésmo ndo vai
influenciar tanto, em outros vai.

Nanda - Se vocé etiver cdculando o coeficiente de dilatacd® de uma barra de ferro
numa ferrovia, no amplamento de uma barra aoutra para permanece unidas, para juntar os
trilhos, esse infinitéamo vai faze muita diferenca naquela dilatac@® do ferro. O infinitésmo
ndo pode ser desprezalo, sO que neste cao a gente SO quer a parte red, para poder encontrar a
inclinac@ dareta, que €o v(t) que agente quer.

Lina- O infinitésmo existe, ele esta &, mas neste cdculo SO interesou a parte red.

Nanda — Depende do cdculo. Ele € muito importante, tanto que tem até um conjunto

espedal para de, que sdo s hiper-reds.
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5. Viajar: pensar no infinito einfinitesmal

No primeiro encontro, termos como monada e hiper-reais foram introduzidos e
chamaram a dencé dos aunos. Conversamos também sobre a &isténcia de numeros
infinitos.

Raquel — Ent&o, um nimero infinito positivo € maior que qualquer red positivo.

Lugo - 1s0 é tedrico, porque na préatica vocé sempre vai conseguir um ndmero maior.

Raquel — Tem vérios nimeros infinitos.

Apdbs um siléncio, eles comecan arir.

Lina- Varios?

Raquel — Sim.

Lina— Setiver dois, eu sempre poso dizer que um é maior que outro.

Raquel - Sim, por is® que al posso comparar nimeros infinitos. Tem um ndmero
infinito que € maior que outro. Mas os dois $0 maiores que quaisquer nUMeros reds
positivos.

Eles comecan arir.

Nanda - Tem que vigjar um pouco!

Raquel - E algo novo para vocés, mas tudo é provado de forma rigorosa. E aceto pela
Mateméatica

O verbo vigjar foi bastante utilizado, no Ultimo encontro, para caaderizar algumas
situagdes apresentadas pelos alunos a turma. Uma dessas stuagdes surgiu no final do primeiro
encontro, a partir de uma opinido de Lina.

Lina— Acho que émaisfadl entender aidéia de infinitésmo do que de infinito.

Mino — Para mim, é o contrario. Por exemplo, se for aplicar no cotidiano, vocé pega um
cronbmetro. Ele ndo tem limite de caas para mmeca a marca o tempo. Entdo ele nunca
marcaia nada, ele sempre marcaria zeo quando vocé ligasse de. Ele nunca ia chegar ao
proximo numero.

Nanda - Ao proximo nimero red.

Mino - 1s sempre me incomodou. Sempre penso assm. Ligo meu cronbmetro. Ele
nunca marca nada. Sempre marca zeo, porque de nunca dega a proximo. Se vocé néo

impuser limites as casas dedmais ele nuncavai chegar ao proximo ndmero.
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Lembro do paradoxo da dicotomia de Zendo e digo a des.

Mino — E exatamente is®. Se a gente for pensar assm, a matemética ndo admitiria
espag nem tempo.

Lina— Eu falei que émais fadl o infinitésmo, pois ele esta di. Estou vendo o zero. Mas
infinito, pareceque &l nuncavou chegar.

Mino - Vocétem umareferéncia

Com a situaca do cronémetro, Nanda iniciou o encontro de goresentacéo.

Nanda — N&o sei se vocés observaram que agente ndo ficou algumas vezes na aula om
VOCEs, justamente porque agente ficou no laboratério com a Raquel. Ela nos mostrou coisas
muito interessantes para nos da parte de Calculo, que sdo os infinitésmos, que €um universo,
pelo menos na minha opinido, um universo bem diferente, uma visdo muito diferente do que
aquela que agente vé todo dia. Porque sdo nimeros téo pequenos, tao pequenos, e Nndo Sdo 0
infinito, ndo chega aser o infinito, s80 NUMeros muito pequenos, infinitamente pequenos, (...)
as vezes vocé pode faze umas viagens e vocé ndo consegue degar em lugar nenhum, por
exemplo: se Vocé pegar um crondmetro e comeca a aonometrar o tempo que vocé leva para
chegar na sua caa, vocé pode perceber que ele nuncavai sair do zero, ou sgja, VOcé nuncavai
chegar na sua caal Pelo tempo, se vocéfor marcando o tempo.

Is® provocou risos na turma inteira, inclusive, nos apresentadores. Alguns colegas
falaram “Zendo, Zenad', “Isto é Zenad'. Nanda mntinuou.

Nanda - Vocé ficamarcando e de nuncavai sair do zero. Entdo vocé mmeca gperceber
gue 0s numeros <0 infinitos e pelo fato de serem infinitos is altera bastante, entdo vocé
comeca apensar neles, nese universo que os infinitésmos fazem parte, tem até um conjunto

espedal, que sdo os hiper-reds, que os infinitésmos fazem parte.

No final da gresentac®, os alunos retomaram o resultado dos zooms aplicados ao
cdculo da derivada do seno, para falar sobre o infinitésmo de segunda ordem. Para detalhes
sobre essa dividade, ver p. 232236, no anexo da dissertacé. As figuras mencionadas nesse
trecho séo mostradas nas paginas 64 e 65, quando utili zadas para explicitar melhor a dividade
do seno.

Lina— A gente ndo falou em infinitésimo de segunda ordem.
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Lugo — E. Aqui [Figura A.5] a gente deu um zoom para ver o infinitésmo. Aqui [Figura
A.6] agente deu outro zoom para ver outro infinitésmo. Es® [ dx] é de primeiraordem e ess
[1-cosdx] € de segunda ordem. E um infinitésmo menor que o outro infinitésimo. Se vocé
tiver um infinitésmo menor que todos infinitésmos, € um infinitésimo de ordem infinita.

Risos da turmainteira.

Nanda — E viagem.

Colega4 — Vocévai ter infinitésmo de infinitésimo de infinitésmo.

Nanda — Alguém tem pergunta? Deu para entender essa idéia de infinitésmo, zoom?
Ese 200m ai € muito legal. A demonstracé da formula da derivada do produto e do quociente
€ amesma misa.

Lina— Parte do mesmo principio.

Nanda— E so vocé pegar a definicéo ...

Lugo — Demora um pouqunho, mas com esforco sai!

Nanda — A gente fica erolado um pouco com essas demonstragbes, porque agente néo
esta aostumado. A gente pega mais a parte pratica da Matematica Tanto que quando o
profesor demonstra & formulas, a gente fica “ah ...” [risos]. Mas € legal, bem interessante
is ai. Principamente essa visdo geométricaque agente teve do zoom.

Profa. Miriam — Eu gostel das viagens.

Nanda - Toda avez que agente saia dos encontros a gente ficava vigjando.

Lugo — Essa historia do cronémetro, de que vocé nunca vai chegar na sua caa. Por
exemplo, se vocé pegar uma distancia. Daqui até di. Primeiro vocé vai percorrer a distancia
até o meio, depois percorrer a metade. Depois a outra metade, a outra metade ... Vocé nunca
vai chegar no lugar. Ai a gente ficou acaados ...

Profa. Miriam — Arrasados!

Risos.

Nanda — Tem os fradais também. Que € um exemplo bem interessante dessa parte
infinitesimal. Vocé vai dividindo, dividindo ... A teoria do caos também. A idéia de que uma
coisa muito pequena que pode detar. Como nos exemplos que agente deu. Dependendo do
cdculo que vocé tiver fazendo ese infinitésmo vai ter que ser contado. Vai faze diferenca

Como o bater das asas de uma borboleta pode provocar um ciclone. Entéo tem que ver.

57



Colega 5 — Para cdcular o decamento de um elemento radioativo, esse infinitésmo
entra?

Nanda — Olha sinceramente au ndo sei. Mas pelo problema que is® pode caisar, ou até
mesmo dependendo da parte que vocé quer observar deste cdculo, ess infinitésmo possa
faze muita diferenca Eu aaedito que sm.

Colega 5 — E que nunca tega no lugar, né? Entdo o elemento nuncavai decar ....

Nanda — Mas ess negocio de que nunca dega no lugar, ja émais uma visdo. A parte
algébrica do infinitésmo é que vai influenciar mesmo neste cdculo. As viagens que VOCE vai

faze ai é outra misa

6. Dificuldades no trabalho com a abordagem infinitesimal

No primeiro encontro, trabalhamos com a ferramenta 2z0om do software Corel Draw. O

2
monitor mostrava a arva x e areta tangente a éa num ponto P. Quando demos um zoom

infinito no ponto P, enxergamos a arva e areta aincidentes, como nafigura aaixo.

P+dP
y+dy
$
dy
p
y dx
X x+dx
Figural.4

Para ver a diferenga, demos outro zoom infinito, agora no ponto P+dP, ponto da airva,
originado pelo aaéscimo infinitesmal dx dado a x. O resultado dese zom foi a figura

abaixo.
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P+dP

y+dy <—

ay-flxjax=E, d(:@f

y+f(x)dx <

\/
X+dx

Figura 1.5
Descobrir a justificativa para a diferenca ettre a wrva e areta ser dadapor dy— f'(x)dx,

gerou discussio e ocupou boa parte do tempo do encontro. Para descobrir tal diferenca os
alunos tinham que saber a ordenada da projec@® do ponto P+dP nareta tangente. Depois de
fazeem agumas tentativas, sugeri que os alunos * baseassm na definicdb geométrica de

derivada: a derivada de umafuncéo f emum ponto P é o co€ficiente angular da reta tangente
ao grafico de f no ponto P. Nanda tenta glica essa definic&o, locdizando no desenho um

caeto oposto sobre um adjacante.

dy-f'(x)dx

ax

Figura 1.6
Perguntel aos alunos como era formado o angulo que determinava os caetos do
triangulo, no cdculo do coeficiente de uma reta. Responderam que aa formado pela propria
reta eumaparalela a eixo X.

Raquel — O angulo deste tridangulo é formado por quem?
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Perceberam que estavam olhando para a“reta” de dma (a airva) e ndo para ade baixo
(atangente). Foi dificil visualizar o tridngulo correto no desenho do segundo zoom. Portanto,

na figura do primeiro zoom infinito, force o aparedmento da reta tangente.

P+dP
y+ady reta tangente
"forcada"
Q
Y P
dx
curva
X X+dx
Figura 1.7

Os alunos locdizaram a diferenca procurada nesse desenho. Mas mesmo assm, a resposta ndo
velo. Passi, entdo, para 0 caso finito, onde 0s aaéscimos eram nUMeros reds e nao

infinitésimos, desenhando para des afigura aseguir.

A
m
fi)
f(x1)
< >
- X X
Figura 1.8
Fadlimente, eles escreveram M:m: f'(x). Chame a aencéo para o fato de que os
X=X

aaéscimos, nese Ca0, eram reds e que ndo poderiamos escrever com a hotacd® de
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P A . .
infinitésimo. Escreveram, entdo, A—y:f'(x). Pedi para que determinasem o caeto oposto:
X

Ay=1'(x)Ax. Eles notaram a semelhanca ®m f'(x)dx, e remnheceam essa medida na

figura“forgada” do primeiro zoom, lembrando que os aaéscimos eram infinitesimais.

Raquel — Ent&o quanto vale desde aorigem?

Nanda - Vale amedida &é o ponto P e mais o que foi cdculado.

Raquel - Ou sga..

Lugo — y+ f'(X)dx.

Raquel - Ficou dficil de enxergar agui [2° zoom]?

Lugo - Confunde qual que é a arva equal que € areta.

Nanda — Como a gente estatdo proximo, percebe-se que a erva e areta estdo paraelas.
Num plano maior, da para ver que € a arva e areta tangente. Ai, da para deduzir que tem um

triangulo retangulo. N&o estamos acostumados com esta perspediva. Mas siul!

No tercero encontro, trabalhamos com a airva y=senx. Voltei a perguntar sobre a

disténcia entre a arva e areta tangente num certo ponto. Nes cao, a tangente estava em

cima da airrva e adiferenca édada por f'(xX)dx—dy, ao contrério do caso anterior. Nanda

lembrou gue tinha dgo aver com f'(X), coeficiente angular. Desenhei a seguinte figura:

/ "
yO y:’)
_ |
-~ Xo X
Figura3.14
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Concluiram, depois de dgumas tentativas, que amedida que estéavamos procurando era

Y=Y, +m(Xx—X%,). Da mesma forma que o caso anterior, os aunos locdizaram um tridngulo

retangulo no segundo zoom infinito. Essa aividade ndo pdde ser concluida, pois estdvamos

ultrapassando o horario de funcionamento do laboratorio.

No final do quarto encontro, tivemos uma anversa geral sobre todos os encontros. Mino
falou sobre 0 zoom.

Mino — Ah, eu extrapolo um pouco. Eu penso em outras possbili dades para o zoom. E
is9 dificulta um pouco.

Raquel — Possbili dades de qué?

Mino - Tem vezes que al penso N0 Z0OOM huma maneira que el acdo ndo concordando
com isto. E eu gostaria de saber em que ponto eu estou errando para poder chegar.

Raquel — Eu pensel que com o computador tivesse ficado mais claro.

Mino — N&o, pensando neste radocinio, esta ok, perfeito. Mas smpre da para extrapolar
ainda mais. Ndo tem limite parais.

Lina — O livro que eu estou lendo, diz que muitas vezes, trabalhar com o infinito
contraria asua logica O exemplo que de da é que vocé pega o conjunto dos naturais e o
conjunto dos pares e pergunta qual € o maior. A logica éque o de todos 0s nimeros, porque o
dos pares é sO uma parte. Mas a resposta € que des s0 iguais, porque de faz uma relac®
entre 0s conjuntos.

Mino — Deu pra se guiar por essa l6gica mas smpre da para pensar outra misa. Pode
até ser errado, mas vocé sempre estd pensando em outra @isa. Como eu pensei numa
possbilidade da esfera comeca a diminuir junto com o zoom. Foi uma série de process que
eu fui pensando e deguel a esta mnclusdo que a afera diminuia junto. Eu queria saber onde
eu estou errando para pensar certo.

Nanda — Acho que ndo € pensar errado. Depende do argumento que vocé esta usando. Se
VOCEé encontrar um argumento bem convincente, mesmo que 0 que vocé eta pensando ndo
sgja ceto...

Raquel — E posdvel inventar novas teorias, basta fixar certas verdades, axiomas e a
partir deles desenvolver uma caleia.

Lina- Umvai levando no outro.
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No final do quarto encontro e nos encontros de preparac@® e gresentacéd®, 0s alunos
falaram que 0 seno havia sido um problema eque haviam demorado muito para entender o que
se passava. O didogo abaixo refere-se a final do quarto encontro.

Nanda— O seno foi um problema.

Raquel — Por qué?

Nanda — Na hora, para @nceber... Hoje [com o computador] ja foi mais normal,
visualizar.

Lugo — Pareda misa de louco. Na hora agente ndo entendia nada. Mas agora melhorou.

Nanda - Naquele dia, estava dificil visualizar que sendx estava paralelo a dx e que dx
eraumareta endo o “circulo”!

Raquel — Na verdade, sempre foi 0 “circulo”.

Nanda - Mas depois ficou claro. A gente ndo estava thegando t&o proximo quanto era

predso.

No encontro de preparaca, os aunos estavam deddindo o que iriam apresentar.

Lugo — Quem vai pegar aguela parte do seno e msseno?

Lina— Nossal A gente ficou meia hora para descobrir aquilo.

Lugo —Mais. A gente cmegu num dia e achou no outro [2° e 3° encontro].

Nanda — Seria interessante falar das retas, curva paralela atangente. E legal.

Lina—Zoom. A Miriam até comentou, né?

Nanda — Tem que escolher uma misa menos complicada de entender para passar para
todo mundo.

(..)

Nanda — A minha divida ga ajui. Eu ndo me conformava que o seno eraigua ao dx.
Eu fiquei muito chateada, mas depois eu entendi [risos]. Essa parte grafica aMiriam néo deu.

Lina- Foi bem geral.

Ainda sobre o0 asaunto seno, no encontro de preparaca.
Lugo — Se vocés quiserem que el me arisque afaze a derivada do seno eu fag. O
problema éo grafico. Porque ayui € paralelo e ndo é paralelo, € arvo, mas € paraelo.

()

Lina— Vocélembra por que que o cosdx é bem proximo de 1?
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Lugo - Ah, é s faze o circulo. Se vocétiver bem pertinho [arco perto do zero], se vocé
for chegando cada vez mais perto, esta linha [linha do cosseno] vai correr para cajorigem do
circulo]. Quando estiver bem pequeninho vai estar bem proximo de 1. Essa € a gplicaca.

Lina- Como é essa histériade arrer?

Lugo — O coseno ndo € aprojecd do arco? Entdo vocé vai diminuindo o arco, a
projecé vai aumentando. Vai chegando cada vez mais perto de 1, pertinho de 1. E 0.000...

Mino - Essadiferenca €0 1-cosdx .

Lugo - Va ser infinitesmal. Aqui € amesma misa, sendx € groximadamente igual a
dx . S8 numeros bem pequenos. Dividindo um pelo outro vai dar préximo de 1.

Nanda— E o ultimo [zoom] foi 0 que deu problema.

Lugo — E. A dlvida que agente teve éver que dx era groximadamente reto e que ga

aproximadamente igual ao seno também. O arco é praticamente igual ao seno do angulo.

Na goresentacd, antes de finalizar os cdculos algébricos da derivada do seno, os alunos
fizeram ainterpretacd geométrica, fazendo uso do zoom infinito.

Lugo - Quando a gente tem um circulo trigonométrico da forma que agente mnhece se
esse for 0 arco teta, 0 coseno vai ser a projeca no eixo horizontal e 0 seno a projecé no exo
verticd. Agora agente va trabahar com um arco infinitesmal, dx. Entdo a gente da um
zoom. Quando a gente degar perto do ponto A, a gente tem a impressio de que e
pedadnho, 0 arco aqui € mais ou menos, tem a impressio de uma reta. Da aimpressio, se a

gente chegar muito proximo.

Figura A.5

Nanda— Vocétem que vigjar um pouco.

Lugo — Tem que imaginar um pouco.
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Colega 3 — E como o horizonte. O horizonte é airvo e vocétende aimaginar que éuma

reta.
Nanda — Exatamente. VVocé tem que vigar muito. Para vocé sair do que vocé onhece e

ir parala
Lina— Quando a Raquel prop6s para gente foi bem ...

Mais tarde, na gresentacé, 0s alunos retcomam algumas explicages.
Nanda — Quando vocé degar bem perto do ponto A [na figura A.4], vocé ndo vai ver

IS [arco dx] virando. Vocévai ver paralelo, que éo queta aqui [figuraA.6].

Sen x

COS X

FiguraA.4

>
=]

1-cos dx|
A

Figura A.6
Lugo —Vocévai continuar vendo reto, sO que de[arco dx] vai virando...

(..)
Lugo — Ess dx aqui [figura A.6], naverdade, é es pedadnho aqui [ dx em figura A.4]

do circulo trigonométrico. SO que étdo pequeno, ou melhor, a gente ta tdo perto que agente
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enxerga de @wmo uma reta E o sendx é paralelo a de. S&0 aproximadamente iguais:
sendx=dx .
(..)

Lugo desenha um circulo trigonométrico e marcaum arco muito pequeno.

Colega 3 — E paralelo a0 seno dele.

Lugo para sem resposta.

Profa. Miriam — N&o so paralelos. Um arco e umareta.

Colega 3 —Mas no infinitesmal eles sio paralelos.

Profa. Miriam — Da aidéia de que sdo paraelos.

Nanda — Depende do zoom que vocé da. Num zoom, vocé vé os dois juntos. Se vocé der

outro zoom, VOCcé vé os dois paralelos.

7. Comparagdes entre a abadagem infinitesmal e a doconceto de limite

No segundo encontro, algumas comparagdes foram estabeleddas entre @& notagdes
utili zadas nos encontros e nas aulas regulares de Calculo.

Raquel — Vocés notaram diferenca aitre o que aMiriam usou de notac@® e 0 que nés

usamos No encontro passado?

Lina— E mesma misa. Também usamos % e f'(x).
X

Raquel — Mas é mesma isa?

Lugo e Mino — A Miriam desprezou o infinitesimal.

Lina — A gente fez @nsiderando todo o infinitésmo. A gente pegou a parte red e o
infinitésimo. A Miriam ja pegou a parte red.

Raquel — A Miriam considerou as notagdes como iguais. Para nds também era amesma
coisa?

Eles respondem que néo.

Lugo-0O % ndo era aguase-derivada?
X

Raquel — Sim, que éigudl a....
Lugo - A parte red mais ainfinitesmal.

Raquel — Onde entra f'(x) nessa historia?
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Todos - Erasd a parte red.
Raquel — Ent&o, com a Miriam estas notagdes S0 ...
Todos— Iguais.

Raquel - Ela ndo esta enxergando % como quociente de infinitesimais. E nos estamos
X

considerando essas notagdes como ...

Todos — Diferentes.

Lugo — Is0 ndo estd en termos de limite, e este nimero [infinitésmo] esta tédo pequeno
gue agente pode desconsiderar?

Raquel - Sim, usa-se 0 limite ese acéa m os infinitésimos.

Lugo — D& para mnsiderar que % € goroximadamente, bem aproximadamente igual a
X

derivada.

Raquel - E is® que agente esta fazendo agui, com o simbolo =.

Lugo — Eu sei, mas como ela pegou a notac@® de quase-derivada edise que gaigua a
de derivada, a parte infinitesmal é t&0 pequena que mnsiderou que tende a zeo, entdo tira
esta parte e ses dois $0 iguais.

Raquel - Vocés acham que éigual?

Todos dizem que néo.

Mino - Nos hiper-reds ndo.

Lina— Os infinitésimos existem.

No encontro de preparacé, os alunos fizeram mais comparagies.

Nanda— A gente tem que usar as palavras certas.
Mino — % ndo eigual a —9,8t. Ele & gproximadamente. Para ser igual vocé...

Lina— Tem que acescentar um infinitésimo.

Mino — E.

Lugo - A gente pode @€ mostrar uma mmparacd® entre o método por limite e por
infinitésimo. Para poder dizer que existe uma...

Lina— Semelhanca

Mino e Lugo - Is.
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Lugo — Aliés, essa parte émuito paredda.

Nanda — A gente podia faze essas contas através do limite, porque o pessa fez pelo
limite.

Lina — Porque o limite quando x tende a a, vocé eta pegando os infinitésmos
proximos de a.

Lugo — x tende aa. Estadiferenca eitre os dois € um infinitésmo.

Lina- Essa parte da parafaar. E legal.

(..)

Mino — A gente provou aregra da soma, do produto.

Nanda - Masis temno livro.

Mino - Mas a gente provaria pelos infinitésimos.

Lugo - A gente pode faze iso sim. Eu vi a demonstracé da regra da caleia no livro.
Nossal Duas paginas!

Lina— E aqui é mais fadl es® jeito, né?

No encontro de preparacé, os alunos estavam discutindo sobre 0 que gresentar aos

colegas. Nessa aonversa, surgiram algumas comparagdes entre & abordagens.
Lugo — Eu li que no % o d foi Leibniz quem introduziu para representar 0S pas0s

bem pequeninhos, esss infinitesimais.

Mino — Bom, acho melhor faze por infinitésmo e depois comparar com o limite.

Lugo — Olha gente, o desenvolvimento dos cdculos € igual. O que muda éo dt que vai
ter um At ou um h. SO quando chegar neste ponto [parte red] € que agente explica Vai ficar
diferente.

Lina—E o que au ds=. O limite équando vocé esta pegando os infinitésimos mesmo.

Lugo — Eu li num livro uma definicdo assm. O infinitésmo de uma funcéo é quando ela
tende a zeo num dado ponto. Quando elatem por limite zero num dado ponto.

Mino — Mas adho que d € adefinicéo de limite.

()
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Lugo — E ainda, a gente pode dizer que agente usala que % € uma notacé. A gente
X

pode mmentar que éuma notagd, mas tem um sentido de divisdo. Que €0 que agente vai
faar. Um aaéscimo no x eumno Y, e dividindo um pelo outro vocé ada aderivada. Mas o
livro do Swokowski [adotado como livro-texto na disciplina de Célculo do curso de Fisicd
também fala que éuma divisdo, quando trabalha com os diferenciais.

Durante aorganizac® dos itens da gresentacd, os alunos olharam para afolha das

definicdes e notagdes e lembraram que para cdcular a diferenca aitre areta tangente e a arva

2
x foi dificil. Falando sobre is, salientaram mais diferencas entre & abordagens.

Nanda— % € aquase-derivada.
X

Lina — E porque vocé tem ainda, nes® quociente, a parte infinitesimal. Depois, € na

derivada que vocé pega parte red.
Mino — Vocé ndo pode falar que % eigua a v(t).
Lina— E aproximadamente igual.
Lugo — E que quando é por limite, % € um nimero que tende aoutro. E ess tende

desconta. Ess tender a gente diz que é E ai no caso dos infinitésimos, dizer que tende, diz
que adiferenca éum niimero muito pegqueno, que agente desconsidera. E praticamente igual.

Na mesma folha, alguns infinitésmos estavam representados por £. Mino lembrou,
entdo, da definicéo de limite.

Mino — A Miriam pasou por cima diss.

Lugo - Tem no Swokowski. E um &, um &, para dma, para baixo.

Mino - Is é muito complicado!

No encontro de gresentac®, os alunos fizeram comparagdes entre & abordagens, a
partir da pergunta da Profa. Miriam.

Nanda — (...) Se vocé pegar 0 1, por exemplo. Esses nimeros que estdo proximos dele é
amonada do 1. M6nada éuma nota¢d. Esses nimeros que estdo aqui [fazum circulo ao redor
do 1, marcado numareta] estdo namdnadado 1.

69



Profa. Miriam — Seria 0 mesmo que aidéia de vizinhangca?

Nanda—E.

Lina — E, também quando a gente trabalhou com limite, vocé falava quando tende a
Ese tende € quando vocé pega 0s nUmeros que estdo proximos, Vocé eta pegando os
infinitésimos. Entdo sdo os préximos, quando tende g es<e tende sdo os infinitésimos.

Lina eLugo - A diferenca éum infinitésimo.

Nanda - E um nimero muito pequeno, ndo chega aser o nimero, mas é um nimero bem
proximo dele. Se agente assmilar a idéia de limite, essa idéia ficamais clara porque agente ja
viu aidéa de limite. E aidéa de limite vinculada aidéia de infinitésimo fica muito mais clara.
Quando diz “ah, um nimero proximo, X tende aess nimero”, ele tende a ate nimero, mas
nao chega no numero.

Lina - E naménada do nlimero.

Na gresentacd, Lugo justificou aigualdade, no contexto de limite, entre a notagdes.

Lugo — No limite, a gente trabalha @m os reds. E nos reds os infinitésmos néo
. ~ . ~ . as . . . .
existem. Entdo a derivada da funcéo e ess quociente o sd0 iguais. Mas quando a gente vai

para os hiper-reds, onde os infinitésmos existem, ndo sdo iguais, sdo aproximadamente

iguais.

Depois do cdculo da derivada de S(t)=—4,9t* +50, no encontro de a@resentac®, oS

alunos e wlegas fizeram mais comparagdes.

Colega 3 — E muito pareddo com limite. A Unica diferenca éa monada que éo nome
diferente para aregido onde vocé eta diegando. Ao invés de estar chegando no limite esta
chegando na ménada.

Nanda — E que limite vocé dama de vizinhanca e nos infinitésmos é monada. E a
notaca que VOcé usa para cala situacd® que vocé eta ébordando. A questdo da prova mostrou
is®. Dava para vocé desenvolver tanto por limites quanto por infinitésmos. A maioria das
pesvas fez pelo limite, porque ndo tinha visto is® aqui, mas dava para faze por

infinitésmos.

70



Lina — E que quando a gente faz por limite, a gente ndo se da mnta que existem esses
nimeros infinitamente pequenos. A gente faz os cdculos, o t tende a zeo, mas, na verdade,
ndo fica bem claro que sdo esses nimeros infinitamente pequenos que vocé eta usando. Vocé
esta pegando a parte red so.

Lugo — Inclusive se vocé pensar que uma fungéo tem um limite que vai tendendo a zeo,
quando ela vai tendendo a zeo ela vai se tornando um infinitésimo. Ela vai ficando cada vez
menorzinha.

Nanda - Mas ela vai tendendo. Ela ndo é o zeo. Ela vai tendendo ao zero. Fica na

mdnada do zero. Na vizinhan¢cado nimero zero.

Em um outro momento da gresentagé, surgiram mais comparagies.

Profa. Miriam — O que élega ai € que vocé ndo usa limite, aquelas coisas todas de
limite. Vocé opera mmo se fossem nimeros. O dx ali ...

Nanda— Cancda...

Profa. Miriam — Is0. Quando a gente trabalha da outra forma, € uma notacé apenas.
Vocéndo pode jair cancdando assm.

Nanda - Tanto é que quando a senhora explicou a fungéo composta mesmo, vocé dise
“eu ndo pos passr 0 dx para camultiplicando”. Neste cao a gente pode faze is, pode
cortar normalmente.

Profa. Miriam — E um niimero.

Nanda— E. E um nimero.

Profa. Miriam — Muito pequeno, mas € um nimero.

Nanda — E. N0 como a notac¢a usada no limite. Ndo pode passar para la dividindo,
passa para la multiplicando. Como € um nimero muito pequeno, a gente trata @wmo se fosse 2

e qualquer outro nimero.
No final do encontro de gresentacd, outras comparagdes foram determinadas entre &

abordagens.

Profa. Miriam — Agorame diz uma misa. Por que que vocés viram tudo isto?
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Nanda — Para ter uma visdo diferente do Calculo. Porque aites, aqui na faauldade, o
Célculo era dado através dos infinitésimos’. Vocé tinha esta visio dos infinitésmos no
Célculo. Por causa da pesguisa da Raquel, ela nos chamou a gente para ir 14, se agente
concordass, para ver esta visdo diferente. E talvez desta maneira, fica dé mais fadl da gente
conceber a idéia de limite, de derivada. A integral, da para ter uma idéia dravés dos
infinitésimos muito maior de por que a &ea enbaixo de uma arva...

Lina — Vocé cécula aéreade quadradinhos muito pequenos, infinitésmos. E se vocé
juntar todos vocétem a aea

Nanda desenha uma arva qualquer e se refere a &eada regido entre a rva eo exo
horizontal.

Nanda - Vocé pode cdcular essa aea a@ui e émuito legal. Porque vocé pode dividir esta
area en trapézos muito pequenos e cdcular a dea

Lina — Cada vez que vocé pegar pedadnhos mais pequenos vocé vai chegar mais
proximo do que seria a &ea enbaixo da aurva.

Nanda — Entdo é bem nais fadl de vocé visualizer.

8. Divide em pequenas coisinhas e soma tudo ...

No quarto encontro, a glicac® da integral definida como area sob o grafico de uma
funcdo foi trabalhada. Escrevi no quadro o simbolo de somatério e integral que os alunos
tinham evocado. Ocorreu o seguinte didlogo.

Lugo - A integra € uma soma?

Raquel - O que vocés acham?

Mino - E uma soma.

Lugo - E, € uma soma de vérias areainhas pequeninhes.

Nanda - Se vocé cédcular a &eadeste gréfico ai, teria que ter essa idéia [a de Lugo].
Subdividiria en pontinhos pequenos, peguenas coisinhas depois maria tudo e adaria a dea
des< gréfico.

Lugo - A largura de cala retangulo desses ria um infinitésimo e a dura seria um

ndmero red comum.

! No quarto encontro, os alunos perguntaram se alguém j& havia trabalhado com infinitésimos no Célculo.
Comentel sobre a experiéncia do Prof. Baldino (orientador desta pesquisa) que, durante alguns anos, foi o
professor responsavel por essa disicplina na graduagdo em Fisica, e trabalhava com a dordagem infinitesimal.
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Figuel surpresa mm essas respostas e perguntel se o profesor de Fisica ou a Profa
Miriam haviam falado em infinitésimo. Eles disseram que néo.

Raquel, para Lugo — Infinitésimo, vocétirou daqui, entdo?

Lugo — Sim.

Comentei sobre anotac@® que agente usa hoje vem de Leibniz.

Raquel — Como seria dividir esta &ea én coisas pequenas?

Lina - Quando a gente tinha uma aurva [como em senx, em x°], a gente dava om, e
ela pareda umareta. Entdo se agente desse 200ms sicessvos vocéia atbar retas e ia somando
estas areas que seriam regulares.

Lugo — Vocé poderia pegar varios retangulinhos que iam até a crva e ®mo eSEs
retangulinhos tinham largura extremamente pequena, a diferenca eitre a d@ea de todos os

retangulinhos sosmados e a &eada figuraia ser muito pequena.

9. Célculo Infinitesimal no curso de Fisica

No fina do quarto encontro, tivemos uma grande @nversa, apds ter acdado de
trabalhar com eles 0 que havia plangjado. Os alunos mostraram algumas impresHes Hbre um
curso de Calculo Infinitesimal na graduacé em Fisica

Mino — Se val aplicar isto no noso curso de Céculo, por exemplo, eu acho que seria
mais coerente glicar isD.

Lina— E mais interessante.

Mino — E, mais interessante.

Nanda— NaFisica eu adho que seria mais interessante.

Mino - Tanto na Fisicaquanto na Mateméatica

Lugo — Eu adho que en qualquer area

Lina— Mas no colegial néo.

Lugo — No colegial vocénéo vai dar nem limite.

Raquel — Mas tem escolas que trabalham com limite.

Nanda — Eu tive, mas era so continha.

Lugo — Ah, ndo. Eu estou falando de limite, limite. Bem dado.

Raquel — E aqui, num curso de Célculo da faauldade, vocés acham que ...
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Mino — Eu acho que no NnOSL curso tem que mostrar a parte histérica Quando surgiu
tudo isto. Os dois lados [infinitésmos e limite]. Mostrar o desenvolvimento da pessa que
pensou iSO, para mostrar para gente. Acho que asm a gente entende.

Raquel —Vocé ata que estudando a historia...

Mino — Acho que estudando a histéria vocé mnsegue relatar todos os fatos.

Lugo — Inclusive eu estava pensando que na Fisica ou em outra déncia, vocé tem que
imaginar uma situacd. Tem vezes que vocé ndo enxerga direito, porque é uma isa que
aoontece num espago muito pequeno, uma misa @m dimensdes muito pequenas, como um
atomo. Entdo, se agente tem essa idéia de imaginar o que épequeno, como se fose aimentar,
como aidéado zoom, isD € legal.

Lina - Acho que agente foi privilegiado mesmo. Vendo agora a ala da Miriam, a gente
tem esta visdo critica né?

Mino — E, agente grendeu os dois lados.

Nanda— A explicac® hoje do Dimas [professor de Fisicg, deu uma dareada ...

Lina— A gente lembrou do que viu aqui.

Mino — E, mas acho que ndo foi paratodo mundo aquilo.

Nanda — Né&o foi néo.

Lugo — A menos que dguém estgja rrendo num livro paraver o que aontece

Raquel — Que matéria?

Mino — Infinitesimais.

Nanda — O profesor falou da idéa de z2om, que vocé pode degar infinitamente
proximo de um ponto. Nossg, essa alla... Ele estavatodo embananado!

Raquel — Ent&o foi bom ter vindo aqui?

Os alunos — Foi, foi sm.

No encontro de preparac@, o0s alunos estavam procurando por assuntos que os colegas
estiveseem familiarizedos.

Nanda— Tem os concetos de infinitésimo, nimero muito pequeno.

Lugo - A turma tem uma idéia, porque o Dimas [professor de Fisicg faa & vezes. Ele

pega faz um deslocamento infinitesimal, soma todos e faz o trabalho.
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Nanda - E mas €le usa mais como um reaurso matemético para provar o que de esta
falando. Como no vetor, que de introduziu o conceto de infinitésimo.

Lina— Ah, que agente pensou que de ndo ia mnseguir.

Nanda - Que de se erolou todo.

Lugo — Ah, que o vetor acderac® praticamente juntos. E vai ver que des 0 quase
retos.

Nanda— Essaidéiade 2oom ... A Miriam falou um pouco, né?

Lina- E.

Eses episodios, aqui apresentados, congtituem os dados da pesquisa. Foram
seledonados de modo a auxiliar na reflexdo sobre apergunta-diretriz. No proximo capitulo,

estarel olhando para esses dados a partir do quadro tedrico, discutido no cagpitulo Il .
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CAPITULO VI

ANALISE DOSDADOS

Os dados da pesquisa, que foram apresentados no cepitulo anterior, serdo analisados, no
presente caitulo, segundo o referencial tedrico adotado, tentando refletir sobre apergunta que

guia esta pesquisa:

Como adunosde Célculo | do curso de Fisica, da UNESP de Rio Claro, lidam com as
concepgdes infinitesimais, no trabalho tépicos dessa disciplina, estudados sgundo a
abordagem infinitesmal?

Os trechos dos =is ECI foram agrupados em episodios com um tema an comum. Um
tredho, porém, ndo diz respeito a gpenas um asaunto. Ele pode contribuir com areflexdo sobre
outros temas. A andlise dos dados, portanto, ndo apresentard, necessariamente, as mesmas
segdes que se acontram no cgpitulo anterior. Os dados sréo reorganizados de modo a
contribuir, de uma forma geral, com a reflexéo sobre apergunta aéma. Pas0, agora, a andlise

desses dados.

1. Aimagem concetual deinfinitésmo

Penso que o inicio de um trabalho de Calculo Infinitesimal deve partir das concepcdes
espontaneas infinitesmais dos alunos. Essas concepcdes infinitesimais existem e fazan parte
da ailtura do aluno. Cornu (1983, assm como outros trabalhos, discutiu is0. Mesmo se 0
proposito € trabalhar com limites, aaedito que essas idéias ndo podem ser ignoradas. Com o
objetivo de saber com que ncepcdes bre infinitésmos os aunos chegaram nos encontros,
perguntei, na primeira reunido, que idéia des tinham em mente sobre ese cnceato. Ess foi 0
inicio do trabalho no contexto infinitesmal, quando o conceto de infinitésmo come@u a ser
discutido e pensado. Assm, as primeiras imagens bre o conceto foram sendo evocadas, e,
progressvamente, para cala duno, uma imagem concdtual de infinitésmo foi sendo

construida pelo grupo.
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Uma das imagens evocadas foi a de portos infinitamente pequencs. Infinitésmo esta
ligado a dgo pequeno. Eles podem ser desprezives em aguns cdculos. Essa paavra foi
bastante utilizada pelos alunos ao longo dos encontros, principamente quando trabalhamos
com o cdculo de derivadas, no contexto infinitesimal. Discutirel seu significado mais adiante,
guando andlisarel arelac@® entre aimagem concetual e definicéo formal de derivada.

A relac@® entre infinito e infinitésmo, estabeledda por Nanda, parece ser de caéter
lingUistico, devido ao modo pelo qual ela se expresou: “infinito, infinitésimo”. As palavras
tém uma parte de sua escrita an comum: infinit. Porém, além da semelhanca linglistica existe
outra relacd® entre infinito e infinitésimo quando trata-se de uma dizima. Os process de
construgéo de uma dizima ede um infinitésimo sdo pareddos. Uma imagem para um ndmero
infinitesimal, que pode ser utilizada na representacé da diferenca eitre 0,99... e 1, € 0,000...1.
Quanto mais zeros forem colocados, antes do algarismo 1, menor sera o nimero. Pode-se
colocar infinitos zeros. Na mnstrugéo de uma dizima, pode-se agcescentar infinitos nimeros,
como Nanda salientou. No exemplo 23,45555.., o algarismo 5 pode ser escrito infinitas vezes.
Os processs logicos 80 0s mesmos nas duas construgdes. Existem, entdo, semelhangas entre
um infinitésmo e uma dizima, além da idéia levantada por Nanda.

A concepcdo que Mino mencionou foi a idéia de infinitésmo no contexto de fradais.
Ele diz que “Infinitésimo € uma coisa qLe tende ao uridimensiond. Ele \ai diminuindo tanto
gue perde a dmensao’. As expresses tende e vai diminuindo sugerem a idéia de movimento,
muito ligada ab conceito de limite quando associado ao proces de goroximar. O infinitésimo
ligado a0 proceso de tender ja havia goareddo na histéria na seguinte definicdo dada por
Cauchy: “Uma quantidade variavel torna-se infinitamente pequena quando seu valor numérico
deaesce indefinidamente de modo a @nvergir para o limite zeo"! (CAUCHY, 1821, p.26,
traducéo minha). Saliento ainda, sobre fradais, que se pensarmos em dar zooms em uma
determinada parte do fradal, sempre mnseguiremos enxergar aguma regularidade. s ocorre
infinitas vezes. Mino pode ter pensado que aporcéo que aites ndo enxergavamos e que mm 0
zoom foi posdvel, fose o infinitésmo. Ela étdo pequena, vista sem 0 zoom, que perde a
dimensdo. Essa éuma relac® entre infinito e fradais, que evolve o conceato de infinitésimo.
A idéia de fradais € mencionada pelos alunos, no encontro de gresentacd, como sendo uma

aplicacd da aordagem infinitesmal: “Tem os fractais também. Que é um exemplo bem
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interessante dessa pate infinitesmal. Vocé \ai dividindg dividindo ...”. A idéa foi
mencionada juntamente cm a teoria do caos, a situacd do crondbmetro e outros exemplos em
gue os alunos enxergaram a existéncia do infinitésmo.

As idéias de pontos infinitamente pequenos, por vezes desprezveis, que vao diminuindo
e que, de ceta forma, tém relacd® com o infinito, foram as concepcbes apresentadas pelo
grupo de dunos (ver pagina 47). Parece que des ndo haviam passado por nenhum ensino
organizado sobre o conceto de infinitésmo. Essas idéias vieram de seu cotidiano. No caso de
Mino, ele revelou, depois do primeiro encontro, que estava lendo um livro sobre fradais. E
possvel que se de ndo tivesse tido contato com tal leitura, ele teria evocado outra idéa a
respeito de infinitésimo. Portanto, essas idéias foram as primeiras concepgdes espontaneas
infinitesimais evocadas pelo grupo.

Prosseguindo no primeiro encontro, perguntei sobre arelac@® entre 0,999.. e 1. A
primeira idéia que surgiu foi: sdo bem préximos. Mas, logo em seguida, Lugo diz que “0,9... €
um pouqunho menor que 1”. Sem aproximar ou arredondar os alunos acdam respondendo
gue 0,999... € menor que 1. Assm como Cornu (1983 e Sierpinska (1983 1985 1987, foi
constatado que muitos alunos aaeditam que eiste uma diferenca eitre os dois nimeros. Foi
predso estimular o aparedmento dessas concepgdes infinitesmais para que fosem
legitimadas. Foi com base nessas concepgdes espontaness que cmecanos a trabalhar com o
Célculo Infinitesimal.

Mais adiante mostrarel que dgumas dessas concepgdes espontaness ndo foram
substituidas por outras vindas do ensino organizado. Elas continuaram funcionando em
diversos contextos, inclusive quando estavamos trabalhando formalmente cm os conceitos.

Como explicitei no capitulo Il desta dissertacéd, falar em uma definicéo formal ou dizer
gue o trabalho foi redizado no nivel formal significa que estamos falando na definicdo ou no
nivel acetos pela comunidade matematica Porém, € predso que sgja onsiderado o contexto
no qual essa definicBb ou conceto estdo sendo aceatos. O formal aceto pelos matematicos de
hoje ndo era 0 mesmo forma do sealo XIX, por exemplo. A definicdo de infinitésmo
apresentada aos alunos, no primeiro encontro, foi a seguinte: Infinitésimo € um nimero menor
que qualquer nimero red postivo. Certamente da ndo € a definicdo forma aceta pela

Andlise Ndo-Standard. Essa definicdo deveria envolver os concetos de dass de ejuivaléncia

1 “On dit qu une quantité variable devient infiniment petite lorsque as valeur numérique déaéit indéfiniment de
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e ultrafiltro (ver apéndice desta disertac®). Mas essa definicéo ndo faria mais entido que a
apresentada, uma vez que 0s numeros reds também ndo tinham definicdo formal para os
quatro alunos. Além dis, o contexto do experimento de ensino ndo era 0 de um curso de
Andlise, mas gm, de Célculo. Portanto, a definicéo dada ampre o papel de definicdo formal
no contexto do experimento de ensino.

A concepcéo de que infinitésmo é um ndmero foi bastante evocada pelos aunos durante

todos os encontros. “Como € um ndmero muito pequeno, a gente trata como se fose 2 e

quaquer outro nimero”. A expressio %’ gue na aordagem do limite € onsiderada como
X

uma notacd®, foi tratada cmo sendo uma divisdo: “Um acréscimo no x e umno y, e

dividindo um pelo ouro vocé acha a drivadd'. Os aunos operavam, de fato, com os
infinitésimos. Um exemplo ocorreu quando criavam hipoteses bre a medida de um
segmento: 1-dx, 1+dx; “ cosdx é bem proximo de 1”; “sendx € proximo de dx, mas ndo é
dx”. Parece entdo, que a oncepgdo de infinitésSmo como sendo um ndmero tornou-se uma
definicéo para os aunos. Ela foi evocada apartir do ensino organizado, quando apresentei a
definicéo formal de infinitésmo. Portanto, € uma @ncepcéo propria que ongtitui-se Mo
parte daimagem concetual de infinitésimo.

Com a definicdo formal apresentada, perguntel aos alunos, no primeiro encontro, por
exemplos de infinitésmos. Refletindo sobre adefinicéo, Lugo dise: “Se a gente imagina um
ndmero bem pequeno, 0,0000Q..1, sempre da paa colocar um ndmero, com uma casa dedmal
a mais [um zero a mais antes do 1] que de wai ser menor aindd’. Dado um red sempre
encontramos outro que seja menor. O infinitésmo seria menor que todos esses nimeros dados,
como Nanda dise na gresentacd: “Vocé pensa em um, ele é menor ainda Entdo vocé
sempre \ai ter um ndmero menor”. O proces de sempre mnseguir um ndmero menor, Como
Lugo menciona, lembra arelagcé entre dizima einfinitésmo inicialmente dtada.

Segundo a definicdo formal apresentada, o nimero -5 poderia ser um exemplo
procurado. Nenhum auno falou is, e ndo modifiquei essa definicdo, durante os encontros,
para englobar os outros infinitésimos. Para tanto, a defini¢céo ficaria: infinitésimo é um ndimero
cujo modulo é menor que qualquer red postivo. E mais comum trabaharmos com

infinitésimos positivos, como, por exemplo, no caso do cdculo de derivadas. Sempre

maniéere a converger verslalimite zéro”.
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iniciamos dando um aaéscimo infinitesimal positivo a x. Acredito que foi por is© que
apresentei a definicd como tal. Reladonar infinitésmo a dgo positivo ndo foi apenas minha
tendéncia Quando perguntei aos aunos € 0 zeo poderia ser um infinitésmo, Mino
respondeu; “Se de [infinitésmo] é positivo, entdo ele émaior que zero, ndo € igud a zero.
Entdo eu acho ge de [zero] ndo entraria nessa classficacdo’. Para de, infinitésmo como
algo positivo € uma oncepcdo espontanea vem antes de qualquer ensino organizedo. Para
responder minha pergunta, Mino partiu de tal concepcéo. Ela foi mais forte que adefinicéo
formal. Quando substitui, na definicio dada, zero por infinitésmo, todos os aunos
responderam positivamente minha pergunta: zero € um exemplo de infinitésimo.

Acredito que a oncepcdo de infinitésmo como sendo algo positivo existia antes da
apresentacd da definicéo formal (segundo a qual qualquer nimero negativo poderia ser um
infinitésimo), devido ao fato de que os aunos apresentaram a @nNcepcéd espontanea de
infinitésimo como sendo algo pequeno, pontinhos infinitamente pequenos. Acredito que
“pontinhos’ e “coisinhas’ sdo, geramente, pensados como sendo positivos, antes que
negativos. Apesar dos alunos terem concordado que o zero era um infinitésimo, ao longo dos
encontros, a oncepcéo espontaneade que infinitésimo € dgo estritamente positivo continuou
aparecando. Quando perguntei, no primeiro encontro, quem faza parte da ménada do zero,
Lugo respondeu serem os infinitésimos. Todos justificaram dizendo que eam nUmeros bem
proximos de zeo. A justificativa foi correta, ja que havia definido para os alunos que os
elementos da ménada de um ndimero red eram 0s numeros infinitamente proximos desse
nimero, e que também, antes de gresentar a definicéo formal de infinitésimo, havia dito que
ese humero era infinitamente proximo de zeo. Depois da justificativa, Lugo perguntou: “Do
lado paitivo, né? Porque do lado esquerdo ndotem nudmeros na ménada dozero, s se des
forem negativos’. Lugo pensou gue os elementos da ménada do zero se locdizavam apenas a
direita do zero. 1s tem sentido se pensarmos que a oncepcdo de infinitésimo que 0s alunos
tinham é que @a dgo postivo. Lugo levou em conta, depois, a posshilidade de haver
infinitésimos negativos.

A utilizaca® de acéscimos infinitesimais positivos, para cdcular a derivada de funcdes,
gudou essa mncepcéo a tornar-se cala vez mais forte. Nesses cdculos, para justificar a
resposta obtida para aderivada de uma func@o, os alunos £ goiaram, muitas vezes, em suas

concepcdes espontaness apresentadas no inicio do primeiro encontro. Diziam, por exemplo:
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“is® € por causa que dx é um nimero tdo pequeno que da paa apoximar para zero”,
“porque da [a parte infinitesmal] é tdo pequena que posO despreza-la’. Na primera
justificativa, aparece a oncepcdd de que infinitésmo é dgo muito pequeno. A segunda
justificativa traz a cncepcéo espontanea de que o infinitésimo pode ser desprezalo. Uma
discussio maior sobre essas justificagdes para o resultado do cdculo de derivadas sra
apresentada mais adiante. Trago, agora, outras justificagdes que auxiliaram-me a onhece
mais uma parte da imagem concetual de infinitésimo que o grupo construiu.

Na gresentacd® aos colegas e aProfa. Miriam, Mino resolveu a derivada da ejuacé

S(t):—4,9t2+50. Dentre varias justificagdes dadas para o Ultimo pas® dese cdculo,
estavam as seguintes. “os infinitésimos, neste aso, ndo vao fazer tanta dferenca’, “porque
eles €0 infinitamente pequenos ndo vao influenciar tanto o resultadd’. 1s incentivou 0s
colegas a fazegem algumas perguntas, como: “exste algum exemplo em que se usa esse
infinitésmo?’. A maioria das respostas dadas foram de caéter prético, inseridas no contexto
de estudo dos alunos, ou sgja, a Fisica Essas respostas partiram de Nanda etiveram aprovacé@®
dos colegas que estavam apresentando. Respondendo ao colega, Nanda diss que se deveria
estar trabahando com “particulas exXremamente pequenas que quaquer alteracdo pssa
afetar o resultado que vocé quer. Se wcé etiver trabadhandocom, por examplo, raios ou
particulas subabdmicas, pode ser que e infinitésmo sga incluido naconta. Agora, ese
calculo é s6 nes universo muito pequeno, como o dos ndmeros infinitesimais’. Os alunos ja
tinham como parte de sua imagem concetua o infinitésmo como um ndmero infinitamente
pegueno. Com essa situacd, as concepcdes de ardter matematico foram, entdo, se misturando
com as concepcdes vindas do contexto fisico. Os infinitésmos foram pensados como
elementos do mundo microscopico fisico.

Na mesma direcé, Nanda gresentou mais uma situacé: “Se vocé etiver calculando o
coeficiente de dilatagdo de uma bara de ferro numa ferrovia, no acoplamento de uma bara a
outra paa permanece unidas, para juntar os trilhos, ese infinitésmo vai fazer muita
diferenca naquela dlatacdo doferro”. Sobre essa inser¢éo dos infinitésimos ao mundo fisico,
um pesquisador em mecaiicaquanticaja havia dirmado:

No6s podemos considerar o fisico que estuda o comportamento macroscopico

de um fendmeno, cujo comportamento microscépico é muito complexo para

ele, um observadar limitado, que apreende apenas a sombra das coisas. O
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comportamento  microscopico serd descrito pdas funcdes ndo-standards?
(HARTHONG, 1983 p.1200.

Esses exemplos mostram que os alunos consideraram os ndmeros infinitesimais como
sendo objetos encontrados no mundo fisico. Eles enxergaram os infinitésimos nas stuagdes
reds, fazendo parte da matéria. Badchelard (1996 considera que tal crenca ®nstitui um
obstaaulo do conhedmento quantitativo: “[...] agrandeza éuma qualidade da extensdo” (lbid.,
p.260). A dilatacd de tamanho infinitesmal € uma propriedade da barra de ferro. Ela pertence
a ferrovia. Os infinitésmos foram enxergados na ferrovia. Quando, no primeiro encontro, 0s
alunos apontaram que eistia uma diferenca antre 0,99... e 1, por menor que foss, ela, de fato,
existia e atava presente no mundo, naredidade.

Quando os aunos pensaram dessa forma, ndo estavam mais trabalhando no contexto
matemético infinitesimal. O que os alunos enxergaram has sStuagdes da redidade eam
nimeros finitos. Estavam trabalhando com aproximagdes, com numeros reds. Na verdade,
muitas vezes 0s alunos passram de um contexto para outro. Podiam estar inseridos no
contexto infinitesimal, mas mudavam para o finito, como se es® fos®e necessrio para
compreender 0 que ocorre quando se trabalha cmm os infinitésimos. Essa mudancade contexto
sera melhor discutida quando tratarei da experiéncia dos alunos com o0 zoom infinito.

Com os exemplos citados por Nanda, ocorreu uma mistura eitre oncepcdes
mateméticas, continuas, infinitesimais e aredidade fisica discreta e subatbmica A imagem
conceatua de infinitésmo foi alargada para dranger essas novas idéias. A concepcéo de
infinitésmo como parte da matéria juntou-se, entdo, com as primeiras concepcdes
infinitesimais e & proprias, construidas a partir do ensino arganizado, constituindo a imagem
concetua de infinitésimo do grupo de dunos. Inicialmente, essa imagem se revelou através
de mncepcbes espontaneas como a do infinitésimo ser infinitamente pequeno e, por vezes,
desprezvel. Com a gresentac@® da definicdo formal, a @wncepcéo de ser um ndmero foi
bastante evocada pelos alunos, tornando-se propria. A idéia de ser algo positivo revelou-se de
forma aparece que estava presente para o grupo desde o principio dos encontros. Considerel

ess idéa, portanto, como sendo uma cncepcdo espontanea A essas concepgdes juntou-se o

2 “We may regard the physicist who studies the macroscopic behavior of a phenomenon whose microscopic
behavior is too complex for him, as a limited observer who cannot apprehend but the shadow of things. The
microscopic behavior will be described by non-standard functions’.
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fato de que os infinitésimos o particulas extremamente peguenas que fazam parte do mundo,
da matéria

A imagem concetua de infinitésmo foi se cnstituindo ao longo dos encontros. Para a
apresentacd aos colegas e Profa. Miriam, os alunos tiveram tempo para refletir sobre o que
haviam estudado nos encontros anteriores. De cata forma, eles tiveram que organizar suas
idéias para faze tal apresentacé@®. O que foi falado nesse encontro, ent&o, foi fundamental para
tentar interpretar que idéia os alunos tinham a respeito dos topicos estudados. Considerando,
em particular, o concato de infinitésmo, aaedito que & idéias apresentadas bre e
conceto foram as que preponderaram em relacé@ as evocadas nos encontros anteriores. Tendo
em vista, portanto, a gresentacd redizada, a imagem de infinitésimo para o grupo de dunos
ficou sendo de um numero, uma quantidade infinitamente pequena positiva pertencente a

matéria, ao mundo.

2. Desprezar o infinitésmo ou pegar a pate real?. a derivada no contexto
infinitessmal

Uma questdo de interesse da teoria proposta por Tall e Vinner é tentar compreender a
estrutura agnitiva do aluno ao trabalhar com um conceato. Existe uma definicdo formal do
conceto, e tudo o0 que o0 aluno evoca quando passa apensar sobre ese nceto. Tanto a
definicBo quanto essas idéias fazem parte da imagem conceatual. Para melhor interpretar as
relagdes existentes entre & concepgdes evocadas pelo auno ao trabalhar com um conceito,
fago uma distingéo entre & origens de tais concepcdes. Quando a resposta ndo for formal, digo
gue essa veio da imagem concetua. Afirmo que aresposta veio da definicdo formal, quando
for reladonada a teoria matemética gresentada nos encontros. Dependendo, portanto, da
demanda de uma dividade, o aluno recorre adefinicdo formal ou aimagem para trabalhar com
um conceto. Nesta sec®, andlisarel as concepgdes apresentadas pelo grupo de dunos ao
lidarem com a derivada de dgumas fungdes no contexto infinitesmal. Esse trabalho ocorreu
em todos os encontros. Focdizarei, no entanto, as stuagdes aurgidas na primeira reunido e na
apresentaca aos colegas e aProfa. Miriam, no que tange & justificagdes dadas pelos alunos
ao resultado encontrado para aderivada.

No primeiro encontro de Cdalculo Infinitesmal, apresentel as definicdes formais de

infinitésimo e derivada. Para cdcularmos a derivada de uma fun¢do, damos, inicialmente, um
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aaéscimo infinitesmal dx a varidvel independente x, obtendo, conseglentemente, um

aaéscimo infinitesmal dy a variavel dependente y. Calculamos o quase-diferencial dy,

definido como dy=f (x+dx)—f(x). Dividimos tal igualdade por dx, encontrando a quase-

derivada. Por fim, a derivada f'(x) & por definicéo, a parte red do quociente %’ Essa é a
X

definicdo formal de derivada gresentada no experimento de ensino. Resumidamente, 0s
alunos sugeriram o seguinte roteiro:
1) dy=f(x+dx)—f(X)
2) +dx
, [dyC
3) f (x):re%%g
O cdculo da derivada foi trabalhado de forma témica A interpretacé® geométrica foi
abordada posteriormente a sss cdculos, no trabalho com o zoom infinito. Quando os alunos
fazam tais cdculos, eu solicitava que justificassem suas respostas. Apresentarel, agora,
algumas das concepcdes que goareceam ao longo dos encontros. Irei numeré-las para poder
referir-me a das posteriormente. Quando tinhamos f'(x):re[2x+dx]:2x, Lugo dise 1)
“is® é por causa que dx € um numero tdo pequeno qle da paa apoximar para zero”. Em

seguida, Mino opinou: 2) “na reta dcs reais ele [o infinitésimo dx] € zero”. No cdculo da
derivada da funcd f(x)=x>, Lina determinou a derivada, procurando 3) “[..] onde ndo tem

dx”. No tercero encontro, elajustificou o tercearo pas do roteiro dizendo: 4) “porque da[a
parte infinitesmal] é tdo pequena, que posDd despreza-la’. Ja Lugo dise: 5) “porque no
conjunto dos reais ela [a parte infinitesmal] ndo é nada No conjunto docs reais, 0s
infinitésimos ndosignificam nadd’ . Nanda disse: 6) “porque quero sb a patereal”.

Segundo a definicéo formal de derivada gresentada, ela é a parte red do quociente
infinitesimal. Por definicdp, toma-se a parte red. A justificativa 6) segue ess linha de
radocinio. Os aunos viram também, através do ensino organizado redizado nos encontros,
gue um infinitésmo no conjunto dos nUmeros reds ndo vale nada ou ndo existe. Tiveram
como base ese mnhedmento, as justificativas 2) e 5). Portanto, as justificativas antes citadas
estdo ligadas a definicéo formal de derivada e a onhedmentos formais vistos nos encontros.

Outras idéas apresentadas pelos alunos tiveram a influéncia de dgumas concepcdes

espontéaneas que 0s alunos evocaam no inicio do primeiro encontro. As imagens de
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infinitésimo como sendo algo muito pegqueno e que pode ser desprezalo foram evocadas nas
justificativas 1) e 4). Essas respostas mostram 0 aparedmento das concepcdes espontaness,
mesmo depois de um ensino organizedo sobre derivada e infinitésimo, mesmo depois das
definicdes formais desses conceitos terem sido apresentadas. Os alunos que gresentaram
esss justificativas argumentaram segundo a imagem concetua de infinitésmo. A
justificativa 3) mostra um esquema daborado para o estabeledmento da derivada de uma
funcdo: € onck ndo tem dx. Parece atar mais ligado a um procedimento, uma regra para
identificar a derivada. Portanto, essa justificativa também vem da imagem conceatual.

Justificar o resultado da derivada dizendo que os infinitésimos ndo existem nos reds, por
exemplo, tem influéncia de mnhedmentos formais apresentados juntamente cm a definicéo
formal de infinitésmo. Ta justificativa esta reladonada a conceato de infinitésimo, mas por
ser evocado no cdculo de derivada pode passr a pertencer também a imagem concetual de
derivada, pensando essa como a grande estrutura agnitiva do aluno. Justificar o resultado da
derivada segundo a concepcéo de que infinitésimo € muito pequeno esta reladonado a imagem
concetua de infinitésmo. Da mesma forma antes citada, por essa mncepcéo ser evocada o
trabalho de derivada da pode passar também a pertencer a imagem conceatua de derivada,
pensando novamente na estrutura @gnitiva que o aluno tem a respeito dese @ncdto. As
imagens, portanto, de infinitésmo e derivada ndo sdo conjuntos diguntos de concepcdes. De
fato, o estudo redizado no experimento de ensino foi feito de forma a etrelaca os concetos
de Cdculo Infinitesmal. Eles foram sendo trabalhados resgatando concepgdes que ja tinham
sido apresentadas.

Ouitras judtificativas, além das anteriores, foram utili zedas pelos alunos, no encontro de
apresentac®, quando cadcularam a derivada da funcé S(t)=-4,9t* +50. Por exemplo: 7)

“porque des sio infinitamente pequenos ndo VAo influenciar tanto o resultadd’, 8) “E
definido assm. Vocé pega a pate real. Vocé ndo desconsidera [o infinitésimo], porque os
ndmeros reais também estdo nc hiper-reais. Vocé sO esta pegando a pate real”. Nessa
dltima, Mino deixa daro que a justificativa é smplesmente porque a definicdo diz is.
Reforca que ndo € uma questdo de desconsiderar ou despreza. O infinitésmo ndo €
desconsiderado no cdculo. Ele eiste e“é muito importarte, tanto que tem até um conjunto
espedal para ele, que sdo ¢s hiper-reais’, legitimando seu uso. O “despreza” foi utilizado

pelos alunos com dois entidos. Um deles esta ligado as concepgdes espontaneas: infinitésimo
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€ muito pequeno, pode ser desprezvel. O outro foi usado no sentido de ndo considerar a
existéncia dos infinitésmos, e foi evocado ligado a uma concepcéo reladonada & definicdes
formais. Mino, que gresentou a justificativa 8), foi 0 Unico que an todos os encontros
recorreu a definicéo formal para sustentar suas respostas. Com excec¢@® de Mino, ho encontro
de gresentacd, as justificativas basealas na imagem concetual foram preponderantes.

Os outros aunos, principamente Lina eNanda, oscilavam entre aimagem conceitual e a
definicéo formal ao fundamentar suas respostas. A justificativa 7) foi apresentada por Nanda,
apesar de ja ter evocado a oncepcdo 6). Situacd semelhante ocorreu com Lina e Lugo.
Segundo Cornu (1983,

A definicdo matemética, as propriedades, os exemplos, os modcs de
funcionar da noc&o, ndo substituem no aluno tudo o aie «istia antes, todas
as concepcles espornténeas. Muitas vezes, e mesmo muito tarde en seus
estudos, 0 estudante persiste en fazer funcionar suas concepcdes espontaneas
em vez das concepcdes mateméticas que Ihe foram ensinadas® (Ibid, p.67-8,
traducéo de Luisa R. Baldino).
N&o pos afirmar que a definicdes formais tornaram-se wncegpgdes proprias para 0s alunos,
pelo menos para Lina, Nanda e Lugo. Mas 0 ensino organizado foi redizado, ou sgja, as
definicdes foram apresentadas, e os alunos, no encontro de gresentacé, na maioria das vezes,
preferiram responder, tendo incorporado ou ndo tal definicéo, segundo suaimagem concetual.
Ese éum exemplo de como é dificil as definicdes formais tomarem o lugar das concepcdes
espontaneas. Podemos nos perguntar, entdo, como se faz para o aluno passar para as
definicdes formais e arumar as imagens sgundo tais definicdes? O que aontecas com Mino,
gue ndo ocorreu com Lina, Nanda e Lugo? A Matemética de hoje eige is, e pede essa
postura nos cursos de Andlise.

A preponderancia das justificativas vindas da imagem concdtua foi constatada no
encontro de gresentac@®. Os alunos tinham a preocupacd de faze com que seus colegas
entendesem 0 que estavam falando. Essa preocupac@® podia ser notada no encontro de
preparacd®. Parece que ndo bastava goenas apresentar a definicdo formal como justificativa

para aderivada ser cdculada daquela forma. Eles entiram a necessdade de explicar por que a

3 “La définition mathématique, les propriétés, les exemples, les fagons de fonctionner delanotion ne remplacent
pas chez I’ dévetout cequi existait avant, toutesles conceptions gontanées. Bien souvent, et mémefort tard dans

86



derivada ea assm definida: “tem que explicar por que a gente pega a parte real”. Tendo em
vista essa necessdade, fica justificado o grande uso da imagem concetual. Ela serve para dar
apoio ao auno. Na imagem, encontram-se todas as concepgdes que 0 aluno incorporou. Sobre
0 que esta naimagem concetual, o auno sabe falar, pois é o que de @nstruiu.

Para findlizar esta sec@, pergunto, entdo: para cdcular a derivada, tanto faz pegar a
parte red quanto despreza os infinitésmos? Na maioria das vezes, pensando no primeiro
caminho ou no segundo, chegamos a0 mesmo resultado. Existem situagdes, porém, que o
guociente infinitesmal € z&o. Se pegarmos a parte red, a derivada € zeo. Se pensarmos, no
entanto, em despreza o infinitésmo, ndo podemos tomar zero como a derivada, pois zero é
um infinitésimo®. Quando a resposta vem da imagem conceitual, pode ocorrer tal situago.
Pedagogicamente falando, portanto, tem diferenca etre pegar e despreza. E importante que o
professor saiba de onde vem a resposta do aluno, vendo se de esta fazendo gperar suaimagem
concetua ou a definicdo formal. Em muitos casos, usar uma imagem contraditéria com a
definicéo formal pode levar a @nflitos, como na situacd® adma, podendo indicar a existéncia
de um obstaaulo epistemoldgico, muitas vezes causado pelas concepcdes espontaness dos
alunos. Esss conflitos s80 importantes para 0 proces de grendizagem. Eles podem levar a

uma reestruturacé daimagem concetua do aluno, significando a superacé de um obstaaulo.

3. O obstaculo infinitesmal e sua superacao

Cornu (1983, ao estudar os obstaaulos epistemoldgicos a grendizegem do conceto de
limite, verificou que a concepcdes infinitesimais constituiam um desses obstaaulos. Segundo
o autor, “E 0 segundo grande obstaaulo para 0 aluno; tudo se passt MO Se eistisem
nlmeros muito pegquenos, menores que os ‘verdadeiros nimeros, mas entretanto ndo nulos’
(Ibid, p. 152 grifo do autor, traducéo de Luisa R. Baldino). A concepcéo de nimero muito
pegueno positivo (ndo nulo) estava presente na imagem concetual de infinitésmo do grupo de
alunos. A definicdo formal diz que o infinitésmo € menor que qualquer red positivo. Os
“verdadeiros’ nimeros, aos quais Cornu se refere, sGo 0s nUMeros reds, 0s NUMeros com que

mais % trabalha na escola e universidade. Assm, a dirmacé de Cornu redmente confere. O

ses éudes, |I'éudiant persiste a faire fonctionner ses conceptions ontanées, plutdét que les conceptions
‘mathématiques’ qui lui ont é&é enseignées’.

4 Zero é um nimero menor que qualquer real positivo, portanto éinfinitésimo.

®“[..] tout se pas®e mmme Sil existait des nombres trés petits, plus petits que les ‘vrais nombres, mais
cependant non nuls’.
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obstaaulo infinitesmal estava presente nas aulas regulares de Calculo desde quando os alunos,
no primeiro encontro de Cl, apresentaram suas concepgdes infinitesimais, evidenciando a
existéncia de uma diferenca eitre 0,99... e 1.

Em se tratando de um obstaaulo epistemoldgico, para que sua superac@® aomonteca é
predso que 0 aluno pase por uma sStuacd® de wnflito (CORNU, 1983, envolvendo o
conhedmento que se @nstituiu como obstaaulo, e se dé mnta dessa Situacé®. A superacd do
obstaaulo amntece quando o aluno forma um novo conhedmento. Esse novo, incorpora o
velho como negacé dialética, ou sgja, 0 novo € sempre novo de um antigo que nNdo Se separa
dele. O novo sO € a9m, pois é novo de um dado velho. O velho faz parte do novo. Sem ele, o
novo ndo teria se formado. Assm, o conhedmento que se forma éuma mistura entre o velho e
0 que se quer que o auno tenha wmo crenca Quando o0 novo se forma, ocorre uma
reestruturacé da imagem concetual do aluno. Num determinado contexto, alguma mncepcéo
deixa de funcionar e outra entra en ac@® para responder a demanda que a atiga ndo respondia
nese ontexto.

A exigténcia de obstdallos é postiva e importante. Faz parte do proces de
aprendizagem que o aluno passe por obstaaulos. Ese sentido de encarar 0 obstaaulo € o
apresentado por Badhelard (1996 p.17, grifo do autor): “[...] € entermos de obstaculos que o
problema do conhedmento cientifico deveser colocadd’. Muitas vezes, o obstaaulo é visto,
como no senso comum, como uma dificuldade ou um erro que o aluno cometeu. O obstaaulo
acda sendo encarado como empedlho a grendizagem. 1s0 resulta en querer desviar o aluno
dos obstdaulos e diviar seu trabalho. Nesta disertac®, considero o obstaaulo no sentido
proposto por Badhelard, ou sgja, obstaaulos ndo séo reduzidos a aros ou dficuldades. Os
erros podem indica a existéncia de um obstaaulo, a eisténcia de um conhedmento que teve
sua validade. Um conhedmento que funcionou e teve suces, mas que pode ser revelado
como falso ou inadaptado em um certo contexto (BROUSSEAU, 1997). Nao podemos dizer
gue a cenca que @ngtitui 0 cbstaaulo € erada. Pode-se dirmar is© somente perante um
contexto. Quando o aluno utiliza o conceto de velocidade média, por exemplo, para resolver
um problema aja solucéo se obtém via velocidade instantanea possvelmente diega auma
resposta arada. A velocidade média, porém, ndo é um conhedmento falso. Tem seu campo de

validade. Mas quando € esocado no contexto da velocidade instantaneatorna-se inadaptado. A
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velocidade meédia funcionou como obstdaulo a utilizagcd®d do conceto de velocidade
instanténea

A confusio que se faz a interpretar obstaaulos smplesmente @moO erros ou
dificuldades esta reladonada @ fato de ndo considerar o cardter dialético da superacd® do
obstaaulo epistemologico. Segundo Badhelard (1996 p.17, grifo do autor), “No fundo, o ato
de wnhece d&se contra um conhedmento anterior, destruindo conhedmentos mal
estabeleddos, superando o que, no proprio espirito, € obstaaulo a espirituaizaca®”. O verbo
superar aqui é entendido como ir além conservandq em inglés to conserve-in-surpassng. Por
ISP, superar um obstaaulo € wnstruir um conhedmento novo que incorpora o antigo. Nessa
direc®, na dtacéd® de Badhelard adma, o verbo destruir adquire o sentido de tornar e mal
estabeleddos refere-se abase negativa do novo conhedmento. Na superacé do obstaaulo, o
conhedmento antigo, que ndo é valido em um determinado contexto, torna-se base para o
conhedmento novo, que o incorpora. Essa nogéo de superacd® ndo esta dara en Cornu
(1983, e, em Cornu (199)), ela é pensada da seguinte forma: “Por IS torna-se necessario
destruir o conhedmento original insuficiente e mal formado, e @loca em seu lugar o novo
conceito que opera satisfatoriamente no novo dominio”® (Ibid., p.159, traducd minha). Aqui
0 conhedmento antigo € substituido por outro, como se fosse dgo errado. Naverdade, ele tem
seu dominio de validade. Ndo se @loca em seu lugar outro conhedmento. Ele ndo desaparece
Ele mntinua existindo como base para 0 novo. Essa dtacé de Cornu contradiz com o que de
afirma mais adiante: “A construgéo de estratégias pedagdgicas de ensino deve entéo levar em
conta tais obstaaulos. N&o € uma questdo de ervitalos, e Sm, ao contrério, de levar o aluno a
encontré-los e superé-los’” (Ibid, p.162, tradugéo minha). Aqui, Cornu ndo os considera mmo
dificuldade ou erro. Diz que € importante para 0 proces® de grendizagem que o aluno
encontre obstaaulos. Considerar o obstaaulo simplesmente como erro pode levar aidéia de que
0 conhedmento que O constituiu deve ser trocado por outro, e ndo pensalo como parte do
novo.

Na histéria do conceto de limite, os infinitésmos funcionaram como obstaaulo para o

desenvolvimento desse mncdto. A visdo distorcida do conceito de superacd® de Badheard da

® “|t therefore beames necessary to destroy the original insufficient, malformed knowledge, to replaceit with
new concept which operates satisfactorily in the new domain”.

"“The mnstruction of pedagogical strategies for teaching students must then take such obstacles into account. It
isnot a question of avoiding them but, on the ntrary, to lead the student to med them and to overcome them”.
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suporte a que foi feito, no seaulo XX, arespeito do ensino de matemética avangada, ou sgja,
os infinitésimos foram apagados e o limite foi instituido como conhedmento dficial. No lugar
do conhedmento mal formado e insuficiente, os infinitésmos, foi colocado o conhedmento
gue funcionou naquele antexto, o limite. A respeito do obstaaulo infinitesimal, penso que,
segundo a visdo de Badhelard, os infinitésmos $0 a base negativa do conceto de limite. Esse
conceto, da forma cmo hoje mnhecanos, € anegac® dos infinitésmos. Os infinitésmos
fazam parte, como base, do conceto de limite.

As concepgdes infinitesmais estdo presentes no pensamento dos aunos. Estéo
impregnadas em seu hardware biologico (BALDINO, 1995. Nas aulas regulares de Célculo, o
contexto era o tradicional do conceto de limite. Nese @ntexto, as concepgdes infinitesimais
dos aunos ndo eram legitimas. O obstaalo infinitesmal estava instituido. Ao propor o
experimento de ensino aos alunos, ndo tinha o dbjetivo de faze com que des superasem esse
obstaaulo. Essa superacd® ou ndo seria uma onseqiéncia do trabalho desenvolvido nos
encontros. Sabia que ese obstaaulo poderia ser mais fadlmente superado se & concepcdes
infinitesimais dos alunos fosseem verbalizedas e sua legitimidade remnhedda. Is foi feito
desde o inicio dos encontros, quando os aunos foram estimulados a se epressr
infinitesmalmente.

Durante os encontros, 0s aunos trouxeram comparagdes entre os dois contextos de
trabalho: infinitesmal e o do conceto de limite. 1s era natural, pois os aunos estavam
inseridos nos dois contextos, nos encontros e nas aulas regulares, respedivamente, e
estavamos tratando de nceatos em comum, como a derivada e integral definida. Uma

primeira comparacé® foi estimulada por mim ao tratar das notagdes utilizadas nos dois

contextos. Quando trabalhamos com infinitésimos, %’ € um quociente infinitesimal definido
X

como a quase-derivada, e f'(X) é aderivada, ou sga, a parte red dese quociente. No

contexto das aulas regulares, essas notagdes foram tomadas como sendo iguais. A primeira,
pelo menos até o trabalho com diferenciais, € @nsiderada um Unico simbolo, ndo sendo
pensada @mo uma divisdo. No segundo encontro, surgiram duas justificagdes para essas
notagdes srem iguais, na aordagem tradicional de limite. A primeira foi a seguinte: “A
Miriam desprezou o infinitesimal”, “A gente fez considerando todo oinfinitésimo. A gente
pegou a pate real e o infinitésimo. A Miriam ja pegou a pate real”. Aqui o sentido dado a
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desprezar o infinitesimal foi de desconsiderar a existéncia dess infinitesimal. Como ndo se
considera a &isténcia dos infinitésimos, mas $ a dos reds, ndo existe aparte infinitesmal e a
parte red. Existe genas a parte red e, portanto, as notagdes 0 usadas como equivalentes. A
segunda justificetiva foi: “1s ndoesta em termos de limite, e este nimero [infinitésmo] esta
tao pequeno qLe a gente pode desconsiderar?”. Explicando mais. “Como ela [Profa. Miriam|
pegou a ndacdo ce quase-derivadae dise que gaigud a de derivada a pateinfinitesimal €
tdo pequena qle mnsiderou que tende a zero, entdo tira esta pate e sxs dois foiguas’.
Nessa judtificativa foram evocadas as concepces espontaneas de infinitésimo como ago
pegueno, que tende a zeo e que pode ser desprezvel. No contexto de limite, como os alunos
citaram, 0 proces® que estareladonado a ese cnceto apareceno fato do infinitésimo tender
a za&o e poder ser desconsderado. O desconsiderar aqui, diferentemente da primeira
justificativa, esta reladonado as concepcdes espontaneas dos alunos, segundo as quais o

infinitésimo é levado em conta, mas desprezalo, ndo fazendo parte do resultado final.

Com esses dois argumentos, a igualdade %: f'(x) foi justificada. O dupgo sentido do
X

verbo despreza aparecal nas duas justificagdes. Is também foi evidente no cdculo de
derivadas, como discutido na sec@® anterior. Na segunda justificativa, ocorreu a juncéo entre
os dois contextos em questdo. Os infinitésmos tendem a zeo, vao diminuindo, quando
pensados no contexto de limite. Nessa direcd, uma definicdo de infinitésimo, diferente da
formal apresentada nos encontros, foi sugerida por Lugo: “Num dos livros, eu achei uma
definicdo e infinitésmo pa limite. Era essa aqu. Vocé tem uma funcdo qudquer f(x).
Quandolimite de f(x) quandox tende para a € zero, ela € chamadainfinitésmo”. Essa foi

considerada uma definicd de infinitésmo por limite: o limite foi usado para definir um
infinitésmo.

Nos encontros de preparacé, os alunos discutiram sobre 0 que iriam apresentar aos
colegas e aProfa. Miriam. Uma sugestdo dada foi a de comparar os métodos por limite epor
infinitésimo, como os alunos chamaram. Algumas das idéias a seguir foram também evocadas
na propria gresentacd dos alunos. “Porque o limite quandox tende a a, vocé etd pegando
os infinitésimos proximos de a”, “O limite é quandovocé etd pegando & infinitésimos
mesmo”. Ha uma relac®, levantada pelos alunos, muito proxima entre limite einfinitésimos.

Considerando 0 proces dinamico de tender a, ligado ao conceto de limite, quando x tende
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a dgum numero, os valores de X se groximam desse numero. A variavel X asuume valores
gue etdo infinitamente proximos a es nimero: “Ess tende équandovocé pega s nUmeros
que etdo proximos, vocé esta pegando @ infinitésimos’. Os nimeros que etdo infinitamente
proximos a um numero red pertencem a ménada desse nimero red. A diferenca eitre um
elemento da mbnada eo nimero red € um infinitésmo: “ X tende a a. Esta dferenca entre os
dois € um infinitésimo”. Ao falar que “ess tende sdo cs infinitésmos’, os infinitésimos foram
pensados como estando muito préximos de qualquer nimero e ndo apenas do zero, como foi
definido. Mas logo os aunos corrigiram: “A diferenca € um infinitésmo”, “no caso dcs
infinitésimos, dizer que tende, diz que a diferenca € um ndmero muito pequeno, que a gente
desconsidera”. Segundo eles, portanto, no proces de tender a, os infinitésmos entram em
cenaquando x chega préximo do nimero. A teoria que foi estudada durante o experimento de
ensino foi evocada nos dois Ultimos encontros e incorporada a contexto do limite, ou vice-
versa: ateoriado limite foi incorporada a #&ordagem infinitesimal.

Outras concepcdes apresentadas pelos alunos confirmam essa unido entre 0s contextos.
No encontro de gresentacé® Lugo disse: “se Wocé pensar que uma fungdo tem um limite que
vai tendendo azero, quandoela vai tendendo azero ela vai se tornando um infinitésimo. Ela
vai ficando cada vez menarzinhd'. Nessa @wncepcéo, pode ser notada aexisténcia da idéia,
trazda por Cauchy, de variavel com limite zeo, que torna-se infinitamente pequena. A
funcdo, quando vai assumindo valores cada vez menores, que tem limite zeo, torna-se um
infinitésmo e ndo é um infinitésmo®. Apds ese fala, Nanda mmplementa: “Mas ea vai
tendendo. Ela ndoé o zero. Ela vai tendendo aozero. Fica nambnada dazero. Na vizinharga
do nimero zero”. A funcdo com limite zeo va tendendo a zeo, até ficar infinitamente
proxima de zeo. A funcéo fica na mdnada do zero. Ela ndo chega no zeo, ea fica
infinitesimal. Essa @ncepcéo responde a problemética do “chega ou ndo chega”, tanto
levantada pelos alunos, no contexto do conceato de limite. O limite tende a zeo? A funcéo
chega en zero? O limite dhega? A funcéo tende? Uma funcd com limite zeo, quando se
aproxima de zeo, fica infinitesmal. Generalizando para qualquer nimero red que sga limite
de uma funcdo: “Quando diz ‘ah, um nimero proximo, X tende a ese nimero’, ele tende a

este nimero, mas ndochega no nimero. E namdnada do ninero”.

8 Essa quest&o é discutida em Sad, Teixeira e Baldino (2002).
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A juncéo dos dois contextos foi sugerida pelos alunos nos dois Ultimos encontros. O
limite foi utilizado para eplica o que aonteda na @ordagem infinitesmal, e os
infinitésimos foram usados para explicitar 0 que ocorria no contexto do conceto de limite.
Verificando tal juncéo e fazendo uma avaliac@® do trabalho redizado nos encontros, Nanda
dise: “Se a gente assmilar a idéia de limite, essa idéia [a idéia de mbnada] fica mais clara
porque a gente ja viu aidéia de limite. E a idéia de limite vinculada aidéia de infinitésimo
fica muito mais clara’. As concepcdes apresentadas pelos alunos mostraram a existéncia de
um conhedmento novo: limite einfinitésmos gendo utilizados a0 mesmo tempo para tratar de
um asaunto.

Grande parte das idéias dos alunos, apresentadas anteriormente, foram evocadas nos dois
ultimos encontros de Cdaculo Infinitesmal. Nesss encontros ndo houve nenhuma
interferéncia de minha parte a longo do trabalho desenvolvido pelos quatro alunos. Durante o
experimento de ensino, por outro lado, na grande maioria das vezes, eu que indicava adirec@®
do trabalho. Com um més e vinte e ¢nco dias de intervalo entre o Ultimo encontro do
experimento de ensino e apreparacd para a @resentac@®, o0s aunos tiveram a oportunidade
de refletir sobre o que tinham estudado. Nas duas Ultimas reunides, eles ficaram livres para
discutir suas idéias, sem contar com minha opinido para dizer o que estava ceto e 0 que estava
errado em relac® ao que estudamos. Dessa forma, o que foi dito pelos alunos nesses
encontros demonstrou suas crencas e ancepgoes a respeito do que foi trabalhado durante o
experimento e nas aulas regulares de Calculo.

A juncd dos dois contextos ndo ocorreu duante o experimento de ensino. O foco
principa de estudo eram alguns concetos de Calculo trabalhados sgundo a aordagem
infinitesimal. Procurava, portanto, sempre que posdvel, faze a distincdo entre 0 que ea
reladonado aos infinitésimos e 0 que se reladonava & limite, para que os alunos notassem a
diferenca ettre & abordagens e, principamente, para que mnhecesem o trabalho em um
contexto diferente do que seria aordado nas aulas regulares. Incentivava os alunos a se
expressarem infinitesmalmente, dando continuidade & concepcdes espontaneas apresentadas
no primeiro encontro. Quando surgiam misturas entre 0s contextos, procurava damar a
atencéo para is®, lembrando que estavamos trabalhando com a &ordagem infinitesimal. Um
exemplo dese tipo de situac@® ocorreu no tercero encontro, quando trabalhamos com a

derivada da funcéo seno, e Lugo insistiu varias vezes em finalizar os cdculos igualando a
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derivada a quase-derivada, mesmo depois dos colegas e ai termos alertado que de estava
pensando como se fosse no contexto do limite (para maiores detalhes ver p.169171). Sem
minha interferéncia, tais misturas ndo foram negadas e, assm, os alunos apresentaram as
concepcdes citadas adma. O limite como auxilio para compreender o que ocorria na
abordagem infinitesimal surgiu nos dois Ultimos encontros e ndo no experimento de e1sino.
Ese onceto poderia estar sendo pensado pelos alunos juntamente @m os infinitésmos, mas,
devido a minha conduta de tentar sempre separar o0 que €reladonado a limite e o que diz
respeito a infinitésimos, ele ndo foi t&o fortemente revelado como acontecau nos dois Ultimos
encontros.

Os infinitésmos asaumem o papel de obstaaulo epistemoldgico no ensino tradicional
vigente de Calculo. As concepcdes apresentadas anteriormente, que mostram a juncéo dos dois
concetos, indicam a formac@® de um novo conhedmento. Os alunos fizeram um amdgama
concetua em que limite einfinitésmos s fundiram para tratar de asauntos de Célculo. O que
ndo tinha validade no contexto de limite tornou-se base para 0 novo conhedmento. Tornou-se
parte do novo. As concepgdes espontaness infinitesimais, que aites ndo eram recwnheddas
como legitimas, foram acetas em um novo contexto. Que ntexto € esE? Que ntexto é
es no qual limite einfinitésimos caminham juntos, sem problemas de wmpatibili dade?

O objetivo de um curso de Calculo é trabalhar com os conceitos dese aurso a partir das
concepcdes esponténeas dos alunos, visando a glicac® desses concetos e ndo sua
formalizac®. O rigor matematico € objetivo dos cursos de Andlise. Idéias como “quandoela
vai tendendo azero ela vai setornando uminfinitésimo”, “Ela vai tendendo aozero. Fica na
mdnada dozero”, que dizem respeito a uma funcéo que tem por limite zeo, ou “Vocé @lcula
a &ea de quadadinhos muito pequenas, infinitésimos. E se vocéjuntar todcs vocétema & ea.
Cada vez que \océ pegar pedacinhos mais pegquenos vocé \ai chegar mais préximo do que
seria a &ea embaixo da curva’, que misturam infinitésmos com o proces de groximar,
reladonado ao conceto de limite, sBo concepgdes que funcionam em um curso de Calculo
com tal objetivo. Se os concdtos de limite e infinitésmo aparecegem misturados ndo ha
problemas, pois formaizar tais concepcbes € uma tarefa dos cursos de Andlise, sgjam
Standard ou ndo. Ainda mais tratando-se de ancepgdes de dunos da graduacd® em Fisica que
ndo possiem em seu curriculo, pelo menos na UNESP em Rio Claro, a disciplina de Andlise.

O contexto, portanto, em que essas concepcdes tém validade, € en um curso de Célculo cujo
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objetivo é trabalhar intuitivamente com os concetos, a partir das concepgdes espontaneas dos
alunos, aplicando-os nas diversas &reass de mnhedmento, e ndo procurando formalizélos,
segundo as exigéncias da Matematica

Trabalhar com essas concepgdes em um curso de Calculo, com o tal objetivo, €
reconhece como validas as concepcdes infinitesimais. Essas concepgdes, antes ndo legitimas
em um contexto bem espedfico, sdo 0 conhedmento antigo que foi base para aformacé@® do
novo conhedmento: limite e infinitésmos juntos. Do ponto de vista matemético, esse
conhedmento é uma heresia. Mas do ponto de vista da Educac® Matemética, ele épermitido.
Considerando a formacé dese cnhedmento, que incorpora o antigo como negacd dialética
e a «isténcia do contexto de um curso de Calculo como antes explicitado, o dbstaalo
infinitesimal foi superado. Foi uma @nseqUéncia do trabalho redizado nos encontros, que
inclusive envolveu comparagdes entre a abordagens, podendo ter ocasionado algum conflito
cognitivo que tenha implicado na superac@® de tal obstaaulo. Menciono s aqui, pois quando
surgiam comparagdes no experimento de ensino buscava sempre separar o que ga do contexto
infinitesimal e o que @a reladonado a limite. Eram duas concepgdes colocadas em choque
uma @ntra aoutra, ocasionando posdveis conflitos, explicitos ou ndo. O fato dos alunos
terem assumido o novo conhedmento como legitimo, explicando limite aravés de
infinitésmos e infinitésimos através de limite, em uma ala de Caculo, demonstra a
superacd® do obstaaulo. Cabe sdlientar que um paso fundamental para a superacé de tal
obstaaulo foi a legitimacé@ das concepgdes espontaneas dos alunos. Eles foram estimulados a
usarem essas concepcoes e foi, de fato, 0 que ocorreu na apresentaca.

Ao mesmo tempo em que os alunos formaram um amalgama nceatual entre limite e
infinitésimos, mostraram uma flexibilidade a reconhecea o que faza parte de um contexto e o
que faza parte de outro. Algumas idéias apresentadas pelos aunos mostraram tal
flexibilidade: “E que limite vocé dama de \izinharga e nos infinitésimos é monadd, “No
limite, a gente trabaha com os reais. E nos reais os infinitésmos ndo exstem. Entdo a

derivada dafuncdo e ess qucciente ?Jl_ts sdo iguas. Mas quando a gnte \ai para os hiper-

reais, onde os infinitésmos existem, ndo sdo iguds, sAo apoximadamente iguas’. O
amdgama pode ser separado quando se pretende trabalhar em um contexto espedfico. Os

alunos adquiriram uma nsciéncia de que podem passar de um contexto para outro. 1S

95



ocorreu com o trabalho durante os encontros e aulas regulares de Célculo, sem predsar passar
pela formalizac® dos concdtos e mrrecd das concepgdes que ndo coincidem com a
matematicaformal.

Mas e o limite? Pode mnstituir-se obstaaulo epistemologico ao Calculo Infinitesimal?
Hipoteticamente falando, se is© amntecesse, a formacd do novo conhedmento apresentado
pelos alunos e a onsideracd® do contexto de um curso de Calculo como explicitado, também
mostrariam a superaca de tal obstaaulo. Ess novo conhedmento poderia ser pensado como
novo em relacd a um conhedmento sobre limites, o antigo. Mas, 0 que mnstanaliteratura € a
existéncia do obstaaulo infinitesmal. O que excontramos nos diversos cursos de graduacé é
uma disciplina de Calculo baseada no contexto de limite, onde & concepgdes infinitesimais
ndo sdo acetas como conhedmento legitimo. Essas, porém, sdo utilizadas como concepcdes
clandestinas (BALDINO, 1995, ou sga, pode-se pensar ou, de vez an quando, faar em
infinitésimos, mas o0 que élegitimo, 0 que € ac#o numa prova mo conhedmento vaido, € o
conceto de limite. Considerando a @ncepcdo de que um curso de Célculo ndo tem a
finalidade de formalizar conceitos, mas sm de trabaha-los intuitivamente, tendo como base &
concepcdes espontaneas dos alunos, as idéias infinitesimais dos estudantes acdam tendo um
papel diferente do que geramente costumam ocupar: passam de dandestinas a @ncepcdes

legitimas.

4. Viagem ao mundo infinitesimal

“Que viagem!” é uma giria utilizada quando se diz respeito a dgo estranho, nunca visto
ou pensado, dificil de imaginar. Os alunos costumavam usar expresHes que evolviam o
verbo viagjar, para se referir a oncetos e idéias estranhas para des, dentro da @ordagem
infinitesimal, ou que fosem de dificil entendimento. Eles estavam trabalhando com ndmeros
antes nunca vistos no ensno médio e fundamental. Estavam awstumados com o0s
“verdadeiros’ numeros, como dise Nanda: “uma visdo muito dferente do gle aquela que a
gente vétodo da’. Era normal, portanto, um pouco de estranheza & trabalhar com a nova
abordagem. As expresses de “viagem” aparedam em diversas stuagdes, como por exemplo,
quando alguma nomenclatura estranha para des era dtada; a Situacé do crondmetro, traada
por Mino, e a aividade do zoom aplicado ao circulo trigonométrico e aparabola. Veamos o

que ocorreu nesss stuagies.
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Os termos mOnadae hiper-reais chamaram a aencéo dos alunos, no primeiro encontro.
Na @gresentacd, inclusive quando eles tocaam nese anto, 0s colegas da turma
expressaram essa estranheza “M6? O que que & Ah? Monicas?”. Mais que anomenclatura,
considerar a eisténcia de numeros infinitos, uns maiores que outros, ndo era dgo em que 0s
alunos estavam acstumados a pensar e, por iSD, riram e manifestaram-se; “tem que viajar um
pouco!”.

Os aunos foram convidados a vigiar para 0 mundo infinitesimal, para mergulhar na
monada dos nimeros. O meio de transporte @a 0 zoom infinito. Essa viagem trouxe dgumas
vertigens para des. O que enxergavam, depois do zoom, era auilo mesmo que des estavam
enxergando? Ese foi 0 questionamento mais evocado pelos alunos. Alguns deles toparam
faze aviagem até o fim. Outros pararam no meio do caminho. Outros ainda cegaram ao fim,
mas retornaram a0 comeq, para, em seguida, entrar na mdnada novamente. Foi um
movimento de vaivém incessante.

Ao falarmos sbre infinitésmos e numeros infinitos, no primeiro encontro, Lina
apresentou sua preferéncia por melhor entender o infinitésimo, pois “Ele esta di. Estou vendo
0 zero’. O que ndo ocorre an relacd® ao infinito, pois “pareceque &l nurca vou chegar”.
Mino, por suavez, pensou o contrario: “1s sempre meincomodou Ligo meu crondmetro. Ele
nunca marca nada Sempre marca zero, porque de nunca chega ao péximo. Se \wocé nao
impuser limites as casas dedmais ele nurnca vai chegar ao roximo nimero”. Comentel sobre
o paradoxo da dicotomia, de Zendo (c. 450a.C.), que diz: “Se um segmento de reta pode ser
dividido indefinidamente, entdo o movimento é impossvel pois, para percorré-lo, é predso
antes alcancar seu ponto médio, antes ainda dcancar o ponto que estabelece amarca de um
quarto do segmento, e asm por diante, ad infinitum. Segue-se, entdo, que 0 Movimento
jamais comecaa” (AVES, 2002 p.418. Os aunos concordaram que & sStuagdes eram
semelhantes, e Nanda, na gresentac®, ao citar a situacd do cronbmetro, incorporou a sua
fala o paradoxo, fazendo com que seus colegas de turma lembrassem de Zendo. Em sua fala
inicial, Nanda dise: “Porque sdo nimeros tao pequencs, tdo pequencs, e ndo sao oinfinito,
naochega aser o infinito, SAo nimeros muito pequenas, infinitamente pequencs, (...) as vezes
VOCé pocke fazer umas viagens e \océ ndo consegue dhegar em lugar nenhum, por exemplo: se
VOCE pegar um cronGmetro e mmegar a cronametrar o tempo e \océ leva paa chegar na

sua casa, VOCé pock perceber que de nunca vai sair do zero, ou sgja, Vocé nunca vai chegar
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na sua casa! Vocé fica marcandoe de nunca vai sair do zero. Entdo vocé ®mmeca a perceber
que os numeros S0 infinitos e pelo fato de serem infinitos iso dtera bastante, entdo vocé
come@@ a pensar neles, nese universo que os infinitésimos fazem parte, tem até um conjunto
espedal, que sdo cs hiper-reais, que os infinitésimos fazem parte’. N&o se chega “ao préximo
ndmero real”, nem em casa, por causa da infinidade de nimeros existentes depois do zero que
o0 crondbmetro tem que percorrer. Es foi 0 radocinio dos aunos. Nessa infinidade, os
infinitésmos estdo incluidos. Dentro desse “universo que os infinitésimos fazem parte” é que
Nanda se encontraval Ela estava na mdnada do zero, entre os infinitésimos, e foi levada aé 1a
através do zoom infinito. Ela ewxergava o mundo a partir do ponto fina dessa viagem: a
monada do zero. Em conseqiéncia dis, a partir dese ponto, tudo ficava infinitamente
distante. O mundo ficava inatingivel. Essa foi a viagem de Nanda.

Tratando-se do zoom infinito, a primeira aividade em que utili zamos a ferramenta zo0m

do software Corel Draw ocorreu no primeiro encontro, quando os alunos tentaram descobrir a

diferenca que eistia, considerando a @ciss x+dx, entre a wrva x° e areta tangente a éa
em um ponto P (Figura 1.5). Essa diferenca sO aparecas quando demos o0 segundo zoom

infinito, que evidenciou o infinitésmo de segunda ordem ( E; dx=¢, ), justamente adiferenca

procurada. Sugeri que os alunos £ baseasem nainterpretacé® geométricada derivada, e entdo
eles foram em busca de um trigngulo retangulo. Na figura resultante do segundo zoom, eles
ndo conseguiram encontrar o tridngulo correto para determinar o valor dos catetos. Pensel, no
momento, que isD era devido a imposshilidade de tracalo por inteiro. Entdo, na figura 1.4,
resultado do primeiro zoom, force o aparedmento da reta tangente, pensando que asm
tornaria mais evidente avisuaizac® desse triangulo. Com a reta desenhada (Figura 1.7), os
alunos locdizaram a diferenca procurada, mas s1a medida ndo foi determinada. A tentativa

seguinte foi recorrer ao caso finito, onde os aaéscimos as varidveis X e y eram nimeros reds
e ndo mais infinitésmos. Desenhel a figura 1.8, onde os aunos indicaram f'(X)Ax como
sendo a medida do cateto oposto. Percebendo a semelhanga om f'(x)dx (diferencia de f),

eles locdizaram essa medida na figura 1.7, onde eu havia forcado o aparedmento da reta
tangente, encontrando o valor da ordenada en questdo (como soma de segmentos) e a
diferenca aitre a @rva e areta.
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No capitulo V, apresentel o trecho adma @mo retratando uma dificuldade pela qual os
alunos passram na @ordagem infinitesmal. Cabe, agora, dizer o que eitendendo por
dificuldade, em meio aos termos obstaculo epistemoldgico e conflito. Como ja explicitei em
outro momento, um obstaaulo epistemologico é um conhedmento que tem sua validade em
certo contexto, mas deixa de funcionar quando evocado em outro contexto. Para ocorrer sua
superac®, € necessrio que um conflito apareca O conflito ocorre quando dois
conhedmentos, que para o aluno sdo contraditorios, s8o evocados smultaneamente. Uma
dificuldade ou um erro do aluno pode evidenciar a existéncia de um obstaaulo epistemoldgico.
Conhedmentos envolvidos com essa dificuldade ou erro podem ser utilizados para organizar o
aparedmento de um conflito. Nesse ntexto, penso a dificuldade como sendo a auséncia de
resposta diante de uma demanda. Uma sensac@® de ndo ter entendido, manifestado por uma
pesa, surge quando a dificuldade garece Ela deve ser sempre pensada adois. um sujeito
esperando uma resposta de outro. Assm, na situacd® em que adificuldade esta presente, existe
uma diferenca antre 0 que se espera eo que vem. Nas atividades onde gpareceam dificuldades
por parte dos aunos, ndo desgava que des respondesem O correto, mesmo existindo uma
resposta adequada asituac®. O interese aa saber como trabalhariam com o zoom infinito.

Essa auséncia de resposta ocorreu duante a dividade antes explicitada, e foi confirmada
pelas falas dos alunos apds aredizacd dessa aividade: “Confunde qud € a curva e qud é a
reta’, “Como a gente eté tdo préximo, percebe-se que a curva e a reta estao paalelas. Num
plano maior, d4 paa ver que €a curva e a reta tangente. Ai, d4 paa deduzir que tem um
triangdo retangdo”. Quando os alunos embarcaram na viagem do zoom infinito, tiveram uma
vertigem: ficava cnfuso saber 0 que ea apardbola eo que ga aretatangente. Esqueda-se de
onde se tinha partido: a parébola se locdizava a@ma da reta. Mesmo sem identificar as linhas,
eles enxergaram duas retas paralelas. Olhando de um plano maior, ou sga, saindo do mundo
infinitesimal, enxergando a partir do finito, a arva e areta ficaram facas de se identificar.
Com o caso finito, a locdizac® de um tridngulo e seu transporte para 0 mundo infinitesimal
ficaam meis acesdveis. Nessa dividade, portanto, ocorreu o movimento de vaivém. Os
alunos vigiaram até a monada do ponto P, retornaram para trabalhar com o caso finito,
desfazendo o0 zoom infinito, e foram até a mdnada novamente, para fechar a situac®. Foi

redmente uma viagem: “N&o estamos acostumadaos com esta perspediva’.
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“Mas saiul”. Os aunos resolveram a dividade, mas parece que adificuldade n&o foi
superada, pois, no terceiro encontro, tentamos resolver 0 mesmo exercicio, porém com a airva
senx, e adiferenca procurada ndo foi identificada. Mais uma vez os alunos ndo locdizaram o
triangulo esperado. Trabalhamos também com o caso finito, e a dividade ndo pbde ser
concluida por causa do tempo.

Na aividade da parabola, os alunos utilizaram as duas abordagens, tanto a infinitesimal
quanto a do conceto de limite. Na primeira, trabalha-se cm aaéscimos infinitesmais. Na
segunda, os aaéscimos utilizados o finitos, nimeros reds. O caso finito foi necessario para
gue os alunos viseem 0 que ocorria geométrica e #gebricamente na éordagem infinitesimal,
findizando a dividade. A dificuldade dos aunos n&o invalida o trabalho com os infinitésimos.
Como ocorreu na gresentacd® dos alunos, quando eles juntaram o0s conceatos de limite e
infinitésimo, essa € uma situac@® que reforca aidéia de trabalhar com ambos os contextos.
Acredito que nessa situacé, porém, o caso finito ndo surgiu como ocbstaaulo epistemolbgico
para a dordagem infinitesimal, pois os alunos ndo manifestaram a necessdade de usar o0s
nimeros reds. Tal utilizac® foi sugestdo minha.

Outra dividade an que os alunos demonstraram dificuldade foi a do cdculo da derivada
da funcé seno. Nessa dividade, utilizamos o zoom infinito para visuaizar os infinitésmos
envolvidos e para auxiliar no desenvolvimento algébrico dese cdculo. No primeiro zoom,
retratado pela figura A.5, enxergamos dx igual a sendx. Sabiamos que o comprimento de um
arco era igua ao seu seno somente se ese aco fosse nulo. O zero é um infinitésimo, mas o
aaéscimo infinitesimal dado na aividade ea postivo. Para enxergar, entdo, a diferenca eitre
dx e sendx, predsamos de outro zoom. No segundo zoom, retratado pela figura A.6, a
diferenca garecas e sua medida @a 1-cosdx. Nes:a figura, sendx e dx estavam
representando duas emi-retas. Com ess trabalho, concluimos o desenvolvimento algébrico
do cdculo da derivada da fungéo seno. Lugo fez uma breve sintese, com a guda de Mino, das
conclusdes tiradas dos zooms. “O coseno ndo € a projec@o do aco? Entdo vocé \ai
diminuindo o aco, a projecdo vai aumentanda Vai chegando cada vez mais perto de 1,
pertinho c& 1. E 0.000... Essa diferenca é o 1-cosdx. Vai ser infinitesimal. Aqui € a mesma
coisa, sendx € aproximadamente igud a dx. S&o nimeros bem pequenacs. Dividindo um pelo

outro vai dar préximo de 1”.
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Antes de faze uso do software, solicitei aos alunos, no segundo e tercero encontros, que
imaginassem os resultados dos zooms. No quarto encontro, a dividade foi retomada e o
software foi utilizado. Os alunos notaram a diferenca eitre os trabalhos redizados. “Na haa,
para conceber... Hoje [com o computador] ja foi mais normal, visualizar”, “Pareda coisa de
louco. Na haa a gente ndo entendia nada Mas agaa melhorou’. A ferramenta zoom foi
importante para tornar mais clara avisualizac@® do que ocorria quando entravamos no mundo
infinitesimal. E uma estratégia pedagdgica que pode auxiliar no trabalho com essa aordagem.
O zoom no computador viabilizou enxergar 0 que ocorria na vizinhanga infinitesimal da
origem do circulo trigonométrico (ponto A, na figura A.4). Os aunos concordaram com 0s
resultados obtidos através do zoom, como Mino disse: “... pensando reste raciocinio esta ok,
perfeito”. Mas ele mesmo pensou em outras posshilidades: “Deu pra se guiar por essa l0gica,
mas empre da paa pensar outra coisa. Pode até ser errado, mas vocé sempre et pensando
em outra coisa. Como eu pensel numa passhili dade da esfera comegar a dminuir junto com o
zoom. Foi uma série de process que al fui pensandoe dheguel a esta conclusdo gue a esfera
diminuia junto. Eu queria saber onde au estou errando paa pensar certo”. Mino poderia estar
pensando na ferramenta zoom out de muitos ftwares, que faz @m que enxerguemos a figura
em uma propor¢é menor que ainicial. Nanda, respondendo a Mino, explicitou uma visdo que
diz sobre a onstrucéo de uma teoria matematica “Acho ge naoé pensar errado. Depende do
argumento que \océ etd usanda Se vocé encontrar um argumento bem convincente, mesmo
que 0 que Wcé etd pensando ndosga ceto...”. Mino, provavelmente, devia ter os
argumentos que fundamentavam seu radocinio para chegar a mnclusio apresentada. Nanda
dedocou, entdo, o foco da situacd: ndo é uma questédo de certo ou errado. Dependendo da
argumentacd®, de convencdes, de um conjunto de verdades, podem-se aiar novas teorias.

Os aunos concordaram com os resultados obtidos através do zoom, mas confessaram
gue 0 proces® havia sido dificil. A dificuldade a compreender o que aontece depois do
zoom foi confirmada por eles quando falaram a respeito da dividade: “Nossa! A gente ficou
mela haa paa descobrir aqulo. Mais. A gente cme@u nun dia e acabou no otro”,
“Naqguele dia estava dficil visualizar que sendx estava paralelo a dx e que dx era uma reta
endo o‘circulo’!”, “A minha d¥ida era aqu. Eu ndome conformava que o seno eraigud ao
dx. Eu fiquel muito chateada, mas depois eu entendi”, “Vocé tem que vajar muito. Para sair

do gie vocé onhece er parala’.
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A viagem do zoom infinito levou os aunos a vizinhanga infinitesimal do ponto A, do
circulo trigonométrico (Figura A.4). Eles foram levados para |14, como disse um dos alunos, na
Ultima dtacd® adma. Quando os alunos chegaram |4, tiveram uma vertigem: como que estou
vendo um arco, que durante toda minha vida foi curvo, representado por algo reto? Como que
uma reta (sendx) € paralela a #go curvo (dx)? Assm disse Lugo: “O problema é o gréfico.
Porque aqu é paralelo e ndoé paralelo, é arvo, mas € paralelo”.

O zoom infinito pode caisar vertigem. Ele da uma ilusio de que “dx € uma reta”™
“Quando a gnte dhegar perto do pomo A, a gente tem a impressio ¢k que es pedacinho, o
arco aqu € mais ou mencs, tem a impressio e uma reta. D4 aimpressio, se a gente chegar
muito préximo”. Quando chega-se 14, tem-se essaimpresséo ou ilusdo. Em outras proporcdes,
um colega dos apresentadores compreendeu tal ilusfo: “E como o haizonte. O horizonte é
curvo e océtende a imaginar que éuma reta’. Se essailusdo ndo é acéta, tem-se vertigens e
questiona-se: é arvo ou nd é arvo? E paraelo ou ndo é paraelo? Essa problemética
aparecal enquanto estdvamos resolvendo a aividade nos encontros. Os alunos estavam presos
a cetezade que um arco € dgo curvo e ndo reto. Nanda, ao avaliar o que foi redizado, tentou
justificar a confusdo pela qual os alunos passaram: “A gente ndo estava chegandotéo préximo
quarto era predso”’. Segundo Nanda, os alunos ndo chegaram até o ponto final da viagem.
Pararam um pouco antes, sem se groximar o suficiente do ponto A para enxergar as duas
semi-retas (Figura A.6).

Considerando a eisténcia dos infinitésimos, tanto de primeira quanto de segunda
ordem, as medidas sendx e dx ndo representavam entes geométricos paralelos. A medida
sendx referiasse aum segmento de reta e dx referia/se aum arco. Como era uma aco, o
infinitésmo dx representava amedida de dgo curvo. Esclarecendo o que ocorreu e avaliando
0 que havia sido feito, Lugo dise “A dlvida que a gente teve é ve que dx era
aproximadamente reto e que @a apgoximadamente igud ao seno também. O arco €
praticamente igud ao seno do angio”. Lugo evidenciou as concepcdes infinitesimais ao
utili zar os termos aproximadamente reto e igud e praticamente igud. Considerando-se 0s
infinitésmos, portanto, 0 segmento sendx e 0 arco dx ndo eram paraelos. O zoom infinito
dava ailusdo de serem paralelos, mas o que o0s aunos estavam enxergando era o inicio de um
segmento de reta e de um arco, que estava infinitamente distante do ponto no qual se

encontravam. Tudo ficou esclareddo: “Quandovocé tdegar bem perto do poo A [nafigura



A.4], vocé ndo vai ve is [arco dx] viranda Vocé i ver paralelo, que éo que ta aqu
[figura A.6]. Vocé \ai continuar vendo reto, s que de [arco dx] vai viranda..”. Nessa fala
fica retratado o process contrério a0 zoom infinito. E um movimento de dentro para fora.
Saindo de dentro da vizinhanca infinitesimal do ponto A, desfazendo o zoom infinito, o arco
dx vai virando, pois afinal de @mntas ele éum arco.

Essas concepcdes que os alunos formaram a partir de suas vertigens e do trabalho com o
zoom infinito, provavelmente seriam coibidas ou ignoradas por um matematico ou professor
do ensino tradicional vigente, parecando ser sem sentido. Esse €0 ponto de vista matemético.
Mas ndo é dese agulo que & concepgdes devem ser analisadas. Estamos falando de um
curso de Céculo para dunos de Fisica ou sga, 0 ponto de vista deve ser o da Educac@®
Matematica Essas concepcbes sio0 vaidas nese @ntexto. Ouvir esse discurso dos alunos
significa legitimar suas concepcdes espontaneas, permitindo que o obstaaulo infinitesmal sgja
superado.

Reeitar ailusdo que o zoom infinito provoca faz @m que surjam os questionamentos: é
curvo ou ndo é aurvo? E paralelo ou ndo é paralelo?. O aluno é levado até a“ mdnada do ponto
A” e pode faze tais questionamentos. No contexto do concedto de limite, existe uma
problematica semelhante a ssa. Nesse contexto, o auno vé o professor traca varias retas
secaites a uma airva dada e quando ele “passa @ limite”, a reta tangente a wrva dada é
encontrada. Geralmente, os alunos ficam com uma inquietac@: chega ou ndo chega? A reta
tangente é aingida ou ndo?. Nas duas abordagens, encontramos probleméticas smelhantes.

Os quatro aunos passaram pela “vertigem do paralelo e do curvo’, fizeam os
respedivos questionamentos e deixaram claro, em suas falas, o que ga es vertigem. Foi
possvel perceber que @ explicitarem que haviam tido dificuldade, a qual caraderizel como
auséncia de resposta auma demanda, essa ja havia sido superada: “... mas depois eu entendi”,
“Mas depais ficou claro”, “A dlvida qie a gente teve...”. Acredito que & dificuldades que
surgiram nas viagens dos aunos, a que ocorreu na dividade do seno, bem como a que
apresentei na aividade da parabola, ndo invalidam o trabalho no contexto infinitesmal. Na
Stuacd da pardbola eda reta tangente, o caso finito foi necessirio e is® O fortalecau aidéia
de se trabalhar com as duas abordagens num curso de Cdaculo, a eemplo do novo
conhedmento apresentado pelos alunos no ultimo encontro de CI, quando uniram os concetos

de limite einfinitésimo.
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5. O Célculo paa ocurso de Fisica: algumas reflexdes

Em vérias stuagdes, como mostrei em outro momento, os alunos fizeram comparagdes
entre a dordagem infinitesmal e a do concato de limite. Is© era wmpreensivel, ja que
estavam em contato com ambas. A primeira estava sendo adotada nos encontros de Cl, e a
segunda, nas aulas regulares de Calculo. Nanda, na gresentacé, falou da importancia dos
alunos terem participado dos encontros e terem visto uma visdo diferente da trabalhada nas
aulas regulares: “... talvez, desta maneira, fica até mais facil da gente wnceber a idéia de
limite, de derivada A integral, da paater umaidéia através dosinfinitésimos muito maior de
por que a aea embaixo de uma curva..”. Lina ontinuou: “Vocé @lcula a &ea de
quadadinhcs muito pequenas, infinitésimos. E se vocé juntar todcs vocétem a &rea. Cadavez
gue \océ pegar pedacinhos mais pequenaos vocé \ai chegar mais préximo do que seria a aea
embaixo dacurva’. Nanda cncluiu: “Entdo é bem mais fécil de vocé vsualizar”. Nanda e
Lina recorreram aos infinitésmos para explicar o cdculo da &ea da regido abaixo de um
gréfico, ficando “bem nmais facil de visuaizar”. No ensino tradicional vigente, ese asunto €
tratado através de somas de Riemann. No desenvolvimento desse estudo, particdes de tamanho
cada vez menor, num dado intervalo, séo feitas até se chegar a um ponto ndo trivia para
muitos alunos. Ocorre a“passagem ao limite” do tamanho da particdo. Es estudo andogo a
soma infinita, na @ordagem infinitesmal, foi desenvolvido no quarto encontro, e ja no inicio
os aunos evocaam uma @ncepcéd de soma infinita, que goarecal em diversas stuagdes
durante tal encontro e gresentacé®, como a que dtei adma: cdcula a &eade quadradinhos
infinitesimais e junta todos, para obter a dea Ess idéia de soma infinita surgiu antes de
iniciarmos 0 estudo da glicac® da integral definida. Desenhel o0 gréfico de uma funcéo
qualquer no quadro e indaguei aos aunos < tinham ouvido falar em algo a respeito de integral
e @ea Dissram que o profesor de Fisica havia discutido um pouco sobre o assainto,
utilizando os concetos de velocidade e apa@. Eles ndo deixaram entender que aidéia de
soma infinita, reladonada a infinitésmos, havia sido abordada. Assciaram o conceto de
integral a0 de primitiva, como sendo algo que vem antes. quando a integral (indefinida) é
cdculada, encontra-se uma “funcéo anterior” a funcd que foi integrada. Nas aulas regulares,

sabia que aProfa. Miriam ndo havia mmentado sobre 0 asaunto, pois estava a@mpanhando a
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turma. Seria dgo novo, entdo, para os alunos, trabalhar na @ordagem infinitesimal, com essa
aplicac® daintegral.

A partir de uma pergunta de Lugo, que desgjava saber se aintegral era uma soma, 0S
alunos apresentaram outras idéias a respeito do conceito de integral. Lugo diss: “... € uma
soma de \Arias areazinhas pequeninhas’. Nanda prosseguiu: “Se wcé @lcular a area deste
grafico ai [apontou para o grafico desenhado no quadro], teria que ter essa idéia [a de Lugo].
Subavidiria em portinhos pequenos, peguenas coisinhas depois maria tudo e acharia a
area dese grafico”. Lugo completou sua faa: “A largura de @daretanguo desses fria um
infinitésimo e a dtura seria um ndmero real comum’”. Pareceque esss idéias argem com
mais fadlidade e naturalidade do que ajuelas relacionadas as smas de Riemann, como a de
considerar retangulos cada vez menores, utilizadas no ensino tradicional vigente de Calculo.

Lugo, em sua fala aema dtada, evocou a aoncepgéo propria de infinitésimo como sendo
nimero. Ele dise que aidéia de mnsiderar a largura do retangulo como infinitesimal veio dos

encontros. Perguntei, entdo, como seria dividir a &ea en pequenas coisinhas. Lina sugeriu

uma maneira de faze is:; “Quando a gnte tinha uma curva [como em senx, em x°], a
gente dava zoom, e da paeda uma reta. Entdo se a gente dese zooms sIcessvos VOCE ia
achar retas e ia somando estas areas que seriam regulares’. Lugo complementou: “Vocé
poceria pegar varios retanguinhcs que iam até a curva e @wmo esses retanguinhaos tinham
largura extremamente pequena, a diferenca entre a area de todcs os retanguinhos somadas e
a &ea da figura ia ser muito pequena’. Nanda gresentou uma idéia de soma infinita,
resgatando a concepcdo espontanea de infinitésimo, como um pontinho pequeno, evocada no
primeiro encontro. As concepcdes espontaneas ® desenvolveram ao longo das atividades, a
medida que fomos utilizando as idéias de infinitésmo e zoom. A idéia gresentada por Nanda
foi o resultado desse desenvolvimento, que pode ter tido influéncia de dgum livro que os
alunos tenham visto ou algo que o profesor de Fisica havia dito sobre 0 asaunto, mas ndo de
um ensino organizado sobre soma infinita, que €0 que seria gresentado por mim, se iSO Ndo
tivesse vindo dos alunos. A idéia evocada por Nanda foi, portanto, uma concepcéo espontanea
de soma infinita, que surgiu antes de trabalharmos com o conceto de integral definida. Lugo
ainda foi mais espedfico dizendo que alargura das peguenas coisinhas, que teriam a forma de

retangulo, era um infinitésmo.
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O trabalho com 0 zoom infinito, no computador, aplicado ao cdculo da deada regido
abaixo de uma aurva, foi antedpado por Lina a espedfica como seria adivisdo da aea en
pequenas coisnhas. O zoom infinito, que da a aluno a ilusdo de enxergar uma porcéo
infinitesimal de uma aurva como sendo algo reto, fez sentido e foi Util para o cdculo dessa
area Essilusio que o aluno teve pode ser questionada perante aMatematica @mo sendo uma
heresia, mas 0 ponto de vista, nese ca&0, ndo deve ser o matemético. Estamos tratando de
alunos de Fisica en um curso de Calculo. O ponto de vista deve ser o da Educac@®
Matematica que ewxerga o curso de Caculo como um campo de trabalho com as concepcdes
do auno e ndo da Matematica O objetivo ndo é formaizar concetos, e Sm legitimar as
concepcdes espontaneas dos alunos.

A concepcéo de soma infinita foi ainda glicada na demonstracé® do segundo teorema
fundamental do Célculo, tendo um papel importante, inclusve en sua finalizac®. Antes

mesmo de trabalhar com o zoom, para auxiliar nessa demonstracé, Mino ja havia dado a
b b b
“resposta final”. NOs tinhamos que If (x)dx:IF'(x)dxzde . Perguntel 0 que significava o

altimo termo, e Lugo respondeu que @a o somatorio dos infinitésimos. Quando questione

quanto daria esse somatorio, Mino dise: “Acho qLe o comprimento de a até b, no[eixo] y”.

Depois de trabalharmos com os zooms envolvidos nessa demonstrac@®, no computador, 0s

alunos concluiram que o somatério era F(b)—F(a). Portanto, a soma infinita dos
infinitésmos dF, de a até b, resultava no comprimento F(b)—F(a) do segmento de reta no

eixo verticd do gréfico da primitiva F . Maiores detalhes bre essa dividade sdo encontrados
nas paginas 187-191

Na gresentac@® dos alunos, a mncepcdo de soma infinita surgiu novamente na fala de
Nanda, sobre aexisténcia de infinitésmos na dilatacé® do ferro. Lembrando o que da havia
dito: “Se wcé etiver calculando o coeficiente de dilatacdo ce uma bara de ferro numa
ferrovia, no acoplamento de uma bara a oura paa permanece unidas, para juntar os
trilhos, ese infinitésimo vai fazer muita dferenca naquela dlatacdo doferro”. O infinitésmo
foi pensado como essencial para & barras permanecaem unidas. Se de ndo fosse cmnsiderado,
os trilhos ndo se juntariam. A dilatac@ total da barra de ferro foi concebida mmo a integracé®

de dilatagdes infinitesimais, como se amatériafosse mntinua.
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Antes dese econtro, na reunido em que os alunos prepararam a gresentacd®, eles
estavam procurando por asauntos que seus colegas estivesem familiarizados para poder
apresenta-los no ultimo encontro de Cl. Nanda comentou sobre anocgéo de infinitésimo e Lugo
confirmou que poderiam falar sobre is®, pois “A turma tem uma idéia, porque o Dimas
[professor de Fisicg fala as vezes. Ele pega faz um deslocamento infinitesimal, soma todcs e
faz o trabdho’. Foi remnhedda, nas aulas de Fisica a mncepcéo de soma infinita evocada
como espontaneanos encontros. Ela surgiu aplicada a conceito fisico de trabalho. Com esse
depoimento, a idéia de soma infinita € legitimada na graduacd® em Fisica, por um de seus
professores. O mesmo professor que falou em dedocamento infinitesimal, utilizou 0 zoom em
suas aulas: “O professor falou daidéa de zoom, que vocé pode dhegar infinitamente proximo
de um porto”. Os alunos estavam a par do que estava sendo dito quando o professor se referia
a infinitésmos. “A gente lembrou do g \iu aqu”, e ressltaram: “E, mas acho g n&o foi
para todo mundo aquo’. Eles & sentiram privilegiados por terem estudado concetos de
Célculo via @ordagem infinitesmal, sendo Util 0 que haviamos trabalhado nos encontros em
relacd® as idéias de 20m e infinitésmos, pois is havia auxiliado a mmpreensdo do que o
professor de Fisicafalava an aula.

O trabaho redizado nos encontros foi integramente voltado a legitimacd® das
concepcdes infinitesmais esponténess e proprias apresentadas pelos aunos. Além desse
reconhedmento dado por mim, o professor de Fisica aixiliou nessa direcé, legitimando a
utilizac® dos infinitésmos. O curso de Calculo Infinitesmal ndo estaria, portanto, defasado
da graduac@® em Fisica Ness sentido, no final do quarto encontro, tivemos uma onversa na
qual os alunos mostraram algumas impresHes obre adisciplina de Célculo para o curso de
Fisica “Se wai aplicar isto no ne® curso de Calculo, por exenplo, eu acho gLe seria mais
coerente aplicar is®”, “E mais interessante’, “Na Fisica, eu acho que seria mais
interessante’, “Tanto na Fisica quario na Matematica”, “Eu acho que en quaquer area’.
Fizeram também uma avaliac® a respeito do que tinham estudado: “Acho qie a gente foi
privilegiado mesmo. Vendo agoa a aula daMiriam, a gente tem esta visdo critica”. A idéa
do zoom infinito, trabalhada em todos os encontros, foi citada por Lugo como uma ferramenta
essncial no trabalho de um profissonal de Fisica “Inclusive al estava pensando q@ na
Fisica ou em outra ciéncia, vocé tem que imaginar uma sSituacdo. Tem vezes que \océ nao

enxerga dreito, porque éuma coisa que acontecenum espaco Muito pequeno, uma coisa com



dimensdes muito pequenas, como um atomo. Entéo, se a gente tem essa idéia de imaginar o
que épegueno, como se fose aumentar, como aidéia dozoom, is élegal”. Harthong (1983
ja havia dertado para a importancia do fisico enxergar 0 que a®ontece no mundo
microscopico, e ndo ficar limitado a0 maaoscopico, apreendendo “[...] apenas a sombra das
coisas’ (Ibid, p. 1200.

Das comparagdes feitas entre a dordagem seguida no ensino tradicional vigente e os
encontros de CI, os aunos tiveram algumas impreses a respeito das duas formas de se
trabalhar com o Calculo. No encontro de preparacé, quando os alunos estavam revisando o
gue haviam estudado, comentaram sobre aregra da caleia: “Eu vi a demonstracédo daregra da
cadeia no livro [SWOKOWSKI, 1994. Nossal Duas pagnas!”, “E aqu € mais facil esse
jeito, né?”. Demonstramos essa regra no segundo encontro (para detalhes, ver p.148) e os
alunos a gresentaram na ultima reuni&o. Nas aulas regulares de Caculo, a Prof. Miriam falou
brevemente na definicdo forma de limite e areac® dos alunos, nos encontros, ja ea
esperada: “Tem no Swokowski. E um &, um &, para cima, para baxo’, “Is® é muito
complicadd”. O titulo do livro mencionado pelos aunos sugere que de sgja utilizado em um
curso de Céculo, mas como ja havia comentado no capitulo I, a maioria dos livros para esse
curso traz os concetos junto com sua formalizaca, fugindo do objetivo de trabalho desse
curso. O mesmo ocorreu com 0 livro de Keider (1986, na tentativa de introduzir os
infinitésimos. Outra impressio levantada, dessa vez pela Profa. Miriam, na gresentacd dos
alunos, foi que na aordagem infinitesimal trabalhada nos encontros “vocé ndo wsa limite,
aquelas coisas todas de limite. Vocé opera como se fosem nimeros’. Aqui a professora
estava se referindo a necessdade de escrever “lim” em frente a cala mudanca dgébrica feita
na resolucdo de um limite. Muitos alunos omitem a expressio, tornando a resolucéo
matematicamente incoerente.

Mostrando as comparagdes trazdas pelos alunos, ndo quis privilegiar uma aordagem
em vez de outra. Na &ordagem tradicional do ensino vigente encontramos problematicas. Na
abordagem infinitesimal dos encontros mostrei que 0s estudantes passaram por certas
dificuldades. O que quero reforcar € 0 que os alunos apresentaram no Ultimo encontro.
Propuseram um Calculo que ndo privilegia uma @ordagem em vez de outra, mas privilegia
sm suas concepcdes. Ese € o objetivo do curso. Deve trabalhar com as concepcdes

espontaneas dos alunos, buscando aplicar os concetos e @ordando-os de forma intuitiva, sem
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visar a formalizac® matematica De aordo com tal objetivo, concepgdes dos alunos que
unem os conceitos de limite einfinitésimos s50 bem vindas. Essa foi a sugestdo dos alunos:
“... talvez, desta maneira [infinitesimal], fica até mais facil da gente conceber a idéia de
limite, de derivadd’, “Se a gente assmilar a idéia de limite, essa idéia [a idéia de mbnadal
fica mais clara paque a gente ja viu aidéia delimite. E a idéia de limite vinculada aidéa de

infinitésimo fica muito maisclara”.

Todas essas andlises poderiam ter sido diferentes ® 0 grupo de dunos foss outro; se a
amostra intencional fosse outra. Portanto, tudo o0 que esta escrito adma diz respeito ao grupo
formado por Lina, Lugo, Mino e Nanda. No préximo capitulo, trarei as consideragdes finais
deste trabalho, retomando idéias defendidas ao longo da dissrtac@® e goontando caminhos

possveis de serem percorridos futuramente.



CAPITULO VII

CONSIDERACOESFINAIS

Neste trabalho apresentei 0o desenvolvimento de um experimento de ensino e mais dois
encontros com um grupo de quatro alunos da graduac@® em Fisica da UNESP de Rio Claro,
gue estavam cursando a disciplina de Calculo segundo a aordagem tradicional do conceto de
limite. Foram seis encontros em que ncetos de Célculo foram estudados sgundo a
abordagem infinitesmal, com o auxilio da ferramenta 2z00m do software gréfico Corel Draw.
Resgatarel, agora, algumas reflexdes feitas ao longo da dissertacé.

O grupo de dunos formou uma imagem concetua de infinitésmo que revelou tanto
concepcdes espontaness, apresentadas no inicio do primeiro encontro, quanto concepcdes
proprias elaboradas pelos alunos durante & atividades. A apresentac@® aos colegas e a
profesora responsavel pela disciplina foi 0 momento em que os aunos organizaram e
mostraram suas idéias a respeito do que haviamos estudado. Sobre infinitésmo, a imagem
concetua apresentada pelo grupo de dunos foi de um nimero, uma quantidade infinitamente
peguena positiva pertencente a matéria, a0 mundo. Nessa imagem, as primeiras idéias de
infinitésimos estavam presentes e foram evocadas durante todos os encontros, principamente
quando os alunos procuravam justificar o resultado encontrado para aderivada de dgumas
fungbes, na aordagem infinitesmal. Nessas ocasifes, justificagdes formais também
aparecagam. O preponderante, no entanto, foram justificativas baseadas nas concepcdes
espontaneas de infinitésimo, como algo infinitamente pequeno e, por vezes, desprezvel. Esss
respostas mostraram que mesmo depois de um ensino organizado sobre derivada e
infinitésimo, mesmo depois das definicbes formais desses concetos terem sido apresentadas,
tais concepcbes espontaness apareceam. A imagem concedtual foi mais procurada para
atender a demanda do que & definicdes formais.

S80 esss concepcdes espontaneas que 0s alunos apresentaram no primeiro encontro,
que m@nstituem o dbstaaulo epistemoldgico infinitesmal a grendizagem do concdto de
limite, no ensino tradicional vigente de Calculo. Essas idéias durante os wis ECI foram
reconheddas como conhedmento vélido. Foram legitimadas. Na gresentac@®, 0s alunos

mostraram suas concepgdes a respeito do que haviamos trabalhado evocando um
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conhedmento novo, em gue os concetos de limite einfinitésmo aparedam juntos para tratar
de um asaunto. Ese mnhedmento que inclui 0 antigo, as concepgdes infinitesmais, € valido
no contexto de um curso de Calculo cujo objetivo foi confirmado em varios momentos nesta
disertac®. Retomarel tal objetivo mais adiante para discutir sobre uma opinido comum a
respeito do trabalho no Calculo Infinitesmal. Considerando a formac@® dese novo
conhedmento e o contexto no qual ele é vdlido, ocorreu a superacd® do dbstaalo
infinitesmal.

O que foi fundamental para que essa superacd® ocorrese foi a legitimac@® das
concepcdes infinitesimais dos alunos. Algumas delas surgiram a partir do trabalho com o
zoom infinito, que fez @m que os alunos tivesem algumas vertigens. Quando os alunos
falaram sobre & dificuldades que sentiram nessas atividades, mostraram que das ja haviam
sdo superadas. As probleméticas e dificuldades que surgiram nas viagens dos alunos néo
invalidam o trabalho no contexto infinitesmal. Na situacé@ da parébola eda reta tangente, 0
caso finito foi necessario e is® sO fortalecau a idéia de se trabalhar com as duas abordagens
num curso de Célculo, a exemplo do novo conhedmento apresentado pelos alunos no ultimo
encontro de CI, quando uniram os conceatos de limite einfinitésimo.

Quando se trabaha cm o Céculo Infinitesimal, como foi feito no experimento de
ensino, € cmum surgir uma opinido de oposicé entre muitos matematicos e professores do
ensino tradiciona vigente sobre ese estudo. “Tudo 0 que se prova araves da Andlise Néo-
Standard (ANS), pode ser provado pela Andlise Red”, “Nada de novo pode ser feito com a
abordagem da ANS’, “ANS nunca degou a dar certo. E um dead horse, pelo menos em sala
de aila”, “E ridiculo pensar em trocar limites por infinitésmos’. Esss idéias congtituem a
opinido de oposicéo ao Cl em sdla de alla. S&o frases tiradas do parece de um dos revisores
de um congresso internadonal, ao qual eu e 0 orientador desta pesquisa submetemos um
trabalho a respeito desta dissertacéd (BALDINO; MILANI, 2002.

As concepgdes infinitesmais 90 fundamentadas rigorosamente pela Andise Nao-
Standard. Por que, entdo, os infinitésmos ndo sdo tratados como conhedmento legitimo em
sdla de alla? O que is significa? Que tipo de pensamento esta por tras dessa opinido de
oposican? Que ensino é es? Acredito que éuma oncepcdo de ensino que se fundamenta na
idéia de que o centro desse proces € aMatemética O contelldo matematico esta em primeiro

plano. O professor preocupa-se principalmente en como falar sobre um conceto em sala de
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aula, para que de possa ser entendido por seus aunos. Os concetos, os conteldos
mateméticos ja estdo determinados ha muito tempo para um curso de Célculo. A teoriaja esta
posta, ndo predsa-se de outra. E a dos limites, fundamentada pelos epsilons e deltas. Resta
pensar em como falar sobre is para os alunos. Escutar 0 que 0 aluno traz para asaa de alla
ndo interessa. Nese sentido, nada de novo pode ser feito com a @ordagem da ANS.

A posicdo adma explicitada ndo € aque defendo. Minha visdo vai no sentido oposto.
Acredito que o centro do proces de ensino é o aluno. O importante ndo € preocupar-se @n
como falar sobre um asaunto matemético. O centro ndo é aMatemética O fundamental € ouvir
0 que o auno tem a dizer a respeito do que serd estudado. E a partir das concepcdes que de
trazpara asala de aila que o professor deve pensar em como agir. O que os alunos trazem, em
um curso de Céculo, sfo concepcbes espontaness infinitesmais. E com is® que se deve
trabalhar. Segundo a posicéo de aitica a Céculo Infinitesmal, exemplificada aiteriormente,
a ANS é mlocada ammo objeto de ensino no lugar do Céalculo: Como trabdhar com ultrafiltro
e axioma daescolha? s € um absurdo! Nao funciona Os conceitos e sua formalizaca sao
introduzidos juntamente. Durante toda esta dissertacé, defendi que o objetivo de um curso de
Célculo, principalmente para dunos de Fisica, € trabalhar com idéas intuitivas dos conceitos e
com suas aplicagges. A formaizac® desses concatos deve ser feita an um nomento
posterior, numa disciplina de Analise.

Em que sentido, portanto, nada de novo pode ser feito com a aordagem da ANS?
Matematicamente, tudo que se prova araves da Andlise Red pode ser provado pela ANS e
vice-versa. Nes® sentido, ou sgja, matematicamente, nada de novo pode ser feito com a ANS.
Mas, e en sda de alla? Essa teoria amlhe & concepcbes espontaness infinitesimais dos
estudantes. Ela sustenta efundamenta o pensamento infinitesmal dos alunos. A abordagem da
ANS nos permite pensar em um curso de Calculo Infinitesmal, cujas idéias sr&o
fundamentadas, posteriormente, em outra disciplina.

“E ridiculo pensar em trocar limites por infinitésmos’. A intenc2o ndo é essa. Proponho
o trabalho com os dois concetos, como sugeriu Mino em um dos encontros. “Eu acho qte no
NOsSP curso tem que mostrar a parte histérica. Quando surgiu tudo isto. Os dais lados
[infinitésimos e limite]. Mostrar o desenvolvimento da Esa que pensou is, para mostrar

para gente. Acho qe assm a gente entende’. N& € uma questdo de privilegiar uma



abordagem em vez de outra. A intencd € mostrar as duas formas de se trabalhar com o
Célculo, e legitimar concepcdes como as que 0s alunos propuseram na gresentaca.

Vego que o objetivo do curso de Calculo, como explicitei anteriormente, fundamenta
tudo o0 que ocorreu nos encontros e a conclusdes as quais cheguei. Ess objetivo ndo €
compreendido, ou ndo quer ser compreendido, por muitos profesores e matematicos. A
conseqiéncia dessa opinido de oposicéo ao Cl € que ateoria do limite acéa se @nstituindo
em um obstaaulo epistemolégico, no sentido de Badhelard, ao trabalho do Célculo segundo a
abordagem infinitesimal. Obstaaulo n&o para os aunos. A posicio é diferente. E obstaaulo
congtituido por concepgdes desses mateméticos e professores do ensino tradiciona vigente.
Dentro da Matemdtica, essas concepcdes encontram seu contexto de validade, mas
considerando o ponto de vista da Educac@® Matematica, elas ndo funcionam.

Tendo claro ese objetivo, a formaizac® dos concetos do Céculo é feita an
disciplinas de Andlise. N&0 penso, neste momento, em alunos do curso de Fisica pois ho
curriculo desse airso ndo ha uma disciplina de Andlise, pelo menos na UNESP, de Rio Claro.
Penso, agora, em futuros educadores matematicos que estdo em um curso de graduacd em
Licenciatura en Matemética, no fina de uma disciplina de Caculo. Ese é um posdvel
caminho a ser percorrido em um doutoramento. Tenho em mente que & concepcdes
apresentadas pelos alunos, juntando os concetos de limite einfinitésmo, sdo aceatas em um
curso de Célculo. E 0 pas® seguinte? Como seria um curso de Andlise que fundamenta tais
concepcdes? Os alunos de Fisica, da pesquisa, mostraram que se aseparacd® do amdgama
pode ser feita, separa-se 0 que édo contexto do limite do que éinfinitesmal, demonstrando
uma flexibilidade que ndo predsou ser trabalhada dravés da formalizac@® dos concetos.
Penso, no momento, em duas disciplinas de Andlise: Andlise Red e Andlise Infinitesimal. Em
ambas deve-se deixar explicita a aisténcia de cala uma. S&0 duas disciplinas para
fundamentar: “Porque o limite quando x tende a a, vocé eta pegando @ infinitésimos
proximos de a”. Como seria a disciplina de Andlise Infinitesma? No apéndice desta
dissertacé, mostro duas formas de se &ordar tal teoria. A primeira €o método construtivo; a
segunda € o método axiomatico. As duas formas tratam rigorosamente & concepcdes
infinitesimais dos alunos. Qual método seguir?

Segundo a visdo por mim defendida anteriormente, o centro do proces de ensino é o
aluno, e ndo o contetido mateméatico. Como defendido em Baldino e Cabral (2000, aaedito
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gue o professor deve trabalhar a partir das concepgdes que o0 aluno traz para asada de alla,
visando seu gjuste paulatino as concepcdes matematicas. Pensando no aluno, como os quatro
estudantes que mlaboraram com a pesquisa, que ja tém como imagem de infinitésmo um
nimero, um numero infinitamente pequeno, ao invés de gresentar uma lista de aiomas,
penso que o caminho a ser seguido é gustar tal concepcén. Os primeiros pasHs Eriam
apresentar a oncepcdo de que infinitésmo € uma seqiéncia de ndmero reds, como por

111 . P . . A
exemplo EL—,—,—,...E e, posteriormente, que infinitésimo € um conjunto de seqiéncias
0234 [

equivalentes de reds, como <L%:—13%> apresentando a relac@® de ajlivaléncia. Dessa

forma, os nimeros hiper-reds sriam construidos a partir de seqiéncias de reais, como se faz
na grande parte dos cursos de Andlise Red, quando os reds 0 construidos a partir de
seqiéncias fundamentais.

Como se da atransicdo de cncepcdes baseadas no novo conhedmento, que une 0s
concetos de limite einfinitésmo, para sua formaiza¢® na Andlise Infinitesmal? Reflexdes
sobre essa questdo podem ser cenas do proximo capitulo. A certezaque tenho € que durante o
tempo em que desenvolvi a presente pesquisa, aprendi com os diversos subgrupos do Grupo
de Pesquisa-Acéo (GPA) dos quais participel, a escutar o auno. SO dessa forma, poderia
gudalo se de quisese grender Matemética SO incentivando para que de falass, eu teria o
alcance de suas concepcdes e do lugar onde de se encontraria parair até la egjudé-lo. Durante
0 experimento de exsino, tive a oportunidade de pratica ese ensnamento, embora en
algumas vezes enti que falhel. Antedpel muitas coisas aos alunos, ndo esperei, algumas
vezes, a onclusdo de suas falas. Falei algumas coisas que ndo predsavam ser ditas. Os alunos
poderiam falar is® por mim. Mas £ is® ndo tivese aonteddo, ndo teria feito essa reflexdo,
e e Stuacd® ndo serviria de motivacd para tentar me @rrigir, sempre me guiando pelo
grande ensinamento desses trés anos de grendizado: “Aprende-se faando e ensina-se
ouvindo” (frase do orientador desta pesquisa, comprovada en diversos momentos de
trabalho).
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ANEXO

TRANSCRICAO DOSENCONTROSDE CALCULO INFINITESIMAL

1° Encontro — 04/04/01

Este encontro ocorreu no laboratério didético da Fisica eteve uma duracd® média de 1

hora e trinta minutos. Em termos gerais, 0 encontro teve trés momentos. discussio sobre

infinitésmos; cdculo de derivadas das fungbes x?,x%e2x, através da eordagem

infinitesimal; utilizac® do software Corel Draw para interpretar graficamente o zoom infinito

e os infinitésimos.

As principais atividades ocorridas no primeiro encontro foram:

Investigaca inicial sobre aidéia que os alunos tinham de infinitésimo.
Questionamento: 0,999.. 1 Menor?Igua?

Interpretac® da definicdo: Infinitésimo é um ndmero menor que quaquer nimero
real positivo.

Apresentacé@ do conjunto dos nimeros hiper-reds e seus elementos.

Célculo de dgumas derivadas de funcdes polinomiais. Os alunos foram ao quadro
resolvé-las.

Apresentac® da nomenclatura que seria utilizada neste encontro e se fosse
Necessrio nos posteriores.

Visualizac@® dos infinitésmos utilizando o zoom do software Corel Draw, na

situacé de umaretatangente a airvax-.

Apresento, agora, os detalhes destas principais atividades.

1

Investigagdoinicial sobre aidéia que osalunostinham de infinitésimo.

Depois de explica os objetivos de estarmos reunidos, cologuel as guintes perguntas:

“Voceés ja ouviram falar em infinitésmo? Vocés lembram de dguma palavra, frase ou figura

gue estgjareladonada com infinitésimo?’ As idéias lembradas foram:

Lina — Ouvi reladonado a infinitesimal. Pontos muito pequenos, que seriam quase

desprezveis.

Lugo - Pontos infinitamente pequenos.



Mino - Fradal, no sentido de pontos muito pequenos, que podem ser desprezveis em
alguns cdculos. Infinitésmo é uma misa que tende a unidimensional. Ele vai diminuindo
tanto que perde a dimensdo. Vocé pode despreza dependendo do seu ponto de vista,
dependendo de onde vocé esta olhando.

Nanda — Ouvi reladonado a dizimas. Na dizima, tem sempre nimeros < repetindo ou

ndo. Vocé sempre vai coloca um nimero. Até o infinito. Nunca acha. Infinito, infinitésmo.

2. Questionamento: 0,999... 1. Menor? Igual?

Logo depois das primeiras idéias bre infinitésmo serem apresentadas, a discussio
girou em torno da seguinte pergunta que fiz: “0,999... em relac® a0 1. E menor? E igual?’ As
respostas foram as sguintes:

Mino e Lina- S&o bem proximos.

Lugo - Mas 0,9... € um pouquinho menor que 1. Por menor que sgja [a diferenca entre
eles], 0 1 é maior que de.

Nanda - Se vocé for arredondar, nos cdculos, se for olhar sO para s reticéncias, vocé diz
que €1.

Raquel - Mas e se vocé ndo for arredondar? Na sua frente estd o 0,999... e 0 1, vocé os
liga @m um sinal de maior, menor ou igual?

Nanda - Se for assm, eu driaque o 1 é maior que 0,9...

Raquel, paraMino e Lina- O que vocés acham?

Mino - Eu também. 0,9... € menor que 1.

Lina- Aproximadamente igual a 1.

Raquel - Mas & é groximado, entéo ...

Nanda- E, ent&o ndo éigual.

Lina- E, ndo éigual.

Lugo - Se ndo predsar de predsdo, vocé ecreve que €igua a 1, para fadlitar o
entendimento, o cdculo, para aredondar.

A partir deste momento, dise que havia uma teoria que sustentava estas respostas.
Apresentel os termos Calculo Infinitesimal e Andlise Infinitesimal em detrimento ao curso que

os alunos estariam fazendo com a Profa. Miriam e aAndlise Red.
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3. Interpretacdo da definicdo: Infinitésimo é um numero menor que qualquer

namero real paositivo

Apresentel as gguintes idéias de infinitésimo:

Raquel - Infinitésmo é um nimero. Um ndmero muito préximo de zeo. Um ndmero
infinitamente proximo de zeo. Agora, 0 que vocés acham da seguinte frase: “Infinitésmo é
um nimero gque € menor que qualquer nimero red positivo”. D& para imaginar? Vocés
conseguem um exemplo de infinitésmo?

N&o tinha reparado, neste excontro, que a definicdo adma ea de um infinitésmo
positivo. O correto, se quisesse me referir a todos infinitésmos, era dizer que “Infinitésmo é
um nimero cujo moédulo € menor que qualquer red positivo.”

Mino - E dificil definir um padrdo para infinitésmo, pelo o que a entendi. E dificil de
imaginar.

Lugo - Se agente imagina um nimero bem pequeno, 0,0000Q..1, sempre da para mlocar
um nimero, com uma caa dedmal a mais [um zero a mais antes do 1] que de vai ser menor
ainda

Nanda - Que de vai ser um infinitésimo.

Mino - Sempre da para diminuir.

Raquel - Por menor que s pegue um ndmero red, sempre pos pegar outro menor, a
metade, por exemplo.

Lugo - E. Ele pode chegar bem meis perto de zeo, mas ndo é o zero. Entdo ainda da
para se dizer que tem nlimeros menores.

Raquel - Mas e 0 zero? Ele poderia ser um infinitésimo?

Lina- Zero é o elemento neutro, ndo €?

Raquel - Mas ele éum nimero, né?

Concordam.

Raquel - Entdo vamos ver se de se encaixa na definicéo que au dei?

Repito afrase.

Lina- Menor que zero? Positivo?

Lugo - O zero € menor que todos 0s nimeros reds positivos, Sm. Porque o zero néo é
nem positivo, nem negativo, entdo... [ndo conclui].

Lina, enquanto Lugo falava- Nao tem.
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Nanda - Depois dele...

Lina - Depois dele, vém os negativos.

Raquel - Tudo bem. Entdo, o que ancluimos? Infinitésmo é um nimero menor que
qualquer red positivo. O zero se enquadra nesta definicao?

Lina- N&o. O zero € o menor.

Mino - Serdque o zero ele ndo transpde abarreira dos positivos?

Escrevo a definicéo no quadro.

Raquel - Pensem em todos os reds positivos. O zero esta incluido ai ou ndo? O zero é
positivo?

Lugo - N&o € positivo nem negativo.

Lina- Ele éneutro.

Raquel - Ent&o, 0 zero ndo esta dentro dos nimeros reds positivos?

Dizem que ndo. Mino ndo se manifesta.

Raquel - O zero pode ser um niimero menor que qualquer red positivo?

Lina- Sim.

Raquel - Pode?

Nanda - Se de ndo tem um sinal definido, entdo pode.

Raquel, dirigindo-me aMino - O que vocé ata? O zero pode ser um infinitésmo?

Mino - Acho que de ndo entraria nessa dassficac®.

Raquel - Vamos supor que esta € adefinicdo de infinitésimo.

Repito afrase.

Mino - Se de [infinitésmo] é positivo, entdo ele émaior que zeo, ndo € igua a zeo.
Entdo eu adho que de [zero] ndo entraria nessa dassficaca.

Raquel - Vamos ver. Vamos substituir no lugar de infinitésmo o zero para ver se fecha?
Zero é um nimero que émenor gque qualquer nimero red positivo.

Todos concordaram, balancando a cdecapostivamente, exceto Mino. Falo que o zero €
0 Unico infinitésimo red. Quando ia mmeca a falar sobre os outros infinitésmos existentes,
Mino me interrompe.

Mino - T4, o zero é um infinitésmo. Entdo aquele 0,9999. seriao 1.

Raquel - Por qué?



Mino - Porgque se infinitésmo é um nimero que é menor que qualquer numero red ...
Ele émenor que qualquer nimero red. O que émaior que 0,9999..? Seriao 1.

Nanda - O mais proximo seriao 1.

Raquel - Logo depois dele pode ser 0 1. Mas...

Mino - Ele ndo se encaixa entdo? Eu ndo poderia dirmar que de éigua al1?

Raquel — Porque o zero é um infinitésimo?

Mino — E.

Nanda - N&o poderia se dizer que 0 0,999.. é um infinitésimo?

Mino — E.

Raquel - Ah, éis2 que vocé perguntou?

V oltando-me para Mino.

Mino - Is.

Leio adefinicdo com 0,999... no lugar da palavra infinitésmo.

Lina—N&o. Tem o zero.

Lugo da outros exemplos, e todos concordam, inclusive Mino, rindo, que 0,999... ndo é
um infinitésmo.

Parece que ndo foi bem is que Mino queria perguntar. N& sei se de se sentiu
constrangido e deixou que apergunta de Nanda fose adele. Neste encontro, ndo entendi o

gue Mino havia dito.

4. Apresentacdo do conjunto dos numeros hiper-reais e seus elementos.

Continuei falando dos infinitésimos.

Raquel - Infinitésmos 80 nimeros muito proximos de ze&o. Nao pos locdizalos na
reta red, apenas o zero. E predso um conjunto maior. Es® @njunto é o dos nimeros hiper-
reds.

Elesriem, e Linadiz que nuncatinha ouvido falar.

Raquel - Fazem parte deste @njunto, 0s nUmeros reds, os infinitésmos e 0s nimeros
infinitos, que sGo maiores que qualquer nimero red positivo. O contrario do infinito é o

infinitésimo.
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Lina — Nossal S&o0 palavras téo pareddas. Eu acho que @&é confunde, por exemplo no
caso do 0,99..., vocé pensa que éum infinito, entdo é infinitésmo. D& para wnfundir, n€? Nao
val acdar nuncao 9.

Raquel — Uma wisa é um numero infinito e o infinitésimo e outra € 0 proces de ir
para o infinito e para ze&o.

N&o havia entendido o que Lina havia dito. Poderia ter falado da diferenca eitre os
infinitos que ela estava mencionando. Por um lado, vocé repete o nove infinitas vezes. Por
outro, um numero infinito € maior que qualquer red. Ainda mais que o infinitésmo na questdo
do 0,99... estd nadiferenca eitre 0,99... e 1, e ndo que 0,99... é infinitésimo.

Retomel 0 que estava falando.

Raquel — Ent&o, um nimero infinito positivo € maior que qualquer red positivo.

Lugo - Is0 é tedrico, porque na praticavocé sempre vai conseguir um ndmero maior.

Raquel — Tem vérios nimeros infinitos.

Apdbs um siléncio eles comecan arir.

Lina- Varios?

Raquel — Sim.

Lina— Setiver dois, eu sempre poso dizer que um é maior que outro.

Raquel - Sim, por is® que al pos comparar nimeros infinitos. Tem um ndmero
infinito que € maior que outro. Mas os dois $0 maiores que quaisquer nUMeros reds
positivos.

Eles comecan arir.

Nanda - Tem que vigjar um pouco!

Raquel - E algo novo para vocés, mas tudo é provado de forma rigorosa. E aceto pela
Mateméatica

Lugo pede exemplo de um numero infinito, mas preferi acdar de caaderizar o
conjunto dos ndmeros hiper-reds antes de falar em seqiéncias. Falel sobre 0s nimeros que
pertenciam as mdnadas, como sendo infinitamente proximos de cala nimero red e que a
diferenca antre des e o nimero red eraum infinitésmo. Dei 0 exemplo do nimero 2.

Raquel — Quem sdo esses nimeros que estdo infinitamente proximos do 2?

Lina— Seria0 1,999..7

Lugo - Seriao 2,000...1?
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Raquel — 1s. S80 nimeros cuja diferenca aitre des e 0 2 é um infinitésimo. E chamada
amonada do nimero 2.

Lugo — Como?

Repito e des riem novamente.

Mino - E totamente novo!

Raquel — Vamos nos concentrar na idéia de infinitésmo. Eu ndo pos marcar ele na
retared. O Unico que infinitésmo que a1 posL marcar ...

Os aunos — Zero.

Introduzi, através de exemplos (dA,dV, dwW, dx, dy), anotac® de infinitésimo que
seria utilizada nos encontros. Chamei-os de dementos infinitesmais ou aaéscimos
infinitesimais as grandezas (aaéscimo de &ea de volume, de trabaho, ..). Desenhel a reta
red e marquei um ponto X. Pedi para locdizaem o0 ponto x+dx. Queria ver se des
percebiam que sO poderiafaze iso se dx fosse 0.

Lina— Muito préximo de x. Coladinho no x.

Nanda eLugo — Vai estar um pouquinho depoisdo x, mas é dificil marcar.

Mino — E o proprio x.

Raquel, para Mino — Por qué?

Mino — Como ele ndo pode ser marcado naretared, ele €o proprio X.

Raquel - Ou sgja, 0 dx vai ser quem?

Os aunos — Zero.

Ragquel — Se au quser marca x+dx, com dx diferente de zeo, a reta ndo pode ser a
red. Tem que ser areta hiper-red.

Falei do zoom infinito, do aproximar infinitamente do ponto, desenhando a seguinte

figura.

X

)& x#dx

Figural.1l
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Lina— Que oom, hein?
Esta é adéa. Para exxergar x+dx, predsamos de um “belo zoom”!

Chamamos dy de agéscimo infinitesimal a variavel y, e o escrevemos como diferenca
entre os valores de f (X), apds 0 aaéscimo dx a X, ou sga, dy="f (x+dx)—f(x). Por partes,

com a guda dos alunos, desenhel a figura daixo, que representa o resultado do zoom para

fx+dx) 7/

dx

enxergar tais aaéscimos.

dy

X  X+dx

Figura 1.2 —figura dos acréscimos

Raquel - A partir dessavariac@® em Yy, agente vai cdcular varias derivadas.

5. Célculo de algumas derivadas de fungdes polinomiais

Mostrei aos alunos como era 0 méodo de cdcular a derivada, através da funcéo

f (x):xz. A cada pass daresolucéo, pedia a @uda deles. O procedimento foi 0 seguinte:
y=x*
dy=(x+dx)* -x?
dy=x?+2xdx+dx> - x>
dy=2xdx+dx?
dy=dx(2x+dx)

ﬂ:2x+dx
d

X
[dy[]
'=re =re[2x+dx] =2x
T R
Durante aresolucéo, perguntel sobre os aaéscimos.

2
Raquel — O que significa dx ?
Mino — Acréscimo infinitesmal a x.

Raquel — E 0 mesmo que dx, entdo?
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Mino — N&o.

Lugo — E o quadrado do aaéscimo infinitesmal a X.
2
Raquel — E o que significa d@x E’?

. 2
Lina—E 0 agéscimo no X .
2
Raquel — Dizemos que dx éinfinitésimo de 2% ordem e dx é de 1% ordem.

Mais adiante no procedimento, defini a derivada.

Raquel — Chamo de derivada da funcéo, f’'(x), a parte red do desenvolvimento % .

X
. dy
Raquel —Quemé — ?
dx

Lina- 2x+dx.

B 2
Raquel - Quem é aparte red? O que significapartered? Eum x, 02, 0 X , um nimero

red. Falamos em parte red e infinitesmal.

Lugo — A partered €0 2x.

Os outros concordam.

Raquel —Is. Porque x éred, 2 vezesumred ...

Osalunos-—... éred.

Raquel — dx éinfinitésimo. Entdo apartered é ...

Osalunos- ... 2x.

Lugo — Is é por causa que dx é um nimero téo pequeno que da para groximar para
zero, €is?

Raquel —Vegaque au ndo falel em aproximar para ze€o...

Mino, interrompendo-me — Nareta dosreds ele € zeo.

Raquel - Is, se al puar paraosreas...

Lina, interrompendo-me — Seria cmo nimero imaginario [complexo]? Vocé tem a parte
red e aimaginaria.

Ragquel — Is®. Exatamente. Mas vejam que al ndo falei em faze dx igua a zeo,

mandar ele para sei lAonde [risog]. Ele esta d, eu sO dis que aminha derivada é 2x.



Antes de passar para outro exemplo, disse que outra forma de cdcular a derivada épelo
limite. Os alunos disseram que o profesor de Fisica ja havia aliantado alguma misa sobre
is®. Lina acescentou que daria para faze pela formula (regra do tombo, baixar o expoente

).

Raquel — De qualquer forma, a Miriam vai tratar mais tarde dis<.

3
Lugo cdcula aderivada para x . Como o desenvolvimento da derivada anterior ficou no
quadro, Lugo se baseia no que estava escrito, e faz o seguinte desenvolvimento.
3
f(X)=x
dy=f (x+dx)—f (X)
3 3
dy=(x+dx) —x
2 2 3
dy=(x +2xdx+dx )(x+dx)—x
3 2 2 2 2 3 3
dy=x +2x dx+xdx +x dx+2xdx +dx —x
2 2 3
dy=3x dx+3xdx +dx

%/:sz +3xdx+ dx2

X
Lugo - Agora és0 pegar aparte red.
Raquel — Is. Entéo aderivada f'(X) ...

Lina— E onde ndo tem dx.

Nanda- Vai dar 3x2.

Lugo — E que vai multiplicar aqui [ 3xdx ] e ndo vai dar red...

Raquel — Vamos ver: x é red, 3x continua red e nimero red vezes infinitésmo é
infinitésimo. N&s ndo entraremos em detalhes bre & operagdes com nimeros hiper-reds...

Lugo —... ent&o tiraiss daqui [ 3xdx].

Raquel — Ent&o vai fora. Nao éred.

2
Lugo — Entdo is aqui [ dx ] também néo.
Raquel — E. Infinitésmo ao quadrado é infinitésimo.

2
Lugo — Ent&o fica 3x .
Lugo riscou os termos da parte infinitesimal e escreveu aresposta:

f'(x)=3x>
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6. Apresentacdoda nomenclatura
Apés a resolucdo de Lugo, entreguei uma folha com os dizeres abaixo, afim de

introduzir a nomenclatura que estariamos utili zando nos encontros.

1° ENCONTRO DE CALCULO - 04/04/01
dy

Chamamos de derivada da funcéo f , a parte real do quociente infinitesmal e
X

Notamos da seguinte forma: f'(x) = reélj—y E Dizemos que aderivada esta infinitamente
X

proxima deste quociente. Em notacé, %{z f'(x). Iso dgnifica que adiferenca eitre
X
eles € um infinitésmo, ou sga, %’—f'(x):Ef . Assm, chamamos este quociente de
X
quase-derivada

Chamamos de diferencial dafuncéo f, f'(x)dx e de quase-diferencial de f, dy,
que esta infinitamente proximo da diferencial. Em notacd, dy= f'(x)dx. s significe
que adiferenca etre des é um infinitésimo, ou sgja, dy- f '(x)dx:Ef dx:Sf :

A derivada de uma funcédo f em um ponto P é o coeficiente angular da reta
tangente a gréafico de f no ponto P.

Enquanto ia lendo para des, eu dava dgumas explicages baseadas nos exemplos que

estavam no quadro.

Raquel — Se % esta bem proximo de f'(x), qual adiferenca aitre des?
Lugo — dx.
Raquel — Que éum infinitésmo.
Lugo, falando baixo - Naretared, da paradizer que éum ponto so.
Raquel — Quando tenho duas coisas infinitamente proximas, quer dizer que adiferenca
entre das € um infinitesmal.

Depois de locdizar, com o auxilio dos alunos, nos exemplos da derivada de y=x> e

y=x>, os elementos e propriedades que estavam sendo introduzidos, Lina foi ao quadro para

cdcular aderivadade y=2x. Eu havia gpagado os cdculos anteriores.



Ela diz que ndo lembra como comecava. Falei que aa apartir da definicéo de dy . Ela
escreve dy=2x+dx. Peq para que da escreva adefinico de dy, antes de glicila afuncéo.
Escreve dy=f (x)+dx. Os colegas ndo falam nada. Desenho novamente, com o auxilio dela, a
figura dos aaéscimos (Figura 1.2). Desta vez ndo indico quem é dx e dy. Queria ver se
apenas afigurafaza dalembrar da definicéo. Ela escreve dy=f (x+dx) .

Raquel — Entdo, dy é este valor aqui [ f (x+dx)]?

Mino —Menos f (X).

Ela ecreve, entdo, o que fdtava e onfere no desenho. Sdlientei que dyera uma

diferenca Lina mntinua sua resolucéo.
dy="f (x+dx)-f(x)
dy=2(x+dx)—2x
dy=2x+2dx—2x
dy=2dx
dy 2dx
dx  dx
dy _
v

Este desenvolvimento foi bastante demorado. Por exemplo, Lina ndo sabia o que faze
da segunda para atercera linha. Acdtou a sugestédo dos colegas de multiplicar por 2. Feito
isto, Lina para novamente eNanda diz para dividir por dx.

Raquel — Este €0 Ultimo pas ou tem alguma wisa parafaze?

Mino — Teria que passar para 0 nUmero red, mas...

Nanda - Tem que passar para 0 nUmero puro.

Mino — Mas como jafoi cancdado o infinitesmal, acho que ja é aderivada.

Lugo - A derivada éuma funcéo constante.

Mino - f'(x) ja éigual a 2.

Raquel — Is! Como a gente fez nos casos anteriores?

Escrevi f'(X)=rg2].

Raquel — Qual é aparte red do nimero red?

Lina— O proprio nimero.
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Raquel — Antes tinhamos a quase-derivada igual a derivada mais um infinitésimo. Mas
neste cao conseguimos direto a quase-derivada igual a derivada. Quanto vale o infinitésmo
neste cao?

Lina— Zero.

Mino - Ai esta provado que o0 zero redmente éinfinitésmo.

Ressltel que o diferencial ficou igual ao quase-diferencia também, que des
recnhecagam como 2xdx.

Raquel — O que ocorreu neste cao de espeda que a derivada ficou igual a quase-
derivada eo diferencial igual ao quase-diferencial?

Lugo — O expoentedo x é1.

Raquel — I1s. Quando a funcéo for linea, a derivada sera igual a quase-derivada e o

diferencial igual ao quase-diferencial.

7. Visualizacdo dosinfinitésimos utilizando ozoom do software Corel Draw

Depois dos cdculos, passamos para ainterpretacéd geométricada derivada. Fizemos uso
da ferramenta zoom do software Corel Draw para visualizar os infinitésmos. O que gareda
na tela do computador era afigura da pagina a seguir. Primeiramente, analisamos a figura

abaixo.

y=x?

Figura 1.3
Expliquei que os eixos desenhados eram hiper-reas. Depois de des terem recrdado os
elementos que fazam parte do conjunto dos hiper-reds, pedi para que os locdizasem na
figura. Lina gontou para a origem do sistema de exos, indicando a locdizac@® dos

infinitésimos (* proximos do zero”, ela disw).
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Raquel - Os infinitos positivos?

Lugo — Bem depois do ar condicionado [que ficava adireita datela do computador].

Raquel — Os infinitos negativos? No lado contrario dos positivos, né? Os reds, € 0 X,
por exemplo. E as mbnadas, por exemplo do x?

Lugo — Bem pertinho do Xx.

Raquel - Qual adiferenca entre um elemento damodnadado x eo x?

Lina— dx.

Raquel - Is. Um infinitésimo. Quem faz parte da mdnada do zero?

Lugo — Infinitésmos.

Raquel - Por qué?

Os aunos - S8 nimeros bem préximos do zero.

Raquel — Muito bom.

Lugo — Do lado positivo, né? Porque do lado esquerdo, ndo tem nimeros na mdnada do
zeo, SO se desforem negativos.

Raquel — Sim, sdo os infinitésimos negativos.

Identificamos o que tinhamos na primeira figura: pardbola ereta tangente a éa no ponto

Raquel — Dou um aaéscimo infinitesimal dx a x. Vocés estéo enxergando?
Risos.

Mino — Tem que dar um zoom.

Raquel — Exatamente. Por iso o Corel Draw é Util, pois tem a ferramenta zoom.

Com o aaéscimo dado a x, resultaque y também tem um aaéscimo. Perto do ponto
P, dei sucessvos zooms até visualizar o triangulo dos aaéscimos (dx, dy edP ), como mostra

afigura aaixo.



P+dP
y+dy
Q
dy
p
y dx
X X+ dx

Figura 1.4-primeiro zoom infinito
A figuramostra que estamos muito perto do ponto P.
Raquel —Quem é P+dP ?
Osaunos—Acréscimo a P.
Raquel — Ele éponto da arvaou dareta tangente?
Lina eMino — Da aurva.
Lugo — Datangente.
Por causa desta dlvida, resolvi retomar, perguntando como havia surgido o

ponto P+dP. Eles dizem que € ponto com coordenadas x+dx e y+dy. Pensando que a

questdo fosse resolvida a explicitar coordenadas, voltel a perguntar se @a ponto da airva ou
datangente. Apenas Lugo respondeu e disse que 0 ponto estava ha tangente.

Raquel - Por qué?

Lugo — Se essa reta esta tangenciando a aurva [desenhou com o dedo a parabola
passando sO por P], a gente estd forada airva. A derivada € ainclinac@® da reta tangente a
curva. Entdo oponto P+dP esta natangente.

O desenho estava representando para Lugo apenas a reta tangente desenhada. As
coordenadas de P+dP néo diziam, para de, que o ponto erada airva.

Ragquel — P+dP esta natangente. Mas, entdo, a gente ndo tem mais uma reta tangente, e
sim secante. Por que qual é o ponto de tangéncia?

Nanda eMino — E o ponto P.

Raquel — Se o ponto P+dP também esta na tangente...
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Lugo —Mas o ponto P+dP néo € ponto de intersecd com a airva

Raguel — Ah, o ponto P+dP s6 esta natangente?

Lugo — Sim.

Ele, redmente, SO enxergava areta, e & coordenadas de P+dP néo |he diziam sobre ser
um ponto da aurva. Joguel a bola para os colegas.

Raquel — E is0?

Eles disseram que ndo estavam conseguindo visualizar. Escrevemos dy em termos de
uma diferenca

Raquel — f(x+dx) é aimagem que mnsegui depois do aaéscimo a airva ou a reta
tangente?

Os aunos — Curva.

Raquel — Depois aubtrai aimagem de x, que gaum ponto da....

Nanda — Parabola.

Raquel - Entdo essa diferenca éda aurvaou dareta tangente?

Osalunos - Da airva.

Raquel — Ent8o, setenho y que éda airva e dy que é acéscimo na arrva, P+dP é
ponto de quem?

Lina eMino — Da aurva.

Mino — E que um esta am fungZo do outro, ent&o € ponto da aurva mesmo.

N&o voltel a perguntar a Lugo sobre is.

Raquel — Nestafigura, aretatangente et wincidindo com a airva, por qué?

Lugo — Porque vocé se goroximou tanto da aurva que ac#ou ficando igual.

Lina— Chega aser um pedago da aurva.

Raquel — Mas a tangente toca a crrva num Unico ponto, entdo se dermos um zoom no
ponto P+dP vamoster que ver a separacd, né?

Lina— E pois chegaremos mais perto ainda.

Raquel — Antes de ver a separacé, onde estdo 0s eixos, se al estou muito perto do ponto
P2

Lina— Bem longe.

O resultado do zoom infinito perto do ponto P+dP é afigura aseguir.
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P+dP

y+dy <—4

d%ﬂﬁok=E§k=Sf

y+f(x)dx <

\4

X+dx
Figura 1.5-segundo zoom infinito

Aparecean, nesta figura, duas retas paraelas, pois estamos muito perto do ponto P+dP.
Os alunos justificaram que, na verdade, elas ndo sdo paralelas, pois elas £ qcuzanem P, que
esta muito longe. Novamente, eles locdizaram o0s eixos como estando infinitamente longe do
desenho. A préxima discussio girou em torno de saber 0 porqué que adiferenca eitre areta e
a arva gadada pela expressio dy— f'(x)dx . Lina, apontando para o desenho, dis® que ga a
diferenca eitre y+dyey+ f'(x)dx. Perguntel, entdo, por que aordenada do ponto da reta
tangente eadadapor y+ f'(x)dx.

Lugo— y é aordenadade P e f'(x)dx € o quanto deslocou no eixo vy ...

Lina- N&o mas o que deslocou é dy.

Nanda — f'(x)dx é o resultado dosaaéscimosem X e an y.

Deixel eles discutindo.

Mino — Vocé deu zoom até encontrar a diferenca aeitre areta e a arva. No caso, quando
VOCE deriva, para passr para 0 nimero red, vocétira ajuela parcda. Ndo seria essa diferenca
aquela parcda?

Lina ancordou com ele. No momento, ndo consegui compreender o que Mino havia
dito. Ele estava quase ceto, achando a relacé entre o que haviamos feito algebricamente no
quadro e o0 que estavamos fazendo geometricamente no computador. Mino estava pensou que

a diferenca an questdo era 0 que faltava para derivada e aquase-derivada serem iguais, mas,
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na verdade, era adiferenca aitre diferencial e o quase-diferencial. Lugo e Nanda ndo haviam
compreendido também o que Mino e Lina tinham dito. Olhando a gravagé, da para notar que
Mino estava lendo afolha que entreguel sobre & nomenclaturas e apartir dai deu sua resposta.
Mas is ndo garantiu que de soubess interpretar geometricamente.

Sugeri que des % baseassem na definicd geométrica de derivada: a derivada de uma

funcdo f em um ponto P é o coeficiente angular da reta tangente a grafico de f no ponto

P. Nanda tenta glicar esta definicdo, locdizando no desenho um caeto oposto sobre o

adjacete.

dy-f'(x)dx

dx

Figura 1.6
Perguntel aos alunos como era formado o angulo que determinava os catetos do triangulo, no
cdculo do coeficiente de uma reta. Responderam que ea formado pela propria reta e uma
paraela a eixo X.
Raquel — O angulo deste triangulo, é formado por quem?
Perceberam que estavam olhando para a“reta” de dma (a airva) e ndo para ade baixo
(atangente). Foi dificil visualizar o tridngulo correto no desenho do segundo zoom. Portanto,

na figura do primeiro zoom infinito, force o aparedmento da reta tangente.
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P+dP
y+dy reta tangente
"forcada"
28
o] dy
y P
ax
curva
X Xx+dx
Figura 1.7

Os alunos locdizaram a diferenca procurada neste desenho. Mas mesmo assm, a resposta ndo

velo. Passl entdo para o caso finito, desenhando para des afigura aaixo.

A

()
f(x1)

] >
- X X

Figura 1.8

T0)7 1) o f1(x). Chamei a aencio de que os

X,

Fadlmente, €les escreveram

aaéscimos, neste cao, eram reds e que ndo poderiamos escrever com a hotacd® de

P A . .
infinitésimo. Escreveram, entdo, A—y:f'(x). Pedi para que determinasem o caeto oposto:
X

Ay=f'(X)Ax. Eles notaram a semelhanca @om f'(x)dx, e reconhecaam esta medida na figura

“forcada” do primeiro zoom, lembrando que os aaéscimos eram infinitesmais.

Raquel — Entdo quanto vale desde aorigem?



Nanda - Vale amedida &é o ponto P e mais o que foi caculado.

Raquel - Ou sga...

Lugo — y+ f'(X)dx.

Raquel - Ficou dficil de enxergar agui [2° zoom]?

Lugo - Confunde qual que é acurva equal que € areta.

Nanda — Como a gente estatdo proximo, percebe-se que a erva e areta estdo paraelas.
Num plano maior, da para ver que € a arva e areta tangente. Ai, da para deduzir que tem um
triangulo retangulo. N&o estamos acostumados com esta perspediva. Mas siu!

O resultado poderia ter saido mais fadlmente se au tivese exibido o modo Aramado do
Corel Draw.

Por fim, retomei a pergunta de Lugo sobre um exemplo de numero infinito. Falei de

seqiéncias de numeros reds, de dasses, utilizando o hiper-red (n) Lugo confundiu a

seqiéncia (1, 2, 3, ...) com 1/x quando x € muito pequeno.

Lugo — Eu fiz confusdo.

Lina— Acho que émaisfadl entender aidéia de infinitésmo do que de infinito.

Mino — Para mim, é o contrario. Por exemplo, se for aplicar no cotidiano, vocé pega um
cronbmetro. Ele ndo tem limite de caas para mmeca a marca o tempo. Entdo ele nunca
marcaia nada, ele sempre marcaria zeo quando vocé ligasse de. Ele nunca ia chegar ao
proximo numero.

Nanda - Ao proximo nimero red.

Mino - 1s sempre me incomodou. Sempre penso assm. Ligo meu cronbmetro. Ele
nunca marca nada. Sempre marca zeo, porque de nunca dega a préoximo. Se vocé néo
impuser limites as casas dedmais ele nuncavai chegar ao proximo ndmero.

Lembro do paradoxo da dicotomia de Zendo e digo a des.

Mino — E exatamente is®. Se a gente for pensar assm, a matemética ndo admitiria
espag nem tempo.

Lina— Eu falei que émais fadl o infinitésmo, pois ele esta di. Estou vendo o zero. Mas
infinito, pareceque &l nuncavou chegar.

Mino - Vocétem uma referéncia.

N&o retomei a mwnfusdo de Lugo com ndmeros infinitos.
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2° Encontro — 11/04/01
Este encontro teve que se rediza numa sda onde ndo havia computador, pois o
laboratorio, onde 0 encontro iria aontece, estava interditado, devido a veneno contra apim. A
reunido teve uma duracd media de 1 hora etrinta minutos. Comecanos o encontro combinando
a respeito da data do proximo, pois na quarta-feira seguinte, no horario do encontro, haveria
prova de Céculo. Deddimos, entdo, nos encontrar depois da prova. Temi que estariam cansados,
mas 0s alunos acetaram sem problemas. As principais atividades ocorridas no segundo encontro
foram:
- Revisdo da regra da caleia, asaunto tratado nas aulas regulares no momento do
encontro. Foi uma dividade de monitoria.
- Comparagdes entre & notagdes utilizadas na aordagem infinitesimal e no contexto do
conceito de limite.
- Demonstracé® da regra da soma eda caleia. As provas foram conduzidas por mim,
mas com a mlaborac¢é dos alunos.
- Inicio do cdculo da derivada do seno, feito por um aluno.

Apresento, agora, os detalhes destas principais atividades.

1. Revisdodaregradacadeia
Como combinamos que uma revisdo a respeito das aulas regulares poderia ser feita no

inicio dos encontros, trabalhamos com a regra da caleia, asunto atual das aulas regulares.

Calculamos para 3 exemplos: y=vx?+x° , y=sen{/2x+1) e y=cosk®)v/2x . Nanda resolveu
corretamente o primeiro, utilizando o método da substituicdn. O segundo exemplo foi resolvido
por Mino, que como Nanda, utilizou a substituicéo por variaveis. Neste exemplo, Mino aplicou a
regra da caleia duas vezes. Na segunda vez fez direto, sem explicitar a fungcd em termos da
nova variavel. Ele ndo conseguiu explicar aos colegas o que havia feito, agara eu me onfund.
Pedi para de explicitar a fungéo em termos da nova variavel. Dessa forma, conseguiu dzer o que
havia pensado.

Lina, antes de resolver o terceiro exemplo, avisou, “eu ndo gato dese méodo
letrinhas, porque a1 me anbananotodd’ . Lina se referia @ método da substituicdo. Apresentou,
entdo, sua solucéo fazendo a derivada dainternavezes a daexerna:



-serBx? % (2X) 2.2

—3senx’
J2x

Entre & explicagdes que deu para 0 que havia feito, a partir de perguntas minhas, Lina
dise que tinha uma multiplicac® entre seno e 3x* (inserindo o sinal de multiplicac® na sua
resposta), e que depois poderia passr 0 3 para frente. Questionei-a arespeito de quando tem-se a
funcdo y=senx, se 0 seno estd multiplicando x. Pensou por um instante eriu, dizendo que néo e
gue o que tinha @a 0 seno do angulo. Ao mesmo tempo, apagou o sinal de multiplicacé@® que
havia escrito. Resolvi fazeg com que da ewxergase o que havia feito, pedindo para Lugo
resolver da sua maneira. Ele dise “prefiro fazer pela substituicdo, para nao confundr”,
contrastando com a opini&o de Lina sobre este método.

Lugo resolveu corretamente, utilizando a regra do produto e depois a da caleia, com o
auxilio da substituicdo. Ao ver aresolucéo de Lugo, Lina notou gque ndo havia usado a regra do

produto. Pedi para darefaze seus cdculos. Escreveu:
cosx3%(2x) 72 4 J2x.~serBx’

Sua dificuldade en cdcular a derivada de uma funcé& composta que envolve seno
persistiu. Depois de dgumas sugestdes diretas' dos colegas, Lina gagou o que tinha escrito.
Calculou novamente sem utilizar as substituicdes, concertando a resposta, agara é que estou
entendendo.

—sen(><3).3x2.\/ﬂ+cos(x3).%
X

Nanda diss que havia utilizado o método da substituicéo, pois ssgundo €ela, o jeito direto €
mais facil de se complicar nas contas. Lugo e Mino também se mostraram adeptos deste método.
Lina, que adava que se complicaria cmm as “letrinhas’, preferiu 0 método direto, mas acdou
aplicando-o incorretamente. Creio que & dificuldades que des tiveram foram devido a estarem
trabalhando com este asaunto ha goenas dois dias, em aula regular. Acredito que apratica aixilia

muito nestes exercicios.
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2. Comparagdes entre as notagdes utilizadas na abordagem infinitesmal e no
contexto do conceto de limite
Aproveitando as notagdes que surgiram nos caculos de derivada pela regra da caleia, quis
saber se lembravam da diferenca antre essas notagdes na aordagem infinitesimal.
Raquel — Vocés notaram diferenca eittre o que a Miriam usou de notac@® e 0 que nos

usamos No encontro passado?

Lina— E mesma misa. Também usamos %’ e f'(x).
X

Raquel — Mas é mesma isa?

Lugo e Mino — A Miriam desprezou o infinitesimal.

Lina — A gente fez mnsiderando todo o infinitésimo. A gente pegou a parte red e o
infinitésimo. A Miriam ja pegou a parte red.

Raquel — A Miriam considerou as notagdes como iguais. Para nds também era amesma
coisa?

Eles respondem que néo.

Lugo-0O %’ ndo era aquase-derivada?
X

Raquel — Sim, que éigudl a....

Lugo - A parte red mais ainfinitesmal.

Raquel — Onde entra f'(x) nessa historia?

Todos - Erasd a parte red.

Raquel — Ent&o, com a Miriam estas notagdes $0 ...
Todos— lguais.

Raquel - Ela ndo esta enxergando %’ como quociente de infinitesimais. E nds estamos
X

considerando essas notagdes como ...

Todos — Diferentes.

Lugo — Is® ndo esta an termos de limite, e este nimero [infinitésmo] esta tédo pequeno
gue agente pode desconsiderar?

Raquel - Sim, usa-se 0 limite ese acéa m os infinitésimos.

! Chamo sugest&o direta, aquelanaqual se encontra aresposta. Por exemplo, faca i ou seu erro esta aqui.
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Lugo — D& para onsderar que % € groximadamente, bem aproximadamente igual a
X

derivada.

Raquel - E is® que agente esta fazendo agui, com o simbolo =.

Lugo — Eu sei, mas como ela pegou a notacé@® de quase-derivada edis® que gaigua ade
derivada, a parte infinitesmal é t&o pequena que @nsiderou que tende azero, entdo tira esta
parte e ses dois 0 iguals.

Raquel - Vocés acham que éigual?

Todos dizem que néo.

Mino - Nos hiper-reds ndo.

Lina— Os infinitésmos existem.

Raquel — Vocés estardo vendo 1a no curso de Caculo algumas dessas diferencas. S&o
correntes que trabalham com os mesmos concetos, chegam aos mesmos resultados, mas de
maneiras diferentes.

Nos exemplos trabalhados anteriormente, os alunos utilizaram e escreveram a regra &aixo,

exceto Lina que preferiu o jeito “direto”.

Raquel — O que aMiriam comentou ontem sobre essa regra que gareceno livro? Ela aé
deu umarisadinha, lembram?

Lugo — N&o pode oortar esses doisaqui [ du com du].

Lina — N30 é uma divisio. E sO uma notac®. N&o esta dividindo dy por dx, nem esta
multiplicando paravocé ortar [du com du].

Nanda — Para melhorar o entendimento, para vocé visuaizar a derivada, para saber os
cdculos que tem que faze, qual o resultado final, vocé @rtaria 0 du com o outro du. Vocé
cancdaria, mas is € um abuso.

Raquel — E um abuso?

Nanda- E, pois € uma notaca.

Raquel — Mas para nds, agui nos encontros, s faz sentido, pois podemos dividir um

infinitesimal por outro.



Lugo — E 0 que ai iafaar. No encontro passado, a gente ndo ia fazendo [desenvolvendo
dy] e depois dividiatudo por dx?

Raquel — Is. Calculavamos dy e para adar a derivada, dividiamos por dx.

3. Regradasomaedacadeia

Com o objetivo de ver se os aunos utilizan as definicdes que foram trabalhadas no
encontro passado, e se sabem lidar com a diferenca eitre & notagdes, tentamos desenvolver a
prova dgébricada regra da soma. A confusdo e 0 esquedmento dos nomes pode gareced, ja que
no encontro passado, introduzimos varios concetos novos. Esperava que des lembrassem da
definicéo de quase-diferencial e de tomar a parte red da quase-derivada.

Escrevo no quadro afuncéo soma e asua derivada - 0 que queriamos provar.

h(x)=f (x)+9(x)
h'(x)=f'(x)+g'(x)

Raquel — Como comecd&amos a cdcular?

Lugo — Pega x mais um infinitésmo numa funcéo ...

Mino — f(x)+ f(x+dx).

Lugo — Fazo maiso infinitésimo e substitui na funcéo, menos a fungéo.

Raquel — Tem um nome parais ai?

Queria gue falaseem quase-diferencial de y ou aaéscimo infinitesmal a y .

Os alunos comentam rindo que lembram de vérios nomes.

Raquel - Por exemplo?

Falaram em diferenciacdo, mbnada(Lugo diss: “Esse monadaai foi novidade!) e hiper-
reais. Dise que ga norma esse momento de mnfundir nomes e mesmo ndo lembrar, ja que ea
algo novo. Fiz uma asciac® a quando eles aprenderam o conjunto dos nimeros complexos,
pois era um conjunto novo, 0 que acaretaria anovos nomes. Aproveitando, Nanda lembrou de
como foi estranho trabalhar com raiz quadrada de nimeros negativos.

Raquel — Pois €, se vocés acataram que se podia faze is, por que ndo acetar os hiper-

redas?
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Risos. Mino perguntou sobre arelaca entre os complexos e 0s hiper-reds, ja que os dois

conjuntos englobavam os nimeros reds. Desenhei 0 que de diss:

Figura 2.1

Desenhel a0 lado outro circulo, representando o conjunto dos reds e perguntei onde estaria
os hiper-reds.

Lina— Fora de tudo [englobando todos os conjuntos]? Nao, acho que néo.

Mino — No infinitésimo do red.

A frase de Mino provocou muitos risos, inclusive por parte dele.

Raquel — Desenha para mim onde seria is!

Ele desistiu da idéia e Lugo lembrou que os hiper-reds englobavam os reds, 0s

infinitésimos e outros. Sugeriu, entdo, o desenho abaixo.

Figura 2.2
S80 caminhos diferentes de organizar 0os conjuntos. Falei da existéncia dos hiper-complexos
(*C) também. Isto fez ®m que Lina retomase a omparac@® que havia feito no encontro
anterior, entre a parte imaginaria dos complexos e a parte infinitesmal dos hiper-reas. Lugo

ainda perguntou sobre a possbilidade de eistir ago do tipo 2dx+i, ja que eiste 2+i,
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sugerindo que fosse um hiper-complexo. 1s havia fugido do meu conhedmento sobre o asaunto
e ndo del certezasobre avalidade. Voltamos aregra da soma.

Raquel — Alguém se habilita afaze?

Lina, rindo - Eu ndo lembro mais dessa parte.

Mino - Seria f(x)+ f (x+dx)?

Lugo ndo se manifesta com suaidéia anterior da diferenca entre os valores da funcéo.

Raquel, escrevendo no quadro - Tinhamos y=f (X), e mmeg&amos com ...

Lina- dy.

Raquel — E o que ga?

Lina eMino, timidos- f(x)+dx.

Escrevo.

Lugo —Era f (x+dx)—f(x).

Escrevo também.

Lina— Néo.

Lugo, fazendo de seu ante-brago uma reta — Sim, porque @a ainclinac@® dareta. Era um
ponto menos outro ponto.

Lina— Mas eradentro do ... [0 dx dentro do parénteses]|?

Mino — E, eraiso mesmo.

Lugo, com a imagem de seu ante-bragp, fezme lembrar do encontro passado quando

trabalhamos com o zoom no Corel Draw. Assm, desenhei o resultado do primeiro zoom infinito.
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P+dP
y+dy
$
dy
p
y dx
X x+dx
Figura 23

Os aunos € que foram dizendo onde &l deveria marcar as abcissas, ordenadas e
aaéscimos. Quando comece a desenhar, Mino, rindo, dise “ese om € um problema,
complicou”. Os colegas riram. Eu devia ter explorado is®. Depois de mncordarem com o que
Lugo havia dito, voltamos afuncéo h.

Raquel — Como fica agora amm afuncéo h?

Lina— dh.

Pe@ para que dguém va a quadro. Eles resistem, mas Lina tenta dizer quem é dh.
Escreve  f(x+dX)—f(X)+g(x+dx)—g(x). Crelo que pensou em df+dg. Escrevi
dh=h(x+dx)—h(x) antes da expressio de Lina, e perguntei quem era h(x+dx). Apenas Lina
respondeu f (x+dx)+g(x+dx). Como os outros ndo se manifestaram, pedi que da seguise a
definico. Apagou sua expressio e escreveu f (x+dx)+g(x+dx)—(f(x)+g(x)), vadlando varias
vezes na mlocaca dos parénteses e explicando aos colegas, que pareceque entenderam.

Raquel — O que podemos faze agora?

Siléncio.

Raquel — Da paratirar aqueles parénteses dali...

Estava me referindo aos que continham f (x)+g(x) . Mas Lina indicou, sem surpresa para
mim, o que faria.

Lina— D& paramultiplicar g por x e dx .

Os colegas de imediato falaram naao.

Raquel — E quando vocétem sen() , vocé multiplicaseno por x?
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Lina, de imediato, diz que ndo e retira os ultimos parénteses. Por sugestdo de Lugo, Lina
divide aigualdade por dx. Sem mais sugestOes, pergunto quem € f(x+dx)—f(x). Mino
susaurra f(X), maslogo em seguida mncorda cm Lugo, quando diz que édy. Linase refere a
definicéo de dy escrita no quadro e mncorda mm seus colegas. Ela mesma pergunta quem é

g(x+dx)—g(x) . Os colegas logo respondem dg . Lina escreve @:ﬂer_g.
dx dx dx

Raquel — Chegamos ou ndo chegamos?

Mino e Lugo — Essa é aquase-derivada.

Lugo — Setirar toda aparte infinitesmal...

Lina— Chega no resultado.

Para deixar na forma desgada, continuei de onde Lina parou. Perguntel a des “cada

parcda esta infinitamente proxima de quem?’. A partir do que responderam, escrevi
dh ,

d_~f (X)+g'(x) .

X

Raquel — Se des s0 quase iguais, adiferenca eitre desé ...

Os aunos - Infinitésimo.
. dh ,
Raquel — Posso escrever entéo d—: f'(xX)+g'(X) ...
X
Os alunos — Mais um infinitésimo.

Escrevi, entdo, ?:f'(x)+g'(x)+e. Tomando a parte red, concluimos que
X

h'(x)=f'(x)+g'(x) .

Ao iniciarmos esta prova, apenas Lugo lembrou da diferenca antre os valores da funcéo,
explicitando a definicédo que ai desgjava, apesar de ndo citar o nome quase-diferencial. Esta
definicdo so foi lembrada por todos quando retomamos 0 zoom infinito. Lina se cmplicou com
0S paréntese ®mMoO amntecal no exercicio de regra da calela que resolveu. Mesmo com a
conversa que tivemos, ndo pode-se garantir que da ndo ira se confundir da préxima vez que uma
Stuac® igual a es;a garece.

Até ete momento do encontro, os alunos lembraram de tomar a parte red de um
desenvolvimento hiper-red, para encontrar a derivada da fungdo. Ja descreveram o



procedimento, como fez Lina ese expressaram como em retirar a parte infinitesmal. Sabiam da

existéncia de um infinitésimo entre dois nimeros que eam infinitamente préximos.

Regra da Cadeia
Trabalhamos com uma forma simples de se degar a regra da caleia. Conduzi a prova
através de perguntas. Da mesma forma que na regra da soma, esperava que des utilizassem os
concetos que trabalhamos no encontro anterior. Escrevi a funcd composta e asua derivada - 0
gue queriamos provar.
h(x)=f(g(x)), h=1 (u),u=9g(x)
h'(x)=f'(9(x)).9'(x)
A prova desenvolvida foi a seguinte:
dh=f'(u)du= f'(u).g'(x)dx
dh=f'(g(x)).g'(x)dx

—jh= £1(0(x)).9'(%)

X

th f'(9(x).9'(X) +¢
X

h'(x)=1'(9(x)).9'(x)
A primeira linha demorou pera garece. Escrevi no quadro a quase-diferencia de

y=1(x), dy=f'(X)dx. Eles ndo tinham essa relacé clara en mente. Para escrever a diferencia
de f e g, ees ndo utilizaram a variavel correta. Os alunos que se pronunciaram, falaram em
f'(u)dx e g'(X)dg. Eu os faza reoorrer sempre a dy=f'(x)dx. Até este ponto tinhamos
dh= f'(g(x)).g'(X)dx . As demais linhas surgiram mais naturalmente.

Raquel — Acabamos a prova?

Lina— Tem que despreza ... falta pegar a parte red.
Mino — Dividir por dx.

Raquel — Is. Vamos antes dividir por dx.

Escrevo, com o auxilio deles, ?z f'(9(x)).9'(x).
X

Raquel — Se sd0 quase-iguais, entdo da para escrever ?: f'(9(x).g'(x) ...
X

Os alunos — Mais um infinitésimo.
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T=rEe)gx-e
X

Raquel — E agora?

Osaunos— A partered € f'(g(x)).g'(x).

Escrevo h'(x)=1'(g(x)).g'(x).

Assm como no trabalho com a regra da soma, a definicdo de quase-diferencial ndo
aparecal. Os alunos ndo lembraram de escrevé-lo em termos do diferencial da funcdo. Foi a
segunda vez que des trabalharam com is®, entdo, aaedito, que foi normal ese esquedmento.
Eles mostraram fadli dade no restante da demonstracé, lembrando de dividir o quase-diferencial
por dx e encontrar a parte red do desenvolvimento hiper-red.

No final do exercicio, surgiram algumas conclusdes e mmentarios.

Nanda — A gente parte de uma definicdo pequena como aquela e ®meca adefinir, a
demonstrar todas as formulas que se usa, como ada caleia e & outras.

Mino, dirigindo-se a mim — Vocé falou que os infinitésmos e o limite partem de
radocinios diferentes. Da para provar por limite também?

Raquel — Sim. Acho que vocés verdo com a Miriam este trabalho. Acho que mm o
professor de Fisicavocés ja viram algo de limite, né? Mas ele demonstrou alguma regra ou néo?

Mino - N&o. S6 ensinou 0 processo.

Nanda - Ele s6 indicou como faze para dhegar aos cdculos que de queria, aos resultados
gue gueria. Ele ndo demonstrou, ndo ensinou. SO deu uma idéia geral. SO para agente poder
faze os cdculos ligados a derivada.

Lugo — Ele deu um exemplo. Pegou uma funcéo e foi substituindo valores e foi vendo que
cada vez ficava mais proximo de um nimero. Falou, entdo, que o limite équando a funcéo tende
a este nimero. E a partir dai, ele deu a definicéo para noés.

Segundo a fala de Lugo sobre limite, ele diz que o conceto € o proces dafuncéo tender a

um nimero, e ndo o resultado deste proces.



4. Derivada do seno

A prova da derivada do seno foi outro exercicio para verificar como os alunos aplicam os
concetos trabalhados no encontro passado. Lugo se prontificou a faze no quadro. Comegou
aplicando a definicéo de dy .

y=senx
dy=sen+dx)—senx

Lugo jatinhalembrado da definico de dy nos exercicios anteriores e ajui mais umavez

Lina— Divide por dx.

Nanda— Jade caa?

Lugo — Acho que vai dar um trabalho enorme, mas tem aguele negécio da soma de dois
angulos.

Nanda - Com troquinha, sem misturinha.

Raquel - Como é?

Nanda e Lugo véo falando aresolucéo senx.cosdx—sendx.cosx—senx.

Lina- De onde vocés tiraram iS?

Nanda — Eu aprendi assm. Com troquinha, vocé vai trocar o sinal. E o coseno. Sem
misturinha €0 seno. Vocé ndo mistura o seno com 0 COSeno.

Lugo — Minha professora ensinou outra regrac minha terra tem palmeiras onde caita o
sabid, seno a @wseno b, seno b coseno a

Nanda - Essa émais poética

Lina— Ah, eu sai! Dai é quetiramoso sen@x).

O grupo se torna mais dinamico. Cada um da um palpite para o que Lugo deve faze.

Colocan senx em evidénciaa senx(cosdx-1)+sendx.cosx. Em seguida, Nanda sugere
(senx+sendx.cosx).(cosdx—1), mas os colegas logo a crrigem. Depois de pensarem em outras
tentativas de desenvolver mais a expressio, eles acatam a sugestdo inicia de Lina de dividir os
dois membros por dx. Chegam a seguinte igualdade:

dy _ senx(cos@x)—1) N sen(x).cosx
dx dx dx

Raquel - Qual seria 0 proximo pasn?

Lina— Separar a parte red dainfinitesimal.
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Os aunos mostraram ter aprendido a maneira pela qual se cdcula a derivada de uma
funcé. Aplicaram a definicd de quase-diferencial, dividiram a igualdade por dx e foram em
busca da parte red. Acredito que aprética algurida com estes exercicios, foi um ponto dedsivo
para des mostrarem fadli dade no cdculo da derivada do seno.

Raquel — senx éred. O problema ésaber quanto vale seno e @seno de dx.

Lugo — cosdx é bem proximo de 1, porque se au tiver o circulo trigonométrico, dx € um
nimero extremamente pequeno, proximo de zeo. Entdo € quase mmo se de tivese aui [bem

proximo do zerQ].

N
NI

Figura2.4

Lina— cosD=1.

Lugo - Ent&o cosdx é bem proximo de 1.

Lina- Dai, fica zeo.

Lugo - Vai sair essa parte aqui [0 primeiro membro da soma]. Pos® faze is0?

Mino — Ai, vocé ndo esta cmonsiderando os infinitesimais! Se vocé eta cnsiderando o
infinitesimal, vocé ndo pode faze is.

Raquel - Pois é. Eu O pos9 tirar esta parte se al escrever um =.

Mino — E.

Lugo —N&o, mas o dx ndo € um nimero bem pertinho daqui [aponta para o zero]?

Os outros— Sim, mas néo éis...

Lugo —N&o, mas o cosdx. Pensando s nele. E um niimero bem proximo de 1.

Raquel —E 1 oundo é1?

Lugo - Proximo.

Lina— Vai ficar 1 +dx.

Mino — N&o, 1 — dx.
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Pedi para Lugo resolver essa divida. Ele mostra no circulo dx, e dirma que vai ser menor
gue 1, mas indste que adiferenca épouquissma. Os colegas riem por causa do “mas’. Parece
gue Lugo quer mesmo cancdar a primeira parcda da soma. Pedi para de explicar por que que
val ser menor que 1.

Lugo — cosdx vai ser 0,999..

Mino — Se a1 der um zoom ali [na origem], vai formar um triangulo retangulo, com um
angulo bem pequeno e vai sobrar uma parte, um pedadnho.

Lugo desenha um tridngulo pegqueno. Mino vai ao quadro e desenha, com cdma afigura

abaixo.

sen dx

\_ g
cos dx -1

Figura 2.5

Conclui que vai faltar um pouco para cosdx ser 1. Mino indica anda em seu desenho dx e
sendx. Os nomes da figura fui eu quem coloquei para fadlitar a cmpreensdo do leitor. Chamo
atencéo que de ndo deu um zoom infinito. Ele prontamente responde.

Mino — E, o dx ficaria mais reto, ou reto se der um zoom infinito. O arco vai formar 90,
quase 9C°.

Por causa do horario, tive que finadizar o encontro. Foi uma pena, pois eles estavam
engrenados! Mino visualizou exatamente o que fariamos com o zoom, e seu resultado.

Entreguei 0 desenho abaixo e mmece a eplica a situacd®. Ao faar do zoom, Mino
reladona com o que havia desenhado.

Mino — Se 0 zoom € infinito, vai ficar perpendicular, quase paralelo ao eixo y .

Concordo e peg o que significa asemi-reta que parte de A no primeiro zoom.

Lina— Vocé marcaos arcos.

Raquel — E no infinito, vocétera o qué?

Nanda — Circulo.



Peq a des para completarem os zooms infinitos, marcando dx, sendx e cosdx. Lina aha
estranho dar dois zooms na monada de A. Retomo, entdo, a dividade do encontro passado,
desenhando os resultados dos zooms.

Raquel — O que a®nteda depois do primeiro zoom?

Lugo — Ficavam [curva etangente] paralelas.

Lina— N&o. Ficavam juntas e ndo conseguia distinguir uma da outra.

Mino — Depois € que ficavam paralelas.

Raquel — 1s. Agora, é pareddo. E uma dica Tentem preencher.

A atividade ficou para caa, pois ja estavamos ultrapassando o horério.

Primeiro
zoom
infinito

DS X

Segundo
zoom
infinito

0 COS X 1 - cos X

\J

Figura 2.6
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3° Encontro — 18/04/01

Este encontro foi redizado no laboratorio didatico de mmputadores do curso de Fisica e
teve uma duracd® meédia de 1 hora equarenta minutos. A reunido ndo foi no mesmo horério da
aula de Cdlculo, pois os alunos tinham uma prova desta disciplina. Comecanos o encontro,
entdo, apds aredizacd® desta prova.

As principais atividades ocorridas no terceiro encontro foram:

- Umroteiro parao cdculo de derivada.

- Célculo daderivada do seno.

- Interrupcdo do cdculo algébrico para busca auxilio do zoom infinito. Ndo foi

utili zado o computador. Os alunos fizeram previsdes para o resultado do zoom.

- Checayem destes resultados, solicitados no encontro anterior.

- Término do cdculo agébrico da derivada do seno.

- Distancia eitre a wrva e aretatangente.

Apresento, agora, os detalhes destas principais atividades.

1. Umroteiro para océlculo de derivada
Com o objetivo de verificar se sabiam como cdcular a derivada de uma fungéo, via
abordagem infinitesmal, solicitei aos alunos que falassem um roteiro para este cdculo. No

final das discuses, considerando a fungéo y=f(X), elesindicaram o seguinte procedimento,

em ordem:;
1) dy=f(x+dx)—f(X)
2) +dx

oy el Y

3) f (x)—reEEXE
Apresento, agora, como foi a determinag& deste roteiro.
Escrevi y=f(x) no quadro.
Raquel — Vocé tem uma fungéo e quer cdcular sua derivada. Qual a primeira isa que a

gente faria?

Lina— Somar com os infinitésimos.
Raquel — Quem?
Lina— A funcgéo.
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Lugo—0 vy. f(X+AX) ...

Lina— f(X+AX)...

Lugo, corrigindo - ... dx

Lina, corrigindo - ... dx

Creio que estavam lembrando da formulade dy .

Raquel — Somo um infinitésimo afungéo eis origina...

Lugo eLina—Umaaéscimo no y também.

Raquel — Ent&o, aaescentaum infinitésimo a fun¢éo e depoisno y .
Lina— N&o. Acrescentano y eiss acareta nafuncéo.

Lugo — N&o. Acrescentano X €is9 ...

Raquel, para Lina— Acrescentano y, que ndo é afuncéo, e depois aaescenta na fungéo.
Lina, rindo —N&o, y € afuncéo.

Lugo - Acrescenta @ X €isD originaumaaéscimo ao y .

Os alunos concordam

Raquel — Como chamei is0?

Os alunos- dx.

Raquel — O aaéscimo a0 X, que originava o qué?

Osaunos— dy.

Raquel — Que nome au dou a dy ?

Lugo — Acréscimo infinitesmal a y .

Raquel — Existe outro?

Nanda susaurra “quase-derivada”. Percebendo esta mnfusdo e o siléncio deles, escrevi

no quadro algumas notagdes que estdvamos usando. Falaram da diferenca eitre f'(x) e ﬂ
dx

Quando escrevi f'(x)dx, falaram que ea o diferencial da fungo e, logo em seguida, notaram
gue 0 nome gque al estava esperando era “quase-diferencial”. Mais uma vez, como nos outros
encontros, a mnfusdo e 0 esquedmento dos nomes foi evidente.

Raquel — Por que “quase™?

Lugo — Porque adiferenca éum infinitésmo.

Raquel - Como caculavamos dy ?
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Mino e Nanda- f (x+dx)—f(X).

Os outros colegas concordam. O segundo pass foi mencionado como “divide dy por
dx”, e o tercdro como “eliminar a parte infinitesimal da quase-derivada” e “ficar sO com a
parte red”. Perguntei se tinham algo em mente para lembrar destes pass.

Nanda — E das outras vezes, quando a gente ia resolver um exercicio, demonstrar,
sempre partia dessa definicéo.

Eles falaram que estava incorporado.

Para saber se estes pass fazam sentido para des, perguntel a respeito do motivo pelo
qual se exeautavatais passos.

Raquel - Qual o dbjetivo deste roteiro?

Lina eMino — Achar a derivada

Raquel — Por que cmmeg com dy ?

Lina—Vocétem que dar primeiro um aaéscimo...

. L n . A
Lugo — Porque aquase-derivada € ainclinaca dareta. Se foss nos reds sria A_y Nos
X

hiper-reds é % Eu dvido dy por dx para atar ainclinac® dareta
X

Raquel - Porque sem 0 dy ndo tenho como faze os proximos pass e nem cdcular a

derivada. Por que divido por dx?

Lina— Também. Porque se ndo tiver o dx néo ...

Lugo — Tem que ter osdois[ dy e dx].

Raquel — Por que retiro a parte infinitesmal?

Lina— Porque da étdo pequena, que pos desprezala.

Lugo — Porque no conjunto dos reds ela ndo é nada. No conjunto dos reds, 0s
infinitésimos ndo significam nada.

Raquel — Como eu defini a derivada? Como a parte red. Por que tenho que tirar a parte
infinitesimal? O que aJ quero?

Nanda— Porque quero a parte red so.

Os aunos concordaram com Nanda.

O roteiro estava pronto. Do Ultimo encontro, fiquei com a impressio de que des teriam

incorporado o proces. Neste terceiro encontro, creio que isto se dirmou.
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2. Derivada do seno
Deixei o roteiro escrito no quadro. Lina, ndo muito satisfeita am minha escolha, foi vai

a0 quadro, para cdcular a derivada de y=senx. Escolhi Lina, pois dentre os 4 alunos, ela

demonstrou cometer mais erros durante 0s encontros, e asdm, poderiamos discutir mais
dividas, além das que au estava prevendo para este exercicio, como no momento de tomar a
parte red do desenvolvimento hiper-red. A solucéo que au desgjava obter até o momento da
andlise do zoom, sabendo que poderia haver pass intermediarios e @ros, era aseguinte:

dy=senk+dx) —senx

dy=senx.cosdx+sendx.cosx—senx

dy=senx(cosdx—1) +sendx.cosx

dy _ senx(cosdx—1) N sendx.cosx

dx dx dx

Ja tinhamos feito isto no encontro passado.

Lina— O que tenho que faze? Faze por is aqui [roteiro]?

Raquel — O que queremos?

Lina- A derivada.

Mino fala em voz baixa “comecapelo dy ”.

Raquel - O que tenho que faze?

Lina— Tem quefaze o dy.

Escreve dy=senfk+dx), sem olhar para o roteiro. Quando ia mmeca a dividir por dx,
Mino diz “ndo”. Ela imediatamente pega o apagador e diz que eta arado, procurando o que
esta arado. Mino e Nanda dizem que fata —senx. Continuando sem entender, ela pergunta
“onde —senx”. Mino aponta para o roteiro. Lina mnfere e acreve o que fatava. Divide,

entdo, por dx, obtendo %:sen(ﬁgx)—senx. Com a sugestdo direta de Mino e Nanda,
X X

solicitel que adeixasseem resolver da sua maneira. Pensel que da estivesse seguindo o roteiro e
que, entdo, ja tentaria atar a parte red, mas diz que 0 proximo pas é distribuir, e escreve
senx+sendx—senx. Espanta-se, pois apenas braria sendx. Ela insiste en multiplicar seno
por X. Este a@ro apareces em seus cdculos no encontro passado, mostrando que o conceto de

seno de uma soma ndo estava assmilado. Como da outra vez, pergunto que operacd® existe



entre seno e (x+dx). Elari e diz “de novo”. Is0 ndo garante que da préxima vez déa ndo

cometera este aro. Lugo fala senxcosdx, e Lina percebe o que deveriater feito.

Nanda a axilia, com sua regra “sem troquinha e ©m misturinha”. Perguntel a Lina
sobre o proximo pas, e da dise que danda ndo dava para ver a parte red. Enquanto is9,
Lugo falou baixo que o problema ea cdcular sendx e cosdx. No caso particular de Lugo,
este @a o ponto de passar para 0 zoom. Mino sugere wlocar senx em evidéncia. Assm,

dy _ senx(cosdx—1) +sendxcosx
dx dx

Ja na daboraca do primeiro pas do roteiro, Lina drapalha-se a falar sobre como

chegamos a definicdo de dy . Mesmo concordando com o roteiro e justificando-o, em espedal
0 primeiro pas, ndo escreve rretamente adefinicéo de dy, quando vai ao quadro. Se da
acetou a sugestdo de Mino para mmeca pelo dy, ela poderia nem saber como comeca a
resolucéo do exercicio. A cada pas® que Lina iria exeatar, €ela nos perguntava, antes, se
poderia ou ndo fazélo. Dessa forma, a sua reac® ao “ndo” de Mino, de prontamente pegar o
apagador, fica @mpreensivel. Mostra-se insegura no que eta fazendo. Lina nem olhou a

definicéo de dy que estava escritano quadro, e que da havia cncordado em estar certa.

3. Auxilio do zoom infinito

Chegamos no ponto de passar para 0 zoom, mas queria que des entisem esta
necessdade. Lugo diz, novamente, que tem que cdcular quem € sendx e cosdx. Lina fala
que adificuldade éisolar ostermos com dx.

Lugo - dx éinfinitésimo, masis® ndo significaque sendx e cosdx também sio.

Lina mmec¢a entdo, a faze estimativas do valor de cosdx e sendx, desenhando um
circulo trigonométrico, como Lugo fezno encontro passado.

Lina - cosdx esta bem proximo de 1 e sendx estd bem préximo de zeo. IS
[ cosdx—1] vai dar zero, se cosdx fos® 1, e isD [ sendxcosx] também vai dar zero, se sendx
fose z&o. Sumiu tudo!

Diante disto tentel sugerir o zoom.

Raquel — Como fazemos para enxergar esses dx.

Mino — Daum zoom.

Nanda— Um plano cartesiano.
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Lugo, aaescentando — Plano cartesiano hiper-red.

Desenhel, entdo, a figura inicial do circulo trigonométrico, onde alicariamos o zoom
infinito. Discutimos maneiras de excontrar o seno de um angulo. As respostas foram na
seguinte direcé: “A partir do ponto do circulo, representando o final do arco em questéo,
tracamnos uma reta paralela a eixo horizontal, até encontrar o verticd num ponto. Deste ponto
até aorigem dos eixos, temos 0 seno do angulo”, “Unimos o ponto do circulo até aorigem dos
eixos, encontrando o angulo, e, entdo, caculamos o seno deste agulo” e, a desgjada, “Pelo
ponto do circulo, tracanos uma reta paralela a eixo verticd. A medida do segmento, de
extremidades ponto do circulo e ponto de intersecd da reta tracala eo eixo horizontal, erao
seno do angulo”. Desgel que des falaseem essa maneira, para que pudesse me remeter a da
quando, no 1° zoom, sendx apareceiaigual a dx. Para o cosseno, era amedida do segmento
de extremidades origem dos eixos e o Ultimo ponto antes citado.

Desenhel afigura aaixo, paratrabalharmos com o primeiro zoom infinito.

Sen x

COS X 1-cosx
0 C A

Figura 3.1
Sobre alocdizac®, apos 0 primeiro zoom, 0s alunos apresentaram idéias do tipo:
- Estamos infinitamente distantes da origem dos eixos,

- Estamos infinitamente proximos do ponto A;



- A retahorizontal que passapor A chegarg, no infinito, na origem dos eixos;
- Aretaverticd que passa por A formara, no infinito, o circulo.
s mostra que os alunos sabiam 0 que aonteceia, em termos de distancia, apds um
zoom infinito. Estavam bem locdizados. Restava saber se suas imagens do resultado se
encaxariam na situac@® descrita adma por eles. Ficou como de tarefa de caa, eles pensarem

no resultado dos zooms. Abaixo temos sJas imagens desenhadas:

Figura 3.2

O resultado imaginado para 0 primeiro zoom era o seguinte:
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Figura 3.3

No circulo trigonométrico, desenhado anteriormente, B marcava o final do arco x. Na
figura aéma, B marca o fina do arco infinitesmal dx. Depois do primeiro zoom, dx e
sendx podem ser visualizados e se confundem, como na situagé da airva ereta tangente, do
primeiro encontro. Neste desenho, cosdx pareceque vai da origem até o ponto A, valendo 1,
mas como os alunos falaram, isto € goroximadamente.

As imagens estavam de a®rdo com o que os alunos responderam sobre alocdizac®
depois do primeiro zoom. A medida que um aluno comentava sobre o que havia pensado, o0s
outros concordavam ou dscordavam, e ad9m iam mudando de opinido sobre 0 que haviam
desenhado. Nanda ressltou que adiava que dx e sendx estavam quase paralelos. Em suas
palavras, “ndo imaginel que o aaéscimo no seno fose téo infinitamente pequeno e que meu
zoom fosse téo grande para poder perceber que tanto o arco e 0 seno estivesem paralelos ja
No segundo zoom sim, eles estariam paraelos.” Eu ds® que adava estranho ndo marcar dx
na reta que partiade A, ja que des tinham concordado que esta reta, formaria o circulo e ga
ali que se marcavam os arcos. Mino e Lugo pensaram como o desenho da figura 3.3. Lina
pensou que dx e sendx ja estiveseem paralelos e ja havia enxergado a diferenca aitre cosdx
e 1, antedpando o resultado do segundo zoom em A. Todos acdaram concordando com a
posi¢éo de dx.

A respeito de sendx, Lugo sugeriu dues aternativas para o visudizar: sendx deveria
ser marcado no eixo Yy, e para enxergalo deveriamos dar um zoom no centro do circulo; ou
traca uma reta paralela a eixo horizontal a partir de B, sendo a distancia entre a duas retas,
0 sendx. Desenhel esta reta paralela a eixo horizontal. Concluiram, entdo, que sendx seria

marcado no mesmo lugar de dx. Lina justificou esta igualdade dravés da maneira que desgjei
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de se marcar 0 seno, citada aiteriormente, mudando sua opinido em relac® ao que havia
desenhado.

Raquel — Onde vai chegar esta reta que desenhamos?

Lina—No eixo y.

Raquel — E se au qusess desenhar um reta que diegass na origem?

Nanda— Ficadificil de desenhar, pois vocé ndo sabe ainclinacé.

Raquel — Eu poderia indica a direc@® dela, como fiz com esta [reta paraela a eixo
horizontal] ?

Os alunos - Pode.

Raquel — Como seria?

Lugo — Praticamente paralela a eixo X.

Lina— Paraela?

Lugo — Paralela, ué. Duas retas paralelas & encontram no infinito.

Risos.

Nanda— Mas ndo necessariamente na origem.

Lugo — Mas ® agente estainfinitamente longe ...

Mino, explicando o que Lugo havia dito — A reta que vai encontrar a origem e 0 eixo
horizontal v&o se encontrar na origem.

Lugo — O infinito aqui, € aorigem.

Lugo, entdo, mudou de idéia em relacd® ao que tinha desenhado, sobre areta que dega na
origem. Os alunos marcaam como cosdx, a distancia do centro do circulo até A. O desenho de
Mino foi 0 que mais £ groximou do resultado esperado. Creio ser normal as diferencas entre &
imagens e o desenho esperado, ja que o zoom infinito € uma idéia nova para os aunos, e ete
exercicio foi o primeiro que tentaram faze sozinhos. Acredito que os aunos ndo mostraram
dificuldades nesta @apa.

O resultado do primeiro zoomem A estava pronto.

Raquel — Acabou? N&o predso mais de nenhum zoom, né? Podemos até risca o
segundo circulo que vocés tém desenhado na folhal

Lugo — O serndx é groximadamente igual a dx, e cosdx é groximadamente igual a 1.

Lina— Como é?

Lugo — Quase igual, porque areta representa o seno e o angulo.



Raquel — Iguais ou diferentes?

Lina— Diferentes. Mas quase iguais. Tem uma diferenca

Lugo — A diferenca éum infinitésimo.

Como quase-igual ndo é 0 mesmo que igual, estava eplicado a necessdade de um
segundo zoom infinito. Lina sugeriu dar um zoom no ponto B. Um primeiro resultado a que

chegamos foi o0 seguinte:

Figura 3.4

N&o tinha pensado no zoom neste ponto. Ele aiou mais polémica Concordaram que a
reta horizontal que garece é aque dega no centro do circulo e no eixo y. Acima do ponto
B, temos o circulo. A questdo discutida foi saber como desenhar abaixo deste ponto: uma
Unicareta ou dues. Essa dlvida foi sendo esclaredda, depois de desenhado o0 segundo zoom
no ponto A. Mino foi o defensor de desenhar duas retas abaixo de B, porque adwou e ja se
poderia ver a diferenca eitre o cosdx e 1, neste mom. Lugo acadou sugerindo que

desenhésemos o resultado do segundo zoom em A. Obtivemos o seguinte:

Figura 3.5
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Depois dese 200m, continuamos com a reta que parte de A, onde marcamos 0s arcos.
O que garece éuma frac@® de dx, como concluiu Lugo. Acharam que poderiamos marcar a
diferenca eitre o cosdx e 1, e concordam com o lugar onde marquei. Senti que faltou
iniciativa por parte deles em escolher um ponto (C) para indica o final do segmento que
representaria o cosdx, neste z0m, e o dx, no primeiro zoom. Falei que o que sabiamos é que
era um infinitésmo, mas que o tamanho exato ndo podiamos saber. Lugo sugeriu desenhar a
reta que representaria o sendx, paraela a dx, partindo de C. Lina dirmou que das £
encontrardo no ponto B, que estainfinitamente longe de A.

Lina — E no zoom do ponto B, ndo poderia ter uma reta paralela bem proxima? Uma

seria sendx e aoutra dx?

Figura 3.6
Raquel — Mas vocé dise que das iam se encontrar no ponto B! Aqui elas ndo estéo se
encontrando.
Lugo — Seraque ndo vai dar para ver as duas chegando no B?

Raquel — Algo assm?

Figura 3.7
Raquel, falando com Mino e Nanda— O que vocés acham?
Mino — E estranho, vocé tem 0 mesmo zoom [0 do ponto B e o segundo do ponto A].

Se vocé caminhar [a partir do eixo horizontal, no 2° zoom] infinitamente para dma, com o

164



mesmo zoom até dhegar no B, vocé teria que ter uma reta paralela areta desenhada no zoom
em B.

Mino deve ter pensado algo do tipo: “Se no zoom em A apareceam duas retas
paraelas, no zoom em B, que tem 0 mesmo poder que o de A, tem que ter duas paraelas
também.”

Lugo — Ah, mas aqui [a partir do 2° zoom] vai comeca a entortar um pouco, porque
[ dx] éuma aurva

Lina—E is® ai.

Mino — Eu tenho como no¢éo de aurva, na verdade ndo uma aurva. S80 varios tragos
pequenos. Infinitos tragos que formam uma airva.

Lugo — Curva éum poligono de infinitos tragos.

Raquel — Que tamanho eles tém?

Lugo, rindo — Infinitésmo.

Raquel — Como fica ahistéria de ter duas paralelas em cima, ja que o zoom tem 0
mesmo poder?

Mino — SO se vocé vise esses lados infinitesimais como uma airva, para formar uma
circunferéncia

Lugo — Ta infinitamente proximo, ndo quer dizer que é uma reta, mas uma reta um

pouco inclinada.

Figura 3.8
Havia me esqueddo da Nanda epedi a da o que estava adando.
Nanda — Sinceramente?
Raquel — Sinceramente.

Nanda — Eu ndo consigo visualizar o sendx paralelo ao dx .
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Achei estranho, pois quando ela explicou o resultado que previa do primeiro zoom em
A, elaimaginou as duas retas paralelas depois do segundo zoom.

Mino — E, eu também.

Raquel — Mas como vocés visualizariam?

Nanda — Eu néo sai.

Lina— Mas vocés concordaram com a marcac® do cosdx aqui?

Mino e Nanda— Sim.

Lina— Entdo se esta dastado aqui [ cosdx e A], entdo sendx ndo pode estar encostado
com dx.

Nanda—E.

Mino — Seguindo uma linha de radocinio dos infinitesimais, esta perfeito, mas sguindo
aminhalinha, ndo da.

Raquel — Como vocéfaria?

Mino — Agora el ndo enxergo, talvez al tenha que pensar mais um pouco.

Siléncio.

Mino — A ndo ser que tenha uma prova matematica que prove que duas retas paraelas &
cruzam no infinito. Até acéo, mas... no meu senso comum é dificil imaginar is.

Raquel — Por qué? VVamos tentar entender.

Lina— E que se tem duas retas paralelas agui [no segundo zoomem A] ...

Mino — E com 0 mesmo zoom...

Lina- ... como elas véo se encontrar?

Mino — E, deveriater outrareta[no zoom do ponto B].

Lugo — Mas a segunda retando € reta. E uma aurva. E uma aurva que parec reta.

Nanda, gesticulando o encontro das duas — E, elas v&o se encontrar.

Sugeri pensar como seria 0 zoom na metade de dx.

Lugo — Vai ver as duas retas um pouco mais proximas. Elas véo ficando cada vez mais
proximas, até se encontrarem no ponto B.

Os alunos concordam com o que foi dito e mm o desenho feito:
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Figura 3.9

Lugo — E eu imaginei isto no comeq.

Raquel —Vocéfaou iso?

Lugo — Mais ou menos. Eu s pensel em ver asduasinclinadasem B.

Raquel, paraNanda—E ai?

Nanda — Eu redmente entendi que aretaque sai de A é um arco, ndo € uma reta. Sei
que davai se encontrar com aretado sendx. Tranqtilo. E vi que o desenho que fiz, apesar de
ndo estar coerente @M o que esta desenhado ai, tem uma ceta ldgica, pois aquela reta [que sai
de A] ndo éreta, SO que al ndo dei um zoom ndo téo infinito como vocé deu ali.

Creio que sO Lugo, e talvez Lina, acetaram o resultado dos zooms. Nanda e Mino
entenderam o que fizemos, mas ndo imaginariam isto. No proximo encontro, veremos estes
resultados no computador, para cmparar com o que fizemos. N&o utilize, neste encontro, o
computador, pois queria groveitar as imagens e explicagdes dos alunos. Centrei-me nisso.
Sobre os resultados, € dificil dizer o que é ceto e erado. Na verdade, temos que @ncluir o
gue faz sentido e 0 que ndo faz, como Mino falou. Dise a ées que retomariamos a discussio

no préximo encontro.

4. Término do calculo agébrico da derivada do seno
Retornamos ao desenvolvimento algébrico, por sugestdo de Lugo.

dy _ senx(cosdx—1) +sendxcosx
dx dx

Ele dise que se mnsderar sendx igual a dx, sendxcosx vai ser infinitésmo, ficando

dxcosx, e dém dis®, a primera parcda vai ser zero e, entdo, cortando dx com dx fica

COsX.



Raquel —Mas néo éigual [a%].
X

Lugo — E, s6 que ndo é igual. Eu adho que estou misturando um pouco com limite.

Lugo ndo fez arelacd® que al esperava aitre os infinitésmos (a de grandezg e néo
falou da parte red como sendo a derivada. Falou em termos gerais, sem dar importancia para a
aproximaca.

Mino diz que se mnsiderar 0 desenho do segundo zoom em A como correto, o cosdx é
1 menos uma parte. Lina chamou esta parte de dx.

Mino —N&o. dx émaior do que es= [a parte] infinitésimo.

Raquel - Por que que esta parte éum infinitésimo?

Lina— Porque cosdx taquaseigual a 1.

Lugo — Porque éuma distancia muito peguena.

Raquel — Porque a1 ndo enxergo ele aqui [indicando o ponto A, no primeiro zoom).
Toda vez que as dou um zoom e enxergo uma medida, € porque amedida €um infinitésmo.
Agora, este infinitésimo [1—-cosdx | em relac® a esse [ dx] aqui, € maior, menor, igual?

Os alunos — Bem menor.

Raquel — Eu chamo ele [1-cosdx] de infinitésimo de segunda ordem. Eu tive que dar
dois zooms para enxergar ele.

Lugo — Infinitésmo do infinitésmo.

Raquel — Ele éinfinitamente menor que o outro, mas ainda infinitésimo.

Lugo — O infinitésimo que émenor gque todos infinitésimos.

Raquel — Ai, seria um infinitésmo de ordem infinita. Porque é o menor de todos os
infinitésmos.

Risos. Eu ndo sabia se iso que disse faza sentido!

Lina— Quando eu fale, aguela hora, que cosdx era 1 menos dx, eu estava pensando em
um infinitésmo, e nd como dx.

Lugo — Acho que adel um jeito de resolver usando os infinitésimos.

Ele val para o quadro e explica

Lugo - cosdx € quase igual a 1, mas menor que 1. Entdo cosdx-1 va ser um

infinitésmo negativo. Um infinitéSmo vezes um numero red é infinitésmo. sendx €
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aproximadamente igual a dx. Entdo vai ficar dxcosx. A primeira parte éinfinitesimal, vocé
despreza Dividido por dx. Corta dx com dx e chegano COsX.

Mino - Vocéusou o limite.

Ragquel — Vocé onsiderou sendx igual a dx, ndo é permitido. A gente sabe que néo é
igual.

Lugo — A primeira parte éinfinitésimo.

Lina— E se vocéfor pensar assm, a segunda parte também é infinitésimo.

Lugo — Sim, mas eu pensei quando a gente tirava aparte infinitesmal como em 2x+dx
[exercicio do primeiro encontro].

Mino —Mas aqui, sendx vocé groximou para dx.

Lina — Acho que agente teria que se interessr por sendx, pois € di que esta aparte
red.

senx(—¢)+sendxcos

Mino sugeriu escrever r
X

senx(—¢) N sendxcosx
dx dx

Sugeri separar a soma an duas parcdas:

Raquel — A primeira parte vai dar infinitésmo. Por qué?

Lugo — Porque en cima € um infinitésmo vezes um hiper-red dividido por um
infinitésimo.

Mino - SO que ese [ dx] € bem maior que o outro [ —¢].

Lugo - S6 que quando a gente dividir um infinitésmo por outro pode nem sempre da um
ndmero tao pequeno assm.

Ragquel — O de dma é um infinitésmo de primeira ordem, o de baixo é de segunda.
Quanto vai dar adivisao?

Lugo — Vai ser um infinitésimo.

Raguel — Um infinitésimo vezes um red [ senx]?

Os alunos — Infinitésimo.

sendx

Perguntel sobre a divisdo da segunda parcda. Lina diz que resultard num

infinitésmo, mas muda de opinido quando Lugo e Mino explicam que “ sendx é proximo de

dx, mas ndo é dx. E um infinitésmo da mesma forma que dx. Entdo o resultado seré



proximo de 1”. Conferimos, depois, o resultado da divisdo no primeiro zoom em A, quando
as retas estéo coincidentes.

Raquel — Uma wisainfinitamente proxima de 1 vezes cosx ...

Os aunos— cosx.

Raquel — Entdo, tenho um infinitésmo mais algo que esta infinitamente préximo de
COSX.

Escrevo %zcosx .

X

Lugo — Mas ai ndo esta pensando em limite?

Raquel — Por qué?

Lugo — Ta bem proximo del. A gente ta goroximando que um nimero bem proximo de
1 vezes 0 coseno € um nimero bem proximo do coseno, mas ndo é 0 coseno.

Raquel — N&o € o coseno.

Pausa.

Raquel — Qual é o ultimo pas?

Lugo — Pegar s6 a parte red, mas ja pegou!

Mino - Escreve f'(x) igual a cosx.

Lugo — E que a estava estranhando porque sendx sobre dx é um nimero ... ta na
mdnada do 1, ta perto de 1, masnéo € 1.

Raquel - Vamos multiplicar iS por cosx.

Lugo — Entdo, vai dar infinitamente préximo de cosx.

sendx
Escrevo
dx

COSX=COSsX.

Lugo - A genteta goroximando para CosX.

. sendx dy
Mino sugere escrever COSX=COSX=—.

dx dx

Lugo — Ah, tA Acho que etendi. % igual a cosx mais um infinitésimo.
X

Lina— Ai se vai despreza o infinitésmo.
Lugo — Agora eu entendi.

Lugo ficou estimulado a faze a derivada do coseno.
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Lugo pensou gue ja houvesse achado o cdculo, e que inclusive ja haviamos tomado a
parte red. Na verdade, nas suas tentativas que chegavam em cosx, ele faza a aproximagdes,
mas pensava que estava degando na derivada endo na quase-derivada, além de passar por
cima darelac@ entre os infinitésmos de ordens diferentes.

Com este encontro podemos notar que ndo houve dificuldade em lembrar da definic&o
de quase-diferencia (dy=f (x+dx)—f (X)), 0 que ocorreu nos encontros anteriores. Creio que
isto se deve apréticaredizada @é este momento e o préprio entendimento dos alunos. Apenas
Lina mostrou resisténcia a eta definicdo. A nomenclatura anda estava um pouco confusa para
eles.

5. Distanciaentreacurva e aretatangente

Foi dificil para os alunos, no primeiro encontro, justificar a expressio para adistancia

2
entre a @rva X e areta tangente. Resolvi, faze 0 mesmo exercicio com a arva senx, para

ver o que haviaficado para des da discussio do primeiro encontro.

Desenhei 0 gréfico da fungdo seno no periodo de 0 a 277, no plano hiper-red, e areta
tangente a ata arvano ponto P. Dei um aaéscimo dx a X. Paravisualizar este acéscimo,
0s aunos disseram que ga necesario um zoom no ponto P.

A

*R

\{

Figura 3.10
Dei, entdo, um zoom infinito no ponto P e pedi aos alunos que previssem o resultado.
Mino — Vai apareca umareta.
Raquel —E 0 que da &
Osaunos— A curvae areta.
Raquel — E o ponto P ?
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Lugo — Agora éque de vai aparece!

Raquel — Ele ndo existia antes?

Lugo — Néo, eu estava falando do outro, do P+ ...

Lina- P+dx

Lugo —N&o, P+dP.

Todos riram, pois Lina sempre responde dx para um aaéscimo infinitesmal.

Lugo —Va sonhar com dx!

Mino — Quero ver o que davai falar no proximo!

Raquel — E 0s eixos?

Os alunos — Infinitamente distantes.

Quando pedi a ordenada do ponto P+dP, Lugo respondeu f (x+dx) elogo em seguida,
Linadise f de x+dy. Maisrisos. Mas ela poderiater pensado em f (x)+dy.

Desenhel, entdo, o resultado. Nenhuma dificuldade neste pas.

X X+dx

Figura 3.11

As coordenadas dos pontos e os aaéscimos foram determinados pelos alunos.

Raquel — Bom, mas a arva e atangente se wincidem somente an P. Para ver a
diferenca...

Lina- Daum zoom no ponto P.

A resposta que el esperava @a um zoom no ponto P+dP. Mas resolvi prossguir na
sugestdo de Lina.

Raquel — Como seria?

Lugo — Veria asretas paraelas.

Lugo pode ter decorado que num segundo zoom tem que ver retas paraelas.



Nanda—Mas % d € o ponto de tangéncia...

Os alunos — E uma Unicareta.

Figura 3.12
Raquel — E paraver adiferenca etre & retas?
Lina— D& um zoom no ponto P+dP.
Raquel — O que enxergo?
Lina— Ai sim da para ver duas retas paralelas.
Raquel — Quem € ade dma equem é ade baixo?
Os aunos— A de dma € aangente e ade baixo é a arva.

tangente

curva

fix+dx) P+dP

X+dx

Figura 3.13
As indicages do desenho foram feitas pelos alunos. Pedi a des quanto valia adistancia
da tangente d@é a wrva. Esta Stuacé® € diferente da trabalhada no primeiro encontro. L3,

tinhamos a pardbola an cima da reta tangente, e adiferenca @a dada por dy—f'(x)dx. No

presente cao, atangente esta an cimada arva e adiferenca édadapor f'(x)dx—dy.
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Lugo faou que a diferenca @a um infinitésmo. Lina complementou que &a um

infinitésimo do infinitésimo. Nanda lembrou gue tinha dgo a ver com f'(x), coeficiente

angular.

Figura3.14
A intencéo desse desenho € diferente daguela da figura do primeiro encontro (figura

1.8). Aqui, queria que des dissessem quanto valia aordenada y . No outro desenho, aintencéo
era cdcular a diferenca entre f(x,)e f(x,), que de aordo com o atua desenho, entre y, e
y. Todos as tentativas de resposta @am do tipo “y,+”. Lugo sugeriu y,+ f(x—x,).
Testamos e foi verificado que ndo valia. Eles sbiam que aparte que fatava para y era a
disténcia de y, até o ponto dareta. Mino falou em algo sobre o coeficiente angular. Antes de
prosseguir seu radocinio, Lugo tentou y,+(f(y)—f(y,)). Conferimos e vimos que dava
certo. Pedi, entdo, uma resposta an fungéo do coeficiente angular m. Mino retomou sua idéia

Y=Y
X=X,

e, com a guda dos colegas, cadculou 0 valor de m. Escrevi o que des diseram: m=

Assm, concluiram y=y,+m(X—X,).
Lina adou que adiferencabuscada € mdx, e geitapara f'(x)dx.

Lina— Se aqui [figura 3.14] é a9m, la en cima[3.13] também vai ser.
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Nanda eLugo concordam. Mino diz que ndo pode ser. Depois, com base no resultado e
desenho adma, os aunos trabalharam com o tridngulo que garecas no Ultimo zoom. Isto

ocorreu também no primeiro encontro.

y

P+dP

Figura 3.15

Queriam saber que ponto era o veértice a equerda de P+dP e adisténcia eitre estes
pontos, que seria o cateto adjacente. Disse que ndo daria para determinar este ponto.

Lina— Mas este ponto ndo éo f (x+dx) ?

Lina pode ter se cnfundido no desenho 3.13, pelo fato de au ter escrito f (x+dx) perto
do ponto em questéo.

Lugo — E o ponto P+dP.

Mino —N&o! P+dP estado lado.

A atividade teve que ser interrompida por causa do horério de fechamento do
laboratorio.
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3° Encontro — 18/04/01

Este encontro foi redizado no laboratorio didatico de mmputadores do curso de Fisica e
teve uma duracd® meédia de 1 hora equarenta minutos. A reunido ndo foi no mesmo horério da
aula de Cdlculo, pois os alunos tinham uma prova desta disciplina. Comecanos o encontro,
entdo, apds aredizacd® desta prova.

As principais atividades ocorridas no terceiro encontro foram:

- Umroteiro parao cdculo de derivada.

- Célculo daderivada do seno.

- Interrupcdo do cdculo algébrico para busca auxilio do zoom infinito. Ndo foi

utili zado o computador. Os alunos fizeram previsdes para o resultado do zoom.

- Checayem destes resultados, solicitados no encontro anterior.

- Término do cdculo agébrico da derivada do seno.

- Distancia eitre a wrva e aretatangente.

Apresento, agora, os detalhes destas principais atividades.

1. Umroteiro para océlculo de derivada
Com o objetivo de verificar se sabiam como cdcular a derivada de uma fungéo, via
abordagem infinitesmal, solicitei aos alunos que falassem um roteiro para este cdculo. No

final das discuses, considerando a fungéo y=f(X), elesindicaram o seguinte procedimento,

em ordem:;
1) dy=f(x+dx)—f(X)
2) +dx

oy el Y

3) f (x)—reEEXE
Apresento, agora, como foi a determinag& deste roteiro.
Escrevi y=f(x) no quadro.
Raquel — Vocé tem uma fungéo e quer cdcular sua derivada. Qual a primeira isa que a

gente faria?

Lina— Somar com os infinitésimos.
Raquel — Quem?
Lina— A funcgéo.
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Lugo—0 vy. f(X+AX) ...

Lina— f(X+AX)...

Lugo, corrigindo - ... dx

Lina, corrigindo - ... dx

Creio que estavam lembrando da formulade dy .

Raquel — Somo um infinitésimo afungéo eis origina...

Lugo eLina—Umaaéscimo no y também.

Raquel — Ent&o, aaescentaum infinitésimo a fun¢éo e depoisno y .
Lina— N&o. Acrescentano y eiss acareta nafuncéo.

Lugo — N&o. Acrescentano X €is9 ...

Raquel, para Lina— Acrescentano y, que ndo é afuncéo, e depois aaescenta na fungéo.
Lina, rindo —N&o, y € afuncéo.

Lugo - Acrescenta @ X €isD originaumaaéscimo ao y .

Os alunos concordam

Raquel — Como chamei is0?

Os alunos- dx.

Raquel — O aaéscimo a0 X, que originava o qué?

Osaunos— dy.

Raquel — Que nome au dou a dy ?

Lugo — Acréscimo infinitesmal a y .

Raquel — Existe outro?

Nanda susaurra “quase-derivada”. Percebendo esta mnfusdo e o siléncio deles, escrevi

no quadro algumas notagdes que estdvamos usando. Falaram da diferenca eitre f'(x) e ﬂ
dx

Quando escrevi f'(x)dx, falaram que ea o diferencial da fungo e, logo em seguida, notaram
gue 0 nome gque al estava esperando era “quase-diferencial”. Mais uma vez, como nos outros
encontros, a mnfusdo e 0 esquedmento dos nomes foi evidente.

Raquel — Por que “quase™?

Lugo — Porque adiferenca éum infinitésmo.

Raquel - Como caculavamos dy ?
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Mino e Nanda- f (x+dx)—f(X).

Os outros colegas concordam. O segundo pass foi mencionado como “divide dy por
dx”, e o tercdro como “eliminar a parte infinitesimal da quase-derivada” e “ficar sO com a
parte red”. Perguntei se tinham algo em mente para lembrar destes pass.

Nanda — E das outras vezes, quando a gente ia resolver um exercicio, demonstrar,
sempre partia dessa definicéo.

Eles falaram que estava incorporado.

Para saber se estes pass fazam sentido para des, perguntel a respeito do motivo pelo
qual se exeautavatais passos.

Raquel - Qual o dbjetivo deste roteiro?

Lina eMino — Achar a derivada

Raquel — Por que cmmeg com dy ?

Lina—Vocétem que dar primeiro um aaéscimo...

. L n . A
Lugo — Porque aquase-derivada € ainclinaca dareta. Se foss nos reds sria A_y Nos
X

hiper-reds é % Eu dvido dy por dx para atar ainclinac® dareta
X

Raquel - Porque sem 0 dy ndo tenho como faze os proximos pass e nem cdcular a

derivada. Por que divido por dx?

Lina— Também. Porque se ndo tiver o dx néo ...

Lugo — Tem que ter osdois[ dy e dx].

Raquel — Por que retiro a parte infinitesmal?

Lina— Porque da étdo pequena, que pos desprezala.

Lugo — Porque no conjunto dos reds ela ndo é nada. No conjunto dos reds, 0s
infinitésimos ndo significam nada.

Raquel — Como eu defini a derivada? Como a parte red. Por que tenho que tirar a parte
infinitesimal? O que aJ quero?

Nanda— Porque quero a parte red so.

Os aunos concordaram com Nanda.

O roteiro estava pronto. Do Ultimo encontro, fiquei com a impressio de que des teriam

incorporado o proces. Neste terceiro encontro, creio que isto se dirmou.
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2. Derivada do seno
Deixei o roteiro escrito no quadro. Lina, ndo muito satisfeita am minha escolha, foi vai

a0 quadro, para cdcular a derivada de y=senx. Escolhi Lina, pois dentre os 4 alunos, ela

demonstrou cometer mais erros durante 0s encontros, e asdm, poderiamos discutir mais
dividas, além das que au estava prevendo para este exercicio, como no momento de tomar a
parte red do desenvolvimento hiper-red. A solucéo que au desgjava obter até o momento da
andlise do zoom, sabendo que poderia haver pass intermediarios e @ros, era aseguinte:

dy=senk+dx) —senx

dy=senx.cosdx+sendx.cosx—senx

dy=senx(cosdx—1) +sendx.cosx

dy _ senx(cosdx—1) N sendx.cosx

dx dx dx

Ja tinhamos feito isto no encontro passado.

Lina— O que tenho que faze? Faze por is aqui [roteiro]?

Raquel — O que queremos?

Lina- A derivada.

Mino fala em voz baixa “comecapelo dy ”.

Raquel - O que tenho que faze?

Lina— Tem quefaze o dy.

Escreve dy=senfk+dx), sem olhar para o roteiro. Quando ia mmeca a dividir por dx,
Mino diz “ndo”. Ela imediatamente pega o apagador e diz que eta arado, procurando o que
esta arado. Mino e Nanda dizem que fata —senx. Continuando sem entender, ela pergunta
“onde —senx”. Mino aponta para o roteiro. Lina mnfere e acreve o que fatava. Divide,

entdo, por dx, obtendo %:sen(ﬁgx)—senx. Com a sugestdo direta de Mino e Nanda,
X X

solicitel que adeixasseem resolver da sua maneira. Pensel que da estivesse seguindo o roteiro e
que, entdo, ja tentaria atar a parte red, mas diz que 0 proximo pas é distribuir, e escreve
senx+sendx—senx. Espanta-se, pois apenas braria sendx. Ela insiste en multiplicar seno
por X. Este a@ro apareces em seus cdculos no encontro passado, mostrando que o conceto de

seno de uma soma ndo estava assmilado. Como da outra vez, pergunto que operacd® existe



entre seno e (x+dx). Elari e diz “de novo”. Is0 ndo garante que da préxima vez déa ndo

cometera este aro. Lugo fala senxcosdx, e Lina percebe o que deveriater feito.

Nanda a axilia, com sua regra “sem troquinha e ©m misturinha”. Perguntel a Lina
sobre o proximo pas, e da dise que danda ndo dava para ver a parte red. Enquanto is9,
Lugo falou baixo que o problema ea cdcular sendx e cosdx. No caso particular de Lugo,
este @a o ponto de passar para 0 zoom. Mino sugere wlocar senx em evidéncia. Assm,

dy _ senx(cosdx—1) +sendxcosx
dx dx

Ja na daboraca do primeiro pas do roteiro, Lina drapalha-se a falar sobre como

chegamos a definicdo de dy . Mesmo concordando com o roteiro e justificando-o, em espedal
0 primeiro pas, ndo escreve rretamente adefinicéo de dy, quando vai ao quadro. Se da
acetou a sugestdo de Mino para mmeca pelo dy, ela poderia nem saber como comeca a
resolucéo do exercicio. A cada pas® que Lina iria exeatar, €ela nos perguntava, antes, se
poderia ou ndo fazélo. Dessa forma, a sua reac® ao “ndo” de Mino, de prontamente pegar o
apagador, fica @mpreensivel. Mostra-se insegura no que eta fazendo. Lina nem olhou a

definicéo de dy que estava escritano quadro, e que da havia cncordado em estar certa.

3. Auxilio do zoom infinito

Chegamos no ponto de passar para 0 zoom, mas queria que des entisem esta
necessdade. Lugo diz, novamente, que tem que cdcular quem € sendx e cosdx. Lina fala
que adificuldade éisolar ostermos com dx.

Lugo - dx éinfinitésimo, masis® ndo significaque sendx e cosdx também sio.

Lina mmec¢a entdo, a faze estimativas do valor de cosdx e sendx, desenhando um
circulo trigonométrico, como Lugo fezno encontro passado.

Lina - cosdx esta bem proximo de 1 e sendx estd bem préximo de zeo. IS
[ cosdx—1] vai dar zero, se cosdx fos® 1, e isD [ sendxcosx] também vai dar zero, se sendx
fose z&o. Sumiu tudo!

Diante disto tentel sugerir o zoom.

Raquel — Como fazemos para enxergar esses dx.

Mino — Daum zoom.

Nanda— Um plano cartesiano.
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Lugo, aaescentando — Plano cartesiano hiper-red.

Desenhel, entdo, a figura inicial do circulo trigonométrico, onde alicariamos o zoom
infinito. Discutimos maneiras de excontrar o seno de um angulo. As respostas foram na
seguinte direcé: “A partir do ponto do circulo, representando o final do arco em questéo,
tracamnos uma reta paralela a eixo horizontal, até encontrar o verticd num ponto. Deste ponto
até aorigem dos eixos, temos 0 seno do angulo”, “Unimos o ponto do circulo até aorigem dos
eixos, encontrando o angulo, e, entdo, caculamos o seno deste agulo” e, a desgjada, “Pelo
ponto do circulo, tracanos uma reta paralela a eixo verticd. A medida do segmento, de
extremidades ponto do circulo e ponto de intersecd da reta tracala eo eixo horizontal, erao
seno do angulo”. Desgel que des falaseem essa maneira, para que pudesse me remeter a da
quando, no 1° zoom, sendx apareceiaigual a dx. Para o cosseno, era amedida do segmento
de extremidades origem dos eixos e o Ultimo ponto antes citado.

Desenhel afigura aaixo, paratrabalharmos com o primeiro zoom infinito.

Sen x

COS X 1-cosx
0 C A

Figura 3.1
Sobre alocdizac®, apos 0 primeiro zoom, 0s alunos apresentaram idéias do tipo:
- Estamos infinitamente distantes da origem dos eixos,

- Estamos infinitamente proximos do ponto A;



- A retahorizontal que passapor A chegarg, no infinito, na origem dos eixos;
- Aretaverticd que passa por A formara, no infinito, o circulo.
s mostra que os alunos sabiam 0 que aonteceia, em termos de distancia, apds um
zoom infinito. Estavam bem locdizados. Restava saber se suas imagens do resultado se
encaxariam na situac@® descrita adma por eles. Ficou como de tarefa de caa, eles pensarem

no resultado dos zooms. Abaixo temos sJas imagens desenhadas:

Figura 3.2

O resultado imaginado para 0 primeiro zoom era o seguinte:
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Figura 3.3

No circulo trigonométrico, desenhado anteriormente, B marcava o final do arco x. Na
figura aéma, B marca o fina do arco infinitesmal dx. Depois do primeiro zoom, dx e
sendx podem ser visualizados e se confundem, como na situagé da airva ereta tangente, do
primeiro encontro. Neste desenho, cosdx pareceque vai da origem até o ponto A, valendo 1,
mas como os alunos falaram, isto € goroximadamente.

As imagens estavam de a®rdo com o que os alunos responderam sobre alocdizac®
depois do primeiro zoom. A medida que um aluno comentava sobre o que havia pensado, o0s
outros concordavam ou dscordavam, e ad9m iam mudando de opinido sobre 0 que haviam
desenhado. Nanda ressltou que adiava que dx e sendx estavam quase paralelos. Em suas
palavras, “ndo imaginel que o aaéscimo no seno fose téo infinitamente pequeno e que meu
zoom fosse téo grande para poder perceber que tanto o arco e 0 seno estivesem paralelos ja
No segundo zoom sim, eles estariam paraelos.” Eu ds® que adava estranho ndo marcar dx
na reta que partiade A, ja que des tinham concordado que esta reta, formaria o circulo e ga
ali que se marcavam os arcos. Mino e Lugo pensaram como o desenho da figura 3.3. Lina
pensou que dx e sendx ja estiveseem paralelos e ja havia enxergado a diferenca aitre cosdx
e 1, antedpando o resultado do segundo zoom em A. Todos acdaram concordando com a
posi¢éo de dx.

A respeito de sendx, Lugo sugeriu dues aternativas para o visudizar: sendx deveria
ser marcado no eixo Yy, e para enxergalo deveriamos dar um zoom no centro do circulo; ou
traca uma reta paralela a eixo horizontal a partir de B, sendo a distancia entre a duas retas,
0 sendx. Desenhel esta reta paralela a eixo horizontal. Concluiram, entdo, que sendx seria

marcado no mesmo lugar de dx. Lina justificou esta igualdade dravés da maneira que desgjei
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de se marcar 0 seno, citada aiteriormente, mudando sua opinido em relac® ao que havia
desenhado.

Raquel — Onde vai chegar esta reta que desenhamos?

Lina—No eixo y.

Raquel — E se au qusess desenhar um reta que diegass na origem?

Nanda— Ficadificil de desenhar, pois vocé ndo sabe ainclinacé.

Raquel — Eu poderia indica a direc@® dela, como fiz com esta [reta paraela a eixo
horizontal] ?

Os alunos - Pode.

Raquel — Como seria?

Lugo — Praticamente paralela a eixo X.

Lina— Paraela?

Lugo — Paralela, ué. Duas retas paralelas & encontram no infinito.

Risos.

Nanda— Mas ndo necessariamente na origem.

Lugo — Mas ® agente estainfinitamente longe ...

Mino, explicando o que Lugo havia dito — A reta que vai encontrar a origem e 0 eixo
horizontal v&o se encontrar na origem.

Lugo — O infinito aqui, € aorigem.

Lugo, entdo, mudou de idéia em relacd® ao que tinha desenhado, sobre areta que dega na
origem. Os alunos marcaam como cosdx, a distancia do centro do circulo até A. O desenho de
Mino foi 0 que mais £ groximou do resultado esperado. Creio ser normal as diferencas entre &
imagens e o desenho esperado, ja que o zoom infinito € uma idéia nova para os aunos, e ete
exercicio foi o primeiro que tentaram faze sozinhos. Acredito que os aunos ndo mostraram
dificuldades nesta @apa.

O resultado do primeiro zoomem A estava pronto.

Raquel — Acabou? N&o predso mais de nenhum zoom, né? Podemos até risca o
segundo circulo que vocés tém desenhado na folhal

Lugo — O serndx é groximadamente igual a dx, e cosdx é groximadamente igual a 1.

Lina— Como é?

Lugo — Quase igual, porque areta representa o seno e o angulo.



Raquel — Iguais ou diferentes?

Lina— Diferentes. Mas quase iguais. Tem uma diferenca

Lugo — A diferenca éum infinitésimo.

Como quase-igual ndo é 0 mesmo que igual, estava eplicado a necessdade de um
segundo zoom infinito. Lina sugeriu dar um zoom no ponto B. Um primeiro resultado a que

chegamos foi o0 seguinte:

Figura 3.4

N&o tinha pensado no zoom neste ponto. Ele aiou mais polémica Concordaram que a
reta horizontal que garece é aque dega no centro do circulo e no eixo y. Acima do ponto
B, temos o circulo. A questdo discutida foi saber como desenhar abaixo deste ponto: uma
Unicareta ou dues. Essa dlvida foi sendo esclaredda, depois de desenhado o0 segundo zoom
no ponto A. Mino foi o defensor de desenhar duas retas abaixo de B, porque adwou e ja se
poderia ver a diferenca eitre o cosdx e 1, neste mom. Lugo acadou sugerindo que

desenhésemos o resultado do segundo zoom em A. Obtivemos o seguinte:

Figura 3.5
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Depois dese 200m, continuamos com a reta que parte de A, onde marcamos 0s arcos.
O que garece éuma frac@® de dx, como concluiu Lugo. Acharam que poderiamos marcar a
diferenca eitre o cosdx e 1, e concordam com o lugar onde marquei. Senti que faltou
iniciativa por parte deles em escolher um ponto (C) para indica o final do segmento que
representaria o cosdx, neste z0m, e o dx, no primeiro zoom. Falei que o que sabiamos é que
era um infinitésmo, mas que o tamanho exato ndo podiamos saber. Lugo sugeriu desenhar a
reta que representaria o sendx, paraela a dx, partindo de C. Lina dirmou que das £
encontrardo no ponto B, que estainfinitamente longe de A.

Lina — E no zoom do ponto B, ndo poderia ter uma reta paralela bem proxima? Uma

seria sendx e aoutra dx?

Figura 3.6
Raquel — Mas vocé dise que das iam se encontrar no ponto B! Aqui elas ndo estéo se
encontrando.
Lugo — Seraque ndo vai dar para ver as duas chegando no B?

Raquel — Algo assm?

Figura 3.7
Raquel, falando com Mino e Nanda— O que vocés acham?
Mino — E estranho, vocé tem 0 mesmo zoom [0 do ponto B e o segundo do ponto A].

Se vocé caminhar [a partir do eixo horizontal, no 2° zoom] infinitamente para dma, com o
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mesmo zoom até dhegar no B, vocé teria que ter uma reta paralela areta desenhada no zoom
em B.

Mino deve ter pensado algo do tipo: “Se no zoom em A apareceam duas retas
paraelas, no zoom em B, que tem 0 mesmo poder que o de A, tem que ter duas paraelas
também.”

Lugo — Ah, mas aqui [a partir do 2° zoom] vai comeca a entortar um pouco, porque
[ dx] éuma aurva

Lina—E is® ai.

Mino — Eu tenho como no¢éo de aurva, na verdade ndo uma aurva. S80 varios tragos
pequenos. Infinitos tragos que formam uma airva.

Lugo — Curva éum poligono de infinitos tragos.

Raquel — Que tamanho eles tém?

Lugo, rindo — Infinitésmo.

Raquel — Como fica ahistéria de ter duas paralelas em cima, ja que o zoom tem 0
mesmo poder?

Mino — SO se vocé vise esses lados infinitesimais como uma airva, para formar uma
circunferéncia

Lugo — Ta infinitamente proximo, ndo quer dizer que é uma reta, mas uma reta um

pouco inclinada.

Figura 3.8
Havia me esqueddo da Nanda epedi a da o que estava adando.
Nanda — Sinceramente?
Raquel — Sinceramente.

Nanda — Eu ndo consigo visualizar o sendx paralelo ao dx .
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Achei estranho, pois quando ela explicou o resultado que previa do primeiro zoom em
A, elaimaginou as duas retas paralelas depois do segundo zoom.

Mino — E, eu também.

Raquel — Mas como vocés visualizariam?

Nanda — Eu néo sai.

Lina— Mas vocés concordaram com a marcac® do cosdx aqui?

Mino e Nanda— Sim.

Lina— Entdo se esta dastado aqui [ cosdx e A], entdo sendx ndo pode estar encostado
com dx.

Nanda—E.

Mino — Seguindo uma linha de radocinio dos infinitesimais, esta perfeito, mas sguindo
aminhalinha, ndo da.

Raquel — Como vocéfaria?

Mino — Agora el ndo enxergo, talvez al tenha que pensar mais um pouco.

Siléncio.

Mino — A ndo ser que tenha uma prova matematica que prove que duas retas paraelas &
cruzam no infinito. Até acéo, mas... no meu senso comum é dificil imaginar is.

Raquel — Por qué? VVamos tentar entender.

Lina— E que se tem duas retas paralelas agui [no segundo zoomem A] ...

Mino — E com 0 mesmo zoom...

Lina- ... como elas véo se encontrar?

Mino — E, deveriater outrareta[no zoom do ponto B].

Lugo — Mas a segunda retando € reta. E uma aurva. E uma aurva que parec reta.

Nanda, gesticulando o encontro das duas — E, elas v&o se encontrar.

Sugeri pensar como seria 0 zoom na metade de dx.

Lugo — Vai ver as duas retas um pouco mais proximas. Elas véo ficando cada vez mais
proximas, até se encontrarem no ponto B.

Os alunos concordam com o que foi dito e mm o desenho feito:
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Figura 3.9

Lugo — E eu imaginei isto no comeq.

Raquel —Vocéfaou iso?

Lugo — Mais ou menos. Eu s pensel em ver asduasinclinadasem B.

Raquel, paraNanda—E ai?

Nanda — Eu redmente entendi que aretaque sai de A é um arco, ndo € uma reta. Sei
que davai se encontrar com aretado sendx. Tranqtilo. E vi que o desenho que fiz, apesar de
ndo estar coerente @M o que esta desenhado ai, tem uma ceta ldgica, pois aquela reta [que sai
de A] ndo éreta, SO que al ndo dei um zoom ndo téo infinito como vocé deu ali.

Creio que sO Lugo, e talvez Lina, acetaram o resultado dos zooms. Nanda e Mino
entenderam o que fizemos, mas ndo imaginariam isto. No proximo encontro, veremos estes
resultados no computador, para cmparar com o que fizemos. N&o utilize, neste encontro, o
computador, pois queria groveitar as imagens e explicagdes dos alunos. Centrei-me nisso.
Sobre os resultados, € dificil dizer o que é ceto e erado. Na verdade, temos que @ncluir o
gue faz sentido e 0 que ndo faz, como Mino falou. Dise a ées que retomariamos a discussio

no préximo encontro.

4. Término do calculo agébrico da derivada do seno
Retornamos ao desenvolvimento algébrico, por sugestdo de Lugo.

dy _ senx(cosdx—1) +sendxcosx
dx dx

Ele dise que se mnsderar sendx igual a dx, sendxcosx vai ser infinitésmo, ficando

dxcosx, e dém dis®, a primera parcda vai ser zero e, entdo, cortando dx com dx fica

COsX.



Raquel —Mas néo éigual [a%].
X

Lugo — E, s6 que ndo é igual. Eu adho que estou misturando um pouco com limite.

Lugo ndo fez arelacd® que al esperava aitre os infinitésmos (a de grandezg e néo
falou da parte red como sendo a derivada. Falou em termos gerais, sem dar importancia para a
aproximaca.

Mino diz que se mnsiderar 0 desenho do segundo zoom em A como correto, o cosdx é
1 menos uma parte. Lina chamou esta parte de dx.

Mino —N&o. dx émaior do que es= [a parte] infinitésimo.

Raquel - Por que que esta parte éum infinitésimo?

Lina— Porque cosdx taquaseigual a 1.

Lugo — Porque éuma distancia muito peguena.

Raquel — Porque a1 ndo enxergo ele aqui [indicando o ponto A, no primeiro zoom).
Toda vez que as dou um zoom e enxergo uma medida, € porque amedida €um infinitésmo.
Agora, este infinitésimo [1—-cosdx | em relac® a esse [ dx] aqui, € maior, menor, igual?

Os alunos — Bem menor.

Raquel — Eu chamo ele [1-cosdx] de infinitésimo de segunda ordem. Eu tive que dar
dois zooms para enxergar ele.

Lugo — Infinitésmo do infinitésmo.

Raquel — Ele éinfinitamente menor que o outro, mas ainda infinitésimo.

Lugo — O infinitésimo que émenor gque todos infinitésimos.

Raquel — Ai, seria um infinitésmo de ordem infinita. Porque é o menor de todos os
infinitésmos.

Risos. Eu ndo sabia se iso que disse faza sentido!

Lina— Quando eu fale, aguela hora, que cosdx era 1 menos dx, eu estava pensando em
um infinitésmo, e nd como dx.

Lugo — Acho que adel um jeito de resolver usando os infinitésimos.

Ele val para o quadro e explica

Lugo - cosdx € quase igual a 1, mas menor que 1. Entdo cosdx-1 va ser um

infinitésmo negativo. Um infinitéSmo vezes um numero red é infinitésmo. sendx €
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aproximadamente igual a dx. Entdo vai ficar dxcosx. A primeira parte éinfinitesimal, vocé
despreza Dividido por dx. Corta dx com dx e chegano COsX.

Mino - Vocéusou o limite.

Ragquel — Vocé onsiderou sendx igual a dx, ndo é permitido. A gente sabe que néo é
igual.

Lugo — A primeira parte éinfinitésimo.

Lina— E se vocéfor pensar assm, a segunda parte também é infinitésimo.

Lugo — Sim, mas eu pensei quando a gente tirava aparte infinitesmal como em 2x+dx
[exercicio do primeiro encontro].

Mino —Mas aqui, sendx vocé groximou para dx.

Lina — Acho que agente teria que se interessr por sendx, pois € di que esta aparte
red.

senx(—¢)+sendxcos

Mino sugeriu escrever r
X

senx(—¢) N sendxcosx
dx dx

Sugeri separar a soma an duas parcdas:

Raquel — A primeira parte vai dar infinitésmo. Por qué?

Lugo — Porque en cima € um infinitésmo vezes um hiper-red dividido por um
infinitésimo.

Mino - SO que ese [ dx] € bem maior que o outro [ —¢].

Lugo - S6 que quando a gente dividir um infinitésmo por outro pode nem sempre da um
ndmero tao pequeno assm.

Ragquel — O de dma é um infinitésmo de primeira ordem, o de baixo é de segunda.
Quanto vai dar adivisao?

Lugo — Vai ser um infinitésimo.

Raguel — Um infinitésimo vezes um red [ senx]?

Os alunos — Infinitésimo.

sendx

Perguntel sobre a divisdo da segunda parcda. Lina diz que resultard num

infinitésmo, mas muda de opinido quando Lugo e Mino explicam que “ sendx é proximo de

dx, mas ndo é dx. E um infinitésmo da mesma forma que dx. Entdo o resultado seré



proximo de 1”. Conferimos, depois, o resultado da divisdo no primeiro zoom em A, quando
as retas estéo coincidentes.

Raquel — Uma wisainfinitamente proxima de 1 vezes cosx ...

Os aunos— cosx.

Raquel — Entdo, tenho um infinitésmo mais algo que esta infinitamente préximo de
COSX.

Escrevo %zcosx .

X

Lugo — Mas ai ndo esta pensando em limite?

Raquel — Por qué?

Lugo — Ta bem proximo del. A gente ta goroximando que um nimero bem proximo de
1 vezes 0 coseno € um nimero bem proximo do coseno, mas ndo é 0 coseno.

Raquel — N&o € o coseno.

Pausa.

Raquel — Qual é o ultimo pas?

Lugo — Pegar s6 a parte red, mas ja pegou!

Mino - Escreve f'(x) igual a cosx.

Lugo — E que a estava estranhando porque sendx sobre dx é um nimero ... ta na
mdnada do 1, ta perto de 1, masnéo € 1.

Raquel - Vamos multiplicar iS por cosx.

Lugo — Entdo, vai dar infinitamente préximo de cosx.

sendx
Escrevo
dx

COSX=COSsX.

Lugo - A genteta goroximando para CosX.

. sendx dy
Mino sugere escrever COSX=COSX=—.

dx dx

Lugo — Ah, tA Acho que etendi. % igual a cosx mais um infinitésimo.
X

Lina— Ai se vai despreza o infinitésmo.
Lugo — Agora eu entendi.

Lugo ficou estimulado a faze a derivada do coseno.
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Lugo pensou gue ja houvesse achado o cdculo, e que inclusive ja haviamos tomado a
parte red. Na verdade, nas suas tentativas que chegavam em cosx, ele faza a aproximagdes,
mas pensava que estava degando na derivada endo na quase-derivada, além de passar por
cima darelac@ entre os infinitésmos de ordens diferentes.

Com este encontro podemos notar que ndo houve dificuldade em lembrar da definic&o
de quase-diferencia (dy=f (x+dx)—f (X)), 0 que ocorreu nos encontros anteriores. Creio que
isto se deve apréticaredizada @é este momento e o préprio entendimento dos alunos. Apenas
Lina mostrou resisténcia a eta definicdo. A nomenclatura anda estava um pouco confusa para
eles.

5. Distanciaentreacurva e aretatangente

Foi dificil para os alunos, no primeiro encontro, justificar a expressio para adistancia

2
entre a @rva X e areta tangente. Resolvi, faze 0 mesmo exercicio com a arva senx, para

ver o que haviaficado para des da discussio do primeiro encontro.

Desenhei 0 gréfico da fungdo seno no periodo de 0 a 277, no plano hiper-red, e areta
tangente a ata arvano ponto P. Dei um aaéscimo dx a X. Paravisualizar este acéscimo,
0s aunos disseram que ga necesario um zoom no ponto P.

A

*R

\{

Figura 3.10
Dei, entdo, um zoom infinito no ponto P e pedi aos alunos que previssem o resultado.
Mino — Vai apareca umareta.
Raquel —E 0 que da &
Osaunos— A curvae areta.
Raquel — E o ponto P ?
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Lugo — Agora éque de vai aparece!

Raquel — Ele ndo existia antes?

Lugo — Néo, eu estava falando do outro, do P+ ...

Lina- P+dx

Lugo —N&o, P+dP.

Todos riram, pois Lina sempre responde dx para um aaéscimo infinitesmal.

Lugo —Va sonhar com dx!

Mino — Quero ver o que davai falar no proximo!

Raquel — E 0s eixos?

Os alunos — Infinitamente distantes.

Quando pedi a ordenada do ponto P+dP, Lugo respondeu f (x+dx) elogo em seguida,
Linadise f de x+dy. Maisrisos. Mas ela poderiater pensado em f (x)+dy.

Desenhel, entdo, o resultado. Nenhuma dificuldade neste pas.

X X+dx

Figura 3.11

As coordenadas dos pontos e os aaéscimos foram determinados pelos alunos.

Raquel — Bom, mas a arva e atangente se wincidem somente an P. Para ver a
diferenca...

Lina- Daum zoom no ponto P.

A resposta que el esperava @a um zoom no ponto P+dP. Mas resolvi prossguir na
sugestdo de Lina.

Raquel — Como seria?

Lugo — Veria asretas paraelas.

Lugo pode ter decorado que num segundo zoom tem que ver retas paraelas.



Nanda—Mas % d € o ponto de tangéncia...

Os alunos — E uma Unicareta.

Figura 3.12
Raquel — E paraver adiferenca etre & retas?
Lina— D& um zoom no ponto P+dP.
Raquel — O que enxergo?
Lina— Ai sim da para ver duas retas paralelas.
Raquel — Quem € ade dma equem é ade baixo?
Os aunos— A de dma € aangente e ade baixo é a arva.

tangente

curva

fix+dx) P+dP

X+dx

Figura 3.13
As indicages do desenho foram feitas pelos alunos. Pedi a des quanto valia adistancia
da tangente d@é a wrva. Esta Stuacé® € diferente da trabalhada no primeiro encontro. L3,

tinhamos a pardbola an cima da reta tangente, e adiferenca @a dada por dy—f'(x)dx. No

presente cao, atangente esta an cimada arva e adiferenca édadapor f'(x)dx—dy.
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Lugo faou que a diferenca @a um infinitésmo. Lina complementou que &a um

infinitésimo do infinitésimo. Nanda lembrou gue tinha dgo a ver com f'(x), coeficiente

angular.

Figura3.14
A intencéo desse desenho € diferente daguela da figura do primeiro encontro (figura

1.8). Aqui, queria que des dissessem quanto valia aordenada y . No outro desenho, aintencéo
era cdcular a diferenca entre f(x,)e f(x,), que de aordo com o atua desenho, entre y, e
y. Todos as tentativas de resposta @am do tipo “y,+”. Lugo sugeriu y,+ f(x—x,).
Testamos e foi verificado que ndo valia. Eles sbiam que aparte que fatava para y era a
disténcia de y, até o ponto dareta. Mino falou em algo sobre o coeficiente angular. Antes de
prosseguir seu radocinio, Lugo tentou y,+(f(y)—f(y,)). Conferimos e vimos que dava
certo. Pedi, entdo, uma resposta an fungéo do coeficiente angular m. Mino retomou sua idéia

Y=Y
X=X,

e, com a guda dos colegas, cadculou 0 valor de m. Escrevi o que des diseram: m=

Assm, concluiram y=y,+m(X—X,).
Lina adou que adiferencabuscada € mdx, e geitapara f'(x)dx.

Lina— Se aqui [figura 3.14] é a9m, la en cima[3.13] também vai ser.
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Nanda eLugo concordam. Mino diz que ndo pode ser. Depois, com base no resultado e
desenho adma, os aunos trabalharam com o tridngulo que garecas no Ultimo zoom. Isto

ocorreu também no primeiro encontro.

y

P+dP

Figura 3.15

Queriam saber que ponto era o veértice a equerda de P+dP e adisténcia eitre estes
pontos, que seria o cateto adjacente. Disse que ndo daria para determinar este ponto.

Lina— Mas este ponto ndo éo f (x+dx) ?

Lina pode ter se cnfundido no desenho 3.13, pelo fato de au ter escrito f (x+dx) perto
do ponto em questéo.

Lugo — E o ponto P+dP.

Mino —N&o! P+dP estado lado.

A atividade teve que ser interrompida por causa do horério de fechamento do
laboratorio.
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4° Encontro — 2504/01

Este encontro foi redizado no laboratorio didatico de mmputadores do curso de Fisica e
teve uma duracd® meédia de 1 hora e quarenta minutos. Em termos gerais, nesta reuniéo,
trabalhamos com a visualizac® dos infinitesimais envolvidos no cédculo da derivada do seno,
através do Corel Draw, com o objetivo de darea posdveis dlvidas e reforcar aidéia do zoom
infinito. Também com o auxilio do computador, estudamos uma glicac® da integral
definida, provando intuitivamente um dos teoremas fundamentais do Calculo. As principais
atividades ocorridas no quarto encontro foram:

- Checayem, no Cordl Draw, do trabalho feito no encontro anterior sobre aderivada
do seno. Através de perguntas, tentei faze com que os alunos retomassem o que
haviamos concluido. Depois das respostas, eu mostrava os resultados.

- Aplicac@® da integral definida como areasob o grafico de uma fungéo, com o auxilio
do computador.

- Demonstracd® do segundo teorema fundamental do cdculo. Foi comandada por
mim, mas, como sempre, com o auxilio dos alunos.

- Auxilio do zoom no computador numa das passagens finais da demonstracd®
algébrica do teorema. As conclusdes tiradas a partir da visualizaca@ do computador
foram feitas muitas vezes pelos alunos, a partir de perguntas minhas do tipo: o que
VOCEs estdo vendo?e 0 queisod quer dizer ?

- Discussio final

Apresento, agora, os detalhes destas principais atividades.

1. A derivada do seno no ambientedo Corel Draw

Da eperiéncia do primeiro encontro, quando a visualizac® dos resultados dos zooms
ndo ficou muito clara, reorganize estes resultados exibindo-os no modo Aramado do software
Corel Draw. Isto posshilitou uma idéia mais clara do trabalho com o zoom. Retomamos
algumas idéias vistas no encontro passado que foram trabalhadas no quadro. Os aunos
comecaam justificando a alicac®d do zoom, ou sga, para visudizar os elementos
infinitamente pequenos. Antes de vermos os resultados do zoom no computador, solicitel que
antedpassem o que aonteceia. Queria ver se lembravam do que havia sido concluido, e se &

dividas que surgiram no encontro passado surgiriam novamente.
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Raquel — Depois do primeiro zoomem A, 0 que viamos?

Lugo e Lina— sendx igua ao dx.

Conferimos no computador. Neste momento, sO tinhamos o desenho do caso finito no
monitor.

Raquel — Dando outro zoom infinito em A, 0 que a®nteda?

Lina— Via aseparacé das duss.

Nanda — Ficavam paralelas.

Conferimos, atingindo o maximo poder de groximacd® do software. Visualizamos
1-cosdx . Expliquei que o niumero 4056526 que gpareda no monitor era relativo ao maximo
de 20m acancado. Com este 20m, afigurainicial ficava 4.05651 vezes maior. Isto era uma
aproximaca para o que estavamos chamando de zoom infinito.

Raquel - 1-cosdx emrelac® a dx € o qué?

Siléncio. Queria que lembrassem do infinitésmo de segunda ordem.

Raquel —Onde estao dx?

Apontaram para arespediva retano monitor.

Raquel — Podemos ver o fim dele?

Os aunos — N&o.

Voltamos ao primeiro zoom para enxerga-lo.

Raquel - Para vermos 1-cosdx tivemos que dar um zoom infinito, entéo o que de é en
relacé® a dx?

Mino - Perpendicular.

Raquel — Certo, e en termos de grandez& Quem é maior que quem?

Nanda eMino — dx é maior.

Raquel — Se tivemos que dar um zoom infinito para exerga-lo, o que de &

Os aunos - Infinitésimo.

Raquel — Quantos zooms dei no ponto A para enxerga-lo?

Mino — 2.

Lina—Varios.

Raquel, referindo-me aLina— Ok, e quantos infinitos?

Lina— 2.



Lugo faou que 1-cosdx era um infinitésmo de segunda ordem, e os demais
concordaram. Retomel, por causa da resposta de Lina, que aferramenta zoom do Corel Draw é
uma maneira para cmpreandermos o zoom infinito, sendo que para termos idéia do que iSO
seria, deveriamos exeautar varias vezes o zoom do software. Passamos a analisar 0 que ocorria
no ponto B. Lembrei a des que este 2om havia caisado polémica, no encontro passado.
Antes de verificamos no computador, Lugo foi a0 quadro para desenhar o resultado. Ele

identificou, inicialmente, apenas areta que encontraria aorigem do sistema.

Figura 4.1
Ja que esta reta e aque encontraria 0 eixo verticd ndo eram paraelas, Lugo adou que
poderiamos enxergar, apds o zoom infinito no ponto B, a bifurcacd entre a duas retas. Esta
idéia ndo havia surgido no encontro passado. Os colegas discordaram, dizendo que estariam
sobrepostas, e que se diferenciariam sm, porém, mais adiante. Com a opini&o dos colegas e

com avisualizac@® das duas retas nos casos infinitesmal e finito, Lugo acaa concordando.

Senx
x

O
Figura 4.2 — As retas no caso finito.

Raquel - E abaixo do ponto B ?
Osaunos— Tem sendx e dx.
Raquel - Como enxergaremos?

Os aunos — Véo aparece juntas [as retas].
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N&o surgiram as dlvidas do encontro passado sobre is. As hipGteses eram as figuras
3.4,3.6,3.7e38.

Nanda— Elas véo ter que se encontrar no ponto B.

Raquel — E a mesma situac® que & outras duas retas [que partem de B e diegam uma
na origem e outra no eixo vertica]?

Os aunos— Sim.

Nanda— SO que quem vai fechando €0 dx. sendx é paralelo ao eixo y e dx é airvo.

Lugo — E, no caso anterior a diferenca éque tinha duas retas mesmo.

Conferimos no computador. Pode ser que autilizac@® do computador tenha gudado na
visualizaca.

Mino — E se der um zoom na origem? Véo ser paralelas, né?

Eu ndo tinha este resultado feito no computador. Entdo imaginamos. Lugo desenhou,
baseado num caso finito, a figura @aixo, afirmando que & retas seriam coincidentes,

discordando de Mino. Lina eNanda ancordaram com Lugo.

N
N

Figura 4.3

Mas Mino estava ansiderando outras retas. a que partiade B e diegava no eixo verticd
do sistema e reta mnsiderada o eixo horizontal. Neste cao, todos concordaram que das
seriam paraelas, mas que MM um zoom na origem Nao conseguiriamos enxergar a primeira
das retas consideradas. Lugo ainda pensou em outras duas retas. a que partia de B e que
chegava no eixo verticd e aque também partia de B e que degava na origem. No caso
sugerido por Mino, Lugo diss que & retas iam “chegar” separadas. Pedi sobre adistancia
entre das. Todos responderam dx. Interpretel 0 “chegar separadas’, como uma tegando na
origem e outra no ponto (0, dx). Lugo ainda acescentou que @a sd pensar no “caso normal”
para dheca o fato. Ele estava se referindo ao caso finito.

Lugo — Espera d! A distancia sera sendx.



Todos pensam, inclusive au.

Lugo — O sendx e 0 dx s&o muito pareddos, mas ndo sdo iguais!

Ele estava ceto. Lina descordou.

Raquel, para Lugo — Defenda sua idéal

Ele explicou utilizando o caso infinitesmal, se baseando num sistema de @xos e num
circulo finito, mas muito pequenos. Todos concordaram.

Depois do esclaredmento sobre asituac@® das varias retas apds os zooms, pedi sobre um
zoom no meio do arco dx que guareda igual ao segmento sendx. Eles antedparam que &
“retas’ estariam paralelas, condizendo com o que desenhamos no encontro passado (figura
3.9). Conferimos no computador. Os alunos concordaram com todos resultados obtidos com o
zoom no computador. As dividas do encontro passado ndo haviam apareddo. Acredito que a
visualizac® através do Corel Draw auxiliou os aunos a compreenderem mais nitidamente o
gue ocorria no contexto geométrico. Foi importante des preverem, no encontro passado, 0s
resultados dos zooms, para notar que muito daintuicéo deles faza sentido.

Raquel, para Mino — Vocé pensou sobre adivida que vocé tinha no encontro passado?
A respeito de @mo seria para baixo do ponto B ?

Mino — Pensei e &é demais.

Nanda — Ontem a gente ficou falando sobre is.

Mino, rindo — E, mas ndo vem ao caso 0 que pensei.

Lugo - Qualquer coisa que agente via, reladonava mm is ali.

Risos.

Nanda— Mas é sé&rio! A maneira de vocé observar ...

Mino - Vocé ®locou mais dlvidas do que au jatinha na minha cdeca

Raquel — N&o era aminha intenc&o, confundir vocés.

Mino - Masis é bom!

Raquel — Se vocés tiverem mais dlvidas a gente pode onversar durante a ala da
Miriam, a qualquer hora.

Mino — N&o, ndo foram dlvidas a respeito dis®. Pelo contrério, is® gudou bastante a
visualizar no Céalculo. Bem melhor que visualizar por limite, eu achei. Vocéveé a oisa.

Lugo — E que na quarta passada agente ficou extrapolando. A gente cwmegu a juntar

iS® ai com um monte de wisas, teorias, caos ...
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Nanda — Fradal.
Devia ter ingstido neste asaunto, para ver qual relac® estabeleceéam com o que

estavamos trabalhando.

2. Uma aplicacdoda integral definida: area sob o grafico de uma funcéo
Desenhel afigura aaixo no quadro:

A

\/

Figura4.4

Pedi a des % ja haviam discutido a nocéo de dea ©m o profesor de Fisica Com a
Profa. Miriam ainda ndo, pois eu estava aompanhando as aulas regulares. Mas o professor de
Fisica estava mais adiante, se mnsiderarmos um programa tradicional de Calculo.

Nanda- Discutimos um pouco.

Mino — A gente tinha um grafico de velocidade pelo tempo. Se agente cdculasse a &ea
embaixo do gréfico, a gente tinha o espaq.

Lina— A integral, achava o espaq.

Lugo - Se fose uma figura perfeita, um quadrado, um retangulo dava cdcular pelas
férmulas da geometria. Mas % ndo fosse, usavaintegral, que éuma groximaca.

Raquel - Por que usava integral? O que significa integral? Quando falo integral o que
vocés lembram?

Lina - Alguma misa que esta adma de outra. Por exemplo, vocé tem a velocidade, que
vem antes, seria o espaq.

Mino — Seguindo essa seqiiéncia, VOcé pega 0 espaq, deriva e tega na velocidade.

Lina- E uma misa que vem primeiro, primitiva. Voltano que tinha antes.

Raquel - Qual o simbolo?

181



Eles desenham “no ar” [ eLugo diz que éum S esticado. Desenho o simbolo.

Raquel - Vocés sbem o que €isn?

Lina— Néo.

Lugo — Somatorio.

Desenho o simbolo do somatorio.

Raquel - Qual ardac®?

Lugo - A soma. S de soma.

Raquel - Tem uma diferenca Por que eticaam o S. Para que inventariam outro
simbolo?

Lugo - A integra € uma soma?

Raquel - O que vocés acham?

Mino - E uma soma.

Lugo - E, € uma soma de vérias areainhas pequeninhes.

Nanda - Se vocé cdcular a &eadeste gréfico ai, teria que ter essa idéia [a de Lugo].
Subdividiria en pontinhos pequenos, peguenas coisinhas depois maria tudo e adaria a dea
des< gréfico.

Lugo - A largura de cala retangulo desses wria um infinitésimo e a dura seria um
ndmero red comum.

Figuei surpresa com estas respostas e perguntel se o professor de Fisica ou a Profa
Miriam havia falado em infinitésimo. Eles disseram que néo.

Raquel, para Lugo — Infinitésimo, vocétirou daqui, entdo?

Lugo — Sim.

Comentei sobre anotac@® que agente usa hoje vem de Leibniz.

Raquel — Como seria dividir esta &ea én coisas pequenas?

Lina - Quando a gente tinha uma aurva [como em senx, em x°], a gente dava om, e
ela pareda umareta. Entdo se agente desse 200ms sicessvos vVocéia atar retas e ia somando
estas areas que seriam regulares.

Lugo — Vocé poderia pegar varios retangulinhos que iam até a crva e ®mo eSEs
retangulinhos tinham largura extremamente pequena, a diferenca eitre a d@ea de todos 0s

retangulinhos sosmados e a &eada figuraia ser muito pequena.



A forma de cdcular a &ea sob o gréfico de uma airva, via &ordagem infinitesimal,
havia sido, entdo, apresentada pelos alunos. N&o sabia se des tinham idéia de como faze o
mesmo atraveés do limite.

Raquel — E como seria cdcular esta @eapelo limite? Vocés tem alguma nogaon?

Lugo - Vocé pegaria 0s quadradinhos cada vez mais diminuindo, até tender a zeo.

Raquel - E como é que deas iam se tornando cada vez menores?

Mino — Vocé pegaria intervalos cada vez menores.

Raquel - Quem faz esses intervalos diminuirem?

Siléncio.

Raquel - Que ferramenta mateméticafazis?

Nanda - Infinitésimos.

Raquel —Vocé mmeca om um certo nimero de intervalos. Depois vocé diminui ...

Mino - E s multiplicar por um nimero pequeno, vocé diminui.

Raquel - E se au quiser diminuir ainda mais?

Mino - Vocé multiplicapor um infinitésmo.

Raquel — Como assm?

Lugo — Acho que entendi o que de falou.

Lugo desenha um segmento de reta no quadro e explica dizendo que se quiSESEMOS
reduzir ele ametade bastava multiplicar por ¥z, se quisésemos ainda ametade dis, era para
multiplicar por ¥2 de novo, e a&dm por diante. Se quiséssemos diminuir muito, bastava
multiplicar por um infinitésimo. Mino dise que @ais 0 que etava querendo dizer.

Raquel — Ok, vocé vai dividindo, dividindo, mas que ferramenta matemética me faz
chegar num intervalo muito pequeno?

Mino - O zoom?

Lugo - Limite ou infinitésimo, dependendo da forma de utili zaca.

Raquel - E, se a1 chamar o intervalo de Ax, para diminui-lo eu escrevo AIE(mOAx:O.

Quando vocés aprenderem limite vocés vao ver que da z&o iSD.
Lugo - Oslivros que au trouxe fazam uma equivaéncia etre limites e infinitésimos.
Raquel - Ele trouxe dois livros para a gente olhar, que tem o titulo “Calculo

Infinitesmal”, mas que na verdade utilizam limite. Eles definem infinitésmo através do
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limite, como uma varidvel que tende a zeo. E diferente do que etamos fazendo aqui.
Infinitésimo é um ndmero.

Desde que au perguntel sobre mmo seria cdcular a &ea dravés do limite, o tempo todo
eu estava querendo que des respondesem em termos de limite, mas o tempo todo eles
estavam pensando em infinitésmos. Isto para quem nme respondeu, principamente Mino. As
meninas ndo se manifestaram.

Raquel - Vou dvidir este intervalo em uma particéo infinitesmal, em vérios pedadnhos,
de modo que se a1 tomar um valor x do intervalo, o ponto seguinte distara quanto de x ?

Lina— dx.

Raquel — s, um infinitésimo. Se au quiser ver adiferenca eitre des...

Lina—Daumzoomem X.

Lugo — Ou em qualquer outro ponto [do intervalo].

Raquel — s, jaque éuma particéo infinitesimal.

Vimos como seria este 200m no computador, basealos na figura aaixo.

() | ST s B
f
f(a)}---om- A
) > ;
f(x)
a X b
Figura 4.5

Estdvamos desgjando cdcular a &ea daixo desta aurva. Com 0 zoom no ponto P, obtivemos

afigura aseguir.
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P+dP

df

ax

Figura 4.6

Raguel - Quem é df ?

Lina— E adiferencado f(x) e f(x+dx).

Raquel - Is®, € 0 aaéscimo a fungdo f a partir do aaéscimo dx a x. Entdo surge
P+dP, que um ponto da onde?

Os alunos - Curva.

Eles perguntaram sobre o ponto Q. Diss que mais tarde iriamos utili z&lo.

Raquel — Como vou cdcular, entdo, a @ea daixo da arva. Esta porcéo de aea aui
[que, no zoom, vemos apenas uma parte] € grande, pequena?

Os alunos — Pequena.

Lina— Pequenissma.

Lugo — Tembase dx e dtura f (x), entdo multiplicando vai dar um infinitésmo.

Eu estava considerando o trapézo, mas tudo bem.

Raquel — Vamos chamar elade dA.

Fui para 0 quadro para cdcular a aea( A) daregido sob a aurvade a até b. Expliquei

b
gue o simbolo de integral queria dizer que iriamos mar infinitas parcdas. Escrevi A:IdA.

Pedi a des que tentassem escrever dA. Linadise df . dx .

Lugo —Mas eu pensai que dA fosse tudo.

b
Confirmel o que Lugo dise e Mino, entdo, sugeriu Idx.df

a

+f (x)dx, como sendo a

soma do tridngulo e o retangulo que formam o trapézo. Disse que ja poderiamos dar um
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sgnificado a0 que a Profa. Miriam estava fazendo nas aulas regulares, quando escrevia
If(x)dx:F(x)+c (primitiva mais uma @nstante), ou sga, uma soma infinita de um

retangulo de base dx e dtura f(x). Assm, o primeiro membro ndo era um simbolo Unico.

Mino, antedpando — Ai agente vai pegar sO a parte red de novo agora?

Raquel — Sim. Mas cdma.

Voltamos ao computador.

Raquel — Por que seré este ponto Q? Vocés acham que o dA é exatamente isto [escrito
no quadro]?

Lugo — N&o.

Lina- Tem uma diferenca

Lugo - N&o, porque éuma airva endo umareta. Tem uma goroximacao.

Raquel — Is©. P e P+dP estdo unidos por uma reta, para formar o triangulo. Este

ponto Q éda airva. O que vocés acham que vai amntece quando a gente chegar perto de Q?
Lina— Vai ver adistin¢céo entre a arva e areta.
Raquel — E bem perto de Q, como seréo?
Lina— Paralelas.

Conferimos com o zoom.

Figura 4.7
Eles locdizaram a reta secaite como estando em cima da arva. Dise que dA € um
trapézo com um dos lados curvos.
Raquel — Na expressio que escrevemos, estamos pegando area amais ou a menos?

Os aunos— A mais.
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Raquel — Isto. Entdo estou considerando que o dA é mais do que de redmente é Para

consertar isto, utilizamos =.

b P dxdf

Consertel 0 que tinhamos escrito, A:IdAzf 5 +f(x)dx. Eles sbiam das aulas

b
regulares que aintegral de uma soma € asoma das integrais. Escrevi Idx'zdf

b
+If(x)dx. Na

primeira parcda temos a soma de infinitésimos de segunda ordem. Intuitivamente, os alunos
disseram que o resultado seria também infinitésimo. N&o perguntei sobre a ordem deste

infinitésimo, pois ndo tinha ceteza Mas o importante @a ser infinitésmo. Assm,

b
concordaram em escrever Asz (x)dx.

Faltou eu concluir que, na verdade, tomamos como a &ea aparte red desta integral, o
gue Mino ja havia sugerido anteriormente.

Raquel — Mas como se cdcula a &eade uma regido como esta [do quadro]? Como vou
somar infinitas parcdas infinitesmais?

Tomei como exemplo a regid sob a arva x° entre & abscisss 1 e 3. Eles shiam
cdcular, através do resultado do segundo teorema fundamental do Célculo.

Raquel — Por que isto vale?

Lugo — Porque vocé pega aprimitiva e cécula nos valores.

Raquel - Por que aprimitiva?

Os aunos - Porque derivando volta na fungéo.

Raquel - Generalizando, como fica?

b

Lugo citou: If (X)dx=F(b)-F(a).

3. Demonstracédo do segundo teorema fundamental do Calculo

Raquel — Entdo, por que que essa soma de infinitas parcdas infinitesmais vai dar
alguma misa mm a primitiva? Vamos provar isto, entdo, na éordagem infinitesmal. Como
escrevo a propriedade de F ?

Osaunos- F'(x)=f(X).



Comandei a demonstrac@ do segundo teorema fundamental do Calculo, com o auxilio

b b

dos alunos. Partimos de I f (x)dx:IF'(x)dx :

Ragquel — Vocés lembram quem era F'(x)dx? Estava naguela folha que entreguel no

primeiro encontro.
Lina— Diferencial.
Raquel — De quem?
Lina— Da quase-derivada.
Lugo —Dafuncédo F .
Raquel — Como eu chamava o quase-diferencial de F ?

Nanda — ﬂ
d

X

Lugo - Néo % € aquase-derivada.
X

Mino — dy .
Raquel — s, dy. Mas neste cao, chamo de dF . Ele gaigual F'(x)dx+E; dx.

Retomel isto para os aunos da seguinte forma:

F r+E,
dx

dF =F'(x)dx+E, dx
Raguel — E;dx €...

Os aunos — Infinitésimo.

Raquel — De que ordem?

Lugo — De primeira ordem.

Mino — De segunda ordem.

Raquel, para os dois— Por qué?

Mino — Porque éum infinitésimo multiplicado por outro.

Os alunos concordam com Mino.

b b b

Retomando a demonstraca, IF '(x)dx:IdF —IEf dx.

Raquel — A segunda parcda ésoma de infinitésimos de segunda ordem. Isto da o qué?
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Os alunos — Infinitésimo.

b b b b

Escrevemos, entéo, IF'(x)dxzde . Retomando do inicio, Asz (x)dxzde :

b
Raguel — O que significaIdF ?

Lugo — Somatdrio de todos os infinitésimos.

Raquel — Somatorio de todos os dF de a até b. O que sera que vai dar isto ai? Vocés
tém algumaidéia?

Lugo — Vai dar aprimeirafuncé ou a éree?

Mino — Acho que o comprimento de a até b.

Raquel —No eixo x?

Mino—No vy.

Raguel — Sefoseno x, teriamos dx.

4. Auxilio do zoom do computador numa das passagens finais da demonstracéo
Para prosseguir a demonstracé, fizemos uso do computador. Trabalhamos em cima do

gréfico da primitiva F .

F
F(b)
P
F(x)
F(a)
a X b
Figura4.8

Raquel — Nos® problema, neste momento, é saber o que vai dar a soma dos dF . Como
podemos achar o dF aqui?

Mino —Daumzoomem P.



O resultado é afigura aaixo.

dF
ax

Figura4.9

Raquel — O que agente quer saber mesmo?

Mino — Somatério de dF de a até b.

Raquel — O que seraiso?

Nanda - Acho que é auele pedadnho que sobrava da &ea que a gente estava
cdculando.

Raquel - Seraque é auilo 14? Aqui a gente ndo estainteressado na area

Mino — Eu adho que vai ser adistanciade a até b.

Raquel —No x entao?

Mino—N&no y.

Raquel - Entdo como fica?

Mino - Distanciade F(a) até F(b).

Raquel - O que vocés acham?

Lugo — E verdade.

Raquel - Se au pegar outro ponto x no intervalo de a até b, dar um aaéscimo dx, eu
vou ter um dF . Soma este, com um outro dF , de quando eu tomar um outro ponto x. Soma
estes dois com todos os dF , todos os outros pedadnhos [ dF depois do zoom].

Mino e Lina ancordaram com Lugo.

Raquel — Somando todos os degrauzinhos dos triangulos ...

Osaunos— Temadistanciade F(a) até F(b).

b
Completamos a demonstragéo: IdF =F(b)-F(a).
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Raquel — Acabamos de ver, entdo, por que que quando quero cdcular a &ea daixo de

uma airva, tenho que tomar uma primitiva e cécular atal diferenca

5. Discussaofinal

Nanda — Quando se faz grafico de termodindmica, de isotérmico, vocé ata uma figura
parecando com um circulo, mas ndo € um circulo. Ai, eles dizem que a figura é
numericamente igual a tal nUmero. Se € uma groximacé, por que tenho que falar que é
igual? Numericamente igual.

Lugo — E, e também como se fazpara cacular a &eade um lago? Se aha uma fungzn?

Raquel — Eu acaedito que se facan aproximagdes. Aqui a gente também faz
aproximagdes, sO que agente preservao sina =, assImimos que groximamos.

Lugo, rindo — Como é que aMatemética éuma déncia exata, entdo?

Risos.

Mino — Mas essa no¢éo de infinitesmal, vocé vé aredidade da misa. Como voceé diss,
agente mnserva o sina de groximaca.

Lina— A gente monsidera de.

Mino — No limite ndo. No limite vocétende a oisa. E bem meais abstrato.

Raquel — Mas chegamos aos mesmos resultados. Entdo, qual é o problema [&?

Mino — E que vocé ndo visualiza a oisa mmo redmente da é

Nanda - VocéVvé a oisameio solta. Vocétem que aceditar naquilo. Vai chegar naquilo,
mas vVOCé ndo tem uma prova.

Lina—Vocéndo vé o que esta por trés.

Raquel — Aqui a gente goroxima edeixa daro que fazemos is.

Lugo — A gente entende aparte que esta jogando fora.

Lina - Sabe o que esta jogando fora. Sabe 0 porqué que ta jogando.

Raquel — O que aontecal na alla da Miriam ontem? Vocés estdo vendo integrais por
substituicdo. O que dafez uma ceta hora? N&o sei se vocés notaram, quando ela mme@u a

explicar. Mino ja me falou ontem. Vocés lembram?

Lugo - Pegou a derivada de uma funcéo e indicou, por exemplo, d_

=5. Aiisolou o dy.
dx

Escreveu dy=5dx.

191



Nanda— Ah, que dadividiu?

Lina— Que depois ela passou multiplicando?

Lina— Tinhauma outra misa que dafeztambém, que au ia perguntar para vocé

Lina— s eu achel estranho. N&o era uma @isa 0. Vocé até frisou que @a uma misa
sO e @mo passa para o outro lado, né?

Nanda— E um abuso.

Lina— E um abuso mesmo.

Lugo — Aquilo ndo é uma isa s, ne?

Raquel - Agora vocé sabe que ndo é. Mas 0s colegas de vocés, que ndo trabalharam com
infinitésimos, ndo sabem. Ela disse no inicio da aula que @a uma misa sd. Os livros falam que
€ um simbolo.

Mino — E uma notag.

Ragquel — Como f'(x). Mas ai chega hum certo ponto que ndo € mais. Lembram naregra
da caleia?

Lugo — Cortavao du com du.

Raquel — E agora da pasou parao outro lado.

Lugo — Mas, naverdade, € uma frag3. E um niimero dividido pelo outro.

Raquel — Que tipo de nimero?

Lugo — Infinitesimal.

Raquel — Gente, eu fao ela a Miriam porque é o exemplo que vocés tém. Mas na
verdade todos os cursos fazem iss.

Lina— Para simplificar.

Raquel — Quer smplificar, simplifica, mas sgja werente.

Nanda — Se for apresentar essa teoria, 0 pesa nuncava chegar em casa. Se liga o
cronbmetro, ele nuncasai do zero, se vocéndo der um limite para de. Se vocéleva 15 minutos
para chegar em casa, vocé nuncavai chegar!

Risos.

Mino — Se val aplicar isto no nos curso de Céculo, por exemplo, eu acho que seria
mais coerente glicar is.

Lina— E mais interessante.

Mino — E, mais interessante.



Nanda— NaFisica eu adho que seria mais interessante.

Mino - Tanto na Fisicaquanto na Mateméatica

Lugo — Eu adho que en qualquer area

Lina— Mas no colegial néo.

Lugo — No colegial vocéndo vai dar nem limite.

Raquel — Mas tem escolas que trabalham com limite.

Nanda — Eu tive, mas era so continha.

Lugo — Ah, ndo. Eu estou falando de limite, limite. Bem dado.

Raquel — E aqui, num curso de Célculo da faauldade, vocés acham que ...

Mino — Eu acho que no NnoSL curso tem que mostrar a parte histérica Quando surgiu
tudo isto. Os dois lados [infinitésmos e limite]. Mostrar o desenvolvimento da pessa que
pensou iSO, para mostrar para gente. Acho que a&sm a gente entende.

Raquel —Vocé ata que estudando a historia...

Mino — Acho que estudando a histéria vocé mnsegue relatar todos os fatos.

Lugo — Inclusive al estava pensando que na Fisica ou em outra déncia, vocé tem que
imaginar uma situacé®. Uma misa que agente ndo enxerga direito, porque € uma isa que
aoontece num espago muito pequeno, uma misa @m dimensdes muito pequenas, como um
atomo. Entdo, se agente tem essa idéia de imaginar o que épequeno, como se fose aimentar,
como aidéado zoom, isD € legal.

Lina - Acho que agente foi privilegiado mesmo. Vendo agora a ala da Miriam, a gente
tem esta visdo critica né?

Mino — E, agente grendeu os dois lados.

Nanda— A explicac® hoje do Dimas [professor de Fisicg, deu uma dareada ...

Lina— A gente lembrou do que viu aqui.

Mino — E, mas acho que ndo foi paratodo mundo aquilo.

Nanda — Né&o foi néo.

Lugo — A menos que dguém estgja rrendo num livro paraver o que aontece

Raquel — Que matéria?

Mino — Infinitesimais.

Nanda — O profesor falou da idéa de 2om, que vocé pode degar infinitamente

proximo de um ponto. Nossg, essa alla... Ele estavatodo embananado!
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Raquel — Ent&o foi bom ter vindo aqui?

Nanda— O! Foi legal!

Os outros — Foi, foi sim.

Raquel — Entdo, eu vou tirar o ponto de voceés, ja que vocés estdo gostando, ndo estéo
fazendo esforco etal.

Risos.

Entreguei a des um meterial que aordava o que haviamos visto nos encontros. Assm,
teriam, pelo menos, uma fonte para onde recorrer quando fossem preparar a goresentacé® aos
colegas e profesora. Ele se excontra no final da transcricéo deste encontro. Os alunos deram
uma olhada.

Nanda—Ess P+dP!

Lina— A gente demorou meia hora para descobrir 0 que €[no primeiro encontro].

Risos.

Nanda— O seno foi um problema [tercero encontro].

Raquel — Por qué?

Nanda— Na hora, para mnceber... Hoje jafoi mais normal, visuaizar.

Lugo — Pareda misa de louco. Na hora agente ndo entendia nada. Mas agora melhorou.

Nanda - Naquele dia, estava dificil visualizar que sendx estava paralelo a dx e que dx
eraumareta endo o “circulo”!

Raquel — Na verdade, sempre foi 0 “circulo”.

Nanda - Mas depois ficou claro. A gente ndo estava thegando t&o proximo quanto era
predso.

Mino — Tem mais um zoom aqui?

Era 0 zoom no final do arco x+dx, no circulo. Falamos um pouco sobre de g depois,
mostrel a obra de Keider (1986, para que os aunos viseem e soubesem que havia um livro
que aordava os infinitésimos.

Mino — Tem bastante livros nesta ae&?

Raquel — Conheq este e a postila que meu grupo de pesquisa estd montando. Vocés ja
ouviram falar no Baldino?

Mino — Eu ja

Raquel — Ele émeu orientador e ja deu curso de Célculo via infinitésimos.
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Nanda — Mas ele dava num curso normal?

Raquel — Sim. Na Fisica

Lina— Meu namorado teve aulla cm ele ediss que grendeu muito com o Baldino. Ele
adorou o Baldino.

Raquel — O que foi mais dificil paravocés aqui? Teve dguma misa dificil ?

Lina— Eu adho que foi em enxergar 0s zooms.

Lugo — Principalmente no seno, no dx la

Nanda— Essa aisa de dar um aaéscimo e enxergar no grafico como ficava.

Lugo — Circulo trigonométrico hiper-red.

Raquel — Ah, aguela historia de que duas retas paralelas £ encontram no infinito, isto é
verdade na Geometria Projetiva. Na Euclidiana, isto ndo € vdido. E para vocé Mino, o que foi
dificil ?

Mino — Ah, eu extrapolo um pouco. Eu penso em outras possbili dades para o zoom. E
is9 dificulta um pouco.

Raquel — Possbili dades de qué?

Mino - Tem vezes que al pensod N0 Z0OOM huma maneira que el acdo ndo concordando
com isto. E eu gostaria de saber em que ponto eu estou errando para poder chegar.

Raquel — Eu pensel que com o computador tivesse ficado mais claro.

Mino — N&o, pensando neste radocinio, esta ok, perfeito. Mas smpre da para extrapolar
ainda mais. Ndo tem limite parais.

Lina — O livro que ai estou lendo, diz que muitas vezes, trabalhar com o infinito
contraria asua logica O exemplo que de da é que vocé pega o conjunto dos naturais e o
conjunto dos pares e pergunta qual € o maior. A logica éque o de todos 0s nimeros, porque o
dos pares é sO uma parte. Mas a resposta € que des s0 iguais, porque de faz uma relac®
entre 0s conjuntos.

Mino — Deu para se guiar por essa l6gica mas smpre da para pensar outra misa. Pode
até ser errado, mas vocé sempre esta pensando em outra @isa. Como, eu pense numa
possbilidade da esfera comeca a diminuir junto com o zoom. Foi uma série de process que
eu fui pensando e deguel a esta mnclusdo que a afera diminuia junto. Eu queria saber onde

eu estou errando para pensar certo.
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Nanda — Acho que ndo € pensar errado. Depende do argumento que vocé esta usando. Se
VOCEé encontrar um argumento bem convincente, mesmo que 0 que vocé eta pensando ndo
sgja ceto ...

Raquel — E posdvel inventar novas teorias, basta fixar certas verdades, axiomas e a
partir deles desenvolver uma caleia.

Lina- Um vai levando no outro.

Tivemos que fechar o encontro, pois ja estavamos passando do horario.
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1° ENCONTRO — 04/04/01

Célculo de derivadas de dgumas fungdes polinomiais:
y=x*

dy=(x+dx)* - x>

dy=x?+2xdx+dx? - x>

dy=2xdx+dx?

dy=dx(2x+dx)

ﬂ=2x+dx
d

X

[y O
'=re =rgf 2x+dx]=2x
y EEXH- Gl ]

y=x"

dy=(x+dx)®-x>
dy=x>+3x%dx+3xdx” +dx* - x*
dy=3x?dx+3xdx? +dx>
dy=dx(3x* +3xdx+dx?)

Y 3¢ +3xax+ o
dx

. [ay O 2 2 2
=re =rgf 3x* +3xdx+dx-]=3x
y E&H— Gl ]

y=2X
dy=2(x+dx)—2x
dy=2x+2dx—2x

dy=2dx
dy _
o
Coy O

y':re%;g-re[Z]:Z

Visuaiza¢® dos infinitésimos:

2
(X eretatangente)



Primeiro zoom infinito

P+dP
y+dy
¥
dy
P
y dx
X x+dx o
Segundo zoom infinito
S g
S S
S
J /&
&
ytdy P+dP Qg,
dy-f "(x)dx=E dx=E,
y+f(x)dx e ‘

A 4

X+ dx
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2° ENCONTRO — 11/04/01

Por que aderivada da soma é asoma das derivadas?

h(x)=f (x)+9(x)

dh=h(x+dx)—h(x)

dh=f (x+dx)+g(x+dx)—[ f (X)+g(x)]
dh=f (x+dx)— f (X)+g(x+dx)—g(x)
dh=df +dg

? F(X)+9'(%)
X
h'(x)=re§—§§=f'(x)+g‘(x)

Por que aderivada de uma fun¢cd composta é aderivada da fungéo externa vezes a
derivada da interna?

Seja h umafungéo composta.
h(xX)=f (g(x))
h=1 (u)
u=g(x)
Escrevemos o quase-diferencial em termos do diferencial de h:
1) dh=h'(x)dx= f '(u)du
2) du=u'(x)dx=g'(x)dx
Entdo, substituindo 2 em 1:

dh= f'(u)du=f'(u).g'(x)dx

dh=f'(g(x)).g'(x)dx
%f'(g(x».g'(x)
X
=t gm-e
X

h'(x)=re%§= £(9(3).9'()



3° ENCONTRO — 1804/01
Calculando a derivada de umafuncéo y=f(X):
1) dy=f(x+dx)—f(X)
2) +dx

3) f'(x)zre%%

Qual aderivadade y=senx?

dy=sen+dx)—senx
dy=senx.cosux+sendx.cosx—senx
dy=senx(cosdx—1) +sendx.cosx
dy _ senx(cosdx—1) N sendx.cosx

dx dx dx
cosdx—lz 0
dx

sendleD SenOIX(:osxzcosx

dx dx

. dy dy [dy O
Entdo, ——=0+cosx - ——=cosx. Logo f'(x)=re =COSX.

dx dx 9o F(=reqy

Para melhor enxergarmos as relagdes entre os infinitésimos.
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COS X

sen(x+dx)

Sen x

1-cosx

dx

-senx T1

sen (x+dx)

Primeiro
zoom
infinito

zoom
infinito

1-cos dx

Segundo

A
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4° ENCONTRO - 2504/01

Qua a aea #aixo de uma arva?
Vocé pode dividir o seu intervalo em n subintervalos, e depois passar o limite, mas
abaixo segue uma outra forma:

et dxdy ° "dxdy °
A—{dA~£ f (x)dx+T —{ f(x)dx+£7~£ f (X)dx

Se F éuma aiti-derivadade f , entdo F'(x)=f(x).
b b b

A=}f (x)dx:}F '(x)dx:}dF -E; dx:IdF —IEF dxzde
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F
F(b)
/
P
F(x)
F(a) ~—
a X b

b

A=[dF =F (b)-F (a)

Az}f (x)dx=F (b)-F (a)
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Encontro de Preparacdo— 20006/01

Apds, exatamente, um més e vinte e @nco dias da rediza¢a do Ultimo encontro, reuni-
me m o0s alunos novamente. Nesta éoca 0s alunos ja estavam trabalhando com limite,
definicéo de derivada e diferenciais, nas aulas regulares de Calculo. A reunido ocorreu no
laboratorio didético de computadores da Fisica O locd escolhido foi este, pois, assm, o
computador estaria adisposicéo, caso os alunos predsasem. Este encontro teve o objetivo de
saber 0 que havia ficado para os alunos do que foi discutido e ensinado durante & quatro
sesPes de Caculo Infinitesmal. As concepcdes infinitesmais haviam mudado? Alguma
concepcao foi aaescentada aimagem concetua de um certo conceto? As dificuldades e aros
persistiam?

As principais atividades que ocorreram no encontro de preparacé foram:

- Resolugéo da questéo da prova, pelo aluno que optou por infinitésimos.

- Revisdo dostopicos vistos.

- Tentativa de demonstrar aregra do produto.

Antes dos aunos comecaem a trabalhar, expliquei por que ete encontro estava
ocorrendo e o que queria que des fizesem.

Raquel - E importante que vocés sibam do objetivo deste encontro. Desde o inicio,
eclared que estava redizando minha pesquisa. Depois dos 4 encontros que tivemos, onde
trabalhamos com alguns concetos de Calculo Infinitesmal, chegou 0 momento de vocés
mostrarem o que ficou de tudo is®. O que garece neste acontro e na gresentacd®d é
fundamental para minha pesquisa. As respostas devem vir apenas de vocés. Dessa forma, ndo
adiantard me perguntar se dgo esta ceto ou errado. Eu ndo vou responder. Do contrario,
estaria interferindo no pensamento de vocés, em suas respostas. 1S ndo serve para o trabalho
gque estou desenvolvendo. Os erros e a divergéncias entre vocés podem aparece. Isto sera
importante para mim. N&o tenham medo de arar e de ndo saber responder a possveis
perguntas dos colegas. Se vocés tiverem dlvida sobre dgum asaunto podemos conversar
depois da gresentacd. Ontem [na aula regular], vocés pareceam um pouco recesos quando
falei que eam vocés quem fariam a goresentac@®. Falar em publico € muito importante. Vocés
terdo que faze uma goresentacd no final do ano. A Profa. Miriam solicitou como uma das
posdveis notas para o curso. Vocés poderdo apresentar trabalhos em congress. E bom ja

comeca com esta prética Os quatro estaréo na frente da sala, no quadro.
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No dia 30/05/01, aturma fezuma prova en que uma das questdes dava apossbili dade
dos aunos optarem por resolver via infinitésimos ou via limite. A questdo era aseguinte: A
equacio que descrevea distancia percorrida pa um objeto € dada po S(t)=—4,9t* +50,
justifique pela via dcs limites ou pela via dcs infinitesimais por que a funcdo vdocidade é
v(t)=-9,8t m/s. Outra questdo interessante, que poderia revelar alguma ncepcéo
infinitesimal foi a seguinte: O que \océ entende pela expressio. O limite de f(x) quandox
tende para aéL?

Em seguida, falei que deveriam resolver a primeira questdo adma e acolher um topico
gue haviamos trabalhado. Disponibilizé o computador e o quadro. Os aunos ainda tinham
como suporte, 0 materia que havia entregado no Ultimo encontro. Sentei ao fundo da sala e
deixei-os comeca a preparacd. Nao interferi em nenhum momento e procurel Nndo reair as
falas deles. A neutralidade e o meu siléncio foram fundamentais para a epontaneidade das

respostas. O relato apresentado a seguir foi 0 que ocorreu no encontro.

1. Resolucdoda questdo da prova e revisdo de alguns tépicos vistos

Os alunos comecaam atrabalhar discutindo a questéo da prova.

Mino — Quem respondeu por infinitésmos?

Lina— Eu s6 mencionei a palavra infinitésmo.

Lina se referiu a infinitéamos na segunda questdo adma dtada da prova. Considerou
infinitésimos como sendo as nimeros bem proximos de a.

Nanda— Eu fiz por limite.

Lugo — Eu ia faze por infinitésmo, mas ai escrevi que avelocidade ea o limite ... Ai
continuel.

Risos.

Mino — Eu fiz por infinitésmos..

Nanda— Vocé respondeu todinha por infinitésmos?

Mino — Sim.

Lugo — Ah, é s0 aplicar adefinicéo... Vai fazendo e no final pegar a parte red.

Todos concordam. Mino vai a0 quadro resolver a questdo. Enquanto is, 0s outros
folneilam o material, entregue no Uultimo encontro, e discutem o0 que escolher para a

apresentaca.
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Lugo — Quem vai pegar aguela parte do seno e msseno?

Lina— Nossal A gente ficou meia hora para descobrir aquilo.

Lugo —Mais. A gente cmmegu num dia e achou no outro [2° e 3° encontro].

Nanda — Seria interessante falar das retas, curva paralela atangente. E legal.

Lina—Zoom. A Miriam até comentou, né?

Nanda — Tem que escolher uma misa menos complicada de entender para passar para
todo mundo.

Nanda se mostrou preocupada an que os colegas entendesem o0 que des estariam
apresentando. Lina indicou a parte do cdculo da derivada de fungdes polinomiais, salientando
gue seria interessante dizer por que os infinitésimos para cdcular a derivada. Lugo diz que
seriainteressante mostrar as diferencas de nomenclatura nas duas abordagens.

Lina— A parte gréfica élegal, mas como a gente vai desenhar is aqui?

Lugo — Se agente conseguir explicar bem, na primeira vez para todo mundo entender...
ai serialegal!

Lina- E dificil.

Lugo — Néo édificil. O dificil &€ enxergar as retinhas no gréfico. Depois vai! Ficafadl!

Nanda — A minha divida ea ajui. Eu ndo me conformava que o seno eraigua ao dx.
Eu fiquei muito chateada, mas depois eu entendi [risos]. Essa parte gréfica aMiriam néo deu.

Lina- Foi bem geral.

Nanda— Tem os concetos de infinitésimo, nimero muito pequeno.

Lugo - A turma tem uma idéia, porque o Dimas [professor de Fisicg faa & vezes. Ele
pega faz um deslocamento infinitesimal, somatodos e faz o trabalho.

Nanda - E mas €le usa mais como um reaurso matemético para provar o que de esta
falando. Como no vetor, que de introduziu o conceto de infinitésimo.

Lina— Ah, que agente pensou que de ndo ia mnseguir.

Nanda - Que de se erolou todo.

Lugo — Ah, que o vetor acderac@® praticamente juntos. E vai ver que des 0 quase
retos.

Nanda— Essaidéiade 2oom ... A Miriam falou um pouco, né?

Lina- E.
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Lina — N&o teria nada para agente reladonar com 0 que agente esta vendo agora na
aula?
Lugo — E que isto que agente viu aqui € mais conceitual, de definicdes. A Miriam n&o
falou muito dis. E essa parte final, do ultimo dia, de integral?
Nanda — Para atar a deade baixo de uma airva.
Lina— Ah, é Que dafoi juntando, dividindo em pedadnhos.
Nanda— O Ermino [professor de Fisica Experimental] fez
Lina— E aretatangente ajui?
Mino —Vamos ver se esta ceto?
A resolucéo feita por Mino foi a seguinte:
S(t)=-4,9t* +50
dS=S(t +dt) - S(t)
ds=[-4.9(t+dt)> +50]-[-4,9t? +50]
dS=-4,9(t* +2tdt +dt*)+4,9t°
dS=-9,8tdt—4,9dt> (=dt)

@S =-9,8t—4,9dt
dt

[0SO
v(t)= Re%E
v(t)=-9,8t
Todos conferem a resolugéo.
Nanda - Temos que eplicar.
Lina— Comeca om o que é dS, por que vocésoma mm dt e depoistira
Lugo — Mas is® é definicdo! Ah, tem que falar do conjunto numérico também, dos
hiper-reas.
Mino no quadro tenta desenhar a figura dos aaéscimos (figura 1.2).
Mino — Como €?
Lina — Vocé tem o ponto P. Dava um aaéscimo infinitesmal, surgindo o P+dP. Ai
encontravao S(t+dt).

Mino — Ai sejafose @m zoom, seriaum dt assm.
Lugo — Ai, faga ainclinac® da reta. E pela definicéo, tira aparte infinitesmal e fica so

apartered.



Mino —E. O que éo dS mesmo?

Lina— E adiferenca

Mino — Ah, &

Mino fica olhando para o gréfico. Pareda que de estava mm uma sensac@® de que

fatava dguma misa. De repente, seria dgo reladonado com a inclinac@® da reta, que des

falaram.
S
S(H+ait /
as
St
0 at
b t4dt f
Figura P.1

Lina — Entdo, esses aqui sdo todos infinitésmos [apontando para aresolucéo de Mino].
Depois pega so a parte red, jaque des estdo nos hiper-reds, pega so a parte red.

Lugo — Aliés a gente tem que cmeca dizendo o que éinfinitésimo. Dizer que des estéo
numM outro conjunto NUMEérico.

Lina— Mostrar por exemplo, quando a Raquel desenhou uma reta, marcou um nimero e
agescentou uma aisa bem pequeninha...

Lugo — Nos reds a gente ndo consegue ver.

Lina- E para agente ver ...

Nanda - Se agente tivesse uma definicéo ...

Lugo - A gente tem: infinitésmo é um nimero menor que qualquer nimero red
positivo.

Eles concordam.

Lugo — O zero € o Unico nimero red que éinfinitésmo. Essa € aintroducéo.

Nanda — A gente podiaintroduzir o conceto de infinitésimo. Fala do conjunto dos hiper-

reds e depois passa para aquestdo da prova.
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Mino — Ou como a gente grendeu, através do exemplo, que foi o X°. Af a gente pode
pegar a questéo da prova cmo exemplo.

Lina— Tem que explicar por que agente pega aparte red.

Outros, rindo — Ah, porque é

Lina—"“A gente pega aparte red”. Ai pode ter aguém que pode perguntar [ironizando]:
Por qué?

Risos.

Lugo — Porque o resultado que agente vai usar ndo vai ...

Nanda — Alterar.

Lugo — Né&o, ndo € que va dterar é que ndo va ter utilidade a gente pegar o
infinitésmo.

Lina— A gente tem que falar que étéo pequeno que ndo altera o... Eu tenho certezaque
vai ter um pentelho que vai perguntar: Por qué?

Lugo — Eu atéja sei quem.

Mino — O Lugo vai apresentar, entdo ndo vai ter ninguém para perguntar.

Risos.

Lugo - Eu sou perguntador mesmo.

Nanda— A gente tem que usar as palavras certas.
Mino — % ndo eigual a —9,8t. Ele & gproximadamente. Para ser igual vocé...

Lina— Tem que acescentar um infinitésimo.

Mino — E.

Lugo - A gente pode @é mostrar uma mmparacd® entre o método por limite e por
infinitésimo. Para poder dizer que existe uma...

Lina— Semelhanca

Mino e Lugo - Is.

Lugo — Aliés, essa parte émuito paredda.

Nanda — A gente podia faze essas contas através do limite, porque o pessa fez pelo
limite.

Lina — Porque o limite quando x tende a a, vocé eta pegando os infinitésmos

proximos de a.



Lugo — x tende aa. Estadiferenca eitre os dois € um infinitésmo.

Lina- Essa parte da parafaar. E legal.

Mino — Essa parte do seno talvez sejainconveniente falar.

Lina- E, é dificil de desenher.

Mino — N&o por is®. Acho que va ser dificil deles entenderem. Lembra que foi uma
brigais?

Nanda— A Miriam colocou isto no quadro, lembra?

Lina— E, mas ndo foi bem assm. Aqui € pequenininho.

Lugo — A gente pode comentar por cima esta parte emanda ver.

Mino — A gente provou aregra da soma, do produto.

Nanda - Masis tem no livro.

Mino - Mas a gente provaria pelos infinitésimos.

Lugo - A gente pode faze iso sim. Eu vi a demonstracé da regra da caleia no livro.
Nossal Duas paginas!

Lina— E aqui é mais fadl es® jeito, né?

Mino — A gente podia usar o retro-projetor para mostrar eses aaéscimos.

Nanda — E, faz umas transparéncias ...

Lina - O problema que ai vejo € que au adho que vai ser dificil eles entenderem. Porque
agente demorou para entender.

Lugo — S6 que au acho que gora agente ja sabe como chegar |a. Entdo, a gente pode
orientar aturmatoda para chagar la.

Risos.

Lina—Vocé quer influenciar!

Lugo — Ah, que que tem? Tem que ser assm.

Lina— Ah, mas é des que tém que enxergar.

Lugo — Se perguntarem que por que tem que ser assm, a gente diz que tem que ser!

Nanda- Tem que confiar!

Risos.

Lugo — E mas eu adho que o pesa ndo gosta muito de demonstrar.

Lina— E, pelo menos, eu dsperso!

Mino — E mas a gente podia faze.
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Lina— SO que dispersa.

Nanda — O problema de demonstrar é que o profesor prova que a<b, etc. E iso! Uma
coisa mecaica

Mino — Tem aintegral também.

Lugo — A gente tem que falar um pouco de tudo que agente viu.

Nanda - Acho lega a gente pegar um tema e omentar sobre de. Se for a integral, a
gente pode faze a demonstracé graficaque aprofesora fez, achar a aea enbaixo da airva,
VOCévai usar 0 mesmo conceto dali [infinitésmo].

Mino - Qual o problema?

Nanda - Ah, se sai de derivada evai paraintegral?

Mino - N&o vai demorar muito.

Lugo - Também acdho.

Nanda - O problema ndo é demorar, e Sm se arolar.

Lina- Eu n&o lembro!

Mino - Eu também né&o

Nanda - Integral é o ultimo desenho.

Lina - Eu s6 lembro do negdcio de dividir em pequenos pedadnhos, somar e atar a
areatotal.

Lugo — A gente ta discutindo e ndo estamos chegando em lugar nenhum.

Mino - Calma Lugo, cdma.

Risos.

Lugo — Se vocés quiserem que el me arisque afaze a derivada do seno eu fag. O
problema éo grafico. Porque ayui € paralelo e ndo é paralelo, € arvo, mas € paraelo.

Lina— Mas es grafico ndo vai da parafaze.

Lugo - D& parafaze numa transparéncia.

Comecan a discutir sobre aderivada do seno. Lina ndo lembrava mais por que havia
surgido o coseno no desenvolvimento algébrico. Os colegas falaram sobre aregra do seno de
uma soma.

Lina— Vocélembra por que que o cosdx é bem proximo de 1?
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Lugo - Ah, é s faze o circulo. Se vocétiver bem pertinho [arco perto do zero], se vocé
for chegando cada vez mais perto, esta linha [linha do cosseno] vai correr para cajorigem do
circulo]. Quando estiver bem pequeninho vai estar bem proximo de 1. Essa € a gplicaca.

Lina- Como é essa histériade arrer?

Lugo — O coseno ndo € aprojecd do arco? Entdo vocé vai diminuindo o arco, a
projecé vai aumentando. Vai chegando cada vez mais perto de 1, pertinho de 1. E 0.000...

Mino - Essadiferenca €0 1-cosdx .

Lugo - Va ser infinitesmal. Aqui € amesma misa, sendx € groximadamente igual a
dx . S8 numeros bem pequenos. Dividindo um pelo outro vai dar préximo de 1.

Nanda— E o ultimo [zoom] foi 0 que deu problema.

Lugo — E. A dlvida que agente teve éver que dx era groximadamente reto e que ga
aproximadamente igual ao seno também. O arco é praticamente igual ao seno do angulo.

Lugo pareda estar por dentro do asunto da deriva da do seno, mas Lina ndo.

Mino — E essa parte vai ser complicada.

Lugo - E, vai sO ver. A gente vai passar rapidinho pelas definicbes e vai chegar agui e
va empaca.

Mino — E, mas vamos tentar.

Lina — E a gente tem que falar para des que agente teve dificuldade, que ndo foi t&0
fadl, como a gente vai explica.

Mino — Tem que falar também que a gente teve uma vantagem sobre des, porque
ficamos bastante tempo pensando nisto. Uma semana quase.

Os alunos, quando se econtravam, discutiam sobre 0 asunto.

Lina — Eu acho que des ndo vao entender muito bem is ndo. Eu tive dificuldade para
entender iS.

Mino — E que agente teve tempo para pensar.

Nanda — E ainda agente teve o reaurso do computador também. A gente ia evoltava, ia
e voltava

Lina— Eu tenho medo do pesal perguntar e agente ndo souber responder.

Mino — Mas s ai vai amntece. Certo. Mas & agente ndo souber ...

Os aunos comentaram um pouco sobre o zoom no ponto final do arco x+dx, na

derivada do seno. Dissram que preferiram 0 zoom no ponto A mesmo. Tavez porque
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trabalhamos pouco no outro zoom. Concluem que vao mostrar a derivada do seno. Comeca&do
com a questdo da prova, mostrando um exemplos de derivada via infinitésimos.

Nanda — Mas a gente tem que ver as notagdes que estdo sendo usadas. O aproximado,
que ndo éigual.

Mino - Para limite, 0 que gente usa no dia adia [nas aulas regulares), % ja éigua a

derivada.

Nanda - Por is® faze primeiro por limite. Seria interessante porque a maioria do
pesal fezpor limite.

Mino - Ent&o agente explicao infinitesimal. Faz por limite edepois por infinitésmo.

S(t+At)-S(t)
At '

Lugo - O dt estano lugar do At quando tender a zeo.

Lugo - Porque por limite agente faza v(t):Litm0

Lina—Is0.

Lugo — E que por limite, a professra ja estafazendo la

Lina— Eu ndo lembro bem de aMiriam ter explicado muito de onde surgiu esse t+At .

Mino — Ela falou sm. Na verdade foi o Dimas que falou que agente ia dhegando mais
perto, que o At iatendendo aO.

Mino explicou apontando para o0 desenho do quadro e fezque 0 P+dP dedizese aé

. L . Ay . . ~ s
Mino — E 0 negdcio de wrtar 0 Ax [no desenvolvimento de A_y] € porque 0 Ax ndo é
X

zero. Vocé garante que o At ndo éigual a zeo, por isD vocé pode @rtar. Tem que falar esss
coisas. Ai vocé mmpara mm o infinitésmo. Vocé garante que ajuele infinitésmo ndo é zeo.

Vocé pode oortar, dividir. Mas a gente tem que falar dessas notagdes.
Lugo — Eu li que no % o d foi Leibniz quem introduziu para representar 0s pasos

bem pequeninhos, esss infinitesimais.

Mino — Bom, acho melhor faze por infinitésmo e depois comparar com o limite.

Lugo — Olha gente, o desenvolvimento dos cdculos € igual. O que muda éo dt que vai
ter um At ou um h. SO quando chegar neste ponto [parte red] é que agente explica Vai ficar

diferente.
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Lina—E o que au ds=. O limite équando vocé esta pegando os infinitésimos mesmo.

Lugo — Eu li num livro uma definicdo assm. O infinitésmo de uma funcéo é quando ela
tende a zeo num dado ponto. Quando elatem por limite zeo hum dado ponto.

Mino — Mas adho que d € adefinicéo de limite.

Nanda — E a gente viu o conceto de velocidade instantanea E no instante.

Mino — Eu adho pertinente agente faze a mmparaca.

Lugo — E ainda, a gente pode dizer que agente usala que % € uma notacé. A gente
X

pode mmentar que éuma notagd, mas tem um sentido de divisdo. Que €0 que agente vai
faar. Um aaéscimo no x eumno Y, e dividindo um pelo outro vocé ada aderivada. Mas o
livro do Swokowski [adotado como livro-texto na disciplina de Célculo do curso de Fisicd
também fala que éuma divisdo, quando trabalha com os diferenciais.

Durante aorganizac® dos itens da gresentacd, os alunos olharam para afolha das

definicdes e notagdes, e lembraram que para cdcular a diferenca eitre areta tangente e a

2
curva x foi dificil. Nestafolha, lembraram de mais diferencas entre & abordagens.

Nanda— % € aquase-derivada.
X

Lina — E porque vocé tem ainda, neste quociente, a parte infinitesmal. Depois, é na

derivada que vocé pega parte red.
Mino — Vocé ndo pode falar que % eigua a v(t).
Lina— E aproximadamente igual.
Lugo — E que quando é por limite, % € um nimero que tende aoutro. E esse tende

desconta. Ess tender a gente diz que é E ai no caso dos infinitésimos, dizer que tende, diz
que adiferenca éum niimero muito pegqueno, que agente desconsidera. E praticamente igual.

Na mesma folha, alguns infinitésmos estavam representados por &. Mino lembrou,
entdo, da definicéo de limite.

Mino — A Miriam pasou por cima diss.

Lugo - Tem no Swokowski. E um &, um &, para dma, para baixo.

Mino - Iso é muito complicado.
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2. Regrado produto
Passaram, posteriormente, as regras de derivacé®. Lugo diz que & regras $0 pareddas
nas duas abordagens.
Lugo — Numa vocé groxima para zeo e naoutravocétira os infinitesmais.
Ficaam procurando pela regra do produto. Mino estava ceto que tinhamos
demonstrado. Deddiram tentar desenvolvé-la no quadro.
h(x)=f (x).9(x)
dh=h(x+dx)—h(x)
Lina ndo entende porque escrever —h(x). Mais uma vez da tem problemas com 0 quase

diferencial, ou aaéscimo infinitesimal, como ela prefere dhamar. Além dis®, ela sugere uns

procedimentos algébricos errados envolvendo f(x) e g(x). Lugo fazum desenho e explica a

diferencainfinitesimal.

h(x+dx)-h(X)
dx

Figura P.2
Explica

h(x+dx)—h(x)

Lugo — Parafaze ainclinacé vocé predsa faze q
X

. Agora vocé vai pegar

os valores e vai subgtituir nafuncéo h(x) que € f(x).g(x).
Lina diz que entende e ées prosseguem a prova.
dh=f (x+dx).g(x+dx) - f (x).g(x)
Lina sugere para dividir por dx, mas Lugo diz para faze is® no final. Ele lembra da
demonstracé desta regra por limites, e diz que tem uma “sacalinha” de somar e subtrair por
um mesmo numero, mas que ndo lembra qual. Como Lugo ndo lembra cmo esta no livro,
Mino sugere uma “ladroagem”: partir de onde querem chegar. Engracalo que Mino afirma

gue nos fizemos a prova an um dos encontros. Mino escreve:
(f (x+ )= £ (9)g(x) +(g (x+ ) - g (x9) F (%)
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Sugere dividir por dx, mas depois desiste. Eles tentam faze o que Lina sugeriu no inicio da
prova
dh=h(x+dx)—h(x)
dh=[f (x+dx)— f () ][g(x+dx)-g(x)]
dh=f (x+dx).g(x+dx)— f (x+dx).g(x)— f (X).g(x+dx)+ f (x).9(X)
Lina pensou em dh=df.dg, como fez na derivada da soma, no segundo encontro,
dh=df +dg.
Lugo — Acho que isto néo vai dar certo. Porque se vocé pegar f (x+dx)—f(x) e dividir
por dx, vocé ja vai ter a quase-derivada. Depois de tirar o infinitésmo vocé vai ficar com
f'(x), e amesma wisa par aoutra. Entdo vai ficar f'(x).g'(X) e agente sabe que ndo € es 0
resultado.
Os outros alunos relutam em entender o que Lugo diz. Ele tenta mais uma vez, mas ndo
adianta.
Lugo — Ja que ninguém me ouviu, eu retiro.
Lina sugere mloca termos em evidéncia. Lugo muda de idéia e aba que pode dar certo.
dh= f (x+dx) (g (x+c) = g(x)+ f ().(9 () - g(x+dx))

Nandalocdizaum dg . Por causa do sinal de menos na segunda parcda, escrevem:

dh=f (x+dx) (g (x+dX)=g(x))- f ().(~g () +g(x+dx))
Lina sugere wlocar dg em evidéncia, mas logo percebe que vai voltar em dh=df .dg .

Lugo — Estou falando. Ninguém me escutal
Nanda— Mas a gente tinha que tentar.

Todos riem e pedem cdma a ée. Ele sugere @andonar a demonstracé® para ver num
livro como se faz Passam, entdo, a faze a prova derivada de uma soma, para ver se tém
algumaidéia.

h(x)=f (x)+g(x)
dh=h(x+dx)-h(x)
dh=f (x+dx)— f (x)+g(x+dx)—g(x)

Lina— Né&o pode faze is.

Lugo — Por qué?

Lina— Vocédis que ndo podia aites. E a mesma misa.

Lugo — SO que di é soma. La émultiplicac®. E diferente.
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Mino — E diferente?
Lina- Eu ndo enxergo is.

Lugo sereferia adh=df +dg e dh#df.dg . Tenta explicar, mas, de novo, os colegas néo

entendem. Enquanto ele explicava, Mino havia trocado o sinal de alicéo pelo de multiplicacé®
e voltado para o caso do produto. Todos ficam confusos.
Mino — A gente estd se drapalhando na fungéo. N&o € nem questdo de infinitésimo. Néo
erapara agente ter empacalo nisto.
Lugo — Treina ada soma.
Enquanto Lina e Nanda tentam resolver cada uma do seu jeito, Mino e Lugo no quadro
escrevem:
h(x)=f (x)+g(x)
dh=h(x+dx)-h(x)
dh=[f (x+d) = F (9] +[g(x+cx) g (1]

Elesfizeram dh=df +dg . N&do cdcularam o valor numérico para afuncéo h.

Mino — Pronto.
Lugo — N&o. Ai vocé tem que tirar a parte infinitesmal. Ai vocé tem a quase derivada.
Lembra das definicbes? Lembra que na questdo da prova vocétirou a parte infinitesimal ?

Os dois olham o material que @mntem aresolucéo e riem para canera. Mino escreve:

\ [ohQ
h'(x)= ReEEXE
h'(x)=f"'(x)+9'(x)
N&o sel se ompreenderam ou copiaram da folha.

Mino — E ai meninas? Chegaram em alguma @isa?
Lugo — De repente, a gente descobre um novo teorema.
Risos.
Mino — A gente ndo sabe nem substituir funcéo.
Lugo — Muitas coisas $0 descobertas por acaso.
Eles tentam faze a regra da caleia. Lugo acompanha na folha e Mino fica tentando

faze sem olhar.



h(x)=f (9(x))
dh=h(x+dx)-h(x)

dh=f (g(x+dx))-f(9(x))

Mino — O que vocé ata?

Lugo — Esta ceto, mas ndo € 0 que eta ajui.

Lina— Eu adho que esta ceto. Vocé substituiu.

Mino dhou afolha.

Lugo — Acho melhor a gente preparar bem estas demonstragdes para a gente néo
empaca nahora. Ter um papel escrito do lado, com posdveis perguntas que venham afaze.

Mino — Acho melhor a gente ndo falar neste asaunto.

Risos. Lina me olha. Mino desiste da regra da caleia. Todos passam a trabalhar com a
regra do produto. Lugo lembra que ndo comentaram sobre 0s nimeros infinitos.

Lugo — Infinitésimos 80 0s nUmeros menores que oS reds positivos e os infinitos o os
malores que os reds positivos. Teve um dia que o Dirceu [um colega] estava perguntando para
aMiriam o que gao infinito. Que infinito era umaidéia meio esguisita.

Nanda — A gente também. Saia dos encontros vigando. Lembra ajuela vez do
cronémetro?

Lugo — Ah, vamos falar sobre isto também.

Risos.

Nanda— N&o, ese d € um problema. Mais um!

Mino volta a regra do produto e fica pensando, indignadamente, como faze a
substituicéo de h(x+dx)—h(x).

Lugo — Gente. Isto € aquele macde que ai ndo estou lembrando.

Nanda— Como € que fazam isto com a gente!

Mino continuava indignado por ndo saber como substituir.

Mino — E se agente tentar um exemplo numérico?

Lugo — Tenta 4.

Nanda— A gente ja sabe onde quer chegar, is© induz agente.

Lugo — Quando a gente faz demonstracé®, a gente tem que faze vendo que agente tem
que dhegar nagquele negdcio.

Nanda— A gente induz. Se vocé ja sabe o resultado de um exercicio, vocé excaminha.
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Lugo — Ent&o, € is. Quando a gente resolve um exercicio “demonstre aférmulata”, é
IS 0que agente faz

Depois de um siléncio, Nanda que @nclui que & demonstragdes ndo eram téo
importantes para serem nostradas. Aviso que faltam 5 minutos para acéar o encontro e des
resolvem dividir astarefas para a gresentacé.

Lina— Acho que cala um vai complementando afalado outro.

Nanda— E. E agente tem que falar bastante da parte introdutoria.

Lugo e Mino — Essa é amais importante.

Nanda - A gente estuda & coisas que a gente tem. N&o predsa mostrar todas as
demonstragdes. A gente ndo predsa demonstrar todas elas. A gente demonstra ediz que &
outras partem do mesmo principio.

Lugo — Parte do mesmo principio. A gente partiu do mesmo principio e ndo saiul

Risos.

Mino — O problema foi a funcéo.

Lugo — Acho que ndo. A gente sabe onde quer chegar, mas ndo sabe cmo chegar.

Nanda— E ado seno?

Lugo — Eu pos® faze. Eu fiz ado cosseno também. Eu pos apresentar.

Mino estava eperando a Deinha dedigar a canera para saber uma @isa muito
importante para avida dele.

Deinha— E agora que &l n&o vou dedligar.

Raquel - O que &

Mino — N&o, é au queria saber como se resolve aderivada do produto!

Os alunos fizeram varias comparagdes entre & abordagens infinitesimal e do conceto de
limite. Algumas dificuldades persistiram, principalmente wm o trabalho com o zoom. Eles
demonstraram estar preocupados em apresentar 0s topicos de forma que os colegas

entendessem. Creio que desvao se econtrar no meio da semana para estudar.



Encontro de Apresentagcdo— 2506/01

O encontro de agresentac® foi redizado na segundafeira, apdés o encontro de
preparacd®, na sala de aula regular de Calculo, no horério de aila. O objetivo e a questes de
interesse deste encontro sdo as mesmas do encontro de preparacd. Este momento também era
a dhance de saber 0 que persistia ehavia mudado em termos das concepgoes infinitesimais dos
alunos. Um interes<e difere dos apresentados para o0 encontro de preparacé. Na gresentacé®
dos quatro alunos, os colegas e profesra poderiam faze questionamentos a des. Estes
guestionamentos seriam importantes para saber a reac® e o tipo de respostas dos quatro
alunos, e o contexto em que & perguntas estariam inseridas.

Interferi neste encontro apenas ao apresentar a turma o que os alunos iriam faze. Depois
deste momento, apenas fiquel observando e fazendo anotagdes ©bre a @resentacd. As
principais atividades do encontro foram:

- Apresentacé dos infinitésimos e do conjunto dos hiper-reds.

- Redizac® daquestéo da prova.

- Regrada caleia eda soma.

- Céculo da derivada do seno. Para gudar nas justificagdes os alunos desenharam o

resultado dos zooms em folhas grandes, para que os colegas e profesora pudessem
enxergar.

Apresento, agora os detalhes destas atividades.

1. Apresentacao dos infinitésimos e do conjunto dos hipereais

Nanda — N&o sei se vocés observaram que agente ndo ficou algumas vezes na aula om
VOCEs, justamente porque agente ficou no laboratério com a Raquel. Ela nos mostrou coisas
muito interessantes para nos da parte de Calculo, que sdo os infinitésmos, que €um universo,
pelo menos na minha opini&o, um universo bem diferente, uma visdo muito diferente do que
aquela que agente vé todo dia. Porque sdo numeros tao pequenos, tao pequenos, e Ndo Sao 0
infinito, ndo chega aser o infinito, s80 NUMeros muito pequenos, infinitamente pequenos, (...)
as vezes vocé pode faze umas viagens e vocé ndo consegue degar em lugar nenhum, por
exemplo: se vocé pegar um crondmetro e comeca a aonometrar o tempo que vocé leva para
chegar na sua caa, vocé pode perceber que de nuncavai sair do zero, ou sga, VOcé nuncavai

chegar nasua caal Pelo tempo, se vocéfor marcando o tempo.
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IS provoca risos na turma inteira, inclusive, nos apresentadores. Alguns colegas dizem
“Zendo, Zenad', “Isto é Zendd'. Nanda mntinua.

Nanda - Vocé ficamarcando e de nuncavai sair do zero. Entdo vocé mmeca gperceber
gue os numeros 0 infinitos e pelo fato de serem infinitos iso atera bastante entdo vocé
comeca apensar neles, nese universo que os infinitésmos fazem parte, tem até um conjunto
espedal, que sdo os hiper-reds, que os infinitésmos fazem parte.

Lina - Eles ndo fazem parte dos reds. Eles fazam parte dos hiper-reds.

Lugo — Nos reds ndo existe. Esss hiper-reds contém 0s nimeros reds, 0S nUmeros
infinitésimos, que sdo infinitamente pequenos os numeros infinitos, que sdo infinitamente
grandes, e & mdnadas, que daqui a pouco a gente falao que &

Turma—M®o7? O que que € Ah? Monicas?

Risos. Lugo desenha umareta (a dos reds) e marcao nimero 2.

Lugo — Se ai chegar bem proximo de 2, esses pontos € 0 que se chama de ménada.
Monada do 2 sdo os numeros infinitamente proximos de 2. A diferenca aitre des € um
infinitésmo. Entenderam?

Risos.

Nanda - Se vocés ndo entenderam, perguntem, a gente tenta explicar. Porque ess
conceto cada um assmilou de uma forma. Se vocé pegar 0 1, por exemplo. Esss nimeros
gque estdo proximos dele € ambénada do 1. Mdnada €uma notagcé. Esses nimeros que estdo
aqui [fazum circulo ao redor do 1, marcado numareta] estdo namdnadado 1.

Profa. Miriam — Seria 0 mesmo que aidéia de vizinhangca?

Nanda—E.

Lina — E, também quando a gente trabalhou com limite, vocé falava quando tende a
Ese tende € quando vocé pega 0s nUmeros que estdo proximos, Vocé eta pegando os
infinitésimos. Entdo sdo os préximos, quando tende g es<e tende sdo os infinitésimos.

Lina eLugo - A diferenca éum infinitésimo.

Nanda - E um nlmero muito pequeno, ndo chega aser 0 nimero, mas é um nimero bem
proximo dele. Se agente assmilar a idéia de limite, essa idéia ficamais clara porque agente ja
viu aidéa de limite. E aidéa de limite vinculada aidéia de infinitésimo fica muito mais clara.
Quando diz “ah, um nimero proximo, X tende aesse nUmero”, ele tende a ate nimero, mas

nao chega no numero.
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Lina- E namonada do nimero.

Nanda - Na vizinhanca do nimero. Ent&o fica mais claro para perceber. Tem um lado
historico dos infinitésmos. Ele foi vinculado ao Caélculo Diferenciad e Integral, ao
desenvolvimento do Calculo.

Lugo — No séaulo XVl eles comecaam a usara este termo infinitésmos. SO que o
significado era diferente do que se usa hoje an dia. Foi mais recaitemente, um metemético
chamado Cauchy que deu a definicdo que se usa hoje.

Provavelmente des pesguisaram em livros.

2. Realizacdo da questao da prova

Mino — Agora al vou faze a questdo da prova. Como foi anunciado, ela ea para ser
feita dravés de limite epara quem trabalhou com a Raquel, através de infinitésmos. Primeiro
eu vou faze por infinitésmos e depois vou comparar com o limite.

Para lembrar ao leitor, a Profa. Miriam diss que os alunos poderiam optar, e ndo como

2
Lugo dise. Mino escreve S(t)=—-4,9t +50.

Mino — Era uma funcéo do espag pelo tempo. Pedia para vocé dar a derivada, para
chegar numa euacd® da velocidade em fungcédo do tempo. Como vocé va tratar nos
infinitésmos?

Mino desenha um grafico qualquer do espag pelo tempo e explica primeiro como a

derivada é dordada no contexto do limite.
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X X+tAX ()
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Figura Al

Mino — O que agente faza por limite? O que seria aderivada? Seria areta tangente a
este ponto. Vocé ia pegando um intervalo Ax e ia groximando este intervalo ao ponto. Vocé
iatendendo o Ax ao valor zero. Entdo limite de Ax tendendo a zeo.

Lugo — Es® nimero x+Ax vai ficar cada vez mais proximo de x. Ele vai entrar na
monada de X.

Mino — Is. Ent&o, o0 que agente fazcom os infinitésmos? A gente ja pegaum dx, que
€ arepresentaca de infinitésmo. 1s ndo consegue identificar nareta dos reds.

Mino, entdo, desenha umareta emarcaum ponto X.

X

\

Figura A.2
Mino - Se vocé quiser dar um aaéscimo infinitesmal a es nimero, vocé tem que dar
um zoom nesta parte [perto de x], para groximar. Ai vocé estara vendo areta dos hiper-reds,
paraidentificar o aaéscimo infinitesimal, que seriao dx que al estou chamando.

Mino retorna aseu desenho inicial, e faz dgumas mudancas.
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[S] A
S(t+at)
dS
S()
dt
x t+dat (1)
Figura A.3

Mino — A derivada seria o coeficiente angular da reta tangente. Vocé vai ter, como séo
nUmeros muito pequenos, Vocévai ter um dS eum dt .
Mino inicia o cdculo algébrico.
S{t)=-4,9t +50
dS=S(t+dt)—S(t)
Mino — Primeiro a gente cdcula o dS, depois a gente divide por dt, para ter o
coeficiente angular dareta.
Lina— A gente chama es® dS de quase-diferencial.

Mino — E depois eu vou falar sobre is.

0 2 0O 2 C
dS==49(t+dt) +505=4,9t +50
gast+a) +50g g =

2 2 2
dS=-4,9t -9,8tdt—4,9dt +4,9t
2
dS=-9,8tdt —4,9dt

Lina— Naredidade, se agente fizer por limite, vai chegar na mesma misa.

Mino — E. Ai, depois a gente divide toda expressio por dt, para a abar ainclinaga.

2
dS=-98dt-4,9dt  (=dt)
s _

—=-9,8t—4,9dt
dt
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Lugo — Es= quociente entre esss dois infinitesmais € o que agente dama de quase-
derivada. Por que quase-derivada? Porque anda tem ess pedaqo infinitesimal aqui [ —4,9dt],
gue agente vai desconsiderar.

Lina— Quando a gente faz aderivada agente sO pega aparte red.

Lugo — SO apartered.

Nanda — Porque os infinitésimos, neste cao, ndo vao faze tanta diferenca

Lina- Porque des s0 infinitamente pequenos.

Nanda - Porque des s0 infinitamente pegquenos ndo vao influenciar tanto o resultado.
Entdo eles podem ser, ndo desprezalos, mas ndo contados, ndo incluidos nesta conta.

Lina- SO vai pegar osreds, aparte red.

Colegal - Existe dgum exemplo que vocés tém que mnsiderar esses infinitésimos?

Nanda — Depende do cdculo que vocé ettiver fazendo.

Lugo — Este cao da derivada néo.

Lina— Aqui agente SO vai pegar a parte red.

Lugo — Por exemplo, na derivada vocé s6 vai trabalhar no conjunto dos nimeros reds.
Entdo, esse nlmero aqui, € um infinitesimal que Nos NUmeros reds, ndo existe.

Colegal — Mas existe dgum exemplo em que se usa es infinitésimo?

Lina— Acho gque vocéteriaque estar trabalhando comos *[J .

Nanda - Ou entdo com particulas extremamente pequenas que qualgquer alterac@® possa
afetar o resultado que vocé quer. Se vocé etiver trabalhando com, por exemplo, raios ou
particulas sibatdmicas, pode ser que es infinitésmo sga incluido na @nta. Agora, ese
cdculo € sd ness universo muito pequeno, como 0 dos nimeros infinitesmais. Ai pode ser
gue s nimero sgja mntado.

Mino continua aresolugéo.

[OSC
v(t):ReEaE

Um colega 2 pede sobre mais uma alicac® da Fisica Por causa do barulho, ndo
consegui entender o que de havia dito. Era dgo reladonado a temperatura.

Nanda — Ent&o. Ness cao, ess infinitesmal, que ayui foi desprezalo, vai ser incluido
nesse. Depende da expressio que vocé estiver usando.

Lina - Depende do cdculo.

22¢



Nanda — Se vocé etiver usando na termodinamica ou se for na dilatacé, que tem
aquelas formulas de dilatacé, ess infinitésimo vai faze muita diferenca

Lina — Depende da influéncia do infinitésimo no cdculo. Aqui o infinitésmo ndo vai
influenciar tanto, em outros vai.

Nanda - Se vocé estiver cdculando o coeficiente de dilatac@® de uma barra de ferro
numa ferrovia, no amplamento de uma barra aoutra para permanece unidas, para juntar os
trilhos, ese infinitésmo vai faze muita diferenga naquela dilatag& do ferro. O infinitésimo
néo pode ser desprezalo, sO que neste cao a gente SO quer a parte red, para poder encontrar a
inclinacd dareta, que €o v(t) que agente quer.

Lina- O infinitésmo existe, ele esta d, mas neste cdculo sO interesou a parte red.

Nanda — Depende do cdculo. Ele € muito importante, tanto que tem até um conjunto
espedal para de, que sdo s hiper-reds.

Mino — Entdo, voltando para c§ a gente vai pegar sO a parte red da divisdo. Foi falado
que o infinitésmo faz parte dos hiper-reds. Ele seria essa parte ajui [aponta goenas para dx].

Lugo — Um ndmero red vezes um infinitésimo da um infinitésimo.
. ~ , . . ds .
Mino — Entdo a gente tem que Vv(t) é groximadamente igual a o mas ndo igual como

no Calculo que agente esta gprendendo aqui, que mnsideraigual.

ds
V(t)=—
(t) o

Mino — O que falta para que ocorra ess igualdade éum infinitesmal.
Lugo — Que € adiferenca aitre des.

ds
V(t)=—+¢
O=4

Lina— Na passagem de cala groximacd para aigualdade vocétem que acescentar um
infinitésimo.
Lugo — No limite, a gente trabalha com os reds. E nos reds os infinitésmos ndo

existem. Entéo a derivada da funcé e esse quociente % sd0 iguais. Mas quando a gente vai

para os hiper-reds, onde os infinitésmos existem, ndo S0 iguais, sd0 aproximadamente
iguais.
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v(t)= Reg"lf Eﬁ v(t)=—9,8t

Lugo — Ent&o é essa aresolucéo pelos infinitésimos.

Profa. Miriam — Por que vocé diama dS de quase-diferencial?

Lina— Porque jando é aderivada

Profa. Miriam — L& [no gréfico], o dS é adiferengcana fungéo entre S(t+dt) e S(t) ou
ele esta na reta? Porque di [no desenvolvimento algébrico] vocé disse que ea a diferenca
entre dois pontos da funcéo. Ele éigual mesmo ou é groximado?

Lugo - Para vocé ver o quase-diferencial vocé teria que dar um zoom. Ai seria a
diferenca eitre a wrva e areta Ndo sa se € isD mesmo? [olha para os colegas
apresentadores)

Profa. Miriam — No cdculo, 0 dS éum AS e nafiguravocé mlocaque édareta &é...

Lugo — E que es® dS ja éum nimero infinitesimal. Entdo na verdade ese dS eo dt
estdo bem pertinho do ponto (x, S(x)). SO que de desenhou assm para ficar mais visivel.

Profa. Miriam — Ent&o vocé pode por umaigualdade en&o aproximadamente.

Mino — Aqui [no cdculo] éigual.

Lina— Ah, eu entendi o que vocé estafalando. Ese dS € na airvaou nareta

Profa. Miriam — Iss.

Lina— E que tem uma diferenca [olhando para o gréfico], entdo l& [no cdculo] tem que
ser aproximadamente.

Lugo —N&o! La éigual.

Profa Miriam — Eu estou perguntando, porque ndés agui quando estudamos de
diferencial usamos aproximado [dS=S(t+dt)—S(t)]. Vocé etd dizendo que é o quase-
diferencial.

Lina— O diferencial dafuncéo é seriao S'(x)dx. E ese dS € o quase-diferencial.

Mino — No limite vocé sO colocaria um S(t+At)—S(t) dividido por At. Depois vocéia
tender o At a zeo. Seria gjuivalente apegar sO a parte red.

Profa. Miriam - A definicgo de velocidade instantanea épelo limite ou pegar a parte red.

Enquanto essa mnversa aonteda, Nanda tentava faze um desenho para resolver a
questédo do dS. Mino sugeriu para passr para & demonstragdes. Eles ficam consultando o

material que tem em méose Lugo resolve eclarece a divida da Profa. Miriam.



Lugo — A diferencial € f'(x)dx. A quase-diferencial €o dy .

Lina— Os dois estéo infinitamente proximos. O que separa des € um infinitésimo.

Lugo escreve dy=f'(X)dx+¢ .

Lugo — Essinfinitésmo é adiferenca... [aponta para o grafico]

Lina— Entre a arrva e areta tangente.

Lugo desenhao ¢ nafigura

Profa. Miriam — Entendi. E que o dy ai para vocés € o que agente chama de Ay. E um
problema de notacé.

Nanda pega o livro de Swokowski e desenha indicando o que Profa. Miriam diss, ou
sgja, dy édo eixo x até atangente e Ay édo eixo x até a arva.

Lugo — Se agente dividir dy=f'(x)dx+& por dx, teremos o quociente igua a derivada
mais o infinitésimo. Es<e infinitésimo € o que o Mino desconsiderou ali. Pegou so a parte red.

Mino — Naverdade, vocé ndo esta desconsiderando. Vocé esta pegando a parte red.

Profa. Miriam — E. E definido assm.

Mino — E definido assm. Vocé pega a parte red. Vocé ndo desconsidera [0
infinitésimo], porgue 0s nUmeros reds também estdo nos hiper-reds. Vocé sO esta pegando a
partered.

Profa. Miriam — E possvel representar os hiper-reds geometricamente? Os reds €0
representados nareta ...

Mino — Os hiper-reds s80 representados na reta hiper-red.

Mino desenha areta red, toma um ponto X e da um zoom infinito neste este ponto. O
desenho é afiguraA.2.

Mino — Os infinitésmos estdo infinitamente préximos de x, SO que na reta dos reds
VOCE ndo consegue identificar esses valores. Ai vocé da um zoom infinito neste ponto. Vocé
val continuar com 0 X, e d vocé vai poder representar o aaéscimo infinitesmal que éo dx.
Na verdade, vocé tem x+dx. O dx é essa diferencaznha ajui. E assm que se representa os
hiper-reds. Vocétem que dar um zoom infinito para degar nos hiper-reds.

Nanda — Pode ser que ndo tenha ficado claro, porque cala um de nds entendeu de uma

formais®, entdo se vocés tiverem alguma divida pode perguntar.
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Colega 3 — E muito pareddo com limite. A Unica diferenca éa monada que éo nome
diferente para aregido onde vocé eta diegando. Ao invés de estar chegando no limite esta
chegando na ménada.

Nanda — E que limite vocé dama de vizinhanca e nos infinitésmos é monada. E a
notaca que Vocé usa para cala situacd® que vocé eta ébordando. A questdo da prova mostrou
is®. Dava para vocé desenvolver tanto por limites quanto por infinitésmos. A maioria das
pesvas fez pelo limite, porque ndo tinha visto is® aqui, mas dava para faze por
infinitésmos.

Lina — E que quando a gente faz por limite, a gente ndo se da mnta que existem esses
nimeros infinitamente pequenos. A gente faz os cdculos, o t tende a zeo, mas, na verdade,
ndo fica bem claro que sdo esses nimeros infinitamente pequenos que vocé eta usando. Vocé
esta pegando a parte red so.

Lugo — Inclusive se vocé pensar que uma fungéo tem um limite que vai tendendo a zeo,
quando ela vai tendendo a zeo ela vai se tornando um infinitésimo. Ela vai ficando cada vez
menorzinha.

Nanda - Mas ela vai tendendo. Ela ndo é o zeo. Ela vai tendendo ao zero. Fica na
monada do zero. Na vizinhan¢cado nimero zero. Deu para entender?

Alguns da turma dizem sm.

Nanda — Sério?

Alguns confirmam.

Nanda, rindo — Entdo ta bom. A gente vai faze agora ademonstracé das formulas.
Primeiro a gente va faze a da composta. No livro tem, mas também da para faze por

infinitesmais.

3. Regradacadeia edasoma
Lina— Eu vou provar porque que para uma funcéo composta aderivada é ade foravezes

ade dentro. A regrada caleia.



h(x)=f(9(x))

h=f (u)

u=g(x)
dh=h'(x)dx=f"(u)du
du=u'(x)dx=g'(x)dx
dh=f'(u)du
dh=f'(u)g'(x)dx
dh=f'(9(x))g'(x)dx  (+dx)
dh_ f'(9(x)g'(x)dx

dx dx

T=rg)g
X

Enquanto Lina ecrevia, ia explicando os passs. Justificava o sina =, dizendo que faltava um
infinitésimo para escrever igual, como no Ultimo pas.

Lina — Agora, para al eiminar o sinal de infinitamente proximo, para escrever uma
igualdade, eu tenho que acescentar um infinitésimo.

D=1 (g)g(0+e

Lina— Agora el vou pegar a parte red.

Nanda — Retomando o0 que o Colega 1 perguntou, se a pesa redmente estivesse
interessado em aaescentar o infinitésimo, ela ndo pegaria sO parte red. Partiria dali [antes de
pegar a parte red] ja faria os cdculos dele, as aubstituicbes dele. Seria justamente nagquele
ponto que iria diferenciar do valor que agente vai obter agora.

h(x)=ref(g(x))g'(x)]

Profa. Miriam — N&o. N&o seria aparte red incluindo “ +& ” ali.

Lina— N&o, mas £ € um infinitésmo. Eu sb peguel a parte red.

Profa. Miriam — Ent80, ndo predsaria escrever “red”, né? Ou vocé ecreve aparte red
de tudo aquilo ou vocé sb escreve aparte red.

Lina—Mas eu peguei a parte red.

Profa. Miriam —Vocé ndo tinha que escrever tudo dentro do colchetes?

Lugo estava a lado de Lina gontando o erro.

Lina— Ah, t&

23C



D=1 ()7 ()]

Profa. Miriam — N&o teriaque mlocar 0 “ +¢” ali?
Lugo diz que tem que @loca o infinitésmo.
Profa. Miriam — Entendeu?

Lina— Entendi.
dh , ,
& @]
X
Profa. Miriam — Mastira aquele mlchete.

D=re f(g)g'(9 +e
h'(x)=1'(9(x))g'(x)

Lina— Agoradeu. Alguma duivida?

Profa. Miriam e os colegas ndo quiseram nais chamar a aencéo de Lina para a ecrita.

Nanda — Agora aderivada da soma é asoma das derivadas. E mais uma questdo de
definicéo também.

Profa. Miriam — O que élega ai € que vocé ndo usa limite, aquelas coisas todas de
limite. Vocé opera mmo se fossem nimeros. O dx ali ...

Nanda— Cancda...

Profa. Miriam — Is0. Quando a gente trabalha da outra forma, € uma notacé apenas.
Vocéndo pode jair cancdando assm.

Nanda - Tanto é que quando a senhora explicou a fungéo composta mesmo, vocé dise
“eu ndo pos passr 0 dx para camultiplicando”. Neste cao a gente pode faze is, pode
cortar normalmente.

Profa. Miriam — E um nimero.

Nanda— E. E um nimero.

Profa. Miriam — Muito pequeno, mas € um nimero.

Nanda — E. N0 como a notac¢é usada no limite. N&o pode passar para la dividindo,
passa para la multiplicando. Como € um nimero muito pequeno, a gente trata @wmo se fosse 2
e qualquer outro numero. Bem, aregra da soma, a gente tem umafuncéo h(x)=f (x)+g(x) e a

gente parte da definicd. Ess ajui € aminha definicéo de dh: dh=h(x+dx)—h(x).
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h(x)=f (x)+9(x)

dh=h(x+dx)—h(x)

dh=f (x+dx)+g(x+dx)—[ f (X)+g(X)]
dh=f (x+dx)— f (X)+g(x+dx)—g(x)
dh=df +dg

Nanda — Pegando a parte red disto aqui, para ndo ficar repetitivo, pois a gente tem outra
funcdo para mostrar, h'(x):reg—yng'(xhg'(x). Se vocés pegarem isD agui e quiserem
X

faze as continhas, as operagdes S0 as mesmas que agente faz nas demonstragdes do livro. S6
tem que aiidar com ese sina de menos [na definicdo de dh]. Ele esta na definicéo do
conceto de derivada. Quando vocé tiver fazendo as operagdes, pode ser que de se perca Mas
vocétem que observar que adefinicéo é essa.

Lugo avisou gue ndo era dy esim dh entre mlchetes. Nanda, ent&o consertou.

Nanda — E mais a notaca. Es® éo problema. A notac@® que vocé usa para cala uma
das coisas que vocéfaz Essas letras, de vez an quando, vocéficameio perdido.

Profa. Miriam — Ai no lugar de df vocésubstitui por f'(x)dx. E is?

Nanda— E. Ai teria que faze as contas, pois vai ficar igual ade Lina.

Profa. Miriam — Sim, mas é is® que tem que faze?

Nanda— Vocédivide direto por dx. SO que ndo vai ser igual. Vai ser aproximado.

Profa. Miriam — Vai escrever df =f'(x)dx e dg=g'(x)dx. Ai coloca dx em evidéncia e
divide por dx. Ah, adho que vocé poderiafaze.

Nanda— E que tem o seno.

Profa. Miriam — Ah entdo deixa. Eu entendi, ndo sai se vocés entenderam.

4. Célculo da derivada do seno

Para aderivada do seno, eles fixam no quadro catolinas com as figuras do circulo
trigonométrico e 2v0ms.

Lugo — Vamos mostrar agora porque que a derivada do seno € o coseno, pelos

infinitésimos. A gente vai usar a definicdo de dy. Vamos dar um aaéscimo infinitesimal.
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dy=sen+dx)—senx
dy=senx.cosdx+sendx.cosx—senx
dy=senx(cosdx—1) +sendx.cosx
dy _ senx(cosdx—1) N sendx.cosx
dx dx dx

Lugo — Agora, a gente vai predsar de muita @encéo. Porque a gente dega neste

problema. Qual €0 sendx e 0 cosdx. Agora &l vou tentar explicar a vocés.

Sén x

0 COS X 1-cosx
0 C A

FiguraA.4

Lugo - Quando a gente tem um circulo trigonométrico da forma que agente mwnhece se

esse for 0 arco teta, 0 coseno vai ser a projeca no eixo horizontal e 0 seno a projecé no exo
verticd. Agora agente va trabalhar com um arco infinitesmal, dx. Entdo a gente da um
zoom. Quando a gente degar perto do ponto A, a gente tem a impressio de que e
pedadnho, 0 arco aqui € mais ou menos, tem a impressio de uma reta. D4 aimpressio, se a

gente chegar muito proximo.

Figura A.5

Nanda— Vocétem que vigjar um pouco.
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Lugo — Tem que imaginar um pouco.

Colega 3 — E como o horizonte. O horizonte é airvo e vocétende aimaginar que éuma
reta.

Nanda — Exatamente. VVocé tem que vigar muito. Para vocé sair do que vocé onhece e
ir parala

Lina— Quando a Raquel prop6s para gente foi bem ...

Isto causou risos e muitas conversas paraelas entre os aunos e professora.

Lugo — SO que aqui [Figura A.5] ainda ta meio dificil da gente evidenciar onde €0 arco

e onde €0 seno. Ai eu vou dar um outro zoom aqui [ponto A] e vou enxergar melhor.

>
=]

1-cos dx
C A

Figura A.6

Lugo — Essa projecd [ cosdx] vem la da origem, pois eu estou muito distante da origem,
estou infinitamente préximo do ponto A, até C. 1 é porque o raio do circulo é 1. Essa
diferenca ajui € uma diferencainfinitesimal.

Nanda— E uma diferencamuito pequena.

Lugo — Entdo, cosdx=1.

Nanda— E préximo, mas ndo € 1.

Lugo — Porque cod=1. Se vocé amentar um pouqunho o angulo, um angulo
infinitesimal, ele vai ter o coseno muito proximo de 1, mas menor que 1. A gente vai trabalhar
com infinitamente proximo. A primeira parte foi. Graca a Deus, tudo bem.

Risos entre os apresentadores.

Lugo — No segundo zoom, sendx é ese segmento aqui. Notem que quando a gente
chegar muito préximo, como 0 arco € muito pequeno, a gente vai ter a impressio que 0 seno
vai ser igual ao proprio dx.

Profa. Miriam—0O x do dx?

Lugo — E aproximadamente igual.
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Nanda — D& para vocés perceber ese 2z00m, de dhegar proximo demais?

Lugo — O seno de zeo € quanto Profa. Miriam? Zero. Se vocé aimentar um pouqunho
mais 0 angulo 0 seno va ser proximo de zeo. Como 0 arco ja épequeno, bem proximo de
zeo, eles 0 aproximadamente iguais.

Colega4 — dx éigual ao dy ?

Lugo - E que dx é o arco, nfo depende do eixo x edo y.

Profa. Miriam — Ah, € um arco.

Nanda — Quando vocé degar bem perto do ponto A [na figura A.4], vocé ndo vai ver
is9 [arco] virando. Vocévai ver paraelo, que €o queta aqui [figuraA.6].

Lugo — Vocévai continuar vendo reto, sd que de [arco] vai virando. ..

Profa. Miriam — O que drapahou ali foi ese drculo que vocéfez em volta do zoom [no
segundo]. D& aimpressio que o circulo é o circulo trigonométrico.

Lugo - N&o. Esquece s drculo!

Nanda— N&o. Is aqui é s para denotar o que agente tem.

Lugo — Ess dx aqui [figura A.6], naverdade, é es pedadnho aqui [ dx em figura A.4]
do circulo trigonométrico. SO que étdo pequeno, ou melhor, a gente ta tdo perto que agente
enxerga de @wmo uma reta E o sendx é paralelo a de. S&0 aproximadamente iguais:
sendx=dx .

Lina— A diferenca €1-cosdx , infinitesimal.

Ninguém redamou dafalade Lina.

Lugo — Tudo bem? Bom se vocés entenderam até aqui, o resto vai ser belezd O coseno
de dx éinfinitamente proximo de 1. Ent&o, 1 menos o coseno de dx é o qué?

Profa. Miriam — E uma misa bem préxima de zeo.

Outros colegas — Infinitésimo.

Lina gonta no segundo zoom em A, adiferenca en questéo.

Lugo diz que um infinitesmal vezes um nimero red [ senx] € um infinitesimal.

Lugo — sendx é groximadamente igual a dx. Aproximadamente. N&o sdo iguais. Ent&o

sendx _dx _

dx dx
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dy_ senx(cosdx-1) N cosxsendx

dx dx dx
ﬂ:8+COSX
dx

sendx
dx

Profa. Miriam — Ta mas vocé ndo vai colocar ?

Lina eLugo — JA wlocou.

Profa. Miriam — Seria goroximadamente!

Lugo diz que aprimeiraparcda éum infinitésimo e goaga aultimalinha. Escreve:
dy
dx

ﬂ:cosxﬂ:
dx

Lugo — Agora agente va faze o de sempre. Va pegar a parte red e desconsiderar o

=0+cosx

infinitésimo. Ele eiste, mas a gente vai desconsiderar.
f'(X)=cosx

Lugo — A derivada do coseno € extremamente paredda.

Nanda — SO que no grafico, vocé vai ter que olhar para outro eixo. Ao invés do seno, o
eixo do coseno. Independente dessas contas, 0 interessante évocé olhar. Ter essavisdo grafica
aqui. Enxergar que bem perto do ponto vocévai ver sendx paralelo a dx.

Profa. Miriam — Isto € muito estranho.

Risos.

Nanda — Eu ado.

Colega 3 - Para fadlitar a visualizac®, ao inves de pegar um espagd muito pequeno,
aumentaiso ai. Desenhaum raio grandéo ...

Nanda — Vocé quer aumentar a escda do desenho, mas is® ndo va adiantar porque tem
gue ir muito proximo do 1.

Lugo, para o colega 3 — s que vocé ta falando, vocé teria que aumentar infinitamente
0 seu circulo. Vocéteriaque Ter um circulo infinito. Ai vocévai enxergar.

Colega 3 — E que ficadificil enxergar, quando € muito pequeno, que sio paralelos. Af se

vocéfizer grande, vocé mnsegue enxergar melhor que séo paralelos.

23¢€



Nanda — N&o. Vocé ja chega com um preconceto. Vocé sabe que sdo paraelos. Até
VOCé mnceber, acatar que desredmente sdo paralelos demoral

Lugo — A gente demorou uma semana para entender isto ai!

Alguns pontos que ficaram obscuros em encontros anteriores, foram explicados neste
encontro de gresentac®. Deu para entender que adificuldade deles em desenhar o segundo
zoom em A, no tercero encontro, vinha da aenca de que sendx e dx eram paralelos. Eles
adharam que el estava falando que isto era verdade. N&o compreenderam que se exergava
desta forma, pois estavamos muito no come@ do ponto A. Mas muito mesmo! Mas que, na
verdade, uma aurva euma reta nuncasdo paralelos!

Lugo desenha um circulo trigonométrico e marcaum arco muito pequeno.

Colega 3 — E paralelo a0 seno dele.

Lugo para sem resposta.

Profa. Miriam — N&o so paralelos. Um arco e umareta.

Colega 3 —Mas no infinitesmal eles sio paralelos.

Profa. Miriam — Da aidéia de que sdo paraelos.

Nanda — Depende do zoom que vocé da. Num zoom, vocé vé os dois juntos. Se vocé der
outro zoom, VOCcé vé os dois paralelos.

A turma estava agitada. Quase nem dava para ouvir os apresentadores.

Nanda— Deu para entender alguma isa.

A Profa. Miriam e dguns alunos respondem afirmativamente.

Profa. Miriam — Agorame diz uma misa. Por que que vocés viram tudo isto?

Nanda — Para ter uma visdo diferente do Calculo. Porque aites, aqui na faauldade, o
Célculo era dado através dos infinitésmos. Vocétinha esta visdo dos infinitésimos no Calculo.
Por causa da pesquisa da Raguel, ela nos chamou a gente para ir 14, se agente mncordas<,
para ver esta visdo diferente. E talvez, desta maneira, fica d@é mais fadl da gente conceber a
idéia de limite, de derivada. A integral, da para ter uma idéia dravés dos infinitésmos muito
maior de por que a &ea enbaixo de uma arva...

Lina — Vocé cécula aéreade quadradinhos muito pequenos, infinitésmos. E se vocé
juntar todos vocétem a aea

Nanda desenha uma arva qualquer e se refere a &eada regido entre a arva eo exo
horizontal.



Nanda - Vocé pode cdcular essa aea a@ui e émuito legal. Porque vocé pode dividir esta
area en trapézos muito pequenos e cdcular a dea

Lina — Cada vez que vocé pegar pedadnhos mais pequenos vocé vai chegar mais
proximo do que seria a &ea enbaixo da aurva.

Nanda — Ent&o € bem mais fadl de vocévisudiza.

Profa. Miriam — Como essas idéias £ desenvolveram? Paralelamente? Foi essa aidéia
genuina e depois foi a de limite? Porque vocés perceberam que al nunca grendi is. Eu
nunca vi dessa forma. La na Matematica, € sd por limite. Historicamente, vocés chegaram a
ver?

Lugo — Eu aaedito que o limite veio primeiro. Eu vi num livro. Porque agente se
interesOu e Mme@u a orrer atrés de um nonte de livro. Num dos livros, eu achei uma
definicéo de infinitésmo por limite. Era essa aui. Vocé tem uma funcéo qualquer f(X).
Quando limite de f(x) quando x tende para a é zeo, ela é damada infinitésimo. E uma

outra definicén. Mas a definicdo que agente ouviu com a Raquel foi que um infinitésmo € um
nimero menor que qualquer nimero red positivo.

Profa. Miriam — Menor numero...

Lugo — Menor que qualquer red positivo.

Profa. Miriam —Vocé pensa en um. Infinitésmo é menor que de.

Nanda — Vocé pensa an um, ele émenor ainda. Entdo vocé sempre vai ter um ndimero
menor.

Lina— A gente ndo falou em infinitésimo de segunda ordem.

Lugo — E. Aqui [figura A.5] a gente deu um zoom para ver o infinitésimo. Aqui [figura
A.6] agente deu outro zoom para ver outro infinitésmo. Es® [ dx] é de primeiraordem e ess
[1-cosdx] € de segunda ordem. E um infinitésmo menor que o outro infinitésimo. Se vocé
tiver um infinitésmo menor que todos infinitésmos, € um infinitésimo de ordem infinita.

Risos daturmainteira.

Nanda — E viagem.

Colega4 — Vocévai ter infinitésmo de infinitésimo de infinitésimo.

Nanda — Alguém tem pergunta? Deu para entender essa idéia de infinitésmo, zoom?
Ese 200m ai € muito legal. A demonstracé da formula da derivada do produto e do quociente

€ amesma misa
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Lina— Parte do mesmo principio.

Nanda— E so vocé pegar a definicéo ...

Lugo — Demora um pouqunho, mas com esforco sai!

Nanda — A gente fica erolado um pouco com essas demonstragbes, porque agente néo
esta aostumado. A gente pega mais a parte pratica da Matematica Tanto que quando o
profesor demonstra & formulas, a gente fica “ah ...” [risos]. Mas € legal, bem interessante
is ai. Principamente essa visdo geométricague a gente teve do zoom.

Profa. Miriam — Eu gostel das viagens.

Nanda - Toda avez que agente saia dos encontros a gente ficava vigjando.

Lugo — Essa historia do cronémetro, de que vocé nunca vai chegar na sua caa. Por
exemplo, se vocé pegar uma distancia. Daqui até di. Primeiro vocé vai percorrer a distancia
até o meio, depois percorrer a metade. Depois a outra metade, a outra metade ... Vocé nunca
vai chegar no lugar. Ai a gente ficou acaados ...

Profa. Miriam — Arrasados!

Risos.

Nanda — Tem os fradais também. Que € um exemplo bem interessante dessa parte
infinitesimal. Vocé vai dividindo, dividindo ... A teoria do caos também. A idéia de que uma
coisa muito pequena que pode detar. Como nos exemplos que agente deu. Dependendo do
cdculo que vocé tiver fazendo ese infinitésmo vai ter que ser contado. Vai faze diferenca
Como o bater das asas de uma borboleta pode provocar um ciclone. Entéo tem que ver.

Colega 5 — Para cdcular o decamento de um elemento radioativo, esse infinitésmo
entra?

Nanda — Olha sinceramente au ndo sei. Mas pelo problema que is® pode caisar, ou até
mesmo dependendo da parte que vocé quer observar deste cdculo, ess infinitésmo possa
faze muita diferenca Eu aaedito que sm.

Colega 5 — E que nunca tega no lugar, né? Entdo o elemento nuncavai decar ....

Nanda — Mas ess negocio de que nunca dega no lugar, ja émais uma visdo. A parte
algébrica do infinitésmo é que vai influenciar mesmo neste cdculo. As viagens que VOCE vai
faze ai € outra misa.

Os alunos acdam a apresentacé.



Raquel — Eu gquero agradece a participac@® da turma e principalmente a das minhas
“cobaias’ [risos], porque des % dispuseram a sair da sala de alla, perderam a eplicacé® da
Miriam, para estar la cmigo, gudando na minha pesquisa. Eu fico muito feliz como
pesquisadora eprofessora por estar vendo os quatro aqui desenvolvendo o que agente viu nos
encontros. Eles conseguiram passr para vocés uma idéia do que aontecau 1a. A dedicac@®
deles foi bastante grande e @ agradeqo por is0. E 0 nome de vocés [dos 4 alunos] vai estar |a
no inicio da dissertacé, nos agradedmentos.

Profa. Miriam — Eles podem ir na defesal

Raquel — E. Ent&o, pamas para des!

Depois de achkada aapresentac®, a aula foi encerrada efiquei conversando um pouco
com os apresentadores. Discutimos bre a derivada do produto. Eles haviam gostado da

apresentacd e ataram que os colegas e profesora também haviam pensado o mesmo.
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APENDICE

ESTUDO SOBRE ANALISE INFINITESIMAL

Os conceitos com os quais trabalhei com os quatro alunos, colaboradores de minha
pesquisa, nos encontros de Calculo Infinitesimal, sao fundamentados por uma teoria matema-
tica rigorosa. Apresento, neste apéncdice, essa teoria abordada através de dois métodos,
igualmente rigorosos, que denominarei: método construtivo e método axiomatico.

A teoria é chamada de Andlise Infinitesimal. Nao utilizo o termo Andlise Nao-Standard,
pois, como ja mencionado em capitulos anteriores, nao estou lancando mao da légica formal
dos modelos. E importante ressaltar que o termo infinitesimal, nao se remete a idéia de in-
finitésimo definido através do conceito de limite, e sim, diz respeito ao conceito de infinitésimo
quando tratado segundo a Analise Nao-Standard.

O leitor encontra este anexo, nesta dissertacao, por dois motivos. Um deles é para mostrar
que as idéias intuitivas utilizadas nos encontros de Célculo Infinitesimal, nao sao nenhuma
invencao da autora e de seu grupo de pesquisa. Sao idéias que tém fundamentacgao tedrica
rigorosa e que, portanto, essa teoria é aceita, ou, pelo menos, deveria ser aceita, pela comu-
nidade matematica. O outro motivo ¢é para auxiliar o leitor que queira iniciar um estudo
sobre Analise Infinitesimal. Com o texto apresentado a seguir, nao tive intencao de esgotar
o tema, mas, sim, de mostrar algumas idéias sobre a teoria.

O estudo esta dividido na via construtiva e na via axiomdtica. No primeiro método de
abordar a Anadlise Infinitesimal, primeiramente, os nimeros hiper-reais sao construidos a
partir de seqiiéncias de ntimeros reais. Posteriormente, as operagoes com tais ntimeros sao
apresentadas; os elementos do conjunto dos hiper-reais sao abordados mais detalhadamente;
e, por fim, o conjunto com as operacoes e relagao de ordem definidas forma um corpo ordenado
nao completo.

No método axiomético, primeiramente, um corpo ordenado (ndo completo) com certas
operagoes é apresentado através de axiomas especificos. Posteriormente, este corpo é chamado

de conjunto dos nimeros hiper-reais.
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Analise Infinitesimal
1. Via Construtiva

A construgao dos numeros hiper-reais segue de perto a construgao dos numeros reais
por sequéncias fundamentais. Porém, a relacao de equivaléncia entre duas seqiiéncias serd
diferente, e, ao invés de partirmos dos racionais, partiremos dos reais.

Antes de abordarmos a construcao dos hiper-reais, apresentaremos alguns conceitos que
serao necessarios ao desenvolvimento do estudo.

Dizemos que um ultrafiltro livre nos naturais é uma familia de partes de N, anotada por
U, que satisfaz as seguintes condigoes:

DHDUADeD¢U

2)Se AcU e BelUentao (ANB)elU

3)Se AcU e BD Aentdo Beld

4) Nenhum conjunto finito pertence a U

5) (VA) ACN,ou Ael ou AelU

Se considerarmos apenas as condicoes 1, 2 e 3, U é um filtro. Se além destas, considerarmos
a condicao 4, U é um filtro livre. Se considerarmos as condicoes 1, 2, 3 e 5, U é um ultrafiltro.

Seja S o conjunto de todas seqiiéncias de nimeros reais. Para construir o conjunto dos

hiper-reais, vamos estabelecer a seguinte relacao de equivaléncia entre duas seqiiéncias de S:
(a,) ~ (bp) < {n € N|a, =b,} €U
Outra forma de escrever esta relagao de equivaléncia é,
(an) ~ (by) < a, = b, gs (quase sempre).

Provemos que a relacao ~ é de equivaléncia. Antes disso, é importante salientar que, em
varios momentos, neste material, estaremos analisando se certos conjuntos pertencem ou nao
a U. Esses conjuntos serao sempre partes de N. Provemos, agora, que a relagao ~ é reflexiva,

simétrica e transitiva.

[eN

Seja (a,) uma seqiiéncia qualquer de reais. O complementar de {n € Nla,, = a,,} = N

D

vazio. Assim, pela condic¢ao 4 e 5, {n € N|a,, = a,} € U. Logo, (a,) ~ (a,) e a relagdo ~

reflexiva.
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Sejam (a,) e (b,) quaisquer duas seqiiéncias de reais. Vamos supor que (a,) ~ (b,).
Assim, {n € Nl|a,, = b,} € U. Sabendo que a relacao de igualdade é simétrica, temos que
{n € N|b,, = a,} € U. Logo, (b,) ~ (an) e a relagdo ~ é simétrica.

Sejam (a,), (b,) e (¢,) quaisquer trés seqiiéncias de reais. Vamos supor que (a,) ~ (b,)
e (bn) ~ (¢y). Assim, A ={n € Nja, =b,} €e U e B={n € N|b, = ¢,} € U. A intersecao
AN B é o conjunto {n € N|a, =b, e b, = ¢,}. Pela condicao 2, AN B € U. Para qualquer
neANB, a, =b, eb, =c, Como a relagao de igualdade é transitiva, a,, = ¢,. Por isso,
o conjunto {n € N|a,, = ¢,} contem AN B. Pela condic¢ao 3, {n € N|a,, = ¢,} € U. Logo,
(an) ~ (¢,) e arelagao ~ é transitiva.

Fica provado, entao, que a relacao ~ é de equivaléncia.

Se (ay) ~ (by), entao (a,) e (b,) pertencem a mesma classe de equivaléncia, que anotamos
por {(a,) ou (by,).

Feitas estas consideracoes preliminares, apresentamos, agora, a definicao de um nimero

hiper-real.

Definigao 1. Seja S/~ o conjunto das classes de equivaléncia de S sob a relagio ~. Nes-
sas condig¢oes, um hiper-real € definido como uma classe de equivaléncia do conjunto S/ ~.

Anotamos tal conjunto por *R.

OBS 1: E vélido salientar que duas classes de equivaléncia sao sempre disjuntas e,
portanto, determinam dois hiper-reais distintos.

OBS 2: Embora resulte, imediatamente, da observagao acima, que cada seqiiéncia de
reais determina um tnico hiper-real, nao é verdade que um hiper-real é determinado por uma
Unica seqiiéncia. E determinado por infinitas seqiiéncias, por exemplo:

Seja (a,) € *R, determinado por (a,). Sejam k € N e

0, ne{l,2,..k}
an, ne{k+1,k+2, ..}

(bn) =

{nla, =b,} D{k+1,k+2,..} = A. A° ¢ finito. Pela condigdo 4 ¢ 5, A € U. Dai e pela
condigao 3, {n € Nla,, = b,} € U. Logo, (a,) ~ (b,) e {(a,) é determinado por mais de uma

seqiiéncia.
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Consideremos, agora, a seguinte lei que gera varias seqiiéncias:

0, ne{l,2,..,k}(keN)
(bn) k) =
an, (Vn)ne{k+1,k+2 ..}

De acordo com esta lei, temos as seguintes seqiiéncias:

(bn)l = {O, ag, asg, ..., Ay, }
(bn)g = {0, O, as, ..., Qp, }

(bn)k = {0, O, cey 0, Aft+15 Q425 ooy Apy,y }

Se para todo k natural as infinitas seqiiéncias acima forem equivalentes entre si, elas deter-

minarao o hiper-real (a,). De fato, sejam [ e h naturais e

(bn); ={0,0,...,0, @151, .o, Ay, ...
(bn)n ={0,0,...,0,aps1, ooy Gy ... }
as respectivas seqiiéncias.

Seja f = max{l,h}. O conjunto {n € N|(b,); = (b,)n} contem {f +1,f+2,..} =A. O
complementar de A ¢ finito. Pela condigao 4 ¢ 5, A € U. Pela condigao 3, {n € N|(b,); =
(bn)n} € U. Logo, (bn)i ~ (b,)n. Dessa forma, um hiper-real é determinado por infinitas
seqiiéncias de reais.

Até agora, estamos utilizando um ultrafiltro livre U, mas nao temos como determina-lo.
A existéncia desse ultrafiltro depende que se possa consumar uma infinidade de escolhas, o
que é impossivel em tempo finito. Estamos falando do axioma da escolha. Ele nos permite
supor que ja se tenha feito uma escolha, nao interessando saber qual dentre as infinitas
que se possa fazer. Este axioma da teoria dos conjuntos é equivalente ao lema de Zorn. A
demonstracao da existéncia de um ultrafiltro livre é garantida por uma aplicagao desse lema.
Esta demonstragao pode ser encontrada em Dunford e Schwartz (1964, p.6,7).

Dado um conjunto infinito de naturais, nao temos como saber se ele pertence ou nao a
U. Sabemos apenas que ou ele ou seu completamentar pertence a U. Isso porque U nao é

construtivel. Por exemplo, vamos considerar as seguintes seqiiéncias:
(an) = (0,1,0,1,0,...)
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(bn) = (1,0,1,0,1,...)
0=(0,0,0,0,0,...)

Entao,

{nla, =0} = {1,3,5,...} é conjunto dos nimeros impares

{nlb, =0} ={2,4,6,...} é o conjunto dos nimeros pares.

Tanto o conjunto dos pares quanto o dos impares ¢ um conjunto infinito de naturais. Qual
dos dois pertence a U7 Se os dois pertencessem, de acordo com a condi¢ao 2, a interse¢ao
pertenceria. Mas ela é o conjunto vazio e, segundo a condicao 1, o vazio nao pertence a U.
Entao, os dois conjuntos nao estao em . Se apenas o conjunto dos fmpares pertencer a
U, entdo, pela relagdo de equivaléncia definida, (a,) ~ 0. Se apenas o conjunto dos pares
pertencer a U, entao (b,) ~ 0. Nao temos como saber, portanto, qual das duas sequéncias é

equivalente a sequéncia nula.

Operagoes em *R
As operagoes de soma e multiplicagao em *R sao definidas da seguinte maneira. Seja
a = {ap) e b= (b,).
a+b=(a,) + (by) = (an + by)

a.b=(a,) . (b) = (a, . by)

Para mostrar que estas operacoes estao bem definidas, ou seja, que a soma e o produto de
dois hiper-reais independem da seqiiéncia que determina cada classe em questao, tomemos
(an) ~ (a3) e (bn) ~ (b),)-

(a,) ~ (a)) & A={neNla, =a,} €U

(bp) ~ (b)) = B={neN|b, =} el

Pela condigao 2, AN B ={n € Nla, =al, eb, =0} €U.

{neN|a, +b,=a,+b,} DANDB

Pela condicao 3, {n € N|a, + b, = a], +b,,} € U. Logo, (a, + b,) ~ (a, + b)) e ambos

pertencem a (a, + b,). O mesmo vale para a multiplicagao. |
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Relacao de ordem em *R

A relagao de ordem em *R ¢ definida da seguinte maneira. Seja a = (a,) e b = (by).
a={an) < (by) =b<{neNla, <b,} €U

Para mostrar que a rela¢do de ordem estd bem definida, tomemos (a,,) ~ (al,), (b,) ~ (b))
e (a,) < (by).

(a,) ~ (a,) @ A={neNla, =a,} €U

(b,) ~ (b)) B={neN,=b}eclU

(an) < (b,) & C={n€N|a, <b,} €U

Pela condigao 2, AN B ={n€Nla, =al, eb, =0} €U.

Novamente por 2, {n € N|a, =a,, e b, =V, e a, <b,} = ANBNC eU.

{n €Nla,, <V} D{neNla,=a, eb, =0, ea, <b,}

Pela condicao 3, {n € N|a/, <V} € U.

Logo, (a,) < (1),

n

Os Elementos de *R

1. Os Numeros Reais

Definamos uma funcao h da seguinte maneira.

h:R—*R
a— hla) = (a)

O ntdmero real a serd reconhecido como o hiper-real (a), que é a classe de
equivaléncia da seqiiéncia constante (a). Provemos que h é um homomorfismo, ou seja,
uma funcao que preserva as operacoes e a relacao de ordem de U.

Para isto devemos provar que:
1. (Va)(Vb)(a,b € R — h(a+b) = h(a)+ h(b))
2. (Va)(Vb)(a,b € R — h(a.c) = h(a).h(b))

3. (Va)(¥b)(a,b € R — (a < b — h(a) < h(b)))
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Prova

Sejam a,b € R.

1. h(a+b) = {(a+b) = (a) + (b) = h(a) + k(D)

2. h(a.c) = (a.by = (a).(b) = h(a).h(b)

3. Sejam a, = a e b, = b, (Vn)(n € N). Como a < b, temos que {n € N|a, < b,} =N. O
complementar de N é o conjunto vazio. Pela condigao 1, ) ¢ U e, portanto, pela condigao 5,
{n € NJa < b} =N e U. Dali, (a) < (b). Logo, h(a) < h(b). u

Provemos, agora, que h ¢ injetiva, ou seja, (Va)(Vb)(a,b € R)(a # b — h(a) # h(b)).
Isto mostra que para cada dois reais quaisquer e distintos, obtemos dois niimeros hiper-reais
também distintos. De fato, sejam a,b € R. Como a # b, ou a < b ou b < a. Do terceiro
resultado acima provado, temos que ou h(a) < h(b) ou h(b) < h(a). Logo, h(a) # h(b).

Todo nimero real é, portanto, um nimero hiper-real.
2. Os Infinitésimos

Infinitésimo é um hiper-real cujo médulo é menor que qualquer nimero real positivo. Ou

seja, € *R é infinitésimo < (Va)(a € RT — |z] < a).

|—

Como exemplo, provaremos que (=) é um nimero infinitesimal. Para isto, e para outros

exemplos, precisaremos definir o que é médulo de um hiper-real. Assim, se (a,) € *R, entao
|{a,)| = (Jan]). Voltemos ao exemplo.

Prova

Seja a € RT; (a) € *R. Temos que |[(2)| = (|1]) = (3).

(AN)(N € N)(Vn)(n > N = % < a)

{neNL<a} D{N+1,N+2,..} = A O complementar de A ¢ finito. Pelas condigoes
4e5, AeU. Daf e de acordo com a condi¢ao 3, {n € N|+ < a} €Y. Logo, () < (a). MW

Outro exemplo: Provar que () < <\/Lﬁ)

Prova

Seja A={n e N|1 < \/iﬁ} O complementar de A é o conjunto finito {n € N|% > \/Lﬁ}

{1}. Pela condigao 4 e 5, A € U. Logo, (1) < <\/iﬁ>

Isto mostra que para duas seqiiéncias serem equivalentes, nao basta convergirem para o

mesmo limite. E necessario que a "taxa de convergéncia seja a mesma”. Mais um exemplo
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disto sao as seqiiéncias,

(a,) =1{0,9; 0,99; 0,999;...}
(b,) = {0,99;  0,9999:  0,999999; ...}
(cn) = {0,999; 0,999999; 0,999999999;...}

Desta forma, (a,) < (b,) < (cn).

Um infinitésimo pode ser positivo, negativo ou nulo. Os infinitésimos positivos e negativos
sao hiper-reais e nao sao reais. O uUnico infinitésimo nulo é o ntimero real zero. Para qualquer
outro real z, diferente de zero, existe sempre um real positivo a (por exemplo, a = %‘) tal

que |z| > a.

Os Numeros Infinitos

Um hiper-real infinito positivo é um nimero maior que qualquer nimero real. Ou seja,
w € *R é infinito positivo < (Va)(a € R — w > a).

Como exemplo, provaremos que (n) é um nimero infinito positivo.

Prova

Sejam a € R; (a) € *R.

Como R é um corpo arquimediano, existe um natural N maior que a. Seja A = {N +
I,N+2,..}. O complementar de A é finito. Pelas condigoes 4 e 5, A € U. O conjunto A
estd contido em {n € N|n > a}. Dai e de acordo com a condi¢ao 3, {n € Njn > a} € U.
Logo, (n) > (a). u

Um hiper-real infinito negativo é um nimero menor que qualquer real. Ou seja, w € *R
¢ infinito negativo < (Va)(a € R — w < a).

Como exemplo, provaremos que (—n) é um nimero infinito negativo.

Prova

Sejam a € R; (a) € *R.

Como R é um corpo arquimediano, existe um natural N maior que —a. Seja A =
{N +1,N +2,...}. O complementar de A é finito. Pelas condigoes 4 e 5, A € U. O
conjunto A estd contido em {n € Njn > —a} = {n € N| —n < a}. Dai e de acordo com a

condicao 3, {n € N| —n < a} € U. Logo, (—n) < {a). u
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Os Nimeros Finitos
Um hiper-real finito é um nimero cujo médulo é menor que algum ntimero real positivo.
Ou seja, x € *R é finito < (Ja)(a € RT e |x| < a). Dessa forma, todo nimero real e niimero

infinitesimal sao hiper-reais finitos.

As Monadas dos Niimeros Reais
O conjunto dos hiper-reais finitos x que estao infinitamente préximos de um numero real
a é conhecido como a monada de a. Dizer que x esta infinitamente préximo de a, significa

que a diferenca entre x e a é um infinitésimo. Anotamos por = = a.

Teorema 1. Todo hiper-real finito pode ser escrito univocamente como a soma de um real

com um infinitésimo.

Prova

Seja x € *R finito. Primeiramente, provemos a unicidade de x = a + ¢, onde a é real e e
é infinitésimo. Vamos supor que existem b # a real e § # ¢ infinitésimo tais que z = b + 9.
Dai, r=a+e=b+d=a—-b=6—¢c. a—>béreal e ) — ¢ é infinitésimo. Ja que o tnico
infinitésimo real é o zero, entao a —b =0 —e =0. Logo, a =be e =9.

Provemos, agora, a existéncia de a e . Seja A = {c|c € RA ¢ < x}. De acordo com a
definicao de hiper-real finito, existe um real positivo d tal que —d < x < d. Assim, A nao
é vazio e é limitado superiormente por d. Como R é completo, entdao A tem supremo. Seja
a = sup A. Devemos provar que (z — a) é infinitesimal. Vamos supor que nao. Assim, pela

definigao de infinitésimo, existe um real positivo r tal que |z — a| > r. Se z > a,
r—a>0—zx—a>r—x>a+r—(a+r) €A
absurdo, ja que a < (a + 1) é cota superior de A. Se z < a,
r—a<0— —zx4+a>r—a—1r>uz,

absurdo, pois (a — r) nao é cota superior e, portanto, é menor que algum y € A, y < x.
Logo, (z — a) ¢ infinitesimal. n
De acordo com o teorema acima, dizemos que a é a parte real (ou standard) de z, e

anotamos por a = re[z] ou a = st[a]. A diferenga entre z e a é um infinitésimo, entao = ~ a
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e r estd na monada de a. Um exemplo de monada é o conjunto dos infinitésimos, que estao

infinitamente proximos do zero.
Teorema 2. *R € corpo

Consideremos o conjunto dos numeros hiper-reais munido das operacoes de adi¢ao e
multiplicacao, anteriormente definidas. Provemos que valem as seguintes propriedades das

operacoes:
1. Associativa da adigao: (Va)(Vb)(Vc)(a,b,c € "R — a+ (b+¢) = (a+b) + ¢)
Prova: Sejam a = (a,), b = (b,) e ¢ = (¢,,) hiper-reais.

(an) + ((bn) + (cn)) = (an) + (b + cn) = (@n + (bn + 1))
Baseados nas propriedades das operagoes com numeros reais, temos que, {a, + (b, +

cn)) = ((an + by) + ¢n) = (an + by) + (cn).

2. Comutativa da adigao: (Va)(Vb)(a,b € "R - a+b=0b+a)
A prova dessa propriedade é semelhante a anterior.

3. Elemento neutro da adi¢ao: (3z)(x € *R)(Va)(a € *R — a+x = a)
Prova: Sejam = = (0) € *R e a = (a,) € *R.
(an) +(0) = {an + 0) = (an)

4. Elemento simétrico aditivo: (Va)(a € *R)(3z)(x € 'R — a + 2 =0)
Prova: Sejam a = (a,) e * = (—a,) hiper-reais.
{an) + (=an) = (an + (—an)) = (0) =0

5. Associativa da multiplicac¢ao: (Va)(Vb)(Vc)(a,b,c € *R—a . (b.c)=(a.b) . c)
A prova dessa propriedade é semelhante as anteriores.

6. Comutativa da multiplicacao: (Va)(Vb)(a,b € *R —a .b=1b. a)

A prova dessa propriedade é semelhante as anteriores.
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7. Elemento neutro da multiplicagao: (3z)(z € *R)(Va)(a € *R — a . x = a)
Prova: Sejam = = (1) e a = (a,) hiper-reais.
(an) - (1) = {an . 1) = (an)

8. Elemento inverso da multiplicagao: (Va)(a € *R\{0})(Fz)(x € "R —a .z =1)
Prova: Sejam a = (a,) hiper-real nao nulo e z = <i> hiper-real, onde

an, n€{klax #0},keN
1, ne{klay=0}keN

(bn) =

Desta forma, (%) fica bem definida. J& que a # 0 quase sempre e (by,) foi construida
da forma acima, entao a,, = b, ¢s. Dai, (a,) . (%) = (a, . %) = (1) =1.

9. A multiplicagao é distributiva em relacdo a adi¢ao: (Va)(Vb)(Ve)(a,b,c € *R — a . (b+
c)=a.b+a.c N (a+b).c=a.c+b.c
A prova dessa propriedade é semelhante as anteriores.

Tendo provado as propriedades acima, o conjunto dos niimeros hiper-reais com as operagcoes

de adicao e multiplicacao definem um corpo completo.
Teorema 3. *R ¢ corpo ordenado

Consideremos o conjunto dos nimeros hiper-reais munido das operacoes de adicao e mul-
tiplicacao, e da relagao de ordem. Para provar que essa quadrupla define um corpo ordenado,
basta provar que existe compatibilidade entre as operacoes e a ordem definidas em *R. E o

que faremos a seguir.

1. (Va)(Vb)(a,b e *R)(a>0eb>0—a+b>0)
Prova: Sejam a = (a,) e b = (b,) hiper-reais.
(an) > 0e (b,) >0
a+b=(a,) + (by) = (an +by)

A={neNla, >0} el e B={neN|b, >0} € U. Pela condigdo 2, ANB ={n €
Nla, > 0A b, > 0} € U. A intersegdo AN B estd contida em {n € Nla, + b, > 0}.
Pela condicao 3, {n € Nla,, + b, > 0} € U. Logo, (a, + b,) > 0.
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2. (Va)(Vb)(a,be*R)(a>0eb>0—a.b>0)

A prova dessa propriedade é semelhante a anterior.

3. Lei da Tricotomia: (Va)(a € *R — oua >0 oua <0 ou a =0)

Antes de provar essa lei, salientamos que dizer que um conjunto A pertence a U é
equivalente a dizer que a medida de A é 1 (m(A) = 1), sendo 0 a medida de seu
complementar. Um dos axiomas, se seguirmos o estudo por essa ultima forma, é que se
dois subconjuntos dos naturais A e B sao disjuntos, a medida de AN B ¢ igual a soma

das medidas de A e B. Vamos fazer uso desse axioma na prova da lei da tricotomia.
Prova: Seja a = (a,) € *R.
N ={n € N|a, > 0} U{n € N|a,, < 0} U {n € N|a,, = 0}

O complementar de N é o conjunto vazio. Pela condicao 1 e 5, N € 4. A unido acima
é disjunta. Sejam A = {n € Nla,, > 0}, B ={n € N|a,, < 0} e C = {n € Nla,, = 0}.
Segundo o axioma acima, sem perda de generalidade, m(N) = m(A) + m(B U C).
Como m(N) = 1, ou m(A) =1 ou m(BUC) = 1. Se m(A) = 1, a prova acaba. Se
m(B UC) = 1, usando o axioma, ou m(B) = 1 ou m(C) = 1. Logo, ou a, > 0 ou

a, < 0oua,=0.

Fica provado, assim, que o conjunto dos niimeros hiper-reais juntamente com as operacoes

de adicao e multiplicacao, e a relagao de ordem definem um corpo ordenado.
Teorema 4. *R nao € completo

Prova

Consideremos o corpo ordenado *R. Devemos provar que (3A)(A C *R e A é limitado
superiormente e A ndo tem supremo). Seja, entao, A = R C *R, limitado superiormente por
todos hiper-reais infinitos positivos. Vamos supor que A tem supremo w, nimero infinito
positivo. Pela defini¢cao de supremo, w é a menor das cotas superiores. Como, % ¢ um infinito

positivo, ele ¢ uma cota superior de A. Mas, § < w. Absurdo, jd que haviamos considerado

que w era supremo de A. Logo, A ndo tem supremo e, assim, *R nao é completo. [
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OBS 3: "R ¢é nao-arquimediano, ou seja, existem elementos desse conjunto que sao
maiores que todos os naturais. Pela definicao de niimero hiper-real infinito positivo, podemos

verificar tal afirmacao.

Para maiores detalhes sobre o estudo da Analise Infinitesimal, segundo o método constru-
tivo, o leitor pode consultar as obras de Baldino e Cabral (2000), Pinto (2000), Lindstrom
(1988) e Stroyan e Luxemburg (1976).

2. Via Axiomatica

Nesse método de abordar a Andlise infinitesimal, trés importantes axiomas serao listados:

axioma da extensao, axioma da transferéncia e axioma da parte standard.

1. Axioma da Extensao:

a) O conjunto R dos nidmeros reais ¢ um subconjunto do conjunto *R dos nimeros hiper-

reais.

b) Existe uma relagdo dada <* em *R, tal que a rela¢ao de ordem < em R é um subconjunto
de <*, <* é transitiva (o <* b e b <* ¢ implicam a <* ¢), e <* satisfaz a Lei da

Tricotomia: (Va)(a € *R — oua > 0 ou a < 0 ou a = 0)
c) Existe um hiper-real € tal que 0 <* € e € <* r para todo real positivo r.

d) Para cada funcao real f, existe uma dada fung¢ao hiper-real *f com o mesmo nimero de

variaveis, chamada extensdo natural de f.

Antes de enunciar o axioma da transferéncia, a nocao de afirmacao real sera definida.

Definicao 1. Uma afirmacao real é ou um conjunto nao vazio de formulas T, ou uma
combinacgao envolvendo dois subconjuntos nao vazios de formula S e T, que assequra que ”se

toda formula de S € verdadeira, entao toda formula de T € verdadeira”.
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Por formula entende-se uma equagao ou uma inequacao entre duas expressoes reais, ou
uma afirmacao do tipo "a ¢é definido”ou ”a ¢é indefinido”, onde a é uma expressao real.

Por expressao real entende-se uma constante real ou uma variavel real. Além disso, se a
é uma expressao real, e f é uma funcao real de uma varidvel, entdo f(a) é uma expressao
real. Da mesma forma, se aq, ..., a,, s20 expressoes reais, e g € uma funcao real de n variaveis,
entao g(ay, ..., a,) ¢ uma expressao real.

Com essas informagoes, segue abaixo o segundo axioma.

2. Axioma da Transferéncia:

Toda afirmacao real valida para todo niimero real, é valida para todo niimero hiper-real.

Segundo esse axioma, todos os axiomas algébricos e de ordem dos ntimeros reais, sao
validos para os nimeros hiper-reais.

O terceiro axioma segue abaixo.

3. Axioma da Parte Standard:

Para todo niimero hiper-real finito b, existe exatamente um niimero real a que estd infini-

tamente proximo de b.

Parte do texto apresentado aqui sobre o método axiomatico, foi traduzido de Keisler
(1986). Para maiores informagoes sobre esse método de estudo da Anélise Infinitesimal, o

leitor pode consultar Keisler (1986) e Tall (1982).
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