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The cosmological standard model needs a deep improvement when compared to
recent observational data and also when contrasted with a broad theorical context. Al-
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Capitulo 1

Introducao

A primeira parte desse trabalho (Elementos de Relatividade Restrita) de carédter
puramente tedrico é praticamente um resumo de uma leitura critica das notas de aula do
Prof® José Geraldo e Prof © Androvandi [1]. A partir do segundo capitulo(Algumas
Reflexoes em Busca de uma Relatividade Geral) até o sétimo capitulo (Agao
para o Campo Gravitacional), expomos o resultado do trabalho do estudo das bases
da Relatividade Geral desde suas fundamentacoes epistemoldgicas até a sua formulacao
tensorial. Esse estudo foi realizado por meio do estudo das obras de Landau e de Einstein
[12, 16] que tomou boa parte do ano de 2011. Somente a partir do oitavo capitulo
(Introdugao a Gravitagao de Brans Dicke) é que realmente foi estudada a Teoria
de Brans-Dicke, uma teoria alternativa & descricao dos fendmenos gravitacionais que hoje
vem chamando bastante a atencao daquelas que buscam uma melhor descricao fisica dos
fenomenos cosmolégicos através do estudo de teorias alternativas & Relatividade Geral.
Esse trabalho foi realizado com o uso das obras de Weinberg e dos trabalhos de Brans-
Dicke [28, 7], sem contar, é claro, com os fundamentos aprendidos com as demais obras
descobertas no decorrer do nosso trabalho. Essa etapa basicamente tomou nossas atengoes

nesses iltimos onze meses deste ano de 2012.



Capitulo 2

Elementos de Relatividade Restrita

Em fins do séc XIX a inconsisténcia da Mecanica Newtoniana com a denominada
Eletrodindmica de Maxwell era um dos grandes problemas da fisica tedrica.

A fim de esclarecer a aparente contradi¢ao foi necessario a introducao de uma nova
teoria que sanasse as inconcisténcias. Essa teoria ficou conhecida como a teoria da rela-
tividade especial ou restrita.

No entanto o principio da relatividade especial somente era capaz de lidar com
conceitos que pertencessem aos ditos referenciais inercias.

Por referencial inercial entende-se aquele em que todos os observadores nao estao
privilegiados de distinguir o seu estado de movimento, ou seja, incapazes de afirmar
se estao em repouso ou se possuem velocidade constante. Nesses referenciais podemos

traduzir uma consequéncia:

"Qualquer particula nao submetida a forcas externas se movera com ve-

locidade vetorial constante".

[lustrar com uma situacao idealizada o pensamento classico antes da introducgao do
principio de relatividade certamente nos serd conveniente:

Imaginemos um referencial inercial A ao qual sao atribuidas coordenadas carte-
sianas (z', 2% 23) e a varidvel t ¢ utilizada para indicar o tempo.

Desse modo a posicao de uma determinada particula é: X = z'e; +22ey 4+ 23e5 onde
{e;} sdo as bases ortonormais do espago vetorial considerado.

Pode-se imaginar um outro sistema de coordenadas A’ que no instante inicial coin-
cide com o referencial A ; no entanto, o referencial A’ possui velocidade constante u em
relacao ao referencial A.

Pode-se relacionar ambos os referenciais através da relagao:

x=x—utet==1tl".

10
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Para esse sistema a lei de composicao de velocidades pode ser facilmente encontrada:

V= (vlv303) = (%, dd—”f, ddi:) de maneira que: v/ =v —u .

Como v é uma velocidade constante da mesma forma que u também é, temos
diretamente que v’ deve ser também constante.

Essas propriedades de reflexao e simetria dos referenciais em questao indicam que
os referencias inerciais sao todos equivalentes.

As leis de Newton também sao védlidas em ambos os referencias de modo que:

!/
dv __ dv : _
mse = mS- ou seja F=Fr.

E notavel também que esse sistema possui o tempo absoluto e independente do
sistema de coordenada e do estado de movimento. Esse tipo de transformagoes sao ditas
"Transformacgoes de Galileu". As transformacoes x/ = x — ut sao casos particulares.

Se a isotropia do espaco for aceita como verdadeira, deve-se aceitar também que
podemos validar essa afirmacoes por meio de rotagoes de valores fixos. Podemos realizar

uma tal tranformacao utilizando uma matriz de rotacao R de forma que: X/ = RX .

! at Rl R} R}
Onde X7 = | 22|, X=1221, e R=|R? R R?
a3 a3 R} RS R}
Portanto:
z'! Rl R} RL\ [
2| =R} R} RZ||a? (2.1)
a3 R} RS R3] \a3

A transformagao de velocidades da mesma forma também sofrerd a rotagao V/ =
RV, assim como a forca F'7 = RF' estara coerente com a lei de transformagao para os ref-
erenciais inerciais. Com esse tipo de transformacao as leis de Newton deverao permanecer
invariantes.

Tais consideragoes nos permitem entender que as leis de Newton também se preser-

vam sob translacoes espaciais e translagoes de contagem do tempo.

X=X —-aetr=t—a.
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Essas informacoes refletem o fato de que nao importa a localizagao do observador
nem mesmo a data e hora da realizacao das medidas, desde que estejamos nos referindo

a referenciais inerciais.

Podemos enunciar as translagoes também com notagao matricial e encontramos:

t 1000 —a° t
" 0100 —a x!
22 =10 01 0 —a®| |2?
x 0001 —dd x3
1 0000 1 1

Para o caso das rotacoes a transformacao deverd ser do tipo:

1 0 0 0 O
0 Rl R? R} O
0 RY R2 R O (2.2)
0 R R2 R} O
00 0 0 1

Essts e outras transformacoes podem ser sugeridas de forma que preservem as leis
fundamentais da Mecéanica Cléssica.

O conjunto dessas transformacgoes semelhantes constituem um grupo, denominado
Grupo Galileano. Esse grupo é classificado como um particular grupo nao-abeliano,
onde existem diversas maneiras para se obter uma transformacao geral.

E importante dizer, pois, que além de ser extremamente interessante, o Grupo
Galileano permite-nos esclarecer alguns conceitos de algebra linear. O conjunto de coor-

denadas espaco-temporais:

t

2l

22

23

constituem um espago vetorial em que os membros representam todas as possiveis
posigoes e intervalos de tempo. Esse espago vetorial é o que chamamos de

Espaco-Tempo Newtoniano.
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Um dos grandes problemas que possuia o Grupo de Galileu era que nao deveria
existir um limite na velocidade de propagacao de qualquer tipo de informacao. Por isso
fazia sentido a existéncia de interagoes instantdneas. No entanto, as evidéncias como
alguns experimentos mentais sugeridos por Einstein e experimentos relativos a velocidade

de propagacao da luz em 6ptica diziam outras particularidades:

"Nenhum efeito poderia ser transmitido com velocidade além da veloci-
dade da luz".
"A velocidade da luz é uma constante universal que independe do obser-

vador".

Além do mais, as leis da Mecéanica Cléssica possuiam invaridncia Galileana, mas por
sua vez, o Eletromagnetismo de Maxwell nao satisfazia as mesmas expectativas.

Apesar das equacoes da eletrodindmica nao serem invariantes pela acao dos elemen-
tos do grupo galileano, existiam outras leis de transformagoes de sistemas de coordenadas
A — A’, de modo que as equacoes de Maxwell fossem invariantes. Contudo, necessitavam
de profundas modificaces conceituais a respeito da Mecanica Newtoniana.

Essas equagoes sao conhecidas como transformagcoes de Lorentz:

t— S —ut
{= e wr=—— (2.3)

2 2

1-% -7

Uma consequéncia direta dessas equacoes é que nao existem velocidades que excedam
o valor da velocidade da luz. Outra consequéncia estd em confronto com a doutrina cldssica
da homogeneidade do tempo que desvinculava intervalos de tempos com os intervalos
espaciais, ou seja, essas equacoes traduzem determinadas intimas correspondéncias entre
espaco e tempo.

Outro fato de relevante importancia foi que em 1881 Michelson concluiu experimen-
talmente que a velocidade da luz é independente da direcao de propagacao, abolindo de
uma vez a concepcao do éter cartesiano.

Apesar de Einstein ter afirmado o desconhecimento sobre os experimentos de Michel-
son, todas essas informacoes tiveram grandes impactos, ao ponto de influenciarem o avango
da teoria especial da relavidade.

Com essas novas leis de transformacoes a mecénica em si deveria ser quase que
totalmente reconstruida, com outros devidos grupos que substituissem o Grupo de Galileu.
Pode-se dizer que a Relatividade Especial teve grandes contribuigoes de cientistas como:
Lorentz, Fitz Gerald, Poincaré e finalizada por Einstein e Minkowsiki.

FEra sabido que a eletrodinamica era invariante apenas por rotacoes aos velhos gru-
pos galileanos de equacoes, dessa forma, foi instrutivo elaborar um grupo que fizesse de

subconjunto o grupo de Galileu.
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Nas coordenadas cartesianas usais, a distancia entre dois pontos
X =(z"a% %) e Y = (y' 9% )
é dada por:
d(X,Y) = [(@ =y + (22 — y?)? + (2 — )7,

Com as idéias introduzidas a respeito dos espago vetoriais por Poincaré e Minkoswski,
a distancia entre dois pontos infinitesimais dependeriam do tipo de geometria utilizada,
ou seja, da métrica em questao.

Considere o caso em que estamos tratando de distdncias em geometria Euclidiana.

Definimos como intervalo de distancia:

dl2 = (Sijda:idxj,

100
onde d;; = | 0 1 0| éa métrica Euclideana, que ¢ a matriz identidade.

0 01
Contudo essa métrica nao serd a mesma para qualquer tipo de sistemas de coorde-

nadas , COIMO veremos.

A fim de lidarmos com estrututuras que sejam invariantes relativisticas, devemos,

ao invés de utilizarmos a métrica euclidiana, utilizaremos a métrica de Lorentz que define

-1 0 0 O
0 1 00
o espaco de Minkoswki g;; = 0010
0 0 0 1

No entanto em se tratando das coordenadas 4-dimensionais do tipo: (¢, 2!, 22, 23),
pode-se perceber a inconsisténcia dimensional, mas, como a velocidade da luz ¢ é uma

constante universal, podemos aproveitar dessa invaridncia e reescrevermos:
_ 1,2 .3
X = (ct,xt, 2% z°).
Concluindo o intervalo infinitesimal de distancia serd:

ds* = —2dt? + (dz")? + (dz?)® + (dz®)”.
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E de costume definir:

cdt = da®.

portanto:

ds® = —(da°)* + (dml)Z + (da:2)2 + (d$3)2 : (2.4)

Esta expressao nos revela a nova e profunda conexao existente entre espago e o

tempo.

Com a sintetizacao desses principios em 1905 Albert Einstein publicou seu artigo
"Sobre a eletrodinamica dos corpos em movimento"[12] e nele o principio da
relatividade restrista estava contido.

Apesar de tornar consistente o Eletromagnetismo de Maxwell e a Mecanica Newto-
niana com a introducao de um novo grupo que teoricamente é regido por dois postulados,
a relatividade era apenas restrita aos referenciais ditos inerciais, e a Gravitagao Universal
de Newton ainda era regida pela "acao a distancia e instantdnea". Contudo a inter-
acao instantanea nao mais poderia fazer sentido para o principio da relatividade. Sem
contar que fendmenos astrondmicos como a precessao anémala do periélio de mercirio nao
era muito bem determinados pela gravitacao newtoniana quando comparados ao dados
experimentais [17].

Motivado mais uma vez pelas inconcisténcias existentes na mecéanica relativistica,
FEinstein tornou-se seduzido por virios anos a buscar por uma relatividade generalizada:
A relatividade Geral.



Capitulo 3

Algumas reflexoes em busca de uma
Relatividade Geral

Einstein imaginou um anel ou uma espécie de carrocel munido de rotagao em torno
de um eixo e dois observadores. Um observador se encontava em repouso em relagao ao
eixo do anel enquanto o outro observador estava em repouso em relacao ao eixo fixo do
anel.

Do ponto de vista do observador sobre o disco a circuferéncia deveria ter o com-
primento de 27r. No entanto para o observador em repouso no eixo do disco observara
quando medir, um determinado encurtamento no anel. Entretanto a medida do raio
permanecerd invariante.

Do ponto de vista geométrico essa situagao implica em uma contradicao, pois a
geometria euclidiana implica que a medida do comprimento de arco seja C' = Rf, entao
como o raio permanecendo invariante a relagao euclidiana nao é satisfeita?

Os dois observadores podem tentar explicar o ocorrido entrando em um consenso e
argumentando:

Pode-se dizer que o observador em repouso sobre o disco efetuard medicoes de
acordo com a geometria euclidiana, ou seja no universo de medigoes onde a relacao
ds? = Sy drida® = da® + dy* + dz? seja valida.

Agora seria talvez tentador tentar explicar o efeito de contragao do comprimento do
anel vista pelo referencial em repouso ao eixo através da geometria de Minkowiski, ou seja,
onde as medigdes satisfazem ds? = 5, drida® = —2dt? + (dz')’ + (dz?)” + (dz®)?, contudo
nao deve se esquecer que o referencial empregado nao é inercial, fato indispensével para
o emprego da relatividade restrita!

Certamente esse impasse ¢ devido & natureza do referencial agora empregado. Como
o referencial estd em rotagao é nao inercial, sendo assim, o intervalo de distancia infini-

tesimal serd descrito pelo conjunto de medigGes que satisfaz a seguinte relacao [16]:

16
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ds* = [ — (2 + yH)]dt* — da® — dy?® — d2* + 2Qy/da’dt — 2Qa'dy/dt, (3.1)

onde ) ¢é a velocidade angular de rotacao.

Einstein ao levar em conta esses argumentos justificou que o fato das medigoes serem
diferentes para ambos os referenciais poderia ser consequéncia do emprego de referenciais
nao inerciais que por algum motivo s6 podem ser realmente descritos fazendo uso de
geometrias nao euclidianas. Geometria essa que veremos mais a frente ser a pseudo-

Riemaniana.

Outra importante reflexao certamente se refere aos referenciais nao inerciais com-
parados com os efeitos causados pelo campo gravitacional. Um corpo submetido a apenas
um campo gravitacional se comporta de modo semelhante a qualquer outro corpo sub-
metido as mesmas condigoes iniciais.

Um corpo submetido a mover-se com relagao a um referencial nao-inercial se com-
porta da mesma forma que qualquer outro corpo que também esteja inserido nesse mesmo
referencial nao inercial submetido também as mesmas condigoes iniciais. Os efeitos do
campo gravitacional verdadeiro nao podem ser excluidos por nenhuma transformacao de
coordenadas.

Uma rapida andlise pode nos levar a intuir que: O movimento de um corpo em
relacao a um referencial nao-inercial é equivalente ao movimento de um corpo em relagao
a um referencial inercial com a presenca de um campo gravitacional.

Um estudo mais quantitativo desses argumentos pode ser realizado com o uso da

seguinte comparacao.

A expressao que descreve o movimento de uma particula a mover-se em um campo

gravitacional pode ser determinada por:

L=——mp(z). (3:2)

Resolvendo-a podemos encontrar que: v = — grad ¢ ou seja, somos tentados forte-
mente a especular a respeito de uma certa correspondéncia entre as aceleracbes mecanicas

propriamente ditas e a aceleracao gravitacional.
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Virios estudiosos indagaram-se a respeito dessa possibilidade. Uma confirmagao
empirica somente poderia ser encontrada se a massa que resiste aos efeitos das forgas
newtonianas de origem mecénica, massas inerciais m;, fosse exatamente equivalente a
massa que resiste aos efeitos da forcas de origem gravitacionais, massa gravitacional m,,.
Talvez um dos mais expressivos experimentos a respeito tenha sido o proposto pelo fisico
hingaro Lordnd Eotvos [28] que elaborou um experimento de balanga de torcgao, sendo
capaz de calcular as irrisérias diferencas entre a m, e m; que em médulo seriam menos que
10~8¢ . Mais tarde experimentos mais sofisticados como a Balanca de torcao de Braginsky
encontrou que a diferenca deveria ser menor que 107'3¢ . Resultado esse que certamente
corresponde aos erros experimentais em questao [17].

Sendo assim, as massas gravitacionais sao equivalentes ds massas inerciais e desta
forma podemos entao levantar hipoéteses de que: "O referencial nao-inercial é equivalente

a um certo campo gravitacional”.

O Principio de Equivaléncia

A equivaléncia entre um observador em queda livre é um observador inserido em um
referencial nao-inercial, pois em ambos os sistemas o observador nao consegue distinguir
os efeitos locais da aceleragao aos efeitos locais de um campo gravitacional.

Alguns estudiosos [17] classificam o Pricipio de Equivaléncia em principio de
equivaléncia fraco e forte. Ainda hoje é verificado experimentalmente apenas o princi-
pio de equivaléncia fraco através dos ensaios de balanca acima citados. Enquanto que o
principio de equivaléncia forte € um pouco mais complicado de ser entendido e segundo
[28] o principio é: "As leis da natureza sao vélidas para todos os referencias existentes na

natureza'.

Concluindo, é necessdrio o emprego de uma nova geometria a fim de que as medidas
feitas pelos observadores inseridos nos dois referenciais apresentem concordincia com as
previsoes tedricas, pois como discutido, a descricao de um referencial nao inercial requer
uso de uma geometria nao euclidiana.

Existindo a equivaléncia entre os referenciais nao inerciais com aqueles sujeitos aos
campos gravitacionais, a descricao dos referenciais sujeitos aos efeitos gravitacionais tam-
bém necessitarao do uso de uma geometria nao euclidiana.

Levando isso em conta é necessdrio reformular as leis de maneira invariante por trans-
formacoes gerais de coordenadas. De fato, podemos langar mao agora de um pensamento

que se embaza no principio epistemolégico da ciéncia [12]:

"As leis gerais da natureza devem ser representadas por equagoes que
tenham validade em todos os sistemas de coordenadas, isto é, que sejam co-

variantes em relagao a toda e qualquer substitui¢ao (covariancia geral) .
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Em busca da generalizacao das representacoes das leis fisicas, foi necessdrio o em-
prego de uma nova geometria quadrimensional, e a adequada foi a pseudo-riemaniana
cujos auto valores associados a forma bilinear em questao possuem pelo menos um de
sinal oposto aos outros. Para uma adequada descricao em termos dessa nova geome-
tria surge a necessidade de nao mais apenas lidarmos com vetores e sim com entidades

matemadticas superiores que sejam capazez de suprir nossos anceios. Os tensores.



Capitulo 4

Elementos de Algebra Tensorial.

Suponha que estejamos lidando com transformagoes de um sistema de coordenadas

0 /0

S, , L. ’
arbitrario (20, 2!, 2%, x3) para um outro também genérico (z'°, 2"*, 2%, 2/3), segundo uma

determinada lei:

xz’ _ fi<5(2’0,.1],17:13/2, J}/3>.

Se determinadas quantidades se transformarem como a transformagao dos seus difer-

enciais:

- 8fi($/07 $/17 thlz, $/3)

7
d'/I/-l 81} /k

dz'* dx ",

a,Elk = ax/k

denominamos de 4-Vetores Contravariantes e definimo-os como:

% axz /
A = 5 K (4.1)

Os 4-Vetores contravariante de ordem superior, 4-tensores de ordens distintas (por

exemplo os de segunda ordem), sdo formados como o produto de dois vetores contravari-
oz’

. ! 7 ! . .
antes dx'ds® = Sordr la‘zj—ffmdx ™ e se transformam segundo a seguinte lei:

ozt Ox'm

i k
ik _ oz' 0z" .

20
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Seja ¢ um escalar que determine a lei de transformacao das coordenadas. Quando

a transformacao de coordenadas de certas quantidades se dd como a transformacao das

. 1k . .
derivadas de um escalar: 8—“”7; = a—f&”—i as denominamos 4 -vetores covariantes e os
oz dz'k 9z
definimos como segue:
ax/k
A= —A. (4.3)
or’

De modo andlogo, um tensor covariante de segunda ordem pode ser construido pelo

. . 7
produto de dois vetores covariantes %% = aaﬁz aaﬁ - ai?om %ﬂk e se transformam segundo a

seguinte lei:

a :E/l a l"m

A, =22 77
* T 0xt Ok

(4.4)
A mesma idéia de construcao pode ser aplicada para definir os tensores mistos:

;. ozt o™

Por meio dessas leis de transformacoes pode-se verificar que A’B; é invariante. As-

sim, dados
. /
At = gf,pA’p e B; =9%3B, , temos
iR . Ox' Amox'l A1 Ox' 9z’ Arp 1 8:]0"1 p ! aA'PR — Alqn!
A'B; 8,pA aI,A 5T azlA B, =57 LA B, 5pA Bq—A By,

onde ¢! & o 4-Vetor unitério (a delta de Kronecker).

Se A* ¢ definido como um 4-vetor entdo pela multiplicacio do 4-vetor unitsrio &},
teremos A*§, = A’ que também é um 4-vetor assim demonstrando que &, é um tensor.
Dois tensores sdo ditos inversos entre si se : A;, B¥ = 62.

Em coordenadas curvilineas generalizadas expressamos a distancia infinitesimal en-
tre dois pontos no espaco-tempo em termos de uma métrica g;; também conhecida como
tensor métrico que vai nos fornecer o tipo de geometria utilizada que é afetada ou nao

pela natureza do campo externo presente na regiao de interesse:
ds* = gypdatda®. (4.6)

Também podemos utilizar o tensor métrico contravariante que é simétrico ao tensor

covariante definido acima de modo que:
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gikg™ = 6. (4.7)

Atentamos para o fato de que uma grandeza covariante pode ser expressa por meio
de uma grandeza, contravariante correspondente desde que exista tal conexao: A' = ¢** A,
ou A; = giA*. Com esse tipo de abordagem podemos encontrar os intervalos de tempo
em qualquer sistema de coordenadas, por exemplo:

Suponha que estejamos em um ponto do 4-Espago tal que:
dat =da? =da® =0
entao:
ds? = ?dr?* = goo(dx®)?.
Portanto:

0
dr = @. (4.8)
c
Essas relagoes sao as que definem os intervalos de tempo real em um sistema
qualquer de coordenadas. Uma discussao interessante que essa equagao acima nos permite
fazer ¢ uma boa comparacao:
Na teoria da relatividade especial a marcha do tempo real é distinta para diferentes

observadores que se movem uns em relacao aos outros. Contudo, na Relatividade Geral a

marcha do tempo também é afetada por qual ponto do espago esses relégios se encontram.

4.1 Diferenciacao Covariante

No espago plano, em coordenadas galileanas, o diferencial dA; de um vetor covariante
2 2 . 2
A; também é um vetor, e as derivadas % das componentes do vetor pelas coordenadas,

formam um tensor. Por outro lado, em coordenadas generalizadas curvilineas, o diferencial

L, [
dA; nem sempre se comportard como um vetor, da mesma forma que % nem sempre

serd um tensor. Isso se deve ao fato que em coordenadas curvilineas cada ponto tem
uma determinada lei de transformagao ja que como vimos, por exemplo, os quadrivetores

covariantes dependem das derivadas parciais de cada coordenada em relacao a coordenada

~ 1k ~
de transformagao %”7, que nem sempre serao as mesmas ponto a ponto.
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Podemos facilmente demostrar essas informagoes:

. ; . 1k . .
Seja A* um 4-vetor covariante : A; = %“; - Aj. Calculando seu diferencial encontramos

_ oz’ A1\ _ oz'* ! 92’k ! m

Desta forma, o diferencial do quadrivetor nao se transforma como um vetor, a nao
, 02k
ser nos casos especificos em que 55— = 0.

A fim de sanar esse problema é necessdrio introduzir uma lei de diferenciagao
generalizada de maneira que independa dos sistemas de coordenadas e nos garanta que a
derivada de um determinado vetor continue sendo um vetor, pois desejamos introduzir a
covaridncia em nossas expressoes. Por causa disso, definimos que a derivada covariante
deverd ser igual & derivada usual menos um decremento § que seja capaz de balancear
as expressoes de modo que a derivada de um vetor independentemente do sistema de

coordenadas continue sendo um vetor. Assim definimos:

DA" = dA" — §A".

onde JA? tem a seguinte estrutura:

§A" = T AFda!,

O sfmbolo I}, & identicamente nulo em coordenadas galileanas. Dessa forma, podemos
perceber que ele depende do sistema de coordenadas em questao, por isso, I't; ndo é um
tensor, j4 que em um espaco curvo é basicamente impossivel o seu anulamento por toda
a parte independentemente da escolha das coordenadas.

A grandeza I'i; é conhecida como Conexao que para os nossos casos é identificado
como Simbolo de Christoffel. Para os simbolos de Christoffel também sao vélidas as

seguintes transformacoes :
Ligt = gimI}] e L =9"Tmm -

Algumas referéncias, por exemplo [2], utilizam também da seguinte notagao para o
Stmbolo de Christoffel:

. Kl
i = . (4.9)

Com a introducao do Simbolo de Christoffel podemos escrever a derivada covariante

de um 4-vetor contravariante. Da expressao DA! = dA" — §A?, temos que dA* = ‘?9;‘; dat.
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Sabendo a estrutura de JA?, compomos a derivada covariante DA’ = (gﬁ; da:l> —
(=T A*dz"), de modo que:

. Al .
DA = (% + r;lAk) da'. (4.10)

Do mesmo modo podemos solicitar uma expressao que seja a derivada covariante de

um 4-Vetor covariante:

DA; = dA; — § A, (4.11)

O valor § A; pode simplesmente ser encontrado a partir da relagao de invaridncia do
produto A’B;, pois como brevemente j& discutimos: 6 (A°B;) = 0. E por consequéncia:

JA'B; + A6B; = 0 = 0A'B; = —A'§B;. Como sabemos o valor da representacao
§A? escrevemos : —T'i A¥dz'B; = —A'0B;, e tendo em vista a arbitrariedade dos indices
mudos mudamos a representagio dos fndices de forma a obtermos: I'f Aldx' B, = A% B;,

ou seja:

§B; = 't Bda'.

Com esta expressao e tendo em vista que dA; = ‘3‘:{ dz', podemos construir a ex-

pressao da derivada covariante de um vetor covariante: DA; = %dwl — Tk Apda!, isto

é:

DA; = (% — FﬁAk> da'.
X

Observemos que os termos entre parénteses na expressao da derivada covariante
. A - ~ . ~
de um vetor contravariante (24r +T% A*F) e a expressdo correspondente da derivacio
Ox! kl
covariante do vetor covariante (% — FZAk) sao tensores, pois pela contragao com o
vetor dx! resultam novamente em vetores. Esses termos sdo denominados de derivadas

covariantes e sao representados segundo a notacao:

Ap=7+ i, A* (4.12)
0A;

Como nossa preocupacao presente estd relacionada as derivacgoes invariantes com
relacao aos sistemas de coordenadas, também necessitamos definir a derivacao covariante

para um determinado tensor.
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A seguinte estrutura nos permitard extrair algumas conclusoes:

S(AIBF) = (§AT) B + A (§BF) = (=T}, Aldz™) B¥ 4+ AP (~T% Blda™) .

Como os indices [, m sao indices arbitrarios, podemos fazer uma mudanca de forma

que nas expressoes acima [ — m e m — [, com isso

§(A'B*) = (-T%,Amda’) B¥ + A" (-I'% B™dz') = — (T8 , A" B* + % A'B™) da'.

Em nossas definicoes o vetor A’ B* poderia ser equivalente a um certo tensor A,

assim

5 (A) = — (T, A™ 4+ Tk, Am) da.

Logo

SA* = — (Th, A™ + Tk A™) da'. (4.14)

A expressao para a derivada covariante de um tensor é da mesma estrutura D () =

. ik . ~
d() —d(). Como dA* = 24 dz! e com uso do valor superior encontramos a expressao

a Aik
ox!

DA* = < + T A™F 4 F’:MAW) da'. (4.15)

A expressao entre parenteses é simbolizada por:

ik
A'l 7

i

+ T A™E L TR AT (4.16)

Seguindo o mesmo raciocinio anterior é possivel encontrar a mesma expressao para

a derivada covariante de um tensor da forma A;;:
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= (T A, da') By + A; (T Bpda') = (A, BTy + A B, I'y) da,

ou seja

§(Ai) = (Al + AT dat

Consequéntemente

e a expressao entre paréntese é simbolizada por

0A;L . .
Aik;l - W - Fu Apis — FklAim- (4.17)

Por fim, o cédlculo da derivacao covariante de um tensor misto é apenas uma combi-

nacao dessas idéias

= (=T, AB, + T4 A'B,)dz™ = 6(AL) = (% AL+ Tl Al)da™,

logo

: OA! . .
DAl = < mﬂ’j — T A+ FﬁmA;) da™. (4.18)

4.2 Discussao a respeito do Simbolo de Christoffel I’}

Foi rapidamente discutido que os simbolos de Christoffel foram um mecanismo ado-
tado de modo a compensar a nao linearidade das equagoes. Em outras palavras, compen-
sar a curvatura do espago em questao. Assim também é de se esperar que os simbolos

I'}. também igualmente possuam determinadas relagoes com as coordenadas do espago
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em questdao. Afim de obtermos essa relacdo imaginemos um determinado vetor em um

sistema de coordenadas qualquer.

A= Ale;. (4.19)

Entao o diferencial serd

0A __ 0A' . i Oe;
dxd 8:1:je’+A01‘j'

Com a necessédria introducao de

de; _ 1Tk
s = LijCk >

teremos

DA __ 9A* iTk
a7 = oar€i T AT jjen

Com a manipulacao indicial do segundo termo, reescrevemos

A __ 9A! 7 k
o axjei +Fk]A e; ,

e encontremos novamente a expressao para a derivagao covariante para vetor o A =

Ale;

DA (@Ai

NG

+ r;;jAk> e . (4.20)

Realizemos uma projecao da variacao da base g;;ﬁ em uma determinada base arbi-

traria e’ do mesmo espaco, encontramos:

(‘g;;i) el = (Ffjek ) el = (Ffj) e, el = I‘Z-(SZ = Féj.
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Podemos reescrever gl COmo 361 = af'k <%§] 61) mas podemos escrever também,
como j& abordado,
__ oz'™
¢ =

Com essas estruturas é possivel encontrar:

de; 0O 8m’k8:p’m€ ) (Bx’me )
Oxi — Ox'* \ Oz Oxt "M ) T Qxd Ox'k \ Gxt “M) -

Agora utilizando a estrutura encontrada por (‘9—6)

OxI
l !

= T'}; e utilizando a notagao
e = gome", temos:
/™

Oei) ol — |02'% 0 (0a'™ ozt n\ _pl _
(81‘j) e = [814 ox'k ( B Eim)] (—amme ) = Fij =

az'k 9 '™ oz’ 9z'™ 9 azt n\ _
|:6xj Ox'k ( ozt )Gm + Oz Ozt Ox'F (em)i| <8m’"€

~ 9xJ 9z'm Ox'k

_ oz’ ot o oz'™ n dz'* 9z'™ dx' dem
( ozt )€m€ + 0z7 Ozt Bz’ 0:(:”“6

n _ sn Oe
Como e,e" = d,, e gre" m., ficamos com

I _ 9z'F 92t
Fij — Bz 9z’ 83:”“ (

n dz'* 92’ dxt _
)5 + Bz Bzt Oz’ ka -

__ 9z'* 9at ( ) 89@”“ dx'™ Jat I
— 9zI dz'™ Bz/k dx7 Ozt dxmt mk
ozt 9 (0z' dz'* 9z'™ Ozt
— 9a2'™ dx7 ( Oxt ) + OxJ  Oxt aw’"r

Agora apenas rearranjando os termos encontramos finalmente

L 81:”? (99(:’7'” oz o ozt 82'33’"4 7 (4.21)
7o QI Ozt dx™ ox'™ Oxl Oxt
que é o simbolo de Christoffel em termos das coordenadas

Por simples inspecao observamos que os Simbolos Christoffel se transformam como
tensores apenas em relagao aos termos compostos pelo produto das derivadas primeiras
No entanto, um termo de derivada segunda nos impede de designarmos F como tensores.

A eXpreSS&O F apenas se Comportara como um tensor nos casos em que:
awl 621"" o O
oz \ 9zidxr ) — U

Uma regiao previamente localizada do espago que possui a anulagao das derivadas
segundas é

denominada como localmente geodésica ou localmente inercial

Essa
restrita regiao se comporta como um espaco galileano localizado.
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4.3 Correspondéncia entre o Simbolo de Christoffel

e o tensor métrico

Como discutido a pouco nesse trabalho, a introducao da derivada covariante foi impre-
scindivel para que preservissemos nossas estruras vetorais e tensoriais, ou seja, a derivada
covariante de um vetor ¢ também um vetor.

Se podemos representar os vetores por meio do tensor métrico A; = g;; A*, faz muito
sentido também podermos escrever a derivada covariante sob mesma notacio DA’ =
ginDAF.

Entao poderemos concluir que DA? = D (gikA’“) = Dgi A* + g DAF que deve ser
igual a g;;, DA*. Entao para existir coeréncia entre as expressoes necessariamente Dg;;, = 0.

Considerando a arbitrariedade de um vetor A, temos

Dgir = 0. (4.22)
Ou ainda

Gk = 0. (4.23)

Isso mostra que a derivada covariante do tensor métrico é nula.

Podemos também expressar:

Dgir, = giry = %g;f — I gk — U gim = 0.

Mas das propriedades

L gme = D e I gim = i

encontramos

9g; _
gig = ot —Tha —Tie =0,
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9k
=Twu+Tin . 4.24
O kit T Lk (4.24)

O simples ato de permutagao dos indices da expressao acima, quando combinadas

entre si, podem nos fornecer uma informagao de grande valia.

Entao primeiramente facamos a troca : | — k e k — [ para encontrar:

gi
p Lik + L g ( )

Agora da relacao anterior facamos a troca de: i — k e k — i ou seja:

Ogu
oxt

=Tpi +Tra - (4.26)

Com essas expressoes aproveitando a repeticao de alguns termos desde que seja

valido I'y, = I,

%, podemos encontrar

= (Pra+Tik) + Crie + i) — (Toi + Trit) = Do + T = 20 .

Portanto

1 Jgir. | Ogu  Ogm
Fise = 2 (axl Yok T o ) (4.27)

Podemos também escrever como I'}; por meio de T, = ¢""T',, 1, Ou seja

A (8gmk . O9mi 391:1), (4.28)

=59 Oxt oxk  dxm
que representa o valor do Simbolo de Christoffel em termos do tensor métrico. Essa

expressao fortalece algumas de nossas afirmagoes anteriores, pois, mostra explicitamente

a dependéncia entre I' e as variagoes da métrica. Sobre essa perspectiva fica mais claro
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entender que a introducgao dos simbolos de Christoffel é necessédria quando tratamos de co-
ordenadas curvilineas generalizadas, uma vez que, quem define a geometria é basicamente
o tensor métrico e, como percebemos, a expressao para [' leva em conta as variacoes da

métrica gup.

Apés termos aprendido alguns principios do cédlculo tensorial devemos agora ser

capazes de discutir um pouco a respeito da cinemaética e dindmica envolvidas.

4.3.1 Particula Livre na presenca de um campo gravitacional

Se o assunto se trata de equagoes de movimento, na maioria dos casos, certamente
somos levados a recorrer aos métodos de Mecanica Analitica e utilizarmos o Principio
de Minima Agao, assunto que serd melhor discutido no transcorrer desse trabalho. Na
Relatividade Especial, define-se minima acao para uma determinda particula a seguinte

relacao:

08 = —mc5/dt =0. (4.29)

No entanto, podemos também utilizar do fato de que se uma particula é dita livre

~ 2t . ~ . ~
entao ddT”g = 0, ou seja, a sua 4-aceleragao deve ser nula. Em outras palavras a variacao

de sua 4-velocidade du’ deve ser nula. Essa aparente redundéancia de definicoes acima
serd apenas um artificio para encontrar a equacao do movimento de uma particula livre

submetida a um campo.
d?z?
dat?

espaco € plano. No entanto, a presenca de um campo gravitacional torna a métrica em

As expressoes =0 e du' sdo apenas vdlidas para coordenadas galileanas cujo

questao diferente da euclidiana, e como a métrica é a responsdvel pela geometria do
espaco em questao, nao mais estaremos necessariamente em um espaco que valide essas
expressoes de diferenciagao para todos os pontos do espacgo vetorial. Por isso nos tépicos
anteriores foram discutidas algumas técnicas capazes de lidar generalizacoes quanto aos
tipos de coordenadas.

Assim em um espaco de coordenadas curvilineas generalizadas devemos empregar a

seguinte relacao que envolve a anulacao da derivada covariante da 4-velocidade:

Du' = 0. (4.30)

Como a derivada de um certo vetor contravariante u* é
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Du' = ( + Iiu ) da!,

devemos encontrar anulacao dessa expressao:

Du' = du® + T%,utdz! = 0.

Agora submetendo essa expressao a uma variacao infinitesimal temporal encon-

tramos que

du’® +Fklu kdgt —0
dt - :

Entao

ou seja

2, k g1
@y ;;,didi =0. (4.31)
dt? dt dt

A equacao escrita logo acima define teoricamente o movimento para uma particula
livre da acao de forcas na presenca de um campo gravitacional, também conhecida como
a equacao da geodésica. Ela fornece a trajetoria de menor distancia entre dois pontos em
um sistema de coordenadas qualquer.

Podemos fazer uma analogia entre as equagoes da dindmica Newtoniana com a
estrutura acima encontrada. O valor para %
%, %0l 6 5 4-forga da particula.

Talvez essas conclusoes que tiramos da equagao de movimento tenham sido um dos

é a 4-aceleracao. Nesse mesmo sentido,

podemos dizer que —m

maiores triunfos que podemos exaltar sobre a teoria da Relatividade Geral em relagao a
mecanica cldssica, pois uma particula isenta de forgas nao estd necessariamente em repouso
ou em movimento retilineo e uniforme como previa Newton e a Relatividade Especial. Mas
sim, segue a geodésica de seu movimento que pode ser alterada pela presenca do campo
em questao.

Assim concluimos que para o escopo da Relatividade Geral se um corpo apresenta-se

parado é por que existe uma resultante nao nula de forcas que age sobre o mesmo.



Capitulo 5

Tensor de Curvatura

Imaginemos que nosso sistema de coordenadas seja o sistema galileano. Se tivermos
em maos um determinado vetor que aponte em uma direcao fixa qualquer e o submetermos
a diversos transportes paralelos a sua orientagao original, perceberemos que independente
de quantos transportes paralelos forem realizados, serd possivel coincidir o vetor trans-
portado com aquele que iniciamos.

Agora imaginemos um 4-espaco qualquer curvo. O transporte paralelo infinitamente
pequeno de um determinado vetor, no qual as suas componentes nao se alteram, pode
ser definido. Para isso consideremos z’ = z°(s) uma equagao paramétrica de uma curva

qualquer, onde s é o comprimento de arco em questao. O vetor unitédrio tangente a curva

da’
ds *

Podemos dizer que se no ponto 2 da linha geodésica o vetor possuir o valor u!, se

serd: ul = No entanto, considerando uma curva geodésica: Du’ = 0.
realizarmos um transporte até o ponto z° 4 dz* da mesma linha, deveremos encontrar para
o vetor o valor de u’ + du’ que serd tangente a linha nesse devido ponto.

Realizando o transporte por toda a linha geodésica, o vetor tangente permanecera
paralelo a si mesmo.

Pode-se dizer que em um transporte paralelo de dois vetores, o &ngulo entre eles
permanece o mesmo. Com base nisso, o transporte paralelo de qualquer vetor ao longo de
uma linha geodésica implica o &ngulo entre o vetor e a reta tangente a curva permanece
invaridvel.

E importante ressaltar que o transporte paralelo em um espago curvilineo entre dois
pontos, apresenta distintos resultados que sao dependentes do trajeto escolhido entre esses
dois pontos.

Um interessante exemplo que facilita a compreensao é o transporte paralelo em
um circuito fechado, pois, quando o vetor for transportado paralelamente de 1 — 2
paralelamente 2 — 3 e por final, paralelamente regressar de 3 — 1 , ele nao coincidira

com o vetor inicial. Tal exemplo estd esbocado na figura abaixo:

33
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Figura 5.1: Transporte paralelo em um circuito fechado.

Entao podemos concluir que nem sempre podemos coincidir um vetor transportado
paralelamente com o vetor inicial em um circuito fechado.

Mas o quanto esse vetor estd desviado do original?

Para responder essa questao podemos imaginar determinado vetor A; sendo trans-

portado paralela e infinitesimalmente por um circuito fechado qualquer em coordenadas

curvelineas. A soma dessas composi¢oes infinitesimais nos dara o desvio generalizado que
pode ser escrito como:

AA, = j{(mk ,

onde

Isso implica

AA, = j{ L Adat (5.1)
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Figura 5.2: Representacao tridimensional

Como sabemos, existe uma certa correspondéncia entre a circulagao de um vetor em
um circuito fechado com o fluxo do rotacional desse mesmo vetor através da superficie
compreendida pelo circuito fechado. Essa correspondéncia é chamada de teorema de
Stockes.

Contudo nao podemos esquecer que nossas expressoes devem estar escritas para um
sistema de coordenadas generalizadas, por isso, o teorema de Stockes deve sofrer certos

ajustes. Para isso sao necessarias algumas comparagoes que serao feitas a seguir.

Em um espaco tridimensional euclidiano podemos encontrar o volume do sélido

« — = — : : <
correspondente a trés vetores (u’, v, w ) por meio dos seguintes calculos:

Uy Uz U3
— e T
X w| = Area = Volume = u.(V X W)= |v; vy u3

w; W2 w3

Agora para um espacgo quadrimensional calcula-se a drea da hipersuperficie de modo

analago ao volume no espaco tridimensional.

dit drt dat”
dS™ = |k dg dat (5.2)
dz! da:l/ dz!”

, .

Também existe uma outra maneira de mudancas de indices que é por meio dos

iklm

pseudo-tensores €™ assim dando origem aos tensores duais A* = ™M A, .

Os pseudo-tensores gozam da seguinte propriedade:
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A Y

A DI L L Ly
6zk:lmep ;= p T s t (53)

TS l l 1 l

R L

g o S

Assim poderemos associar um 4-vetor dual

dS" = —5e™mdSy,, ., onde  dS° =dS'3,  dS' = dS°, e assim por di-
ante.

Dessa maneira dS® serd o 4-vetor que em maédulo serd igual a drea do elemento da

hipersuperficie e de direcao normal a esse elemento.

Um caso particular é o caso dS° = dS'?3 = dxdydz conhecido como elemento de
volume. Observe que ¢ ds” a projecao da hipersuperficie sobre o hiperplano z°. Como o

elemento de volume quadrimensional é definido como d€) = dz'dzdz?dz® = cdtdV,
podemos também afirmar que:
dS;dzt — dS).

Assim uma correpondéncia entre area e volume é estabelecida:

0
dsS; — dQ)—. 5.4
— Qo (5.4)
Se tratarmos de um fluxo podemos agora generalizar afirmando que
- 0A!
A'dS; = -df). 5.5
[ o (5.5)

que ¢é o teorema da Divergéncia de Gauss para 4-vetores.

Pensando de modo andlogo, podemos fazer também uma determinada correspondén-

cla

df*" — dxidx®,
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sendo df* um determinado elemento de &rea.

Assim obtemos

0

dat de’“a -
xXr

de forma que em se tratando da circulacao de um determinado vetor A* tenhamos

fAidmi: o4 df’“ (5.6)

Anéglogamente a propriedade que dois vetores possuem ao tratarmos do vetor normal
— = . x
aos vetores v e w por meio da relagao
— —> — — . . . X
v X w = —w x v implicando que o vetor normal tem orientacao que depende
da quiralidade definida, o vetor df** também possui essa propriedade de forma que é um

elemento anti-simétrico:

dft = —dfi*. (5.7)

Com essas informacoes é equivalente expressarmos:

8A

kz kz —2d ki
Ak s i

(5.8)

Agora, se trocarmos os indices ¢ — k e k — ¢ do segundo termo do lado esquerdo

da igualdade teremos

0A i OAL OA
ki | _gfik — kz kz ki
af oxt < af Ox' ) ! +df = 2df Oxt (59)
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De modo conclusivo expressamos

OAx i 1 ([ 0A L OA
af' = 3 <df L — df ,

Dat dak

e entao podemos reescrever a afirmacao acima:

i fOAY 1 kiOAL g OA
]{Adw N kadf _ng <df ox' af 8:13’“)’

portanto

ig.0 1 ki Ay ki OA;
j{Adx _2% (df Ox' af 8:6’“) ’

que é uma representacao mais ampla para o teorema de Stockes.

Como conseguimos alcangar nosso objetivo de escrever o teorema de Stockes para 4-
vetores em espaco curvos, o empregaremos para resolver o problema de estimar a diferenca
entre um vetor e seu valor inicial ap6s um transporte paralelo, que foi a nossa grande
motivacao para desenvolvermos o ferramental acima.

Assim

AAka{(sAk:]{ szz‘dxl:§f [dfl @( kmAi) _dfl &v_m( klAi)

0 0 ,
N %7{ [@ (TinAs) = 5 (FizAi)] df'™. (5.10)

Desenvolvendo o integrando temos
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0 (A;) — T 0 (Ay). (5.11)

0 i i
Ai% (ka) — A (sz) + ka@ ~ g

"Ogm

Da expressio 04, = ', A;de! podemos reescrever: 23k = T A,. Por meio disso
kl pm kl ;

com o uso do integrando desenvolvido acima, ficamos com:

Ai_xl (Thm) — Ai_@xm (Th) + ka_&rl (Ai) — Fkl_axm (A;) =
=4 E A Spm T Dl (T3 AR) — Ty (T7,An) - (5.12)

Se nos dois tltimos termos da expressao fizermos a seguinte troca de indices 1 — n

e n — 1, a fim de utilizarmos a arbitrariedade de um vetor A;, teremos

aF;cm 8F}d n ) n 9 8F2m al—wid n 7 n i
A Ol —4A; O™ +m (FnlAi) =y (anAi) = A; orl  Hxm + DL = Tl | -
entao:

AA, = j{szAidml = 5% [% (ThmAi) — Drm (szAi)l df™ =

1 aF}cm aF}cl n ) n T Im

AAg = 57{ {W T o + Dl — Dl | Aidf™
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onde o termo entre colchetes é o Tensor de Curvatura, também conhecido como

Tensor de Riemann:

km = "ol fpm + Dl — Tl - (5.13)

Observe que o tensor de Rieman ¢ um tensor de quarta ordem. A expressao anterior
relaciona o tensor de curvatura com as primeiras derivadas dos Sfmbolos de Christoffel.
No entanto, como ja exposto, os Simbolos de Christoffel sao dependentes das primeiras
derivadas do tensor métrico. Portanto é de esperar que o Tensor de Rieman esteja vincu-
lado com a derivada segunda do tensor métrico. Essa afirmacao pode ser demonstrada,

mas para isso primeiramente escrevemos o tensor misto R}, na forma covariante.

Rigim = Jin Zlm' (514)
Como R}, = ag;’zgn — gl;:’ff + Ty — Tl pm» 1850 nos possibilita escrever
n aFZm 8FZZ n n
Rutn = g = 9o (S = S amy - wty, ) a9

Portanto, se reescrevermos as duas primeiras conexoes acima em termos da métrica,

respeitando é claro os fndices correspondentes, encontraremos

no _ —ng q qm
e
1 99qk | O9q  Og
n o __ ~.nqg q a
k=99 <0xl * dzk Oz )’ (5.17)

Substituindo as duas ultimas equagoes no tensor de Rieman na forma covariante,

teremos:

Riklm = Gin Zlm =
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"9l " 9ak

8£El ox™ )] + ka pl Fle )

) P 9qk Bg 9Gkm 9 - 994k | 9941 391
[;9 q(@qu qm oxd )] [ég q( L y g

ox! oxk Ox4

1., |9 ng ( 994k O9gm __ Ogkm __0_ ng [ 994k 0941 Ogmi
2Yin [8xl {g (890’“ + Oxk oz oz 19 +

+in (T%,,I7 =T nre) =

1. g™ [ Ogqk 99¢m _ O9rm 1 nq 9 ggm _ 0%9um
29”1{ Ozt (8:1:7” + Ok x4 + 29in Y 8:6181?7" +

Ozloxk Oxloxe

:Bla.’E"L l"’”awk Ox™m Oz

1 dg™? [ Ogqk 9941 dg 1 992, 02gq 9%g,
_Egin{&c_m(aggl t ek~ Ber ) § ~ 29 19" \Gae T mmaet — Bamos

+9in (T7,, T —THIn ) =

1 g™ 994k 9" B9gm __ 99™? Ogrm 1 nq gqm _ 2gkm _
QQZ"{ Oxl dx™ + ox! Oxk ozl Oxa + 29in 9 axlaxm +

oxlozk Oxloxre

_1 9g™ 99qk + 99 9941 _ 9g™ dgm
29in \ Grm Bal Ox™ Oxk Ozx™ Ox4

dg 52 2
- %gzn {gnq (8xl81‘m + 61‘mggalck B aimggglcq> } *
+g7,n (ka pl F Fgm) :

Observando a simetria existente entre os indices de derivacao dos termos que estao
organizados na primeira chave { } com os termos contidos na terceira chave, concluimos que

sob uma somatéria por todos os indices, eles serao equivalentes e portanto se cancelarao
Desse modo, a expressao se reduz a:

Ox™ Ok Ox™ Oz

oxlozm

dg? 2 2 g2 2 2
lt 1 Iqk 0 9qm 0 m 1 Iqk 0 9ql 0
iklm 29in {gnq <8z18qazm 8:1:16‘130’“ Bz;](’l;xq> } 29in {gnq ( ” 5 Gl +

+9in (ka pl — T F$m> =
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— l . nq aggk + 829‘1”" _ 829km _ 8g§1€ o azgql + 82gkl
= 29ing Oxloxz™ Oxloxk Oxloxd Oxloxz™ Ox™mOxk Ox™Oxd

+gin (0%, Ty — TR I, ) =

_ 1. ngJ 9%9m _ Pgum Paw _ _gq ) P T!m _ TPTn |
= 29ind {Bxlc’?:ck Oxloxd + Ox™mOxd OxmOxk + Gin (ka pl Fklrpm) -

_ 159 ) 9gm _ O?gkm Paw_ _gq , P T _ TPTR )
- 25i {&rlazk Oxloxa + Ox™mOxrd dx™m ok + gin (ka pl FlePm) -

— 1) 29im _ Ogim 92 giy 92941 P T P T
) {axlaxk = oxlox T dwmoat  damosk [ T Jin (ka pl Fklrpm) :

portanto

1 82gim 829km 32%1 8291'1 P P
B = 2 {8:61895’“  Oxlox * dxmdri  drmdrk + G (il = Tl ) -+ (5:18)
Podemos verificar como propriedade do Tensor de Curvatura R;,,, a antisimetria
por troca de indices consecutivos e a simetria de troca de indices nao consecutivos.
Para justificar o exposto acima facamos como se segue:
Como Rj, € da forma como acima definido, podemos trocar a ordem dos dois

primeiros fndices consecutivos e encontarmos:

L Pgm _ Pgi 0*gi 0’ gr
Rpitm = 5 = A S . o (T2, I0 =TT ). (5.19
il 2 {(937181‘2 Ozl ok * Ozmozk  QxmOxt * gn (Tl = Tal5n) - (5.19)

Os indices do tltimo termo do tensor de Riemann R;;, sao equivalentes aos do
tensor Ry, sob troca de indices i — k e k — i e sobre a inversao de sinal. Quanto ao

primeiro termo fica explicito que Riim = — Riiim.

Agora com o tensor de Riemann R;z,, invertemos a ordem dos dois tltimos indices:
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1 9%gi 02 gu 9%g; 02g:
e = — % . . m‘ - im . P Fn _TP 9
ik 2 {axm(f)xk Oz oz’ i Ozlox? 835@:17’“} + gin (T pm = km pl) (5.20)

e do mesmo modo verifica-se que

Riklm - _Rkilm - _Rikml 5

ou entao

Rikim + Ryitm + Rigmi = 0. (5.21)

Podemos nos perguntar se existe algum tipo de propriedade quanto as derivadas
covariantes do Tensor de Riemann. A resposta é afirmativa e uma dessas propriedades é

denominada identidade de Bianchi:

zkl m + Rzmk:l + Rzlm kT =0. (522)

Para verificar a identidade de Bianchi, primeiramente escrevamos o tensor de cur-

vatura definido nas respectivas formas R}};, R} ., R, :
. oy ory
R, = ok oxl + 5T — ThI
imk oxm - 85L’k +F F Fzm pk
n 8P?m 8le n

Aproveitando o cardter tensorial da expressao do tensor de Riemann, se realizarmos
os cdlculos no sistema localmente geodésico o valor encontrado deverd também ser equiva-

lente ao cdlculo em qualquer outro sistema de coordenadas. A vantagem de fazer o cédlculo
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em um sistema localmente geodésico somente se justifica pela busca da simplicidade al-

gébrica envolvida nas expressoes.

Em um sistema local geodésico a identidade de Bianchi sera:

n n n _
iktom T Bimgs + Rigmy = 0 (5.24)

no o _ _ory oty
ikl,m Ox™m ok Ox™mozxt
n — aF:Lk _ 8F?m
imk,l T 9xlozm Oxloxk >
n o Bl“?m _ 81—‘?1
ilm,k ™ Oxkox! oxkoxm

Portanto

n n n n n n

Ozrmdxk  Jrmal * drldz™  OxlOxk + Orkoxl  Orkorm 0. (5.25)

Verificando a validade da relacao de Bianchi podemos corresponder de modo a dizer
que ela é vilida para qualquer sistemas de coordenadas devido ao cardter tensorial, ou
seja, a identidade de Bianchi para Derivadas Covariantes também é verdadeira. Portanto,
a expressao definida é satisfeita.

Um outro comentério a respeito do tensor de Curvatura se refere as suas pos-
siveis contragoes. Um tipo de contracao muito empregado no estudo em questao é de-
nominado de Tensor de Ricci.

Podemos obter o tensor de Ricci que é um tensor de ordem segunda, por meio da

seguinte contragao indicial:

Rix = ¢"" Rijmy = Rl . (5.26)
Com os valores definidos para o tensor de Riemann, podemos encontrar:

_orl, ory
o Oxl Oxk

R SED L A ) (5.27)
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Uma outra contracao muito importante resulta no chamado escalar de Curvatura

que é representado por:

R=g*Ry. (5.28)



Capitulo 6

O Tensor Energia Momento

A principio definiremos o Tensor de Energia-Impulso no espago de Minkowski, mas

para isso é necessario definirmos a agao em espacos planos gerados por 4-vetores.

A GO

onde

oty

é a lagrangiana obtida pela soma infinitesimal da densidade de Lagrangiana A (q, gﬁi )

por todo o volume.

Consequentemente a agao pode ser expressa como a integral por todo o espago de
Minkowski,

Snears 6

Calculando a anulagao do variacional da agao, temos

////M ") 00
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55 — ////( 5q 1 - a&:z)é(ay))d&)_o.

Reescrevendo essa expressao utilizando o diferencial total da expressao teremos

desde que
5o =0 (5)

Com a derivagao total escrevemos:

JIf (s
//// Sa00+ o (#da) — o () da) 2 = 0
e (g [ s

Como o segundo termo da equagao acima é a integral sobre todo o espago da di-

By (8)) do -

vergéncia, assumimos que nao existem fontes de campo no infinito quando tratamos de
uma fonte de campo finita. Por isso a expressao (que é o teorema de Gauss) deve ser nula

no fim da integragao. Portanto

11 (B 2o (22) )0

ou seja

OA 0 oA
[a_q o (aq)] =0,

para toda variacao dq logo
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ON 0 [OA
b (04 o2

A divergéncia da densidade de Lagrangiana também pode ser transformada pelas

regras de derivagao.

9 N _ OA 9q AN Oq,k
axiA (q7 aqﬂ) ~ Oq Oz + Oq Ozt -~

Como

- KN reescrevemeos:
0q, )’

0 0 (0NN Oqg ~ OA Oqy
-A W)= = e .
oz’ (4, 94.) Dk (8%) oz + dq . Oz (6.3)

Assumindo que

qki = 44k , temos

P N_ 8 [0A) 8q oA 94,k
aTiA (QJaQ,l) — 9zk <8q!k) Ozt + q Oz

que poderd ser contraido em um diferencial total. Desse modo ficamos com

) d [ OA g

Realizando uma mudancga de indices através do tensor identidade
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0xZA (Q7 aQ,l) 51 3xkA (Q7 aq,2> 9
temos:
) 0 [ O\ Oq
k
kA V= — ([=—=2) . .
0 Dk (4, 94.) Ok (8(]7;c 81”) (6:5)

De maneira a concluirmos que

0 (0N O
I (A kN (g,0q.) ) =0,
ozk \ 0q Ox' ’
encontrando assim uma importante relacao, expressando divergéncia nula de uma
certa quantidade. Essa certa expressao é conhecida como o tensor de energia-impulso e

definida como

o OA O
{7 Dqp 0

- 5fA (Q7 a%) . (6~6)

Para um sistema de particulas este tensor pode ser escrito como
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6.1 Tensor de Energia-Impulso em Coordenadas Curvilineas

Como foi discutido, a acao que encontramos é vélida para os espacos de Minkowski.
Contudo desejamos, como sempre, expressoes invariantes por mudancas gerais de coorde-
nadas.

Para generalizar a acao, lembremos que o elemento que proporciona a correta trans-
posicao de coordenadas x a z/ é denominado de jacobiano de transformacgao. Além do
mais, ¢ de se suspeitar que o tensor métrico esteja novamente presente nessa relacao ja
que estamos lidando com propriedades geométricas. O Jacobiano de Transformacao é

definido como:

O (2%, 2t 22, 23)
0 (mlo’ 1"1, x/Q’ :U'?’)

J

Il
—~

o

0]
~—

Como discutido, os tensores se transformam como

ik _ 0z' 9zF _nm
9" = 2T ozm9

Em termos do determinante, temos

oz’

o't

oxk

ik| =
6Ilm

\g ’ /(0)lm| _

Sabendo que ging* =1 e |gug™| = |gi| |9"*| = 1, definindo |gi;| = g , teremos que

ik| _ 1
|g | g
Usufluindo mais uma vez do cardter tensorial, calculemos o determinante da métrica
de Minkowisk representada por ¢"©'™ ou seja,
|g/(0)lm} = _1 ,

1 _ 72 _ /1

Partindo de um sistema de coordenadas generalizadas para outro
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dQ) = JdS2 , ou ainda

De onde concluimos que

dQ = /=gdQ . (6.9)

Calculando a agdo para o sistema de coordenadas (20, 2%, 22, 2/®) temos:

1 . Og*
= - ik Q. .
S C/A (g , :Cl)d (6.10)

Como essas expressoes precisamente devem ser vilidas para qualquer sistema em

questao, vamos escrever a mesma utilizando a relacao de transformacao obtida logo acima

S=-[Alg" V—gdQ . (6.11)
c ox!
Com essa expressao, novamente procedemos os mesmos calculos anteriores

58 =1[4A (gk %9—) J=gd =0

1 OAN/—g ¢« .
6S = cf g 89" +

— ik

aAv_gé(ag ) Q=0 .
g Ox!

o (%)

Como
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0 [9AV=g 90 [ AV—g

o)) o)

Ox!

a anulacao do variacional da acao pode ser transformada como:

1 {oAy=g . 0 [ AVv=g ., o [ AV=7 ) .,
[ |0 g | 0 | - | oy | 99 a2 =0
’ ") ) ()

Do mesmo modo a 4-divergéncia deverd ser nula quando somada por todo o espaco

quando a fonte de campo supostamente for finita. Disso resulta

508 = 1/ OAv—g 0 [ AvV=g 5g*dQ =0 . (6.12)

que representa o Tensor de Energia-Impulso para coordenadas generalizadas.



Capitulo 7
Acao para o Campo Gravitacional

O formalismo da Mecanica Analitica possibilita encontrar as equagoes de movimento
para uma ou para um sistema de particulas por meio do principio da Minima Acao. A
ideia desse principio possivelmente teve suas origens com os ensaios filoséfico-teoldgicos
de Maupertuis [19] publicados em 1744. Posteriormente foi reestruturado em formalismo
matemadtico por meio dos trabalhos publicados em meados do século XVIII por Euler,
Lagrange entre outros. O formalismo que hoje utilizamos para o Principio de Minima
Acao deve-se a William Rowan Hamilton que foi registrado por volta dos anos de 1834,
1835.

Para uma particula a agao é definida como:

s [o(utt)ar o

Observemos que a acao é uma integral de uma funcao das coordenadas generalizadas
da particula, das suas velocidades generalizadas e do tempo; todas calculadas em um
intervalo de tempo qualquer.

A langrangiana em sua estrutura traz consigo marcas profundas do determinismo
cldssico [21] que almeja prever o comportamento de qualquer corpo desde que se conhega
sua posicao e sua velocidade no uniforme transcorrer do tempo, dessa forma descrevendo
toda a trajetéria futura desse determinado corpo.

A Langrangiana também pode ser determinada por uma generalizagao por todo o
espago envolvido (que é a densidade de Lagrangiana) como fizemos sem justificar no tépico

do tensor Energia-Impulso, mas agora uma interpretacao mais profunda serd necessdria.

93
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Observemos a estrutura da densidade de lagrangeana

L= /c (q, %) dVq . (7.2)

A a ag@o poderd ser reescrita na forma:

S = / (,c (q, %) qu) dt . (7.3)

No entanto o grande objetivo que agora devemos explorar nao estd totalmente em
saber qual é a equacao de movimento de uma particula, mas sim qual é a "equacgao de
movimento"(se assim podemos dizer) para o campo gravitacional.

Por isso precisamos construir a acao do campo gravitacional de modo andlogo a
estrutura das equagoes acima discutidas para o movimento de uma particula.

Podemos comegar estabelecendo o valor para o nimero de dimensoes "N"em nosso
caso é o 4-espago. A lagrangiana usualmente vincula posicao e velocidade. Para o campo
gravitacional posicao fara o papel andlogo o tensor métrico, a velocidade como se fosse a
variacao da métrica.

Contudo tanto a Lagrangiana como a densidade de Lagrangiana sao escalares, e a
simples combinagao de g;, com T'y, nao resultard em um escalar. Mas, a poucos célculos
atrds, nds definimos o escalar de curvatura R que, por ventura, depende das derivadas
primeiras e segundas do tensor métrico g;; em questao. Isso a principio nos atrapalha a

construir as equacoes de movimento de 2* ordem, a nao ser que usemos algum artificio.

Poderemos tentar definir um elemento GG (gik, %) de forma que
=YL
/G\/_—ng - /R\/_—ng— /%dﬂ,

onde A’ é um vetor de transformacao.

Se considerarmos que o campo e suas variagoes se anulem nas fronteiras, conse-

quentemente a sua variacao também se anulard. Por esse fato

5 / GV=gd = 6 / Ry=gd) . (7.4)
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Agora, podemos escrever

V=GR = =™ Ry =

i al—‘l 7 BF,L 7 m 7 m
=V g{gkawk gk8x1+gkrikrm_gkrle§cm}

e rearranjando:

V=99 G = 2 (V=g9™*Th) — This (V=39™) .
V=g Gk = e (V=9 Th) ~ Thgle (v=a™)

Como estamos tratando do variacional das expressoes, desde ja desprezamos as
derivadas totais de modo que

G5 = T (V=39™) — Ty (V=g9") — g*v/=g (T4TL,, — TLIT).

Tendo em vista a relagao
b= %gim (Gmik + Gmki — Griom) = % (G Gmik + G Gmki — 9™ Gri.m) € considerando
que a contragao indicial realizada pelo tensor métrico implica que ¢"" gy i

— 9" Ikigmn =0
: i 1 _im
, ou seja, I'y; = 59" Imik -

Apesar dos tensores métricos serem representados por matrizes, assim respeitando

a algebra matricial, quando realizarmos a soma de termo a termo da expressao anterior,
teremos a relacao definida abaixo

M 2gdxk T Qxk
ozl -9 - anlg . (7.5)

Logo pode-se encontrar que
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G =g" (Ti Ty — Tialh) (7.6)

E de fundamental importancia sabermos que as grandezas que sofrem a variacio
sao as componentes do tensor métrico. Contra intuitivamente a integral da acao de um
campo real nem sempre resultard em um minimo, como esperado. Esse resultado deve-se
ao fato que nem toda as variagoes possiveis de g;; resultam em uma alteragao da métrica

do espago-tempo, ou seja, a alteracao real do campo gravitacional.

7.1 Equacoes de Einstein

As equacoes de movimento para o campo gravitacional foram obtidas por Einstein no
inicio do século XX por métodos diferentes dos de Hamilton [12]. Ainda hoje se discute
sobre quem teria primeiramente obtido as equacoes que hoje governam a Relatividade
Geral, pois, data-se que nesse mesmo ano David Hilbert haveria proposto as mesmas
equagoes s6 que derivadas por principios variacionais [17].

Nao realizaremos os procedimentos conforme realizados por Einstein e sim pelos
principio variacionais ao modo de Hilbert. Da mesma forma que as equacoes de Euler-
Lagrange podem ser extraidas por métodos variacionais de uma acao, em se tratando
da familia das Equagoes de Einstein para o movimento propriamente dito do campo

gravitacional nao serd diferente.

Podemos encontrar as equagoes do campo gravitacional por meio da variagao fun-

cional:
I(Sm+S,) =0,
onde S,, é a acao para a matéria e S, é a acao para o campo gravitacional.

Como ja analisamos, a estrutura para a agao do campo gravitacional, que foi possivel

por meio de uma analogia com a Mecénica Analitica, permite concluir que

/ Gv/—gdQ = / Ry/—gdQ) — / %Al\/—_gdﬁ. (7.7)
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Desconsiderando os termos de superficie que sao encontrados quando integramos

por todo o hipervolume temos

5 / GV—gdQY=§ / Ry/—gd< . (7.8)

Dessa forma

5/G\/—ng:5/Rikgik\/—ng,

5 / Rig™ /=S — / 5 (Ry) g™/ =gdQ+ / Rud (4) v=gd2+ / Rug™s (V=) d22.
(7.9)

Sabemos que 0 (1/—¢g) pode ser calculado como se fosse uma determinada derivada,

ou seja

1 —dg
5(vV—g) = -—2L . 7.10
A quantidade dg pode ser escrita também como [28].
89 = ggibg™ . (7.11)
Por meio dessas duas idéias acima reescrevemos
1 —ggadg™ 1 "
d(V—9) = =——F—— = —=V—99i09"". 7.12
(V=9) =5 Ve 5V =99:39 (7.12)
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Com essas transformagoes podemos reescrever o termo correspondente & § [ R+/—gdS2.

Portanto

o [ Rugv=gaa = [ () g* =i [ Rus (6%) v=aaos [ R (~5vammos* ) o

Agrupando o segundo com o terceiro termo da expressao acima, de modo a escrever

sobre uma mesma variacdo d¢**, ficamos com

) . 1 .
5/Rik91k\/ —ng = /5 (le) glk\/ —ng +/ (le — §Rgzk) 6glk\/ —ng . (713)

Relembremos agora a estrutura do tensor de Ricci em termos dos Simbolos de
Christoffel:

* oxk

+ L — et (7.14)

Se aproveitarmos o cardter tensorial da expressao acima, podemos definir o tensor de
Ricci em um sistema local-geodésico. Uma vez que nesse sistema nao existird contribuigao
significativa do produto das primeiras derivadas, a expressao para o tensor de Ricci se

reduz

_ory, oy

ik = . 1
Pl Oxk (7.15)
Consequentemente o variacional R;;, serd

ol Oty 9 9
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Entao

. ) 0
OR;g™ = ng% (6T%,) — g%’f@ (6T%) . (7.17)

A fim de uma simplificacao fagamos a alternancia dos indices no segundo termo

| — kek—1, ouseja

6Rug™ = g% 25 (0Th) — ¢ 5 (6Th) = 57

pois como toda a equagao estd submetida aos mesmos diferencias, reescrevemos

g*oTL, — gloTk = AL (7.18)

Apesar de ainda estarmos em um sistema local geodésico, com essas estruturas
discutidas acima, podemos reescrever as expressoes nao mais apenas considerando os
sistemas locais e geodésicos, mas sim levando em conta a arbitrariedade da escolha dos
referencias. Por isso acrescentamos o Jacobiano de transformagao /—g , elemento que

garante a inedependéncia do espago ser plano ou curvo:

4 )
SRig™*\/—g = 5 (vV—=g4") . (7.19)

Esse foi um argumento extraido de [16] que apesar de l6gico pode levantar suspeitas.
Uma prova rigorosa da mesma expressao é encontrada em [28], que apenas nao a realizei
aqui por nao ter conseguido até a presente data fazé-la sem pedir auxilios.

Sobre essas transformagoes a expressao

. . 1 .
5/Rik91k\/ —gdS) = /5 (Rzk) gmv —gdS) + / (Rik - §Rgik> 592kv —gd§} ,

se reduzird a
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) / Ry/—gdQ = / % (vV—gA") d2+ / (Rik — %Rgik> 5g*\/—gdS) . (7.20)

Considerando como vélido o Teorema da Divergéncia de Gauss, o primeiro termo
que estd escrito em termos de uma divergéncia nao interferird nos resultados depois de

integrarmos por todo o hipervolume e aplicarmos o variacional, ou seja:

1 .
5/R\/—gd§2 = / (Rz’k - 539%) 5 \/—gdQ) . (7.21)

Assumiremos que a variacao da agao serd nula da mesma forma que quando tratamos
com o principio da Minima Acao No entanto, vale ressaltar que a variacao nem sempre
serd um minimo, mas deve ser garantida que seja um extremo [16].

Podemos expressar, com corregoes de algumas constantes, que o variacional da A¢ao

do Campo Gravitacional em questao sera:

—c3

= 167k

1 ,
559 / (Rik - §Rgik> 5gzkv —gd$2 ,

portanto em se tratando da acao para o campo gravitacional em uma regiao isenta

de outras fontes de campo teremos

1
R, — §gikR =0,

que a conhecida Equacao de Einstein do Campo Gravitacional para o vacuo.

No entanto em se tratando da parte 9.5,,, temos

ik
5S,, = 5/0\/_—ng - 5/0 (g“f, %‘Li ) V—gd<) . (7.22)

. . . . ik
Aplicando o variacional no termo G (g”“, %g -
T

) ficamos com
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a gik:

a—i\/—_gd (—) a0 . (7.23)

?(%)

Podemos reduzir o segundo termo da expressao acima através de uma transformacao

| gyt + o

de diferencial total, ou seja, se notarmos que

0 oG " 0 oG i oG 8g““
— | ———0¢"| = — | ———— ! . .24
ort | 5 <M> % ort | 5 (M) 097+ o (M) d < oz! (7.24)

Ox! Ozl By
encontraremos
oG ” 0 oG ik 0 oG i
= J=a5d" — | — ¢ - —— | —— ! Q. 2
/ agm\/ gog"™ + o | ;5 (M) g o |5 (89”9) 09" | d (7.25)
ozt ox!

Novamente estamos tratando de uma expressao que possui um diferencial total que
pelo teorema da divergéncia nao afetard nossos resultados por ser nulo no infinito. Por-

tanto a expressao 6.5, simplificada serd

oG .0 N

——/=qog* - — — ds) . 7.26
[ {gevaos® = 5 o (2 (7.26)
Ox!
Com a reinclusao das constantes temos
c3 oG - 3, oG .
88, = —/=qog* — — | ——— | §¢%* 3 d2 . 7.27
167rk/ agt Y "I T @<%g_if> g (7.27)

Sabemos que existe uma conexao profunda entre a variacao da acao em termos
da densidade de Lagrangeana e o tensor de Energia-Impulso, ou comumente Energia-

Momento. Tal tensor pode ser escrito como

1 .
8S,, = — / Ti/—g0g™dQ) . (7.28)

2c
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Assim, se compararmos ambas as expressoes para 6.5, teremos que

8k 1 ) oG D oG N
o= 2 mgsgt — | | sy 2

Da expressao 0 (S, + S,,) = 0, temos

o I . ¢ 1o . oG\
i — = Raa | g™/ —gdS) " J—gogt — | | sgt Y aa=0.
167k / (R’“ 511 ’“) 097V =gd e / agik VY I T gyl 3<aagif> g
Concluimos assim que
1 1 | ac .o [ ac
0— R = ——{ ——/—qg0g"* — — | —/—— . 7.30

A mesma expressao é mais comumente escrita atrdves do tensor de energia mo-
mento. Se utilizarmos a relagao existente entre GG e T', podemos escrever a expressao

acima indicada como

1 8k
R, — §gikR = ?Tik . (7.31)

Essa é a equacao de Einstein nao homogénea para o campo gravitacional. Em outras
palavras é a equagao que descreve a equagao de movimento para o campo gravitacional
na presenca de fontes. Tanto a energia quanto o momento das fontes presentes sao os

responsaveis em modelar a geometria do espaco-tempo.
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Podemos também buscar uma representacao mista da equagao acima. Para isso

simplesmente contrafmos os indices por meio da métrica ¢7*:

; 1 5 [ 8Tk
9" (Rik - §gikR) =g <? zk) . (7.32)
Como ¢/"Ry=Rf 5 gga =0 e G Ty =T)
concluimos que
1 8k
f&—iﬁRZ{%ﬂ% (7.33)

Contraindo os indices da expressao acima ficamos com

que se reduz a

R=-—"CT (7.34)

Com esse valor para o escalar de curvatura, completamos a equacao de Einstein

2 A ct

1 1k 81k
Rir, — =ik (——T> = —Ty ,

que quando simplificada é geralmente expressa por
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ct 2

87k 1
Ry, = o <Tik — _gikT) . (7.35)

E importante salientar que as equacdes de Einstein, tanto a homogénea quanto a
nao homogénea, nao sao lineares ou seja, o principio da superposicao de efeitos nao se
verifica. Somente existe um cardter linear nas equacoes de Einstein que é quando estamos
tratando de campos débeis, ou seja, campos ditos fracos. Em outras palavras, os campos

gravitacionais no limite Clédssico Newtoniano.



Capitulo 8

Introducao a Gravitacao de

Brans-Dicke

Antes mesmo da formulagao da Relatividade Geral ser estabelecida, outras tentativas
contemporaneas & época visavam aprimorar os resultados da Gavitacao Newtoniana e
certamente essas hoje compoe parte do cendrio da histéria da gravitacao. Talvez um
dos grandes expoentes desse tenha sido o fisico finlandes Nordstréom que estabeleceu uma
teoria que podia ser derivada de uma acao que foi determinada um ano mais tarde por
Einstein e Fokker [8]. A métrica de sua teoria era um acoplamento de um campo escalar
com a métrica de Minkowski. No entanto o problema para a precessao do periélio de
Mercurio era erréneamente prevista pela teoria de Nordstrom. Esse fato fez da teoria
obsoleta para os fins préaticos, mas uma inspiracao & comunidade cientifica.

Em 1915 a teoria da Relatividade Geral em uma das sua primeiras versoes foi esta-
belecida [12]. A partir disso uma séria de experiéncias a fim de testd-la foram propostas,
problemas como: desvio da luz na presenca de um campo gravitacional, a precessao do
periélio de Merctrio, equivaléncia entre massas inerciais e gravitacionais entre outras [9].
Esses experimentos foram importantes pois fizeram da Relatividade Geral a teoria mais
bem sucedida, quando comparada a experimentos em nosso sistema solar. Na década de
vinte o russo Alexander Friedmann propos uma solucao para as equacoes de Einstein que,
segundo o préprio Einstein nao estaria errada matematicamente, no entanto, incoerente
fisicamente. O francés Georges Lemaitre, e os norte americanos Robertson e Walker ap-
rimoraram esse mesmo modelo que visava explicar um universo dindmico que em larga
escala de acordo com a Relatividade Geral seria homogéneo e isotrépico. Essa proposta
que comegou a ser desenvolvida nos anos de 1927, tornou-se universalmente aceita por
volta da década de sessenta e compoe o que a comunidade cientifica chama de Modelo
Padrao para a Cosmologia [24].

Apesar do Modelo padrao ser considerado um sucesso por explicar satisfatoriamente

problemas como a expansao do universo (através dos resultados publicados por Huble

65
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em 1929), e a existéncia das radiagoes césmicas de fundo (que foram constatadas pelos
experimentos de Wilson e Penzias em 1965). Esse modelo nao é capaz de explicar com a
mesma concordancia alguns problemas como: o problema do horizonte de eventos (regides
do universo provavelmente jamais tiveram contato causal se comparado a idade prevista
do universo), o problema dos monopdlos magnéticos (por que hoje nao os observamos),
expansao acelerada do universo, etc.

Modelos atuais denominados ACDM ( Lambda-Cold Dark Matter) atualmente vem
sendo empregados a fim de responder essas questoes que o modelo de Friedmann nao
podia responder, como por exemplo a expansao acelerada do universo. No entanto, ainda
assim problemas s@o identificados. Por exemplo a constante A (Constante Cosmoldgica)
utilizada nesses modelos é 120 ordens de grandezas diferente do valor obtido pela Fisica de
Particulas Elementares, sem contar que assumir a veracidade do modelo implica também
considerar que 70% da quantidade de matéria do universo se encontra em uma forma
desconhecida de fluido constituido por um contetido nao bariénico, a matéria escura [25].

Algumas teorias de grande unificagdo como a teoria de Super Cordas no seus limites
para baixas energias implicam na existéncia de um campo escalar denominado Dilaton
que compoe a interagao gravitacional [3].

Motivados pelas questoes astrondmicas acima discutidas, a nao concordincia dos
modelos cldssicos a explicagao de fenomenologias de dimensoes cosmoldgicas e a perspec-
tiva real das teorias modernas, retornemos por mais um instante ao século XIX.

Em 1883 o filésofo Ernst Mach em sua famosa obra "Ciéncia da Mecanica'"faz
valiosas criticas a algumas concepgoes definidas por Newton, a definicao de massa e a

definigao de espago-tempo [20].

Abaixo confrontaremos esses pensamentos de forma mais direta

"A quantidade de matéria é a medida da mesma, obtida conjuntamente a partir de
sua densidade e volume. [...] é essa quantidade que doravante sempre denominarei pelo

nome de corpo ou massa'[20].

Mach nao satisfeito com a definicao da medida de massa dada por Newton, alegando

ser uma espécie de "pseudo defini¢ao", afirma:

"O conceito de massa nao fica mais claro descrevendo a massa como o produto do
volume pela densidade, 74 que a propria densidade denota simplesmente a massa pela
unidade de volume. A definicao verdadeira de massa sé pode ser deduzida das relagoes

dinamicas dos corpos” [20].

Ao contrério das concepgoes newtonianas Mach defendia que a medida de massa de-

veria levar em conta a interacao com as denominadas estrelas fixas, uma vez que a medida
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de massa estd intrinsecamente relacionada com a medida entre a forca e a aceleracao e

essas que podem ser diferentes dependendo da regiao do universo considerado.

Em se tratando do conceito de espaco tempo, Newton afirmava a existéncia inde-
pendente do mesmo, se comparada ao restante do universo. Agora sob os pontos de vista
de Mach o espaco e tempo apenas poderiam fazer sentido a partir do momento que ex-
istisse observadores, que em nosso vocabuldrio moderno talvez possa ser definido como a
presenca de Energia e Momento. O uso do talvez na frase anterior é apenas consequéncia

direta de que o principio de Mach ainda nao pode ser analisado experimentalmente.

Certamente essa discordancia de cardter epistemolégico teve repercursao na formu-
lacao das teorias de Gravitagao. Eintein havia mencionado em suas notas bibliograficas
a inspiracao gerada pelo Principio de Mach em sua teoria relativista para os referenciais
generalizados [12].

Apesar das equagoes de Einstein vincularem diretamente a matéria com o espago
tempo, a teoria Einsteniana nao é completamente Machiana, uma vez que as solugoes
das equacoes de campo da Relatividade Geral na auséncia completa de fontes prevém a
existéncia de um espago-tempo plano quadrimensional, o espago de Minkowiski. Mas como
haviamos discutido outras teorias para a Gravitagao também estavam em perspectivas.

Em 1937 Paul Dirac em seu polémico trabalho "Teoria dos Grandes Numeros"[11]
estabeleceu relacoes diretas entre as constantes mais diversas da Fisica. Dentre essas
relacoes existia também a hipétese da Constante Gravitacional G newtoniana ser uma
funcao dependente da era cosmolégica do universo. Esse trabalho levantou polémica,
como pode ser visto no artigo publicado por Edward Teller que confrontou tais hipéteses
com alguns dados geoldgicos, obtendo contradigoes com as evidéncias empiricas [27].

Em 1949 Jordan publica um trabalho que basicamente compoe o inicio das Teorias
Escalares Tensoriais a Gravitagao [15]. Tal teoria foi inspirada nos trabalhos de Dirac,
s6 que ao invés de apenas considerar a Constante da Gravitagao Universal uma varidvel
dependente da era cosmolégica, considerou um campo escalar [15].

Jordan também havia proposto que devido essas consequéncias o tensor de energia-
momento, nao necessariamente deveria ser sempre nulo sob derivagoes covariantes e propos
mecanismos de producao de massa que violava a equacao da conservagao de massa.

Apesar da teoria escalar-tensorial de Jordan concordar com a proposta de Dirac, a
construcao de sua teoria apresentava acoplamente minimo entre o campo escalar e o tensor
métrico, ou seja, o Principio de Equivaléncia da Relatividade Geral seria violado, pois,
para uma mesma métrica seria possivel estabelecer diversas geodésicas associadas. Para
a época, violar o principio base de uma das teorias mais fundamentadas certamente nao
foi atitude bem aceita, tanto que em 1959 Markus Fierz publicou um trabalho propondo
que a teoria de Jordan deveria ser construida através de um acoplamento escalar tensorial

realizado ndo minimamente [14].
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Em 1961 Brans e Dicke publicaram um trabalho cujo titulo: "Principio de Mach e
uma teoria Relativistica da Gravitagao"[7]. Hoje considera-se a gravitacao de Brans e
Dicke a mais facil e a mais precisa dentre as intimeras teorias escalares e multi escalares-
tensoriais [13].

A teoria de Brans e Dicke é uma teoria escalar-tensorial assim como imaginava Jor-
dan, no entanto o campo escalar nao se acoplava a parte material apresentando acopla-
mento nao-minimo. O campo escalar proposto possuia a ordem de grandeza do inverso da
constante gravitacional [6], sendo assim fazia o papel da suposta constante gravitacional
varidvel de acordo com a intuicao fisica de Dirac. Também com isso atendia o principio
de Mach uma vez que a medida de massa nao mais seria absoluta e sim o resultado da
interagado com os corpos nas vizinhancas. Além de tudo isso a teoria de Brans e Dicke

concordava muito bem com as previsoes da teoria padrao de Einstein.

8.1 Analogia com as idéias de gravitagao Newtoniana

e uma generalizacao

A fim de obter a expressao que relaciona o campo escalar com a existencia de materia
e energia, realizaremos uma analogia, que para nossos fins se adequa perfeitamente. No
entanto, € importante deixarmos claro que o potencial gravitacional é uma grandeza fisica
distinta do campo escalar que media a interacao grav1ta,(31ona1'
Seja a lei de Gauss para o campo gravitacional Eg, $ E da = Gm, quando

essa relacionada através do teorema da divergéncia e pela equivaléncia existente entre o
gradiente do potencial escalar ¢ e o campo gravitacional, Vi = —_bEg. Note que

fﬁgd;l =Gm = fvf?gdv . Como m = [ pdV , temos: fE_)gdjél = fvf?ng =
G [pdV — Vﬁg = Gp, portanto: Vip = —Gp .

A equacao resumida logo acima ¢é a equagao de Poisson para o potencial gravitacional
newtoniano. No entanto, a expressao estd escrita para um sistema de coordenadas planas
tridimensionais. A extensdo natural do Laplaciano V? para um espaco regido por uma
métrica pseudo-Riemaniana, assim como a Relatividade Geral, ¢ o D’ Lambertiano em
coordenadas curvilineas [0 = V*9,. Agora precisamos apenas encontrar um elemento
correspondente a densidade de massa. Podemos encontrar a resposta se pensarmos da
seguinte forma. O tensor de energia-momento é a grandeza que fornece toda e qualquer
informagao da existéncia e dindmica da matéria existente em um determinado sistema.
Sendo Ty a densidade de energia, assim dizendo o escalar associado ao tensor de energia-
momento é a densidade de energia. Portanto, é coerente dizermos que o escalar do tensor

de matéria se relacione a densidade de massa p de um determinado sistema. Sendo
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adequada a comparacao, em busca de uma expressao que seja covariante e dependente
aos campos tensoriais-escalares, pode-se sugerir tal estrutura (J® = AT, onde ® ¢ um
campo escalar que assim como a particula associada ao campo gravitacional, media a
interagao gravitacional, e T! ¢ o trago do tensor de energia-momento. Sabemos que a

expressao padrao definida pelos livros textos como por exemplo [28] é praticamente a

mesma por nés deduzidas levando em conta um fator de angulo esférico.

OO0 = 47\ . (8.1)

8.2 Equacoes de Movimento por Primeiros Princi-
pios

Assim como feito por Einstein em sua Relatividade Geral, pode-se também obter
as equacgoes de movimento para a Gravitacao de Brans Dicke sem a minimizacao fun-
cional. Para isso utilizaremos argumentos fisicos indispensdveis e estruturas matemaéticas
escalares- tensoriais generalizadas, assim como parte é realizado em [28].

Consideremos a equagao de Einstein na presenca de matéria R*—2¢g* R = —8rGT.
Utilizando a hipétese de que a constante gravitacional ndo mais é um valor fixo (como
desejaria Dirac) e sim um parametro que se comporta como o inverso de um campo escalar
® ( como espearia Jordan). A equacao de Eintein ficard como R* — 2¢g*"R = —8n T e

quando reescrita assume a seguinte forma:

) 1 . )
(R”“ — §g’kR) d = 8T, (8.2)

Podemos pensar qual é a razao de variacao dessa equacao quando a mesma ¢é definida
em um sistema arbitrario de coordenadas, para isso, calculemos a derivagao covariante da

expressao:

' 1 . . 1 . i
(R“f - gglkR> -+ <R’k - 59““R> ;= =87 (T"), (8:3)

)

Analisando essa expressao pode-se concluir que, como a matéria ou energia, nao
podem ser criadas, o tensor de energia momento é conservado. Portanto, sua derivacao
covariante deverd ser nula.

Sendo nula a derivacao covariante do tensor de energia-momento, para preservar
a igualdade, o lado esquerdo da equacao também deverd ser nulo. De fato o tensor de

Einstein G* = R* — 1g*R, ¢ nulo sob deriva¢es covariantes, isso pode ser entendido
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de duas maneiras, a primeira e a mais usual é que ela respeita a Identidade de Bianchi
e geometricamente dizendo deve ser nula. Uma outra maneira de percebermos que a
derivacao covariante (Gik);i é identicamente nula é imaginar as equagoes de Eintein para
o vicuo: R* — % ¢*R = 0. Assumindo essa igualdade como verdadeira quando nessa re-
alizarmos a derivada covariante: (R“C — % gikR) g = (Gik);z. = (0, encontra-se naturalmente
que a derivacao é obrigatériamente nula, se nao fosse, seria possivel levantar problemas,
um deles é que o Tensor de Einstein nao seria nulo sobre derivagao covariante sem que
seja realizada alteracao nesse contetido, em outras palavras alterarfamos a geometria sem
alteracao das fontes.

Percebendo que o tensor de Einstein ¢ nulo sob derivagoes covariantes, a equagao
proposta com a insercao do campo escalar estd incoerente, pois: (Ri’“ - %gikR) o, =0,
ou seja, estamos assumindo, sem conhecer a dindmica do campo ®, que é necessariamente
nula a sua derivagao.

Se tivermos interessados na arbitrariedade de uma teoria, concluiremos que a equacao
estd incompleta, coisa que pode ser corrigida com a insercao de um tensor pertinente a

existéncia do campo escalar TgF.

Por isso a equagao mais coerente de acordo com os argumentos devera ser:

i 1 i i i
(R b 59 ’“R) d=—8r (T"+Ty). (8.4)

Apesar da coeréncia e necessidade quanto a existéncia do tensor T, ainda nao
conhecemos os seus termos. Sendo assim sugere-se a estrutura mais generalizada para um

tensor de segunda ordem:

Ty =A(®) P'Dy, + B(®) 5,0,,8™ + C (®) %, + 6, D (¢) O (8.5)

Se calcularmos a derivada covariante desse tensor generalizado, poderemos determiné-
lo a menos de constantes, quando o compararmos com a equacao de Einstein acoplada ao

campo escalar.

Faremos as derivadas termo a termo:

[A(®) DD, = A (D) D20y + A(D) %, + A(P) DDy,
[B(9)0,2,,®™] = §,B (2) ©,;®,,®"™ + 5, B (D) © i + 6.8 (€) D70
[O (®) CI)Z/J g c (®) (I),iq)’fk +C () q)zk i

[D () 0®6}] . = 6.0 () 0 + 6, D () (OP),

52

Tais derivadas quando agrupadas, fornecem encontra-se a seguinte forma para (T,.)

52
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(Ti); = [A(®) + B'(2)] 2,87°® +[A(®) + D' (2)] @ ,00+[A(D) + 2B (D) + C' (2)] 07,
+C(9) @4, + D (9) (OP),

HA
Assumindo a validade da transformacao

m o __ sl 3 . . . . .
SRy =0, — (<I>7k);i = (0®),, — O (®4), implica que a derivada covariante do
D’alambertiano de um campo nem sempre serd igual ao D’alambertiano da derivada do
campo escalar, ou seja, a ordem das derivadas nao mais comutam e sim sao dependentes

do tipo de geometria que estd sendo empregada.

A equagao de Einstein na forma mista (RL — %(%R) ¢, =—8r(Ts 1) » poderd ser
reescrita em termos do tensor generalizado e em termos da identidade que relaciona o

campo

(O®),, — O () — R, =
=81 {[A +B|®;®®)+ [A+ D] ®,;00+ [A+2B+C'|0,;0" +C(®)O(P,)}
—8rD () (0®),, .

Comparando os dois primeiros termos do lado esquerdo da equacao com os dois
iltimos termos do lado direito, para garantir a igualdade, podemos afirmar que —87(C =
—1—>C’=8L 8tD=1— D=L

T 8 °

Para encontrarmos os demais coeficientes precisaremos calcular o trago da equacao
de Jordan-Brans-Dicke , R* — 1¢g*"R = —3%(T% . +T%,), que pode ser expresso por

R =28 (T! .+ TL ) e inserirmos nessa os tensores de energia-momento correspondentes.
) M i [

_ i i _ 0o ~ '
Como O = 4xATy,;  — Ty, = 45 » € a contragao do tensor de energia-

momento relacionado ao campo escalar é dada pela seguinte expressao:
Ty, = A(®)®'®,; + B(®) 5@ ,,@™ + C (@) &%, + 6.D () O =
= A(®) P'®; + 4B (®) D, @™ + C (®) @7, + 4D (@) O .

Assim subsitituindo os dois resultados acima no traco da equagao de Jordan-Brans-

Dicke ficamos com

 8r (O0d
d \drm)

+A(P) D, + 4B (D) D, + C (D) @, + 4D (P) ch) . (86)

Com o valor para o "Escalar de Curvatura"em termos do campo escalar e das suas
derivadas poderemos determinar finalmente os pardmetros A, B quando compararmos

com o restante dos termos ao lado direito da igualdade sugerida:
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—1R®,; = -8 {[A' + B ®,0®; + [A+ D] ®,00+ [A+2B+C"| &0, },

—51Q, (22 4+ A(D) @D, + 4B (D) B, d™ + C (0) &, + 4D () OP) =

=81 {[A' + B ®;9'®; + [A+ D] &0+ [A+2B+C"| 0,0} .
Assim se agruparmos os termos em comum encontraremos

47rC<I>7k% DT% 167 D® qu) =8m { [A + D/} DCI)(I),;C} , que poderd ser reduzida

P+ L+ D=8r[A+D].

A outra correlacao é

P, (A+4B)® ;0" =81 (A + B') ©,®,9" , que pode ser reduzida a
" (A+4B)=8r (A +B) .

E o iltimo termo —8m [A + 2B + Cl] <I>7i‘I>’i;k por nao possuir correspondéncia, os
coeficientes deverao satisfazer

A+2B+C =0.

Desenvolvendo a primeira relacao tendo em vista como conhecidos os valores de C'

e D, temos

T (5t o — ) =874,

32 4 _1_3
S = A= w&@ . onde w=g3-—3.
Agora quando simplificamos a terceira equacdo, A+2B+C =0 — B = —wﬁ

Ao encontrarmos esses parametros podemos escrever o tensor de Energia-Momento

associado ao campo escalar T4, :

. 1 (I) m 1 1
T‘ik gw E(I),iq),k 16ﬂgzk = + S_WCI)vi ik — S—Wgszq) =

w (PP — 39D m® ) = (P9 — ga0P) .

1
8w

o=

Tendo em vista essas relacoes é possivel determinar a equacao de movimento para
o campo gravitacional na presenca de fontes isto é, tensor de energia momento referente

ao campo escalar mais tensor de energia momento para a matéria prépriamente dita.

Assim, podemos encontrar por completo a equagao de Jordan-Brans-Dick:

1 8 1
Ry — zgiR = ——T ir, —

2 o P2

1 1
(‘I) D — 2gik@,m@’m) -3 (P —90®). (8.7)
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8.3 Minimo Variacional da Acao de Jordan-Brans-

Dicke

Uma outra maneira de se obter as equacoes de movimento para o campo gravitacional
é através da minimizacao do variacional da acao, para isso seja a acao de Brans-Dick para

os campos na auséncia de matéria dada de acordo com [7, 6].

S = / (RD — o2 2 )\/_dQ . (8.8)

Calculando o variacional da expressao temos dois tipos de equacoes. Uma em termos
da variacao da métrica como de costume nos procedimentos de Einstein-Hilbert, e outra
em termos da variacao do campo escalar. Nota-se a presenca em ambas as equagoes do

acoplamento escalar tensorial exigido como hipétese inicial:

0S = )\/_dQ_
= J |o(r <I>+R5()—( 2| v=gdo + [ (Re

(3o
P ’ )5(\/ —g)dﬂ :
Lidaremos a pI‘lOI‘l com as respectlvas Varla(;oes de ¢ <¢> 2, Z)

Das regras dos variacionais de uma fung¢ao associamos
1y _ _ 6%
5(6) - T P2

9 50(2x®;) = 9" [0(P )0, + b ()] -

Como os indices da segunda expressao acima estao contraidos podemos reduzi-los

de forma:
GELI5(D4)D,; + ©4I(D,)] = 2L D76(D,) .

Pode-se reescrever a expressao acima levando em conta uma generalizacao das regras

de derivacao

21375(d ;) = 2[In @’ (60),; = 2[In ®]" 5(P),; .

)

Agora é necessério realizarmos uma transformacao de derivadas totais, a fim de que

em se tratando do processo de integracao seja utilizado algum tipo de divergéncia:
2 [In @] §(®),; = 2 ([m o] 5<1>) 2 ([m c1>]vi> 5

portanto o variacional da primeira parte da acao S sera
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58, = [ [Ré((l)) - wé(q)’f’i)} /—gdQ =

- {R(Scb +wdid 50— ([m ]’ 5@)@ 4w [(m @)’i} K w%agik} Ne=rro)

Tendo em vista o teorema da divergéncia de Gauss, a integral da divergéncia devera

se anular nas regioes de fronteira, ou seja

2 [ (@]’ ).i\/——ng:o,

A duvida que talvez poderia surgir nesse etapa é: Sabe-se que em termos de derivadas
usuais, a integral da divergéncia é nula quando nos tratamos de situagoes em que o campo
se anula no infinito (condigoes de contorno). Mas o que de fato nos garante que a integral
da derivada covariante também deverd ser nula? Primeiramente podemos entender de
um modo discursivo através da idéia bédsica que uma derivada covariante é de fato uma
derivada usual "corrigida", e que nao deixa de ser um processo de medida da taxa de
variagao de uma grandeza. Sendo assim somado com o fato das nossas solugoes desejadas
serem finitas e comportadas, concluimos ser nula.

Nao satisfeitos podemos visualizar matematicamente a partir das seguintes consid-

eragoes. Como 0" [In ] 6P se transforma como um B?, teremos que ([ln P 5<I>> =B

52

Uma vez que Bl = 5 9 B4+ B* etambém sabendo que ', = %gim (%gmi + %gmk — &Cimgki),

ao analisarmos a expressao poderemos concluir que os dois ultlmos termos poderao ser

simplificados se for levado em conta que o indice ¢ poderda comutar com o indice m do termo

1 _im 1 _msi o 1 im0 1 _im 0 1 _mi 1 _im

59 awz‘gmk =39 &Umgika ous€ja 59" 359mk — 539 FymIki = 39 axmgzk -39 ammgki .

Portanto

;L (0 5 0 N _ L
ki =59 (@gmz 57 mk = G ) ki = 59" 5 Imic (8.9)

O resultado acima é genérico no sentido que é valido para métricas nao nescessaria-
mente diagonais. No entanto o resultado que pretenderemos encontrar é tanto védlido para
uma métrica diagonal, quanto uma métrica completa. Por via de simplificacao, analisa-se
o caso de uma métrica do tipo diagonal para concluir um resultado que também é valido

Py ab i 1 45 0
a uma métrica g** qualquer I',; = 59" 57 gii

Notemos que

i ii_0 _1_00 1.11 0 1 .22 0 1 .33 0
I = 197325 g = 39% 5% o0 + 39" 52k 11 + 397255 922 + 393 525 933 -
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Partindo do fato que dmin In(A) = %%A, entao, %% In gog = %glaigoo e goog™

1, conclui-se que
1.0 11 .0, _ 1000
3727 NG00 = 375,590 = 39 5,900 -

Desse modo a expressao '}, poderd ser reduzida a
1, 0 10

I = == 1n gy 8.10
59" 5w = 5 g Y (8.10)

Sendo assim B} = ail B + Tt . BY = ail B + iB* aik In g;; ; levando em conta a

arbitrariedade indicial consequente das contracoes, %Bk% Ing; = %BZ 57 Ingi; , ou seja,
B = 2 (B'+ B'In \/gii), que por ser uma divergéncia e apresentar os limites
adequados, deverd ser nula sobre integracao. Dessa forma a acao do campo escalar ficara.

58, = [ [R(S( ) — wo (ot )} NartioB

58, = [ {R5<I> + WD ;L 6D + 20w [(m @)’i] )6P — w%dgik} J/—qdQ =

32

5, :f{R+w Oid,; + 2w([ln d]*), }5®\ﬁ—gd9—fw%5gik\/_—gd9 .

Sabendo que ([In®]"),; = (%) =3 (®),; — 327, , a acdo se reduzird a

S=] {R +wH P, + 2wk () — 2wé<1>’i<b7i} 3B/—gdQ— [ wPERi 56k /~gd) =

= {R — WP, 4 2wl (qﬂ);i} §B/—gdQ — [ w5k, /—gdQ .

Além do termo acima encontrado que resulta no variacional do tensor métrico, a
acdo completa possui outros termos dependentes de d¢** se agora estudarmos a segunda

parte da acao, que resultard no variacional dos termos tensoriais:

= [®6(R) /=gdQ+ [ (PR — wzP'®;) 6 (y/—g)dQ .

A fim de reduzir a expressao calculamos o variacional do Escalar de Curvatura

OR=14 (gikRik) =0 (glk) Rir + 96 (Ra)
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E sabido que o tensor de Ricci definido em termos dos Simbolos de Christoffel sao
dados por
Rix = g Ul — 5o Uy + T, =TT,

dzF
e o cédlculo do variacional do tensor de Ricci é
0Rik = 50T}y, — 5wl + 0T TH, + Tl — oTy Ty, — DTy,
Em Relatividade Geral os ditos Sfmbolos de Christoffel nao sao tensores, pois
transformam-se como os mesmos apenas em termos de primeira ordem

Fl _ 92’k o™ 9zl pm + ozt 9%z
i T Oxd Ozt §r’m mk ox'n OxI Oz™

No entanto o variacional dos Simbolos de Christoffel,

! i
I _ 9z kox™ ozt m
0Ly = B B 5Ol mk >

sao estruturas que se transformam como tensores. Se combinarmos esse fato com a

estrutura geral das derivadas covariantes de um Tensor misto A% qualquer

(A;ik) =2 Al +TH AT —TmAl L —TRAL

4 oal

Pode-se reduzir a expressao do variacional do tensor de Ricci d R, reescrevendo-o

sobre as seguintes contracoes:

(2

(0T%), = 20T, + TL 6T — Tl — Tmelt

Sendo assim

(5Fik),l - (5Fil),k -

20T, + T 6T — TeTt  — Tmell, — 26Tt — T 0T + Dol + Teell,, =
= 20T, — ;20T + T 0T — Dol — T 6T + Tl

Essa expressao acima é equivalente ao variacional do tensor de Ricci, portanto
R = (Th), — (%), 1)

O variacional de I, ¢

1 1 _im

0T = 30 (9"™) (3% 9ms + 52 9mh — 52w 95k) T 39" (52609m; + 5250Gmk — 527095k )

Analisando estruturalmente a expressao acima, o primeiro termo, pode ser escrito

por meio da utilizacao de uma outra conexao
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nm

n __ 1 0 0 0
L5 = 59" (508 9mi + 505 Gmk — 5w i) -

que deve estar devidamente contraida por meio de g,,:

n _ 1 nm (_0 o) o] _1sm ( 0 0 0 _
gnarjk - §gnag (8xkgmj + BrYi Imk — &Umgjk) - 5511 (6xkgmj + I Imk — 3mmgjk) —
—_1(9 , 4 0 _ 90, \Y=1(0 , 4 O _ 9 4.

— 3 (6mk Yaj + 97 Jak o g]k;) ) (8:}0’“ 9mj + 927 Imk am'mgjk‘) .

Sabendo disso, escrevemos o variacional dos Simbolos de Christoffel sobre essas

consideracoes:
0%, = 0.(9") gnal5 + 39" (525 09ms + 570Gmi — 5o 00;t)-

Pode-se, a critério de simplificagdo, analisar os termos 4 (¢"™) gne, €m relagao as

transformacoes de coordenadas, de modo que

im _ Ozt 9x™ _1pqdz'T Bx'S 1 __ 1 smrSS _ipg ) SESM_Irs
9" Gna = Ox'P Bz’qg oz Oz® Irs = 671611 5p6qg Grs = 577,5(1 9 "Grs >

Sendo assim, 0 (gimgna) - 5gimgna + gimagna =0— 6gimgna = _gimégna .

Portanto com a utilizacao da forma acima definida, (5F§»k ficara

0T = =™ 0Gnal™ + 39 (3% 0Gms + 5250 9mk — 527095k -

Mais uma vez recorremos as regras de transformacao das derivadas covariantes de
um tensor qualquer A;;, a fim de estabelecer uma forma reduzida ao tensor 5F§~k:

(Aje); = 2295 — L gk — Tiegms »

)

Seguindo a regra geral de diferenciacao covariante, escrevemos as derivadas do varia-

cional dos tensores métricos como

(09ms) = 52609ms — Din0nj — L3i0Gnm
(5gmk>;j = 3%5gmk - F;Lmégnk: - F;'Lk(sgnm 5
(59jk);m = Bximagjk — 10j09nk — T4 00n;

Ou seja, podemos reagrupar as expressoes acima a fim de obtermos 5F§-k

(5gmj);k + (5gmk>;j o (6gjk>;m - a;gk(sgmj + %5gmk - azim(sgjk o Fzm(sg"j B F?mégnk +
Fszégnk - FZjégnm - F?kégnm + Fﬁnk&g”j -

Quando a semi-soma das derivadas covariantes do tensor métrico sao contraidas
pela métrica ¢, encontramos g™ (52 0gm; + 52709mk — F209jk — 2T} 0gnm) que € ex-

atamente o variacional de I',. Portanto
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1 .
TS = 59 | 0gmy)y + (0g); = (Og30),. | - (8.12)

Finalmente podemos escrever o variacional do tensor de Ricci em termos das derivadas
covariantes do variacional do tensor métrico g,;, j& que o variacional do Tensor de Ricci
estd escrito em termos do variacional do Sfmbolo de Christoffel e esse por sua vez é

diretamente relacionado com d¢g.

Assim, se dR;, = (ﬂ‘ﬁk) (5Fl) e 0T, = Lgm [(59mj);k + (0gme).; — (5gjk);mi|,
sao validos, conclui-se

6Rie = (39 | Ogmi) s+ Ogme) s = (Ogi),] ) = (3™ | 0gmi)y + Ogms) = (Og),.|) =

) ;k‘
= % |:(6ng) ksl (6gmk);i;l - (5gik>;m;l - (dgmi);l;k - <5gml>;i;k + (5911),m,k1| :

Logo

1
5R7J€ = §glm (5gmk);i;l - (5gik);m;l - (dgml);i;k + (597«l),m,k] : (813)

Com esse resultado, o primeiro termo relacionado com a variagao da segunda agao,

[ ®6 (R) /—gdS, serd

08y = [ @6 (Rixg™) /=gd2 = [ ® (§Rixg™ + Rirdg™) \/=gdQ =
=[® <1 tm [ 0Gmk).iq — (0Gik) oy — (0Gm1) g, + <5gil);m;k:| gik> V=9dY+ [ ®Ry.6g% /= gdSQ.

Primeiramente nos atentaremos ao primeiro termo apresentado acima:
f ® (%glm |:(5gmk)7z,l - (dgik);m;l - (5gml);i;k + (5915),771,]6] glk> Vv _ng .
Analisando o argumento da expressao:

;glmgzk [(6gmk);i;l - <6gik);m;l - <5gml);i;k + <5gll),m,ki| )

e utilizando do fato que: ¢”*3gmy = —gmrdg’* para quaisquer fndices, teremos

—59"" Gk (69%) . + 39 9i (09™) 0y + 59wt (39™) 1 — 39" 9 (09™) 1 =

i ik mi) i m
— —% (59 l);i;l -+ % (gzkdg k) 1 + % (gmlég l) ik - % (59 k);m'k :

)

Como esses termos acima definidos sao componentes e estao sendo somadas, se

utilizarmos o fato que as expressoes estao devidamente contraidas:

_% (5gll)zl B % (6gmk)mk - (5gab);a;b ¢ que
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% (gik(sgik);l;l T % (gmlfsgml);kk - (gpq(sgpq);?q 5

)

onde a, b, p,q foram utilizados para mostrar a conveniéncia imposta pelos indices

mudos. Portanto o argumento da expressao simplificado serd

(909™)", = (39") ., -

Tendo isso em vista, concluimos que

J @ (%glm [(5gmk);i;l - (5gik);m;l - (5gml);i;k: + wgil);m;k:] gik) V—gdd =

= [ @ [ (aasg™)’, — (59") .| V=92 = [ @ [(9u9")" ~ (850") ] V=52 -

Se compararmos os termos acima com os de uma integracao por partes

J @[ (gd9™)" = (59", ] V90 =

= @[ (0™ = (39"),] _ —J [loads™)" = (50", ] 20v/75a0 |

e considerarmos que tanto o campo escalar quanto o tensor métrico sejam compor-

tados de forma a se anularem nas regioes de fronteira, teremos

J @ [(g9")" = (09"), ] v=9d2 = = [ | (9u0g™)" = (39"), | @.1v/=gd02 =
— [(gikégik);l] B /=G + [ [(5gil);i] ® 1\ /—gdQ .

Agora, se calcularmos essas novas duas integracoes por partes, também levando em

conta as condigoes de borda acima discutidas, encontramos

J [(gz‘k@ik);l] ® )\ /—gdy = — [ [(Qz)q girdg™\/=gdQ
e [ [(0g"),] @v=ga2 =~ [ |(®,),] 6" v=gas2 .

Organizando os termos

S @[ (gndg™)" = (8g"),] v=9d2 = [ (@) gudg™y=gd2 = [ @i \/=gdS2 =
= f (glej — @71;7;) (Sglk\/—ng .

Portanto

/q) (ngéRZk + 5ngle) V4 —ng = / (gik(pjl — (I),k;i + (I)le> (Sgik\/ —ng . (814)



80

Por fim, resta conhecer o valor de ,/—g, para completar os correspondentes termos

de §Sk. Mas vimos que

_ /=999
O=g =5,
desse modo

J (PR~ wh®@,) §(y/=9)dQ = [ [OR - widia,] (- Y= ) a0
= [ =19 [PR — w3 ®'® ;] 69 \/=gdQ) .

Com esses resultados pode-se escrever por completo §.Ss:

65y = [ @3 (R) /=gd2+ [ (PR —wz®'®;) 6 (\/—g)dQ =
= f (gikq)’l — By — Loy [OR — wl®id,] + @Rik> g% /=gdQ) .

Finalmente unindo os variacionais 6® e dg** temos

65 =0 [ (0R - WP y=gd0 =
=/ (gikq{l’ — B — Sgi [PR — wl®0,®] — WL 4 @Rzk> 5g™*/—gdQ2
+f{R—w§<I>%<I> + 2wg (P9), }6<I>\/_dQ .

Considerando vélida para todo e qualquer d® e d¢’*, para que a acdo possua valor

nulo, devemos exigir que

g 1 Lo PP,
1 1 4
R — UJEQ) q) + 2w5 (Q) );i =0 , (8.16)

onde (®),; é o operador D’ Alembertiano em coordenadas Curvelineas

00 = 0°, = 2 (yV=g27) .

Se rearranjarmos a expressao que anula o variacional para todo d¢**, encontramos

]. 1 -7 w ]_ .
ik — S =— (o G Z@’) — | ® q)i——iq)’lq)i . 8.17
Ry, 29kR <I>< ki — 9ik® ) —l-qﬂ( #®i = S Gin ) (8.17)
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E importante notar que a equacdo acima, a parte a esquerda, corresponde exata-
mente com a Equacao de Einstein homogénea. No entanto, a parte a direita difere com
a existéncia de termos dependentes do campo escalar. Em Relatividade Geral o espago-
tempo era devidamente moldado pela existéncia e dindmica das fontes. Agora a equacao
de Brans-Dicke estabelece que o espaco tempo possui mais uma dependéncia correspon-

dente a dinamica de ®.

8.4 Transformacoes Conformes

Considere dois vetores X e Y pertencentes a um mesmo espaco tempo que é regido
por uma métrica g;; . Os vetores pertencentes ao espaco serao transformados da seguinte
maneira: X' = ¢*X; e Y? = gPY, .

Para calcular o valor do médulo ao quadrado do vetor X realizamos os procedimen-
tos:
X'X; = (¢"Xp) (gmiX™) = 05X X™ = X, X™ = X? = g, XFX™ | resultado

analogo é empregado para obter o médulo de Y ao quadrado.

O angulo entre os vetores X e Y podem ser determinados por meio da simples

relagao: X'Y; = | X||Y|cos(X,Y) que sob nosso contexto serd o valor que satisfaz
1 1
9paXPY 1 = | gem X X™|? | gupY Y| ? cos(X,Y) . (8.18)

Agora se por conveniéncia desejarmos relacionar esses vetores definidos no espaco-
tempo regido pela métrica g;;, com a sua representacao em um outro espago-tempo regido
por uma métrica distinta §;;, deveremos usar utilizar um artificio matemdtico que rela-
cione de maneira univoca cada ponto do espago correspondente & métrica g;; com cada
ponto do espaco relativo a métrica gy.

Desejando também preservar a assinatura das métricas relacionadas, a estrutura

geral da transformacao deverd ser algo do tipo:

2~
Gir, — X Gig - (8.19)
Como g, gim = 0§, a representacao contravariante para o tensor métrico serd gik —
Q72§ik .
Aplicando essa transformagcao nos vetores X e Y definidos acima e novamente cal-

culando a correspondéncia angular entre ambos teremos:

Xi=g¢*X, = Q25% X, e YP = Q_2§qugl ,
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O produto X?Y, serd (Q72G7*X}) (22G,Y?) = GupX°Y?. O médulo dos vetores
transformados serao:

X?=X"X, = (272" X,,) (2?GurX*) = §;» X/ X" e de modo analogo Y? = Y?Y), =
ImnY Y™, Portanto o dngulo entre os vetores associados ao espago regido por g;;, satisfard

a relagao

G XY = |G XI X7 |2 |GounY Y2 coS(X,Y) . (8.20)

Essa expressao relaciona o angulo entre os vetores no novo espago. Se compararmos
o cosseno do angulo entre os vetores definidos no antigo e no novo espago, perceberemos
que sao equivalentes. Isso nos possibilita afirmar também que o dngulo entre os vetores
foi preservado apés a transformacao. Esse tipo de transformacao é denominada de in-
variante conforme, pois os objetos ao se transformarem preservaram por exemplo suas
caracterfsticas matemaéticas, assim como no caso o dngulo inicial entre X e Y.

O uso das transformagoes conformes recentemente vem sendo muito empregada prin-
cipalmente no estudo das teorias alternativas a Relatividade Geral, nas novas propostas de
modelos cosmoldgicos, e em novas propostas de teorias gravitacionais em que o principio
de equivaléncia é violado [13].

Um fato extremamente importante para discutir é que as transformacoes conformes
nao sao apenas mudancas de coordenadas ou apenas mudancas de unidades, pois teorias
conformalmente relacionadas apesar de matematicamente inambiguas podem muitas vezes
serem fisicamente diferentes. Se assumirmos a veracidade dos trabalhos a pouco citados
concluiremos que as transformacoes conformes nao serao de fato mudancas de coordenadas
ou de unidades. Isso pode ser entendido fisicamente, pois, a transformacao conforme
empregada foi realizada na prépria métrica. E sabido que quem define a métrica é a
natureza dos campos envolvidos, dessa forma, alterando a métrica estaremos alterando
a natureza do problema em questao e poderemos entao estar lidadando com situagoes
fisicas que podem ser complemente distintas.

Levando em conta que sistemas fisicamente relacionados por transformacoes con-
formes podem levar a fisicas diferentes é natural esperar entao que alguns objetos matemaéti-
cos que nos permitem traduzir os significados fisicos da teoria sejam também alterados.
Por exemplo os objetos tensoriais, simbolo de Christoffel, tensor de Ricci e escalar de
curvatura sao alterados por transformacgoes conformes.

Essas importantes diferencas serao analisadas nos capitulos a seguir e poderao ficar

mais evidentes.

8.4.1 Aplicacao das Transformagoes Conformes

Seja a Acao de Jordan-Brans-Dicke [7]
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SJBD = f (@R - % ’i¢7i) \/—ng .

como anteriormente verificamos, essa acao fornece as equagoes de movimento para
o campo gravitacional mediado pela métrica g;; e por um campo ® de origem escalar.

Deseja-se agora reescrever a agao de modo que desacoplemos o escalar de curvatura
com o campo P, pois se assim satisfeito, as equagoes obtidas serao mais simplificadas e
terao estruturas matematicas mais semelhantes com as da Relatividade Geral.

O sistema definido pela métrica g;;, e pelo campo escalar ® é denominado Referencial
de Jordan. A transformacio que leva a métrica g;, para g, e o campo ® para ® serd
a transformacdo conforme [26, 13]. A nova métrica g,,e o novo campo ® definirdo um
novo referencial cuja literatura denomina de Referencial de Einstein [23]. Sendo assim
utilizaremos a principio um parametro conforme arbitrario Q2 de forma a nao alterarmos
o sinal da métrica, mas que associe cada objeto definido através do Referencial de Jordan
com o seu equivalente no Referencial de Einstein.

A fim de levarmos a agao acima definida no Referencial de Jordan para o Referencial
de Einstein, necessitamos encontrar a transformacao conforme especifica Q2 para o tensor
de Ricci R;;, e consequentemente conheceremos o escalar de Curvatura R. E necessério
também conhecermos a transformagao para a raiz do determinante \/—g que é o Jacobiano

para as transformacoes em espagos curvos. Iniciemos nossa proposta.

E sabido que o tensor de Ricci é transformado como

_ 1l l J Tl J i
Ry, = Fz’k,l - Flk,i + Fikrjl - Plkrjz’ .

Sugere-se entdo a transformacao conforme generalizada [13]:

> -2 — (OF2ik

giw = Qg e g =27,

Para conhecer a transformagao conforme do Tensor de Ricci é preciso conhecer a
transformacao dos simbolos de Christoffel. Os mesmos sao definidos como:

¢ = 19% (Grae + Godb — Goed) -

Para obter a transformacao conforme da conexao é subsitituido no mesmo a nova

métrica reescalonada

=305 [ (0%)  + (0%) — (27) | -
7k ] M

52

~

~lm [~ ~ ~
= %9 <gmi,k + Gk, — gik,m) + Q! (chSi + Q,z‘(si; - QJQUC)

Portanto
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~l

r =T, +0° (Qkaﬁ ek — Q’@ik> . (8.21)

2

E simples perceber que os Simbolos de Christoffel nao sao invariantes por trans-
formagoes conformes arbitrarias. Sao invariantes apenas quando €2 for uma constante

diferente de zero.

Calcula-se agora I'l) :
~1
Fék,l =Ty — Q2 <QQsz - gsz’lQ,l> +0 <2Q,i;k - gikQJ;l - Q’lgik,l> ;
Seguindo os mesmos procedimentos encontram-se I'j, e I'}, ;.
~l ~l
Tl = Ty + 40,070, Th = Ty — 072 (20,0, + 55010) + 40710

Agora pode-se conhecer o resultado dos dois primeiros termos do tensor de Ricci:

~

ol
L =Tl = Tipy— D+ 72 <2Qsz + QikQ’lQ,l>+971 <—29,z‘;k - gikQJ;l - Q’lgik,z)-

Resta-nos conhecer a transformacao dos dois ltimos termos do tensor de Ricci,

IY,I% e T3,T; . Para isso encontramos:
Y . , ~ ~
[, = Ty + Q71 (6090, + 09, - 09, , T, =T, + 40710,
. ~J ) ) o~ ~l ~
Dy = T+ Q70 (670 + 61020 — @95, ) L T =Ty, + 071 (810, + 610, — @17, ).

Os produtos das conexoes serao

~j il

. ~i ~ ~ L

02 (89,@ - 4§ik97jm),

, ol ) ~ o~ ~j
ngré‘z' =, + Q! <3Q,jrz'k = gV — QL + Qg Ty + Q’lgz‘jrm)
02 <29Qk - quikmm).
Assim TV, —TYT% =

AP N ~i LA ~ A o~
=T, =TT+ (3Q,jrik = 9Ty — QL + W gLy + Q’lgz‘jrlk)
+072 (22,0 — 20,2,
Reunindo os resultado encontrados anteriormente, encontramos a transformacao

conforme para o Tensor de Ricci:

Rip = Rag + 072 (42,0 = 5,2,0")
~l ~l ~

~ ~ ~J ~ . o ~ ~
+07! (_QQ,i;k - gikQJ;l — Qg + 30,0y — 94T, — QL + Q7 gy Ly + Q’lgz'jrlk)-
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E muito importante notar que a expressao acima pode ser simplificada um pouco
mais ja que possui uma derivada covariante do tensor métrico que em geometrias Riema-
~ ~j
3 > ’ZN 7jN 7ZN ]
nianas deverd ser nulo. Os termos —Q'g,;., + Q27 g, I';; + Q'g,.T'), podem ser reduzidos a

Zero, uma vez que

~ ~ ~
—Q! <9ik7l — 9Ty — gjkf‘h-) = —Q’lgik;l = 0, dessa forma encontra-se:

~

~ ~ ~ L -~
Ry = Ry, +Q7° <4Q7i97,€ — gikQJQ’l) +Q7! (—2Q,Z~;k — G2 + 20T, — gikaJrﬂ) ,

que corresponde exatamente ao valor expandido definido pelo artigo [13].
Uma representagao para transformacao conforme realizada no Escalar de Curvatura

pode ser expressa como [13]:

- 1 )
R=0’R+ 56(2’;. : (8.22)

Se sugerirmos uma transformacao conforme tal que satisfaca nossa idéia inicial, ou
seja, desacople na agao de Jordan-Brans-Dicke a parte tensorial da escalar, teremos uma
acao mais simples no ponto de vista matemaético ja que as equagoes de movimento serao
as de Einstein corrigidas com alguns termos de dindmica do campo escalar. Visando esse
objetivo é sugerida a transformacao tal que Q? = & = eo“i’, de acordo com [13, 5, 22].
No entanto se utilizarmos a transformacio gy, = ®2* gz e ® = ®172* 3 acéo de Brans
Dicke serd invariante conforme desde que o pardmetro « seja diferente de % [22] .

Realizando a transformacgao conforme que desacopla a parte geométrica da escalar,

o tensor métrico e o campo escalar serao escritos da seguinte forma:

—ad ~ d
ik = € Qi e b =e** |

Desejamos realizar uma transformacao conforme no escalar de curvatura, sendo as-

sim é necessario conhecer a transformacao de é6§2’7.’i jé que a transformagcao do primeiro

61 i ica ’ ; 4. 0pf 1 ik
termo ¢ imediata. A definigao do D’Lambertiano em espagos curvos é: 2, = 7= (\ /—qg Ql) "

a transformacgao conforme para a raiz do determinante do Jacobiano serd: /—g =

= _ . . - . 3 = x> T
e ?*®\/—g. Portanto o calculo direto dessa expressao conduz 0, = e2*® (—7110429““‘1),1@,14 + %gml{i;k) :

dessa maneira %QZ = e*® (—%OCQQikCI),iq),k + %gikq),i;k> .
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Com esse resultado constréi-se a transformagao conforme para o escalar de cur-

vatura:
5 3 okz = ~ik F

O outro termo que compoe a agao de Jordan-Brans-Dicke ¢ o termo cinético & g* P,

que sobre transformagao conforme é representado por:

we 025 0 B ) . (8.24)
Reunindo os termos calculados individualmente teremos:

(O — $@10,) =g = (¥ [k - 30257004 + 305" B 1| — wePa?*d 8, ) =Fe 2 =
= (]:2 — %oﬂgik&),i(ﬁk + 30@’7‘3&{@]f — weQa&)a?gik(i),i(i,k) V=7 .

Como o termo 3ag*® ., compde uma divergéncia, essa quando for integrada devers
ser nula devido as impostas condicoes de fronteira, ou seja, o termo resultante serd:
(R — (w4 2)a? §““(I>7i<l>’k> \/—g . Portanto a ac¢ao escrita no referencial de Einstein ser4:

Sor = / (R — (w + g) a2§ik<i>,i&>7k) \V/—3dY . (8.25)

Logo, quando realiza-se uma transformagao conforme especifica na acao estaremos
relacionando as equagoes definidas nos quadros de Jordan com suas representacoes para

os quadros de Einstein.

Como havia sido dito, transformagoes conformes sao geralmente empregadas com
o intuito de facilitar as operagoes algébricas. A agao obtida para o quadro de Einstein

nos fornecerd as equagoes de movimento para esse mesmo sistema. Para obté-las é mais
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simples se realizarmos por métodos variacionais, pois do primeiro termo que é o escalar de
curvatura sob minimizacao funcional, resultard nas préprias equacoes de Einstein, agora o
segundo termo entrard como uma soma nas equagoes de Einstein quando levado em conta
a existéncia de uma equagao para o funcional do campo escalar. Em termos matematicos

o que estd sendo dito é:

Considere Sgp = f (R — (w + %) a2§ik§>,i§>,k> vV —gd§2 .

Pelos métodos variacionais escrevemos

Sa = [y — (o 3)a® [ (6578 8+ 2508,8..) V=
[ (R (w+2) a0, ) 6v/=7d9,

Sabemos que [ 0Ry/—gdQ = [ § <§““Rl-k> V=gd = [ <5§ikﬁik + g“fafzik> J=5d,
os procedimentos de Eintein-Hilbert nos ensinaram que o termo §%¢ R;;\/—g resultard em

um termo de superficie que quando integrado serd nulo.

E sabido também que §/—§ = —%\/—ggikégik, ou seja,

~ 3 S 1. ~ 1 . 3 - 4
SQE = / |:le — (w + §> 062@71'(1)7]{ — §§1kR + §§Zk§zk <w -+ 5) OZZCI)J-(I)’]C] 5§Zk\/ —ng

+2 / G*® 16D ;\/—gdo2 .

Em relacao ao funcional 0@, para estabelecermos a condi¢ao de minimo variacional
pode-se realizar a determinada transformacao levando novamente em conta que a integral

de uma divergéncia é nula:

[ a8/ 50 = [ 7% | (8109) ~ 81,08] VG0 = — [ 741,08

32

ou seja para todo 5,
G5 4. =0 . (8.26)

Por outro lado do ponto de vista de todo os possiveis variacionais do tensor métrico
9", ao assumirmos a condicao de minimo, teremos a equacdo de movimento para o campo

gravitacional no referencial de Einstein.

~ 1. ~ 1 3 _ - -
Ry — §§lz‘kR + §§ik§mn <w + 5) ?®,,d, — <w + —) ?® 0, =0 . (8.27)
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Se desejarmos que a equacao de movimento obtida acima se torne equivalente a da

. . 2 _ _4
literatura [5] devemos assumir que o = 5,

Realizando essa substituicao, a equacao para o campo gravitacional tomard a seguinte

tomando o cuidado de garantir w # —%.

forma

1 - o L
R, — §§ikR =420 ;P — Gig""P P . (8.28)

Em relagao as equacoes de movimento para o campo gravitacional obtidas direta-
mente do referencial de Jordan, as equagoes no quadro de Einstein sao mais simplificada e
para alguns determinados fins pode facilitar os cdlculos, uma vez que como pode ser obser-
vado a equacao acima ¢é de razodvel semelhanca as equacoes de campo para a Relatividade

Geral, acrescida de termos da dindmica do campo escalar.

Resumidamente para a teoria escalar-tensorial de Brans-Dicke é notdvel a existéncia
de duas teorias conformemente relacionadas, uma definida nos referenciais de Jordan
que é o quadro em que a teoria foi originalmente desenvolvida. Quando realizada uma
transformacao especifica de forma a eliminar o acoplamento tensorial escalar contruimos
a teoria no quadro de Einstein.

A aparente inofensiva transformagcao realizada na teoria de Brans Dicke implica em
profundas questoes de cardter conceituais, que até hoje geram divisoes de dguas entre
os simpatizantes de cada ponto de vista que defendem o referencial de Einstein ou o de
Jordan como sendo o fisicamente consistente.

Uma questao bastante evidente é que o tensor de energia-momento que é conservado
no quadro de Jordan nao mais é nulo por derivacoes covariantes nos quadros de Einstein.
Certamente dentre os grupos existentes como pode ser visto em [4], pertecerei ao grupo dos
Agnoésticos, no entanto, serd discutido alguns pontos que certamente poderao futuramente

serem conclusivos para uma postura mais concreta.

8.5 O Referencial de Jordan e o Referencial de Ein-

stelin

O referencial de Jordan possui interacao gravitacional mediada por um campo tenso-

rial assim como a Relatividade Geral e um campo escalar nao massivo que desempenha o
papel de uma componente de spin zero da gravidade [4]. Nesse quadro o campo escalar se
acopla de maneira minima, sendo assim, uma meétrica fisica define univocamente o movi-
mento geodésico de um corpo. Nesse quadro o tensor de energia momento é conservado.
O referencial de Einstein permite que as particulas tenham suas massas dependentes

do campo escalar e nao se movao ao longo das geodésicas da métrica do quadro de Einstein,
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resultado esse devido & existéncia de uma forca dependente do campo escalar. Esse fato é
manifestado na conservagao da soma do tensor de energia momento no Quadro de Jordan,
o campo escalar e a constante cosmoldgica (quando levada em conta) [4]. Nesse quadro
o tensor de energia momento nao é covariantemente conservado.

Nao desejamos pertencenter a qualquer um dos grupos de discussao como ilustra
[13], no entanto, dois importantes pontos de vistas serao analisados.

1) A natureza da Hamiltoniana das teorias definidas nos dois quadros. Uma vez
que deverao ser positivas definidas para que possam traduzir significados fisicamente
aceitéveis.

2) O segundo ponto de vista fundamental seria discutir detalhadamente um ob-
servavel fisico. Alguma experiéncia que pudesse permitir refinar nossas conclusoes. Um
exemplo poderia ser a deflexao de um raio de luz devido a interacao gravitacional as-
sim como feito em [4]. No entanto realizaremos apenas um acompanhamento das ideias

defendidas pelo artigo.

8.5.1 Estudo da Hamiltoniana

Os elementos da Mecanica Anélitica nos possibilita determinarmos a Hamiltoniana

a partir da Lagrangeana utilizando a conhecida expressao.
H(q,q) = %q — L. (8.29)
q

Desejando realizar um estudo a respeito da Hamiltoniana da Gravitacao de Brans
e Dicke definidas no Referencial de Jordan e no Referencial de Einstein realizamos uma
aproximacao que a principio nao é completamente rigorosa, uma vez que métodos mais
sofisticados deveriam ser empregados, como por exemplo o método ADM.

Interessados em uma primeira aproximacao, considera-se uma regiao pertencente ao
espaco de Jordan em que o escalar de curvatura é aproximadamente nulo, R ~ 0.

Nessa localidade a Lagrangeana serd entao puramente escalar:

Pk
o

Separando a parte temporal da espacial, teremos

L ~ —wg (8.30)

o )

e menores do que trés.

P2 doPb
L~—w| goo— + 9ga onde a e b sao nimeros inteiros maiores do que zero

Calculando agora os termos que constituirao a Hamiltoniana:

oL > .
8_<i> = —2w9006 e como a convensao empregada apresenta gopy = —1, temos que:
oL o

= 2w—. Sendo assim a Hamiltoniana serd

5% )
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H2 b2 Padpd H2 o, o0
Hpy=2w—+w (goo— + gab—> =

o d o o o
Y2 b
HRJ = 5 (@ + (I),bq)’ ) . (831)

Realizando agora o estudo da Hamiltoniana partindo da Lagrangeana de Brans e
Dicke definida no Referencial de Einstein, considerando também a mesma aproximagao a

respeito do escalar de Ricci temos

3 ~ o~
L ~— (w + 5) O{2§ik‘b’zq)’k. (832)

Novamente separando a parte estaciondria da temporal

3
Lz—(w—l—§)a2

Calculando o momento generalizado ficamos com

.2
—d + gabéva&)vb] . (8.33)

a_; = (w + g) 2P, (8.34)
P

Encontra-se assim a Hamiltoniana para o Referencial de Einstein:

3 .2 3 .2 3 2
H =2 (w + 5) a’d + (w + 5) a? |—-d + gab@“@vb] = <w + §> a?|d + <I>,b<1>’b] ,
) 4
quando assumido que o? = , temos
2w+ 3
.2
Hpp =2 <<1> + <1>7bc1>vb) : (8.35)

Considerando possivel essa aproximacao, obtivemos as Hamiltonianas correspon-
dentes aos Referenciais de Jordan e o de Einstein. Levando em conta que a constante de
acoplamento w obtido pela sonda Cassini é positiva e da ordem de grandeza de alguns
milhares, as duas Hamiltonianas sao positivas definidas uma vez que apresentam limites
inferiores, e nao possuem condicoes privilegiadas sem que haja o consumo de energia para
realizd-las. No entanto trabalhos recentes [18, 2] tem realizado importantes estudos que
validam o uso da constante w com valores negativos para a explicacao de fendmenos como
por exemplo a expansao acelerada do Universo. Sob esse ponto de vista encontramos
problemas na Hamiltoniana definida no Referencial de Jordan, uma vez que essa nao
mais teria um limite inferior. No entanto no referencial de Einstein a Hamiltoniana inde-
pende da constante w uma vez que seja garantido que seja diferente de —%, desse modo,

permanecerd positivo definida e nao apresentard problemas.



8.5.2 Deflexao da luz: O Referencial de Einstein e o Referencial
de Jordan

Sabe-se que a andlise do desvio da luz solar serviu de fundamentagao experimental
a Relatividade Geral, como por exemplo os experimentos realizados no ano de 1919 em
Sobral e Principe, tanto quanto os modernos aparatos utilizando o espectro das ondas
de radio realizados em Cambridge em 1973. Da mesma forma o artigo [4] analisa um
observével fisico que é o desvio da luz devido a interacao gravitacional, confrontando os
resultados obtidos através dos modelos da Relatividade Geral, da teoria de Brans-Dicke
definida no quadro de Jordan e a Teoria de Brans Dicke definida no Referencial de Einstein.
Analisando o desvio nesses referenciais levando em conta fatores de aproximacao pés-
newtonianos de até terceira ordem e confrontando diretamente com os dados experimentais
foi possivel concluir:

1) Utilizando o menor valor atual para w obtida a partir dos recentes dados ex-
perimentais obtidos pela sonda espacial Cassini, verificou-se a concordancia na ordem
de 100 picos de segundos de arco entre a Relatividade Geral e o quadro de Jordan nas
aproximacoes de segunda ordem para o desvio da luz.

2) A teoria de Brans-Dicke no Referencial de Einstein contém um campo escalar que
se acopla nao minimamente a gravidade. Entao na primeira ordem de PPN, nao existe
efeito do campo escalar nas deflexoes angulares. A diferenca da Relatividade Geral ocorre

em magnitudes de segunda ordem e em ordens superiores.



Capitulo 9
Conclusoes

A gravitacao de Brans-Dicke é uma interessante teoria que além de ser fundamen-
tada por estruturas matemadticas tensoriais assim como a Relatividade Geral, possui em
suas bases um campo escalar ndao massivo como uma espécie de componente de spin
zero da gravidade. A hipdtese da existéncia de um campo escalar como mediador dos
efeitos gravitacionais possui suas raizes nas misticas concordéncias numéricas de Dirac,
como talvez faria um contemporaneo pitagérico. Sua estrutura formal como uma teoria
escalar-tensorial se enraiza nos ideais de Nordstrén e Jordan. Quanto ao Ambito episte-
moldégico é fundamentada nas pseudo defini¢oes encontradas por Mach que confrontam
a validade a definicao da medida de massa e das condicoes para a existéncia do espaco
tempo Newtonianos e o espaco tempo da Relatividade Geral.

Nos desenvolvimentos matemadticos a gravitacao de Brans-Dicke foi encontrada a
equacao que descreve o movimento do espaco-tempo, ou seja, a familia de equagoes que
descreve as possiveis geodésicas espago-temporais como fungao da existéncia de matéria e
energia e das consequéncias gravitacionais geradas pela existéncia da dindmica do campo
escalar. Campo esse que por construcao possui dindmica proporcional ao trago do ten-
sor de energia-momento da Relatividade Geral. A mencionada equagao de movimento
foi obtida partindo das Equacoes de Einstein, realizando a hipétese de que a constante
Newtoniana da gravitacao portaria-se como o inverso de um campo escalar e com o uso
de alguns primeiros principios foram obtidas as equagao de Brans Dicke.

Partindo de uma lagrangiana para a gravitacao de Brans Dicke, escrevendo a agao
para a mesma e fazendo a hipdtese do minimo variacional da acao de Jordan Brans
Dicke, também foi possivel obter a mesma equacao de movimento realizada por primeiros
principios.

Depois de termos sido capazes de obter as equagoes de movimento por dois distintos
métodos, foi realizado o estudo introdutério de transformagao conformes. Discutindo a
sua relevante importancia no contexto atual das teorias alternativas para a Relatividade
Geral assim como sua aplicagao no contemporaneo cenério da Cosmologia. Foi também

possivel aprender que transformacoes conformes nao sao tao inocentes como aparentam,
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pois nao sao, por via de regra, o resultado de simples mudancas de escala ou de varidveis,
uma vez que podem alterar totalmente a descrigao fisica de um determinado problema.
Por exemplo o empregado do reescalonamento de Weyl altera a métrica levando-a a outra
conformalmente relacionada. Como aprendemos em Relatividade Geral a métrica traz
em si a informacao sobre a existéncia das fontes de campo, desse modo, alterar a métrica
pode significar alteragao nos campos que serao associados a distintas fontes de energia
momento.

Matematicamente isso é justificado pois nem todos objetos que descrevem a teoria
sao conformalmente invariante, por exemplo: os simbolo de Christoffel, o tensor de cur-
vatura, o escalar de Ricci, etc. O resultado direto é que a Gravitacao de Brans Dicke nao
¢ invariante conforme, apresentando descrigoes matematicamente inambinguas em dois
distintos referencias: o Referencial de Jordan e o Referencial de Einstein.

Como estudado os referencias conformalmente relacionados podem descrever fisi-
cas diferentes. No referencial de Jordan assim como a Relatividade Geral, o tensor de
energia e momento é conservado sob diferenciacoes covariantes, satisfazendo a equacao
da continuidade de massa e energia. Possui um parametro ajustdvel que funciona como
descrevem alguns autores "O salvador da Teoria de Brans Dicke"uma vez que nao possui
um valor bem definido. Algumas medidas realizadas no sistema solar como as realizadas
pela Sonda Cassini indicam que esse fator é da ordem de dezenas de milhares. No entanto,
trabalhos promissores descrevem com razodvel precisao experimentos astrondmicos com
o emprego da constante com valor negativo.

Por outro lado a teoria de Brans e Dicke conformalmente relacionada através de uma
especifica regra define a teoria no Referencial de Einstein. Essa representacao apresenta
um campo escalar que se acopla a gravidade de maneira nao minima, sendo assim uma
geodésica definida pela métrica do Referencial de Einstein é incapaz de descrever o movi-
mento de uma determinada particula, pois a particula é sujeita a uma forca proporcional
ao campo escalar uma vez que o tensor de energia-momento possui em sua construgao
depéncia direta com o campo escalar. Devido ao acoplamento nao minimo presente nesse
referencial o tensor de energia momento nao é conservado sob diferenciacoes covariantes.
Assim como imaginou Jordan possiveis mecanismos de criacao de massa e energia nao
sao totalmente descartados. Missoes interestelares hoje tentam medir essas assinaturas
do campo acoplado diretamente a gravidade como por exemplo a missao de Lattor.

Ja faz um certo tempo que algumas comunidades cientificas fazem parte de uma
espécie de guerra que tentando definir qual dos referénciais é o fisicamente consistente.
Pelo menos do meu ponto de vista, se é que é védlido, nao assumo partidédrios, apenas fago
questao em discutir algumas opinioes e carateristicas marcantes de cada um deles.

Do ponto de vista tedrico formal, o estudo da Hamiltoniana geralmente é decisivo
para definir se uma teoria é fisicamente aceitdvel. Nesse trabalho foi realizada uma aprox-

imacao servindo como um primeiro critério. Apesar de nao muito rigorozo nos serviu
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como fonte de discussao.

Calculou-se a Hamiltoniana nos dois referenciais, e como resultado a Hamiltoniana
no Referencial de Jordan é positivo definida em sua estrutura. No entanto a dependéncia
do parametro de acoplamento que até entao nao possui nenhuma proibigao de ser negativo
pode colocar o Referencial de Jordan em problemas fundamentais.

A Hamiltoniana calculada para o Referencial de Einstein é positiva definida em
sua construgao e nao apresenta dependéncia do pardmetro de acoplamento desde que o
mesmo seja diferente de menos trés meios. Nesse contexto de aproximacgoes o Referencial
de Einstein nao apresenta complicagoes de cunho tedrico.

Por fim realizou-se o acompanhamento das conclusoes obtidas por um artigo. Esse
artigo realizou o estudo de um observéivel que é a deflexao da luz por efeitos gravitacionais,
comparando os dados experimentais com as previsoes tedricas obtidas pela Relatividade
Geral e pela gravitacao de Brans-Dicke definida em suas duas representacoes. Os resul-
tado foram que os dados experimentais concordam adequadamente com as previsoes da
Relatividade Geral e essa concorda com as aproximagoes de segunda ordem em 100 picos
de segundos de arco com a teoria definida no Referencial de Jordan. A teoria definida no
Referencial de Einstein estd de acordo com a previsao da Relatividade Geral apenas em
aproximacoes de primeira ordem.

Apesar de até hoje nao ter sido possivel medir o campo escalar que juntamente
a gravidade intermedia a interacao gravitacional, esse tem se mostrado importante na
descricao dos fendmenos naturais, tanto que teorias de grande unificacao como a teoria
de super gravidade e teorias de Super Cordas prevém nos seus limites a baixas energias a
existéncia de mediadores escalares.

A hipétese de Dilatons, Inflatons e Modelos de Quinta Esséncia podem até serem
modelos atuais andlogos aos modelos dos Epiciclos e Deferentes elaborados por Apolénio
e Hiparco. No entanto, o cendrio atual da fisica de particulas e da Cosmologia do século
XXI ainda é bastante insatisfatério e parece ansiar por profundas refinarias. A Teoria de
Brans Dicke faz o uso desses elementos escalares que completam ou refinam a descricao da
interagao gravitacional, e talvez como diria Francis Bacon nos torna ainda mais capazes

de nao apenas decifrar a physis, mas sim, mais capacitados a controld-la em nosso favor.
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