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Resumo

A utilizagéo do formalismo de superficies minimas j4 é conhecida e utilizada
em relatividade geral. Neste trabalho mostramos que as equagoes de campo de
Einstein-Maxwell para um fluido perfeito carregado axialmente simétrico rota-
cionando rigidamente sdo equivalentes &s equagdes de Euler-Lagrange de uma
superficie minima num espago riemanniano 6-dimensional. Uma introdugéao a
teoria da relatividade geral e ao formalismo de superficies minimas, ambas via

principio variacional, é também exposta.
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Abstract

The utilization of the minimal surfaces formalism is well known in general
relativity. In this work we show that the Einstein-Maxwell fields describing
a charged perfect fluid with axially symmetric rotating rigidy are equivalent
to the Euler-Lagrange equations of a minimal surface in a six-dimensional
Riemannian space. An introduction to the theory of relativity and to the

minimal surfaces formalism, both via variational principal, is also discussed.
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Introducao

A Teoria da Relatividade Geral tem como caracteristica fundamental a
descrigao do campo gravitacional através de uma geometria intrinseca. Para
sua formulacao que data de 1915, foram fornecidos a Einstein pelo matematico
Marcel Grossmann, conhecimentos basicos da geometria riemanniana.

Langando mao destes argumentos, Einstein passou a descrever a fisica do
campo gravitacional, ou seja, a gravitacao, através de concepgoes geométricas
onde os conceitos riemannianos sao munidos de significado fisico. O compor-
tamento do campo gravitacional fica definido por um sistema de equagoes di-
ferenciais a derivadas parciais nao lineares e, em alguns casos, nao homogéneo.
Este sistema de equagoes conhecido como equacgoes de Einstein é de carater ten-
sorial e tem como solugao a descrigao da geometria de uma variedade pseudo-
riemanniana: o espaco-tempo fisico.

A nao linearidade das equagoes implica na impossibilidade de se obter uma
solucao geral para as equagoes de Einstein. Por exemplo, elas nao satisfazem o
principio da superposi¢ao. ou seja, nao podemos descrever configuragoes com-
plicadas em termos de configuragoes simples. O desenvolvimento de diversas
técnicas como por exemplo. a classificagao de Petrov e vetores de Killing, leva-
ram ao longo dos anos ao descobrimento de novas solugoes particulares ditas
solugoes exatas. As técnicas e sistematicas seguidas na obtengao de solugoes
exatas foram resumidas no livro de Kramer. e outros — “Ezact solutions of
Einstein’s field equations™ nos anos 80 [1].

A pesquisa para determinar solugoes exatas das equagoes de Einstein ad-
quiriu, de certa forma, um ponto de vista positivista onde a teorfg fisica é um

modelo matematico e, desta maneira, nao existe uma necessidade de que este
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Introducgao

corresponda a uma realidade fisica. Isto implica que existem poucas solugoes
que realmente correspondem a uma realidade fisica. Uma das razoes ¢ o fa-
to de que equagoes diferenciais parciais admitem uma classe muito grande de
solucoes e, em muitos casos, de natureza patoldgica. Outro ponto importan-
te € a inexisteéncia de solugoes exatas que descrevam, por exemplo, sistema
de n-corpos e fontes de radiagao [2]. Uma maneira de selecionar solugoes de
interesse fisico seria impor condig¢oes de contorno ou condigoes iniciais.

Esta preocupagao com a comprovacao fisica se deve ao aumento de ob-
servagoes astronomicas no inicio dos anos 60. O descobrimento de novos ob-
jetos tais como: quasares, pulsares e fontes compactas de raio X indicam a
existéncia de campos gravitacionais extremamente fortes. Estes campos s6 po-
dem ser descritos pela relatividade geral. A teoria da relatividade geral preve
ainda a existéncia de ondas gravitacionais e de objetos hipotéticos de grande
densidade, os chamados buracos negros.

Uma classe importante de solugoes exatas é constituida pelas métricas
axialmente simétricas estacionarias. A razao principal é que estas modelam
o campo gerado pela rotacao (independente do tempo) de uma estrela cons-
tituida de um fluido perfeito. Tanto a estrela, como o campo ao redor desta,
possuem simetria axial com respeito ao eixo de rotacao que passa pelo centro
da estrela. Apesar de uma grande classe de solugoes que descrevem campos
gravitacionais axialmente simétricos estacionarios do tipo vacuo terem sido en-
contradas e estudas ao longo dos ultimos anos, nenhuma solugao que descreva
o campo gravitacional de um corpo em rotac¢ao uniforme foi determinada. A
principal razao esta no fato que as equagoes de Einstein para campos interiores
sao extremamente complicadas. Uma tentativa de uma melhor compreensao

deste problema foi dada por Neugebauer e Herlt [3] em um artigo publicado em

1984 na Classical and Quantum Gravity. Partindo do fato de que campos do

tipo vacuo podem ser vistos como superficies minimas em um espago rieman-
niano, distinto do espago-tempo, os autores mostram que tal propriedade pode
ser extendida para campos interiores. O objetivo principal é o de ¢aracterizar o

problema de campos interior e exterior de corpos em rotacao uniforme através
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Introducgao

de uma linguagem geométrica independente: calculos em superficies minimas.

A utilizagao do formalismo de superficies minimas ja é conhecido e utilizado
em relatividade geral. Seu maior exemplo estd na conjectura de Geroch ou
da massa positiva. Em uma das suas formulagoes esta diz: “Sobre o espaco
tridimensional R® consideremos uma métrica riemanniana, a qual é plana fora
de um conjunto compacto. Se o escalar de curvatura é maior ou igual a zero,
entao a métrica é plana” [4].

A palavra minima esta relacionada com o seguinte problema proposto por
J. Lagrange em 1760: “Dada uma curva fechada C, encontrar a superficie
de area minima que tenha esta curva como fronteira”. Este problema foi
apresentado como exemplo de um método, por ele desenvolvido, que consistia
em encontrar curvas e superficies que minimizassem certas quantidades, tais
como, area, comprimento. energia, etc... Em 1744 o matemético Leonhard
Euler obteve o mesmo resultado, mas seu método era muito tedioso.

Entre 1843 e 1869 o fisico belga A. F. Plateau estudou sistematicamente a
geometria das peliculas e bolhas de sabao'. Mostrou que, pelas leis da tensao
superficial, a pelicula de sabao forma uma superficie estéavel, isto é , sob pe-
quenas deformagdes a pelicula sempre se torna maior. Tornou-se um desafio
para os matematicos da época obter uma prova dos resultados experimentais
de Plateau. Assim a seguinte questao foi proposta: “Determinar a superficie
minima passando por uma dada curva fechada ”, que é conhecido como pro-
blema de Plateau. A prova da existéncia da superficie do problema acima foi
dada independentemente pelos matematicos J. Douglas e T. Radd, em 1930.

Este trabalho baseia-se no artigo de Neugebauer e Herlt (3], Einstein-
Mazuwell fields inside and outside rotating sources as minimal surfaces e sera di-

vidido em tres partes: relatividade geral (preliminares), superficies minimas

e equagdes de Einstein-Maxwell. E um texto basico e essencial para aqueles

que pretendam estudar a interessante propriedade dos campos gravitacionais
do tipo vacuo, podendo assim, descrever as solucoes de Schwarzschild interior

e exterior a partir de equagoes que definem uma superficie mffiima em um

'Uma pelicula de sabio é formada quando mergulhamos um arame (que coincide com

uma curva fechada) numa solugao de sabao.
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Introdugao

espacgo riemanniano.

No capitulo 1 apresentaremos, de forma sintetizada, a geometria pseudo-
riemanniana, culminando com as equacgoes de campos de Einstein e o forma-
lismo tétrada.

No capitulo 2 demostraremos um importante teorema, conhecido por prin-
cipio variacional, e a partir dele definiremos superficies minimas e desenvol-
veremos as equacgoes de Euler-Lagrange para um elemento de area de uma
superficie e para uma lagrangeana A no espago pseudo-riemanniano n-dimen-
sional. Provaremos que os principios variacionais para as lagrangeanas, uma
dada pelo elemento de drea de uma superficie e a outra por A, sao equivalen-
tes. Nao explanaremos sobre a teoria das superficies parametrizadas, pois é
extensa e nao se faz necessaria no contexto deste trabalho.

Discutiremos as condigoes fisicas basicas e nos familiarizaremos com teorias
apropriadas, tais como, tensor eletromagnético, tensor energia momentum e
fluido perfeito, no capitulo 3. Mostraremos como obter as equagoes de Killing

e por conseguinte os campos vetoriais de Killing, pois serao usados para re-

presentar as dire¢oes de simetrias de uma variedade pseudo-riemanniana (ou

riemanniana) n-dimensional. Apresentaremos um principio variacional tridi-
mensional, para uma lagrangeana tridimensional, de onde provem as equagoes
de Einstein-Maxwell para um fluido perfeito carregado.

Destinaremos o capitulo 4 & demonstragao do seguinte teorema: “As equa-
coes de campo de Einstein-Maxwell para um fluido perfeito carregado sime-
tricamente rotacionando rigidamente sao equivalentes as equacgoes de Euler-
Lagrange de uma superficie minima no espaco riemanniano 6-dimensional”.
Desta forma relacionaremos as distintas teorias: relatividade geral e superficies

minimas.
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Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Variedades diferenciaveis e tensores
Dizemos que o conjunto V' é uma variedade diferencidvel n-dimensional se:
(i) V é um espaco topolégico;

i) V esta munido de uma familia de pares {(U, , com sendo um
p P Pu

homeomorfismo de U, C V sobre um subconjunto aberto de U;‘ de R™;
(ili) {U,} é uma familia de conjuntos abertos que cobrem V, isto é, | J,U, =V

iv) Dados U, e U, C V tais que U, N U, # @, a aplicacao
(iv) ) que U, plicag
B =i 0{;;;1 U nNU) CR — (U, NU,) CRY
é de classe C'™,

O par (U,, ) é chamado de carta e a familia {(U,,p,)} de atlas. Para
cada ponto p € U, escrevemos @, (p) = (z!(p),... ,z"(p)), onde as fungdes =%,
a =1,...,n sao denominadas fung¢ées coordenadas.

Seja f uma funcao da variedade V' em R. Dizemos que f é diferencidvel se

a funcao: -

f 099;1 s pu(Uy) CR" — R
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1.1 Variedades diferenciaveis e tensores

é diferenciavel para toda carta (Uy,p,) de V. Denotaremos por F(V') o con-
junto de todas fungoes f : 1 — R diferenciaveis.

A aplicagao 0,:/ C R — V é dita ser uma curva diferencidvel passando
porp € Vse0 €I como,(0) =pew,00,:1 CR — R" é diferenciavel
com (Uy,p,) carta local de 0,(t), para t € I. Podemos considerar a fungao
fooy: 1 CR — R, dada por f(op(t)) = (z'(2),... ,2"(2)).

Definimos o vetor tangente X, em 0,(0) = p como sendo a derivada dire-
cional de f(o,(t)) ao longo da curva 0,(t) em t = 0, dado por

d

Xy leo= 71 (05(0)) licg

O vetor tangente X, satisfaz as condigoes:
Xp(afi + Bf2) = a X, (f1) + BX,(f2)

Xo(fif2) = fi(p) Xp(f2) + fa(p) Xp(f1)

Va, BeER eV fi, fo € F(M).
Seja Cp(V) o conjunto das curvas o, passando por p € V. Como cada
curva 0, € Cp(V) determina um vetor tangente X,, podemos construir o

conjunto Tp(V') dos vetores tangentes X, no ponto p. Definindo, para todo

X,; Y, € 1,(V):
(Xyp + Yu)(f) = Xpo(f) + Yo(f) (soma de vetores)
(aXp)(f) = aX,(f) (multiplicagdo de um vetor por um escalar)

Va € ReVf € F(V). Com esta estrutura algébrica T,,(V) torna-se um
espaco vetorial sobre o corpo R denominado espago tangente. O conjunto
{0k [i= % |p} € uma base para T,(V') denominada base coordenada de T,(V).
Todo vetor tangente X € T,(V') pode ser escrito como combinagéo linear dos

elementos da base (em p € 17), isto é,!

X = X*9, (1.1)

-
A menos que dito o contrario, utilizaremos ao longo do texto a convengao de somatorio

de Einstein: indices repetidos. superior e inferior, implicam na soma dos mesmos de 1 a n.

O simbolo de somatério sera entao omitido.
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1.1 Variedades diferenciaveis e tensores

O conjunto T'(V') = U,y Tp(V) é chamado de fibrado tangente.

Um campo vetorial sobre V é uma aplicagao X : V. — T(V), dada por
X(p)=X, € T,(V) e X(V) o conjunto dos campos vetoriais sobre V. Definimos
a fungao Xf : V — R por (Xf)(p) = X,(f). com X € X(V). Pela definicao
(1.1) temos

X[ =X f =X [ (1.2)

onde a virgula ird denotar a derivada ordinaria.
Seja w : Tp(V) — R um funcional linear dado por w(X,) = (w, X,,), satis-

fazendo
(@, +BY,) = aw(X,) + fu(Y,) (13

Va, B € ReVX,, Y, € T,(V). (,) denota o produto interno de R. O conjunto
T;(V') dos funcionais lineares w que satisfaz a condigao (1.3) é chamado de

espago dual de T,,(V). Chamamos o funcional linear w de I-forma. O conjunto

{dz"} é uma base de T);(1") chamado base dual de {3, }. As bases {9, } e {dz"}

sao conhecidas por bases canonicas de T,(V') e T;; (V) respectivamente.

Podemos escolher qualquer outra base de vetores e, para o espago tangente

T,(V). A mudanga de base é entao dada por
e, = 0, (1.4)

com o determinante da matriz ($},) diferente de zero. A relagao inversa ¢ dada

por
4, = dle,

com (®}) sendo a inversa da matriz ($},), isto ¢,
oL L = &,

A notacao &, é chamada de simbolo de Kronecker e é definida por

1 ,se a=v

0 ,se a#v
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1.1 Variedades diferenciaveis e tensores

Seja a base {e,} e sua base dual {e€”}. Podemos escrever, para todos

X €Tp(V) ew e Ty(V).

X = X¥e,

respectivamente.

Definimos a 1-forma df por
df(X) = (df, X) = X

com f € F(V). Assim temos
df (X) = X¥f,

Seja o produto cartesiano

IT" . Seene TEOP)

¥ i P

r— VezZes 5— Vezes

(V) x (T;(V))°

Um tensor do tipo (r.s) é uma fungdo T : II} — R linear em cada um de

seus argumentos. Seja 77(1") o conjunto dos tensores do tipo (r,s) definido

8

em p € V, o qual é um espacgo vetorial sobre o corpo R.

O produto tensorial dos tensores M € T7 (V) e N € T*(V) é um tensor
M@@N € T7HE(V), sendo

MQ@N : (Tp(V))™ x (T;(V))*™" = R,

definido por:

M ® N(vy,...,v

O tensor M € T7 (V) pode ser escrito como

M = MH1-HrgV1.-Vs

V9..Vg Y. iy
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1.2 Formas diferenciaveis e conexao afim

com M{!Fr sendo as suas componentes e 6,7 = e, ®@...8e, @1
...®e" abase de T, (V). T7(V) é denominado de espago tensorial. Chama-
mos i) ... [, € V...V, de indices contravariantes e covariantes do tensor M
respectivamente.

Um tensor é dito ser simétrico nos i-ésimos e j-ésimos indices covarian-
tes (contravariantes) se as componentes permanecem inalteradas quando estes
indices sao trocados, com respeito a qualquer base. Um tensor é dito ser anti-
simétrico nos i-ésimos e j-ésimos indices covariantes (contravariantes) se as
componentes mudam de sinal quando estes indices sao trocados com respeito
a qualquer base.

O tensor T € T?(V) é dito ser totalmente simétrico se e somente se

s s T D g ey S
para quaisquer indices 7 e j. Analogamente, T € T2(V) é denominado total-

mente anti-simétrico se e somente se

i &

R i, =TT it vl

para quaisquer indices ¢ e j.
Um campo tensorial do tipo (r,s) sobre U C V é uma aplicacio X que

associa, a cada ponto p €U, um tensor de T} (V).

1.2 Formas diferenciaveis e conexao afim

Uma forma diferencial de ordem s, ou s-forma, é um tensor totalmente
anti-simétrico do tipo (0, s).

Seja P; o conjunto das permutagoes do conjunto I, = {1,2,...,s}. De-
finimos o produto cunha A de s 1-formas pelo produto tensorial totalmente

anti-simétrico

dz* A ... Adzt = Z sinal(Q) dz'e) @ dr'e® ® ... @ dz'e
QEP;

com

1  se o numero de permutacgoes é par

sinal(Q) =

—1 se o numero de permutagoes é impar
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1.2 Formas diferencidaveis e conexao afim

Temos as seguintes propriedades

(i) dz®t A ... Adzis = sinal(Q) dz'®W A ... Adz'%w);

(ii) dz'* A ... Adz's élinear em cada dz, j =1,...,s.

Denotamos por A°(T5(1"))* o espago vetorial das s-formas em p € V e o
conjunto das s-formas {(dz'* A ... A dz')} é uma base de A*(T,(V))*. Assim

para todo w € A*(T,(V))* podemos escrever
W= w,-l__,,;sdlfi‘ A...Ndx"
Sejam w!,w? € A*(Tp(1"))* dados por

_-ad:r:’:‘ A...Ndz"

2 1

iy.ds

2

w'+w® = (wj,_;, +wi )dz AL AdT

Expandimos w € A*(T,(V))* na seguinte forma

1 ; :
W= _lw'lil»-visldxh VAT, L e
S

sendo que [ | ird denotar a anti-simetrizacao dos indices. Por exemplo,
Wiig] =ty — g

Sejam w' € A"(T,(V))* e w? € A*(Tp(V))* dados na base coordenada por
b3

sty YD p
T'u'i]....?.r

dr'* A ... Adzx'"
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1.2 Formas diferenciaveis e conexao afim

2

respectivamente. O produto exterior entre w' e w? é uma (r + s)-forma dada

por

vh'l /\ \.JJ2(.X1.| ..... ‘L’ 7-...&’7-.—].. .. .4¥f+s) =

L = : - 4
Z —_ smal(Q) wl(AQm yoee gy AQ{,])'w2(XQ|r+H’ S AQ["""])

rls!
QEPris

Tem-se assim que w' Aw? € A" (T,(V))".

Definimos a diferencial exterior de w € A’(Tp(V))* como

dw = (dws,..q,) A (dz A ... Adz'™)

Desta forma. dw é uma (s + 1)-forma.
A aplicagao [, | :X(V)xX(V) -X(V) dada por [X,, Y, = X, Y, - Y, X,
¢ denominada parénteses de Lie. Definimos a atuagao de [X,, Y,| para, todo

feXx(V), por
pra YP] (f) = Xp(Yp(f)) - Yp(xp(f))

Considerando os parénteses de Lie como diferenciacéo, (X, Y] é chamado

derivada de Lie de Y na direcao X e é denotada por
Lx Y= [X,Y]
A derivada de Lie satisfaz as seguintes regras:

(1) Para campos escalares f €F (V) temos
Lx[ = X[ = df(X)
(i) Para campos tensoriais T € T7(V) e S € S¥(V) temos
Lx(T®S)=(LxT)®S+ T Q® (LxS),
isto é . satisfaz a regra de Liebniz.
Podemos obter o seguinte resultado 5]
1

dw(X,Y) = 5 (X{@,Y) = Y(w, X) = @, [X,Y]))
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1.2 Formas diferenciaveis e conexao afim

com w uma 1-forma e X.Y € T,(V).
Chamamos de conezdo afim a aplicagao V:X(V)x X (V) =X (V) que sa-
tisfaz as seguintes condigoes:
i)  Vx(aY + BZ) =aVxY + BVxZ
i) VosinnZ=hYxs + V7 (1.9)
i) VxAY = (XAH)Y + f1VxY
Va, BeER, VY fi, fo€e F(V)e VX, Y, Z € X(M). Chamamos VxY de

derivada covariante de Y na dire¢ao de X. A derivada covariante de uma
funcao f € F(V) na direcao do elemento da base d, coincide com a derivada

parcial, isto é,

Vo.f =Vuf =0uf

Seja Y = Y*e, e usando a condigao iii) de (1.9) temos
Vx(Y) = (XY*)e, + Y*Vxe, (1.10)

Considerando Y = e, temos que Vxe, é um campo tensorial do tipo (1,0),

logo podemos escrever

Vxe, = w;(X)e, (1.11)

onde w;, sao 1-formas chamadas conerdo de Cartan. Substituindo (1.11) em

(1.10) obtemos

VxY = X(Y*)e, + Y¥u!(X)e,

Definimos em termos dos indices a seguinte expressao
(VxY)* = X(Y#) + YYwh(X)

Considerando agora X = e, e aplicando em (1.11) obteremos
Ve.€: = w;(ea)e,,

Assim definimos a 1-forma aplicada na base {e,} por

(Wi)a = wi(eq)
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1.2 Formas diferenciaveis e conexao afim

Em particular, tomando X = 9, e aplicando na equacao (1.12) obtemos
(VaY)Fr=8,Y X Wl (0,)

No caso onde usamos a derivada covariante de um campo vetorial Y € T,(V)

na diregao dos elementos da base {J,} temos a seguinte notagao
e = wy(0a)
Assim escrevemos

YH = Y#  +T4 Y (1.15)

o

onde o ponto e virgula e a virgula representam a derivada covariante e a deri-
vada ordinaria respectivamente.
A derivada covariante da 1-forma ) aplicada em Y € T,(V) na diregao de

X € T,(V) segue a regra de Leibniz para derivadas de primeira ordem, ou seja,
Vx((Y)) = (VxQ)(Y) + Q(VxY)
Em termos das bases locais {e,} e {€"} escrevemos
(Vx),. = X, — Qs (X)
isto €,
VxQ = [XQ, — Qu}(X)]e*
Em particular, tomando () = e* temos

Vxe = —wh(X)e”

Estas equacoes mostram que temos n? 1-formas wy, suficientes para determi-

narmos as derivadas covariantes de ().

Analogamente a (1.15). podemos escrever
Q,u:a = Q,u.a B anﬂp
Aplicando a 1-forma df = X*f,, obtemos

T anf‘v
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1.2 Formas diferenciaveis e conexao afim

Permutando entre si os indices p1 e a temos

f,a;;,: = f,c:,,u T l—‘;pf.u (1.18)

Fazendo a subtracao membro a membro de (1.17) por (1.18) obtemos

f..u:cr - f,cr;;I = _(F;a - F;p)f,v

Denotamos por

Tix =— (U —10) (1.19)

as componentes de um tensor do tipo (1,2) chamado de tensor torgao.

Seja Y € T,(V) e consideremos sua variacao 0Y ao longo da curva o,
sobre V. A passagem de Y para §Y causa um deslocamento ao longo da
curva 0y, resultando um incremento 6t em t (parametro de o,). No sistema de

coordenadas locais §Y é dado por

(§Y)* = Yf;gﬂ;"—ml& (1.20)

Na geometria euclidiana e em coordenadas cartesianas dizemos que Y

é transportado paralelamente ao longo da curva o, se
6Y =0 (1.21)

Seja uma variedade diferenciavel V' munida da conexao afim V. Analoga-
mente a (1.20) e (1.21). diremos que Y € T,,(V') é transportado paralelamente

ao longo da curva o, se

dz" (o

(DY)‘” _ Y#;v ( p( ))
dt

Usando a equagao (1.15) temos
dz* (o, (t))

dt
Seja a componente do vetor tangente a curva o, dada por
ERA0)

dt

Considerando a reparametrizagao s = s(t) de 0, a equagao (1.23) sera escrita

6t =0 (1.22)

(Y" + % Y®) 5t =0 (1.23)

YO’

como
d*z+ dzr* dz® ’
fop ity —
ds? Lo ds ds v 2

A curva 0, é chamada de geodésica se satisfaz a equacao (1.24).
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1.3 Variedade pseudo-riemanniana, torcao e curvatura

1.3 Variedade pseudo-riemanniana, torcao e

curvatura

Uma métrica pseudo-riemanniana g sobre V' ¢ um campo tensorial do tipo

(2,0) que satisfaz
(i) gp(xpa Yp) — gp(Ypa Xp)s v Xps Yp € Tp(V)
(i) SeV Xy, e T (V), g:(X;, Y3) =0 =1, =0

Vemos que g, é uma forma bilinear nao degenerada e simétrica. Se uma
variedade V' admite uma métrica pseudo-riemanniana, o par (V, g) é chamado
variedade pseudo-riemanniana.

O vetor X, € T,,(V) é entao classificado em:
(i) tipo espago, se g(X,,X,) > 0ou X, =0.
(ii) nulo, se g(Xp,X,) =0e X, # 0.

(iii) tipo tempo, se g(X,,X,) <0

Chamamos de cone de luz o conjunto de todos os vetores nulos de Tp,(V').

Uma importante nogao referente ao tensor métrico é sua assinatura. Seja
(8ur) uma matriz diagonalizavel. A assinatura é definida como a diferenca
do nimero de autovalores que sao positivos pelo nimero de autovalores que
sao negativos. Uma métrica lorentziana (ou minkowskiana) é aquela em que
a assinatura é x(n — 2)., onde o sinal positivo ou negativo é adotado por
convencao. Neste caso a assinatura é dita ser lorentziana.

Seja V uma variedade pseudo-riemanniana n-dimensional. Em termos das

coordenadas locais escrevemos
g = gudz" @ dz” (1.25)

com g, = g(J,,0,) sendo as componentes da métrica. Temos ainda que

-

8uv = 8uu- A matriz (g*¥) é a inversa de (g, ). Assim,

(1.26)
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1.3 Variedade pseudo-riemanniana, torgao e curvatura

com 67 sendo o simbolo de Kronecker. A equagao (1.26) nos permite tomar

g"” como sendo as componentes do campo tensorial g~! do tipo (0,2), cuja

representagao na base (J, ® d,) é dada por
g_l — g#uap ® 6:/

Dado o tensor T do tipo (7, s), podemos contrai-lo com respeito a algum dos
indices do tensor métrico (ou sua inversa), para obtermos os tensores g® T e
g '®T do tipo (r—1,s+1) e (r+1,s—1) respectivamente. Em particular, seja
o tensor T do tipo (3,4). As componentes dos respectivos tensores contraidos

sao escritas como

@japes Mmoo
g““STﬁlﬁzﬁaﬁ-t - T#G]ﬁQﬁaﬁzs

plarmpayagas  _ mpaiazas
8" T g1 898, = T 181885

Assim o tensor métrico fornece o isomorfismo entre os tensores definidos em
V. ou seja, “sobe” e “desce” indices.
Algumas vezes a notacao ds* sera usada no lugar de g para representar o

tensor métrico. Neste caso podemos escrever a equagao (1.25) como
ds® = g, dz*dz” (1.27)

onde omitimos o simbolo do produto tensorial entre dz* e dz”. A notagao da
equagao (1.27), conhecida como elemento de linha, expressa o sentido intuitivo
de uma métrica como a representagao do “quadrado da distancia infinitesimal”.

Um difeomorfismo ¢ : V" — V é uma isometria se

Er = Bo(p)

Isto é,
8r(X,Y) = 8s() (04(X), 9.(Y))

com X, Y € T,(V) e a aplicagao ¢, : T,(V) — Ty (V). Em termos das

coordenadas locais temos

i gl

3% Bar (1.28)

8oo(P) = g (4(p))
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1.3 Variedade pseudo-riemanniana, torgao e curvatura

onde z7 sao as coordenadas de p € V' e &* as coordenadas de ¢(p).
Suponhamos que a métrica g, seja covariantemente constante, ou seja,

se X, Y € T,(V) sao transportados paralelamente ao longo de qualquer cur-

va sobre V| entao o produto interno entre X e Y permanece constante sob

transporte paralelo. No sistema de coordenadas locais temos que
(Vug)va =0 (1.29)

Se (1.29) é satisfeita, V é chamada de conexdo métrica.

Desenvolvendo a conexao métrica obtemos
(VuB)ve = Ou8va — T, 880 — Toagay
Concluimos que
OuBva — Fﬂugﬁﬁ = Fﬁagav =0 (1.30)

Fazendo a pemutacao ciclica dos indices y, v, a obteremos as expressoes

8&gp‘.v - ngg;@lf - Fgugﬂ_u = 0 (1 31)

OBy — rfagﬁﬂ - rﬁﬁgda =0 (1.32)

Fazendo a adigao de (1.31) e (1.32) e subtraindo (1.30) membro a membro,

multiplicando ambos os lados por g?” e somando em p produzimos

a 1 a
Ly = Eg ?(0v8up + OuBup — OpBuv) (1.33)

Chamamos '), de simbolos de Christoffel. Definimos

— .8
Pa;tu = rgugﬁa
Definimos os seguintes tensores:

(i) tensor torgao: T : X(V) x X(V) — X(V) por:

T(X, Y) =VxY = VeX = [X, V]

AVA
AVAYAY

1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14



1.3 Variedade pseudo-riemanniana, torgao e curvatura

(ii) tensor curvatura de Riemann: R : X(V) x X(V) x X(V) — X(V) por:
R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vix yvZ

Os tensores T e R sao lineares em cada um de seus argumentos. Usando as

equagoes (1.8), (1.12) e (1.19) obtemos

= %T“ = dz¥ + w¥ Adz” (1.35)

e = N n [
Q) = dwl) +wh Aw;

Estas expressoes sao conhecidas como primeira e sequnda equagdes de estrutura
de Cartan respectivamente.

Se a torgao € nula, temos que
drt +wl Adz” =0
Através da equacao (1.19) podemos concluir que
e =T4, (1.36)

As componentes do tensor de Riemann, com respeito as bases canénicas,

sao dadas por

R),=98,1% —8,I% +I" 1% —I71° (1.37)

mE py npt v vp um
e satisfazem as seguintes propriedades:

RG‘ —~ _R8

puv pvi

R +RO.+ R

ppy pvp vpp

=0
onde ii) é conhecida como identidade ciclica. Seja,
Ry 8ol
opur = Bab PV

temos uma outra propriedade
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1.4 Equagoes de campo de Einstein

Assim concluimos que o nimero de componentes independentes do tensor

de Riemann é n?(n? — 1)/12, com n sendo a dimensao da variedade pseudo-

riemanniana V.

Contraindo o tensor de Riemann em relagao ao segundo (ou terceiro) indice

covariante, obtemos o tensor de Ricci, ou seja,

R,, = R®

oy

O escalar de curvatura R é definido por

RE=g"R,,

1.4 Equacoes de campo de Einstein

Um espaco-tempo relativista é uma variedade pseudo-riemanniana (V,g)
quadridimensional com assinatura lorentziana.

A idéia basica da teoria da gravitagao de Einstein é geometrizar o campo
gravitacional, isto é, aplicando as propriedades do campo gravitacional sobre
propriedades de um espago pseudo-riemanniano.

Os campos gravitacionais sao produzidos por matéria. Perguntamos: “a
partir do calculo da distribuigdo de matéria, como ficam as propriedades do
espago pseudo-riemanniano?”’. Obviamente nao podemos derivar a teoria da

gravitacao de Einstein das leis fundamentais classicas. Podemos estabelecer os

seguintes requisitos a respeito das equacoes de campo:

(1) Sao equagoes tensorials, as quais sao equagoes diferenciais parciais de

segunda ordem nao lineares da métrica g, .

(1) Nos limites apropriados, utilizamos a equacao de Poisson da teoria da
gravitagao newtoniana
AU = 4nGu
-

com U, G e u sendo o potencial, a constante gravitacional e a densidade

de massa respectivamente. Assim o tensor energia momentum TH” na
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1.4 Equacoes de campo de Einstein

relatividade restrita é analogo a densidade de massa. Este tensor éa

causa dos campos gravitacionais.
(iii) Se T*¥ é nulo, entao o espago € plano.

Representamos Ips e I como sendo a acao da matéria e do campo gravi-

tacional respectivamente. Define-se [6, 7|

Iip= /T\/§ dzxldz?dridz?

1
le = 167G

com R sendo o escalar de curvatura, T = Y(z¥,z*), g o determinante do

/ R\/g drtdz?dz3dx?

tensor métrico e G uma constante.
Aplicamos a I = Iy + I o principio de agao estaciondria, ou seja, 61 = 0

e ficamos com

Pelo principio variacional obtemos os seguintes resultados

1
6In = D) /Tyuth“"\/ﬁ dz'dz*dr’dz*

1 1
61 = —_— y— = v 1 2 3 4 :
e f(Rp 2gw,.H)(‘)'g V9 dz'dz*dz dx (1.43)

com 6g"” uma variacao infinitesimal de g"”. Logo por (1.41) temos que

1 1
] (SWG(R“” - 53“’3) = Tw) 0g"'\/g dz'dr?dz3dz* = 0

Concluimos que

1
—(R,, — Egm,R) -T=0
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1.5 Formalismo tétrada

Definindo

1
G,uv = vy — §g_uvH

logo
G, =8rGT,, (1.46)

As expressoes (1.45) e (1.46) sao chamadas de tensor de Einstein e equagées
de campo de Finstein respectivamente.

A equacao (1.44) nos diz como a curvatura do espaco (representado por
R,,) ¢ afetada pela distribui¢ao de matéria (representado por T,,). Pelo
principio de conservacao de energia e momentum (sera visto no capitulo 3)

temos
G’ = 8rGTY =

Assim a divergéncia covariante do tensor de Einstein é identicamente nula.

1.5 Formalismo tétrada
Seja V' um espaco-tempo com elemento de linha
ds? = g;;dz'da’ (1.47)

e ¥ o seu sistema de coordenadas. Considerando um outro sistema de coor-

denadas z%, o elemento de linha de V' é dado por

di? = gopdz®dz® (1.48)
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1.5 Formalismo tétrada

Pela teoria das variedades diferenciaveis, existe um difeomorfismo f que
associa a cada z* € R™ um elemento z' € R".

O principio de equivaléncia [6] nos garante que podemos escolher um siste-
ma de coordenadas Z° localmente inercial, para todo p € V, em que a matéria

satisfaz as leis da relatividade restrita?, sendo o elemento de linha dado por

d3? = 1,,dz°dz® (1.49)

A escolha é feita de tal forma que o sistema de coordenadas % dependa
de z'. isto ¢, existe um difeomorfismo h que associa a cada elemento z' um

elemento z°%.

Diferenciando 7% e z' obtemos

dz® = 9,7%dx’

dr' = 9,x'dx™
Substituindo (1.50) em (1.49) temos

d.§2 = (nabf),-z'?“@ji'b)d:r"drj (152)
20 ambiente da relatividade restrita é um continuo, chamado espaco :i’e Minkowski e

denotado por M, cujas componentes do tensor métrico é dada por (n,,) = diag(ne) =

Hl 1),
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1.5 Formalismo tétrada

Pela invariancia do elemento de linha sob as transformacoes de Lorentz (6],

obtemos das equagoes (1.47) e (1.52) o seguinte

gij = Nap0iE°0;x° (1.53)
Substituindo (1.51) em (1.52) e usando (1.53) obtemos

d5? = (gi;0nx' 057’ )dz*dx” (1.54)

Tomando as equagoes (1.48) e (1.54) e pela invariancia do elemento de linha,

obtemos
grxd = gt’jacrmiad:rj (155)

Definimos €}, = 9,2' e o chamamos de tétrada (ou vierbein). Logo podemos

escrever

gag = g;jeixej (156)
com o, B, 4, 7 =1,2.3,4.
Coincidindo o sistema de coordenadas r* com o sistema de coordenadas

localmente inercial 7% temos que g.3 = 7qs. logo
Nas = Bij€uCh (1.57)

As letras gregas indicam os indices tétradas e as letras latinas minusculas
indicam os indices tensoriais. Com isso, a cada ponto do espaco-tempo V,
estabelecemos uma base {e!,} de quatro vetores contravariantes.

Como a aplicacao h é um difeomorfismo, podemos tomar h~! no desenvol-

; ; 8 . ; : - -
vimento acima e obtemos e = 9;z°. Assim (e?) é a matriz inversa de (e})
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1.5 Formalismo tétrada

Pela equacgao (1.56) podemos definir
€aj = Bij€,

Assim podemos escrever

-~ - J
Baf = €qj€p

Seja (§**) a matriz inversa de (gas3), entao
g
Temos as seguintes propriedades
1) egi = Bape]
ii) ef = g% e
ii1) em-e;-‘ = gij
A partir da propriedade iii) temos
em‘(gjke?) =&

Definindo

%
J

podemos obter as propriedades
iv) eqie™ = 6:‘

v) eqie” =8P

Concluimos que as métricas 8,4 € gi; “sobem” e “descem” indices tétradas

e tensoriais respectivamente.

Sejam os campos tensoriais definidos por

e, A
Tctfl‘ == EQQGTU'
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1.5 Formalismo tétrada

Ti; = ef'¢/Tqs

Projetando os campos tensoriais sobre o referencial tétrada temos as se-

guintes propriedades
; e £
vi) Top = €, Tig
\11) Tij = e,‘-"TaJ-

Podemos identificar os vetores tétradas com a base de vetores do sistema de
coordenadas localmente inercial do espa¢o de Minkowski, no ponto p envolvido,

o qual denotaremos por

I’
2" =e€]

com c sendo uma constante, §,5 = 7ag, (2", w",v",u"/c) um sistema de co-
ordenadas ortonormais e r = 1,2,3,4. Usando a equagao (1.57) podemos

escrever
_ a B 3
8ij = Nap€; €; (1.61)

“Descendo” o indice tensorial de (1.60) através da métrica g;; e usando a

propriedade i) obtemos
e(: — n&ﬁeﬂr (162)

Com a ajuda de (1.62) a métrica (1.61) do espaco-tempo V' pode ser escrita

como

lu,;uj (163)

Bij — ZiZj = w;w; + vit; — 02

-

Um caso especial é o uso de vetores nulos como vetores tétradas e esta

identificacao é conhecida como formalismo de Newman-Penrose. A partir do
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1.5 Formalismo tétrada

sistema de coordenadas ortonormais (z",w",v",u"/c), construimos os vetores

nulos como segue

{

=) (1.64)

K % (% +om)
1
2

i 7‘2- (z7 +iw")

1

w AR

com t" e t" um complexo e seu conjugado. Relacionamos os vetores nulos com

a base tétrada da seguinte forma

T T
t €]
7 r
" = e

| [ T
k" = e}

; : g
| =€}

onde €], nao sao os mesmos de (1.60).

Na equagao (1.63) multiplicamos ©# membro a membro e como (z",w",v",

u" /c) é uma base ortonormal, obtemos

Assim g,3 = g* e pela propriedade i) produzimos

a _ ~af
€, =8 €gj

Podemos obter as seguintes relacoes

4
€; = €y;
e

e

!
i
2
J
3 _
J
4
J

e
\
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1.5 Formalismo tétrada

Usando a equacao (1.56) podemos escrever

s~ B
8ij = Bap€{€;

Concluimos que o tensor métrico do espago-tempo V' tem a forma

gij = tilj + tit; — Lik; — kil
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Capitulo 2

Superficies Minimas

2.1 Subvariedades

Sejam V e W variedades diferenciaveis de dimensoes n e m, respectiva-
mente, com m < n e as aplicagdes ¢ : W — V e ¢, : T,(W) — Typ)(V)
diferenciaveis. Dizemos que ¢ é uma imersao de W sobre V se ¢, é injetora. ¢
é dito ser um mergulho se » é um homeomorfismo e uma imersao. A imagem
o(W) = S é uma subvariedade de V se ¢ é um mergulho. Se m = 2 chamamos
S de superficie mergulhada em V.

Sejam (U,1)) uma carta local de S e (U,%)) uma carta local de V. cujos
sistemas de coordenadas sao z' e ¥, respectivamente. Entao, localmente, a

subvariedade S de V' pode ser representada como [8]
= iz} (2.1)

com =1, 2400 merr="1.2, ... ;%
Suponhamos que (V.G) seja uma variedade pseudo-riemanniana, entao a
subvariedade S também é uma variedade pseudo-riemanniana com a métrica’

g dada por (8]

g(X,Y) =G(X,Y)

-
!Devemos nos atentar a esta mudanga de notacao, tendo em vista o capitulo 1, isto é ,
G e g sao as métricas da variedade V' e da subvariedade S respectivamente. Neste contexto

G, sao as componentes do tensor métrico e nao do tensor de Einstein.

28
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2.2 Principio variacional e superficies minimas

com X,Y €X(S). Em termos das coordenadas locais, para p € S, temos
drk oY
85(p) = G (6(0) 57 5 (22)
comi,j =1,2,--- ,me pv=12---,n. A métrica pseudo-riemanniana g
¢ chamada métrica induzida sobre S.
Denotaremos os elementos de linha da variedade pseudo-riemanniana V' e

da subvariedade pseudo-riemanniana S por

dS? = G, di*dz" (2.3)

ds* = g;;dz'dr’ (2.4)

respectivamente. Os indices gregos e latinos minudsculos estao associados aos

indices das coordenadas da variedade V' e a subvariedade S respectivamente.

2.2 Principio variacional e superficies minimas

Sejam V uma variedade pseudo-riemanniana n-dimensional, S uma su-
perficie mergulhada em 1°. C' uma curva fechada, simples e suave por partes

contida em S e ¥, uma regiao de uma carta de S limitada por C.

Teorema 2.1 Se ## = 1#(z!,x?) satisfaz a condigao de contorno 7#(x!,z?) =

zf (2!, x?) sobre C e produz um minimo para

f:/ L(:f:“,:f:fh)dxldf
Za 3

entao é necessario e suficiente que L satisfaca as seguintes equagoes

0 , 0L oL

s — 0

2

-

paraA=1,2 e¢ p=1....,n L échamado de lagrangeana

2em homenagem & J.L. Lagrange (1736-1813)
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2.2 Principio variacional e superficies minimas

Prova: Convenientemente representaremos a superficie mergulhada S por

y,u = jp(xl.}x?)
Seja a integral

I=[ L(y*y"a)ds'de?
2

com A=1,2ep=1,2,...,n, a qual é extendida sobre ¥5. L é uma

funcao dos y* e suas primeiras derivadas y*,4

Seja w#(z!, %) um conjunto arbitrario de n fungoes tal que

wt =0, para C (2.5)

Seja S uma outra superficie mergulhada em V', contendo a dada curva

C' e vizinhanga S definida por
gt = ¥ + ew”

€ é um infinitesimal e g*(z!,z?) = To(z', z?) sobre C.

Sejam L = L(¢*,95*,4a) e L = L(P + eH), com P = (#*,3*,4), eH =

(ew,ewt,4) e V = (32, J——‘) Expandindo L pelo teorema de Taylor

temos
L(P+¢€H) = L(P)+ (e¢H,V)L(P) + o

com p envolvendo termos de ordem maior e igual a dois em €. Como ¢

¢ infinitesimal, podemos negligenciar p. Com isso ficamos com
L(P+¢€H) = L(P) + (e¢H,V)L(P) (2.6)

Assim

0 0
H Pt by
(eH,V)L(P) (€w 5 et Bif‘,A)L(P
OL(P) OL(P)
M u"ﬁl
o A Bk, 5

AVA
AVAYAY

3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 15 16

1 7

18



2.2 Principio variacional e superficies minimas

Substituindo em (2.6) obteremos

OL(P) OL(P)
on I .
L(P+¢eH)=L(P) + ew o + ewt, 4 P,

Integrando a equagao acima, extendida sobre as regices ¥, de S e o

de S temos

/ L(P + eH)dz'dz* = / L(P)dz'dz® +
£, 2

,OL(P) OL(P), , 1, 2
/.;‘E(Ew‘(*—-'a—i? +ew“‘, 6.’1: » )d dx

2 oL oL
— dld p 14,..2
I ]+€/>:g( ax):c 3:+€/z2( AGen )dz dx

T, A

Passando I para o primeiro membro e chamando 6/ = [ — I temos

1A

4 OL oL
§1= — 5 'dz? 2.7
e/ o dz'dz? +€f£2w’A8£# dx'dz (2.7)

Para desenvolvermos a equagao (2.7), faremos uso do teorema de Green

que afirma o seguinte

ON oM
Mdz' + N 2:/ — — — | drldz? 2.8
fc z + Ndz 22(33:] 8:1:2) 2 dx (2.8)

com M = M(z',7%) e N = N(z',z?) fungoes de classe C'. Chamando

oL
M —wh
“ 8jpsl
irigr

N
o+ 32

AN
—— — ._w ——

dxl 9k, . dx! \ 9k,
dw* OL B ( oL )

wh—
Ox? 0T+, Ox? \ OxH,,

AVA
AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 15

16

1 7

18



2.2 Principio variacional e superficies minimas

Substituindo estas equagoes em (2.8), usando a notacao de Einstein e

a condigao (2.5). obteremos

] wh, 4 ?L dz'dz? :—f w“—8—4(
) 2%] 33:#::1 2 Oz

Substituindo esta equagao em (2.7) teremos

81 :c-/ ' _d_L T / w“%( ?L )d$1d$2
o H 5, Ot \ 9%k 4
Usando novamente a condigao (2.5) obteremos
ol =10 (2.9)

Neste caso, a integral I é chamada de estaciondria. Como € € infinite-

simal, logo

oL 8 ( oL
i _ 1.2 _
/Ez“" [a:an 9z (35:#,,4” s =0

Para que a integral I seja estacionaria, é necessario e suficiente que L

seja uma funcao tal que

oL 0 ( oL )=0 (2.10)
OTH, 4

oz OrA \ dik,

com A =1,2e pu =1,...,n, as quais sao denominadas equagoes de

Euler-Lagrange. B

Definigao 2.1 A superficie S é minima se, para toda curva fechadada C, a

integral I é estacionaria, isto é, 61 = 0.

Por definicao, sabemos que a drea de uma regiao ¥, da superficie S é dada

por

A(Z,) :fv Vg dz'dz? f (2.11)

com g sendo o determinante do tensor métrico g4p da superficie S.

AVA
AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 15

16

1 7

18



2.2 Principio variacional e superficies minimas

Supondo que S seja uma superficie minima (isto ¢ , 6A(2;) = 0) pelo teo-
rema (2.1) é necessario e suficiente que a lagrangeana /g satisfaca as equagoes
de Euler-Lagrange, ou seja,

dygrc:é (a‘/ﬁ)=o (2.12)

orr  OzxA \ OTH, 4

g A =1.2e. =1 w1
Para calcularmos as equagoes (2.12), necessitaremos de alguns resultados

desenvolvidos abaixo, sendo que a prova dos tres primeiros sao encontradas em
[9].

OgAD
or®

0G o
oz

R 2.1 =T'acp +I'pca

R 2.2 = Ppua + I“cw,us.
8gAD
R 23 92 —(g*°T'8p + g°PT'55)

dg

R 24
0gaB

=93

Prova: Sabemos que ¢ = g11922 — 912921. Calculando

dg dg dg

dg
o T Bgm M g M F
(2.13)

Observando os elementos da matriz (g42) inversa de (g45) concluimos

que

gi1 = 9’922 g22 = 9911 12 = 9921 g1 = 9912

Substituindo-as nas equagoes (2.13) obteremos o resultado desejado. H

0848 _ -,

R 2.5 — o
6Gpu T",AT ;B

-

Prova: Por (2.2) a métrica induzida g4p é localmente escrita como

=6 i
gap = Gopi’.43° 5
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2.2 Principio variacional e superficies minimas

Observamos que 7, nao depende explicitamente de G, isto é,

85&!0
=0 ;
= (2.15)

Temos também que

0Gys

= 596(3
T il

Logo

08 4B it 0Gos .9 .5

Bt BE
2= I AT ,p=T ,47 ,B
G oG ;
v uv

0
R26 S5vi=Voli

Prova: Desenvolvendo

1 Og

a
2AV9 = 3G o0A

Derivando
g ABQBC = 53

em relacao a 2P, obteremos

Fazendo

dg - dg Ogpc
611"1 aggc 811.’"4'

(2.20)

Substituindo em (2.20) os resultados (R 2.1) e (R 2.4) e a equacio

(2.19) produziremos

a
= 9gT%, (2.21)

axA ‘ =

O resultado desejado ¢é obtido substituindo a equagao (2.21) em (2.17).
[
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2.2 Principio variacional e superficies minimas

0G,,

R 2.7
orA

— (Faﬁp + F;zﬂa)i‘eu‘%

Prova: Fazendo

0Gu, _ 9Gu,
oxrA a8 A

Usando o resultado (R 2.2), facilmente concluiremos o resultado. B

Desenvolveremos as duas parcelas das equagoes (2.12) separadamente. Inicia-

remos pela primeira parcela, isto € ,

1 (99 8g,43 3G_u_y
05V = 2 /5 9gap 0G,, 0i°

Substituindo os resultados (R 2.2), (R 2.4) e (R 2.5) na equagao acima tere-

mos

~v AB ~v
a_- .‘I’“.A X g F#m; +g T 4T Pvcz,u)

Nesta equagao trocando entre si os indices p e v, A e B na primeira parcela

obteremos

().TO' \/_ = \/_ g 1,4. ju:H r‘vcx,u (222)

Desenvolvendo a segunda parcela da equacgao (2.12) teremos

1 dg Ogac
2\/_dg5(~83:“,,‘

Usando o resultado (R 2.4) e as equagoes (2.15) e (2.16) na equacao acima

produzirernos

g 5 K
a,rq \/— = \é_(gACGau-r »C ‘l'gcAG",m:w:-*"f—'lhI ‘B)

Renomeando na primeira parcela os indices C por B e v por p teremos

0 _
o, VI=V9 "7 Ga,uit,p (2.23)

Derivando a equagao (2.23) em relagao a z# obteremos
2 _3 0 5 agAB e
21 (5258) - (o) e ar s

oG 1 o1H .
T ﬁ\/&g"lgmliﬁﬁ +W\/§ gABGa,u
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2.2 Principio variacional e superficies minimas

Substituindo os resultados (R 2.3), (R 2.6) e (R 2.7) ficaremos com

_a%f (3';”4 \@) ﬁ(FngABijp:B “rgAgCAGanf’#ﬂﬂ =
— T648°%Gaud",p +Ta0,8" %2, 5 +
+ Tuoag"P5%, 45,5 +842 G0, 54) (2.24)
Renomeando entre si os indices C e A na terceira parcela da equagao (2.24) e

em seguida trocamos C' por D para obtermos
d 0 AB((F S ):I—:B # o +G. TH )_
F an,A \/§ \/§ g afp pha 1A+ 3B apt sAB
V7 8°4TE ,Goud* 5 (2.25)

Substituindo as equagoes (2.22) e (2.25) em (2.12) produzimos
52%,4 5%, 842 + g*B(7°,48 —T'$5%%:c) = 0

Usando a equagao (1.16) ficamos com

( 8

Fpgx 1AI#':Bg +°- 1A)1B:0

Considerando o resultado (1.29) podemos obter o seguinte

(0*2202)3=92%("%4).5

Definindo %8 = ¢g487°, , a equacao (2.26) podera ser escrita como

(8%8)ip +Ts%°,a 5,842 =0 (2.27)

Portanto estas sao as equagoes de Euler-Lagrange para a lagrangeana ,/g.

Em [9] esta definida a curvatura média H envolvendo a equagao (2.26).
Com isso temos o seguinte resultado: Para que S seja uma superficie minima
€ necessdrio e suficiente que a curvatura média H seja zero.

Sejam a métrica y4p5 € o principio variacional

§ (/ Ad:rlda'?) =0
Ea

onde a lagrangeana é dada por

1 =\ 4 v AB
A= "}‘2GHV(.'IT).T#,_4 Ir,B7

A".LYAT
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2.2 Principio variacional e superficies minimas

com 7% e 7 sendo as componentes contravariantes e o determinante do campo

tensorial y4p respectivamente. Observamos que A independe explicitamente
das coordenadas z€.
Sejam as equagoes de Euler-Lagrange para a lagrangeana A

ON wsond (81\):0

oTe ox° 65:&:6‘

Desenvolvendo a primeira parcela temos

=1

T 1B ’YABGQP!CK
= 7% :E'g A TP)B (Fﬁnc_n ¥ Fpaﬂ)

“Subindo” indice nos simbolos de Christoffel através da componente métrica

G, e trocando o indice B por C ficaremos com
iy . 5
2’75 {I_‘ojA Ip,c‘ ':-AC’GQMFSP (231)

Desenvolvendo a segunda parcela de (2.30) obtemos

o ( 0N\ @ T . w 97" ap
HrC (3:6“,(;) = BzC (‘V G#v8~ Z%,87 +'T‘)‘G.uv$ )A 8&’.‘“,37

Dai podemos obter

3] oA 17, 1
= s TR 1 = L AC
70 (aja,(—’v) = 92C (2'}(2 Gpa-’f 1A )

Desenvolvendo a derivada com relagao a ¢ e usando o resultado (R 2.7)

obteremos

a [ oA s *
e (a_—c) = 2728%,4 7" (Cupa + Lapu) 0 +

13 2 (TGpnx#a‘l 7, a T ’Y%Gua(i#w! )sC '}"AC + W%Gpa-‘%ﬂﬁ! '}"!é}c)

“Subindo” indice nos simbolos de Christoffel através de G, produziremos
1o) ( oA

1. - ’
9zC \ 93° ):47’-’:rr”,.4:cf",m-‘“GmFﬁ,,+
yC

1 "‘r_l . - -
272G (TT“-A Y4 + (2,4 ),c 14C + 34,4 ’)‘Ac,c)

A".tYAT
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2.2 Principio variacional e superficies minimas

Substituindo as equagoes (2.31) e (2.32) em (2.30) ficaremos com
- 27%Guargpi‘es.4 jp!C ‘}'AC -

-1
1 0 ~ ~ ;
- 272Gpa (—.2 T ’}'AC +(Z%,4 )ic ’}AC il ’}Acsc) =0

Podemos escrever esta equagao na seguinte forma

2

+ DAl el e =0 (2.33)

1
2 i - 17 . b
( 473 + 42 (8*,4),0 YA€ + 72544 ’}Ac,c) +

Pela regra da derivada do produto concluimos de (2.33) que as equagdes de

Euler-Lagrange para a lagrangeana A sao dadas na forma
74 (#4478 ip +T5, 2 a 5,578 =0 (2.34)
Podemos escrever a lagrangeana (2.29) da seguinte forma
A= ’Y%EAB’YAB
Como
gang"’ =2

logo podemos escrever

1
Y2 4B
= A
5 g

Assim y4p € proporcional a g4p.

Lema 2.1 Os principios variacionais

6 (/ Ad:!:ld:r2) =0

) ( ﬁdmld:r?) =0
T2

sao equivalentes.
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2.2 Principio variacional e superficies minimas

Prova: Suponhamos que

1) (/ Ad:rldIQ) =1
L2

Entéo pelo teorema (2.1) temos que A deve satisfazer as equagoes de
Euler-Lagrange (2.34). Substituindo em (2.34) a equagao (2.37) obte-

mos

(#,48"PA).5 +F§pi‘0m . 5g?PA=0
Desenvolvendo a derivada na primeira parcela temos

’(jﬂv.‘l )'.lB gAB & j':,lt,A (gAB)'sB ] + ng:fgvﬁ i..ﬂ’B gAB =0
Usando a equacao (2.36) e o resultado (R 2.3) ficaremos com

N 1 n
(I“m )>B gAB - (igscgsc) g’“CFgcx“,A =

1 " B i
= (ﬁgmgm) gBCTgoi" 4 +T5,8,4 8,5 847 = 0

Dai temos que
[(@*:4)s8 =T35%"s4 IgAB + ngifgm i,pg?2 =0
Assim
(#*,4);88"% + T5,8°,48,58%" =0 (2.38)

Concluimos que (2.38) sao as equagoes de Euler-Lagrange para a la-

grangeana ,/g. entao pelo teorema (2.1) temos que

6 (/ \/§d:rld:r2) =0
2

Para provarmos a reciproca basta fazermos a demonstracao acima no
-

sentido contrario.

Portanto os dois principios variacionais sao equivalentes. l
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2.2 Principio variacional e superficies minimas

Definigao 2.2 Sejam g e g métricas sobre a subvariedade riemanniana S.

Chamamos g de conformemente relacionada a g se

8p = 52)\@}3?

com A € F(V). Em termos das coordenadas temos

gap = e2Pg,p

Propriedade 2.1 As equagoes (2.34) sao invariantes sob transformagées con-

formes da métrica yap

Prova: Sejam

(2.40)

com % e 7y os determinantes das matrizes (Y4p) € (74p) respectivamente.

Consideremos a equacao
1 1
\-1(sizn  =AB B~ ~p =AB _
(7)"2(722%,4%5°%),p +1%,2",4 2%, 7" =0

Substituindo nesta as equagées (2.39) e (2.40) temos que

) S AB 2\ -0 = AB
€ Y 2 ((—j ’}EI#,A’}( 4+ e ngx ,Al‘p,B"}( :0’
B

]

Portanto

~+ (. Lt=p _AB -0 = AB
g @ ('}/2_’[7'“”4 ! ) 1B +P§p$ 1A -TpsB Y =0
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2.3 Superficies Isotropicas

2.3 Superficies Isotropicas

Na equagao (2.27) estao envolvidas expressdes quadraticas em T#,4 que
tornam sua solucao trabalhosa. Nesta se¢ao simplificaremos estas equacoes
para obtermos uma interessante conexao entre as superficies minimas e a re-
latividade geral.

Chamamos S de superficie isotrdpica se a métrica g satisfaz as seguintes

condigoes:

Buw=0 se u=vw
Buw #0, se u#v

com u, v =1,2 e {2"} de sistema de coordenadas isotrdpicas.
Usando as coordenadas isotropicas podemos escrever as equagoes (2.27) e

(1.16) como seguem

(B )io +Lo B e=0 (2.42)

= (jﬁau )11' _Ffv jﬁ,C (243)

respectivamente, com C' = 1,2. Usando os simbolos de Christoffel (1.33) e as

condigoes (2.41) obtemos
I, 5%.0=10

Substituindo este resultado em (2.43) temos

(j'sau )}v = (-Tﬁm )w
Assim as equagdes (2.42) serao dadas por
(2% )0 +T7 &0 2% =0 (2.44)

Se existe uma familia de superficies minimas em V', podemos definir n

vetores da seguinte forma >

2P(£) := P = F (2.45)

m
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2.3 Superficies Isotropicas

Logo escrevemos (2.44) nas seguintes formas

2 415 2w’ =0

w’,, +Fgg 2P =0

Facamos o seguinte calculo

o g 0z°\ 0x° a (0z°\ 01°
¥k 5 w = - — = -
‘ 1%/ ;00>  9Ffk \ Ok | bt
Usando a regra da cadeia concluimos que

8 (65“3) = (:f:ﬁm )“U = zﬁ‘]b'

0= v \ o
Substituindo em (2.46) obtemos

2P ou® + Ff.e 2w’ =0

Assim

(2%, +1_'§8 z“’)ws =)

Usando (1.15) temos que

(2.48)

De maneira anédloga, podemos obter das equagoes (2.47) o seguinte resultado

Bop _
w,2" =0

(2.49)

Portanto escrevemos as equagoes de Euler-Lagrange (2.44) em termos das co-

ordenadas isotropicas na forma (2.48) ou (2.49).

Sendo V' um espago-tempo podemos resgatar toda teoria do formalismo

tétrada. Para isto basta fazermos as seguintes identificacoes®

Y
g =]

3As letras gregas indicaram os indices tensoriais e u, v os indices tétradas.
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2.3 Superficies Isotropicas

Tomando a equagao (1.58) podemos definir

(4]

— €y — Gaﬁeu

. _ v
= €yu G&ﬁ e[.

com G,s a métrica de 1",

Tendo em vista as equagoes (1.59) escrevemos

[+ oG
Buu — €,€uya = 2 Zq

B

v €€y =W

/ ws

Pelas condigoes (2.41) concluimos que

Logo 2% e w” sao vetores nulos e podemos relaciona-los aos vetores nulos

(1.65) do formalismo tétrada. Com isso temos uma interessante conexao entre

as superficies minimas (2.48) e (2.49) e o formalismo de Newman-Penrose.
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Capitulo 3

Equacoes de Einstein-Maxwell

para Fluidos Carregados

3.1 Tensor eletromagnético

Sejam as equagoes fundamentais do eletromagnetismo

s

div E = 4rkp
divB =0

rot B = 4nkJ
rot £ = —8,§

(3.1)

com 8;§ = 63—‘?, E o campo elétrico, B o campo magnético, p a densidade
volumétrica de corrente e k, k constantes. As equagdes (3.1) sao conhecidas
como lei de Coulomb, ausencia de monopdlo magnético, lei de Ampere e lei
de Faraday respectivamente e descrevem a eletricidade e o magnetismo. Na
lei de Ampere supoe-se que o movimento da corrente seja estacionario, isto é,

toma-se a equagao da continuidade

d , . - ., .
com % = 0. Jana lei de Faraday usamos correntes nao estacionarias. Com
o

i1sso temos uma incompatibilidade entre as leis de Ampere e Faraday. Para

resolver este problema, J.C. Maxwell em 1860 determinou um campo vetorial

44
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3.1 Tensor eletromagnético

D= (Vé+ 8;%1‘), chamado de vetor deslocamento e dado por div D= p, com

Ao potencial vetor e @ o potencial escalar. Assim podemos incluir a equacao
da continuidade na lei de Ampere sem considerar que a variacao de p em
relacao ao tempo seja nula. Introduzindo o vetor indugdo magnética expresso
pelo produto vetorial H = V x A, dado por B = 47kH, com k constante,
obteremos div H = 0. Reescrevemos as equagoes (3.1) da seguinte forma

f

div D = p

divH =0

rot H = !_63,5 kT
rot D = —k@rﬁ

(3.2)

com k, k e k constantes. Estas sao equacoes vetoriais em R? e sao chamadas
de equagoes de Mazwell.

Dividiremos as equagoes de Maxwell (3.2) em dois grupos:
(a) Equagoes nao homogeneas
div D = p
rot H = ko,D + kJ
(b) Equagoes homogeéneas
divd =0

rot D = —kﬂfﬁ

Em termos das coordenadas, H e D sao escritos como

D; = —0;¢ — O A,
H; = 0;A; — OrA;

com 2,7,k = 1,2,3 e ciclicos. Definimos o quadrivetor potencial como

A= (A, A% A% —9)
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3.2 Tensor energia momentum

Seja a matriz

0 Hs —H, D
—H; 0 H, D,
AR ol et
-Dy -D;, =-D; 0

com F,, = 9,A, —9,A, e p,v = 1,2,3,4. Chamamos (F,,) de tensor
covariante de Mazwell (ou tensor eletromagnético)

Podemos escrever
Fi4
Eiij jk
com &;;; sendo o simbolo de Levi-Civita tridimensional, isto é ,
; se 1, j, k é permutagao par de {1,2,3};

: se i, j, k é permutagao impar de {1,2,3};

, qualquer outro caso.

Assim as equagoes de Naxwell, homogéneas e nao homogeneas, podem ser

escritas na forma

B = J¥

3.4)
V07 ), Fy = 0 (

com =Y#*? o simbolo de Levi-Civita quadridimensional.

3.2 Tensor energia momentum

Suponhamos que temos uma distribui¢ao de matéria, cuja velocidade v*,
p=1.,2,3,4, varia continuamente de um ponto para qualquer outro ponto de

sua vizinhanga. Temos o seguinte resultado:

R 3.1 vk, =0
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3.2 Tensor energia momentum

Prova: Sabemos que
G v =1
Derivando covariantemente temos
(Guv"vY)a =0 = G (Viv" +v*,) =0
Assim
2G vk, =0
Com isso obtemos o resultado. W

Introduzindo o campo escalar p, tal que o campo de vetores pv* determina’

pvt /g e pv®,/g, os quais sao a densidade e fluxo de matéria respectivamente,
com a = 1,2,3 e g o determinante do tensor métrico g, [10].

A condigao para conservagao da matéria é dada por
(pv*) =0 (3.5)

A matéria que estamos considerando tem densidade de energia pv“v“\/ﬁ.

fluxo de energia pv*v’/g. densidade de momentum pv®v*,/g e fluxo de mo-

mentum pv®v®,/g, para a,b=1,2,3.

Seja

Assim T, /g fornece a densidade e fluxo de energia e momentum. Chamamos
TH de tensor energia momentum, o qual é simétrico. Derivando-o covarian-

temente temos
TH = (po#0),, = (p0)ut* + prets
e usando (R 3.1) e a condigao (3.5), concluimos que
T =0 (3.6)

As equagoes (3.6) sao conhecidas como principio de conservdgdo da energia e

momentum.

! Analogamente como J* determina a densidade e fluxo de corrente elétrica.
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3.3 Fluidos perfeitos

3.3 Fluidos perfeitos

Iniciaremos com um importante preceito conhecido por principio coperni-
cano. ou seja, é a suposicao de que nao ocupamos uma posi¢ao privilegiada
no espaco-tempo. Assim localmente podemos supor a existencia de um unico
campo de vetores representando a velocidade média da matéria (ou alguma
particula composta de matéria) em cada ponto do espaco-tempo V. Definimos

o vetor velocidade média (4-velocidade ou quadri-velocidade) por
u*u, = —1

Em termos das coordenadas locais a quadri-velocidade toma a forma

Uma divisao do espago-tempo V' em tempo e espago é determinada, em cada
ponto, por u®.

Definimos o tensor proje¢ao por
has = Gag + tatis (3.7)

com G,z o tensor métrico de V' e h,g é a métrica espacial para observadores
sem movimento e com a quadri-velocidade u®. Assim podemos escrever o

elemento de linha como
dS? = haydz®dz’ — dt?

com a,b = 1,2,3 e t representando o tempo. Utilizaremos h® e u* para
decompor qualquer tensor nas partes espacial e temporal, em particular o
tensor energia momentum To5. Podemos escrever a seguinte decomposi¢ao do

tensor energia momentum
Tos = Huats + qaUs + Golp + Tap + Phap (3.8)

com [, gg, Tag € p representando a densidade de energia, fluxo de energia,

pressao anisotropica e pressao isotropica respectivamente.
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3.3 Fluidos perfeitos

A derivada covariante é entao decomposta em
1 :
(Ha);ﬁ = Oap + gGhQB + Wap — Ualig (3.9)

com Oqag, 0, wag € U, sendo o shear, expansao, vorticidade e vetor aceleragao
respectivamente, os quais sdo quantidades cinematicas. Para compreender
estes efeitos e quantidades fisicamente, consideremos uma esfera com fluido
de particulas carregadas durante o transcorrer de um pequeno incremento do

tempo proprio? dr, tomando d7% = 0 no centro da esfera, temos que:

(a) a atuagao de 6 transforma uma esfera de fluido em uma similar esfera de

volume diferente. mas com mesma orientagao.

(b) a atuagdo de 0,5 distorce a esfera, deixando seu volume constante e as

diregoes dos eixos principais do shear inalteradas.

(¢) a atuagao de w, da uma rotagao rigida, deixando uma direcao (o eixo de

rotacao) fixado.

Dividiremos a equagao de conservagao de energia e momentum (3.6) em

tempo e espago, isto € ,
uGT:jﬁ =
T 'h, =0
Usando as decomposigoes (3.8) e (3.9) teremos

ft+ (1 +p)0 + 7005 + tiag® + g% =0 (3.10)

. _ 4
(1 + Pty + R (P + (75)ia + G8) + (wp + 0y + 30M)a =0 (3.11)

Um fluido perfeito é caracterizado pelo anulamento do fluxo de energia e da

pressao anisotropica. isto € ,

qg:ﬂa.@:{]

20 tempo préprio dr é definido por dr? = dx® — dt? = nagd:c"‘datfe é invariante sob
transformagoes de Lorentz. Esta é uma propriedade fundamental da relatividade restrita
[6].
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3.4 Vetor de Killing

Assim o tensor energia momentum para um fluido perfeito ¢ dado por
Tmﬁ = [UqUg + ph'o:.i (312J

As equacoes de conservacao de energia e momentum para um fluido perfeito

sao escritas como

i+ (n+p)0 =0 (3.13)

(#+ p)iy + hypa =0 (3.14)

3.4 Vetor de Killing

Sejam (V, G) uma variedade pseudo-riemanniana n-dimensional, X €X (V)
e o(t,po) uma curva em 1" que passa por pp € V, com t € [ C R. Dizemos que
o(t,po) é uma curva integral de X, se o vetor tangente em o (t,po) é o proprio
campo tensorial X. Neste caso denotaremos o campo vetorial por

do
Primal

Em termos das coordenadas locais temos

=X,

Seja a aplicagao 0 : R X V — V chamada de fluro gerado pelo campo
vetorial X. O fluxo o(t.p) nos conta onde estara uma particula em 1" no ins-
tante t, que passou pelo ponto p. Fixando t € R, o fluxo ¢ é um difeomorfismo,
denotado por g, : V — 1" e forma um grupo comutativo chamado grupo das
transformagées de 1-parametro. Fixando p € V a aplicagéo o4(p) : R — V
¢ uma curva chamada drbita de 0;. Desta forma associamos 0; a um campo

vetorial. Sob a atuacao de o, sendo ¢ infinitesimal, podemos encontrar o ponto
0p) = =p+eX (3.15)

e em termos das coordenadas locais temos




3.4 Vetor de Killing

Com isso temos um deslocamento infinitesimal €X' em p gerado por X. Se este
deslocamento infinitesimal é uma isometria, X é chamado de campo vetorial
de Killing.

Sendo ¢, uma isometria e usando a equacgao (1.28) escrevemos
G (p) = Gap(0c(p)) (3 + €X ), (2” + eX?) (3.17)

Negligenciando os termos de segunda ordem em € no desenvolvimento da

equagao (3.17) temos

G (p) = Gas(0e(p)) (8285 + €650, X" + €600, X°) (3.18)

Usando o teorema de Taylor para G,, no ponto p + €¢X e negligenciando

os termos maiores e iguais a segunda ordem em ¢, obtemos
Gu(p +eX) = Gu(p) +e((X,V)GL)(p)
Sejam X = (X*) e V = (9,), logo
Gpv(p +eX) = G,tw(p] + E,XsagG#u(p) (3'19)

Tendo em vista o ponto dado em (3.15), substituindo a equagao (3.19) em

(3.18) e negligenciando os termos de segunda ordem em €, obtemos
G = G, + €G30, X% + €G o, 0, X* + X 0,G
Concluimos que
G50, XP + G0, X%+ X9,G,, =0 (3.20)

Esta equagao é chamada de equagao de Killing.
Podemos reescrever a equagao de Killing (3.20) em termos das derivadas
covariantes das componentes do campo vetorial X. Desenvolveremos as deri-

vadas de X, = G, X" da seguinte forma
8, X, = 0,(G,sX?) = XP9,G 5 + G50, X"

aﬁzxv = au(chvXa) == Xaaxthw ¢ g Gavaﬁixa
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3.4 Vetor de Killing

Assim

G,00,XP = 8,X, — X°8,G 5
GudX*=8,X, - X*8,G o

Substituindo-as na equagao (3.20) obtemos

X, +0,X, — X°(0,Gpo + 8,Gey — 3Gy,) =0

Usando (1.33) obtemos
(0, X, —I'gXe) + (8, X, — T3, Xa) =0
Aplicando-as na equagao (1.16) podemos escrever a seguinte equagao
(X + (Xp)u =0 (3.21)

Os vetores X € X (V) que sao solugoes da equacao (3.21) sao chamados vetores
de Killing.
A derivada de Lie do tensor métrico, com respeito ao campo de vetores

X € T,(V), pode ser escrita na forma [11]
(LxG)pr = (Xpiv ) + (Xuin)
Pela equacao (3.21) temos
(£xG)p =0 (322

Assim a geometria local nao mudara quando temos um movimento ao longo
de o.. Neste sentido os campos vetoriais de Killing representam as diregoes de
simetrias de uma variedade pseudo-riemanniano n-dimensional.

Um espago-tempo é chamado estaciondrio se existe um grupo de trans-
formagoes de 1-parametro oy, onde as orbitas sao curvas tipo tempo. Este
grupo de isometrias expressa as “simetrias de translagoes do tempo” do es-
paco-tempo. Equivalentemente, um espago-tempo € estacionario se possui um

o

vetor de Killing tipo tempo, denotado por &, ou seja,

£4€, < 0 (3.23)
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3.5 Equagoes de campo de Einstein-Maxwell

Um espago-tempo é chamado de estdtico se é estacionario e existir uma
}- Rl f;3 ‘; ‘i\‘/b- d . .
upersuperticie” que e ortogonal as orbitas das 1sometrias.

Chamamos um espago-tempo de azialmente simétrico se existe um grupo
de transformagoes de 1-parametro de isometrias x,, cujas orbitas sao curvas
fechadas tipo espaco. Isto implica na existencia de um campo de vetores
de Killing tipo espago v**. O espago-tempo é dito ser azialmente simétrico

estaciondrio se 0, e X, comutam, ou seja,
0t 0 Xx = Xk 00y (324)

Assim as rotagoes comutam com as translagoes. A condigao (3.24) é equivalente
a comutacao dos campos vetoriais de Killing &* e 9*.

A comutatividade de £* e ¥* implica que podemos escolher as coordenadas
(#,22, 5 =k, 5  =1) (3.25)

para que ambas sejam coordenadas dos campos de vetores

3.5 Equacoes de campo de Einstein-Maxwell

Seja o espago-tempo 1™ e chamamos o tensor totalmente anti-simétrico do

tipo (0,2), ou 2-forma, de bivetor dado por
X = X di"* Ndg”

Definimos em termos dos indices o bivetor dual* X por

T
K = 5Eusp X% (3.26)

com &,,9, sendo o simbolo de Levi-Civita quadridimensional. Definimos o

bivetor complezo

S ML L) (3.27)

3Genericamente, uma hipersuperficie é definida como sendo uma subvariedade de (n— 1)

dimensoes.
*0Os conceitos de bivetor dual e base dual sio diferentes.
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3.5 Equagoes de campo de Einstein-Maxwell

O bivetor complexo X}, ¢ auto-dual, isto é , (X;,)~ = —iX,,. Por esta razao

o chamamos de bivetor auto-dual complero. Definimos a projecao do bivetor

auto-dual complexo sobre a quadri-velocidade u* por
X, =X v (3.28)
Em virtude da ortogonalidade temos que
Xul=0

Consideremos que o espaco-tempo V' admita campos vetoriais de Killing nao

nulos. assim

F=g¢,#0

Suponhamos que um fluido perfeito carregado tenha movimento constante e a

quadri-velocidade u* paralela ao vetor de Killing tipo tempo &*

(3.29)

Suponhamos que a derivada de Lie do tensor eletromagnético F),, com respeito

a & seja nula,
LeFy, =0 (3.30)
Usando (3.29) podemos escrever o tensor projegao (3.7) da seguinte forma
hy = G — FU68 (3.31)

com G, a métrica do espago-tempo.
Definimos ¢,, como sendo a projegao do bivetor auto-dual complexo ele-

tromagnético F};, sobre o vetor de Killing tipo tempo £”, ou seja,

0, = EF? (3.32)

pv

Usando (3.27) obtemos

v Ly
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3.5 Equacoes de campo de Einstein-Maxwell

onde a virgula denota a derivada parcial com respeito as coordenadas Z°.
Chamamos ¢ de potencial eletromagnético complezo.

Seja o bivetor auto-dual complexo K}, definido por [1]

K;, = =2(£)iu —x00F}, (3.34)

onde ¢ denota o complexo conjugado de ¢ e o ¢ a constante gravitacional.
Definimos ©,, como sendo a projegao do bivetor auto-dual complexo K3,

sobre o vetor de Killing tipo tempo £, isto é ,

e.y = E#K

& 1-2(E0)w ~xodFl)
2 (A e L 2
Substituindo a equagao (3.32) teremos
e.u = _26#(5;):1/ _X'O‘;géu

Usando as definigoes (3.26) e (3.27) obtemos

(E w = (s_u.) v +‘12?-,¢w0p(€9)

Substituindo a equagao (3.36) em (3.35) produzimos

M= _26# (f,u l’iﬁpyap(f ) = XOQ_SQJ),V (337)

onde a virgula e o ponto e virgula denotam as derivadas parciais e covariantes,
respectivamente, com respeito as coordenadas z*. Chamamos © de potencial
gravitacional complero, o qual é também conhecido por potencial de Ernst.

Sejam as seguintes equagoes |[1]

F = %= 5(0 + 6 + xob0) (3.38)
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3.5 Equagoes de campo de Einstein-Maxwell

Podemos associar um sistema de coordenadas ortonormais z# em cada ponto
p de uma curva k no espago-tempo V que é chamado de referencial mdvel®.
Neste caso as coordenadas se movem com a particula sobre a curva.
Associaremos a quadri-velocidade u* ao referencial movel de tal forma que
u* = 7% = t. Como a quadri-velocidade é paralela ao vetor de Killing tipo
tempo temos que &# = (-F)%éf;. com ¢F sendo o simbolo de Kronecker. Esta
transformacao de coordenadas (Z — z) garante que todos os campos depen-
dem somente das coordenadas espaciais %, a = 1,2,3. O elemento de linha

do espago-tempo toma a forma [1]
dS? = F~'hy,dz%dzt — F(dt + F~1£,dz°) (3.40)
Seja a métrica (3.31) no referencial mdvel
hoy = Gg — F7'66

Introduzimos o potencial escalar p*, u = 1,... , n, tal que as equacoes de Euler-
Lagrange sao exatamente as equagoes de campo de um principio variacional

com a lagrangeana dada na forma [1]

L = Vh (R + gu(")h*¢het) (3.41)

com h e R sendo o determinante e o escalar de curvatura com respeito a h,y res-
pectivamente e g, o tensor métrico de um espago riemanniano n-dimensional e
chamado de espago potencial n-dimensional de coordenadas® ', cujo elemento

de linha sera [1]

dS? = g(¢°)dptdy” (3.42)

As equagoes de Einstein e de Einstein-Maxwell para campos estacionérios

sao encontradas em [1].

®Andlogo ao triedro mdvel do espaco euclidiano E3.

A definicio do espago potencial ¢ andloga ao espago de fase estudado na mecanica
classica. =
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3.5 Equacoes de campo de Einstein-Maxwell

Teorema 3.1 Para equacoes de campos de Einstein-Maxwell de um fluido
perfeito sem carga, existe um conjunto (¢, ©, hg), tal que estas equagées

seguem de um principio variacional com a lagrangeana dada por [1]
ke . .
L =vVh|R+ SF*h™(8. +Xob¢:a ) (O +X0661)

— XoF 'h®¢,q d (3.43)

As equagoes de campo de Einstein-Maxwell para um fluido perfeito carre-

gado seguem do principio variacional tridimensional [3]

) ( Lad:r‘d;c?dx?’) =0 (3.44)
X3

com a lagrangeana tridimensional dada por
1 ’ o
LS — \/E |:R3 + EF-Qhﬂb(eaa +X0¢"D1a )(evb +Xﬂ¢}¢)b)

= XOF_lhabqu ‘5;0 = QXUF'IP(F;X) (345)

com Y3 sendo uma regiao tridimensional de um espaco riemanniano n-dimen-
sional. p = p(F, x) a pressao hidroestética, R o escalar de curvatura e hz o de-
terminante com respeito a métrica tridimensional h,,. A pressao hidroestética
p = p(F, x) é um potencial (termodinamica) nas variaveis F e , isto ¢ . contém
informacoes completas do estado hidrodinamico do fluido carregado. Usando
as equagoes de conservacao de energia e momentum para um fluido perfeito

carregado, obteremos as seguintes equacoes de estado

p=pu(F,x)=-p-2F2

: 3.46)
o =0(F,x) = F}2 (

com u e o sendo as densidades de energia e de carga respectivamente. Medindo
experimentalmente as equacgoes de estado p = u(F,x) e 0 = o(F, x). obtemos

p = p(F, x) pela integracdo das equacoes (3.46).
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Capitulo 4

Campos de Einsten-Maxwell

como superficies minimas

4.1 Reducao da lagrangeana tridimensional pa-
ra uma lagrangeana bidimensional

Seja o principio variacional (3.44) para um fluido perfeito carregado com a
lagrangeana L3 dada pela equagao (3.45) e ¥5 uma regiao tridimensional num
espacgo riemanniano n-dimensional.

Obteremos a lagrangeana bidimensional L, a partir de L3 e a relacionare-
mos com a lagrangeana .\ dada pela equagao (2.29).

Suponhamos que o fluido perfeito carregado esteja rotacionando rigidamen-
te com simetria em uma das coordenadas espaciais do referencial mével, por
exemplo, 73 = k. Esta simetria adicional pode ser descrita pelo vetor de Kil-
ling tipo espago 1* e tendo assim que ¥* = 65, a = 1,2,3. Os potenciais ©
e ¢ independem da coordenada r® = k. Se as translagoes comutam com as
rotacoes, isto €, os campos vetoriais de Killing £# e ¥"* comutam, entao, pela
condigao (3.24), V' é um espago-tempo axialmente simétrico estacionario. O
elemento de linha (3.40) nas coordenadas z' e z? do referencial mével toma a

forma (Lewis 1932, Papapetrou 1953)

-

dS? = F~(hapdrda® + Wdk?) — F(dt + wdk)? (4.1)
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4.1 Reducao da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

sendo os coeficientes métricos F' = F(z!,2?%), hup, W = W(zl,2?) e w =

w(z!, z?) independentes das coordenadas ! z° = Kk e z* = t.
Comparando os elementos de linha (3.40) e (4.1) temos a seguinte matriz
simétrica
h;; hp
(hae) = hy; hy

FW?!=F (&) =w=F4

Assim temos
hs = hazh

Denotando por hs e hy os determinantes das matrizes (hg) e (hap) respecti-

vamente e utilizando a relagao (4.2) obtemos
h3 - h33 h,g — h.3 = I”Vth (43)

Na lagrangeana L3 temos o escalar de curvatura R3, com respeito a métrica

h,;, e o estudaremos considerando a simetria adicional z° = K.

R 4.1 Escrevemos as componentes do tensor de Ricci na forma
- a a
2R = Rcab — Llcba

Prova: Considerando w € A%(T;,(V))* e usando a expressao (1.5), temos que

W = %(wab — Wpe)dz® A dz )

I Consideramos os indices latinos minusculos de 1 até 3 e os latinos maiisculos de 1 até 2.
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4.1 Redugao da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

Em particular, escrevemos

R? = 5(R%,, — RE,)dz® A da’

Usando a propriedade (1.38) do tensor de Riemann, obtemos
R? = R dz® Adz’

Substituindo a equacao (4.5) na (4.4), temos

LRe, R )jde* Ada = 0

[RCb ¥ 2 cab

Como {dz® A dzt} é uma base de A*(T,(V))*, concluimos o resultado.

Escrevemos o escalar de curvatura tridimensional como segue
R; = h®R,, = 2R; = h*2R,,

Usando o resultado (R 4.1), ficamos com
2R; = h®RZ%, — h®RY,,

Expandindo-a obtemos

2R; = [(h®BRE,5 +h®PRY;,) + (h¥RE,; + h¥Riy,)] -
[(h°BREp, + h°PRY ;) + (h¥Riz4 + h*Riz;)]

Usando a propriedade (1.38) do tensor de Riemann, teremos
R; = h°BRep + h“BRE,; + h¥Ra; (4.6)

com (h#3) a inversa da matriz (hyp).
Desenvolveremos a equagao (4.6) por partes e para isso necessitaremos dos
resultados abaixo, considerando a matriz (h®) a inversa da matriz (hg) e a

equagao (4.3).

h=—==W (4.7)




4.1 Reducgao da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

Iz =0
[y = —WwA
3, =w-w,
I3, =0

(rgs).:l =0

(%) = (T5).a = —WW4 - WW:

(T54).8 =W H=W"W W4+ (W.4) 5|

R 4.2 h®®R¢op = —2K sendo K a curvatura gaussiana.

Prova: Seja o escalar de curvatura, com respeito a métrica hgp,

Ry = hCBRCB
Assim
1{2 = l’lCBl'lADRcADB (415)

Usando as propriedades (1.38) e (1.39) do tensor de Riemann, obtemos

as seguintes componentes

R1221 = —31212
R2i21 = Riar (4.16)
Rai2 = —Riore

com Rj3;2 sendo a tunica componente independente. Substituindo as

componentes (4.16) no desenvolvimento da equagao (4.15) temos

; R1212

Ry = =2(h"'h* — h'*h*)Ruzz = —2— (4.17)
2

Definimos a curvatura gaussiana por |9

K — Ria12

B I 19

e a substituindo na equagao (4.17), concluimos o resultado. W
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4.1 Redugao da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

R4.8 « H¥RY,, =Wl
Prova:

hCBRg'SB - hCBl(rg's)?B - (ng).S 25 Fﬁcfasd S Fd

Escrevemos a seguinte expressao
50T%a — Thelia = (PscTga + [3clgs) — (Pael3a + Taclis)
Usando os resultados (4.8), (4.10) e (4.11) produzimos
rd.r3, — i, =Wl (W-WeWe —TacW.a) (4.19)

Substituindo a expressao (4.19) em (4.18) e usando os resultados (4.12)
e (4.14), temos

hCBRE;;;B — hCBIW'l(—['V—II-V,BVV‘C 3+ (‘V,c),B) +
+W Y (W sW,c —TgcW )]

Assim
h®PRY,, = OB W (W) 5 — ThcW.4)]

Usando a derivada covariante (1.16), concluimos facilmente o resultado.

R44 h®Rgp=W"'wy

Prova:

33 — h33((a a f
h**Rgs = h**[([g3) 3 — (Tha).a + [0 = To/T4o]
Escrevemos as seguintes expressoes

Dl =P TE AT oL P8 PR R TTE,
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4.1 Reducgao da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

Fﬁfrgs = T4l + ['4sT3s + [3pI'5 + 513
Subtraindo a expressao (4.21) da (4.22) temos

! i A 1B A 13 A 1B A 13
Fgfrﬂﬁ == :fFSS = FABF33 = FASFSS = FABPSS = Ijz131133

(4.23)

Substituindo os resultados (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11) na expressao
(4.23) obtemos

[3,Tfy — T4y = —WAW 4 + WT4,W'5 (4.24)

Substituindo os resultados (4.7), (4.12), (4.13) e (4.24) na equagao
(4.20) produzimos

h¥Rg; = W1 (W25 + T4 W'B) (4.25)
Usando a derivada covariante (1.15), concluimos o resultado. W

Substituindo os resultados (R 4.2), (R 4.3) e (R 4.4) na equacao (4.6), obte-

mos
Ry = 2K + 2w~} (4.26)
Introduzimos a seguinte notagao
e =W Wah'® =W W
Assim
e?*W 4W gh48 = 1
Introduzindo a relagao (3]

K = —a} — (2N W), (4.29)

Substituindo a equagio (4.29) em (4.26) e esta multiplicada por /A3 obtemos

VhaRs = 2v/hafa} — (XWEWA) 4 + WIW24]
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4.1 Reducao da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

Usando (4.3) no segundo membro ficamos com
VRaRs = VIal2Waz} + 2W (WA + 2]
Definimos a seguinte quantidade
D4 = 2(Wa2 + WerW:s W)

Calculando a derivada covariante de D? e tendo em vista a equacio (4.30)

produzimos
2Wary + 2W (X WETWA) 4 = DA — 2W 00 — 2W, (W g W4)
Substituindo-a na equagéao (4.30) obtemos

VhsRs = Vha[2W75 + DA — 2W, o (e*WEW ) — 2W 4]
(4.31)

Substituindo a equagao (4.28) na primeira parcela do segundo membro da

(4.31) ficamos com
VhsRs = \/ha[26*1V gWBW:A + DA, — W, 4 (W E W) — 2W, 404
Como W = W(z',z?) é uma fungao escalar, assim W.4 = W 4. Portanto
VhaRs = /ha D2 — V/ho2W 4ot
Se negligenciarmos a divergencia \/ED;"}‘ concluimos que

VhaRs = =2/hy11 4a ghAB (4.32)

Como todos os campos independem da coordenada z*, escrevemos a la-

grangeana (3.45) como

- . y
Ly, = \/h_:sRs + Vh3 §F_2hAB(@a.4 +X099,4 )(©,5 +X000,8) —
— XoF 'h*B¢ 4 6,5 2x0F 'p(F, x)] (4.33)

Substituindo os resultados (4.3) e (4.32) na equacao (4.33) e multiplicando-a

por (4.28) na dltima parcela, obtemos
L, = _2\/h_2hAB‘I'.,40,B _
W/ | S F R4 (0,4 +x060.4) (.5 X0 )
— XoF "'h"%0,4 6,5 —=2x0 F ~'p(F, X)e**h*BW 4 W ] (4.34)
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4.2 Campos estacionarios axialmente simétricos tipo vacuo como
superficies minimas

com L, sendo a lagrangeana bidimensional. Concluimos que

1 - = -
LQ — N h‘2hAB[ T 20‘-.4 W.B + §H]F_2(91A +X|3®O!A )(eaA +XU¢'¢&B ) ==
— XoWF '¢,4 0,5 —2xoWF ' pe**W,, W,g | (4.35)

Assim reduzimos a lagrangeana L3 para Lo, usando a simetria adicional 23 = k.
Portanto, as equagoes de campo de Einstein-Maxwell para um fluido perfeito
carregado simetricamente rotacionando rigidamente seguem do principio va-

riacional

B ( / dexldf) =0 (4.36)
2

com a lagrangeana bidimensional L, e Y3 uma regiao bidimensional de um

espaco riemanniano n-dimensional.

4.2 Campos estacionarios axialmente simétricos

tipo vacuo como superficies minimas

Relacionaremos as duas teorias observando as lagrangeanas L, e A.

Sabemos que os campos W, ©, ©, ¢ e ¢ dependem das coordenadas z! e
z? do referencial mével. Na equagao (4.27) temos que a depende somente de
h g e W 4, assim podemos considera-lo como um campo também dependente
das coordenadas z! e z2.

Como vimos no final da segao 3.5, definimos o espaco riemanniano 6-
dimensional de métrica g, e coordenadas (¢*) = (a,W,0,0,¢,4). Desta
maneira, as equagoes de campo de Einstein-Maxwell para um fluido perfeito
carregado simetricamente rotacionando rigidamente seguem do principio va-
riacional (4.36) com a lagrangeana (4.35) e £, uma regiao bidimensional do

espaco riemanniano 6-dimensional.
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4.2 Campos estaciondarios axialmente simétricos tipo vacuo como
superficies minimas

Expandindo a lagrangeana bidimensional obtemos

Ty V hoh#B {(—Q)Q,A W,5 + (%L@-’F”) ©,,0,5 +

1 R N
(§W'F_ 2)(00) e:A (pﬁB + (§HXF_2X0¢) q:’aA eaB 1p

1 £ = -
(5"1/}?“2\.306') lﬁw‘l ‘f"aB _(XOI'VF_I)(?:A ¢)aB "S5
(2xoW F~ pe®)W,a W5 ] (4.37)

Temos que Ly é um caso particular da lagrangeana (3.41), devido a simetria

adicional z° = k. As componentes do tensor métrico do espaco riemanniano

6-dimensional sao dadas por

-

812 = —2

822 = —2xoW F 1 pe?®

834 %WF*:’

836 %WF_z)(or;b

g1 = 3WF 2x00

8ss = sWF X300 — xoW F~!

\

Escrevemos a lagrangeana (4.37) como

L: = hoh®B(g12p',4 0% 8 +8220% 4 025 +8340°,4 0B

+836¢°,4 2.5 +8as" 4 0,8 +8s60°,4 %, )

Retomando o principio variacional (2.28)

) (fzz Adz‘da-'-’) =0 (4.39)

com X, uma regiao bidimensional de um espaco riemanniano 6-dimensional.

A lagrangeana (2.29) sera escrita como

A= fy?’}-ABg#U;r:ffh;:’B (4.40)

com =1 ....0 6A.8B=12

Pelo lema (2.1) temos que os principios variacionais (4.39) e

5 ( [2 2 \/ﬁdxldrg) =0
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4.2 Campos estacionarios axialmente simétricos tipo vacuo como
superficies minimas

sao equivalentes. Usando a defini¢ao (2.1), a superficie S mergulhada no espago
riemanniano 6-dimensional é minima. Portanto, temos que as equagoes de
Euler-Lagrange provém do principio variacional (4.41), com a lagrangeana /g
e X, a regiao de uma superficie minima S mergulhada no espago riemanniano
6-dimensional.

Se hap = v4B, entao a lagrangeana bidimensional (4.38) é um caso parti-
cular da lagrangeana (4.40). Considerando a lagrangeana (4.38) no principio

variacional bidimensional (4.39) concluimos:

Teorema 4.1 As equagées de campo de Einstein-Maxwell para qualquer flui-
do perfeito carregado simetricamente rotacionando rigidamente sao equiva-
lentes as equagoes de Euler-Lagrange para uma superficie minima no espago

riemanniano 6-dimensional.

Escrevemos o elemento de linha do espago riemanniano 6-dimensional como

segue

dS? = gradp'dp® + godp?dp® + gasdplde® + gasdp®dy® +
+  asdp'dy® + gsedp’dy®

Logo

ds? (—2)dadW — (=2xoWF~! pe®)dW? + (%WF*) d0do +

(%WF"QXUO) dOde + (%WF‘ngcﬁ) dOd¢ +

e (%wp—ﬁxgoé) dpdd — (xoW F~1)dgpdd (4.42)

Sabemos que | z; = 2171, z1 + 22 =21+ % e 2z = z1, para todo 2; e 2
complexos, onde a barra denota o complexo conjugado. Escrevemos (4.42) na

forma simplificada

dS? = —2dadW + %WF‘Q | dO + x0¢dd |* —xoW F ™! | d |* —
— 2 WF ! pe**dW? ‘ (4.43)
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Conclusao

No capitulo 2, através das equagoes (2.48) e (2.49), escrevemos as equacgoes
de Euler-Lagrange em termos das coordenadas isotrépicas. Obtivemos as-
sim uma interessante conexao entre superficies minimas e o formalismo de
Newman-Penrose.

Consideramos, na segao 3.5, que o espago-tempo V' admitia campos ve-
toriais de Killing nao nulos. Supomos que o fluido perfeito carregado tinha
movimento constante e quadri-velocidade u#, associada ao referencial moével,
era paralela ao vetor de Killing tipo espago £#. Assim todos os campos depen-
diam somente das coordenadas espaciais z°.

Iniciamos o capitulo 4 tomando o principio variacional (3.44), para um flui-
do perfeito carregado. com a lagrangeana tridimensional (3.45) e ¥3 uma regiao
do espago riemanniano n-dimensional. Na secao 4.1, reduzimos a lagrangeana
tridimensional L3 para uma bidimensional L,. Para isso supomos que o fluido
perfeito carregado estivesse rotacionando rigidamente com simetria em uma
das coordenadas espaciais do referencial movel. Esta simetria adicional pode
ser descrita pelo vetor de Killing tipo espago 1*. Concluimos que as equagoes
de campo de Einstein-Maxwell para um fluido perfeito carregado simetrica-
mente rotacionando rigidamente seguem do principio variacional (4.36), com
a lagrangeana bidimensional (4.35) e ¥ uma regiao bidimensional do espago
riemanniano n-dimensional.

Na secao 4.2, conectamos as equacoes de Einstein-Maxwell a teoria das su-
perficies minimas, observando as lagrangeanas Ly e A. No principio variacional
(4.36) supomos que ¥, seja uma regiao bidimensional do espago riemanniano 6-

dimensional e escrevemos a lagrangeana bidimensional (4.37) em termos deste
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Conclusao

espaco. Retomamos o principio variacional (2.28), com ¥, uma regiao bidi-

mensional do espaco riemanniano 6-dimensional e escrevemos a lagrangeana
A em relacao & métrica e as coordenadas deste espago. Usamos o lema (2.1)
para garantirmos a equivaléncia entre os principios variacionais (4.39) e (4.41).
Concluimos que S é uma superficie minima mergulhada num espago rieman-
niano 6-dimensional. Vimos que a lagrangeana bidimensional (4.38) ¢ um caso
particular da lagrangeana (4.40), quando h 45 = y45. Finalmente, no principio
variacional bidimensional (4.39), consideramos a lagrangeana (4.38) e, portan-
to, vinculamos as teorias citadas acima, concluindo a demonstragao do teorema
(4.1).

A continuidade do estudo inciado neste trabalho, a qual é proposta em
[3], resultaré nas equagdes das superficies minimas no espago riemanniano 6-
dimensional descrevendo as solugoes de Schwarzschild interiores e exteriores.
Esta é uma extraordinaria propriedade dos campos gravitacionais para um
fluido perfeito rotacionando no vacuo.

Poderao ser efetuadas futuras pesquisas sobre o problema axialmente simé-
trico estacionario, onde supomos simplificacoes na estrutura geométrica das
superficies minimas e, neste sentido, serao interessantes as superficies minimas

geodésicas.
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