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Resumo

A utilização do formalismo de superfícies mínimas já é conhecida e utilizada
em relatividade geral. Neste trabalho mostramos que as equações de campo de
Einstein­Maxwell para um fluido perfeito carregado axialmente simétrico rota­
cionando rigidamente são equivalentes às equações de Euler­Lagrange de uma
superfície mínima num espaço riemanniano 6­dimensional. Uma introdução à
teoria da relatividade geral e ao formalismo de superfícies mínimas, ambas via

* "

princípio variacional, é também exposta.
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A bstract

The utilization of the minimal surfaces formalism is well known in general

relativity. In this work we show that the Einstein­Maxwell fields describing
a charged perfect fluid with axially symmetric rotating rigidy are equivalent
to the Euler­Lagrange equations of a minimal surface in a six­dimensional
Riemannian space. An introduction to the theory of relativity and to the
minimal surfaces formalism, both via variational principal, is also discussed.
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Introdução

A Teoria da Relatividade Geral tem como característica fundamental a

descrição do campo gravitacional através de uma geometria intrínseca. Para

sua formulação que data de 1915, foram fornecidos a Einstein pelo matemático

Marcel Grossmann, conhecimentos básicos da geometria riemanniana.

Lançando mão destes argumentos, Einstein passou a descrever a física do

campo gravitacional, ou seja, a gravitação, através de concepções geométricas

onde os conceitos riemannianos são munidos de significado físico. O compor­

tamento do campo gravitacional fica definido por um sistema de equações di­

ferenciais a derivadas parciais não lineares e, em alguns casos, não homogêneo.

Este sistema de equações conhecido como equações de Einstein é de caráter ten­

sorial e tem como solução a descrição da geometria de uma variedade pseudo­

riemanniana: o espaço­tempo físico.

À não linearidade das equações implica na impossibilidade de se obter uma

solução geral para as equações de Einstein. Por exemplo, elas não satisfazem o

princípio da superposição. ou seja, não podemos descrever configurações com­

plicadas em termos de configurações simples. O desenvolvimento de diversas
técnicas como por exemplo, a classificação de Petrov e vetores de Killing, leva­
ram ao longo dos anos ao descobrimento de novas soluções particulares ditas

soluções exatas. As técnicas e sistemáticas seguidas na obtenção de soluções

exatas foram resumidas no livro de Kramer, e outros ­— “Exact solutions of

Einstein's field equations” nos anos 80 [1].
A pesquisa para determinar soluções exatas das equações de Einstein ad­

quiriu, de certa forma, um ponto de vista positivista onde a teoria física é um
modelo matemático e, desta maneira, não existe uma necessidade de que este
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Introdução

corresponda a uma realidade física. Isto implica que existem poucas soluções

que realmente correspondem a uma realidade física. Uma das razões é o fa­

to de que equações diferenciais parciais admitem uma classe muito grande de

soluções e, em muitos casos, de natureza patológica. Outro ponto importan­

te é a inexistência de soluções exatas que descrevam, por exemplo, sistema

de n­corpos e fontes de radiação [2]. Uma maneira de selecionar soluções de
interesse físico seria impor condições de contorno ou condições iniciais.

Esta preocupação com a comprovação física se deve ao aumento de ob­

servações astronômicas no início dos anos 60. O descobrimento de novos ob­

jetos tais como: quasares, pulsares e fontes compactas de raio X indicam a

existência de campos gravitacionais extremamente fortes. Estes campos só po­

dem ser descritos pela relatividade geral. À teoria da relatividade geral prevê

ainda a existência de ondas gravitacionais e de objetos hipotéticos de grande

densidade, os chamados buracos negros. »

Uma classe importante de soluções exatas é constituida pelas métricas

axialmente simétricas estacionárias. À razão principal é que estas modelam

o campo gerado pela rotação (independente do tempo) de uma estrela cons­
tituida de um fluido perfeito. Tanto a estrela, como o campo ao redor desta,

possuem simetria axial com respeito ao eixo de rotação que passa pelo centro

da estrela. Apesar de uma grande classe de soluções que descrevem campos

gravitacionais axialmente simétricos estacionários do tipo vácuo terem sido en­
contradas e estudas ao longo dos últimos anos, nenhuma solução que descreva
o campo gravitacional de um corpo em rotação uniforme foi determinada. À

principal razão está no fato que as equações de Einstein para campos interiores

são extremamente complicadas. Uma tentativa de uma melhor compreensão

deste problema foi dada por Neugebauer e Herlt [3] em um artigo publicado em

1984 na Classical and Quantum Gravity. Partindo do fato de que campos do
tipo vácuo podem ser vistos como superfícies mínimas em um espaço rieman­
niano, distinto do espaço­tempo, os autores mostram que tal propriedade pode
ser extendida para campos interiores. O objetivo principal é o de «aracterizar o

problema de campos interior e exterior de corpos em rotação uniforme através
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Introdução

de uma linguagem geométrica independente: cálculos em superfícies mínimas.

A utilização do formalismo de superfícies mínimas já é conhecido e utilizado

em relatividade geral. Seu maior exemplo está na conjectura de Geroch ou

da massa positiva. Em uma das suas formulações esta diz: “Sobre o espaço

tridimensional Rº consideremos uma métrica riemanniana, a qual é plana fora
de um conjunto compacto. Se o escalar de curvatura é maior ou igual a zero,

então a métrica é plana” [4].
A palavra mínima está relacionada com o seguinte problema proposto por

J. Lagrange em 1760: “Dada uma curva fechada C, encontrar a superfície

de área mínima que tenha esta curva como fronteira”. Este problema foi

apresentado como exemplo de um método, por ele desenvolvido, que consistia

em encontrar curvas e superfícies que minimizassem certas quantidades, tais

como, área, comprimento. energia, etc... Em 1744 o matemático Leonhard

Euler obteve o mesmo resultado, mas seu método era muito tedioso.
Entre 1843 e 1869 o físico belga A. F. Plateau estudou sistematicamente a

geometria das películas e bolhas de sabão!. Mostrou que, pelas leis da tensão
superfícial, a película de sabão forma uma superfície estável, isto é , sob pe­
quenas deformações a película sempre se torna maior. Tornou­se um desafio

para os matemáticos da época obter uma prova dos resultados experimentais

de Plateau. Assim a seguinte questão foi proposta: “Determinar a superfície
mínima passando por uma dada curva fechada ”, que é conhecido como pro­
blema de Plateau. À prova da existência da superfície do problema acima foi
dada independentemente pelos matemáticos J. Douglas e T. Radó, em 1930.

Este trabalho baseia­se no artigo de Neugebauer e Herlt [3], Einstein­
Maxwell fields inside and outside rotating sources as minimal surfaces e será di­
vidido em três partes: relatividade geral (preliminares), superfícies mínimas
e equações de Einstein­Maxwell. É um texto básico e essencial para aqueles
que pretendam estudar a interessante propriedade dos campos gravitacionais
do tipo vácuo, podendo assim, descrever as soluções de Schwarzschild interior
e exterior a partir de equações que definem uma superfície mífiima em um

!Uma película de sabão é formada quando mergulhamos um arame (que coincide com
uma curva fechada) numa solução de sabão.
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Introdução

espaço riemanniano.

No capítulo 1 apresentaremos, de forma sintetizada, a geometria pseudo­

riemanniana, culminando com as equações de campos de Einstein e o forma­
lismo tétrada.

No capítulo 2 demostraremos um importante teorema, conhecido por prin­

cípio variacional, e a partir dele definiremos superfícies mínimas e desenvol­

veremos as equações de Euler­Lagrange para um elemento de área de uma

superfície e para uma lagrangeana À no espaço pseudo­riemanniano n­dimen­

sional. Provaremos que os princípios variacionais para as lagrangeanas, uma

dada pelo elemento de área de uma superfície e a outra por À, são equivalen­

tes. Não explanaremos sobre a teoria das superfícies parametrizadas, pois é
extensa e não se faz necessária no contexto deste trabalho.

Discutiremos as condições físicas básicas e nos familiarizaremos com teorias

apropriadas, tais como, tensor eletromagnético, tensor energia momentum e

fluido perfeito, no capítulo 3. Mostraremos como obter as equações de Killing

e por conseguinte os campos vetoriais de Killing, pois serão usados para re­

presentar as direções de simetrias de uma variedade pseudo­riemanniana (ou
riemanniana) n­dimensional. Apresentaremos um princípio variacional tridi­
mensional, para uma lagrangeana tridimensional, de onde provêm as equações

de Einstein­Maxwell para um fluido perfeito carregado.

Destinaremos o capítulo 4 à demonstração do seguinte teorema: “As equa­

ções de campo de Einstein­ Maxwell para um fluido perfeito carregado sime­

tricamente rotacionando rigidamente são equivalentes às equações de Euler­

Lagrange de uma superfície mínima no espaço riemanniano 6­dimensional”.

Desta forma relacionaremos as distintas teorias: relatividade geral e superfícies
minimas.
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Capítulo 1

Pré­requisitos

1.1 Variedades diferenciáveis e tensores

Dizemos que o conjunto V é uma variedade diferenciável n­dimensional se:

(1) V é um espaço topológico;

(11) V está munido de uma família de pares ((U,,&.)), com À, sendo um
homeomorfismo de U, C V sobre um subconjunto aberto de U. de R";

(iii) (U,) é uma família de conjuntos abertos que cobrem V, isto é, U U,=V;

(iv) Dados U, e U, C V tais que U, NU, É &, a aplicação

Puv= Pu O PJ” : (Un NU,) C Rº — ea (Us D U,) € Rº

é de classe C*.

O par (U,, pu) é chamado de carta e a família ((U,,4,)) de atlas. Para
cada ponto p E U,, escrevemos yr (p) = (r1'(p),... ,x”(p)), onde as funções xº,
a =1,...,n são denominadas funções coordenadas.

Seja f uma função da variedade V em R. Dizemos que f é diferenciável se
a função: ”

foz: eU)CRT —R
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1.1 Variedades diferenciáveis e tensores

é diferenciável para toda carta (U,,4,) de V. Denotaremos por F(V) o con­
junto de todas funções f : 1 — R diferenciáveis.

A aplicação 0,:[ C R — V é dita ser uma curva diferenciável passando
por p E V se O E I com 0,(0) = pe voo: CR NR é diferenciável
com (U,,&,) carta local de o6(t), para t E 1. Podemos considerar a função

fog: lCR—>R, dada por f(on(t))=(x'(t),...,1”(8)).
Definimos o vetor tangente X, em 0,(0) = p como sendo a derivada dire­

cional de f(o67(t)) ao longo da curva o,(t) em t = O, dado por
d

Xp lezo= S(0p(9) lizo
O vetor tangente X, satisfaz as condições:

Xp(afi + bfa) = a Xp (fi) + CXp(f2)
Xp(f1£2) = fi(p) Xp(fo) + fa(p) Xp (fl)

Seja C1(V) o conjunto das curvas 0, passando por p € V. Como cada
curva 0, E Ch(V) determina um vetor tangente X,, podemos construir o
conjunto T/(V) dos vetores tangentes X, no ponto p. Definindo, para todo
X,, Yp E Tr(V):

(Xy+Y5)(S)=XA(S)+Y5(S) — (soma de vetores)
(multiplicação de um vetor por um escalar)(aXp)(S) = a Xp(f)

Va EReVf E F(V). Com esta estrutura algébrica T,(V) torna­se um
espaço vetorial sobre o corpo R denominado espaço tangente. O conjunto

(9 lp= 2x lp) é uma base para T,(V) denominada base coordenada de Ty(V).
Todo vetor tangente X € T,(V) pode ser escrito como combinação linear dos
elementos da base (em p € V), isto é,'

X =X", (1.1)

! À menos que dito o contrário, utilizaremos ao longo do texto à convenção de somatório
de Einstein: índices repetidos, superior e inferior, implicam na soma dos mesmos de 1 a n.
O símbolo de somatório será então omitido.
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1.1 Variedades diferenciáveis e tensores

O conjunto T(V) = |J,ev Tp(V) é chamado de fibrado tangente.
Um campo vetorial sobre V é uma aplicação X : V — T(V), dada por

X(p)=X, € T.(V) e Y(V) o conjunto dos campos vetoriais sobre V. Definimos
a função Xf : V — R por (Xf)(p) = X,(f), com X e Y(V). Pela definição
(1.1) temos

XSf =X"O,f =X", (1.2)

onde a vírgula irá denotar a derivada ordinária.

Seja w : T7(V) — R um funcional linear dado por w(X,) = (w, X,), satis­
fazendo

w(aX,+BY,7)=aw(X,)+Bu(Y,) (13)

Ya, PEREeVX,, Y, E Tr(V). (,) denota o produto interno de R. O conjunto
T;3(V) dos funcionais lineares ww que satisfaz a condição (1.3) é chamado de
espaço dual de Ty(V). Chamamos o funcional linear w de 1­forma. O conjunto

(dx1”) é uma base de T3(1V) chamado base dual de (59,). As bases (9,) e (dx")
são conhecidas por bases canônicas de T,(V) e T7(V) respectivamente.

Podemos escolher qualquer outra base de vetores e,, para o espaço tangente

T.(V). À mudança de base é então dada por

e, = Dô,
|

(1.4)

com o determinante da matriz ($) diferente de zero. A relação inversa é dada
por

— he0, = Pie,

com (Dj) sendo a inversa da matriz (PY), isto é,

DUDE = 4

À notação 6º é chamada de símbolo de Kronecker e é definida por
O

1 ,se a=v

O ,se a£v
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1.1 Variedades diferenciáveis e tensores

Seja a base fe,) e sua base dual fe”). Podemos escrever, para todos
X e T)(V) ew E TJ(V).

X=X"e,

respectivamente.

Definimos a l1­forma df por

af(X) =(df, X) = Xf |

com f E F(V). Assim temos

df(X) = X"f,

Seja o produto cartesiano

Mm = TV)x.. x TV) XTS(V) xx Tr(V)
“e ” % ”

nn

r— Vezes s— vezes

I7(V)) x T3(V))*Pp

Um tensor do tipo (r.s) é uma função T : II! — R linear em cada um de |

seus argumentos. Seja TT(V) o conjunto dos tensores do tipo (r,s) definido
em p € V, o qual é um espaço vetorial sobre o corpo R.

O produto tensorial dos tensores M € T7(V) e N E TY(V) é um tensor
MEN E TIFY(V), sendo

MSN: (T7(V))"xXx(T7(V))!" OR,

definido por:

2) +M & Nus... Ur Te. TO) =

Mv... UT... 7) NVooUrT

O tensor M E TT (V) pode ser escrito como

— UlUr LULU,M = MiTE£Ó Ymehr
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1.2 Formas diferenciáveis e conexão afim

com Mi: sendo as suas componentes e ó1"" = e, &8...89 e, 08 G
...& e” a base de TT(V). TI(V) é denominado de espaço tensorial. Chama­
mos 411... E 14 ...41, de índices contravariantes e covariantes do tensor M

respectivamente.

Um tensor é dito ser simétrico nos i­ésimos e j­ésimos Índices covarian­

tes (contravariantes) se as componentes permanecem inalteradas quando estes
Índices são trocados, com respeito a qualquer base. Um tensor é dito ser anti­

simétrico nos i­ésimos e j­ésimos Índices covariantes (contravariantes) se as

componentes mudam de sinal quando estes indices são trocados com respeito

a qualquer base.

O tensor T é Tº(V) é dito ser totalmente simétrico se e somente se

para quaisquer índices 1 e j. Analogamente, T € Tº(V) é denominado total­
a»

mente anti­simétrico se e somente se

Tum cuecacus Tacna
para quaisquer indices 1 e j.

Um campo tensorial do tipo (r,s) sobre U C V é uma aplicação X que

associa, a cada ponto p EU, um tensor de TJ(V).

1.2 Formas diferenciáveis e conexão afim

Uma forma diferencial de ordem s, ou s­forma, é um tensor totalmente

anti­simétrico do tipo (0,s).

Seja P; o conjunto das permutações do conjunto /, = (1,2,...,s). De­
finimos o produto cunha A de s l1­formas pelo produto tensorial totalmente
anti­simétrico

dr A. Adapo= S sinal(Q) dr20 & dr2M &... dra
QEPFs

com

se o número de permutações é par

se o número de permutações é impar

1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



1.2 Formas diferenciáveis e conexão afim

Temos as seguintes propriedades

() dr A... A dxis = sinal(Q) dzr2m A... An da'to;

(ii) dr A...A dx'* é linear em cada dz", j=1,...,s.

Denotamos por Aº(T7(V))* o espaço vetorial das s­formas em p E V e o
conjunto das s­formas ((dr" A... A drx"")) é uma base de Aº(TW(V))*. Assim
para todo w E Aº(T1Á(V))* podemos escrever

WU. drº A... Ada"

Sejam w"!,w?º E Nº(Ty(1))* dados por

wl=wl dr A... Ada”1. ts

Expandimos w € Aº(T7(V))* na seguinte forma

= 2 dr” dx” 5wWwW = TI fio] TI AQAdx (1.5)

sendo que [ ] irá denotar a anti­simetrização dos índices. Por exemplo,

Wi] = Wij — Wii

Sejam w" E N(Th(V))* e wº" E Aº(T1(V))" dados na base coordenada por
1 À ,= —wW" dr A... Adr
pl tais
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1.2 Formas diferenciáveis e conexão afim

1 2respectivamente. O produto exterior entre w" ew” é uma (r + s)­forma dada
por

1 2 r r r —wW" A wi (XX... ,Xr, Xra1,11. ,Xr4s) =
1.Y Tl sinal(Q)w"(Xgu­­+» Xam)º (XqgriXu)

QEPr+s

Tem­se assim que wW" A ww? E AAUTA(V))*.
Definimos a diferencial exterior de w € Nº(T1(V))* como

dw = (dwn.1,) A (de A... Adao)

Desta forma, dw é uma (s + 1)­forma.

À aplicação [, | : X(Y)xYXY(V) —Y(V) dada por [X,,Y,] = X,Y,­ Y,X,
é denominada parênteses de Lie. Definimos a atuação de [X,, Y,]| para, todo
f EX(V), por

[Xp, Yal( )= X,(Yp(f)) = Y,(X7(f))

Considerando os parênteses de Lie como diferenciação, [X,Y] é chamado
derivada de Lie de Y na direção X e é denotada por

LxY = [XK,Y]

A derivada de Lie satisfaz as seguintes regras:

(1) Para campos escalares f EeF(V) temos

Lxf = Xf =df(X)

(11) Para campos tensoriais T € TT(V) e S E SY(V) temos

Lx(TSOS) =(LCxT)&S+TSO(LxS),

isto é , satisfaz a regra de Liebniz.

Podemos obter o seguinte resultado |5]

dw(X,Y) = = (X(w,Y)— Y(w, X) — (wW, [X, Y]))
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1.2 Formas diferenciáveis e conexão afim

com w uma l­forma e X, Y e Tr(V).
Chamamos de conerão afim a aplicação V:X(V)xXY(V) —X(V) que sa­

tisfaz as seguintes condições:

i) Vx(aY+6Z)=aVxY+OVxZ

4) Vonx+inry)d= SS VxZ+SfaVYZ (1.9)

Ya, DER V fu, oEeT(V)e VK, Y, ZE XY(M).
derivada covariante de Y na direção de X. A derivada covariante de uma

Chamamos VxY de

função f E F(V) na direção do elemento da base 9, coincide com a derivada
parcial, isto é,

Va,f = Vu=

Seja Y = Y"e, e usando a condição ii) de (1.9) temos

Vx(Y) = (XY“)e, + Y"Vxe, (1.10)

Considerando Y = e, temos que Vxe, é um campo tensorial do tipo (1,0),
logo podemos escrever

(1.11)Vxe, = wi(X)e,

onde wi são 1­formas chamadas conerão de Cartan. Substituindo (1.11) em
(1.10) obtemos

VxY = X(Y")e, + Y"wi(X)e,

Definimos em termos dos índices a seguinte expressão

(VxY)" = X(Y") + Y"wui(X)

Considerando agora X = e, e aplicando em (1.11) obteremos

Ve. eu = wri(es)e,

Assim definimos a 1­forma aplicada na base fe.) por

(wWh)a = wr(eo)
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1.2 Formas diferenciáveis e conexão afim

Em particular, tomando X = 3, e aplicando na equação (1.12) obtemos

(VaY)" = daY" + Y"wt(Ô.)

No caso onde usamos a derivada covariante de um campo vetorial Y € TW(V)
na direção dos elementos da base (3,) temos a seguinte notação

Mia = wi (Oo)

Assim escrevemos

YE = Y".a+IL,Y" (1.15)

onde o ponto e vírgula e a vírgula representam a derivada covariante e a deri­

vada ordinária respectivamente.

A derivada covariante da 1­forma OQ: aplicada em Y € TrW(V) na direção de
X E Tr(V) segue a regra de Leibniz para derivadas de primeira ordem, ou seja,

Vx(2(Y)) = (VxO)(Y) + O(VxY)

Em termos das bases locais (e,) e fe”) escrevemos

(Vx2), = XO, — Quwi(X)

isto é,

VxO = [XO, — Qwr(X)e"
Em particular, tomando 0) = e” temos

Vxe" = —wi'[(X)e”

Estas equações mostram que temos nº 1­formas wy, suficientes para determi­
narmos as derivadas covariantes de 9).

Analogamente a (1.15), podemos escrever

uia = Qua — Tha

Aplicando a 1­forma df = X"f, obtemos

Ínio = Í o = Dialy
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1.2 Formas diferenciáveis e conexão afim

Permutando entre si os índices 1 e a temos

Lau = San = Tensy (1.18)

Fazendo a subtração membro a membro de (1.17) por (1.18) obtemos

Í uia = Tau = — (Tia = TES»
Denotamos por

Tia = (Fa — Tou) (1.19)

as componentes de um tensor do tipo (1,2) chamado de tensor torção.

Seja Y E Th(V) e consideremos sua variação 6Y ao longo da curva o,
sobre V. À passagem de Y para óY causa um deslocamento ao longo da

curva 07, resultando um incremento ót em t (parâmetro de 0,). No sistema de
coordenadas locais 6 Y é dado por

(6Y)" = 4 EA) i
(1.20)

Na geometria euclidiana e em coordenadas cartesianas dizemos que Y

é transportado paralelamente ao longo da curva 0, se

óY=O0 (1.21)

Seja uma variedade diferenciável V munida da conexão afim V. Analoga­

mente à (1.20) e (1.21), diremos que Y E T,(V) é transportado paralelamente
ao longo da curva 0, se

(Dv)r = ns, ECol)
dt

Usando a equação (1.15) temos
dx" (op(t))

dt

Seja a componente do vetor tangente à curva 0, dada por

E CÃO)
dt

Considerando a reparametrização s = s(t) de 0,7, a equação (1.23) será escrita

6t=0 (1.22)

(Y4 + TRY) ét=0 (1.23)

como

dºx" un dx" daº
ds*º "* ds ds

=0 (1.24)

À curva 0, é chamada de geodésica se satisfaz a equação (1.24).
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1.3 Variedade pseudo­riemanniana, torção e curvatura

1.3 Variedade pseudo­riemanniana, torção e

curvatura

Uma métrica pseudo­riemanniana g sobre V é um campo tensorial do tipo

(2,0) que satisfaz

(1) 85(X,p, Yp) = 85(Yp, X,), VX,,Y, E To(V)
(ii) Se V X, € T1(V), g1(X,p, Y5) = 0, => Y,=0

Vemos que g, é uma forma bilinear não degenerada e simétrica. Se uma
variedade V admite uma métrica pseudo­riemanniana, o par (V, g) é chamado
variedade pseudo­riemanniana.

O vetor X, € T,(V) é então classificado em:

(i) tipo espaço, se g(X,, X,) > O ou X,=0.

(11) nulo, se g(X,, X,) =0 e X,£O0.

(1i1) tipo tempo, se g(X,, X,) <O

Chamamos de cone de luz o conjunto de todos os vetores nulos de Ty(V).
Uma importante noção referente ao tensor métrico é sua assinatura. Seja

(Zu) uma matriz diagonalizável. À assinatura é definida como a diferença
do número de autovalores que são positivos pelo número de autovalores que

são negativos. Uma métrica lorentziana (ou minkowskiana) é aquela em que
a assinatura é +(n — 2), onde o sinal positivo ou negativo é adotado por
convenção. Neste caso a assinatura é dita ser lorentziana.

Seja V uma variedade pseudo­riemanniana n­dimensional. Em termos das
coordenadas locais escrevemos

g = gudx" & dx” (1.25)

com g,y = B(9,,0,) sendo as componentes da métrica. Temos ainda que
=»

Buv = Buu. À matriz (g"”) é a inversa de (g.,). Assim,

va — ga (1.26)un
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1.3 Variedade pseudo­riemanniana, torção e curvatura

com 67 sendo o símbolo de Kronecker. À equação (1.26) nos permite tomar
g"” como sendo as componentes do campo tensorial g* do tipo (0,2), cuja
representação na base (3, & 9,) é dada por

go = g""d, & O,

Dado o tensor T do tipo (r, s), podemos contraí­lo com respeito a algum dos
índices do tensor métrico (ou sua inversa), para obtermos os tensores g & T e
g '&T do tipo (r—1,s+1) e (r+1,s—1) respectivamente. Em particular, seja
o tensor T do tipo (3,4). As componentes dos respectivos tensores contraídos
são escritas como

TO az7a3 a1a?Suas 1 9182683684 Tu, 62036a
uBarpaiaças  muaiaças8 *Ta&6  Tudmdoos

.* ” .* . ”» DAssim o tensor métrico fornece o isomorfismo entre os tensores definidos em

V, ou seja, “sobe” e “desce” Índices.

Algumas vezes a notação ds? será usada no lugar de g& para representar o
tensor métrico. Neste caso podemos escrever a equação (1.25) como

dsº = gudx"dxa” (1.27)

onde omitimos o simbolo do produto tensorial entre dz” e dr”. À notação da
equação (1.27), conhecida como elemento de linha, expressa o sentido intuitivo
de uma métrica como a representação do “quadrado da distância infinitesimal”.

Um difeomorfismo q : V — V é uma isometria se

Er — Be(p)

Isto é,

8p9(X,Y) = ga) (0.(X), d.(Y))
com X,Y € T,(V) e a aplicação d, : T7(V) — Táp(V). Em termos das
coordenadas locais temos

á

OIP OX”Sop(D) = Eu (d(0))Z=s E. (1.28)
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1.3 Variedade pseudo­riemanniana, torção e curvatura

onde 17º são as coordenadas de p € V e XZº as coordenadas de &(p).

Suponhamos que a métrica g,, seja covariantemente constante, ou seja,
se X, Y € T,(V) são transportados paralelamente ao longo de qualquer cur­
va sobre V, então o produto interno entre X e Y permanece constante sob

transporte paralelo. No sistema de coordenadas locais temos que

(VuB)va = O (1.29)

Se (1.29) é satisfeita, V é chamada de conexão métrica.
Desenvolvendo a conexão métrica obtemos

(VuB)va = DuBra — Tina ­ TêsSa

Concluímos que

ÔuBva = Tê Bea — rêx&eu =0 (1.30)
ae

Fazendo a pemutação cíclica dos índices 11, v, a obteremos as expressões

daBuv — TA,Sav — TivBeu = O (1.81)

ÔvBon — NT ­ TinSga =O0 (1.32)

Fazendo a adição de (1.31) e (1.32) e subtraindo (1.30) membro a membro,
multiplicando ambos os lados por 9ºº e somando em p produzimos

[A 1 [o
Th = 28 P(ÔuBuo + IuBurp — ÍoBuv) |

(1.33)

Chamamos Vl, de símbolos de Christoffel. Definimos

Touv = FÊ Bea

Definimos os seguintes tensores:

(i) tensor torção: T: X(V) x Y(V) — XY(V) por:

T(X,Y) = VxY — VYX — [X, Y]
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1.3 Variedade pseudo­riemanniana, torção e curvatura

(ii) tensor curvatura de Riemann: R : X(V) x Y(V) x Y(V) — XY(V) por:

R(X, Y)Z = VxVYyZ — VyVxZ > Vx,v|Z

Os tensores T e R são lineares em cada um de seus argumentos. Usando as

equações (1.8), (1.12) e (1.19) obtemos

nº = aTº = dx" +wWk A da” (1.35)

NE = dwk +wWl A ws

Estas expressões são conhecidas como primeira e segunda equações de estrutura

de Cartan respectivamente.

Se a torção é nula, temos que

dr" +wWr Ada" =O0

Através da equação (1.19) podemos concluir que

mr”, =T", (1.36)

As componentes do tensor de Riemann, com respeito às bases canônicas,
são dadas por

Ri =91%, — 9%, +, T,— TD? (1.37)puv up” vm vp" um

e satisfazem as seguintes propriedades:

= —Rº
pru

0 —+R,,+R o)vpu

Rº
puv

Rº
Puv

onde ii) é conhecida como identidade cíclica. Seja,

6Ropuv = BooR,

temos uma outra propriedade
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1.4 Equações de campo de Einstein

Assim concluímos que o número de componentes independentes do tensor
de Riemann é nº(nº — 1)/12, com n sendo a dimensão da variedade pseudo­
riemanniana V.

Contraindo o tensor de Riemann em relação ao segundo (ou terceiro) índice

covariante, obtemos o tensor de Ricci, ou seja,

— paRu. = Rio

O escalar de curvatura R é definido por

R=g""R.

1.4 Equações de campo deEinstein

Um espaço­tempo relativista é uma variedade pseudo­riemanniana (V, g)
quadridimensional com assinatura lorentziana.

A idéia básica da teoria da gravitação de Einstein é geometrizar o campo

gravitacional, isto é, aplicando as propriedades do campo gravitacional sobre

propriedades de um espaço pseudo­riemanniano.

Os campos gravitacionais são produzidos por matéria. Perguntamos: “a

partir do cálculo da distribuição de matéria, como ficam as propriedades do

espaço pseudo­riemanniano?”. Obviamente não podemos derivar a teoria da

gravitação de Einstein das leis fundamentais clássicas. Podemos estabelecer os

seguintes requisitos a respeito das equações de campo:

(1) São equações tensoriais, as quais são equações diferenciais parciais de

segunda ordem não lineares da métrica gu.

(11) Nos limites apropriados, utilizamos a equação de Poisson da teoria da
gravitação newtoniana

AU = 47Gu
PO

com U, & e 1 sendo o potencial, a constante gravitacional e a densidade

de massa respectivamente. Ássim o tensor energia momentum T""” na
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1.4 Equações de campo de Einstein

relatividade restrita é análogo à densidade de massa. Este tensor éa

causa dos campos gravitacionais.

(111) Se T”" é nulo, então o espaço é plano.

Representamos In e Ig como sendo a ação da matéria e do campo gravi­

tacional respectivamente. Define­se [6, 7]

IME fxdr'dx?drda?

= 1 1 2 3 4Ig = TEC Rgdr dxdx“dx
com R sendo o escalar de curvatura, T = Y(r",x14), q o determinante do

,

tensor métrico e G uma constante.

Aplicamos a 1 = Iv +Ig o princípio de ação estacionária, ou seja, 61 = O
e ficamos com

ólu +ólg=0 (1.41)

Pelo princípio variacional obtemos os seguintes resultados

1 .ólM = 2 Tess" vdr'dx?drdda*?

1 1

ólc = 167G (R, — 28 R)OB" 9 dx'dx?dxda? (1.43)

com óg"" uma variação infinitesimal de g"". Logo por (1.41) temos que
1 1

Concluímos que

1

a (Ruy = 28 PR) = Tu =0

1

Ru — a Be R = 81GT,,
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1.5 Formalismo tétrada

Definindo

1

logo

Gu = 81GT,, (1.46)

As expressões (1.45) e (1.46) são chamadas de tensor de Einstein e equações
de campo de Einstein respectivamente.

A equação (1.44) nos diz como a curvatura do espaço (representado por
R,) é afetada pela distribuição de matéria (representado por T,,). Pelo
princípio de conservação de energia e momentum (será visto no capítulo 3)
temos

Gi” = 8rGTY = 0 »”»

Assim a divergência covariante do tensor de Einstein é identicamente nula.

1.5" Formalismo tétrada

Seja V um espaço­tempo com elemento de linha

e x* o seu sistema de coordenadas. Considerando um outro sistema de coor­

denadas 7º, o elemento de linha de V é dado por

dê? = gagdx*dxº (1.48)
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1.5 Formalismo tétrada

RR

Pela teoria das variedades diferenciáveis, existe um difeomorfismo f que
associa a cada 1º € R" um elemento 7º E R”.

O princípio de equivalência [6] nos garante que podemos escolher um siste­
ma de coordenadas Zº localmente inercial, para todo p E V, em que a matéria

satisfaz as leis da relatividade restritaº, sendo o elemento de linha dado por

ds? = nadxºdx' (1.49)

A escolha é feita de tal forma que o sistema de coordenadas 7º dependa

de x. isto é, existe um difeomorfismo h que associa a cada elemento z* um
elemento Zº.

Diferenciando Zº e x' obtemos

dxº = A,xºdx* (1.50)

dz' = O.x'dxº (1.51)

Substituindo (1.50) em (1.49) temos

ds? = (nas IREºO,X)dx'da? (1.52)
=»

?O ambiente da relatividade restrita é um contínuo, chamado espaço de Minkowski e
denotado por M, cujas componentes do tensor métrico é dada por (nas) = diag(na) =
(11 1­1).
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1.5 Formalismo tétrada

Pela invariância do elemento de linha sob as transformações de Lorentz [6],
obtemos das equações (1.47) e (1.52) o seguinte

Bij = MsÔEºO3º (1.53)

Substituindo (1.51) em (1.52) e usando (1.53) obtemos

ds? = (gu8.t'Bgxº)dxº*axº (1.54)

Tomando as equações (1.48) e (1.54) e pela invariância do elemento de linha,
obtemos

Bog = &ij0ar'Ogxº (1.55)

Definimos ei, = ô,x' e o chamamos de tétrada (ou vierbein). Logo podemos
escrever

Bog = gel ed (1.56)

com a, D, 1, j =1,2,3,4.
Coincidindo o sistema de coordenadas rº com o sistema de coordenadas

localmente inercial Xº temos que &og = Tag, logo

Nag = Eueh es (1.57)

As letras gregas indicam os índices tétradas e as letras latinas minúsculas

indicam os índices tensoriais. Com isso, a cada ponto do espaço­tempo V,

estabelecemos uma base fei+) de quatro vetores contravariantes.
Como a aplicação h é um difeomorfismo, podemos tomar h"*! no desenvol­

vimento acima e obtemos e? = Oj;rº. Assim (es) é a matriz inversa de (ez)
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1.5 Formalismo tétrada

Pela equação (1.56) podemos definir

Eaj = Bije),

Assim podemos escrever

Bog = Eaje&,
Seja (&º) a matriz inversa de (&.56), então

Temos as seguintes propriedades

i) es = Bag?

ii) e = 8e,

11) exe; = Bi

A partir da propriedade iii) temos

exilgites) = 6;

Definindo

ak jk a
­ c

podemos obter as propriedades

CS ak  qkiv) exe” =;

v) e;e = 6º

Concluímos que as métricas g.g e Z;; “sobem” e “descem” índices tétradas
e tensoriais respectivamente.

Sejam os campos tensoriais definidos por

Tag = eLesT:;
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1.5 Formalismo tétrada

— 8Ti = e; e; Tag

Projetando os campos tensoriais sobre o referencial tétrada temos as se­

guintes propriedades

vi) Tog = ei Tia

vii) T;j = e Taj

Podemos identificar os vetores tétradas com a base de vetores do sistema de

coordenadas localmente inercial do espaço de Minkowski, no ponto p envolvido,

o qual denotaremos por

(1.60)

|

com c sendo uma constante, &ag = Tas, (27, w,v,u" /c) um sistema de co­
ordenadas ortonormais e r = 1,2,3,4. Usando a equação (1.57) podemos
escrever

ij = magete, 1.61Bij = Nagê; €; (1.61)

“Descendo” o índice tensorial de (1.60) através da métrica g;; e usando a
propriedade i) obtemos

e = nº eg, (1.62)

Com a ajuda de (1.62) a métrica (1.61) do espaço­tempo V pode ser escrita
como

Bij = 2NZj + WiWj + UViIVi — UU (1.63)
Cc »

Um caso especial é o uso de vetores nulos como vetores tétradas e esta

identificação é conhecida como formalismo de Newman­Penrose. À partir do
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1.5 Formalismo tétrada

sistema de

nulos como

á k'=

com t e”

coordenadas ortonormais (2”,w",v",u"/c), construímos os vetores
segue

2 (T+)

e­ée (1.64)
3 (27 +iw")

7 (2 —iw")

um complexo e seu conjugado. Relacionamos os vetores nulos com

a base tétrada da seguinte forma

t=

t=

k'=
r=

|

4

r
e
r

e
r

ez
r

e,

onde e”, não são os mesmos de (1.60). .

r rNa equação (1.63) multiplicamos u? membro a membro e como (2",w",v”,
u"/c) é uma base ortonormal, obtemos

c2?

Tomando a

(Ens) =

Luiu; =u'u;= —l

equação (1.59). construímos a seguinte matriz

1

0

0

0

Assim gag = &** e pela propriedade i) produzimos

e; = 8ºe)

Podemos obter as seguintes relações
Á

O
S

.m
(3

)
S

o

O
r
a

(e
)

[S
a

O
E

S

”

e; =|;

ey =;

—es=­l;

—ez;=­—k;
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1.5 Formalismo tétrada

Usando a equação (1.56) podemos escrever

—

8si = Bage; E;

Concluímos que o tensor métrico do espaço­tempo V tem a forma

Bj = titj + titj — L;kj — kilj
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Capítulo 2

Superfícies Mínimas

2.1. Subvariedades

Sejam V e W variedades diferenciáveis de dimensões n e m, respectiva­

mente, com m < n e as aplicações q : W — V e ds : T(W) — Tec (V)
diferenciáveis. Dizemos que à é uma imersão de W sobre V se à, é injetora. é

é dito ser um mergulho se é é um homeomorfismo e uma imersão. À imagem

9(W) = S é uma subvariedade de V se é é um mergulho. Se m = 2 chamamos
S de superfície mergulhada em V.

Sejam (U,v) uma carta local de S e (U,v) uma carta local de V, cujos
sistemas de coordenadas são x* e Z“, respectivamente. Então, localmente, a
subvariedade S de V pode ser representada como [8]

E = IO (x') (2.1)

com 1 = 1,2,...,meun=1,2...,n.

Suponhamos que (V.G) seja uma variedade pseudo­riemanniana, então a
subvariedade S também é uma variedade pseudo­riemanniana com a métrica!
g dada por [8]

g(X,Y) = G(X,Y)
­”»

! Devemos nos atentar a esta mudança de notação, tendo em vista o capítulo 1, isto é,
G e g são as métricas da variedade V e da subvariedade S respectivamente. Neste contexto

G,v são às componentes do tensor métrico e não do tensor de Einstein.

28
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2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

com X,Y EY(5). Em termos das coordenadas locais, para p E 5, temos

Orr OX”

(Pp) = Gu(d(D))5 3x7 (2.2)

com 1,j = 1,2, , me uv=1,2,"­­,n. À métrica pseudo­riemanniana &
é chamada métrica induzida sobre 5.

Denotaremos os elementos de linha da variedade pseudo­riemanniana V e

da subvariedade pseudo­riemanniana S por

dS* = GG dEPdz" (2.3)

dsº = gudz'dxi
'

(2.4)

respectivamente. Os índices gregos e latinos minúsculos estão associados aos
”

índices das coordenadas da variedade V e a subvariedade S respectivamente.

2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

Sejam V uma variedade pseudo­riemanniana n­dimensional, S uma su­

perfície mergulhada em |V. C uma curva fechada, simples e suave por partes

contida em 5 e 25 uma região de uma carta de 5 limitada por C.

Teorema 2.1 Se 3º = Xr(x',1º) satisfaz a condição de contorno X"(x!,xº) =
Fo(x',xº) sobre C e produz um mínimo para

1=/ L(&4, 2º )da'dx?
2

então é necessário e suficiente que L satisfaça as seguintes equações

O OL, OLd7º 35F, Em
2para AÀ=1,2 e u=l....,n. L é chamado de lagrangeana >

*em homenagem à J.L. Lagrange (1736­1813)

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

Prova: Convenientemente representaremos a superfície mergulhada S por

— sufl 2yr =3"(x,xº)

Seja a integral

1= L(y",yº,a )dx' da?
D2

com À = 1l,2eu=1,2,...,n, a qual é extendida sobre X5. L é uma

função dos 14” e suas primeiras derivadas y",A

Seja w"(x!,xº) um conjunto arbitrário de nº funções tal que

w"=0, para C ­ (2.5)

Seja 5 uma outra superfície mergulhada em V, contendo a dada curva
"eC e vizinhança 5 definida por

7º =" 4 es

€ é um infinitesimal e ij” (x',x?º) = Zo(x',17º) sobre C.
Sejam L = L(y", 7,1) e L= L(P+eH), com P = (Z4,3%,1), eH =

(ew",ewr,1) e V = (3&) FE): Expandindo L pelo teorema de Taylor
temos

L(P+eH) = L(P) +(eH, V()L(P)+o

com po envolvendo termos de ordem maior e igual a dois em e. Como «€

é infinitesimal, podemos negligenciar p. Com isso ficamos com

L(P+eH) = L(P) + (eH, V)L(P) (2.6)

Assim

(eH, V)L(P) (avr E + e", e ­)L(P)
9L(P) AL(P)n "eh + Er, A

Ox) É BA,,
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2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

Substituindo em (2.6) obteremos

aL(P) 3L(P)
— nORPXO np DEVOL(P+eH)=L(P)+ew EE + e", Eh,

Integrando a equação acima, extendida sobre as regiões 22 de 5 e DA
de S temos

f 1P+ aa? = L(P)dx'dx? +
2 2

Lam
7 nha à OL 17.2Tere f EE— dr 'dr? ref 4 Bra, dr

Passando [ para o primeiro membro e chamando 61 = 1 — I temos
OL OLól=e f Wi dr'drº +e " wia ——— da' da? (2.7)

5, — OT” DA OT“,

Para desenvolvermos a equação (2.7), faremos uso do teorema de Green
que afirma o seguinte

ON OM
Mdzx' + Ndz* = > da? 2.$ x + Ndr / (Ss ans) E dr (2.8)

com M = M(x',17º) e N = N(x',1º) funções de classe C!. Chamando
OL

M e* Ot,
OL

N = ETTA

o oL 9/0
Oro, “or (dm,

au" AL E) ( OL )un

OTA,2dx? Dn. 1º Dm

ar2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

Substituindo estas equações em (2.8), usando a notação de Einstein e
a condição (2.5), obteremos

OL o OLun 17972 —— nos d 114 21.º A Era dr fe dÃ (55) x dr
Substituindo esta equação em (2.7) teremos

61 = Td tdo oe | a ol Janax, OT” x, Oxt VOTU,,

Usando novamente a condição (2.5) obteremos

ól=O0 (2.9)

Neste caso, a integral / é chamada de estacionária. Como «e é infinite­

simal, logo

adL 8d 7/09Lun
— 1 2 =1º [35 axA (am) | dedo =0

Para que a integral ] seja estacionária, é necessário e suficiente que L

seja uma função tal que

oL O ( oL ) =. (210)OXº —Ax1 | OGA,,

com À = l,2eu=1l,...,n, as quais são denominadas equações de

FEuler­Lagrange. M

Definição 2.1 À superfície S é mínima se, para toda curva fechadada C, a
integral I é estacionária, isto é, 6I = O.

Por definição, sabemos que a área de uma região )o da superfície S é dada

por

14,2
o

A(V2) = ­ 1/9dr dr (2.11)
2

com gq sendo o determinante do tensor métrico gar da superfície S.
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2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

Supondo que 5 seja uma superfície mínima (isto é , 6A(X2) = O) pelo teo­
rema (2.1) é necessário e suficiente que a lagrangeana ,/g satisfaça as equações
de Euler­Lagrange, ou seja,

VI 2 (E) =o (212)Orr —Ox4 VOA,

paraÀ= 1,2eu=L1,...,n.
Para calcularmos as equações (2.12), necessitaremos de alguns resultados

desenvolvidos abaixo, sendo que a prova dos três primeiros são encontradas em

[9].

BAD
Ox”

Ga
PE

R 2.1 =P 4acp+Tpea

R 2.2 = T'uva + Toavu

og” ABT­D DBÇrAR 2.3 axe 7 —(gºTeoegt+tg "Vog)
Og

R 2.4
OBAB =9 39

Prova: Sabemos que g = 911922 — 912921. Calculando

22 2 2 2
gu = 92 Dg22 = Aga gu Aga 912

(2.13)

Observando os elementos da matriz (9º) inversa de (gag) concluímos
que

gm=99" go=99'" gn=997 gn=99"

Substituindo­as nas equações (2.13) obteremos o resultado desejado. E

OBAB >
R 2.5 = 1 ATOG, LT L,ATSB

O

Prova: Por (2.2) a métrica induzida gar é localmente escrita como

8 >8aB = GagXº, 1 E,B

AVA
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2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

R 2.6

Observamos que £º,c não depende explicitamente de Gy, isto é,

05% co —
Eres

Temos também que

Go = 6º 8º

Logo

OBAB — OGog o sB
Gu GN MM

” =U1B IP, Al 1B

ro
321 VI =v9Tãáo

Prova: Desenvolvendo

1 Ogfo

9x1 Vº “2/30
Derivando

9º gro = à

em relação a xP, obteremos

ABÔBBOC OBAB
Ox?” T9BC OxP

Fazendo

99 9 ÔBBo
Ox Oggo Ox

Substituindo em (2.20) os resultados (R 2.1) e (R 2.4) e a equação
(2.19) produziremos

OgEnTEa 2972
O resultado desejado é obtido substituindo a equação (2.21) em (2.17).

3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17
AVA

AVAVAY

(2.15)

(2.20)

(2.21)

18



2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

IGau
R27 TS = (Vos, + Puga) a

Prova: Fazendo

Cau —OGauco
ôxA axe Tt

Usando o resultado (R 2.2), facilmente concluiremos o resultado. ÀB

Desenvolveremos as duas parcelas das equações (2.12) separadamente. Inicia­
remos pela primeira parcela, isto é,

2 = 1 Og OBAB IG uvdx*Yº  2/70845 Guy OE
Substituindo os resultados (R 2.2), (R 2.4) e (R 2.5) na equação acima tere­
mos

fo NE) AB PTEdra g= > (8 TI". X”,B Tuov + gºPT A, X”,B Tyau)
Nesta equação trocando entre si os índices 1 e v, A e B na primeira parcela
obteremos

Ô
­ 22350 V9 = ag Al 1B Ivon (2.22)

Desenvolvendo a segunda parcela da equação (2.12) teremos

q= 1 99 Bo
2/9 OBBC OI,a

Usando o resultado (R 2.4) e as equações (2.15) e (2.16) na equação acima
produziremos

fo G > "/9 = VI(Z4C Go ã C +8ºG,anãº,B )
2

Renomeando na primeira parcela os índices C por B e v por 1h teremos

OIº%,A

OT,a9 = 8Gai", (2.23)

Derivando a equação (2.23) em relação a rº obteremos
fo foox (5 YZ)

A
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2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

Substituindo os resultados (R 2.3), (R 2.6) e (R 2.7) ficaremos com

A Ex6) = vVa(TipngUP Gaã BTGate
— Tôs8 PGonT",B +Togy6 EA, B+

+ TrsagPE, 1X,B+BGan" BA) (2.24)

Renomeando entre si os índices C e À na terceira parcela da equação (2.24) e
em seguida trocamos C por D para obtermos

fo fo 0 ­ar (a A o) = 98 (Too + Tusa)ã A T",B +HGonZ" AB ) —=
Vga 8º TB Ganã” 1B (2.25)

Substituindo as equações (2.22) e (2.25) em (2.12) produzimos

rã a F,.e 5 + go (8,aB—IGgpÃo)=O0

Usando a equação (1.16) ficamos com

AB | AB(ZArd?A T",B B >| );B =0O

Considerando o resultado (1.29) podemos obter o seguinte

(9ºE,1).e = 9(E 4);

Definindo XE = 453º, a equação (2.26) poderá ser escrita como

Portanto estas são as equações de Euler­Lagrange para a lagrangeana /g.
Em [9] está definida a curvatura média H envolvendo a equação (2.26).

Com isso temos o seguinte resultado: Para que 5 seja uma superfície mínima

é necessário e suficiente que a curvatura média H seja zero.

Sejam a métrica y4g e O princípio variacional

ó ( ado'aa?) = 0
2

onde a lagrangeana é dada por

À = TG (E)E%, A T”.B nº,
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2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

com 7ºº e + sendo as componentes contravariantes e o determinante do campo
tensorial y45 respectivamente. Observamos que À independe explicitamente
das coordenadas xº.

Sejam as equações de Euler­Lagrange para a lagrangeana À

OA (a) =OxTº Oxº OE% c

Desenvolvendo a primeira parcela temos
OA 1 Guy=? Tn ABGEx Y? 9Go,Px À 1ºBY pia

Utilizando a equação (2.16) e o resultado (R 2.2) obteremos
OA

0axe Y Da Tº,B 7º (Toa + A)
“Subindo” índice nos símbolos de Christoffel através da componente métrica
Ga, e trocando o índice B por C ficaremos com

”

27º2,4 E o 1ºGaulS, (2.31)

Desenvolvendo a segunda parcela de (2.30) obtemos

O OA — fo 1 OX”, ã, AB OX” 1B ABdxº (355) — Bro (1aas +VPGBra)
Daí podemos obter

8 / 8 8/1— IT =" ACaxº (3552) axº (2MGuol A )
Desenvolvendo a derivada com relação a 7º e usando o resultado (R 2.7)
obteremos

O OA
1.axº ( T ) " 2/25, A Tº (Tupa + Fapn)E%,o +0% o

+ 2 92 Ga 47º! CHICPad oTOo + G,aãº1
“Subindo” índice nos símbolos de Christoffel através de G,x1 produziremos

OA BAR O AC À(55) = 4798,Ao GraFug + á

(E", a ).c 9º + XP" ,A 1º e )
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2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

Substituindo as equações (2.31) e (2.32) em (2.30) ficaremos com

à 2 AC= 2º Gual 6,5% A PCT =

= 27º Gra (Zénº + (E, a )e 0º + TA 1%) = O
Podemos escrever esta equação na seguinte forma

1

2.
1. 1.vT (enº + E (E, a )e nº + TI", A Ye) +

+ TREINAR =O0 (2.33)

Pela regra da derivada do produto concluímos de (2.33) que as equações de
Euler­Lagrange para a lagrangeana À são dadas na forma

1 (925%,4 1º) B+T85, 3,39 =0 (2.34)

Podemos escrever a lagrangeana (2.29) da seguinte forma

A = gang”

Como

ABB =2

logo podemos escrever
1

2

2
— ABA8g

Assim y4g é proporcional a gap.

Lema 2.1 Os princípios variacionais

ó ( Adz'ao?) =0
2

ó ( gd aa) =O
2

são equivalentes.
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2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

Prova: Suponhamos que

ó ( adr'aa?) =0
2

Então pelo teorema (2.1) temos que À deve satisfazer as equações de
Euler­Lagrange (2.34). Substituindo em (2.34) a equação (2.37) obte­
mos

(E, a gº A). +T$,5% 4 XP.B gº PA = 0

Desenvolvendo a derivada na primeira parcela temos

[(E",a ):B gg” + TA(8º) ] + Tó, DA TB gºº =O0p

Usando a equação (2.36) e o resultado (R 2.3) ficaremos com
”

­

1
­(E. 1),s5” — (35º eso) gºTECE%Aa

1
­ o­ (35º eso) g”Tâcã,a+IGA, AT, Be =0

Daí temos que

[E1 )B —TAgíi a go. + 15,5% A Pp a ".

Assim

(E,1 ),sgº + 15 ã%, A ,erP=0O (2.38)

Concluímos que (2.38) são as equações de Euler­Lagrange para a la­
grangeana ,/g, então pelo teorema (2.1) temos que

6 (. adr'da?) =0
Para provarmos a recíproca basta fazermos a demonstração acima no

O

sentido contrário.

Portanto os dois princípios variacionais são equivalentes. À

Av
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2.2 Princípio variacional e superfícies mínimas

Definição 2.2 Sejam & e g métricas sobre a subvariedade riemanniana 65.
Chamamos g& de conformemente relacionada a g se

8, = e)8»

com À € F(V). Em termos das coordenadas temos

EsB =" ga

Propriedade 2.1 As equações (2.34) são invariantes sob transformações con­
formes da métrica yaB

Prova: Sejam

AB— 2X, ABT =87

7 =e"7 (2.40)

com 7 e y os determinantes das matrizes (7413) e (y1g) respectivamente.
Consideremos a equação

—i(s3ãl AB uso =p AB.) 2(F2X% A ! ):s +Tg,X A Xº,.B7 =0

Substituindo nesta as equações (2.39) e (2.40) temos que

22, =2 (Ar ds AB 2Ar 2d s ABeq à (e VII AY ),*+tº 1o,X ATBY = 0
,

Portanto

1 1—s A ­—­ AB uso ABvv? (15%, ! ) 1B +To,X sÃ X”,B Y =0
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2.3 Superfícies Isotrópicas

2.3 Superfícies Isotrópicas

Na equação (2.27) estão envolvidas expressões quadráticas em í",, que

tornam sua solução trabalhosa. Nesta seção simplificaremos estas equações

para obtermos uma interessante conexão entre as superfícies minimas e a re­

latividade geral.

Chamamos S5 de superfície isotrópica se a métrica g satisfaz as seguintes
condições:

Sw= 0, se u=v
2.41

Buv . 0, se u É V
|

com u, v=1,2 e (x7*) de sistema de coordenadas isotrópicas.
Usando as coordenadas isotrópicas podemos escrever as equações (2.27) e

(1.16) como seguem

(Eu )w +T, Eu EA =0O (2.42)

(Eu )w = (Pu )»n —Tº, Hc (2.43)

respectivamente, com C = 1,2. Usando os simbolos de Christoffel (1.33) e as
condições (2.41) obtemos

19, &,.o=0

Substituindo este resultado em (2.43) temos

ndo= (E4)»
Assim as equações (2.42) serão dadas por

(E u)Â+T, Pu =0 (2.44)

Se existe uma família de superfícies mínimas em V, podemos definir n
vetores da seguinte forma ­»

(2.45)
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2.3 Superfícies Isotrópicas

Logo escrevemos (2.44) nas seguintes formas

” 8 o.2º»+ zw" =0

wu +Tô zw" =0

Façamos o seguinte cálculo

8
9X0N 97º 8 /820N a!

2,9W' = =—

Ox" Fr Or  OTºVOxº/) Ox"
Usando a regra da cadeia concluímos que

oxº
­(E) = (Eu ).» = 2º

Substituindo em (2.46) obtemos

2 9 wº + Tê, zw" =0
Assim

(2º, +71 2º)wW'=0

Usando (1.15) temos que

8 (2.48)

De maneira análoga, podemos obter das equações (2.47) o seguinte resultado

BPwo = 0 (2.49)

Portanto escrevemos as equações de Euler­Lagrange (2.44) em termos das co­
ordenadas isotrópicas na forma (2.48) ou (2.49).

Sendo V um espaço­tempo podemos resgatar toda teoria do formalismo
tétrada. Para isto basta fazermos as seguintes identificações?

a a
uz e

$As letras gregas indicaram os índices tensoriais e u, v os índices tétradas.

2 3 4 5 6
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2.3 Superfícies Isotrópicas

Tomando a equação (1.58) podemos definir

­ — —
aeg O CenBg= Gage?
8

Wa eva = Gase.

com Gag a métrica de V.

Tendo em vista as equações (1.59) escrevemos

a NS.
Buu e tua = E a

Pelas condições (2.41) concluímos que

z*za=O0

ww = 0

Logo 2º e wº são vetores nulos e podemos relacioná­los aos vetores nulos
(1.65) do formalismo tétrada. Com isso temos uma interessante conexão entre
as superfícies mínimas (2.48) e (2.49) e o formalismo de Newman­Penrose.
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Capítulo 3

Equações de Einstein­Maxwell

para Fluidos Carregados

3.1  Tensor eletromagnético ­

Sejam as equações fundamentais do eletromagnetismo

[ divÊ = 4mkp
divB =0

rot B = 47kJ (31)

vt

com 0d,PbB = 9Ê Êo campo elétrico, Bo campo magnético, p a densidade
volumétrica de corrente e k, k constantes. Às equações (3.1) são conhecidas
como lei de Coulomb, ausência de monopólo magnético, lei de Ampere e lei
de Faraday respectivamente e descrevem a eletricidade e o magnetismo. Na

lei de Ampere supõe­se que o movimento da corrente seja estacionário, isto é,
toma­se a equação da continuidade

dp

com *% = O. Jána lei de Faraday usamos correntes não estacionárias. Comdt
O

isso temos uma incompatibilidade entre as leis de Ámpere e Faraday. Para

resolver este problema, J.C. Maxwell em 1860 determinou um campo vetorial

44
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3.1 Tensor eletromagnético

D = (Vo + aÃ), chamado de vetor deslocamento e dado por div D = P, com
Ão potencial vetor e q o potencial escalar. Assim podemos incluir a equação
da continuidade na lei de Ampére sem considerar que a variação de p em

relação ao tempo seja nula. Introduzindo o vetor indução magnética expresso

pelo produto vetorial H=Vx A, dado por B = A4nkH, com k constante,
obteremos div H = 0. Reescrevemos as equações (3.1) da seguinte forma

( divD=p
divÀ =0
rot À — ka, D + RJ
rot D = —ko, H

(3.2)

S

com k, k e k constantes. Estas são equações vetoriais em R$ e são chamadas
de equações de Maxwell.

Dividiremos as equações de Maxwell (3.2) em dois grupos:

(a) Equações não homogeêneas

div D = p
rot É = ka, D + EJ

(b) Equações homogêneas

divfi =0
rot D = —kô, À

Em termos das coordenadas, H e D são escritos como

D;=­00­ dA;

H,=8;A,= 8. A;
com 1,3, k = 1,2,3 e cíclicos. Definimos o quadrivetor potencial como

A = (A), 0º, Aº, o)
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3.2 Tensor energia momentum

Seja a matriz

H; Ha Di

0 H D,

—Hy 0 D;

—D, —Ds, —D3 O

(3.3)

com F,, = O,A, = d,A4, e u,v = 1,2,3,4. Chamamos (F,,) de tensor
covariante de Maxwell (ou tensor eletromagnético)

Podemos escrever

Fu

EijkFjx

com E;jx sendo o símbolo de Levi­ Civita tridimensional, isto é,

1 se i, j, k é permutação par de (1,2,3);
Ee = 4 —l se i, j, k é permutação ímpar de (1,2,3);

0, qualquer outro caso.

Assim as equações de Maxwell, homogêneas e não homogêneas, podem ser
escritas na forma

BF” ="
(34)evupoA, Foz = O

com £"PPº o simbolo de Levi­Civita quadridimensional.

3.2 Tensor energia momentum

Suponhamos que temos uma distribuição de matéria, cuja velocidade v”,

1 =1,2,3,4, varia continuamente de um ponto para qualquer outro ponto de

sua vizinhança. Temos o seguinte resultado:

R 3.1 vu, =0

AVA
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3.2 Tensor energia momentum

Prova: Sabemos que

Guv"v' =]

Derivando covariantemente temos

(Guv"v")a =0 => Gyy(vhv" +vuL)=O

Assim

2G,1v”vhk, = O

Com isso obtemos o resultado. HE

Introduzindo o campo escalar p, tal que o campo de vetores pu” determina'

pvt/g e pv*/9, os quais são a densidade e fluxo de matéria respectivamente,
com a = 1,2,3 e gq o determinante do tensor métrico g,, [10].

À condição para conservação da matéria é dada por

(out), =0 (3.5)

A matéria que estamos considerando tem densidade de energia pvívi/G,
fluxo de energia pvívº/g. densidade de momentum puºvi,/g e fluxo de mo­
mentum puº*v*/g, para a,b = 1,2,3.

Seja

T"" = pv"v"

Assim T*”,/g fornece a densidade e fluxo de energia e momentum. Chamamos
T"” de tensor energia momentum, o qual é simétrico. Derivando­o covarian­
temente temos

Ty = (porv"”), = (pv).uv" + pv”,
e usando (R 3.1) e a condição (3.5), concluímos que

TE =0 (3.6)

As equações (3.6) são conhecidas como princípio de conservação da energia e
momentum,.

! Analogamente como J* determina a densidade e fluxo de corrente elétrica.
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3.3 Fluidos perfeitos

3.3 Fluidos perfeitos

Iniciaremos com um importante preceito conhecido por princípio coperni­
cano. ou seja, é a suposição de que não ocupamos uma posição privilegiada
no espaço­tempo. Assim localmente podemos supor a existência de um único
campo de vetores representando a velocidade média da matéria (ou alguma
partícula composta de matéria) em cada ponto do espaço­tempo V. Definimos
o vetor velocidade média (4­velocidade ou quadri­velocidade) por

Uma divisão do espaço­tempo V em tempo e espaço é determinada, em cada

ponto, por uº.

Definimos o tensor projeção por

hos = Gog + UU (3.7)

com G,6 o tensor métrico de V e h,g é a métrica espacial para observadores
sem movimento e com a quadri­velocidade uº. Assim podemos escrever o
elemento de linha como

dS? — hadãºdã? — de

com a,b = 1,2,3 e t representando o tempo. Utilizaremos hº* e uº para
decompor qualquer tensor nas partes espacial e temporal, em particular o

tensor energia momentum 'T.g. Podemos escrever a seguinte decomposição do
tensor energia momentum

Tas = pugue + qgua + Jaug + Tag + Phog (3.8)

com un, gg, Tag E p representando a densidade de energia, fluxo de energia,
pressão anisotrópica e pressão isotrópica respectivamente.
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3.3 Fluidos perfeitos

A derivada covariante é então decomposta em

1

39h + Wag — as (3.9)(Ua);a = Ig +

com 748, O, wag E U5x sendo o shear, expansão, vorticidade e vetor aceleração
respectivamente, os quais são quantidades cinemáticas. Para compreender
estes efeitos e quantidades fisicamente, consideremos uma esfera com fluido
de partículas carregadas durante o transcorrer de um pequeno incremento do
tempo próprio? dr, tomando dT? = O no centro da esfera, temos que:

(a) a atuação de 6 transforma uma esfera de fluido em uma similar esfera de
volume diferente. mas com mesma orientação.

(b) a atuação de 0,16 distorce a esfera, deixando seu volume constante e as
direções dos eixos principais do shear inalteradas.

(c) a atuação de w, dá uma rotação rígida, deixando uma direção (o eixo de
rotação) fixado.

Dividiremos a equação de conservação de energia e momentum (3.6) em
tempo e espaço, isto é ,

ua TZ =0

T% hay = O

Usando as decomposições (3.8) e (3.9) teremos

h+(n+p)O+n*ong+úag +agç=0 (3.10)

' a a s

4

(u+p)ú+hi(pa+(T5);a+do)+(lwy+toy+z0hz)aa=0 — (311)
Um fluido perfeito é caracterizado pelo anulamento do fluxo de energia e da

pressão anisotrópica. isto é ,

da = Tag=O0

?O tempo próprio dr é definido por drº = dx? — dtº = nagda* da”e é invariante sob
transformações de Lorentz. Esta é uma propriedade fundamental da relatividade restrita

[6].
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3.4 Vetor de Killing

Assim o tensor energia momentum para um fluido perfeito é dado por

Tag = nugua + phas (3.12)

As equações de conservação de energia e momentum para um fluido perfeito
são escritas como

h+(u+po=0 (3.13)

(u+p)ur +htpa=O (3.14)

3.4 Vetor de Killing

Sejam (V, G) uma variedade pseudo­riemanniana n­dimensional, X EXY(V)
e 0 (t,po)uma curva em |V que passa por no E€ V, comt E T C R. Dizemos que

o (t,po) é uma curva integral de X, se o vetor tangente em o(t,po) é o próprio
campo tensorial X. Neste caso denotaremos o campo vetorial por

do

de “E
Em termos das coordenadas locais temos

dã!
——— — X"
dt

lo

Seja a aplicação o : Rx V —> V chamada de fluro gerado pelo campo

vetorial X. O fluxo o(t, p) nos conta onde estará uma partícula em V no ins­
tante t, que passou pelo ponto p. Fixando t E R, o fluxo o é um difeomorfismo,

denotado por 0; : V — 1 e forma um grupo comutativo chamado grupo das

transformações de 1I­parâmetro. Fixando p E V a aplicação o;(p) : R— V
é uma curva chamada órbita de o,. Desta forma associamos 0; a um campo

vetorial. Sob a atuação de 0,, sendo € infinitesimal, podemos encontrar o ponto

op) =p=p+eX (3.15)

e em termos das coordenadas locais temos



3.4 Vetor de Killing

Com isso temos um deslocamento infinitesimal eX em p gerado por X. Se este
deslocamento infinitesimal é uma isometria, X é chamado de campo vetorial

de Killing.

Sendo 0; uma isometria e usando a equação (1.28) escrevemos

Guv(p) = Gag(0e(p))O(E* + eX*)O(Eº + eXº) (3.17)

Negligenciando os termos de segunda ordem em € no desenvolvimento da

equação (3.17) temos

Guv(p) = Gas(oc(p))(6268 + eb, XP? + e68,Xº) (3.18)

Usando o teorema de Taylor para G,, no ponto p + eX e negligenciando
os termos maiores e iguais à segunda ordem em e, obtemos

Guv(p+eX) = Guv(p) + e((X, V)Gu)(pD)
Sejam X = (X") e V = (0,), logo

Guv(p+eX) = Gyu(p) + eXº&G u() (3.19)

Tendo em vista o ponto dado em (3.15), substituindo a equação (3.19) em
(3.18) e negligenciando os termos de segunda ordem em «e, obtemos

Guv = Guy + EGugd,Xº + Ga OX + EX BGGuv

Concluímos que

Gugd,Xº + Gay,X* + XºGuy =0 (3.20)

Esta equação é chamada de equação de Killing.

Podemos reescrever a equação de Killing (3.20) em termos das derivadas
covariantes das componentes do campo vetorial X. Desenvolveremos as deri­

vadas de X, = G,,X” da seguinte forma

8,X, = 0, (Gy 8X”) = XPAGug + Gug9, XP”

duXy = (Gay X*) = XºdGoay + Gov Xº
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3.4 Vetor de Killing

Assim

Gg,Xº = O9,X, — Xº9,Gug

Ga8,Xº* =8,X, — Xu Gay

Substituindo­as na equação (3.20) obtemos

8,X, + d9Xy — Xº (O9,Gus + dGaov — Gu) =O0

Usando (1.33) obtemos

(9X, —TEXa) + (OX, = TZXa)=0

Aplicando­as na equação (1.16) podemos escrever a seguinte equação

(Xu). + (Ay) u=0 (3.21)

Os vetores X € Y(V) que são soluções da equação (3.21) são chamados vetores
de Killing.

A derivada de Lie do tensor métrico, com respeito ao campo de vetores

X E T.(V), pode ser escrita na forma [11]

(LxG)uv = (Xu) + (Xv)
Pela equação (3.21) temos

(CxG)us =0 (3.22)

Assim a geometria local não mudará quando temos um movimento ao longo

de 0... Neste sentido os campos vetoriais de Killing representam as direções de

simetrias de uma variedade pseudo­riemanniano n­dimensional.

Um espaço­tempo é chamado estacionário se existe um grupo de trans­

formações de l1­parâmetro 0;, onde as órbitas são curvas tipo tempo. Este

grupo de isometrias expressa as “simetrias de translações do tempo” do es­

paço­tempo. Equivalentemente, um espaço­tempo é estacionário se possui um
o

vetor de Killing tipo tempo, denotado por €/, ou seja,

EEN <O (3.23)
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3.5 Equações de campo de Einstein­Maxwell

Um espaço­tempo é chamado de estático se é estacionário e existir uma
hipersuperfície? que é ortogonal às órbitas das isometrias.

Chamamos um espaço­tempo de arialmente simétrico se existe um grupo

de transformações de 1­parâmetro de isometrias xx, cujas órbitas são curvas

fechadas tipo espaço. Isto implica na existência de um campo de vetores

de Killing tipo espaço v*. O espaço­tempo é dito ser arialmente simétrico

estacionário se 0; e x. comutam, ou seja,

Tt O Xxk = Xx Tr (3.24)

Assim as rotações comutam com as translações. À condição (3.24) é equivalente
à comutação dos campos vetoriais de Killing Et e 4º.

À comutatividade de £º e 4! implica que podemos escolher as coordenadas

(ELEFNEP =n Ã Tt) (3.25)

para que ambas sejam coordenadas dos campos de vetores

3.5 Equações de campo de Einstein­Maxwell

Seja o espaço­tempo |V e chamamos o tensor totalmente anti­simétrico do

tipo (0,2), ou 2­forma, de bivetor dado por

X = X, dê" À dã”

Definimos em termos dos índices o bivetor dual* X por
­ 1

Xuv = aenvaÃ” (3.26)

com Envep Sendo o símbolo de Levi­Civita quadridimensional. Definimos o
bivetor complexo

Xv = Au + iXuv (3.27)
A

SGenericamente, uma hipersuperfície é definida como sendo uma subvariedade de (n — 1)
dimensões.

140s conceitos de bivetor dual e base dual são diferentes.
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3.5 Equações de campo de Einstein­Maxwell

qO bivetor complexo X/, é auto­dual, isto é, (X2,)” = —iXuv. Por esta razão
o chamamos de bivetor auto­dual complexo. Definimos a projeção do bivetor

auto­dual complexo sobre a quadri­velocidade u” por

Xp, = X1U" (3.28)

Em virtude da ortogonalidade temos que

Xu" =0

Consideremos que o espaço­tempo V admita campos vetoriais de Killing não
nulos. assim

F=&E,O

Suponhamos que um fluido perfeito carregado tenha movimento constante e a

quadri­velocidade u” paralela ao vetor de Killing tipo tempo E“

(3.29)

Suponhamos que a derivada de Lie do tensor eletromagnético F, com respeito
à E" seja nula,

LF uw=0 (3.30)

Usando (3.29) podemos escrever o tensor projeção (3.7) da seguinte forma

hu = Gy = FE (3.31)

com G,, a métrica do espaço­tempo.
Definimos d,, como sendo a projeção do bivetor auto­dual complexo ele­

tromagnético FZ, sobre o vetor de Killing tipo tempo E”, ou seja,

o. =E FL, (3.32)

Usando (3.27) obtemos

| v
l.Pu = £ Gs + atsmaçt”)
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3.5 Equações de campo de Einstein­Maxwell

onde a vírgula denota a derivada parcial com respeito às coordenadas Z*º.
Chamamos q de potencial eletromagnético complexo.

Seja o bivetor auto­dual complexo K?, definido por [1]

Ki, = —2(E)u ­x0o0F], (3.34)

onde & denota o complexo conjugado de À& e x, é a constante gravitacional.
Definimos O, como sendo a projeção do bivetor auto­dual complexo K;),

sobre o vetor de Killing tipo tempo €”, isto é,

O, = EK,

E 2(EL)iw —xoPFZ,|
— 28(E): =xo0E"Fi,

Substituindo a equação (3.32) teremos

O, = —26(E)w —xo0d,

Usando as definições (3.26) e (3.27) obtemos

(Ei) = (Eu)w fee (E)
Substituindo a equação (3.36) em (3.35) produzimos

O. = 28 (E) + Ziemon(EYº| — xodé, (3.37)
onde a vírgula e o ponto e vírgula denotam as derivadas parciais e covariantes,

respectivamente, com respeito às coordenadas Xº*. Chamamos O de potencial

gravitacional complero, o qual é também conhecido por potencial de Ernst.

Sejam as seguintes equações |1]

F =, =2(0+Ô+x0d6) (3.38)
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3.5 Equações de campo de Einstein­Maxwell

Podemos associar um sistema de coordenadas ortonormais rº” em cada ponto
p de uma curva & no espaço­tempo V que é chamado de referencial móvel”.

Neste caso as coordenadas se movem com a partícula sobre a curva.

Associaremos a quadri­velocidade u" ao referencial móvel de tal forma que

ut =xzº=t. Como a quadri­velocidade é paralela ao vetor de Killing tipo
tempo temos que £* = (­F)36, com ó! sendo o símbolo de Kronecker. Esta
transformação de coordenadas (Z — 0) garante que todos os campos depen­
dem somente das coordenadas espaciais 1º, a = 1,2,3. O elemento de linha

do espaço­tempo toma a forma [1]

dSº = F!hadrºdr' — F(dt + Fi Edo”) (3.40)

Seja a métrica (3.31) no referencial móvel

hos = Gas = FE
*

Introduzimos o potencial escalar 4”, 1 = 1,... ,n, tal que as equações de Euler­
Lagrange são exatamente as equações de campo de um princípio variacional
com a lagrangeana dada na forma [1]

L=Vh(R+gu(sº)hº 4) (3.41)

com h e R sendo o determinante e o escalar de curvatura com respeito à h,, res­
pectivamente e g,,, o tensor métrico de um espaço riemanniano n­dimensional e
chamado de espaço potencial n­dimensional de coordenadasº &í, cujo elemento
de linha será [1]

(3.42)

As equações de Einstein e de Einstein­Maxwell para campos estacionários
são encontradas em |1].

SAnálogo ao triedro móvel do espaço euclidiano Eº.
SA definição do espaço potencial é análoga ao espaço de fase estudado na mecânica

PARA Psclássica.
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3.5 Equações de campo de Einstein­Maxwell

Teorema 3.1 Para equações de campos de Einstein­Maxwell de um fluido
perfeito sem carga, existe um conjunto (4, O, has), tal que estas equações

seguem de um princípio variacional com a lagrangeana dada por [1]

1 ­ ­

L= Vh R+ 2º hº(Oxn +Xo0%a IO» +X009 )
= xoF hd d» (3.43)

Às equações de campo de Einstein­Maxwell para um fluido perfeito carre­

gado seguem do princípio variacional tridimensional [3]

ó (/ Ledr'da?da*) = 0 (3.44)
Es

com a lagrangeana tridimensional dada por

= ha [Ps + 3Fº2R(O, +Xo9%,a )(O,5 +X00%,6)
FS

= xoE "hd ds = 2x0F *p(F,x) (3.45)

com X3 sendo uma região tridimensional de um espaço riemanniano n­dimen­

sional. p = p(F,x) a pressão hidroestática, R o escalar de curvatura e h;3 o de­
terminante com respeito à métrica tridimensional h1,,. À pressão hidroestática

p=rp(F,x) é um potencial (termodinâmica) nas variáveis F' e x, isto é . contém

informações completas do estado hidrodinâmico do fluido carregado. Usando

as equações de conservação de energia e momentum para um fluido perfeito
carregado, obteremos as seguintes equações de estado

u=n(F,x)=­p—2F3
o =a0(F,x) = F3%

x

(3.46)

com 4 e o sendo as densidades de energia e de carga respectivamente. Medindo

experimentalmente as equações de estado u = u(F,x) e 0 = o(F,x), obtemos
Pp =P(F,x) pela integração das equações (3.46).
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Capítulo 4

Campos de Einsten­Maxwell

como superfícies mínimas

4.1 Redução da lagrangeana tridimensional pa­
ra uma lagrangeana bidimensional

Seja o princípio variacional (3.44) para um fluido perfeito carregado com a

lagrangeana L3 dada pela equação (3.45) e Z3 uma região tridimensional num
espaço riemanniano n­dimensional.

Obteremos a lagrangeana bidimensional Lo? a partir de L3 e a relacionare­

mos com a lagrangeana .| dada pela equação (2.29).
Suponhamos que o fluido perfeito carregado esteja rotacionando rigidamen­

te com simetria em uma das coordenadas espaciais do referencial móvel, por

exemplo, 17º = x. Esta simetria adicional pode ser descrita pelo vetor de Kil­
ling tipo espaço 4º e tendo assim que Vº = 6%, a = 1,2,3. Os potenciais O
e é independem da coordenada x? = «. Se as translações comutam com as
rotações, isto é, os campos vetoriais de Killing E" e V4"” comutam, então, pela

condição (3.24), V é um espaço­tempo axialmente simétrico estacionário. O

elemento de linha (3.40) nas coordenadas xº* e x? do referencial móvel toma a
forma (Lewis 1932, Papapetrou 1953)

é

dS?º = F!(hagdrºdrº + W?*de?) — F(dt + wdx)? (4.1)

58
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4.1 Redução da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

sendo os coeficientes métricos F = F(x',xº), hag, W = Wí(r',1º) eu =
w(r!,1º) independentes das coordenadas * 1º = x e xº =t.

Comparando os elementos de linha (3.40) e (4.1) temos a seguinte matriz
simétrica

hi hp O

ho? 0

5

Fw? = FI (6)º=D w=FIE&
Assim temos

h3 = ha3h2

Denotando por h3 e ho os determinantes das matrizes (h1a.) e (hag) respecti­
vamente e utilizando a relação (4.2) obtemos

Na lagrangeana L3 temos o escalar de curvatura R3, com respeito à métrica
ha, e o estudaremos considerando a simetria adicional 1º =k.

R 4.1 Escrevemos as componentes do tensor de Ricci na forma

2R­+ = Ri» — aC cba

Prova: Considerando w E Aº(Ty(V))' e usando a expressão (1.5), temos que

w = A Aos — who )dxº A dx
2 =

Consideramos os índices latinos minúsculos de 1 até 3 e os latinos maiúsculos de 1 até 2.
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4.1 Redução da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

Em particular, escrevemos

1
R? = 3 (Peas = Sha) dxº A dx”

Usando a propriedade (1.38) do tensor de Riemann, obtemos

Rº = Ru dr* A dz?

Substituindo a equação (4.5) na (4.4), temos

1
—2 — Rºso cbaIR. (Rº )Jdzº Andx? = 0cab

Como fdxº A dr") é uma base de A(Ty(V))', concluímos o resultado.

Escrevemos o escalar de curvatura tridimensional como segue
”

R;3 = hºR., = 2R3 = hº2R+

Usando o resultado (R 4.1), ficamos com

2R; = hºRL,— hºRi,cab

Expandindo­a obtemos

2R; = [(hPRâ, 5 + hº Ria) + (h**R$3 + h*Ris3)) =

[(hPRâga + hORLpa) + (RSA + hºRiz3)]
Usando a propriedade (1.38) do tensor de Riemann, teremos

R3 = hºPRog + hOPRi36 + hº Ri; (4.6)

com (hê4P) a inversa da matriz (hag).
Desenvolveremos a equação (4.6) por partes e para isso necessitaremos dos

resultados abaixo, considerando a matriz (hº”) a inversa da matriz (hay) e a
equação (4.3).

nO

nº = W (4.7)ra
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4.1 Redução da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

Tô =

rá =—WWwW?

Ba=W Wa.

33 =0

(Tos),3 = O

(T$3)a = (T$&)a= =W AW"24— WW1

(Fãa).e = WWWBW, a + (Wa),.6]
R 4.2 hºPRcog = —2K sendo K a curvatura gaussiana.

Prova: Seja o escalar de curvatura, com respeito à métrica heg,

R. = hº"”Rc

Assim

R> = hºPhPRoADB (4.15)

Usando as propriedades (1.38) e (1.39) do tensor de Riemann, obtemos
as seguintes componentes

R1221 = —Ri1212

R2121 = Rio (4.16)
Ro2112 = —R1212

com R1212 sendo a única componente independente. Substituindo as

componentes (4.16) no desenvolvimento da equação (4.15) temos
Ri212Ra = —2(h"'h?º? — h”?h?)R 1212 = —2 ho (4.17)

Definimos a curvatura gaussiana por [9]

Rai212K = ho
e a substituindo na equação (4.17), concluímos o resultado. H
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4.1 Redução da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

.— ,BR43  hORZ=NTOW

Prova:

hºP Rigs = hO[(TSs).5 — (Tg)s + ricrBa — Tola]
(4.18)

Escrevemos a seguinte expressão

riolba — PETda = (TóBa + V30lB3) — (Tola + Bos)

Usando os resultados (4.8), (4.10) e (4.11) produzimos

TorBa — TBoT3a = W"(W"WgWoc­TêoW.A) (4.19)

Substituindo a expressão (4.19) em (4.18) e usando os resultados (4.12)
e (4.14), temos

hº Rig = hEIW" (­W""WgWoec+(Wok6)+
+W""(WgWo­TêoW.A)]

Ássim

ho Ria = ho? [W­'((Woc)B = râoW.4)]

Usando a derivada covariante (1.16), concluímos facilmente o resultado.

R44 hºRg=WOWÁ

Prova:

h**R33 = h*[(Tê3) 3 = (T33).a + ALA = rar]

Escrevemos as seguintes expressões

r$,r5z = Tr, + TAIS; + TigDo + D3303s
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4.1 Redução da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

rasa = Tipla3 + DAsDãs + Vigl33 + T3slss

Subtraindo a expressão (4.21) da (4.22) temos

PLA ­ rar = TARDES + DAgDSa — DÂgDS3 — DÂgDSs
(4.23)

Substituindo os resultados (4.8), (4.9), (4.10) e (4.11) na expressão
(4.23) obtemos

18,1, — Ter = =WAWA + WTAgW"8 (4.24)

Substituindo os resultados (4.7), (4.12), (4.13) e (4.24) na equação
(4.20) produzimos

hºR3 =1V (W$4+ráQW") (4.25)

Usando a derivada covariante (1.15), concluímos o resultado. E

Substituindo os resultados (R 4.2), (R 4.3) e (R 4.4) na equação (4.6), obte­
mos

Ra =—2K + 21W"'1W1 (4.26)

Introduzimos a seguinte notação

e? = WAWpBhE =W,AWA

Assim

eºW, WpBh =]
Introduzindo a relação [3]

K = aÃ (e EW), (4.29)
”

Substituindo a equação (1.29) em (4.26) e esta multiplicada por y/h3 obtemos

vVhaRa =2/halorÃ — (QWEWA)A + W"WA]
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4.1 Redução da lagrangeana tridimensional para uma lagrangeana
bidimensional

Usando (4.3) no segundo membro ficamos com

vVhaRa = vVhal2Ua:À + 2W(eºW'5W"),a + 2W74]
Definimos a seguinte quantidade

DA =2(Wo* + We"IW'SW?)
Calculando a derivada covariante de Dº e tendo em vista a equação (4.30)
produzimos

2W04 + 2W(e"WEINA), = DA — 2W,400º — 2W.a(€W;SWA)
Substituindo­a na equação (4.30) obtemos

vVhaRa = /hal2N7] + DA — 2W,A(eºW8WA) — 2W., 100º]
(4.31)

Substituindo a equação (4.28) na primeira parcela do segundo membro da
”(4.31) ficamos com

vVhaRa = /hal2€º1 8W""W1 + DA — 2W,A(€2WEW"A) — 2W,20%]
Como W = W(x',xrº) é uma função escalar, assim W.14 = W4. Portanto

vV/haRa = vV/h2DA — Vha2W 10º
+ . oo sn « A ”Se negligenciarmos a divergência /haD”, concluímos que

vVhaRg =—24/h2l11a,5h*E (4.32)

Como todos os campos independem da coordenada 2º, escrevemos a la­
grangeana (3.45) como

—Tm ­ ­Lo=/h3R3g + Vhs 2º *hºP(O,a +Xxo9%,4 )(O,6 +xo0d,6) —
— xoF  hºEdadB2NF "p(F, x)] (4.33)

Substituindo os resultados (4.3) e (4.32) na equação (4.33) e multiplicando­a
por (4.28) na última parcela, obtemos

Ly = N/A 40,5
>

+WY/hz |z F?hºP(0,14 +xobd,14 )(O,6 +Xo0%,6 )— xoFno, d,8 ­2xoF'p(F,x)eº h*EWAW;.])
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4.2 Campos estacionários axialmente simétricos tipo vácuo como
superfícies mínimas

com L, sendo a lagrangeana bidimensional. Concluímos que

" —. A ­

Ls = y hah*P| — 20,4 We + 2WF (0,4 +HX0DPP, A 19,1 +HXoÓÀd,B ) =
— xoWEF d,ad,B­2xoWEF 'peW,.aW,e] (4.35)

Assim reduzimos a lagrangeana L3 para La, usando a simetria adicional 7º = x.
Portanto, as equações de campo de Einstein­Maxwell para um fluido perfeito

carregado simetricamente rotacionando rigidamente seguem do princípio va­
riacional

ó (/ Ladra?) =O0 (4.36)
22

com a lagrangeana bidimensional La e 27 uma região bidimensional de um

espaço riemanniano n­dimensional.

4.2 Campos estacionários axialmente simétricos

tipo vácuo como superfícies mínimas

Relacionaremos as duas teorias observando as lagrangeanas L, e A.
Sabemos que os campos W, O, O, 9 e é dependem das coordenadas 7º e

1º do referencial móvel. Na equação (4.27) temos que a depende somente de
has e WA, assim podemos considerá­lo como um campo também dependente
das coordenadas 1º e xº.

Como vimos no final da seção 3.5, definimos o espaço riemanniano 6­

dimensional de métrica g,, e coordenadas (4º) = (a,W,0,0,0,0). Desta
maneira, as equações de campo de Einstein­Maxwell para um fluido perfeito
carregado simetricamente rotacionando rigidamente seguem do princípio va­
riacional (4.36) com a lagrangeana (4.35) e X2 uma região bidimensional do
espaço riemanniano 6O­dimensional.
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4.2 Campos estacionários axialmente simétricos tipo vácuo como
superfícies mínimas

Expandindo a lagrangeana bidimensional obtemos

La = Van [(­2)a, W.g+ (3wFº) 0,185 +
1 Na Nos

1 . ­ ­

(2xoWF"'pe*W,.aW,6 | (4.37)

Temos que L? é um caso particular da lagrangeana (3.41), devido a simetria
adicional 17º = x. As componentes do tensor métrico do espaço riemanniano
6­dimensional são dadas por

(

812 = —2

22 = —2xoWF"' pet
B31 = 3WF?
836 = SWF ?*x00
Bas = 3WF?x00
856 = 3WF ?x0o0— xoWF"!

JS

Escrevemos a lagrangeana (4.37) como

LL = y hah (812594 DB +F+HE2240 A PB ++HE340 A DB
+FB366014 POB TEBASa PB +TB560A POB)

Retomando o princípio variacional (2.28)

ó ( ado'da?) =0 (4.39)
=2

com :; uma região bidimensional de um espaço riemanniano 6­dimensional.
A lagrangeana (2.29) será escrita como

1 vVA = 727º gu (4.40)

com u,v =1,...,6eA, B=1,2.
Pelo lema (2.1) temos que os princípios variacionais (4.39) e

ó ( /gdz tda?) =02
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4.2 Campos estacionários axialmente simétricos tipo vácuo como
superfícies mínimas

são equivalentes. Usando a definição (2.1), a superfície S mergulhada no espaço
riemanniano 6­dimensional é mínima. Portanto, temos que as equações de

Euler­Lagrange provêm do princípio variacional (4.41), com a lagrangeana /g
e 75 a região de uma superfície mínima S mergulhada no espaço riemanniano
6­dimensional.

Se hag = 746, então a lagrangeana bidimensional (4.38) é um caso parti­
cular da lagrangeana (4.40). Considerando a lagrangeana (4.38) no princípio
variacional bidimensional (4.39) concluímos:

Teorema 4.1 As equações de campo de Linstein­Maxwell para qualquer flui­
do perfeito carregado simetricamente rotacionando rigidamente são equiva­

lentes às equações de Euler­Lagrange para uma superfície mínima no espaço
riemanniano 6­dimensional.

Escrevemos o elemento de linha do espaço riemanniano 6­dimensional como

segue

dSº — god dy? + gasdeº dy? + aadpóde? + gasdp*dyº +

+ gasdódyo” + gssdp do

Logo

dSº = (—2)dadW — (—Q2xoWF"!pe” )dW?º + (37º) dedê +
1 ­ ­+ (3WF*r0o) dede + (Foo) dOdo +

+ (306) dédd — (xoW F­!)dgdo (4.42)

Sabemos que | 27 |º= 171, a FaRa=2+2 e =, para todo 21 e 2
complexos, onde a barra denota o complexo conjugado. Escrevemos (4.42) na
forma simplificada

1 ­

dSº = —2dadW + 2WF? | 40 + xopde |º —oW EF" [dé |º —
da

— 2xoWF"pe?Paw? (4.43)
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Conclusão

No capítulo 2, através das equações (2.48) e (2.49), escrevemos as equações
de Euler­Lagrange em termos das coordenadas isotrópicas. Obtivemos as­
sim uma interessante conexão entre superfícies mínimas e o formalismo de
Newman­Penrose.

Consideramos, na seção 3.5, que o espaço­tempo V admitia campos ve­

toriais de Killing não nulos. Supomos que o fluido perfeito carregado tinha
movimento constante e quadri­velocidade u”, associada ao referencial móvel,
era paralela ao vetor de Killing tipo espaço 6“. Assim todos os campos depen­

diam somente das coordenadas espaciais 1º.

Iniciamos o capítulo 4 tomando o princípio variacional (3.44), para um flui­
do perfeito carregado, com a lagrangeana tridimensional (3.45) e >; uma região
do espaço riemanniano n­dimensional. Na seção 4.1, reduzimos a lagrangeana

tridimensional L3 para uma bidimensional L2. Para isso supomos que o fluido

perfeito carregado estivesse rotacionando rigidamente com simetria em uma

das coordenadas espaciais do referencial móvel. Esta simetria adicional pode

ser descrita pelo vetor de Killing tipo espaço 4º. Concluímos que as equações

de campo de Einstein­Maxwell para um fluido perfeito carregado simetrica­

mente rotacionando rigidamente seguem do princípio variacional (4.36), com
a lagrangeana bidimensional (4.35) e Do uma região bidimensional do espaço
riemanniano n­dimensional.

Na seção 4.2, conectamos as equações de Einstein­Maxwell à teoria das su­

perfícies mínimas, observando as lagrangeanas La e À. No princípio variacional
(4.36) supomos que 2 seja uma região bidimensional do espaço riemanniano 6­
dimensional e escrevemos a lagrangeana bidimensional (4.37) em termos deste

68
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Conclusão

espaço. Retomamos o princípio variacional (2.28), com X> uma região bidi­
mensional do espaço riemanniano 6­dimensional e escrevemos a lagrangeana

A em relação à métrica e às coordenadas deste espaço. Usamos o lema (2.1)
para garantirmos a equivalência entre os princípios variacionais (4.39) e (4.41).
Concluímos que 5 é uma superfície minima mergulhada num espaço rieman­
niano 6­dimensional. Vimos que a lagrangeana bidimensional (4.38) é um caso
particular da lagrangeana (4.40), quando hag = 746. Finalmente, no princípio
variacional bidimensional (4.39), consideramos a lagrangeana (4.38) e, portan­
to, vinculamos as teorias citadas acima, concluindo a demonstração do teorema

(4.1).
À continuidade do estudo inciado neste trabalho, a qual é proposta em

[3], resultará nas equações das superfícies mínimas no espaço riemanniano 6­
dimensional descrevendo as soluções de Schwarzschild interiores e exteriores.

Esta é uma extraordinária propriedade dos campos gravitacionais para um

fluido perfeito rotacionando no vácuo.

Poderão ser efetuadas futuras pesquisas sobre o problema axialmente simé­

trico estacionário, onde supomos simplificações na estrutura geométrica das

superfícies mínimas e, neste sentido, serão interessantes as superfícies mínimas

geodésicas.
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