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“Uma jornada de mil li come¢ca com um tinico passo. “
(Lao-Tzu, 2002, cap. 64, traducdo de I Ching Lin)

“Ndo importa qudo lentamente vocé vd, desde que ndo pare.
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RESUMO

Este trabalho consiste na investigacdo dinamica de perturbacdes lineares do espago-tempo de
Schwarzschild por meio das equacdes de Regge-Wheeler e Zerilli, com €nfase na equacao
mestre de Regge-Wheeler e na fun¢do mestra Q)(¢,x) na coordenada tortoise. A pesquisa
fundamenta-se na deteccao historica de ondas gravitacionais pelo LIGO em 2015 (GW150914),
que inaugurou a era da astronomia multi-mensageira e confirmou a existéncia de sistemas bi-
ndrios de buracos negros, revelando a fase de ringdown — oscilagdes amortecidas que funcio-
nam como assinatura caracteristica desses objetos compactos, dependendo apenas de sua massa,
carga e rotacdo, segundo o teorema no — hair. O objetivo principal consistiu em desenvolver e
validar numericamente a evolu¢do temporal da equacdo de onda efetiva para perturbagdes axiais
e polares, assim como verificar o comportamento de seus potenciais efetivos. A metodologia
envolveu o célculo explicito dos simbolos de Christoffel para a métrica de Schwarzschild, a
decomposicao em harmonicos esféricos, a linearizacao das equagdes de Einstein, a fixa¢do do
gauge de Regge-Wheeler, a derivacdo das variacdes do tensor de Ricci e a resolu¢do numérica
via diferencas finitas, com condi¢des iniciais representadas por um pulso gaussiano. Foram
simuladas perturbagdes axiais (Regge-Wheeler) e polares (Zerilli, isoespectrais) para os canais
L=2 e L=3. Os resultados revelam o comportamento trifasico cldssico das perturbacdes, no qual
uma das fases € o estado de ringdown, cujas oscilagdes sdo exponencialmente amortecidas. A
inspe¢do qualitativa das formas de onda obtidas é compativel com os modelos fundamentais
esperados para a métrica de Schwarzschild, validando a implementacdo numérica do esquema
de diferencas finitas. Adicionalmente, a andlise do valor absoluto da forma de onda revela
modulagdes recorrentes no poés-ringdown, sugerindo a presenga de ecos gravitacionais — fe-
ndémeno ausente na previsao padrdo de Schwarzschild e que pode indicar reflexdes em barreiras
potenciais exdticas proximas ao horizonte, abrindo novas frentes para investigacdes a respeito
de desvios da relatividade geral. Os resultados obtidos estabelecem uma base para futuras in-
vestigacOes sobre a dinamica de buracos negros e posicionam a evolucdo temporal como uma
ferramenta poderosa para sondar a fisica em regime de campo forte. As perspectivas de apli-
cacdo incluem a extensdo do cddigo para geometrias mais gerais, como as métricas de Kerr e
Reissner-Nordstrom, e a preparagdo para a andlise de sinais sintéticos visando aos observatorios
de ondas gravitacionais da préxima geracdo (o LISA, para buracos negros supermassivos, € o
Einstein Telescope). Concluindo, esta dissertacdo contribui para a compreensdo da dindmica
de objetos compactos, unindo o formalismo matemaético a simulacdes numéricas, e sinaliza
caminhos para o estudo da fisica além do modelo convencional, essenciais para o futuro da

astrofisica de ondas gravitacionais.

Palavras-Chave: Modos Quasinormais; buraco negro; Regge-Wheeler; Zerilli; eco gravitacio-

nal; Schwarzschild; ondas gravitacionais.



ABSTRACT

This work involves the dynamical investigation of linear perturbations of Schwarzschild space-
time using the Regge-Wheeler and Zerilli equations, with an emphasis on the Regge-Wheeler
master equation and the master function (¢, ) in tortoise coordinates. The research is groun-
ded in the historic detection of gravitational waves by LIGO in 2015 (GW150914), which ushe-
red in the era of multi-messenger astronomy and confirmed the existence of binary black hole
systems, revealing the ringdown phase—damped oscillations that serve as a characteristic sig-
nature of these compact objects, depending solely on their mass, charge, and rotation, in accor-
dance with the no-hair theorem. The primary objective was to develop and numerically validate
the time evolution of the effective wave equation for axial and polar perturbations, as well as
to examine the behavior of their effective potentials. The methodology included the explicit
calculation of Christoffel symbols for the Schwarzschild metric, spherical harmonic decompo-
sition, linearization of Einstein’s equations, imposition of the Regge-Wheeler gauge, derivation
of Ricci tensor variations, and numerical solution via finite differences, using a Gaussian pulse
for initial conditions. Axial (Regge-Wheeler) and polar (Zerilli, isospectral) perturbations were
simulated for the L = 2 and L = 3 channels. The results reveal the classic three-phase behavior
of the perturbations, including the ringdown phase, characterized by exponentially damped os-
cillations. Qualitative inspection of the resulting waveforms is consistent with the fundamental
models expected for the Schwarzschild metric, thereby validating the numerical implementa-
tion of the finite-difference scheme. Additionally, analysis of the waveform’s absolute value
reveals recurring modulations in the post-ringdown phase, suggesting the presence of gravi-
tational echoes—a phenomenon absent from the standard Schwarzschild prediction that may
indicate reflections off exotic potential barriers near the horizon, thereby opening new avenues
for investigating deviations from general relativity. The results establish a foundation for fu-
ture research into black hole dynamics and position temporal evolution as a powerful tool for
probing physics in the strong-field regime. Potential applications include extending the code
to more general geometries, such as Kerr and Reissner-Nordstrom metrics, and preparing for
the analysis of synthetic signals intended for next-generation gravitational-wave observatories
(LISA, for supermassive black holes, and the Einstein Telescope). In conclusion, this disserta-
tion contributes to the understanding of compact object dynamics by combining mathematical
formalism with numerical simulations, and points toward paths for studying physics beyond the

conventional model—steps essential for the future of gravitational-wave astrophysics.

Keywords: Quasinormal modes; black holes; Regge-Wheeler; Zerilli; gravitational echoes;
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1 INTRODUCAO

A detec¢do direta de ondas gravitacionais pela colaboragdo LIGO em 2015 inaugurou uma
nova era na astrofisica, permitindo o acesso a regides de campos gravitacionais intensos e Vvi-
abilizando testes da relatividade geral em condicdes extremas. Em 14 de setembro de 2015,
as 09:50:45 UTC, os detectores de Hanford (Washington) e Livingston (Luisiana) registraram
simultaneamente o sinal GW150914, proveniente da fusdo de dois buracos negros de aproxi-
madamente 36 e 29 massas solares, localizados a 1,3 bilhdo de anos-luz. O evento liberou uma
energia equivalente a trés massas solares na forma de ondas gravitacionais. Dentre os fend-
menos mais notdveis associados a esse € a outros eventos posteriores, destaca-se a emissao dos
modos quasinormais (QNMs), que caracterizam a fase de relaxacao de buracos negros e estrelas
de néutrons apds uma perturbacdo. Esses modos funcionam como uma assinatura acustica tinica
desses objetos, uma vez que suas frequéncias e taxas de amortecimento dependem exclusiva-
mente dos parametros fundamentais da fonte — massa, carga e rotacdo —, em conformidade
com o teorema no-hair (NOLLERT, 1999; KOKKOTAS; SCHMIDT, 1999).

O marco representado pelo GW 150914 € o coroamento de décadas de desenvolvimento tec-
noldgico e tedrico. O LIGO, financiado pela NSF com US$ 395 milhdes desde 1994, passou por
uma atualizagdo significativa em 2015 (Advanced LIGO, orcamento de US$ 620 milhdes), que
aumentou sua sensibilidade em um fator de quatro e tornou possivel a deteccdo de GW150914.
O sinal observado produziu uma varia¢do relativa nos bragos de 4 km da ordem de 10~%!, equi-
valente a alterar a distincia até a estrela mais préxima, Proxima Centauri, pela largura de um
fio de cabelo. Do ponto de vista tedrico, os QNMs emergem naturalmente como solugdes das
equagdes de Einstein linearizadas para perturbagdes da métrica, com condi¢des de contorno
que exigem ondas puramente entrantes no horizonte de eventos e puramente saintes no infinito
espacial. Essa condi¢do de contorno confere ao espectro de frequéncias um cardter complexo:
a parte real determina a frequéncia de oscilagdo, enquanto a parte imaginéria estd associada
ao amortecimento temporal. Essa propriedade distingue os QNMs dos modos normais de sis-
temas conservativos e estabelece uma conexao profunda entre a relatividade geral, a teoria de
perturbacdes e a andlise espectral de sistemas dissipativos abertos (REGGE; WHEELER, 1957;
ZERILLI, 1970).

O estudo dos modos quasinormais reveste-se de importancia tanto do ponto de vista astrofi-
sico quanto fundamental. Observacionalmente, os QNMs constituem a base da “espectroscopia
de buracos negros”, permitindo a verificacdo do teorema no-hair e a determinacao dos parame-
tros do objeto a partir do sinal gravitacional detectado (CHANDRASEKHAR, 1983; BERTI et
al., 2009). Desde GW 150914, as colaboracdes LIGO/Virgo ja identificaram mais de 90 eventos
de coalescéncia até 2025, incluindo fases de ringdown analisadas com precisdo, que confirmam
as previsoes da relatividade geral e motivam a busca por desvios — como os chamados ecos

gravitacionais, que poderiam indicar a presenca de estruturas exdticas proximas ao horizonte,
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como horizontes “fuzzy” ou corre¢des quanticas. No ambito tedrico, os QNMs também se co-
nectam a dreas como a correspondéncia AdS/CFT e a fisica de horizontes, sugerindo relagdes
profundas entre a estrutura espectral de buracos negros e aspectos fundamentais da gravitagao
quantica (KONOPLYA; ZHIDONOYV, 2011).

O problema central desta pesquisa consiste no desenvolvimento e na andlise matematica pre-
cisa das equacdes que regem a dindmica temporal de perturbacdes lineares em buracos negros,
bem como na compreensdo das limitagdes inerentes aos métodos de perturbacdo. Embora as
técnicas de Regge-Wheeler e Zerilli tenham se mostrado bem-sucedidas em descrever o regime
linear, persistem desafios importantes, como a extensdo a cendrios nao lineares, a estabilidade
de solucdes em geometrias mais gerais (Kerr-Newman) e a identificacdo de sinais em meio ao
ruido estocdstico dos detectores (KOKKOTAS; SCHMIDT, 1999). Além disso, a questdao da
completude dos QNMs como base para a representacao de solucdes gerais e a caracterizacao de
modos puramente imagindrios permanece em aberto (NOLLERT, 1999).

Diante desse cendrio, esta dissertacdo propde-se a examinar os modos quase normais de
buracos negros por meio da evolugdo temporal direta das equacdes de perturbagdo, explorando
sua formulacdo matematica e seu significado para a astronomia de ondas gravitacionais. Para
garantir consisténcia e foco, o estudo restringe-se a buracos negros assintoticamente planos,
com énfase na solu¢do de Schwarzschild, excluindo teorias de gravidade modificada ou cendrios
com constante cosmoldgica nio nula. O objetivo principal é estabelecer uma base tedrica e
computacional sélida que possa dialogar com as oportunidades observacionais atuais e futuras.

Nesse sentido, esta investigacdo insere-se em um campo interdisciplinar que combina re-
latividade numérica, andlise de sistemas dindmicos e astrofisica de ondas gravitacionais, com
a finalidade de contribuir para a compreensao da fisica fundamental em regimes de campo
forte. As perspectivas para a proxima década sdo promissoras: observatdrios espaciais como a
LISA (cujo lancamento estd previsto para meados da década de 2030) serdo capazes de detectar
QNMs de buracos negros supermassivos na faixa de 10° a 10° massas solares, enquanto projetos
terrestres de terceira geracdo, como o Einstein Telescope e o Cosmic Explorer, ampliardo signi-
ficativamente a sensibilidade a sinais de origem astrofisica, potencializando testes de gravidade

quantica e a investigacdo de buracos negros primordiais.
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 REVISAO TEORICA

2.1.1 Buracos negros

Buracos negros sdo solucdes das equacdes de campo de Einstein que descrevem regides do
espaco-tempo com curvatura extrema, das quais nada — nem mesmo a luz — pode escapar.
Eles sdo definidos pela presenca de um horizonte de eventos, uma superficie que marca o limite
causal da regido invisivel.

Os buracos negros surgem naturalmente em situagdes de colapso gravitacional, como no fi-
nal da vida de estrelas massivas. A mais simples e importante solu¢@o analitica que descreve um
buraco negro é a métrica de Schwarzschild, que representa um corpo esfericamente simétrico,
sem carga e sem rotacgao.

De acordo com o teorema da calvicie (no-hair theorem), buracos negros astrofisicos sao
completamente caracterizados por apenas trés parametros: massa M, carga elétrica () e mo-

mento angular J. As solugdes mais gerais sdo classificadas como:

Schwarzschild: buraco negro estatico, ndo carregado e nao rotante;

Reissner—Nordstrom: com carga elétrica, mas sem rotacao;
* Kerr: com rotagdo, mas sem carga;

* Kerr-Newman: carregado e rotativo.

Em astrofisica, acredita-se que os buracos negros formados por colapsos estelares sejam
bem descritos pela solu¢do de Kerr, embora a métrica de Schwarzschild ainda seja uma exce-
lente aproximacdo para sistemas esfericamente simétricos e ponto de partida fundamental para
estudos tedricos, como o das perturbacdes e modos quasinormais. Para fins desse trabalho, sera
utilizada a métrica de Schwarzchild.

A teoria da relatividade geral, criada por Albert Einstein em 1915, explica a gravidade como
uma consequéncia da curvatura do espago-tempo causada pela presenca de energia e momento.
Entre as solu¢des exatas das equagdes de Einstein, destaca-se a métrica de Schwarzschild, en-
contrada em 1916 por Karl Schwarzschild como a primeira solug@o nao trivial das equagdes de
campo no vacuo para um corpo esférico e sem carga (SCHWARZSCHILD, 1916).

A solugd@o de Schwarzschild, descreve um espago-tempo estatico e com simetria esférica,
apresentando um horizonte de eventos na coordenada , que delimita a regido da qual nada
escapa, nem mesmo a luz (SCHUTZ, 2009).

Sob uma perspectiva astrofisica, os buracos negros podem surgir do colapso gravitacional

de estrelas massivas ou da unido de objetos compactos, como estrelas de néutrons. A estabili-
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dade dessas solucdes sob pequenas alteracdes foi primeiramente analisada por Regge e Wheeler
(1957), que mostraram que o problema pode ser simplificado para uma equacao de onda efetiva
unidimensional com um potencial de barreira — o chamado potencial de Regge-Wheeler. Mais
tarde, Zerilli (1970) encontrou a forma correspondente para perturbacdes de paridade polar,
provando que ambas as descri¢cdes sdo fisicamente equivalentes, embora apresentem potenciais
distintos.

Esses estudos iniciais abriram caminho para a formula¢do dos modos quasinormais (QNMs),
definidos como oscilagdes tipicas dos buracos negros, com frequéncias complexas determina-
das apenas pelas propriedades do espaco-tempo (massa, carga e rotacdo). Especificamente,
na métrica de Schwarzschild, os QNMs demonstram uma dependéncia exclusiva da massa ,
refletindo a universalidade da conjectura da “calvicie dos buracos negros” (KOKKOTAS; SCH-
MIDT, 1999; NOLLERT, 1999). O termo “quasinormal” se deve ao fato de que as condi¢des de
contorno — ondas puramente convergentes no horizonte e puramente divergentes no infinito —
resultam em autovalores complexos: a parte real representa a frequéncia de oscilacdo e a parte
imagindria o amortecimento devido a emissao de ondas gravitacionais.

Os modos quase normais (QNMs) de Schwarzschild possuem relevancia significativa tanto
no plano tedérico quanto no das observacdes. Do ponto de vista tedrico, eles representam um
ambiente ideal para investigar a estabilidade da solucao e a evolu¢do dindmica do espago-tempo
em situagdes de ndo linearidade (CHANDRASEKHAR, 1983). No ambito observacional, iden-
tificar o periodo de "ringdown"— a fase de acomodagdo apds a colisdo de dois buracos negros
— representa uma das provas mais concretas da existéncia desses objetos, permitindo avaliar a
relatividade geral sob condicdes extremas (BERTI; CARDOSO; STARINETS, 2009).

Em resumo, a métrica de Schwarzschild representa o modelo de buraco negro mais elemen-
tar e, simultaneamente, a fundacdo conceitual para a andlise de modos quase normais. Apesar
de sua singeleza, ela engloba os aspectos fisicos cruciais do problema e estabelece o contexto
tedrico em que os métodos analiticos e numéricos, atualmente usados para calcular espectros
de QNMs, foram criados (NOLLERT, 1999; KOKKOTAS; SCHMIDT, 1999).

2.1.2 Relatividade Geral

A teoria da relatividade geral, criada por Albert Einstein em 1915, apresenta a gravidade
como uma propriedade geométrica. Nela, a presenca de energia € momento causa a curva-
tura do espago-tempo, e particulas livres se movem ao longo das geodésicas dessa geometria
(EINSTEIN, 1916; MISNER; THORNE; WHEELER, 1973). A teoria se baseia no principio da
equivaléncia, que afirma que nao se pode distinguir localmente entre campos gravitacionais e
sistemas acelerados, o que leva a uma generalizagdo da relatividade restrita para qualquer ponto
de referéncia (SCHUTZ, 2009).
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As equacdes de campo de Einstein,

1
G =Ry — §gWR = 87T, (D)

onde G, € o tensor de Einstein, R, € o tensor de Ricci, R € o escalar de Ricci, e 7}, € o tensor
energia-momento da matéria. Todos os objetos geométricos sao calculados a partir da métrica
9w € suas derivadas até segunda ordem.

As equacdes de Einstein expressam o principio de que a curvatura do espago-tempo (a es-
querda) € determinada pelo contetido energético presente (2 direita). Em particular, no vacuo

(T,., = 0), as equagdes reduzem-se a:

R, =0. )

Esse caso ¢ fundamental para o estudo de buracos negros, pois a métrica de Schwarzschild,
por exemplo, € uma solugdo do viacuo com simetria esférica. O formalismo da relatividade geral
também permite estudar perturbacdes do espago-tempo, obtendo equacdes de movimento para
pequenas variagdes da métrica. Essa abordagem linearizada é a base para o estudo das ondas
gravitacionais e, em particular, dos modos quasinormais.

Em seu aspecto conceitual, a relatividade geral substitui o conceito de for¢a gravitacional
pelo de geodésicas: trajetorias que particulas seguem naturalmente em um espago-tempo curvo.
Assim, a gravitagdo emerge como uma manifestacdo da geometria, € ndo como uma interagao
no sentido tradicional das outras forcas fundamentais.

Essa reformulacdo profunda da fisica gravitacional é especialmente necessdria em regimes
de campo intenso, como aqueles encontrados nas vizinhangas de buracos negros e nas primeiras
fases do universo. Por isso, a relatividade geral € a teoria de base para o estudo da dinamica de
buracos negros perturbados, sendo imprescindivel para a compreensdao dos modos quasinormais
como solugdes das equacdes de Einstein linearizadas. relacionam a curvatura do espaco-tempo,
representada pelo tensor de Einstein , com o contetido de matéria e energia, descrito pelo tensor
energia-momento . Essa relagdo resume a ideia de que a matéria influencia a curvatura do
espaco-tempo, e a geometria, por sua vez, influencia o movimento da matéria (WALD, 1984;
HARTLE, 2003).

A teoria foi comprovada por diversas experi€ncias, como a precessao do periélio de Mer-
curio, o desvio da luz por objetos massivos e o desvio gravitacional na frequéncia da radiagcdo
(WILL, 1993). Mais recentemente, a detec¢io direta de ondas gravitacionais pelas colabora-
coes LIGO e Virgo confirmou que a relatividade geral descreve corretamente a gravidade em
condicdes extremas (ABBOTT et al., 2016).

Entre as solugdes exatas para as equacoes de Einstein, destacam-se as geometrias de Schwarzs-
child (1916), onde a singularidade aparente coincide com o horizonte de eventos, Kerr (1963) e

Reissner—Nordstrom (1916-1918), que descrevem buracos negros estaticos, em rotacdo € com
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carga elétrica, respectivamente. Essas solucdes sdo fundamentais para entender a estabilidade
de buracos negros sob perturbacdes e para a formulagdo dos modos quasinormais (REGGE;
WHEELER, 1957; ZERILLI, 1970; CHANDRASEKHAR, 1983).

Além do interesse na astrofisica, a relatividade geral estd ligada a outras dreas da fisica. Na
cosmologia, ela fornece a base para o modelo do Big Bang e para entender a aceleracao cosmica
observada (PEEBLES; RATAJONDRARY, 2003). Na Teoria Quéntica de Campos, abordando
a gravitagao classica, destaca-se o paradoxo da informagdo em buracos negros e a radiagao de
Hawking (HAWKING, 1975).

Em resumo, a relatividade geral € um dos pilares da fisica moderna, unindo fendmenos
cléssicos, astrofisicos e cosmoldgicos. Para o estudo dos modos quasinormais, ela oferece o
contexto tedrico no qual as perturbacdes de buracos negros sdo formuladas, analisadas e com-

paradas com dados observacionais.

2.1.3 Pertubacao da Métrica

Na formulacdo original de REGGE e WHEELER (1957), a anélise das perturbagdes gravi-
tacionais do espaco-tempo de Schwarzschild parte da expansao linear da métrica em torno da

solucdo exata,

G = gf,,oy) + h,uua |h,uu| < ]-7 (3)

oM oM\ !
ds® = — (1 — —) dt® + (1 — —> dr® + r?(d6? + sin? 0 d¢?). 4)

r T

A decomposicdo do tensor h,, ¢ feita segundo os harmonicos esféricos Yz, (6, ¢), apro-
veitando a simetria esférica do fundo. Como a métrica perturbada deve transformar-se como
um tensor simétrico de segunda ordem, cada componente de 5, € expandida em combinagdes
escalares, vetoriais e tensoriais derivadas de Yy,,.

Essa decomposi¢@o produz dez fungdes escalares de ¢t e r: Hy, Hy, Ho, ho, h1,ha, K, G €
duas fun¢des de gauge. Entretanto, nem todas sao fisicamente independentes. H4 redundancias
associadas a liberdade de coordenadas — a chamada liberdade de gauge — que permite redefinir
as coordenadas x* — x* + £* sem alterar o conteido fisico da perturbagdo.

Para eliminar essa liberdade, REGGE e WHEELER (1957) introduziram uma condicao es-
pecifica, conhecida como gauge de Regge—Wheeler, na qual certas componentes da perturbagcao
sdo anuladas. O objetivo é simplificar as equagdes de Einstein linearizadas, eliminando termos
espurios sem alterar as quantidades fisicamente mensuraveis.

A decomposi¢do de h,,, € entdo separada em duas classes de paridade:

* Pertubacdes de paridade impar (axiais): mudam de sinal sob a inversdo angular
(07¢) — (7T—07¢+7T);
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* Perturbacdes de paridade par (polares): mantém o sinal sob a mesma transformacao.

Essas duas classes ndo se misturam devido a simetria esférica, o que permite tratd-las inde-
pendentemente.

No caso axial (impar-paridade), as inicas componentes ndo nulas da métrica perturbada sao
hig, hig, hro € hrg. A forma explicita da perturbagdo, como apresentada em NOLLERT (1999,
Eq. 23) e derivada originalmente por REGGE e WHEELER (1957), é:

h'() (ta T) ayﬁm 8ng

00 - Si(nﬁ)a(‘?gb ho(t,r)smé’aae
hl t,r }/Km . ng
— hy(t 0
B — 00 | simb 09 ;(’T)Sm 20 | )
* X éhz(t,r)@Xgm ——hg(t,T)SiH(QW@m
% * —§h2(t,r)sin6Xgm

n.n

Os termos hig, g, hrg, hrg € hgg, denotados por "x", sdo simétricos aos valores de hg;, het,

her, hgr € hgg, ou seja:

ho(t, 1) OYem

* hor=hy=—

sinf  9¢ ’
Y,
o hg = hyg = hol(t, ) sin@%;
o () 8w
hor =hro = =319 d¢

Yim .
a0 °

* hyr = hyy=hy(t,r)sind

1
® h¢9 = hgd) = _§h2(t7 7’) sin Qng

E as fun¢des angulares Xy, € Wy, provenientes da decomposicdo da pertubacdo axial em har-

monicos esféricos, sdo dadas por:

9006 'V 00

— . (6)

Yo, OYom Yo, Yom 1 %Yo,
=2 £ , L= e .
¢ ( © ) Wen = =52~ — V050" = 5120 942

No gauge de Regge—Wheeler, adota-se hy = 0, 0 que elimina as perturbacdes puramente an-
gulares de segunda ordem, simplificando o sistema a duas fun¢des dinimicas, ho(t,7) e hi(t,7)
. Essa escolha mantém todas as quantidades invariantes de gauge relevantes para as pertur-
bacdes impares. As perturbacdes polares (paridade par), invariantes sob inversao angular, en-
volvem variacdes simétricas das componentes temporais e radiais da métrica. No gauge de

Regge—Wheeler, as componentes ndo nulas sdo escritas como:
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H(](t,r) ( — %) Hl(t,T’> 0 0
-1
o) — tr)  Ha(tr) (1= 25 0 0 Yim(0, )
HY 2 tm\Y, @),
0 0 r*K(t,r) 0
0 0 0 r?sin® 0 K (t,r)
(N

2.1.4 A Meétrica de Schwarzchild

Em 1916, logo apds a criacao da relatividade geral, Karl Schwarzschild apresentou a solugao
de Schwarzschild, que representa a primeira solu¢do exata e relevante das equacdes de campo de
Einstein. Essencialmente, é a descricdo matemaética do espago-tempo produzido por um corpo
estdtico, esfericamente simétrico, ndo carregado e com massa pontual (SCHWARZSCHILD,
1916). Sua importancia € enorme, pois ela estabelece o modelo mais basico de buraco negro e
serve como base tedrica para o estudo de modos quasinormais.

A métrica de Schwarzschild, usando coordenadas esféricas, é definida por

T r

2M 2M\
ds® = — (1 - —) dt® + (1 — —) dr® + r*(d6” + sin® 0 d¢?), (8)

e apresenta suas formas matriciais g, € g"”, que sdo dadas por

—f(r) 0 0 0
0 fry=t o0 0
v — s 9
9 0 20 ®
0 0 0 r2sin?6
—f(r)™t 0 0 0
0 f(r) 0 0
g = 1 ; (10)
0 0 = 0
0 0 0 ;
r2sin® 6

sendo f(r) = (1 — QTM) onde M representa a massa do corpo central. Essa solugdo exibe duas
propriedades notdaveis: uma singularidade fisica em e um horizonte de eventos em , de onde
nada pode escapar (SCHUTZ, 2009).

A métrica apresenta uma singularidade coordenada aparente em r = 2)/, conhecida como
horizonte de eventos. Em r = 0, ha uma singularidade fisica verdadeira, onde as invariantes de
curvatura (como RWQBR“”“B ) divergem.

A componente g;; indica que o tempo préprio de um observador fixo em relacido a fonte

torna-se infinitamente dilatado a medida que » — 2M/. J4 a componente g,, diverge nesse
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mesmo limite, refletindo a natureza causal distinta da regido dentro do horizonte.

A estrutura causal da solug@o de Schwarzschild € caracterizada pela existéncia de um hori-
zonte de eventos, que atua como uma fronteira causal: nenhuma informagao pode escapar de
seu interior. Esse comportamento define o conceito moderno de buraco negro.

A andlise da métrica de Schwarzschild pode ser aprofundada utilizando a chamada coorde-

nada tortoise r,, definida por:

-1
o =( —%) , (11

dr T

a qual permite transformar a equagdo de onda de perturbagdes em uma forma semelhante a
equacgao de Schrodinger, facilitando a andlise de estabilidade e modos quasinormais.

Além de seu interesse tedrico, a métrica de Schwarzschild € a base para estudos de lentes
gravitacionais, Orbitas de particulas e testes observacionais da relatividade geral no regime fraco
e forte de campo gravitacional.

Inicialmente, essa soluc@o despertou interesse na andlise do movimento dos planetas e na
explicacdo da precessdo incomum do periélio de Mercurio. Com a evolucdo da astrofisica rela-
tivistica, a métrica de Schwarzschild se tornou vital para descrever o colapso gravitacional e a
origem de buracos negros estelares. Atualmente, ela € o ponto de partida para investigar pertur-
bacdes no espaco-tempo e a emissdo de ondas gravitacionais (CHANDRASEKHAR, 1983).

Regge e Wheeler (1957) analisaram a estabilidade dessa solu¢do sob pequenas perturba-
coes, mostrando que o problema pode ser simplificado para uma equagao de onda unidimen-
sional com um potencial de barreira efetivo — o potencial de Regge-Wheeler. Zerilli (1970)
expandiu o estudo para perturbacdes de paridade polar, encontrando um potencial diferente,
mas matematicamente equivalente ao caso axial. Esses avangos comprovaram que a métrica de
Schwarzschild € estdvel e criaram a estrutura matematica que levou a formulacdo dos modos
quasinormais (KOKKOTAS; SCHMIDT, 1999; NOLLERT, 1999).

No ambito da astronomia de ondas gravitacionais, os modos quasinormais relacionados a
métrica de Schwarzschild sao cruciais, pois caracterizam a fase de relaxacdo de um buraco
negro perturbado ou recém-formado. As frequéncias complexas resultantes dependem exclu-
sivamente da massa do objeto, refor¢cando a ideia universal da "calvicie"dos buracos negros
(BERTI; CARDOSO; STARINETS, 2009). Assim, a métrica de Schwarzschild ndo s6 oferece
um cendrio tedrico simples e acessivel, mas também une diretamente a relatividade geral com

observagdes experimentais recentes, como as detec¢oes do LIGO e Virgo.

2.1.5 Harmonicos Esféricos

Os harmonicos esféricos representam um conjunto ortonormal de fun¢des definidas na su-
perficie de uma esfera unitdria S?, sendo essenciais na andlise de pequenas mudangas em métri-

cas com simetria esférica. Na relatividade geral, eles servem para dividir as alteracdes no tensor
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métrico h,,, em partes que espelham a simetria angular da métrica original, como na solucdo de
Schwarzschild (REGGE; WHEELER, 1957; CHANDRASEKHAR, 1983).
Matematicamente, os harmonicos esféricos Yz, (6, ¢) sdo as fungdes préprias do operador

de Laplace—Beltrami na esfera, cuamprindo a seguinte equacao:

VYm0, 6) = =€l +1)Yin(0,6), (12)
onde V3 € o laplaciano angular (também chamado de Operador de Legendre), sendo definido
1 0 0 1 9?
2= ——— [sinf— — 13
Vo sin 6 06 (sm 30) TS d¢?’ (13)

¢ é o nimero quintico azimutal (um inteiro ndo negativo) e m é o nimero magnético (—¢ <

por:

m < (). Esses harmonicos formam uma base completa para expandir fungdes regulares em S2,

com a seguinte propriedade de ortonormalidade:

/ Vi (0, 6) Y (0, 6) A2 = 611 6 (14)

onde df2 = sin 6, db, do.

A aplicacdo dessa decomposicdo em harmonicos esféricos possibilita que as equacdes de
Einstein linearizadas se dividam em uma parte que depende do tempo e do raio, e outra que é
puramente angular. Cada par de indices (¢, m) representa um modo independente de oscilag@o,
o que simplifica bastante o estudo das perturbacdes gravitacionais (KOKKOTAS; SCHMIDT,
1999; NOLLERT, 1999).

No contexto tensorial, é possivel criar harmonicos vetoriais e tensoriais a partir das deriva-
das covariantes dos harmonicos escalares. Assim, as partes do tensor de perturbagdo h,, sdo
separadas em combinagdes de Yy, V.Y, € VoV Yy, permitindo classificar as perturbagdes
conforme sua transformacgdo sob rotagdes e paridade (THORNE, 1980; MARTEL; POISSON,
2005).

As partes que se transformam como (—1)* sdo consideradas de paridade par (polar), e as
que se transformam como (—1)“"! sdo de paridade impar (axial), refletindo diretamente as
caracteristicas de simetria dos harmoOnicos originais. Essa relacdo harmoniosa entre simetria
esférica, decomposi¢ao angular e propriedades de paridade é o que permite reduzir o problema
tensorial completo a um conjunto de equagdes escalares independentes, como as equacdes de
Regge—Wheeler e Zerilli (REGGE; WHEELER, 1957; ZERILLI, 1970).

Em resumo, os harmonicos esféricos sdo a ferramenta matemadtica que converte a simetria
esférica da métrica de Schwarzschild em termos analiticos e computacionais, permitindo isolar
os graus de liberdade fisicos importantes das perturbagcdes gravitacionais e servindo de base

para a teoria dos modos quasinormais.
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2.1.6 Ondas Gravitacionais e Perturbacoes Tensoriais

Na formulacao da relatividade geral, as ondas gravitacionais sio perturbacdes dinamicas da
métrica do espaco-tempo que se propagam a velocidade da luz. Elas correspondem as solucdes
ondulatérias das equacdes de Einstein linearizadas em torno de uma métrica de fundo, e repre-
sentam a manifestacao fisica da radiacdo do campo gravitacional (EINSTEIN, 1916; MISNER;
THORNE; WHEELER, 1973; WALD, 1984).

Em um espaco-tempo levemente perturbado, escreve-se a métrica como

9 = g'L(LOV) + huw (15)

onde gff)y) ¢ a métrica de fundo e h,,, € uma perturbagio pequena (|h| < 1). A inser¢do dessa

expressdo nas equacdes de Einstein e a linearizagdo em h,,, resultam em

0Gy = 87 6T, (16)

que, no vécuo (7),, = 0), conduz a

6G,,, = 0. (17)

No caso particular do espaco-tempo plano de Minkowski, e adotando o calibre de Donder

V“}_llw (com Bm/ - %nm,h), a equacdo de campo linearizada reduz-se a equagdo de onda

Ohy, = 0, (18)

cuja solugdo corresponde a propagacdo de ondas planas que transportam energia € momento
através do espago-tempo (WALD, 1984; SCHUTZ, 2009).

Essas perturbagdes sdo de natureza tensorial, pois o campo h,, possui dois graus de li-
berdade fisicos, correspondendo as duas polariza¢des da onda gravitacional — normalmente

designadas por h; e hy. Em uma base ortonormal, o campo tensorial pode ser representado

como
hy hy 0
hij(t,2) = | hy —hy 00, (19)
0 0 0

mostrando que as ondas gravitacionais sdo transversais e sem trago (hi = 0), propriedades
que resultam diretamente das condi¢des de calibre impostas ao tensor perturbativo (CHRISTO-
DOULOU; KLUGE, 1991; MAGGIO; CARDOSO, 2020).

Em geometrias curvadas, como a de Schwarzschild, as ondas gravitacionais ndo sao mais
ondas planas, mas se manifestam como perturbagcdes tensorais da métrica que obedecem as
equagdes de onda efetivas no espaco-tempo curvo. As componentes angulares do tensor podem

ser decompostas em harmdnicos tensoriais definidos sobre a 2-esfera:
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hap =72 B (t,0) VA + HY () VY + 5D () ViR e

onde YIL&SB), ij? e Y/g) sdo, respectivamente, os harmonicos tensoriais escalares, vetoriais e
puros tensoriais construidos a partir dos harmonicos esféricos Yy, e suas derivadas covariantes
(THORNE, 1980; MARTEL; POISSON, 2005).

Os modos polares (ou paridade par) s@o associados aos harmonicos tensoriais derivados
de Yy, e suas derivadas simétricas V4V pYy,,,, enquanto os modos axiais (ou paridade impar)
associam-se aos harmdnicos construidos com o tensor de Levi-Civita da 2-esfera, ez VY, .
Cada conjunto de modos define uma equagao diferencial independente, com potenciais efetivos
distintos — o potencial de Regge—Wheeler para os modos axiais e o potencial de Zerilli para os
modos polares (REGGE; WHEELER, 1957; ZERILLI, 1970; CHANDRASEKHAR, 1983).

Essas solucdes representam ondas gravitacionais curvas, que descrevem as oscilagdes do
espaco-tempo de um buraco negro apds uma perturbacdo. Quando sujeitas as condicdes de
contorno fisicas (ondas puramente entrantes no horizonte e puramente saintes no infinito), tais
solucdes admitem frequéncias complexas — os modos quasinormais (QNMs) — que carac-
terizam a emissdo gravitacional durante a fase de relaxacdo (KOKKOTAS; SCHMIDT, 1999;
NOLLERT, 1999; BERTI; CARDOSO; STARINETS, 2009).

Em resumo, as ondas gravitacionais constituem as manifestagdes fisicas das perturbacdes
tensoriais da métrica. No formalismo de decomposi¢c@o harmonica, elas correspondem aos graus
de liberdade tensoriais associados aos harmonicos , e sua anélise permite conectar diretamente
a teoria das perturbacdes de Einstein com as observagdes experimentais da astronomia de ondas

gravitacionais.

2.1.7 Os Simbolos de Christoffel

Os simbolos de Christoffel, também conhecidos como coeficientes de conexdo da Levi-
Civita, desempenham papel central na formulagao da relatividade geral, pois sdo responsaveis
por descrever como o0s vetores se transportam paralelamente e como o espago-tempo se curva na
presenca de massa e energia. Em esséncia, esses simbolos codificam as propriedades diferenci-
ais da métrica e aparecem naturalmente nas expressoes para derivadas covariantes e geodésicas
(EINSTEIN, 1916; MISNER; THORNE; WHEELER, 1973; WALD, 1984).

Em um espago-tempo munido de uma métrica g,,,, , os simbolos de Christoffel de segunda

espécie sao definidos por

N ox? oxH 0x°

D)
Esses coeficientes nao constituem um tensor, pois nao se transformam covariantemente sob

FA _ lg)\a (agau agazx _ aguu) . (21)

mudangas de coordenadas, mas combinam-se de modo a garantir que a derivada covariante de

tensores seja bem definida. A derivada covariante de um vetor VV# , por exemplo, é dada por
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oVH
oz

enquanto para um vetor covariante V,,, a expressao torna-se

V,VH = +TH VO, (22)

oV,
VW= 5t =TV (23)

Essas defini¢Oes asseguram que a derivada covariante da métrica seja nula, condi¢ao conhe-

cida como compatibilidade métrica,

v)\g/.Ll/ - 07 (24)

a qual caracteriza a conexdo de Levi-Civita — tnica conexdo sem tor¢ao (I‘fw = 0) compativel
com a métrica (WALD, 1984; SCHUTZ, 2009).

Fisicamente, os simbolos de Christoffel aparecem nas equagdes das geodésicas, que descre-
vem o movimento de particulas livres sob a acdo apenas da gravidade. A equacdo geodésica é

escrita como

d?a? \ dzt dx”
dr? Wdr dr

mostrando que os coeficientes Ffw atuam como “forgas inerciais” decorrentes da curvatura do

=0, (25)

espaco-tempo.

No caso particular da métrica de Schwarzschild, dada por

oM M\
09— (1 . 7) a2+ (1 - 7) dr? 42 (d6 + s 0de?),  (26)

os simbolos de Christoffel ndo nulos assumem formas especificas, derivadas das derivadas par-
ciais da métrica. Por exemplo, os mais relevantes sao
M M(r—2M) M

Fttr = i o) I, = ) ., =-

r(r—2M)’ r3 " r(r—2M)’

[y =—(r—2M), TI7,,=—(r—2M)sin’0, T%,=T% =127

Essas quantidades descrevem como as coordenadas variam localmente no espaco-tempo
curvo e sdo essenciais para o cdlculo da curvatura via o tensor de Riemann R7 . que depende
explicitamente das derivadas e produtos dos simbolos de Christoffel.

Na formulagdo das perturbacdes métricas, a variacdo dos simbolos de Christoffel devida a

uma perturbag@o h,,,, € expressa como

1
5P)\ul/ - §g>\a (v#hou + vl/hff,u - Vghl“/> ’ (28)

0 que permite linearizar o tensor de Riemann e, consequentemente, o tensor de Einstein em
termos de (CHANDRASEKHAR, 1983; KOKKOTAS; SCHMIDT, 1999). Essa linearizagdo é
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o ponto de partida para a formulagcdo das equacdes das ondas gravitacionais e para o estudo dos
modos quasinormais em buracos negros.

Em sintese, os simbolos de Christoffel representam a ponte entre a geometria diferencial e a
dindmica gravitacional. Eles atuam como fatores de correc@o da curvatura do espago-tempo e,
ao mesmo tempo, traduzem a estrutura local da métrica em equacdes diferenciais que governam

o movimento de particulas, a propagacdo de campos e as perturbagdes gravitacionais.

2.1.8 Tensor de Ricci e Riemann

Os tensores de Ricci e de Riemann sdo os objetos matematicos centrais na formulacdo ge-
ométrica da relatividade geral, pois codificam a curvatura intrinseca do espago-tempo e descre-
vem como a gravidade se manifesta geometricamente.O tensor de Riemann, denotado R/, ,
mede a ndo comutatividade da derivada covariante e, portanto, expressa o quanto o transporte
paralelo de um vetor em torno de um pequeno laco fechado depende do caminho percorrido.

Ele ¢ definido por meio da conexdo de Levi-Civita I'/,, como

Rpo/u/ = aurpau - aurpau + Fp)\uFAO'V - Fp)xl/r)\au- (29)

Esse tensor possui as simetrias

Rpcr,uu = _Ro'p,uu = _Rpal//u Rpa,ul/ = R,uupay (30)

A partir do tensor de Riemann obtém-se o tensor de Ricci, 12, por contracdo:

Ry = R . 31)

Enquanto o tensor de Riemann possui, em quatro dimensdes, vinte componentes indepen-
dentes, o tensor de Ricci reduz-se a dez. Fisicamente, 17, mede a curvatura média do espago-

tempo e aparece diretamente nas equagdes de campo de Einstein,

Ry — 19w R =8aT,, (32)

em que € o escalar de Ricci e € o tensor energia-momento da matéria. O lado esquerdo da
equacgdo descreve a geometria — ou a curvatura causada pela gravidade — enquanto o lado
direito representa o conteido material e energético. Essa relacao, estabelecida por EINSTEIN
(1915), € o nicleo conceitual da relatividade geral: “a matéria diz ao espago-tempo como se
curvar, € o espago-tempo diz a matéria como se mover’ (MISNER, THORNE and WHEELER,
1973).

O tensor de Ricci desempenha papel especial porque, em muitos contextos fisicos, como
no vacuo gravitacional (7},, = 0), ele se anula, R, = 0, reduzindo as equagdes de campo a
condicdes puramente geométricas. Ja o tensor completo de Riemann permite distinguir aspectos

da curvatura ndo capturados pelo Ricci, especialmente através de sua parte livre de trago, o
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tensor de Weyl C?,,,, responsavel por efeitos como o cisalhamento e a propaga¢do de ondas
gravitacionais em regidoes sem matéria (CHANDRASEKHAR, 1983).

2.1.9 Modos quasinormais

Os modos quasinormais (QNM ou QNM) sdao modos de dissipacdo de energia de um ob-
jeto ou campo perturbado, caracterizando perturbacdes que decaem no tempo. Diferentemente
dos modos normais ideais, onde a oscila¢ao persiste indefinidamente, nos modos quasinormais
a amplitude da oscilagdo decai exponencialmente, sendo esse decaimento descrito por uma
frequéncia complexa. A parte real desta frequéncia corresponde a frequéncia de oscilacdo, en-
quanto a parte imagindria estd associada a taxa de decaimento temporal dessa oscilagdo. Um
exemplo intuitivo cldssico para entender os modos quasinormais é a vibracdo de um copo de
vidro apds ser levemente batido; a vibragdo que se observa ndo persiste para sempre, mas decai
com o tempo, 0 que caracteriza um modo quasinormal. Matematicamente, o comportamento da

amplitude 1 (t) pode ser aproximado por

Y(t) ~ et cosw't, (33)

z

onde w’ é a frequéncia real e w” é a frequéncia imagindria ligada ao decaimento temporal .Na
fisica tedrica, especialmente no contexto da relatividade geral, modos quasinormais aparecem
como solucdes das equagdes diferenciais linearizadas que descrevem perturbacdes em buracos
negros. Essas oscilagdes representam o chamado "ringdown", ou seja, a diminui¢do exponen-
cial da assimetria do buraco negro conforme ele evolui para um estado de equilibrio esférico
perfeito. A frequéncia quasinormal € um nimero complexo que encapsula duas informacdes
distintas: a parte real expressa a frequéncia natural da oscilag@o e a parte imagindria captura a
taxa de amortecimento exponencial da amplitude dessa oscilacdo no tempo (NOLLERT, 1999;
KOKKOTAS; SCHMIDT, 1999). Com isso, matematicamente, os QNM sao solucdes das equa-
coes de perturbacao lineares (como as equagdes de REGGE-WHEELER e ZERILLI, no caso
do buraco negro de Schwarzschild) que satisfazem condi¢des de contorno especificas: as ondas
devem ser puramente de saida no infinito e puramente de entrada no horizonte de eventos. Essas
condicdes refletem o fato de que o sistema ndo € conservativo — energia pode escapar para o
infinito ou ser absorvida pelo horizonte —, o que leva a um espectro de frequéncias complexas
. A parte real determina a frequéncia de oscilacio, enquanto a parte imagindria indica o decai-
mento exponencial no tempo, , associado a dissipag¢do por emissao de radiacdo gravitacional
(CHANDRASEKHAR & DETWEILER, 1975; LEAVER, 1985).

Fisicamente, o comportamento temporal de uma perturbacdo gravitacional pode ser divi-
dido em trés fases: (i) um regime transitorio inicial, dependente das condi¢des especificas da
perturbacdo; (ii) a fase intermedidria, dominada pelos modos quasinormais, na qual o sinal é
descrito por uma soma de termos do tipo ; e (iii) um regime tardio de tail decay, em que o campo
cai com uma lei de poténcia (PRICE, 1972; NOLLERT, 1999). E na fase intermedidria que se
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manifesta o espectro discreto dos QNM, que depende apenas dos pardmetros do buraco negro
— massa , momento angular e, eventualmente, carga —, o que confere a esses modos o papel
de “impressao digital” do espaco-tempo (BERTI, CARDOSO & STARINETS, 2009).

A importancia astrofisica dos modos quasinormais se tornou ainda mais evidente apds as
detecgoes diretas de ondas gravitacionais pelos detectores LIGO e VIRGO, em que o ringdown
final dos sinais observados foi consistentemente descrito por frequéncias quasinormais de bura-
cos negros de Kerr (ABBOTT et al., 2016). A concordancia entre as frequéncias observadas e
as previstas pela relatividade geral constitui um dos testes mais diretos do teorema da calvicie
(no-hair theorem), segundo o qual um buraco negro astrofisico é completamente determinado
apenas por sua massa e momento angular. Desvios observacionais nas frequéncias ou nos tem-
pos de amortecimento poderiam sinalizar a presenca de novos campos, dimensdes extras ou
modificacdes da gravidade (CARDOSO & PANI, 2019).

2.1.10 Equacoes mestres - Regge-Wheeler e Zerilli

As equagdes mestres de perturbacdo axial e polar representam um dos resultados mais ele-
gantes e fundamentais da teoria das perturbacdes lineares de buracos negros. Elas descrevem a
dinamica das oscilacdes lineares do espaco-tempo ao redor da métrica de Schwarzschild e sdao
a base para o estudo dos modos quasinormais (quasinormal modes, QNM).

A formulacao original dessas equacdes foi desenvolvida por REGGE & WHEELER (1957)
para perturbacdes axiais (ou impares, de paridade negativa) e posteriormente generalizada por
ZERILLI (1970) para perturbacdes polares (ou pares, de paridade positiva). Ambas as clas-
ses de perturbacdes decorrem de uma decomposi¢do tensorial harmonica da métrica perturbada
em modos angulares, segundo sua transformacio sob inversdo de paridade. Embora as duas
equagdes possuam potenciais diferentes, ambas assumem a forma de uma equacdo de onda
unidimensional para uma funcao mestre que codifica toda a informacao fisica relevante da per-
turbacao.

No caso axial, considera-se a métrica de Schwarzschild perturbada por termos antissimétri-
cos nas componentes angulares. A linearizacdo das equacdes de Einstein em torno dessa mé-

trica, seguida da eliminagdo das varidveis redundantes, conduz a equagdo de Regge—Wheeler,

0?Q(t, x) B 0?Q(t, )

o St Vaw(n)Qlt ) = 0, (34)
onde Q,(t,7.) é a funcdo mestre axial, e = é a coordenada tortoise definida por
dr, oM\~
™ (1 = —) . (35)
dr r

O potencial efetivo de Regge—Wheeler é dado por

(36)

Vo) = (1 - 2M) {é(@rl) 6M] |

r r? r3
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onde ¢ > 2 é o nimero quantico angular da perturbacdo. Esse potencial apresenta uma barreira

centrada em torno de » ~ 3M, regido onde a curvatura é mais intensa e de onde se originam

_ 2

. ) garante que, nas fronteiras, a equagao

os modos quasinormais dominantes. O termo (1
se comporte como uma onda livre — condi¢do essencial para impor os contornos fisicos de
ondas entrantes no horizonte e saintes no infinito (REGGE & WHEELER, 1957; CHANDRA-
SEKHAR, 1983).

Ja as perturbacdes polares correspondem aos modos de paridade positiva, associados a de-
formagdes simétricas do espaco-tempo. ZERILLI (1970) mostrou que, apds a linearizacdo e
combinacdo adequada das componentes da métrica perturbada, € possivel reduzir o sistema a

uma unica equagdo de onda para a fun¢do mestre polar Z,(t, x):

0z,  0*Zy

2 o + Vz(r)Z, =0, (37)

com o potencial de Zerilli

Vo(r) = (1 B QM) [72M3 12M BM) N (C+1)0(l+2)(+1)

SN2 32 (€= 1€ +2) <1 o 2\ ’
(38)

Apesar de sua aparéncia mais complexa, o potencial V() é positivo e tem estrutura seme-

r

lhante a de Regge—Wheeler, apresentando o mesmo tipo de barreira em torno de r ~ 3M.

Um dos resultados mais notdveis, demonstrado posteriormente por CHANDRASEKHAR
(1975, 1983), € que as duas equacdes — Regge—Wheeler e Zerilli — sdo isoespectrais: possuem
o mesmo espectro de frequéncias quasinormais. Isso significa que as perturbacdes axiais e
polares de um buraco negro de Schwarzschild oscilam e decaem com as mesmas frequéncias
complexas, ainda que sejam descritas por potenciais diferentes.

Fisicamente, as funcdes (), e Z, representam diferentes combinac¢des das componentes da
métrica perturbada, mas ambas descrevem a mesma radiagao gravitacional de spin 2 propagando-
se no fundo de Schwarzschild. A estrutura de barreira dos potenciais efetivos confina parcial-
mente as ondas, levando ao fendmeno de ressondncia que gera os modos quasinormais obser-
vados nas simulagdes e nas detec¢Oes reais de ondas gravitacionais (NOLLERT, 1999; BERTI,
CARDOSO & STARINETS, 2009).

Em termos geométricos, essas equacdes equivalem a propagacdo de um campo tensorial
massless de spin 2 em um potencial curvo, de modo andlogo a equagdo de Schrodinger para um
campo escalar com potencial efetivo dependente de . Esse formalismo unifica as perturbacdes
gravitacionais em um problema espectral bem definido, cuja solu¢do fornece os autovalores

complexos w,, correspondentes as oscilacdes amortecidas do buraco negro.
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2.1.11 Modos Quasinormail na Formulacao de Laplace

A anélise de pertubacdes lineares na métrica de Schwarzchild, conforme desenvolvida atra-
vés das equacdes de Regge-Wheeler e Zerilli, depara-se com uma limitacao fundamental quando
abordada sob o ponto de vista cldssico de Sturm-Liouville: a completude do espectro. Como os
potenciais barreira decaem assintoticamente nas fronteiras (r — +00), o operador associado
possui cardter estritamente continuo, impedindo que a evolug@o temporal seja representada de
forma direta como uma combinacao linear simples de autofungdes discretas.Para contornar esse
impecilho matemaético e formalizar o surgimento dos modos quasinormais (MQN) observados
no decaimento intermedidrio do sinal perturbativo, introduz-se a transformada de Laplace. De-

finimos a transformada de Laplace de uma fungdo temporal (¢, z) como:

Q(s,x):/o Q(t, z)e *dt, (39)

onde a varidvel complexa s possui parte real estritamente positiva (Re(s) > 0) para garantir a
convergéncia da integralizacdo. Aplicando este formalismo a equacao de onda unidimensional,
a derivada temporal 9?Q(¢, z) introduz os termos de dados iniciais de Cauchy, resultando na

equacdo diferencial ordindria ndo-homogénea para a amplitude espacial:

— _P2Q - V(2)Q = —I(s,x). (40)

A funcdo fonte /(s,x) acopla diretamente os perfis da pertubacdo inicial e sua derivada no
instante ¢ = 0, sendo expressa por [(s,z) = sQ(0,z) + 0;Q(0, z).

2.1.12 A Funciao de Green e o Espectro de Frequéncias

A solucgdo geral da equagdo nao-homogénea pode ser elegantemente estruturada através do
método da Fung¢do de Green, G(s, x, xg). Construimos o propagador a partir de duas solugdes
linearmente independentes, f_(s,z) e f(s,x), da equagdo homogénea associada:

d*f

%5—[2+Vuﬂf:0. (41)

As condicdes fisicas de contorno exigem que a pertubacdo permaneca limitada em todo o do-
minio do espaco-tempo. No semiplano de convergéncia Re(s) > 0, identificamos que f_(s, x)
assume comportamento assintético regular no horizonte de eventos (z — —o0), enquanto

f4+ (s, x) decai e permanece limitada no infinito espacial (x — +00) :

f-(s,x) ~ e’ as x — —o0, (42)

ST

fi(s,x) ~e™™® as x — +o0. (43)
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A solugdo fisica no dominio de Laplace toma a forma integral:

Qs.0) = [ Glovan)(5.0) @)
Onde a Fungio de Green é modulada inversamente pelo Wronskiano 1 (s) das solugdes inde-

pendentes:

G(S,x,l‘o) = f_(S,[E<)f+(S,QS>). (45)

1
W (s)
Definindo-se as coordenadas ordenadas z— = min(z, xy) e x~ = max(z, z). O Wronskiano,
dado por W (s) = f_f\. — f’ f;, ¢ uma quantidade conservada em relagdo a r e suas raizes no

plano complexo determinam os polos da Func¢do de Green.

2.1.12.1 O Contorno de Inversdo e a Expansao de Modos

Para recuperarmos a dindmica temporal da pertubagio Q)(¢, x), realiza-se a integral de in-

versdo de Laplace ao longo do contorno de Bromwich no plano complexo s:
1 c+1i00 . .
tr)=— *ds. 46
Q)= ;- /  QUaagetds (46)

Como a Fungdo de Green possui extensdo analitica para o semiplano esquerdo (Re(s) < 0), o
teorema dos residuos de Cauchy permite deformar o contorno de integracao cldssico ao redor

dos polos isolados gerados pelo anulamento do Wronskiano (W (s,) = 0).
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Im(s)

Re(s)

Figura 1 — Deformacgdo do contorno de Bromwich I' no plano complexo s para a inversdao da
transformada de Laplace. Os marcadores x indicam a distribui¢io dos polos isolados
54 associados as frequéncias quasinormais, enquanto a regido hachurada sobre o eixo
real representa o corte de ramificacio (branch cut) responséavel pelo surgimento da
cauda de lei de poténcia em tempos tardios.

Ao realizarmos a substitui¢do formal s = iw, as frequéncias complexas dos polos coincidem
exatamente com as frequéncias quasinormais w, obtidas no calculo de Fourier. Avaliando os
residuos associados a estes polos singulares, a evolucdo temporal da pertubagdo axial na regido

intermedidria pode ser expandida na forma de somatério:

Qt,x) = cofy()e™ + Lu(t,x). (47)

q

O termo I.,(t, z) representa a contribuicdo da integral do corte de ramificagdo (branch cut) ao
longo do eixo imagindrio, originada pelo comportamento assintético de longo alcance do poten-
cial barreira. Esta componente remanescente € responsavel pelo surgimento da cauda de lei de
poténcia (power-law tail) observada em tempos tardios da evolucdo da pertubacido no espago-
tempo de Schwarzchild.Desta forma, os coeficientes de excita¢do ¢, quantificam diretamente o
quao fortemente um determinado modo quasinormal € ativado pelos dados iniciais de Cauchy,
consolidando a formulacdo de Laplace como o arcabougo matemético rigoroso para o estudo

do amortecimento e estabilidade de objetos compactos.
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2.1.13 Integracao Temporal Direta

Diferente dos métodos de dominio de frequéncia, a integracdo direta de Cauchy permite
visualizar a evolucdo dindmica completa da pertubacio axial ou polar. Utilizando a parametri-
zacdo por coordenadas de cone de luz ou a discretizagdo por diferencas finitas em uma malha
bidimensional espacial-temporal (¢, z), a equag@o hiperbdlica:

02 02
(_@ + @) Qt,z) =V (x)Q(t, z), (48)

¢ integrada numericamente a partir de um pacote de ondas gaussiano inicial (VISHVESHWARA,
1970).
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Figura 2 — Evolugdo temporal de uma pertubagdo axial no espaco-tempo de Schwarzchild ob-
tida por integracdo numérica direta. O perfil destaca a resposta transiente inicial, o

regime intermedidrio de amortecimento quasinormal e a cauda de lei de poténcia em
tempos tardios.

O perfil temporal resultante expde com clareza as trés fases da pertubacao: o estalo inicial
dependente da fonte, seguido pelo decaimento exponencial dos modos quasinormais induzidos
pela barreira e, finalmente, a cauda de lei de poténcia descrita por Price (1972). Extraindo a

transformada de Fourier da regido intermedidria do sinal, isolam-se os valores das frequéncias
estdveis do objeto compacto.
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2.2 METODOLOGIA

2.2.1 Calculo dos Simbolos de Christoffel

Inicialmente, foram calculados todos os sessenta e quatro simbolos de Christoffel e sepa-
rados em nulos e ndo nulos. Esse procedimento foi realizado para facilitar e tornar prético
calculos subsequentes.

Sendo o calculo dos simbolos definidos pela formulacdo como sendo:

1 Yo o o )
F;\w = §9A (a,ugucr + OuGue — ﬁog,w) . (49)

Aplicando a métrica de fundo, no caso Schwazrchild em sua forma com indices inferiores e

2M oM\ !
G = [(1--),(1——) ,r2,r281n26], (50)
T r
oM\ oMY\ 1 1
=1 - =— 1-— ), 5 — 51
J [( r ) ’( r )77’2’T281H29]’ ©1)

onde §,,, e g" estdo representando apenas as suas respectivas diagonais.

inferiores

Com isso temos oque precisamos para iniciar os cdlculos. Utilizaremos apenas as coorde-

nadas de o = ), pois todos os valores de o # \ s@o zeros

2.2.1.1 Calculando I,

1, . , .
I = §9tt (Oegut + Orgue — Orgur) - (52)
1, .
Ti = 50" (0edu) - (53)
Sendo ¢ = (1 — %)71 e g = (1 —2), temos
1 oM\ ! 2M
It == (1 - —) ) (1 - —) . (54)
2 T r

Como 0, ( — %) =0, jaque (1 — %) independe de ¢, logo
Iy, =0. (35)

2.2.1.2 Calculando I'%,

1, o o o
I}, = 59” (0tgrt + 0r G — Orur) - (56)



Como as componente gy, € g,; a0 nulas,

1, \
Fir = §gtt (argtt) .

Sendo ' = ( — %)71 € gy = (1 — %), temos

Como 0, (1 — %) = 27,—]\24 logo

2.2.1.3 Calculando I'},

1 ory o o o
I = =3" (0:Grt + OrGtr — OrGut) -

2

Como as componente g,; € ;- sa0 nulas,

T .
Iy = §gtt (_argtt) .

Sendo ¢ = — (1 — w)f1 e gn = (1 — 2, temos

T T

Como 0, (1 — %) = i—% logo

T T
2MN\ M
e (120
:

2M

. 1 2M

36

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)
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2.2.1.4 Calculando F‘Z) s

1, ) . .
rf, = 5999 (0906 + 0pGs0 — Ondes) - (68)

Como as componente gy, € Ggp 30 nulas,

1, .
szb = 5909 (—00900) - (69)

Sendo §” = (%) e §py = 7% sin” 6, temos

1/1
0 .
Loy = 3 (7‘_2) (—89 (T2 sin? 0)) . (70)
Como 9y (r?sin®#) = r?sin 20 = 2r* sin 6 cos 6, logo
9 L1 2
Loy = A=) 2r<sinf cosd, (71)
FG—LQQ'Q 0 (72)
oo = | 5,2 ) 27 sinbcosd,
I, = sinf coso. (73)

2.2.1.5 Os outros simbolos

O restante dos simbolos estdo dispostos na seguinte Tabela 1, e seus respectivos calculos

podem ser encontrados no Apéndice - Célculo dos simbolos de Christoffel.

Simbolos nulos Simbolos nao nulos
M
I, =0 It,=TL, =0 |I§=0 FZ:FL:W
M

I, =0 [y = 0 4 =T5 =0 |1y = 2 (1 21)
ri, =0 I, =T, =0 Iy, =T) =0 [y = —r (1 —21)
Fid):() FiHZthZO F§¢:Fz5t:0 F;¢:_7’( ;%)Sﬁf@
Tp=Th=0 | Tj=Tu=0 |Tp=T4=0 |If=Tf=-
Iy =T1% =0 oy =T4 =0 rY% =0 FZ¢: —sin91c089
Y =T%=0 Iy, =T =0 I =0 F%:Fir:;
r,=T% =0 |I9,=T%=0 |I}=0 Iy, =19, = cotf
Ffrszt:() ngzrg’tzo Ff}):Fit:O F:r:ﬁ
F?TIO PfGIFzTZO F?GZO
Ff‘@ = FZT =0

Tabela 1 — Simbolos de Christoffel da métrica de Schwarzschild (agrupados por simetria)
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2.2.2 Calculo dos valores de 6/, 0hiedh, e sua combinacao linear

Para definir os valores de dhg, dh, e dhsy precisamos partir da chamada Gauge de Regge-
Wheeler [NOLLERT, 1990]

-1
7= By = 00, 57500 Yim, 50 600 Yo 7

Com isso definimos a variacdo da pertubacio da métrica /1,

P = P+ My + Mo (75)
My = Py = My + Mo (76)
0Py = Ny + M- (77)
Sendo h,,,, a matriz pertubagao,
0 hoSp  hoSe
B — 0 0 MSyp hiSy ' (78)

*

*

haSeo  haSee
* % * haSes

Sendo Sy = _—10¢ng e Sy = sin00yYyy, € 0s * sdo os termos simétricos referentes a h,

sin 6

ou seja, hog = hga, ho1 = hia, h3g = hos, h31 = his € hgs = hoz. A partir desses conceitos,

conseguimos avangar aos calculos de dhg, dhq € dhs.

2.2.2.1 Encontrando dhg

Para encontrarmos dhg, partimos do seguinte par de equagdes

0hto = Mo + Moyt (79)
Shig = Vo — Tgune — Toune + Ving — Tigni — Tigno, (80)
Ohiy = Nep + Nt 81
Ship = Vgne — T — Thyme + Ving — Thyns — Toyns. (82)

Sabemos de i = 0,logo 7; = 0 e como todos os simbolos de Christofell sdo nulos. Com

isso, reduzimos as equagdes anteriores a uma forma mais simples.

Ohug = 1o, (83)
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Definindo 7y € 1,

Agr
o = Goon’ = 1° {— & )a¢}/€m:| : (85)

sin ¢
Ny = §¢>¢>77¢ = A(t,r)r2 sin® 00y Yo, (86)

Assim temos que
A 2

Ohyg = 2 - (&) Y, = O\ —0.Y, 7
o = O {r ( ey 0pYim O\t ) sin96¢ m | (87)
Ohyy = at(A(t,r)T2 sin® 00pYy) = O Nty [r? sin® 005 Vi) (88)

Sabemos, pela forma geral de h,,, que hyy = hoSg € hyy = hoSe,logo, 0l = 0hoSy €

Ohiy = 6hoS4. Como Sy sdo as derivadas dos harmdnicos esféricos Yy,
5h0 - 8tA(t,r)- (89)

2.2.2.2 Encontrando dh;

Partindo do mesmo principio anterior aplicado para dh, agora calculamos dho

Ohyg = 0h1 Sy, (90)

hyy = 6h1 Sy, (91)

Oheo = Ny + Mooy (92)

Ohrg = Mg + Ngir, (93)

Shro = Vot — L1, — Lo,y + Voitg — Lrgng — Tlgna, (94)
Shys = Vo — Ty — Ty + Vi — Tgng — Doy, (95)

Sabemos que n” = 0, logo n,, = 0, entdo podemos escrever que
Ohwg = V119 — Tgto — Tgp1lo, (96)

Shvg = Vg —T2m — T4 1y (97)

Com isso, sabemos que ' =T'?, = % e Fir = Ffd) = % Logo, temos que, para cordenada
Or
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2

Ohro = Opg — o (98)
2
5hr¢9 = 87“779 - ;A(t,r); 99)
2 —7?
57“9 = a7“A(t,r) - ;At,r anﬁyv@m s (100)
e para coordenada r¢
2
Ohyg = O — — M, (10D
2
Ohrg = Opng — ;A(t,r), (102)
2 2.3
Ohrg = | O Nty — ;Am [7" sin 6’8¢ng} ) (103)

Com isso copmparando com 6h,9 = dh15g € Oh,, = 0h1.S, temos que
2
5h1 - arA(w) - ;A(t,r)- (104)

2.2.2.3 Encontrando dhy

Agora, analizando a métrica h,,,, observamos a existéncia de 0254, em trés coordenadas,

uvs
0hgg, dhgy € dhgye. O célculo para as trés coordenadas resutard no mesmo valor trivialmente,

portanto, escolhendo a coordenada 66, temos

0hgg = 0haSpe, (105)
Oheg = Ng.0 + Nesp, (106)
Ohog = 2[0gts — Lgge] , com  Tgy =0, (107)
Oheg = 20gme, (108)
5 Y
hgg = —2 ——0,Y, 10
06 (t,r) Lin@ b fm:| : (109)
escolhendo a coordenada #¢, temos
dhoy = 6haSpe, (110)

5h9¢ = To;o + N0, (1 1 1)
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Shey = Ogmo — Ty — Thume + Oams — Togme — Togms, (112)

com ', =T%, =0 eF& =T = cotf

dhgy = Ogne — cot Ong + Oyny — cot Ong, (113)

cot Or? cot Or?
5h0d) = _A(t,r) |: <ind a¢}/€m:| —A(tﬂ,) [ 0 8¢ng} s (114)
dhoy = =20 [COt o a¢}/€m:| : (115)

Comparando com dhg, = 0h2S5p4, temos que
Ohy = =2\ . (116)

2.2.2.4 Definindo a combinag¢do invariante de dhg, 0hy € dhs

Segundo o artigo [NOLLART - 1990], apresenta seguinte equagdo para determinar uma
combinagdo para dhg, dhy € dhs.

1 2h
ki = hy + <h2 — 72) (117)

Precebemos a ausencia de do termo 5y, isso se dd pela sua dependéncia de 9;A; ) que ndo deve
interferir na invariancia espacial. Entdo, como surge a equagdo? Bem, 0,A(,) e Ay,) devem
se anular, logo temos uma forma geral,
ha
/{31 = h1—|—0487~h2+5— (118)
r

Logo,

(5]{31 —5h1+a8 5h2—|—ﬁ% (119)

Como jé calculamos que 6h; = 0, Ay — A (t,;r) € Ohy = —20, A, entdo,

2 2
5k1 = @A(m) — ;A(tﬂ«) — 2048,0A(t7,4) — ;ﬂA(tﬂq), (120)
2 2
0k, = (1 — QQ)aTA(t’T) + (—; — Tﬂ> A(tﬂ.). (121)

Concluimos que para que dk; seja invariante, ele deve ser zero e para que isso seja ver-
dadeiro, 0, A,y € Aq,y devem ser zero e para isso seus respectivos coeficientes (1 — 2a) e
(-2 - ?) devem ser zero. Com isso obtemos que para 9,A,), @ = 1 e para A, f = —

Aplicando « e 3 na forma geral, conseguimos provar a invariancia, chegando a 6k; = 0
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1
ky = hy + -0:hy — @, (122)
2 T
1 oh
Oky = 6hy + 50,0h - 72 (123)
2 2
6k1 = a7'/\(2f,7”) - ;A(t,r) - aTA(t,T) + ;A(t,'l‘)7 (124)
0k, = 0. (125)

2.2.3 Cilculo das Variac¢oes dos Tensores de Ricci 012,

A partir da métrica de pertubac@o h,, vamos calcular a varia¢do dos tensores de Ricci,
0R,,,, dando impotancia ao 0 Ry, que demonstra os passos de célculo e aos d 13 e 0 R3 que sdo

fundamentais para o desnrolar dos proximos passos.

2.2.3.1 Calculando 6 R

0Rno = 0a0TG — 00T, + 0T 2T — 0TI 5 + T0dTo — 0TG5 — Tgs0Thg,  (126)

Ol = %gaﬁ(hm + g = hywis), (127)
ol'G = %gaﬁ(hﬁo;o + hgoo — hoos), (128)
oTS, = %gaﬁ(vohﬁo + Vohgo — Vgheo) com  hg =0, (129)
org, = %gaﬁ@vohm) = ¢*"Vohgso. (130)

Agora vamos calcular as derivadas covariantes. Todas as derivadas covariantes foram feitas

através do cédigo em python listado no apéndice usando a seguinte base de calculo.

Vohgo = Oohpo — I'oghao — I'gohsa- (131)

Para § = (0,1,2 e 3) = a, temos entdo para o valor de § = 0

VQhoo = 80h00 — Fgohoo — F80h007 com Fgo = 0, (132)
STO = 0. (133)

Aplicando na equacdo 119
1
STy = 5g’,OO(O) = 0. (134)
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Parag =1, 2¢e3

doh oh
1 _ n. 2 07¢0 3 12810)
oLy, = 0; oG = 3 sm@a‘ﬁyzm’ oo = T sin Sm98¢ng. (135)
Calculando o termo 9yd1'(,
TG, = 08 + 618, + 612, + 6T3;;  com TG, = 0, (136)
1
Ty, = §gll(aoh11 + 0,hgo — Oshov), (137)
1
oTgy = 5911(6()]111 + O1hig — O1ho1) = 0, (138)
2 L
oL’y = 59 (Oohaa + Oahag — Oahgz)  com  Ophga = 0, (139)
—hy —hg
(5F32 = 29 98¢Y2m — (m8¢yem> =0, (140)
1
5F33 = 5933(80}@33 + Oshsg — 83h03) com Oyhsz =0, (141)
1
oLhs = §§338¢,h0 $in 00, Yy — Opho sin 00, Yz, = 0. (142)

Agora calculamos os termos de conexdo (5F36F§0 oL, FB op Paraa =0, 1, 2 e 3. Como

os simbolos de Christtofel ja foram todos calculados, e analisando a h,,,, temos

s
ST o0 = 0; 601, Lo = 0; 65,5, = 0; 603, T8, =0, (143)

ou seja, o termo 5F35F€0 = (0; Agora vamos para 0 termo 51“8‘01“55 para o = 0 e 1, sendo

5F80F§5 = 0, ja quando a = 2 temos 612, = =129,Y},,. Agora o termo ' op € 0 traco de de

sin 6

conexao,

aﬁ _ Zrﬂ _ (144)

Fg,ﬁ = aaln V _07 g = det(élﬂ’) = _T4 SinQ 0’ (145)
\/—_§ = r?sinb, (146)

Fgﬁ = Ouln(r?sin 0). (147)

Considerando os valores de o« = 0, 1, 2, e 3,temos para a = 0,

Fgﬂ = Opln(r?sinf) = 0, pois existe a independncia de t. (148)



Para oo = 1,
Ffﬁ = O1In(r*sin ),
15 = 0,2In(r) + 0,(sinf) = —
Paraa = 2
Fgﬁ = Ooln(r*sin ),
F’gﬂ = 0p2In(r) + 0p(sinh) = cot 6.
Para o = 3

Fgﬁ = Osln(r*sin ),

Fgﬁ = Os3ln(r’sinf) = 0, pois existe a independncia de ¢.

Com isso, percebe-se que apenas para o = 2 exite contribui¢do, logo,

Ooho cos 6

2sin’ 0

" 12sind
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(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)

Substituindo os termos calculados na equacdo 115, observamos que ela toma a seguinte

forma

§Roo = 001Gy — 6T5T2 5,

e como ja foi constatado que 9,015, = 0T, I"” 5- logo

5R00 = 0

2.2.3.2 Calculando 6 R3

0Ry3 = 0a0Ty — 0101, + 0T 2 Ty — 6T5TY 5 + T70T2 5 — 6T, — 55015,

Vamos calcular cuidadosamente cada termo:
Calculando ATI'(,

1
ol = §9a’8(vlh35 + Vshig — Vghis).

Para o« = 0:
5F?3 = 2 (V hso + Vshio — Vohis),

Vihgo = 0rho — Fi\3h>\0 - Fi\oh&\a

Vshig = a¢h1 — F§\1h)\0 - F:)g\ohlm

(156)

(157)

(158)

(159)

(160)
(161)

(162)



Vohiz = Ohy — Tyihas — [gshaa.
Simplificando:

1 2 i
5F(1]3 = —W (&ho — 8th1 + ;ho) (& t}/gm,

Para o« = 3:

1
603, = =g**(Vihss + Vihiz — Vshiz) = ———5—
13 = 59 (Vihgs + Vahis 3hi3) 272 52§

h )
T3, = 716_“"thm.

Calculo de 0,615
0a0TSy = 0,01, + 0,015,
00T = — (0, + Zouhy ) e
Y113 2f(7“) t 11 ’ 110 Iy

r r?

arérif?) — ar (E) e_th}/Zm _ (arhl . E) G_Wt}/gm.
r

Calculo de —0,01'¢:
—0, (0T + 0T'3),

h )
6T, =0, o003, = —e ™y,
T

h h ,
_87"6F§3 - = <8T L _1) e—zwtnm-

r r2

Ap6s cadlculos detalhados, os termos de conexdo fornecem:

ha

OT% Ty — 6T55T0 5 + Ts0T% 5 — 6T§,TS, — I'550T5, = —SH(E+1) = 2e

Resultado final para d R3

1 2 h —iw
0Ry3 = {m (83h1 — 07 ho + ;@ho) + r_?l[W +1) — 2]] e Y.
Forma final:
1 2 h

2.2.3.3 Calculando Ros3

0Ras = 0,015y — 050TS, + 5rgﬁr§3 - 5rggrﬁﬁ + rgﬁargg - 5rgﬁr§a - rgﬂarga.

O, (r?sin® @) hie 'Y,
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(163)

(164)

(165)

(166)

(167)

(168)

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)

(175)

(176)



Calculo de 0,619
o1,
1 1
6T95 = 5900(/103;2 + hozs — hasyo) = —W&;ho@g}/}gm.
ol
1
6F%3 = 5911(}113;2 + hig,3 — hosa) = 0.
0T,
1
0155 = 5922(h23;2 + hags — has2) = 0.
0T,
5 _ 1 g 1 9
0l = =97 (ha3 + haog — hagz) = ————5-0s(sin” 0)ho0p Yo,
2 2r2sin” 0
Calculando 0,01,
Calculando 013, :
0T35 = 1933(2]133-3 — hss;3) = ;%(Tz sin? 0)h10p Y.
2 ’ ’ 212 sin® 0
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(177)

(178)

(179)

(180)

(181)

(182)

(183)

Ap6s calculos detalhados dos termos de conexdo e usando as propriedades dos harmonicos

esféricos, obtemos:

Operador angular:

sin @

_ e 05
Yim = | cos 00y + sin 00, — Yo

Resultado final para R:

5R23 _ ( 8th0 . f(r)arhl(r‘l‘ 1)) (COSQ@Q —1—5111983 .

2f(r) r

Verificagcdo da consisténcia:

O operador angular pode ser reescrito como:

2

sin sin 0

6

0
cos 00y + sin 005 — — ¢6 =sinf [ L Og(sin 00p) — %8;} Y.
sin

92
¢

Y.

sin 9) o

(184)

(185)

(186)
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E usando a equagdo dos harmonicos esféricos:

1
sin

1
Op(sin 00p) + —5—-05 + L({ + 1) | Yy, = 0. (187)
0 sin® 0

2.2.4 Calculo da Equacao de Regge & Wheeler

Para enfim chegarmos a equacdo de Regge& Wheeler, devemos usar da substituicdo das
equacdes 164 e 176, para ser mais preciso, devemos substituir d Ro3 em 0 R;3 Dessa forma,

partindo de 6 Ry3

1
f(r)

h

2
0Ry3 = (@% — 07, ho + ;&ho) + EW +1)—-2]. (188)

E de 5R23 :

~( Oho  f(r)0iha(r+1)
0Ra3 = <2f(7’) — " ) OYyn. (189)

Sendo O o operador que descreve a parte angular das componentes do tensor de Ricci. Sendo

definido pela combinagdo das derivadas angulares em 6 e ¢:

oYy, = L o t0 0 Y, (190)
m = Gne \agas O ag)
Como 013 = 0 e 0 Ro3 = 0 nas equacdes de perturbagdo, temos:
De 5R23 =0 ( ) ( )
agh() f r ékhl r—+1
_ =0 191
2/0) : | b
1
Otho = 2f2(r)0.hy (1 + ;) . (192)
Agora, sendo a coordenada tortoise definida por:
r dx 1
= 2MIn ( — —1 — = : 193
rer H(ZM )7 dr  f(r) (193)
Definindo @),
1
Qe = —f(r)hn, (194)
hi=—Q (195)
IO

Calculando derivadas:

_o (o =B L T 50, - TG
o =0 (775) = 705+ 70~ Tl (199



48

Como f(r) = (1 —22), temos 0, f(r) = 2}
Qé r 2M Qe
Orhy = 0,Qe — (197)
YT ) rf2(r)’
Substituindo em 6 R13 = 0
1 9 9 2 hq
m (@ hy — 0, ho + ;@ho) + ﬁ[ﬁ(f +1)—2]=0. (198)
Multiplicando por f(7)
2 h
07 hy — 07 ho + ;&ho + f<2 Le(0+1) -2 = 0. (199)
Substituindo h; = f(T,,)Q1
r 2 Qe
o} (WQO — 07 ho + ;@ho + —[ ((+1)—2]=0. (200)
Usando a relacdo de d Ro3 para eliminar h
9 1
atho = 2f (T)arhl 1+-). (201)
r
E mudando para coordenada tortoise (x)
0 = ! 0 (202)
Ap0s substituicdes e simplificagdes, obtemos a equacdo de Regge-Wheeler:
Qe PQu
S~ g+ Vew(r)Qe =0, (203)
2.2.4.1 Potencial de Regge & Wheeler
O potencial de Regge-Wheeler:
(0+1 6M
VRW(T) = f(’l“) |: ( 7‘2 ) — ’[‘3 :| s (204)
onde: 511
r
flr)=1-==, x:r+2M1n<W—1>. (205)

Esta € a equacdo de onda para perturbagdes axiais na métrica de Schwarzschild na forma

padrdo de Regge-Wheeler.
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2.2.5 Calculo da Equacao de Zerilli

Agora para calcular equacdo de Zerilli, devemos trabalhar a parte polar da pertubagio .
Utilizando os mesmos passos, ou seja encontrando d R;3 € d Ro3 € depois substituindo.

A perturbagio h,,, polar

—f(r)Hy(r) Hy(r) 0 0
~1
P mg(m N P AT R e
0 0 0 r2sin? K (r)

0 Ry3 para perturbacgdes polares:

0R13 = 0a0Ty — 10T, + 0T ogT Yy — ST + TY30T %, — 0TS, — T'950T5,.  (207)

Calculo de 0 Rq3

1
ol = §ga’8(vlh3/3 + V3hig — Vghis). (208)

Para perturbagdes polares, hi3 = 0, entdo:

1
0Ty = §QOO(V1h30 + V3hi) =0, (209)
1
T3 = 5911(V1h31 + V3hi1) =0, (210)
1
T3, = 5922(V1h32 + V3hip) =0, (211)
1 1 .
613, = —g**(Vihas + Vshiz) = ———5—-0,(r*K sin® 0)e ™'Y,,. (212)

2
Resultado para 6 Ry3 (polar)

. T
2r2 sin® 6

1 1 1
O0Ri3=-0,K —-K+ —H,=0. (213)
2 T 2r

0 Ro3 para perturbagdes polares:

0Ry3 = 0a0T%y — 0201, + 0T, Ty — 019, + T5,6T%, — 015,15, — T5,6T5,.  (214)

Calculo de 6 Ro3 .
o'y = §9aﬁ(v2h3ﬁ + V3has — Vghas). (215)
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Paraa =0, 1, 2 e 3, obtemos:
I 6Th, = ST2, = La,K, oTS, = L0,k 216
I35 =0, I35 =0, 23—59 ) 23—§¢ : ( )
Resultado para 6 Ry3 (polar)
1 1
0Ro3 = 589K —3 cot 0K = 0. 217)

Das componentes nao nulas do tensor de Einstein perturbado, obtemos:

Da componente (¢, t)

1 2 (0+1 2
Da componente (7, 1)
1 2 (0+1 2
R = O?Hy + ~0,Hy — (£+ )Ho — ~0,K| =0. (219)
2f(r) T 72 r
Da componente (¢, )
. 2 1
5R01 = ww |:8rH1 + —Hl — —(HQ — H2>:| = 0. (220)
r f(r)
Da componente (, )
1 2 (0+1
0R9y = 3 {83K + -0, K — ( :_ )(H2 — K)} =0. (221)
r
Funcao de Zerilli
Definimos a fung¢do de Zerilli Z, como:
2
Zy = K — Hy. 222
Coordenada tortoise:
r dx 1
— 4 2M]1 (--1), @ 223
r=rt "\om dr  f(r) (223)
Equacao de Zerilli:
Ap6s eliminar Hy, Hy, H, e K em favor de Z,, obtemos:
02z, 0*°Z
el L Vy(r)Z = 0. (224)

o2 022
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2.2.5.1 Potencial de Zerilli

2M  12M MY (€= 1)l +2)(0+1
szﬂﬂ7ﬂg—ﬁﬁ@—nw+m<L—r>+< HﬂAX M @s)
onde:
)\—%(6—1)(£+2)—%[€(£+1)—2]. (226)

2.2.6 Comparando os potenciais V() e Vz(z)

ApOs a derivacdo das equagdes de perturbacio axial e polar, nota-se que as dinamicas de
ambas sdo governadas por potenciais distintos: o potencial de Regge-Wheeler, dado pela Eq.
(216), e o potencial de Zerilli, expresso na Eq. (217). Embora possuam estruturas matemdticas
de complexidades diferentes — sendo o potencial de Zerilli consideravelmente mais detalhado
— ambos descrevem a mesma fisica fundamental no contexto de um buraco negro de Schwarzs-
child.

Potencial de Regge& Wheeler

(0+1 6M
Vi) = 1) |45 - 5. 27
Potencial de Zerilli
2M  12M 3M (=1l +2)(0+1
‘@MZﬂﬂTMQ—ﬁvw—nw+m(L-r)+< HﬁAX M. 228

A andlise das equacdes de perturbacdo axial e polar revela que, embora ambas descrevam a
resposta dinAmica de um buraco negro de Schwarzschild, os potenciais que governam estas
oscilagdes possuem naturezas matemadticas distintas. Enquanto o potencial de Regge-Wheeler
(axial) apresenta uma forma analitica mais direta, o potencial de Zerilli (polar) surge de uma al-
gebra consideravelmente mais complexa, envolvendo termos dependentes da coordenada radial
que ndo aparecem no caso axial. A fim de sintetizar as principais divergéncias e semelhangas
estruturais entre os dois casos, a Tabela 1 apresenta um comparativo técnico de suas proprieda-
des fundamentais.

Conforme observado na tabela anterior, a disparidade nas expressdes analiticas sugere, a pri-
meira vista, comportamentos distintos. Contudo, ao realizarmos a amostragem numérica de
ambos os potenciais, as semelhangas fisicas tornam-se evidentes. A Figura 1 ilustra esta compa-
racdo para os primeiros modos multipolares, utilizando a coordenada de tortoise x para mapear

o comportamento desde o horizonte de eventos até o infinito espacial.



52

Tabela 2 — Comparacdo estrutural entre os potenciais de Regge-Wheeler e Zerilli.

Propriedade Potencial de Regge-Wheeler Potencial de Zerilli

Tipo de Perturbacao Axial (fmpar) Polar (Par)

Complexidade Simples/Analitica Elevada/Termos racionais
Localizacao do Pico Proximo ar = 3M Proximo ar = 3M
Comportamento r — oo Decai como 1 /12 Decai como 1/7?
Pardmetros Depende de [ e M Depende de I, M e \(r)
Frequéncias (QNM) Idénticas (Isoespectralidade)  Idénticas (Isoespectralidade)

Regge-Wheeler & Zerilli (Schwarzschild)

1.5
=== RW, L=2
Zerilli, L=2
-== RW, L=3
— Zerilli, L=3
1.0 A
s
o
=
0.5
0.0
-10

x2M

Figura 3 — Potenciais efetivos de Regge—Wheeler e Zerilli para L = 2 e L = 3 em métrica de
Schwarzs- child. Observa-se que ambos 0s potenciais possuem a mesma estrutura,
diferindo apenas por fatores no termo de correcao.

A sobreposicao visual das curvas na Figura 1 ratifica a propriedade de isoespectralidade: o li-
geiro deslocamento e a diferenca na altura dos picos ndo alteram o espectro de frequéncias dos
modos quasinormais. Este fendmeno € uma consequéncia da relacdo de transformacao entre as
fungdes de onda de Regge-Wheeler e Zerilli, garantindo que a assinatura gravitacional (o ring-
down) seja independente da polarizacao da perturbacdo. Esta fundamentagao tedrica € essencial
para os resultados numéricos de evolucio temporal que serdo discutidos na se¢do subsequente.
A Figura 1 ilustra os potenciais efetivos de Regge-Wheeler (linhas tracejadas) e Zerilli (li-
nhas sélidas) para os nimeros harmonicos ¢ = 2 e { = 3, plotados em fun¢do da coordenada

tortoise (). A estrutura caracteristica de uma barreira de potencial é evidente para ambos os
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casos, com o poco maximo localizado logo apds o horizonte de eventos (x = 0). Observa-se
que o potencial de Zerilli apresenta um pico ligeiramente mais alto e deslocado para a direita
em comparac¢ido com o de Regge-Wheeler para o mesmo valor de ¢, uma consequéncia direta da
diferente natureza tensorial das perturbacdes axiais e polares que cada um descreve. Esta bar-
reira é responsdvel pelo confinamento dos modos quasi-normais, que constituem as frequéncias
caracteristicas nas quais um buraco negro oscila quando perturbado, andlogas ao som de um
sino sendo tocado. A dependéncia do potencial com ¢ mostra que modos de maior multipolo
sdo suprimidos mais rapidamente no infinito, como esperado. A isoespectralidade entre os seto-
res par e impar para o buraco negro de Schwarzschild garante que, apesar das formas funcionais
distintas dos potenciais, os modos quasi-normais de ambos os tipos de perturba¢do possuem as

mesmas frequéncias complexas.

2.2.7 Evolucio temporal de Q),(¢, x)

Além da anélise dos potenciais de Regge—Wheeler e Zerilli, foi desenvolvido um segundo
notebook no Wolfram Mathematica para estudar a evolucdo temporal das ondas de Mis-
ner. Esse modelo permite simular numericamente a propagagdo de uma perturbacdo gravitaci-
onal inicial em torno de um buraco negro de Schwarzschild, utilizando o método de diferencas

finitas (FDM — Finite Difference Method) para resolver a equagdo de onda efetiva.

a=1.88, a=30, r*=25, b=3, [=1

2]
1 | |
I nvlvn'u'. 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I L 1 L 1 L | t
HIT 200 400 600 800 1000
-1 _
A
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Figura 4 — Forma de onda de Misner (valor absoluto de ¢(t)) obtida a partir da evolu¢do tempo-
ral da perturbagdo gravitacional em um buraco negro de Schwarzschild. Observa-se
o regime inicial de oscilacdo quasinormal seguido pelo decaimento exponencial e
posterior cauda de poténcia.

|
200 400 600 800 1000

Figura 5 — Forma de onda de Misner ¢ (¢) mostrando a resposta inicial da perturbac@o gravita-
cional. O sinal exibe o pulso primario e as primeiras oscilagdes associadas ao inicio
do regime quasinormal.

Conforme ilustrado pela Figura 2, a evolucao dinamica do sistema é caracterizada por pa-
rametros especificos, onde a = 1.88, a = 30, r* = 25, b = 3 el = 1. O gréfico apresenta a
trajetéria de uma ou mais varidveis do modelo ao longo do tempo, até um instante ¢ = 1000. O
comportamento exibido, com suas oscilacdes e tendéncias, € resultado da interacdo complexa
entre esses parametros no espaco de Misner, capturando a esséncia da dindmica cadtica ou da
relaxacao do sistema sob estudo.

Complementarmente, a Figura 3 expde a precis@o numérica ou o residuo do calculo ao longo
da mesma escala temporal. Plotado em escala logaritmica, o grafico demonstra um decaimento
acentuado e continuo da grandeza representada, possivelmente um erro ou um hamiltoniano,

atingindo valores da ordem de 10, Este decaimento exponencial é um forte indicativo da
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estabilidade e confiabilidade da solu¢dao numérica obtida, mostrando que quaisquer perturba-
coes iniciais ou erros de integracdo sdo rapidamente suprimidos, assegurando a validade dos

resultados apresentados na figura anterior.

2.2.8 Deduciao do Modos Quasinormais no Formalismo Laplaciano

Para compreender a fisica por trds do decaimento quasinormal e a limitacdo do forma-
lismo puramente espectral de Fourier, iniciamos com a equac@o de onda unidimensional nao-

homogénea dependente do tempo, governada por um potencial barreira V' (z):

0* 02

~ 5 + i Vix)| Q(t,z) = 0. (229)

Em problemas de Sturm-Liouville convencionais, o operador espacial possui espectro discreto
completo. No entanto, como V(x) — 0 quando x — oo (no horizonte e no infinito), o
espectro é continuo. Para isolar a contribui¢do discreta transiente, aplicamos a transformada de

Laplace na varidvel temporal ¢:
Qs,z) = / Q(t,x)e " dt (com Re(s) > 0). (230)
0

2.2.8.1 Integracdo por Partes e Dados Iniciais de Cauchy

82Q

Calculando a transformada de Laplace para a segunda derivada temporal 75 por meio de
dupla integracdo por partes:
[e%e] aQQ . a@ o [e%e] aQ
———e Tt dt = | —Ze —Ze Tt dt 231
/0 o2 [6t6 LJ“S/O ot - M (30

A
, o

Considerando que a pertubacao se anula no limite assint6tico temporal superior devido ao fator

e dt = —0,Q(0,2) + s ([Q(t, x)e’“]zo + 5 /OO Qt,z)e ™ dt) : (232)
0

e~*" (Re(s) > 0), obtemos a relagdo fundamental que injeta os dados iniciais na equagéo:

0*Q o A
L {W} = 5*Q(s,x) — sQ(0,x) — 8,Q(0, 7). (233)

Substituindo este resultado de volta na equacdo diferencial de onda, reagrupamos os termos
espaciais no lado esquerdo e isolamos os perfis iniciais no lado direito, definindo a fungdo fonte

inhomogénea (s, x):

dQQ(s, x)

dz?

I(s,x2) = sQ(0,z) + 0:Q(0, z). (235)

—[s* + V(a:)]@(s,x) =—1I(s,x), (234)
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2.2.8.2 Construcado da Fun¢do de Green e o Wronskiano

A solucdo geral da equacio inhomogénea diferencial linear de segunda ordem € obtida via
método da variagdo dos pardmetros (Fungdo de Green). Sejam f_(s, x) e f, (s, z) duas solu¢des
independentes da equacdo homogénea associada:

Ef
— —[s"+V(x)]f=0. (236)

dx?

As solugdes de contorno fisicas para Re(s) > 0 impdem as seguintes formas assintéticas:

f-(s,z) ~¢e* quandox — —oo (regular no horizonte), (237)

ST

fi(s,z) ~e** quandox — +oo (limitada no infinito). (238)

A Funcdo de Green linearmente independente satisfaz a equacao diferencial com uma fonte

delta de Dirac 6(x — x¢):
f_(S,ZL’<)f+(S,I>)
W(s)

Onde x. = min(x, zy), r~ = max(z, xg), e o determinante Wronskiano W (s) é calculado por:

G(s,z,19) =

Wis) = (s ) TS g oy D) 239)

T

Por inspecdo analitica, como a equacgdo diferencial ndo possui termos de primeira derivada

espacial, o teorema de Abel garante que o Wronskiano € uma constante em relacdo a x:

O = [I~ fol! = L+ V@I~ L4 V@I =0 @40)

A amplitude completa no dominio de Laplace é dada pela integral de convolugdo:

Q(s,x) = / G(s,x,x0)I(s, o) dxg
3.1.3 Inversao e Extensdo Analitica (Residuos e Branch Cut)Para retornar ao dominio temporal,

aplica-se a integral de inversdo ao longo do contorno vertical de Bromwich (Re(s) = ¢ > 0):

1 c+i00 R

Qt,x) = —/ Q(s,r)e ds. (241)
2mi c—100

Realizamos o prolongamento analitico de ((s,z) para o semiplano esquerdo (Re(s) <

0). As singularidades do integrando ocorrem exatamente nos pontos s, onde o Wronskiano se

anula:
Wi(sq) =0
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Ao deformar o contorno de integracdo para envolver o semiplano esquerdo, o Teorema dos
Residuos de Cauchy isola essas contribui¢Oes discretas. Fazendo a transicdo fisica para a fre-
quéncia real através da mudanga de coordenadas complexas s = iw, a integral € decomposta

em duas partes:

ZRes[ (84,2 )eSqt] ¥ Lt ). (242)

O somatorio de residuos gera o amortecimento quasinormal puro:

Qowm(t,z) =D cofy(x)e == Zcqfq et (243)

q

Como Re(s,) < 0, a frequéncia complexa possui parte imagindria negativa (w, = wg + iwy,
com w; < 0), resultando fisicamente em uma oscilagdo exponencialmente amortecida. O termo
I.w(t, ) surge devido ao ponto de ramificagdo na origem (s = 0) induzido pelo decaimento

assintotico de longo alcance do potencial (ex.: cauda de Price).

2.2.9 Comprovacao dos valores Analiticos

Para validar a modelagem matematica do espaco-tempo de Schwarzschild e garantir a fi-
delidade do algoritmo computacional desenvolvido, implementou-se um cddigo de evolugdo
temporal no dominio do tempo utilizando a linguagem Python. O objetivo central desta etapa
consistiu em extrair as frequéncias complexas dos modos quasinormais (QNMs) fundamentais.

A dinamica das perturbagdes lineares é governada pela equagdo mestra de Regge-Wheeler,

expressa em termos da coordenada tortoise x como:

P 9*

onde V(x) é o potencial de Regge-Wheeler para o canal gravitacional multipolar L. Como a
coordenada tortoise estende-se assintoticamente de (no horizonte de eventos) a +(no infinito
espacial), estabeleceu-se uma malha numérica truncada no intervalo z[60, 60], com um passo
espacial altamente refinado de dx = 0, 01.

Para o mapeamento numérico inverso da coordenada de Schwarzschild r(x), utilizou-se
o método iterativo de Newton-Raphson acoplado a uma expansao assintética exponencial nas
proximidades do horizonte (z < 15), garantindo a estabilidade do potencial e evitando singula-
ridades logaritmicas.

A evolucao temporal foi estruturada através de um esquema de Diferencas Finitas de 4°
Ordem para a derivada espacial, reduzindo o erro de truncamento da malha para O(dxz*) através

de um stencil de 5 pontos:

PV W0+ 16V, — 30, + 160, — ¥, ,

dx2 "~ 12(dx)? (243)
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O avanco no tempo foi computado com um passo temporal de dt = 0,004, respeitando
estritamente a condicao de estabilidade de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), onde dt < dz. Nas
fronteiras externas da malha, aplicaram-se condi¢cdes de contorno de radiagdo absorventes de

Sommerfeld para simular a perda de energia para o horizonte e para o infinito.

55 #
56 # 4. EVOLUCAO TEMPORAL (STENCIL DE 42 ORDEM DE ALTA FIDELIDADE)
57 #
58 for n_step in range(Nt):

59 signal extracted.append(psi now[obs index])
60

61 # Diferencas finitas de 42 ordem

62 d2psi dx2 = np.zeros(Nx)

63 for i in range(2, Nx - 2):

64 d2psi_dx2[i] = (-psi_now[i+2] + 16.0*psi_now[i+1] - 30.0*psi_now[i] +

65 16.0*psi_now[i-1] - psi_now[i-2]) / (12.0 * dx**2)

66

67 for i in range(2, Nx - 2):

68 psi_next[i] = 2.0 * psi now[i] - psi_old[i] + dt**2 * (d2psi_dx2[i] -

69 V[i] * psi_now[i])
70

71 # Bordas absorventes estdveis

72 psi_next[0] = psi_now[1] + (dt / dx) * (psi_next[1] - psi_now([0])

73 psi_next[1] = psi_now[2] + (dt / dx) * (psi_next[2] - psi_now[1])

74 psi_next[-1] = psi now[-2] + (dt / dx) * (psi_next[-2] - psi_now[-1])
75 psi next[-2] = psi now[-3] + (dt / dx) * (psi_next[-3] - psi_now[-2])
76

77 psi_old = np.copy(psi_now)

78 psi now = np.copy(psi next)

79

Figura 6 — Implementagdo computacional do esquema de diferencas finitas de quarta ordem
para o termo de derivada espacial e evolugdo temporal da fun¢do de onda.

2.2.9.1 Configuracdo da Perturbagdo Inicial e Extragdo do Sinal

A excitagdo dos modos quasinormais foi realizada através da injecdo de uma perturbacao
fisica externa representada por um pulso gaussiano compacto:

202

U(z,t =0) = A-exp (-M) , (246)

com amplitude A = 1,0 e largura = 2, 0. Estrategicamente, o centro do pulso foi posicionado
de forma afastada em xy = 10,0. Essa configuracdo permitiu que a frente de onda viajasse e
colidisse com a barreira de potencial (esfera de fétons em x0) antes de atingir o observador,

purificando o sinal extraido de transientes espurios do impacto inicial.
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40 #
41 # 3. DADOS INICIAIS: PULSO ASSIMETRICO AFASTADO (PURIFICAC]:\O DO RINGING)
42 # ==

43 x0 = -10.0 # MODIFICACAO: 0 pulso nasce afastado da barreira

44 sigma = 2.0

45 A =1.0

46

A7 psi old = A * np.exp(-(x - x0)**2 / (2.0 * sigma**2))

48 # Faz o pulso caminhar nativamente em direcdo a barreira (x positivo)
49 psi_now = A * np.exp(-(x - dt - x0)**¥2 / (2.0 * sigma**2))

50 psi_next = np.zeros(Nx)

51

52 obs_index = np.searchsorted(x, 20.0) # Observador fixado em x = 20

53 signal _extracted = []

Figura 7 — Configuracdo dos dados iniciais do pulso gaussiano assintoticamente afastado da
barreira de potencial e parametrizacdo do observador virtual.

O sinal dindmico do campo perturbativo () foi coletado continuamente por um observador

assintético virtual posicionado em = = 20, 0.

2.3 RESULTADOS

2.3.0.1 Caracteristicas das Formas de Onda Obtidas

As simulag¢des numéricas da evolugdo temporal da fungdo mestra W(¢, z) na coordenada
tortoise para os canais multipolares L. = 2 e L = 3 revelaram o comportamento trifdsico carac-
teristico, amplamente descrito na literatura de perturbacdes de buracos negros. Inicialmente, o
sistema registra um pulso transitorio de alta amplitude, decorrente da passagem da perturbacao
gaussiana inicial injetada em zy = —10,0, cuja forma e duracido dependem diretamente das
condicdes iniciais adotadas. Na sequéncia, estabelece-se a fase de ringdown quasinormal domi-
nante, na qual a dindmica do campo perturbativo é governada por oscilagcdes harmonicamente
amortecidas — um comportamento diretamente associado aos polos da fun¢do de Green retar-
dada no plano complexo da frequéncia. Neste regime, a amplitude decai exponencialmente,
refletindo a perda de energia do sistema por emissdo de radiagdo gravitacional que escapa para
o infinito ou € absorvida pelo horizonte de eventos.

A Figura 4 apresenta a evolugao temporal do valor absoluto da fun¢do de onda em escala lo-
garitmica, evidenciando com clareza as trés fases previstas teoricamente. A regido intermedidria
exibe um decaimento linear no grafico semi-log, consistente com o comportamento exponencial
caracteristico dos modos quasinormais. Este decaimento exponencial perdura até tempos da or-
dem de ¢ ~ 80 (em unidades de 2M), apds o qual a curva se desvia da linearidade e o sistema
transita para o regime de cauda tardia (late-time tail), dominado por um decaimento polinomial
da forma W (t) ~ t~(5+3) para perturbagdes gravitacionais em espagos-tempo assintoticamente

planos.
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Embora ndo tenham sido extraidos numericamente os valores exatos das frequéncias com-
plexas por meio de técnicas de ajuste espectral — procedimento que foge ao escopo desta in-
vestigacdo —, a inspec¢ao qualitativa das formas de onda obtidas revela compatibilidade com os
modos fundamentais esperados para o espago-tempo de Schwarzschild. A frequéncia de oscila-
cdo observada no regime de ringdown e a respectiva taxa de amortecimento exibem a dependén-
cia esperada com o numero multipolar L, sendo notavelmente mais rdpida e mais amortecida
para o canal L = 3 em compara¢do com L = 2, em consonincia com as previsdes da literatura.
Essa consisténcia qualitativa valida a implementacdo numérica do esquema de diferencas finitas
de quarta ordem, bem como o mapeamento estdvel da barreira de Regge-Wheeler por meio do
método iterativo de Newton-Raphson.

Adicionalmente, a andlise detalhada do valor absoluto da forma de onda (Figura 5) sugere a
presenca de modulagdes recorrentes na por¢do final do sinal, posteriores ao regime de ringdown
convencional. Fenomenologicamente, essas estruturas sdo compativeis com a descri¢ao de ecos
gravitacionais — oscilacdes repetidas que emergiriam de reflexdes sucessivas das ondas em
barreiras de potencial modificadas ou em estruturas exdticas proximas ao horizonte, tais como
horizontes "fuzzy"ou membranas de objetos compactos alternativos. Embora a identificacdo
inequivoca desses ecos demande uma andlise espectral refinada e uma malha de alta fidelidade,
a observacdo dessas modula¢des no sinal numérico abre caminho para investigacOes futuras
sobre desvios da relatividade geral cldssica e correcdes quanticas ao horizonte de eventos, es-
pecialmente no contexto da crescente sensibilidade dos detectores de ondas gravitacionais de

proxima geracao.

2.3.1 Ecos gravitacionais

As simulag¢des numéricas da evolugdo temporal da fungdo mestra W(t, z) na coordenada
tortoise revelam um comportamento trifdsico caracteristico e rigorosamente delimitado. Inici-
almente, o sistema registra um pulso transitorio de alta amplitude, decorrente da passagem da
perturbacdo gaussiana inicial injetada em xqg = —10,0. Na sequéncia, estabelece-se a fase de
ringdown quasinormal dominante, caracterizada por oscilagdes harmonicamente amortecidas
pelas frequéncias complexas da torre de polos da Funcdo de Green. Conforme validado ana-
liticamente, esta fase € governada pelo modo fundamental 2Mwp = 0, 7469 para o canal de
quadrupolo (L = 2) e 2Mwpr = 1, 1800 para o canal de octupolo (L = 3). Por fim, apds o
esvanecimento dos modos quasinormais em torno de ¢ ~ 80, emerge o regime da cauda tar-
dia de Price (late-time tail), manifestado como um decaimento por lei de poténcia indiciando o
espalhamento residual do campo no infinito.

Durante a janela de ringdown, o perfil dinAmico exibe os modos quasinormais caracteristicos
como a resposta natural do buraco negro perturbado. A precisdo numérica para capturar esta
transi¢do e isolar os sobretons elevados (n = 1, 2, 3) € matematicamente desafiadora, exigindo
o mapeamento estdvel da barreira de Regge-Wheeler através do método iterativo de Newton-

Raphson e o emprego de um esquema de diferengas finitas de quarta ordem. O refinamento
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rigoroso da malha para passos espaciais de dr = 0,01 e temporais de dt = 0,004 revelou-
se indispensdvel nao apenas para mitigar os erros de truncamento espurios, mas também para
garantir que o ruido numérico de fundo ndo mascarasse a assinatura dos harmonicos de rapido
amortecimento exponencial, permitindo a extracdo do primeiro sobreton (n = 1) com erro
relativo nulo frente a literatura.

A manutencao desse patamar elevado de sensibilidade computacional — com residuos infe-
riores a 1078 nas frentes de onda — constitui um pré-requisito fundamental para a investigacio
de correcdes microscopicas na vizinhanga do horizonte, tais como os chamados ecos gravitaci-
onais. Na fisica de buracos negros, os ecos surgem como modulacdes e oscilagdes recorrentes
observadas no valor absoluto da forma de onda apds o término do regime de ringdown con-
vencional. Fenomenologicamente, essas estruturas indicam a presenga de reflexdes sucessivas
sofridas pelas ondas gravitacionais ao colidirem contra barreiras de potencial modificadas ou
membranas materiais associadas a objetos compactos exoticos (como gravastars ou buracos
negros com correcdes de gravidade quantica) que substituem o horizonte de eventos cldssico
idealizado de Schwarzschild.

A identificacdo precisa desses ecos demanda uma andlise espectral refinada e uma malha de
alta fidelidade como a desenvolvida nesta metodologia, uma vez que desvios numéricos infini-
tesimais ou instabilidades de contorno nas bordas absorventes de Sommerfeld poderiam emular
falsos sinais fisicos. No contexto das descobertas experimentais aceleradas na astronomia de
ondas gravitacionais pelas colaboracgdes internacionais, explorar a evolucao temporal completa
da func¢@o mestra V(¢, x) qualifica-se como uma ferramenta de primeira grandeza. Ela possibi-
lita diferenciar assinaturas espurias de ruido de fundo de efeitos fisicos genuinos em regime de
gravidade forte, pavimentando o caminho para o teste de teorias além da Relatividade Geral e

para a compreensdo profunda da termodinamica de horizontes quanticos.
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3 CONCLUSAO

Os célculos analiticos e as simulagdes numéricas desenvolvidas neste trabalho confirmam de
maneira robusta a consisténcia das equagoes de perturbacdo linear de Regge-Wheeler e Zerilli
no espaco-tempo de Schwarzschild, validando a emissao de modos quasinormais (QNMs) como
a assinatura espectral universal de buracos negros estdveis. A evolu¢do temporal da equagao

mestra radial para perturbagdes axiais, dada por:

02U 9%V
ot? 0x?

com o potencial barreira associado:

Vew (z) = (1 - 2)

provou-se um formalismo altamente estdvel. A isoespectralidade inerente entre os canais

2M> <L(L+ 1) 6M> |

r 72 73

axial e polar (Zerilli) consolida a estabilidade linear cldssica do horizonte de eventos, estabe-
lecendo uma ponte confidvel entre as previsoes tedricas historicas e a moderna astronomia de
ondas gravitacionais.

A implementacdo computacional de um esquema de diferencas finitas de quarta ordem no
dominio do tempo, associada a uma malha espacial ultra-refinada dr = 0,01 e ao posicio-
namento estratégico de um pulso inicial purificado em zy = —10,0, permitiu reproduzir o
espectro de frequéncias complexas com precisao cirtrgica de nivel de artigo cientifico. Para o
canal multipolar fundamental de quadrupolo L = 2, a componente real de oscilacdo do modo
fundamental n = 0 foi extraida com um erro relativo de apenas 0, 05% 2Mwp = 0, 7469 frente
aos valores assintéticos de Leaver. Para o canal de octupolo L = 3, o algoritmo sustentou alta fi-
delidade com erro de 1, 58% 2Mwp = 1, 1800. Adicionalmente, o filtro harménico multi-modo
por minimos quadrados ndo-lineares capturou com precisio de vdrias casas decimais (erro de
0,00%) o primeiro sobreton excitado (n = 1), mapeando com sucesso a transi¢do dinAmica do
regime de ringdown.

O imageamento estdvel dessa fase de decaimento alinha-se diretamente aos perfis de ring-
down observados nos dados histéricos de fusdes de sistemas bindrios, como o evento pioneiro
GW150914. Mais do que isso, a manuten¢do de uma sensibilidade numérica rigorosa com
resfduos inferiores a 10™® nas frentes de onda abre caminhos concretos para a modelagem
computacional de cendrios fisicos além da Relatividade Geral padrdo. A caracterizagdo ma-
temadtica rigorosa dos polos da funciao de Green retardada e a imposicao de limites de fronteira
estritamente balizados revelaram-se ferramentas indispensdveis para delimitar o teto fisico do
amortecimento exponencial dos sobretons elevados n = 2, 3, cujas amplitudes decaem de forma
efémera no inicio do colapso.

O dominio sobre este aparato numérico-computacional pavimenta a estrada para a integra-
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cdo de modelos de perturbacdo com o catdlogo completo de dados publicos das colaboracdes
LIGO, Virgo e KAGRA, englobando os resultados consolidados da recente corrida observacio-
nal O4. Em termos de perspectivas futuras, o algoritmo desenvolvido estabelece a infraestrutura
necessdria para conduzir testes rigorosos do teorema do nao-cabelo (no-hair theorem) através
do vinculo estatistico de madltiplos modos (y*> < 2,5 para desvios paramétricos). Por fim, a
metodologia de alta resolucdo aqui validada qualifica-se como uma base robusta para a futura
busca e filtragem de ecos gravitacionais recorrentes pos-ringdown em ambientes de alta razao
sinal-ruido, potencializando o uso das assinaturas de ondas gravitacionais para sondar a fisica

quantica profunda de horizontes exdticos e as fronteiras da gravitacao forte.
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5 APENDICES

5.1 CALCULOS

5.1.1 Simbolos de Christoffel

Simbolos com valores ndo nulos: I}, T, Ty, 7, Ty, I, T, Th . T, Ffd), Fgr, F3¢ e
I,
5.1.1.1 Calculando I', e T,
Iy =Th (1)
t 1 ott o o o
Iy, = 29 (DeGrt + Orgtt — Ordtr) - (2)
Como as componente gy, € §,; sdo nulas,
t 1 ott o
Lo =597 (0rgu). 3)
Sendo " = (1 — %)_1 e g = (1 — 2), temos
1 oM\ ! 2M
r;,:_(1__> aT<1——). )
2 r r
Como 0, (1 — %) 2T—]\2/[, logo
1 oM\ ' 2M
't =-(1-="— — 5
r—9 < r r2 )
r M
- =
tr (r — 2M) r2 ©)
M 1 M
4 t
Fir =T = (——2]\/./) = (1——%) @
5.1.1.2  Calculando I'},
P . . .
Ly = 9" (0uGre + 01 Ger — Orgur) - ()

2

Como as componente g,; € ;- sd0 nulas,



r
2MN\ M
m=—(1-22)=
tt < r 7,2

5.1.1.3 Calculando I'],

1 ory o o o
F:'r‘ — 59 (argrr + @gw — a?"grr) .

Como as componente g, € g, se anulam,
s 1 orr o
L, = 59 <0Tgrr) .

Sendo " = (1— ) e g, = (1 — %)71, temos

=
33
3

|
N | —
7N
—

|
dE
N——
/N
&
VR
—

|
dE
N——

|
~—

2 r 1_2_W)2
2M (1 — 2M)
F:r_ v 2
2 (1 2)
I, = M
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®)

(10)

(1)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

7)

(18)

19)



5.1.1.4 Calculando I'y,

T 1 orr o o o
Ihe = =9"" (OoGro + OoGor — OrGon) -

2

Como as componente ¢, € gg, S30 nulas,

1 orr °
Fga = 59 (—3r999)-

Sendo §"" = (1 — 24) e gy = r?, temos

Ly = (1 - ﬂ) (—or?).

r

Como 0,r% = 2r, logo

5.1.1.5 Calculando ngﬁ

r

Como as componente g, € g4 30 nulas,

1

oo = 597 (=0rdss)

Sendo ¢"" = (1 — 2) e §yy = r*sin® 6, temos

Como 9,72 = 2rsin? 6, logo

r

2M
[, =—r (1 - —) sin?@ = (—r + 2M) sin® 0

1., . . .
w:§9(%%M¢WW—@%@-
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(20)

21

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

€19



5.1.1.6 Calculando I’ e T,
Ff& = FZT

1, . ) .
Iy = 5999 (OrGo0 + Opgro — OoGro) -

Como as componente g, € Jg, S30 nulas, e mesmo que ndo fossem, se anulariam,

1, .
ng = 5999 (@«gee) .

Sendo ¢ = % e ggg = r*, temos

Como 9,12 = 2r, logo

5.1.1.7 Calculando FZ 5

L, o . .
Ty = 59" (o900 + oG — Dogss) -
Como as componente gy, € Jgp 30 nulas,

1

TGy = 55?99 (—09dsg) -

Sendo §” = — = e §ys = r*sin” 6, temos
11 )
I, = 573 (—0p(r*sin0)).

Como Jy(r?sin® §) = 2r%sin  cos 0, logo

11
ngqb = —5—227’2 sin 6 cos 0
r

2 2
I‘Z¢ = —2—2 sin 6 cos 6
r
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(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)



5.1.1.8  Calculando Ff¢ e Fir

Como as componente g, € g4 30 nulas, e mesmo que ndo fossem, se anulariam,

Sendo §*? =

1
r2sin? 6

1, . . \
L0, = =% (Drdos + Oolirg — Oolirg) -

F‘Z)(z) = —sinfcosd

¢ _ o
Fr¢—F¢r

2

1
¢ _ o009
F'rd) - 29

e g = 2 sin? 6, temos

r

o 1 1
"¢ 2p2gin

Como 9, (r?sin® §) = 2rsin” 6, logo

5.1.1.9  Calculando I'y, e T'%,

Como as componente gy, € Gg9 530 nulas, e mesmo que nio fossem, se anulariam,

Sendo §%¢ =

1
r2sin? 0

b _
F(M)—

1

ré, =-
272 sin

rg

F¢—2T

20

20

(0rdgg) -

0, (r*sin” 0).

2rsin’

sin? 6

TP 9r2gin? g

1
¢ =r% ==
ro or r

Ty, =T%,

0 —

L,
FZ¢ = §9¢¢

e Jp = r?sin® 6, temos

r

s 11

06— 9 12gin2 ¢

1, . . .
59‘” (D09¢¢ + OpGos — Dy J0s) -

(On99s) -

Dp(r*sin” 0).
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(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(D

(52)

(33)

(54)

(55)
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Como 9y(2r? sin? §) = 2r? sin 6 cos 6, logo

s 11

Loy = §m2r2 sin 6 cos 0 (56)
&—g% (58)
Iy, = T4, = cot 6 (59)

7 . Tt t t t
Simbolos com valores nulos: T%,, I';y, I, T

rro
L. Digs Thgs s T Tl T T T Do T T, T, T4, T

t t t t i t t t t
Fr@’ Frd)’ Fet’ FQT’ FGG’ F9¢’ F(bt’ Fqbr’ F¢9’

I I A R A

¢p> ~ tro rt> e tr> rt> T rre L orgs
tha Fge’ ngﬁ’ th, Fir, Fgae’ FZ’ Ffr’ Ffe’ Pf)qs’ Fft’ re., Ffe’ th’ Fg)r’ Fge’ Fit € Fz¢
5.1.1.10  Calculando T,
t 1 ott o o o
Iy = 59 (OrGee + Orgu — OuGue) - (60)
t 1 ott o
Iy = 59 (Orge) - (61)
Sendo ¢ = (1 — %)71 e gn = (1 — 24, temos
1 oM\ ! 2M
Fﬁt:—(l——> Oy (1——). (62)
2 r r
Como 0, ( — %) =0, jaque (1 — %) independe de ¢, logo
I, =0 (63)
5.1.1.11 Calculando I'}, e T'},
Tl =T (64)
L, . . .
Tig = 59" (g0 + Do — Didia) - (65)
Como as componente g € gg; s30 nulas, e mesmo que nao fossem, se anulariam,
t 1 ott o
L = 59" (Degut) - (66)

2

Sendo " = — (1 — %)_1 e g = (1 — 2), temos



Como 9y (1 —2M) =0, jdq 21} independe de 6, logo
Ft@ = Pét =0
5.1.1.12  Calculando T}, e T'},

Fi(b = Fé)t

L, . . .
Fiqﬁ = 59” (DeGig + OpGit — OrGrg) -

Como as componente g, € G4 S30 nulas, e mesmo que nio fossem, se anulariam,

L, .
Ily = 23" (Oui).

Sendo " = — (1 — w)_l e g = (1 — 2), temos

T

\)

1 oM\ IM
%___(1_7) o (1-20).

Como 9 (1 — 21) =0, jd que (1 — 221) independe de ¢, logo
F% = Fé)t =0

5.1.1.13 Calculando I |

L, . . .
Fir - égtt (aTgt'r + argrt - atgrr) .

Como as componente gy, € g,; S0 nulas,
t 1 ott o
Frr = 59 (atgrr> .

Sendo ' = — (1 — w)_l e g = (1— M)_l, temos

s s

-1 —1
4 (1= 220) o (1 20)
2 T r

Como &, (1 — %)_1 =0, jdque (1 — %)_1 independe de ¢, logo

It =0

1 oM\ oM
ue (1 -
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(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)



5.1.1.14 Calculando I',, e T'f,

t _ 1t
Fr& - F@r

1, . . .
Ff"@ = §gtt (argte + a@grt - 8tgr6’) .

Como as componente ¢4, Jor € G- S30 nulas,

1

Tt — 25t (0

t0 29 ( )

Sendo " = — (1 — %)_1, temos
1 oM\ !
Ify = —5 (1 - 7) (0)
[ =Tp =0
5.1.1.15  Calculando T ; e T
t t
FT‘d) - Fd)T‘

1, . . ,
Ty = 23" (0rgie + Osfrt — Orlrs) -

2

Como as componente g4, §r € gr¢ sS40 nulas,

L,
T = égtt (0).

Sendo ¢ = — (1 — %)_1, temos

1 oM\

t _ 1t
rt, =TIt =0

5.1.1.16  Calculando I},

1, . . .
Tho = =" (Oadre + DoGer — OrGen) -

2

Como as componente Gy € Jg; sS40 nulas,

L, .
PZ~::§9”(35M0)~
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(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

87)

(88)

(89)



Sendo ¢ = — (1 — %)71 € Gog = 2, temos
L)
00— 9 r v

Como 9;7? = 0, ja que r? independe de t, logo

5.1.1.17  Calculando I'} ; e 'y,

t t

L, . . .
Loy = 9" (Dodte + Osgor — Oriivs) -

2

Como as componente gy, Joo € Jor 30 nulas,

1,
Ths = §9tt (0).
Sendo " = — (1 — %)_1, temos
1 oM\ !
Ffw T 9 (1 N T) (0)
It =T, =0

5.1.1.18 Calculando I‘fM,

1, \ . .
T, = 59“ (06916 + Ondor — Do) -

Como as componente g, € G4+ S30 nulas,

1, )
I, = §9tt (DeGge) -

. 1 :
Sendo ¢ = — (1 — 22) " e g4 = r?sin* 6, temos

T

1 oM\ !
=2 (1-20) gt

2 T

Como 9;(r?sin?#) = 0, ja que 7% sin” # independe de ¢, logo

t

74

(90)

(€29

92)

93)

(94)

95)

(96)

7)

(98)

99)

(100)



5.1.1.19 Calculando I'}, e I},

P:r = F:t
. Lorras . .
Ftr = 59 (atgrr + argtr - argtr) .
Como as componente gy, € g,4 s3o nulas,
1
I =-g" T :“r-
tr 2g g

Sendo ™" = (1—22) e g, = (1 — %)_1, temos

r

1 oM oM\
F{rz—(l——>at<1——) |
2 r r

Como &, (1 — w)_l =0, jd que (1 — %)_1 independe de ¢, logo

r

r,,=I,=0

T

5.1.1.20 Calculando I'}, e I'},

FI& = th
, Lo oo . .
Iy = 59 (OtGro + OpGtr — OrGro) -
Como as componente Gy, Jg; € Jr¢ SA0 nulas,
1
1—‘7’ — _07‘7’ O .
t0 29 (0)

Sendo ™" = (1 — 2), temos

r

;9_%(1—¥> (0).

F:& = th =0

5.1.1.21 Calculando I';, e I',

F:phi = F;t

Ftd) = ég (atgrqb + a¢gt7’ - rgt:b) .

Como as componente G4, Jot € Jrg SA0 nulas,

75

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)



r 1 ory
I = 59 (0).

Sendo ¢"" = (1 — 2, temos

r

r%:%<1—%g)my

.
Iy, =175 =0

5.1.1.22  Calculando I, e Iy,

r _ 1w
FTO_FGT

1 orr o o 2
F:H = 59 (3r9r9 + aﬁgrr - argr9) .

Como as componente g,y € g, sa0 nulas,

1
I = 2§79 07"7"
ro 29 (21

Sendo ¢ = (1 - 2) e g™ = (1— %)71, temos

1 2M oM\~

Como 9y (1 — M)_l =0, jd que (1 — %)_1 independe de 6, logo

P:O = Fgr =0

5.1.1.23  Calculando I'7, e I'},

Lo e . .
:¢ = 59 (argrqb + aqbgrr - argrqb) .

Como as componente §,4 € 4, S30 nulas,

T 1 oTT °
FM;S = 59 0 Grr-

Sendo ¢ = (1—2) e g™ = (1— %)71, temos

r

oo 2M OM\
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(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)



Como 9, (1 — w)f1 =0, jdque (1 — %)71 independe de ¢, logo

I, =17 =0

5.1.1.24  Calculando I’y e I';,

Ty = Lo

, Lovr s . \
0o = 59 (OoGrg + Opdor — Ordog) -

Como as componente gy, Joo € o SA0 nulas,

r 1 oy
Ly = 59 (0).

Sendo ¢ = (1 — 22), temos

-2

r

(S¢>: 29:0

5.1.1.25 Calculando T'Y,

1, . . .
Iy, = 5969 (OrGor + Orgro — OpGur) -

1, ,
Fft = _996 (aegtt) .

2
Sendo ¢"¥ = (T%) e gy = — (1 — M), temos

r

1/1
F?t = 5 (7’_2) 8,5 (7"2) .

Como 9y (1 — 2) =0, ja que (1 — 21) independe de 6, logo
Iy, =0
5.1.1.26 Calculando I'Y, e T,

6 _ 10
Ptr_rrt

L, . . .
Lo = 59" (09 + 0rduo — Do) -

77

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)

(136)



Como as componente Gy, Gip € gy SA0 nulas,

Sendo % = 7%2, temos

5.1.1.27 Calculando I'%; e TY,

0 _ 1o
FtG_FGt

1, . . ,
Iy = 5990 (OrGoo + OoGro — Oagre) -

Como as componente gy € g9 se anulam,

L.gon -
Ffe = 5960@999-
Sendo ¢? = = e Gop = 7%, temos

11

Ffr = §ﬁ89 (TQ) .

Como dyr? = 0 j4 que r? independe de 0
rf, =T§, =0.

5.1.1.28 Calculando I'}, e 'Y,

0 0

1, , . .
Ff¢ = 5999 (Or90g + OG0 — OoGrs) -

Como as componente G4, 1o € G S0 nulos,

Sendo ¢ = 7% temos
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(138)

(139)

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)

(148)



ry, =T4, =0.

5.1.1.29 Calculando I"?,

1, . \ \
quﬂr = _906 (57~90r + argrﬁ - 8997’7") .

2

Como as componente gy, € g,¢ S0 nulos,

1, \
F?«r = ig% (af?grr> .

Sendo ¢% = (%2) € Jrr = ( — %)_1, temos

o _L(1 _2M\ T
oo=5(=)a(1-==)
(

Como 9y (1 — %)_1 =0, jd que

5.1.1.30 Calculando Ff¢ el

0 0
Fr(b = Fqﬁr’

1, . . ,
F?~¢ = 3" (0,906 + OsGr0 — Dolre) -

2

Como as componente g,4, §ro € o S0 nulos,

L,
qus = 5969(0)
Sendo % = 7%2, temos
1
qus = 272 (0)
0 _ 10
[s=T4 =0

5.1.1.31 Calculando I'Y,

1, ) ) .
% = =% (0ndoo + Ondoo — Oodon) -

2

Como as componente ggy € Ggo S€ anulam,

1-— %)_1 independe de 0, logo
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(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)

(156)

(157)

(158)

(159)
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1, ,
Ty = 5906 (o Gao) - (160)

Sendo ¢% = (=) e gog = (r?), temos

1/1
rY, = 3 (ﬁ) Dy (%) . (161)

Como 9y (r?) = 0, ja que (r?) independe de 6, logo

9 = 0. (162)
5.1.1.32 Calculando Fg¢ e FZT
L6 = Tor, (163)
1, \ . ,
[7s = 59" (9odos + odoo — Doday) - (164)

Como as componente gy, € Gos S20 nulos,

L, .
Iy = 5990@999. (165)
Sendo ¢% = = e Gop = 7%, temos
11
TGy = 5730 (166)

Como Jygr* = 0 j4 que r? independe de ¢

T =T0p=0 (167)
5.1.1.33 Calculando F,‘f’t
¢ 1 o bp 0 0 0

Iy = 59 (OrGgt + OrGro — Opdrt) - (168)

o _ Loso g 2
Iy, = §g (OpGut) - (169)

Sendo §%? = (zo=y) e gu = — (1 — 24, temos

1 1 2M

I =—=(——=)0,(1—-—]. 170
f 2 (rzsin29) ¢( r > (170)

Como 0y ( - %) =0, jaque (1 — %) independe de ¢, logo



Iy, = 0.
5.1.1.34 Calculando Ff’r e Fft
Ff’r = Ffﬂ

L, . . .
Ffr = §g¢¢ (8tg¢r + argw) - a¢>gtr) .

Como as componente g, Giphi € Gt SA0 nulas,

L,
Ffr = Eg(b(b (0) .

Sendo %% = ———, temos
1 1
F¢ _
b 27r2sin% 4 (0)
Ffr = Fft =
5.1.1.35 Calculando I'; e T},
F?@ = tha

L, . . .
Iy = §g¢¢ (Or9g0 + Oogis — Opdro) -
Como as componente gy, € gz S€ anulam e gy € nulo,
o _ Leogo
I = 59 (0).
Sendo %% = ———, temos
1 1
0
=———_(0),
tr 2r2sin29( )
o _ 1o _
[y =Ty =0

5.1.1.36 Calculando I', e 'Y,

¢ _ 1o
Ft¢ = ngta

1, ) ) )
e 9% (01996 + gt — Oplio) -

t¢>:§
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(171)

(172)

(173)

(174)

(175)

(176)

(177)

(178)

(179)

(180)

(181)

(182)

(183)



Como as componente ., € g;» sS40 nulos,

1
2

sin? 6, temos

Yy = =3"0gs0-

2

Sendo §%¢ = 2~ € jgp =7

r2sin? 6

& _1 1
0 2r24in2p

Como 9;(r?sin? # = 0 ja que r? sin” @ independe de ¢,

Oy (T2 sin? 9) .

ry, =T% =0.

5.1.1.37 Calculando I'?,

L, . . .
F?r = §g¢¢ (&”gqbr + argrqb - a(bgrr) .

Como as componente gy, € gr 30 nulos,

L, .
T2 = 5% (Ouier)

Sendo §%? = (2my) € G = (1 — %)_1, temos

r2sin? 6

1 1 oM\ !
re =— 0,1 - == .
" 2(7“2811129) ¢( r )

Como 9y (1 — w)fl =0,jaque (1 — %)71 independe de ¢, logo

Y =0.

5.1.1.38 Calculando I'?) e T'),

¢ _ 1o
Fr@ - F9T7
o) 1 o b o o o
Iy = 29 (OrGgo + Oodre — OpGra) -
Como as componente g4, §ro € Jyp S0 nulos,
o _ Lo
Fré) = §g (O>

Sendo §%? = -, temos

r2sin2 6’

1 1
% =-—~_ (0).
"0 9 r26in2 0
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(185)

(186)

(187)

(188)

(189)

(190)

(191)

(192)

(193)

(194)



Pf& = Fgr =0

5.1.1.39 Calculando '),

1, . ) )
gy = §9¢¢ (09940 + OnGop — Opdoa) -

Como as componente gy € Jgg S€ anulam,

1, .
Iy, = §9¢¢ (Op900) -

Sendo % = (—525) € Joo = (%), temos

= (L> 9 (1) .

r2sin® 6

Como 9y (r?) = 0, ja que (r*) independe de ¢, logo
er - 0.

5.1.1.40 Calculando I'),

L, . . .
Ly = 59° (oG + 0so0 — Doligo) -

Como as componente G4, € s S€ anulam,

1, .
re, = §9¢¢ (D69ss) -

Sendo §” = (5d-=5) € Gos = (r*sin*f), temos

r2sin? 6
1 1
¢ _ 2 2
£ = 3 (g % (0.

Como 9, (r?sin” @) = 0, ja que (r?) independe de ¢, logo
¢ _
P¢¢ — O'

5.1.2 Devivada covariante

import sympy as sp

from sympy import simplify, diff, symbols, Function
from IPython.display import display, Math

# Configuragdo inicial

sp.init_printing()

t, r, theta, phi = symbols ('t r theta phi')
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(199)

(200)

(201)

(202)

(203)



M = symbols ('M', positive=True) # Massa do buraco negro
L, m = symbols ('L m', integer=True) # Numeros quanticos dos harménicos
— esféricos

f = symbols('f', cls=Function) (r) # funcdo de r

# Funcbes para as perturbacdes
hO = Function('h0'") (t, r)

hl = Function('hl'") (t, r)
h2 = Function('h2') (t, r)
HO = Function('HO'") (t, r)
Hl = Function('H1') (t, r)
H2 = Function ('H2') (t, r)

K = Function('K") (t, r)
Y = Function('Y_{{L}{M}}") (theta, phi) # Harmbénico esférico Y_{LM}

# Métrica de fundo (Schwarzschild) - componentes covariantes
g = sp.diag(—-f, 1/f, r*x2, rx*2+sp.sin(theta) «x2)

g_inv = g.inv () # Métrica inversa

# Interface para escolha do tipo de perturbacdo
print ("Escolha o tipo de perturbacao:")

print ("A - Axial (h2 = 0)")

print ("P - Polar (h0O = hl = 0)")

choice = (input ("Digite A ou P: "))

if choice == 'A':
# Métrica perturbada no gauge de Regge-Wheeler (h2=0) - componentes
— covariantes
h = sp.Matrix ([
[0, 0, -hO/sp.sin(theta)+«diff (Y, theta), hO+sp.sin(theta)~diff (Y,

— phi)],
[0, 0, -hl/sp.sin(theta)+diff (Y, theta), hlssp.sin(theta)diff (Y,
— phi)l],

[-hO/sp.sin(theta) *diff (Y, theta), -hl/sp.sin(theta)*diff (Y, theta),
- 0, 01,
[hOxsp.sin(theta) xdiff (Y, phi), hlxsp.sin(theta)x*diff (Y, phi), 0, 0]
1)
print ("\nUsando pertubacdo axial (h2 = 0)")

elif choice == 'P':
# Métrica perturbada no gauge de Regge-Wheeler (h0=0 e hl=0) -
— componentes covariantes
h = sp.Matrix ([

HOxY, H1xY, O, 01,

H1+Y, H2+Y, 0, O],

, 0, r*+2 » K+Y, 0],

, 0, 0, r*%x2 % sp.sin(theta)**2 » KxY]
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print ("\nUsando pertubacdo polar (hO = hl = 0)")
else:

raise ValueError ("Escolha invadlida. Deve ser A (axial) ou P (polar).")

# Funcdo para calcular os simbolos de Christoffel
def calculate_christoffel (g, g_inv, coords):
n = len(coords)
Gamma = {}
for mu in range(n):
for nu in range(n):
for sigma in range(n):
for alpha in range(n):
Gamma [mu, nu, sigma] = sum/(
g_inv[sigma, alphal/2 = (
diff (glalpha, mu], coords[nu]) +
diff (glalpha, nu], coords[mu]) -
diff (g[mu, nu], coords[alphal)
) for alpha in range(n))

return Gamma

# Coordenadas: 0 = t, 1 = r, 2 = theta, 3 = phi
coords = [t, r, theta, phi]

Gamma = calculate_christoffel (g, g_inv, coords)

# Funcdo para calcular a derivada covariante _ h_{}
def covariant_derivative (h, Gamma, alpha, beta, gamma):
# Termo da derivada parcial

partial_term = diff (h[beta, gamma], coords[alphal)

# Termos de conexdo

connection_terml = sum(Gamma[alpha, beta, lambd] * h[lambd, gamma] for
— lambd in range (4))

connection_term2 = sum(Gamma[alpha, gamma, lambd] * h[beta, lambd] for

— lambd in range (4))

# Derivada covariante
nabla = partial_term - connection_terml - connection_term?2
result = simplify(nabla)
# Convertendo para LaTeX e substituindo expressdes para melhor legibilidade
latex_str = sp.latex(result)
latex_str = latex_str.replace(r'\frac{\partial}{\partial t}',
— r'\partial_t")

latex_str

latex_str.replace(r'\frac{\partial}{\partial r}',

— r'\partial_r")

latex_str = latex_str.replace(r'\frac{\partial}{\partial \theta}',
— r'\partial_\theta')

latex_str

latex_str.replace(r'\frac{\partial}{\partial \phi}"',
— r'\partial_\phi'")
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latex_str latex_str.replace(r'{\left (t,r \right)}', '")

latex_str = latex_str.replace(r'{\left (\theta,\phi \right)}', '")

return f"\\nabla_{{{alpha}l}} h_{{{beta}{gamma}}} = {latex_str}"

1311# Entrada interativa para os indices , ,

print ("Digite os indices , , (0=t, 1=r, 2=, 3=):")
alpha = int (input (" (0-3): "))
beta = int (input (" (0-3): "))
gamma = int (input (" (0-3): "))

# Calculo e exibigcdo do resultado

nabla_h = covariant_derivative (h, Gamma, alpha, beta, gamma)
print (f"\n_{alpha}l h_{beta}{gamma} =")

sp.pretty_print (nabla_h)

# Exibicdo formatada
latex_output = covariant_derivative (h, Gamma, alpha, beta, gamma)

display (Math (latex_output))

5.1.3 Variacoes de 17,

import sympy as sp

from sympy import simplify, diff, symbols, Function, Eq

from sympy.physics.relativity import Christoffel_symbols
sp.init_printing()

t, r, theta, phi = symbols ('t r theta phi')

M = symbols('M', positive=True) # Massa do buraco negro

L, m = symbols ('L m', integer=True) # Numeros qudnticos dos harménicos

— esféricos

hO = Function('h0'") (t, r)
hl = Function('hl') (t, r)
Function('Y'") (theta, phi) # Harmbénico esférico Y _ {LM}

=
Il

B =1 - 2«M/r
sp.diag(-B, 1/B, r*+*2, r++2+sp.sin(theta) ~*2)

g_inv = g.inv ()

h = sp.Matrix ([
[0, 0, ~hO/sp.sin(theta)+«diff (Y, phi), hOxsp.sin(theta)x+diff (Y,
— theta)]l],
[0, 0, -hl/sp.sin(theta)+«diff (Y, phi), hl*sp.sin(theta)diff (Y,
— theta)],
[-hO0/sp.sin(theta)*diff (Y, phi), -hl/sp.sin(theta)xdiff (Y, phi), 0, 01,
[hOxsp.sin(theta) *diff (Y, theta), hlxsp.sin(theta)*diff (Y, theta), O,

— 0]
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def delta_Christoffel(g_inv, h, coords):
Gamma = {}
for nu in coords:
for mu in coords:
for kappa in coords:
terml = sum(g_inv[kappa,alphal =*
— (diff (h[coords.index (alpha),coords.index (nu)], mu)
— sum(sp.Christoffel (coords[i], mu, alpha,
— g)+h[coords.index (coords[i]),coords.index (nu) ]
— for i in range(len(coords)))) for alpha in

— coords)

term2 = sum(g_inv[kappa,alpha] =

s (diff (h[coords.index (alpha),coords.index (mu)], nu)
— sum(sp.Christoffel (coords[i], nu, alpha,

— g)~*h[coords.index (coords[i]), coords.index (mu) ]

— for i in range(len(coords)))) for alpha in

— coords)

term3 = sum(g_inv[kappa,alphal] =*
— (diff (h[coords.index (mu), coords.index (nu) ], alpha)
- sum(sp.Christoffel (coords[i], alpha, mu,
— g)xh[coords.index (coords[i]), coords.index (nu) ]

— for i in range(len(coords)))

— sum(sp.Christoffel (coords[i], alpha, nu,
— g)*h[coords.index (coords[i]), coords.index (mu) ]
— for i in range(len(coords)))) for alpha in

— coords)

Gamma [nu, mu, kappal] = (terml + term2 - term3) /2

return Gamma

coords = [t, r, theta, phi]

Gamma = delta_Christoffel(g_inv, h, coords)

def delta_Ricci(g, g_inv, h, Gamma, coords):
delta_Gamma = delta_Christoffel(g_inv, h, Gamma, coords)
delta_R = {}

for mu in coords:
for nu in coords:
terml = sum(diff (delta_Gamma[alpha, mu, nu], coords[alpha]) for
— alpha in range (4))
term2 = sum(diff (delta_Gamma[alpha, mu, alphal], nu) for alpha
— in range (4))
term3 = sum(sum (

Gamma [alpha, beta, beta] * delta_Gamma[alpha, mu, nu]
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for beta in range(4)) for alpha in range (4))
term4

sum (sum (
Gamma [beta, mu, alpha] % delta_ Gamma[alpha, beta, nu]

for beta in range(4)) for alpha in range (4))

delta_R[mu, nu] = simplify(terml - term2 + term3 - term4)
return delta_R

coords = [t, r, theta, phi]
delta_R = delta_Ricci(g, g_inv, h, Gamma, coords)
print ("Componentes ndo nulos de R para perturbagdes axiais:")
for comp in delta_R:
if delta_R[comp] != 0:
print (f"R_{comp}:")
sp.pretty_print (delta_R[comp])
print("\n" + "=",80 + n\n")

# Calculate the Christoffel symbols for the background metric g
Gamma_background = sp.simplify (Christoffel_symbols (g, coords))

def delta_Christoffel(g_inv, h, coords, Gamma_background) :
{}

for nu in coords:

Gamma =
for mu in coords:
for kappa in coords:
terml = sum(g_inv[kappa,alpha] =*
— (diff (h[coords.index (alpha),coords.index (nu)], mu)

— sum (Gamma_background[coords.index (coords[i]),

< coords.index (mu), coords.index(alpha)]*h[coorj
<« ds.index (coords[i]),coords.index(nu)] for i in
— range(len(coords)))) for alpha in coords)

term2 sum (g_inv[kappa,alphal =
— (diff (h[coords.index (alpha), coords.index (mu)], nu)
— sum (Gamma_background[coords.index (coords[i]),
< coords.index (nu), coords.index(alpha)]*h[coorJ
— ds.index (coords[i]),coords.index (mu)] for i in
— range(len(coords)))) for alpha in coords)
term3 = sum(g_inv[kappa,alphal =
— (diff (h[coords.index (mu),coords.index (nu)], alpha)

— sum (Gamma_background|[coords.index (coords[i]),

< coords.index (alpha), coords.index (mu)]~h[coor

< ds.index (coords[i]),coords.index (nu)] for i in
)

— range (len(coords))
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— sum (Gamma_background[coords.index (coords[i]),
< coords.index (alpha), coords.index(nu)]*h[coorJ

« ds.index (coords[i] coords.index (mu)] for i in

)y
— range (len(coords)))) for alpha in coords)
Gamma [nu, mu, kappal] = (terml + term2 - term3) /2

return Gamma

Gamma = delta_Christoffel(g_inv, h, coords, Gamma_lbackground)

5.1.4 Comparacao dos potenciais

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation, FFMpegWriter
from IPython.display import Video

from scipy.special import lambertw

def EtortoiseE_inverse_r_of_x_over_ZM(X):
mn
Inversa exata do StortoiseS em termos de X = x/(2M) :
r=2M~* [ 1 + W( exp(X - 1) ) ]
Aqui retornamos r/(2M) = 1 + W(e"{X-1}); para r fisico, multiplique por
— 2M.
mn
# Parte real do ramo principal (r > 2M)
eps = np.real (lambertw(np.exp(X — 1.0)))
return 1.0 + eps # isto é r/(2M)

def lambda_const (L) :
mnr constante: = 1/2 (L-1) (L+2)."""
return 0.5x (L-1)* (L+2)

def V_RW(r, L, M=1.0):
"""pPotencial de Regge-Wheeler (unidades geométricas)."""
f=1.0- 2.0+M/r
return £« (Lx (L+1.0)/r*+2 — 6.0+M/r*x*3)

def V_Zerilli(r, L, M=1.0):
"""Potencial de Zerilli com constante (forma padrdo)."""
lam = lambda_const (L)
f=1.0 - 2.0«M/r
num = 2+xlam**2* (lam+1.0) *r*++x3 + 6xlamr+2+xMxr++x2 + 18xlam+Mx*2+r +
—  18xMxx3
den = r**3%(lamxr + 3.0%M) **2

return f* (num/den)



def sample_potentials_by_X(L_vals=(2,3), M=0.5,
Xmin=-10.0, Xmax=20.0, npts=8000,
ax_scale=1, ay_scale=1):
wn
Amostra UNIFORMEMENTE em X _escolhido = x/(ax_scalexM) (se ax_scale
< numérico)
ou em x (se ax_scale=None). Internamente:
- Sempre gera uma grade uniforme em X _base = x/(2M) para usar a
— Inversa r (X _base).
- Depois converte X _base —-> X escolhido para o que vocé quiser
— exibir.
O eixo Y é Vx(ay_scalexM) "2 se ay_scale numérico; sendo é V.
Retorna diciondrio com chaves: 'X', 'VRw', 'VZz', 'xlabel', 'ylabel'.
won
# 1) grade base em X_base = x/(2M) para usar r(x) invertido
< analiticamente

X_base = np.linspace (Xmin, Xmax, npts) # isto é x/(2M)

# 2) r(X): r =2M *x (1 + W(exp(X_base — 1)))
r_over_2M = EtortoiseH_inverse_r_of_x_over_ZM(X_base) # r/(2M)

r = 2.0«M * r_over_2M

# 3) Potenciais (em unidades geométricas)
curves = {}

for L in L_vals:

V_RW(r, L, M)

vz = V_Zerilli(r, L, M)

VEW

# 4) Escala vertical
if isinstance(ay_scale, (int, float)):
Y rw = vrw * (ay_scalexM)xx2
Y z = vz * (ay_scalexM)xx2
ylabel = rf'sv\, ({ay_scalelM)"{{2}}S$' if ay_scale != 1 else
— r'Sv\,M"~{2}s"'
else:
Y rw, Y_z = Vrw, VzZ
ylabel = r'svs'

# 5) Escala horizontal desejada

# Temos X_base = x/(2M). Queremos mostrar X_out:

# - se ax _scale numérico: X out = x/(ax_scalexM) = X base +*
— (2/ax_scale)

# - se ax_scale=None: X out = x = (2M)*X_base

if isinstance (ax_scale, (int, float)):
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X_out = X_base * (2.0/ax_scale)
if ax_scale ==
xlabel = r'Sx/MS'
elif ax_scale ==
xlabel = r'Sx/2MS'
else:
xlabel = rf'sx/{ax_scale}Ms'
else:
X_out = (2.0+«M) = X_base
xlabel = r's$xS'

curves[L] = {'X': X_out, '"VRW': Y_rw, 'VZ': Y_z,
'xlabel': xlabel, 'ylabel': ylabel}

return curves

def plot_static(M=0.5,

Xmin=-10.0, Xmax=20.0, npts=8000,
ax_scale=1, ay_scale=1,

xticks=(-10, 0, 10, 20),

y_max=1.5, yticks=(0.0, 0.5, 1.0, 1.5),
cross_axes_at_min=True) :

curves = sample_potentials_by X (M=M, Xmin=Xmin, Xmax=Xmax, npts=npts,

ax_scale=ax_scale, ay_scale=ay_scale)

c2, c3 = curves[2], curves][3]

plt.figure(figsize=(9,6))

plt.plot (c2['X'], c2['VRW'], 'b-—-', label="RW, L=2")

plt.plot (c2['X'], c2['VZ'], color='orange', label='Zerilli, L=2")
plt.plot(c3['X"'"], c3['VRW'], 'g—-"', label="RW, L=3")
plt.plot(c3['X"'], c3['VZ'], 'r', label="Zerilli, L=3")

plt.xlim(Xmin, Xmax)

if y_max is not None:
plt.ylim (0, y_max)

else:
plt.ylim(bottom=0)

if xticks is not None: plt.xticks (xticks)

if yticks is not None: plt.yticks (yticks)

plt.xlabel (c2['xlabel'])

plt.ylabel (c2['ylabel'])

plt.title ('Regge-Wheeler & Zerilli (Schwarzschild)"')
plt.grid(True, alpha=0.25)

plt.legend()



if cross_axes_at_min:
ax = plt.gca()
ax.spines['left'].set_position(('data', Xmin)) # eixo y cruza em
— x=Xmin
ax.spines['bottom'].set_position(('data', 0)) # eixo x cruza em

— y=0

plt.show ()

def make_animation_mp4 (filename='potenciais_rw_zerilli.mp4',

M=0.5,
Xmin=-10.0, Xmax=20.0, npts=8000,
ax_scale=1, ay_scale=1,
xticks=(-10, 0, 10, 20),
y_max=1.5, yticks=(0.0, 0.5, 1.0, 1.5),
cross_axes_at_min=True,
seconds=15, fps=20,
pause_frames=15, # quantos frames "parados" no
— ponto-ancora
anchor_at_y0=True # forga comecar exatamente em
— (Xmin, O0)
)t
curves = sample_potentials_by_ X (M=M, Xmin=Xmin, Xmax=Xmax, npts=npts,
ax_scale=ax_scale, ay_scale=ay_scale)
c2, c3 = curves[2], curves[3]
X2, RW2, ZE2 = c2['X'], c2['VRW'], c2['VZ']
X3, RW3, ZE3 = c3['X'], c3['VRW'], c3['VZ']

# Recorte estrito a janela (seguranc¢a)
def cut (X, =*Ys):

m = (X >= Xmin) & (X <= Xmax)

out = [X[m]]

for Y in Ys: out.append(Y[m])

return out

X2, RW2, ZE2 = cut (X2, RW2, ZE2)
X3, RW3, ZE3 = cut (X3, RW3, ZE3)

# Opcional: &ncora inicial exatamente em (Xmin, O0)
if anchor_at_yO0:
for arrs in ((X2, RW2, ZE2), (X3, RW3, ZE3)):

arrs[0][:] # no-op to avoid linter
X2 = np.concatenate (([Xmin], X2))
RW2 = np.concatenate(([0.0], RW2))
ZE2 = np.concatenate (([0.0], ZE2))
([

X3 = np.concatenate Xmin], X3))
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RW3 = np.concatenate (([0.07], RW3))
ZE3 = np.concatenate (([0.0], ZE3))

# Planejamento da velocidade

n = min(len(X2), len(X3))

total_frames = max(l, int (secondsxfps))

# reservar 'pause_ frames' no inicio (&ncora parada)
reveal_frames = max(l, total_ frames - pause_frames)
step = max(l, int(np.ceil(n / reveal_frames)))

frames = pause_frames + int (np.ceil(n / step))

# Figura

fig, ax = plt.subplots(figsize=(9,6))

(In_rw2,) = ax.plot ([], [1, 'b——"', label="RW, L=2")
(In_ze2,) = ax.plot([], [], color='orange', label='Zerilli, L=2")
(In_rw3,) = ax.plot([], [1, 'g——"', label="RW, L=3")
(Iln_ze3,) = ax.plot([], [1, 'r', label="Zerilli, L=3")

ax.set_xlim(Xmin, Xmax)

if y_max is not None:
ax.set_ylim (0.0, y_max)

else:

ax.set_ylim(bottom=0.0)

if xticks is not None: ax.set_xticks(list (xticks))

if yticks is not None: ax.set_yticks(list (yticks))

ax.set_xlabel (c2['xlabel'])

ax.set_ylabel (c2['ylabel'])

ax.set_title ('Regge-Wheeler & Zerilli (Schwarzschild) ")
ax.grid (True, alpha=0.25)

ax.legend()

if cross_axes_at_min:
ax.spines['left'].set_position(('data', Xmin))

ax.spines|['bottom'].set_position(('data', 0))

def init () :
for 1n in (ln_rw2, 1n_ze2, 1ln_rw3, 1ln_ze3):
In.set_data([], [])

return (In_rw2, 1ln_ze2, 1ln_rw3, 1n_ze3)

def update (frame) :
if frame < pause_frames:
# mantém apenas o ponto-dncora visivel
k =1
else:

k = min(n, 1 + (frame - pause_frames) xstep)
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In_rw2.set_data(X2[:k], RW2[:k])
1n_ze2.set_data(X2[:k], ZE2[:k])
In_rw3.set_data(X3[:k], RW3[:k])
1In_ze3.set_data(X3[:k], ZE3[:k])

return (ln_rw2, 1n_ze2, 1In_rw3, 1ln_ze3)

anim = FuncAnimation(fig, update, init_func=init,
frames=frames, interval=1000/fps, blit=True)
writer = FFMpegWriter (fps=fps, bitrate=2400)
anim.save (filename, writer=writer)
plt.close(fiqg)

return filename

# =============——==== EXECUTAR (exemplos) =======================

# Escolha suas escalas aqui:

AX = 2 # x/(AX+M): 1 -> x/M ; 2 -> x/2M ; None —-> x (sem dividir por M)
AY = 2 # Vx(AY*M)"2: 1 -> V M*2 ; 2 -> V (2M)"2 ; None —-> V

# 1) Grafico estdtico
plot_static(M=0.5,
Xmin=-10, Xmax=20, npts=8000,
ax_scale=AX, ay_scale=AY,
xticks=(-10, 0, 10, 20),
y_max=1.5, yticks=(0.0, 0.5, 1.0, 1.5),

cross_axes_at_min=True)

# 2) Animacdo (comega em y=0 com dncora; mais lenta com seconds maior)
mp4_path = make_animation_mp4 ('rw_zerilli_custom_scale.mp4d',
M=0.5,
Xmin=-10, Xmax=20, npts=8000,
ax_scale=AX, ay_scale=AY,
xticks=(-10, 0, 10, 20),
y_max=1.5, yticks=(0.0, 0.5, 1.0, 1.5),
cross_axes_at_min=True,
seconds=18, fps=20,
pause_frames=15,
anchor_at_y0=True)

Video (mp4_path, embed=True)

5.1.5 Evolucao temporal da equacio mestra - Cédigo oferecido por Prof. Dr. Peng Liu -
Universidade Jinan da China
Clear[findzero];

findzero[ff_, range_, tor_] := Block]

{x0, step, stepr, fr, rangel, £},

f = If[Head[ff] === Function, ff, (ff /. x —> #) &];
fr = Re[f /@ (range {1 + 107"-15, 1 - 107-15})1;
x0 = Re[Meanlrange];
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rangel = Re[If[Re[f[x0]+xfr[[1]1]1] > O, {x0, range[[2]]}, {rangel[[1l11],

— x0}11;

While[Abs@First@Differenceslrangel > tor,
x0 = Re[Mean[rangel]l];
rangel = Re[If[Re[f[x0]*fr[[1]]] > 0, {x0, rangel[[2]]}, {rangell[[1l]1],
— x0}11;

17

{x —> x0}

(# findzero finds the f = 0 efficiently given a range to search. %)

Clear[genelist];

genelistla_, b_, n_]

Array[# &, n, {a, b}]l;

(x genelist generates a equally sampled 1list between a and b x)

Clear [GetEvolution];

GetEvolution[{aa_}, {1lv_, av_, bv_, rsv_, rspoint_}, {numMax_, tmax_},

— OptionsPattern[]] := Block]|

{pre, Mv, r0, pararep, funcpiecewise, rsmax, rpoint, rstarlist,
— findrvalue, ratio, lqﬁep, abrep, lqbbrep, hr, ht, rlist, allpararep,

0, 11, kollect, 2, time, len, hni, posi, VExp},

— ii, |, Vv,
(# The below sets the bounds *)

rsmax = 2 tmax; (* Fix t/r+ = 0.5 %)

rstarlist = genelist[Sequence @@ (rsv + (rsmax/2) {-1., 1.}), numMax]; (#

— generate equally spaced rstar list centered at rspoint x)

funcpiecewise = rsvaluel /. {a —-> aa, r —-> x};

findrvalue = (x /. findzero[funcpiecewise - #, {1., 10000.}, 10"-61) &;

(* parameter assignment =)
abrep = Thread[{a, b} -> {av, bv}];

hr = SetPrecision[Differences[rstarlist[[1 ;; 2]11I[[1]],
— MachinePrecision]; (* r#* %)
ht = hr/2; (* t, here we fix t/r*=0.5 %)

time = (rlist0 = SetPrecision[findrvalue /@ Abs[rstarlist],
< MachinePrecision];) // AbsoluteTiming;

rlist = rlist0; (#+ r list corresponding to rstar 1ist x)

VExp = Simplify[1/(2 r) D[-AA/BB, r] - (AAx1lx(1 + 1))/r"2] /. {1 —> 1lv,
— a —> aa};
Vv = VExp /. r —> rlist; (% V(r) in r 1list %)

ii = 1; (% initial step =)

0 = ConstantArray|[0, Length@rlist]; (* [t=0] =)
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1 = Quiet[(ht Expl[-(rs — a)”"2/(2 b*2)] /. abrep /. rs —> rstarlist]; (*

— The initial Gauss potential, i.e., the [t] %)

len = (numMax - 1)/2; (% Length of the iteration. Since each time

— evolution step will reduce 2 elements from the rlist, the length 1is
— only half of its original case. %)

collect = ConstantArray[0, {len}]; (x Define the collect. This step is

— way more efficient than AppendTo. %)

time = (While[ii <= len,
{Vvv} = ((#[[2 ;; -211 &) /@ {Vv}); (* redefine (i.e., reduce the two
< endpoints) the and V at each step. *)
= -ntr2 (priz ;5 -210/mer2 - @ irrz g 210 /mer2 + v 1002 55 -21)
o = (e s =311 - 2 Jirr2 s; -211 + U003 55 -111) /hrt2); (+ Here is
— the exp of iteration, using the 1list computation instead of for
— loop =)
0 =11[[2 ;; —-21]; (* After evolution, set the initial , i.e., _{i-1} %)
1 =12; (*» After evolution, set the initial , i.e., _1i %)
collect([[ii]] = |1[[len + 1 - iil]l; (* collect the at the rspoint x)
1i++;

] // AbsoluteTiming // First;

{ht, |collect} (# Output, you can change it at will. =)
1i

(# The main program of evolution #*)

Clear[ff, gl;

AA = —(1 + (1 - a)/Sqgrt(rl)"2; (» f(r) — ds *)
BB = 1/(1 - a/Sgrt[r] - (1 - a)/r);

g = DiagonalMatrix[{AA, BB, r"2, r”2 Sinl|]"2}1;

(* metric *)

rsvalue = Integrate[Sqrt[-BB/AA], rl]; (# get the rx(r) relation *)

timel = -1/(2 (2 - a)”(3/2)) Sqrt[l/(1l - a + Sqgrtlr])];
time2 = rsvaluel[[-1]];
rsvaluel = timelxtime2; (x the simplified r+(r) relation, need modification

— for different model #)

testl = GetEvolution]
{1.6} (* a *),
{1 (» 1 %), 30 (* a bar %), 3 (* b %), 25 (» time evol at r* %), 30} (* a
— bar %),
{20001 (* Discretization Number x), 2000} (% time range x*)
] // RbsoluteTiming;

datal = Thread[{ (testl1[[1]]) Range@Length@#, #}] & @ testl[[-1]1;
ListPlot[datal, Joined -> True, PlotRange —> All,
AxesLabel -> {"t", ""},



PlotLabel -> "a=1.88,

\ I\ (\xOverscriptBox [\ (a\),

—  \!\ (\*SuperscriptBox[\ (r\), \(x\)]1\)=25, b=3,

N (=N TN
1=1"]

30,
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