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Resumo

O conceito de fatoracdo de métricas em fatores quaternidnicos foi recentemente desen-
volvido, e esta diretamente relacionado com o operador 2, apresentado nas referéncias [15] e
[45]. O objetivo de nossa dissertagao é mostrar que este conceito pode ser utilizado para gerar
uma classe de operadores I';, i=1,2,---,8, satisfazendo a propriedade I';\T'; = I;[’; = V?
(ou Ay4), a qual inclui o operador I' da teoria de Fueter. Pretende-se mostrar também que,
os sistemas de equagoes diferenciais parciais gerados pelas equagoes I';w = 0, podem ser
vistos como um caso particular do sistema mais geral, gerado por 2w = 0. Vamos designar
as solucoes w desse sistema, por fun¢des para-regulares, em analogia ao caso especial das
funcoes regulares da teoria de Fueter. Serdo apresentadas ainda, algumas aplicacoes, tais
como a obtengao de E'DPs hiperbdlicas de interesse, como as equacgées de Campo escalar,
e a equacio da onda espacial, através do produto Qf2, além da fatoracdo da métrica de

Minkowski em fatores quaternionicos.

Palavras-chave: Quatérnios, equagoes de Cauchy-Riemann, regularidade.
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Abstract

The concept of metric factorization (in quaterniénic factors) was recently developed,
and it is directly related to the Q operator, presented in the references [15] e [45]. In this
dissertation it is shown that this concept may be used to generate a class of operators
I, i=1,2,---,8, satisfying the property I';\'; = [\I"; = V2 (or A4), which includes the T
operator of the Fueter theory. It is also shown, that the differential partial systems generated
from operators I';, applied in quaternionic function w, such as I';w = 0, are special cases of
the more general systems of differential partial equations, generate from Qw = 0. We will
designate the solutions w as regular-like functions, in analogy with the particular case of
regular functions of the Fueter theory. Some applications, such as,the construction of Klein-
Gordon operator and the spacial wave equation, through the product QQ and a factorization

of the Minkowski metric are also presented.

Keywords: Quatérnios, Cauchy-Riemann equations, regularity.
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Introducao

Os ntimeros quatérnios surgiram no século XX, por obra do fisico irlandés Willian Rowan
Hamilton. Hamilton percebendo que os ntimeros complexos podiam ser pensados como en-
tidades orientadas no plano, tentou estender essa idéia para trés dimensoes, passando do
nimero binario a + bi para triplas ordenadas a + bi + ¢j. Hamilton trabalhou obstinada-
mente nesse sentido por cerca de dez anos, sem sucesso, quando finalmente percebeu que suas
dificuldades seriam superadas se abandonasse o conceito de comutatividade da multiplicacao
e, ao invés de triplas, usasse quadruplas. Da mesma forma que Lobachevsky criou uma nova
geometria, consistente em si mesma, abandonando o postulado das paralelas de Euclides,
Hamilton criou uma nova algebra, consistente em si mesma, abandonando o postulado da
comutatividade da multiplicagao. Surgia assim a édlgebra dos quatérnios, que, embora gene-
ralizasse o conceito de niimeros complexos, ndo possuia a estrutura de um corpo, e sim de
um anel, que no decorrer de nossa dissertacdo serd designado por HH.

O surgimento dos niimeros quatérnios gerou grande polémica entre a comunidade cienti-
fica da época, e devido a isso, nao houve grandes avangos nesse sentido até por volta de 1930,
quando Rudolf Fueter [26] comegou a desenvolver os fundamentos de uma anélise quater-
nionica, como um analogo da ja bem estruturada andlise complexa. O trabalho de Fueter
desenvolveu consistentes similaridades com conceitos classicos da teoria de uma variavel com-
plexa, tais como, teorema de Cauchy, féormulas integrais de Cauchy, expansdo de Laurent,
etc. Estas similaridades tém sido alvo de discussdo de importantes nomes, como Sudbery
[52] e Deavours [20]. No entanto a teoria de Fueter revela também algumas inconsistén-
cias, como por exemplo, a forma como analiticidade e regularidade sdo relacionadas. Uma
outra inconsisténcia deve-se ao fato de Fueter nao haver estabelecido qualquer relagao entre
funcoes quaterniénicas regulares e transformacgoes conformes. Esta conexdo ficou a cargo
dos matematicos Machado e Borges [44]. Autores como Cerejeiras et all [17], Erikson Bique

[24], Machado e Borges, entre outros, tém tentado complementar e estender essa teoria.
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Introducgao

Na ref [44] Machado e Borges introduzem nogdes de diferenciabilidade quaterniénica
(a esquerda e & direita), bem como, uma generalizagio das equagdes de Cauchy-Riemann
em quatro dimensoes, via conceito de integrabilidade de caminhos independentes, numa var-
iedade diferenciavel, posteriormente chamado de “MB approach”. Na referéncia [45] Machado
e Borges estabelecem o conceito de fatoracdo de métricas riemanianas, em fatores quater-
nionicos, o que acredita-se deverda num futuro préximo viabilizar o desenvolvimento de sélidos
elementos para uma teoria analitica hipercomplexa.

Organizamos a presente dissertacio de forma a dar condicoes para que o leitor relembre
conceitos necessarios ao bom entendimento do texto (capitulo 2) e familiarize-se com as ex-
tensoes quaterniénicas da teoria complexa, sob diversos pontos de vista, no intuito de criar
uma visdo global sobre o assunto, ressaltando os principais tépicos (capitulo 3). Por motivo
de brevidade omitiremos uma boa parte das demonstragoes, especialmente quando estas es-
tiverem relacionadas a conceitos matematicos clissicos ou estiverem além do propdésito de
nosso trabalho. O capitulo 4 ¢, na nossa opiniao o mais importante, uma vez que nele apresen-
tamos alguns resultados novos por nos obtidos, os quais julgamos de relevante importéncia.
Neste capitulo apresentamos oito possiveis fatoragoes (e seus conjugados quaternidnicos)
para a métrica euclidiana canénica, cada qual gerando um sistema homogéneo de equagoes
diferenciais parciais, um dos quais é o sistema gerado pela equagao I'w = 0, o qual define o
conceito de regularidade a esquerda da teoria de Fueter, mostrando assim que o operador de
Fueter & um caso especial de um operador mais geral Q. Ainda neste capitulo enunciamos
e demonstramos um teorema no qual provamos que o produto QQ, generaliza o conceito de
operador quadriharménico, e demonstramos também que este operador pode ser obtido de
um operador mais geral Q5Q¢, 0 qual é um operador quaterniénico envolvendo coeficientes
imaginarios puros (complexos).

O capitulo 5 é uma consequéncia desses novos resultados, no qual sdao obtidos o operador

de Klein-Gordon e a equacio da onda espacial, através da generalizacio QcQ¢ do operador

QQ. Ainda neste capitulo uma fatoragio da métrica de Minkowski em fatores quaterniénicos,

¢é apresentada.
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Capitulo 1

Preliminares

Antes de adentrar pormenorizadamente ao tema de nossa dissertagao, serdo feitas na se-
quéncia desta se¢ao, uma série de defini¢oes, as quais julgamos necessarias para um bom

entendimento do texto. Boa parte das demonstragoes sdo apresentadas em detalhes.

1.1 Conceitos Basicos

Definicao 1.1.1 Seja D um conjunto e z € D. Denotamos por vizinhanca de z a todo

conjunto aberto que contenha z.

Definigao 1.1.2 z é chamado um ponto interior de D, se possui uma vizinhanca inteira-

mente consistida de pontos de D.

Definig¢ao 1.1.3 Um ponto de fronteira z de um conjunto A C D é um ponto de D tal que,
cada vizinhang¢a do ponto z contém pontos pertencentes a A e pontos nao pertencentes a A;

e a fronteira de A € o conjunto de todos os pontos de fronteira de A.

Definicao 1.1.4 Um conjunto D é dito fechado se ele contém todos o0s seus pontos de fron-

teira.

Definicao 1.1.5 O conjunto resultante da unido do conjunto D com seus pontos de fronteira

¢ denominado o fecho de D.

Definigao 1.1.6 Um conjunto é dito aberto, se todos os seus pontos sdo pontos interiores.
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Preliminares 1.1 Conceitos Bésicos

Definigao 1.1.7 Um conjunto aberto D é chamado conezo, se quaisquer dois pontos de D

podem ser ‘ligados” por uma linha poligonal, cujos pontos pertencem a D.

Definicao 1.1.8 Um conjunto fechado D é chamado conezo , se é impossivel decompo-lo

em dois subconjuntos abertos A e B, disjuntos, ndo vazios, tal que

AUB=D.

Defini¢ao 1.1.9 Um conjunto aberto conezo é denominado um dominio.

Definigao 1.1.10 Um caminho ligando os pontos x e y em um espago X é uma aplicagio
continua ¢ : [a,b] = X , a,b€ R, tal que §(a) =z e ¢(b) =y.

Definigao 1.1.11 Um caminho suave em uma regiGo R é uma aplicag¢io ¢ : [a,b] — R com

derivada continua em [a,b)] .

Definigao 1.1.12 Um caminho suave por partes em uma regido R é uma cole¢do finita de

caminhos suaves ;[a;,b;) > R, 1=1,2,---,n, satisfazendo: T;(b;) = Tiy1(aiz1)

Defini¢ao 1.1.13 Se D ¢ um dominio e sua fronteira consiste de n subconjuntos conezos,
entao D é n-conexo. Em particular um dominio simplesmente conero (1-conezo) tem uma

fronteira que consiste de um conjunto conezo (como por ezemplo, uma curva ou um ponto).

Observagao: Um dominio n-conexo pode ser visto como um dominio simplesmente conexo

no qual foram feitas n-1 aberturas.

Definigao 1.1.14 Seja z = 2(t) uma curva cujos pontos sdo ordenados no intervalo [a,b].

Denominamos z(a) e z(b) pontos inicial e final de z(t), respectivamente.
Definigao 1.1.15 Uma curve é chamada fechada se os pontos final e inicial coincidem.

Definigao 1.1.16 Uma curva é denominada simples se z(t) toma valores diferentes para
cada valor de t € [a,b]. Isto é, se a curva ndo se intercepta, exceto eventualmente, no ponto

inicial (final), no caso da curva fechada.

Definicao 1.1.17 Seja I' uma curva continua arbitrdria tal que um nimero arbitrdrio de

pontos de I' possam ser ligados por uma linha poligonal (em ordem de sucessio ao longo da
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Preliminares 1.2 Fung¢bes complexas

curva). Dizemos que I é retificdvel se o conjunto de comprimentos das linhas poligonais,

assim obtidas, é limitado. Isto é

sup Y |z(tk) — z(tk-1)| < 0. (1.1.1)
k=1

Nesse caso sup Y pn_y |2(tk) — z(tk-1)| € chamado o comprimento da curva.

Definigao 1.1.18 Um espago de Hausdorff é um espago topoldgico D tal que, para quaisquer
elementos x,y € D eziste uma vizinhanga U dex eV de y tal que UV =0

Definigao 1.1.19 Um homeomorfismo é uma transformac¢ao T : D — Y, continua, cuja

inversa também é continua.

Definigao 1.1.20 Seja D um espago topolégico de Hausdorff. Dizemos que D é uma var-
iedade (ou uma C° variedade, ou um espago localmente Euclidiano) de dimensdo n, se, cada
ponto x € D possui uma vizinhanc¢a aberta que é homeomorfa a um subconjunto aberto de

B

Definigdo 1.1.21 Uma variedade diferencidvel de classe C* e dimensdo n, € definida como
sendo um espago topoldgico D e uma familia de aplicacdes biunivocas z, : Uy +— D de abertos
U, C IR", tais que:

a) Ucobre D ( oulJ,za(Ua) =D) ;

b) Para todo par a, 3, com z4(Ua) (N zs(Ug) = M # 0, o0s conjuntos z;*(M) e z5' (M)

sio abertos em IR", e as aplicagdes x5" o x4 sdo diferencidveis de classe CX.

1.2 Funcgoes complexas

Seja D um conjunto contido no plano complexo. Seja f uma lei que faz corresponder a cada
elemento z de D, um tinico niimero complexo. Dizemos entdo que f é uma funcao (definida
no conjunto D) da variavel complexa z e D é o dominio de defini¢do da fun¢io f(z).

Desde que um ntimero complexo é escrito na forma z = z+iy, f(2) define uma transformacio
de um niimero cmﬁplexo z em um niimero complexo f(z).

Podemos escrever f(z) = u + iv, onde

u =u(z,y) = Re f(z +1iy) e,

v=1v(z,y) = Im f(z +iy),

sao fungoes das varidveis reais z e y.
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Preliminares 1.2 Fungoes complexas

Definigao 1.2.1 A funcao f(z) definida no conjunto D é dita continua no ponto £ € D, se
para qualquer € > 0 dado, eziste 6 > 0 tal que, |z — €| < & implica |f(2) — f(€)| < ¢, para
todo z € D.

Definigao 1.2.2 A fun¢ao f(z) € continua em D se é continua em cada ponto z € D.

Definigao 1.2.3 Seja Dy o dominio (complezo) da fungio f. Dizemos que f tem limite L

se, dado € > 0, arbitrdrio, existe & > 0, tal que
O0<|z—2|<d=|f(z)—L|<e (2 = 20, 2z € Dy). (1.2.2)
Teorema 1.2.1 Seja Dy o dominio (complezo) da fungdo f(z) = u+ iv, entdo

lim f(z) =L, L=A+iB, (1.2.3)

Z—Zp

se e somente se

lim u(z,y)=A e limu(z,y)=8B (1.2.4)
Z—=Zp

=2y

Da defini¢ao (1.2.3), temos
0<|z—2| <d=|(u+tiv)— (A+1iB)| <k, (2> 2, z€Dy). (1.2.5)
Consequentemente,
lu— Al < |(u+iv) —(A+iB)|] e |v—B|<|(u+iv)—(A+iB)|, (1.2.6)
0 que nos leva a
O0<|z—2|<d=|u(z,y)—Al<e e |v(z,y)— B| <e¢, (2 =2, z€Dy) (1.2.7)

Isto satisfaz (1.2.4), o que prova a necessidade.

Por outro lado, dado € > 0, existe § > 0 tal que 0 < |z —z| < § implica |u(z,y) — A| < §
e |v(z,y)—-B|<Ss.
Pela desigualdade do tridngulo

f =Ll <= )|+ v Bl. (1.2.8)
Dai,

€

5 (2 —= 20, z€ Dy). (1.2.9)

o<|z—z0|<5=>|f(z)-1,|<§+

Fica assim demonstrada a suficiéncia.

6
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Preliminares 1.2 Fungoes complexas

Coroldrio 1.2.1 Uma fungao f(z) = u(z,y)+iv(z,y) € continua no ponto 2y se e somente

se u(z,y) e v(z,y) forem continuas em 2.

Definigdo 1.2.4 Uma fungdo da varidvel compleza f(z), definida numa vizinhanga do ponto

o € diferencidvel em o se existe o limite

lim L(El—_—g(-g—) = f'(o). (1.2.10)

Z—p0 —

f)—fle)—(z—0o)f'(e)=o(lz—2]), (z— o) (1.2.11)

Dizemos que f'(0) é a derivada da fung¢do f(z) no ponto g
Definigao 1.2.5 Se f é diferencidvel em todo ponto de seu dominio, entdo f é diferencidvel.

Teorema 1.2.2 Sejam f(z) e g(z) duas funcoes complezas num dominio X, se ambas as

fungoes possuem limites finitos com z — 2y, entio vale a propriedade,

lim [£(2) + 9(2)) = lim f(2) + lim g(2) (1:2.12)

Demonstragao: Para a demonstra¢ao do teorema, vamos supor que f e g possuem limites

finitos Ly e Lo, respectivamente. Entao existem §' > 0 e §” > 0 tais que,

2€D; e 0<|z~zn|<6'=>|f(z)—L1|<%,
2€D, e 0<[z—z0]<5’=>[g(z)—L2|<%.

Tomando 6 = min{d’,6"}, e z € Dy Dy, certamente 0 < |z — z| < 4,
e

1/ (2) + 9(2) = (L1 = La)| = |[f(2) = La] + [9(2) = La]| < |£(2) — La| + |9(2) — La| < €
As Propriedades enunciadas a seguir seguem da defini¢do de diferenciabilidade.

Propriedade 1.2.1 Seja Q C € um conjunto ndo vazio. Se f(z2) e g(z) sdo duas fun¢ies

diferencidveis no ponto g entdo valem as propriedades
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Preliminares 1.3 Fungoes analiticas

i) (f+9) =f+4,

i) (f9)' = f'g+ f¢,

iti) Se Fz) =8 = F' = L5l0;  g(z) #0,

w) Se f(z) é diferencidvel no ponto ¢ e @(z) é diferncidvel no ponto g = f(p), entdo

F(z) = ¢(f(z)) também é diferencidvel no ponto p e F'(p) = ¢'(f(0))f (o).

1.3 Funcoes analiticas

Se f(z) é uma fungdo complexa tal que f(z+iy) = u(z,y)+v(z,y), em geral a diferenciabi-
lidade de f(z) ndo equivale a diferenciabilidade de u(z,y) e v(z,y). Uma condigao adicional

¢ ainda necesséaria.

Definigao 1.3.1 Seja D um dominio. Se f(z) é diferencidvel em cada ponto de D, entio

f(2) é analitica em D.

Se a fungao f(z) = u + v é diferenciavel no ponto z = z + 1y, entdo

[(z+h) = §(2) i)

! 1=
filZ)imin h ‘

independentemente do modo como h tende a zero. Em particular, podemos fazer h tender
a zero tanto pelo eixo das abscissas (valores reais), quanto pelo eixo imaginario (valores

imaginarios).

Figura 1:

A'A‘AY

1 2 3 4 5 6 7 unesp v 12¢ 48 314 15 16

17

18



Preliminares 1.3 Fungoes analiticas

Dessa forma

f}(z) = 15% u(x + k: y) i 'H.(.’.C, y) +}:[v($ + k, y) — U(.T}, y)]’

£/z) = lim u(z,y +1t) —u(z,y) tté[v(:v, y+1) — v, y)], (13.16)

Desde que o limite (1.3.14) exista, pelo teorema (1.2.2),

o _ e WE R Y) —u(z,y) | @tk y) - (e, y)]
I S L, - S R,

ou .Ov

=5§ 36:1:

f!(z] = EII% ['v(x, Y T 31 s U(Iu y)] w 1111,% U(Jj, Yy 5.5 ti o U(Cﬂ, y)’

e (1.3.18)

dy Oy

Igualando as partes reais e imaginarias nas expressoes 1.3.17 e 1.3.18, obtemos as equagoes ,

Bu_av 8u_ ov

9z dy' By Oz’

A satisfacdo destas equagdes, as quais sao conhecidas como equagdes de Cauchy-Riemann,

(1.3.19)

¢ uma condi¢@o necessaria, porém nao suficiente, para a existéncia da derivada de f, como

mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.1 tomando a fun¢ao
f(z)=V]ay|+i0 =u+iv, z=z+iy.
u=+/lzy| e v=10.

O que nos leva a,

w(k,0) =vk.0=0 e
Ou . u(k,0) —u(0,0)
B L e o0 o (5.0) 8

De forma andloga

u(0,) —u(0,0) _

ou .
7=, = :
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Preliminares 1.3 Fungdes analiticas

Certamente, as relagdes (1.3.23) sao satisfeitas, mas no entanto, para z = 0 e h = ret,
temos

x=rcosd e y=rsenb, dai

lim f(h) — £(0) o \/|cos‘93in9| e_ww _ 11(0), (13.22)

h—0 h ei? 2

onde f é a derivada direcional.
Uma vez que fy depende do dngulo 8, f'(0) nao existe. Portanto f satisfaz as equagdes de

Cauchy-Riemann, mas ndo é diferencidvel em z = 0, nao sendo portanto, analitica em C.

Teorema 1.3.1 Seja f(z) uma func¢do da varidvel compleza z = x + iy. Para que
f(z) = u(z,y) + iv(z,y) seja diferencidvel no ponto o = £ + in, € necessdrio e suficiente
que as fungdes u(z,y) e v(z,y) sejam diferencidveis no ponto (&,7) e suas derivadas parciais

neste ponto satisfacam as relagies

ou Ov ou v
et A e SO i | 1.3.23
dr Oy’ oy oz ( )

Demonstragao : Para provar a necessidade vamos usar o fato que f(2) € diferencidvel

no ponto p. entao pela defini¢io (1.2.4)

f(2)=fle)=(z=0)f' (@) +o(lz—al), (2= o) (1.3.24)

onde f(z) =o(p(z)) significa que lim,_,,, ﬁ% =0, z€D.

denotando,
fo) = ¢+,

entao,

f(@ +1iy) = f(€+1in) = [(z +iy) — (€ +in)]f (€ +in) + o(Y)
= [(z +1y) — (£ + in))(¢ + 1) + o(?)
= (z +y)p +i(x +iy)yY — (§ +in)d — i(§ + in)Y + o(Y)

onde ¥ = (|z — &|) denota a distdéncia entre os pontos (z,y) e (€,n).
Portanto,

u(z,y) +iv(z,y) — [u(é,n) + v, n)] = oz + iyd + iz — Py
—&¢ — ing — & + mp + o(9Y).
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Preliminares 1.3 Funcgdes analiticas

Separando as partes real e imagindria,

u(z,y) - u(,n) = §(z — € — (y — n) + o(9) (1.3.28)

v(@,y) —v(&n) =y —n) + (e - §) + o). (1.3.29)
Fazendo x tender a § ,obtemos

u(z,y) —w(é,n) = —y(y —n) +oly —n|

v(z,y) —v(&n) = ¢y —n) +oly —1|.

Por outro lado, Fazendo y tender a n, obtemos

u(@,y) —u(€,n) = d(z — &) + olz - ¢

v(@,y) —v(§,n) = ¥(z - &) +olz - &|. (1.3.31)

Concluimos entio que u(zx,y) e v(z,y) sio ambas diferencidveis e, por (1.3.30) e (1.3.31)

temos, ¢ =, =v), V=1, =1,

Para provar a suficiéncia vamos supor que u(z,y) e v(z,y) sdo diferencidveis e satisfazem
as relagoes de Cauchy-Riemann.

Denominando,

Ou
Oz
e substituindo em (1.3.28) e (1.3.29), obtemos

=¢ e = (1.3.32)

u(@,9) ~ u(En) ~ (&~ ) o+ (y ~ n) e = o{i) (1.3.33)

o(@,9) = o(Em) ~ (v — 1) 30 ~ (= — )32 = o(d).

11
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Preliminares 1.3 Fungoes analiticas

e as equagoes

u(z,y) + iv(z,y) — [w(€,n) +iv(€,n)] - g—z z—€—ily—n)+ S—Z(y == t(z=£))
= o(9). (1.3.35)

Ou

u(z, y) +iv(z, y) — [u(€,n) + (& n)] - é—(..«: —& —#yi—n)) — i%(ﬂt -&—i(y—mn)
= o(9). (1.3.36)

sao obtidas multiplicando-se (1.3.34) por i e somando as equagdes (1.3.33) e (1.3.34). Isso

nos leva a,

u(z,y) +iv(e,y) — [w(&,n) +w(n)] - [z — & — iy — ) ?-15 & %-—) = o(9). (1.3.37)

que é exatamente a equagao (1.2.11), dada por
f(z) = fl@) = (z—0)f'(0) =0(lz—0l), (2—0) (1.3.38)
Assim, f(z) € diferencidvel no ponto p.

Resultado 1.3.1 Seja D um dominio. Se f(z) = u(z,y)+iv(z,y) = w(y,v), € diferencidvel
em D e f'(z) = —ﬂﬂ = % entdo somando (1.3.17) e (1.3.18),

UG _u v v o
5% % +28:c + a9 83; (1.3.39)

of(z) 1.,0u OJdv, . Ov OJu
0z _[ oz 83;) _H(% e a_y)]
Resultado 1.3.2 Vamos definir os operadores,

5° 1.9 0
5= gl B_y) (1.3.41)

(1.3.40)

g 1.8 .48

= i35 (1.3.42)

5‘2(5

De forma que

ow 1.0 ,8 ) %)
B e T Y z—](u—r ) (1.3.43)

1 .0u .Bv dv Ou, 0f(2)

=3 T 8+3_y___82'
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Preliminares 1.3 Fungoes analiticas

Vamos dar a seguir uma segunda defini¢do de funcdo analitica.

Defini¢ao 1.3.2 Uma fungio f(z) (z = = + iy), € dita regular (analitica, holomorfa ou

mondgena) no ponto &, se f pode ser representada por uma série de poténcia

f(2) =) ealz— &), (1.3.44)

n=0

convergente numa vizinhanca do ponto €, tal que |z — €| <r, (r > 0).

Definig¢ao 1.3.3 Dizemos que uma fung¢do f(z) da varidvel compleza z = z + iy € analitica
(reqular) no ponto z = oo se f(%) for regqular no ponto £ = 0. Neste caso f(%) = ag +
ai1€ + ax€? + - -+ numa vizinhanca de £ = 0, que é equivalente a f(%) =ao+ % + %’% ieiats
numa vizinhanga de z = co. Isto significa que f(z) € analitica no infinito se f(z) pode ser

desenvolvida em série de poténcias de —:- “numa vizinhanca do infinito”.

Teorema 1.3.2 Uma fung¢do que € analitica no ponto § € diferencidvel em §.

Demonstracgao :

f2)=) c(z=8"=co+ci(z— &) +calz =€)+ lz—€l<r  (1.3.45)

fO=alz-8"=a+talE-8+calE-&+ =a. (1.3.46)

n=0

f(z) - f(&)

=k =c1+ ez — &) +es(z—€)>--- |2 -¢| <, (1.3.47)

portanto,
i L) = 1) f(s)

= z—
Pela definigao (1.2.4) f € dzfemciduel no ponto £.

—£i_.ué[c1+cz(z—£)+63(z—£)2--- ] =6 (1.3.48)

Teorema 1.3.3 Sejam u(z,y) e v(z,y) fungdes reais com derivadas parciais continuas num
dominio D. Entao f(z) = u(z,y) + tv(z,y) € analitica em D se e somente se, as equagoes

de Cauchy-Riemann sao satisfeitas em D.
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Preliminares 1.4 Critérios de analiticidade

Demonstracao : A suficiéncia advém do fato de u e v terem derivadas parciais continuas,
0 que significa que ambas sdo diferencidveis em todo o dominio D, e, desde que ambas
satisfazem as equacgoes de Cauchy-Riemann, temos que f é diferenciavel, e portanto analitica.
(def. 1.3.1).

A necessidade é consequéncia direta da analiticidade, que implica diferenciabilidade e

consequentemente, a satisfacao das equagoes de Cauchy-Riemann.

1.4 Critérios de analiticidade

Vamos enunciar alguns critérios de analiticidade, lembrando no entanto, que esses critérios

s6 sao validos em dominios complexos.

e A soma e o produto de um niimero finito de fung¢des analiticas no ponto £ sao funcoes

analfticas nesse ponto.

e O quociente de duas fungdes analiticas no ponto £ é também uma funcao analitica

neste ponto (desde que a funcio esteja definida no ponto).

e Se a fungdo f(z) é analitica no ponto &, e a fungdo f(w) é analitica no ponto f(£),

entdo a fung¢do y(z) = F(f(z)) é analitica em &.

1.5 Integracao Complexa

1.5.1 Integral de linha

Seja I' um curva retificavel e f(z) uma fun¢do continua da varisvel complexa z = z(t),t €

[a,b]. Chamamos de integral & soma

> f(&k) 2k — 1) (1.5.49)
k=1

onde & = 2(t}) é um ponto qualquer da curva I" no intervalo (z; — z;_;), e cada ponto da
curva z(tx) sdo escolhidos de tal forma que z._, precede z, 2z coincidindo com o ponto
inicial e 2, coincidindo com o ponto final.

Se o limite

lime(f;'k)(zk - 2k1) = max |2, — zk-1| = 0

k=1

14
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Preliminares 1.5 Integracao Complexa

existe e é independente da escolha dos pontos 2, e &, entdo denominamos esse limite por

integral da func¢ao f(z) ao longo da curva I', e denotamos

/I:f(ZJdZ- (1.5.51)

Expressando a integral da func¢do f(z) =u+iv (z =z + iy), ao longo da curva I, temos

/[:f(z)dz = /ud&: —vdy +1 f vdz + udy (1.5.52)

r r

Teorema 1.5.1 Se f(2) é continua em I, entdo a integral de f(z) ao longo de T eziste.

Observagao 1.5.1 Se tomarmos a integral ao longo da curva I" na dire¢ao oposta, o sinal

da integral muda de acordo com a mudanga de sinal de z) — z._,. Assim se tomarmos

> F&)zk — 2k, (1.5.53)
k=1

entdo o limite se torna invariante sob a mudanga de dire¢do ao longo da curva e a integral

correspondente € dada por,

/f(z)|dz| = /uds +i/vds, ds = /dz? + dy?. (1.5.54)
I8 I r

Se a curva é suave por partes e retificdvel, entdo

[ rei= [ " Fe0) ()i

onde z = z(t) é uma fun¢do paraméirica do pardmetro t. Desde que

f(z) =u+ v edz = dz + idy, entdo
/ f(2)dz = /(ud:c — vdy) + i(vdz + udy)
r r
que pode ser escrito na forma

ff(z)dz=fpdx+qdy, p=u+iv e q=-v-+iu.
r r
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Preliminares 1.5 Integragao Complexa

1.5.2 Independéncia de caminhos

O conceito de independéncia de caminhos integraveis serA muito utilizado no desenvolvi-
mento de nosso trabalho, portanto faremos a seguir vérias defini¢des enfocando conceitos

concernentes.

Definicao 1.5.1 Dizemos que uma integral é independente do caminho se ela depende uni-
camente dos pontos final e inicial da curva.

Assim

f(2)dz= [ f(2)dz= f pdz + qdy (1.5.58)
Iy Iy Iy

Definigao 1.5.2 Se uma expressao do tipo pdx + qdy pode ser escrita na forma,
om om om

om
dm(z,y) = %dﬁ: + a—ydy, p= = e qg= B_y

dizemos que dm é uma diferencial exata.

(1.5.59)

Teorema 1.5.2 A integral de linha
/ pdx + qdy, (1.5.60)
'

definida num dominio D, ¢é independente do caminho dado se e somente se, existe uma
fungao m(z,y) em D, tal que

om om

_— e —_ = .

oz P dy 4
Demonstragao : Vamos provar a suficiéncia, supondo que as igualdades em (1.5.61) sejam

satisfeitas. Substituindo (1.5.61) em (1.5.60) e escrevendo na forma paramétrica, obtemos

(1.5.61)

am om b om
dsc+d=/—dx+—d —/(t)dt
/rzp qdy B 5. = y()

Ndt  (1.5.62)

= [ 1Emla(©,50)] = mie(®), y0)] - miz@), v(o)} (1.5.63)

Portanto (1.5.60) depende somente dos pontos a e b.

Vamos, por questao de brevidade omitir a reciproca, que pode ser encontrada na referéncia
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Preliminares 1.5 Integragao Complexa

Teorema 1.5.3 (Teorema de Cauchy) Seja D um dominio simplesmente conezo e seja

f(z) uma fungdo analitica em D, entdo

ff(Z)dz =0 (1.5.64)
para todo contorno fechado C contido em D.

Demonstragao : Seja f(z) = u + tv. Como, por hipétese f é analitica em D, entdo f é

contfnuamente diferenciavel em D. Pelo teorema (1.2.2) valem as relagdes:

ou Ov ov ou
% = a—y, € % = —B—y. (1565]

Pelo teorema de Green em coordenadas retangulares, se D é um dominio interior a curva C,

entao

j{ f(z)dz = f[ud:c — vdy] +1 ~%[vdm + udy]

// — + — d:r:dy - z_//(— - —)d:';dy (1.5.66)

Aplicando as relagoes (1.5.65) verificamos que a equagdo (1.5.66) é igual a zero. portanto a
equacgao (1.5.64) é vilida.

O teorema 1.5.3 é equivalente ao teorema abaixo.

Teorema 1.5.4 Seja D um dominio simplesmente conezo, e f(z) uma fun¢do analitica em
D. Entao a integral de f(z) ao longo de um contorno ligando o ponto z a um ponto z, de

D, depende unicamente de z e zp, e nao do contorno de integra¢do.

De fato,
supondo que o teorema 1.5.3 seja verdadeiro e C; e C; tenham o mesmo sentido, entdo

C1 + (—C3) & um contorno fechado v (Figura 2).
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Preliminares 1.5 Integragcao Complexa

Pelo teorema 1.5.3,

0= ] Sz = [ ez = [ fe)ds

Cs

portanto,

f(z)dz= | f(z)dz. (1.5.68)
C C2

Desta forma a integral f*r f(2)dz ndo depende do caminho de integracdo.
Por outro lado, suponha que o teorema 1.5.5 seja verdadeiro, e C seja um contorno
fechado em D. Assim, para quaisquer dois pontos z; # z; € C, o contorno fechado C fica

dividido em dois caminhos ¢; e C,, ambos direcionados no mesmo sentido (Figura3).

Pelo teorema 1.5.5
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Preliminares 1.5 Integra¢ao Complexa

logo,

/ f(2)dz= | f(2)dz +/ Jz)dz=20. (1.5.70)
c &1 C2

Isso prova o teorema 1.5.3, e, consequentemente fica demonstrada a equivaléncia entre os
dois teoremas.
Nesse ponto podemos afirmar que, se a integral sobre qualquer curva fechada é igual a

zero, significa que essa integral nao depende do caminho dado e vice-versa.

Teorema 1.5.5 Sejam f uma fungao analitica numa regido R e C um contorno fechado
cujo interior estd totalmente contido em R, exceto eventualmente regices Ry, Ra,--- , Rn
interiores a Cy, Cy, Cy, - - - , Cp respectivamente, sendo Cy, Cy, Cy, - - - , C, contornos fechados

(tais que C; ndo intercepte Cj, i # j), totalmente contidos no interior de C. Entdo
fR)=| f(dz= | f(z)dz+ | f(z)dz+--- [ f[f(2)d=. (1.5.71)
Co 1 C2 Cn

Desde que os contornos tenham todos a mesma orientacdo.

Enunciamos aqui o teorema 1.5.5 porque ele nos sera ttil na demonstragao do teorema a
seguir (Férmula integral de Cauchy), o qual é muito impotante no estudo das fungdes
analiticas. No entanto, omitiremos a demonstracgao, ja que esta envolve conceitos topolégicos

que ndo estdo no contexto deste trabalho. Vide [46].

Teorema 1.5.6 ( Férmula integral de Cauchy) Seja D um dominio (fechado) simples-

mente conezo e f(z) uma fun¢do analitica en D. Entdo

K] = ﬁf SO 4 e (1.5.72)

cé—=2

onde C' é um contorno fechado simples em D e & um ponto qualquer no interior de C

Demonstragao : Desde que £ é um ponto interior de C, podemos definir uma vizinhanca

fechada de z, a qual nao contém pontos de C. Seja Cjs tal que

Cs={te€D:|t—z|=8) (1.5.73)
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Preliminares 1.5 Integragao Complexa

Figura 4:

Do teorema 1.5.5 temos

[ 290 § 184
c

&—i ;& —%

Escrevendo

f(&) = f(&) + f(2) — f(2).

Substituindo em (1.5.74),
./(;f(f) e f()al‘sJr J'(E)—f(Z)GLs

6_2 056 Cs E z

O L
_f()./6‘55—3+ Cs 5—2

Fazendo & — 2z = re'?, entdo d¢ = d(€ — z) = rie®df. Um célculo direto nos d4,
f dg = 2mi. (1.5:77)
c E—=z
Além disso, temos da continuidade de f que, dado € > 0 arbitrario, existe d > 0 tal que

€ =2l <d=1[f(€) - f(2)] <¢&

Assim,

/ il e R f(z) = wﬁﬂ Sy |d§] = 27e.
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Preliminares 1.6 Desenvolvimento de Laurent

Isto significa que quando § — 0, a segunda integral a direita da igualdade em (1.5.76)

também tende a zero. Ou seja, podemos escrever a equagio (1.5.76) na forma,

] & = 2mif(2). (1.5.79)
X Jam

Que é o que pretendiamos demonstrar.

Teorema 1.5.7 Sejam D, C, e z nas condigoes do teorema 1.5.6. Entdo para cada n inteiro

positivo, f(z) eziste e é analitica em D.

A demonstracgio do teorema 1.5.7 é feita por inducdo finita utilizando a derivacao sob o sinal
da integracao, como a seguir.
Pelo teorema 1.5.6 temos,

F(z) = 2?173 ff © 4 (1.5.80)

Usando a derivagao sob o sinal da integracdo temos

f(z) = i/( f(f))zdf, (1.5.81)

2mi

derivando mais uma vez,

£(€)
2m e z)3 (1.5.82)

derivando mais uma vez,

f9) = 3!% /c (gf—(Ez))“ dE. (1.5.83)

generalizando,

1(z) = ni— / &%dg. (1.5.84)

Este teorema é uma conseqéncia do teorema 1.5.6 e uma demonstracgao rigorosa é encontrada

em [25].

1.6 Desenvolvimento de Laurent

O desenvolvimento de uma fungdo em série de poténcias de z — 2y (29 podendo ser ou nao
um ponto de singularidade de f) que inclua termos com poténcias negativas de z é conhecido

como desenvolvimento (ou série) de Laurent e é uma generaliza¢do da série de Taylor.

21
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Preliminares 1.6 Desenvolvimento de Laurent

Teorema 1.6.1 Seja f uma fungdo univalente e regqular numa regiago anular M tal que
r < |z— 2| < R, entio para cada ponto z nessa regido podemos representar a fungdo f(2)
pela expansao,

o0

f(2) =Z et )ﬂ Zan(z—zg Zan(z—zn ; (1.6.85)

n=1

onde 0s coeficientes sao dados por,

([
o f & zo)n+1 (1.6.86)

e C' é um contorno fechado contido em r < |z — zy| < R envolvendo 29 uma vez no sentido

positivo.

A demonstragao pormenorizada pode ser encontrada em [34].
A série (1.6.85) é denominada série de Laurent para f(z). A parte
Yoo oan(z — 20)" é chamada a parte analitica (regular) de f(z) e a parte formada por

>0 | ===+ ¢é chamada a parte principal (n > 0).

n=1 Gz=z0)"

Definigao 1.6.1 Um ponto singular 2o € €' é um ponto isolado (ou singularidade isolada)
de uma fungdo f, se eriste uma vizinhanc¢a de zp na qual f é univalente e analitica, exceto

em zp.
Defini¢ao 1.6.2 Uma singularidade isolada zy de f(z) € dita

1. Removivel, quando eristir um nimero complezo c tal que a fungdo

I JCP A

c, zZ=2p

¢ analitica em um disco centrado em zy. Em outras palavras, se em (1.6.85)

Z (z i (1.6.88)

n=1

entdo a soma Y o an(z — 2)" define uma func¢io analitica (def. 1.3.2) para

0 < |z — 29| < r. Nesse caso podemos definir f(z) = c.
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2. Pdélo (de ordem m), quando ezistir um inteiro positivo m tal que a_,, # 0 e a_, =0

para n > m, tal que (1.6.85) tome a forma

( )m cay(z — 29) + Z au(2=25)% BP0 (1.6.89)

Isto é, a expressao (1.6.89) tem um nimero finito de poténcias negativas.

f(z) =

3. Essencial, quando nao for removivel nem pdlo.

1.7 Funcgoes Harmonicas

Definigao 1.7.1 Seja f(z,y) uma fun¢io numa regiGgo R em €. Se f possui derivadas

parciais até sequnda ordem, as quais satisfazem a equagao diferencial parcial
i M
— 4 =5 = 1.7.90
ox? i Oy? ( )
entdo f é denominada fung¢io harmoénica e a equagdo (1.7.90) é conhecida como equagio de

Laplace.

Se f(z) = u(z,y) + tv(z,y) é analitica em uma regido simplesmente conexa R, entdo

valem as relagoes de Cauchy-Riemann, e

Ju QJv ou Ov
—— =0, —+—=0. (1.7.91)

dx Oy dy Oz
Derivando ambas as expressoes com relacao a = e y respectivamente e somando as
derivadas parciais em u e v separadamente verificamos que u e v sao harmoénicas. Ou seja,
as partes real e imaginaria de uma fung¢io f analitica numa regido R sdo também funcoes

harmonicas nessa mesma regido e, nesse caso, dizemos que v ¢ uma fungio conjugada de u.

Teorema 1.7.1 Uma condi¢do necessdria e suficiente para que a funcdo
f(2) = u(z,y) +iv(z,y) seja analitica em uma regido R, € que v seja uma fungao harmonica

conjugada de u em R.

Demonstracao : A necessidade é imediata da analiticidade de f.
Para provar a suficiéncia devemos garantir que existe uma fungio v(z,y) de forma que
a fun¢ao f(z) = u(z,y) + t(z,y) seja analitica em R. Supondo que v seja a harménica

conjugada de u, entdo valem as equagoes (1.7.91) e vale a igualdade,

(1.7.92)
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. Preliminares 1.8 Transformacgées conformes

Fixando arbitrariamente um ponto zy = (zg,yo) € integrando a equagdo (1.7.92) obtemos

que,

v(z,y) = v+ / > = (1.7.93)

(z0,30)
onde vy = v(zg, 7). Aplicando o teorema de Green e usando o fato de que u é harménica,

chegamos 4 igualdade,

f———der—d f/(agf O, (1.7.94)

onde C é um contorno fechado em R e o o interior de C. Assim,

(1.7.95)

Isto significa que dv ¢ uma diferencial exata, e consequentemente a integral em (1.7.93)
independe do caminho de integragdo. Desta forma a fung¢do v(z,y) possui derivadas parciais
continuas em R. Logo, u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann.

Garantimos, portanto a existéncia de uma fungao v (que é determinada pela funcio u,

a menos da constante vp), tal que f = u + v é analitica em R, o que prova a suficiéncia.

1.8 Transformacoes conformes

Seria interessante abordar véarios tipos de transformagoes envolvendo funcoes de uma variavel
complexa, porém isso estenderia o texto além daquilo a que ele se propoe. Limitaremo-nos a
fazer uma breve introducéao as transformacoes conformes. Recomendariamos para um estudo

mais aprofundado, a referéncia [4].

Defini¢ao 1.8.1 Denominamos arco (continuo) ao conjunto de pontos do plano complezo,
C = {z(t) = z(t) +iy(t)}, t € [a,b] (1.8.96)

onde x = z(t) e y = y(t) sao fungoes continuas do pardmetro t.

Definicao 1.8.2 Se a derivada Z'(t) existe, é continua e diferente de zero em [a,b], entio o

arco definido em (def. 1.8.1) é denominado arco suave.

Definicdo 1.8.3 Sejam C e C' dois arcos suaves em [a,b], definimos o dngulo entre C e C'

em um ponto zy € D, como o dngulo formado pelos vetores tangentes a C e C’' neste ponto.

24

A'A'AY

2 3 4 5 6 7 unespw 122 13 14 15 1b

17

18



Preliminares 1.8 Transformacgdes conformes

E comun pensar numa fungdo complexa f(z) = f(z +4y) = u + v = w, como uma
transformagao de um plano complexo z em outro plano complexo w = f(z). Dizemos que o
plano z é o dominio de validade da funcao f e o plano w, a imagem de z por f. Se fixarmos
um ponto zg no plano z tal que exista um um arco suave C passando através de 2y, cuja
representagio paramétrica é dada por z2(t) = z(t) + iy(t), t € [a,b], & facil verificar que
w(t) = f(z(t)) é a representagdo paramétrica da imagem de C. Denominemos por I, essa
representacao. Seja D o dominio de C. Vamos supor que f seja analitica em D, entdo f é

analitica em zg e, portanto, I, ¢ também um arco suave, o que nos permite escrever,

ow 0wz
ot Oz ot f()

Vamos mostrar que essa transformagao do plano z no plano w define uma “rotagao” entre

(1.8.97)

as tangentes a C' e I. nos pontos zg € wo = f(z), € o0 dngulo dessa rotagio é dado por

60 = argf'(z0) (1.8.98)

onde a—f e %4;’ representam as respectivas tangentes mencionadas acima. Desde que f é

analitica em 29 e wg = f(20(t)), temos

ow s
(G Jw=wo = f'(z0) 57 le=a0- (1.8.99)

escrevendo a equagio (1.8.99) em coordenadas polares,
e’ = woe'@o+%) (1.8.100)

onde,
Po e'® = [ ]w—wua el = [ ]z =z0) e = f’(zﬁ)& (1.8.101)

disso resulta que,
Dy=o09+ 0y =009+ argf’(zu). (18102)

Donde se conclui que:
Teorema 1.8.1 Se f(z) é uma fun¢io analitica em z tal que f'(z) # 0, entdo a trans-

formagao w = f(z) define uma rotagdo de um dngulo 6 = argf'(z), da tangente em 2z, a

qualquer arco suave C do plano z.

Definigao 1.8.4 Uma transformag¢ao que preserva a grandeza e dire¢do dos dngulos entre
quaisquer dois arcos suaves, passando por um ponto especifico é denominada uma transfor-

magao conforme.
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Preliminares 1.8 Transformagées conformes

Defini¢ao 1.8.5 Uma transformagao que preserva a grandeza mas nao o sentido de cada

dngulo, é chamada uma transformacdo isogonal.

Teorema 1.8.2 Sejam f uma fun¢do analitica no ponto z = = + 1y, tal que

f'(2) # 0. Entao a transformac¢io w = f(2) é uma transformacgdo conforme.

Demonstrag¢ao : Temos do teorema anterior que, se f é analitica em 25 e f'(2) # 0, a
reta tangente (direcionada) a C' em zj é rotacionada de um angulo 6y = argf’(2y), por meio
da transformagao w = f(z). Portanto se C e C’ sdo dois arcos suaves passando pelo ponto
29, €, 0 e oy os angulos de inclinagdo dos respectivos arcos tangentes nesse ponto, temos

que
By = g9 + 8o (1.8.103)

o = 0 + 6o. (1.8.104)

oo — 0 = §g — ;. (1.8.105)

Isto significa que o angulo oy — op entre C e C’ é 0 mesmo em grandeza e direcio que o
angulo ®, — ®; entre I, e I]. Desde que 2, é arbitrério, a transformagio w = f(z) preserva

o angulo (em grandeza e dire¢do) entre quaisquer duas curvas suaves passando por zp.
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Preliminares 1.9 Equacgées de Beltrami

1.9 Equacgoes de Beltrami
Dada a primeira forma diferencial,
F = a(z,y)dz? + 2b(z, y)dzdy + c(z, y)dy?; A=ac—-b*>0, (1.9.106)
¢ valida a igualdade,
= [adz + (b+ i\/D)dy|[adz + (b — iy/D)dy). (1.9.107)

Seja z = x + iy uma varidvel complexa, tal que as funcdes a(z) e w = u(z,y) + iv(z,y)

satisfazem a equagéo,
dw = aladz + (b+iy/A)dy]. (1.9.108)
Derivando parcialmente com relacdo a z e y respectivamente, obtemos as igualdades,

ow ow 1
i (b+i/D), (1.9.109)

e portanto,
a(b + iv/D)a(z) — aa(z)(b+i\/D) =0, (1.9.110)
nos leva a

ag—w—(b \/_—)_0 (1.9.111)

Desta forma a solu¢do w da equacdo (1.9.111) garante a transformacao

F = P2 qwdw = A(du? + dv?): A=HE e p= l, (1.9.112)
x o (8]

onde
a = a(z) > dw = a [adz + (b+ VA)] dy,

garantindo também a existéncia de homeomorfismos para a forma quadratica (1.9.106).
Utilizando os operadores (1.3.41) e (1.3.42), e manipulando algébricamente a equacgio

(1.9.111), obtemos as igualdades,

(a+\/Z—z'b)‘-93—(a— \/Z—I—ib)a—w = (1.9.113)
@[aw— (b+1 \/_)— =0.
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Preliminares 1.9 Equagdes de Beltrami

Podemos escrever a equagao (1.9.113) na forma,

ow ow a— VA +ib
- =49(2) 5> g(2) = —==—.
0z z a+ VA —ib

As equacoes dadas em (1.9.114) sdo conhecidas como equages de Beltrami, as quais sao

(1.9.114)

equivalentes ao sistema,

ou ov ov ou ,Ov v

Para uma métrica euclidiana, com a =c=1e b = 0, leva ao resultado

ow

5 =0 (1.9.116)

e é facil verificar que o resultado (1.9.116) implica nas equagdes de Cauchy-Riemann (1.3.23).

Desta forma fica claro que os homeomorfismos de (1.9.106) sdo solucdes univalentes de

(1.9.115). Tais solugdes sio conhecidas como fungdes analiticas generalizadas ou pseudo-

analiticas. Solug¢des para g(z) = u(z) # 0 (métricas Riemanianas em geral), sdo conhecidas
por funcdes p-conformes [3]. Portanto se w é uma fungio p-conforme e p(2) é mensuravel,
com ||pllee < 1, entdo diz-se que w é uma fungdo quase conforme. Para maiores detalhes

recomendamos o livro do autor Vekua [55].
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Capitulo 2

Introducao a analise quaternionica

O objetivo deste capitulo é tragar paralelos entre alguns conceitos da teoria de fungées de

uma variavel complexa e a teoria de fungoes de uma variavel quaternionica.

2.1 Conceitos Algébricos

Definig¢ao 2.1.1 Um grupo G é um conjunto de objetos, munidos de uma operagao ., tal

que, para quaisquer elementos a,b,c € G, as sequintes propriedades se verificam;
1. (ab).c=a.(bc).
2. 3 e € G tal que para qualquer a € G implica que a.e = e.a = a.
3. Jaltalqueaa=ala=eVaed.

Definigao 2.1.2 Um grupo é dito Abeliano se a.b =b.a,V a,b € G.

Definigao 2.1.3 Um corpo K é um conjunto munido de duas operagées + (adigdo) e .
(multiplicacao), tal que, para quaisquer elementos a,b e ¢ € K, as propriedades abaizo se

verificam,
1. K ¢ um grupo abeliano com respeito & adicdo, onde, 0 é o elemento identidade.
2. A multiplicagao é distributiva com respeito a adigdo.

3. K — {0} é um grupo abeliano com respeito a multiplicagd@o, com elemento identidade

tqual a 1.
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Anélise quaterniénica 2.1 Conceitos Algébricos

Definicao 2.1.4 Um anel R é um grupo abeliano, aditivo, onde uma sequnda lei de com-
posicdo, a multiplicagdo, é definida pelas leis distributivas:

(z+y)z=xzz+yz; z(x+y)=z2x+2y, Vz,y2€R

Definig¢ao 2.1.5 Uma dlgebra A, sobre um corpo k é um anel, com uma multiplica¢io bi-
linear, isto é,

Vz,y2€ A e a€ K, tem-se,
1. (z+y)z=zz+yz; z2x+y)=2z2x+2y.
2. a(zy) = (az)y = z(ay).

Observagdo: Se a propriedade (zy)z = z(yz),V z,y,z € R (ou A), onde R é um anel sobre
a algebra A, entdo R é um anel associativo e A é uma &lgebra associativa. Além disso, se
as equacoes ar = b e za = b sempre tém solu¢ao para qualquer a diferente de zero, dizemos

entdo que a algebra A é uma 4lgebra com divisao.

Um exemplo classico de anel nio comutativo com unidade é o IR*, onde

R* = {(a,b,c,d) : a,b,c,d € R}, com a soma usual de vetores e o produto,

(a,b,c,d).(e, f,9,h) = (ae — bf — cg — dh,af + be + ch — gd,
ag + ec + df — hb,ag + de + bg — fc),V (a,b,c,d), (e, f,g,h) € R*. (2:111)

Se fizermos a identificacio,

1— (1,0,0,0),
i (0,1,0,0),
j «—(0,0,1,0),
k «— (0,0,0,1), (2.1.2)

podemos facilmente verificar que el +bi+cj+dk «— (a,b,c,d).

Vamos designar por IH, ao conjunto IH = {g =a+bi+cj+dk: a,b,c,d € R}. H
define, portanto, uma algebra associativa, a qual é um anel com divisao, ndo comutativo
sobre IR (o corpo dos niimeros reais).

¢ facil verificar que as seguintes relagoes sao validas:

i2=1=K=-1; ij=k; jk=i ki=j.
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Andlise quaternidnica 2.2 Teoria de Fueter

2.2 Introducao a teoria de Fueter

2.2.1 Notagao vetorial

Vamos escrever, ¢ = ¢ + ¢, onde ¢ € IR e ¥ € P, P sendo um espago vetorial euclidiano
(tridimensional) tal que, para qualquer ¥ € P, pode ser escrita como uma combinagao
linear, do tipo z2i + x3j + x4k, com 1i,j, k representando os versores unitarios do espago,
obedecendo as regras de multiplicacao (2.1.3).

Isto significa que podemos representar IH = IR P P.

Sejam,

x1 = Re(q) ou sc(q), a parte real (escalar) de gq.

Im(q) = Pu(q) ou vec(q) = x2i + x3j + 24k, a parte pura (ou vetorial) de q.

Definimos:
e §=1x; — 2l — a3 — x4k, 0 conjugado de g.
e [l qll=lgl = (a2 + 22 + 23 + 23)? = (¢9)? = (§g)?, a norma de q.
e g l= ”—qq”-;, o elemento inverso (multiplicativo) de q.

De fato,
= R | e
90! = i = i = 1
Observagao: Se || ¢ ||= 1, entdo dizemos que ¢ é um quatérnio unitario.

Se a e b, sdo dois quatérnios distintos, entdo ab = b a.
Sejam q; = a+ A e ¢go = b+ B, aplicando o produto quaterniénico podemos verificar
que
@192 =(a+ A)(b+B)=ab— AB+aB+bA + A xB. (2.2.4)

Onde, ab — A.B é a parte escalar, e aB + bA + A X B, é a parte vetorial .

2.2.2 Imersao em O,

Vamos nesta se¢ao, apresentar uma outra forma de representar um elemento g de HH.
Seja g = q1+e1qq, onde ¢ = To+e€2T3, g2 = T1+€223 € e; tem as mesmas propriedades

do elemento “imaginério”" 1i.

' Aqui as aspas devem-se ao fato que o produto ii # —1, onde i é a componente imaginaria complexa.
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Anélise quaternibnica 2.2 Teoria de Fueter

Definimos o produto,

€1z = —€3€; = €3,
€3 = —egey = €,

eze; = —e;e3 = es. (2.2.5)

Tomando ¢, e ¢ € € = C,,, podemos estabelecer a correspondéncia IH = T, P e Ces.

2.2.3 Representagao matricial

E bem conhecido [13] que o anel dos quatérnios é isomorfo a um subconjunto M do espago

das matrizes 4 x 4, sob a transformagao

F:H—M (2.2.6)
(2.2.7)

Onde q € IH = a + ib + jc + kd.

De fato, associando

podemos escrever,

g=1-a+i-b+j-c+k-d, ealémdisso, ij=k,jk=1ki=].
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Anélise quaternibnica 2.2 Teoria de Fueter

2.2.4 Funcgoes quaternidnicas

Por definicio uma funcio quaternionica w : IH — IH é dada por,

w = f(q) — fl(x1!$2)$3ax4) e if2($1,$2,$3,$4) +

jf3($ls$2)$3sx4) +kf4($],$2,$3,$4), (229)

onde 1, i, j, k sdo as unidades quaterniénicas e cada f; : IR* — IR, é uma func¢io coordenada
real, com q € IH.
Para simplificar a notagdo vamos identificar as unidades quaterniénicas 1,1,j,k com

i1,12,13 € 14, respectivamente. Podemos entdo escrever,

4
=)= fde f, 1= 1,234 (2.2.10)
r=1

Vamos denominar w® como sendo a funcio obtida derivando-se parcialmente as funcoes

coordenadas f, em relagdo a uma dada componente z;, de forma que,
) _ S ofr .
w® = Zf, iy = Z Jo, i rh=1234. (2.2.11)
r=1 (r)

Dados dois quatérnios constantes a e b, e duas fungdes w e f, valem as propriedades
C(w+ f)® = w® 4 ),

. (awb)™ = aw(h)b.
3. (wf)® = w® f 4 pf®),

i (u;‘l)(h) = —qp—tyB)gg—1

Demonstracao de (4):

(1)® = (ww=)® = P! 4 w(w=1)®,
0 = w®w™! +ww )M,

multiplicando ambos os lados por w™?,
0 = w lwPw + wlw(w 1)®),
consequentemente,

(w1 ) = —qp=lay(R)gy—1
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Andlise quaternibnica 2.2 Teoria de Fueter

2.2.5 Fungoes regulares

Definicdo 2.2.1 Seja f(q) € C?, entdo, w = f(q) = E(r) friy, € dita reqular a esquerda
s€
> wi =0, (2.2.12)
(r)
Analogamente,

Definigdo 2.2.2 Seja f(q) € C?, entdo, w= f(q) = E(r) i, fr, € dita regular a direita se

) Ll =0. (2.2.13)
()
Desde que,

w® =Y 1%, (2.2.14)
®
entao, se w é regular i esquerda, temos

r) - ).y aff Y
3wt = 35 %06 = TU e = 2219
(r) (r @ r
Abrindo a soma (2.2.15) e igualando a zero, obtemos o seguinte sistema de equagdes dife-

R\ renciais lineares, parciais, homogéneas de primeira ordem,

Bwl 4 aw:,- _ 6103 g 6w4
ou?  Ou! Out  Oud
61.01 _ 3w2 _ 6w3 " 6w4
oul  ou? oudr Out
Jdws 5 Ow, X ow; Owy
oul ' Gut T P 0u?
Owy i1 ow; Ow, b4 Ows
oul ' out  Aud ' Au?

Zirw(") =0,

(r)

=0,

Analogamente, para

obtemos o sistema,

ow, " Jw, Ows B Owy
ou?  Oou!  Out Oud
awl 6?1}2 611?3 311)4
oul  0w2  oud  Ou
Ows OJwy; Ow; Owy
oul  out T oud ' Au?
8w4 L 3w1 3 3UJ2 - 6%‘3 .
ou!  Out  Oud Ou?
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Anélise quaterniénica 2.2 Teoria de Fueter

Vamos definir um operador T, tal que,

0 0

I'= 2 +1i L +j
T 0z Oz '133:3

(2.2.19)

Desta forma as defini¢oes de regularidade & esquerda e & direita em um ponto g de D
podem ser escritas como I'f(¢) =0 e f(¢g)I" = 0, respectivamente.

O operador I' ¢ chamado de operador gradiente quaternionico, devido & identificacao,

a
= — e
= R (2.2.20)

onde V é o operador gradiente.
Da mesma forma, definimos o operador gradiente conjugado (quaterniénico), como sendo o

operador,

= B
LS5 (2.2.21)

A regularidade a direita e a esquerda em ¢ é definida de maneira analoga em D. Assim,
e [ éregular 4 esquerda em gse I'f = 0.
e f é regular a direita em G se fT = 0.

Podemos definir uma fungao quaterniénica
w=¢+1,

neste caso, a equagao (2.2.4) nos diz que,

Fw=(a%+v)(¢+w)=§—i—v.¢+g—i+v¢+vX¢. (2.2.23)

Baseado nesses resultados, podemos enunciar os seguintes teoremas:

Teorema 2.2.1 A fungao F = ¢+ € reqular a esquerda em um dominio D, simplesmente

conexo, de IR* se e somente se,

9 _ __% _
o = Vi e Vo= — V x 1. (2.2.24)

A demonstragio é imediata do fato que, se uma expressao quaterniénica é nula, entdao

as partes escalar e vetorial sdo nulas, separadamente.
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Andlise quaterniénica 2.2 Teoria de Fueter

Teorema 2.2.2 Dada uma fungio quaternionica w(f), tal queT'w =0 (ou wI' = 0), entdo
suas componentes coordenadas f, sao solugoes da equagao,
&y

= Aafe=0, #=1234 2.2.2
81’"‘2 4f r ( 5)

*)

onde Ay f denota o Laplaciano (quadridimensional) de f.

Demonstra¢ao : Sejam ,
S wi =0 e Y iuw® =0 (2.2.26)
(r) (r)
as defini¢oes de regularidade a esquerda e regularidade a direita, respectivamente.
Diferenciando com relagao a z; e multiplicando por ¢, (4 direita e esquerda respectivamente)
e somando temos,
dwig=0 e > diw™ =0, (2.2.27)
(nd) (rd)
mas, para r # [, temos i,5; + 4t =0 e i1, =1,

assim,

Y w™ =far=0=Af=0, r=1234

2.2.6 Teorema de Gauss para quatérnios

Teorema 2.2.3 Seja F' = ¢ + ¢ uma funcdo da varidvel quaterniénica ¢ = w +r, onde

r =iz + jy + kz, entdo com o produto quaterniénico, temos

/a a(dQ)F = /ﬂ T'FdV. (2.2.29)

Esta equagao é a forma quaternionica do teorema da divergéncia de Gauss.

Demonstracao: Sejam,

dQ = dQ; + 1dQ2 + jdQs + kdQ4

Y1 Y2 Y3

¢ —% % (2.2.31)
Y3 ¢ -
- Y1 @
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Analise quaternibnica 2.2 Teoria de Fueter

Podemos construir um vetor linha,

[dq] = (dQﬂ,dQl,ng,an), (2232)

de forma que [dg] tem as mesmas componentes que o quatérnio dQ. Assim o produto [dg]M

¢ um vetor linha com as mesmas componentes do produto de quatérnios (dQ)F, e é dado

por,
T

#dQo — 1dQy — Y2dQ2 — P3dQs3
¥1dQo + ¢dQy + Y3dQs — 12dQ3 (2.2.33)
$2dQo — ¥3dQ1 + #dQ2 + Y1dQ3
Y3dQo + P2dQy — ¥1dQ2 + $dQ3

Integrando e Aplicando o teorema de Gauss para 4 dimensdes 2, a cada componente, temos

dg) M =

$dQo — Y1dQ1 — Y2dQ2 — P3dQ3

dQo + ddQq + YP3dQa — 1hod
[dq]M:/ { 11dQo + ¢dQ1 + Y3dQ2 — 2dQs
0o o0 | ¥2dQo — ¥3dQ; + ¢dQ2 + 11dQs
Y3dQo + Y2dQy — 1dQ2 + ¢dQ3

%M@F=/&MMMV

o

Portanto,

9 _ oy _oup _ 0w 1T
Bw oz dy az
Bur 8¢ 4 _ﬁ %iﬂ
z
f { | e, (2.2.38)
Bw 3x dy Bz

a 8¢
N

(dQ

é facil verificar que o integrando de 2.2.38 é um vetor linha com as mesmas componentes do

quatérnio T'F = (£ + V)(¢ + ).
Vale portanto a igualdade (2.2.29).

2() teorema de Gauss para n dimendes é dado por:

/// //[gf:: g:: '+g%:]“$1dzﬁ”'d@'n= (2.2.34)
/]/...//S[aldQl+ang2+...+andQn}‘ a2
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Andlise quaternibénica 2.2 Teoria de Fueter

Observagao: Resultado analogo pode ser encontrado para FI'.

Teorema 2.2.4 Seja F(q) uma fun¢io regular a direita (a esquerda) em um dominio D,

entdo para qualquer hipersuperficie fechada do em D,

/ FdQ =0 (| dQF =0). (2.2.39)
o do

Corolario 2.2.1 Se F(q) € reqular & direita em D, e G(q) € regular & esquerda em D, entdo

para qualquer hipersuperficie fechada 0o em D,
/ FdQG = 0. (2.2.40)
o

O resultado (2.2.40) pode ser considerado como o anélogo do teorema da integral de

Cauchy para quatérnios.

2.2.7 Férmulas integrais de Cauchy-Fueter

Em duas dimensdes a formula integral de Cauchy expressa o valor de uma fun¢ao analitica
em um ponto interior de um contorno fechado, em termos da integral de seus valores ao
longo do contorno. Vamos agora enunciar um resultado anilogo, porém mais “complexo”,

para fungoes de quatérnios regulares em gq.

Teorema 2.2.5 Seja 0o uma hipersuperficie fechada de IR* contendo o ponto qo. Entdo,

i Dyl — q0)"dQ = {gr2, ", (2.2.41)

Teorema 2.2.6 Seja F(q) uma fungdo reqular em D. Se Ooé uma hipersuperficie em D,
envolvendo qy, entao,

1

By = 32

. Fl)d@A (e~ 'Y (2.2.42)

O resultado (2.2.42) é o analogo quaternidnico da férmula integral de Cauchy .

As demonstragoes desses dois teoremas podem ser encontradas nas referéncias [20] e [26].
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Andlise quaterniénica 2.3 Métodos construtivos e “MB approach”

2.3 Meétodos construtivos e “MB approach”

Vamos nessa se¢cao enunciar quatro teoremas, cujas demonstragoes podem ser encontradas na
referéncia [42], que nos permitirdo visualizar os conceitos de diferenciabilidade & esquerda e &
direita, geometricamente, utilizando o conceito de integrabilidade de caminhos independentes

em um dominio simplesmente conexo.

Teorema 2.3.1 Seja q = uy + ius + juz + kuy € IH. Para qualquer par de pontos a e
b e qualquer caminho ligando-os em um subdominio simplesmente conezro de um espago
qudridimensional, a integral fabdqf sobre o anel dos quatérnios (IH), € independente do
caminho dado se e somente se, existe uma fungio G = G, + iGy + jG3 + kG4, tal que

f:: dqf = G(b) — G(a) e suas derivadas parciais satisfazem as sequintes relagoes:

8G, _ 8G, _ 8Gs _ 9G,

! w2 Gud  out’
0G; _ 0Gy _ 9G3 _  0Gy
oul  ou? Out  Aud’
0Gs  0Gy _ 0Gy 090Gy
oul ~  Ou®  Out  ou?’
0G4 oG, 0G4 - 9G3

oul out  Ou®  ou?’

(2.3.43)

Teorema 2.3.2 Seja q = uy + iug + jus + kug € IH. Para qualquer par de pontos a e
b e qualquer caminho ligando-os em um subdominio simplesmente conero de um espago
qudridimensional, a integral fabqu sobre o anel dos quatérnios (IH), é independente do

caminho dado se e somente se, eriste uma fung¢io F = Fy + iF; + jF3 + kFy, tal que

ﬁf) fdq = F(b) — F(a) e suas derivadas parciais satisfazem as seguintes relades:

BFI 8F2 3F3 o an;

o ouwr Ou®  out’
OF,  O0F, 0OF; _ OF,

oul 0w out  oud’
oFy  0F 0F, OF;

oul ~  Auwd  Gut ou?’
OF, OF, 0F, OF

oul Aut Oud ou?

(2.3.44)

Teorema 2.3.3 Dada uma fun¢do f(q) sobre o anel IH dos quatérnios, com apropriadas

fungoes coordenadas diferencidveis satisfazendo as relagies do teorema (2.3.2) e a fun¢ao
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Anaélise quaternibénica 2.3 Métodos construtivos e “MB approach”

h(q) definida em termos de f(q) por,

T
Al %[(a—ihaﬁ

ou?

Ofs 05 L 0f

oul Oud  Oul

0fs 0f1 3f2 Ofs
dut 31.'.3 Ou?

entdo [ h(q)dq = f(q), e assim h(q) deve ser tratada formalmente, como a derivada quater-

kech 41 (8 (2.3.45)

nidnica @ esquerda de f(q), e serd denotada por,

dfi(q)
h(q) = —. 2.3.46
0 =2 (2.3.46)
Teorema 2.3.4 Dada uma funcao f(q) sobre o anel IH dos quatérnios, com apropriadas
funcées coordenadas diferencidveis satisfazendo as relagées do teorema (2.3.1) e a fungado
g(q) definida em termos de f(q) por,
_ 1,091 9092  0Ogs , Oga
9(9) = 4[(6u1 e ou? " oud it Bu“) ¥
dg, Og1 , Ogs  Oga

ouw! Ou?  Out Oud
dgs 091 0Og2 | Ogu

= = (2.3.47)

entao | d = , e assim g(q) deve ser tratada formalmente, como a derivada quater-
[ dag(a) = f(q 9

nidnica a direita de f(q), e serd denotada por,

9(q) = ﬁ;—ff)- (2.3.48)

2.3.1 Transformagoes conformes em quatérnios

As relagoes (2.3.43) e (2.3.44) exercem em IH um papel anélogo ao das relagdes de Cauchy-
Riemann em C, e além disso ja foi demonstrado em [37] e [44] que estas relagdes induzem
transformacoes conformes num espago euclidiano quadridimensional. Vamos enunciar o

seguinte teorema, cuja demonstracgao se encontra nas duas referéncias citadas acima.
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Anélise quaterniénica 2.3 Métodos construtivos e “MB approach”

Teorema 2.3.5 Sejam F e G duas superficies quadridimensionais dadas por,
F(z,y,z,w) =0 e G(z,y, z,w) = 0, definidas sobre um espaco real euclidiano quadridimen-

sional, e o conjunto de transformacées de coordenadas,
§=8(z,y,2,w); n=V(z,y,z,w); p=x=zyzw); v=I(zyzw), (23.49)

tal que as relagdes (2.3.43) se aplicam, entao este conjunto de transformacées de coordenadas

definem uma transformagdao conforme.

Podemos interpretar o teorema (2.3.5) da seguinte forma:
Dados os vetores gradiente para os subespagos F(z,y,z,w) =0 e G(z,y,2,w) = 0, em um
ponto g de D, arbitrario, as transformacoes acima definidas preservam o angulo entre estes

vetores.

2.3.2 Relacionando o operador I' com a derivada quaternionica

Vamos considerar uma fungio coordenada f : IH — IH, tal que,
St u? uw? ut) = fi(u!, u?, ud ut) Fifa(ul, u?, wd, ut) +jfa(ul, w2, wd, ud) +k fa(ul, u?, ud, ud),
com f; : IR* — IR, pelo menos duas vezes diferenciavel (no sentido usual).

1 1

Aplicando o operador (2.2.21) sobre a fun¢do f, obtemos

pf_(%.,.%_l_gfi 5f4)+

O s %

72 = 29(9)- (2.3.50)

99, dgo  Ogs O
fT=(z3+ 6g§+a—93 =+

(5‘92 99 | 99s _ Dgs,
ou!  Ou?  Out Ol

ou®  oud 3u2) +
691 392 u %
T out T ou® T ou?

41

) = 4h(q). (2.3.51)
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Andlise quaterniénica 2.3 Métodos construtivos e “MB approach”

Onde h(q) e g(q) sao as derivadas quaternidnicas a esquerda e a direita respectivamente.

Lembrando que

(2.3.52)

vamos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.3.6 Sejam f e w duas fung¢des quaternidnicas arbitrdrias, cujas fungées coor-

denadas sao fungoes reais,e sejam h e g duas fung¢oes arbitrdrias satisfazendo,

h=Tf , g=uwl. (2.3.53)

Se h e g sao fungoes requlares a esquerda e a direita, respectivamente, entdo f e w sao

solugdes das equagdes quadriharmdénicas,
A;;f =0 3 Az;ﬂ) = 0, (2354)

respectivamente.

Demonstra¢do: Desde que h =T f e g = wr, entdo

Ch=L@f) =LIf) =8f =0 (2.3.55)

gl' = (wl)T = (W)l = Ayf = 0. (2.3.56)

Corolario 2.3.1 Seja f uma fun¢do quaterniénica arbitrdria com funcées coordenadas reais.
Se f(q) é quadriharménica, entdo Tf é regular i esquerda em D, e fT é reqular a direita

em D. Além disso T'f e fT' sdo requlares a esquerda e a direita, respectivamente, em D.

Demonstragdo: y4f =0 implica que I'Tf = 'T'f = fIT = fIT = 0.

Corolario 2.3.2 Seja f uma fung¢do quaternidénica quadriharménica, reqular a direita, com

fung¢oes coordenadas reais, arbitrdria, entao I' f é reqular .
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Anélise quaternibnica 2.3 Métodos construtivos e “MB approach”

Demonstracao: Por hipétese fT' = 0= T'fT' =0,
dai, T'f & regular a direita.

Também,

fIT =ITf =0,

dai, T'f é regular a esquerda.

Logo, I'f é regular.

Coroléario 2.3.3 Seja f uma fung¢do quaterniénica quadriharménica, regular & esquerda, com

funcées coordenadas reais, arbitrdria, entdo fU" € reqular .

Demonstracao: Por hipétese I'f = 0= I'fT = 0,
dai, fT é regular A direita.

por outro lado,

ITf=ITf= fIT =0,

dai, fT é regular a esquerda.

Logo, fT é regular.

Os coroldrios acima fornecem-nos uma férmula para a construgao de fungoes regulares a
esquerda , regulares a direita e também fun¢oes simplesmente regulares, da seguinte Maneira:
Aplicando o operador " 4 esquerda de uma fun¢do f quadriharménica, obtemos uma
funcido g = I'f, regular a esquerda. De forma analoga, aplicando o operador T' & direita da

funcdo f, tal que f é quadriharménica, obtemos uma fun¢io g = fT, regular a direita.

Exemplo 2.3.1 Dados,

q =z + ixe + jaz + kzy,

sogted
f= —2|q|?’

onde f é uma solu¢do (fundamental) do operador quadriharménico.
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Andlise quaterniénica 2.4 Métricas riemanianas

Aplicando o operador T a funcdo f, obtemos uma fun¢do g tal que,

rreg=2L _Ap—0h 08  0Ofs , Ok
Ff_g_ail?l Af— +8x2+8x3+8:r4

0fr  0fs _ 0fa

a.’.',‘] 3274 8$3

. Of  Ofs  Ofy
g~ P o, o
dh , 0fs . Ofy . Ofs
il 3.'3:4 i O3 822 5 83:1]

portanio,

—32? + 2% + 2% + 23 . 8212,

—(2? + 23 + 2% + 23)3 —(z% + 22 + 22 + 22)3
8z113 oy 8x114

—(2? + 22 + 23 + 22)3 —(2? + 22 + 22 + 22)%’

g:

+]
elg=TTf=0

Observagao: A fungdo g é uma fungio regular. Isto é devido ao fato de que a f em (2.3.58)
é regular, isto é fT' =0 e fT' =0, e pelo corolario (2.3.2), ffTT =0.

2.4 Funcgoes quaternionicas e métricas riemanianas quadri-
dimensionais

As teorias de fung¢oes pseudo analiticas ou fungoes analiticas generalizadas e transformagoes
quase conformes sio hoje teorias bem estruturadas na anélise complexa. A discussdo a fundo
destes assuntos, estd além do objetivo de nosso trabalho. Sugerimos as referéncias [3] e [55].
Uma extensdo n-dimensional destas teorias pode ser encontrada em [40], [54] e [27], entre
outros. Uma teoria de fung¢oes quase-conformes em IR" tem sido desenvolvida por Heinonem
[32] e Heinonem e Koskela [33], e baseia-se em conceitos da teoria de medidas e integragao,
e no célculo de formas diferenciais. No contexto da anélise quaterniénica, Cerejeiras et All
[17] demonstraram a existéncia de solugdes homeomorfas locais para fun¢des quaternidnicas,

as quais estao relacionadas a solugao das equagoes quaternidnicas de Beltrami.

A'A‘AY

2 3 4 5 6 7 urlesp“v 12 18 14 15 16 147

18



Anélise quaterniénica 2.4 Métricas riemanianas

Os autores Machado e Borges, introduziram na referéncia [45], uma teoria paralela, na

qual é estabelecido o homeomorfismo,

(2.4.61)
(2.4.62)

para métricas riemanianas® (ou pseudo-riemanianas) em R!. A existéncia de tal homeo-
morfismo estd relacionada a solubilidade de equagoes diferenciais quaternionicas, as quais
formam sistemas (generalizados) do tipo Beltrami. Machado e Borges introduziram ainda,
o conceito de fatoragdo (em fatores quaternionicos) de métricas riemanianas [45], conceito
este estreitamente relacionado com os assuntos anteriormente citados.

Vamos, portanto, fazer uma breve introducio desse conceito.

Dada a forma diferencial,

ds? = Gopdu®du®,

ds* = Gndu'du' + Gpdu*du® + Gyzduldu® + Gyydu'du® + 2{G1odu' du®
+Gzdu'du® + Gdu'du® + Gudu®du® 4+ Goydudu® + Gagdu®du®}.  (2.4.64)

Vamos supor que possamos escrever a forma acima como um produto de fatores quaternioni-

cos do tipo,

ds® = (Adu' + Bdu® + CDu® + Ddu®)(Adu' + Bdu® + Cdu® + Ddu®),  (2.4.65)

onde A, B,C e D sao tipo,

*Uma métrica riemaniana, em uma variedade diferenciavel M, ¢ uma lei que faz corresponder a cada
ponto p € M, uma forma bilinear, simétrica, positiva definida (produto interno), em T, M (espago tangente
a M no ponto p), de forma que, se z : U C IR™ — M, é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com
z(@1, @2, - an) = q € 2(U) e g8 (g) = dz(0,0,---,1,-+-0,0), entiio, (32-(q), 3% (4))q = 9ij (21,32, ,Tn)
¢ uma funcio diferenciavel em U, independentemente da escolha do sistema de coordenadas. Um espaco é
denominado riemaniano se ds? é tal que:
ds?=0:; se dz*=0, e ds®>0; sedzt#0.

45
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Andlise quaterniénica 2.4 Meétricas riemanianas

Q = Q1 +1Q2 +jQ3 + kQ4,
Q= Q1 —iQ2 — jQ3 — kQy,

e cada Q; é funcao das variaveis u', u?, u® e ul.

(2.4.66)
(2.4.67)

Efetuando o produto quaternionico (2.4.65) e comparando com (2.4.64), é facil ver que,

A2+ AL+ A%+ A2 =Gy,

B} + B} + B + B} = Ga,

C?+ C2 + C% + Ci = G,

D? + D2 + D2 + D} = Gy,

A1By + Ay By + A3Bs + AyBy = Gha,
A Cy + ACy + A3Cs + AyCy = Gis,

A1Dy + Ay Dy + A3Ds + AgDy = Gha,
B1Cy + ByCs + B3C3 + B4Cy = Gog,

ByD; + ByD; + B3Ds + ByDs = G,
C1D; + CyDy + C3D3 + CyDy = Gy,

(2.4.68)

O sistema (2.4.68) é indeterminado, mas, no entanto, para a métrica euclidiana candnica,

temos
ds® = guduldul + gzgdu2 du® + gg3d’u3d’u3 + gu4 dutdu?,

o que nos d4a uma possivel (mas nao tinica) fatoragio do tipo,

Al=gn, Bi=gn, Ci=gs, D?=gy,

e todos os outros coeficientes nulos.

Tomando uma funcao quaterniénica,

w = w; + iwg + jws + kwy,

(2.4.69)

(2.4.70)

(2.4.71)

de forma que cada w; é uma func¢io coordenada das variveis reais u', u?, u® e u*, e tomando

também um fator de integra¢do quaternionica (a direita),
p=p +ipe + jus + kpa,

46
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Anélise quaternibénica 2.4 Métricas riemanianas

de maneira que a diferencial dw satisfaz,

dw = (y/grdu' + iy/grndu® + j/gsmdu® + ky/gadu®)p.

Desta forma, temos

dwdw = divdw = ds*p = fyp.ds®.

(2.4.73)

(2.4.74)

Desde que a expressao (2.4.74) estabelece uma relagio de equivaléncia entre duas primeiras

formas diferenciais, se p € um quatérnio constante, entdo w define uma aplica¢do conforme

13].

Podemos escrever as condi¢oes para a existéncia de tais relagoes homeomorfas na forma,

4

Adwdd = A()_ dwidw;) = ds?,
i=1

A= (up)~.

Da equa(;fio (2 4.73), temos,

= V911 i, ﬁ = /922 i1, 3 =3 = V933 1L, 8 =7 = V9uprk,

ow _ 8‘!1)1 31.02 N 8103 x Bw4
our  our * 3u’1+ Burd o ou’ k,

0 que nos leva ao sistema ,

Jw il 8w1 6w2, 3%‘3 i 3104

i+—j+ = g (1 +ipe + jus + kpa),

u!  Oul : oul ou!l ou 1
3_w _ 0wy " 3w2i+ Jws, * Owy
ou? Ou?  Ou? 81::2" Ou?

Oow Owy  Owy, Ows, Owy

B e K 6‘u3k= V933 § (1 +ipe + jus + kpa),

oud ~ oud ' ul3 ' oud
ow Ow; Owy, Ows, Owy

50t = gut T ogn T otd T ggrk = Vaa k (- iuz + jus + kpg)

Esse sistema resulta no seguinte conjunto de condigoes:
1 8w1 1 3%’2 1 81!)3 1 5‘w4

Va1 ul v 922 ou? v/ 933 oud v/ 944 out’
1 Ow, 1 Owy, 1 Ows 1 Juwy

V91 oul & _\/922 ou? . /ga Out L VG33 Oud ’

1 ng = 1 Bwl 1 311.12 - 1 8w4

V9 oul _vgas oud B v 944 ut V922 ou?’

i 6104 1 Bwl 1 3102 1 8w3

VI oul v/ 944 out v/ 933 oud - v 922 ou?
47
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Anélise quaterniénica 2.4 Métricas riemanianas

Através de procedimento andlogo, para um fator de integracdo a esquerda, geramos o con-

junto de relacoes:

1 Owy, 1 0w, 1 Owy 1 Ouy

v/ 911 dul o v/ g22 3u2 3 v/ 933 3u3 - /44 oud ’
1 8%’2 1 8'&')‘)1 1 811,’3 i, 1 8w4

V11 oul _\/9'22 ou? _\/944 dut v/ 933 oud’
1 Ows 1 ow 1 Owy, 1 Owy

Vv oul _\/933 oud vV 944 out -\/922 ou? ’
1 Owy 1 Ow, _ 1 Ow, 1 Ows

Vv an oul ® v/ 944 out ) v/ 933 oud v 922 ou?

Na referéncia [45] est4 demonstrado que este processo pode ser estendido para métricas

(2.4.81)

riemanianas que nao estejam na forma canoénica.

Demonstra-se também na referéncia [28], que se atribuirmos os valores 1 ou —1 aos co-
eficientes da equacdo (2.4.70), os respectivos conjuntos de relagdes obtidos em (2.4.80) e
(2.4.81), induzem transformagoes conformes num espago euclidiano quadridimensional.

E facil verificar ainda que para a métrica euclidiana canénica, temos

V11 = /922 = \/933 = \/gaa = 1, e os sistemas (2.4.80) e (2.4.81) reduzem-se aos sistemas
(2.3.43) e (2.3.44).

2.4.1 Sistemas do tipo Beltrami

2 .3

Supondo que p seja uma funciio escalar, pura, das coordenadas u!,u? u® e u?, tal que, a

equagao (2.4.73) seja satisfeita, nesse caso, as igualdades (2.4.77) sdo vélidas. Assim,

Bw

. ow
¥ _Al,(t =sz‘,l, Cg,b',‘], m—D;ﬂJk (2482]

ﬁ
Subtraindo de ambos os lados, em cada uma das equagoes (2.4.82) a expressao a direita da

igaldade e multiplicando-as respectivamente por 5u3—‘”5, g;‘{ ; g;‘;, 5.3, obtemos o resultado,

ow ow ow ow
T A162 C&]64+D4k33

Ow
ou?

Qw = Byi— (2.4.83)
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Andlise quaterniénica 2.4 Métricas riemanianas

Desde que w = w; + wsi + waj + wyk, temos

Jw Jw Jws ow
P 21+3281+C38 4+D4a ;]

ow Jdw ow Bw
a§+32811+038: 3]+

3u13 Jwy own awz

i[=Migg ~ Bigg + Csgya + Dagsl +

> 9 9 9
K[—Ai gy + Bagos — ot + D),

Qw=—[A

i[—A,

0 que nos leva ao sistema de equagoes diferenciais

Bw; 8 6w3 8w4

5 + Baggt + vt + D

Ows Ow, Owy Ows
B C -D

ou? TGt T3 T PG

Oows Ow, ow;
5z T Brgar — Caga + Dags

Sy AL ) L R AL A (2.4.85)

A

=0,

_Al

=0,

_‘Al = 0,

Ay

ou? oul 036 4 ous

que, para a escolha Ay = By = Dy = 1 e C3 = —1, corresponde a definigdo (2.2.16) de
regularidade a esquerda de Fueter, 'w = 0. Isso mostra que a regularidade & esquerda (ou
a direita) da teoria de Fueter é um caso especial desta teoria mais geral, e que, cada fun¢io
regular a esquerda (ou a direita) da teoria de Fueter realiza o homeomorfismo (2.4.75) para

uma certa fungao escalar p, tal que pu = le :

O sistema (2.4.85) pode ser considerado uma generalizag¢do, em quatro dimensoes, do
sistema bi-dimensional de Beltrami (1.9.114).
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Capitulo 3

Novos resultados em analise

quaternionica

3.1 Classificagao das possiveis fatoracoes da métrica eu-
clidiana em fatores quaternidnicos

Neste capitulo pretendemos expor alguns resultados por nos obtidos, os quais sdo consequén-
cia da teoria estudada no capitulo anterior.
Em primeiro lugar vamos classificar as possiveis fatoragoes da métrica Euclidiana.

Vimos em (2.4.70) que ,

4 4 4 4
Z A} = G, Z B} = G, ZCE = Gis, ZD? = G, (3.1.1)
i=1 i=1 i=1

i=1

Vimos também em (2.4.69) que a expressao,
ds* = gy du'du’ + gopdudu® + gszduddu® + gaaduldu?,
pode ser fatorada em fatores quaternionicos, tais que
ds® = (Adu' + Bdu? + Cdu® + Ddu®).(Adu’ + Bdu® + Cdu® + Ddu?), (3.1.3)

onde o ponto denota o produto quaterniénico.

Parte do nosso trabalho consistiu em verificar quantas e quais sdo as possiveis fatoragoes

BIBLIOTECA
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Resultados 3.1 Classificac¢ao

para métricas euclidianas. Verificamos assim que o conjunto de equagdes (2.4.68) fornece-nos

um total de 4! (24) possiveis fatoragoes , as quais sdo todas do tipo,
A2=Gn, B2=Gpn, C!=Gs, D?=Ga, (3.1.4)

onde p, q,r e s assumem os valores 1,2,3 e 4 de tal maneira que
P#qr,s qFPS T#EPqS S#ENDQ
Sob tais condigbes o conjunto de equagdes (2.4.82) sera dado por,

ow . Ow Bi: ow
o = aBi; Z’:?_u-g:a

oul P ou?

O que nos leva ao sistema de equacoes,

(3.1.5)

(3.1.6)
(3.1.7)
(3.1.8)

(3.1.9)

Pré-multiplicando as equagdes (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8) e (3.1.9) por 2%, 2% 2w ¢ 24 respec-

tivamente e somando-as, obtemos

aB, ia—“" — aBjiaA, + al % — aA,eB,i+

7" oul
aDgk u — aDkaC,j + O:C,-j

73 —aCyjaDk = 0.

3 4
Desde que, kj = —i e jk =i, a equagao 3.1.10 pode ser escrita como,

B, 0 aDk83+C,.Jg4

Ly F) =0

ou seja,

0w 0w, | Ows Owy
Ba( ou! A laul +J ou! 23 k3u1
8w1 sz . 8w3 311)4
P(a 1 oul +‘]3u1 aul)
awl ng . 311)3 81()4
oG Hggr Tig teg)
6w2 H Bwa 81!)4
Lo Gy T

+D k(awl ) =0.

o1

A'A‘AY
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Resultados 3.1 Classificagdo

Aplicando as regras de multiplicacao para quatérnios, vamos obter a equacgao abaixo, a qual

nomearemos Quw,

3w4

ou’
31.03
ou’
awl
3 3
BTUQ

oud

8%\‘}3
3 4
8w4
Au
6‘w2
a 4
8w1
3 4

3w1
Pa 2
3w2
_.pa 2
31:.!4
o pa 2

ow
A,,aj

A partir dai, podemos gerar o seguinte sistema homogéneo de equagoes diferenciais parciais,

81()2

+ Bji—= Sl
31,01

+ Bji— A5
311;3
3 1
6%‘4

‘?81

+ Cj + D;k—

T 2p 0 ek P Y

Qw=A,—
A
A

+ Bii— =Gy + Dk—r

Bt S C = Dk =0 (3.1.13)

3w3
a 4
61,04
3 4
3wz
out

3101
=& dut

3102
q a 1
@wl
ou!

6‘w3
56 oul
611)4
+ B, dul

311)1
P ou?
811.?2
Pa 2
3%’4
Pa 2
ow
Az

31!)4
+ Dy
6w3
s oud
311)1
+ Dy =0,
ng

* Ousd

A + C;

+B =0, (3.1.14)

—A +6, =0, (3.1.15)

+ B,

—A e, (3.1.16)

= DA, (3.1.17)

Atribuindo valores 1 e —1 para os coeficientes A, , B,, C,. e D,, vamos obter para a métrica
euclidiana canénica, 8 conjuntos de fatores distintos. Assim, para

A,=B,=D,=1, C, =—1, temos

Nw=Tw=

8%’2

L
ou!

311,’1

i
Ju?

8114’3

ow
oud

811.?4

oul
3101

ou?

81.02

out

81.{)3

+iz>+k

o

8”&)4

ou!
3103

ol

3w1

T 0w

6‘w2

out

81!)4 -

oul
8’&)4

ous
811)1

out
811)2

ou?

8103

ou!

out

Ousd

ou?

Observacao: Note que I'yw = M'w da teoria de Fueter.

6

= 0.
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Resultados 3.1 Classificagdo

Para,
A,=B,=D,=C, =1,

Ow  Ow SO 0w
ol oR 05 o

szz =O

Ows = ow, Ows 4 Owy
Ou! * Ou?  Out  Oud
8’1‘.{.’1 _ 3102 i 311)3 3 6w4 =
oul  Ouz  Oud | out
Ows Owy Owy Ows _ 0
oul ' Oud  Out w2
Jwy o Juw a Ows + Ows
ouwl  Ou* Oud  Ou?

= 0.

Para |,
A, =B, =C, =1, Dy = -1,

ow 0w ,Ow ow
Fgw—ﬁﬁ-lw—_]g@— @—0 (3122)

611)2 3’&‘1}1 3183 3EU4

50l 0w T ot o
Jw ) Ows Jws ¥ Owy
ouw ou?  oud  oud
8103 4 81U1 0 Swg » 811!4
ou!  Oud Out Ou?
Owy 0 ow, 5 Ow, o ows
oul  Out  Oud | ou?

(3.1.23)

ow 0w 0w
ou "o Ve T

P;;w =

311)2 _ 6w1 3 ng + 81&)4
ouw Ou?  Out  Oud
611,’1 i 611)2 & 8'{‘1}3 811‘)4
ouw!  Ou? Oud  Out
Ows Ow; Ow, Owy
2 O 0B P
6w4 Bwl " aw;; _ 6w3 A=
oul  Aut  Aud  Au

23

(3.1.25)
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Resultados 3.1 Classificagao

Para ,

Qw00 OB, 00,
o2 Yo T oud

I's

‘,’w% +

6w2 + 8101 i ng - 3w4 -
oul ' ou?  Aut Gud
311)1 » a’tﬂz 6’&)3 _ 6w4 o
oul  Ou? ' oud  out
6’LU3 _ 611)1 5 6102 il 3w4 -
oul  oud  Aut Au:
8w4 8w1 61-'..’2 8?1}3 s
oul T out i ou? % ou? 0

Ow | Ow ow
i T T =0

sz % 8101 24 Bwa i 81()4 —0
oul w2  Out  oud
3%’1 81!)2 r 811)3 3?U4 =
oul | Ou?  Oud out
8%’3 g 3111}1 ng 8w4 -
oul | oud | Aut ' Oud
owy Owy Owy Ows _

ol "o w 0w & Gl

(3.1.30)

8wg » 6w1 _ 81-‘)3 _ 311)4 L,
Ou!  Ou?  Out Oud
owy 3 Ows " Ows N Oows
oul ' 0uw? ' Aud  Qut
8’-‘.&3 s 8w1 81!)2 awd 0
oul  oud  Aut | A
8%’4 611)1 8102 = 8w3
oul!  Out  Oud  Ou?

54

=0. (3.1.31)

AVA
AVAVEY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesprl 12 18 14 15 16 147

18



Resultados 3.2 Relagbes de conformidade

Para ,
By=C,=1A,=D, = -1

ow ow ,ow ow

Bl T g g

Fgw =

3%‘2 N 8%’1 3 6%‘3 . 8w4
oul!  Ou?  Out Oul

=0,

3w1 & 31.!)2 + 6103 6w4 i
oul  Ou?  oud  out

aw:; Bwl 61112 6w4

T G Oh e
8%’4 . awl i aUJ2 - awa
oul!  Out  Gud  Ou?

=0. (3.1.33)

Se compararmos os sistemas de equagées (3.1.19) e (2.2.16), verificaremos que ambos sdo
equivalentes. Note que, na teoria de Fueter, o sistema (2.2.16) é gerado por I'w = 0 (condigdo
de regularidade a esquerda). Podemos afirmar portanto que, a regularidade a esquerda da
teoria de Fueter (I'w = 0) é um caso especial de Qw = 0.

Comparando os oito sistemas de equagoes acima, verificamos as igualdades:
Nw=Tsw, Tow=Tw, TNw=Tew, Taw="Tsw. (3.1.34)

Assim como o operador de Fueter (I';), todos os operadores I';, ¢ = 2,3, --- , 8, satisfazem
a relacio I,T; = A4. E importante notar que, se tomarmos u® = u* = 0, os sistemas de
equagoes gerados por I'yw, Tow, 3w e Isw satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann em
duas dimensoes.

Procedimento andlogo para um fator de integragao a direita, determina outros oito sis-

temas, os quais designaremos wl';, i =1,2,.--,8, com wl'; = wI' da teoria de Fueter.

3.2 Relacoes de conformidade

No capitulo anterior, vimos que é possivel estabelecer relacoes homeomorfas entre
ds* = Gapdu®du® e Adww, (A = (up)™!), gerando o conjunto de equagdes (2.4.80). Vimos
também, na secao anterior, que para uma métrica euclidiana podemos obter oito conjuntos

de fatores métricos atribuindo valores 1 e —1 as varidveis A, , By, C; e D;.

AVA
AVAVEY

2 3 4 5 6 7 unesprl 120 13 214 15 16 17

18



Resultados 3.2 Relagbes de conformidade

Substituindo cada um desses conjuntos de fatores em (2.4.80) (lembrando que A2 = gy,

B} = g», C}? = g3 e D? = g4s), vamos, como se espera, obter oito conjuntos de relagdes,

distintos entre si. Um desses conjuntos de relagdes é (2.3.43), que é obtido para os valores
Ap =By = Dy =1e C, = —1, o qual, como ja vimos, define relagées de conformidade num
espago euclidiano quadridimensional. Procedendo de forma analoga, vamos atribuir valores
1 e —1 para os coeficientes A, , By, C; e D,.

Assim, para

Ap=B;=D,=C, =1,

iy
ou!
Jws

ou!
811)3

Para
Ap=B,=D,=1eC,

At
Jws
Aul
6w4
ur

(3.2.36)

Para ,
A, =B;=C; =1, Dy =—1,
Bwl

ul
8w2
oul
Jdws
Aul
GTU4
Aut

AVA
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Resultados

3.2 Relagbes de conformidade

Para ,

AVA
AVAVEY
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Resultados 3.3 Fungoes que satisfazem as relagées de conformidade

Para ,
B,=1,C, =A, =D, = -1,

ow,
our
3w2
ou
61.-')3
"~ ou!
8w4
T oul
Para |,
B, =C, =1,Ap = Dy = -1,

8?1.'1 61‘1)2 6w3 8w4
ot T AP ud ut’
8’1‘.-[.?2 Bwl 6103 aw,;
o T a2 T aut oud’
ng awl 6102 6104
) Aut A2’
Owy own Ow, _Ows
o T At T T R

I possivel provar que cada um desses conjuntos define relaces de conformidade [28].

3.3 Funcoes que satisfazem as relagoes de conformidade

Teorema 3.3.1 Seja w uma fungdo quaterniénica das coordenadas u',u?, u®,u*. Se w sa-

tisfaz as relagoes (3.2.36), entdo w € reqular a esquerda no sentido de Fueter.

Demonstragao:

5 g s 0

ow, OJwy; Ows Owy

Y Y oud  Out
[a’UJQ 8?1}1 ™ 3%‘3 81{)4]
ouw! = Ou? 3u4 oud
611}3 31&)1 Ow, 8w4
+j [ + - ]
6u3 Oou?
3w4 Oow, Ows 3w3
T+ [Bul 22 out  Oud i 6‘u2]'

58

AV‘Y‘Y
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Resultados 3.4 Generalizagao

Substituindo as relagées (3.2.36), obtemos

Bwl _ Bwl £ 8w1 i awl
ou! oOul!  Gul  oul

IN'w =

[a’LUQ ng 0 ng 8’1‘.»‘.}2]
oul oOul! Hul 6‘1.51
F 8w3 3103 811)3 Bwa
ﬂ[@ul 5 oul  Gul Bul]
811‘.!4 8w4 8w4 6w4
+k[8u1 T ou! T 0wl 8u1]

=0. (3.3.45)

A reciproca nem sempre é verdadeira, o exemplo (2.3.1) é a contra-prova.

Teorema 3.3.2 De forma andloga, para cada w satisfazendo qualquer uma das relagdes
explicitadas na se¢ao anterior [(3.2.35), (3.2.36), (3.2.37), (3.2.38), (3.2.39), (3.2.40), (3.2.41),
(3.2.42)], eziste um operador T';, (i=1,2,...,8), tal que I'iw =0.

As demonstragoes para cada caso sao analogas 4 demonstragao do teorema 3.3.1.

3.4 Generalizagao

Neste ponto estamos aptos a enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 Dada uma fungao f, solugao da equagao

9, 0 0 d
[Bw (B + o5 (Ao5em) *
5} d 0 d
C%(Cm)”as( )]f &

existe uma fung¢io quaternidénica g satisfazendo g = QUf, tal que Qg = 0, sendo Q o operador

e 0 0 3]
N = Bqlw = Apa D) + C a aa Dsk@, (3446)

e sendo 0s fatores métricos Ay, By, C, e D, constantes ou fungdes das coordenadas obedecendo

as relagoes de dependéncia

A=A, (), B;=B,(w"), C=C, ('), D,=D,(ud).

A'A‘AY
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Resultados 3.4 Generalizacao

Demonstragao: Dada a fatoragio quaternionica descrita em (2.4.65) para uma métrica
riemaniana candnica, supde-se que exista uma transformagao w para g = @, onde a é uma

funcgao escalar, pura, das coordenadas. Assim

dw = (v/gu1 du' + /g2 du®i+ /g3 du’ j+ /gas du'k) a, (3.4.47)

(3.4.48)
Portanto,
(3.4.49)

e das definicoes

(3.4.50)

obtem-se as equacoes,

00 = By (Bugr ) + Ay (Ai)w > (c 8)+D 4 (D 3)+

79ul o2 "7 ou? Aut \ T oud *Oud

0B, 0 0A, oD, 8 ac, 3 }

'?aul
i {APW% - quw i 375 + Degn o
j{m%%mq%%_ r%%_&%%%

k{AP%% Sp 0D T By iy D B }

(3.4.51)

[

P 9 (., @ 9 )
L= B"al(“al) Pa2(P32)+Ca (Caé)J“Das(D@)Jr

NS L Y AW
Pou? dul T 0u! Ou? " Out Oul * Oud Oud
TEN RO T YW
P ou Bu“ 7 oul Ould " Out Ou? * Ould oul
oD, 0 ac, o dB, 9 8A, 8
“{ Y5 i ~ Pig o "Fa—ma—é@}-
(3.4.52)
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Resultados 3.4 Generalizagao

Quando os coeficientes A,, B,,C, e Dy sdo constantes ou fungdes das coordenadas , a
condicao

Qﬁ:ﬁg:gi(aq a)m ! (A 3)+

Tout " "0ul Pou? P ou?

0 d 0 0
5 () + Pras (Pogs)

(3.4.53)
¢ valida sempre que
A=Ay (uz) ;. Byj= By (ul) , Co=0C, (u4) , Dy=D, (ua) : (3.4.54)

A equagao (3.4.53) pode ser vista neste caso, como uma generaliza¢ao do operador quadri-
harmonico.

Vamos denominar as fungdes que satisfazem a equagdo Qf = 0, por funcées para-
requlares, tendo em vista a similaridade com as equagdes que satisfazem a regularidade
a esquerda da teoria de Fueter.

Desde que, para uma métrica euclidiana canénica quadridimensional, os fatores métricos
sao dados por 1 e —1, a equagao (3.4.53) se reduz nesse caso, ao operador quadri-harménico
usual, QQ = QQ = V2 (ou Ay).

Um fato extremamente importante a ser lembrado, é que, a regularidade a esquerda
(direita) da teoria de Fueter, nao inclui fungoes simples, tais como a func¢io identidade, ou
polindmios na variavel q. E facil verificar, no entanto, que a funcio identidade
f(q) = u' + iu? + ju® + ku?, é solu¢do dos sistemas de equagdes (3.1.21), (3.1.27), (3.1.29),

além disso, para n > 2, polindomios quaterniénicos ¢" satisfazem,
lim0 (T2 (¢")) =0. (3.4.55)
Ug—

Polin6mios de q sem a componente u4 sao chamados polindmios reduzidos de quatérnios,
e podem ser relacionados (Erikson Bique e Leutwiler, [24]) com a métrica de Poincaré em
trés dimensoes. Talvez, um trabalho interessante a ser desenvolvido, seria a discussao das
consequéncias e aplicagoes desse fato.

Vamos considerar no teorema a seguir, nido mais apenas quatérnios com coeficientes reais,

e sim quatérnios onde um dos coeficientes é complexo, ou mais precisamente, imaginério puro.
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Resultados 3.4 Generalizacao

Teorema 3.4.2 Seja G, =1"C,, i = v/—1. Entao dada uma funcao f, solu¢cdo da equacao

0 0 3} 0
B (Bogr) + o (47m) +

o d 0 0
Ds5a (95") + o (Ga—)] 154,

eriste uma fun¢do quaternidnica h satisfazendo h = Qgf, tal que Qch = 0, sendo Q¢ o

operador

3] 7] 3 7]
lal_A + +Gr.]au4=

a8 rgw + Dok
e sendo os fatores métricos A,, By, C, e Dy constantes ou fungées das coordenadas obedecendo

as relagdes de dependéncia,
A=A (ug) ¢ By ="By (ul) o Co=0C% (u4) i Dy = D, (u3) :

Demonstragao: Dada a fatoragdo quaternionica descrita em (2.4.65) para uma métrica
pseudo-riemaniana, supoe-se que exista uma transformacao w para p = a, onde a é uma

funcao escalar, pura, das coordenadas. Assim

dw = (\/911 du' + v 922 dui+ v 933 du® i"j + v 944 dﬂ4k) «, (3.4.56)

ow Jw . Ow

— = — =aB,i, — = ai"C,j = oG,k
ul P B2 ah BB r) =

Portanto,

e das definicoes
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Resultados 3.4 Generalizagao

obtem-se as equacoes,

= 0 6 8 8 8 0 3 8
lA@ii_BﬁAa 8D8 8@8
P ou? dul T 0u! Au? " Out Aud * Oud Aud
. oG, 0 oD, 0 0A, 0 B, 9
! {AP 22 5ut T Bt 0w~ Crout e~ Doe au }
oD, 0 oG, 0 0B, 0 04, 0
. {AP u? dud By gul ot e Jut Bl oud 81;,2}

(3.4.60)

e

n 0 d 0 d ad d
6fle = Bogr (Ba_) + A gz (Aa) G (G’%

: 0B, 0 0A, 0 oD, 8
{ BEF R ww Rl
[ 060 0D, 0 L 0Ay O
J P Au? ful 9 ou! fud T Oud Gu?
dD, 8 4G, @ OB,
. {‘Aa—a— ~ B 5w T Crga aa
(3.4.61)

Quando os coeficientes Ay, By, Ds e G, sdo constantes ou fun¢es das coordenadas , a
condicao

~ ~ 0
QGQG‘ = QG‘QG‘ = qu (B PR

0 7]
& (D*’T

é valida sempre que

Ap=4,(W®), By=B,(u'), Cr=0C;(u),

0O que encerra a prova.
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Resultados 3.4 Generalizagao

Resultado 3.4.1

Para n par, a equagao (3.4.62) pode ser vista como uma generalizagdo do operador quadri-

harmoénico,

Resultado 3.4.2

Para n fmpar, a equacao (3.4.62) pode ser vista como uma generalizagdo do operador,

a ) a a
= il = (a_) * 5 (a_) +
G diN oD 0
oud \ oud Out \out )’
Ambos os operadores sdo obtidos tomando-se os fatores A, = *1,B, = %1,C,
D, = +1.

Resultado 3.4.3
Seja w(q) = q" = (u! + iu? + jud + ku)",com u!,u? u® u* € R e r inteiro, entdo, para n

impar,

(3.4.66)

2 2 2 2
Q6Qc(w(q)) = Qinflin(w(q)) = (3(i1)2 e a(iz)z i 3(i3)2 - 3(i4)2) W,

Efetuando o produto quaternionico (3.4.68), verificamos os seguintes resultados,
parar = 1, Q,Q‘(Q) = 0,

parar =2,

w(g) = ¢ = [(u")? — (u?)? — (u¥)? - (u®)Y] + 2iue® + 2jule® + 2kulut =
q+ig+jgs+kq, (3.4.67)
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Resultados 3.4 Generalizagao

2+ ua)z 3(u42 Q1

2

2
7)
)3
) -

*u:g)2 3(u3 a(u“

8(1112)2 u4)2

Para 2 < r < 12, w(g) = ¢", tem-se

lim QinQin(¢7) = 0. (3.4.69)

E muito provével que o resultado (3.4.69) seja valido para qualquer r, mas, uma vez que

nao obtivemos ainda uma prova rigorosa, nao temos essa garantia.

AVAYAY
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Capitulo 4

Aplicacgoes

Na referéncia [45] Machado e Borges utilizam-se de fatorages da métrica riemaniana em
fatores quaternionicos, apresentadas no capitulo 3, para fatorar a métrica de Schwarzchild,
que é uma métrica amplamente utilizada na teoria da relatividade geral. Nas referéncias [11]
e [12] Machado, Borges e Godoy apresentam a fatoragdo da métrica de Robertson-Walker
que é uma métrica de espacos curvos.

Aqui vamos mostrar, 4 luz da teoria estudada no capitulo anterior, que também a métrica
de Minkowski, apesar de ser uma métrica pseudo-euclidiana, pode ser fatorada em fatores

quaterniénicos.

4.1 Fatoracao hipercomplexa da métrica de Minkowski

4.1.1 Fatoragao através do formalismo vierbein

A teoria da relatividade de Einstein foi desenvolvida sobre um espago gerado por 3 vetores
do tipo espago e um vetor do tipo tempo, chamado espaco tempo de Minkowski, que é uma
variedade flat’ diferencidvel. O fato de ser um espago “flat” implica que leis bésicas da fisica,
podem ser expressadas de uma forma mais simples nesse espaco.

A métrica no espago de Minkowski é dada por,

ds® = Napdr®dz® = da? + dy? + d2? — Adt?
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Aplicagoes 4.1 Fatoracdo da métrica de Minkowski

onde

-1

A equacao (4.1.1) é um caso especial da equacdo mais geral,

ds® = gﬂm(m")d:c“dxm, (4.1.3)

a qual pode ser interpretada como sendo o intervalo entre dois eventos ocorrendo em (z, y, z)
no tempo t, e em (z + dz,y + dy, z + dz) no tempo t + dt, respectivamente. O angulo entre

as direcoes dz™ e dz™, é obtido através da expressao,
Jnmdx"dT™
V/(ds)?(d3)>

A expressao 4.1.4 é de grande importancia, uma vez que a norma no espaco de Minkowski

cos(dz",dz™) = (4.1.4)

nao é induzida pelo produto interno usual. Isto significa que ndo podemos calcular o cosseno
de um angulo em fung¢io da norma euclidiana usual em IR*.

Para proceder a fatoracdo da métrica de Minkowski, nés vamos tomar, z = u!;

y=u? z=ud t=1t

e c =\, onde t é o tempo, (X, y, z) as coordenadas espaciais e c é
a constante velocidade da luz.

E possivel passar de um sistema de referéncias definido pelos vetores &; (i = 1, 2,3,4)
sobre V}, para um sistema de coordenadas
z® (a = 1,2,3,4), através de certos operadores B:. Tais operadores sdo conhecidos como

sendo as componentes da “vierbein” ou tétradas B* (i = 1,2,3,4). Onde,

: - . O
‘= Bide®, Bi=o—. 4.1.
B = Bide®, Bi= (4.1.5)

Seja T), o espaco tangente a V4, no ponto p. Um deslocamento em T}, ¢ dado por

dp = dx o0,

I Ba lI=ll B I~ .
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Aplicagoes 4.1 Fatoracgdo da métrica de Minkowski

E bem conhecido que para a métrica de Minkowski, n;; satisfaz,
nji=1 1=3=1,2,3;
mj=-1 ,1=3=4
ni; =0, 1 # J;
Assim sob a transformacéo de Lorentz (SO (1, 3)) sobre T}, em um ponto p € Vj, podemos

escrever,
ds® = dp® = B}, B}dz®dz’n;. (4.1.8)

Comparando com a equagao (4.1.3), verificamos que

Gaﬁ - B;t Bé?'},J .

Desde que
ds? = Gaﬁd:c“dacﬂ,
para uma métrica dada por,
ds? = dz? + dy® + d2® - 2dt>.
obtemos
Gap=0, if a#p
e consequentemente,

B!B! + B2B? + B3B3 — BiB! = Gy,
BB} + B3B2 + B3B3 — BiB} = Gy,
BiBj + B3B3 + B3B3 — B3Bj = Ga;,
BiB; + BiB} + BB} — BiBj = Gu,
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Aplicagoes 4.2 Operador de Klein-Gordon

tomando
BiBi=0, se i#j,
obtemos BB} = Gi;.m;i.

Dessa forma

BiBl =1; Gu=1lm

B2B2=1; Gy = 1lup

BiB}=1; Ga3=1lmg
BiB: = ¢ 'Cu= i =2

Uma possivel solugao para uma fatoragdo quaternionica é dada por,

P =1+ 0i + 0j + Ok,
L =0+ 1i+0j + 0k,
Q = 0+ 0i + 1j + 0k,
U=0+0i+0j+ick.

ondei=+-1 e 1i#i.

Assim uma fatoracao da métrica de Minkowski é dada por,
ds? = (Pdz + Ldy + Qdz + Udt)(Pdz + Ldy + Qdz + Udt), (4.1.16)

onde a barra denota conjugacao quaterniénica.
Uma tal fatoragdo da métrica de Minkowski permite-nos reescrever o sistema (3.1.14),

cujas solucoes geram transformagoes homeomorfas (locais).

4.2 Operador de Klein-Gordon

De acordo com o resultado (3.4.2), substituindo o conjunto de fatores métricos
A, = £1,B, = £1,C, = £1,D, = %1, na equagdo (3.4.62), obtemos para n fmpar, o

operador,

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp Ale 12¢ 18 314 15 1o A7 18



Aplicagoes 4.3 Equagao da onda

o qual é sem divida um caso particular do operador

m d d
WuSisg (au ) W (a )
9 _3_
oud 6u3 62 3u4 ould

obtido atribuindo-se os valores A, = By =Dy =1e C, = 1 - aos fatores métricos.

Fazendo,

na equacao (4.2.18), obtemos a equagao,
= 02 92 02 1 i
Q:0 IRt

ides = 3 392 + @ - 67@ (4.2.20)

O operador (4.2.18), é equivalente, a menos do sinal, ao operador 0 = —Q:Q: = —Q:Q;,
€ c c <

com a constante c sendo a velocidade da luz e a variavel t denotando o tempo. Este operador

¢ conhecido como operador de Klein Gordon, o qual permite-nos escrever a equagiao para um

campo escalar ¢, onde ¢ é uma particula com massa (m), na forma,

O OO e LB
o "ot oz T dow

4 m2) i (Q_;-Qlc- 5 m2) =0, (4.2.21)

Observagdo : Este mesmo resultado foi obtido por Calixto [14],[6], utilizando uma

“complexificagao” do operador I', a qual denominou I'., dada por,

@ 8 0
I'.= Ea ot la—y +J£ = kg (4.2.22)

4.3 Equacao da onda

Uma equacgao muito utilizada na fisica, é a equacdo

o*U
‘Ugsz — W — 0,

onde,
v =v(z,y,z21t), é a velocidade de fase da onda, e
U= {4 2:t):

Esta equacgao é conhecida como a equagao da onda.
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Aplicagoes 4.3 Equacao da onda

Suponha que tomemos v = 1, constante, e atribuamos os seguintes valores aos fatores
métricos (2.4.70):

A, = B, = Cp = Dy = 1. Podemos entdo reescrever a equagio (3.4.62), para n fmpar,

M 262 A2a 28 2
Q.0U = B‘?ﬂ_*_ p8_§+D362+Grat2 U=

62 62 82 82
(@ + 3—y2 + @ 3t2) U=0. (4.3.24)

Para v # 1, constante,e A,=B;=D,=1eC, = %, a equagao (3.4.62), toma a forma

. 9% o? 0?
v? (Q,—Q.—) (Bga 2 Aia 2 Dfa 2
o2 82 o2
—t— t— - — =0. 4.3.25
(a e T ag d \4i3:25)

Observagao: Analisando a equagdo (4.3.24) a luz do resultado (3.4.3), podemos concluir que

a fungdo identidade f(q) = ¢ =, + 122 + jx3 + k 24, assim como o polinémio

q* = (a2 — 23 — 2% — 23) +1 (22122) +j (22123) + k (22124), sd0 solugdes da equacio da onda

(4.3.24) quando a velocidade de fase é igual a 1. Além disso, para 3 < n < 12, tem-se
(32 32 32 32

a—ﬁ—l-"(,j;g-l-a—x% 522 )(q )—0 (4,3.26)

lim

z4—0

Quando tratamos de uma EDP linear, de segunda ordem, com n variaveis independentes

xy,To, "+ , Ty, tal que

Za;;a +Zb8v+cl/+d 0, (4.3.27)

i,j=1

com a;j, b;, ¢ e d fungodes de z;, (2 = 1,2,--- ,n), podemos classifica-la em eliptica, hiper-
bolica, parabdlica ou ultra-hiperbélica, através dos valores dos n autovalores da matriz
A = [a;;]. Assim, se todos os autovalores sdo ndo nulos e tém o mesmo sinal, temos uma
equagao eliptica. Se todos os autovalores sdo nao nulos, de mesmo sinal, excetuando um de-
les, temos uma equacgao hiperbdlica. Se pelo menos um autovalor é nulo, temos uma equacio
parabdlica, e finalmente, se temos pelo menos 2 autovalores positivos e dois negativos temos
uma equacgao ultra-hiperbélica.

E imediato, portanto que, a equacio de Laplace ¢ do tipo eliptica, e as equacoes de

campo escalar e da onda sdo equagdes hiperbolicas. As equagdes que temos trabalhado,
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Aplicacoes 4.3 Equacao da onda

neste capftulo, sdo em geral da forma,

Zaud ., aif=0, s %75, (4.3.28)
ij=1
Pretendemos em trabalhos futuros, analizar o comportamento de possiveis solucées de

equacoes do tipo,
oV
8:1:1

+cV+d=0, (4.3.29)

sob a luz desta teoria.
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Conclusao

O meu interesse pela analise quaternionica foi despertado pela possibilidade de generaliza-
cao de conceitos da analise complexa, e ao longo da realizagao da presente disserta¢ao, meu
interesse por esse apaixonante assunto sé veio a crescer. Muito se tem estudado, nas tltimas
décadas, sobre este tema. A existéncia de solugoes (locais ou globais) para EDP, em varie-
dades quaterniénicas nao comutativas, por exemplo tem motivado nomes como Cerejeiras
[17] e Lugojan |41], entre outros a desenvolver trabalhos de extensao e aplicagdo da teoria de
quatérnios. No campo de aplicagoes dos resultados da andlise quaterniénica, bons exemplos
sdo os trabalhos de Alan Rose [48], sobre o uso de quatérnios no estudo da velocidade poten-
cial em trés dimensdes e o trabalho de Tsalik [53], sobre o deslocamento elastico, expressado
por fungoes quaternidnicas.

O leitor deve ter percebido, que em nenhum momento, utilizamos a expressao fung¢ao
analitica, para funcoes quaternionicas, e sim a expressao fungao regular. Essa distin¢ao entre
duas expressoes que em geral possuem o mesmo significado em dominios complexos, é devido
ao fato do conceito de analiticidade em quatérnios ainda nao estar totalmente estabelecido,
uma vez que, embaragosamente, a prépria fun¢ao identidade, nao é regular sob a corrente
teoria quaternionica.

Muito embora a generalizacao Qw = 0 do operador de Fueter seja um avango no sentido
do desenvolvimento de uma teoria de funcées quaternionicas, temos a consciéncia que ainda
nao é a generalizacao “ideal”, uma vez que polinémios na varidvel quaterniénica g, de grau
maior ou igual a 2 nao satisfazem as condigoes de “para-regularidade”. Existe uma conexao,
em dominios complexos, entre equacdes elipticas e hiperbélicas, a qual é desenvolvida sobre
o conceito de analiticidade de fun¢oes, mais precisamente, sobre o conceito de integracao de
caminhos independentes. Pretendemos em trabalhos futuros, tentar avaliar as implicagoes
destes conceitos em dominios quaterniéonicos. Pretendemos ainda, estudar possiveis relagoes

entre o resultado (3.4.3) e expansdo de solugdes de Qe em séries de poténcia.
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