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Resumo

O conceito de fatoração de métricas em fatores quaterniônicos foi recentemente desen­

volvido, e está diretamente relacionado com o operador 2, apresentado nas referências [15] e
[45]. O objetivo de nossa dissertação é mostrar que este conceito pode ser utilizado para gerar
uma classe de operadores I,, i=1,2,­:­ ,8, satisfazendo a propriedade TI; = 1,7; = V?
(ou A,4), à qual inclui o operador T da teoria de Fueter. Pretende­se mostrar também que,
os sistemas de equações diferenciais parciais gerados pelas equações I;w = O, podem ser
vistos como um caso particular do sistema mais geral, gerado por S)w = O. Vamos designar
as soluções w desse sistema, por funções para­regulares, em analogia ao caso especial das
funções regulares da teoria de Fueter. Serão apresentadas ainda, algumas aplicações, tais
como a obtenção de EDPs hiperbólicas de interesse, como as equações de Campo escalar,
e a equação da onda espacial, através do produto NO, além da fatoração da métrica de
Minkowski em fatores quaterniônicos.

Palavras­chave: Quatérnios, equações de Cauchy­Riemann, regularidade.
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Abstract

The concept of metric factorization (in quaterniônic factors) was recently developed,
and it is directly related to the O) operator, presented in the references [15] e [45]. In this
dissertation it is shown that this concept may be used to generate a class of operators
Ti, i=1,2,­­­,8, satisfying the property T;T; = LT; = V? (or As), which includes the T
operator of the Fueter theory. It is also shown, that the differential partial systems generated
from operators T,, applied in quaternionic function w, such as T;w = O, are special cases of
the more general systems of differential partial equations, generate from Sw = 0. We will
designate the solutions w as regular­like functions, in analogy with the particular case of
regular functions of the Fueter theory. Some applications, such as,the construction of Klein­
Gordon operator and the spacial wave equation, through the product NS and a factorization
of the Minkowski metric are also presented.

Keywords: Quatérnios, Cauchy­Riemann equations, regularity.
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Introdução

Os números quatérnios surgiram no século XIX, por obra do físico irlandês Willian Rowan
Hamilton. Hamilton percebendo que os números complexos podiam ser pensados como en­
tidades orientadas no plano, tentou estender essa idéia para três dimensões, passando do
número binário a + bi para triplas ordenadas a + bi +cj. Hamilton trabalhou obstinada­
mente nesse sentido por cerca de dez anos, sem sucesso, quando finalmente percebeu que suas
dificuldades seriam superadas se abandonasse o conceito de comutatividade da multiplicação
e, ao invés de triplas, usasse quádruplas. Da mesma forma que Lobachevsky criou uma nova
geometria, consistente em si mesma, abandonando o postulado das paralelas de Euclides,
Hamilton criou uma nova álgebra, consistente em si mesma, abandonando o postulado da
comutatividade da multiplicação. Surgia assim a álgebra dos quatérnios, que, embora gene­
ralizasse o conceito de números complexos, não possuia a estrutura de um corpo, e sim de
um anel, que no decorrer de nossa dissertação será designado por H.

O surgimento dos números quatérnios gerou grande polêmica entre a comunidade cientí­
fica da época, e devido a isso, não houve grandes avanços nesse sentido até por volta de 1930,
quando Rudolf Fueter [26] começou a desenvolver os fundamentos de uma análise quater­
niônica, como um análogo da já bem estruturada análise complexa. O trabalho de Fueter
desenvolveu consistentes similaridades com conceitos clássicos da teoria de uma variável com­

plexa, tais como, teorema de Cauchy, fórmulas integrais de Cauchy, expansão de Laurent,
etc. Estas similaridades têm sido alvo de discussão de importantes nomes, como Sudbery

[52] e Deavours [20]. No entanto a teoria de Fueter revela também algumas inconsistên­
cias, como por exemplo, a forma como analiticidade e regularidade são relacionadas. Uma
outra inconsistência deve­se ao fato de Fueter não haver estabelecido qualquer relação entre
funções quaterniônicas regulares e transformações conformes. Esta conexão ficou a cargo
dos matemáticos Machado e Borges [44]. Autores como Cerejeiras et all [17], Erikson Bique
[24], Machado e Borges, entre outros, têm tentado complementar e estender essa teoria.
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Introdução

Na ref [44] Machado e Borges introduzem noções de diferenciabilidade quaterniônica
(À esquerda e à direita), bem como, uma generalização das equações de Cauchy­Riemann
em quatro dimensões, via conceito de integrabilidade de caminhos independentes, numa var­

iedade diferenciável, posteriormente chamado de “MB approach”. Na referência [45] Machado
e Borges estabelecem o conceito de fatoração de métricas riemanianas, em fatores quater­
niônicos, o que acredita­se deverá num futuro próximo viabilizar o desenvolvimento de sólidos

elementos para uma teoria analítica hipercomplexa.
Organizamos a presente dissertação de forma a dar condições para que o leitor relembre

conceitos necessários ao bom entendimento do texto (capítulo 2) e familiarize­se com as ex­
tensões quaterniônicas da teoria complexa, sob diversos pontos de vista, no intuito de criar
uma visão global sobre o assunto, ressaltando os principais tópicos (capítulo 3). Por motivo
de brevidade omitiremos uma boa parte das demonstrações, especialmente quando estas es­

tiverem relacionadas a conceitos matemáticos clássicos ou estiverem além do propósito de
nosso trabalho. O capítulo 4 é, na nossa opinião o mais importante, uma vez que nele apresen­

tamos alguns resultados novos por nós obtidos, os quais julgamos de relevante importância.
Neste capítulo apresentamos oito possíveis fatorações (e seus conjugados quaterniônicos)
para a métrica euclidiana canônica, cada qual gerando um sistema homogêneo de equações
diferenciais parciais, um dos quais é o sistema gerado pela equação I'w = 0, o qual define o
conceito de regularidade à esquerda da teoria de Fueter, mostrando assim que o operador de
Fueter é um caso especial de um operador mais geral O. Ainda neste capítulo enunciamos
e demonstramos um teorema no qual provamos que o produto 9.0, generaliza o conceito de
operador quadriharmônico, e demonstramos também que este operador pode ser obtido de
um operador mais geral Ogg, o qual é um operador quaterniônico envolvendo coeficientes
imaginários puros (complexos).

O capítulo 5 é uma consequência desses novos resultados, no qual são obtidos o operador
de Klein­Gordon e a equação da onda espacial, através da generalização N.65g do operador
NO. Ainda neste capítulo uma fatoração da métrica de Minkowski em fatores quaterniônicos,
é apresentada.
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Capítulo 1

Preliminares

Antes de adentrar pormenorizadamente ao tema de nossa dissertação, serão feitas na se­
quência desta seção, uma série de definições, as quais julgamos necessárias para um bom
entendimento do texto. Boa parte das demonstrações são apresentadas em detalhes.

1.1. Conceitos Básicos

Definição 1.1.1 Seja D um conjunto e z E D. Denotamos por vizinhança de z a todo
conjunto aberto que contenha 2.

Definição 1.1.2 z é chamado um ponto interior de D, se possui uma vizinhança inteira­
mente consistida de pontos de D.

Definição 1.1.3 Um ponto de fronteira z de um conjunto AC D é um ponto de D tal que,
cada vizinhança do ponto z contém pontos pertencentes a À e pontos não pertencentes a A;
e a fronteira de A é o conjunto de todos os pontos de fronteira de A.

Definição 1.1.4 Um conjunto D é dito fechado se ele contém todos os seus pontos de fron­
teira.

Definição 1.1.5 O conjunto resultante da união do conjunto D com seus pontos de fronteira
é denominado o fecho de D.

Definição 1.1.6 Um conjunto é dito aberto, se todos os seus pontos são pontos interiores.
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Preliminares 1.1 Conceitos Básicos

Definição 1.1.7 Um conjunto aberto D é chamado conero, se quaisquer dois pontos de D
podem ser “ligados” por uma linha poligonal, cujos pontos pertencem a D.

Definição 1.1.8 Um conjunto fechado D é chamado conexo , se é impossível decompo­lo
em dois subconjuntos abertos A e B, disjuntos, não vazios, tal que
AUB=D.

Definição 1.1.9 Um conjunto aberto conexo é denominado um domínio.

Definição 1.1.10 Um caminho ligando os pontos x ey em um espaço X é uma aplicação
contínua É: ([a,) > X, abeEeR  talqueg(a)=x e 0(b)=7y.

Definição 1.1.11 Um caminho suave em uma região R é uma aplicação é : [a,b) — R com
derivada contínua em [a,b] .

Definição 1.1.12 Um caminho suave por partes em uma região R é uma coleção finita de
caminhos suaves Tila, bi] > R, i=1,2,­"",n, satisfazendo: T;(b;) = T;i41(0i41)

Definição 1.1.13 Se D é um domínio e sua fronteira consiste de n subconjuntos conexos,
então D é n­conero. Em particular um domínio simplesmente conero (1­conexo) tem uma
Íronteira que consiste de um conjunto conexo (como por exemplo, uma curva ou um ponto).

Observação: Um domínio n­conexo pode ser visto como um domínio simplesmente conexo
no qual foram feitas n­1 aberturas.

Definição 1.1.14 Seja z = z(t) uma curva cujos pontos são ordenados no intervalo [a, bl.
Denominamos z(a) e z(b) pontos inicial e final de z(t), respectivamente.

Definição 1.1.15 Uma curva é chamada fechada se os pontos final e inicial coincidem.

Definição 1.1.16 Uma curva é denominada simples se z(t) toma valores diferentes para
cada valor de t E [a,b]. Isto é, se a curva não se intercepta, erceto eventualmente, no ponto
inicial (final), no caso da curva fechada.

Definição 1.1.17 Seja ] uma curva contínua arbitrária tal que um número arbitrário de
pontos de 1º possam ser ligados por uma linha poligonal (em ordem de sucessão ao longo da
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Preliminares 1.2 Funções complexas

curva). Dizemos que Tº é retificável se o conjunto de comprimentos das linhas poligonais,
assim obtidas, é limitado. Isto é

supYX” |2(tx) — z(te­1)| < co. (1.1.1)
k=1

Nesse caso sup >",, |z(tk) — z(tk­1)| é chamado o comprimento da curva.

Definição 1.1.18 Um espaço de Hausdorff é um espaço topológico D tal que, para quaisquer
elementos x,y E D existe uma vizinhança U de x e V dey tal que U(|V =0

Definição 1.1.19 Um homeomorfismo é uma transformação T : Dm Y, contínua, cuja
inversa também é contínua.

Definição 1.1.20 Seja D um espaço topológico de Hausdorff. Dizemos que D é uma var­

iedade (ou uma Dº variedade, ou um espaço localmente Euclidiano) de dimensão n, se, cada
ponto x E D possui uma vizinhança aberta que é homeomorfa a um subconjunto aberto de
R”.

Definição 1.1.21 Uma variedade diferenciável de classe D" e dimensão n, é definida como
sendo um espaço topológico D e uma família de aplicações biunívocas xa : Un = D de abertos
Ua E& IR”, tais que:

a) U cobre D ( ouU,ta(Ua)= D);
b) Para todo par a, B, com xa(Ua)(|xa(Us) = M * O, os conjuntos z2'(M) ex3'(M)

são abertos em IR", e as aplicações 7º o Ta são diferenciáveis de classe D*.

1.2 Funções complexas

Seja D um conjunto contido no plano complexo. Seja f uma lei que faz corresponder a cada
elemento z de D, um único número complexo. Dizemos então que f é uma função (definida
no conjunto D) da variável complexa z e D é o domínio de definição da função f(z).
Desde que um número complexo é escrito na forma z = r+iy, f(z) define uma transformação
de um número complexo z em um número complexo f(2z).
Podemos escrever f(2) = u + iv, onde
u=u(r,y)=Re f(z+iy)e,
v=v(z,9) = Mm fíe+iy),
são funções das variáveis reais r e y.
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Preliminares 1.2 Funções complexas

Definição 1.2.1 A função f(z) definida no conjunto D é dita contínua no ponto é E D, se
para qualquer e > O dado, existe 6 > O tal que, |= — €| <ó implica |f(2) — f(E6)| < e, para
todo z E D.

Definição 1.2.2 A função f(z2) é contínua em D se é contínua em cada ponto z E D.

Definição 1.2.3 Seja Ds; o domínio (complexo) da função f. Dizemos que f tem limite L
se, dado e > O, arbitrário, existe ó > O, tal que

0</:= ­anl<ó=>|f()­L|<e (z­ 2%, zEDy). (1.2.2)

Teorema 1.2.1 Seja Ds o domínio (complexo) da função f(z) = u+iv, então

lim f(z) = L, L=A+YibB, (1.2.3)
220

se e somente se

lim uít,y)=A e lim vír,y) = B (1.2.4)

Da definição (1.2.3), temos

0</2=—2|<ó=>|(utiv)—­(A+iB)|<e, (z­>2%, zEDy). (1.2.5)

Consequentemente,

|lu— Al < |((ut+iv) = (A+iB)| e |u— B|<|(ut+iv)­(A+iB)|, (1.2.6)

o que nos leva a

0</|/2— 2] <5=>lu(t,y)—­Al<e e lvít,y)­Bl<e, (z 2, zEDy). (1.2.7)

Isto satisfaz (1.2.4), o que prova a necessidade.

Por outro lado, dado e > O, existe ó > O tal que O < |2= — 29] <ó implica Ju(x,y) ­A| <$
e luíx%,yy)­ Bl<S.
Pela desigualdade do triângulo

If=L|<I(u= A) +|v—­ BL. (1.2.8)

Daí,
€

7 (z­>2, zEDy). (1.2.9)O<le­2|<6>|f(2)­L|<3+
Fica assim demonstrada a suficiência.

6

FVY
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Preliminares 1.2 Funções complexas

Corolário 1.2.1 Uma função f(2) = u(x,y) Hiv(x,y) é contínua no ponto 2º se e somente
se u(x,y) e v(x,y) forem contínuas em 20.

Definição 1.2.4 Uma função da variável complexa f(z), definida numa vizinhança do ponto
o é diferenciável em p se existe o limite

im22)= f(9) f'(o). (1.2.10)
290 Z—O

f(2) — f(o) ­(z ­o)f(o)=0(lz­e), (2­o. (1.2.11)

Dizemos que f'(o) é a derivada da função f(z) no ponto o

Definição 1.2.5 Se f é diferenciável em todo ponto de seu domínio, então f é diferenciável.

Teorema 1.2.2 Sejam f(z) e g(z) duas funções complexas num domínio X, se ambas as
funções possuem limites finitos com 2 — 29, então vale a propriedade,

lim [f(2) + 9(2)] = lim f(2) + lim 9(2). (1.2.12)

Demonstração: Para a demonstração do teorema, vamos supor que f e q possuem limites
finitos LI e La, respectivamente. Então existem 6' > 0 e 0" > O tais que,

zEDy e O</2=2|<$S >) ­I1<>,
zED, e O</2­=2|<8'=>|9(2)­121<>.

Tomando ó = mintoó',6"), ez € Di(| D,, certamente 0 <|z = | <O,
e

Lf(2) + g(2) — ([1 — La)| = ILf(2) — In] + [9(2) — Lol| < |f(2) — La] + |l9(2) — Lol <e

As Propriedades enunciadas a seguir seguem da definição de diferenciabilidade.

Propriedade 1.2.1 Seja QN C DU um conjunto não vazio. Se f(z) e g(z) são duas funções
diferenciáveis no ponto o então valem as propriedades
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Preliminares 1.3 Funções analíticas

iv (f+9'=f+9,
ii) (fg = f9+fo,
ii) Se F() = IR —= F=2, g9(2)XO,
iv) Se f(2) é diferenciável no ponto o e p(z) é difernciável no ponto 9 = f(o), então
F(2) = p(f(2)) também é diferenciável no ponto o e F'(o) = '(f(o))f'(o).

1.3 Funções analíticas

Se f(z) é uma função complexa tal que f(r+iy) = u(r,y) +iv(x,y), em geral a diferenciabi­
lidade de f(2) não equivale à diferenciabilidade de u(r,y) e vír,y). Uma condição adicional
é ainda necessária.

Definição 1.3.1 Seja D um domínio. Se f(z) é diferenciável em cada ponto de D, então
f(2) é analítica em D.

Se a função f(z) = u+ iv é diferenciável no ponto 2 = x + iy, então

im 2h)= SO)f(2) = (1.3.14)
h—0 h '

independentemente do modo como h tende a zero. Em particular, podemos fazer h tender

a zero tanto pelo eixo das abscissas (valores reais), quanto pelo eixo imaginário (valores
imaginários).

Figura 1:
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Preliminares 1.3 Funções analíticas

Dessa forma

f(2) = lim ulx + k,y) — ulxr,y) tie + k,y) — v(x,y)] ;

/ . ult,y+t)— ult,y) +ilv(x,y +t) — v(x,1))
f'(2) = lim m )

Desde que o limite (1.3.14) exista, pelo teorema (1.2.2),

115 1 Ulg+ky)—>ulty) .. DE+ky)= v(,4)]1 IR k + is k

t—0 t
Ou Ou

Igualando as partes reais e imaginárias nas expressões 1.3.17 e 1.3.18, obtemos as equações ,

Ou O ou OvDA me. 1.3.19
Ox OM” Oy Ox ( )

A satisfação destas equações, as quais são conhecidas como equações de Cauchy­Riemann,
é uma condição necessária, porém não suficiente, para a existência da derivada de f, como
mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.1 tomando a função
f(0)=/lty/+i0=u+iv, z=xr+iy.
u=/|tyl e v=i0.
O que nos leva a,

ulk,0) =Vk0=0 e

k
0.

Ou
:32 (0,0) = jim

De forma análoga
so 0) = lim u(0,t) — u(0,0) ­
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Preliminares 1.3 Funções analíticas

Certamente, as relações (1.3.23) são satisfeitas, mas no entanto, para z = 0 e h = re,
temos

r=rcosd e y=rsend, daí

f(h) — f(O 1/| cos sin À ” sin 20/?
im h ” e ” 2

onde f; é a derivada direcional.
Uma vez que fi depende do ângulo 0, f'(0) não existe. Portanto f satisfaz as equações de
Cauchy­Riemann, mas não é diferenciável em z = O, não sendo portanto, analítica em U.

Teorema 1.3.1 Seja f(2) uma função da variável complera 2 = x +iy. Para que
f(2) = ulx,y) + iv(r,y) seja diferenciável no ponto o = E +in, é necessário e suficiente
que as funções u(x,y) e v(x,y) sejam diferenciáveis no ponto (E,n7) e suas derivadas parciais
neste ponto satisfaçam as relações

Qudm dd
Or Oy” dy dx (1.3.23)

Demonstração : Para provar a necessidade vamos usar o fato que f(z) é diferenciável
no ponto p. então pela definição (1.2.4)

f(2) — flo) = (z = o)f(o) Ho(le 0),  (z­o0). (1.3.24)

onde f(z2) = o(6(2)) significa que limzoz, 1a =0, zED.
denotando,

f(9)=0+iyv,

então,

S(x+iy)— f(E+in) = (x +iy) — (E +in))F(E+in) + o(O)
= [(x +iy) — (E +in))(6 + iv) + o(O)

= (x +iy)O +ilz +iy)U— (E+in)b — ilE +in)V + o(d)

onde à = (|z — &)) denota a distância entre os pontos (x,y) e (E,n7).
Portanto,

ulx,y) +iv(x,y) — [u(En) +iv(8n)] = dr +iyp+iva — Vy
—EÓ — ind — 18% + 1h + o(O).
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Preliminares 1.3 Funções analíticas

Separando as partes real e imaginária,

ulx,y) — u(£,n) = (x — 8) — v(y —=n) + o()

v(x,y) — v(£,n) = É(y —n) + v(x — E) + o().

Fazendo x tender a E ,obtemos

ulx,y) — u(£,n) = =/(y —n) +oly —n|

v(r,y) — v(E,n) = d(y —n) +oly —n|.

Por outro lado, Fazendo y tender a n, obtemos

ulx,y) — u(8,n) = é(x— E) +ole — E

(1.3.31)

Concluímos então que ulx,y) e víx,y) são ambas diferenciáveis e, por (1.3.30) e (1.3.31)
1

y

!pp V=suvu=­u==temos, q=u,=v

Para provar a suficiência vamos supor que u(x,y) e v(x,y) são diferenciáveis e satisfazem
as relações de Cauchy­Riemann.
Denominando,

2
Ox

e substituindo em (1.3.28) e (1.3.29), obtemos

ulz,7) — u(67) — (2 ­ 9) SE + (y =m SE = 009).
Ovv(a,9) = v(E mM) = (y =n)SE = (2 )SE = 00).

11
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e as equações

ulz,7)+ inla,9) — [ul6 1) +inl6 mM] ­ Pla E i=n)+SG nitro)
= o(d). (1.3.35)

Ou

u(x,y) + iv(x,y)— [u(8n) +iv(£,n)] — a—E—ily—n))­ EO —E—il(y—n))
= o(9). (1.3.36)

são obtidas multiplicando­se (1.3.34) pori e somando as equações (1.3.33) e (1.3.34). Isso
nos leva a,

ul(x,y) + iv(x,y) — [u(&n) +iv(En)] — [e ­E—ily— MIGÊ +12) = (9). (1.3.37)
que é eratamente a equação (1.2.11), dada por

f(2) — flo) ­(z ­o)f(o)=0(lz­e), (2­0). (1.3.38)

Assim, f(z) é diferenciável no ponto o.

Resultado 1.3..ano D um domínio. Se f(2) = u(x, y) +iv(x,y) = w(u,v), é diferenciávelem D e f'(20)= = &, então somando (1.3.17) e (1.3.18),

29fG) du Av QOv jo
de + o + Ex ou (1.3.39)

Of(z) 17, 0u Ou, . Adv Ou
Oz 2 (7 + Em +ilz3, " du)

Resultado 1.3.2 Vamos definir os operadores,

fo) 129,,;o,oz 2'ôx Oy

(1.3.40)

(1.3.41)

(1.3.42)

De forma que

­ Ea +il+iv) (1.3.43)

Ou Av du Oflz)— — t—Or * dy Oy Oz
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Preliminares 1.3 Funções analíticas

Vamos dar a seguir uma segunda definição de função analítica.

Definição 1.3.2 Uma função f(2) (z= = x +iy), é dita regular (analítica, holomorfa ou
monáógena) no ponto E, se f pode ser representada por uma série de potência

fiz) =S "a(2­ E), (1.3.44)
n=0

convergente numa vizinhança do ponto £, tal que |= ­E] <r, (r>O).

Definição 1.3.3 Dizemos que uma função f(z) da variável complexa z = x +iy é analítica

(regular) no ponto z = co se f(2) for regular no ponto E = O. Neste caso f(2) = aq +
a1É + as? +++ numa vizinhança de E = O, que é equivalente a f(2) = a + 2 + bs +...
numa vizinhança de z = oo. Isto significa que f(z) é analítica no infinito se f(z) pode ser
desenvolvida em série de potências de ­ “numa vizinhança do infinito”.

Teorema 1.3.2 Uma função que é analítica no ponto £& é diferenciável em £.
Demonstração :

f(2) =) (2­9 =0a+a(z­E)+o(z­E)I+­­ Iz­E6<r (1345)
n=0

f(8)=>X cnlz­E8 =0+alE­E)+O(E­ E) + =. (1.3.46)
n=0

FLÃO =c +c(z­E)t+os(z­ E) Iz­E&<r, (1.3.47)

portanto,

im = limle, +ez ­)+a(z­8): J=a. (1.3.48)

Pela definição (1.2.4) f é difernciável no ponto £.

Teorema 1.3.3 Sejam u(x,y) e v(x,y) funções reais com derivadas parciais contínuas num
domínio D. Então f(2) = ulx,y) +iv(x,y) é analítica em D se e somente se, as equações
de Cauchy­Riemann são satisfeitas em D.

FVY
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Preliminares 1.4 Critérios de analiticidade

Demonstração : AÀ suficiência advém do fato de u e v terem derivadas parciais contínuas,

o que significa que ambas são diferenciáveis em todo o domínio D, e, desde que ambas
satisfazem as equações de Cauchy­Riemann, temos que f é diferenciável, e portanto analítica.
(def. 1.3.1).

AÀ necessidade é consequência direta da analiticidade, que implica diferenciabilidade e
consequentemente, a satisfação das equações de Cauchy­Riemann.

1.4 Critérios de analiticidade

Vamos enunciar alguns critérios de analiticidade, lembrando no entanto, que esses critérios
só são válidos em domínios complexos.

e À soma e o produto de um número finito de funções analíticas no ponto £ são funções
analíticas nesse ponto.

e O quociente de duas funções analíticas no ponto £ é também uma função analítica
neste ponto (desde que a função esteja definida no ponto).

e Se a função f(2z) é analítica no ponto £, e a função f(w) é analítica no ponto f(£),
então a função 7(2) = F(f(2)) é analítica em £.

1.5" Integração Complexa

1.5.1 Integral de linha

Seja P' um curva retificável e f(z) uma função contínua da variável complexa z = z(t),t €
[a, b]. Chamamos de integral à soma

3 S(E)(2 = Ze) (1.5.49)
k=1

onde £, = z(t)) é um ponto qualquer da curva TF no intervalo (2; — z£­1), e cada ponto da
curva zx(tr.) são escolhidos de tal forma que zx­,7 precede zx, zo coincidindo com o ponto
inicial e 2, coincidindo com o ponto final.
Se o limite

lim) f(E)(zx —Z­1) = max |2; — ze > 0
k=1

14
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Preliminares 1.5 Integração Complexa

existe e é independente da escolha dos pontos 2, e E, então denominamos esse limite por

integral da função f(2) ao longo da curva T', e denotamos

/ f(2)dz. (1.5.51)
Tr

Expressando a integral da função f(0) = u+iv (z=x+iy), ao longo da curva L', temos

" Sf(2)dz = f ud — vdy +/ vdr + udy (1.5.52)
r r r

Teorema 1.5.1 Se f(2) é contínua em 1, então a integral de f(2) ao longo de T' eriste.
­

Observação 1.5.1 Se tomarmos a integral ao longo da curva 1º na direção oposta, o sinal
da integral muda de acordo com a mudança de sinal de z, — zkx—1. Assim se tomarmos

SI f(EDa — zen, (1.5.53)
k=1

então o limite se torna invariante sob a mudança de direção ao longo da curva e a integral
correspondente é dada por,

/ f(2)|da| = f uds +i " vds, —ds=/dETd. (1.5.54)
r r r

Se a curva é suave por partes e retificável, então

bfsz= femea
r a

onde z = z(t) é uma função paramétrica do parâmetro t. Desde que
f(2) =u+iv edz = dr +idy, então

f f(2)dz = f (ud — vdy) + i(vdr + udy)
r r

que pode ser escrito na forma

f fe): = [ paz + qdo p=utiv e q=­—­vt+iu
r r
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1.5.2. Independência de caminhos

O conceito de independência de caminhos integráveis será muito utilizado no desenvolvi­
mento de nosso trabalho, portanto faremos a seguir várias definições enfocando conceitos
concernentes.

Definição 1.5.1 Dizemos que uma integral é independente do caminho se ela depende uni­
camente dos pontos final e inicial da curva.
Assim

Í. f(2)dz = Í, f(2)dz = Í, pdx + qady (1.5.58)

Definição 1.5.2 Se uma erpressão do tipo pdr + qdy pode ser escrita na forma,
Om Om om om

dizemos que dm é uma diferencial exata.

Teorema 1.5.2 A integral de linha

f pdx + qdy, (1.5.60)
T1

definida num domínio D, é independente do caminho dado se e somente se, eriste uma

função m(x,y) em D, tal que
om

ox

Demonstração : Vamos provar a suficiência, supondo que as igualdades em (1.5.61) sejam

(1.5.61)

satisfeitas. Substituindo (1.5.61) em (1.5.60) e escrevendo na forma paramétrica, obtemos

b" pás +adu= | Tar+ Say = [ TomxWat+ / 3ev (Dat
Tr. T1

­/8ÃO +e'(8))dt (1.5.62)

b= /f [Ímle(), 90] = mlx(b), y(b)] — m[r(a), y(a)). (1.5.63)

Portanto (1.5.60) depende somente dos pontos a e b.
Vamos, por questão de brevidade omitir a recíproca, que pode ser encontrada na referência
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Teorema 1.5.3 (Teorema de Cauchy) Seja D um domínio simplesmente conero e seja
f(z2) uma função analítica em D, então

f f(z)dz =0 (1.5.64)

para todo contorno fechado C contido em D.

Demonstração : Seja f(z) = u+iv. Como, por hipótese f é analítica em D, então f é
contínuamente diferenciável em D. Pelo teorema (1.2.2) valem as relações:

Ou QO&Ov Ov Ou
Elo A calar (1.5.65)

Pelo teorema de Green em coordenadas retangulares, se D é um domínio interior à curva C,
então

f Sf(2)dz = $ fude — vdy) +i foda + udy)
­­/[/&.Ou + Dasjázdy +i [ [(5E­ Dasrdy a

Aplicando as relações (1.5.65) verificamos que a equação (1.5.66) é igual a zero. portanto a
equação (1.5.64) é válida.

O teorema 1.5.3 é equivalente ao teorema abaixo.

Teorema 1.5.4 Seja D um domínio simplesmente conerxo, e f(z) uma função analítica em
D. Então a integral de f(z) ao longo de um contorno ligando o ponto z a um ponto zo de
D, depende unicamente de z e 29, e não do contorno de integração.

De fato,

supondo que o teorema 1.5.3 seja verdadeiro e C7 e Co tenham o mesmo sentido, então
C1 + (—Ca2) é um contorno fechado 7 (Figura 2).
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Pelo teorema 1.5.3,

(1.5.67)

portanto,

(1.5.68)

Desta forma a integral 1 f(2)dz não depende do caminho de integração.
Por outro lado, suponha que o teorema 1.5.5 seja verdadeiro, e C' seja um contorno

fechado em D. Ássim, para quaisquer dois pontos 21 É 22 E C, o contorno fechado C fica
dividido em dois caminhos c, e Co, ambos direcionados no mesmo sentido (Figura3).

Figura 3:

Pelo teorema 1.5.5

fa)da="[/ f(z)dz,
a Ca

18
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logo,

f f(2)>dz = [| f(i)Jda+ | f()DAZ=O0. (1.5.70)
Cc o C2

Isso prova o teorema 1.5.3, e, consequentemente fica demonstrada a equivalência entre os
dois teoremas.

Nesse ponto podemos afirmar que, se a integral sobre qualquer curva fechada é igual a
zero, significa que essa integral não depende do caminho dado e vice­versa.

Teorema 1.5.5 Sejam f uma função analítica numa região R e C um contorno fechado
cujo interior está totalmente contido em R, exceto eventualmente regiões Ra, Ro, , Rh

interiores a Co, C1, Ca, ++ , Cr, respectivamente, sendo Cy, Ca, Ca, ** , Ch contornos fechados
(tais que C; não intercepte Cj, 1 £ 3), totalmente contidos no interior de C. Então

f(2) = ff.Sa J.Sade+ Í.Sair f.Sía)da. (1.5.71)

Desde que os contornos tenham todos a mesma orientação.

Enunciamos aqui o teorema 1.5.5 porque ele nos será útil na demonstração do teorema a
seguir (Fórmula integral de Cauchy), o qual é muito impotante no estudo das funções
analíticas. No entanto, omitiremos a demonstração, já que esta envolve conceitos topológicos
que não estão no contexto deste trabalho. Vide [46].

Teorema 1.5.6 ( Fórmula integral de Cauchy) Seja D um domínio (fechado) simples­
mente conexo e f(z) uma função analítica en D. Então

­— 2 //Of(2) = 7. E=2 zED. (1.5.72)

onde C é um contorno fechado simples em D e £€ um ponto qualquer no interior de C

Demonstração : Desde que £€ é um ponto interior de C, podemos definir uma vizinhança
fechada de 2, a qual não contém pontos de C. Seja Cs tal que

C;s=(EeEeD:|E—z|=0) (1.5.73)
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Figura 4:

Do teorema 1.5.5 temos

f(8) FS)[2% e Ez
Escrevendo

(8) = f(8) + f(2) — f(2).

Substituindo em (1.5.74),

() fa) fO SG)| E Ez ta, Ez
nf E, [SOSsa [ = ço

Fazendo £ — z = re"º, então df = d(€ — 2) = rieºda. Um cálculo direto nos dá,

f poço, (1.5.77)

Além disso, temos da continuidade de f que, dado e > O arbitrário, existe ó > O tal que
En z|<ó=>|/f(8)­Sf(9)|I<6E
Assim,

SE) = SG) (E) = f)| €
=Tema IE /Sema ss Jana
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Isto significa que quando ó — O, a segunda integral à direita da igualdade em (1.5.76)
também tende a zero. Ou seja, podemos escrever a equação (1.5.76) na forma,

/ LE de = 2T7if(z).Cc z

Que é o que pretendíamos demonstrar.

Teorema 1.5.7 Sejam D,C, ez nas condições do teorema 1.5.6. Então para cada nº inteiro
positivo, fO (2) existe e é analítica em D.

A demonstração do teorema 1.5.7 é feita por indução finita utilizando a derivação sob o sinal
da integração, como a seguir.
Pelo teorema 1.5.6 temos,

)= ne SEE (1.5.80)

Usando a derivação sob o sinal da integração temos

fe) = 7 ide ; (1.5.81)

derivando mais uma vez,
SE) eEa (1.5.82)

derivando mais uma vez,
(3) f(S)fz)= mi ). EE (1.5.83)

generalizando, fO()=delexde. (1.5.84)

Este teorema é uma consegência do teorema 1.5.6 e uma demonstração rigorosa é encontrada

em [25].

1.6 Desenvolvimento de Laurent

O desenvolvimento de uma função em série de potências de z — 29 (2 podendo ser ou não
um ponto de singularidade de f) que inclua termos com potências negativas de z é conhecido
como desenvolvimento (ou série) de Laurent e é uma generalização da série de Taylor.

21
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Teorema 1.6.1 Seja f uma função univalente e regular numa região anular M tal que
r< | z—2|<R, então para cada ponto z nessa região podemos representar a função f(z)
pela erpansão,

OO

anf(2) = Y» —— + SN an(z — 22)” = SN anlz — 2), (1.6.85)
— nn=1l (2 zo) n=0

onde os coeficientes são dados por,

1 f(8)n= ÀEA..—.— de (1.6.86)

e C é um contorno fechado contido em r < |z — 29) < R envolvendo zq uma vez no sentido
positivo.

A demonstração pormenorizada pode ser encontrada em [34].
A série (1.6.85) é denominada série de Laurent para f(z). À parte

DI oan(2 — 29)” é chamada a parte analítica (regular) de f(z) e a parte formada por
DI Ts é chamada a parte principal (n > O).n=1l (z­2z09)"

Definição 1.6.1 Um ponto singular %y E D é um ponto isolado (ou singularidade isolada)
de uma função f, se eriste uma vizinhança de 29 na qual f é univalente e analítica, exceto
em Zoo.

Definição 1.6.2 Uma singularidade isolada 2º de f(z) é dita

1. Removível, quando existir um número complexo c tal que a função

fa) 2 É)
C, Z=

92) =
é analítica em um disco centrado em zo. Em outras palavras, se em (1.6.85)

(1.6.88)

ooentão a soma “No an(z—­20)" define uma função analítica (def. 1.3.2) para
0 <|z—29|<r. Nesse caso podemos definir f(29) = c.
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2. Pólo (de ordem m), quando existir um inteiro positivo m tal que a­m A 0 ean=0
para n > m, tal que (1.6.85) tome a forma

f2) = Gn +... n(2— 2) + > anlz 29)", amo. (1.6.89)

Isto é, a erpressão (1.6.89) tem um número finito de potências negativas.
n=0

3. Essencial, quando não for removível nem pólo.

1.7 Funções Harmônicas

Definição 1.7.1 Seja f(x,y) uma função numa região R em 1. Se f possui derivadas
parciais até segunda ordem, as quais satisfazem a equação diferencial parcial

LPF PS
+= 1.7.90

então f é denominada função harmônica e a equação (1.7.90) é conhecida como equação de
Laplace.

Se f(2) = ulr,y) + iv(r,y) é analítica em uma região simplesmente conexa R, então
valem as relações de Cauchy­Riemann, e

du O ou QOv

Ox a o dy Td
Derivando ambas as expressões com relação a r e y respectivamente e somando as

(1.7.91)

derivadas parciais em u e v separadamente verificamos que u e vu são harmônicas. Ou seja,
as partes real e imaginária de uma função f analítica numa região R são também funções
harmônicas nessa mesma região e, nesse caso, dizemos que v é uma função conjugada de u.

Teorema 1.7.1 Uma condição necessária e suficiente para que a função
f(2) = ulr,y) Hiv(x,y) seja analítica em uma região R, é que v seja uma função harmônica
conjugada de u em R.

Demonstração : À necessidade é imediata da analiticidade de f.
Para provar a suficiência devemos garantir que existe uma função v(x,y) de forma que

a função f(2) = u(r,y) + iv(x,y) seja analítica em R. Supondo que v seja a harmônica
conjugada de u, então valem as equações (1.7.91) e vale a igualdade,

(1.7.92)

A
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Fixando arbitráriamente um ponto 29 = (xo,yo) e integrando a equação (1.7.92) obtemos
que,

E)=” du ouvír,y) = vo + /f —— dr + —dy (1.7.93)
(toyo) Oy x

onde vp = v(ro, yo). Aplicando o teorema de Green e usando o fato de que u é harmônica,
chegamos à igualdade,

$­oada + Sid = "eÃ&+ =a 2 tndy= 0, (1.7.94)

onde C é um contorno fechado em R eo o interior de C. Assim,

Ou Ou
== —d 1.7.95à dt oz y= 0. (1.7.95)

Isto significa que du é uma diferencial exata, e consequentemente a integral em (1.7.93)
independe do caminho de integração. Desta forma a função v(r,y) possui derivadas parciais
contínuas em R. Logo, u e v satisfazem as equações de Cauchy­Riemann.

Garantimos, portanto a existência de uma função v (que é determinada pela função u,
a menos da constante vo), tal que f = u + iv é analítica em R, o que prova a suficiência.

1.8 Transformações conformes

Seria interessante abordar vários tipos de transformações envolvendo funções de uma variável
complexa, porém isso estenderia o texto além daquilo a que ele se propõe. Limitaremo­nos a
fazer uma breve introdução às transformações conformes. Recomendaríamos para um estudo

mais aprofundado, a referência [4].

Definição 1.8.1 Denominamos arco (contínuo) ao conjunto de pontos do plano complexo,

C = (z(t) = x(t) + iy(t)), t E [a,b] (1.8.96)

onde x = x(t) e y = y(t) são funções contínuas do parâmetro t.

Definição 1.8.2 Se a derivada 2'(t) eriste, é contínua e diferente de zero em [a,b], então o
arco definido em (def. 1.8.1) é denominado arco suave.

Definição 1.8.3 Sejam C e C' dois arcos suaves em [a, b], definimos o ângulo entre C e C'
em um ponto 29 E D, como o ângulo formado pelos vetores tangentes a C e C' neste ponto.
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Preliminares 1.8 Transformações conformes

É comun pensar numa função complexa f(2) = f(x +iy) = u+iv = w, como uma
transformação de um plano complexo z em outro plano complexo w = f(z). Dizemos que o
plano z é o domínio de validade da função f e o plano w, a imagem de z por f. Se fixarmos
um ponto 21º no plano 2 tal que exista um um arco suave C passando através de 29, cuja
representação paramétrica é dada por z(t) = x(t) + iy(t), t E [a,b], à fácil verificar que
w(t) = f(z(t)) é a representação paramétrica da imagem de C. Denominemos por /, essa
representação. Seja D o domínio de C. Vamos supor que f seja analítica em D, então f é
analítica em 27 e, portanto, [, é também um arco suave, o que nos permite escrever,

Ou — Buwdz
Ot Oz

Vamos mostrar que essa transformação do plano 2 no plano w define uma “rotação” entre

= sa) % (1.8.97)

as tangentes a C e I, nos pontos 2º e wo = f(209), e o ângulo dessa rotação é dado por

Ao = arg f'(zo) (1.8.98)

onde % e & representam as respectivas tangentes mencionadas acima. Desde que f é
analítica em 29 e wo = f(z0(t)), temos

lucas = Fela: (18.99)

escrevendo a equação (1.8.99) em coordenadas polares,

poetto= waeiloorão) (1.8.100)

onde,

to — [2 to =|Pot rumo, woe e =f'(2), (1.8.101)leza,
disso resulta que,

Donde se conclui que:

Teorema 1.8.1 Se f(z) é uma função analítica em 2º tal que f'(2o9) £ O, então a trans­
formação w = f(z) define uma rotação de um ângulo 0 = argf'(2o), da tangente em 19 a
qualquer arco suave C do plano z.

Definição 1.8.4 Uma transformação que preserva a grandeza e direção dos ângulos entre
quaisquer dois arcos suaves, passando por um ponto específico é denominada uma transfor­

mação conforme.
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Definição 1.8.5 Uma transformação que preserva a grandeza mas não o sentido de cada
ângulo, é chamada uma transformação isogonal.

Teorema 1.8.2 Sejam f uma função analítica no ponto z = x +iy, tal que

f'(0) £O0. Então a transformação w = f(z) é uma transformação conforme.

Demonstração : Temos do teorema anterior que, se f é analítica em 29 e f'(29) £ 0, a
reta tangente (direcionada) a C em 29 é rotacionada de um ângulo 9) = argf'(z9), por meio
da transformação w = f(z). Portanto se C e C' são dois arcos suaves passando pelo ponto
o, 6, 09 E 06 Os ângulos de inclinação dos respectivos arcos tangentes nesse ponto, temos
que

DP) = 04 +. (1.8.104)

Daí,

Isto significa que o ângulo 01º — 06 entre C e C' é o mesmo em grandeza e direção que o

ângulo Do — Di, entre 1, e I!. Desde que 29 é arbitrário, a transformação w = f(2z) preserva
o ângulo (em grandeza e direção) entre quaisquer duas curvas suaves passando por 29.

Figura 5:
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1.9 Equações de Beltrami

Dada a primeira forma diferencial,

F = a(x,y)dx?º + 2b(x, y)drdy + c(x, y)dyº; A=ac­bº>O, (1.9.106)

é válida a igualdade,

= [adr + (b+ i/A)dyl[adz + (b —=iV/A)dyl. (1.9.107)

Seja z = x + iy uma variável complexa, tal que as funções a(z) e w = u(x,y) + iv(x,y)
satisfazem a equação,

dw = aladr + (b+iVy A)dy. (1.9.108)

Derivando parcialmente com relação a x e y respectivamente, obtemos as igualdades,
Ow Ow

:Zoo ETs (B+1iV/A), (1.9.109)

e portanto,

a(b+i/A)a(z) ­ aa(z)(b+i/A)=O, (1.9.110)

nos leva a

abri1/2) = O. (1.9.111)

Desta forma a solução w da equação (1.9.111) garante a transformação

== Edudu = Aldu? + dv?); A = ­ e u= 2, (1.9.112)

onde

a = a(z) dw = a [adz + (b+ VA] dy,

garantindo também a existência de homeomorfismos para a forma quadrática (1.9.106).
Utilizando os operadores (1.3.41) e (1.3.42), e manipulando algébricamente a equação

(1.9.111), obtemos as igualdades,

(a + Vain — (a /A+ib)e = (1.9.113)

las = (+V/A) =0.
27
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Podemos escrever a equação (1.9.113) na forma,

Ow a— VA+ib (1.9.114)da= 4(9)52 (9) = 2278ax dz 1 a+VA­ib'
As equações dadas em (1.9.114) são conhecidas como equações de Beltrami, as quais são
equivalentes ao sistema,

Ou Ou Ov Ou Ou Ou

Para uma métrica euclidiana, com a = c= 1 e b= O, leva ao resultado

Ow
Tso (1.9.116)

e é fácil verificar que o resultado (1.9.116) implica nas equações de Cauchy­Riemann (1.3.23).

Desta forma fica claro que os homeomorfismos de (1.9.106) são soluções univalentes de
(1.9.115). Tais soluções são conhecidas como funções analíticas generalizadas ou pseudo­
analíticas. Soluções para g(z) = u(z) £ O (métricas Riemanianas em geral), são conhecidas
por funções y­conformes [3]. Portanto se w é uma função u­conforme e u(2z) é mensurável,
com llullos < 1, então diz­se que w é uma função quase conforme. Para maiores detalhes
recomendamos o livro do autor Vekua [55].
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Capítulo 2

Introdução à análise quaterniônica

O objetivo deste capítulo é traçar paralelos entre alguns conceitos da teoria de funções de
uma variável complexa e a teoria de funções de uma variável quaterniônica.

2.1. Conceitos Algébricos

Definição 2.1.1 Um grupo G é um conjunto de objetos, munidos de uma operação ., tal
que, para quaisquer elementos a, b,c E G, as seguintes propriedades se verificam;

1. (a.b).c=a.(b.c).

2. JeEG tal que para qualquer a E G implica que a.e=e.a=a.

3. J3a"! tal quea.a t=ala=eVYVa€EC.

Definição 2.1.2 Um grupo é dito Abeliano se a.b=b.a,Va,bE G.

Definição 2.1.3 Um corpo K é um conjunto munido de duas operações + (adição) e .
(multiplicação), tal que, para quaisquer elementos a,b ec€E K, as propriedades abairo se
verificam,

1. K é um grupo abeliano com respeito à adição, onde, O é o elemento identidade.

2. A multiplicação é distributiva com respeito à adição.

3. K— (0) é um grupo abeliano com respeito à multiplicação, com elemento identidade
igual a 1.
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Análise quaterniônica 2.1 Conceitos Algébricos

Definição 2.1.4 Um anel R é um grupo abeliano, aditivo, onde uma segunda lei de com­
posição, a multiplicação, é definida pelas leis distributivas:
(r+yY)eE=Xz+yYX 2AD+Y)=279+, Voxoy,zER

Definição 2.1.5 Uma álgebra A, sobre um corpo k é um anel, com uma multiplicação bi­
linear, isto é,

VryzEÃAeaEkK, tem­se,

1. (r+yY)A2=X02+yX 2z(r+y)=207+2y.

2. a(xy) = (ax)y = x(oy).

Observação: Se a propriedade (xy)z = r(yz),V 1,y,2 E R (ou A), onde R é um anel sobre
a álgebra A, então R é um anel associativo e A é uma álgebra associativa. Além disso, se
as equações ax = b e ra = b sempre têm solução para qualquer a diferente de zero, dizemos
então que a álgebra A é uma álgebra com divisão.

Um exemplo clássico de anel não comutativo com unidade é o IRÍ, onde
Rº = ((a,b,c,d) : a,b,c,d E IR), com a soma usual de vetores e o produto,

(a,b, ce, d).(e, f, g,h) = (ae — bf — cg — dh, af + be + ch — gd,

Se fizermos a identificação,

1 (1,0,0,0),

k — (0,0,0,1), (2.1.2)

podemos facilmente verificar que al+bitci+dk << (abc d).
Vamos designar por H, ao conjunto H = (g=a+bitc+dk:abcdemRn. H

define, portanto, uma álgebra associativa, a qual é um anel com divisão, não comutativo
sobre JR (o corpo dos números reais).
é fácil verificar que as seguintes relações são válidas:

—l; j=k jk=i ki=j.
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Análise quaterniônica 2.2 Teoria de Fueter

2.2 Introdução à teoria de Fueter

2.2.1. Notação vetorial

Vamos escrever, q = d+v, onde gp E RevyeP,P sendo um espaço vetorial euclidiano
(tridimensional) tal que, para qualquer y E P,/ pode ser escrita como uma combinação
linear, do tipo trai + 13) + xak, com i,j,kK representando os versores unitários do espaço,
obedecendo as regras de multiplicação (2.1.3).
Isto significa que podemos representar IH = RED P.
Sejam,

x1 = Re(q) ou sc(g), a parte real (escalar) de q.
Imí(q) = Pu(q) ou vec(q) = r2i + xa) + tak, a parte pura (ou vetorial) de q.
Definimos:

e F=x1— rai­ ra) Ttak, o conjugado de q.

2 2 2 273 7
PATe |lall=lal=(r71+x73+x3+x1)? = (99)? = (49), à norma de q.

eq!= o elemento inverso (multiplicativo) de q.la?

De fato,
­1 a lataa = ia!

Observação: Se || q ||= 1, então dizemos que q é um quatérnio unitário.
Se a e b, são dois quatérnios distintos, então ab = b à.

Sejam qi = a + A e qo = b + B, aplicando o produto quaterniônico podemos verificar
que

q192 = (a + A)(b+B) =ab — AB + aB+bA+ A x B. (2.2.4)

Onde, ab — A.B é a parte escalar, e aB+bA + A x B, é à parte vetorial .

2.2.2 Imersão em £..,
Vamos nesta seção, apresentar uma outra forma de representar um elemento q de IH.

Seja q = q +€1q2, onde q1 = ro +e2Tr2a, qa = 11 +esrs e e, tem as mesmas propriedades
do elemento “imaginário”! i.

1 Aqui as aspas devem­se ao fato que o produto ii £ —1, onde i é a componente imaginária complexa.

31

FVY
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Análise quaterniônica 2.2 Teoria de Fueter

Definimos o produto,

e1e2z = —ezê, = Es,

e2e3s — CEegez = OC1,

eze, = —ejez = Es. : (2.2.5)

Tomando q, e qa € U = De,, podemos estabelecer a correspondência H = D., Deles.

2.2.3 Representação matricial

É bem conhecido [13] que o anel dos quatérnios é isomorfo a um subconjunto M do espaço
das matrizes 4 x 4, sob a transformação

F:H=SM (2.2.6)

(2.2.7)

Onde q € H = a +ib + je + kd.
De fato, associando

podemos escrever,

q=l1:a+i­b+j­c+k­d, ealémdisso, ij=kjk=iki=).
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Análise quaterniônica 2.2 Teoria de Fueter

2.2.4 Funções quaterniônicas

Por definição uma função quaterniônica w : IH — IH é dada por,

w = f(g9) = fi(t1,%2,73, 7a) + ifo(t1,X%2, 13,74) +
sta,12, 13, 1a)+ Kfa(£1, 12,3, Ta), (2.2.9)

onde 1, i, j, ksão as unidades quaterniônicas e cada f; : IR! — JR, é uma função coordenada
real, com q E H.

Para simplificar a notação vamos identificar as unidades quaterniônicas 1,i,),k com
11,12,13 € 14, respectivamente. Podemos então escrever,

4

v=f(g=X" fi, r=1,2,34 (2.2.10)
r=1

Vamos denominar w'"! como sendo a função obtida derivando­se parcialmente as funções
coordenadas f, em relação a uma dada componente r,, de forma que,

4

r=l
Th

Dados dois quatérnios constantes a e b, e duas funções w e f, valem as propriedades

1. (w+ f)M = 4 sf,

2. (awb)M = qw(h)b.

3. (WS) = wOf+wfh.

4. (WI) = ww

Demonstração de (4):

O = ww"! + w(w7"*)M,
multiplicando ambos os lados por w"!,
O = awYIhawPay7! + awnLaw(aw72)M,
consequentemente,

(1w71)M) — cw"!
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2.2.5 Funções regulares

Definição 2.2.1 Seja f(q) E Dº?, então, w = f(q) = Di Srir, é dita regular à esquerda
se

SS uDiç=0. (2.2.12)
(7)

Analogamente,

Definição 2.2.2 Seja f(q) E Dº?, então, w = f(q) = Do irfr, é dita regular à direita se
SD iuP =0. (2.213)
(n)

Desde que,

wu =X"fi, (2.2.14)
(1)

|

então, se w é regular à esquerda, temos

(r) (1) O (1) O

Abrindo a soma (2.2.15) e igualando a zero, obtemos o seguinte sistema de equações dife­

 renciais lineares, parciais, homogêneas de primeira ordem,
Ow, Ow, " Ouws wa
oOuº Ou Out ONn3ô

Ow, m Ow, . Ows " wa
odu!' OW Ou Ou

Ow3s | Ow, Ow, Ou
dul dut OW Nº

Owa + Ow, — Ow, Dus
Out dut Oui OO

Sir =0O,
()

= 0,

Analogamente, para

obtemos o sistema,
Ou Ow Ous — ua
ou? Ou Out N3
Ou, s Ow, s Ows . Owa
dul Nº ou Ou
Dus " Ow, Ow, wa
out Out Oui Ow

Owa + Ow, + Dwsa — Ows —
ul Out MM Ow
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Vamos definir um operador T, tal que,

£ O foT= 2 + A + k—. (2.2.19)Ox) Ox2 + EEOx3 Oxa
Desta forma as definições de regularidade à esquerda e à direita em um ponto q de D

podem ser escritas como I'f(g) = O e f(q)T = O, respectivamente.
O operador [' é chamado de operador gradiente quaterniônico, devido à identificação,

fo

TeztV (2.2.20)

onde V é o operador gradiente.

Da mesma forma, definimos o operador gradiente conjugado (quaterniônico), como sendo o
operador,

2

= 2. 2.2PezoYV (2.2.21)

A regularidade à direita e à esquerda em q é definida de maneira análoga em D. Assim,
e féregular à esquerda em gse If =O.
e féregular à direitaem qse fL =O0.

Podemos definir uma função quaterniônica

neste caso, a equação (2.2.4) nos diz que,

Pw = (327 + V)(6 +) = DE VAIO AVE V XE. (2.2.23)

Baseado nesses resultados, podemos enunciar os seguintes teoremas:

Teorema 2.2.1 A função F = Q+y é regular à esquerda em um domínio D, simplesmente
conexo, de IRº se e somente se,

E
Ox) =Vy e Vê= = —VxyV. (2.2.24)

A demonstração é imediata do fato que, se uma expressão quaterniônica é nula, então
as partes escalar e vetorial são nulas, separadamente.
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Teorema 2.2.2 Dada uma função quaterniônica w(f), tal quePw=0 (ouwLF=OD0), então
suas componentes coordenadas fr, são soluções da equação,

PS,
Fredi Aasfi=0, r=1,2,3,4, (2.2.25)

qm

onde Na4f denota o Laplaciano (quadridimensional) de f.

Demonstração : Sejam,

SouMiç=0 e YinÃD=o, (2.2.26)
(1) (7)

as definições de regularidade à esquerda e regularidade à direita, respectivamente.
Diferenciando com relação a x, e multiplicando por 17, (á direita e esquerda respectivamente)
e somando temos,

SoumPidã=0 e Nin =o, (2.2.27)
(nr!) (7!)

mas, para r É l, temos iriy +inir=0 e inç=1,
assim,

Sum = Aw=0=3 Af,;=0, r=1,2,3,4.

2.2.6. Teorema de Gauss para quatérnios

Teorema 2.2.3 Seja F = q + uma função da variável quaterniônica q = w +r, onde
r=ir+jy+kz, então com o produto quaterniônico, temos

faoFr= /f TFay. (2.2.29)

Esta equação é a forma quaterniônica do teorema da divergência de Gauss.
Demonstração: Sejam,

dQ = dQ1 + 1idQ> + jdQ3 + kdQ,

d é vs a
—h dd —%t3

—vta Va dd a

—%ta ho dio dd
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Podemos construir um vetor linha,

[da] = (dQo, dQ1, dQ2, dQ3), (2.2.32)

de forma que [dg] tem as mesmas componentes que o quatérnio dQ. Assim o produto [dg]M
é um vetor linha com as mesmas componentes do produto de quatérnios (dQ)F, e é dado
pOr,

$dQo — v1dQ — V2dQ2 — Vv3dQs
Vv1dQo + ddQ: + VvadQ2 — Vv2dQs
Vv2dQo — vadQ1 + pdQ2 + v1dQs
V3dQo + V2dQ, — v1dQ2 + ddQz

2

[da]M = (2.2.33)

Integrando e Aplicando o teorema de Gauss para 4 dimensões “, a cada componente, temos

$dQo — V1dQ: — V2dQ2 — Vv3dQs

dalM =|
Vv1dQo + $8dQ: + vadQ2 — V2dQs

da 8s | VadQo — Vva3dQ: + ddQ2 +vVv,dQs
Vv3dQo + V2dQ1 — v1dQ2 + $dQz

= /faoF= /f div(M) dv.
Portanto,

2º — a — d%2 aOr Oy Oz= fa?Ou dá dis 2Oz

e — Oda + 26 4 da
[2da p a da 28

1. CDE av. (2.2.38)

é fácil verificar que o integrando de 2.2.38 é um vetor linha com as mesmas componentes do

quatérnio TF = (À& + V)(6 +74).
Vale portanto a igualdade (2.2.29).

?O teorema de Gauss para n dimenões é dado por:

ETA
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Observação: Resultado análogo pode ser encontrado para FT.

Teorema 2.2.4 Seja F(q) uma função regular à direita (à esquerda) em um domínio D,
então para qualquer hipersuperfície fechada Do em D,

" Fag=0 (| doF=0. (2.2.39)
do do

Corolário 2.2.1 Se F(q) é regular à direita em D, e G(q) é regular à esquerda em D, então
para qualquer hipersuperfície fechada Do em D,

/f FAdQG =O.
|

(2.2.40)
do

O resultado (2.2.40) pode ser considerado como o análogo do teorema da integral de
Cauchy para quatérnios.

2.2.7º7 Fórmulas integrais de Cauchy­Fueter

Em duas dimensões a fórmula integral de Cauchy expressa o valor de uma função analítica
em um ponto interior de um contorno fechado, em termos da integral de seus valores ao
longo do contorno. Vamos agora enunciar um resultado análogo, porém mais “complexo”,
para funções de quatérnios regulares em q.

Teorema 2.2.5 Seja do uma hipersuperfície fechada de IR* contendo o ponto qo. Então,

À Asl(g — qo)"dQ = (82 "TZ, (2.241)

Teorema 2.2.6 Seja F(q) uma função regular em D. Se Océ uma hipersuperfície em D,
envolvendo qo, então,

Fu = 35), FON0A( =)". (2.242)

O resultado (2.2.42) é o análogo quaterniônico da fórmula integral de Cauchy.
As demonstrações desses dois teoremas podem ser encontradas nas referências [20] e [26].
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2.3 Métodos construtivos e “MB approach”

Vamos nessa seção enunciar quatro teoremas, cujas demonstrações podem ser encontradas na
referência [42], que nos permitirão visualizar os conceitos de diferenciabilidade à esquerda e à
direita, geometricamente, utilizando o conceito de integrabilidade de caminhos independentes
em um domínio simplesmente conexo.

Teorema 2.3.1 Seja q = u) + iuz + juz + ku E H. Para qualquer par de pontos a e
b e qualquer caminho ligando­os em um subdomínio simplesmente conexo de um espaço

qudridimensional, a integral IN daf sobre o anel dos quatérnios (IH), é independente do
caminho dado se e somente se, existe uma função G = G;7 + 1iG2 + jG3 + kGa, tal que

f daf = G(b) — G(a) e suas derivadas parciais satisfazem as seguintes relações:
Gr OG  o0IOG; OG,
du! mM? dê Out'
da O o GC
du' du du du
0G; OG) IG, OG.
du du dt du?
dC, o o Gs
ul dt MM  M' (2.3.43)

Teorema 2.3.2 Seja q = uu) + iuz + jug + ku, E H. Para qualquer par de pontos a e

b e qualquer caminho ligando­os em um subdomínio simplesmente conexo de um espaço

qudridimensional, a integral f fda sobre o anel dos quatérnios (IH), é independente do
caminho dado se e somente se, existe uma função F = F;, +iF2 + jF3 + kFàa, tal que

f fda = F(b) — F(a) e suas derivadas parciais satisfazem as seguintes relaões:
om ok ôE OF,
MM NM QN MU"
oh oh oôo6 OF,
du (de out NS
of oh ômh OF
du! MM QM MU»
OF or 2ô3B ôF
du' ut MM  M (2.3.44)

Teorema 2.3.3 Dada uma função f(q) sobre o anel H dos quatérnios, com apropriadas
funções coordenadas diferenciáveis satisfazendo as relações do teorema (2.3.2) e a função
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Análise quaterniônica 2.3 Métodos construtivos e “MB approach”

h(q) definida em termos de f(q) por,

ha)=21084 +28, 28,5%,
ofi O

fi, of
NE NM.

ofil Of +aeb (2.3.45)

então f h(g)da = f(q), e assim h(q) deve ser tratada formalmente, como a derivada quater­
niônica à esquerda de f(q), e será denotada por,

dfi(a)
h(q) = <=. 2.3.46(q)

da
(2.3.46)

Teorema 2.3.4 Dada uma função f(q) sobre o anel H dos quatérnios, com apropriadas
funções coordenadas diferenciáveis satisfazendo as relações do teorema (2.3.1) e a função
9(q) definida em termos de f(q) por,

g9(q) ==129 , E gs +)ut *uz* Dus Due

out due du Nº
Aga , Om

O9l O Og

então f dag(q) = f(q), e assim g(q) deve ser tratada formalmente, como a derivada quater­
niônica à direita de f(q), e será denotada por,

9(9) = os (2.3.48)

2.3.1. Transformações conformes em quatérnios

As relações (2.3.43) e (2.3.44) exercem em H um papel análogo ao das relações de Cauchy­
Riemann em £, e além disso já foi demonstrado em [37] e [44] que estas relações induzem
transformações conformes num espaço euclidiano quadridimensional. Vamos enunciar o
seguinte teorema, cuja demonstração se encontra nas duas referências citadas acima.
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Teorema 2.3.5 Sejam F e G duas superfícies quadridimensionais dadas por,
F(x,y,2,w) = 0 e G(r,y,2,w) = O, definidas sobre um espaço real euclidiano quadridimen­
sional, e o conjunto de transformações de coordenadas,

E=P(x,y,2,wW); n=E(x,y,2,w); p=x(t,y,2,w); v=9VT(t,y,2,w), (2.349)

tal que as relações (2.3.43) se aplicam, então este conjunto de transformações de coordenadas
definem uma transformação conforme.

Podemos interpretar o teorema (2.3.5) da seguinte forma:
Dados os vetores gradiente para os subespaços F(x,y,z,w) = 0 e G(x,y,2,w) = O, em um
ponto q de D, arbitrário, as transformações acima definidas preservam o ângulo entre estes
vetores.

2.3.2 Relacionando o operador [ com a derivada quaterniônica

Vamos considerar uma função coordenada f : IH = IH, tal que,

fu, uº, vô, ut) = hn (ul, uº, vô, ut) +ifa(ul, u?, ud, u*)+jfa(u, u?, vô, ut) +kfa(u', uº, vô, ut),
com f;: IRº 1 JR, pelo menos duas vezes diferenciável (no sentido usual).

Aplicando o operador (2.2.21) sobre a função f, obtemos

er Çôh Of, oa, ohIf = CG ta aus aut
ofi Of; Of

of of  ôf ao du ao duo)
oOfit Of Of.Ex 12) = 49(g).

F Og Og: Og; ga
“du +32 tds! o!
29 Am , dos da

du MM Mt O
Og Og.
Ou

k Oga Ogl Om
du ut OS dE

41
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Análise quaterniônica 2.3 Métodos construtivos e “MB approach”

Onde h(g) e g(q) são as derivadas quaterniônicas à esquerda e à direita respectivamente.
Lembrando que

Ir=[IT= DATe.mm = (2.3.52)

vamos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.3.6 Sejam f ew duas funções quaterniônicas arbitrárias, cujas funções coor­
denadas são funções reais,e sejam h e gq duas funções arbitrárias satisfazendo,

h=DPf , g=wl. (2.3.53)

Se h eg são funções regulares à esquerda e à direita, respectivamente, então f e w são
soluções das equações quadriharmônicas,

Aaf=0 , Asu=0O, (2.3.54)

respectivamente.

Demonstração: Desde que h=FPfeg=wk, então

rh=T(PS)=1(TS)=Aaf=0

9 = (WD) = (uD)D = Aaf=0O. (2.3.56)

Corolário 2.3.1 Seja f uma função quaterniônica arbitrária com funções coordenadas reais.
Se f(q) é quadriharmônica, então Lf é regular à esquerda em D, e fU é regular à direita
em D. Além disso Tf e fr são regulares à esquerda e à direita, respectivamente, em D.

Demonstração: Aaf =0O implica que ITf = ITf = sf = fsTD=O0.

Corolário 2.3.2 Seja f uma função quaterniônica quadriharmônica, regular à direita, com
funções coordenadas reais, arbitrária, então Uf é regular .

NA2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Análise quaterniônica 2.3 Métodos construtivos e “MB approach”

Demonstração: Por hipótese fT =0>T/T=o,
daí, Df é regular à direita.
Também,
ID =IT7Tf=o,
daí, If é regular à esquerda.
Logo, Ef é regular.

Corolário 2.3.3 Seja f umafunção quaterniônica quadriharmônica, regular à esquerda, com
funções coordenadas reais, arbitrária, então f1' é regular .

Demonstração: Por hipótese If=0=>TfP=o,
daí, fI é regular à direita.
por outro lado,
ITf=ITf=/IT=O,
daí, fT é regular à esquerda.
Logo, fI é regular.

Os corolários acima fornecem­nos uma fórmula para a construção de funções regulares à
esquerda , regulares à direita e também funções simplesmente regulares, da seguinte Maneira:

Aplicando o operador É à esquerda de uma função f quadriharmônica, obtemos uma
função g = If, regular à esquerda. De forma análoga, aplicando o operador [ à direita da
função f, tal que f é quadriharmônica, obtemos uma função g = fL, regular à direita.

Exemplo 2.3.1 Dados,

q=x1+irg+jra+ ko,

q
f= ,—2|al?

onde f é uma solução (fundamental) do operador quadriharmônico.
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Aplicando o operador T' à função f, obtemos uma função g tal que,

2 (9h, 9h o,oOx, xa dx3 ODxa
oh oh o o

Ox) Ora Orz3
Of.  9f3s , aOxa ToOx, + E
fe Of,

portanto,

— —3ri+txi+xXd+x] ; 8tr1£2

—(ri+x3+x784+ 3) —(rt+x13+x23+x):
8T1Tr3 8T1Ta

k
;

2.3.60—(rt+x3+x3+x9): + —(r? +13 +x38+x3)3 ( )+)

elg=ITf=0

Observação: À função g é uma função regular. Isto é devido ao fato de que a f em (2.3.58)
é regular, isto é fT = 0 e /T = O, e pelo corolário (2.3.2), fIT =O0.

2.4 Funções quaterniônicas e métricas riemanianas quadri­
dimensionais

As teorias de funções pseudo analíticas ou funções analíticas generalizadas e transformações
quase conformes são hoje teorias bem estruturadas na análise complexa. À discussão a fundo
destes assuntos, está além do objetivo de nosso trabalho. Sugerimos as referências [3] e [55].
Uma extensão n­dimensional destas teorias pode ser encontrada em [40], [54] e [27], entre
outros. Uma teoria de funções quase­conformes em IR” tem sido desenvolvida por Heinonem

[32] e Heinonem e Koskela [33], e baseia­se em conceitos da teoria de medidas e integração,
e no cálculo de formas diferenciais. No contexto da análise quaterniônica, Cerejeiras et All
[17] demonstraram a existência de soluções homeomorfas locais para funções quaterniônicas,
as quais estão relacionadas à solução das equações quaterniônicas de Beltrami.
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Os autores Machado e Borges, introduziram na referência [45], uma teoria paralela, na
qual é estabelecido o homeomorfismo,

4 4

A(D dwidw;) = ds? = NX” gagdu“ du, (2.4.61)
i=1 a B

(2.4.62)

para métricas riemanianas* (ou pseudo­riemanianas) em IR. A existência de tal homeo­
morfismo está relacionada à solubilidade de equações diferenciais quaterniônicas, as quais
formam sistemas (generalizados) do tipo Beltrami. Machado e Borges introduziram ainda,
o conceito de fatoração (em fatores quaterniônicos) de métricas riemanianas [45], conceito
este estreitamente relacionado com os assuntos anteriormente citados.

Vamos, portanto, fazer uma breve introdução desse conceito.
Dada a forma diferencial,

dsº = Gagduº*du?,

dsº = Gudu'du' + Gagduºdu? + Ga3du*du? + Gaadu*du* + 2fGaodu!du?
+Giadu' du? + Gudu' du! + Gozduº? du? + Goadu?duº + Gaadu*duí). (2.4.64)

Vamos supor que possamos escrever a forma acima como um produto de fatores quaterniôni­
cos do tipo,

dsº = (Adu + Bduº + CDu? + Ddu*)(Adu' + Bdu? + Cdu?º + Dduº), — (2.4.65)

onde A, B, C e D são tipo,

Uma métrica riemaniana, em uma variedade diferenciável M, é uma lei que faz corresponder a cada
ponto p € M, uma forma bilinear, simétrica, positiva definida (produto interno), em Ty M (espaço tangente
a M no ponto p), de forma que, se x : U C JR” — M, é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

(e, 82,11 tn) = q E s(U) e 2­(q) = da(0,0,­­­ ,1,:­­0,0), então, (32­(9), 22­(9))a = gula 12: 1 1a)
é uma função diferenciável em U, independentemente da escolha do sistema de coordenadas. Um espaço é
denominado riemaniano se ds? é tal que:
dsº =0; sedri=O, e ds >0; sedrizo.
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Q = Q1 +1iQ: + jQ3 + kQ,, (2.4.66)

Q=Q,­iQ; — jQ; — kQu, (2.4.67)

e cada Q; é função das variáveis ul, uº, u?eul.
Efetuando o produto quaterniônico (2.4.65) e comparando com (2.4.64), é fácil ver que,

A+ A+ AG+A=Gu,
Bi + B3 + Bi + Bi =CGoo,
Ci + C3 + Cê + Ci = Gs,
Di+Di+D3+Di=Gyu,

A1B1 + A2B2 + AzB3 + AaBa = Gpo,
AG + A9C2 + A3O3 + AaCa = Gi3,

AD)” + A9gD27 + AzD3 + AsaDa = Gu,

BC + B2C2 + B3C3 + BaCa = G23,

BD, + B2D23 + B3D3 + BaDa = Ga,

CD; + CaD2 + CaD3 + CaDa = Ga, (2.4.68)

O sistema (2.4.68) é indeterminado, mas, no entanto, para a métrica euclidiana canônica,
temos

ds* = gudu'du' + gasduºdu? + gazdu?du? + gaadu*dui, (2.4.69)

o que nos dá uma possível (mas não única) fatoração do tipo,

At=9n, Bi=92 Ci=93, Di=9u (2.4.70)

e todos os outros coeficientes nulos.

Tomando uma função quaterniônica,

w=uu + iws + jus + KkKuwas, (24.71)

de forma que cada w; é uma função coordenada das variáveis reais u!, uº, u? e ui, e tomando
também um fator de integração quaterniônica (à direita),

u=n+in2+jus+ktua, (2.4.72)
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de maneira que a diferencial dw satisfaz,

dw = (Vgudu' + iv/gadu? + jygssdu? + ky/gasdui)u.

Desta forma, temos

dwdw = dwdw = pdsº*u = pu.dsº?.

(2.4.73)

(2.4.74)

Desde que a expressão (2.4.74) estabelece uma relação de equivalência entre duas primeiras
formas diferenciais, se u é um quatérnio constante, então w define uma aplicação conforme
[3].

Podemos escrever as condições para a existência de tais relações homeomorfas na forma,
4

Adwdw = NO dwidw;) = dsº,
i=1

A =(nuj)?.

Da equação (2.4.73), temos,
Ow Ow . Ou s Ow
au o VIH 2 7 VonHi, aus T VIPS, au” VIVnpk,

Ow — Ou, Dus, Ous, Owaour aduw + au + du? + our k,
o que nos leva ao sistema ,

Ow — Ow, + Ows, + dus. Owadu! Su du!” du! Ou!
ou ow, ua, Ow,  Ôu,
ou2º du du?” duzº ou?
ou ou wa, us. , Ôuaout du du3 dus? Ou
Ow Ou, Ows . Ow; . Owa

k= Vu (Mm +iug+jus+kua),

k = /g22 1 (nu + in2 + jus + ku),

kK=/933) (nm + in2 + jus + Ku),

1+ + k = /gas k (nu + into + jus + Ku).Out ut dA "ou ou?
Esse sistema resulta no seguinte conjunto de condições:

" Ow, — 1 Ow, — 1 Ow; — 1 Dwa
V91 out /9a2 ou2 933 out Gas Out *
1 Ow, — 1 Ow, 1 Ows — 1 Owa

VI out —Vom du? /9Gaa out 5 dus
1 Owsz — 1 Ow, 1 Ow, — 1 Owa

V911 out Sm out Vu ôut 1/92 Ou?
1 Owa — 1 Our, 1 Ows — 1 Ows

VGA out " 1/94 out 1933 dus Ve ou? '
47

FVY
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15

(2.4.75)

(2.4.76)

(2.4.77)

(2.4.78)

(2.4.79)

16 17 18



Análise quaterniônica 2.4 Métricas riemanianas

Através de procedimento análogo, para um fator de integração à esquerda, geramos o con­
junto de relações:

1 Ou 1 % 1 03 1 wu,
V91 ul 7/92 Ou2 1/33 du 4/94 Out
1 Ow, 1 Ou, 1 Ouws — 1 Owa

V91 out Vs due Vu out 1933 Dus '
1 Tw; — 1 Ow, — 1 Ows — 1 Owa

V911 du! 9 ou V Gu out om Ou? *
1 wa 1 4.) 1 ww 1 dus

VN du! — m out 0 ouê 922 Ou? '
Na referência [45] está demonstrado que este processo pode ser estendido para métricas

(2.4.81)

riemanianas que não estejam na forma canônica.

Demonstra­se também na referência [28], que se atribuirmos os valores 1 ou —1 aos co­
eficientes da equação (2.4.70), os respectivos conjuntos de relações obtidos em (2.4.80) e
(2.4.81), induzem transformações conformes num espaço euclidiano quadridimensional.
É fácil verificar ainda que para a métrica euclidiana canônica, temos
Ju = /9a2 = 4/0933 = Y/Jau = 1, e os sistemas (2.4.80) e (2.4.81) reduzem­se aos sistemas
(2.3.43) e (2.3.44).

2.4.1. Sistemas do tipo Beltrami

Supondo que 4 seja uma função escalar, pura, das coordenadas u',uº,uº e ui, tal que, a
equação (2.4.73) seja satisfeita, nesse caso, as igualdades (2.4.77) são válidas. Assim,

ou Ow ow

Subtraindo de ambos os lados, em cada uma das equações (2.4.82) a expressão à direita da
igaldade e multiplicando­as respectivamente por E, o, Ee E, obtemos o resultado,

Ow ; Ow OwNu= BiAz (2.4.83)
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Desde que w = w, + w2i + w3j + wak, temos

Ou, Dws Ouwsz Owa
P ou? + B2 Ou! + Cs Out +Da Oui
wa du wa OwsB. — Dduz * Pray + Ca” Dias
Ows Ow. Ou, Ow,
ou2 B2 Ou! +Cs Out +: Ou

Nw=­—[A ] +

il­A, ]+

jI­A ]+
Owa Ouwsz Ow, Ow,

Ou? l,k[­ATA + Ba = Cos +D,Ou? Ou! Out

o que nos leva ao sistema de equações diferenciais

ou ODuws Ows Ôuwa —duz + Pra + Caça Tt Digg O
[6171 Ow, Ow, Ow; —Ou? + BE Ou! +Os out Da out o,
wa Ouws Ow, ow
Ou? + E out Cs Out + Da du 9,
us wa du, wa

que, para a escolha Ay = B; = D, = 1 e C3g = —1, corresponde à definição (2.2.16) de

A

A)

A)

A

regularidade à esquerda de Fueter, Fw = O. Isso mostra que a regularidade à esquerda (ou
à direita) da teoria de Fueter é um caso especial desta teoria mais geral, e que, cada função
regular à esquerda (ou à direita) da teoria de Fueter realiza o homeomorfismo (2.4.75) para

uma certa função escalar 4, tal que hu = 7 :
O sistema (2.4.85) pode ser considerado uma generalização, em quatro dimensões, do

sistema bi­dimensional de Beltrami (1.9.114).
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Capítulo 3

Novos resultados em análise

quaterniônica

3.1 Classificação das possíveis fatorações da métrica eu­

clidiana em fatores quaterniônicos

Neste capítulo pretendemos expor alguns resultados por nós obtidos, os quais são consequên­
cia da teoria estudada no capítulo anterior.

Em primeiro lugar vamos classificar as possíveis fatorações da métrica Euclidiana.

Vimos em (2.4.70) que ,
4 4 4 4

| SA = Gu, >. B? = G22, Do = Gs33, DD? = Ga, (3.1.1)
i=1 i=1 i=1 i=1

Vimos também em (2.4.69) que a expressão,

dsº = gndu'du'! + gaadu?du? + gasdu?du? + gaudu*dul, (3.1.2)

pode ser fatorada em fatores quaterniônicos, tais que

ds? = (Adu* + Bdu?º + Cdu? + Ddu*).(Adw + Bduº + Cdu? + Ddu), (3.1.3)

onde o ponto denota o produto quaterniônico.
Parte do nosso trabalho consistiu em verificar quantas e quais são as possíveis fatorações
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para métricas euclidianas. Verificamos assim que o conjunto de equações (2.4.68) fornece­nos
um total de 4! (24) possíveis fatorações , as quais são todas do tipo,

AÍ = Gu, Bi = G22, Cc? = G33, D? = Gaa, (3.1.4)

onde p,q,r e s assumem os valores 1,2,3 e 4 de tal maneira que
PÉLTS; qÉDT,s TÉDAS SÉTDA
Sob tais condições o conjunto de equações (2.4.82) será dado por,

Ow Ow . Ow
Á

w

ao pi ae Bá; —— = aCrj; E : (3.1.5)ou?

O que nos leva ao sistema de equações,

Su
Ou!

E
Ou?

E
Ou
Ow
out

—adi,=0O, (3.1.6)

— aBj (3.1.7)

— aCj = (3.1.8)

— aD.k = O. (3.1.9)

Prêé­multiplicando as equações (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8) e (3.1.9) por 24, 34, 24 e 34, respec­
tivamente e somando­as, obtemos

aBigE — aBaiaA, + aÃ Ou
do PI — a Ava Bai +

1 o Ow
:a D;kEN — aD;kaC,j + aCrizara aCrjaD,;k = O.

Desde que, kj = —­i e jk = 1, a equação 3.1.10 pode ser escrita como,

Ow Ow Ow OwBasa — Apgas + ODskzms + Ci En =0O,
ou seja,

+C,Ca +10 158% “
51

+D,k(
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Aplicando as regras de multiplicação para quatérnios, vamos obter a equação abaixo, a qual
nomearemos Sw,

Qu=

Apos

A

Ow,
Pa22

Ow,
Pal2

Owa

A

Apaga
Dus

Ap

+ BJ

+ Bi

NET

+Báiza +
+ Biz

. Ow,

Ow,

Owsz

.Owa
PBTAS o,

+ Cr); OUW3 +1 ERA
+ CGA

1

Cj

Owa
rardu
; Ow,

1. Joe
Cr)ão

4
— D.k—=

D;k—

— Dsk—

+ Dk,

Owa
du?
Ows
Ou3
Ow,
Ou
Ows
Ou (3.1.13)

A partir daí, podemos gerar o seguinte sistema homogêneo de equações diferenciais parciais,

A Ow, +B Ows + e É + D ODwa —
Pu2

Ow,
—A

1941

+ p É
"Au4

Owa
— D

* Oui
Dus

Pu 2 +
Owa

—A

Tou!

+B Owsz
+Craa

Ows
+ D

8 Ou
Ou,

Po

4 9%,
19u!

B Owa
C Out

Ow,
­C — D

* Oui
Ows

P 2 1 9u Out us
= O.

(3.1.14)

(3.1.15)

(3.1.16)

(3.1.17)

Atribuindo valores 1 e —1 para os coeficientes Ap, B1, Cr e Ds, vamos obter para a métrica
euclidiana canônica, 8 conjuntos de fatores distintos. Assim, para

Ap = By = D, =1, C, = —1, temos

OwOw Ow Ow
k3aTiw = [u=217 Tio7 Fiz3 +du! =0

Ows;s
Out
Owsz
Ou?
Ow,»
Out
Ow

os

Ou, "
Ou?

Ow, —
Ou?
Ow,
Ou
Ou,
Out

Ow,
Ou!

Ow, "
Ou!
Ow;
Ou!
Owa
Ou!

Owa —
ouê

" Owa —
out
Owa —
ôu2
Ouws
EX

Observação: Note que Fw = Fw da teoria de Fueter.
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Para,

Ap = By =D, =C,=1,
Ow Ow Ow owou! Ow Vous OutTow = = 0

Ows Ou Ouwsz Ouwa —
du du Ou OM *

Ow, . ODws s Ows + Owa
du' OM dB UM *
Ow3 —Ou — Ow, " Owa —
Out du dt dl

Owa o Ou " Ows Ousz =0
Ou' du du MM

Para,

A, = By =C,=1, Dy=­]1,
wu Ow dw  Wul Ou Vous ou?E) =Tagw =

Ow, Ow, Ouws Owa —
Ou! FT out Adut dus
Ow, " Ow, + Ows Owa =0
out du 8 MM ”
Ouws Our, Ows Owa —
out du MM NM

Owa " Ou + Duwsa Ows =0
out dt dB MM

Ow Ow Ow Ow
Tw ==" iidu ae ae eo

Ow Ow, , Ouw3s Ow
Out du du MM
Ou Ouws — Ows Owa —
du de 8 ut

Ouws + Ou, " Ow» Owa —
Out ut ut 2

Owa " our " Ouwsa — Dus =0
Out Adut OM OM
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Resultados 3.1 Classificação

Para,

A, = By =1, C, = D; =­]1,
pu jmO ouSou a Jus du

Owso Ow, Ouwsz Owa —= O,
du!
Ow, Ows

ou2
Ouws
out Dus

Owa —
dut
Ows Ou

ETERA
Ow»

out a Out

ôut
Owa —
ou?

,

,

Ows
Ou

Dwa Our
Ou! Out

Ouwsz —
ou2 0.

Ow Ow Ow Ow— DZ MM Wax =0Tew Ou! "du Fis" Ouº

Ow, —
Ou?
Ows "
Ou?
Ju
Dus

Ou, —
Ou?

Ows
Out
Ouwsz —
ou?
Ows

Ow, "
Ou!
Ow,
ul
ODwsz
du!
Owa
Ou!

Owa —
out
Owa
out 0,
ODwa —

out due

Owsa — Dus =
out due

Eis SEAL,Tyw = — OZ7 du No “om

Ow —ouê 9,
Owa —
out
Owa —
ou
Ouws

ae 0.

Ousz "
out

Ows —
Ou?
Ows
Out
Owsa
Ou

Duwsa " Ou, "
out Ow
Ou Ows
out Ow
Ows " Ow,
out Ou
Owa Ou
Ou! rt Out
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Resultados 3.2 Relações de conformidade

Para,

. Ow Ow Ow
1—— —de ae Ko = 0

Ow, Ow, ua Qua
du! du Out N8 ”

Ow, + Ows Ows Owa =0
du! dmuº du ut ”

Ows . Ow, . wa ua o
out duôê dt OM
Owa Ow, Ow, Ouws —Exacer: + Excinirncãa 0. (3.1.33)

Se compararmos os sistemas de equações (3.1.19) e (2.2.16), verificaremos que ambos são
equivalentes. Note que, na teoria de Fueter, o sistema (2.2.16) é gerado por I'w = O (condição
de regularidade à esquerda). Podemos afirmar portanto que, a regularidade à esquerda da
teoria de Fueter (T'w = O) é um caso especial de SNQw = O.

Comparando os oito sistemas de equações acima, verificamos as igualdades:

Assim como o operador de Fueter (11), todos os operadores I';, à = 2,3,­­­ ,8, satisfazem
% — ut =0, os sistemas dea relação T;I; = A,4. É importante notar que, se tomarmos u

equações gerados por T';w, Law, V'3aw e I'sw satisfazem as equações de Cauchy­Riemann em
duas dimensões.

Procedimento análogo para um fator de integração à direita, determina outros oito sis­
temas, os quais designaremos ul; 2 =1,2,­­­,8, com wT7 = wu] da teoria de Fueter.

3.2 Relações de conformidade

No capítulo anterior, vimos que é possível estabelecer relações homeomorfas entre
ds? = Gagduº*duº e Adww, (A =(uu)!), gerando o conjunto de equações (2.4.80). Vimos
também, na seção anterior, que para uma métrica euclidiana podemos obter oito conjuntos

de fatores métricos atribuindo valores 1 e —1 às variáveis Ay, B1, Cr e Ds.
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Resultados 3.2 Relações de conformidade

Substituindo cada um desses conjuntos de fatores em (2.4.80) (lembrando que Ai = 9,
Bi == 922, C2? = g:3 e D? = gu), vamos, como se espera, obter oito conjuntos de relações,
distintos entre si. Um desses conjuntos de relações é (2.3.43), que é obtido para os valores
Ap = By = D; =1eC,=­1,o qual, como já vimos, define relações de conformidade num
espaço euclidiano quadridimensional. Procedendo de forma análoga, vamos atribuir valores
1 e —1 para os coeficientes Ap, Ba, Cr e Ds.
Ássim, para

Ap = By =D; =C,=1l,
Ow,
Ou!

Ows
du!

Ows
Ou!

Ou!

—l,
Ou,
Ou!

Bu!
Ows
Ou!

Ou!
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Resultados 3.2 Relações de conformidade

Para,

C, = By, =D, =1, Ay =­1,
Ou
Ou!

Ou!

Ou!

ou!

2 3 4 5 6
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Resultados 3.3 Funções que satisfazem as relações de conformidade

Para,

By=1,C,= Ajy= D;=­|],
Ow,

ou
Ow,

ou
Owsz

ou
Ouwa
du!

Para,

By =C,=1,A,= D;=­1,
Ow,

ou
Ouwsa

ou
Owsz

"e.
Ouwa

ou

Owsa
Ou?
Ow,
ou?
Ou,
Bu?
Ow,
Out

Owsz
ou?
Dus

ou
Ow,
out
Ow,
Ou?

Owa
Out

Owa
dus”

Owa
Bu2º
Dus

Ta

É possível provar que cada um desses conjuntos define relações de conformidade [28].

3.3 Funções que satisfazem as relações de conformidade
2 7,8Teorema 3.3.1 Seja w uma função quaterniônica das coordenadas u!,uº, ut, ut. Se w sa­

tisfaz as relações (3.2.36), então w é regular à esquerda no sentido de Fueter.

Demonstração:

Ow, Ouws
Ou

+i Aa
ET

Ou
+

Out
ODwsz

Out

Owa ]
Ou!

. OW Ow,
du2 Ou?

Ow
ou?

+j | Ex Dus
Ow,

out
Dwsa

Owa ]
Ou?

Ow
+k |E +

58

out Ou?
us
Ou?”
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Resultados 3.4 Generalização

Substituindo as relações (3.2.36), obtemos

­ Ou, a Ow, Ou, . Ow,
du du du

Mg du du du)
+­ a + e ­ SE =0. (3.345)

Tw

A recíproca nem sempre é verdadeira, o exemplo (2.3.1) é a contra­prova.

Teorema 3.3.2 De forma análoga, para cada w satisfazendo qualquer uma das relações
erplicitadas na seção anterior [(3.2.35), (3.2.36), (3.2.37), (3.2.38), (3.2.39), (3.2.40), (3.2.41),
(3.2.42)], eriste um operador Ti, (i=1,2,...,8), tal queT;w=0.

As demonstrações para cada caso são análogas à demonstração do teorema 3.3.1.

3.4 Generalização

Neste ponto estamos aptos a enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 Dada uma função f, solução da equação

£) O Ô fo)

fo) o) o) e)

eriste uma função quaterniônica gq satisfazendo q = Of, tal que Ng = O, sendo N) o operador
? 4 jo 2

(3.4.46)+ Dsk——Ou?s'
Ap + CjTRA E

Tou! P ou? Out

e sendo os fatores métricos Ap, Ba, Cr e Ds constantes ou funções das coordenadas obedecendo

QO=B

as relações de dependência
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Resultados 3.4 Generalização

Demonstração: Dada a fatoração quaterniônica descrita em (2.4.65) para uma métrica
riemaniana canônica, supõe­se que exista uma transformação w para 1 = a, onde a é uma
função escalar, pura, das coordenadas. Assim

= (Vau du' + /Ga2 duºi + 933 du? j + Gas du* k) a, (3.4.47)

Ow Ow . Ou . Ou
dum Am ge Bah gua qa aDk 34,48)

Portanto,

. Ow Ow Ow Ow
Biz = Apapp) + Cris4 + Dk = 0, (3.4.49)

e das definições
O fo fo) fe
TT — Apaga2 + CriaE + Dakzma» (3.4.50)

fo o fo)
out "Arg Ciao Diigo

obtem­se as equações,

nã= B2 (ram) * toa (tram) Caô (eão) o9(o 2):Fou O Ou? |V Pow “Ou

OB 2 poded Omo no,ENCRCITÕE Pagudue Bu dus * Dos du
| 90, 9 pn OD. o 8A, 8 SAjsçA Dual DOR SUEus Ou!
k

"ut VT Ou * ou?

PAZ! Pagu dE " But du?
OD, O oC, O OB, O[A ao Pagu du * a dm DS)

(3.4.51)

e

= o E 2. 2 OQB 17d SD. 9, 96. 9AroOu? au" Ba Ou! Ou? " gut ou * ui Out
oC, O OD, O OA, ro) OB, OtsPINZut * Praga dat CRE DA  DD

OD, O OC, O OB, O OA, Oki­Ap ar dE Pau dat ONed Dr DE):
(3.4.52)
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Resultados 3.4 Generalização

Quando os coeficientes Av, B,,C, e D, são constantes ou funções das coordenadas , a
condição

nn =0R=Bgs(E a) + 9 (4 a) *"ul VV TOu Pu? NV Pow
2) o) fo) fe)

(3.4.53)

é válida sempre que

Ap = Ap (4?) , By=B, (u) , C=C, (u”) , D;s=D, (uº) : (3.4.54)

A equação (3.4.53) pode ser vista neste caso, como uma generalização do operador quadri­
harmônico.

Vamos denominar as funções que satisfazem a equação Of = O, por funções para­
regulares, tendo em vista a similaridade com as equações que satisfazem a regularidade
à esquerda da teoria de Fueter.

Desde que, para uma métrica euclidiana canônica quadridimensional, os fatores métricos

são dados por 1 e —1, a equação (3.4.53) se reduz nesse caso, ao operador quadri­harmônico
usual, 00 = ON = Vº (ou A).

Um fato extremamente importante a ser lembrado, é que, a regularidade à esquerda
(direita) da teoria de Fueter, não inclui funções simples, tais como a função identidade, ou
polinômios na variável q. É fácil verificar, no entanto, que a função identidade
f(q) =u' + iu? + ju? + ku, é solução dos sistemas de equações (3.1.21), (3.1.27), (3.1.29),
além disso, para n > 2, polinômios quaterniônicos q” satisfazem,

lim (T2(Q")) = O. (3.4.55)
ua >O

Polinômios de q sem a componente u, são chamados polinômios reduzidos de quatérnios,
e podem ser relacionados (Erikson Bique e Leutwiler, [24]) com a métrica de Poincaré em
três dimensões. Talvez, um trabalho interessante a ser desenvolvido, seria a discussão das
consequências e aplicações desse fato.

Vamos considerar no teorema a seguir, não mais apenas quatérnios com coeficientes reais,
e sim quatérnios onde um dos coeficientes é complexo, ou mais precisamente, imaginário puro.
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Resultados 3.4 Generalização

Teorema 3.4.2 Seja Gr, =1"C,, i = /­—1. Então dada uma função f, solução da equação

fo fo fo fo)

fo fo fo foET (». du2) * aa"a (625) | 1 =o
existe uma função quaterniônica h satisfazendo h = QOgf, tal que Ogh = O, sendo Ne o
operador

O Ape+ Dall;+ Gio

Pe = Bda — Angie + Delkza + Griza
e sendo os fatores métricos Ap, Ba, Cr e Ds constantes ou funções das coordenadas obedecendo
as relações de dependência,

Ap=A,/(02), Br=B(W), C=C (4), D,=D,(2).

Demonstração: Dada a fatoração quaterniônica descrita em (2.4.65) para uma métrica
pseudo­riemaniana, supõe­se que exista uma transformação w para 1u = a, onde a é uma
função escalar, pura, das coordenadas. Assim

= (Van du! + VJaa duºi + gas duºi"j + Vga du'*«) a, (3.4.56)

Ow Ow 2 Ou na: Ow
a Ao 32 Toba, TT=O 7) = aG,k, ueE

= aD.k.

Portanto,

, Ow du io 20 owFE Em "” EM
e das definições
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Resultados 3.4 Generalização

obtem­se as equações,

= fo O 2 o
1 9Ba 9 7 9EXEPAu2OU! B,Ou! ouº

OG, O p OP: ORENTNORTTÕL
k

ôD, 3[4d aG.o
1 Out du?

e

QeNe=B,

dA, 8
Out ôuE
ôD, 8

"Ou dus
aG, 8

Tui Out

[4 BZ,P ou? Ou

:
oG, O

aro"
OD, Ok |ApaedE

Pagu dus

+ G

2 fo fo fo

8, fo OG, O

9A, 9
"Out du

aB, 9
"But du!

ôB, 8

8A, 8

(3.4.60)

O O O fo) ro EA
ob, o
"out duê
dA, 8

"AutOut
aB, 9

"But Ou

Quando os coeficientes Ap, B,, D; e G, são constantes ou funções das coordenadas , a
condição

Neg = QeNeg = PB

é válida sempre que

fo) fo fo) fo

fo) fo)Draa (Dam)Q+o Cr, 8 ln 8aa Cr).

Ap=A,(02), B=B (WU), C=C (4), D,=D,(8),

O que encerra a prova.
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Resultados 3.4 Generalização

Resultado 3.4.1

Para n par, a equação (3.4.62) pode ser vista como uma generalização do operador quadri­

a)
harmônico,

ne e (2)o” du u?º Vou

2) +12ús dus ta

Para n ímpar, a equação (3.4.62) pode ser vista como uma generalização do operador,

= o fo) fo) fo)

O o õ fo

Ambos os operadores são obtidos tomando­se os fatores Ay = 1,By = +H1,C, = tl, e
D,;=*+1.

+

a.) (3.4.64)

Resultado 3.4.2

Resultado 3.4.3

Seja w(q) = q” =(u' +iuº + ju? + ku!),com ulju?,u?,ut Ee Rer inteiro, então, para n
Ímpar,

2 2 2 22 ? ? ) (3.4.66)Nefe(w(9)) = QL (v(g)) = ( ETOSSCÂMBS TER CÂM TETO) CÂNINS TERO
Efetuando o produto quaterniônico (3.4.68), verificamos os seguintes resultados,

parar=1, Mx) =O,

para r =2,

w(q) = q = [(u')? — (u?)? — (uy? — (42) + 2iulu? + 2) ulv? + 9ku!ut —
q1 +iqp+igag+kg, (34.67)
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Resultados 3.4 Generalização

2 agent não .
CAd(u2)?aES)

7)
:

7)
' 7)

7) e­
O(uº)? +tT3nãqRP(ul)? tanez tao TR

Para 2 <r < 12, w(g) = q”, tem­se

lim Na Ojn(q") = O. (3.4.69)
ut—0

É muito provável que o resultado (3.4.69) seja válido para qualquer r, mas, uma vez que
não obtivemos ainda uma prova rigorosa, não temos essa garantia.
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Capítulo 4

Aplicações

Na referência [45] Machado e Borges utilizam­se de fatorações da métrica riemaniana em
fatores quaterniônicos, apresentadas no capítulo 3, para fatorar a métrica de Schwarzchild,
que é uma métrica amplamente utilizada na teoria da relatividade geral. Nas referências [11]
e [12] Machado, Borges e Godóy apresentam a fatoração da métrica de Robertson­Walker
que é uma métrica de espaços curvos.

Aqui vamos mostrar, à luz da teoria estudada no capítulo anterior, que também a métrica
de Minkowski, apesar de ser uma métrica pseudo­euclidiana, pode ser fatorada em fatores
quaterniônicos.

4.1. Fatoração hipercomplexa da métrica de Minkowski

4.1.1. Fatoração através do formalismo vierbein

A teoria da relatividade de Einstein foi desenvolvida sobre um espaço gerado por 3 vetores
do tipo espaço e um vetor do tipo tempo, chamado espaço tempo de Minkowski, que é uma
variedade 'flat' diferenciável. O fato de ser um espaço “flat” implica que leis básicas da física,
podem ser expressadas de uma forma mais simples nesse espaço.

A métrica no espaço de Minkowski é dada por,

ds? = nagdxºdxº = da? + dyº + dz? — cat?
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Aplicações 4.1 Fatoração da métrica de Minkowski

onde

—l

A equação (4.1.1) é um caso especial da equação mais geral,

ds*º = gam(x)da" da”, (4.1.3)

a qual pode ser interpretada como sendo o intervalo entre dois eventos ocorrendo em (x,y, z)
no tempo t, e em (x + dr, y + dy, z + dz) no tempo t + dt, respectivamente. O ângulo entre
as direções dr" e dr”, é obtido através da expressão,

" Gnmdx" dx”
Ss)

A expressão 4.1.4 é de grande importância, uma vez que a norma no espaço de Minkowski

cos(dx”, dx”) (4.1.4)

não é induzida pelo produto interno usual. Isto significa que não podemos calcular o cosseno
de um ângulo em função da norma euclidiana usual em JRº.

Para proceder à fatoração da métrica de Minkowski, nós vamos tomar, x = u';
y=u; z=v; t=u* ec=,ondetéo tempo, (x, y, z) as coordenadas espaciais e c é
a constante velocidade da luz.

É possível passar de um sistema de referências definido pelos vetores &; (i = 1,2,3,4)
sobre Va, para um sistema de coordenadas

1º (a = 1,2,3,4), através de certos operadores Bi. Tais operadores são conhecidos como
sendo as componentes da “vierbein" ou tétradas B' (i = 1,2,3,4). Onde,

i iza PA Ox)B' = Bi dx", Bi.= Er (4.1.5)

Seja T, o espaço tangente a Va, no ponto p. Um deslocamento em Ty, é dado por

dã= drada, (4.1.6)

da = Bê; 1 BS ls BE
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Aplicações 4.1 Fatoração da métrica de Minkowski

É bem conhecido que para a métrica de Minkowski, nmij Satisfaz,
mj=1, i=]7=1,2,3;
m=­—1,i=j=4
ij = 0, iÉIi

Assim sob a transformação de Lorentz (SO (1,3)) sobre T, em um ponto p E V4, podemos
escrever,

dsº = dp? = Bi Bhdxºdxºn. (4.1.8)

Comparando com a equação (4.1.3), verificamos que

Gag = Bi,BÍmiz.
Desde que

ds* = Gagdxºdxô,

para uma métrica dada por,

ds? = da? + dyº + dz2º — Cdr.

obtemos

Gag=0, ifa£o

e consequentemente,

BIB] + Bibi + BiBi — BiBi = Gu,
BIBI + B3B3 + BIB3 — BIiBi = Ga,
BiBi + B3B3 + BIBI — BiBi = Gs3,
BIBl + B3B2 + BiBi — BIBi = Gu,
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Aplicações 4.2 Operador de Klein­Gordon

tomando

B:B;=0, se it],
obtemos Bi Bi = G;i.mii.
Dessa forma

BiB=1; Gu =1m
BiB3=1; Gu=
BIB3=1; Ga3=1­733

BiBi =; Ga=ena=­2.

Uma possível solução para uma fatoração quaterniônica é dada por,

P=14+0i+0j+oOk,

L=0+1i+0j+Ok,

Q=0+0i+1j+Ok,

U=0+0i+O0j+ick.

ondei=4­l e i£i
Assim uma fatoração da métrica de Minkowski é dada por,

= (Pdx + Ldy + Qdz + Udt)(Pdz + Ldy + Qdz + Udt),

onde a barra denota conjugação quaterniônica.

(4.1.16)

Uma tal fatoração da métrica de Minkowski permite­nos reescrever o sistema (3.1.14),
cujas soluções geram transformações homeomortfas (locais).

4.2 Operador de Klein­Gordon

De acordo com o resultado (3.4.2), substituindo o conjunto de fatores métricos
Ap = 1,B, = +1,C, = +1,D; = +1, na equação (3.4.62), obtemos para n ímpar, o
operador,

O ra)

9/09)ô 2),Ou À Ou + Ou?
69
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Aplicações 4.3 Equação da onda

o qual é sem dúvida um caso particular do operador

= O o o o

9/9) 19/0
Ou? Ou? c2 Out VOL)

1obtido atribuindo­se os valores A, = By = D, =1e CO, == aos fatores métricos.
Fazendo,

na equação (4.2.18), obtemos a equação,
2 2 2 2

1
= —

O operador (4.2.18), é equivalente, a menos do sinal, ao operador O = —N:N: = —O:O:,
com a constante c sendo a velocidade da luz e a variável t denotando o tempo. Este operador
é conhecido como operador de Klein Gordon, o qual permite­nos escrever a equação para um
campo escalar 4, onde é é uma partícula com massa (m), na forma,

ESA( PP RP RR 1RDESA DOE nm) d = (9:0: + mº) d=0. (4.2.21)

Observação : Este mesmo resultado foi obtido por Calixto [14],[6], utilizando uma
“complexificação” do operador 91º, a qual denominou T,, dada por,

09 1.0 0 fo

Tc = x + ay +i3z + kz: (4.2.22)

4.3 Equação da onda

Uma equação muito utilizada na física, é a equação

oºU272

onde,

v=v(r,y,2,t), é a velocidade de fase da onda, e
U=U(r,y,2:t).
Esta equação é conhecida como a equação da onda.

7O
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Aplicações 4.3 Equação da onda

Suponha que tomemos v = 1, constante, e atribuamos os seguintes valores aos fatores
métricos (2.4.70):
Ap, = By =Crn=D,=1. Podemos então reescrever a equação (3.4.62), para n ímpar,

= o &P o oOU = (Bdaz + aa3 +Diza++65) U =
o? PR PR(a + Ex + EXE E) U=0O. (4.3.24)

Para v é 1, constante, e Ay= By =D; =1eC,= 1, a equação (3.4.62), toma a forma

19x? Paga É O2 ro
PP RR 18P(de+ E + EOHom) U=O. (4.3.25)

2 2 2vº (0:08: )U =""(Bos +42” DÊ +Ga )U =

Observação: Analisando a equação (4.3.24) à luz do resultado (3.4.3), podemos concluir que
a função identidade f(g) = q=x1 +ixr2+jxr3+ kra, assim como o polinômio
qº=(ri­x3—­x3—x1)+il2riza)+j(2r1ira) + k (2r1x4), são soluções da equação da onda
(4.3.24) quando a velocidade de fase é igual a 1. Além disso, para 3 <n < 12, tem­se

: PP NR XV NPN,,do,E9x? tamERA E) 7) = (4.3.26)

Quando tratamos de uma EDP linear, de segunda ordem, com n variáveis independentes
LT1,%2," Co Tn, tal que

n 2 n

DO tibra; 27 dx,+eV+d= 0, (4.3.27)Oxixjij=l

com ai, bi, c e d funções de r;, (i = 1,2,­­+­ ,n), podemos classifica­la em elíptica, hiper­
bólica, parabólica ou ultra­hiperbólica, através dos valores dos n autovalores da matriz
A = [aj]. Assim, se todos os autovalores são não nulos e têm o mesmo sinal, temos uma
equação elíptica. Se todos os autovalores são não nulos, de mesmo sinal, excetuando um de­
les, temos uma equação hiperbólica. Se pelo menos um autovalor é nulo, temos uma equação
parabólica, e finalmente, se temos pelo menos 2 autovalores positivos e dois negativos temos
uma equação ultra­hiperbólica.

É imediato, portanto que, a equação de Laplace é do tipo elíptica, e as equações de
campo escalar e da onda são equações hiperbólicas. As equações que temos trabalhado,
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Aplicações 4.3 Equação da onda

neste capítulo, são em geral da forma,

>50* aij=0, sei Li. (4.3.28)
i,j=l

Pretendemos em trabalhos futuros, analizar o comportamento de possíveis soluções de
equações do tipo,

n QºV oOVSD aço + bobiz PV +d=0, (4.3.29)
i=lij=1 Ôxix;

sob a luz desta teoria.
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Conclusao

O meu interesse pela análise quaterniônica foi despertado pela possibilidade de generaliza­
ção de conceitos da análise complexa, e ao longo da realização da presente dissertação, meu
interesse por esse apaixonante assunto só veio a crescer. Muito se tem estudado, nas últimas
décadas, sobre este tema. À existência de soluções (locais ou globais) para EDP, em varie­
dades quaterniônicas não comutativas, por exemplo tem motivado nomes como Cerejeiras
[17] e Lugojan [41], entre outros a desenvolver trabalhos de extensão e aplicação da teoria de
quatérnios. No campo de aplicações dos resultados da análise quaterniônica, bons exemplos
são os trabalhos de Alan Rose [48], sobre o uso de quatérnios no estudo da velocidade poten­
cial em três dimensões e o trabalho de Tsalik [53], sobre o deslocamento elástico, expressado
por funções quaterniônicas.

O leitor deve ter percebido, que em nenhum momento, utilizamos a expressão função
analítica, para funções quaterniônicas, e sim a expressão função regular. Essa distinção entre
duas expressões que em geral possuem o mesmo significado em domínios complexos, é devido
ao fato do conceito de analiticidade em quatérnios ainda não estar totalmente estabelecido,
uma vez que, embaraçosamente, a própria função identidade, não é regular sob a corrente
teoria quaterniônica.

Muito embora a generalização N)w = O do operador de Fueter seja um avanço no sentido
do desenvolvimento de uma teoria de funções quaterniônicas, temos a consciência que ainda
não é a generalização “ideal”, uma vez que polinômios na variável quaterniônica g, de grau
maior ou igual a 2 não satisfazem as condições de “para­regularidade”. Existe uma conexão,
em domínios complexos, entre equações elípticas e hiperbólicas, a qual é desenvolvida sobre
o conceito de analiticidade de funções, mais precisamente, sobre o conceito de integração de
caminhos independentes. Pretendemos em trabalhos futuros, tentar avaliar as implicações
destes conceitos em domínios quaterniônicos. Pretendemos ainda, estudar possíveis relações
entre o resultado (3.4.3) e expansão de soluções de N6Ng em séries de potência.
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