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RESUMO

Materiais compositos tém sido cada vez mais utilizados na industria aerondutica, devido a
inimeras vantagens que serao apresentadas nesse trabalho. Entretanto, impactos podem
comprometer significativamente a estrutura. Tais impactos podem ocorrer a “baixa veloci-
dade”, através de ferramentas derrubadas e contato com veiculos/equipe de manutengao,
e também a “alta velocidade”, como colisbes com aves, raios elétricos, detritos de pneus ou
pequenas pedras na pista. Conhecer a ocorréncia e localizagdo dos mesmos, assim como
o progresso de danos subsequentes, permite realizar inspe¢des mais focadas e otimizar
o custo e eficiéncia de manutencao. Este trabalho propoe a utilizagao de transdutores
piezelétricos em formato de rosetas piezelétricas para localizagdo de impacto em estrutu-
ras de materiais compoésitos. As rosetas sao compostas de transdutores retangulares de
Macro-Fiber Composite (MFC), que apresentam uma resposta altamente diretiva para
ondas ultrassonoras, o que foi explorado para determinar a localizacao da onda emitida,
independente da velocidade de propagacao da onda na estrutura. A acuracidade do mé-
todo foi demonstrada experimentalmente em uma placa de fibra de carbono/ resina epdxi
de dimensoes 1060 x1100x2mm, formada de 13 camadas plain-weave com duas rosetas
piezelétricas coladas a superficie via adesivo cianoacrilato. Os impactos foram conduzi-
dos utilizando um pequeno martelo com ponta metélica, simulando impactos realisticos
sofridos por uma estrutura em servico. O ponto de impacto foi determinado pelo método

proposto e comparado com a localizacao real do impacto.

Palavras-chave: Materiais compositos. Localizagao de impactos. Rosetas piezelétri-

cas.



ABSTRACT

The usage of composite materials has been experiencing a continuous growth in aeronautic
industry, due to countless advantages. However, impacts can significantly compromise
the structure. These impacts can occur at "low velocity", by tools dropped, contact
with maintenance vehicles or personnel and also at "high velocity", by bird/hail strikes,
runaway debris from tires os lightnings. Knowing the occurrence and location of the
impacts, as well as the progression of any subsequent damage, allows performing focu-
sed follow-up inspections, which can optimize maintenance cost and effectiveness. This
work proposes using piezoelectric transducers arranged as rosettes to locate impacts on
composite materials structures. The rosettes are comprised of rectangular transducers of
Macro-Fiber Composite (MFC), which exhibit an highly directive response to ultrasonic
waves that will were explored to determine the source of the incoming wave, regardless
of the wave velocity. The accuracy of this method is experimentally demonstrated on a
1060x1100x2mm carbon/epoxy plate, formed by 13 plain-weave layers with two piezoe-
lectric rosettes bounded to the surface via cyanoacrylate. The impacts were carried out
using a small hammer with hardened steel tip, simulating realistic impacts suffered by
an in-service structure. The impact point is determined by the proposed method and

compared with the actual location of impact.

Keywords: Composite materials. Impacts location. Piezoelectric rosettes.
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1 INTRODUCAO

Materiais compositos sao caracterizados pela presenca de duas ou mais fases a nivel
macroscopico, sendo projetados de forma que apresentem desempenho e propriedades
mecanicas superiores as dos materiais constituintes individualmente (DANIEL; ISHAI,
1994). Estes materiais correspondem a uma classe ampla e abrangente, compreendendo
desde polimeros reforcados com fibras, materiais hibridos, concretos estruturais e outros
compdsitos que incorporam matriz metalica ou cerdmica (SHACKELFORD, 2008). Suas
aplicacOes sao as mais diversas, desde a fabricacdo de vasos de pressao, pas de turbinas
edlicas, materiais esportivos, como quadros de bicicleta e raquetes de ténis, até a area de

transporte, nos setores automotivo, nautico e aeroespacial.

Nao é surpresa que o mercado aeroespacial é um dos maiores e mais importantes para
a industria de compositos. Avides comerciais e militares, helicopteros, jatos e veiculos

espaciais fazem uso substancial de compésitos de alta performance (GIURGIUTIU, 2016).

Figura 1- Demanda global por compésitos reforcados com fibra de carbono, em 1.000
toneladas, referente ao ano de 2013.

Total: 46,500t
Marinha; 0.8; 2% !

Engenharia Civil
2.3:5%

Outros; 3.5; 7%

Aeroespacial &
Militar

Vasos de Pressdo 13.9; 30%

2.4; 5%

Automoveis
5.0; 11%

Molding &
Compound

5.5; 12% Turbinas Eclicas

Esporte e Lazer 6.7; 14%
6.4; 14%

Fonte: Lucintel (2014).

A figura (1) mostra a demanda global por compésitos refor¢ados com fibra de carbono
no ano de 2013, com destaque para o setor aeroespacial e militar, com demanda de 13,9 mil
toneladas. Exemplos marcantes na industria de aviagao civil sao o Boeing 787 Dreamliner
(Figura 2) e o Airbus XWB, nos quais cerca de 50% da estrutura primdria é de materiais

compésitos.
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Figura 2- Uso de materiais compdsitos no Boeing 787 Dreamliner.

Materiais usados na estrutura do Boeing 787 )
% Fibra de Vidro M Compésito Laminado de Fibra de Carbono ;  Votalde Mmerints Usados
M Aluminio 1l Compésito Laminado de Fibra de Carbono "Sandwich” :  Por Peso

% Aluminio/Aco/Titanio Owtros

Para comparacdo: o Boeing 777 usa
12% de Compasito e 50% de Aluminio
£m sua estrutura.

Fonte: Airlines (2015), adaptado pela autora.

Compésitos de alta performance foram desenvolvidos, pois nenhum material estrutu-
ral homogéneo que tivesse todos os atributos desejados para uma dada aplicacao pode
ser encontrado. As vantagens do uso de compdsitos na industria aeroespacial sao diver-
sas: reducao de peso na faixa de 20-50%, resisténcia a corrosao, aumento no ciclo de
fadiga do material, alta adaptabilidade, aumento da eficiéncia aerodinamica devido ao
melhor acabamento do material, altos indices de resisténcia por unidade de peso, estabili-
dade térmica, fazendo com que a estrutura nao contraia ou expanda excessivamente com
mudancas de temperatura, capacidade de adaptar o comportamento aeroelastico para
aumentar o envelope de véo, entre outras (GIURGIUTIU, 2016).

Apesar da sua grande popularidade e atrativos para seu desenvolvimento, o uso de
materiais compositos ainda traz preocupacoes. Falhas em estruturas compésitas em aero-
naves podem ser catastréficas, como no caso ocorrido em Nova lorque em novembro de
2001, onde o estabilizador vertical do Airbus A300-600 da American Airlines se separou
da aeronave, fazendo com que ela viesse a cair, gerando 265 vitimas fatais (GIURGIU-
TIU, 2016). Diferentes tipos de acidentes em avides sao relatados na literatura. Danos

causados por impacto podem gerar significativa alteragao estrutural.

Impactos em materiais compésitos podem gerar danos na estrutura, dentre eles: ra-
chaduras na matriz (RICHARDSON; WISHEART, 1996) e delaminacoes (OSMONT et
al., 2000; GIURGIUTIU, 2011), que na maioria das vezes nao sdo visiveis a olho nu e
passam despercebidos em inspegoes visuais. Outros modos de falha menos comuns, que
ocorrem em resposta a eventos de impacto dramaticos, sao ruptura de fibra, penetragao
e perfuracao (HOSSEINZADEH; SHOKRIEH; LESSARD, 2006). Tais impactos podem
ocorrer a “baixa velocidade”, através de ferramentas derrubadas e contato com veicu-

los/equipe de manutengdo, e também a “alta velocidade”, como colisdes com aves, raios
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elétricos, detritos de pneus e pequenas pedras na pista (NUCERA et al., 2015).

Conhecer a ocorréncia e localizagdo desses impactos, assim como a progressao de
qualquer dano subsequente, permite a realizacao de acompanhamentos e inspeg¢oes focadas
que podem ajudar a otimizar os custos e eficiéncia de manutengao (PARK; HA; CHANG,
2009).

Tendo isto em vista, é do interesse da industria o desenvolvimento de técnicas capazes
de monitorar remotamente e em tempo real a integridade estrutural de seus produtos. O
processo de implementagao de uma estratégia de identificagdo de danos em estruturas
de engenharia aeroespacial, civil e mecanica é chamado de Structural Health Monitoring
(SHM). Esse processo envolve a observacao da estrutura ou sistema mecénico durante
o tempo usando medigoes periodicamente espacgadas, a extracdo de caracteristicas sensi-
veis ao dano a partir destas medigoes e a andlise estatistica destas caracteristicas para
determinar o estado atual da integridade estrutural (FARRAR; LIEVEN, 2007).

Uma das abordagens mais efetivas para efetuar este monitoramento vem sendo feita
com transdutores piezelétricos, representando uma frente de atuacao promissora para
SHM. Segundo Park e Inman (2007), eles sao pequenos e discretos, possuem uma grande
variedade de tamanhos e propriedades, permitindo que eles sejam implantados pratica-
mente em qualquer lugar. Seu aspecto mais interessante de material inteligente é que eles
podem agir como sensores e como atuadores. Conectados a sistemas de aquisicao de da-
dos apropriados, permitem realizar monitoramento via diversos mecanismos: propagagao
de ondas guiadas (JARMER; FLYNN; TODD, 2014), medigao das funcoes de resposta
em frequéncia (YANG et al., 2008), medigao da impedancia eletromecénica do sistema
(LOPES et al., 2000), dentre vérios outros.

Dada a importancia de se conhecer e catalogar regides que tenham sofrido impacto e
possam apresentar danos, trabalhos recentes tém sido desenvolvidos com esta finalidade,
além de estimar a forga e energia do impacto sofrido. Coverley e Staszewski (2003)
utilizam algoritmos genéticos junto com procedimentos de triangularizagao para localizar
impactos em sistemas anisotropicos. Entretanto, eles assumem um conhecimento prévio
do momento do impacto, o que nao é um parametro determinado facilmente em aplicagoes

reais.

Kundu, Das e Jata (2007) mostram uma abordagem diferente para o problema, fo-
cando na localizacdo de impactos com sensores piezelétricos através de fungoes de erro,
isto é, funcoes que levam em consideragao propriedades da placa e o tempo de chegada das
ondas, assumindo valores para cada posi¢ao no dominio da placa. Estes valores refletem
na proximidade da posi¢ado correspondente ao ponto de impacto. O estudo apresentou

resultados satisfatorios, mas nao foi testado para sistemas altamente anisotropicos.

Ciampa e Meo (2011) propoem um sistema de SHM in situ para a localiza¢ao do



19

ponto de impacto em estruturas anisotrépicas complexas. A técnica se baseia no método
de actstica time reversal aplicado a um numero de formas de ondas armazenados em
uma data-base contendo a resposta ao impulso da estrutura, sendo que nao requer nenhum
conhecimento prévio das propriedades mecanicas da estrutura. O sistema apresentou uma
boa exatidao, entretanto, o método requer que um nimero muito elevado de amostras
seja coletado para o banco de dados, o que se torna inviavel para aplicagoes em estruturas

de larga escala.

Matt e Scalea (2007) apresentam uma abordagem baseada em rosetas piezelétricas
para localizagdao de emissao acuistica em estruturas isotropicas e anisotropicas. As rosetas
exploram a resposta altamente diretiva dos transdutores piezelétricos de Macro Fiber
Composite (MFC) para determinar a dire¢do de uma onda incidente, independente da
velocidade de propagacao da onda no meio. O método foi validado através do teste
Pencil-Lead Break, que utiliza a quebra de grafites para obter emissoes actusticas de
alta frequéncia, mas nao foi testado com impactos reais. Salamone et al. (2010) deram
continuidade ao método, com impactos de alta velocidade produzidos por pedras de gelo

atiradas por um canhao a gas, que também excita a estrutura em frequéncias elevadas.

Nucera et al. (2015) utilizam o método das rosetas piezelétricas para o monitoramento
da progressao de um dano causado por um impacto de grande energia que cobre uma
grande area da estrutura, e também implementam um algoritimo para identificacao da
forca do impacto. Uma estrutura de fibra de carbono foi submetida a um impacto de
aproximadamente 7T0kN que gerou delaminagdes na estrutura. O método nao localiza a
regiao na qual ocorreu o impacto, mas monitora o dano causado por ele, localizando as

emissoes acusticas que ocorrem no momento das delaminagoes.

Conforme apresentado, esta é uma area de pesquisa em progresso, que se mostra como
tendéncia para os préoximos anos. No presente trabalho, propoe-se utilizar a metodolo-
gia das rosetas piezelétricas, introduzida por Matt e Scalea (2007), para localizagao de
impactos em placas laminadas de materiais compoésitos. Entretanto, algumas diferencas
sao propostas. Enquanto os trabalhos anteriores utilizaram a magnitude do sinal obtida
no dominio da frequéncia, em uma faixa limitada de valores de frequéncia definida ex-
perimentalmente e que varia de acordo com a estrutura analisada, este trabalho utiliza
a norma infinita dos sinais no dominio do tempo, que funciona da mesma maneira para
qualquer material. Este trabalho estende o estudo para impactos de baixa velocidade, con-
duzidos manualmente por um pequeno martelo, que excitam a estrutura em uma faixa de

frequéncia inferior as dos experimentos mencionados anteriormente.
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1.1 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho é desenvolver a abordagem da utilizacao de transdutores pie-
zelétricos em formato de rosetas para a localizacdo de impactos em estruturas de materiais

compositos.
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos introdutoérios sobre piezeletricidade

e propagacao de ondas, para fundamentar o método proposto neste trabalho.

2.1 MATERIAIS PIEZELETRICOS

Materiais inteligentes sao aqueles que exibem acoplamento entre multiplos dominios
fisicos. Um exemplo conhecido na engenharia sao os materiais piezelétricos, que podem
converter sinais elétricos em deformacgao mecéanica e podem converter deformacao meca-
nica em uma saida elétrica. Outros exemplos incluem a conversao de energia térmica em
deformagao mecanica, através das ligas de meméria de forma (do inglés Shape Memory Al-
loys - SMA) ou o acoplamento de um campo magnético com movimento mecénico, através
dos fluidos magnetorreologicos. Mais informagoes e particularidades sobre os materiais

inteligentes podem ser encontradas nos trabalhos de Smith (2005) e Leo (2007).

Em meados do século XVIII, Carolus Linnaeus e Franz Aepinus observaram pela pri-
meira vez que certos materiais, como cristais e algumas ceramicas, geram cargas elétricas
quando hd mudanca de temperatura. Tanto René Just Haliy quanto Antoine César Bec-
querel tentaram subsequentemente investigar os fendomenos, mas nao obtiveram sucesso.
A piezeletricidade como uma area de pesquisa da Fisica foi iniciada pelos irmaos Jacques
e Pierre Curie com seus estudos (CURIE; CURIE, 1880a; CURIE; CURIE, 1880b). Eles
descobriram uma caracteristica incomum de certos minerais cristalinos como turmalina,
quartzo, topazio e sal de Rochelle: verificou-se que a tensao e a compressao geraram ten-
soes de polaridade oposta e proporcionais a carga aplicada. Isso foi chamado por Hankel
(1881) de efeito piezelétrico (direto).

O efeito piezelétrico descoberto é mostrado esquematicamente na figura (3). A pala-
vra piezeletricidade vem do grego e significa eletricidade resultante de pressao. No ano
seguinte a descoberta do efeito direto, Lippmann (1881) previu a existéncia do efeito in-
verso com base em principios termodinamicos fundamentais. Antes do final de 1881, os
irmaos Curies confirmaram experimentalmente a existéncia do efeito inverso. Eles mostra-
ram que, se um desses cristais for exposto a um campo elétrico, ele varia seu comprimento
de acordo com a polaridade do campo, e na propor¢ao de sua for¢a, como mostrado na

figura (4).

O estudo da piezeletricidade permaneceu como uma curiosidade de laboratoério durante
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Figura 3- Ilustragao do efeito piezelétrico direto tanto para (a) compressao quanto para
(b) tracao do PZT.

Efeito Piezelétrico Direto

Tensio t Vib;'ggéo Tensdo 1 Vib;igﬁo

Desenvolvida Desenvolvida
<{ ‘ ~ ¥ Transdutor Transdutor
*r F
(a) (b)
Aplicacdo de Tensdo Aplicacdo de Tensao
de Compressao de Tracéo

Fonte: Autoria prépria.

Figura 4- Tlustracao do efeito piezelétrico inverso tanto para (a) tragdo quanto para (b)
compressao do PZT.

Efeito Piezelétrico Inverso

‘F
— = + . —
Campo Elétrico — Campo Elétrico
Aplicado T Al Aplicado

(b)

Fonte: Autoria prépria.

0s anos que se seguiram até a Primeira Guerra Mundial, quando Langévin (1920) utilizou
quartzo como ressonador para fontes de ultrassom no SONAR, para detectar submarinos
por meio da ecolocalizacao. Roberts (1947) descobriu que o titanato de bario (BaTiO3) é
um ferroelétrico que pode ser facilmente fabricado e moldado a baixo custo e pode se tornar
um material piezelétrico com constantes muito superiores aos materiais naturais por um

processo de polarizacao elétrica. Isso marcou o inicio da geracao das piezoceramicas.

Os estudos de solugoes sélidas de PbZrO3- PbTiO3, por Jaffe, Roth e Marzullo (1955),
resultaram na obten¢do de ceramicas de titanato zirconato de chumbo (PZT), que passa-

ram a ser objeto de frequentes investigagoes para a otimizacao de suas propriedades ou
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como motivagao para o desenvolvimento de novos compostos ceramicos.

Estes materiais podem ser fabricados de varias formas e tamanhos, propiciando assim
sua utilizacdo em diversas aplicagoes, incluindo lugares de dificil acesso, e operando na
faixa de alguns Hz até frequéncias da ordem de MHz. Além disso, eles podem ser usados
como sensores (efeito direto) e atuadores (efeito inverso). permitindo assim o monito-
ramento e agdo de controle nas estruturas em que estdo agregados (PEAIRS; INMAN;
PARK, 2007).

As ceramicas piezelétricas se destacam por apresentarem propriedades mais elevadas
quando comparadas a outros materiais piezelétricos (naturais ou sintéticos). Outra carac-
teristica importante é a variedade de formas e tamanhos que as ceramicas podem assumir
devido ao seu processo de producao que, de acordo com Venet e Pereira (2004), consiste na,
sinterizagdo de pd cerdmico conformado via prensagem ou extrusdo. Algumas exemplos

podem ser observados na figura 5, em diversos tamanhos e formatos.

Figura 5- Ceramicas piezelétricas em diversos tamanhos e formatos.

Fonte: Prowave (2005).

No entanto, existem varias limitagoes praticas para a utilizacao deste tipo de mate-
rial, pois a natureza fragil das ceramicas as torna vulneraveis a quebras acidentais du-
rante o manuseio e procedimentos de colagem em estruturas, assim como sua capacidade
limitada de se conformar a superficies curvas. Como alternativa geralmente sdo utiliza-
dos os polimeros PVDF (Fluorido de Polivinilideno) em forma de filmes finos. Assim,
além de possibilitarem uma formatacao com geometrias complexas, sao facilmente cola-
dos em superficies irregulares. Por apresentarem baixa rigidez, os filmes PVDF (figura 6)

mostram-se mais adequados e eficientes na confecgdo de sensores.

O numero de aplicagdes em engenharia utilizando o polimero piezelétrico PVDF é cada
vez maior. Entre os diversos fatores responsaveis se destacam: pouco peso, elevada flexi-
bilidade, além de baixa impedancia mecanica e actstica, o que torna ideal para aplicagoes

subaquaticas e médicas. Estes sensores também oferecem algumas desvantagens, como o
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Figura 6- Filmes piezelétricos PVDF de diversos tamanhos.

Fonte: SI (2015).

uso em uma faixa limitada de temperatura e estabilidade quimica pobre em ambientes
asperos (MALMONGE et al., 2009).

A ideia de um material compodsito constituido por uma fase piezoceramica fibrosa
incorporada em uma fase de matriz polimérica soluciona muitas das restrigbes mencio-
nadas anteriormente. Normalmente, materiais cristalinos apresentam forcas muito mais
elevadas na forma de fibra, onde a diminuicao da fracdo de volume de falhas leva a um
aumento na forca especifica. Ademais, além de proteger as fibras, a natureza flexivel da
matriz polimérica permite que o material se adapte mais facilmente as superficies curvas
encontradas em aplicagdes industriais (WILLIAMS et al., 2002).

Neste cenario, o Macro Fiber Composite (MFC - Figura 7) é parte de uma tecno-
logia emergente que busca melhorar o atual estado da arte para a atuacao estrutural,
apresentando grande flexibilidade e niveis de deformacoes induzidos muito mais elevados
que seus antecessores de ceramica (WILLIAMS et al., 2003). Enquanto sdo necessarios
arranjos complexos de cerdmicas piezelétricas para flexionar ou torcionar uma estrutura,
as caracteristicas do MFC fazem que um tinico transdutor seja capaz de aplicar momentos
de flexao ou torques de tor¢ao. Outras vantagens sao: elevada durabilidade, resisténcia a
danos, atuacao e sensitividade direcional, conforma-se a superficie e podem ser fabricados
em diversas formas/tamanhos (WILLIAMS et al., 2002).

Desenvolvidos nos anos 2000 no centro de pesquisa Langley Research Center da
NASA, os transdutores MFCs sao compostos de fibras muito finas de cerdmicas piezelé-
tricas alinhadas com resina epoxi e prensadas entre duas camadas de eletrodos impressos
em filmes de poliamida. O uso de eletrodos interdigitados faz com que esses atuadores

desenvolvam forcas ou deslocamentos muito maiores, capitalizando o efeito piezelétrico
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Figura 7- Transdutor Macro Fiber Composite, demonstrando elevada flexibilidade.

Fonte: NASA (2015).

longitudinal mais forte, no qual a maior resposta mecanica ocorre na direcdo do campo
elétrico aplicado. As vantagens apresentadas acima permitem sua aplicagao em diversas
areas, como Asas Adaptativas (BILGEN et al., 2007), Power Harvesting (YANG; TANG;
LI, 2009), Controle Ativo de Vibragoes (LENIOWSKA; MAZAN, 2015), Monitoramento
da Integridade Estrutural (NUCERA et al., 2015), dentre outras.

2.1.1 Equagoes Constitutivas Lineares da Piezeletricidade

As caracteristicas de um material piezelétrico, como tensao mecéanica, campo elétrico,
deformagao e indugdo, podem ser descritas por um par de equagoes eletromecanicas. A
relacdo entre campo elétrico e deformacao é aproximadamente linear para baixas intensi-

dades do campo elétrico.

Leo (2007), seguindo notagao padrao IEEE 176-1987, considera um cubo de material
piezelétrico, sem fazer proposicoes da direcao na qual o campo elétrico é aplicada ou
a direcao na qual o material estd produzindo tensdo ou deformagao. Serd definido um
sistema, de coordenadas no qual as trés dire¢oes sao especificadas numericamente. Além
disso, é usada a convenc¢ao de que as trés diregoes estao alinhadas com o eixo de simetria

do material, como representa a figura 8.

Observa-se da figura que ha trés diregoes nas quais pode ser aplicado um campo
elétrico. Essas trés diregoes serao denominadas Ep;, onde ¢ = 1,2,3, e expressarao estes

campos em termos do vetor campo elétrico:

Er
EF = EF2 (1)
Eps
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Figura 8- Cubo piezelétrico indicando os eixos de coordenada de uma andlise tridimen-

sional.
33
A
3 pd 732
23
5 31 ‘ 4
1 e
13, yrap %
21

Fonte: Leo (2007).

Similarmente, nota-se que ha trés dire¢oes nas quais se pode produzir deslocamento

elétrico ao longo do material. Elas sao expressas pelo vetor direcao do deslocamento

elétrico:
D,
E = D2 (2)
D3

O fato de que ha trés diregoes associadas com o campo elétrico e trés associadas com
o deslocamento elétrico significa que a relagdo geral entre as varidveis toma a seguinte
forma (LEO, 2007):

D1 = 6‘171Epl + GYQEFQ + 6(173EF3
DQ = eglEFl + 6(272EF2 + 633EF3 (3)

D3 = €§1EF1 + egZEFQ + €g3EF3



27

Essas expressoes podem ser representadas em notagao indicial como:

D,, =€}, Erp,, com m=1,23 e n=1,23. (4)

As equacgoes que relacionam a deformacao a tensao no caso tridimensional podem ser
encontradas de uma maneira similar. No caso de um estado geral de tensao e deformagao
para o cubo do material, nota-se que sdo necessarios nove termos para uma especificacdo
completa. Os componentes de tensao e deformacao que sao normais a superficie do cubo
sao denotados o011, 092, 033 € €11, €90, €33, respectivamente. Ha seis componentes de
tensao cisalhante, 019, 013, 021, 093, 031, 032 € €12, €13, €91, €23, €31, £32. Para um material
linearmente elastico, pode-se relacionar deformagao a tensao com a expressao do tensor

abaixo (LEO, 2007):
€ij = ggkl Okl (5)

na qual o tensor &€ 5M representa 81 termos de complidncia mecanica.

O 1ultimo passo para descrever as relagoes constitutivas é especificar o acoplamento
entre as variaveis elétricas e mecanicas. No caso mais geral, vé-se que os nove estados de

deslocamento sao relacionados com os trés campos elétricos aplicados através da expressao:

€ij = DijnErn (6)

e os trés deslocamentos elétricos sao relacionados a tensao mecanica pela equagao

Dy, = Dot Ok (7)

Combinado as equagoes (4) a (7), pode-se escrever as equagdes constitutivas para um
material piezelétrico linear:

_ ¢k
Eij = ijklakl + DianFn

(8)

Dy, = Do + €5, Ern

sendo, ¢;; o tensor deformagao [m/m], o o tensor de tensoes [N/m?|, Ep, o campo
elétrico [V /m; N/C], Dy a constante piezelétrica [C'/m], D,, o deslocamento elétrico ou
indugao [C/m?], £F}, o tensor de complidncia [m?/N] e ef,, a permissividade dielétrica

[C2/N m?|. As letras nos colchetes representam as unidades no Sistema Internacional,
com Newton (N), metro (m), Volt (V') e Coulomb (C).

O conjunto completo de equagoes é definido por 81 constantes de complidncia meca-

nica, 27 valores do coeficiente de deformacao piezelétrica e 9 permissividades dielétricas.
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Estas equacoes sao escritas em notacao tensorial ou indicial devido ao fato que elas repre-
sentam uma relagao entre nove varidveis de campo mecanico (tensdo ou deformagao) e

trés variaveis associadas as propriedades elétricas.

A forma compacta das relagdes constitutivas é baseada no fato de que os tensores de
tensao e deformagao sdo simétricos, portanto (LEO, 2007):
Oij = 0ji

(9)

€ij = Eji

Com a simetria dos tensores de tensao e deformagdao em mente, nota-se que ao invés
de 9 elementos independentes de tensao e deformagao, tem-se apenas 6 elementos indepen-

dentes. Pode-se, assim, definir o novo conjunto de componentes de tensao e deformacao:

E1= €11 01 =011

E9 = E99 02 =022

€3 = €33 03 =033 (10)
€4 =623t €32 04 =023 =032

€5 =€31 T €13 05 =031 =013

€6 =€12t&a O¢ =012 = 021

Com essas definigoes, pode-se escrever as equacdes constitutivas em uma notacao

muito mais compacta (LEO, 2007):

€ = 65%‘ +di By, (11)

Dm = dij'j + e?nkEFn (12)

onde eiEj representa os coeficientes de compliancia, ¢ e j assumem valores entre 1 e 6, men
assumem valores entre 1 e 3. Essa notacao destaca que ha apenas 36 constantes elasticas
independentes, 18 coeficientes de deformacao piezelétrica e 9 valores de permissividade

elétrica que caracterizam um material piezelétrico.

As equagoes (11) e (12) representam, respectivamente, o efeito inverso e direto do
PZT. O efeito inverso normalmente é associado a utilizacdo do PZT como atuador, pois
aplicando uma tensdo elétrica alternada no PZT, obtém-se também uma deformagao
alternada, gerando assim um estado vibratorio. Por outro lado, aplicando uma tensao

mecanica no PZT é possivel notar a presenca de uma tensao elétrica, efeito direto.
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2.2 ONDAS DE LAMB

Em fisica, uma onda é um disttrbio ou oscilagao que viaja através do espaco e matéria,
acompanhado de transferéncia de energia. A propagacao de ondas em diversas formas é
um fendmeno comum a todas as pessoas, tais como transmissao do som através do ar,
propagacao de ondas em uma lagoa ao se atirar uma pequena pedra, transmissao de
tremores sismicos na Terra ou transmissao de ondas de radio. Estes e muitos outros
exemplos podem ser citados para ilustrar a propagacao de ondas através de meios sélidos,
liquidos ou gasosos. Conceitos fundamentais e um equacionamento detalhado sobre a
propagacao de ondas em meios sélidos podem ser encontrados no Apéndice A. Nesta
secao serao mostrados apenas os conceitos sobre ondas de Lamb, pois serao utilizados na

metodologia proposta.

Ondas de Lamb sao uma forma de perturbacao elastica que se propaga entre duas
superficies paralelas livres, tais como as superficies superior e inferior de uma placa, viga
ou casca, onde os deslocamentos ocorrem tanto na direcao de propagacao da onda quanto
perpendicularmente a superficie (VIKTOROV, 1967). A anélise desse tipo de onda se
iniciou em 1917 por Horace Lamb em uma de suas publicagoes historicas, "On Waves in
an Elastic Plate" (LAMB, 1917).

Figura 9- Ondas de Lamb se propagando na direcao positiva de x, em uma placa de
espessura 2d.

Ol } B 3

Fonte: Autoria prépria.

Considere uma placa fina, isotropica e homogénea, de espessura 2d, com ondas de
Lamb se propagando na posi¢ao positiva de z (figura 9). As equagoes que descrevem a,
propagacao dos modos longitudinais e transversais das ondas, respectivamente, sao dadas

por (SU; YE; LU, 2006):

Po Py 10
_c%é?tQ

o0xr? 022 (13)

02 O%p 1 0%
PRI T (14)
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onde

¢ = [Aysen (pz) + Ay cos(pz) Jelkz=b) (15)

o) = [Bysen (qz) + By cos(qz)]e!tFe=t) (16)

onde Ay, Ay, By e B, representam constantes determinadas através da condicao de con-
torno. O nimero de onda (wave number) é representado por k, que junto com ¢ e p sdo

parametros obtidos a partir das equacoes:

2
pe Tk (17)
Cr
2
PR (18)
Cr
2r w
b="_-= 19
e (19)
w=2nf (20)

onde w representa a frequéncia angular, f a frequéncia em Hz, A o comprimento de onda
(wavelength) e ¢, a velocidade de fase da onda. ¢, e ¢r s@o as velocidades de propagagao

dos modos longitudinais e transversais, respectivamente, definidas por:

[ Ea=y [eu-w)
CL‘\J p(1+0)(1-2v) ‘\l p(1-2v) (21)

_ E___ [p
T 2 n) \ﬁ %)

onde E ¢é o médulo de elasticidade, p é o médulo de cisalhamento, v é o coeficiente de

Poisson e p é a densidade especifica do material da placa.

Os deslocamentos na dire¢do de propagacao da onda(u,) e na diregdo normal (u,),

assim como os componentes de tensao o,,, 0.. € 0., podem ser representados em func¢ao
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de ¢ e 1 através das equagoes (VIKTOROV, 1967):

Uy = g—i - g—f (23)
oo (55:55) (35 )
25252

Para uma placa com superficies superiores e inferiores livres, aplicando as condig¢oes

de contorno o, = 0., =0 em z = +d, pode-se obter a descri¢cao geral das ondas de Lamb:

tan (¢d) 4k2qpp
tan (pd) — (Ak2 + Ap? + 2up?) (k2 - ¢2)

(28)

Considerando que a fungao trigonométrica tangente é definida com seno e cosseno,
que possuem propriedades simétricas e antissimétricas, respectivamente, a equagao (28)
pode ser separada em duas partes com propriedades unicamente simétricas e antissimé-
tricas, implicando que as ondas de Lamb em uma placa consistem de modos simétricos e
antissimétricos (SU; YE; LU, 2006):

tan (qd) 4k2qp .
=— , para modos simétricos (29)
tan (pd) (k2 - ¢?)?
t d k2 _ g2)2
an (¢d) = —( 7) , para modos antissimétricos (30)

tan(pd)  4k2qp

O desenho esquematico dos modos simétricos e antissimétricos das ondas de Lamb
¢ mostrado na figura (10), indicando a deformagao da placa na dire¢do z durante a

propagacgao de ondas simétricas (s) e antissimétricas (a):

Apesar da aparéncia simples, as equagoes (29) e (30) sdo transcendentais e s6 podem

ser resolvidas numericamente. Elas correlacionam a velocidade de fase (¢,) com a frequén-
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Figura 10- Representacao dos modos de propagacao simétrico e antissimétrico.

Fonte: Autoria prépria.

cia (w), o que implica que as ondas de Lamb, independente do modo, sdo dispersivas, isto
é, a velocidade depende da frequéncia. Essas equacoes podem ser satisfeitas por um nu-
mero infinito de raizes reais correspondentes aos numeros de onda (wavenumber) para
uma dada frequéncia, onde cada solucao corresponde a ordem ¢ dos modos de propagacao
simétrico (S;) e antissimétricos (4;), com i =0,1,2,... (SU; YE, 2009).

A velocidade de fase (c,, equacdo (19)) é definida como a velocidade de propagacao
da fase de uma frequéncia particular contida nos sinais gerais da onda. A partir da
sua derivada parcial em relacdo a w, pode-se encontrar a velocidade de grupo, que é
definida como a velocidade com a qual a forma geral das amplitudes da onda (envelope)
se propaga pelo espago, que é a velocidade capturada nos experimentos (velocidade da

energia de transporte da onda). Sua expressao ¢ dada por (SU; YE; LU, 2006):

Cp

(31)

9T _won
cp Ow
Algumas vezes é conveniente mostrar a velocidade de propagac¢ao dos modos como
fungao de w graficamente, como nas figuras (11 e 12). Tais gréaficos sdo chamados curvas

de dispersao.

A andlise das curvas de dispersao é importante para se conhecer as frequéncias de
excitagao das ondas que serao pouco dispersivas para um dado material, assim como para
determinar o nimero de modos que podem coexistir em uma dada frequéncia. Além disso,
pode-se determinar os limites de frequéncia para os quais apenas existem os modos Sy e

Ap. Tais modos podem ser excitados e propagados independentemente do outro.

Para materiais compositos, entretanto, as velocidades de propagacao da onda depen-
dem da dire¢ao de propagagao (¢ = ¢(0)), devido a anisotropia do material. Este fato faz

com seja necessaria uma modelagem complexa do material para a solugao das curvas de
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Figura 11- Velocidades de fase das ondas de Lamb para uma placa de aluminio de 2mm

de espessura.

16000

14000

12000

10000

¢ (m/s)

Figura 12-

8000

6000

4000

2000

2mm de espessura.

c_(m/s)

o

6000

5000

4000

3000

2000

1000

Velocidade de fase da onda de Lamb no Aluminio-2024-T3

I
500

1
1000

|
1500

1
2000
f(kHz)

2500

1
3000

1
3500

Fonte: Razzini (2015), adaptado pela autora.

Velocidade de grupo da onda de Lamb no Aluminio-20-24-T3

4000

T

L ------ anti-simétrico | |
simétrico
So
S2
1 L 1 1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
f(kHz)

Fonte: Razzini (2015), adaptado pela autora.

4000

Velocidades de grupo das ondas de Lamb para uma placa de aluminio de



34

3 METODOLOGIA

Para a realizacao deste trabalho, propoe-se uma abordagem baseada na utilizacao de
transdutores piezelétricos em formato de rosetas para localizacao de impacto em estruturas
laminadas de materiais compdsitos, inicialmente apresentada por Matt e Scalea (2007). As
rosetas sao compostas de transdutores retangulares de MFC, que apresentam uma resposta
altamente diretiva para ondas ultrassonoras. Esse efeito é explorado para determinar a
localizacao da onda emitida pelo impacto, independente da velocidade de propagacao da

onda na estrutura.

Neste estudo, foram utilizados transdutores MFC tipo P2, fabricados pela empresa
Smart Material Corporation. Os transdutores MFCs sao compostos de fibras muito finas
de ceramicas piezelétricas alinhadas com resina epoxi e prensadas entre duas camadas de

eletrodos impressos em filmes de poliamida, conforme pode ser observado na figura (13).

Figura 13- Vista expandida do transdutor MFC.

Grid de eletrodo em
filme de poliamida

Epoxi estrutural

Fibras de ceramica piezelétrica
alinhadas unidirecionalmente

Fonte: Autoria prépria.

3.1 SENSIBILIDADE A DEFORMACAO DE TRANSDUTORES MFC

Considere o transdutor MFC em questao, agindo apenas como sensor, com compri-
mento (1), largura (b) e espessura (t) ao longo das coordenadas 1, 2 e 3, respectivamente
(figura 14). O sistema de referéncia cartesiano (z,y, z) estd alinhado com os eixos geomé-
tricos do transdutor (1, 2, 3).

Considerando o transdutor MFC transversalmente isotrépico, ele pode ser modelado
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Figura 14- Sensor MFC retangular sofrendo excitagdo de ondas de Lamb em incidéncia
obliqua.

y

Fonte: Autoria prépria.

como uma lamina isotrépica em estado plano de tensoes (033 = 093 = 013 = 0). Dado que
o MFC é um dispositivo piezelétrico, sua equacao constitutiva para o efeito piezelétrico
direto é dado pela equagdo (12), do capitulo 2. Para o sensor polarizado ao longo da
direcdo da espessura (eixo 3), esta equacao pode ser reescrita como (AZZOUZ et al.,

2001):

Qu Q12 0 €11 ds3y
D3 =[ds; ds» O] Q12 Qa2 O €99 |~ Ers| ds2 +e53Fps (32)
0 0 Qes Y12 0

onde Ds, €95 e Eps sao a densidade de carga, permissividade dielétrica e o campo elétrico,
respectivamente, ao longo da dire¢do de polarizacao. Os termos d3; e ds3s sdo constantes
piezelétricas, €11 e 99 sd0 as deformagoes normais, ;5 é a deformagio cisalhante e [Q] é

a matriz de rigidez reduzida. Expandindo a equagao (32),

D3 = [(dzﬂQn + d32@12)(€11 - EF3d31) + (d31Q12 + d32@22)(€22 - EF3d32)] + €§3EF3 (33)

e fazendo as devidas simplificagoes, a densidade de carga se torna

Ds = (d31Q11+d32Q12)811+(d31Q12+d32Q22)522—(6@1@11+2d31d32Q12+d§2Q22+€§3)EF3 (34)

onde a matriz de rigidez reduzida de um transdutor MFC é dada por (MATT; SCALEA,
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2007):
[Q=| 2k =2, 0 (35)
| 0 0 Gz |

onde F; e E5 sao os modulos de elasticidade do transdutor ao longo de os eixos 1 e 2, vy

e 71 sao o0s respectivos coeficientes de Poisson e (G15 é o médulo de cisalhamento.

Considerando as condicoes de contorno elétricas do sensor MFC como sendo um cir-
cuito aberto, a carga total na drea do eletrodo é zero, logo [ [ Dsdxdydz = 0 (TZOU,
2012). Neste caso, considerando um dominio retangular (f(z,y) = F'(z) * G(y)), a volta-

gem pode ser calculada como

Epsdxdyd
V:_fff F3arayaz (36)
b
De (34), o campo elétrico ao longo da diregao de polarizacao,
d +d e+ (d +d €99 — D
Eps = (d31Q11 + d32Q12)e11 + (d31Q12 + d320Q22) 22 3 (37)

d3, Q11 + 2d31d30Q12 + d35Q0 — €35

e sabendo que Er3 é fungdo apenas de z e y ([ d, =t), obtém-se a seguinte equagao para

a voltagem

V= t [ [1(ds1Qu1 + d32Q12)e11 + (d31Qra + d32Q20)ea2 | dady
Ibledy — (d3; Q11 + 2d31ds2Qa1 + d5,Q22) ]

(38)

na qual se assume que todas as variaveis sao uniformes através da espessura (sensor fino).

Substituindo a matriz de rigidez reduzida (equacdo 35) na equacao (38), tem-se a

resposta da voltagem do sensor MFC como uma funcao das duas deformagdes no plano,

€11 € €292 (MATT, SCALEA, 2007)

V= tf f[(d31E1 + d32V12E2)€11 + (d31V12E2 + d32E2)€22]d$d2/
lb[(l - V21V12)€g3 - (dglEl + 2d31d32V12E2 + dngQ)]

(39)

A resposta do sensor a ondas de Lamb ultrassonoras serd examinada na sessdo a
seguir, considerando o campo de deformagcao apropriado na equagao (39). Considera-se
que a cola age como uma camada adesiva muito fina e rigida, portanto o sensor sofre a
mesma deformagao que a estrutura (CRAWLEY; LUIS, 1987).
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3.2 RESPOSTA DOS SENSORES MFC A ONDAS DE LAMB ANISSIMETRICAS

Considere um sensor MFC retangular colado na superficie superior de uma placa
isotropica de espessura 2d e sujeita a um campo de deformagao harmonica associado com
ondas de Lamb antissimétricas propagando no plano (z', z) através da dire¢ao 2’ (Figura
14).

No caso de um impacto, a maior parte da energia é transportada pelo modo de pro-
pagacao da onda antissimétrico e, consequentemente, a amplitude do modo Sy é consi-
deravelmente menor que a do modo Ay (SCHOENECKER et al., 2005). A direcao de
propagagao da onda 2’ forma um angulo § com a dire¢ao do comprimento do sensor (eixo
1). A origem da coordenada da espessura, z = 0, localiza-se no meio-plano da placa. Atra-
vés da equagao (23), o deslocamento da onda de Lamb no plano pode ser expresso por
uma das formulagoes classicas (VIKTOROV, 1967):

senh (rz) (2rs) senh(sz)\ .=
o = Ak _ . i(kx'-wt 40
" ( cosh (rd) k%?+s? cosh (sd) ‘ i (40)

onde A é uma constante arbitraria que depende da magnitude da onda e os parametros
r e s, que sao os parametros p e ¢ (equagoes 17 e 18) reescritos de outra maneira, sao

definidos como

r=n| k2 = (41)
L
w2
= 2 _
s k C2T (42)

onde w ¢é a frequéncia, k é o nimero de onda (wavenumber), e ¢, e ¢ sao as velocidades

de propagacao longitudinais e transversais na placa, respectivamente.

Para ondas planas (g, = 0), a nica deformacao relevante ao sensor colado na super-
ficie, onde z = d, é o componente no plano na direcdo de propagacao da onda, dada por
(VIKTOROV, 1967):

2
Eglg/Vyed = Wl'z_d = Zk2A ( tanh (Td) - ( TS)

- ERh tanh (sd)) gi(ka'~wt=3) (43)

A deformagao no plano e,/ pode ser transformada nos componentes de deformacao

na direcdo do comprimento e da largura do sensor seguindo as relagoes de transformagao
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da deformacao (HIBBELER, 2010), conforme a figura (15):

€11 = Egrgr - COS 0 (44)

E99 = Eqrgr - SEN 20 (45)

Figura 15- Sistema de referéncia para o calculo de deformagdes cartesianas da onda pela
resposta do sensor.
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Fonte: Autoria prépria.

A voltagem da equagao (39) pode ser reescrita como
H
V= E ff €$lm/dl'dy (46)

onde H é a seguinte constante independente da frequéncia (MATT; SCALEA, 2007):

H = t[(dglEl + dggl/lgEQ) COS2 0 + (d311/12E2 + d32E2) SGHZQ]
[(1 - V211/12)€g3 - (dglEl + 2d31d32V12E2 + d§2E2)]

(47)

logo, H depende das propriedades eletromecanicas e da espessura do sensor, assim como

da direcao de propagacao da onda relativa aos eixos geométricos do sensor.

Substituindo a equagdo (43) na equagao (46):

H . 2rs ) x’—w s
V=g JJ i Altanh (rd) - 77 tanh (s Je 7 dady (49
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~ ./ !
Fazendo a transformacao de variavel ' = x cosf + ysen@:

T jj ik?A[ tanh (rd) - k’2 tanh(sd)] ilk(w cosO+y sen0)—wt=r/2] g gy, (49)
Utilizando as formulas de Euler:

(50)

{ €' = cos v + 1sen o

el — e~ = Disen v

e apos algum trabalho algébrico, obtém-se a expressao da voltagem de resposta a ondas

de Lamb antissimétricas:
V= i‘_/e‘i(““%) (51)

onde a amplitude é

4HA
{bsenf cosf

2rs

‘7 = m - tanh (Sd)) sen(

(tanh (rd) - kbsen 0 ) <en ( klcos®

) 2
3.3 DIRETIVIDADE DA RESPOSTA DO MFC
O espectro de amplitude de resposta do sensor, V, pode ser expresso em termos

de fator de sensibilidade, S, que depende da frequéncia, e do espectro de amplitude da

deformagao superficial, £,/,/, como:

V = Sy (53)

Pelas equagoes (43) e (52), o fator de sensibilidade para ondas antissimétricas é:

4H (kbsen@) (klcos@)
sen

= 4
Ibk2sen cosf sen 2 (54)

Pode ser demonstrado que, para A > [ (sensor menor que o comprimento de onda), a
sensibilidade pode ser decomposta em um fator de sensibilidade longitudinal, S; , e um
fator de sensibilidade transversal, Sy (MATT; SCALEA, 2007):

S~ S cos? O + Sy sen?d (55)

onde 0 é a dire¢ao de propagacao em relagdo a direcdo do comprimento do sensor (fi-
gura 14). Os fatores de sensibilidade longitudinal e transversal sao definidos por ondas
propagando-se ao longo da direcao do comprimento e da largura do sensor, respectiva-

mente.
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Portanto:
o _s | 2t(d31E1 + d32V12E2) sen (%) (56)
1= 6=007 IE[(1 - voy1v19)edy — (d§1E1 + 2ds1dzor12 B + d§2E2)]
2t (ds1 12 Bz + dzp By ) sen (22
5= S oo - ( 2 ) (57)

(1 - 1/217/12)6%3 - (d%lEl + 2d31d32V12E2 + d:%QEQ)]

Substituindo a equacao (55) em (53) e recordando as equagoes de transformacao da

deformagao, a resposta do sensor se torna:

V n S1811 + Saéan (58)

onde os componentes da deformacao da onda ao longo da direcoes longitudinal e trans-

versal do sensor sao explicitamente indicadas.

A equagao (58) torna a resposta do MFC equivalente a de extensdémetros convencio-
nais. Esta equacao também enfatiza que a resposta é altamente dependente da direcao

de propagacao da onda.
3.4 ROSETAS DE MFC PARA LOCALIZACAO DA FONTE DE ONDAS

Considera-se trés sensores MFC retangulares A, B e C, dispostos em uma configuracao
arbitraria de roseta e submetidos a ondas antissimétricas como mostradas na figura (16).
Considerando as ondas de tal modo que A > e usando a equagao (58), as respostas dos
sensores podem ser escritas como (MATT; SCALEA, 2007):

JA _ =A =A

‘_/B = SlélBl + SQ§2BQ (59)

7C _ g =C ~C

V=516 + 5265,
onde €}, e eb, (i = A, B,C) indicam, respectivamente, a componente da deformacido na
direcao longitudinal e na direcao transversal do i-ésimo sensor, sendo todos sensores assu-

midos como iguais em propriedades eletromecanicas e geométricas.

Dividindo a equagao (59) pelo fator de sensibilidade longitudinal tem-se:

5 =&, + Kpéhy, fori=AB,C. (60)
1
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Figura 16- Conceito de roseta piezelétrica para localizacdo de impactos em um plano.
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Fonte: Autoria prépria.

onde K7 é a razao de sensibilidade transversal definida como:

Sy UWdaivip By + ds ) sen () (61)
S1 b(dglEl + d32V12E2)Sen(%)

T

Assume-se que a direcdo do comprimento do i-ésimo sensor é orientado segundo um

angulo a; a partir de coordenadas globais do eixo z (Figura 17).

Figura 17- Direcao de orientacao dos sensores e coordenada Cartesiana da roseta 1.
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Fonte: Autoria prépria.

Analogamente a extensometros de resisténcia elétrica, relagdes de transformacao da

deformagcao podem ser usadas para determinar as componentes cartesianas da deformacao
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a partir da resposta dos trés sensores (MATT; SCALEA, 2007):

_ A
6 _

T S

_ _ /B

gy |=[T]7 ‘;_1 (62)
_ e
Vay S

onde a matriz de transformacao é dada por

cos?ay + Krsen?a,  sen?aq+ Krcos?ay (11— Kp)sen2acos?ay
[T] =] cos?ap+ Krsen?ap sen?ap+ Krcos?ap (1 - Kr)sen2agcos’ap | (63)

cos? ac + Krsen?ac  sen?ac + Kycos?ac (1 - Kr)sen?a¢ cos? ag

O angulo de deformacao principal da onda, ¢, medido através da coordenada global x
figura (16) pode ser obtido através das deformagoes principais (MATT; SCALEA, 2007):

tan2¢ = — Tay DU (64)

Exa —Eyy  den

A incerteza de +90° afetando o angulo ¢ devido a funcao arctan pode ser resolvida

com base nos sinais do numerador (num) e do denominador (den), de acordo com:

if num > 0,0° < ¢ < 90°;
if num < 0,-90° < ¢ < 0°;
if num =0 e den>0,¢0=0°
if num=0 e den <0, = +90°;

if num =0 e den =0,¢ é indeterminado.

A estimativa da localizagao da fonte de ondas (impactos ou emissoes acusticas) no
plano pode ser determinada pela interseccao das dire¢oes principais determinadas pelas
duas rosetas (Figura 16). As equagdes das linhas retas que conectam o local do impacto
ao centroide de cada roseta podem ser escritas em funcao dos angulos de deformacao

principal, ¢1 e ¢9, de acordo com:

Yimp = (ximp - ml)tan(bl + Y1, para a roseta 1 (65)
Yimp = (Timp — T2)tands + yo, para a roseta 2

onde (Zimp, Yimp) representam as coordenadas do local estimado do impacto no sistema
cartesiano (z,y), e (z1,%1),(x2,y2) representam as coordenadas dos centroides de cada

roseta. Da equagao (65), tem-se:

(Timp — T1)tandy + Y1 = (Timp — T2)tands + yo (66)
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Rearranjando os termos da equagao (66), obtém-se um sistema linear de equagoes que

pode finalmente ser resolvido para as coordenadas do local onde ocorreu o impacto:

L p-nt ritang; — rotangs
e tang, — tang,

(67)

Yimp = (ximp - xl)ta'nd)l + (68)

3.5 METODOLOGIA EXPERIMENTAL

Para realizacao do experimento, foram utilizadas as instalagoes e materiais disponi-
veis no Laboratorio de Sistemas Inteligentes do grupo de pesquisa GMSINT. O arranjo
experimental foi realizado de acordo com o esquema representativo da Figura 18 e serd

detalhado a seguir.

Figura 18- Ilustracao dos materiais e equipamentos utilizados no experimento.

Condicionador de Sinais

e N S

Placa de Aquisi¢ao
de Dados

Placa instrumentada com PZTs

Fonte: Autoria prépria.

O corpo de prova foi uma placa laminada de fibra de carbono/resina epéxi de trama
simples (plain weave) com 13 camadas e sequéncia de empilhamento de [0/90] graus, com
cura realizada a 120°C'. Suas dimensoes sao (1,06;1,10;0,002)m. Para melhor andlise,
a area efetiva considerada foi de (1 x 1)m, com origem do sistema cartesiano (x,y) no
canto inferior esquerdo da placa, conforme Figura (19). O centroide das rosetas 1 esté
localizado na posigao (0,7;0,7)m, enquanto o centroide da roseta 2 esta localizado na

posigao (0,3;0,3)m, conforme mostra a Figura (19).

Os transdutores utilizados sao MFCs M-2814-P2, fabricados pela empresa Smart
Material Corporation, de dimensoes gerais (I x b) = (37 x 18)mm e dimensoes ativas
(28 x 14)mm (&rea ativa do transdutor). As constantes eletromecénicas importantes para
o equacionamento sao fornecidas pelo fabricante e sdo mostrados na tabela (1). Eles foram
colados em formato de roseta em delta, formando dngulos de 120° entre eles, conforme a
figura (20).
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Figura 19- Corpo de prova instrumentado com transdutores MFC em formato de rosetas.

1000mm

Fonte: Autoria prépria.

Figura 20- Roseta de transdutores MFC em formato delta.

Fonte: Autoria prépria.

Para a colagem dos sensores, foi utilizado o adesivo cianoacrilato LOCTITE 401 da
marca Henkel. Os cabos, recomendados pelo fabricante, sao do tipo Blindado KMP 2x24
AWG(T), para minimizar ruidos e interferéncias. De modo a emular condigbes de contorno

aproximadamente livres, evitando, sobretudo, o apoio sobre pontos de contato rigidos, a
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Tabela 1- Constantes eletromecanicas dos transdutores MFC.

dgl(pC/N) d32(pC/N) El(GPCZ) EQ(GP&) V12 v21 G12(GPa) egd(nF/m)
-170 -170 30,336 15,857 | 0,31 | 0,16 5,515 16,82

Fonte: Autoria prépria.

placa foi pendurada através de elasticos em um suporte fixado em uma mesa inercial.
Deste modo, a geracao de ondas de impacto originadas a partir de contato indireto com
o ambiente foi evitada, garantindo, assim, que apenas ondas de impacto diretas sejam
contabilizadas no método. A figura (19) mostra a placa de fibra de carbono/resina epdxi,

com as duas rosetas coladas e os cabos soldados.

Os sensores foram conectados a um condicionador de sinais, desenvolvido dentro da
propria universidade pelo doutorando em Engenharia Elétrica Rodrigo Nunes Oliveira
(Laboratério de Qualidade da Energia Elétrica), afim de converter a carga elétrica gerada
pelo PZT em um sinal de tensao com uma baixa impedancia de saida em relacao a
impedancia de entrada da placa de aquisicao, e niveis de tensao relativamente elevados
em relagao ao fundo de escala da placa de aquisicao. O condicionador possui seis canais,
um filtro passa alta na entrada, com frequéncia de corte de aproximadamente 340Hz e um
estagio amplificador baseado em cargas. A frequéncia de corte foi definida para eliminar
a interferéncia de 60Hz proveniente da rede elétrica e seus harmonicos predominantes (3°
e 5°). Cada canal possui um ganho ajustavel independente, sendo que os seis canais foram

calibrados para ter o mesmo valor de ganho.

Os canais da saida do condicionador foram ligados a uma placa de aquisicao NI USB-
6251 da empresa National Instruments (Figura 21), que é um dispositivo que se conecta a,
computadores via USB para obtencao de medidas. A placa em questao possui 16 entradas
de 16 bits e taxa de aquisi¢ao de até 1,25MS/s. Foram utilizadas 6 entradas analdgicas
para as rosetas piezelétricas, conectadas a partir do condicionador de sinais. Para utilizar
a placa de aquisicao, é necessario construir um Instrumento Virtual no software LabVIEW,
também da empresa National Instruments. Nesse software foi realizada a configuragao
dos canais de aquisi¢ao e de pardmetros importantes, como frequéncia de amostragem e

tempo de aquisicao de sinais, além do armazenamento dos dados coletados.

Afim de manter um objeto padrao para a excitagdo da estrutura e simular impactos
gerados por ferramentas de manutencdo ou por outro evento inesperado, os impactos
foram produzidos com um pequeno martelo plastico com ponta metélica (Figura (22),
que normalmente ¢é utilizado para gerar impactos pontuais e quebrar vidros em caso de
incéndios. Entretanto, os impactos poderiam ser originados por qualquer outro objeto
sem afetar a eficiéncia do método em questao. O arranjo experimental completo pode,

enfim, ser observado na Figura (23).
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Figura 21- Condicionador de sinais conectado a placa de aquisicio de dados NI USB-
6251
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Fonte: Autoria prépria.

Figura 22- Martelo utilizado para gerar impactos na estrutura.
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Fonte: Autoria prépria.

Através do sistema de aquisi¢ao, os dados foram coletados simultaneamente em todos
os canais para cada impacto realizado, com uma frequéncia de amostragem ( fs) de 100kHz.
Esse parametro foi definido apos testes utilizando um osciloscépio digital modelo DSO-X
3014A da marca Agilent Technologies, 100MHz, 1GSa/s. Foram selecionados 4 dos 6
sensores disponiveis para coletar dados dos impactos, conforme a figura (24). Os sinais
foram coletados para diversos impactos e através da analise do dominio da frequéncia dos
mesmos, realizadas com o médulo de matematica do préprio osciloscépio, notou-se que
nenhuma excitacao excedia 20kHz. Assim, o valor de 100kHz mostrou-se apropriado para
a aquisicao dos sinais utilizando o arranjo experimental ja mencionado, pois nenhuma
informacao seria perdida, satisfazendo o teorema de amostragem de Nyquist-Shannon, e

a taxa de aquisicao maxima da placa nao seria excedida.
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Figura 23- Configuracao do experimento realizado no Laboratoério de Estruturas Inteli-
gentes - GMSINT.
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Fonte: Autoria prépria.

Figura 24- Osciloscopio digital modelo DSO-X 3014A da marca Agilent Technologies.
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Fonte: Autoria prépria.

Para a realizacao dos ensaios nao foi utilizado trigger no software LabVIEW. O pro-
grama era iniciado e pausado manualmente, portanto os tempos de aquisicao sao diferen-
tes para cada impacto. Os dados coletados nos ensaios foram salvos em um computador

e processados utilizando uma rotina no software MATLAB®, desenvolvida pela autora

utilizando o equacionamento detalhado na metodologia.

Com os resultados em maos, a precisao da localizacao do impacto através da metodo-
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logia proposta pode ser verificada através da seguinte fungao de erro:

Err = \/(xreal - ximp)Q + (yreal - yz’mp)2 (69)

onde Ty € Yimp sao os locais de impacto detectados através da metodologia proposta e

Treal € Yreal SA0 08 locais exatos onde ocorreram os impactos.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os experimentos foram realizados de acordo com a metodologia apresentada no Ca-
pitulo 3. O sinal de resposta a um impacto realizado na coordenada Cartesiana (x =

300mm;y = 600mm) medido pelo sensor MFC A é apresentado na figura (25).

Figura 25- Sinal obtido pelo sensor A em resposta a um impacto.
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Fonte: Autoria prépria.

Os sinais janelados com 1600 pontos obtidos pelos sensores A, B e C (roseta 1) podem
ser observados na figura (26) e os sinais obtidos pelos sensores D, E e F (roseta 2) sao

apresentados na figura (27).

O fluxograma do algoritimo desenvolvido para estimativa do local do impacto é mos-
trado na figura (27). Os sinais de resposta ao impacto medidos por cada sensor foram
inseridos na rotina, entdo o valor V; (conforme equagao 59) para cada sinal foi obtido
aplicando a norma infinita para cada um. Para obtencao de tal valor, foram realizados
testes com o valor RMS, energia total do sinal e valor de pico a pico, entretanto, a norma

infinita mostrou-se mais apropriada para o método.

As propriedades dos sensores apresentadas na tabela (1) e os angulos «a; foram utili-
zados para encontrar o fator de sensibilidade longitudinal, S7, conforme a equagao (56) e
a matriz de transformagao [T'], equagdo (63). entdo esses valores foram utilizados para

encontrar o angulo principal de deformagio para cada roseta (¢1 e ¢, equagio 64), for-
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Figura 26- Sinais obtidos pela roseta 1 em resposta a um impacto.
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Fonte: Autoria prépria.

Figura 27- Sinal obtido pela roseta 2 em resposta a um impacto.
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Fonte: Autoria prépria.

necendo assim a localizagdo do impacto, conforme a figura (29), gerada pela rotina em
MATLAB® e tratada no software livre Inkscape. Tal software é utilizado para edicao de
figuras, possibilitando o desenho das rosetas e dos angulos para uma melhor representagao

do método.
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Figura 28- Diagrama de blocos representando a rotina desenvolvida para localizacao
dos impactos.
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Fonte: Autoria prépria.

Figura 29- Localizagao do impacto através dos angulos ¢, e ¢o encontrados.
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Fonte: Autoria prépria.

Seguindo este procedimento, 12 impactos foram realizados. Os sinais obtidos por cada
sensor foram salvos e analisados, fornecendo a localizacao detectada dos mesmos. O erro
para cada impacto foi calculado através da equagdo (69). Os resultados encontram-se
ilustrados nas figuras (30, 31, 32, 33, 34 e 35), onde a localizacdo do impacto detectada,

pelo método ¢é representada por um circulo rosa aberto, enquanto a localizacao real do
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impacto é representada por um circulo azul fechado.

Figura 30- Localizacao dos impactos utilizando o método das rosetas piezelétricas -
Impactos 1 e 2.
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Fonte: Autoria prépria.
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Figura 31- Localizacao dos impactos utilizando o método das rosetas piezelétricas -
Impactos 3 e 4.
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Fonte: Autoria prépria.
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Figura 32- Localizacao dos impactos utilizando o método das rosetas piezelétricas -
Impactos 5 e 6.
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Figura 33- Localizacao dos impactos utilizando o método das rosetas piezelétricas -
Impactos 7 e 8.
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Figura 34- Localizacao dos impactos utilizando o método das rosetas piezelétricas -
Impactos 9 e 10.
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Figura 35- Localizacao dos impactos utilizando o método das rosetas piezelétricas -
Impactos 11 e 12.
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Fonte: Autoria prépria.

Para melhor visualizacdo, os resultados apresentados nas figuras (30, 31, 32, 33, 34

e 35), foram resumidos na tabela (2) e plotados em apenas um grafico, apresentado na
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figura (36). Os circulos lforam igados por uma linha para indicar que as localizages sdo

referentes a um mesmo impacto.

Tabela 2- Localizacao real, localizagao detectada pelo método das rosetas piezelétricas

e erro para 12 impactos.

Impacto | Trea (M) | Yrear (M) | Timp (M) | Yimp (m) | Erro (mm)
1 0.2 0.8 0.2283 0.7922 29.4
2 0.7 0.8 0.6783 0.7901 23.9
3 0.3 0.7 0.2714 0.6735 39.0
4 0.2 0.6 0.2403 0.5641 54.0
5) 0.3 0.6 0.2872 0.5626 39.5
6 0.4 0.6 0.3866 0.6353 37.8
7 0.5 0.5 0.5066 0.5394 39.9
8 0.8 0.5 0.7846 0.5490 51.4
9 0.2 0.4 0.2269 0.4391 47.5
10 0.7 0.4 0.6801 0.3782 29.5
11 0.5 0.2 0.5109 0.2532 54.3
12 0.8 0.2 0.7690 0.2868 51.2

Fonte: Autoria prépria.

Figura 36- Representacao dos resultados encontrados para 12 impactos produzidos em

uma placa de fibra de carbono.
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O erro médio das localizagoes detectadas pelos 12 impactos foi de 41.44mm, enquanto
o menor erro foi de 23.9mm e o maior de 54.3mm. Dadas as dimensdes efetivas da placa
(1000mm x 1000mm), a localizagdo média dos impactos apresentou um erro de 4.1%, o

que é muito satisfatério para uma placa de material compdsito.

Alguns fatores podem ser considerados como fontes de erro no experimento. Os senso-
res sao fornecidos em forma individual e foram manualmente colados a fim formar rosetas,
podendo existir pequena variacao no angulo de 120° entre cada sensor. Considera-se ainda
que o sensor sofre a mesma deformagao que a estrutura, entretanto, a camada de cola
pode gerar amortecimento na deformagao. Os impactos foram realizados manualmente,
gerando desvios entre os pontos escolhidos para os impactos e os reais pontos de impacto,
porém, tais desvios foram mantidas dentro de limites minimos, da ordem de poucos mili-

metros.

Outros ensaios foram realizados utilizando esferas de ago de 4 e 6mm de didmetro,
as quais apresentaram resultados igualmente satisfatérios ao martelo. Porém, devido a
necessidade de um mecanismo propulsor para arremessar as esferas, e a dificuldade em
garantir que elas atingiram o ponto desejado, optou-se por apresentar apenas os ensaios

realizados com o martelo, os quais podem facilmente ser reproduzidos experimentalmente.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou o estado da arte de localizagao de impactos, conceitos fun-
damentais para estudo do problema e uma metodologia que se baseia em trabalhos que
utilizam o conceito de rosetas piezelétricas de Macro Fiber Composite para localizagao de
impactos em materiais compoésitos. A grande vantagem desta metodologia é nao precisar
saber a velocidade de propagacao das ondas na estrutura anisotropica, portanto nao re-
quer uma modelagem complexa da estrutura ou uma grande quantidade de sensores para
a determinagao experimental da mesma e nem a realizacao de ensaios para treinamento

de redes neurais artificiais.

Para validar a metodologia proposta, experimentos foram realizados no Laboratorio
de Sistemas Inteligentes do grupo de pesquisa GMSINT. Foram realizados 12 impactos
em diversas posicoes, afim de cobrir uma grande area da placa. O erro médio das loca-
lizagoes detectadas foi de 41.44mm, enquanto o menor erro foi de 23.9mm e o maior de
54.3mm. Dadas as dimensoes efetivas da placa (1000mm x 1000mm), a localiza¢ao média
dos impactos apresentou um erro de 4.1%. A exatidao pode ser aumentada com o uso de
uma terceira roseta, a qual forneceria dados adicionais ao método proposto, bem como
eliminaria o ponto cego presente na montagem com 2 rosetas. Tal ponto ocorre quando

¢1 = ¢9, formando retas sobrepostas, sem um ponto de interseccao entre elas.

Os pontos mais distantes testados foram (z = 800mm;y = 200mm) e (x = 200mm;y =
800mm), o que mostra a eficiéncia do método em uma area de 600mm x 600mm para a
placa de material compoésito analisada. Além disso, no arranjo experimental, as rosetas
foram coladas aproximadamente 565mm distantes uma da outra, o que é uma distancia
muito maior do que a usada em experimentos anteriores, mencionados na introdugao deste
trabalho, que utilizam o mesmo método. Enquanto os trabalhos anteriores utilizaram a
magnitude do sinal obtida no dominio da frequéncia, em uma faixa limitada de valores de
frequéncia definida experimentalmente e que varia de acordo com a estrutura analisada,
este trabalho utiliza a norma infinita dos sinais no dominio do tempo, que funciona da
mesma maneira para qualquer material. Este trabalho também estendeu a metodologia

para impactos de baixa velocidade, que nao haviam sido analisados previamente.

Embora nao testado, a robustez do método deve ser preservada em eventos de mu-
danca de temperaturas. Esta conclusao é baseada no fato de que a magnitude de resposta
relativa é usada no algoritimo. Dado que os sensores sdo os mesmos, a temperatura

afetaria todos da mesma maneira, portanto essa mudanca nao deve introduzir erros.
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5.1 ETAPAS FUTURAS

Para a continuidade do trabalho, propoe-se a andlise de variancia dos resultados
repetindo os impactos 10 vezes para cada ponto, analisando a média e o desvio padrao
de cada um. Além disso, o ensaio pode ser repetido para pontos mais extremos da placa,
para verificar se o método ainda é capaz de identificar a localizagdo dos impactos em

regioes mais distantes que as apresentadas.

Conforme citado anteriormente, sugere-se a adi¢do de uma terceira roseta a sin fim
de propiciar uma analise de sua influéncia nos resultados, quantificando o aumento da
exatiddao do método, bem como a existéncia de aumento significativo na area maxima para
deteccao de impactos. Além disso, pode-se testar a eficiéncia do método em estruturas
mais complexas, como a seccao da fuselagem de uma aeronave, fabricada com materiais

compositos.
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APENDICE A - PROPAGACAO DE ONDAS EM MEIOS SOLIDOS
CONTINUOS

Este apéndice apresenta conceitos fundamentais sobre a propagacao de ondas em

meios solidos continuos, para casos unidimensionais e bidimensionais.

A1 PROPAGACAO DE ONDAS UNIDIMENSIONAIS NO CONTINUO
A.1.1 Ondas e vibragoes em cordas longas

Muitas aplicagoes do fenomeno de ondas envolvem uma andlise matematica muito
complicada devido as complexidades geométricas do sistema fisico. A corda tensionada,
entretanto, representa um sistema fisico cuja equacgao governante é mais simples, quando

comparado a problemas tridimensionais.

Apesar de mais simples, muitas motivacoes praticas existem para este estudo. As
caracteristicas de muitos instrumentos musicais sao baseadas nas vibracoes de cordas. A
dindmica das linhas de transmissao elétrica sdo modeladas através de cordas. Proble-
mas na dinamica de cordas surgem na manufatura do fio. Além disso,a corda elastica é

interessante por questoes matematicas.

Primeiramente, deve-se desenvolver a equacao governante para uma corda tensionada.
Dado que fronteiras inevitavelmente introduzem complicagoes na propagacao de ondas
devido ao fendmeno da reflexdo, as primeiras consideragoes envolvem cordas “longas”,
isto é, cordas infinitas ou semi-infinitas, nas quais nao aparecera o problema de reflexao.
As caracteristicas basicas de ondas livres e ondas que resultam do movimento forcado

serao estudados nestas condigoes.

Equacao governante de uma corda tensionada

Considere um elemento diferencial de comprimento infinitesimal dS de uma corda sob
tragdo T', como mostrado na figura (37). Assume-se que qualquer varia¢do na tensao
devido ao deslocamento da corda é desprezivel. A densidade de massa por unidade de

comprimento é p e a for¢a do corpo ou carregamento externo é dado por ¢(z,t).

Conforme mostra a figura (38), o comprimento infinitesimal da corda pode ser apro-
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Figura 37- Elemento diferencial de uma corda tensionada.

Y a

T
q e x+dx

y+dyp-———————————————— -—
N <1
ol T~
T | !
| |
| |
| |
|

>
X x+dx X
Fonte: Autoria prépria.
ximado por:
ds® = dy” + da® (A1)

ds 2\/dy* + dz* (A.2)

ds dy \?
= 1+(%) (A.3)

Da equagao do movimento na dire¢ao vertical (2 Lei de Newton), tem-se que

Z F,=my (A.4)
onde,

.02

j= 8_7512/ m= pds (A.5)

Assim, a equacao de movimento resultante na direcao vertical é

2
~Tsen (6|,) +Tsen (0],,,,) +qds=pds % (A.6)



Figura 38- Aproximagao do elemento diferencial dS.

dx

Fonte: Autoria prépria.

Usando a expansdo em série de Taylor para o termo 6|, , ,

00

9|z+dm = 0|x + %d.%
Logo,
2
~-T'sen (§|,) +Tsen (6’|$ + %dm ) +q ds = pds %

Linearizando a funcao seno em torno de 6, ou seja, para 6 <

sen (0) = 6
pois,
en ()= 0- 0+ 2T
Portanto,
=T, +T6|, + T%dm +q'ds = pds %
06 %y

T%dx+q ds = pds 2

tem-se:

69

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)
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Da figura tem-se sen (#) = %. Como 6 <, assim:

dy N dy
0 = I eds 2 \[/1+ (dx) dx (A.13)

fazendo com que a equagdo (A.12) seja reescrita como

0 / / 8y y
ax 3x d +q 1+ (9752 (A.14)

Sendo 6 «, gy <« 1. Assim,

Py 0%y
T—+q =p — A.15
oz "1 7P e (A.15)
Algumas solugdes para esta equacao diferencial parcial (EDP) nao-homogénea de se-
gunda ordem serao investigadas nos topicos a seguir. Uma forma de interesse particular
é a equacao diferencial parcial homogénea obtida definindo que nao ha carregamento

externo (¢ =0), resultando em:

Py 1 0%y
002 = % (A]_?)

onde ¢y ¢ a velocidade de propagacao da onda.

Esta equacao que governa o movimento transversal livre da corda é conhecida como
equacao da onda. Ela possui um niimero de propriedades interessantes e também servird
para outros sistemas elasticos. Ela pode ser resolvida por varios métodos, entretanto,
serao apresentadas apenas duas abordagens: o método de separacao das variaveis e o
método de d’Alembert.

Método de Separacao das Variaveis
Seja

y=y(z,t) =X (x)T(t) (A.18)

a equagao (A.16) pode ser reescrita como

X" T Lx 7 (A.19)

C2
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ou
?X 1 _d*T
T—s==X— A.20
de? & dt? (A.20)
2 2
L&X 1T +k? = cte (A.21)

X di? TS i

Se, para ambas as equacoes, em x e em t houver o problema de valor caracteristico,

o sinal de k? é negativo. Assim,

X" T
L e A.22

X Ta ( )

Logo, tem-se duas equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) de 2% ordem que juntas

descrevem o movimento da onda:

X"+ k2X = 0
{ ’ (A.23)

T+k2c2T =0

Método de Solugcao de uma EDO de 22 ordem

A solucao de uma EDO de 22 ordem pode ser dada por

a—= + bd— +cy=0 (A.24)

cuja equagao caracteristica é

ar®* +br+c=0 (A.25)

onde r é a variavel caracteristica e as raizes da equagao caracteristica sao

b+ Vb -4ac
2a

(A.26)

2=

Ha trés possibilidades para as raizes da equacao:

e Se b? —4ac=0,
b

r=ry=-oo o numero real (A.27)

Sy = CreT 4+ Coxe™” (A.28)
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eSeb?-4ac>0,r eryeR
Sy = Cren 4+ Coe™” (A.29)

eSe b2 —4ac< 0,1 ery eC
y = Cysen(rz) + Cycos(rx) (A.30)
onde C] e (5 sdo constantes arbitrarias.

A solucao das 2 EDOs encontradas se encaixa no 3° caso, pois b — 4ac < 0. Logo,

X (x) = ¢y sen (kx) + co cos(kx) (A.31)

T(t) = c3sen (kcot) + cq cos(kegt) (A.32)

Sabe-se que y = X (x)T(t) e kcg = w
y = [crsen (kx) + o cos(kx)][czsen (keot) + ¢4 cos(keot) ] (A.33)
y = cysen (kx)cgsen (keot) + ¢y sen (kx) ey cos(kegt) + o cos(kx)essen (kegt)

A.34
+ ¢9 cos(kx)cy cos(keot) ( )

y = Arsen (kx)sen (wt) + Assen (kx) cos(wt) + Az cos(kx) sen (wt) + Ay cos(kx) cos(wt)

(A.35)

Usando algumas identidades trigonométricas:

Tabela 3- Identidades trigonométricas de senos e cossenos.

sen (kz)sen (wt) = 3[cos(kx — wt) — cos(kx + wt)]

sen (kx) cos(wt) = [ sen (kx +wt) — sen (kx —wt)] Fonte: Autoria propria.

cos(kx — wt) + cos(kz + wt)]

il
cos(kzx) cos(wt) = 5[

Pode-se reescrever a equagao anterior:

Y= Alé[cos(kx —wt) + cos(kx +wt)] + Ag%[sen (kx +wt) — sen (kz — wt)]
(A.36)
+ Agé[sen (kx +wt) - sen (kz — wt)] + A4%[cos(kx —wt) + cos(kx + wt)]
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Logo,

y = By cos(kx —wt) + By cos(kx + wt) + Bzsen (kx + wt) + Bysen (kx —wt)  (A.37)

onde as constantes By, By, By e B4 podem ser encontradas utilizando as condigoes de con-

torno.

Numeros Complexos

As funcgoes trigonométricas seno e cosseno podem ser escritas em séries de poténcia,

como:
03 6 07
sen9=9—§+a—ﬂ... (A38)
62 04 66
C089:1——!+E—a... (A39)
Dado o Teorema de Taylor (Expansdo em Série de Taylor) em torno de 0:
2
F(@) = £(0)+zf'(0) + % £7(0) + ... (A.40)
O exponencial natural em série de poténcia é dado por:
2 .3
SR T (A.41)
2! 3l
fazendo x =16, onde ¢ é um ntimero imaginario, ¢ = /-1, tem-se:
202 303 j4pd
o . ., 1202 P0% 0t
e’ =1+1i0+ TR TR (A.42)
, 02 6+ 66 03 6> o7
0 _1_ 2 2 7 : o
e TR T +...+14[0 T +...] (A.43)
logo,
e = cosf +isenf (A.44)

A equagao (A.37) pode ser reescrita usando:

y(ZL‘7 t) - Alei(kx+wt) + Ble—i(kx—wt) <A45)
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Para uma onda em um corda de comprimento infinito nao existe reflexao. Portanto,

tem-se

y(x,t) = Acos(kx — wt) (A.46)

A equagao (A.46) pode ser plotada para observar a posi¢do da onda em diferentes

instantes de tempo (figura 39).

Figura 39- Posicao da onda em trés diferentes instantes de tempo.

Fonte: Autoria proépria.

Uma visualizagao global para todos os instantes de tempo é dada pelo plot 3D desta

mesma equagao:
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Figura 40-

Movimento harmonico da corda em todos os instantes de tempo.

A (amplitude)
=
!

=
im
£

- 1
, 06 '
0.
0z

0 : ¥ (comprimento)
Fonte: Autoria prépria.

Solucgao de d’Alembert

Uma solugao classica foi apresentada por d’Alembert em 1747, permitindo grande

conhecimento do fenémeno de propagacao de ondas. Para tal, considera-se a equagao da
onda, dada pela equagao (A.16):

2y 1y
0x?  cg? Ot?

e introduz-se a seguinte substituicdo de variaveis

E=x—cot (A.47)

n=x+cot

(A.48)

Através da regra da cadeia para derivacao, tem-se

Oy _ 0y o€  Oyon _dy Oy
Or  0E0r  omor 0 on (4.49)
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Oy _ 0y Oyom __ Oy Oy
ot " ocot  onot . Coc oy (4.50)

A derivada segunda fornece

0%y 0%y 9 0%y . 0%y

= A51
ox? 0&  0&0n  On? (A.51)
82y 9 (aQy aQy 823/)
— = — -2 — A.52
oz~ \oe2 ~ “ocon " o (A.52)
Substituindo na equacao da onda, tem-se
y(&,m)
- A.
e 0 (A.53)
que também pode ser escrito como
d[oy] Oy _
o€ [@77] =0, onde o g(n) (A.54)
ou
0 [y y
—[ZZ] = =7 = A.
Integrando diretamente, tem-se que
y(& n)=F(&)+G(n) (A.56)

Finalmente, retornando as varidveis (x,t) tem-se a solucao classica de d’Alembert

para a equagao da onda

y(x,t) = F (z—-cot) + G(z + cot) (A.57)

Considerando estes resultados, primeiro nota-se que F' e G sao fungoes arbitrarias
de integracao que serao especificamente determinadas pelas condig¢oes iniciais ou funcao
forcada de um dado problema. Deve-se notar que estas func¢oes representam a propagagao
de distturbios. No caso de F (x — ¢ot) se x — ot = cte, a fun¢ao é constante. O aumento de
tempo requer o aumento dos valores de x para manter o argumento da funcao constante.
Isto corresponde a uma onda se propagando na direcdo positiva de x. Similarmente,

G (x + cot), é um distirbio se propagando na dire¢ao negativa de x.
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O segundo ponto para se enfatizar observando a equagao (A.57) é que, independente

da forma inicial dos disttirbios F' (z — cot) e G (z + cot), esta forma é mantida durante a

propagagao, conforme a figura (41).

Figura 41- Propagacao de um disturbio sem distorc¢ao.

Co e ('o-"'—-".
48 kg

Fonte: Graff (2012).

O fato desta onda se propagar sem distor¢ao é importante por dois motivos: ele
representa a caracteristica fundamental da equacao da onda unidimensional e serve de
comparagao com muitos sistemas fisicos onde o contrario é valido, gerando distor¢ao do

pulso durante sua propagacao.

Problema de Valor Inicial

Deseja-se determinar a forma das fungoes resultantes da solucao geral dada por (A.57)

sob condigoes iniciais prescritas na corda. Seja

y(z,0)=U (x), (A.58)

y(z,0) =V (z). (A.59)

Da solugao geral da onda dada por d’Alembert, tem-se, em ¢ =0,

U(x)=F(x)+G(x) (A.60)

V(z)=-coF' (z) + oG (z) (A.61)
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pois, da equagao (A.57), Y = F(x —cot) + G(x + ¢ot). Logo,
0y _0F0E 0G0y

- A.62
ot~ 0E Ot om ot (A.62)
dy or oG
b Al - A.
It Co (‘)§ + Co 877 ( 63)
No instante t =0, E =n==x
dy oF oG
. = = — _— —_— A. 4:
oF oG
V()= ~Gg s g (A.65)

Integrando a equagao (A.65) em ambos os lados da equagao no intervalo [b, z], onde

b é arbitrario, tem-se

Fz) - G(x) - —% [V (A.66)
F(z)+G(x)=U(z) (A.67)

Somando as equagoes (A.66) e (A.67),

2F(2) = U(x) - Clo [ vnym (A.68)

F(z) - %U(x) _ zico [ vnyam (A.69)
G(z)=U(x) - F(x) (A.70)
Gx) - %U(a:) ) 2—; [ vnyam (A71)

Assim, na solugao de d’Alambert, no instante de tempo ¢ = 0:

y(z,0) = %U(w) - 2%0 fb V(m)dm + %U(w) . 2%0 /b Vim)dm=U(z)  (A.72)
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Para um instante de tempo qualquer diferente de 0, tem-se

1 1 ot 1 1 T+cot
y(a,t) = ~U(x—cot) - — f V(m)dm+~U(z+col) + — f V(m)dm (A.73)
2 2co Jb 2 2co Jb

y(z,t) = %[U(QJ —cot)+U(x+cot) ] + 2%0 [— fb " V(m)dm + fb“cgt V(m)dm] (A.74)

y(x,t) = %[U(x —cot) +U(x+cot)] + * [fx:)t V(m)dm + fb“cgt V(m)dm] (A.75)

200

y(,t) = %[U(m ~cof) + U+ cot)] + 2%0 [ i tt V(m)dm] (A.76)

y(,t) = %[U(m ~cof) + U+ cot)] + QLCO[H(x v cot) - H(z - cot)] (A.77)
onde

H(x +cot) — H(x - cot) = _xﬂ:)t V(m)dm (A.78)

Caracteristicas da Solucao

Utilizando a mudanga de variavel:

E=x—cot (A.79)

n=x+cyt (A.80)
e fazendo

E=cteen=cte (A.81)

tem-se no plano (z,t) a representagao de duas retas

p=20 (A.82)
Co
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—z+
p= 21N

(A.83)

Co

Estas linhas sao conhecidas como caracteristicas da solucao e sobre estas linhas tem-se

f(&) = constante e g(n) = constante.

Figura 42- Representagao do plano caracteristico da propagacao de um distirbio em

uma corda.
/ A
T]=a T]=—a a:—a a:a

Fonte: Autoria proépria.

Estas linhas representam a frente de onda, porém nao contém a informacgao sobre a
amplitude. Esta representacao é util em mecanica dos fluidos, em ondas de choque e onde

hé muitas reflexdes com a fronteira.



81

Tipos de Condigoes de Contorno

Figura 43- Condicoes de contorno na fronteira da corda.

Diagrama Equacao

y(0,2) =0

P T
- 0 (O,t
Amortecedor 2‘%‘( S el a(0,0)=T %

Fonte: Autoria prépria.

Condicao de Contorno Fixa - Corda Finita

Supondo que a corda esteja fixa nas extremidades, tem-se as seguintes condigoes de

contorno:

c.c.{ y(0.4) =0 (A.84)
y(l,t)=0

C.I. { Y(x,0)=Ul) para 0<x <l (A.85)

Y (2,0) = V(x)

As fungoes U(x) e V(z) devem se anular nos extremos para qualquer valor de t.
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Para se utilizar o método de solu¢ao de d’Alembert, é necessario conhecer U(x) e

V(x) para todos os valores de z, pois

T £ col > 00 set —> oo (A.86)

e aplica-se = + cot nas fungoes U(x) e V(z). Assim, para satisfazer as condiges de
contorno em qualquer instante de tempo, as fungoes U(z) e V(z) devem ser fungoes

impares e periddicas.

A.1.2 Ondas longitudinais em uma barra fina

Fisicamente, as ondas longitudinais que se movem em uma barra sao diferentes das
ondas transversais que se propagam em uma corda. Contudo, matematicamente estes dois
sistemas sao semelhantes, assim, a mesma equagao da onda que governa o movimento em
uma corda, governa o movimento das ondas longitudinais e uma barra. Considere uma

barra prismatica e reta:

Figura 44- Representaciao de uma barra fina (a)e das tensdes normais que atuam no
seu elemento diferencial (b).

— dX o

é & c G+a—cdx

ﬁ/\; X—>»+—>U
(a) (b)

Fonte: Autoria propria.

A coordenada x se refere a posicdo da secao transversal da barra que estd sendo

analisada, enquanto o deslocamento longitudinal da secao é dada por u(z,t).

Assume-se que o campo de tensao na barra o(x,t) é dindmico e que ¢(x,t) é a forca

de campo por unidade de volume. Logo, a equagao do movimento na direcao x é dada

por
2
-0A+ (o+ g—;dx)A +qAdx = pAdx% (A.87)
reduzindo-se a:
Jo 0%u
v -y A.
R Al v (A.88)

Esta equacao é valida para qualquer material, elastico ou nao.
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A equagao (A.88) possui duas incognitas: ¢ e u, para fechar o problema, precisa-se
de uma outra equacgao, a equagao constitutiva dos materiais. Supondo materiais elasticos

lineares, tem-se:

o=Fe (A.89)
e
ou

onde E é o médulo de Young e € é a deformacgao especifica.

Assim, se E = constante,

0 ou 0%u
0%u 0%u
Ese g=0,
0%u  J%u
oz o (4.93)
0%u 1 0%u
yr_- YY" A.94
dx? ¢k ot? (4.94)
A velocidade da onda é
E
co=1]= A .95
0 p (A.95)

Caracteristicas Basicas de Propagacao

Para propagacao de ondas longitudinais, a solucao de d’Alembert também ¢é valida.

Assim,

u(x,t) = F(x - cot) + G(x + cot) (A.96)

Assim, ¢y é a velocidade de propagacao da onda longitudinal em uma barra sem

distorgao. Tipicos valores da velocidade de propagagao sao da ordem de 5.10% m/s.
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Tabela 4- Velocidade de Propagacido da onda em uma barra para diversos materiais.

Material | Velocidade 103(m/s)
Acgo 5,06
Aluminio 5,23
Bronze 3,43
Céadmio 2,39
Chumbo 1,14
Cobre 3,58
Estanho 2,72
Ferro 9,18
Magnésio 4,90
Niquel 4,75
Ouro 2,03
Prata 2,64
Tungsténio 4,29
Zinco 3,81

Fonte: Giurgiutiu (2007).

A.1.3 Ondas Torcionais em uma Barra

Considere um elemento diferencial prismético reto sujeito a um torque variavel T,

conforme a figura (45).

Figura 45- Representagao da aplicacao de torque em um elemento diferencial
prismatico reto.

Fonte: Autoria propria.

O balanco dindmico de momentos é dado por

2
-T + (T + g—zdx) = pldx% (A.97)
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onde I = [,7r2dA é o momento de inércia polar e p é a densidade por unidade de compri-
mento. Logo,
or 0%

e TH (A.98)

Sabendo que a relacao do torque com o deslocamento angular pode ser escrito como

00
T=J5 (A.99)

onde J ¢ a rigidez torcional. Assim,

0’0 pl 9%0 0’0 1 0%0
=77 - = A.100
ox?z J 0t? ou 0r?  c,? Ot? ( )
onde ¢, = if ¢ a velocidade de propagacao de ondas de cisalhamento no material.
P

Exemplos do célculo da rigidez torcional para diferentes se¢oes podem ser encontrados

na figura (46):

Figura 46- Rigidez torcional para diferentes se¢oes transversais.

Forma J (Rigidez Torcional)

Circular

nr4 G*
@ 5

Circulos Concéntricos

@ n(n;— 1?42 G

Elipse
Li 23:JJ a-+b
Retangulo
b “;b G

«— 29—

Tridngulo Equilatero
4

a
/2 557

*G: médulo de elasticidade transversal.

Fonte: Autoria proépria.



86

. 4 .
Para o caso circular, tem-se que I = %-. Assim,

¢, = \/pZI - \/g (A.101)

onde

E

“= 51

(A.102)

onde v ¢é o coeficiente de Poisson e £ é o mdédulo de Young.

A.1.4 Ondas de Flexao em uma viga

Considere uma viga infinita, conforme mostrado na figura (47-a) e seu elemento dife-

rencial (47-b)

Figura 47- Representacao de uma viga sofrendo um movimento transversal (a) e de
seu elemento diferencial sob diversos carregamentos (b).

< «

(b)

Fonte: Autoria propria.

onde,
M: momento de flexao;

V' forga cisalhante;
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q(z,t): forca distribuida.

A equacao de movimento para as forgas verticais é dada por:

2

oV 0%y
-V+(V+ %dx) +qdx = pAde (A.103)

= 4g=pA=— (A.104)

Desprezando os momentos de inércia de rotagao

V= %—]‘j (A.105)
0*M 0%y

Para pequenas deformagoes, pode-se associar o deslocamento na viga com o momento

interno aplicado.

Py M

022~ EI (A.107)
Assim, isolando M em (A.107) e substituindo em (A.106), tem-se
92 52y 82y
_Er=—=2 = pA—=2 Al
0x? ( 81’2) Ta=p ot2? (A.108)
0? 0%y 0%y
— |12 = pA—2 Al
0x? (E 6x2) v =pA ot2 (A.109)

A equacao (A.109) representa a equagao governante do problema. Se a carga externa
for nula ¢ = 0. Supondo que o material da viga é homogéneo, entao F é uma constante, e

supondo que a secao transversal é constante, I é constante.

oy 10%

a’ = E—i (A.111)
p

A equagao (A.111) nao segue o modelo da equacao da onda apresentada até o momento.



Assim, a nao representa a velocidade de propagacao da onda.
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A restricao feita sobre a viga ser homogénea nao é fundamental, ou seja, vigas que

nao sdo homogéneas devem ser analisadas a partir da equacao (A.109), o que aumenta a

complexidade matematica do problema.

Uma solugao para a equagao (A.110) é dada pelo método de separacao das variaveis:

y(z,t) =Y (z)e™

onde Y é funcao apenas de x.

Substituindo em (A.110)

0* 02
P @)+ O (1)) =
d* Y(x)( it 4 Y( )dQ(e“"t) 0

4
d Y($)( zwt) + — Y($)€ZWt(ZW)2
d4Y(x) )

T Y(m)z i?=-1
dAY(z) 1.

T =Y (z)w? =0

e fazendo
2
k‘il = w_ k* = g
a? a

dY () e

= kY (x) =

Admitindo que a solugao de (A.119) é dada por:

Y (z)=Ce™

(A.112)

(A.113)

(A.114)

(A.115)

(A.116)

(A.117)

(A.118)

(A.119)

(A.120)
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Substituindo (A.120) em (A.119), obtém-se a equagao caracteristica da EDO de 4*

ordem:

Crie™ - kiCe™ =0 + Ce™ (A.121)

rt—kt=0 (A.122)

As raizes da equacgao caracteristica (A.122) sdo:

r= k*
=k,
e (A.123)
re = ik,
Ty = —Z.]{?*
Logo, a solugao geral de (A.119) baseada em (A.120) é dada por
V() = AR ® + Age ™% + Age™® 4 Ageiem (A.124)

A equagao (A.124) é valida, pois cada termo é uma solugdo de (A.119) e todas as
solugoes formam um conjunto independente, ou seja, a fungdo solucdo é composta por

solugoes linearmente independentes entre si.

A solugao (A.124) pode ser reescrita de forma alternativa
Y (z) = Cysenh (k,z) + Cy cosh(k,z) + Cysen (k,z) + Cy cos(k.x) (A.125)

onde as constantes C', Cy, C3 e Cy sdo encontradas a partir das condi¢oes de contorno.

Exemplo de condicao de contorno:

Suponha que a viga seja biapoiada, conforme mostra a figura (48), e receba um pulso

inicial para excita-la,



Figura 48- Representacao de uma viga biapoiada.

Fonte: Autoria propria.

Assim, as condigoes de contorno as quais a viga estd sujeita sao:

Nao ha deslocamento nos extremos:

y(0,t) =0
y(l,t) =0

Nao ha momentos aplicados nos extremos ou momentos internos:

M(0,£) =0
M(1,t) =0

Assim, usando as equagoes (A.112) e (A.107) em (A.126), tem-se

A d?Y(0) _ 0

voy=0 |

Y(l) = 0 dQY/(l) _ O
dr?

Aplicando as condigoes de contorno de (A.128) na equagao (A.125)

Cysenh (0) + Cycosh(0) + Cysen (0) + Cycos(0) =0

Cysenh (k.l) + Cycosh(k,l) + Czsen (k.l) + Cycos(kil) =0
k2[Cysenh (0) + Cy cosh(0) = Cysen (0) — Cycos(0)] =0
k2[Cysenh (k1) + Cycosh(k.l) — Csysen (ki) — Cycos(k.l)] =0

Simplificando, tem-se:

Cyo+Cy=0
Cisenh (k.l) + Cycosh(k.l) + Cysen (k.l) + Cycos(k.l) =0
Cy-Cy=0
Cysenh (k.l) + Cycosh(k,l) — Czsen (k,l) — Cycos(kil) =0

90

(A.126)

(A.127)

(A.128)

(A.129)

(A.130)
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onde Cy = Cy =0, entao

i 2
Portanto, C; =0, pois senh (k.l) # 0 se k.l # 0. Logo,
Cssen (ki) =0 (A.132)
e como C5 # 0,
sen (k.l) =0 (A.133)

A equagao (A.133) é uma equagado caracteristica que define os auto-valores k, para

0s quais existe uma soluc¢ao de (A.125) que nao seja a trivial. Logo,

kel = 7,2, 3., o ks = "l—” onde n e Z* (A.134)
entao,
Y(z)=Y C,sen (#) onde n e Z* (A.135)
n=1

Portanto, a solugao geral é dada por

Y (z,t) =) Cy,sen (”lﬂ) et (A.136)
n=1

Observacgao: o valor da constante C), pode ser escolhida de forma arbitraria. Assim,
se C, =1:

Y(z,t) =) sen (#) et (A.137)
n=1

Da equacdo (A.118), tem-se k2 = £ ¢ a? = %. Portanto,

2 BT
w=ka - wz("l) I (A.138)

e

A.2 PROPAGACAO DE ONDAS BIDIMENSIONAIS EM UMA PLACA

A propagacao de ondas em uma placa é analoga a uma viga, porém, em duas dimensoes.
Considera-se entao o sistema como bidimensional e elastico, onde existe momento de flexao

e forcas internas cisalhantes, assim como na viga.
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A.2.1 Ondas de Flexao em uma Placa

Equacao Governante

Seja uma placa de espessura h e infinita nas outras diregoes, como mostra a figura
(49).

Figura 49- Representagao de uma placa de espessura h e infinita nas outras diregoes.

z

Fonte: Autoria propria.

Considere também um elemento diferencial hdxdy na placa, como mostra a figura
(50).

Figura 50- Representacao do elemento diferencial da placa.

qdxdy

oM
—dx

Fonte: Autoria prépria.

O elemento diferencial representado na figura (50) apresenta varias forgas cisalhantes,
carga externa e momentos de flexdao e de tor¢do. Os momentos de flexdo por unidade

de comprimento, M, e M, sao provenientes da distribuicao das tensoes normais o, e
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oy, enquanto os momentos torcionais por unidade de comprimento (M, e M,,) sao
provenientes das tensdes cisalhantes 7,, e 7,,. As forcas cisalhantes por unidade de
comprimento @), e (), sao provenientes das tensoes cisalhantes 7, e 7,,. Portanto, existem
3 equagoes do movimento para as forcas, mas somente a que corresponde a dire¢ao z nao
é trivial. Quanto as trés equagoes do movimento para os momentos, a correspondente

a direcao z é nula. Assim, as trés equagoes do movimento restantes sao:

0Q,
ox

2

20 02w
da:) dy-Q,dz + (Qy ; a—yydy) o+ gdudy = phdedy

_Qxdy + (Q:c + (A139)

M,
(My + 0 ydy) dx - Mydx + M,,dy - (Mxy + 0

M,
3y yd$) dy - Q,dxdy =0 (A.140)

ox

oM.

M,
3 Ccal:zc) dy — M,dy — M, dz + (Myw + oM,
x

Oy

(Mx + dy) dr — Q.dydx =0 (A.141)

O deslocamento W (x,y,t) que aparece na equacao (A.139) representa a deflexao no
meio da placa. E importante notar que os efeitos devido & inércia de rotacdo foram

desprezados nas equagoes (A.140) e (A.141). Logo, simplificando essas equacgoes, tem-se:

2
0Q. 9Q,  _  PW

- A.142
or oy 1 PVo (A.142)
oM, OM,,

- —Q, = A.l4
Gl = Q=0 (A143
OM, OM,,

—Q, - A.144

Isolando @, e @), nas equacoes (A.143) e (A.144) e substituindo em (A.142), tem-se

2M, 0*M,, 0°M,, 0?°M, PPW
+ - + +q = ph
0x? Oxdy  Oyox 0y? ot?

(A.145)

Agora, deve-se estabelecer a relacao entre os momentos e a deflexdo e também intro-
duzir a defini¢do de deformagao cinética. A figura (51) mostra os principais aspectos da,

deformagao cinética da placa.
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Figura 51- Elemento diferencial da placa com uma lamina abcd sombreada (a); Vista
lateral do elemento durante flexao (b); Vista superior da lamina mostrando deformagao

cisalhante.

L

L

"//II/II///I/llllA b/

u

Fonte: Autoria propria.

Um tipico elemento diferencial (ldmina abcd) é mostrado na figura (51-a). Este ele-
mento é localizado a uma distancia z do centro da placa. Supondo que o elemento esteja

sujeito a uma carga de flexao pura, assume-se que as deformacgoes que o elemento sofre
estao mostradas na figura (51-b).

Uma hipdtese necessaria é que as segdes transversais se mantém planas e perpendi-
culares ao plano neutro (meio da placa), exatamente como acontece em uma viga de
Euler-Bernoulli. O comportamento mostrado na figura (51-b) ocorre no plano zz e no

plano yz. Assim, as deformacoes normais da lamina sdo dadas por

Z e, =2 (A.146)
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onde r, e r, sao os raios de curvatura nos planos x -z e y — z. Se as deformagoes e

inclinagoes forem consideradas muito pequenas, a curvatura (r~!) pode ser aproximada
2w *w

por -Gz € —F. Entdo, de (A.146) tem-se

W W
T 02 Y T o2

(A.147)

Ao analisar a figura (51-c), percebe-se que ela mostra as deformacoes cisalhantes as

quais a lamina est4 sujeita (apenas rotacoes). As rotacdes dos lados sio dadas por 2% e 22

oy © o
onde u e v sao deslocamentos na direcao x e y, respectivamente. A deformagao cisalhante

de engenharia sofrida pela placa é

ou Ov

’}/xy = 8_y + 8_1* (A148)

Através da figura (51-b), nota-se que os deslocamentos u e v podem ser aproximados

por u=-z2% e v = _z%_v;/. Assim, de (A.148), tem-se

*W
oy = =2 A.149
Ty Z@x@y ( )
Portanto, aplicando a Lei de Hooke Generalizada, tem-se
E Ez (0°W  O*°W
0-$:1_V2(€x+7/€y):_1_y2(axQ +U8y2 ) (A.150)
) Ez (0°W  0*W
ayzm(ey+uez)=—1_y2 ( o7 s ) (A.151)
*W
Tay = GYay = —2G2 900y (A.152)

Desta forma, pode-se encontrar as expressoes que relacionam os momentos e os deslo-
camentos.

Considerando que a face onde a tensao normal o, atua é hdy, o momento devido a
esta tensao é dado por

h/2 h/2
deyzf/ zodydz Mx:f/ 20,.dz (A.153)
~h/2 ~h/2

Substituindo (A.150) em (A.153) e integrando, tem-se

2 2
Mx:_D(E)W aW)

5a2 TV o7 (A.154)
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onde
Eh3
D=—"" Al
12(1-7) (A.155)
De forma similar,
>Pw - PW
M, = —D( 0y +v 92 ) (A.156)
e, para o momento de tor¢ao My,
h/2 A
M,y = - f d 157
y _hj2 RTaydz ( )
Substituindo (A.152) em (A.157),
*W
M, =D(1- Al

Sabe-se também que M,, = -M,,. Portanto, substituindo as equacées (A.154),
(A.156) e (A.158) em (A.145), obtém-se

MW W 0w o*W
( 5 + 2(3x28y2 + oy ) —q=-p EYe (A.159)
Manipulando a equacao entre paréntesis,
NI*w Nrw W 9% 9\ (OPW  OPW
agj4 + 2895263/2 + ay4 = (812 + ayQ)( 72 + ay2 ) = vz vz W (A160)

O Laplaciano do Laplaciano é também conhecido como operador biharmonico,
4() = o2 o2
vi()=v2v?().
Portanto, a equagao governante para o movimento das ondas em uma placa fina é

dada por

2
D W t) + ph D (A.161)

que também pode ser escrita em coordenadas polares

*W(r,0,t)

D v*W(r,0,t h
vEW(r,0,t) +p Ry

q(r,0.1) (A.162)

onde o Laplaciano v2() é dado em coordenadas polares.

Supondo que o movimento harménico W (x,y,t) da equacao (A.161) pode ser definido
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da seguinte forma
W (w,y,t) = W(z,y)e™ (A.163)

e que a carga externa é nula, g(z,y,t) =0, a equacao (A.161) se torna

D vt (We™t) + ph%(Wem) =0 (A.164)

D v* (W)e™! + phW (iw)?e™! = 0 (A.165)

D v [W(z,y)] - pha®W (z,) = 0 (A.166)
Introduzindo o pardmetro k2, = %wQ, tem-se

(v' =KW =0 (A.167)

Em alguns momentos é conveniente utilizar a equagao (A.167) na seguinte forma:

(V2= K29+ k)W =0 (A.168)

Usando o teorema das equagoes diferenciais, a solugdo completa de (A.168) pode ser
obtida pela superposicao das solugoes, que sao encontradas pelo seguinte sistema de EDPs

de 2% ordem

(V2 + kz*)Wl =0
Lo i (Ao

Ondas de Flexao em uma Placa Retangular Biapoiada

A forma geral da onda de flexdo em uma placa retangular, representada na figura (52),
¢ obtida para resolver a equacao (A.167) para a fungao W(w, y), que depende apenas do
espago (z,y). Se for finita, esta placa estard sujeita a condigoes de contorno. Neste

exemplo, considera-se apenas uma placa biapoiada.



Figura 52- Placa finita biapoiada.

\ 4

a

Fonte: Autoria proépria.

As condigoes de contorno aplicadas na placa sao

W=0, M,=0sex=0ex=a
W=0, My=0sey=0ey=>
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(A.170)

Expressando essas condigdes de contorno em termos das equagoes (A.154) e (A.156),

obtém-se

Ox2 Oy?

W W

PW Ly PW ) paraxz=0ex=a
tvgr=0paray=0ey=>

Oy?

(A.171)

Usando o método de separagao das varidveis apresentado na equagao (A.163), o pro-

blema se torna encontrar os modos de oscilagao, W(x,y). Examinando as equagoes

(A.170) e (A.171), percebe-se que ambas podem ser satisfeitas utilizando fungdes harmo-

nicas com noés nas fronteiras. Sendo assim, a solucao geral no espac¢o para o movimento

de ondas em uma placa retangular biapoiada é dada por
Wmn = A, nsen (TTlTl'JJ) sen (%)
a

onde A,,, é a amplitude do modo de vibracao. Portanto,

nmy

W(xu Y, t) = A, nsen (w) sen (T) piwt
a

Substituindo (A.172) em (A.166), tem-se

ALY () (5] (5 e

(A.172)

(A.173)

(A.174)



Desta forma, podemos escrever a equagao da frequéncia w como

N CamEal
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(A.175)
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