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Resumo

Neste trabalho sao apresentados os resultados dos estudos teérico e numérico de es-
coamentos Newtoniano e viscoeldstico Poiseuille com base no modelo sPTT (simplified
Phan-Thien-Tanner), considerando uma velocidade de escorregamento na parede des-
crita pela lei de escorregamento Navier-linear. No estudo teérico foi exposta a solucao
analitica para o referido problema de escoamentos incompressiveis e isotérmicos. As con-
tribui¢oes numéricas deste trabalho sdo a extensdo da metodologia apresentada em [33]
para escoamentos com escorregamento na parede. Nessa extensao, os escoamentos com
escorregamento poderao ser de fluidos Newtonianos ou viscoelasticos, entretanto, a im-
plementacao foi adaptada e verificada apenas para escoamentos confinados. Nos estudos
numéricos, sera apresentada a estratégia de imposicao da velocidade de escorregamento na
parede, a qual depende da derivada da velocidade e, adicionalmente no caso viscoelastico,
da componente cisalhante do tensor extra-tensao. Outras pequenas, porém importantes,
alteragoes necessarias em decorréncia da condi¢ao slip também sao destacadas. No con-
texto numérico, a solugao analitica serd empregada para a verificacao da implementagao
numérica, possibilitando apresentar as analises de convergéncia da solu¢ao numérica para
a solucao analitica.

Palavras-Chave: Solugoes analiticas, Condi¢ao de contorno com escorregamento, Si-
mulacao computacional, Escoamentos Poiseuille nao-Newtonianos.






Abstract

In this work we present theoretical and numerical results by studying Newtonian and
viscoelastic Poiseuille flow based on sPTT model (simplified Phan-Thien-Tanner), consi-
dering a slip velocity on the wall described by the Navier-linear slip law. The theoretical
study aims to expose an analytical solution for the problem mencioned above about incom-
pressible and isothermal flow. The numerical contributions of this work is the extension
of the methodology presented in [33] to flows under slip wall condition. In this extension,
the flows are either Newtonian or viscoelastic fluids; however, an implementation has only
been adapted and verified for confined flows. In the numerical studies will be presented a
strategy for imposing the slip velocity on the wall, which depends on the derivative of the
velocy and additionally, in the viscoelastic case, the shear component of the extra-stress
tensor. Other small, but important, changes due to the wall slip condition will also be
highlighted. In numeric context, the analytical solution will be used to verify the nume-
rical implementation, what enables presenting the convergence analysis of the numerical
solution to the analytical solution.

Keywords: Analytical solutions, Boundary condition under slip, Computational simu-
lation, non-Newtonian Poiseuille Flows.
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CAPITULO

1

Introducao

O escorregamento na parede nao é uma descoberta recente nem um fenémeno re-
lacionado apenas com fluidos de reologia complexa, como polimeros fundidos. Navier,
Helmholtz, Maxwell e Stokes sao alguns nomes que ja consideraram possiveis efeitos de
escorregamento na dinamica de fluidos Newtonianos [26], [27], [30], [44]. Uma sistematica
de observagbes experimentais considerou a hipotese de nao-escorregamento (no-slip) ra-
zoavel e o fendmeno de escorregamento tem recebido pouca, ou quase nenhuma atengao
na literatura de Mecanica dos Fluidos. Uma interessante perspectiva histérica sobre a
aceitacao da condigao no-slip pode ser encontrada em [12].

Escoamentos de fluidos com escorregamento na parede sao encontrados em muitas
aplicagoes industrias, tais como, no processamento de polimeros por extrusao. Neste
processo, o efeito de escorregamento pode comprometer a qualidade do produto final
[13]. Desta forma, estudos teoricos e desenvolvimento de metodologias numéricas para
melhor compreensao deste fenomeno sao de grande importancia académica e industrial
na atualidade.

Dentre os estudos tedricos, as solu¢oes analiticas assumem um papel importante nao s6
para o entendimento da dindmica de fluidos complexos mas também como uma ferramenta
de verificagao de metodologias numéricas.

Devida a complexidade do sistema de equagoes envolvidas, a solu¢ao analitica é obtida
para uma pequena classe de problemas, aqueles em que as condigoes do escoamento e da
geometria levam a hipoteses de simplificacao das equagoes, por exemplo, o escoamento
totalmente desenvolvido entre placas paralelas ou em um tubo.

Solucoes analiticas para este escoamento podem ser encontradas na literatura tanto
para fluidos Newtonianos como nao-Newtonianos. Assumindo a hipotese de nao escorre-
gamento e o problema do escoamento de fluidos viscoelasticos totalmente desenvolvidos
em um canal ou tubo, Oliveira e Pinho [36] obtiveram a solugao analitica para o escoa-
mento totalmente desenvolvido em um canal e em um tubo de um fluido sPTT (simplified
Phan-Thien-Tanner). Em seguida, Alves et al. [2] publicaram a solugao analitica consi-
derando o modelo PTT (Phan-Thien-Tanner), o qual apresenta uma derivada convectada
mais geral. Oliveira [35] contribuiu nessa linha utilizando o fluido FENE-P. Considerando
os fluidos viscoelasticos, sPTT e FENE-P, com contribui¢ao de um solvente Newtoniano,
Cruz e Pinho [8] também derivaram a solugao analitica para este problema. A adi¢ao de
um solvente Newtoniano ao fluido viscoelastico insere o termo dissipativo na equacao do
momento, o que torna o calculo da solucao analitica para a velocidade, matematicamente,
mais trabalhoso. Em seguida, eles publicaram o trabalho [9] para modelos viscoelésti-
cos multimodo sPTT, FENE-P e Giesekus, também considerando o solvente Newtoniano.
Afonso et al. [1] combinaram a influéncia de eletrocinética e forgas de pressao e obtiveram
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a solucao analitica para o referido problema usando os fluidos sPTT e FENE-P. Outros
autores podem ser citados com trabalhos de obtengao de solugoes analiticas [11], [15], [29],
[48].

Para o caso do estudo de solugoes analiticas de problemas com escorregamento pode-
mos citar os seguintes trabalhos desenvolvidos por Ferras et al., [16], [18], [19] e [20] que
serviram como base para o estudo tedrico desta dissertacao.

Os estudos numéricos deste trabalho foram realizados utilizando a plataforma de alto
desempenho Freeflow-2D, [33]. Esta plataforma foi muito bem desenvolvida para simu-
lagoes de escoamentos Newtonianos e nao-Newtonianos complexos com ou sem interfaces
moveis utilizando a condigao sem escorregamento em contornos rigidos (no-slip). Deta-
lhes sobre esta plataforma podem ser encontrados em [28]. Nesta plataforma, as equagoes
governantes sao resolvidas pela técnica de diferencas finitas cuja discretizacao é feita em
uma malha deslocada com células de dimensoes dx x dy. As componentes da velocidade
u e v sao aproximadas nos pontos (i + %,j) e (i,j+ %), respectivamente. No centro da
célula (7,j) sao avaliadas a pressdo, a fungado potencial ¢ e as componentes do tensor
extra-tensao T.

O método de solugao segue as ideias dos métodos de projecao, originalmente proposto
por Chorin [6] e Temam [45]. A ideia central é desacoplar velocidade e pressdao nas
equagoes de Navier-Stokes, e resolver essas varidveis separadamente. Para escoamentos
viscoelasticos, foi adicionado um tratamento para a solucao do tensor extra-tensao. Existe
a versao da plataforma com o método de solucao obtido totalmente pela discretizacao
explicita (ver [39], [47]) e também, a versdo com o método de solucao obtido por uma
discretizagao semi-implicita (ver [34], [33]).

Os principais objetivos desse trabalho sao: o estudo de solucoes analiticas para es-
coamentos isotérmicos incompressiveis totalmente desenvolvidos entre placas paralelas
utilizando condigao de contorno do tipo escorregamento (slip) considerando fluidos New-
tonianos e também nao-Newtonianos; incorporacao das solugoes analiticas e da condigao
slip na plataforma de alto desempenho denominada Freeflow-2D; e verificacao da imple-
mentacao numérica utilizando as solugoes analiticas.

O trabalho esté organizado nos seguintes capitulos.

e Capitulo 2: sdo expostas as equacoes basicas que descrevem escoamentos confinados
Newtonianos e nao-Newtonianos, incompressiveis e isotérmicos. A equagao consti-
tutiva considerada para escoamentos viscoelasticos é o modelo sPTT. Também sao
descritas, as condi¢oes auxiliares necessarias para resolver o sistema de equagoes.
Entao, apresenta-se algumas leis de escorregamento que descrevem a velocidade do
fluido rente a fronteira solida. As equagoes aparecem neste capitulo tanto na forma
dimensional como adimensional.

e Capitulo 3: é apresentado todo o desenvolvimento para obter a solu¢ao analitica para
escoamentos Newtoniano e viscoelastico com e sem a presenca de uma condi¢ao slip
na parede. Além disso, a obtencao do gradiente de pressao também é apresentada.

e Capitulo 4: é descrita a metodologia numérica incluindo a discretizacao das equa-
¢oes, que foram realizadas por diferencas finitas. Ressalta-se as modifica¢coes no
codigo numeérico decorrentes da condigao slip.

e Capitulo 5: sao apresentados alguns resultados numéricos e analiticos de escoamen-
tos com escorregamento. Sao feitas as analises de convergéncia da solu¢ao numérica.
Apresenta-se um breve estudo da variacao de alguns parametros adimensionais pre-
sentes no modelo sPTT. A intensao é verificar como se comportam a velocidade e o
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tensor extra-tensao sob a influéncia desses parametros. Além disso, imposto o perfil
reto de entrada em um canal, calculou-se o comprimento a partir do injetor em que
a solucao numérica comecga a se aproximar ou convergir para o perfil de solugao
exata de um escoamento de fluido Newtoniano.






CAPITULO

2

Formulacao Matematica

2.1 Equacoes Governantes

As equacoes de Navier-Stokes que descrevem escoamentos incompressiveis, isotérmicos
e laminares na forma conservativa sem acao da gravidade sao

o Fquacao da continuidade:
V-u=0, (2.1)

e Fquacao do momento:

p [88—1; +V- (uuT)] =V o. (2.2)

Em escoamentos cartesianos bidimensionais, x = [ r Yy } e assim, o vetor velocidade

com duas componentes é u = [ u ]T, u = u(x,t) na dire¢ao do eixo = e v = v(x,t) na
diregao do eixo y. A constante de incompressibilidade p é a densidade do fluido, t > 0 é
o tempo e o ¢é o tensor tensao total definido como

o=T1-7pl, (2.3)

(¢}

7T Ty
TTY Yy

dado que p = p(x,t) é a pressao, I o tensor identidade e 7 = 7(x,t) = l

tensor simétrico das tensoes. Esse tensor é determinado a partir da equacao constitutiva
do fluido, onde 7 é expresso em fung¢ao das quantidades cinematicas do escoamento [37].
Esta caracteristica esta relacionada com a natureza do fluido que pode ser Newtoniano
ou nao-Newtoniano.

2.1.1 Modelo Newtoniano

Em escoamentos incompressiveis Newtonianos, o tensor simétrico das tensoes ¢ line-
armente proporcional ao tensor taxa de deformagao

T = 2n,D, (2.4)

onde 7, é a viscosidade dinamica do fluido e D o tensor taxa de deformacao que é definido
da seguinte maneira,

D= %(Vu +(Vu) ") (2.5)
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sendo,

o oy o oy 2| (2+2) 2%

Logo, o divergente do tensor tensao total o pode ser escrito como,
V-o=V-(2nD — pl)

e as equacoes da continuidade e momento em coordenadas cartesianas para o modelo
Newtoniano sao respectivamente

ou Ov

T 2.
Ou  O(uu) O(vu)|  Jp Pu  u
P [Gt or oy |~ oz a2 T oz (28)
ov  O(uwv) 9Owv)]  Ip v 0%
P [E—i_ or + &y __8_y+?78 @—Fa—yz . (29)

2.1.2 Modelo Viscoelastico

Em escoamentos viscoelasticos o tensor das tensoes é dado pela soma da contribuicao
Newtoniana (viscosa) e da contribui¢do nado-Newtoniana (elastica)

T=2nD+T, (2.10)

onde 7, é a viscosidade do solvente Newtoniano, D o tensor taxa de deformagao (2.5) e
T o tensor extra-tensdo (simétrico) que representa a contribuigdo nao-Newtoniana (poli-

meérica),
T= { ;xy gyz } :
Neste caso, o tensor tensao total é dado por
V.-o=V-(2nD+ T — pI)

—| _op Pu | %u ortr | 9Ty _ 0Op v | 9% orTy. | 9TYY
_[ 8x+n5(812+8y2>+ Ox + Oy 8y+775 812+8y2 + Ox + Oy ’

o que resulta nas seguintes equagoes da continuidade e momento para o caso viscoelastico

Jou Ov
— 4+ — = 2.11
ou  O(uu) = J(vu) Jdp Pu O or+  or+v
- = 2.12
p[at+ or oy or o2 T T ar T oy (2.12)
dv  O(uv)  O(vv) dp v %] oT™ 9TV
v __op o , 2.1
p{aﬁ or oy oy T e o T e T oy (2.13)
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2.1.2.1 Equagao Constitutiva: Oldroyd-B

Para obter solu¢ao tnica do sistema de equagoes (2.11)-(2.13) é necessario o uso de
equacoes constitutivas que descrevem relagoes entre o tensor T e a velocidade u. Tais
relagoes dependem do material a ser estudado. A equagao constitutiva Oldroyd-B é uma
equagao reologica que descreve o comportamento fisico de um fluido. Essa equacao é dada

por,

v
T+ AT = 2n,D. (2.14)
A constante 7, ¢ um coeficiente de viscosidade polimérica, A refere-se ao tempo de rela-
Y
xacao do fluido e T ¢ a derivada convectada definida como

v DT .
T=—5, —T (V) — (Vo) T, (2.15)

sendo Dr a derivada material de T. Essa derivada material é descrita como

DT 9T
Dt Ot

Pela definicao da derivada convectada de T tem-se a seguinte diferenca de matrizes

o= WI™) WI) 9TT AWT™)  WI)

+ V- (uT). (2.16)

,% _ ot oz Oy ot Oz Oy
| orv owT*)  OwTw) ITY  O(uTv)  O(wTY)
+ + + +
ot Ox Ay ot Ox dy (2.17)
2T:’”38 + 2T:’3y8 U Ov + Tyy%
_ gx 883/ (gx 8§
u v v v
TV — + T — 27" — 2Tyy—
oy + ox ox +

Considerando a defini¢ao do tensor taxa de deforma(;éo (2.6) e (2.17) o modelo (2.14) se
reduz as equagoes,

oT™  H(uT™)  O(uT™) Ou Ou Ou
e _opee @t _opm Ot o, OU 21
+A< o T or T oy oz o) " o (219
ar=y  J(uT*¥)  O(vT™) v , Ou v  Ou
T 4 ) L VL A O
+ ( o or oy o ay) T e tay, ) 319
orv  o(uT¥)  O(vTY) v v v
T 4 ) —orw 2l _opwlY _gp 9V 2.2
+ < o " or oy oz ay) = ™y (2.20)

2.1.2.2 Equagao Constitutiva: sPTT

Levando em consideracao a diversidade de fluidos nao-Newtonianos apresenta-se um
outro modelo reologico denominado sPTT (simplified Phan-Thien-Tanner) [40], [41], cuja
equacao constitutiva reologica é

%
F(tr(T))T + AT = 2,D. (2.21)
Neste trabalho a func¢ao f(¢r(T)) é dada pela expressao,
e

FEr(T)) = 1+ otr(T) (2.22)
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que é a forma linear do modelo sPTT, sendo a constante ¢ um parametro relacionado ao
comportamento elongacional do modelo e tr(T) = T**4+T%. Em coordenadas cartesianas
a equagao (2.21) é descrita substituindo a derivada convectada (2.17), o tensor taxa de
deformagao (2.6) e (2.22),

- or=s  o(uT*™)  o(vT*) o OU HOU\ Ou
f(tr(T))T™ + A ( T T a9y 2T e 2T o) = anax’ (2.23)
ar=y  o(uT*v)  o(wT™) v ou v Ou
zy B e 7 b g R e e
FEr(T)T™ + ) ( e T T ™) m et ey )
(2.24)
arvy  O(uT¥) O(vTY) v v ov
Yy _orw Y oY) o, Z¥
f(tr(T))TY + X ( % T s T a9y 2T e 2T o 277p8y, (2.25)

com f(tr(T)) = f(T™ +TW) =1+ ;—A(Tm + 1Y),

2.2 Condigoes Auxiliares

As condigoes auxiliares sao fundamentais na teoria de EDP pois garantem que o pro-
blema modelado tenha solucao tinica. Além disso, o comportamento fisico de cada pro-
blema depende das condigoes iniciais e de fronteira apropriadas.

Tanto para o sistema de equagoes (2.7)-(2.9) do modelo Newtoniano como para o
sistema viscoelastico (2.11)-(2.13) com as equagdes constitutivas Oldroyd-B e sPTT, sdo
necessarias as condigdes de contorno (fronteira) e condigoes iniciais. As condig¢bes apre-
sentadas nessa secao sao validas para todos os modelos abordados neste trabalho.

Determinar uma condicao inicial no instante ¢ = ¢y, é atribuir um perfil de velocidade
uy que satisfaga a equagao da continuidade, e designar um campo de pressao inicial e
uma contribuicao nao-Newtoniana condizentes com o campo de velocidade inicial. Essas
propriedades sdo quase sempre consideradas nulas em t = ty [22],[37]e neste trabalho
assumiremos essa condi¢ao inicial.

As condicoes de fronteiras sao determinadas conforme a situacao fisica que o contorno
representa:

e Entrada de fluido (Inflow): Estabelecida a posi¢ao do contorno de entrada a velo-
cidade tangencial (u) ao contorno ¢ considerada nula e a velocidade normal (u)

é prescrita
usr =0 up = Uinfiow (2.26)

sendo U fi0n @ vazao desejada na entrada. A contribui¢ao nao-Newtoniana T ¢é
determinada assumindo que na entrada do dominio o fluido nao recebe interferéncia
desta propriedade, ou seja,

T =0. (2.27)

e Parede ou fronteira soélida: Nestes contornos considera-se a condicao
u- =0 (2.28)

que é decorrente da ideia de que o fluido nao pode penetrar na parede, condicao de
impermeabilidade. Ja a velocidade tangencial esta relacionada com a aderéncia do
fluido ao contorno rigido. Neste trabalho considera-se dois casos:
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u-—+

-
n

Figura 2.1: Representacao do vetor velocidade na parede.

I Sem escorregamento (no-slip) - neste caso o fluido adere a parede nao deslizando
sobre a mesma
t

IT Com escorregamento (slip) - o fluido desliza ao longo da parede segundo uma
velocidade
U~ = Wparede- (2.30)

e Saida de fluido (OQutflow): Responsavel pela saida do fluido do dominio, no outflow
considera-se a condi¢ao de Neumann homogénea na dire¢ao normal a fronteira, tanto
para a velocidade como para a contribui¢ao nao-newtoniana, dada pelo tensor T

6 - —
My o, M T (2.31)
on on on

As condigoes descritas acima sao adotadas na metodologia numérica que seré utilizada
nesse trabalho. O principal objetivo é estudar e implementar condigoes de escorregamento
na fronteira solida, para isso na proxima secao sao apresentadas algumas leis de escorre-
gamento propostas pela literatura.

2.3 Leis de Escorregamento

Um vetor de tensao tangencial T é gerado pelo atrito de um fluido com uma parede
e pode ser o bastante para impedir o escorregamento do fluido. O surgimento de uma
velocidade diferente de zero ao longo da parede é decorrente do escorregamento provocado
pela redugao do atrito [16].

E muito comum no estudo de mecénica dos fluidos admitir a condicdo de aderéncia
do fluido a parede (u;» = 0). Entretanto, em 1822, Navier prop6s que um liquido pode
deslizar sobre a superficie solida com uma velocidade de deslizamento #,4yede, OpOSta a uma
forga de atrito proporcional ao gradiente de velocidade na parede na dire¢do normal [30].
Essa afirmagao e algumas outras leis de escorregamento foram formuladas para descrever
o deslizamento de fluidos na parede, ou seja, para prescrever uma velocidade tangencial do
fluido rente a fronteira solida. Antes de introduzir algumas leis, primeiro considere u- e
T 0s vetores velocidade e extra-tensao tangentes a parede, respectivamente. Admitindo
que,

las | = 7)1l (2.32)

sendo que ||-|| ¢ anorma I% e f (T~) representa uma fungao real que pode ser linear ou nao
do vetor de tencao tangencial, ou seja, o valor absoluto da velocidade de escorregamento
deve ser uma funcao do valor absoluto do vetor de tensao tangencial. Além disso, o sentido
da velocidade tangencial deve ser oposto ao vetor de tensao tangencial, implicando que
essas duas quantidades admitam a seguinte relacao,

u, = —[|f(r) (2.33)

=7
t
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O vetor tensao tangencial é definido por,
(I — @) ﬁ) (T (ﬁ)T) . (2.34)

Para o caso bidimensional onde 7 = [ 0 1 } tem-se,

e (-l ) (= 2IRD-17)

[ 2 = v(72)2 = [7%]. (2.35)

Sendo assim, sao apresentadas as seguintes leis de escorregamento,

T—
t

Logo,

o Lei de Escorregamento Navier Linear: é a relagao linear entre a velocidade de
escorregamento na parede e a tensao de corte na parede.

[ || = Kl |- (2.36)

e Lei de Fscorregamento Navier nao-Linear: neste caso assume-se que o coeficiente
de atrito é uma funcao da tensao de cisalhamento, resultando em uma funcao de
poténcia nao-linear [43].

Ja || = kol 11, (2.37)

com m > 0 (m € R). Observe que se m = 1 a lei de escorregamento Navier Linear
¢ obtida.

e Lei de Escorregamento Hatzikiriakos: com o objetivo de fornecer uma transigao
suave da condi¢ao sem escorregamento para a com escorregamento do fluxo a uma
certa tensao de cisalhamento critica, Hatzikiriakos propos uma lei de escorregamento
baseada na teoria de Eyring de viscosidade de liquido [23]. Portanto, seja 7¢ uma
tensao critica positiva em que o escorregamento se inicia, segundo Hatzikiriakos and
Dealy [24], [25], o tensor critico é 7¢ = 0.09 M Pa, e kg1, kys > 0, entéo,

| = { kg1 sinh (kH2”T?” — TC> se [Tl =7 (2.38)

se [Tl <7

e Lei de Escorregamento Assintdtico: na forma explicita a lei de escorregamento as-
sintotico é dada por,
s = kantn (1 + Easllm11) (2.39)

com ka1, kao > 0.

Observe que o tensor das tensoes T é escrito conforme o tipo de escoamento, viscoelas-
tico ou Newtoniano. As constantes k,;, kg1, k2, ka1 € ka2 sao denominadas constantes
de friccao, ou seja, elas regulam a intensidade do escorregamento do fluido na parede.
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2.3.1 Leis de Escorregamento Aplicadas a Fluidos Newtonianos

Para escoamentos de fluidos newtonianos bidimensionais, considera-se T descrito con-
forme a equagao (2.4). Portanto,
Jdv  Ou
T =ns| —+—=—]. (2.40)
or 0Oy
Entao, as leis descritas na se¢ao anterior em uma dimensao se resumem a

e Lei de FEscorregamento Navier Linear:

Jdv  Ou
arede — kn s |\ 5 a . 241
Upared 1| (8:5 + &y) pare(ij ( )
e Lei de Escorregamento Navier nao-Linear:
Jv  Ou "
arede = kn s | — + — . 2.42
Upared 1| Fn <81‘ + ay) paredj ( )
o Lei de Escorregamento Hatzikiriakos:
0 0
kp sinh | ko | F7s (—U + _u) — 7€ se TW > T1°
Uparede = ox 8y parede
0 se T < TC
(2.43)

Observe que 7 é unidimensional e dado pela equagao (2.40).

D . (2.44)

Os sinais (F) resultam das derivadas terem sinais opostos nas paredes. Na parede
superior onde a velocidade decresce a derivada é negativa o que explica o sinal (—), e na
parede inferior onde a velocidade cresce a derivada é positiva e o sinal utilizado ¢é (+).

Lei de Escorregamento Assintdtico:

o ou
i { 52 T oy

Uparede = kAl In (1 + kA2

2.3.2 Leis de Escorregamento Aplicadas a Fluidos Viscoelasticos

Seguindo a defini¢ao do tensor das tensdes T para fluidos viscoelésticos (2.10) a com-
ponente 7% é descrita como,

0 0
o (2 20) .

Entao,

e Lei de FEscorregamento Navier Linear:

ov  Ou
gv g Ty
e (393 N 8@/) -

parede

(2.46)

Uparede = knl

parede
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o Lei de Escorregamento Navier nao-Linear:
v N Ju

o Lei de Escorregamento Hatzikiriakos:

Uparede = knl

parede

+ T;a%’ede] : (2 47)

kHl sinh (kHQ |:ZF7]S (% —+ %Z) . F T;a?iede} _ Tc) se T > Tc;
parede
0 se T < TC
(2.48)

Uparede =

Sendo 7% descrito pela equagao (2.45).

e Lei de FEscorregamento Assintdtico:
v N du

Na proxima se¢ao apresenta-se as equagoes em sua forma adimensional e descreve-se
como foi feita a adimensionalizacao das Leis de escorregamento.

Uparede = kAl In (1 + kA2

+ T;a%’ede] ) . (249)

parede

2.4 Adimensionalizacao

O processo de adimensionalizacao das equagoes é necessario para que grandezas di-
mensionais possam ser agrupadas em parametros adimensionais que caracterizam o esco-
amento. Ao resolver um problema utilizando as equacoes na forma adimensional auto-
maticamente se conhece as caracteristicas de um escoamento em dimensoes fisicas reais
devido a similaridade dos escoamentos, ou seja, o fendémeno fisico real e o modelado dife-
rem apenas em escala. Esses pardmetros ou escalas sao o comprimento L, a velocidade U
e a densidade py que neste caso pode ser o proprio p, pois o escoamento é incompressivel.
Utilizando esses escalares as variaveis adimensionais (acrescidas do sobrescrito *) sao:

X u tU P T T

:—’ :—’ t*:—’ *:—’ *:—’ T*: . 250
A L r poU? T poU? poU? (2:50)

Ao aplicar as mudangas de variaveis (2.50) nas equagoes de modelagem surgem os
numeros adimensionais.

e Numero de Reynolds (Re): E a razao entre as forgas inerciais e as forgas viscosas e

é definido por,

L
Re = p: , (2.51)
0

onde 7y ¢ a viscosidade total do fluido, dada por, 1y = 15 + 1,. Como ja citado 7, é
a viscosidade do solvente e 7, a viscosidade do polimero.

e Numero de Weissemberg (Wi): E a razao entre uma escala de tempo caracteristica
do fluido e uma escala de tempo do escoamento,

_AU

Wi 7

(2.52)

Essa relacao aparece apenas em fluidos viscoelasticos.
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e Constante 3: E um parametro adimensional definido no intervalo (0, 1) que mensura
a contribuicao do solvente Newtoniano. Tal parametro é definido como,

_ s
B= (2.53)

A seguir serao apresentadas as equagoes na forma adimensional sem o sobrescrito *
(ver Observacao 1), tanto em sua formulagao vetorial como em coordenadas cartesianas,
para os modelos Newtoniano e viscoelastico.

e Newtoniano:

S (2.54)
ou R
5 TV (uu )——Vp+§v u (2.55)
isto é 9 o
u v
du | v _ 2.
o "oy " (220
2 2
Ou  O(uu)  Ou)  Op 1 [Pu  0u (2.57)
o Ow 9y Or Reld O
Qv Ouww) ) dp 1 [Pv
v _ L eacal 2.
o Tor T dy Oy 8x2+8?/2 2

e Viscoelastico: O modelo Oldroyd-B pode ser obtido quando f(¢r(T)) = 1 na equa-
gao constitutiva (2.21) ou € = 0 na funcao (2.22). Portanto, para o modelo visco-
elastico apresenta-se as equacoes na forma adimensional de um fluido sPTT com
ressalva de que o modelo Oldroyd-B pode ser considerado um caso particular do

mesmo. Sendo assim, aplicando as mudangas de variaveis nas equagdes (2.12),
(2.13), (2.11), (2.23), (2.24) e (2.25) tem-se

Vou=0 (2.59)
ou B ﬁ 9
8t+v (uu') = Vp+RVu+V T (2.60)
1-5p
f(tr(T))T + WZT =2 7o (2.61)
‘ 0
u v
32ty =" (2.62)
Ou , Ouu)  Owu)  Op B [Pu N OPul  oT* N Ty (2.6
ot Ox dy ~Ox ' Re | 022 Jy? Ox Ay
dv  Owv) O(wv)  Ip B v 0% ar+ — o1Tvw
o Tor oy oy 022 a2 T o T oy (2.64)
for™  o(uT™)  O(wT*) ou ou
T))T*" _omEeZ __opwy T |
f(er(T)) +WZ( o T ox oy oz y
_L=B)0u iy g

Re Oz
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(OT*Y  O(uT*)  O(wT™) v ou
Ty a2 yy -~ —
fr(T)T +Wz( % T T o T e T o
(1=p) [Ov  Ou
- D) e
Re 8x+8y (2.66)
(OTY  O(uTv)  O(vTY) v v
vy _ ol ol ) _
ftr(T)T +Wz< % T o T 3y 2T pe 2T o
(1—-p5)0v
=2 — (2.
Re 0Oy (2:67)
onde ,
Ftr(T) =1 +¢ (VlviR; (T + T™). (2.68)

2.4.1 Leis de Escorregamento Adimensionais

Na adimensionalizacao das leis de escorregamento sao definidos outros parametros
adimensionais referentes as constantes de friccao de cada modelo. Essas constantes adi-
mensionais (acrescidas do sobrescrito *) sao

k k
Ky = k" U K = s ki = kinapU®, Ky = 2 K = kaopU?. (2:69)

As mudangas de variaveis (2.50) e (2.69) foram aplicadas nas leis de escorregamento
para fluidos Newtonianos e viscoelasticos citados neste trabalho.

Observacao 1 Nas leis de escorregamento adimensionais descritas a sequir o sobrescrito
(x) das varidveis adimensionais sao omitidos para nao sobrecarregar a notagdo, contudo,
devido a presenca das constantes adimensionais, como Re, [ e Wi, é possivel notar que
as equagoes encontram-se na forma adimensional.

Newtoniano: Adimensionalizando as expressoes (2.41)-(2.44) chega-se

e Lei de FEscorregamento Navier Linear:

1 [(O0v Ou
arede — kn - | 5= o . 2.70
Upared 1| F e < o7 + 8y) paredj ( )
e Lei de Escorregamento Navier nao-Linear:
1 (00 Ou "
arede = Kn — | =+ = . 2.7
Upared, l :FRG (69@ + ay) parede] ( )

o Lei de FEscorregamento Hatzikiriakos

Uparede = k:Hl sinh (kHQ

1 ov Ou
T he (a—x * a—y) D - 2P

D e
parede

e Lei de Escorregamento Assintdtico

Uparede = k:Al In (1 + kAQ

1 o
:FRe or 0Oy
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Viscoelastico: Considerando as equagoes (2.46)-(2.49),
o Lei de FEscorregamento Navier Linear:
6 (Ov Ou
arede = kn — | =+ = i . 2.74
Upared l :FRG O + ay parede + parede ( )
e Lei de Escorregamento Navier nao-Linear:
8 (v Ou "
arede — kn - | 5 a T 2.75
Upared, l :FRe O + 8y — + parede ( )
e Lei de Escorreqamento Hatzikiriakos:
) B (Ov Ou
arede = K h{k — | =+ = T . 2.76
Upared H1 S ( H2 :FRG o + ay parede + parede ( )
e Lei de Escorregamento Assintdtico:
B (Ov Ou
arede = karIn [ 1+ & — | =+ = T . 2.77
Upared Al 1’1( + Kao :FRG o + ay parede + parede ( )







CAPITULO

3

Solucoes Analiticas de Escoamentos
Totalmente Desenvolvidos em um Canal

Neste capitulo serao apresentadas as solugoes analiticas para escoamentos incompres-
siveis, isotérmicos do perfil de velocidade totalmente desenvolvido em um canal conside-
rando dois tipos de condigdes de contorno: sem escorregamento (no-slip) e com escorre-
gamento (slip). As solugoes aqui estudadas foram desenvolvidas com base nos artigos [8],
[10], [18], [19] e [36].

Considera-se um fluxo axissimétrico bidimensional em um canal de placas paralelas
com largura L (ver Figura 3.1) e com as seguintes hipoteses:

o)
ot

a( )

e totalmente desenvolvido: ——= = 0, s6 hé variagao em y exceto para a pressao cujo

e no estado estacionério: =0;

x
gradiente é constante em todo o canal;

e componente v do vetor velocidade é nula, pois, da equagao da continuidade (2.56)
tem-se,

—U =0 ( t) = tante
= vT = constan
93/ ' Ys

COMO Vpgrede = 0 entdo, v(zx,y,t) = 0;

L2 v=0 .

v=0 T v

Figura 3.1: Ilustragao do dominio do canal.

37
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Sintetizando as hipoteses acima tem-se

0 0
{5_07 %_07 VP—Ctea 'U_Ov U—U(y), T_T(y)}

3.1 Solugao do Modelo Newtoniano

Aplicando as hipoteses de escoamento nas equagoes do momento (2.57) e (2.58) as
mesmas se reduzem respectivamente a

1 [d?u
oL 1
0= -1t 7c | 55| (3)
dp
0= —— 3.2
ay? ( )
sendo dp(x)
_ ap{r
Pz = dr

Integrando (3.1) do eixo de simetria (y = 0) a y tem-se,

L ydzu(s)ds:/yp ds =
0

Re ), ds?
1 [du(y du(0
e BT
Re | dy dy
Assumindo que a velocidade méaxima acontece no eixo de simetria (y = 0) entéo,
1 du(y)
— L — . 3.3
Re dy DY (3:3)

Integrando & equagéo <33> de ya 1/27 pOiS7 y;arede = yparede/L € COIMO Yparede = L/2 entao
y;arede = 1/2a IOgO Obtéﬂl—se7

1 rizyg 1/2
u(s)ds = pm/ sds =
Yy

Re Y ds
u(1/2) — uly) = B2 [(1/2)2 = o] >
uly) =~ — 42+ u(1/2) (3.4

que é a solugdo para o perfil de velocidade do problema estudado. Note que em (3.4) é ne-
cessario determinar u(1/2) = upgrede decorrente da condicdo de contorno pré-estabelecida.

3.1.1 Condigcao de Contorno sem Escorregamento

A condicao de contorno sem escorregamento, ou no-slip, ¢ dada pelo anulamento da
velocidade u na parede, ou seja,

Uparede = w(1/2) = 0. (3.5)
Usando esta condi¢ao na solugao para o perfil de velocidade dado por (3.4) tem-se,

_peflen g (3.6)

u(y) =
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3.1.2 Condigao de Contorno com Escorregamento

As condigbes de contorno com escorregamento sao baseadas nas leis: lei de escorrega-
mento Navier Linear e nao-Linear; lei de escorregamento Hatzikiriakos e lei de escorre-
gamento Assintotico. Considerando que a parede superior (—) é paralela ao eixo x como

representado na Figura 3.1, da condigdo de impermeabilidade vpgreqe = v(1/2) = 0 tem-se
ov

que — = 0. Assumindo como condi¢ao de contorno a lei de escorregamento Navier

Ox parede
parede]

Linear obtém-se,

Note que, é necessario saber o valor da derivada de u com respeito a y na parede, para
isso, usa-se a igualdade (3.3) com o objetivo de obter uma solugao completa para o perfil
de velocidade.

1
Re

du

dy

uly) = ——g—[1 - 4% =k

Re dy 1/2 “2 dy g 2 v
logo,
p.Re 1 |1
) = =P = 4]~ by | gpate] =
wRe 1
) = =P = 4]~ b ] (3.7

Para as demais leis de escorregamento tem-se as seguintes solucoes

e Nawvier Nao-Linear:

p.Re 1 m
) === 457 || (55)
o Hatzikiriakos:
1
_mee [1 — 4y2] + kg1 sinh <k3H2 [“1%}) se TW > ¢
u(y) = 8 2 39)
pRe
g 1 4] se T < 7°.
o Assintdtico:
mRe 1
u(y) = _p g [1— 4y2] + ka1 ln (1 + k49 {—ipll) ) (3.10)

3.2 Solucao Para o Modelo Viscoelastico sPTT

Assumindo as hipoteses de escoamento no canal, as equagoes (2.63), (2.64), (2.65),
(2.66) e (2.67) se resumem respectivamente as seguintes expressoes

8 du  dT®
0= —p, + 24U , 3.11
Pzt Re dy? + dy (3.11)
10) dTvY
0=-2L4 (3.12)

oy dy



3. Solugoes Analiticas de Escoamentos Totalmente Desenvolvidos em um Canal 40

ftr(T)T™ = 2WiTxy;l—Z, (3.13)

Ty 11/ yyd_u (1-7) d_u
f@tr(T))T™ = W4T a0 + Re dy’ (3.14)
f@tr(T))T% = 0. (3.15)

Observe que de (3.15) tem-se que T% = 0.
Assumindo a forma linear do modelo sPTT, onde tr(T) = T** e integrando a equagao
do momento (3.11) com a condigao no eixo de simetria 7%¥(0) = 0,

YdTY(s) Y Y B d*u(s)
ds = »d — d
/0 ds s /0 Pt +/0 Re ds? o

B (duly)  du(0)
T(y) —T*(0) =p, (y —0) + —= — .
() 0)=pely =01+ 52\ =5, a0
Devido a velocidade méxima ocorrer no meio do canal, ou seja, sobre o eixo de simetria
d
entao, u(0) =0, logo,
dy
B du
Ty) = poy — =——. 3.16
(Y) = pay — o i (3.16)

Agora, dividindo a equagao (3.13) pela equagao (3.14) tem-se,

du
Y
f<T$$)T$$ B 2WiT dy N T _ 2WiR€T$y

f(re=)Tey — (1—B)du " Tov — (1-p)
Re dy

T (y) = g (T (3.17)

Sabe-se que
eWiRe

(1-5)

usando (3.17) obtém-se
eWiRe 2WiRe
(1-58)(1-5)

2eWi% Re?

(1-p)?
Na equagao (3.14) a funcdo f(7T**) sera substituida pela expressao anterior resultando
em,

f(T™) =1+ (T™)?* =

f(T*™) =1+ (T™)?, (3.18)

(1 N 2eWi% Re? (1—05)du (3.19)

™) | T* = —.
(1—5)2( )> Re dy

Note que de (3.16) obtém-se uma expressao para a derivada da velocidade em fungao
da componente do tensor T%Y,

du(y) Re Re

i = Fpmy — FT”:y(y). (3.20)
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Substituindo (3.20) em (3.19),

2 2 o
e

(1-p) B B
2 2
(1+ 20 ) o = BBy o, (321
Organizando a equagao (3.21) na forma padrao para uma equagao cubica,
Ty 2¢Wi* Re? Ty\3 _ (]- - B) o (1 — B) Ty
T +7(1—6)2 (T*) g Py g 1=
26WZQR€2 zy\3 B—i_(l_ﬁ)) T (1_6>
Ty ey A2 ) =
e (G iy =0=
Y\ 3 (1_/8)2 Ty (1_ﬁ)3 _
T+ Savere !~ pavierar? =0~
Ty 3 (1_ﬁ)2 T (1_6)3 o
() + 35 savera .~ *ipaverary =0~
(T*¥)® + 3AT™ — 2B =0, (3.22)
e (1-B)* (-5
_ — _ —P) Pz _
= sawere ¢ BT (4&%2362) y="Cy. (3:23)

A solugao real para a equagao cubica (3.22) é dada pela formula de Cardano-Tartaglia.
Dada uma equacao ctibica na forma 2 + pz + ¢ = 0 a raiz real da mesma é dada por,

Fazendo p = 3A e ¢ = —2B tem-se,

peo_ 2B [ 2BN (34N aep 02BN 34N
O\l 2 2 3 2 2 3 /)

= {’/B+\/BQ+A3+\3/B—\/B2+A3,

ou seja,

T = {’/B+\/A3+B2+ {’/B—\/A3+BQ. (3.24)

Observe que B estd em fungao da variavel independente y. Este fato fica mais evidente
introduzindo a definigdo de C' dada na equagao (3.23).

Tov(y) = \/ Cy+ /A3 1 (Cy)2 + J Cy — /A3 + (Cy)2. (3.25)

Note que existe uma solucao real para T pois o discriminante A3 + (Cy)? é sempre
positivo e a solugao real é exatamente (3.25).

Usando a igualdade (3.20), onde a variagao da velocidade é dada em fungao de T
tem-se,

d ; 5
Z;y) - %pw - % l\/Cy + /A4 (Cy)? + \/Cy — VA (Cy)?|. (3:26)
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Para obter uma solugao analitica do perfil de velocidade u(y) basta fazer a integragao
da equagao (3.26) no intervalo [y, L/2] (Yparede = L/2 = Yyurede = Yparede/ L = 1/2).

V2 du(s) /2 Re 1/2Re§,/ 2 i,/ 2
/y 7 ds:/y Fpgcsds—/y 5 Cs+1/ A3+ (Cs)"+1\/Cs —/ A3+ (Cs)"| ds

=
/) ~uly) = 55 |1 - ] -
/ /
—% /1 2§/Cs+\/A3+(C's)2ds+/l 2\3/08—\/A‘°’+(CS)2d8
Yy Yy
=
uly) =~ 52 [1 - 457] +
/ /
+% /12\S/Cs+\/A3+(Cs)2ds+/12Q/Cs—\/A?’HCS)QdS +u(1/2).
Yy Yy

Para resolver as duas integrais envolvendo raiz ctibica foi utilizado o software Mathematica
10.0.0 que forneceu as seguintes primitivas para ambas as integrais,

Aplicando os extremos de integracdo nas primitivas acima tem-se respectivamente,

La

[er g (5 @) (s @) -
+% (‘3 (Cy) + \/r(Cy)Q) (Cy+ \/m) 1/3’

[ e (6 6) (5 )
_% (Cy — /A3 + (cy>2)1/3 <3 (Cy) + m) .
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Portanto, a soluc¢ao para a velocidade u(y) é descrita por,

1
) = =8 107+ 22 - (<0 VAT D) (D4 VAR DF)

+ <—3 (2Dy) +1/ A3 + (2Dy)2) (2Dy +1/ A3+ (2Dy)2) 1/3+
+(D- VAT D) * (304 VAT D7) -

— <2Dy — /A3 + (2Dy)2> ’ <3 (2Dy) + 1/ A3 + (2Dy)2)

+u(1/2),

(3.27)

C 1—6)°p,
sendo D = — = (762192
2 8BeWiRe
Na pratica, impondo o gradiente de pressao,
(I) calcula~se T%¥(y) por (3.25),
(IT) obtém-se T"*(y) por (3.17),
(III) calcula-se u(y) por (3.27).
Lembrando que T%(y) = 0 (ver equagao 3.15). Note que no passo (III) impde-se a con-
digao desejada na parede, o valor u(1/2). Veja a seguir algumas formas.

Condigao de Contorno sem Escorregamento: u(1/2) = 0.

Condicao de Contorno com Escorregamento: considerando as leis de escorrega-
mento apresentadas na segao 2.3.2,
e Navier Linear:

— T%(1 /2)] . (3.28)

Substituindo a equacao (3.26) avaliada em Ypereqe = 1/2 na equacao (3.28), finalmente,
obtém-se

u(1/2) = ku [-;px} | (3.20)

Analogamente, para as demais leis de escorregamento, tém-se,
e Navier Nao-Linear: L om
u(1/2) = ky, {—§p4 : (3.30)
e Hatzikiriakos:

1
1 _ Ty c.
U(1/2) _ kHl sinh <kH2 [ 2]%]) s€ T Z T (331)

0 se T < 7°,

o Assintdtico:

w(1/2) = ka In (1 + ks [—%pw]) . (3.32)
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3.3 Velocidade Média e Gradiente de Pressao

Nas solugoes descritas na se¢ao anterior, observe que todas dependem do gradiente de
pressao p, que é constante. De fato, este tipo de escoamento é gerado por um gradiente
de pressao imposto. Neste capitulo, pretende-se apresentar uma expressao que relaciona
o gradiente de pressao com a velocidade média imposta na entrada do canal U, como
feito nos trabalhos [8], [10] e [36] sem admitir escorregamento, e os artigos [18] e [19] com
condicao de escorregamento na parede. Dessa forma, também pode-se gerar o escoamento
impondo-se a velocidade média na entrada do canal. A relagao p, e U serd obtida pela
definicao da velocidade média:

L2
U - LL/Q /0 u(y)dy. (3.33)

3.3.1 Escoamento Newtoniano

A solugao do perfil de velocidade u(y) na forma dimensional é

u(y) = — é’n (1% — 49°] +u(L/2), (3.34)

com u(L/2) descrita pela lei de escorregamento Navier linear (2.41).
Calculando a integral (3.33) de (3.34) tem-se,

1 L/2 D
= — 2T [L* — 4s® L/2)ds =
U L/2/0 87}3[ s+ u(L/2)ds

9 L/2 L)2
I / L%ds — 4/ s%ds
8Lns |.Jo 0

L)2
0

9 L2
+2 / u(L/2)ds =
L 0

2p,
8Ln;

) ) L/2
e, _/ - [_ns du(s)
0

4
L2 L/2_ T3
S‘ 38

o L2
— L/2)ds =
0 + L/o u(L/2)ds

ds.
L/2

8L L ds

Tem-se que,
du(s)
ds

_p L
L2 s 2

. 2 . L] [F? . Ds [ L
U - — P L2 + _knl |:_778p__:| / dS = — P L2 — k}nln p |:—:|
] 0 121, ns |2

(3.35)

Logo,

jo
12n,

Escrevendo a pressao com relagao as demais constantes tem-se,

12n; U
- , 3.37
R A (3:37)

L+ 61k (3.36)

Portanto, podemos reescrever a solugao (3.34) da seguinte maneira,

3

u(y) =U [L? — 4y°] + u(L/2), (3.38)
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sendo, u(L/2) a velocidade de escorregamento dada pela lei Navier Linear (2.41). Para
obter o gradiente de pressdo na forma adimensional, vamos adimensionalizar (3.36).
L d(p*pU?)

kj*
U=—-——"""21L+6n—2L|=1=—
120, 0(z°L) { i "pUF’

L pUQ ap* *l
6ms—— | =
12n,U L Ox* { o pU

pUL . 6 pU
12778% 127, "

k*
L+ 62| =1=—
x{ N npU}

1 1
1=——Rep, — —pik;,.
12 €Py 2px nl
Logo, o gradiente de pressao adimensional é dado por,

12

Pe = _R€+6]€nl.

(3.39)
Observagao 2 Na equagao (3.37), as dimensoes do gradiente de pressio com o lado

direito da igualdade coincidem, pois, considerando a unidade de medida das sequintes
varidves

W =lml (L= [m) - | nl = |22
= [5]: i=tra =[] 0= (3]s = = [0 00

tem-se que,

2]--

[12LnSL+g k ] {%} - {{:%] [?h 2}
f e O e

kg | | kg m 1 - kg | | kg
m2s2| | m2s s 2m m2s2 | |m2s2|’

Ao considerar k,; = 0 obtém-se o gradiente de pressao para o caso sem escorregamento
na parede.

3.3.2 Escoamento Viscoelastico sPTT

Vamos propor uma maneira de obter o gradiente de pressao para a solugao do modelo
sPTT (3.27) com condi¢ao de escorregamento Navier-Linear. Como ja enfatizada a relagao
U(m/s) e p.(kg/m?s?) anteriormente, nessa se¢do os calculos ja serdao feitos na forma
adimensional. Assim, obteremos a relacao de Re com p, adimensional. Primeiramente,
integra-se a solugao (3.27). Para isso, devido a complexidade da expressao foi utilizado o
software Mathematica 10.0.0 no calculo da integral.
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1 12 p.Re
- = —= 1 —45%d
5 /0 35 [ s°]ds+
( J2 _(=3D + VA 1 D) (D + VA + D2) s+ \
1/3
S Re e ( 3(2Ds) + /A3 + (2Ds) ) <(203) + /A3 + (2Ds)2> ds+
_'_ i
86C | [V (D — A+ D7) (3D + VAP + D?) ds—
1/3
1/2 < 2Ds) — 1/ A% + (2Ds) ) (3(205) /A% + (2Ds)2) ds
/
1/2 knl
— —pds =
[
1
( —5 (=3D+ VF D7) (D+ VA T D7)+ )
1/3
U ek sre ) B (<3004 o @oof) (@09 + 4 @Dof) ast
5~ " 245 "8sC 1/3
(D= VA +D?) " (3D + VA? + D?) —
1/3
NG ((QDS) A3 4 (2Ds)2> (3(21)5) /A3 + (203)2) ds
\ J
_ Lk
979 Pz

As primitivas para as duas integrais a serem resolvidas sao,

/<_3(203)+\/m> <(2Ds)+ A3+ (2Ds) )

353D <(2DS) + \/M) Ve {4/13 + Dy <—19(2Ds) + 9@)] ,

/ ((203) _ /43 + (2Ds) ) ( 3(2Ds) + /47 + (2Ds)° ) ds —
353D ((QDS) A3 4 (2DS)2)1/3 {_4;13 + Ds (19(2D5) + 9@)] _

Logo, tem-se

/01/2< 3(2Ds) + 1/ A3+ (2Ds) )<2Ds + 1/ A3+ (2Ds) ) ds =

1 3
" 235D

/0 v ((zps) — /A3 + (2135)2)1/3 (3(21)5) + 4/ A3 + (2D3)2) ds =

L3 Kp_w@:ﬁf“@@

[(D + m) 84+ D (19D +9v/47+ D?) | - 8A7/z}

235D

-D (19D + wm)] + 8A7/2] .



3. Solugoes Analiticas de Escoamentos Totalmente Desenvolvidos em um Canal 47

Portanto,

- e - (0 T (0 v

+(o-varo)” (3D+¢m)}+

9Re 1/3
3 2 3 _ 3 2)| _QA7/2
+28050DH(D+\/A +07) " [84°+ D (<190 + 9V AT+ D7) | - 84 }+
1/3 Ko
+ {(D VA ¥ D2) [8A3 -D (19D L 9VA | D2>} + 8A7/2} } -y,
M3
e como C'=2D = 2(17@2)]?1«2’ entao,
8BeWi”Re
. s Re N 3Re | —(=3D+ A3+ D?) (D+ VA3 + D2)1/3+ N
126 168D (D—«/A3+D2)1/3(3D+v/A3+D2)
ORe (D+ VA T D7) [84% + D (—19D + 9V + D?)] — sw} +
+ -
56050 | (D~ vAT+ D) [84° - D (19D + 9V T D?)] + 8477
knl
(3.41)

Observe que D esta definido em funcgao de p,. Devido a complexidade de determinar
uma solugao real para a equacao (3.41) uma maneira de calcular o gradiente de pressao
é considerando a equagao (3.41) como uma fun¢ao z(p,)=0, e calcular aproximadamente
via algum método numérico, como por exemplo o método da Bissec¢ao, o zero ou zeros
reais dessa funcao.

Além das solugoes apresentadas neste capitulo, nos apéndices A e B sdo apresentadas
as solugoes analiticas para os modelos Oldroyd-B e sPTT respectivamente. Entretanto,
no apéndice B, o modelo sPTT nao considera a contribui¢ao do solvente Newtoniano
(8 =0). Na secao a seguir é feito um estudo das soluges analiticas apresentadas.

3.4 Comportamento das Solucoes Analiticas

Nesta secao o objetivo é observar o comportamento das solucoes analiticas para o
escoamento em um canal com influéncia da condicao de escorregamento. Pretende-se
mostrar o comportamento dessas solugoes variando os parametros presentes nos modelos.
Um parametro importante é a constante de friccao k,;. O aumento do valor dessa cons-
tante caracteriza maior intensidade na velocidade de escorregamento, com isso o perfil de
velocidade tende a mudar.
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Newtoniano - velocidade u
15 T T T T T

u/U
N

, no-slip N
o5k 7 - - -k =0.001 N
k =0.01
nl

k =0.1
nl

- -k =1.0
nl

y/lL

Figura 3.2: Solucao analitica do perfil de velocidade do escoamento no canal de um fluido
Newtoniano para diferentes valores de k,;.

Na Figura 3.2 estao os perfis de velocidade descritos pela solugao analitica do modelo
Newtoniano, equagao (3.7), cuja a velocidade slip é descrita pela lei de escorregamento
Navier-Linear. Fica evidente no gréafico que o perfil da solugao se modifica com a variagao
da constante de friccao. Quando k,; aumenta observamos que a velocidade no eixo de
simetria diminui e as velocidades na parede aumentam. O perfil de velocidade que no caso
no-slip é bem caracterizado por uma parabola tende a uma reta de velocidade u = 1.0.

Para o modelo viscoelastico sPTT, cuja a solucao analitica é fornecida pela equacao
(3.27) atrelada a condicao de escorregamento Navier-Linear (3.29), fornece para diferentes
valores de k,; os perfis de solugao dispostos na Figura 3.3.

sPTT - velocidade u
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300
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JPp— - - - —k_=0.001
_ - ~ o 250 nl
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Figura 3.3: Solugao analitica do perfil de velocidade e tensores de um escoamento no canal

do fluido sPTT com contribui¢ao do solvente Newtoniano utilizando diferentes valores de
kni.

Observe que de maneira analoga ao caso Newtoniano a velocidade sobre o eixo de
simetria diminui e as velocidade nas extremidades proximas a parede aumentam quando
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eleva-se o valor da constante k,;. Como consequéncia os tensores T%* e T%Y decrescem com
o aumento da constante de fricgao, obtendo valores bem pequenos quando k,; = 1.0. Por-
tanto, pode-se concluir que quanto maior a intensidade da velocidade de escorregamento
menores sao as forgas decorrentes do atrito entre o fluido e a parede.

Nos apéndices A e B sao calculadas as solugoes analiticas para o escoamento no canal
dos fluidos viscoelasticos Oldroyd-B e sPTT, sendo que apenas o modelo sPTT (apéndice
B) nao admite a contribuigao do solvente Newtoniano. Na Figura 3.4 o leitor pode observar
como se comportam as solugoes para os diferentes tipos de fluidos na presenca e auséncia
da condigao slip. Nos graficos da Figura 3.4 - (b) e (c) também ¢é possivel verificar o
comportamento das componentes do tensor extra-tensao T dos modelos viscoelasticos.
Nas solugoes foi considerado Re = 0.1, 5 = 0.5, Wi =1.0 e e = 0.5.

(b)

15 T T T
350 *  Oldroyd-B no-slip
* SPTT s/ solvente no-slip *
300+ % — = sPTT c/ solvente no-slip %
Oldroyd-B kn‘ZO.l
il e - | 2501 * . sPTTs/solvente k =0.1 * i
Py Newtoniano no-slip i~ * SPTT c/ solvente k =0.1 *
ST - #  Oldroyd-B no-slip =~ S 200} * * 1
3 SPTT s/ solvente no-slip 5‘ * *
— = sPTT ¢/ solvente no-slip F 1501 * * 4
05 Newtoniano km=0.1 | * *
’ * *
Oldroyd-8 k =0.1 100 % * 1
* *
sPTT s/ solvente k_=0.1 * *
nl 50 * * i
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nl ————— * o * i
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* 5 N Oldroyd-B k =0.1
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Figura 3.4: Perfis das solucoes analiticas dos modelos Newtoniano e viscoelasticos ad-
mitindo a existéncia e nao existéncia de uma velocidade de escorregamento na parede,
onde (a) apresenta o perfil de velocidade e (b) e (c) os perfis de solugao para os tensores
extra-tensao T e T™Y, respectivamente, apenas para os modelos viscoelasticos.






CAPITULO

4

Metodologia Numérica

Esse método ¢ baseado em métodos de projecao que procura desacoplar velocidade
e pressao nas Equacoes de Navier-Stokes. Além de problemas com superficie livre tam-
bém é possivel simular problemas confinados que é o alvo desse trabalho, implementar e
simular escoamentos confinados de fluidos viscoelasticos e Newtonianos com a presenca
de uma velocidade de escorregamento na parede. A plataforma de simulacao numérica
Freeflow-2D é totalmente baseada nessa metodologia e foi pensada apenas para problemas
onde a condicao de contorno na parede ¢ sem escorregamento. Um dos objetivos desse
trabalho é apresentar um breve estudo dessa metologia e detalhar o que foi modificado e
implementado neste c6digo numérico.

A plataforma numérica disponibiliza ao usuario uma formulagao explicita, onde as
equagoes do momento sao integradas no tempo pelo método de Euler explicito, e uma for-
mulagao semi-implicita com base nos métodos de Euler implicito (EI) e Cranck-Nicolson
para a integragdo temporal [31], [32]. Neste trabalho sera utilizada a formulagao semi-
implicita via o método de Euler implicito. Os termos convectivos presente nas equagoes
do momento e constitutivas sdo aproximados pela técnica de alta ordem CUBISTA (Con-
vergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treament of Advection)
3]

Sendo assim, o objetivo central desse capitulo é apresentar a metodologia numérica
implementada na plataforma Freeflow-2D para escoamento de fluidos confinados, e as
alteragoes necessarias para a imposi¢ao da condicao slip na parede nessa plataforma.

4.1 Malha Computacional

A malha computacional adotada para discretizar as equac¢oes é uma malha do tipo
fixa (euleriana) com espagamento uniforme (dz = dy) em ambas as diregoes = e y. No
método numérico essa malha é composta por células deslocadas (staggered grid) onde as
componentes do vetor velocidade (u, v) sdo discretizadas nas faces das células e as demais
propriedades como pressao e tensao sao discretizadas no centro das células. A Figura 4.1
tras uma representacao da célula deslocada com a posicao de discretizacao das variaveis
envolvidas nos modelos (a letra ¢ representa uma variavel genérica).

51
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Figura 4.2: Exemplo de classificacao das células em um canal confinado no Freeflow-2D.

4.2 Classificacao das Células na Plataforma

Em simulagoes de escoamentos confinados é admitido que todas as células internas
estao cheias de fluido, ou seja, nao ha presenca de superficie livre e a classificacao das
células na plataforma de alto desempenho ¢é feita da seguinte maneira:

o células cheias de fluido (Full) [F);

e células de contorno, parede (Boundary) |B];
e células de entrada do fluido (Inflow) [I];

e células de saida do fluido (Qutflow) [O].

Na Figura 4.2 é feita uma representacao da classificagao de células no problema de
escoamento em um canal.

4.3 Método da Projecao

O método de projegao proposto por Chorin em 1968 [5], [6], foi originalmente utilizado
para resolver problemas de escoamentos confinados e transientes de fluidos viscosos e
incompressiveis com base na técnica de diferencas finitas. Esse método permite resolver
as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis utilizando as variaveis primitivas (velocidade
e pressao) de maneira desacoplada. Uma motivagao para o uso do método da projecao é
determinar um campo de pressao que garanta a conservacao de massa, ou seja, determinar
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a pressao p de forma que a velocidade u satisfaga a equacgao da continuidade. Sendo assim,
na metodologia numérica, u e p sao calculados separadamente.

A base matematica do método da projecao é o Teorema da Decomposi¢ao de Helmholtz-
Hodge (TDHH) cuja demonstracao encontra-se em |[7].

Teorema 1 Seja Q) uma regiao com fronteira suave OS2 e w um campo vetorial definido
em ). Nestes termos, a decomposicao de 1 na forma

i=u+ Vi (4.1)

existe e € unica, sendo v um campo escalar também definido em ). Ja o campo vetorial
u € solenoidal e paralelo a 052, isto €, V -u =0 e ao longo da fronteira de ), u - n = 0,
onde 1 é o vetor normal exterior a 0.
A aplicacao desse teorema consiste em definir um campo de velocidade intermediario
u através da seguinte equagao,
88—17: +V-(uu') = -Vp+ %WEJFV - T (4.2)

sendo p um campo de pressao tentativo. Como citado anteriormente, a pressao é im-
portante no sentido de garantir que a velocidade calculada pela equacao do momento
satisfaca a equacao da continuidade o que nao necessariamente implica que u é solenoi-
dal. Da equagao (4.1) tem-se que

V-u=V-u+ V%, (4.3)
aplicando a hipoétese do THDD de que V - u = 0 obtém-se o potencial auxiliar
V3=V 1 (4.4)
com as seguintes condigoes de contorno [46] nas fronteiras rigidas e inflow
o
— =0, 4.5
pr (4.5)
e no outflow
Y =0. (4.6)

A condi¢ao de contorno tipo Neumann para v, (4.5), é devida a ordem de convergéncia
da velocidade e pressdo. Em [4], Brown mostra que para a velocidade e pressao obterem
segunda ordem de convergéncia é necessario que a condigao (4.5) seja imposta para 1 no
calculo da equagao eliptica (4.4). Pelo método da projecao e equagao (4.1), sabe-se que

VQ/"@Q = (u— u)|ag : (4.7)

Sendo assim, uma apropriada condicao de contorno pode ser dada por,

— -
n-V ‘ :n-u—u‘ : 4.8
o =i-w| (1)
Entretanto, utiliza-se a mesma condicao de contorno para u e u, o que implica em,
_)
n-V ’ =0. 4.9
J, (49)

Portanto, ap6s o calculo de v a velocidade u ¢ calculada segundo a expressao
u=1u- V. (4.10)

Ja a pressdo p que ainda nao foi calculada é obtida substituindo (4.10) em (4.2) e compa-
rando a equagao resultante com a equagao do momento original (2.60). Essa comparagao
resulta para o método implicito (EI) na seguinte expressao para a pressao

p=z’5+%— %V%- (4.11)
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4.4 Integracao Temporal da Equacao do Momento

Como descrito na introducgao desse capitulo a integragao temporal seré feita utilizando
o método de Euler implicito (EI). Isso sinaliza que a equagao de quantidade de movimento
que ¢é responsavel pela evolugao no tempo da velocidade u sera integrada aplicando o
método EI na derivada temporal e assumindo que o termo convectivo V- (uu') encontra-
se no instante de tempo anterior, o que resulta numa aproximagao semi-implicita para a
velocidade. Mais detalhes sobre a implementacao desse método encontra-se em [31], [32].

Aplicando o método na equacao (2.60) com o objetivo de determinar u(x,t,y1) €

. —=n+1 . -
considerando T uma aproximacao para T+t tem-se,

n+1 n
B e 0

o . T\n __ n+1 i T”Jrl 4.12
5 e 5 V-(uu )" —-Vp"™ +V : (4.12)

Contudo, a velocidade que serd aproximada pela equacao acima é a velocidade interme-
diaria u, ou seja,

ut! B ormntr _ U T +1 mntl
- — "= —-V- " —Vp" T . 4.13
5 7V U 5 V:(uu )" =Vp" +V (4.13)
~nt1

Nesse caso, admite-se que u” = u” e p
velocidade é atualizada calculando,

= p". Calculado o potencial ¥"™! por (4.4) a

un+1 — mn+l _ vwnJrl. (414)
Ja a pressao sera corrigida aplicando a corre¢ao da velocidade (4.14) na equagao (4.13),

n+1 n+1 n =n
AV S vyt = Y v ) - vt v T

ot Re ot
™ B gt - W T +1 ovyrtt B o2 st Fnt1
5 Rev u 5 Ve(ua' )" =V (p" + 5 Rev Y +V
(4.15)
e subtraindo a equagao (4.15) da equagao (4.12), obtém-se
n+1
n+1 :'p-n—f—l + w . 6 VQ'QZ)TH_l- (416)

P 5t Re

E importante ressaltar que o termo convectivo (ndo linear) na equacdo do momento
gera uma restrigdo para o passo temporal dt. Essa restri¢do se baseia na condi¢ao CFL
(Corant-Friedrichs-Lewy) [21] que determina

Oterpr < min{dtcpre, 0torry} (4.17)
sendo 5 5
x
OlcrLe = ] e Olorry = v Y i (4.18)

As velocidades Upqz € Vmar representam respectivamente os valores méximos que as com-
ponentes do vetor velocidade u e v atingem nas direcoes x e y. Logo, o passo temporal
assumido nas simulagbes tem que respeitar a restri¢ao (4.17).
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4.5 Integracao Temporal das Equagoes Constitutivas

Reologicamente a contribuicao nao-Newtoniana é determinada segundo a equagao
constitutiva do fluido. A evolugao temporal do tensor T é feita com base na seguinte
equacao,

o = HuT) (4.19)

sendo H(u, T) construida conforme a equac@o constitutiva considerada. Nesse trabalho
estao sendo considerados os fluidos Oldroyd-B e sPTT. Como dito anteriormente, o fluido
Oldroyd-B pode ser obtido ao considerar f(¢r(T)) = 1, ou seja, € = 0 na funcdo linear

(2.68). Sendo assim, apresentaremos a integracao temporal para a equagdo constitutiva
sPTT. Entao, a fun¢ao H(u,T) é dada como,

(1-5)
WiRe

O método utilizado para resolver T é o método Runge-Kutta de segunda ordem de

H(u,T)=2 D - %f(tr(T))T — [V-(uT) = (T (Vu)" + (Vu)-T)]. (4.20)

precisao (RK21). Esse método se divide em duas etapas, a primeira é calcular T (o
mesmo utilizado na se¢do anterior para o calculo da velocidade intermediaria) usando o
esquema Euler explicito,

T =T+ 6tH(u", "), (4.21)

e a segunda etapa ¢ calcular T"™! por meio de um esquema semelhante a Regra do
trapézio,

1 -
T = T 4 S0t | H(w", T") + H(u™, “)] . (4.22)

Além do Método RK21 também ¢ possivel determinar T"*! via método Explicito,
para isso basta apenas considerar T""! = T em (4.21).

4.6 Discretizacao das Equagoes na Malha Fixa

4.6.1 Condigoes de Fronteira Rigida

Nesta secao sao descritas as discretizacoes das condicoes de contorno adotadas nesse
trabalho. Nas fronteiras soélidas sao consideradas as condi¢oes de contorno com escorre-
gamento e sem escorregamento. Para a condigao de escorregamento é considerada a lei
de escorregamento Navier Linear.

4.6.1.1 Fronteira Rigida Paralela a =

A plataforma Freeflow-2D admite apenas dois casos de fronteira solida: paralela ao
eixo x e paralela ao eixo y do sistema cartesiano. Ao considerar o escoamento de fluidos
em um canal horizontal as paredes ficam posicionadas paralelamente ao eixo x, uma
inferiormente e a outra superiormente. Nessa subse¢ao vamos apenas apresentar como foi
realizada a discretizacao para a parede ou fronteira rigida paralela a = que delimita o fluxo
do fluido superiormente. Para tornar mais didatica a apresentacao, considere a Figura
4.3 que ilustra a posicao dos pontos e variaveis consideradas para aproximar a velocidade
na célula de parede cujo centro é o ponto (x;,y;).

O objetivo central dessa subse¢ao é mostrar como é feita a aproximacao na fronteira
rigida para a configuragao de parede da Figura 4.3 em problemas Newtonianos e viscoe-
lasticos slip. Sendo assim, primeiro vamos apresentar algumas decorréncias das condigoes
auxiliares apresentadas no Capitulo 2.
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Decorrente da condigao de impermeabilidade, u_ = 0, tem-se

ov
v=0= 2= =0. (4.23)

Logo a velocidade normal a parede é,

vl —5

Para a velocidade tangencial é necessario observar a condi¢ao adotada: no-slip ou slip.
Para o caso no-slip (2.29)

Ju
e considerando a equacao da continuidade tem-se
u v
ox dy ( )

Em problemas cuja condi¢do adotada ¢ a slip (2.30) sabe-se que Upgreqe 7 0 € portanto

- : du L

nao pode-se concluir que i 0 e consequentemente também nao pode-se afirmar que
ov
Ay

Ao resolver problemas viscoelasticos também é necessario obter informagoes das com-
ponentes do tensor T na fronteira rigida. A estratégia utilizada pela metodologia imple-
mentada no FREEFLOW-2D é calcular via a equacao constitutiva, T, T*"Y e TY% na
parede levando em consideragao a condigao adotada para a velocidade. Sendo assim, con-
sidere o modelo mais completo, sPTT, dado pela equagao 4.19 cuja fungao H é expressa
por (4.20). Em coordenadas cartesianas tem-se,

= 0.

I

yy%
oy |’

T e ,(L=B)0u_ 1 po_ | OWT™) OWT™) 000y, Ou
ot H™ =2 WiRe Ox Wi (tr(T)T [ ox + oy 21 ox 2r oy
(4.27)
oT*v (1=05) [Ov  Ou 1 O(uT™)  I(vT™) v
— Ty _ el et D Ty a2
ot " WiRe (83: * 0y) Wif(tr(T))T { Ox * oy g Ox g
(4.28)
oTw (1-=p)ov 1 o(uTv)  O(vTY) v ov
— vy - vy _ _ Ty _— vy ___
o A =2 WiRe Oy Wif<tT<T))T [ Ox * dy 21 Ox 21 oy |
(4.29)

Para problemas no-slip, vamos aplicar as condigoes decorrentes de tpgrede = Uparede = 0
em (4.27), (4.28) e (4.29) o que fornece as seguintes expressoes,

Hoo — —% F(tr(T)T™ — {—szg—Z} , (4.30)
HY — % (g—Z) _ %f(tr(T))Tmy _ l—Tyyg—Z] , (4.31)

9y L gy
HY = — o f(tr(T) T (4.32)
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Ja para problemas slip as equagoes (4.27), (4.28) e (4.29) ficam,

(1-B)0u 1 O(uT*)  O(vT*®) du ou
WiRe 0x Wi (tr(T)) Ox + dy Ox oy |’
(4.33)

v = 1=0) (8“) ~ Lty - {8<“Txy) L oT?) Tw@} o (4.34)

WiRe \ Oy Wi ox dy oy
(1—-p)0v 1 o(uTv)  O(vTw) Jv
vy — _ vy _ Y
Y =0 e = ()T G gy | (439)

Observe que sao poucos os termos que se anulam devido a condig¢oes impostas a u e v na
parede para problemas slip.

Observagao 3 Observe que no caso no-slip os termos convectivos das equagoes (4.27),
(4.28) e (4.29) se anulam sobre a parede pois,

"

B [au oT Ov oT B

bty bl ity =
ox +u8x+8y +U8y]pmede

= @ + @ T + ua—T + va—T
a Ox 8y parede Ox 8y parede .

Da equagao da continuidade e como Upgrede = 0 € Vpgrede = 0 entao,

la(uT) N I(vT) _0 (4.36)

8l‘ ay :| parede

Jd para o caso slip, procedendo de maneira andloga tem-se,

o

ou  Ov oT oT
==+ T +lu—+v— =
8l‘ ay parede &x ay parede

o(uT o(vT oT
[ W) | ok )] - [u—] . (4.37)
Ox 8y parede Ox parede
: oT
Note que no caso do escoamento totalmente desenvolvido no canal |u— = 0.
x
parede
. : . oT _
Entretanto, para problemas mais gerais se considerarmos apenas |u—— , ou seja,
x
parede
oT
{v—} =0, entdo de (4.37) tem-se,
ay parede
o(uT oT
wt) _ 2T (4.38)

ox ox’
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B B
Ti,j Ti+1,j
[ ]
Tijs Tit1j-1
i IT &
B B B i+%,j—%
Ci; rI;z}j—l Tiv11
. [ )
UZ_EJ l [ ] l/U/,LJr%J
L L g
u .
T3]3 u1+%,37%
Ci,j—l Ti,j—2 Ti.+1,j72
[ ]
UZ,lJ,l. ° .u’l+§»J*1
E F F
(€Y (b)

Figura 4.3: Representagdo da parede paralela a x onde (a) ilustra a discretizacao da
velocidade e (b) a discretizacao do tensor.

0 que nao € verdade, pois

O(uT) _ua_T +va_T
or Oz oy’

(4.39)
A fim de explicar como é calculada a velocidade tangencial e o tensor na fronteira
rigida vamos dividir em dois casos: no-slip e slip.
e no-slip: Decorrente da condicao u- = 0 tem-se,
. =0. (4.40)

Usando extrapolagao linear (ver Apéndice C) calcula-se,

ui+%7j = 2ui+%,j7% _ui+%,j717 4.42)
logo
)
uF%,j = —UF%,jfl, (4.43)
Uipd; = "Uipd - (4.44)

Em escoamentos viscoelédsticos que é necessario o calculo de T na fronteira rigida
[37] isso é feito resolvendo via o método RK21 a equagao (4.19) com a fungao H
descrita pelas equagoes (4.27), (4.28) e (4.29) que discretizadas no espago entre as
células C; ; e C; j_; ficam,

1 ou
H| = —— fr(T)). . 2 T, — |21 < (445
li,j—1 77 FEr(T)iymg Ty li.j—1 3y m‘—J (4.45)
(1-5) [ ou 1 ou
H|, . 1= — —— f(r(TH]. . T . 1 —|=TY%|. . 1 —
|Z7]7§ WiRe ay Z’j,l Wi ( T( ))|z,]7§ ‘z,jfﬁ ‘z,jfﬁ ay
WJT3

Y
27]7%

(4.46)
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1
Hyy‘i,jfé = TWa f(t"’<T))‘z',j7% Tyy|i,j7% : (4.47)
) L . Ou
Note que é necesséario determinar — ,
Oy lij-1
ou Ui — Ujj—1
— = 4.48
g
sendo,
1
g = 5 (UH%J n uii%,j> (4.49)
e
1
Uij1 =5 (UH%J,I n ui,%,j,1> . (4.50)

Logo, determinado T'; il é feita a seguinte aproximacao para T no centro da célula
[B] (ver Apéndice C),
8 1

ij = gTi,];% —2T; ;1 + gTz,ij- (4.51)

T

e slip: Neste caso a velocidade tangencial a fronteira rigida nao é nula, U~ = Uparede-
A velocidade upgreqe implementada no cédigo numérico é decorrente da lei de escor-
regamento Navier Linear. Entretanto, essa lei aplicada a problemas viscoeléasticos
difere por um termo da mesma lei aplicada a problemas Newtonianos. Para proble-
mas Newtonianos a lei de escorregamento Navier Linear calculada na face entre as
células C; j e C; j_1 (ver Figura 4.3) ¢ dada por,

1 ov  Ou
Fre (8_90 + a_y) H;J_J . (4.52)

Observe que para o tipo de fronteira considerada, paralela ao eixo z (além disso a

Uitd it = hni

. . . . v,
parede de referéncia é a superior, logo usa-se o sinal (—)), a derivada o ¢ nula

Ju
sobre a parede porém, é necessario aproximar a derivada — Utilizando
ay i+l ;1
2072
diferengas centrais,
ou Uipdy = Uil j 1
Y i+%,j7% Y
Entretanto, u,, 1 ; € calculado via extrapolagao linear entao,
27
ui+%7j:2ui+%’j7% —uH%’jfl. (4.54)
Logo,
ou (uwé,jf% B ul-%,j,l)
Y i—l—%,j—% Yy

Agora, aplicando em (4.52) obtém-se,

y 12 (“z‘+%7j—% - “i+%7j—1>
;1 1 = —_— =
32 "1 Re oy
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1 anl i anl 5yR€+ anl i anl
Yirga-g \ P SyRe) 5yReui+%’j_1 T Misdiog dyRe B 5yReui+%’j_1

anl R knl
e_
= Ui li-1 = oyfie Uipljo1 = Uil ;1= fie Uipljo1 =
27732 oyRe + 2k, 27 22773 2R65_y N 2Re@ 2]
oyRe 2 Re
knl
U= e (4.56)

@+5_y Uil j-1-
Re 2

Portanto, para o caso Newtoniano, primeiro calcula-se tparede = ;. 1-1 em (4.56)

e depois determina-se wu,; 1 ; por (4.54). No caso da parede inferior as contas sao

2 N j N
analogas e obtém-se a mesma expressao para o calculo de upgreqe cOm excessao dos
indices.

Em problemas viscoelasticos o raciocinio é anélogo. Porém, nesse tipo de problema
a velocidade slip é determinada via a expressao,

B (Ov Ou
Foo oo+ 5

Re \Ox Oy
considerando (—) por ser tratar da parede superior. Utilizando as mesmas condigdes
e aproximagoes do caso Newtoniano tem-se,

™ |, 457
z+%,j*%:F Hé’]%] 0

B 2 (“H%,jf% - “z‘+%,j—1)

_ 2 _ wy
Uiegoy = kut | = 5 fnilintioy =
knlﬁ
_ Re . Kt Ty
Y4393 T B + sy 1+ 2k Ti%’j_%' (4.58)
Re 2 oyRe
Observe que é preciso determinar Tﬁ’l o1 Entretanto, como citado anteriormente
27 2

o tensor T é calculado no meio das faces entre células [B] e [F] por meio da equagao

constitutiva. Sendo assim, podemos especificar 7Y fazendo a seguinte média,

4=
T [T"”y T (4.59)
i+tig-+ 9 [Tii—3 i+1l-3]" )

Como no caso no-slip também é necessario determinar numericamente T na fronteira
rigida. Esse calculo é feito via os passos do método RK21 considerando que a
fungao H ¢ descrita sobre a fronteira rigida pelas equagoes (4.33), (4.34) e (4.35).
Note que nessas equagoes é necessario determinar fluxos, ou seja, % + %;r).
Porém, como o foco numérico desse trabalho, num primeiro momento, é o estudo
de escoamentos totalmente desenvolvidos em canais sob influéncia de uma condigao
slip nao ha necessidade de apresentar uma forma de calcular esses termos pois para
esses problemas, como justificado na Observagao 3, os termos de fluxo sao nulos.

Sendo assim, Tf;/,; e T ;1 8o calculados segundo o passo do método RK21 onde
’ 2 ’ 2

H?" & determinado pela equagao (4.46).

Para escoamentos totalmente desenvolvidos em canais o tensor T é determinado no
centro de células [B], analogamente como foi descrito no caso no-slip.
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Analogamente, ao que foi feito para o caso representado na Figura 4.3 também é feito
para o caso em que a parede considerada é paralela a direcao x porém inferiormente.
Lembrando que para este caso deve-se considerar o sinal (+) nas equagoes que descrevem
a velocidade de escorregamento.

4.6.1.2 Fronteira Rigida Paralela a y

Um outro tipo de configuracao de parede que difere um pouco do apresentado na
secao anterior, aparece quando o objetivo ¢ estudar escoamento em canais verticais, ou
seja, quando as paredes do canal sao paralelas a direcao y. Neste caso, as consideracoes
sao analogas ao que foi feito em fronteiras rigidas paralelas a dire¢ao x. Entretanto, a
velocidade normal a parede ¢ u e a velocidade tangente a parede é v.

Para mostrar como ¢ feito o calculo da velocidade e tensor na fronteira rigida paralela a
y vamos considerar a Figura 4.4. Admitindo as condigoes auxiliares descritas no Capitulo
2, tem-se

u=0= — =0, (4.60)
e entao a velocidade normal a parede e dada por,

A respeito da velocidade tangencial devemos considerar os dois casos: no-slip e slip.
Para problemas no-slip tem-se,

ov
logo, pela equagao da continuidade,
ov ou
—=0=—=0. 4.63
dy ox ( )

Ja em problemas que a condicao slip ¢ adotada para a velocidade tangencial, como

. . ~ . v
descrito anteriormente, Uparede # 0 e portanto nao pode-se concluir que 8_y = ( e conse-

U
quentemente nao pode-se garantir que — = 0.

A funcdo H que depende das derivadas espaciais da equagao constitutiva (4.19)-(4.20)
aplicada sobre a fronteira rigida para escoamentos totalmente desenvolvidos em canais
verticais cuja a condi¢ao na parede é no-slip ou slip resumi-se ao seguinte sistema de
equagoes,

H*® = _% (tr(T))T*, (4.64)
H™ = % Ri ) (g—;) - % f(tr(T)T™ — {—T”%} , (4.65)
HY = —% Fltr(T) T — [—QTW%} : (4.66)

Note que, para o caso slip novamente os termos de fluxo sao anulados devido o tipo
de problema considerado: escoamento totalmente desenvolvido no canal (Observagao 3).
Portanto, pode-se determinar o tensor extra tensao sobre a fronteira rigida segundo os
passos do método RK21 adotado para resolver no tempo a equagao constitutiva.

O calculo da velocidade tangencial vpgreqe € feito levando em consideracao os casos a
seguir:
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Tz’,j+1 T Ti+1,j+1 Tz’+2,j+1
[ ] | | L1 [ )
B Vijt: Vit 1,5+3 i+3.01
<D ! ]
Vitd j+3
Cij Cit1j .’I‘z’—&-%,j—&—%
° Bu 1,
2 Ti; T Tit1, Tita,;
[ ] | | .1 @ [ ]
B ,Ul}j—% Ui-‘rl,j—% E L
o »
B
@ (b)

Figura 4.4: Representagao da parede paralela a y onde (a) ilustra a discretizagao da
velocidade e (b) a discretizacao do tensor.

e no-slip: A velocidade tangencial é calculada determinando primeiramente a velo-
cidade na fronteira rigida,
Vil jit = Vgt o1 =0 (4.67)

Agora, usando a extrapolagao linear obtém-se,

Vgl = 2Vipljed T Virlgeds (4.68)
vi,j*% = 2Ui+%,jf% — UiJrl,jf%’ (4.69)

e a velocidade na célula [B] é dada por,

Ui+l = “Vig1j+Ls (4.70)
Ui,j*% = _UHL]’*%' (4.71)

Para o caso viscoelastico no-slip além das condicoes acima, o tensor T na face da
célula [B] em contato com fluido é aproximado via RK21. As equagoes (4.64), (4.65)
e (4.66) aplicadas no ponto (xH%,yj) sao

xrxr 1 xrxr
H |i+%,j T W f(tT(T))|i+%,j T |i+%,j’ (4.72)
B4 = Wine \ x|, , ) i OO eogs T | = e 3, 1
(4.73)
Hyy|' 1. = —i f(tT(T))| 1 'Tyy|' 1. — | —2 T:vy| 1 . @ (4 74)
i+35,7 Wi i+35.] +35,] 1+5.] ox y ) :
+3,
onde,
Jv Vit1,j — Vij
vu _ , iy (4.75)
890 i+%,j 5l‘
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com

1
vy =5 (var% + vm,%) . (4.76)
Ja T em células B é determinado fazendo,
8 1
Ti,j = §T2+%’] - 2Ti+1,j + gTi_ﬁ.Q’j. (477)
e slip: Considerando um escoamento Newtoniano a velocidade v, ; 11 @ calculada da
seguinte forma,
Vig+d = 2Vipd i T Vigaed (4.78)
sendo que de (2.70) tem-se,
1 [Ov Ou
1=k | F— | — 4+ — . 4.79
Vitdj+d = knt | F oo (&r + ay) Hljll (4.79)
27 2

Devido a parede encontrar-se a esquerda da célula com fluido o sinal considerado
em (4.79) é (+). Como u = 0 sobre a parede entao,

1 [ov
— | =— . 4.
RGQ%)HM%] (4.80

Vil i+l = Kt

Utilizando diferencas centrais,

v _ Viprged T Vil (481)
ox i+%,jf% ox ’
e de (4.78) chega-se em
ox i+%7j—% ox ’ ’
Aplicando em (4.80) tem-se
2 (”i+1,j+§ - “z‘+§,j+§>
Vigljsl =k Re 57 (4.83)
Logo,
knl
_ Re
Vitdj+s = k_nl—+5_xvi+1,j+%' (4.84)
Re 2

Para escoamentos viscoelasticos, como mostrado nas Figuras 4.4 (a) e (b), a veloci-
dade e o tensor sao aproximados calculando primeiro

knlﬁ
_ Re Koni xy
R L B R AT A PR
Re 2 oxRe
dado que,
1
Ty _ T |y Ty
Ti-i—%,j-i—% T 9 [Tz‘+§,j +Ti+%7j+1} : (4.86)

Ja o tensor T em células [B] ¢ determinado exatamente da mesma forma como

descrito no caso no-slip. Os tensores Tﬁ’l ;e Tfi . sao determinados pela rotina
27 27

numérica quando se calcula o tensor T na fronteira rigida.
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4.6.2 Equacgoes de Conservacao do Momento e Massa

Seguindo o conceito de malha deslocada a discretizacao espacial das equagoes de quan-
tidade de movimento e continuidade sao feitas via o método de diferencas centradas de
segunda ordem, ressaltando que apenas o termo convectivo é tratado de uma outra forma.
Considere uma célula computacional C; ; como a representada na Figura 4.1, onde o ponto
central é exatamente a coordenada cartesiana (z;,y;). A velocidade u é calculada na face
vertical & direita e a velocidade v na face horizontal superior, as demais propriedades sao
calculadas no centro da célula. Entao, aplicando as equacoes nessa célula tem-se:

e Equacao da continuidade (2.62): discretizada no centro da célula C; ;,

%
ox

—u
ox

1

ov

Uu
"y

i+1.j ij+s T

0y

(4.87)

4,J 0]

e Equacdao do momento na dire¢do = (2.63): discretizada na face vertical a direita
(entre as células C;; e Cit1 ),

~n+1
u. .
it+1.j

~n+41
u. .
it+1.j

n+1 n
Stp | 0%u o*u N J(uu Jo(vu
oo o ] T [% 20 ] ]
€ L9 livds 9V vl ? Tolivd, Y livdy
ol | o™ o™ "
5t |2 ot | & i =
ax ’i-}—l 7 ax L1 8 L1
L 27 +35,J 1+5,]
~ ~ ~ ~ ~ ~ n+1
Re (0x)? (6y)?
~ o (i o(vu ! Driry — iy
— ot (@) o) —5t{M} +
2 Or i1, W i1, ox
—TT —zx LY Y n+1
ot | =Ll b 207 2207 . (4.88
+ ox + oy ( )

e Equagao do momento na diregao y (2.64): discretizada na face horizontal superior
(entre as células C; ; e C; j+1),

ij+3

~n+1
V..
ij+3

n+1 n
5B | 0*v n 0*v n 5t 0(uv) d(vv)
_E 22 i = - _
Re | 0x? g+l oy? i+ Jt3 ox i+ dy i
n+1 . - n+1
op or"! or"
Ylijrs Tl i+
~ ~ ~ ~ ~ ~ n+1
0B | Vitrg+d T 205541 V54 L n Vijyd = 20541+ 51 B
Re (0x)? (0y)?
e —— n ~ ~ n+1
s | 2@0) ACD) g | Pt = Pig |
T idts or |.. .1 oy |...1 5y
1,j+35 ,j+5
T =T ., T, 7™
Z+_7]+_ Z__7j+_ 7,7+1 (3
ot S S o/ ! . (4.89
+ ox + oy ] ( )
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B B
Bus
Up
qu_ 2 »J .ul+%’.] lul+ 2 sJ
F F
Wu1 o
F F

Figura 4.5: Representagao da discretizacao da equagao do momento na dire¢ao x em uma
célula adjacente a parede superior.

A aplicacao das equagoes (4.88) e (4.89) em todas as células interiores ao dominio, onde
ha fluido, gera dois sistemas, Au"™! = G, e Av"*! = G,. A implementagao desses sistemas
requer cuidado em células proximas ao contorno onde a condicao de escorregamento e a
condi¢ao de nao escorregamento sao consideradas. Vale ressaltar que no caso Newtoniano
T = 0. Logo, no vetor independente G, e G, ndo aparece as componentes do tensor
extra-tensao. Entretanto, observe que ao calcular o divergente do tensor extra-tensao
necessita-se conhecer valores de T"° em pontos onde essa propriedade nao esta definida.
Para contornar essa situacao esses valores sao obtidos por meio de uma média aritmética
envolvendo os pontos centrais das quatro células vizinhas [47],

=t 1 —

Tii%,ﬁ% 1 [Tiil gt Tz-i-l] + T it T; j+1} (4.90)
= 1

Tz_f%’]_% == Z [TZ+1 J + TZ+1 J—1 + T 1 + T j| (491)
—z 1 =T

Tzi/—,H— U [Tm+1 + T it T 1T Tiill,j-i-l} : (4.92)

Para explicar as mudangas nos sistemas Au"™!' = G, e Av""! = G, decorrente da
condicao de contorno com escorregamento vamos considerar separadamente o caso slip do
caso no-slip. Lembrando que o estudo numeérico de escoamentos com escorregamento seré
feito via a lei de escorregamento Navier-Linear.

4.6.2.1 Sistema Implicito

Os sistemas Au™*! = G, e Av"™! = G, sao construidos considerando dois casos: com
escorregamento na parede e sem escorregamento na parede.

Considere as equagdes (4.88) e (4.89), elas sao reescritas respectivamente da seguinte
forma,

r“ (0x)?

. _ n+1
— = U1 T U
2 [ it3.+1 z+—,J—1]
(0y) 2 2

= Gx|z+%,j )

0x)?7 - ~ ~
[a+2+2< ?) }u’,‘ﬂl A—[uz+27]+u'_1 ,
(4.93)

(5y)2 1+35,J 3]
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AL . _ n+l (§x)2 1_ B n+1
{a +2+ p{97) ] ot [vi—l—l,j—i—% + Ui—1,j+§] o [”m‘+§ +v —] =a Gyl

(5y)? ij+i (0y)? 3 ij—3 ylij+1i
4.94
(6x)*Re . . . . . . ( . ~)
onde a = 5 Os sistemas acima geram matrizes pentadiagonais. O tipo de condi¢ao

de contorno, slip ou no-slip e a forma como sao calculadas, explicita ou implicitamente,
geram algumas modifica¢oes nos sistemas (4.93) e (4.94).

A metodologia utilizada aqui para aproximar a velocidade em células de contorno
rigido de problemas com velocidade de escorregamento na parede é explicita [32], ou seja,
as condigoes de contorno para a velocidade intermediaria serao calculadas fazendo

u"tt =u (4.95)

Neste caso, a velocidade na parede é preestabelecida, pois ja foi calculada no instante
anterior. O calculo dessa velocidade em células [B] é feito como descrito nas subsegoes
sobre fronteiras rigidas. Logo, aplicando a equagao do momento discretizada (4.93) em
células [F] adjacentes a células [B], como mostrado na Figura 4.5 tem-se

600 ir [ Q@R e
[O‘ +2+2 (5y)? Wip1;~ [“H%,j - uz’—%,j] "~ (oy)? up + uz’+%,j—1] =« Gl‘|i+%,1
(4.96)
sendo,
aptt = uy (4.97)
e uy ¢ calculada utilizando as equagoes (4.54), (4.56) e (4.58). Entao,
uptt = uy = 2u, — Uit d s (4.98)
com
knl
Re
— 1 4.99
r ks T oy s .
Re 2
para problemas newtonianos, e
kjnlﬁ
Ky,
u it — (4.100)

= — he U; 1 —
P knlﬁ + 5_?/ e 1+ 2knlﬁ b
Re 2 oyRe

para problemas viscoelasticos, sendo T7¥ calculado de acordo com as aproximagoes descri-

tas na secao sobre fronteiras rigidas. Logo, como ﬁg“ é conhecido, esse valor é adicionado

ao vetor independente G, ou seja, Au"*! = G, + r, onde a matriz do sistema A tem a
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seguinte forma,

a b c
b a b c
b a 0 c
c 0 a b c
c b a b c
A= ) (4.101)
c b a 0 c
c 0 a b
c b a b
- C b -

Ja o vetor r recebe exatamente os valores preestabelecidos, como as condigoes de entrada
e saida e as condigoes do contorno rigido, ou seja, uy. Para o exemplo do canal, como foi
dito anteriormente, surgem nas diagonais inferior e superior a diagonal principal zeros no
lugar da constante b devido a velocidade ser conhecida no inflow e outflow. Além disso,
no primeiro e ultimo blocos dessa matriz onde nao aparecem valores da diagonal inferior
afastada e da diagonal superior afastada respectivamente, refere-se exatamente aos pontos
onde a velocidade do contorno rigido ¢ somada ao vetor independente. Para problemas
no-slip, tanto viscoelastico como Newtoniano, basta apenas considerar k,; = 0 em (4.99)
e (4.100) o que implica em u, = 0.

Observagao 4 Oishi em [32] apresenta um estudo detalhado sobre os tipos de condigdes
de contorno explicita e implicita e a influéncia dessas condi¢oes na formulagao implicita
da equacao do momento. No contexto de estabilidade do método, ele conclui que ambas
as condigoes associados ao método de Fuler implicito resultam em um método incondici-
onalmente estdvel.

4.6.3 Condigoes de contorno em injetores e ejetores

1. Condicao de injetores (inflow): A velocidade de entrada do fluido é estabelecida
a partir do problema modelado [37], [38]. Na metodologia numérica esses valores sao
prescritos na face das células [I] em contato com as células de fluido do interior do
dominio. Para descrever como sao calculadas as componentes do vetor velocidade
seré considerado um caso entre 4 possiveis tipos de posicionamento das células [I].

0=
i.
N

e

Ti1
Wuis;e

Figura 4.6: Ilustracao de um tipo de configuragao de células do injetor.
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Vij+l
= 0 3
T 1, T ;
° U1 ;e

Figura 4.7: Tlustracao de um tipo de configuracao de células do ejetor.

Considere a Figura 4.6, de (2.26) sabe-se que a velocidade normal u; 41,7 deve ser

. . ~ 2 .
especificada considerando uma vazao U fiw decorrente do problema considerado e
a velocidade tangencial é tida como nula, ou seja,

Uiyl = Uinflow (4.102)
(4.103)

Vijrt = “Vig154d-
O calculo para v, ;, 1¢ feito via extrapolacao linear,

(4.104)

Vig+d = 2Vipd it~ Vig1ed
donde v, 1 ;,1 = 0 pois v neste caso ¢ a velocidade tangencial que ¢ nula na face
2:J713
das células [T].
Com relagao ao tensor T essa propriedade ¢ admitida como nula em (x;, 1 y;), logo,

fazendo uma extrapolagao linear para determinar T no centro da célula [I] tem-se,

Ti,j - _Ti+17j. (4105)

2. Condigao de ejetores (outflow): Como apresentado na se¢ao sobre condigoes
auxiliares, a velocidade e tensor sao calculados nas células [O] levando em conside-
ragao (2.31). Para exemplificar, considere o caso da Figura 4.7. Sabe-se que,

v T

5 =0 —= =0; (4.106)
Orliy+d Orli_y,

discretizando por diferencas centrais,
Vijrl = V1441 Tij =T, (4.107)

A velocidade U1 ¢é aproximada através da equacao para a velocidade solenoidal
(4.111).

4.6.4 Equagao de Poisson para 1
Ao discretizar por diferengas centradas a equagao (4.4) para determinar o potencial
auxiliar 1) em células [F] tem-se a seguinte expressao,

n+1

Yiv1; — 205 +ica n Vi1 — 2055 + i e
(0x)? (6y)?
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wi,j-&-l
°

Vi
[ ]

B/l

Figura 4.8: Tlustragao de um tipo de configuracao de células de inflow ou fronteira rigida
paralela ao eixo x.

A condigao de contorno para ¢ é dada por (4.5) e (4.6). Para os contornos de entrada
e parede rigida o calculo é realizado discretizando (4.5) por diferengas centrais na face das
células [F] que estdo em contato com células [B] e [I] . Ha 4 casos possiveis de contato
entre células [B] e [F| ou [I] e [F], para exemplificar vamos assumir o caso representado
pela Figura 4.8, cuja direcao norma ¢é y entao,

o nt1 o V}MH B wm]nﬂ o
dy i+ oy
o =Y (4.109)

Ja nas células de saida de fluido aplica-se a condigao (4.6). Logo, ¥ ¢ calculada fazendo,

Yt =0. (4.110)

,J

4.6.5 Velocidade Solenoidal

Como descrito na se¢ao sobre o método de projecao, primeiro determina-se uma ve-
locidade intermediaria u e apos o calculo de um potencial 1) a correcao da velocidade é
feita por (4.10), que discretizada por diferengas centrais é reescrita como,

wn—l—l _ wn—l—l
B iy
=gt - D T (4.111)
it5.] i+35.] ox
n+1 n+1

T ¥
AR AL L (4.112)
27]+2 Z7]+2 5’3/

O sistema de equagdes acima ¢ aplicado nas faces de células de fluido ([F]).

4.6.6 Campo de Pressao

Como citado anteriormente, o intuito do método da projecao é desacoplar as equagoes
de forma que seja determinado um campo de pressao que forneca uma velocidade que
satisfaca a equagao de conservacao de massa, ou equagao da continuidade.

O campo de pressao tentativo p"™! é adotado em todas as células [F] como,

piy’ = plye (4.113)
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Na formulacao implicita a atualizacao do campo de pressao é feita pela discretizacao
da equacdo (4.11) por diferencas centrais para o laplaciano de ¢ em todas as células C; ;
de fluido, obtendo assim,

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
wZJrlj - 2¢ @Z)zel,j wi,jJrl - 2¢ @Z) i,j—1 ' (4'114)

(5$) (5y)

n+1
n+l _ >n+l 4 77Z) 6
pz J oo pz \J 5t Re

4.6.7 Contribuicao nao-Newtoniana

Como descrito nos trabalhos [37], [38] a contribui¢do nao-Newtoniana, ou seja, as
equagoes constitutivas sao discretizadas espacialmente no centro das células. A equacao
(4.20) discretizada gera o seguinte conjunto de equagoes,

- 1-7) Ou o(uT™* o(vT™®
H ‘2] :2< . ) v —fz,J |,] g ( )
WiRe Ox i ox i oy i : )
7 ’ 4.115
ou ou
T — el p—
|z,_7 ox . ‘z,] 8y Z,J] )
" WiRe \ Ox i Ol o 7055 = or |, ( )
’ ’ ’ 4.116
N O(vT™) _ e @ _w @ ]
6y i b al’ i, bl ay ij ’
). :2(1 —pB) ov| —f T O(uT) O(vTY)
J WiRe dy|,; o J or |, A iy ( )
’ ’ 4.117
ov ov
—92 Ty — vy — .
|z] or |z,] 8y i,j]

A funcao f; ; representa a funcao linear do fluido sPTT aplicada a célula C; ; descrita
sob a forma,
WiRe
(1-75)
As derivadas espaciais presentes nas equagoes (4.115)-(4.117) sdo aproximadas por
diferencas centrais. Na subsecao a seguir sao descritas as aproximacoes para tais derivadas.

fij=1+c¢€ (T”| A+ T, ) (4.118)

4.6.8 Calculo das Derivadas de Primeira Ordem

Além de determinar a velocidade também é necesséario aproximar as derivadas de pri-
meira ordem das componentes u e v. Esses valores sao importantes pois serao utilizados
como por exemplo, no calculo das componentes do tensor T. Essas derivadas sao discre-
tizadas por diferencas centradas de segunda ordem no centro das células com fluido,

u Uil — %1,

— = ’ 411
ox i ox ’ ( 9
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ou

Z?]_E
oul _ , 4.120
5y, 5 ( )
ov vi—i—%,j - U’l—i,j
e 4.121
or ij ox ’ ( )
vl _ Bha+d ~ B (4.122)
Ml oy ’ '

sendo que as faces onde nao se encontram definidos valores para u e v sao determinados
por meio de uma média aritmética de quatro pontos,

1

ui,j+% g Z |:ui+%,j+ui*%,j+ui+%,j+1+ui*%,j+li| y (4123)
1
1

vi+%7j = Z |:,Ui,j+% +vi,j*% +Ui+1,j+% *|>’Ui+17j7%] s (4125)
1

Vit =3 |:’Ui,j+% T V-1 T Vg4l T vi—l,j—%] : (4.126)

Observe que se faz necessario proximo aos contornos como inflow e fronteira rigida
determinar essas médias levando em consideracao a aproximacao de u e v nas células
[I] e nas células [B]. Para explicar como é feito esse calculo considera-se dois tipos de
configuracao de fronteira: a primeira paralela ao eixo z, Figura 4.9, e a segunda paralela
ao eixo y, Figura 4.10.

1. Fronteira paralela a z: Ao calcular 8_u
y ,]
[B] (ver Figura 4.9) usando (4.120), (4.123) e (4.124) tem-se respectivamente,

em células adjacentes a células [I] e

Ou|  Yijrg ~ %ij-g
| oy
1
= 10y |:<ui+%,j TU_L UL T uifé,jJrl) - (Uz‘+%,j TU_L UL U@e;,jq)] =
u 1
By g = 4oy [ui-i-%,j-i—l T UL T Uil 1 T “z‘—%vj—l] : (4.127)
Note que u,, 11 € Ui 1y SA0 determinados considerando o tipo de fronteira [I]
ou [B].
e [I] : Como descrito na se¢ao sobre condigoes de contorno em injetores e ejetores
tem-se,
uH%,jJrl = —uH%J, (4.128)
uF%,jJrl = —UF%J. (4.129)
Logo,
u 1 [
R = — _u'+l7‘_u‘fl7'_u‘+l7'71_u',l,‘fl]' (4130)
ay Z,J 45y 1 ) J (2 3 J 7 ) J 1 3 J
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e [B]: Quando a fronteira é rigida, deve-se levar em consideracdo o tipo de
condigao de contorno para fronteiras rigidas considerado: slip ou no-slip. Con-
siderando que se tenha uma velocidade de escorregamento prescrita tem-se,

Upp L jir = 2Up Ll — Uiy 1, (4.131)
Ui 1pn = 2U; 101 — U1 (4.132)
As velocidade u, 1jpleu 1.1 sao velocidades de escorregamento, que para
o caso Newtoniano sao dadas por,
K
Uil j+1 = kan—e(;y“iJr;ja (4.133)
(%)
K
U 1= /WR—eay“i%J’ (4.134)
(@ i 7)
e para o caso viscoelastico,
K
E knl Ty
Uiyl vk = m“w%d - m@%#%a (4.135)
Re 2 oyRe
u k
Ui-l5+3 = mui;,j - M@w;ﬂ%- (4.136)
Re 2 oyRe
Logo,
% :L [Q(u 1o U 1 1) — U1 — U 1 — U1 — Uy 1 ]
Ay g 45y it3.+4 i—1.+3 i+3.j i—3.,j i+lg-1 i-1j-1
(4.137)

Quando a condic¢ao na fronteira rigida é no-slip entao k,; = 0.0 e as velocidades
u;, 1 .,1 € u,_ 1. 1 sao nulas. Sendo assim tem-se exatamente a expressao
it3.0+t3 i=3.J+3

(4.130).

2. Fronteira paralela a y: Nesse outro tipo de formulagao (ver Figura 4.10) o calculo

ov

da derivada que envolve pontos de células [I] e [B] é I aplicado no centro da
X |. .
Z7j
célula de fluido adjacente ao contorno. Pelas aproximagoes (4.121), (4.126) e (4.125)
tem-se,
Ov| Vgl T Uil
ox |, ; ox
1
10 [(Umdré + V-1 + Vit1,j+1 + vi—l—Lj—%) - ('Ui,j—i—% + V-1 + Vio1,j41 + vi—l,j—%)] =
ov 1
Z?]

As velocidade v;_ ;, 1ew; ;1 sao calculadas conforme o tipo de fronteira, [I] ou
B].
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B/l B/l B/l
Bu; 1 WUl
Vic1+3 Uijtd Vit,+3
L > L4
Ci;
I/U/Z* % ) Iul+ % 5J
o Vel | Yij-3 g Yir1-}
@ @ L
Nu,; 1i-1 Iui—&-%,j—l
F F F

Figura 4.9: llustragao de um tipo de configuracao de células de inflow ou fronteira ri-
gida paralela ao eixo z para determinar o célculo das derivadas de primeira ordem da

velocidade.

e [I] : Da condigao de contorno em injetores tem-se,

Uz‘fl,th% = —UZ-J»JF%, (4.139)
'UZ'_L]'_% - _Uz‘,j—%' (4140)
Logo,
v 1

e [B]: Nocasoemquev, |, 1ev;
9. 2 k2

célula [B] e admite-se uma velocidade de escorregamento na parede entao,

1 sao pontos pertencentes a face de uma
2

Ui—l,j—% — 2,Ui—%7j—1 - 1)27]_7, (4143)
sendo,
knl
_ Re
Uiié’ij% = km—%vi7j+%, (4144)
(%)
(&
knl
v a=——"He 4, (4.145)

T A N A
Re T 2

quando o problema simulado é de natureza Newtoniana. J& para problemas

viscoelasticos, v;_1 ;.1 € v;_1 ;1 sao calculados fazendo,
2] T3 =373

knl

R_ knl x
) (k)

Re 2 dxRe
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B/l F F
Bu; 1 WUl
Vic1+3 Uijt Vit,+3
L -
B/l F F
Ci;
B, 150 Wi,
Vi—1,j-1 V-1 Viy1,5-1
@ @ @
B/l [ E
lui—%,j—l Iui—&-%,j—l

Figura 4.10: Ilustracao de um tipo de configuracao de células de inflow ou fronteira
rigida paralela ao eixo y para determinar o célculo das derivadas de primeira ordem da
velocidade.

knl
_ ﬁ knl Ty
=2 - T 4.14
R IR T R
Re 2 dxRe

Sendo assim, a derivada é calculada fazendo,

ov 1
o Iy [”i+1,j+% Vo3 g o~ 200 e TV 1)
Z7j
(4.148)
Quando k,; = 0 tem-se exatamente a condi¢ao de contorno no-slip para os

modelos Newtoniano e viscoeléstico.

4.7 Algoritmo Computacional

Nesta se¢ao encontra-se o algoritmo geral indicando passo a passo a ordem que o c6digo
implementado na plataforma Freeflow-2D resolve as equagoes. Para isso, admite-se que
. . . . . ~ T
as seguintes propriedades sejam conhecidas no instante t¢,,, sao elas: u" = [ u™ " } ;
Tz Ty n
pteT" = [T*‘y — }

Passo 1: Calcula-se T pela equagao (4.21) em células [F], [B], [I] e [O].

Passo 2: Resolve-se os sistemas gerado pela equagao do momento (4.13) para determinar
u e v levando em consideracao o tipo de condicao de contorno adotada. Por exemplo,
seja up a velocidade na face de uma célula [B], u, a velocidade na interface entre
uma célula [B] e [F] e uy a velocidade na face da célula [F] que é adjacente a [B],
entao, considera-se

uptt = uy = 2u — uf, (4.149)

sendo,
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1.

Passo 3:

Passo 4:
Passo 5:

Passo 6:

no-slip: u, = 0;

K
- slip: wy = Mu? para fluidos Newtonianos e
Re 2
kB
uy = Miéy)u? ¥ M(T;y)" para fluidos viscoelasticos.
Re 2 oyRe

Célculo de ¥t via a equagao de Poisson (4.4),

Vit = v oant (4.150)

Atualizagao da velocidade u™™! por (4.14) apenas no interior do dominio.
Atualizagao do campo de pressao p™*! por meio de (4.16) no interior do dominio.

Atualiza-se as velocidades na fronteira rigida e as velocidades tangenciais na

entrada e saida de fluido.

Passo 7 Para o método RK21 corrige-se o tensor extra-tensao T""! pela equagao (4.22)
em todas as células incluindo [B], [I] e [O].

Passo 8:

Impoe-se as condicoes de contorno para o proximo ciclo: velocidade e tensor

na entrada e saida de fluido e também na fronteira rigida.






CAPITULO

9

Resultados

Neste capitulo apresenta-se resultados numéricos e analitico de um escoamento entre
placas paralelas, Poiseuille flow. Sao comparados os resultados obtidos através da me-
todologia numérica implementada na plataforma de alto desempenho Freeflow-2D com
as solugoes analiticas descritas nesse trabalho. O problema base do estudo numeérico re-
alizado até aqui é o escoamento de Poiseuille. Neste escoamento sao consideradas as
mesmas hipoteses aplicadas para determinar a solugao analitica, ou seja, trata-se de um
escoamento incompressivel.

5.1 Verificacao da Metodologia Numeérica

A verificagao da metodologia numérica foi realizada considerando uma geometria como
a representada na Figura 5.1. Para tanto sao atribuidos os seguintes valores para as
constantes de referéncia do escoamento,

e Distancia entre as placas: L = 1m.

e Comprimento das placas: 10L.

e Viscosidade cinemética: 10.0m2s™ 1.

e Numero de Reynolds: Re = 0.1.

e Numero de Weissenberg: Wi = 0.2.

e Constante admensional: 5 = 0.5.

e Constante de friccao: k,; = 0; 107%; 1073; 1072; 10~%; 1.0; 10.0 .

e Pardmetro: € = 0.5 (este pardmetro aparece apenas no modelo sPTT).

As condicoes de contorno utilizadas sao as descritas na metodologia numérica, ou seja,
considera-se a condi¢ao de escorregamento Navier-Linear, sendo o caso no-slip quando
k. = 0.0, e a condi¢ao de impermeabilidade nas duas fronteiras rigidas paralelas ao eixo
x. O perfil de velocidade imposto no inflow paralelo ao eixo y é o perfil reto. No outflow,
ou ejetor considera-se a condicao de ejetor continuado. A condicao inicial adotada no
interior do canal é nula, ou seja, admite-se um escoamento confinado com a velocidade,
campo de pressao e tensor nulos no instante t = t.

77
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1m

- 10m

v

Figura 5.1: Representacao do canal 10m x 1m paralelo ao eixo x.

A integracao temporal da equacao do momento é feita via o método de Euler implicito
e a integracao temporal da equacao constitutiva para fluidos viscoelésticos foi realizada
pelo método RK21.

Para fazer a verificagao do codigo é realizada uma anélise de convergéncia da solugao
numérica para a solucao analitica considerando dois tipos de malhas, M; e M;, com os
seus respectivos espacamentos espaciais dados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Espacamento e niimero de células das malhas espaciais com o espagamento
0torr calculado e o espacamento dt utilizado.

Malhas | Numero de células | Espacamento dterr ot
M, 200 x 20 dr =0y =005 [33x1072| 5x 1073
M, 400 x 40 dr =0y =0.025|1.6x10"2|1.0x 1073

Desse modo a anédlise de convergéncia ¢é feita calculando os erros relativos entre a
solucao numeérica e a solucao analitica. A solugdo numérica de referéncia para esse célculo
¢ a solugao obtida por meio de um corte transversal realizado no meio do canal (x = 5L),
quando a solu¢ao numérica ja atingiu seu estado estacionério. O erro relativo é calculado
considerando a norma euclidiana discreta Iy e é definido da seguinte maneira,

2

(SolEzata(y;) — SolNumérica(yj))Ql
E< = ’ 1 ) (51>

[Z (SolExata(yj))Ql

J

sendo ¢ o espagamento da malha espacial, ou seja, ¢ = dx = Jy.
Além do erro relativo, também é possivel calcular a ordem de convergéncia espacial
do método numérico. Tal ordem A é determinada da seguinte forma,

A= loigé)) (5.2)

A discretizacao do tempo é feita levando em consideragao a condicao CFL descrita
pela relagao (4.17). Assumindo que a velocidade maxima do escoamento é t,q, = 1.5,
os espacamentos admensionais adotados para a simulacao numérica e que satisfazem essa
restricao sao apresentados na Tabela 5.1.

Além do erro relativo, neste trabalho também calculou-se o erro da velocidade u e do
tensor T entre dois instantes de simulagao, t, e t,,1. O calculo desse erro é feito via a
norma [y em todas as células de fluido [F] pelas seguintes expressoes,
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E () = ot =t = [ (et ) (5.3)
i

E™HT) = [T =T = [ (Tt —Tn)” (5.4)
i

Os erros (5.3) e (5.4) sao calculados a cada passo de tempo com o objetivo de verificar
se a solugao numeérica ja atingiu o estado estacionario.

Nas subsegoes que seguem encontram-se os graficos com a representacao das duas so-
lugoes: numeérica e analitica, e as tabelas com os erros relativos e a ordem de convergéncia
para cada variavel solucao do problema. Além disso, encontram-se os residuos obtidos
paraue T.

5.1.1 Resultados para o Modelo Newtoniano

No modelo Newtoniano as solugdes analiticas sao calculadas pela equagao (3.7) e o
gradiente de pressao utilizado é determinado por (3.39). Numericamente a solugao é
calculada no Freeflow-2D seguindo os passos como indicado no algoritmo computacional.

Na Tabela 5.2 estao adicionados os erros relativos calculados em cada malha M; e
M;. Além disso, na Figura 5.2 é possivel observar que a solugdo numérica acompanha
satisfatoriamente a solugao analitica para cada constante k,; utilizada. Esse fato fica
mais evidente quando observamos a Figura 5.3, pois, nas duas malhas utilizadas a solucao
numérica se comportou de forma analoga a solugao analitica.

Na Figura 5.4 encontram-se as retas de coeficiente A geradas pelos erros relativos
com os seus respectivos espacamentos de malha, ja na Tabela 5.3 é possivel identificar
os valores de tais ordens A. Observe que para o caso no-slip a ordem de convergéncia
é aproximadamente 2. Quando considerada a velocidade de escorregamento na parede
a ordem de convergéncia aumenta a medida que k,; aumenta. Ou seja, quando fixamos
Re e aumentamos a constante de friccao k,; o método numérico retorna uma solucao
cuja ordem de convergéncia é maior que 2. Entretanto, se observarmos na Figura 5.2 o
perfil de velocidade associado a cada constante k,,;, percebe-se que a solugao, considerando
kn = 10.0, ja estd muito proxima do perfil de velocidade imposto na entrada do canal, ou
seja, do perfil reto.

1.6

N

6
0.4
0.2

[

i

_i04
+ km—IO
k =107
nl
k =1072
nl
. k =0.1
nl

-0.2 -01 0

> k100

O no-slip
. .
05 -04 -03

I I . . . . . . . . . h .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.29 0.3 0.31 0.32 0.33 0.34 0.35 0.36 0.37 0.38
y/lL y/lL

(a) (b)

Figura 5.2: Solugbes analiticas (linha continua) e numeéricas (simbolos) do perfil de velo-
cidade v obtidas pelo modelo Newtoniano com k,; = 0.0, 107*, 1073, 1072, 0.1, 1.0 e 10.0.
(b) ampliacao de (a), y/L € [0.28,0.38].
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Tabela 5.2: Erros relativos da velocidade para diferentes valores da constante de fric¢ao
ki, considerando o modelo Newtoniano.

k. | Malha E. (u)
0 M, |2.3186101443 x 103
M, | 5.8337661261 x 10~*
107*] M, |2.2966770592 x 103
M, | 5.7781689073 x 10~*
1073 M; 21139954042 x 103
M, | 5.3171458880 x 10~*
1072 M; | 1.1224770957 x 10~3
M, | 2.8174381694 x 10~*
1071 ] M, |1.8382693140x 10~*
M, | 4.5966915571 x 10~°
1.0 M, | 2.0518998637 x 10~°
M, | 5.1275714331 x 1076
100 | M, 20751416687 x 10~©
M, | 4.6489257054 x 10~

151

u/U
AN

0.5 %

Sol. Analitica

y/lL

Figura 5.3: Comparacao entre os perfis de velocidade analitico e numérico do modelo
Newtoniano nas malhas M; e M, considerando k,; = 1072

Tabela 5.3: Ordem de convergéncia espacial obtida a partir do modelo Newtoniano com
¢=0xr=0.05e 5 =0.025.

107!
1.9997

1072
1.9942

1073
1.9912

1074
1.9909

Fom 0
A(E.(u)) | 1.9908

1.0
2.0006

10.0
2.1582
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10 T
—=8— no-slip

@ | —— km=10'4
07 k =103 |
:s nl
k =102
nl
10k // k01 |]
—— km:lAO
—p—k,=10.0
10k / 4
10’5 L / 4

-7
10 I I I I I I I
0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06
dy

Erros relativos

Figura 5.4: Erros relativos das solugdes numéricas para o perfil de velocidade u do modelo
Newtoniano com relagdo ao espacamento dx = dy utilizados nas malhas M; e Ms.

Para verificar se a solucao encontra-se no estado estacionario observe a Figura 5.5.
Nesta figura é possivel verificar o comportamento do erro E"™! determinado em (5.3)
em duas simulagoes considerando k,; = 0.01. Na primeira simulagao considerou-se como
critério de parada na resolugao dos sistemas lineares a tolerancia de 10e — 10 e na segunda,
10e — 05. Note que em ambos os casos o erro decresce nos instantes iniciais e depois de
algums ciclos a solugao comega a entrar no regime estacionério, ou seja, ja nao ha uma
grande diferenga entre as solugoes apresentadas no ciclo t,, e t,,1. Entretanto, note que
embora os resultados ja encontram-se no estado estacionario ha uma oscilacao de E™+!.
Essa oscilacao é devida a tolerancia utilizada para resolver os sistemas lineares. Quando
utilizada uma tolerancia de 10e — 10 observe que o erro E™*! é bem menor do que o
apresentado pela simulacao onde considerou-se uma tolerancia de 10e — 05. Em ambos os
casos essa oscilagao é decorrente do fato de que em cada ciclo computacional a solugao final
dos sistemas lineares nao apresentam necessariamente o mesmo erro, porém satisfazem a
tolerancia utilizada como critério de parada.
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Figura 5.5: Comportamento do Erro da velocidade, calculado por (5.3), ao longo do tempo
de simulac¢ao do modelo Newtoniano na malha M, utilizando dois valores para critério
de parada dos sistemas lineares, 10e — 10 e 10e — 05. Nas duas simulac¢oes considerou-se

k., = 0.01.

Para visualizar como a solu¢ao numérica se comporta em todo o canal sao apresentadas
as Figuras 5.6 e 5.7. A primeira é decorrente de um problema no-slip e a segunda de um
problema slip com k,; = 0.1. Observe que o comportamento das duas simulagoes sao
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similares, entretanto, como visto nos graficos da Figura 5.2 a solugao slip se caracteriza
por apresentar uma velocidade méaxima sobre o eixo de simetria menor, porém, proxima
a parede a velocidade é maior se comparada ao problema no-slip.

FREEFLOW-2D VISUALIZATOR - version OLB-B | SXPP
File | View - View Options -

) T L. !
0.07482 0.27218 048152 D6E480 0.22824 1.08159 1.29494 1493839

———————————

FILE : .. /saidas/Newt_ kO frame=5 cycle=50000 t=50.000000 X-Velocity

Figura 5.6: Simulagao da velocidade de escoamento no canal de um fluido Newtoniano
com Re = 0.1, considerando a condi¢ao no-slip na parede.
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File - Wiew - View Options |
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FILE : . /saidas /Newt_k10-1 frame=5 cycle= 50000 t=50.000000 X-Velocity

Figura 5.7: Simulacao da velocidade de escoamento no canal de um fluido Newtoniano
com Re = 0.1, considerando a condicao slip na parede, k,; = 0.1.

5.1.2 Resultados para o Modelo sPTT

Nessa subsecao encontram-se os resultados obtidos para um escoamento incompressivel
e isotérmico do fluido sPTT com contribuicao do solvente Newtoniano. A solucao analitica
para a velocidade ¢ dada pela equagao (3.27) com (3.29), ja para os tensores T%Y e T%*
sao respectivamente as equagoes (3.25) e (3.17).

Para realizar as simulagoes, impoe-se a velocidade média U e em seguida calculou-se o
gradiente de pressao como apresentado na subsegao 3.3.2 (ver equagao (3.41)) utilizando
o método da bisseccao. Para explorar a influéncia do coeficiente de friccao k,;, todos
os demais parametros serao mantidos constantes, o que indica que a velocidade média U
seré constante e consequentemente Re e os demais parametros presentes no modelo sPTT.
Assim, quando k, & alterado, a equagao (3.41) apresentard uma nova solugdo para p,.
Sendo assim, os valores de p, calculados para cada valor de k,; considerado encontram-se
na Tabela 5.4.

Nas Figuras 5.8, 5.9 e 5.10 é possivel observar o comportamento da solu¢ao numérica
e analitica da velocidade u e dos tensores T e¢ T* calculados na malha M, variando
kn. Assim como no caso Newtoniano, percebe-se que a velocidade tende ao perfil reto
imposto na entrada do canal conforme aumenta-se a constante de friccao k,;. Ja os
tensores, T e T™Y, se caracterizam por fornecerem um perfil de solugao cada vez mais
proximo de zero quando k,,; aumenta, algo de se esperar pois, ao aumentarmos a velocidade
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de escorregamento sobre a parede estamos admitindo que nao hé aderéncia do fluido a

Tabela 5.4: Gradientes de pressao p, calculado através da equagao (3.41).

knl Pz

0 | —102.70475
1074 | —102.25667
1073 | —98.37388
1072 | —70.487412
1071 | —17.12199
1.0 | —1.967209
10.0 | —0.199667

parede solida o que implica em forcas menores de atrito no escoamento.
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Figura 5.8: Solugbes analiticas (linha continua) e numeéricas (simbolos) do perfil de velo-
cidade u obtidas pelo modelo sPTT com k,; = 0.0, 107*, 1072, 1072, 0.1, 1.0 e 10.0. (b)
ampliacao de (a), y/L € [0.22,0.48].
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Figura 5.9: Solugoes analiticas (linha continua) e numéricas (simbolos) da componente
T** do tensor simétrico T obtidas pelo modelo sPTT com k,; = 0.0, 1074, 1073, 1072,
0.1, 1.0 e 10.0. (b) ampliacao de (a), y/L € [0.0,0.12].

Na Tabela 5.5 expoe-se os erros normalizados de w, 7% ¢ T calculados por (5.1)
em cada uma das malhas e para cada constante k,; assumida. E interessante observar
que este erro decai conforme refina-se a malha espacial o que caracteriza que o resultado
numeérico converge para a solucao analitica. Entretanto, para k,; = 10.0, note que o erro
normalizado obtido no tdltimo instante ¢* = 50 para a componente 7T** na malha M, é
superior ao apresentado na malha M;. Isso pode estar relacionado ao fato de que para



5. Resultados 84

esse valor da constante de fric¢ao, que ja é bem grande, o perfil de solugao ja esta muito
proximo do perfil de velocidade utilizado na entrada do canal, perfil reto, e as tensoes
serem praticamente nulas, com isso, os erros gerados pela solucao dos sistemas acabam se
sobressaindo.
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Figura 5.10: Solugdes analiticas (linha continua) e numéricas (simbolos) da componente
T do tensor simétrico T obtidas pelo modelo sPTT com k,; = 0.0, 1074, 1073, 102,
0.1, 1.0 e 10.0. (b) ampliagao de (a), y/L € [—0.06,0.06].

As ordens de convergéncia espacial das simulacoes encontram-se disponiveis na Tabela
5.6. Uma outra forma de verificar visualmente essa ordem ¢é plotando o erro normalizado
E. versus o espacamento adotado em cada malha respectiva. Esse resultado encontra-se
disposto na Figura 5.14 para todas as constantes k,;.

Tabela 5.5: Erros relativos da velocidade e tensor variando a constante de friccao k,; para
o modelo viscoelastico sPTT.

kn | Malha E(u) E(T") E(T™)
0 M, |2.6078941514 x 103 | 6.4268172034 x 102 | 3.1099957867 x 103
M, |6.6511573228 x 10~* | 1.6109815155 x 102 | 7.8288066904 x 10~*
107* | M, | 2.5860488387 x 10~ | 6.3995220103 x 102 | 3.0964148222 x 103
M, | 6.5963584589 x 10~* | 1.6041270345 x 1073 | 7.7949211775 x 104
1073 | M, |2.3980247188 x 102 | 6.1577417430 x 102 | 2.9761938200 x 103
M, | 6.1171408523 x 104 | 1.5421324275 x 1073 | 7.4883696277 x 10~
1072 ] M, | 1.2574707330 x 103 | 4.2333763285 x 103 | 2.0264038970 x 103
M, | 3.1948457158 x 10~* | 1.0486983013 x 1073 | 5.0623193431 x 10~
1071 | M; | 1.8409736080 x 10~ | 9.4541731500 x 10~* | 4.5994086357 x 10~*
M, | 4.5941162449 x 107° | 2.2689942047 x 10~ | 1.1153080559 x 10~*
1.0 M, | 2.0335895387 x 10~° | 1.5510872736 x 10~* | 7.7383962656 x 10~°
M, | 4.8497323134 x 1076 | 3.7918328340 x 10~ | 1.9155764507 x 10~°
10.0 | M, [9.6484372738 x 107 | 6.0337227474 x 10~° | 7.5258124463 x 10~°
M, | 5.8291283450 x 107 | 1.1589344230 x 10~* | 1.3910173603 x 10~¢

Além dos dados fornecidos nas Tabelas 5.5 e 5.6, nas Figuras 5.11, 5.12 e 5.13 pode-se
observar a convergéncia da solu¢ao numérica em ambas as malhas M; e M, para k,; = 0.01.
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Figura 5.11: Comparacao entre os perfis de velocidade analitico e numérico do modelo

sPTT nas malhas M; e M, considerando k,,; = 1072.
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Figura 5.12: Comparagao entre as solugoes de T™* analitico e nu
nas malhas M; e M, considerando k,; = 1072.
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Figura 5.13: Comparagao entre as solugoes de T%Y analitico e numérico do modelo sPTT

nas malhas M; e M, considerando k,; = 1072.
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Tabela 5.6: Ordem de convergéncia espacial obtida a partir do modelo sPTT com ¢ =

Jx =0.05e § = 0.025.
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5] 1S3
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o,
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10

f
L
T
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&
T

k| A(E(u)) | ACE(T™)) | A(E(T™))

0 | 1.9712 1.9962 1.9900
1074 | 1.9710 1.9962 1.9900
1073 | 19715 1.9975 1.9907
1072 | 19767 | 2.0132 2.0011
1071 | 2.0026 2.0589 2.0440
1.0 | 2.0681 2.0323 2.0143
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Figura 5.14: Erros relativos das solugoes numeéricas de (a) u, (b) T%* e (¢) T do modelo

sPTT com relagao ao espacamento dx = dy utilizados nas malhas M; e M,.

Como observado para o caso Newtoniano também pode-se verificar para o modelo
sPTT que o erro E™! para a velocidade (ver Figura 5.15) também decai e oscila mesmo

sabendo que a solugao ja atingiu o estado estacionario.

J& para o erro dos tensores,

note pela Figura 5.16, eles demoram um pouco mais para atingirem o estado estacionéario,
porém, ap0s atingirem tem comportamento similar ao apresentado pelo erro da velocidade.



5. Resultados 87

10000 T T T

Eps 10e-10 — —
Eps 10e-05

1000

T

100 |

0.1k

0.01

0.001 F

0.0001 |

1e-05 L L L L
0.001 0.01 0.1 1 10 100

Figura 5.15: Evolugao do Erro da velocidade do modelo sPTT ao longo do tempo. O erro
foi calculado usando (5.3). Nas simulagdes considerou-se como critério de parada para os
sistemas lineares 10e — 10 e 10e — 05 e k,; = 0.01.
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Figura 5.16: Evolugao do Erro dos tensores do modelo sPTT ao longo do tempo. O erro
foi calculado usando (5.4). Nas simulagoes considerou-se como critério de parada para os
sistemas lineares 10e — 10 e 10e — 05 e k,,; = 0.01.

Nas Figuras 5.17, 5.18 e 5.19 sao mostrados os perfis de solucao ao longo da simulagao
em um canal com escorregamento na parede. Note que devido o perfil reto imposto na
entrada do canal a solugao nao converge imediatamente, é necessario uma distancia para
que a solucao desenvolva-se para a analitica.
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Figura 5.17: Perfil da velocidade u no escoamento em um canal com um fluido sPTT.
Re = 01, knl =0.1.
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Figura 5.18: Perfil do tensor T%* no escoamento em um canal com um fluido sPTT.
Re=0.1, k,; = 0.1.
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Figura 5.19: Perfil do tensor T*¥ no escoamento em um canal com um fluido sPTT.
Re = 01, knl =0.1.

A seguir vamos analisar a velocidade de escorregamento numérica. O objetivo é ob-
servar se a mesma converge para a velocidade slip analitica.

5.1.3 Analise de Convergéncia da Velocidade de Escorregamento

Nessa subse¢ao pretende-se analisar se a velocidade de escorregamento g, = u(1/2)
numérica esta convergindo para a velocidade de escorregamento obtida pela solugao ana-
litica. Para isso, vamos considerar a velocidade slip calculada em um ponto no meio da
extensao da parede superior na diregao x, como esta representado na Figura 5.20. Com
esse valor numérico, calculou-se o erro relativo apresentado na Tabela 5.7 entre a velo-
cidade de escorregamento numérica, no ponto citado acima, e a analitica. Com os erros
relativos foi determinada a ordem de convergéncia A descrita na Tabela 5.8. Nas Figuras
5.22 (a) e (b) também é possivel observar o decaimento do erro em cada malha utilizada,
tanto para o modelo Newtoniano como para o sPTT. As Figuras 5.21 (a) e (b) ilustram
a velocidade de escorregamento uy;,/U, fixadas as constantes adimensionais e variando a
constante de friccao para os dois modelos.
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Figura 5.20: Localizagao do ponto utilizado para calcular o erro relativo da velocidade
ugip Na parede e localizagao do ponto onde é determinado o gradiente de pressao p,.

Observa-se na Figura 5.21 que a medida que aumenta-se k,;, a velocidade de escorre-
gamento se aproxima de 1.
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Figura 5.21: Velocidade de escorregamento ug;, analitica e numérica (em um ponto na
parede do canal) versus a constante de fricgdo k,, utilizando Re = 0.1. (a) modelo
Newtoniano (b) modelo sPTT.

Sobre os erros relativos presentes na Tabela 5.7, note que para maiores valores de k,;
os erros do modelo Newtoniano e sPTT sao praticamente iguais, pois as tensoes se anulam
quando a velocidade de escorregamento é grande.
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Tabela 5.7: Erros relativos obtidos a partir dos modelos Newtoniano e sPTT para a
velocidade de escorregamento obtida em um ponto da parede, com ¢ = dxr = 0.05 e

S = 0.025.
kn | Malha | E(ugip,) - Newtoniano E (ugip) - sPTT
1074 M, 4.945610571600 x 10~3 | 5.802558036769 x 10~3
My 1.240532088000 x 1073 | 1.467174645685 x 1073
1073 M, 4.694782893000 x 1073 | 5.589545255187 x 1073
M,y 1.178193019333 x 1073 | 1.413629198338 x 1073
1072 M, 3.115246560000 x 1073 | 3.959220418032 x 103
My 7.807061866667 x 104 | 1.001347956386 x 103
107! M, 7.137697266667 x 10~* | 7.590196747216 x 10~*
M,y 1.786039883333 x 10~* | 1.904338550547 x 10~*
1.0 My 8.197544683345 x 107" | 8.201441659246 x 10~°
M,y 2.052424000008 x 107° | 2.037860499451 x 107
10.0 M, 8.331762349958 x 107° | 8.274882090854 x 10~°
M,y 2.107105183374 x 1076 | 2.065940857407 x 106
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Figura 5.22: Erros relativos entre a velocidade de escorregamento numérica (obtida em
um ponto na parede do canal) e analitica para diferentes valores de k,;. (a) modelo
Newtoniano (b) modelo sPTT.

Tabela 5.8: Ordem de convergéncia espacial obtida a partir dos modelos Newtoniano e
sPTT para a velocidade de escorregamento numérica obtida em um ponto na parede do
canal com ¢ = dx = 0.05 e 5 = 0.025.

kni | A(Ec(usip)) - Newtoniano | A(E¢(ugip)) - sPTT
10~ 1.9951 1.9836
1073 1.9944 1.9833
1072 1.9964 1.9832
1071 1.9986 1.9948
1.0 1.9978 2.0088
10.0 1.9833 2.0019

O aumento da intensidade da velocidade de escorregamento afeta diretamente o gradi-
ente de pressdo. Nas Figuras 5.23 (a) e (b) pode-se observar a convergéncia do gradiente
de pressao numérico com o analitico obtidos pelas respectivas expressoes (3.39) e (3.41).
O gradiente de pressao numérico foi calculado no meio do canal, como representado na
Figura 5.20, na face de uma célula no centro do canal, por meio da seguinte discretizagao,
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(5.5)

Nas Figuras 5.23 (a) e (b) fica evidente que com o aumento de k,;, ou melhor, com o
aumento da intensidade da velocidade de escorregamento o gradiente de pressao necessario
para fazer o fluido escoar é menor. Ou seja, como citado por Ferrdas em [16], & medida
que a resisténcia das paredes diminui é necessario um gradiente de pressao menor para
que o fluido se mova a mesma velocidade média U imposta.

o P analitico o p, analitico”
, [o] P, numérico - * P numérico
-10 o) 0 L L T | 2

_10 s ! . :
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Figura 5.23: Gradiente de pressao p, analitico e numérico versus a constante de friccao
kn. (a) modelo Newtoniano (b) modelo sPTT.

5.2 Estudo e Variacao dos Parametros Adimensionais
do Modelo sPTT

O objetivo desta sec¢ao é observar o comportamento da solu¢gao numérica no escoamento
de Poiseuille quando varia-se os parametros adimensionais presentes no modelo sPTT.
Ainda considera-se um canal de comprimento 10m x 1m e a malha considerada é a M.
Os parametros estudados sao: Re, 3, Wi e e. Em todas as simulagoes foi considerado
um problemas slip, cuja lei de escorregamento é a Navier-Linear e o valor da constante
de fricgao adotada é k,; = 0.01. Nas se¢oes a seguir encontram-se os resultados obtidos
para cada estudo de parametro.

5.2.1 Variagao do Namero de Reynolds (Re)

Nesse estudo considera-se fixos os valores dos demais parametros e atribui-se diferentes
valores para a constante Re. As constantes fixas e seus valores sao: § =0.5, Wi =0.6 e
e = 0.5. Os valores de Reynolds assumidos sao: Re = 0.001, 0.1, 1.0 e 10.0. Esses valores
foram escolhidos assumindo que, U = 1.0ms™!, L = 1.0m e A = 0.6s. O gradiente de
pressao para cada Re escolhido é dado na Tabela 5.9.

Tabela 5.9: Gradiente de pressao para diferentes valores de Re do modelo sPTT com
kn = 0.01.

Re 0.001 0.1 1.0 10.0
De | —196.717945 | —62.836978 | —8.321461 | —0.859364
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Os graficos dos perfis de solugao numérica e analitica sao expostos na Figura 5.24.
Nessa figura é possivel perceber como se comportam a velocidade e os tensores quando
fixa-se os valores de 8, Wi, €, k,; e altera-se Re.
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Figura 5.24: Solugbes analiticas (linha continua) e numéricas (simbolos) do perfil de
velocidade u (a) e dos tensores T** (b) e T* (c), para diferentes valores de Re.

Analisando os graficos da Figura 5.24 observa-se que para ntimeros de Re mais baixos
o perfil de velocidade aproxima-se do perfil reto. A medida que aumenta-se o valor de Re,
ou seja, diminui-se a viscosidade cinematica, o perfil de solucao u se caracteriza com uma
velocidade de escorregamento menor. Matematicamente, para o problema Newtoniano
basta observarmos a equacao (2.41), onde a viscosidade é diretamente proporcional a
usip. Entretanto, no caso viscoeldstico, equagao (2.46), tem-se o termo 7% influenciando
no calculo de wug;,. Note na Figura 5.24, que a magnetude dessa propriedade é pequena
para valores de Re maiores.

Além dos graficos, na Tabela 5.10 encontram-se os erros relativos obtidos em cada
simulagao.

Tabela 5.10: Erros relativos do modelo sPTT para diferentes valores de Reynolds.

Re 0.001 0.1 1.0 10.0
E(u) |5.0727 x 107% [ 3.6757 x 10~* | 6.2089 x 10~* | 6.5837 x 10~*
E(T*) | 5.9168 x 107* [ 9.2238 x 10~% | 1.2737 x 1073 | 1.3312 x 1073
E(T*) | 6.8093 x 107° | 4.1967 x 10~* | 5.8614 x 10~* | 6.0981 x 10~*

Note que os erros relativos tanto da velocidade como dos tensores aumenta quando o
ntumero de Re aumenta.
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5.2.2 Variacao de (8

Seguindo a mesma ideia feita para a variagao do nimero de Reynolds, e considerando
Re=0.1, Wi=0.6, ¢ =0.5 ¢ k, = 0.01, sendo que, U = 1.0ms !, L =1.0m e X\ = 0.6s.
Os valores de (8 e os respectivos gradientes de pressao encontram-se na Tabela 5.11.

Tabela 5.11: Gradiente de pressao para diferentes valores de S do modelo sPTT com
kn = 0.01.

3 0.2 0.5 0.8
D | —53.1204007 | —62.836978 | —70.585584
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Figura 5.25: Solugbes analiticas (linha continua) e numéricas (simbolos) do perfil de
velocidade u (a) e dos tensores T (b) e T™ (c), para diferentes valores de £.

Os graficos com as solugoes para u, T** e T"Y encontram-se na Figura 5.25. Como
pode-se ver, o perfil de velocidade nao se altera muito com a variacao de /3, entretanto, o
perfil de solugao dos tensores T%* e T* decresce com o aumento dessa constante. Esse fato
é explicado pela propria definicao de 3, pois, essa constante é responsavel por mensurar
a quantidade de solvente presente no fluido. Sabe-se que quando [ esta proximo de 1 o
fluido esta proximo ao fluido Newtoniano e, portanto, a tensao no escoamento tende a
sere Mmenor.

Na Tabela 5.12 pode-se verificar os erros relativos calculados em cada simulacao. Note
que houve uma diminui¢ao do erro quando elevou-se o valor de 8 para u e T%*, ja o erro
relativo de T™Y teve um ligeiro aumento.
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Tabela 5.12: Erros relativos do modelo sPTT para diferentes valores de .

3 0.2 0.5 0.8
E.(u) |5.5045 x 10~* | 3.6757 x 10~* | 3.0251 x 10~*
E(T") | 9.2554 x 1071 [ 9.2238 x 10~* | 9.1701 x 10~*
E(T*) | 4.0665 x 10~* | 4.1967 x 10~* | 4.6671 x 102

5.2.3 Variacao do Nuamero de Weissenberg (1)

Considera-se um escoamento com os seguintes valores de constantes fixadas: Re = 0.1,
B=0.5,€e=0.5¢ ky = 0.01, sendo que, U = 1.0ms™ ! e L = 1.0m sdo fixos e A = 0.6s,

1.0s e 2.0s. Os valores de W1 e gradiente de pressao utilizados estao dispostos na Tabela
5.13.

Tabela 5.13: Gradiente de pressao para diferentes valores de Wi do modelo sPTT com
kn, = 0.01.

Wi 0.6 1.0 2.0
Pz | —62.836978 | —59.227845 | —55.141677

Na Figura 5.26 estao os graficos com os diferentes perfis de solugao para a velocidade
e para os tensores considerando diferentes valores de Wi.
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Figura 5.26: Solugbes analiticas (linha continua) e numéricas (simbolos) do perfil de
velocidade u (a) e dos tensores T** (b) e T* (c), para diferentes valores de Wi.

Na Tabela 5.14, note que o perfil de velocidade manteve erro da ordem de 107%. Ja
os tensores T%" e T™ obtiveram erros relativos crescentes com o aumento de Wi. Para
Wi = 2.0, embora o erro da velocidade ainda permanecer na ordem de 10~ e o erro de

T ser de ordem 1073, o que chama a atencao ¢ o erro relativo do tensor T%¥ que atingiu
a ordem de 1072
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Tabela 5.14: Erros relativos do modelo sPTT para diferentes valores de Wi.

Wi 0.6 1.0 2.0
E(u) |3.6757x 10 * | 3.6699 x 10 * | 4.7503 x 10 2
E(T™) [9.2238 x 1077 | 2.0236 x 10 3 | 8.2678 x 10 °
E(T™) [ 4.1967 x 10-7 | 1.0305 x 1073 | 1.0122 x 102

O aumento do erro relativo apresentado na Tabela 5.14 pode estar associado ao
problema de Auto Numero de Weissenberg. Entretanto, mais a frente em outra secao
pretende-se estudar como a solu¢ao para problemas envolvendo o modelo sPTT se com-
portam ao longo do canal variando W7 e k,;.

5.2.4 Variacao de ¢

Como feito nos estudos anteriores, foram escolhidos alguns valores para e e fixado
os valores dos demais parametros presentes no modelo sPTT. As constantes fixas com
seus respectivos valores sao: Re 0.1, B = 0.5, Wi 0.6 e k, = 0.01, sendo que,
U=10ms™', L = 1.0m e X = 0.6s. Os valores escolhidos para € estdo presentes na
Tabela 5.15 juntamente com o respectivo gradiente de pressao determinados a partir da
equagao (3.41) utilizando o método da bissecgao.
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Figura 5.27: Solugbes analiticas (linha continua) e numéricas (simbolos) do perfil de
velocidade u (a) e dos tensores T%* (b) e T*Y (c), para diferentes valores de e.

Tabela 5.15: Gradiente de pressao para diferentes valores de ¢ do modelo sPTT com
kn, = 0.01.

€ 0.2
ps | —66.2406509

0.5
—62.836978

0.8
—61.129488
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O comportamento das solu¢oes para os trés valores de € encontram-se na Figura 5.27.
Note que, com a variacao de € o perfil de solucao do tensor altera-se de forma que ao
aumentarmos o valor de € os mesmo tende a decrescer.

Na Tabela 5.16 pode ser verificado os erros relativos decorrentes das trés simulagoes.
Observe que a ordem do erro em todas as simulacoes e para as trés variaveis solucao é de
10, Esse fato também pode ser observado pela na Figura 5.27 onde o perfil de solucao
numérico acompanha o perfil descrito pela solucao analitica.

Tabela 5.16: Erros relativos do modelo sPTT para diferentes valores de e.

¢ 0.2 0.5 0.8
E(u) | 34550 x 10 * | 3.6757 x 10 * | 3.7501 x 10 *

E(T™) [ 9.7953 x 10 % [ 9.2238 x 10 * | 9.4429 x 10 2

E(T™) | 4.6018 x 10 * | 41967 x 10 * | 4.3624 x 10 2

Pode-se verificar que entre os valores de € escolhidos e apresentados aqui a solugao
numérica correspondeu satisfatoriamente, mostrando que nao ha problemas numéricos
quando o objetivo ¢ simular um escoamento com escorregamento na parede utilizando
diferentes valores para e.

5.3 Comprimento de Desenvolvimento do Modelo New-
toniano

A condic¢ao no contorno de entrada do fluido pode levar a conclusbes erréneas no que
diz respeito ao escoamento estar totalmente desenvolvido em regioes sobre forte influéncia
dessa condicao [17]. Na literatura estdo disponiveis algumas correlagoes para descrever o
comprimento de desenvolvimento para escoamentos Newtonianos em funcao do ntmero
de Reynolds ([14],[42]) porém, considerando condigoes de contorno no-slip. Esses estudos
indicam uma nao linearidade entre o comprimento de desenvolvimento e o nimero de Rey-
nolds. O primeiro trabalho a fazer essa analise levando em consideragao uma velocidade
de escorregamento na parede em escoamentos de fluidos Newtonianos foi desenvolvido por
Ferras et al. em [17] considerando a lei de escorregamento Navier-Linear.

Nessa secao o objetivo é analisar nas solugoes apresentadas pelo modelo Newtoniano
o desenvolvimento da solu¢ao ao longo do canal na dire¢cao x. Essencialmente pretende-se
apresentar a partir da variacao das constantes Re e k,,; o comprimento necesséario para que
a solucao numeérica sobre o eixo de simetria y = 0 atinja 99% da velocidade méxima, ou
seja, determinar o comprimento £ a partir da entrada do canal onde a solu¢ao numérica
¢é aproximadamente 0.99,,4,.

Para fazer essa anélise foi necessario considerar uma malha 410 x 41, onde dx =
oy = 0.02439, em um canal 10m x 1m. Na direcao y sao impostas 41 células para que
a velocidade u seja calculada exatamente sobre o eixo de simetria y = 0. Na Tabela
5.17 encontram-se os valores de £ calculados e o erro relativo entre a solugao analitica e
numérica. Além disso, para fim de comparacao também apresenta-se o comprimento C
obtido por Ferras et al. em [17].

Observacao 5 O processo de adimensionalizagao do tensor em [17] € diferente do utili-
zado nesse trabalho, sendo necessdrio tomar certo cuidado ao comparar os comprimentos
de desenvolvimento obtidos neste trabalho com os determinados por Ferrds et al. em [17].
Para isso ¢ necessdrio considerar k¥, = Rek,,, sendo k¥, a constante de friccio adimen-
sional utilizada neste trabalho e k., a constante de friccao utilizada em [17].
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Tabela 5.17: Comprimento de desenvolvimento (L) e erro relativo da velocidade u para
diferentes valores do coeficiente de friccao e diferentes valores de Re.

Re | Ky L C E.(u)
1077 1 0.6341 | 0.6284 | 5.547989 x 104
1076 | 0.6341 | 0.6293 | 5.500617 x 104
0.001 | 1075 | 0.6341 | 0.6377 | 5.061709 x 104
1074 | 0.6829 | 0.6816 | 2.682089 x 104
1073 | 0.5610 | 0.5560 | 4.376375 x 10~°
107* ] 0.6341 | 0.6411 | 5.547983 x 10~
1073 | 0.6341 | 0.642 | 5.500986 x 10~*
1.0 | 1072 0.6341 | 0.6509 | 5.061717 x 10~*
1071 | 0.7073 | 0.7 | 2.682146 x 104
1.0 | 0.5610 | 0.5779 | 4.368362 x 10~°
1073 ] 0.8049 | 0.8144 | 5.548178 x 107
1072 | 0.8049 | 0.8159 | 5.500586 x 104
10.0 | 1071 | 0.8293 | 0.831 | 5.061765 x 104
1.0 | 0.9512 | 0.9388 | 2.681705 x 104
10.0 | 0.8293 | 0.8441 | 4.377037 x 1077
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Figura 5.28: Comprimento de desenvolvimento do escoamento de fluido Newtoniano ver-
sus a constante de friccao adimensional k7.

Observando os dados da Tabela 5.17 e a Figura 5.28 verifica-se que o comprimento
de desenvolvimento aumenta em baixos coeficientes de friccao adimensionais, porém, o
mesmo comprimento diminui para altos valores de k,,;, como verificado por Ferras et al.
em [17]. Além disso, note que os valores de £ e C quase coincidem e demonstram o mesmo
comportamento. Quando utilizado um valor muito alto para k,,;, por exemplo, Re = 0.001
e ky = 1072, percebe-se que a partir da entrada do canal (x/L = 0), a velocidade ja
atingiu 99% da velocidade méaxima. Isso fica bem evidente quando observamos a Figura
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5.29 que apresenta o comportamento da velocidade sobre o eixo de simetria y/L = 0.
Nesse grafico a variavel u é normalizada pela velocidade maxima wu,,,, obtida através da
solucdo analitica. A reta indica quando u/umq, ¢ exatamente igual a 99%. E facil verificar
que quando k,; = 1072 a velocidade sobre o eixo de simetria ja sai da entrada do canal e
se desenvolve com velocidades superiores a 99% de Upaq-
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Figura 5.29: Velocidade sobre o eixo de simetria normalizada pela velocidade t,,,, ana-
litica para Re = 0.001 com diferentes coeficientes de fric¢ao (ky;). (b) ampliacao de (a),

y/L €[0.35,0.95].
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Figura 5.30: Velocidade de escorregamento ao longo da diregao x para Re = 0.001 e
Re = 10.0 com diferentes coeficientes de friccao (k,;) e y = 0.5.

Um outro fator importante de se observar é a velocidade de escorregamento sobre o
comprimento de toda a parede solida. Na Figura 5.30 é possivel observar que a velocidade
de escorregamento adimensional bem proxima a entrada do canal decai devido a imposicao
no injetor do perfil reto de velocidade, porém a mesma converge ao longo do canal para
a velocidade de escorregamento exata (linha pontilhada). Além disso, fica evidente que
com o aumento da constante de fricgao a velocidade de escorregamento também aumenta.
Entretanto, observando mais detalhadamente a Figura 5.30 perceba que quando Re =
0.001 e k,; = 0.001 a velocidade de escorregamento parece coincidir com a velocidade
usiip quando Re = 10.0 e k,; = 10.0. De fato, as duas velocidades de escorregamento sao
idénticas e isso pode ser verificado pela solugao analitica. Para Re = 0.001 e k,; = 0.001
a velocidade slip adimensional ¢ ug;, = 0.8571 e para Re = 10.0 com k,; = 10.0 também
tem-se ug;, = 0.8571. Note que em ambos os casos a razao entre o nimero de Reynolds
e a constante de friccao responsével pela intensidade da velocidade slip é a mesma.

As solucoes analiticas também podem ser utilizadas para impor um perfil de velocidade
na entrada do canal. Da mesma forma como foi calculado o comprimento de desenvol-
vimento em escoamentos Newtonianos com perfil de entrada reto, também é possivel
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verificar para o caso em que o perfil de entrada é a solucao analitica. Ao impor o perfil
analitico na entrada do canal percebeu-se que nao houve diferenca significativa entre a
velocidade maxima analitica e as geradas pelo codigo numérico em células bem préoximas
ao inflow. Um exemplo disso pode ser visto na Figura 5.31. Note que em /L = 0 a
velocidade é a solugao analitica, ou seja, U, analitica. Perceba ainda que a solugao
proxima a entrada do canal decai, porém, ao verificar a escala do grafico é visivel que esse
decaimento ¢ da ordem de 2 x 10™*. Sendo assim, nao convém determinar £ nesse caso
pois, o comprimento de desenvolvimento seria nulo.
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0
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Figura 5.31: Velocidade sobre o eixo de simetria de uma escoamento no canal com perfil
de entrada analitico. Re =1.0 e k,; = 0.1.

5.4 Analise de Desenvolvimento do fluido sPTT

Nessa secao o objetivo ¢ averiguar como a solugao obtida pelas simulagoes numéricas se
comportam sobre o eixo de simetria ao longo do canal. Além do eixo de simetria também
pretende-se observar para alguns valores de y fixados, principalmente proximos a parede
como a solugao numeérica se comporta ao longo da direcao x.

Para fazer essa analise, considerou-se um escoamento em um canal de comprimento
10m x 1m com uma malha 410 x 41 células, espacamento espacial dx = dy = 0.02439 e
0t = 1073, Considerou-se um problema onde Re = 0.1, 3 = 0.5, ¢ = 0.5 ¢ Wi = 0.4, 1.0,
2.0 e 3.0. Além desses parametros foi admitido os seguintes valores para a constante de
fric¢ao, k,; = 0.0001, 0.001, 0.01, 0.1 e 1.0.

Tabela 5.18: Erros relativos da velocidade e tensores considerando diferentes valores de
Wi=0.4¢e1l.0.

Wi | ky E.(u) E_(T*") E(T*)
10741 6.3322x 107% | 1.2755 x 1073 | 6.1493 x 10~*
1073 | 5.9389 x 107* | 1.2320 x 1073 | 5.9235 x 10~*

0.4 1072 3.3595 x 10~* | 8.7265 x 10~* | 4.0934 x 10~*
0.1 | 4.4736 x 107° | 5.8606 x 10~° | 2.4984 x 10~°
1.0 | 4.8424 x 1079 | 4.3604 x 1075 | 1.5000 x 10~°
1074 | 5.9874 x 10~* | 2.6047 x 1073 | 1.5684 x 1073
1073 | 5.6675 x 10~* | 2.5311 x 1073 | 1.4990 x 103

1.0 | 1072 | 3.4928 x 10~* | 2.0002 x 10~3 | 1.0314 x 10~
0.1 |5.8249x 107 | 2.7398 x 10~2 | 6.5096 x 10~*
1.0 | 4.8645x 1076 | 1.2322 x 1072 | 2.0033 x 10~*
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Na Tabela 5.18 encontram-se os valores do erro relativo obtido quando utilizado Wi =
0.4 e 1.0. Observe que quando Wi = 0.4 os erros decaem com o aumento da constante
de fricgao, porém no caso em que Wi = 1.0, verifica-se que o erro relativo do tensor
T*" tem uma ligeira queda, contudo, quando k,; = 0.1 e 1.0 o erro relativo aumenta
em comparacao aos demais. Afim de verificar o que acontece quando utiliza-se valores
maiores para Wi, observou-se como a velocidade se desenvolve no canal na direcao axial
para Wi = 0.4 ¢ Wi = 3.0 por meio dos graficos de u/U, T* /pU? e T® /pU? em alguns
pontos y/L, visando notar a influéncia da condicao slip sobre a solu¢ao dentro do canal
e também verificar o comportamento da solu¢ao bem proximo ao injetor. Tais graficos
encontram-se dispostos nas Figuras 5.32, 5.33 e 5.34.
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Figura 5.32: Velocidade ao longo do canal para cada Wi considerado, utilizando dois
diferentes valores de k,; em cinco posigoes y/ L.

Primeiramente, vamos analisar o que acontece com a velocidade. E evidente que a
solugdo ¢ maxima sobre o eixo de simetria (y/L = 0) e que a mesma decai com aumento
da intensidade da velocidade slip, como pode ser visto na Figura 5.32. Além da velocidade,
também pode-se observar nas Figuras 5.33 e 5.34 o comportamento dos tensores em alguns
cortes na direcao axial x. Note que quando aumenta-se o valor de k,; para Wi = 3.0, os
tensores aparentam necessitar de um comprimento bem maior para desenvolverem para
a solucao analitica.
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Figura 5.33: Tensor T%* ao longo do canal para cada W+ considerado, utilizando dois
diferentes valores de k,; em cinco posigoes y/L.
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Figura 5.34: Tensor T™¥ ao longo do canal para cada Wi considerado, utilizando dois
diferentes valores de k,; em cinco posigoes y/L.

No caso viscoeléstico a velocidade slip depende do tensor T%/pU? sobre a fronteira
rigida (equagdo (2.74)), portanto um bom calculo da velocidade slip estd diretamente
ligado a uma boa aproximacao para o tensor T%/pU? principalmente em células pro-
ximas a parede, se o tensor de corte T¥/pU? nao apresenta uma boa solugio isso pode
comprometer o calculo da velocidade de escorregamento. Para verificar o que acontece
com a velocidade de escorregamento vamos analisar a Figura 5.35. A linha pontilhada
representa a solucao analitica da velocidade de escorregamento. Como é de se esperar
para baixos valores da constante de friccao a velocidade de escorregamento é pequena.
Quando k,; = 1.0 note que embora a solugao analitica esteja bem proxima do perfil de
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velocidade imposto no injetor percebe-se que com o aumento de W+ o comprimento de de-
senvolvimento necessario para que a velocidade slip numérica convirja para a velocidade
slip exata é maior. Isso esta relacionado aos perfis de solugoes para o tensor T%/pU?
que também necessita de um comprimento maior quando a velocidade slip é alta e Wi
é relativamente grande. Note que se fixarmos a constante k,; = 0.01 e aumentarmos Wi
(ver Figura 5.36) a velocidade slip é menor quando Wi aumenta.

Wi=0.4
Wi=3.0
S
B0
08 — k=107 )
nl - 0.8 | e —k =10
o k=10 s
nl , o knl-lo
2 06 =10
2 k=10 2 s k =1072
5 4 k=101 Z " -1
nl ) < km:lO
R | kn\’l'o 0.4 Kk |:1'0
. u_ /U - analitica| " -
D e ————————————————————————————— - us"plu - analitica|

0.2 0.2

Figura 5.35: Velocidade de escorregamento do modelo sPTT ao longo do canal, na dire¢ao
x, utilizando diferentes valores da constante de friccao.

O perfil de velocidade adimensional sobre o eixo de simetria quando k,; = 0.01 e
Wi =04, 1.0, 2.0 e 3.0 estao dispostos na Figura 5.37, nesse caso a velocidade méxima
no centro do canal decai com o aumento de Wi. Também fica nitido na Figura 5.37 que a
velocidade necessita de um comprimento de desenvolvimento maior quando Wi aumenta.
Nas Figuras 5.38 e 5.39 sao apresentados os perfis de solugao para diferentes valores de
Wi sobre o eixo de simetria quando k,; = 0.01. Em ambos os casos nota-se que proximo
ao injetor a solugao tem um elevado crescimento quando Wi ¢é relativamente pequeno.
Essa elevagao proxima a entrada decai com o aumento do valor de W+ entretanto se torna
necessario um comprimento de desenvolvimento maior.

— Wi=0.4

- - =Wi=1.0
09 r k=001 Wi=2.0
. © Wi=3.0

Figura 5.36: Velocidade de escorregamento do modelo sPTT ao longo do canal, na dire¢ao
x, para cada Wi considerado, com k,; = 0.01.
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Figura 5.37: Velocidade sobre o eixo de simetria do modelo sPTT ao longo do canal, para
cada Wi considerado, com k,; = 0.01.
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Figura 5.38: Tensor T%* sobre o eixo de simetria do modelo sPTT ao longo do canal, para
cada Wi considerado, com k,; = 0.01.

Figura 5.39: Tensor T™Y sobre o eixo de simetria do
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cada Wi considerado, com k,; = 0.01.
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CAPITULO

Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentou-se as equagoes que modelam escoamentos viscoelasticos,
incompressiveis e isotérmicos descritas na formulacao conservativa dimensional e adimen-
sional. Também foram descritas as equacoes constitutivas Oldroyd-B e sPTT com e sem
a contribui¢ao do solvente Newtoniano.

No contexto tedrico, foram apresentadas algumas Leis de escorregamento: Lei de
escorregamento Navier-linear e Navier nao-linear, Lei de escorregamento Hatizikiriakos
e Lei de escorregamento Assintética. Essas leis foram descritas conforme a definicao do
tensor 7Y e adimensionalizadas.

Como proposto no projeto de mestrado foram estudadas técnicas para determinar a
solugao analitica das equagoes de escoamentos Newtonianos e viscoelasticos levando em
consideracao o problema de escoamentos totalmente desenvolvidos em um canal com e
sem a presenca da velocidade de escorregamento na fronteira rigida. No caso viscoelastico
foram estudadas as solugoes para alguns modelos constitutivos, entretanto no trabalho
deu-se mais evidéncia ao modelo sPTT com contribuicao do solvente Newtoniano.

No contexto numérico, foi descrita a metodologia utilizada pela plataforma de alto
desempenho Freeflow-2D para resolver escoamentos incompressiveis e confinados. No
decorrer do estudo desta metodologia foram apresentadas as alteragOes necessarias no
codigo para simular escoamentos cuja condi¢ao na fronteira rigida é de escorregamento.
A condicao de escorregamento implementada foi a lei de escorregamento Navier-linear.
Neste contexto, ¢ muito importante ressaltar que além de uma nova maneira de calcular
a velocidade na parede também foi necessario fazer algumas alteragoes no sistema gerado
pela discretizacao temporal implicita da equacao de quantidade de movimento para a
velocidade intermediaria. Um outro fator importante é a forma como foi calculado o
tensor extra-tensao na fronteira rigida. Como descrito no trabalho, devido a geometria
e o problema estudado a estratégia utilizada para determinar o tensor sobre a fronteira
rigida foi aplicar a prépria equagao constitutiva na face de células de contorno rigido em
contanto com células de fluido. Algumas alteragoes no calculo das derivadas espaciais das
velocidades v e v também foram necessarias proxima a fronteira rigida.

Dadas as modificacoes foram apresentados os resultados numéricos de analise de con-
vergéncia. Comparou-se aos resultados analiticos obtidos para o escoamento de Poiseuslle
com os resultados numéricos fornecidos pela plataforma. Fixadas as constantes adimen-
sionais como Re, 3, Wi e € o objetivo foi verificar se a solu¢gao numérica no estado
estacionario converge para a solucao analitica utilizando diferentes valores para a cons-
tante de friccao k,;. Em todas as simulagoes analisadas observa-se que os erros relativos
decaem conforme refina-se a malha espacial. Também verificou-se com que ordem acon-
tece a convergéncia da velocidade slip numérica. Nessa analise observou-se que tanto em
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escoamentos Newtonianos como viscoelasticos a ordem de convergéncia de u, T%%, T" e
Uparede ¢ aproximadamente 2, o que ¢ de se esperar pois os métodos utilizados para discre-
tizacao das equagoes sao de tal ordem. Entretanto, decorrente do aumento da velocidade
slip, observou-se que o erro relativo decresce a medida que aumenta-se a magnitude da
velocidade na parede, e consequentemente a ordem de convergéncia chega a ultrapassar a
segunda ordem de convergéncia dos métodos.

O estudo numérico da variagao dos parametros adimensionais mostrou que o cédigo
numérico fornece boas aproximagoes para a solugao com escorregamento na parede quando
simulados problemas utilizando diferentes valores de Re, 8 e €. Apenas a constante Wi
apresentou problemas de convergéncia para valores mais altos, em torno de 3.

Uma anélise sobre a evolucao do desenvolvimento da solugao no canal foi realizada
para verificar como a solugao numérica se comporta ao longo da direcao z. Para isso,
foram feitos alguns cortes horizontais e observado sobre o eixo de simetria e proximo a
parede como a solugao se desenvolveu ao longo do canal. Para o modelo Newtoniano
foi possivel averiguar o comprimento necessario para que o perfil imposto na entrada do
canal se desenvolvesse para a solucao do problema utilizando diferentes valores de Re e
k. Ja para o modelo sPTT, observou-se que com o aumento de Wi a solugao numeérica
de problemas com escorregamento nao atinge a solugao requerida, mais especificamente
quando Wi = 3.0. Principalmente as componentes do tensor extra-tensao préximo a
fronteira rigida que nao aparentam convergéncia para a solu¢ao do problema.

Portanto, pode-se concluir que do ponto de vista analitico este trabalho contribui
no sentido de disponibilizar uma ferramenta importante na verificacao da metodologia
numeérica de problemas de escoamento em canais com condicao slip. Além disso, através
dessas solugoes foi possivel verificar a influéncia da condigao slip no perfil de solucao de
escoamentos em canais. No estudo numérico esse projeto foi relevante por proporcionar o
estudo da metodologia numérica para escoamentos confinados e por propor uma adequagao
dessa metodologia para simular escoamentos com escorregamento na parede.



APENDICE

A

Solucao Analitica para o Modelo
Viscoelastico Oldroyd-B

Considerando f(tr(T)) = 1 no sistema de equagoes adimensionais (2.62)-(2.67) obtém-
se as equagoes do modelo Oldroyd-B. Além disso, considerando as hipoteses de escoamento
apresentadas no Capitulo 3, bem como a geometria do canal representada na Figura 3.1,
as equagoes que descrevem esse tipo de escoamento na presenca do fluido Oldroyd-B sao,

Oz—px+%%+d§;y, (A1)
SN A
7“1::2vVi7“y%%, (A.3)

Imyzzmﬁzwygg-%(lgéﬁ)%g, (A.4)
T = 0. (A.5)

Note que de (A.5) as equagoes (A.2) e (A.4) sdo reescritas, respectivamente, da seguinte
forma

Ip
0=—— A6
ay) ( )
) (1-8)d
— U
T = ——=—. AT
Re dy (A7)
Analogamente, a equagao do momento (A.1) deve ser integrada do eixo de simetria
y=0ay,
YdT"Y(s) Y v B d*u
ds = e d ———d
/0 ds /Op 8+/0 Re ds? o=
B (duly)  du(0)
T (y) —=T*(0) =p, (y —0) + — —
() (0) =ps (y = 0) + & ) )~
G du
Ty = Dy — ——, AR
(Y) = pay — o i (A.8)
ou ainda,
du _ He R pay. (A.9)

dy BB
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Substituindo a expressao na equagao (A.7) tem-se,

(1-75) [Re Re
T = ——= | —py — =T
Re 3 Py 3 =
(1-5) (1-5)
T = ———p,y — ———T" =
g
BT™ = (1= Bpey — (1 = BT =
BT+ (1 = )T = (1 = B)pay =
T = (1 — B)psy. (A.10)
Substituindo o resultado acima na equagao (A.9) obtém-se,
du  Re Re
—=—py— —1—=0F)py =
A R
du Re
—=—pyll—(1-=0)]=
o~ Pyl - (=0
du
— = . A1l
ay ~ Heray (A.11)

A outra componente do tensor T é obtida aplicando as equagoes (A.10) e (A.11) em

(A.3),
g AU .
7% = QWZTWd—y =2Wi(1 — B)p.yRep.y =

T™ = 2WiRe(1 — B)p.2y>. (A.12)

A solugao para o perfil de velocidade u é dada pela integracao da equagao (A.11),

1/2 1/2
/ @ds = / Rep,sds =
y s y

e

Rep,

u(y) = [1—4y®] +u(1/2). (A.13)

Considerando a condi¢o Upgreqe = u(1/2) = 0 a solugdo é dada por,

T = 2WiRe(1 — B)p.y?, (A.14)
T = (1 - B)p.y, (A.15)
u(y) = —R‘;p’” [1— 47 (A.16)

Utilizando as leis de escorregamento adaptadas para fluidos viscosos (2.74)-(2.77), as
solugoes sao descritas como,

T = 2WiRe(1 — B)p. >y, (A.17)
T = (1 - B)p.y, (A.18)
uly) = =P [1 —4y?) u(1/2), (A.19)

onde,
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o Navier Linear:

1
w(1/2) = ky |:_§px:| : (A.20)
e Navier Nao-Linear: 1 m
o Hatzikiriakos:
K sinh ( & ! WY
u(1/2) = H1 S H2 |~ 5Px se T 2T (A.22)
0 se T < TC

o Assintdtico:

w(1/2) = ka In (1 + ko {—%pw]) . (A.23)

Observe que foi necessario determinar — e T"¥(1/2), ou seja, considerando a

Y12
igualdade (A.11) e a solucdo para a componente do tensor 7%¥ (A.18), tem-se,
du du 1
-5 = Rep:vy = — = _Rep:va
d dy 1/2 2
¢ 1
T™(y) = (1= Ppay = T7(1/2) = 5(1 = B)p.,
entao,
d d
_ﬁ _u - xayrede = _ﬁ _u - T$y(1/2) =
Re dy parede P Re dy 1/2
51 1 5 1 8 1
———R x__]-_ r — — Pz — TPz “ Pz — —ZPzx-
7o g P — 5 (1= B)p Pe = 5Ps 5P 5P

Observe que o gradiente de pressao para esse caso é idéntico ao calculado para o caso
newtoniano, tendo em vista que o perfil de velocidade é exatamente o mesmo. Logo,

12

—_. A.24
Re + 6knl ( )

Pz =






APENDICE

B

Solucao Analitica para o Modelo
Viscoelastico sPTT sem Contribuicao
do Solvente Newtoniano

Para um escoamento sem contribuicao do solvente newtoniano, considera-se 1, = 0.
Nas equagoes do modelo viscoelastico sPTT isto implica em § = 0 (ver equagao (2.53)).
J& para o modelo Oldroyd-B sem contribuicao do solvente Newtoniano, basta admitir

f(tr(T)) = 1.

As equagoes (2.63), (2.64), (2.65), (2.66) e (2.67) apos aplicadas as hipoteses de esco-

amento descritas no Capitulo 3 ficam respectivamente,

0= +dey

=Pt g

Yy

o o . dT |

oy dy

d
Ftr(T))T™ = 2W¢Txyd—z,

du 1 du
tr(T)T™ = WiT%W — 4 — —
f(tr(T)) Wi a +Redy,

f(tr(T))T% = 0.

(B.1)

(B.2)
(B.3)

(B.4)

(B.5)

Da equacgao (B.5) tem-se que T% = 0 pois, caso contrario, se f(tr(T)) = 0 levaria a

resultados irrealista [36].

Observe que como T% = 0 entdo tr(T) = T e as equagdes (B.2) e (B.4) sdo reescritas

como

w1 du
f(@r(T))T ~ Redy’

(B.6)

(B.7)

Integrando a equagao do momento (B.1) sujeita a condi¢ao de contorno 7% = 0 no

eixo de simetria y = 0 tem-se,

) [ ar*1(s)
dy ‘ 0 ds

111

Y
ds = / pads = T™(y) — T™(0) = pu(y — 0) =
0
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Newtoniano 112
T™(y) = pry- (B.8)
Substituindo (B.8) em (B.3) obtém-se
. du
(e T = 2Wip,y—. (B.9)
dy
Agora, substituindo (B.8) em (B.7),
1 du
Ty = — 2 B.10
U (B.10)
Dividindo (B.9) por (B.10):
u
2Wip,y—
Terpy  1du
Re dy
T = 2WiRep2y*. (B.11)
Note que, T%*(y = 0) = 0 satisfazendo a condigao no eixo de simetria.
Aplicando as equagoes (B.8) e (B.11) em (B.7) obtém-se,
1 du
2WiRep2y?) ppy = ——
J@WiRepy”) poy = o0 =
du 22
— = Ref (QWZRepJCy )pmy, (B.12)

dy

que fornece a taxa de variagao da velocidade com respeito a variavel y. Sendo assim, dada

a funcao f a equacao acima pode ser integrada para se obter o perfil de velocidade.
Neste trabalho, é de interesse obter num primeiro momento a solucao analitica para

o perfil de velocidade de um fluido sPTT linear, portanto, a funcao f na sua forma

adimensional é dada pela expressao (2.68). Como tr(T) = T** entao,
f(T") =1+ eWiReT™,
que utilizando (B.11) resulta em
f (2WiRepiy2) =14+ €eWiRe (2WiRepiy2) )
Ao substituirmos f em (B.12) tem-se,

d
d_u = Rep,y + 2eWiRe*piyP.
Y

(B.13)

Integrando (B.13) subordinada a condi¢ao de contorno na parede obtém-se o perfil de

velocidade para esse tipo de escoamento.

1/2 4 1/2 1/2
/ —uds = / Rep,sds + / 2eWitRe*p2sids =
y y y

Rep, (1 2eWilRe3p3 (1
u(1/2) —uly) = (——y2)+— ——y') =

4 16
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Rep, (1 eWi*Redp2 (1 1
utr) === (3 -) - T (1) (3 40) a2 =
Rep, 2 275 2 2 2
u(y) = — : (1 —4y?) [1+ eWi*Re*p2 (1 4 4y?)] + u(1/2). (B.14)

A condigao de contorno u(1/2) = upgreqe ird depender do tipo de condi¢ao assumida
no problema, sem escorregamento ou com escorregamento.

Como dito anteriormente essa condicao admite que a velocidade é nula na parede.
Logo, o perfil de velocidade e as componentes do tensor extra tensao sao dados por,

T*" = 2WiRep>y?, (B.15)

T*(y) = pxy, (B.16)

_ B gy 14 iR (1 + 4y B.17
u(y) = 3 ( y?) [1+ Wi Re*p? (1 +4y°)] . (B.17)

Considerando as trés leis de escorregamento na parede, os tensores e os perfis de
velocidade sao:

T*" = 2WiRep*y?, (B.18)
T*(y) = pzy, (B.19)
e Nauwier Linear:
Rep, 2 2 2 2 2 Ty
u(y) = — 2 (1 —4y°) [1+ eWiRe?ps (1+4y%)] + ku(=T7(1/2)).  (B.20)
e Navier Nao-Linear:
Rep, ,
uly) = — egp (1= 4%) [1+ W Rep2 (14 4y°)] + ku(=T*(1/2))™.  (B.21)
e Hatzikiriakos:
Rep, :
_ep (1 —4y*) [1 + eWitRe?p? (1 + 4y*)] +
u(y) = +kp sinh(kpe(=T7Y(1/2))) se T > 716
_fep (1 —4y?) [1 + eWitRe*p? (1 + 4y?)] se T < TC.
(B.22)
o Assintdtico:
Rep, ,
u(y) = — 681’ (1= 4y?) [1 + eWiPRep2 (1 + 4y%)] + kar In(1 + kao(=T%(1/2))).
(B.23)
R du .
Como = 0 entao o termo e du se anula na condigoes de escorregamento. No
e ay parede

entanto, observe que a solugao para o tensor 7%¥(y) é dada pela equagao (B.19), portanto,
nas equacoes acima

1
T%(1/2) = P (B.24)
Assumindo a solugao (B.20) aplicada a integral (3.33) na forma adimensional, tem-se,

1 1/2 R k.,
1_ / B 0 g) [L+ W R+ 4] — pady =
0

2 8
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1 . 1 /{an (R€—|—6/{7nl)5 R€3Wi2€ -
1= ——p’Re*Wite—p, | —Re + — —p3—ps — =0
poletie ey <12 SR ) ~ PP (ReAWize)6 10 ~
9 N\ -1
5 (Re + 6kpy)5 Re3Wi?e 5
i il B (USRI I N o+ as = 0.
Petp < Reweas ) T\ 0 Py G2Pe 7+ a3

Observe que o polinémio de terceiro grau acima é do tipo,
3 2 _
T° 4+ a1 x” +asr+ a3 =0

sendo,

a1:0 a9 =

5(Re+6ky)  (REW2e\ ™
6(Re*Wi2e) ° 10

logo, pode-se usar a formula de Cardano Tartaglia para expressar uma solugao real para
p.. Portanto, define-se

_3az—af 1 15(Re + 6kn)  5(Re+ 6knu) |

= T3 T S5 RaW e | IS(REWe)
p_ maz — 27a; — 2a 1 1/ RSWi2e\ " 1 10 5
= = ——Qq = —— _ = —— _ = -
54 2707 2 10 2 \ Re3W i2¢ Re3Wi2e’

S:{’/R+ Q* + R? T:{’/R—\/m.

Como Q3 + R? > 0 entao o polindémio tem uma raiz real e duas conjugadas complexas e
a solugao real ¢ dada por,

pm=€/R+ Q3+R2+{’/R—\/Q3+R2. (B.25)

com @ e R definidos como,

5(Re + 6kyy) 5
_ VO R —— B.26
@ 18(Re3WiZe)’ Re3Wi%e ( )
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C

Extrapolacoes

Na metodologia numérica sao utilizadas algumas extrapolagoes para aproximar algu-
mas propriedades em pontos importantes, como por exemplo, em pontos de fronteira.
Nesse Apéndice sao apresentadas as extrapolacoes utilizadas na metodologia numérica
bem como foram concebidas.

1. Eztrapolagao linear: Nessa extrapola¢do o objetivo é aproximar um ponto f(yg)
utilizando os pontos vizinhos conhecido f(yo — %y) e f(yo — dy). Logo, pretende-se
aproximar f(yy) através da seguinte combinagao linear,

fyo) =arf (yo - %y) + ax f(yo — dy). (C.1)

Para determinar os coeficientes a; e ao, aplica-se a Série de Taylor em torno de yy,
ou seja,

(=) = o) = ) + O, (©2)

flyo = 0y) = f (o) — 6y f'(yo) + O((6y)*). (C.3)
Logo,

) = a | ) = 21 () + O] + a [F00) = 80 "on) + O((00)")] =

a
Flu) = (@ +az) flyo) =0y (5 +a2) f'(o) + O(Gw)).  (C4)
Para que a igualdade (C.11) seja acontega temos,
ap + a = 1
@y 4 = 0 (C.5)
2
O sistema (C.5) admite as seguintes solugoes, a; = 2 e ay = —1. Portanto a

extrapolacao linear é dada por,

o

flyo) =2f <yo — Ey) — f(yo — 0y). (C.6)
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2. Extrapolagao de sequnda ordem: Na extrapolacao de segunda ordem é necessario
considerar 3 pontos conhecidos para determinar f(yy). Como utilizado na extra-
polagao dos tensores na parede, vamos utilizar os pontos f(yo — 5—23/), fyo — dy) e
f(yo — 2dy). Analogamente ao que foi feito para a extrapolagao linear, pretende-se
determinar aq, as e agz tal que,

P = anf (0= L) +aafln—60) + aafl = 200). (D

Aplicando a Série de Taylor em torno de yy obtém-se

3y 2
f (yo - %y) = f(yo) — %yf/(yo) + ( 22,) " (yo) + O((6y)*), (C.8)
Floo— ) = Fw) — 0y f o) + L) + O (C9)
(20y)*

f(yo = 26y) = [f(yo) — 20y (yo) +
Substituindo em (C.7),

2L 1 (o) + O(69)°). (C.10)

F ) = (ar-+ax+as)f (90) —0y (G- + a2 +2a5) f'(yo) +(0)? (G + 2 +2as) J" (o) +O((39)°).

8 2
(C.11)
Que fornece o seguinte sistema,
gi+a2+a3:1 a + a + a3 = 1
§+a2+2a3:0:> a1+2a2+4a3:()
S+ 2+ 2 =0 @ + 4da, + 16a3 = 0

Resolvendo o sistema os coeficientes resultantes sdo: a; =

wloo

, G2 = —2 e a3 = %
Portanto a extrapolagao de segunda ordem usando os pontos f(yo — 5—23/), f(yo — 0y)
e f(yo — 20y) é dada por,

fyo) = gf <yo — %) —2f(yo — 0y) + %f(yo — 20y). (C.12)
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