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RESUMO 

Tratamos da emissão espontânea para um sistema 

atômico de dois níveis interagindo com um campo eletromag- 

nético. E, usando a Equação Master que descreve este pro- 

2 
cesso, obtida com o termo A no Hamiltoniano, calculamos o 

número médio de fôtons de um átomo de dois níveis e a in- 

tensidade da radiação. 

ABSTRACT 

We treat spontaneons emission to a two-level 

atomic System interacting with a electromagnetic field. And 

using the Master Equation that describe this process, which 

2 
obtained with a term A in the Hamiltonian, we calculate a 

mean number of photon of a two-level atom and the rate of 

change of the energy. 
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1. 

INTRODUÇÃO 

Na emissão expontânea incoerente observamos que a 

intensidade da radiação é proporcional ao número de átomos de 

um sistema atômico interagindo com um campo eletromagnético . 

Para emissão espontânea coerente a intensidade da radiação ê 

proporcional ao quadrado do número de átomos, e este tipo de 

emissão espontânea é denominada de superradiância. A superra- 

diância foi proposta por Dicke [s] em 1954, e atualmente hâ 

vários trabalhos neste sentido [l,19]. Em 1973, Feld e colabo 

radores [20] detectaram experimentalmente a superradiância , 

usando um feixe de laser de HCf para excitar uma amostra de 

átomos de HC£; a radiação emitida foi um pulso superradiante. 

A.V. Andreev et al. [l9] , em seu artigo de 1980 , 

fazem um estudo sobre superradiância, mencionando a parte teó 

rica e os experimentos que são feitos para detectar a superra 

diância. Analisam a superradiância para pequenos comprimentos 

de onda nos intervalos do raio y ^ do raio-X, mostram uma teo 

ria semiclâssica da superradiância e tratam o espalhamento Ra 

mon neste contexto. 

Um interesse de aplicação de superradiância é a 

obtenção de emissão coerente sem espelhos, onde o uso de es- 

pelhos faz o papel de uma cavidade ressonante, que é o caso 

do laser. 

No Capitulo 1, fazemos uma análise qualitativa de 

superradiância e estabelecemos o modelo de Dicke. 

No Capítulo 2, a fim de verificar as condições que 

produzem superradiância, partimos de um sistema atômico de dois 

níveis acoplado a um campo eletromagnético. A equação que des 
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creve este problema é a Equação Master que é uma equação de 

movimento a qual dá a dinâmica deste processo. Para obtermos 

a Equação Master usamos a Equação de Liouville que é uma e- 

quação de movimento para a matriz densidade, onde a matriz 

densidade contém todas as propriedades referentes a intera- 

ção do sistema atômico de dois niveis com um campo de radia- 

ção. Obtida a Equação Master, deduzimos a intensidade da ra- 

diação calculada nos estados de Dicke e estados de Bloch, e 

obtemos as condições para ver se há superradiância ou não. O 

número médio de fôtons de um átomo de dois níveis também é 

obtido fazendo uso da Equação Master e do teorema da regres- 

são quântica, e, é comparado com o resultado clássico da teo 

ria de Weisskopf-Wigner. Usando outro modelo no qual cada 

átomo de dois níveis é substituído por um oscilador harmôni- 

co calculamos a intensidade da radiação nos estados de Fock 

e nos estados coerentes, observando a existência de superra- 

diância somente para os estados coerentes. 

Para ficar consistente com a aproximação de dipo 

lo que fazemos para obter a Equação Master tratamos as dimen 

sões do sistema atômico de dois níveis pequenos comparados 

ao comprimento de onda da radiação emitida. 

2 + 2 No Capítulo 3, introduzindo o termo A , <(a + a) , 

no Hamiltoniano, obteremos outra Equação Master com cálculos 

análogos ao do Capítulo 2, e calcularemos a intensidade da 

radiação para ver se ocorrerá superradiância ou não. O núme- 

ro médio de fôtons de um átomo de dois níveis é obtido tam- 

bém neste caso. 

Finalmente, no Capítulo 4, apresentamos os resul^ 

tados e conclusões do presente trabalho. 
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Nosso tratamento neste trabalho é para átomos de 

dois níveis, porém na superradiância para vários níveis [l] 

ocorre uma competição e interferência de várias transições 

degeneradas ou aproximadamente degeneradas; se os níveis são 

degenerados ocorrerá efeitos de polarização, os quais não 

ocorrem para sistemas de dois níveis. A competição entre tran 

sições diferentes com polarizações diferentes resultará na 

emissão de um campo de luz cuja polarização dependerá da pre 

paração inicial do sistema. Também poderá ocorrer uma inter- 

ferência destrutiva completa entre a emissão de vários áto- 

mos que acabará com a emissão superradiante antes que todos 

os átomos tenham decaído para um estado mais baixo. 
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CAPITULO I 

SUPERRADIÂÍJCIA 

Trataremos de uma característica de efeitos cole 

tivos envolvendo a emissão ou absorção de radiação coerente 

por um grande número de átomos. Consideremos uma amostra de 

átomos ou moléculas, que comportam-se coletivamente, como vim 

único sistema quântico [l,2^. Havendo coerência entre os áto 

mos diremos que a intensidade da radiação de um sistema de N 

- - 2 - 
átomos sera proporcional a N ; este fenomeno chama-se super- 

radiância (fig. 1), que é uma emissão coletiva. Dicke [s] , 

em 1954, previu a superradiância em seu artigo pioneiro e 

foi detectada experimentalmente em 1973 por Feld e colabora- 

dores [20] . 

Fig. 1 - Diagrama de superradiância: há um bombeamento na 

transição f e e depois uma transição superradian- 

te e g, com frequência u)^. 

No aparato experimental para detectar superra- 

[19] , temos um feixe de laser que serve coto uma bonba diância 
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para excitar os átomos de uma amostra. Então o feixe de ra- 

diação emitida do sistema atômico passa por um filtro que 

seleciona a frequência da emissão superradiante a qual che- 

ga até um detector (fig. 2). 

bomÍDa 

{dtro 

detechor 

Fig. 2 - Experiência txpica para observar superradiância, 

A emissão superradiante ê um processo cooperati 

vo envolvendo num modo coletivo todos os átomos da amostra. 

Neste modo xima "ordem" aparece no sistema devido á correia 

ção entre dipolos de diferentes átomos; para momentos de d^ 

polos nulos temos a superradiância de segunda espécie, e , 

diferentes de zero, temos a superradiância de primeira espé- 

cie. Este "ordenamento" de dipolos ocorre a partir de uma 

desordem total no tempo t=0, quando a emissão começa, as flu 

tuações quânticas do campo eletromagnético do vácuo agem so 

bre os átomos independentes, ou seja, surgem as correlações 

dipolo-dipolo através de uma espécie de quebra de simetria, 

apresentando aspecto quântico e clássico. No primeiro está- 

gio, próximo do tempo inicial, t=0, a superradiância tem ca 

ráter quântico porque a evolução do sistema começa do campo 

de vácuo; já, no segundo estágio, quando as correlações di- 

polo-dipolo aparecem, toma-se "clássico" devido ã emissão 

subsequente ser decorrente da irradiação de um arranjo orde 
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nado de dipolos. 

Em muitos casos a emissão superradiante não en- 

volve dois niveis não degenerados £ e g mas transições atôm_i 

cas entre subníveis degenerados ou aproximadamente degenera- 

dos. Desta forma, a superradiância resulta da competição en- 

tre a emissão de componentes do campo tendo diferentes fre- 

quências ou polarizações diferentes. 

As propriedades de superradiância e as condições 

sobre as quais podem ser observadas são qualitativamente di- 

ferentes daquelas de emissão espontânea ordinária e também 

de emissão estimulada. As características de superradiância 

podem ser vistas quando assumimos que hâ N átomos de dois n£ 

veis num cilindro de comprimento L (macroscópico) e área A 

que ê longo (L >> /a) e aberta em ambas as extremidades 

(V = AL e n = N/V). Inicialmente, todos os átomos são coloca 

dos no estado superior por um pulso curto de bombeamento 

(Xbomba ^c^ ' onde é a largura de linha do pico superra- 

diante de maneira que o estado inicial do sistema é incoeren 

te, isto é, não há correlações entre os momentos de dipolos 

nas transições dos átomos. Então, o sistema de átomos ocm uma 

inversão de população onde os átomos, inicialmente, no esta- 

do fundamental, agora, estão no estado excitado, começa a de 

cair livremente emitindo radiação; a natureza do decaimento 

depende das relações entre os tempos característicos 

e T = L/C, onde t é o tempo de trânsito de um fõton atra- 

vés do meio; é o tempo de decaimento espontâneo do siste- 

ma atômico e T2 é o tempo de relaxação do momento de dipolo. 

Assiimiremos, primeiramente, que a densidade do 

número de átomos obedece a desigualdade: 
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^2 3 - d 0) , 

-1= ‘3^>- < 'c- ‘ 

2 nd^ü) 

■fi -1 
0)-l 

(1-1) 

onde d é o elemento de matriz de dipolo da transição. Então 

cada átomo decai independentemente dos outros, e, a energia 

armazenada no sistema atômico é irradiada num tempo caracte- 

rístico de uma forma isotrôpica (fig. 3b) ; e , temos \ima 

emissão espontânea incoerente. 

Fig. 3 - Comparação de superradiância e emissão espontânea 

incoerente. A escala do tempo é logarítmica. 
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Agora, consideraremos, 

T << << Tj^,T2, (1—2) 

o lado direito da desigualdade acima significa que os proces 

sos coletivos ocorrem mais rapidamente que a relaxação nos 

átomos individuais e, o lado esquerdo, significa que os fó- 

tons deixam o volume em consideração n\am tempo mais curto que 

o tempo característico para a indução de correlações intera- 

tômicas; assim, os processos estimulados podem ser ignorados 

durante a superradiância. As condições, Eq. (1-2), determi- 

nam que hã superradiância. Tais condições, se permanecem um 

sistema de N átomos, emitirá um pulso de superradiância com 

uma intensidade várias ordens de magnitude maior que a inten 

sidade da emissão espontânea (fig. 3c). Na fig. 3c, t^ é o 

tempo necessário para que ocorra uma emissão superradiante , 

o qual descreve a superradiância, 

t ~ T £n N. (1-3) 
o c 

Para ~ parte da energia irradiada volta para o 

subsistema atômico e a emissão toma a forma de xam trem de pul 

sos de altura decrescente; então temos superradiância oscila 

tória. 

A superradiância tem um interesse duplo; físico 

e aplicado. Do ponto de vista físico a superradiância a qual 

é observada experimentalmente, é um exemplo de comportamento 

cooperativo de um sistema de N partículas (N >> 1) que estão 

interagindo com um campo eletromagnético, tendo uma explica- 
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ção teórica satisfatória; ainda que existam problemas em aber 

to a serem estudados [l,19], Do ponto de vista de aplicações, 

a superradiância é de grande interesse porque é um método que 

permite produzir emissão coerente num sistema sem espelhos ; 

enquanto que num sistema com espelhos, temos uma cavidade re^ 

sonante a qual funciona como um laser amplificando o pulso 

de radiação. 

A fim de estudar as propriedades de superradiãn- 

cia enfatizaremos agora, os estados de Dicke dos quais fare- 

mos uso no Capítulo 2, onde obteremos a intensidade de radia 

ção que é lam meio de investigar a superradiância. 

Consideremos xom ensemble de N átomos idênticos de 

dois níveis, sendo estes rotulados pelos índices 1,2, ... , 

i,...,N. Definiremos o sistema de dois níveis, pelos estados 

Ie> e Ig> {fig. 4). 

t 

cü 
O 

1 
  ]g> 

Fig. 4 - Sistema de dois níveis. 

Os dois níveis estão separados por um intervalo 

de energia e o comprimento de onda da transição superra 

diante é: 

X 
o 

2irC 
OJ 

o 
(1-4) 
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diagonais ST 
X 

O sistema atômico é descrito por operadores 

, de levantamento e abaixamento, 

não 

= lexgl , = |gxe| , (1-5) 

respectivamente, e o operador diagonal, 

= - ^i 2 
e><e| - lgxg| (1-6) 

os quais obedecem as relações de comutação. 

z ± 
S. , S . 

- 1 0. 
= ± ô..ST , 

2.J X 
(1-7) 

= 2 ô . .S 
13 1 

(1-8) 

Assumiremos que todos os átomos estão no nxvel 

superior ]e>, no tempo t=0, e o estado do sistema atômico é: 

1(0) > = le,e, . . . ,e>, (1-9) 

e considerando que estão localizados nxim volume cujas dimen- 

sões lineares são pequenas comparadas com o comprimento de 

onda da radiação, e, a evolução do sistema é somente devido 

ao acoplamento dos átomos com o campo de radiaçao. E o siste 

ma atômico é simétrico em relação a troca de quaisquer dois 

átomos, quando é antissimétrico não existe svçerradiância ] 19 ] . 

Queremos observar que a evolução do sistema deve permanecer 

restrita a um subespaço de Hilbert invariante por todas as 
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permutações. 

+ 2 
Como os operadores e S^, definidos anterior- 

mente, são análogos às matrizes de spin de Pauli, descrevere 

mos cada átomo de dois níveis como tendo spin 1/2. Qualquer 

estado de N átomos, invariante por permutações, é isomorfo 

por uma superposição simétrica de N estados de spin 1/2 que 

é um auto-estado do momento angular com valor máxiiro de J = N/2. 

Existem N+1 destes estados obtidos pela aplicação do opera- 

dor z sobre o estado inicial l'l'(0)>: 

JM> / (J+M) (I S . ) ^1 e,e,. . . ,e> , 
NJ(J-M): i 

(1-10) 

com - J < M < j. Este estado é completamente simétrico, onde 

J+M átomos estão no nível superior |e>, e J-M átomos no ní- 

vel inferior 1g>, e representamo-lo, como. 

JM> S|G^©/••, (1-11) 

onde S é o "operador de simetrização". 

Para estudar as propriedades coletivas do siste- 

ma atômico, introduzimos os operadores coletivos. 

+ + 
S" = E ST, 

1 
1 

(1-12) 

= I S^, 
1 

1 
(1-13) 

= ■^(s''’s + S S'*') + (S^)^, (1-14) 
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que quando aplicados no estado ]JM>, obtemos as relações. 

IJM> = m|JM> , (1-15) 

S^1jM> = J(J+1)/JM>, (1-16) 

<JMl I s'1's71jM> = J+M, (1-17) 
i 

<jm| z sTs'!'Ijm> = J-M , (1-18) 
' . 1 1' 

X 

onde I S^S. e Z S.sT sao os operadores numero de átomos do 
X X . X X 

X X 
estado superior e inferior, respectivamente. 

Na literatura corrente dá-se o nome ao estado 

]JM> de Estado de Dicke. Na evolução do sistema atômico cole 

tivo ocorrem emissões nos 2J + 1 = N + 1 níveis equidistan- 

tes (fig. 5) . No teirpo t=0, obtemos o estado ]j,M = J> = ]e,e, — ,e>, 

e o sistema evolui até o estado |j,M =- J> e lg,g,...,g> , 

passando pelo estado ]j,M = 0> = S|g,g,...,g,e,e ,. . . ,e> , on- 

de temos metade dos átomos no nível inferior e metade no ní- 

vel superior. 
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]j,M = J-l> = s|g,e,...,e> 

|iJ/M “ J“2> — s|gfg/G^«.*fS> 

]j,M = 0> S|9»9f» • • 

N/2 N/2 

jjfM — 1 — s|gfgf*»*/g/G> 

IJ,M =- J> E jg,g,...,g> 

Fig. 5 - Esquema de transições atômicas de N+1 estados simé- 

tricos |j,M>. 
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|j,M = J-l> = S|g,e,...,e> 

]j,M = J-2> H S1g,g,e,...,e> 

J/M — 0^ — s|g/gf«»»fg/S^0/*«*f0^ 

N/2 N/2 

]j,M = 1-J> = S1g,g,...,g,e> 

Ij,M =- j> = Ig,g,..•,g> 

Fig. 5 - Esquema de transições atômicas de N+1 estados simé- 

tricos |j,M>. 
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CAPÍTULO 2 

EQUAÇÃO MASTER 

Neste capítulo, seção 2-1, obteremos o Hamiltonia 

no quantizado do acoplamento de \xm sistema atômico de dois 

níveis com um campo eletromagnético. A seguir, construiremos 

a Equação Master a qual é uma equação de movimento para a ma 

triz densidade, e deduziremor-la da equação deLiouville (se- 

ção 2-2). Na seção 2-3, estando de posse da Equação Master , 

calcularemos o número médio de fótons de um átomo, e compara 

remos com o resultado clássico da teoria de Weisskopf-Wigner. 

Na última seção, a fim de investigar a existência ou não de 

superradiância no sistema atômico, calcularemos a intensida- 

de de radiação fazendo uso de estados de Dicke, estados de 

Fock e estados coerentes. 

2-1. OBTENÇÃO DO HAMILTONIANO 

Consideramos vim sistema atômico de dois níveis in 

teragindo com um reservoir, o qual é um campo de radiação ele 

tromagnético. 0 Hamiltoniano total [4], para tal problema, é 

dado por: 

"^T = ""a + ""cE ' 
(2-1) 

onde H é o Hamiltoniano do sistema atômico livre, dado por. 

= fi E üj . C'!’ C. , 
A DP 3P DP 

(2-2) 
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onde o índice v vai de 1 até N, sendo N o número de átomos e 

j é o número de níveis atômicos. H é o Hamiltoniano do cam 

po eletromagnético. 

= íi I w . a. a. , 
CE . 3 D s n s js -» J J 

(2-3) 

onde o índice s representa a polarização e j os modos do cara 

po; a^ e a, são operadores de criação e aniquilação, respec- 

tivamente, satisfazendo as relações de comutação (J^íêndice B), 

e ü)j é a frequência do campo eletromagnético. é o Hamilto 

niano da interação dos átomos com o campo de radiação. 

«I = ""l,! ^ «1,2 
(2-6) 

onde 

H 
1,1 

e E 1/2 X 

“ \,j,t “x 

X C+C^(a^ + a^) 
3 * -)■ -y 

d X(i)j(x)y^(x) .p ()>^(x) , (2-7) 

H-r o =- — ^ 1,2 m 
irfi 

X,\' ,j ,l I 
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X . (x) (x) , (x) ({>^(x) (a^ + a^) (a^ (2-8) 

com os operadores fermiônicos Cs, satisfazendo as relações 

de anticomutação (Apêndice B), 

= 6 
k£' 

+ + = 0, 

os vetores v,(x) são ondas planas. 

ê ik,.X 
~^ / \ a X 
^Xa^^^ “ ^3/2 ® 

Li 

(2-9) 

(2-10) 

(2-11) 

os quais geram a base para a decomposição em série de Fourier 

dos modos do campo, é o vetor polarização, que define um 

conjunto ortonormal destrógiro, = (e^, £2^ ' e L é a di- 

mensão linear do sistema atômico. Os operadores C's estão na 

expansão dos operadores do campo atômico, \() e na segunda 

quantização. 

il)(x) = I $"'’(x) 
k 

* ->- + 
(2-12) 

onde os <t)j^(x) são ondas planas. 

. ,->> t“3/2 ik.x (|)j^(x) = L e (2-13) 
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P 
Os Hamiltonianos, Eqs. (2-2), (2-7) e (2-8), pro- 

vêm da segunda quantização do Hamiltoniano, 

” = ‘P - I <2-14) 

onde p é o momento da partícula e Â ê o potencial vetor [4j. 

E o Hamiltoniano dado pela Eq. (2-3), é a quantização do cam 

po eletromagnético livre [l3] . 

Escrevemos a Eq. (2-7), como 

H , = E g . „ C„ (a"^ + a ) , 
I/l jtXy 3P ty X X 

(2-15) 

onde a constante de acoplamento (Apêndice E) , é dada por 

^j£Xy ~ mh' 
(2-16) 

Substituindo as Eqs. (2-2) , (2-3) e (2-15) na Eq. (2-1) , omi 

tindo o termo H -, obtemos: 
X / ^ 

H = fi Eco.c'!’C. + 
DP 3P DP 

+ fi E g-p, ct C (a^ + a.) + 
j£xy DVi y X X 

+ íi _E o , a a , 
^ I s J -> -> 

(2-17) 

e para um sistema atômico de dois níveis, a equação acima ê 

escrita como. 
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" ' ^ p '“l^Íp^^lp " “2 ^2p"2p' - 

+ fi E [^i n 1 ,, ,,C-, , + g-n,. C^ Ct + 
Xy 

llXy ly ly ^21Xy 2y ly 

^12Xy *^lySy ^22Xy^2y^2yl ^^X ^X^ ■*■ 

+ ÍX E (jJ., 3.. 3.. 
j Ig 3 : s 3 's 

(2-18) 

Pela paridade da função g, temos que: 

^££Xy = ° ' (2-19) 

e pela Eq. (2-16), 

^j£Xy ^£jXy (2-20) 

De acordo com as equações acima, a Eq. (2-18) resulta. 

H . h í + «.2 + 

* * [9]^2Xp ‘^lp'^2p 9l2XpSp‘^lpl * ^x’ 

+ fi E u}.,a., â-i • 
• I 3 D s 3 's 3 I s J J J 

(2-21) 

Como o conjunto de operadores fermiônicos 

^1^2' *“2^1' 2^^2^2 / 
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satisfazem as relações de comutação de SU(2), então identifi 

camos 

s ^ 

(2-22) 

S . = ^ a . , 
1 2 X' (2-23) 

onde são as matrizes de Pauli. 

Considerando, por outro lado, que a energia dos 

dois níveis são -fiu^ e respectivamente (fig. 6). 

flO), 

flO) 

-fui 

Fig. 6 - Sistema de dois níveis. 

A energia total dos dois níveis é. 

E = + E2 , (2-24) 

onde Ej^ =- T-o) e E„ = , resultando, 
2 o 2 2 o 
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ü)i + 0)2 = 0. (2-25) 

O operador número, para um átomo de dois níveis, é escrito 

como, 

2 
N = I C.C.. (2-26) 

i=l ^ ^ 

Tendo em vista as Eqs. (2-22), (2-25) e (2-26) , 

da Eq. (2-21), obtemos: 

H = fio) Z + 
y " 

+ íi Z ^12Xy^ ^ ^X^ 
Xy 

+ fi Z oj-a"!” a. , (2-27) 

onde o primeiro termo do lado direito representa a energia 

do sistema atômico; o segundo, o acoplamento do campo eletro 

magnético com o sistema atômico e, o terceiro, a energia do 

campo eletromagnético. 

Supondo que os átomos do sistema atômico compor- 

tam-se como dipolos, agora, consideraremos a interação dipo- 

lo-dipolo entre eles. O dipolo associado ao y-ésimo átomo 

produz um campo elétrico. 

E^(X) 
3n(p .n) 

y 

-> 

/ (2-28) 
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e a energia devido a interação do £-êsimo átomo com o campo 

do y-ésimo átomo é, 

/ (2-29) 

onde o dipolo p é considerado na posição x, e n é lam vetor 

unitário na direção da linha de interação entre os dois di- 

polos, isto é. 

n 
Xy 

X 
(2-30) 

Escrevemos a Eq. (2-29) como. 

W 
. -> ^ 

Im (P£.P„ - 
3 (p 

r'^tv 
, l / ]1 (2-31) 

onde 

(2-32) 

^£y “ “ %• (2-33) 

Para quantizar a energia de interação dipolo-di- 

polo, usamos o operador de dois corpos, em segunda quantiza 

ção. 

d~‘xd^x' ij)'*’(x) 4i'^(x')ííííi (x') $ (x) H' 
1 
2 (2-34) 
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onde os operadores de campo atômico e ip são dados pela 

Eq. (2-12). 

Fazendo a aproximação de que "R varia muito pouco 

dentro da região de integração, considerando r^^ >> (Í^íên 

dice E), a Eq. (2-34) resulta, 

H' = -^W d^xd^x' (x) 4i''’(x') Ip(x') $(x). (2-35) 

Substituindo a Eq. (2-12) na Eq. (2-35), e usando a ortogona 

lidade das funções (f>, obtemos; 

H' = Z pCl C C-. 
2 ty at gy ay gt 

(2-36) 

e como estamos tratando com átomos de dois níveis. 

H' = (ct„ct C, C, p + C„ p + 
2 ty It ly ly It 2t ly 2y 1-t 

‘^l£Sy^lyS£ ^£^2y‘^2y‘^2£^ * 
(2-37) 

Pelas relações de anticomutação, Eqs. (2-9) e (2-10), a equa 

ção acima resulta. 

H' 
^1£ ^ly (2-38) 

e pela Eq. (2-22), obtemos. 

H' (2-39) 
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ta 

Substituindo a equação acima na Eq. (2-27), 

H = ÍLü) E S + 

+ fi Z (9i2Xy^ ^12 
* ^ + s , + 

+ fi Z w. a. a. + Z Wn S^S 
js 5 :s tv i V 

Os cálculos feitos na Eq. (2-7), fazemo-los 

gos na Eq. (2-8), resultando 

^1,2 I ^X^ ' 
A 

onde é a constante de acoplamento. A Eq. (2-41) é 

tização do termo 

2 o 
« i-i / 

2mc'^ 

da Eq. (2-14). Então, o Hamiltoniano dado pela Eq, 

mais o termo dado pela Eq. (2-41) resulta 

H — fiü) Z S + 
y ^ 

+ fi Z + S3^2Xy^ ^ ^^X ^X^ 
Xy 

+ fi Zíjo.a. a. +Z WnSpS + - — ~" ty JL y 
DS 3 DS 3S 

resul- 

(2-40) 

análo- 

(2-41) 

a quan- 

(2-40) 

+ Z K^(a^ + a^) (2-42) 
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A.A.S. Brito e W.F. Wreszinski |l8l fazem um tra- 

tamento termodinâmico da transição de fase superradiante,ten 

2 
tando saber se o termo A permite ainda emissão superradian 

te, e usam vim modelo de Dicke generalizado com vim Hamiltonia 

no com as constantes de acoplamento simplificados e um único 

modo: 

z + 
H — E S-. + V a a + 

N 

+ + V”"» ^ ^ + s;;a) + 

+ K(a + a"^)^, (2-43) 

onde y=tX; 0<t<l, e, vek são constantes positivas 

± z ~ 
reais, e sao os operadores coletivos definidos no Capí- 

tulo 1 (Eqs. (1-12), (1-13) e (1-14)). 

Outro modelo no qual representamos cada um dos 

átomos como um oscilador harmônico, o Hamiltoniano correspon 

dente é obtido analogamente, e, é dado por 

H = fio) Z b"^b + fi z (g, b, + g, b^) (a^ + a,) + 
y y , Xy X Xy XX X y Xy 

+ fi Z ü). a , (2-44) 

onde b e b^ são operadores de boson de aniquilação e cria- 

ção, respectivamente; os operadores a's comutam com os opera 

dores b's porque estão agindo em espaços diferentes. Na equa 

ção acima, o primeiro termo do lado direito é a energia dos 

osciladores harmônicos; o segundo, a energia de interação dos 
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osciladores com o campo eletromagnético e, o terceiro é a e- 

nergia do campo eletromagnético. 

2-2. OBTENÇÃO DA EQUAÇÃO MASTER 

Deduziremos a Equação Master [s] que descreve a 

dinâmica do sistema atômico de dois níveis interagindo ccm um 

campo eletromagnético. Para obtermos a Equação Master usamos 

a Equação de Liouville que é uma equação de movimento para a 

matriz densidade a qual contém as propriedades do problema 

em estudo [?], isto é, através dela podemos obter informa- 

ções a respeito da interação do sistema atômico com o campo 

eletromagnético. 

Partimos do Hamiltoniano dado pela Eq. (2-40), 

H = to Z S + E (g S + g S ) (a + a ) + 
o y , Xy ^Xy X X 

y Xy 

+ “j ^js ^jB' ^ ' ^S -» -J J 
(2-45) 

onde não consideramos a energia de interação dipolar. Pela 

equação acima escrevemos, 

= (0 ES, 
S o y ' 

y 

(2-46) 

H 
R 

E 
js 

to . 
D 

(2-47) 

H 
int 

<9xp®' (a^ + a^). 
Xy 

(2-48) 
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A seguir, obteremos uma equação para a matriz den 

sidade. Seja um sistema quântico (sistema atômico), S, manti 

do fora do equilíbrio térmico e acoplado a outros sistemas 

quânticos (reservoir), R, com os quais pode trocar energia , 

massa, momento, etc, estamos interessados nas propriedades 

do sistema S, por isso eliminamos as variáveis ou operadores 

do sistema R. 

Denotamos o operador densidade do sistema acopla- 

do S+R por W(t) e o decompomos como 

W(t) = PW(t) + (1-P) W(t), (2-49) 

onde P é o operador projeção, definido por 

P^ = P, (2-50) 

o qual não é um operador no espaço de Hilbert de vetores de 

onda mas age sobre os operadores neste espaço. 

A Equação de Liouville ou equação da matriz densi 

dade é dada por, 

W(t) = - iLW(t) = - i[H,W(t)], (2-51) 

onde L é o operador de Liouville. 

Multiplicando a Eq. (2-51) ã direita por P e (1-p) , 

e usando a Eq. (2-49), obtemos 

PVJ = — iPLPW - iPL(l-P)W, (2 — 52) 

(l-P)W = “ i(l-P)LPW - i(1-P)L(1-P)W. (2-53) 



27. 

A solução da Eq. (2-53) é. 

(l-P)W(t) = exp -[i(l-P)Lt] (l-P)W(O) - 

- 1 dT exp[- i (1-P) Lt] (1-P) LPW(t-x) (2-54) 

Substituindo a Eq. (2-83) na Eq. (2-81), obtemos a equação 

master generalizada de Zwanzig 122], 

PW(t) =- i PLPW(t) 

•t 

dT PL exp[- i (l-P)Lx] (l-p)LPW(t-x) - 

o 

- i PL exp[- i (l-P)Lt] (l-P)W(O) . (2-55) 

Observamos que PW ê a parte diagonal de W(t) numa certa re- 

presentação, definindo P por. 

P = R Trj^, Trj^ R = 1 , (2-56) 

PW(t) = R Trj^ W(t) = R p(t) (2-57) 

onde R é um operador no subespaço pertencente ao resevoir no 

espaço de Hilbert, podendo ser escolhido arbitrariamente e , 

p(t) é o operador estatístico. 

Decompomos L em. 

L = Lg + Lj, + , (2-58) 

onde L refere-se ao sistema S, é o operador de Liouville 

(jo reservoir e ® ^ interaçao entre o sistema S e o re- 
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servoir R. 

As seguintes relações nos são úteis para 

tar os cálculos da Eq. (2-55): 

* V = 

P(l-P) = 0, 

então, de acordo com as Eqs. (2-56) até (2-61), a Eq. 

resulta, 

p(t) = - íL P(t) - i Trj^(Lint P (^) ) + 

+ dx Q(t) p(t-x) + I(t) 

com 

I(t) =- i Tr^^íL^^^ exp[- i (1-P) Lt] (1-P) W (0) } , 

(x) =- Tr^^íL^^t exp[- i (1-P) Lx] + LJ R} 

na 

A equaçao para o operador estatístico, Eq, 

representação de interação, resulta 

■t 

P(t) =- dt' Trj^ Q(t' ,t) , 

o 

facili- 

(2-59) 

(2-60) 

(2-61) 

(2-55) 

(2-62) 

(2-63) 

(2-64) 

(2-62), 

(2-65) 

onde 
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Q(f ,t) = e = {L,„, Pp(0)p^(t')}, 
int 

(2-66) 

(2-67) 

e como o sistema é pequeno comparado ao reservoir, assiimimos 

o operador do reservoir no equilíbrio; 

R = Pr(0) • (2-68) 

Na Eq. (2-94) queremos obter Tr^^ Q(t',t), para 

isto fazemos de uma forma detalhada no Apêndice E, resultan- 

do 

Tr^ Q,(t-t') = - 

-i(t-t')u 
+ s",(t')[s^(t), Pg(f)]} e 6^^,, (e-24) 

- [s;;(t), ?^(f) s+(f)] - [s+(t), p^(t-) s",(t')] + 

i(t-t')ü) 
- [s^ít), 5^(f)]s^,(f)} e 6^^,- (B-27) 

Para obter a dependência temporal dos 

S-, usamos a equaçio de movimento de Heisenberg, 

operadores 
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— (t) = I [S“(t) , h] , h = 1, 
dt (2-69) 

cuja solução é. 

S"(t) = S“(0) 
(2-70) 

Substituindo o primeiro termo do lado direito da 

Eq. (E-24) na Eq. (2-65) , e usando a Eq. (2-70) , resulta 

II [S^, Pg(t-T)] e 2io)t 

(2-71) 

e através da aproximação Markoviana fazemos p(t-t) ~ p (t) 

ou seja, o intervalo de tempo t-x deve ser pequeno comparado 

com o tempo que a energia cedida do sistema ao reservoir não 

retorne ao sistema, então, a equação acima resulta. 

2iíi) t ^ 

Iti ““ I s"*”, fs , p (t)] e ° II ' Xyy ' y ' y' s -■ 

-i (ü) + ü) ) T 
dT e ° ^ 

2iu) t 

=- Y-. I S , [s , p (t)J e ô (u + tü ) , Ayy y^y s o \ ' (2-72) 

onde 

ô (ü) +u.) =iT6(a) +w) 
o A O A 

+ (Jú, ) - 1   
tü + (ü , 

o À 
(2-73) 

P .... representando o valor principal da integral. 

Como estamos interessados somente em fi^equências 

com 
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positivas resulta, da Eq. (2-72) 

I , [s'^, p (t)] e 

2iio t - 
° (-1) r—L 

ü) + , 
O X 

(2-74) 

De forma análoga, os termos seguintes da Eq. (E-24), 

e os termos da Eq. (E-27), substituídos na Eq. (2-94), fazen- 

do a aproximação Markoviana, resultou 

I o = Y, i[s~/ S"^, P^(t)] (-i) ) 12 ’ Xyy ' y ' y s 

o 1 

0) + ü) , 
o X 

(2-75) 

I = Y s , p (t)]6'''(a) - w ), 
13 ^Xyy' y' y' s o X 

(2-76) 

-2io) t 

I =- Y i[s”/ S , P^(t)] e ° 6 (ü) - ü) ) , 14 ^Xyy' L y' y s ■* o X 
(2-77) 

2iü) t _ 

I =- Y .fs"'’, P (t)]s , e ° 6 (ü) - 0) ) , 
^IIl ^Xyy' L y' y' o X 

(2-78) 

T =Y iFS , P (t)S il*5 
•^112 ^Xyy' y' ' yo X 

(2-79) 

T = Y .[S , P (t)S 
^113 ^Xyy'^ y' s y 

-1-9 1 
ü) + ÍJJ, 

o X 

(2-80) 

^II4 ^Xyy ' y ' ' s 
,[s‘, Pjt)]s', 1 ) 

o 1   e 
(1) + w 

o X 

(2-81) 

com 

ô''’(ü)o - = tt6(ü)^ - üj^) + 
Ui ” w , 

o X 

(2-82) 
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Observamos que as Eqs. (2-75) até (2-77) são decorrentes da 

Eq. (E-24) , e as Eqs. (2-78) até (2-81) provêm da Eq. (E-27) . 

Como não temos frequências negativas, então, não existem sin 

gularidades nas expressões da parte principal,^ * 

Inicialmente, consideraremos a integração em 

Eq. (2-74), na qual temos uma soma implícita em A, que passa 

remos para uma integral. O coeficiente de acoplamento é dado 

por. 

^21Ai 
(2ttC) 1/2 

/k. 

ik^ . r. 
A 1 

(2-83) 

de forma que, 

321X1 321X1 321X1 3i2Xj 

1 (I .P.)(í .P.) 
' ' '3 k a l a n 

ik.r.. 
13 (2-84) 

onde 

0) 
o 

Ü3 
21' 

0) (2-85) 

(2-86) 

com o índice A somando aos modos do campo externo e i,j so- 

bre o número de átomos do sistema; na soma em A está implíci 

ta a soma em a, ou seja, a soma sobre as polarizações do cam 

po externo. Assumimos que os modos do campo são contínuos de 

samos a soma para uma integral: tal forma que pas 



•2it 

d(|) . (2-87) E 
À 

E 
a 

(Ji,3 

2ir 
dk 

o 

■TT 

desene 

o o 

Queremos observar que estamos considerando t (tempo de rela- 

xação do reservoir) grande quando comparado com 1/y (y ê a 

largura de linha dos átomos), desta forma, o reservoir pos- 

sui um espectro continuo enquanto que os átomos do sistema 
fi 

possuem larguras de linha bem definidas. Consideramos, tam- 

bém que o vetor de onda da radiação emitida, k, é muito maior 

que as dimensões do sistema atômico, o que justifica a apro- 

ximação de dipolo. Então, este é um problema de espalhamento 

da radiação incidente sobre os N átomos do sistema ll3,14|. 

De acordo com as Eqs. (2-84) e (2-87) , a Eq. 

(2-103) resulta 

I 
II 

_i 
c 

o 
2tt 

2 
2icj t 

?3(t)] e ° X 

X E 
a 

dk k 

k(o)^ + üj) 

riT 

desene e 

o 

ik.r. 
'13 

2tt 

d(})(? .P.) (e .P.) 
a 1 Cl j (2-88) 

A parte angular da Eq. (2-88) é integrada detalha 

damente para deixar claro o referencial dos momentos de dipo 

los usado, isto ê, a direção da emissão de radiação: 

A = 

|-2t7 

d(() 

o 

desene 
a 

iíc.r. . 
.?j)e (2-89) 



34. 

onde 

P = |P|(1,1,1) , (2-90) 

e pela condição de gauge de Coulomb, V.a = 0, temos que. 

e^.k = 0, i = 1,2. (2-91) 

Desenvolvendo o termo. 

E (e .P. ) (e .P.) = Z {P. .P. 
a 1 a T 1 T 

a a 
X p.) (?^ X p.)} 

= 2 P^-Pj - (êj^ X P^) (ê^ X Pj) - (Ê^ X PJ ( 2 X P^) (Ê2 X P^) , (2-92) 

onde usamos o sistema de referência. 

êi X 02 = et cicl. (2-93) 

Pela identidade vetorial. 

si X Pi = - (Jc.P^)ê2 / (2-94) 

£2 X P^ = (k.?^)e^ , (2-95) 

segue da Eq. (2-92) 

E (e .P.)(e .P.) =P.- (K.P.)(K.P.), 
axa3 13 i 3 

a 
(2-96) 

onde P tem as direções e ^2 
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Substituindo a Eq. (2-96) na Eq. (2-89) obtemos, 

A = dR[p^.Pj (Jc.P.) (R.P.)] 
iR.i. . 

13 (2-97) 

onde ü é a superfície de integração. A solução da equação a- 

cima é da forma. 

A = a P..P. + b(P..r..)(P..r..), (2-98) 

onde a e b dependem somente de r^^ e k^. Para determinar a 

e b, obteremos duas equações, para isto escolhemos 

(2-99) 

então, 

(2-100) 

tal que, pelas Eqs. (2-97) e (2 98) 

a + b = 

„ ilc. r. .k r . . 
_ f-x2n ij o in 

ãíí[l - (r^..K) ] e 

r2n rir 

d(() 

J o 

= 8tt 

2 ik r^^.cosO 
desene[l - cos e]e ° ^ 

cos(k^ r. .) sen(k^ r.^)-| 

(k r. .) 
'o 13 

(2-101) 
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Para a escolha, 

P. = P. = g, g = — (1,1,1), r . = (1,0,0), 
^ ^ /3 

resulta. 

^ b _ 2 
a + 3 - 5 

” 

d(}> desene e 
lE.íijVij ^ ^ 

O iD 

Pelas Eqs. (2-101) e (2-103), obtemos um sistema de 

com a solução. 

a = 4ir 
senx cosx senx 

*- X 
2 3 

X X 

b = 4ir 
^,senx cosx^ senx 
3 ( õ“ ~ 0 ' 

X X -* 

onde 

=■ "'ij 

Substituindo as Eqs. (2-104) e (2-105) na Eq. (2 98) 

ta 

2 r r-. i \^1 senx 
= 4. 1?.rt[i - ] X 

^ ,2irCOsx senx-i 
+ [1 - 3(P..r. .) ][—2 T-J). 

= P. . 
D 

(2-102) 

(2-103) 

equações, 

(2-104) 

(2-105) 

(2-106) 

, resul- 

(2-107) 

com P^ 
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Observamos que a parte angular, Eq. (2-107), apa- 

rece nas Eqs. (2-74) até (2-81). Substituindo a Eq, (2-107) 

na Eq. (2-88), obtemos 

•II 

u) 0 1 2 i tjú t 

X 
dk k 

k(k + k) 
o 

|2{[1 - (P..?. .)2j ser^ ^ I L ' 1 10 ' J ^ 

+ :X V 2i rcosx senxi [1 - 3(?..í )^] [. 
J- ^ ^ 2 3 J ^ ' X X 

(2-108) 

expressões análogas são obtidas para as Eqs. (2-75) até (2-81) , 

para a parte principal. Considerando a aproximação de onda 
2iu t 

girante os fatores que multiplicam e são desprezados , 

resultando somente os termos: Ij2» ^13' ^112 ® ^II3 * 

Nas Eqs. (2-76) e (2-79) , fazemos a substituição 

da Eq. (2-87). 0 cálculo da parte principal dos termos r 

Il3' ^II2 ® ^II3 ® feito usando a Eq. (2-107), resultando pa 

ra i 7^ j , 

f' 

^12 = 1 
dK K 

A. . (kr. .) , 
CK(K + K ) 

o o 

(2-109) 

^13 =- I <íf> 

dK K 
• A. . (kr. .) 

^KC(K^ - K) 
(2-110) 

- (^) [S", ? (t)S;^] ir (jj^ ‘•1 s J-* II2 

dK K 

CK(K^ - K) 
Aij(Krij) , (2-111) 

o 
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II3 =- - ( 1T 0) F> 
o 

5^(t)sT] 
CK(K 

dK K . , 
  (Kr ) , + K ) 

onde 

Y r 

. , , 3,senx , cosx senx. 
= 2<  —2 3-> 

XXX 

Integrando as Eqs. (2-109) até (2-112), resulta 

^12 ^13 
- I 

II2 
- I =- i [S^I^S . , 

^ X j II3 5s(t)]»i.(Vij), 

onde 

„ , , 3 ,senx , cosx cosx, 
a (X) = j ií(—^ + -T ) 

XXX 

e para i = j, obtemos 

^12 ^13 ^112 ^113 

K'-K K'+K 

= -K—?^(t)] , o 

com a frequência de corte, 

(2-112) 

(2-113) 

(2-114) 

(2-115) 

(2-116) 

(2-117) 

K' KC . (2-118) 
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Observamos que na Eq. (2-117) não ocorre diver- 

gência linear porque a parte ressonante com a parte anti-re£ 

sonante do Hamiltoniano cancelam esta divergência. A diver- 

gência linear ocorre quando k' -> «>. A parte ressonante de 

H. . é o termo 

+ + — 
a. S + a S f 

e a parte anti-ressonante é 

a S + a S , 

o qual ê desprezado na aproximação de onda girante. 

Finalmente, integrando a parte do 6 (cd^ - u,) das O A 

Eqs. (2-76) e (2-79) analogamente, e usando as Eqs. (2-115) 

e (2-117) , podemos escrever a Equação Master, Eq. (2-65) , co 

mo 

- 1 a í [s* s", P^(t)] - i E «'-'[sts', 5^(t)] 
i 

-I Y. .(s'1’ sT S (t) - 2S. S^(t)s+ + 5^(t) S ), (2-119) 

11 
, 'ij ' 1 1 s 

onde 

(1), Y 3 .cosx _ senx. 

11 ^ X X 
(2-120) 

. = Y A. . (K r .) , 
^ij ^ i] o 11 

(2-121) 
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K' - K 

í| ^ 
K' + K 

( ^)} , 
K 

(2-122) 

e na representação de Schrfldinger, 

iP 
at i z 

i^j 
ij 

z 

ij 

s. 
D 

P p + ps'!’ sT) 
1 1 : (2-123) 

onde 

(Jj = w + fi . 
Y (2-124) 

Na Eq. (2-119), a frequência foi substituída por 

um termo adicional, ou seja, uma frequência renormalizada 

a qual veio da parte principal dos termos Ij2/ ^ e 

^113* Observamos que houve uma alteração na frequência por- 

que estamos considerando somente frequências positivas. Se 

não nos limitamos a frequências positivas, isto é, fazermos 

a integração da Eq. (2-87) de - ” a “, da parte em k ocorre 

que as expressões dos termos cruzados da aproximação de onda 

girante poderão alterar a dinâmica do sistema porque a forma 

da Equação Master muda. Se fizermos a aproximação de onda 

girante no Hamiltoniano os termos que permanecerão serão so- 

mente 1^2 ® ^ii2 ^ frequência renormalizada que obteremos 

será incorreta. 
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2-3. nOmero Médio de fõtons de um ãtomo de dois nIveis 

A Equação Master, Eq. (2-123), é uma equação de 

movimento que descreve a dinâmica do sistema atômico de dois 

níveis interagindo com um campo eletromagnético e, através 

desta podemos obter as propriedades relacionadas ao problema 

em estudo uma das quais é o número médio de fôtons que mede 

a emissão de radiaçao do sistema atômico. 

Calcularemos o número médio de fôtons de um áto- 

mo de dois níveis e compararemo-lo com a probabilidade do re 

sultado clássico obtido da teoria de Weisskopf-Wigner [v]. 

Usando o Hamiltoniano, Eq. (2-45), e a equação 

de movimento de Heisenberg, obtemos 

-iu). t 
a._(t) = a^^(O) e ^ - i Z g^^ 

3S 

-iü) . ( t-T ) 
S^(T)e dx , (2-125) 

onde fizemos a aproximaçao de onda girante, isto é, despreza 

+ 
mos S . 

y 

Pela Eq. (2-125) e seu complexo conjugado obte- 

mos o número médio de fõtons no modo j/S, 

<a. a. >. 
js 3S t 

rt 

“ Se 

ft 

O 

icú . - T J^) 

<s'^(T^)Sg(T2)> e J dx^dx^, 12 

(2-126) 

com o vácuo definido como 
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a. (0)|0> = 0, <0l0> = 1. (2-127) 
D s 

Para fazer as integrais da Eq. (2-186), precisa- 

mos primeiro calcular a função correlação de dois tempos 

<s"^ (t, ) S-(t_) > e, para isto usamos a Equação Master , Eq. 
y i p Z 

(2-123), e o teorema da regressão quãntica [l5] para obte- 

la. 

De acordo com a Equação Master, Eq. (2-123), pa- 

ra um átomo, resulta 

<S~ > = ± iw <S~> — Y<S > , (2 — 128) 
81 Y 

^ <s'*'s"> = - 2y<s‘^s > , 
O t 

onde para um átomo de dois níveis, 

Yii = Y . 

+ s"s''' = i , 

(S'^)^ = (S")^ = 0. 

(2-129) 

(2-130) 

(2-131) 

(2-132) 

A solução das Eqs. (2-128) e (2-129) é, 

<g-> = e Y >.I / iz-ijj) 
t ^ 

<S'^S">^ = e"^^^<S'^s">Q . (2-134) 
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Usando as equações anteriores e o teorema da regressão quân- 

tica (Apêndice A), obtemos 

<s'^(t) S"(t')> = 

= exp {iuY(t“t') - YIt + t']} <S^S >Q . (2-135) 

Substituindo a equação acima na Eq. (2-126), re- 

sulta 

<a. a.^>. - JS 3S t 

{1 + e - 2e ^^cos [(ü)Y“kc) t ] }<s'^S >q , 

[y^ + (ü)Y - kc)^] 

(2-136) 

com ü)j = kc. 

Para compararmos este resultado com a teoria de 

Weisskopf-Wigner, introduzimos a probabilidade Pjg(t) de um 

fóton com momento j e polarização S, 

Pjg(t) = <ljsxjsl>^ , (2-137) 

onde |j,s> é um estado no qual há um fóton no modo j,s. Por 

outro lado, P. (t) pode também ser escrito como: 
3 ® 

Pjs(t) = <ajglíO}> <{0}lajg>^ 

+ o Tf ^js^js ^ g > 
= 0 -1= ® ^ ^is t ' js ^ 3S 

e (2-138) 
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onde 0 o significa o ordenamento normal. Como estamos tratan 

do com um fõton, então, somente lam termo da Eq. (2-138) con- 

tribui; assim: 

P (t) = <at (t) a. (t)> . (2-139) 
J s J o J» 

Deste modo, combinando as Eqs. (2-136) e (2-139), obtemos o 

resultado clássico da teoria de Weisskopf-Wigner. 

2-4. INTENSIPAPE DA RADIAÇÃO 

Outra propriedade do sistema atômico de dois ní- 

veis acoplado a um campo eletromagnético que podemos obter é 

a intensidade da radiação que nos diz se há emissão superra- 

diante ou não. Obteremos a intensidade da radiação nos esta- 

dos de Dicke, estados de Fock e estados coerentes, e estabe- 

leceremos as condições nas quais há superradiáncia usando es 

tes estados. Posteriomente, considerando o sistema atômico 

com cada átomo substituído por um oscilador harmônico obtere 

mos a intensidade da radiação. 

Pelo Hamiltoniano dado pela Eq. (2-40), o termo 

^ ^ representa a energia do sistema atomico assim, defini 

mos a intensidade da radiação I(t), como a taxa de variação 

da energia do sistema atômico em relação ao tempo: 

I (t) = — ü) Ví(t) , (2-140a) 

onde definimos. 
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W(t) = Z <s^(t)> 
(2-140b) 

Usando a Equação Master, Eq. (2-123), obtemos 
que 

satisfaz a equação. 

4 "Si* + ? + <S+S.>) = 0 , (2-141) 

onde usamos as Eqs. (1-7) e (1-8) do Capítulo 1. 

Então, pela equação acima, a Eq. (2-140a) resul- 

ta. 

I(t) = 2ü) E Y. ■<s;!'(t)S . (t) >. 
T J-J -L J (2-142) 

Para estabelecer a conexão com o trabalho pionei- 

ro de Dicke sobre superradiancia, discutimos primeiramente as 

características independentes do tempo da radiação emitida. 

A intensidade da radiação independente do tempo e. 

I 
o 

13 
Y. . <s'!'s 

13 1 3 0 (2-143) 

onde < >Q representa o valor esperado em relação a lam estado 

inicial. Para sistemas pequenos, ou seja, sistemas cujas di- 

mensões lineares são pequenas comparadas ao comprimento de on 

da da radiação incidente (aproximação de dipolo), fazemos 

Y 
ij 

= Y (2-144) 

com isto estamos considerando a aproximação de campo médio no 
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Hamiltoniano dado pela Eq. (2-40), onde cada um dos átomos 

"sente" o campo produzido pelos outros átomos. E a Eq. (2-143) 

resulta. 

Io = Z = 2ü) <S‘^S"> , (2-145) 
ij ^ 

— z 
onde os operadores coletivos S ' sao dados pelas Eqs. (1-12) 

e (1-13) do Capítulo 1. 

Para calcular o valor médio de s'^S~ precisamos 

usar um estado inicial, para isto o calcularemos nos estados 

coerente e de Dicke. Para o estado coerente (Apêndice B) a 

matriz densidade é dada por 

p(0) = TT ' (2-146) 

onde 

6 , í > . 
o o 1 

0 6^ -i(j) /2 
COS 4 e ° |->. + sen 4 e |+>. , 

2 1 2 ' X 

(2-147) 

e, |+>. e são os estados excitado e fmdamental do i-êsimo 

átomo, respectivamente. 

Pelas Eqs. (2-146) e (2-147), a Eq. (2-145) re- 

sulta. 

9 
I = 2yu) N sen {1 + (N-1) cos" —} , 

o 0 2 o 
(2-148) 
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onde fizemos 

Z l + Z , (2-149) 

ij i 

e usamos 

s'!'|+> = S. l-> = 0, (2-150) 

SÍI+> = l-> , S^|-> = |+> . (2-151) 

Pela Eq. (2-148) , vemos que para N >> 1 e 0^ = tt/2 , 

a , (2-152) 

ou seja, a intensidade da radiação é proporcional ao quadrado 

do número de átomos o que nos mostra que há superradiância; e 

como temos N átomos excitados, o resultado esperado seria a 

intensidade da radiação proporcional a N. Da Eq. (2-146) com 

0^ = tt/2, para um sistema preparado inicialmente (t=0) sem 

correlações atômicas (as funções de onda dos átomos não se su 

perpõem), temos que o momento de dipolo é máximo porque o es- 

tado dado pela Eq. (2-147) tem lam valor máximo para 0^ = tt/2 

e decompomos o momento de dipolo neste estado. Quando usamos 

o estado I^qí^Í^q^í calcular o momento de dipolo atribuí- 

mos um valor finito para ele; com isto temos a conhecida su- 

perradiância de primeira espécie. 

Agora, usando um estado de Dicke [N/2,m> a matriz 

densidade é dada por 
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p(0) = 1 N/2,m><N/2,m1 , (2-153) 

e usando a Eq. (2-145), obtemos 

= 2yu){|(| + 1) - m^ + m> , (2-154) 

com N >> lem= 0, 

Iq a N^, (2-155) 

que significa que há superradiância para um sistema excitado 

num estado de Dicke |n/2,0>, havendo correlações atômicas . 

Para m = 0, a diferença de população dos dois níveis é zero, 

e obtemos um momento de dipolo nulo, então temos a chamada 

superradiância de segunda espécie. 

A seguir obteremos iima solução dependente do tem 

po da Equação Master, Eq. (2-123), tratando com variáveis co 

letivas (Eqs. (1-12) e (1-13)'. Neste formalismo a Equação Ma£ 

ter na representação de interação é escrita como 

4^ = - 4(S'^S"P - 2s“pS"^ + pS^^s") , (2-156) 
3 T 2. 

onde 

T = 2yt , (2-157) 

e não consideramos os termos envolvendo o qual é um ter 

mo anti-simétrico. Tomando o elemento de matriz de ambos os 

lados da Eq. (2-156) em relação ao estado de Dicke |S,m>, on 
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de S é o número de cooperação de Dicke, obtemos 

8t ^mn ^m+1 ^n+1 ^m+1, n+1 

- -i(v + V ) p , 
2 m n' mn (2-158) 

onde S = N/2, m = n^ - n2 , 

Pmn " P I ' (2-159) 

= (S-m+1)(S+m), (2-160) 

e usamos, 

S’*‘|s,n> = [(S-n) (S+n+1)] S,n+1> , (2-161) 

S~|s,n> = [ (S+n) (S-n+1)] 1 S ,n-l> . (2-162) 

Observamos que 2yv^ é a probabilidade que o siste 

ma faz a transição do estado |s,m> para o estado ls,m-l> . 

Para os elementos diagonais da Eq. (2-158), obte- 

mos a equação. 

3 
3 T mm ^m+1 ^m+l,m+l m P __ t mm (2-163) 

a qual é conhecida Equação Master de Pauli. 

Usando a transformada de Laplace e um processo 

iterativo obtemos a solução da Eq. (2-158), como 
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(B) = s [rr 
£>0*’*1 "n+k-^ ' 2'''m+k ' "n+k 

X 

^ Pm+£,n+£^°^ ' 
(2-164) 

com a transformada de Laplace, 

dT P„, r, ^ ® ^ ^ 
m/R 

(2-165) 

A solução do estado estacionário é. 

p (“) =6 6 , 
m,n m,n n,-s 

(2-166) 

com a energia, 

VJ ( 00 ) = _ s ^ (2-167) 

onde usamos a Eq. (2-140b) 

Outra consequência natural é, 

<S"(t)> = 0, p(0) = ls,m><S,m| , (2-168) 

isto é, como há correlações atômicas um sistema excitado a- 

presentará momento de dipolo zero, não havendo superradiân- 

cia de primeira espécie. 

Como a Eq. (2-158) , foi resolvida usando os esta 

dos de Dicke |S,m> podemos usar a solução para calcular as 

propriedades do sistema para qualquer excitação inicial, is- 

to é, podemos expandir um dado estado num estado de Dicke , 

por exemplo, para o estado 
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TÍ 
N/2 

6 , 4* ^ ~ ^ ^ ■ o o L 
/ N ](cos 

ÍN/2-m / 
X 

X (sen e   ) lN/2,m> , (2-169) 

N \ 
onde I |é a degenerescência, e a condição inicial ê, 

N/2-in I 

N \l/2 / N \l/2 
P (0) = 

lN/2-m I lN/2-n 

/ 8 VN-m-n / e \ N+m+n 
X í COS —2 j ( sen -y j (2-170) 

para N=l, na Eq. (2-169), obtemos a Eq. (2-147). 

Em seguida desacoplaremos a Equação Master para 

obter a emissão de radiação para o estado 8 < tt . 

Partindo da Eq. (2-141), e usando a Eq. (2-140b), obtemos 

+ 2y(W + |) + 2t(N-1) íW + I - 

- N <s'!'s‘í’sTsT>} = 0 (2-171) 
1 j 1 j 

onde 

<Si-Sj> = i , (2-172) 

<S^> = <S‘^S"> - y , (2-173) 

e consequentemente, 
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l <S^S^> = (N-1) <S‘!‘ S. st - 
1 3 113 3 

N 
2 

<s'í's .> 
1 1 

1 <s'!'sT> 
2 3 3 

+ N 
4 • 

Para expressar a função correlação de duas 

<stSj S^Sj> da Eq. (2-171) em termos de W{t), Eq. 

precisamos desacoplã-la em valores médios de uma 

para isto usam-se as aproximações de Hartree, 

<s^sts^sj > = <S^Sj_xstsj > , i 7^ j , 

ou de Hartree-Fock, 

<ststs. s . > = <sts.xsts.>+ <stsTxsts.> , 
1313 11 33 13 31 

dependendo da excitação inicial do sistema. 

Pela Eq. (2-173) resulta, 

<s^s-> = i (W(t) + |) 

De acordo com a condição inicial, 

<S’!’S. > = - i COS 6^ , 
IX 2 2 o 

devemos usar a aproximação de Hartree, 

<ststs.s . > = <sts. xsjs .> = -i (W(t) +£)^ , 
1313 X 2. 3 3 ^ 

(2-174) 

partículas 

(2-140b) , 

partícula , 

(2-175) 

(2-176) 

(2-177) 

(2-178) 

(2-179) 
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onde usamos a Eq. (2-177). 

ta 

Substituindo a Eq. (2-179) na Eq. (2-171), resul 

aw _ 
at 

2y(W + |){ (1 íTT N, (W - 2) 1} , (2-180) 

que é a equação esperada, cuja solução é 

W(t) =     {YN^tgh[YN(T-t)] + YN> , (2-181) 
2yN-2y 

então, pelas Eqs. (2-140a) e (2-140b): 

3 

I(t) = — sech^ [NY(t-T)] , (2-182) 
2(N-1) 

com 

1 + N COtg^ -y 

observamos que a intensidade da radiação tem um comportamen- 

to secante hiperbólico ao quadrado e para N >> 1 é proporcio 

2 - - 
nal a N , significando que ha superradiancia. 

Para um modelo onde cada átomo é substituído por 

um oscilador harmônico [9,10], estando de posse do Hamilto- 

niano dado pela Eq. (2-44), obtemos analogamente a Equação 

Master, 

If = - i„Y Z [b^b.,p] - i [b^b,,p] 

(2-184) 
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onde e bT são operadores de boson de aniquilação e cria- 

ção, respectivamente. 

Para estados coerentes [16], a matriz densidade 

na forma anti-normal é 

p = 4>({2}) l{z}x{z}ld^({z}) , (2-185) 

onde |{z}> são estados coerentes (Apêndice C), e 

d^({z}) = TT d^ z,, . (2-186) 

Substituindo a Eq. (2-185) na Eq. (2-184), obtemos 

^ - I {Í0)Y + 

+ I {i -rê~(2.$) + C.C.} + 
Í5^j 

ID az. ' 3 

+ Y- • {tr— (2-5’) + C.C.} , . . 'XI 32. 3 ^ ' 
XJ X 

(2-187) 

onde usamos 

b^ I {z}x{z} 1 2^!{2}><{z} , (2-188) 

b^ I {z}x{z} (Zj_ + ) 1 {2}><{Z{ (2-189) 

A Eq. (2-187) é a equação de Fokker-Planck da qual obtemos 

as equações de Langevin [l7], 
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Z. = -• ÍO)Y Z. 
1 1 

(2-190) 

A equação de Fokker-Planck e as equações de Langevin, descre 

vem um processo irreversível, ou seja, fora do equilíbrio , 

onde há uma força aleatória externa atuando sobre o sistema. 

Considerando, sistemas pequenos e desprezando os termos 

a solução da Eq. (2-190) é 

Substituindo a Eq. (2-191) na Eq. (2-185), obtemos a solução 

do estado estacionário. 

onde usamos a Eq. (2-192) . Na equaçao acima, quando Z^ = Z^ 

i 
(2-191) 

onde 

j 

(2-192) 

com a condição inicial 

i 
(2-193) 

e a intensidade da radiação ]9| deste sistema ê 

I(t) = 2yw e 
-2ytN 

(2-194) 

P (“) (2-195) 
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obtemos o estado fundamental do sistema. 

Para calcular o valor médio de da Eq. (2-194) 

consideraremos uma excitação inicial do estado de Fock (Apên 

dice B) . Na excitação inicial coerente assumimos que cada o^ 

cilador harmônico foi inicialmente excitado a um estado coeren 

te 1Z^>. A intensidade da radiação neste caso é 

I (t) = 2yo)N^ . (2-196) 
CO o 

. ~ - 2 
Como a intensidade da radiaçao e proporcional a N , temos uma 

emissão superradiante usando \im estado coerente. 

Substituindo as Eqs. (2-191) e (2-192) na Eq. 

(2-185) , obtemos a matriz densidade; 

P (t) TT > . 
1 (2-197) 

onde uscimos Z^ = Z^. Neste caso, como não hã correlações in- 

duzidas entre dois osciladores, temos superradiãncia de pri- 

meira espécie. 

Na excitação inicial do estado de Fock, a qual é 

uma excitação incoerente, a intensidade da radiação é dada 

por. 

-2vNt + 
Ip(t) = 2yu) e ' E , (2-198) 

observamos que btb^ é o operador número, e é igual a N, por 

isso não há superradiãncia e temos uma emissão incoerente , 

sendo que cada oscilador harmônico foi inicialmente excitado 

a vim estado de Fock; 
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l{n}> = ]n^,n2 /. .. . (2-199) 

Usando a equação acima e o mapeamento da Eq. (2-192), 

b. (t) = b. - i(l - e"^*^^) z b. , (2-200) 
X 1 N j j ' 

obtemos as correlações induzidas entre diferentes oscilado- 

res, 

<b^(t)bj(t)> - <b^(t)xbj(t)> = 

= - ^ senh(Nyt) i^j, (2-201) 

onde n indica a excitação inicial do sistema. Estas correla- 

ções induzidas são resultados da emissão incoerente. 
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CAPÍTULO 3 

CALCULOS com 0 TERMO í? 

2 
Considerando o termo A no Hamiltoniano, Eq. (2-42), 

sem a energia de interação dipolar, queremos saber se muda as 

características do sistema atômico de dois níveis interagindo 

com um campo eletromagnético, ou seja, queremos determinar sua 

influência neste processo. 

Faremos os mesmos cálculos do Capítulo 2, agora 

2 
usando o Hamiltoniano com o termo A , Eq. (2-42), ao inves do 

Hamiltoniano, Eq. (2-40) , utilizado. Com isto, determinamos a 

Equação Master, que é usada para obter a intensidade de emis- 

são de radiação e o número médio de fõtons de um átomo de dois 

níveis. 

3-1. OBTENÇÃO DA EQUAÇÃO MASTER 

A Equação Master, Eq. (2-123), foi obtida no Cap^ 

tulo 2, fazendo uso do Hamiltoniano, Eq. (2-40), agora obtere 

mos xima Equação Master, partindo do Hamiltoniano com o termo 

A^, Eq. (2-42). 

Pela equaçao de movimento de Heisenberg e o Hamil 

2 
toniano com o termo A Eq. (2-42), na representação de intera 

ção, para obtermos a dependência temporal dos operadores a"*^ e 

a, resulta 

* + + 
a = ia lü ' + 2iKa, (3-1) 
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• ^ 
a = - iaü)' - 2iKa , (3-2) 

com 

= ü) + 2k . (3-3) 

Resolvendo de uma maneira matricial, as Eqs. (3-1) e (3.2) , 

resulta 

a'*'(t) = a'^(0) cos(üj'^/^t) + i —-■] a''’(0) sen (w' ^/^t) + 

+ i a(0)sen(o)^^/^t) , (3-4) 
01 

a(t) = a(0) COS (oj^^^^t) - i ,1/2 
0) ' 

a(0) sen{01' ^'^^t) - 

- i -^172 a^^íOJseníoi^^/^t) , (3-5) 
01 ' 

onde 

oi' = oi +4koi , 
o o o 

(3-6) 

Í-2k-oi'/ . .1/24.X i| COS ( 01' t) 1 
, i , ,1/2,, 

+ —jy2 sen(üi' ^ t) 
01 

01' 2k 

-2k -oi' 

(3-7) 

Os cálculos que faremos são análogos aos cálculos feitos na 

seção 2-2 do Capítulo 2. 

Usando as Eqs. (3-4) e (3-5), para obter e 

ç ., Eqs. (E-8) e (E-9) , respectivamente (Apêndice E), resul- 
6 j 

ta 
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622(t-f) Ç32(t-t') = 0, (3-8) 

C33(t-t’) 
' ^ -fiT? sen[„^l/2(t-t')] , 

Ü) ' 
(3-9) 

Ç23(t-t') = cos[ü)^^^^(t-t')] - i --1^2 sen[ü)'^'^^ (t-t')j , 
0) 

(3-10) 

Ç32(t-f) = Ç33(t-f) = 0 , (3-11) 

^22 ^ ^ 
- 1 sen [u)^^/^(t-f)] , (3-12) 

Ç23(t-t') = COS (t-t')] + i ~^y2 sen[ü)^^/^ (t-t')] , 

(3-13) 

veja as Eqs. (E-17) até (E-22) e as Eqs. (E-25) e (E-26) (Apqi 

dice E) . 

Então, tendo em vista as equações acima, obtemos 

(3-14) 

(3-15) 

(3-17) 
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onde fizemos a aproximação de onda girante. As Egs. (3-14)até 

(3-17) são análogos ás Eqs. (E-24) e (E-27). 

Usando as Eqs. (2-70), (3-14) e (3-16), na Bq. (2-65), 

obtemos 

11+12 5s(t-T)](s 
23 ^33^® 

xa.^T 

lo 

(3-18) 

e com a aproximação Markoviana, 

In+12 = 

ICü X 
dx e (^23 + Ç33)/ (3-19) 

o 

veja a Eq. (2-72). Obtemos uma equação análoga ã Eq. (3-19) , 

para ^1114-112' asando as Eqs. (3-15) e (3-17). Resolvendo a 

integral da Eq. (3-19), usando as Eqs. (3-9) e (3-10), resul- 

ta 

rCD • 
Xü) X 

dx e (^23 ■33' 
= i[l + (1 + —)"^/^]6[o) -ü) (1+ 

Z'- (J) -‘‘-Xo ü) 

(3-20) 

e observamos que há uma mudança somente na frequência, istoé, 

há xim deslocamento na frequência. 

Os cálculos seguem análogos ao da seção 2-2 do Ca 

pitulo 2, e a Equação Master que obtemos é. 

r[s^s-,p] - i í!^-’[s^s',p] 

Í7^j 

-1 [1 + - 
1,3 
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- 2 sT ps'!' + ps^sT) . 
Dl 1 D 

(3-21) 

Para < = 0 na equação acima, obtemos a Equação Master dada pe 

la Eq. (2-123). 

A Equação Master, Eq. (3-21), onde introduzimos o 

2 
termo A , nao muda a dinamica do sistema, havendo somente um 

deslocamento na frequência. 

Calculando as intensidades de emissão de radiação, 

obtidas na seção 2-4 do Capitulo 2, fazendo uso da Equação Ma£ 

ter dada pela Eq. (3-21), obtemos expressões análogas, redefi 

nindo como. 

= i [l + (1 + .1) 1/2] 
iD 

(3-22) 

observamos pela emissão de radiação, que o termo A , introdu- 

zido no Hamiltoniano, não suprime superradiância. Já no trata 

mento termodinâmico da transição de fase superradiante feito 

por A.A.S. Brito e W.F. Wreszinski [l8] , os resultados são que 

há xm intervalo [0,a), a < 1, de valores de t (Eq. (2-43)) on 

de o modelo exibe uma transição de fase superradiante, enqu^ 

to que para t£[a,l] não há transição de fase. 

3-2. nOmerq Médio de fOtons de um ãtomo de dois níveis 

Para sabemos o que acontece com o número médio 

de fótons de um átomo de dois níveis, fazendo uso da Equaçao 

Master dada pela Eq. (3-21), reescrevemos a Eq. (3-22) como. 

= è [1 + (1 + 
O 

(3-23) 
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onde usamos a Eq. (2-190) . 

Então, análogo á seção 2-3 do Capítulo 2, resul 

ta 

<s'*’(t)S (t')> = exp{iü)^(t-t') - Y'lt + t' I }<S'^S”>^, (3-24) 

onde usamos o teorema da regressão quântica. A Eq. (3-24) é 

análoga a Eq. (2-135). 

Pela equação de movimento de Heisenberg e usando 

o Hamiltoniano dado pela Eq. (2-42) , na representação de 

Schrôdinger, resulta 

â"^ = ia"*^!!)' + 2iica + igs"*^ , (3-25) 

á = - iao)' - 2ÍKa"*^ - ig*s”, (3-26) 

onde não consideramos o termo anti-ressonante, a^S^ + as” , 

por causa da aproximação de onda girante. Resolvendo de for- 

ma matricial as Eqs. (3-25) e (3-26), obtemos 

Para a equação diferencial linear. 

dx 
+ P(x)y = Q(x) (3-28) 

temos a solução, 

- /Pdx - /Pdx /Pdx' 
y = C e + e Q(x') e dx' , (3-29) 
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então, de acordo com as Eqs. (3-28) e (3-29), a solução da 

Eq. (3-27) é, 

= e 

/ ü)’ 2k\ 

[-2k -ü) ' / ^ ^a'^(0) 

a(0) 

(0 2k 

+ 1 e 
-2k —tí) 

t -i 
0) ' 

í-2k 

e usando a Eq. (3-7), resulta 

2<L. 
-ÜJ • J gS 

-g*s‘ 
df , 

(3-30) 

i^(t) = a^(0) [a (t) + g(t)2 + a(0) y (t) + 

S'^(t'){[i cos(iü'^/^t) - ^ sen(a);^'^^t)] x 

X cos(ü)’ ^ t') + [ Y72 O ü)' ' ° 
O 

+ -i- (üj'^ - 4k^) sen(u^^'^^t)] sen(o)^^'^^t') }dt' + 
(0 

^ ^í/2 
s”(t') {sen (ü)'^'^^t) COS - 

- COS (ü)'^^^t) sen(a,'^/^t')} dt (3-31) 

onde 
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a(t) = cos(ü)^^^^t) , (3-32) 

B(t) = i —sen , 

U), 
,1/2 

(3-33) 

y(t) = i sen . 
TT72 

(3-34) 

trãrio. 

Pelas Eqs. (2-131) e (2-132), para um estado arbi 

<s~s'*^> = 1 - <s'*’s”> , (3-35) 

+ + c~~c~ ~ ^ <s s > = <s s > 
(3-36) 

Pela Eq. (3-31) e seu complexo conjugado, usando as Eqs. (2-127) , 

(3_35) e (3-36), obtemos o número médio de fótons de um átomo 

de dois níveis. 

t I ^ 

2 
^ jg|2 cos^(u)^^^^t) [cos^(u)^^/^t)-2cos(u)^^/^t)+l]- 

ti). 

12 ® U) O 

COS (lü’^^^t) *1 + 
o -■ 

4 K ÍM*^/^t) } + + sen (ü)' t) } 
0)' o 

 |g|^ <s'^s~>o   

(- J + »;[“i - 2 «^ + 2n'^] 
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X { [cos^ + — sen^ [w'^ - ^ 
10 ' 
o 

, -2Y'tr, 2 ^ ,2, „ 2, ,1/2^, 
X {e L^to^ + Y )cos (u^ t) - 

-2y'io*^/^ cos(io’^/^t)sen((o’^/^t) + co' sen^ (u)'^/^t) ] + 
o o o o o 

+ 2e”''^ ^[(- - Y^) COS cos((o t) + L Y ' o Y 

+ Y ' cos(ío^t) - ü)^(o^^'^sen{(o^^^t)sen((o^t)] + 

2 .2, r 1 2, ,1/2^. r ,2 . 2t 
+ to + Y } + I — COS (to' t) Ito - 4k 1 + , L ^, o U 

+ sen^ (to^^^^^t) [16k^ + to'^ - SK^to'^]] x 
to' 
o 

X {e"^^'^[(to^ + Y'^)sen^(io^^'^^t) + to^ cos^ (lo^^/^t) + 

+ 2y' cos(io^^/^t)sen (to^^/^t)] - 

- 2 e~^ ^ cos(to^t) sen(to^ ^ t) + toscos (to^^^^t) 3 + 

to' } + 
o 

(O 

IO ' 2 / 11/2 . •> 
7T7I °°= <“o 

to 

to 
7372 

[to'^ - 4."]] X 
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_ ,1/2 -2-r't ^ , ,1/2 
X e + 2u)^ u)^ 

2ü) 03' ^'^^cos (03' COS (o3 t) e ^ ^ 
Y o o Y 

2 sen(o3^^^^t) e ^ ^[*^0 (o3^+y'^) sen(o3 t)]}} , 

(3-37) 

veja o Apêndice C. Na equaçao acima, fazendo k = 0, obtemos 

a Eq. (2-136) que é a probabilidade do resultado clássico 

da teoria de Weisskopf-Wigner. Observamos que o número mé- 
, 2 

dio de fõtons de um atomo com o termo A introduzido no Ha- 

miltoniano, ocorre um deslocamento na frequência não alte- 

rando suas características. 
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CAPITULO 4 

RESULTADOS E CONCLUSÕES 

Hã uma diferença ao se fazer a aproximação de on 

da girante no Hamiltoniano ou na Equação Master. Se fazemos 

a aproximação de onda girante no Hamiltoniano obtemos uma fre 

quência renormalizada incorreta mudando a forma da Equação 

Master e, alterando assim dinâmica. Portanto, devemos fazer 

a aproximação de onda girante na Equação Master. 

Se considerarmos a energia de interação dipolar 

no Hamiltoniano, a Equação Master obtida terá xim desvio na 

frequência não mudando sua forma. 

Para um sistema atômico preparado sem correlações 

atômicas, ou seja, as funções de onda dos átomos do sistema 

atômico não se superpõem, e com momento de dipolo finito, ob 

temos a conhecida superradiância de primeira espécie. Mas pa 

ra um sistema atômico preparado com correlações atômicas e 

momento de dipolo nulo resulta a chamada superradiância de 

segunda espécie. Portanto observamos que para um sistema atô 

mico sem correlações e momento de dipolo nulo não hâ emissão 

superradiante. 

Neste trabalho colocamos a restrição âs dimen- 

sões do sistema atômico para que sejam pequenas comparadas 

ao comprimento de onda da radiação emitida. Observamos que 

para dimensões do sistema atômico maiores que o comprimento 

de onda da radiação emitida a intensidade da radiação depen- 

derá da direção de emissão da radiação e da forma geométrica 

do sistema atômico [2]. 
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No tratamento da superradiância através da Eletro 

dinâmica Quântica (QED) observamos uma diferença substancial 

da teoria semiclãssica. Enquanto na QED o tempo para a emis- 

são de pico superradiante de um sistema completamente excita- 

do é finito, na teoria semiclãssica é infinito [29]. Outro e- 

xemplo é a modulação da frequência do campo emitido que em ge 

ral na QED não aparece, mas que na teoria semiclãssica ela e£ 

tã presente. 

Quando calculamos a intensidade da radiação para 

verificar em quais condições ocorre superradiância, escolhe- 

mos para estado atômico inicial os estados de Dicke e de Bloch. 

O estado de Dicke é gerado pela absorção de um número inteiro 

de fõtons pelo sistema atômico de uma maneira completamente 

simétrica por N átomos no estado fundamental. O estado de Bloch 

ou estado-e (que é um estado coerente) é gerado pela ação . de 

um pulso de radiação puramente clássico sobre os N átomos no 

estado fundamental [27] . 

Quando usamos o modelo no qual cada átomo de dois 

níveis é substituído por um oscilador harmônico, observamos 

que para estados de Fock não há emissão superradiante. 

No artigo de A.A.S. Brito e W.F. Wreszinki [l8] que 

fazem tun tratamento termodinâmico da transição de fase super- 

2 
radiante usando o termo A no Hamiltoniano, observamos que 

dependendo das condições sobre as constantes de acoplamento 

do termo ressonante e do termo anti-ressonante do Hamiltonia- 

no, pode haver superradiância ou não. No caso dinâmico a Equa 

~ 2 . 
ção Master obtida com o termo A no Hamiltoniano houve somen- 

te um deslocamento na frequência nao alterando a dinâmica da 

interação do sistema atômico de dois níveis com um campo ele- 
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APÊNDICE A 

TEOREMA DA REGRESSÃO QUÃNTICA 

O teorema da regressão quântica define um sistema 

Markoviano quântico, ou seja, \im sistema sem memória. Este teo 

rema descreve o movimento de operadores do sistema em intera- 

ção com um reservoir. Podemos, por exemplo, usar o teorema da 

regressão quântica para processos Markovianos na representa- 

ção de estados coerentes para resolver o oscilador harmônico 

amortecido. 

Se M ê um membro ou uma combinação linear de um 

conjunto completo de operadores do sistema Markoviano M^, en- 

tão, a evolução no tempo de um operador é 

<M(t)> = Z 0^(t,t') < M^(t')> , (A-1) 

com t > t'. Se conhecemos 0^(t,t') para um único tempo, então, 

a média de um operador de dois tempos ê dada por, 

<Q(t')M(t)N(t')> =Z 0^(t,t') < Q(t')M^ (t')N(t')> , (A-2) 

e a média de um operador de três tempos é, 

<Q(t',t")M(t)N(t',t")> = 

= Z 0 (t,f) < Q(t',t")M (t')N(f ,t")> , 
V y y 

(A-3) 
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onde N e Q são quaisquer operadores do sistema. As Eqs. (A-2) 

e (A-3), mostram que a dependência no tempo da variável t de£ 

tas médias em vários tempos é a mesma que a dependência no tem 

po da variável t mostrada na equação de um único tempo, Eq. 

(A-1). 
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APÊNDICE B 

B.l. ESTADOS DE FOCK 

Definimos estados de Fock para bosons e fermions, 

na segunda quantização, quando tratamos com partículas idênt^ 

cas. 

i) Bosons 

Seja o estado In^, n2,...,n^,...>, representando 

o número de ocupação de partículas que está num espaço de Fock. 

Para bosons, por exemplo, fótons, seguem as condições, 

a^ln^^, n2/*»«/U^,...> ~ n^+llnj^,.,.,n^+l,...> , (B“l) 

a In., n~,...,n ,...> / (B~2) 
V ‘ X Z V V X V 

onde os operadores a^ e a, de criação e aniquilação satisfa- 

zem as relações de comutação, 

[a^, a;|;.] = 6^^, (B-3) 

[a^f a^,] = [a^ f a^,] = 0 , (B-4) 

o estado jn^, n2,..•,...> é chamado um estado de Fock. 

Podemos obter um estado |n> simétrico do oscila 

dor harmônico, como 
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|n> = -L- (a'^)^10> , 
/n.' 

onde o estado de vácuo é definido como, 

a I0> = 0. 

O operador número é, 

•,...> a^ a^1n^, • fl*! f • * » ^ 
V ' 

— n^ I n^^,. .. , n^ ,. . . > 

(B-5) 

(B-6) 

(B-7) 

Neste formalismo, a função de onda ê simétrica e usamos a es- 

tatística de Bose-Einstein. 

ii) Fermions 

Os fermions obedecem o Princípio de Pauli. Então, 

fêrmions, por exemplo, eletrons, segue gue 

l/s 
a^jn^, n2 , • • • ,. . .> - (~1) n^l n^,. .. , 1-n^,.. , (B-8) 

l/s 

“s ' * ’ * ^ (l-ng)ln^,  ^ 
, (B-9) 

com o número de estados, 

V 
s 

S-1 
l n» 

l=l 

(B-10) 

e os operadores a‘‘’ e a, de criação e aniquilação satisfazem 

as relações de anti-comutação. 
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(B-12) 

Quando tratamos com fermions, a função de onda é 

anti-simétrica, e utilizamos a estatística de Fermi-Dirac. 

B-2. ESTADOS COERENTES DO OSCILADOR HARMÔNICO 

Os estados coerentes do oscilador harmônico são 

uma ferramenta útil na Física, podendo ser usados para descre 

ver supercondutividade e superfluidez [22], fonons em cris- 

tais [23] e vibrações coletivas em núcleos [24]. Os estados 

coerentes são também usados para fazer a aproximação no limi- 

te clássico. 

onde os autovalores v são números complexos. 

Construimos o estado coerente |v>, por meio de \ma 

expansão em estados de Fock, Eq. (B-5), 

Definimos os estados coerentes para um único mo- 

do , como 

a Iv> = VIv> (B-13) 

|v> = exp(- è|v|^) Z ——ln> . 2 /_ I n=0 /n.' 
(B-14) 
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O número de fõtons encontrados num estado coerente não é limi 

tado, podendo ficar no intervalor de 0 â ». Através da Eq. 

(B-5), podemos escrever a Eq. (B-14), como 

Pela expansão acima, resulta 

|<v'|v>l^ = exp(- |v' - v|^) , (B-16) 

assim, dois estados coerentes correspondentes a autovalores 

diferentes v e v' não são ortogonais. 

A relação de super-completeza para estados coeren 

tes é. 

1 
Tt 

(B-17) 

esta integral é extendida sobre o plano - v complexo. 

Para representar vetores de estado, em termos de 

estados coerentes, consideramos um vetor arbitrário do espaço 

de Hilbert |f>, ]| |f> II < tal que 

f> = ^ d^v<v|f>|v> (B-18) 

Expandindo |f> em estados de Fock, 

f> = Z f |n> , 
n=0 

(B-19) 

temos que 
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<v|f> = exp( |v|^)f(v*) , (B-20) 

onde 

f (V*) z 
n=0 

(v*)^ 

/n: 
(B-21) 

Substituindo a Eq. (B-20) na Eq. (B-18), obtemos 

|f> expandindo em termos de estados coerentes, 

|f> = i jd^v exp(- -i|v|^)f(v*) |v> . (B-22) 

B-3. ESTADOS DE BLOCH 

Os estados de Bloch sao também denominados de es— 

tados-e, e são estados coerentes. O espaço onde estão os esta 

dos de Bloch é uma esfera chamada "esfera de Bloch" a qual ê 

~ 2 
o grupo SU(2)/U2(1) = S . Estes estados estão numa correspon- 

dência univoca com os pontos sobre a superfície da esfera. 

Deduziremos o estado |i|;> numa base {|+>, |~>} , 

considerando a orientação do spin, em coordenadas esféricas 

(Fig. 7). 
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Fig. 7 - Orientação do spin, 0<e<ire0<({)<2'iT 

Seja, o spin orientado na direção do 

u = sen6cos4' i + sen6sen(}i j + cos6 Ic , 

e o vetor de spin S nesta direção ê, 

S.u = S senecosi}) + S senesen(}) + S cose , 
X 

onde 

-4- 1 
S = ^ h o / 

sendo o dado peias matrizes de Pauii, 

0 1 0 * -i 

°x =i 1 0 }• "y “ U 0 r 
o = o = 

1 0 

0 -1 

pelas Eqs. (B-24) e (B-26), obtemos 

versor u; 

(B-23) 

(B-24) 

(B-25) 

j. (B-26) 
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COS0 senSe -U 

S.u 
7 1 i4’ 

sen0e - cos0 
(B-27) 

Vamos construir os autovalores para S.u na representação 

{!+> r !“>} í 

fu 
S.uli{.^>^ = 2l'^+^u ' (B-28) 

■íi I , 
- 2l*-'u ' (B-29) 

onde 

= a I +> + B 1 -> , (B-30) 

(B-31) 

com isto, resolvemos \ima equação de autovalor, obtendo os es- 

tados de Bloch, 

(h > 
U 

= COS 6 + sen | _ (B-32) 

i|) >u = sen ^ 
e -±é/2 \ , 6 i<)>/2 

sen ^ e + > + cos rr e — > (B-33) 

correspondendo aos autovalores fi/2 e -fi/2, respectivamente. 
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APÊNDICE C 

DEDUÇÃO DA EQ. (3-37) 

Quando calculamos <a^a>^, usando a Eg. (3 

seu complexo conjugado, obtemos integrais como. 

A = <S^ (x^ ) S (t«) >cos (ü)) COS (u)' dx, dx„ 
1 ^ OX 0/1/ 

B = 

t rt 

<S^ (x^) S (X2) >sen{ü)^^'^^x^) cos dx^dx^ 

C = <S*^ (x^) s” (X2> >sen(tü^^/^x^)sen(ü!^^/^X2) dx^dx2 

onde <s"^ (x^) s” (X2) > ê dado pela Eq. (3-24). 

Para resolver as integrais das Eqs. (C- 

(C-3) , fazemos uso das expressões 

â.x 
ax . , e (asenbx - bcosbx) 

e senbx dx =  5 5  , 
a + b 

ax (acosbx + bsenbx) 
2 2 

a + b 

-31), e 

, (C-1) 

, (C-2) 

, (C-3) 

1) até 

(C-4) 

cosbx dx = (C-5) 
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APÊNDICE D 

CONSTANTE DE ACOPLAMENTO 

A constante de acoplamento é dada por. 

, e , ,2Trh> 1/2 d X ((). (x) u, (x) .p* p (x) (D-1) 

Na aproximação de dipolo, os 4>'s representam fun- 

ções de onda dos elétrons que estão localizados num ponto x^, 

ao redor do núcleo, o qual está na origem; a onda plana u (x) A 

associada ao campo eletromagnético externo tem vim vetor de on 

da, ic , muito maior que as dimensões do sistema atômico, no 

caso x^, e, por isso varia muito pouco dentro do volume de in 

tegração de interesse. Observamos que esta integral se esten- 

de sobre a distribuição de cargas, no caso o volume atômico 

da ordem de x . Assim podemos considerar u (x) constante nes o A 

ta região; 

Uj(x) - U^(X^), (D-2) 

e da Eq. (D-1), resulta 

^ j£Xy = - ‘ül> “x 

3 + 
d X <|)j^(x)p <f>£^(x) (D-3) 

Para calcular o elemento de matriz da equação aci 

ma, fazemos uso da equaçao de movimento de Heisenberg: 
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p = mx = '^ ' (D-4) 

a qual é escrita como. 

<j|pK> = <j|x|£> (D-5) 

onde 

E - 

V, 
(D-6) 

Substituindo a Eq. (D-5) na Eq. (D-3), obtemos 

5j£Xy 
i ,2Trh.l/2 , . 

h A 
, (x ) V . „ p . . 
A ' o jt ^jZu (D-7) 

onde o momento de dipolo é. 

Pj£ = <j|ex|£> . (D-8) 

Os vetores representam ondas planas, 

são escritas como. 

“Xa<^> 

e, ik,.r 
Aa Ay 

e 
3/2 

r,. - 
^o ' (D-9) 

onde x^ ê a posição na qual medimos o vetor de campo A(x ,t), 

As seguintes relações valem para os fõtons. 

2irC 
C = Av , íD = 2irv = —j— = k^C . (D-10) 
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Substituímos as Eqs. (D-9) e (D-10) na Eq. (D-7); 

(■-J/.) 1/2 _1_ 

hc I? 
(D-11) 

Nas Eqs. (2-21) e (D-3), quando fizemos a aproximação de dipo 

lo, o vetor posição tem a origem no núcleo atômico e cons^ 

dêramos um sistema de referência (Fig. 8), no qual. 

S = r + X , (D-12) 
y y o 

onde r é o vetor posição do núcleo atômico, x é o vetor po- 
y o ^ 

siçao do elétron em relaçao ao núcleo e é o vetor posição 

do elétron em relação a origem. 

Assuminos que. 

+ x_ - r. (D-13) 
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Como estamos tratando com N átomos idênticos, pe- 

la Eq. (D-11), supomos que, 

^21Xj ”^12Xi ' (D-14) 

onde 

(D-15) 
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APÊNDICE E 

cAlculo do nOcleo da equação MASTER 

A fim de simplificar os cálculos escolhemos con- 

juntos e {v^}, e comparamos os termos da expressão; 

V = Y• • u. V. , 13 1 D ' 
(E-1) 

com o Hamiltoniano de interação, onde os índices contraidos 

estão somados. Por conveniência fazemos a escolha: 

{u.} = ÍS^,S'‘',S”} = {u^,U2,U2> , (E-2) 

onde u^ pertence ao sistema atomico, e 

{v^} = {a,a } = {0, v^} , (E-3) 

com pertencendo ao reservoir. Então, com esta escolha, ob 

temos 

H = T Y . . u. V . , 
int 1 3 

(E-4) 

onde 2 < i,j < 3, e desta forma reproduzimos a Eq. (2-48). 

Tirando o traço no resevoir do núcleo da Equação 

Master, Eq. (2-65), resulta 



86. 

Trj^Q(t,f) = Y. .Y„g{ü^(t)G^(f )Trj^[v.(t-f )Vg Pr(°^]Ps 

- ü^(t') Trj^[Vj(t-f )Vg pR{0)]pg(f )u^(t) - 

- ü^(t) Trj^[vpVj (t-f) Pj^(O)] Pg(t')G^(t') + 

(t-f) pj^(0)]ü^(t) } , 

com 

íL t' 
ü^(t') = e ^ , 

-i{t-f )L^ 
Vj(t-t') = e Vj. 

Definimos, 

ç.^(t-f) = Trj^[v.(t-f)v^p^(0)] , 

C^.(t-f) = Tr^[Vp í.(t-f) pj^(O)] . 

Substituimos as Eqs. (E-8) e (E-9) na Eg. (E-5) ; 

Tr^Q(t,f) = í[5^(t), (t-f) - 

- [G^(t), Pg(t') ü^(t')] Çpj (t-f) } . 

(f) - 

(E-5) 

(E-6) 

(E-7) 

(E-8) 

(E-9) 

(E-10) 

Vamos calcular o primeiro termo do lado direito da equação a- 

cima, fazendo a soma nos índices i,j,a,6 de 2 a 3: 



87. 

Trj^ Ql(t-t') = 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

^22^22 

^32^22 

''^2 3^22 

^33^22 

^22^32 

^32^32 

^^23^32 

^33^32 

^22^23 

^32^23 

^2 3 ^2 3 

^33^23 

^22^33 

^32^33 

^23^33 

[Ü2 (t) , 

[Sjít), 

[Ü2(t) , 

[Ü2(t) , 

[^2 (t) , 

[Ü3(t) , 

[Ü2 (t) , 

[Ü3(t) , 

[Ü2(t) , 

63 (t) , 

[^2 (t) , 

[Ü3(t) , 

[Ü2 (t) , 

[Sjít), 

&2 ' 

“2 ^ ^22 

“2't’)P^(f )]«22 

Ü2(f)Ps(f)]í32 

Ü2(f)P^(f)]í32 

Ü3(t')Pg(f )]E22 

^3 ^ ^22 

Ü3(f)-p^(f)]E32 

53(f)P^(t')]í32 

S2(f)-P3(f)]Í23 

^2 ^ ^23 

Ü2(f )-p^(f )]«33 

Ü2(t')P^(t')]E33 

“3<t')^s(t')]E33 

Ü3(f)-p^(f)]E33 

53(f)P^(f )]S33 

(t-f) + 

(t-f ) + 

(t-f ) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 

(t-f) + 
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' G3(f )Pg(f )]^33(t-t) . (E-11) 

Pelas Eqs. (E-2) e (E-3), a Eq. (E-4) resulta, 

^int ^22 ■*■ '^23 ^ ^ ^32 ■*■ ^33^ ^ ' (E-12) 

e comparando a equação acima com a Eq. (2-48) e usando a Eq. 

(D-14) do Apêndice D, obtemos 

"^22 ^23 ^21Xj " 

^33 ^32 ^12Xj " ^2lXi ' 

então. 

(E-13) 

(E-14) 

^22^22 ^ ^23^23 ^ ^33^33 " ''^32^32 " ^22^23 " ^33^32 ^ 

"" ^21Xj ^21Xj* ^ ^21Xi ^21Xi' • (E-15) 

^22^33 " ^22^32 "" "^23^33 "" ^23^32 " ^21Xj 521Xi* (E-16) 

Pela Eq. (E-8), e usando a Eq. (E-3), resulta 

Ç22<t-t') = Trj^[v2(t-t')v2 Pr(0)1 = 

= Trj^[ã(t-t')apj^(0) ] = 0 , (E-17) 

Ç33(t-f) = Trj^[v3(t-f)V3 Pj^(0)J = 

= Trj^[ã'^{t-t’)a'^Pj^(0) ] = 0, (E-18) 
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com a hipótese de trabalho, 

Pp(0) =]T|0 ><0 I = l{0}x{0}| , (E-19) 
R q q q 

e definimos o vácuo como, 

alO> = 0. (E-20) 

Continuando, 

Ç23Í't-t') = Trp,[v2(t-t') V3 Pr(0)] = 

= í TT <n fã;^(t-f )a*.|0 ><0 |n > = 
n^,n^, pq ^ 4 4 p 

-i(t-t')<D 
= e ^XX' ' (E-21) 

Çjjít-f) = TrjjíVjít-tMVj Pr(0)] = 

= TrR[Sj(t-f )aj^,Pp(0)] = 

= I TT <n |ã+(t-f )a ,|0 ><0 In > = 0 . 

P'5 

(E-22) 

Das relações de comutação vistas no Capítulo 1, 

[S'^, s‘J = 2S^ , (1-7) 
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r 2 T i 
[s , S J = ± S , (1-8) 

e definindo, 

^21Xy ^21Xy' ^ ^Xyy' ' (E-23) 

com o uso das Eqs. (E-2) , (E-15) até (E-18), (E-21) e (E-22) , 

a Eq. (E-11) resulta finalmente, 

-[s"(t), g^.(f jSgít’)] - [s+(t), s".(f)í^(f)] + 

-i(t-t')oj 
+ S^, (f) [S^(t) ,Pg(t')] }e Sx'- 

Analogamente, ao cálculo das Eqs. (E-17) , (E-18), 

(E-21) e (E-22), e fazendo uso da Eq. (E-9), obtemos 

C22(t-f) = c^^ít-t') = = 0 , (E-25) 

* i(t-t')u 
Ç23(t-f) = = e «xx* ' (E-26) 

com isto, o segundo termo do lado direito da Eq. (E-10), re- 

sulta 

Tr^ = Y,„,.t[s;(t), 5^(f)]s;(f) - 

- [s'(tl, p^(f)g^(f)] - [Ê^(t), 5^(f)ã',(f)] + 
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r— - n- i(t-f)a) + [S^(t), Pg(f )]S^, (f) }e (E-27) 
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