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RESUMO

A voz é a principal ferramenta de comunicação da espécie humana e a maioria das

pessoas dependem dela direta ou indiretamente em sua pro�ssão. Sua produção deve-se ao

funcionamento harmônico de sistemas �siológicos distintos, resumidamente é o resultado

da iteração do �uxo de ar vindo dos pulmões, dos tecidos deformáveis das pregas vocais

e da onda de pressão acústica.

Este trabalho inicialmente mostrará o estudo do comportamento assimétrico das pregas

vocais causado por uma diferença entre a rigidez das pregas direita e esquerda. Para isso

será utilizado uma modelagem que caracterizou-se como sistema de Van der Pol fortemente

acoplado.

O objetivo principal deste trabalho é estudar a dinâmica do movimento de pregas

vocais com rigidez assimétrica e sincronizar este movimento através do método de controle

linear ótimo, mostrando o seu funcionamento com valores distintos da rigidez para cada

caso. Assim, o projeto de controle se mostra e�ciente produzindo um bom funcionamento

das pregas vocais, possibilitando a produção do som mesmo em pregas vocais doentes

(assimétricas).

Palavras-chave: Controlador, LQR, pregas vocais, assimetria.
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ABSTRACT

The Voice is the main means of communication of human beings, and most people depend

directly or indirectly on it in their professions. Its emission is due to the harmonious

operation of di�erent physiological systems; in sum, it results from the interaction of

air coming from the lungs, the deformable tissues of the vocal folds, and an acoustic

pressure wave. Initially, this work shall present the asymmetric behavior of the vocal

folds caused by a di�erence between the sti�ness value of the right and left folds. To do

so, a mathematical model characterized as a strongly coupled Van der Pol system was

used. The main objective of this work is to study the dynamics of the movement of vocal

folds with asymmetric sti�ness and synchronize this movement through the optimal linear

control method, showing their operation with di�erent values of sti�ness for each case.

Therefore, the control design has proven to be e�cient, generating a good operation for

the vocal folds and rendering possible the emission of sound even in diseased (asymmetric)

vocal folds.

Palavras-chave: Controller, LQR, vocal folds, asymmetry.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

A fonação

A fala humana é um fenômeno complexo originado pela vibração das pregas vocais.

Este fenômeno é causado pela passagem do �uxo de ar vindo pelos pulmões nas camadas

da mucosa das pregas que vibram modulando o �uxo, resultando em uma onda de pressão

acústica [40].

O processo de fonação deve-se a interação entre sistemas �siológicos distintos cujos

mecanismos atuam harmonicamente entre si produzindo o fenômeno de emissão vocal.

De maneira resumida, o processo inicia-se com a corrente de ar proveniente dos pulmões

que, ao trafegar através da laringe, excita as pregas vocais gerando um movimento de

vibração coordenado. Esses movimentos produzem um sinal chamado pulso glotal, que

determinará a frequência fundamental da voz, além de características primárias como a

riqueza de harmônicos, sendo por isso considerado de grande importância no processo de

elaboração da fala e nos estudos a seu respeito. Após a produção do pulso nas pregas

vocais, o sinal é direcionado ao trato vocal e sucessivamente para a boca e cavidades nasais,

onde sofrerá novas alterações espectrais resultando, por �m, no que chamamos de voz.

Desse modo, é possível observar que o funcionamento das pregas vocais está diretamente

ligado à qualidade vocal, de tal forma que, uma vez alterando o padrão de vibração, altera-

se também a frequência fundamental, bem como os harmônicos e consequentemente todo

processo fonatório. Assim, a compreensão das características e do funcionamento das

pregas vocais tornou-se essencial para os campos da medicina e fonoaudiologia [3].
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Fisiologia

O aparelho fonador é constituído pelos pulmões, laringe, faringe, boca e cavidade nasal.

A laringe possui uma altura média de 5 à 6 cm em adultos. Sua anatomia está dividida

em [27]:

• Região subglotal-porção mais inferior da laringe, estende-se da borda inferior das

pregas vocais até o início da laringe;

• Região glotal ou glote- espaço vazio entre as pregas vocais;

• Região supraglotal-região do bordo superior das pregas vocais até o �m da laringe.

As pregas vocais possuem comprimento de 5 à 17 mm. É possível destacar o papel

das pregas no processo da fonação como uma estrutura essencial. Elas possuem uma

anatomia que permite as camadas da mucosa vibrar livremente sobre uma estrutura mais

rígida das camadas inferiores. Conforme a Figura 1.1, a prega vocal pode ser dividida

em três níveis: Mucosa, ligamento e músculo vocal. A mucosa tem como principal função

no processo fonatório: a vibração, e pode ser subdividida em epitélio escamoso e lâmina

própria superior, com textura gelatinosa, estas movem-se livremente sobre as estruturas

inferiores. Abaixo da lâmina própria superior tem-se outras duas camadas de lâminas que

formam o ligamento vocal. As três camadas de lâminas são distintas no sentido de que à

medida que se aproximam do músculo vocal (camada mais rígida das pregas vocais) vão

se tornando mais rígidas [27].

Figura 1.1: Esquema de camadas da prega vocal; Rosen, Simpson et al [28].
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Existem dois movimentos para o posicionamento das pregas vocais: abdução e adução

(veja �gura 1.2). Em geral, para a passagem do ar, as pregas vocais estão em abdução, ou

seja, abertas, afastadas da linha média. Para que haja produção da voz, é preciso que as

pregas vocais estejam em adução, ou seja, fechadas, na linha média. Quando inspira-se as

pregas vocais estão abertas (abdução). Quando expira-se sem fonar, as pregas vocais estão

abertas (abdução). Quando faz-se força, as pregas vocais tendem a se fechar (adução),

[3].

Figura 1.2: Anatomia das Pregas vocais em dois movimentos; imagens feitas e cedidas
pela Otorrinolaringologista Dra. Márcia Sayuri Murao.

Quando as pregas vocais vibram apresentam um padrão de abertura e fechamento

extremamente rápido, não visível a olho nu. Esta con�guração pode ser vista na Figura

1.2.

A frequência da voz é determinada �siologicamente pelo número de ciclos glóticos que

as pregas vocais fazem em um segundo, ou seja, pela velocidade de vibração das pregas

vocais. Pode ser classi�cada em: grave (grosso), médio ou agudo (�no). A mais baixa

frequência que pode dar a audibilidade a um ser humano é mais ou menos a de 20 hertz

(vibrações por segundo), enquanto a mais alta se encontra entre 10.000 e 20.000 hertz,

o que depende da idade do ouvinte (quanto mais idoso menores as frequências máximas

ouvidas). A frequência comum de um piano é de 40 a 4.000 hertz e a da voz humana

se encontra entre 50 e 3.400 hertz. A frequência varia por toda a vida, de acordo com

o sexo e faixa etária. Inicialmente bastante aguda nos bebês recém-nascidos, em torno

de 440Hz, lentamente vai decrescendo, e aos três anos situa-se ao redor de 320Hz, até a

pré-adolescência quando os valores médios variam em torno de 290Hz. Na adolescência a

frequência fundamental sofre uma queda abrupta, particularmente no sexo masculino [2].

A faixa de voz masculina costuma variar entre 80 Hz e 150 Hz (hertz é a unidade de
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medição da frequência e da vibração das ondas, incluindo as sonoras, como a voz). A

média da voz dos homens adultos brasileiros é de 113 Hz quanto mais baixa a frequência,

mais grave a voz. A faixa feminina varia entre 150 Hz e 250 Hz. Mulheres adultas têm

frequência ao redor de 205 Hz. Esses valores podem se reduzir na menopausa período em

que há alterações hormonais importantes no organismo feminino e girar em torno de 190

Hz, principalmente em mulheres mais magras e altas. As mais baixas e gordas tendem a

manter a voz mais aguda, mesmo na menopausa Behlau1 .

Deve-se destacar que a frequência tem relação direta com o comprimento, tensão,

rigidez e massa das pregas vocais, portanto, uma pessoa que possui uma prega vocal

curta, espessa e �ácida irá vibrar em uma velocidade mais lenta (tom mais grave) do que

uma prega vocal longa, �na e tensa que produzirá um tom mais agudo. O aumento de

altura relaciona-se diretamente com o alongamento das pregas vocais, com uma diminuição

correspondente de massa e um aumento de elasticidade de tecido da prega. Diminuir a

frequência relaciona-se diretamente ao encurtamento das prega[6].

Algumas doenças nas pregas vocais e alguns
tratamentos

Uma das condições essenciais para a produção confortável da voz é a grande mobili-

dade da mucosa da prega vocal. A �na camada super�cial da mucosa é de importância

crucial na vibração da prega vocal. Os seus aspectos, principalmente a rigidez, são bas-

tante afetados pelo grau de lubri�cação da superfície. Pregas vocais excessivamente tensas

(rígidas), como na emissão em falsete, vibram somente sob condições limitadas, restrin-

gindo a extensão da produção vocal. Inversamente, pregas vocais muito �ácidas são muito

facilmente afastadas pela pressão subglótica, provocando a paragem da sua vibração. A

possibilidade de vibração aperiódica nestas pregas é grande quando a �acidez na prega está

associada a um desequilíbrio da massa da prega vocal, causando uma vibração complexa

e menos periódica das pregas o que, por sua vez, produz uma voz rouca, [7].

As doenças mais comuns das pregas vocais incluem [2]:

Nódulos das pregas vocais. Estes são pequenos inchaços duros provocados pelo

abuso vocal (ver Figura 1.3). Ocorrem em pares, com um nódulo em cada prega vocal no

local de maior irritação. Algumas vezes denominam-se de nódulos de cantor, gritador ou

de professor.
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Figura 1.3: Micronódulo das pregas vocais, imagens feitas e cedidas pela Otorrinolarin-
gologista Dra. Márcia Sayuri Murao.

Pólipos das pregas vocais. Os pólipos são pequenas projeções moles que, em regra,

aparecem isoladamente numa prega vocal (Figura 1.4). São provocados mais vezes por

abuso vocal ou exposição prolongada a irritantes, tais como fumos químicos ou tabagismo.

Figura 1.4: Pólipo em uma prega vocal, imagens feitas e cedidas pela Otorrinolaringolo-
gista Dra. Márcia Sayuri Murao.

Úlceras de contato Esta perturbação é menos frequente. As úlceras de contato

são erosões e feridas nas pregas vocais ( Figura 1.5). Tendem a ocorrer em pessoas que

usam, de forma consistente, grande força ao começar a falar em vez de aumentarem,

gradualmente a força e a sonoridade. Por exemplo, as úlceras de contato podem afetar as

pessoas que trabalham como oradores públicos.
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Figura 1.5: Úlcera de contato na prega vocal, imagens feitas e cedidas pela Otorrinolarin-
gologista Dra. Márcia Sayuri Murao.

Tumores da prega vocal. Os tumores podem ser cancerosos ou não cancerosos

(benignos)( Figura 1.6). Os tumores não cancerosos podem ser provocados por um vírus

ou acumulações de tecidos pouco vulgares que provocam problemas de voz. Há mais

probabilidades de ocorrerem tumores cancerosos (malignos) em fumantes e pessoas que

bebem demasiadamente álcool. Os tumores cancerosos são potencialmente fatais se não

forem detectados e tratados de início.

Figura 1.6: Tumor na prega vocal, imagens feitas e cedidas pela Otorrinolaringologista
Dra. Márcia Sayuri Murao.

Paralisia da prega vocal. A paralisia da prega vocal ocorre quando uma ou ambas as

cordas vocais não se abre(m) e fecha(m) adequadamente, alterando a qualidade da voz, ou
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a ausência dele, podendo a paralisia ser total ou parcial (Figura 1.7). Se ambas as pregas

vocais �carem paralisadas e permanecerem na posição fechada, pode haver di�culdades na

respiração. De acordo com a Dr. Marcia Murao no caso das pregas da paciente conforme

Figura 1.7 a paralisia deixou a prega vocal esquerda até arqueada, �ácida. No movimento

apenas a contra-lateral medializa.

Figura 1.7: Paralisia na prega vocal esquerda, imagens feitas e cedidas pela Otorrinola-
ringologista Dra. Marcia Sayuri Murao.

De acordo com a Revista Brasileira de Otorrinolaringologista, em 2005, a paralisia de

pregas vocais representava 10% das anomalias congênitas da laringe. Quando a lesão é

unilateral há maior acometimento da prega vocal esquerda [10].

O tratamento para paralisia unilateral de prega vocal pode ocorrer de várias formas:

tratamento fonoterápico ou tratamento cirúrgico (injeção de te�on ou colágeno), o qual é

indicado em análise conjunta do fonoudiólogo e otorrinaringologista.

Revisão bibliográ�ca

Desde o trabalho pioneiro de Van den Berg et al [12] que estabelece a base glótica

aerodinâmica para as pregas vocais, vários modelos matemáticos foram propostos para

caracterizar a dinâmica do movimento das pregas vocais. Tais modelos variaram em

complexidade a partir dos simples modelos populares de uma massa [16] e duas massas [23],

em que cada prega vocal é representada por um ou dois sistemas acoplados de massa-mola-

amortecedor, respectivamente, até modelos de continuidade usando técnicas de elementos

�nitos [1]. Nos mais so�sticados são necessários modelos especí�cos para capturar detalhes

sutis do movimento da prega vocal e da aerodinâmica da laringe [1],[68]. modelos simples

de baixa dimensão ainda são úteis para analisar a dinâmica da oscilação. E, de fato,
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modelos simples mostraram uma rica variedade de fenômenos não-lineares interessantes,

incluindo a existência de múltiplos equilíbrios, posições e ciclos limitados [54], [26], vários

tipos de bifurcações [54], [26] e [42] comportamentos caóticos [26], [29].

Grande parte dos trabalhos relacionados ao movimento das pregas vocais admitem

um comportamento simétrico para o movimento oscilatório de cada prega. Este com-

portamento simétrico produz um movimento sincronizado caracterizado pela geometria

considerada no trato vocal e pela igualdade nos parâmetros mecânicos (massa, rigidez e

amortecimento) da pregas vocais [36],[37], [38].

Para o problema assimétrico das pregas vocais, onde considera-se alguma diferença

nos parâmetros mecânicos, Ishizaka e Flanagan [23] tornaram-se conhecidos na modela-

gem das pregas vocais ao tentarem simpli�car sua �siologia com base na teoria de elasti-

cidade, utilizando estruturas massa-mola-amortecedor. Eles focaram em um tratamento

mais analítico ao problema baseando-se na física de pequenas amplitudes. Neste traba-

lho foi abordado principalmente o impacto da aerodinâmica nas condições de abertura e

fechamento da glote, na produção da voz e no desenvolvimento de patologias das pregas

vocais e na garganta.

Apesar da análise de Ishizaka e Flanagan [23] ser um marco em quanti�car as vibrações

das pregas vocais assimétricas, sua aplicação na fala tem sido limitada. Titze [39] relata

alguns problemas encontrados:

• os parâmetros principais, massa e rigidez individual dos osciladores acoplados por

eles adotados não relacionam facilmente com a estrutura anatômica das pregas vo-

cais;

• as condições de oscilações por eles apresentadas em termos matemáticos foram com-

plexos, porque as equações características são de quarta ordem;

• alguns resultados, tal como a dependência da frequência fundamental na pressão

subglótica não estão de acordo com a observação experimental feita por Baer [5]

com laringes excisadas.

Vários autores têm estudado o movimento de pregas vocais assimétricas. Steinecke

e Herzel [41] estudaram vários tipos de bifurcações que ocorrem devido a assimetria na

rigidez das pregas. Neste trabalho mostrou-se que um desequilíbrio de tensão devido à

diferença de rigidez su�cientemente grande da prega vocal esquerda e direita induz bifur-

cações a regimes subarmônicos, oscilações toroidais e caos. A relevância dessas simulações

para distúrbios da voz, como a paralisia laríngea, foi também discutida.
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Lous [44] estudou um tipo diferente de assimetria nas pregas vocais. Foi assumido

uma simetria geométrica e mecânica (massa, amortecimento e rigidez), entretanto não

assumiu-se que a força aerodinâmica era igualmente distribuída em cada prega, logo,

a assimetria estava na força aerodinâmica. Entretanto percebeu-se que para este caso

deveria ser considerado o modelo tridimensional e não o bidimensional para resultados

mais satisfatórios.

Estudos recentes mostraram que o oscilador da prega vocal durante a fonação pode

ser modelado como oscilador van der Pol [17]. Já que sua introdução foi há quase um

século [65], este bem conhecido modelo matemático foi aplicado para analisar oscilações

não-lineares em uma ampla variedade de sistemas. No caso da �siologia humana, o modelo

tem sido usado para estudar a partir do batimento cardíaco [66] ao tremor parkinsoniano

[8] e dinâmica do Eletroencefalogra�a (EEG) [18]. Também aplicou-se com sucesso para

estudar a vocalização de aves canoras [25], que compartilha princípios semelhantes aos da

vocalização humana.

Entretanto, para todos os casos acima citados nenhum método de controle foi proposto

a �m de sincronizar o movimento característico e muitas vezes caótico devido a assimetria

das pregas vocais. Aqui destaca-se a importância deste trabalho, diferenciando-o dos

demais ora apresentados e tantos outros da vasta literatura que possuem como objeto de

estudo o movimento das pregas vocais.

Objetivos

• Descrever o sistema de equações que modela o movimento das pregas vocais para

um caso assimétrico;

• Estudar estabilidade e bifurcações no ponto de equilíbrio;

• Veri�car a existência de caos para alguns parâmetros;

• Aplicar um método que sincronize e garanta o bom funcionamento das pregas vocais.

Em reumo, o interesse deste trabalho é estudar o comportamento do movimento

de pregas vocais assimétricas, que será considerado com uma paralisia unilateral

da prega vocal esquerda (�ácida), bem como a aplicação de um método de controle

para que apesar da assimetria, um movimento sincronizado seja alcançado e mantido,

produzindo assim o som sem qualquer disfonia. Assim, quem sabe possivelmente

no futuro ajudar a desenvolver um novo método menos invasivo no tratamento de

paralisia unilateral de prega vocal.
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Organização da tese

Este trabalho está dividido da seguinte forma:

No capítulo 1 apresentado, foi feito uma rápida explicação do objeto de estudo, bem

como os principais objetivos.

No capítulo 2 será apresentado a teoria básica e alguns resultados necessários a �m de

uma melhor compreenssão do desenvolvimento deste trabalho.

No Capítulo 3 será apresentado e demonstrado as equações do modelo a ser adotado,

assim como a sua simpli�cação e transformação para em um sistema mais conhecido. Em

seguida faz-se o estudo da estabilidade do ponto de equilíbrio, bifurcações e existência de

caos. Além disso compara-se algumas soluções numéricas com algumas soluções analíticas

aproximadas.

No capítulo 4 um método de controle será apresentado e aplicado para sincronização

das pregas vocais em vários casos.

Após será feita uma conclusão de todo trabalho apresentado os resultados alcançados,

bem como a sua relevância para o estudo do movimento assimétrico das pregas vocais.

Por �m segue as referências bibliográ�cas de toda literatura utilizada para a construção

de toda teoria que enriqueceu este trabalho.



CAPÍTULO 2

NOÇÕES PRELIMINARES

2.1 Teoria de Equações Diferenciais Ordinárias

Nesta seção, será estabelecido algumas de�nições e resultados para um sistema autô-

nomo não-linear de equações diferenciais ordinárias do tipo

ẋ = f(x) (2.1)

sendo (por hipótese) f ∈ C1(E), onde E é um subconjunto aberto do Rn e o ponto indica

a derivada temporal.

De�nição 2.1.1. Seja f ∈ C(E), onde E é um subconjunto aberto do Rn.Então, x(t) é
uma solução da equação diferencial (2.1) num intervalo I se x(t) é diferenciável em I e
∀t ∈ I, x(t) ∈ E e

ẋ(t) = f(x(t)).

Dado x0 ∈ E, x(t) é a solução do P.V.I (Problema de Valor Inicial).

ẋ = f(x)
x(t0) = x0

no intervalo I, se t0∈I, x(t0) = x0 e x(t) é uma solução da equação diferencial (2.1) no
intervalo I, [64].

De�nição 2.1.2. Sejam E um subconjunto aberto do Rn e f ∈ C1(E), e seja φt : E → E
o �uxo da equação diferencial (2.1) de�nido para todo t ∈ R. Então o conjunto S ⊂ E é
dito invariante em relação ao �uxo φt, se φt(S) ⊂ S, ∀t ∈ R, e S é dito positivelmente
(ou negativelmente) invariante em relação ao �uxo φt, se φt(S) ⊂ S, ∀t ≥ 0 (ou t ≤ 0),
[64].

Ao analizar um sistema não-linear (2.1) é conveniente primeiramente determinar os

seus pontos de equilíbrio e descrever o comportamento do sistema próximo a esses pontos.
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Nesta seção, será estabelecido o processo de linearização de equações diferenciais de um

sistema não-linear (2.1), obtendo assim um sistema linear

ẋ = Ax (2.2)

com A = Df(x0). A função linear Ax = Df(x0)x, que substitui a função não-linear f(x)

em (2.1), é chamada parte linear de f em x0.

De�nição 2.1.3. Um ponto x0 ∈ Rn é chamado de ponto de equilíbrio ou ponto crítico de
(2.1) se f(x0) = 0. Um ponto de equilíbrio x0 é chamado ponto de equilíbrio hiperbólico, se
nenhum dos autovalores da matriz A = Df(x0) possuem parte real nula. O sistema linear
(2.2) com A = Df(x0) é chamado linearização de (2.1) em x0 [64].

Note que, se x0 é um ponto de equilíbrio de (2.1) e φt : E −→ Rn é o �uxo da equação

diferencial (2.1), então

φt(x0) = φ(t, x0) = x0

∀t ∈ R. Pois, como f(x0) = 0, não há uma trajetória e consequentemente não há desloca-

mento, logo o ponto x0 permanece na mesma posição conforme t evolui.

Nesse caso, x0 é chamado de ponto �xo do �uxo φt, ou também chamado de um zero,

um ponto crítico ou um ponto singular do campo de vetores f : R −→ Rn.

Na sequência é dada uma classi�cação dos pontos de equilíbrio de (2.1), de acordo

com os sinais da parte real dos autovalores de Df(x0).

De�nição 2.1.4. Um ponto de equilíbrio x0 de (2.1) é dito poço, se todos os autovalores
de Df(x0) tiverem parte real negativa. É dito fonte, se todos os autovalores de Df(x0)
tiverem parte real positiva. E é dito sela, se x0 é um ponto de equilíbrio hiperbólico e se a
matriz Df(x0) tiver pelo menos um autovalor com parte real positiva e um com parte real
negativa [64].

Exemplo 2.1.1. Classi�que todos os pontos de equilíbrio do sistema não-linear (2.1) com

f(x) =

[
x21 − x22 − 1

2x2

]
.

Isto é,

ẋ1 = x21 − x22 − 1

ẋ2 = 2x2.

Claramente, f(x) = 0 em x = (1, 0)T =

[
1
0

]
e x = (−1, 0)T =

[
−1

0

]
. E esses são os

únicos pontos de equilíbrio de (2.1). Como
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Df(x) =

[
2x1 −2x2
0 2

]
temos que

Df(1, 0) =

[
2 0
0 2

]
e Df(−1, 0) =

[
−2 0

0 2

]
.

Portanto, o ponto (1,0) é uma fonte e (-1,0) é uma sela [64].

Exemplo 2.1.2. Considere a aplicação contínua H : R2 −→ R2 dada por

H(x) =

[
x1

x2 +
x21
3

]
.

Tome y = H(x). Logo, não é difícil veri�car que a inversa é dada por

x = H−1(y) =

[
y1

y2 − y21
3

]
onde H−1 também é uma aplicação contínua de R2 em R2.

Agora, seja o sistema não-linear

ẋ = f(x) =

[
−x1

x2 + x21

]
.

Ou seja,

ẋ1 = −x1 (2.3)

ẋ2 = x2 + x21.

Logo, x0 = (0, 0) é o único ponto de equilíbrio de (2.3). Calculando a derivada de f em x

tem-se

Df(x) =

[
−1 0
2x1 1

]
.

Assim, aplicando em x0 = (0, 0) obtem-se

A = Df(x0) = Df(0, 0) =

[
−1 0
0 1

]
(note que x0 é um ponto de sela). Como foi tomado y = H(x), então

y =

[
x1

x2 +
x21
3

]
e ẏ =

[
ẋ1

ẋ2 + 2
3
x1ẋ1

]
.
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Substituindo ẋ1 e ẋ2 dados pela equação (2.3) tem-se

ẏ =

[
−x1

x2 + x21 + 2
3
x1(−x1)

]
=

[
−x1

x2 +
x21
3

]
=

[
−y1
y2

]
ou seja,

ẏ =

[
−1 0
0 1

]
y =⇒ ẏ = Ay. (2.4)

Portanto, a aplicação H transforma o sistema não-linear (2.3) em um sistema linear (2.4)

[64].

Para um melhor entendimento do processo de linearização de um sistema não-linear

de equações diferenciáveis, será analisado o exemplo 2.1.2 com uma visão geométrica, por

meio dos retrato de fase do sistema não-linear (2.3) e do sistema linear (2.4).

Primeiramente, será feito o esboço do retrato de fase de sistema não-linear (2.3) com

a condição inicial x(0) = c =

[
c1
c2

]
.

Precisa-se encontrar a solução das duas equações diferenciais do sistema, e por ser

linear, a solução da primeira é dada por x1(t) = e−tc1, onde x1(0) = c1 é a condição inicial

de x1(t). Logo, substituindo na segunda equação tem-se

ẋ2 = x2 + (e−tc1)
2 =⇒ ẋ2 = x2 + e−2tc21 =⇒ ẋ2 − x2 = e−2tc21

multiplicando por e−t

ẋ2e
−t − x2e

−t = e−3tc21 =⇒ d

dt
[x2e

−t] = e−3tc21

integrando obtém-se ∫
d

dt
[x2e

−t]dt =

∫
e−3tc21dt

ou seja,

x2e
−t = c21

∫
e−3tdt =⇒ x2e

−t = − e−3t

3
c21 + k. (k constante)

Agora, multiplicando por et resulta que

x2 = − e−2t

3
c21 + ket. (2.5)

Porém, a solução x2(t) deve satisfazer a condição inicial x2(0) = c2, logo obtem-se o valor

de k

x2(0) = k − c21
3

= c2 =⇒ k = c2 +
c21
3
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ou seja,

x2(t) =

[
c2 +

c21
3

]
et − e−2tc21

3
.

Agora, com as duas soluções x1(t) e x2(t), é possível obter o �uxo de�nido por (2.3)

em relação à condição inicial c = (c1, c2)
T . Tal �uxo é dado por

φt(c) = φt(c1, c2) =

(
e−tc1 ,

[
c2 +

c21
3

]
et − e−2tc21

3

)

Logo, pelo exemplo 2.1.2, segue que a função H(x) transforma (2.3) em (2.4), ou seja,

lineariza o sistema não-linear. Assim, para obter o retrato de fase de (2.3), basta tomar

a sua inversa H−1(y).

Primeiramente, aplica-se a função H−1(y) nos pontos da forma (y1, 0), logo

H−1(y1, 0) =

[
y1
−y21/3

]
isto é, ao aplicar H−1 ao conjunto dos pontos {y = (y1, y2) | y2 = 0} obtém-se o conjunto

S = {(x1, x2) | x2 = −x21/3} que representa uma parábola.

Suponha que a condição inicial c = (c1, c2) ∈ S, ou seja, c2 = −c21/3, precisa-se saber se
o conjunto S é invariante com respeito ao �uxo φt, isto é, se a condição inicial permanece

sobre a trajetória da parábola conforme o tempo t evolui.

Logo,

φt(c) =

(
e−tc1 ,

[
− c21

3
+

c21
3

]
et − e−2tc21

3

)
=

(
e−tc1 , −

e−2tc21
3

)
=

(
e−tc1 , −

(e−tc1)
2

3

)
∈ S.

Portanto, pela de�nição 2.1.2, S é invariante.

Do mesmo modo, aplicando H−1 ao conjunto dos pontos {y = (y1, y2) | y1 = 0} obtém-

se o conjunto T = {(x1, x2) | x1 = 0}, que representa o eixo vertical, e que também é

invariante mediante φt, caso a condição inicial c = (c1, c2) ∈ T , devido

φt(c) = φt(0, c2) = (0, etc2) ∈ T.

Finalmente, basta atribuir valores as condições iniciais c1 e c2 e analizar a orientação

de φt(c1, c2), de acordo com a evolução do tempo t (t→∞). Assim, se a condição inicial

c = (c1, c2) ∈ S, então c se aproxima da origem pela parábola S, pois conforme t → ∞,
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φt(c)→ (0, 0), ou seja, as soluções x1(t) e x2(t) tendem a zero. Se c ∈ T , então c se afasta
da origem pelo eixo vertical, (t→∞ =⇒ φt(c)→ (0,±∞)), e caso c esteja abaixo (respc.

acima) da parábola S, a trajetória de c se aproxima da origem por x1(t), e tende a −∞
(respc. +∞) por x2(t), pois t→∞ =⇒ φt(c)→ (0,−∞), (respc. φt(c) =⇒ (0,+∞)).

Portanto, o retrato de fase do sistema (2.3) é dado pela �gura 2.1.

Figura 2.1: Retrato de fase do sistema não-linear (2.3), fonte: autor.

Agora, será obtido o retrato de fase da linearização de (2.3), dada pelo sistema linear

(2.4) com condição inicial y(0) = k = (k1, k2). Como (2.4) é um sistema linear, as soluções

das duas equações são dadas por

y1(t) = e−tk1

y2(t) = etk2.

Logo, o �uxo de�nido por (2.4) em relação à condição inicial k é

φt(k) = φt(k1, k2) = (e−tk1, e
tk2).

Suponha que a condição k esteja sobre o eixo horizontal, logo k será da forma (k1, 0)

e φt(k1, 0) = (e−tk1, 0), ou seja, o eixo horizontal é invariante. Assim, conforme o tempo t

evolui, a condição inicial k se aproxima da origem pelo eixo. Analogamente, o eixo vertical

é invariante, pois φt(0, k2) = (0, etk2), e conforme o tempo evolui k se afasta da origem

pelo eixo.

Atribuindo valores a k1 e k2, tem-se que se a condição inicial k = (k1, K2) estiver

acima do eixo horizontal, a trajetória de k se aproxima da origem por y1(t) e tende a
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+∞, conforme o tempo evolui (Ex: k = (−1, 1), t → +∞ =⇒ φt(−1, 1) = (e−t, et) →
(0,+∞)). Caso contrário, a trajetória se aproxima da origem e tende a −∞. Logo, o

retrato de fase do sistema (2.4) é dado pela �gura 2.2.

Note que, em ambos os retrato de fase, a origem representa um ponto de sela, e que a

parábola S e o conjunto T do retrato de fase de (2.3) são obtidos pela aplicação da função

inversa H−1 nos eixos horizontal e vertical, respectivamente.

Portanto, geometricamente a função H lineariza o retrato de fase de (2.3), ou seja,

ela exerce o trabalho de "desentortar"as trajetórias, obtendo um novo retrato de fase

qualitativo ao primeiro, [64].

Figura 2.2: Retrato de fase do sistema linear (2.4), fonte: autor.



2.2 O Teorema da Variedade Estável

O Teorema da Variedade Estável é um dos resultados mais importantes na teoria

qualitativa local de equações diferenciais ordinárias. O teorema nos mostra que próximo

a um ponto de equilíbrio hiperbólico, o sistema não-linear dado pela equação (2.1) que é

relembrada abaixo

ẋ = f(x)

possui variedades estáveis e instáveis, S e U respectivamente, que são tangentes, no ponto

de equilíbrio hiperbólico x0, aos subespaços estáveis e instáveis, ES e EU respectivamente,

do sistema linearizado dado pela equação (2.2) relembrada abaixo:

ẋ = A(x)

onde A = Df(x0). Além disso, S e U tem as mesmas dimensões que ES e EU , e se φt é �uxo

do sistema não-linear (2.1), então S e U são positivamente e negativamente invariantes

sobre φt e satisfazem

lim
t→∞

φt(c) = x0,∀c ∈ S e lim
t→−∞

φt(c) = x0,∀c ∈ U.

De�nição 2.2.1. Seja a matriz n × n A do sistema (2.2) e λj = aj + ibj, j=1,. . .,n,
seus respectivos autovalores. Suponha que A tenha k autovalores com parte real negativa
(λ1, . . . , λk) e n−k autovalores com parte real positiva (λk+1, . . . , λn), e que esses autovalo-
res são distintos. Seja {v1, . . . , vn} o conjunto dos autovetores correspondentes. Então, os
subespaços estável e instável do sistema linear (2.2), ES e EU , são os subespaços lineares
gerados por {v1, . . . , vk} e {vk+1, . . . , vn}, isto é

ES = gerado{v1, . . . , vk}

EU = gerado{vk+1, . . . , vn}.
Se a matriz A tem autovalores imaginário puro, então temos um subespaço central EC,
citeperko.

2.2.1 Interpretação de uma variedade.

Primeiramente, segue um exemplo para deixar essas idéias acima mais claras e

então depois será feita com maior precisão a demonstração do teorema da variedade
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estável. Ao longo desta seção, será assumido sem perda de generalidade que o ponto de

equilíbrio x0 está localizado na origem.

Exemplo 2.2.1. Considere o sistema não-linear

ẋ1 = −x1
ẋ2 = −x2 + x21
ẋ3 = x3 + x21

O único ponto de equilíbrio desse sistema é a origem. Assim, tem-se que

A = Df(0) =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .
Logo, os subespaços estáveis e instáveis, ES e EU , de (2.2) são o plano x1x2 e o eixo

x3 respectivamente, pois ES = gerado{e1, e2} e EU = gerado{e3}. Depois, resolvendo

a primeira equação diferencial ẋ1 = −x1, o sistema não-linear se reduz a duas equações

lineares de primeira ordem de fácil solução. Sendo c = (c1, c2, c3) a condição inicial, a

solução é dada por

x1(t) = c1e
−t

x2(t) = c2e
−t + c21(e

−t − e−2t)

x3(t) = c3e
t +

c21
3

(et − e−2t)

Claramente,

lim
t→∞

φt(c) = 0 ⇐⇒ c3 +
c21
3

= 0

Assim,

S = {c ∈ R3 | c3 = −c21/3}

Similarmente, tem- se que

lim
t→−∞

φt(c) = 0 ⇐⇒ c1 = c2 = 0

e portanto

U = {c ∈ R3 | c1 = c2 = 0}.

As variedades estáveis e instáveis para esse sistema são mostradas na Figura 2.3 à seguir.

Note que a superfície S é tangente a ES, ou seja, é tangente ao plano x1x2 na origem, e

que U = EU . A grosso modo, pode-se interpretar o conceito de variedade como o grá�co
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Figura 2.3: Variedade estável S e instável U, [64].

de uma função. Seja V = gráf (Ψ), onde Ψ : U ⊂ Rn −→ Rm, tem-se que gráf (Ψ)

⊂ U × Rm e que (x, y) ∈ gráf (Ψ) se y = Ψ(x), mas como

y ∈ Rm =⇒ y = {y1, y2, . . . , ym}

e

Ψ ∈ Rm =⇒ Ψ(x) = {ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψm(x)}

tem-se que

y = Ψ(x)⇐⇒


y1 = ψ1(x) = ψ1(x1, x2, . . . , xn)
y2 = ψ2(x) = ψ2(x1, x2, . . . , xn)

...
ym = ψm(x) = ψm(x1, x2, . . . , xn)

Desse modo, as equações acima de�nem V = gráf (Ψ) como uma variedade [64]. Para

um melhor entendimento, observe o caso a seguir.

Exemplo 2.2.2. Considere a função Ψ : Rk −→ Rn−k e a variedade V = gráf (Ψ)

Seja (x1, x2, . . . , xk, 0, . . . , 0, 0) ∈ Rn. Como V = gráf (Ψ) ⊂ Rk × Rn−k = Rn, tome

(0, 0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn−1, xn) ∈ V ⊂ Rn, logo

xk+1 = ψk+1(x1, . . . , xk)
xk+2 = ψk+2(x1, . . . , xk)

...
xn = ψn(x1, . . . , xk).
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Figura 2.4: Variedade V,[64].

2.2.2 O Teorema da Variedade Estável.

Antes da demonstração do teorema, segue algumas observações.

Se f ∈ C1(E) e f(0) = 0, então o sistema (2.1) pode ser escrito como

ẋ = Ax + F(x) (2.6)

onde A = Df(0), F(x) = f(x)− Ax, F ∈ C1(E), F(0) = 0 e DF(0) = 0.

Proposição 2.2.1. (Desigualdade do valor médio) Se F:U ⊂ Rn −→ Rm for dife-
renciável tal que [x, y] = {x + t(y − x) : 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ U então

|F(x)− F(y)| ≤ K̃|x− y|
onde

K̃ = sup{‖DF(z)‖ : z ∈ [x, y]}, [64].

Tem-se que F(x) = f(x)− Ax ∈ C1(E), pois f(x) ∈ C1(E) e Ax é linear, e DF(0) = 0.

Logo, DF(0) = 0 =⇒ ∀ ε > 0, ∃ Nδ(0) tal que ∀w ∈ Nδ(0)

‖DF(w)‖ ≤ ε.

Portanto, pela proposição acima

|F(x)− F(y)| ≤ ‖DF(w)‖ |x− y|

|F(x)− F(y)| ≤ ε |x− y|. (2.7)

Pelo Teorema da Forma Canônica de Jordan (blocos de Jordan), existe uma matriz

n× n invertível C tal que

B = C−1AC =

[
P 0
0 Q

]
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onde os autovalores λ1, . . . , λk da matriz k×k P tem parte real negativa, e os autovalores

λk+1, . . . , λn da matriz (n−k)× (n−k) Q tem parte real positiva. Logo, pode-se escolher

um α > 0 su�cientemente pequeno tal que para j = 1, . . . , k,

Re(λj) < −α < 0. (2.8)

Seja y = C−1x, logo x = Cy e

ẏ = C−1ẋ =⇒ ẏ = C−1(Ax + F(x))

= C−1Ax + C−1F(x)

= C−1ACy + C−1F(Cy).

Portanto, faz-se y = C−1x no sistema obtido em (2.6) e tem-se a seguinte forma

ẏ = By +G(y) (2.9)

onde G(y) = C−1F(Cy) ∈ C1(Ẽ) (ou faz-se substituições, G(y) = C−1f(Cy) − By) com

Ẽ = C−1(E) e G satisfazendo a condição do tipo Lipschitziana (2.7).

Na demonstração do próximo teorema, quer-se mostrar que ψj(y1, . . . , yk) são funções

diferenciáveis, tal que as equações

yj = ψj(y1, . . . , yk), j = k + 1, . . . , n.

de�nem uma variedade estável diferenciável de dimensão k, S̄, no espaço-y. A variedade

diferenciável S no espaço-x é então obtida por S̄ sobre a transformação linear de

coordenadas x = Cy.

Teorema 2.2.1. (Teorema da Variedade Estável) Sejam E um subconjunto aberto do
Rn contendo a origem, f ∈ C1(E) e φt o �uxo do sistema não-linear (2.1). Suponha que
f(0) = 0 e que Df(0) tem k autovalores com parte real negativa e n − k autovalores com
parte real positiva. Então existe uma variedade diferenciável de dimensão k, S, tangente
ao subespaço estável ES do sistema linear (2.2) em 0, tal que ∀t ≥ 0, φt(S) ⊂ S e ∀x0 ∈ S

lim
t→∞

φt(x0) = 0.

E existe uma variedade diferenciável de dimensão n−k, U, tangente ao subespaço instável
EU de (2.2) em 0, tal que ∀t ≤ 0, φt(U) ⊂ U e ∀x0 ∈ S

lim
t→−∞

φt(x0) = 0.

Demonstração: Considere o sistema (2.9), onde G(y) = C−1F(Cy), e sejam

U(t) =

[
ePt 0
0 0

]
e V (t) =

[
0 0
0 eQt

]
.
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Então,

U̇ =

[
(ePt)′ 0

0 0

]
=

[
PePt 0

0 0

]
=

[
P 0
0 Q

] [
ePt 0
0 0

]
= BU.

Analogamente, V̇ = BV e também

Bt =

[
Pt 0
0 Qt

]
=⇒ eBt =

[
ePt 0
0 eQt

]
=

[
ePt 0
0 0

]
+

[
0 0
0 eQt

]
ou seja,

eBt = U(t) + V (t).

Considere as seguintes estimativas

‖U(t)‖ ≤ Ke−(α+σ)t, ∀t ≥ 0

‖V (t)‖ ≤ Ke−σt, ∀t ≤ 0

sendo α > 0 e σ > 0.

Na sequência, considere a equação integral

u(t, a) = U(t)a +

∫ t

0

U(t− s)G(u(s, a))ds −
∫ ∞
t

V (t− s)G(u(s, a))ds. (2.10)

Note que, se u(t, a) é uma solução contínua dessa equação integral, então também é

uma solução da equação diferenciável (2.9), basta derivar.

Agora, será feita a resolução dessa equação integral pelo método das aproximações

sucessivas. Seja

u(0)(t, a) = 0

e

u(j+1)(t, a) = U(t)a +

∫ t

0

U(t− s)G(u(j)(s, a))ds −
∫ ∞
t

V (t− s)G(u(j)(s, a))ds. (2.11)

A�rmação 2.2.1. Para j = 1, . . . ,m e t ≥ 0

|u(j)(t, a)− u(j−1)(t, a)| ≤ K|a| e−αt

2j−1
. (2.12)

Demonstração da A�rmação: Tem-se que para j = 1 é claramente válida, desde

que t ≥ 0, pois

|u(1)(t, a)− u(0)(t, a)| = |u(1)(t, a)− 0| ≤ K|a| e−αt

20
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ou seja,

|u(1)(t, a)| ≤ K|a| e−αt.

Observe que pelo método das aproximações sucessivas, tem-se

u(1)(t, a) = U(t)a +

∫ t

0

U(t− s)G(u(0)(s, a))ds −
∫ ∞
t

V (t− s)G(u(0)(s, a))ds

= U(t)a +

∫ t

0

U(t− s)G(0)ds −
∫ ∞
t

V (t− s)G(0)ds .

Como por (2.6) e (2.9), G(0) = C−1F(C.0) = C−1F(0) = 0, resulta

u(1)(t, a) = U(t)a

logo,

|u(1)(t, a)| = ‖U(t)‖ |a| ≤ K|a| e−αt.

Portanto, a a�rmação é válida para j = 1. Então, usando a condição Lipschitziana (2.7),

que é satisfeita por G, e as estimativas ‖U(t)‖ e ‖V (t)‖ acima, segue-se que para t ≥ 0

|u(m+1)(t, a)| = ‖U(t)‖ |a| +

∫ t

0

‖U(t− s)‖ |G(u(m)(s, a))|ds

+

∫ ∞
t

‖V (t− s)‖ |G(u(m)(s, a))|ds

e

|u(m)(t, a)| = ‖U(t)‖ |a| +

∫ t

0

‖U(t− s)‖ |G(u(m−1)(s, a))|ds

+

∫ ∞
t

‖V (t− s)‖ |G(u(m−1)(s, a))|ds.

Assim,

|u(m+1)(t, a)− u(m)(t, a)| =

∫ t

0

‖U(t− s)‖ |G(u(m)(s, a))−G(u(m−1)(s, a))|ds +

+

∫ ∞
t

‖V (t− s)‖ |G(u(m)(s, a))−G(u(m−1)(s, a))|ds

≤
∫ t

0

‖U(t− s)‖ ε|u(m)(s, a)− u(m−1)(s, a)|ds +

+

∫ ∞
t

‖V (t− s)‖ ε|u(m)(s, a)− u(m−1)(s, a)|ds

≤ ε

∫ t

0

Ke−(α+σ)(t−s)
K|a|e−αs

2m−1
ds + ε

∫ ∞
t

Keσ(t−s)
K|a|e−αs

2m−1
ds

≤ εK2|a|e−αt

2m−1
e−σt

∫ t

0

eσsds +
εK2|a|eσt

2m−1
e−αt

∫ ∞
t

e−σsds

≤ εK2|a|e−αt

σ2m−1
+

εK2|a|e−αt

σ2m−1

<

(
1

4
+

1

4

)
K|a|e−αt

2m−1
=

K|a|e−αt

2m
(2.13)
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desde que εK/σ < 1/4, ou seja, desde que se escolha ε < σ/4K. Para que a condição

(2.7) seja válida para a função G, basta escolher K|a| < δ/2, ou seja, escolher |a| < δ/2K.

Segue-se então, por indução, que a a�rmação é válida para todo j = 1, 2, 3, . . . e t ≥ 0.

Assim, para n > m > N e t ≥ 0

|u(n)(t, a)− u(m)(t, a)| = |u(n)(t, a)− u(n−1)(t, a) + u(n−1)(t, a) + . . .+

+ u(m+1)(t, a)− u(m)(t, a)|

≤ |u(n)(t, a)− u(n−1)(t, a)|+ . . .+ |u(m+1)(t, a)− u(m)(t, a)|

=
n−1∑
j=m

|u(j+1)(t, a)− u(j)(t, a)|

≤
∞∑
j=N

|u(j+1)(t, a)− u(j)(t, a)|

≤
∞∑
j=N

K|a|
2j

= K|a|
∞∑
j=N

1

2j
=

K|a|
2N−1

Essa última igualdade estabelecida se aproxima de zero quando N → ∞ e portanto

{u(j)(t, a)} é uma sequência de Cauchy de funções contínuas. Logo, {u(j)(t, a)} é conver-
gente e assim como na demonstração do Teorema Fundamental de Existência e Unicidade,

{u(j)(t, a)} obtida pelas aproximações sucessivas, converge uniformemente para uma fun-

ção contínua u(t, a), ou seja

lim
j→∞

u(j)(t, a) = u(t, a)

∀t ≥ 0 e |a| < δ/2K. A função contínua u(t, a) é a solução da equação integral

(2.10)(basta aplicar o limite a ambos os lados de (2.11)) e consequentemente é solução de

(2.9). Logo, por indução e pelo fato que G ∈ C−1(E), segue-se que u(j)(t, a) é uma função

diferenciável de a, para t ≥ 0 e |a| < δ/2K. Assim, tem-se pela convergência uniforme

que u(t, a) é uma função diferenciável de a, para t ≥ 0 e |a| < δ/2K.

A estimativa (2.13) implica que

|u(t, a)| ≤ 2K|a|e−αt (2.14)

para t ≥ 0 e |a| < δ/2K. De fato,

|u(t, a)| = ‖U(t)‖ |a| +

∫ t

0

‖U(t− s)‖ |G(u(s, a))|ds +

∫ ∞
t

‖V (t− s)‖ |G(u(s, a))|ds

≤ ke−(α+σ)t|a| +

∫ t

0

ke−(α+σ)(t−s)ε|u(s, a)|ds +

∫ ∞
t

keσ(t−s)ε|u(s, a)|ds

= ke−(α+σ)t|a| +
kε|u(t, a)|
α + σ

[1− e−(α+σ)t] +
kε|u(t, a)|

σ
.
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Logo,

2|u(t, a)| ≤ 2ke−(α+σ)t|a| +
2kε|u(t, a)|
α + σ

[1− e−(α+σ)t] +
2kε|u(t, a)|

σ

o que resulta

|u(t, a)|[ 2kε

α + σ
(e−(α+σ)t − 1)− 2kε

σ
+ 2] ≤ 2k|a|e−(α+σ)t ≤ 2k|a|e−αt.

Assim, basta mostrar que

D = [
2kε

α + σ
(e−(α+σ)t − 1)− 2kε

σ
+ 2] ≥ 1.

Supondo D < 1 chega-se a uma contradição com o fato de que ε < σ/4k. Assim, obtém-se

o resultado.

Tem-se pela equação integral (2.10) que os n−k últimos componentes do vetor a ∈ Rn

não foram calculados e portanto foram associados como 0. Assim, os componentes uj(t, a)

da solução u(t, a) de (2.9) satisfazem as condições iniciais, ou seja

u(0, a) = (a1, . . . , ak, ak+1 = 0, . . . , an = 0) =⇒ uj(0, a) = aj para j = 1, . . . , k

e

uj(0, a) = −
∫ ∞
0

V (−s)G(u(s, a1, . . . , ak, 0))ds

para j = k + 1, . . . , n. Logo, para j = k + 1, . . . , n de�ne a função

ψj(a1, . . . , ak) = uj(0, a1, . . . , ak, 0, . . . , 0). (2.15)

Então, os valores iniciais restantes do vetor a são dados por

yj = uj(0, a1, . . . , ak, 0, . . . , 0)

que satisfazem,

yj = ψj(y1, . . . , yk) para j = k + 1, . . . , n.

Essa equação de�ne uma variedade diferenciável S para |a| =
√
y21 + . . .+ y2k < δ.

Portanto, se y(t) é uma solução da equação diferenciável (2.9) com y(0) ∈ S, isto é, com

y(0) = u(0, a), então

y(t) = u(t, a)

Segue-se que, se y(t) é uma solução de (2.9) com y(0) ∈ S então y(t) ∈ S para t ≥ 0,

e segue pela estimativa (2.14) que y(t)→ 0 quando t→∞. Logo, mostra-se que

∂ψj
∂yi

(0) = 0
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para i = 1, . . . , k e j = k + 1, . . . , n. De fato, como ψj(a1, . . . , ak) =

uj(0, a1, . . . , ak, 0, . . . , 0) e yj = ψj(y1, . . . , yk) para j = k + 1, . . . , n, tem-se que

∂ψj
∂yi

(0) = lim
h→0

ψj(0, . . . , h, 0, . . . , 0)− ψj(0, . . . , 0)

h
= lim

h→0

0

h
= 0

pois 1 ≤ i ≤ k e k + 1 ≤ j ≤ n. Ou seja, a variedade diferenciável S é tangente ao

subespaço estável ES = {y ∈ Rn | y1 = . . . = yk = 0} do sistema linear ẏ = By em 0.

Analogamente, a existência da variedade instável U de (2.9) é estabelecida exatamente

pelo mesmo caminho, considerando o sistema (2.9) com t→ −t, isto é

ẏ = −By −G(y).

sendo necessário substituir o vetor y pelo vetor (yk+1, . . . , yn, y1, . . . , yk) e determinar a

variedade U de dimensão (n− k) conforme o processo realizado anteriormente.

Para ilustração a construção das aproximações sucessivas u(j)(t, a) feita na demons-

tração do teorema, segue o seguinte exemplo

Exemplo 2.2.3. Considere o sistema não-linear

ẋ1 = −x1 − x2
2

ẋ2 = x2 + x2
1.

Segue as três primeiras aproximações sucessivas u(1)(t, a), u(2)(t, a) e u(3)(t, a) de�ni-
das pela equação integral (2.11), e usar u(3)(t, a) para aproximar a função ψ2, que descreve
a variedade estável

S : x2 = ψ2(x1), [64]

O sistema pode ser escrito da seguinte forma[
ẋ1

ẋ2

]
= B

[
x1

x2

]
+G(x1, x2)

onde

B =

[
−1 0

0 1

]
e G(x1, x2) =

[
−x2

2

x2
1

]
E ainda,

U(t) =

[
e−t 0
0 0

]
, V (t) =

[
0 0
0 et

]
e a =

[
a1
0

]
Logo,

u(t, a) = U(t)a +

∫ t

0

U(t− s)G(u(s, a))ds −
∫ ∞
t

V (t− s)G(u(s, a))ds

=

[
e−t 0
0 0

][
a1
0

]
+

∫ t

0

[
e−(t−s) 0

0 0

][
−u2

2(s, a)
u2
1(s, a)

]
ds−

∫ ∞
t

[
0 0
0 et−s

][
−u2

2(s, a)
u2
1(s, a)

]
ds

=

[
e−ta1

0

]
+

∫ t

0

[
−e−(t−s)u2

2(s, a)
0

]
ds −

∫ ∞
t

[
0

et−su2
1(s, a)

]
ds
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Assim, as aproximações sucessivas são dadas por

u(j+1)(t, a) =

[
e−ta1

0

]
+

∫ t

0

[
−e−(t−s)(u(j)

2 )2(s, a)
0

]
ds −

∫ ∞
t

[
0

et−s(u
(j)
1 )2(s, a)

]
ds.

Como u(0)(t, a) =

[
0
0

]
=

[
u
(0)
1 (t, a)

u
(0)
2 (t, a)

]
tem-se que

u(1)(t, a) =

[
e−ta1

0

]
+

∫ t

0

[
−e−(t−s)(u(0)

2 )2(s, a)
0

]
ds −

∫ ∞
t

[
0

et−s(u
(0)
1 )2(s, a)

]
ds

=

[
e−ta1

0

]
+

∫ t

0

[
−e−(t−s).0

0

]
ds −

∫ ∞
t

[
0

et−s.0

]
ds.

=

[
e−ta1

0

]

u(2)(t, a) =

[
e−ta1

0

]
+

∫ t

0

[
−e−(t−s)(u(1)

2 )2(s, a)
0

]
ds −

∫ ∞
t

[
0

et−s(u
(1)
1 )2(s, a)

]
ds

=

[
e−ta1

0

]
+

∫ t

0

[
−e−(t−s).0

0

]
ds −

∫ ∞
t

[
0

et−s.(e−sa1)
2

]
ds

=

[
e−ta1

0

]
−
∫ ∞
t

[
0

et−s.e−2sa21

]
ds

Além disso, como ∫ ∞
t

et−se−2sa21ds = a21

∫ ∞
t

et−3sds = (e−2ta21)/3

tem-se

u(2)(t, a) =

[
e−ta1

0

]
−
[

0
(e−2ta21)/3

]
=

[
e−ta1

−(e−2ta21)/3

]
e da mesma forma,

u(3)(t, a) =

[
e−ta1

0

]
+

∫ t

0

[
−e−(t−s)((−e−2sa21)/3)2

0

]
ds −

∫ ∞
t

[
0

et−s(e−sa1)
2

]
ds

=

[
e−ta1

0

]
+

∫ t

0

[
(−e−(t−s)e−4sa41)/9

0

]
ds −

∫ ∞
t

[
0

et−se−2sa21

]
ds

=

[
e−ta1

0

]
− 1

9

∫ t

0

[
e−t−3sa41

0

]
ds −

∫ ∞
t

[
0

et−3sa21

]
ds

como ∫ t

0

e−t−3sa41ds = a41

∫ t

0

e−t−3sds = a41

(
−e−4t + e−t

3

)
e ∫ ∞

t

et−3sa21ds = a21

∫ ∞
t

et−3sds = a21

(
e−2t

3

)



segue-se que

u(3)(t, a) =

[
e−ta1

0

]
+

[
(e−4t − e−t)a41/27

0

]
−
[

0
(e−2ta21)/3

]
=

[
e−ta1 + (e−4t − e−t)a41/27

−(e−2ta21)/3.

]
.

Na sequência, pode-se mostrar que u(4)(t, a) − u(3)(t, a) = 0(a51). Portanto, usando

u(3)(t, a), a função ψ2(a1) = u(0, a) = u(0, a1, 0) é aproximada por

ψ2(a1) = −1

3
a21 + 0(a51)

quando a1 → 0. Então, como x2 = ψ(x1), a variedade estável S é aproximada por

S : x2 = −x
2
1

3
+ 0(x51)

quando x1 → 0.

2.3 O Teorema de Grobman-Hartman.

Assim como o Teorema da Variedade Estável, o Teorema de Grobman-Hartman

é também um dos resultados mais importantes na teoria qualitativa local de equações

diferenciais ordinárias. O teorema diz que próximo a um ponto de equilíbrio hiperbólico

x0, o sistema não-linear

ẋ = f(x)

tem a mesma estrutura qualitativa que o sistema linear

ẋ = Ax

com A = Df(x). Isto é, o comportamento local de (2.1) é qualitativamente determinado

por (2.2). Por toda seção, assumi-se a origem como o ponto de equilíbrio hiperbólico x0.

De�nição 2.3.1. Seja X um espaço métrico e sejam A e b subconjuntos de X. Um ho-
meomor�smo de A em B é uma bijeção contínua de A em B, H : A → B, tal que,
H−1 : B → A é contínua,[64].

De�nição 2.3.2. Dois sistemas autônomos de equações diferenciais tal como (2.1) e (2.2)
são ditos topologicamente equivalentes em uma vizinhança da origem, ou que, ambos têm
a mesma estrutura qualitativa próximo a origem, se nessa região há uma homeomor�smo
H de U em V, H : U → V , sendo U e V subconjunto abertos do Rn contendo a origem,
tal que H "leva"as trajetórias de (2.1) em U nas trajetórias de (2.2) em V, preservando a
orientação das mesmas.

Se o homeomor�smo H preserva a parametrização com o tempo, então os sistemas são
ditos topologicamente conjugados em uma vizinhança da origem [64].
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Na sequência segue um exemplo simples de dois sistemas topologicamente conjugados.

Exemplo 2.3.1. Considere os sistemas lineares ẋ = A(x) e ẏ = B(y) com

A =

[
−1 −3
−3 −1

]
e B =

[
2 0
0 −4

]
Seja H(x) = Rx, onde a matriz

R =
1√
2

[
1 −1
1 1

]
e R−1 =

1√
2

[
1 1
−1 1

]
Então, B = RAR−1 e fazendo y = H(x) = Rx ou x = R−1y tem-se

ẏ = RAR−1y = By.

Assim, se x(t) = eAtx0 é a solução do primeiro sistema por x0, então y(t) = H(x(t)) =

Rx(t) = ReAtx0 = ReAt(R−1R)x0 = eBtRx0 é a solução do segundo sistema para Rx0,

isto é, H leva as trajetórias do primeiro sistema nas trajetórias do segundo, preservando

a parametrização, pois

HeAt = eBtH.

A aplicãção H(x) = Rx é simplesmente uma rotação de 45◦ e é claramente um homeo-

mor�smo. Os retratos de fase desses dois sistemas são mostrados na �gura 2.5.

Figura 2.5: Homeomor�smo,[64].

Teorema 2.3.1. (Teorema de Grobman-Hartman) Seja E um subconjunto aberto
do Rn contendo a origem e sejam f ∈ C1(E) e φt o �uxo do sistema não-linear (2.1).
Suponha que f(0) = 0 e que a matriz A = Df(0) não possui autovalores com parte real
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nula. Então, existe um homeomor�smo H, de um conjunto aberto U contendo a origem
em um conjunto aberto V contendo a origem, tal que para cada x0 ∈ U , há um intervalo
I0 ⊂ R contendo o zero tal que, ∀x0 ∈ U e t ∈ I0

H ◦ φt(x0) = eAtH(x0)

isto é, a aplicação H transforma as trajetórias de (33) próximo à origem, nas trajetórias
de (2.2) próximo à origem, preservando a parametrização [64].

Demonstração: Considere o sistema não-linear (2.1) com f ∈ C1(E), f(0) = 0 e

A = Df(0). Faremos a demonstração por etapas.

1. Suponha que a matriz A é escrita na forma

A =

[
P 0
0 Q

]
sendo P uma matriz k × k com autovalores de parte real negativa e Q uma matriz (n −
k)× (n− k) com autovalores de parte real positiva.

2. Seja φt o �uxo do sistema não-linear (2.1) e escreva a solução

x(t, x0) = φt(x0) =

[
y(t, x0)
z(t, x0)

]
=

[
y(t, y0, z0)
z(t, y0, z0)

]
(2.16)

onde

x0 =

[
y0

z0

]
∈ Rn,

y0 ∈ ES(subespaço estável de A) e z0 ∈ EU(subespaço instável de A).

3. De�na as funções

Ỹ(y0, z0) = y(1, y0, z0)− ePy0

e

Z̃(y0, z0) = z(1, y0, z0)− eQz0

Então, Ỹ(0, 0) = y(1, 0, 0) − eP .0 = 0 e Z̃(0, 0) = z(1, 0, 0) − eQ.0 = 0. E ainda,

DỸ(0, 0) = DZ̃(0, 0) = 0.

De fato, note que

DỸ(0, 0) =
∂

∂y0

y(1, y0, z0)−
∂

∂y0

ePy0 =
∂

∂y0

y(1, y0, z0)− ePy0

e

DZ̃(0, 0) =
∂

∂z0
z(1, y0, z0)−

∂

∂z0
eQz0 =

∂

∂z0
z(1, y0, z0)− eQz0.



Capítulo 2. Noções preliminares 36

Então, basta mostrar que ∂/∂y0(y(1, y0, z0)) = ePy0 e ∂/∂z0(z(1, y0, z0)) = eQz0. Como

φt é o �uxo do sistema (2.1) e o satisfaz com valor inicial φ0(x0) = x0, tem-se

∂

∂t
φt(x0) = f(φt(x0))

Logo,
∂

∂x0

(
∂

∂t
φt(x0)

)
=

∂

∂x0

f(φt(x0))
∂

∂x0

φt(x0)

Para x0 = 0 tem-se que

∂

∂x0

f(φt(x0)) =
∂

∂x0

f(φt(0)) =
∂

∂x0

f(0) = A

e assim
∂

∂t

(
∂

∂x0

φt(x0)

)
=

∂

∂x0

(
∂

∂t
φt(x0)

)
= A

∂

∂x0

φt(x0)

é uma equação diferencial cuja solução é dada por ∂/∂x0(φt(x0)) = eAtx0, considerando a

condição inicial φ0(x0) = x0. Nota-se que, para t = 1 tem-se

∂

∂x0

φ1(x0) = eAx0

e por (2.16) segue-se que

∂

∂x0

φ1(x0) =

[
∂/∂y0(y(1, y0, z0))
∂/∂z0(z(1, y0, z0))

]
E como

eAx0 =

[
eP 0
0 eQ

] [
y0

z0

]
=

[
ePy0

eQz0

]
,

tem-se portanto que
∂

∂y0

y(1, y0, z0) = ePy0

e
∂

∂z0
z(1, y0, z0) = eQz0.

Ou seja, DỸ(0, 0) = DZ̃(0, 0) = 0.

Na sequência, como f ∈ C1(E) os �uxos associados a Ỹ e Z̃ são funções continua-

mente diferenciáveis. Logo, Ỹ(y0, z0) e Z̃(y0, z0) também são funções continuamente

diferenciáveis. Assim, admite-se que

‖DỸ (y0, z0)‖ ≤ a e ‖DZ̃(y0, z0)‖ ≤ a

para (y0, z0) no conjunto compacto |y0|2 + |z0|2 ≤ s20. A constante a pode ser tomada tão

pequena quanto a escolha de s0 su�ciente pequeno, desde que satisfaça as desigualdades.
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Considere as funções Y(y0, z0) e Z(y0, z0) dadas por

Y(y0, z0) =

{
Ỹ(y0, z0), se |y0|2 + |z0|2 ≤ (s0/2)2

0, se |y0|2 + |z0|2 ≥ s20

e

Z(y0, z0) =

{
Z̃(y0, z0), se |y0|2 + |z0|2 ≤ (s0/2)2

0, se |y0|2 + |z0|2 ≥ s20
.

Então, pela Desigualdade do Valor Médio segue que

|Y(y0, z0)− Y(0, 0)| ≤ sup
0≤t≤1

{‖DY((0, 0) + t(y0, z0))‖}|(y0, z0)− (0, 0)|.

Como para 0 ≤ t ≤ 1, (0, 0) + t(y0, z0) é um ponto satisfazendo |y0|2 + |z0|2 ≤ s20, tem-se

que

sup
0≤t≤1

{‖DY((0, 0) + t(y0, z0))‖} ≤ a.

Portanto, sendo Y(0, 0) = 0 e |(y0, z0)| =
√
|y0|2 + |z0|2 ≤ (|y0|+ |z0|) segue que

|Y(y0, z0)| ≤ a(|y0|+ |z0|).

Analogamente,

|Z(y0, z0)| ≤ a(|y0|+ |z0|)

para todo (y0, z0) ∈ Rn. Agora, seja B = eP e C = eQ, então considerando a norma em

B e C tem-se que

b =‖B ‖< 1 e c =‖C−1 ‖< 1.

Além disso, de�ne-se d =‖C ‖ .

4. Para x =

[
y
z

]
∈ Rn, de�na as transformações

L(x) = L(y, z) =

[
By
Cz

]
e T (x) = T (y, z) =

[
By + Y(y, z)
Cz + Z(y, z)

]
.

Nota-se que, L(x) = eAx e

T (x) =

[
By + y(1, y, z)− ePy
Cz + y(1, y, z)− eQz

]
=

[
By + y(1, y, z)−By
Cz + y(1, y, z)− Cz

]
=

[
y(1, y, z)
y(1, y, z)

]
= φ1(x).

Ou seja, L(x) é o �uxo do sistema linear (2.2) em t = 1, e T (x) é o �uxo localmente do

sistema não-linear (2.1) em t = 1.

Lema 2.3.1. Existe um homeomor�smo H0 de um conjunto aberto U contendo a origem
em um conjunto aberto V contendo a origem tal que

H0 ◦ T = L ◦H0, [64].
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Demonstração do Lema: Para x ∈ Rn, seja

H0(x) =

[
Φ(y, z)
ψ(y, z)

]
.

Então, H0 ◦ T = L ◦H0 é equivalente ao par de equações

BΦ(y, z) = Φ(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))

(2.17)

Cψ(y, z) = ψ(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z)).

Primeiramente, segue as de�nições das aproximações sucessivas para a segunda equa-

ção

Ψ0(y, z) = z

(2.18)

Ψk+1(y, z) = C−1Ψk(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z)).

Então, segue-se por indução que para k = 0, 1, 2, . . . , Ψk(y, z) são contínuas e satisfazem

Ψk(y, z) = z para |y|+ |z| ≥ 2s0.

De fato, para k = 0 tem-se que Ψ0(y, z) = z que é contínua. Assume-se , como hipótese

de indução que Ψk(y, z) = z e é contínua, tem-se

Ψk+1(y, z) = C−1Ψk(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))

= C−1(Cz + Z(y, z))

= z + C−1Z(y, z) = z

pois Z(y, z) = 0, para |y| + |z| ≥ 2s0. Além disso, Ψk+1(y, z) é contínua, pois C−1 e

Ψk(y, z) são contínuas.

Na sequência, prova-se também por indução que para j = 1, 2, . . .

|Ψj(y, z)−Ψj−1(y, z)| ≤Mrj(|y|+ |z|)δ. (2.19)

Onde r = c[3 max(a, b, d)]δ, com δ ∈ (0, 1) escolhido su�cientemente pequeno para que

r < 1 (o que é possível desde que c < 1), e M = ac(2s0)
1−δ/r.

Assim, para j = 1

|Ψ1(y, z)−Ψ0(y, z)| = |C−1Ψ0(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))− z|

= |C−1(Cz + Z(y, z))− z|

= |C−1Z(y, z)|

≤ ‖C−1 ‖ |Z(y, z)| ≤ Mr(|y|+ |z|)δ.
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De fato, para |y|2 + |z|2 ≥ s20 , tem-se que Z(y, z) = 0 e assim

|Z(y, z)| = 0 =⇒ ‖C−1‖ |Z(y, z)| = 0.

Para |y|2 + |z|2 ≤ s20 , note que |y|+ |z| ≤ 2s0 , logo

‖C−1‖ |Z(y, z)| ≤ ca(|y|+ |z|)

=
ca(|y|+ |z|)1−δ+δ

r
r

=
ca(|y|+ |z|)1−δ

r
r(|y|+ |z|)δ

≤ ca(2s0)
1−δ

r
r(|y|+ |z|)δ = Mr(|y|+ |z|)δ.

Portanto, para j = 1 a desigualdade é satisfeita.

Agora, assuma que a hipótese de indução é válida para j = 1, . . . , k, tem-se

|Ψk+1(y, z)−Ψk(y, z)| = |C−1Ψk(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))−

− C−1Ψk−1(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))|

≤ ‖C−1 ‖ |Ψk(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))−

− Ψk−1(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))|

≤ cMrk[|By + Y(y, z)|+ |Cz + Z(y, z)|]δ

≤ cMrk[b|y|+ |Y(y, z)|+ d|z|+ |Z(y, z)|]δ

≤ cMrk[b|y|+ 2a(|y|+ |z|) + d|z|]δ.

Seja m = max(a, b, d), então

|Ψk+1(y, z)−Ψk(y, z)| ≤ cMrk[m|y|+ 2m(|y|+ |z|) +m|z|]δ

= cMrk[m(|y|+ |z|) + 2m(|y|+ |z|)]δ

= cMrk[3m(|y|+ |z|)]δ

= Mrkc[3 max(a, b, d)]δ(|y|+ |z|)δ

= Mrk+1(|y|+ |z|)δ.

Com isso, segue que Ψk(y, z) é uma sequência de Cauchy de funções contínuas que

convergem uniformemente para a função contínua Ψ(y, z), quando k → ∞. E também,

Ψ(y, z) = z para |y| + |z| ≥ 2s0. Além disso, Ψ(y, z) é a solução da segunda equação em

(2.17), pois

lim
k→∞

Ψk+1(y, z) = lim
k→∞

[C−1Ψk(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))]

= C−1 lim
k→∞

Ψk(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))
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ou seja,

Ψ(y, z) = C−1Ψ(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))

CΨ(y, z) = Ψ(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z)).

Agora, será analisada a primeira equação em (2.17), que pode ser escrita como

B−1Φ(y, z) = Φ(B−1y + Y1(y, z), C−1z + Z1(y, z)) (2.20)

onde as funções Y1 e Z1 são de�nidas pela inversa de T , como segue

T−1(y, z) =

[
B−1y + Y1(y, z)
C−1z + Z1(y, z)

]
.

Então, assim como para segunda equação, de�ne-se as aproximações sucessivas

Φ0(y, z) = y

(2.21)

Φk+1(y, z) = BΨk(B
−1y + Y1(y, z), C−1z + Z1(y, z))

desde que b =‖ B ‖< 1. Analogamente, mostra-se que Φk(y, z) é uma sequência de

Cauchy de funções contínuas, a qual converge uniformemente para a função contínua

Φ(y, z), quando k →∞, onde Φ(y, z) é a solução da equação (2.20).

Portanto, obtém-se a aplicação contínua

H0(x) = H0(y, z) =

[
Φ(y, z)
Ψ(y, z)

]
sendo H0 um homeomor�smo de Rn em Rn, com Φ(y, z) e Ψ(y, z) satisfazendo H0 ◦T =

L ◦H0. O que prova o Lema.

5. Seja H0 o homeomor�smo de�nido anteriormente e sejam Lt e T t famílias de

transformações de�nidas por

Lt(x0) = eAtx0 e T t(x0) = φt(x0).

De�ne-se

H =

∫ 1

0

L−sH0T
sds.
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Então, segue-se usando o Lema 2.3.1 que há uma vizinhança da origem para o qual,

LtH =

∫ 1

0

Lt−sH0T
s−tds T t

=

∫ 1−t

−t
L−sH0T

sds T t

=

[∫ 0

−t
L−sH0T

sds +

∫ 1−t

0

L−sH0T
sds

]
T t

=

∫ 1

0

L−sH0T
sds T t = HT t

Desde que, H0 = L−1(LH0) = L−1H0T , o que implica que∫ 0

−t
L−sH0T

sds =

∫ 0

−t
L−s−1H0T

s+1ds =

∫ 1

1−t
L−sH0T

sds

Assim, HT t = LtH ou equivalentemente

H ◦ φt(x0) = eAtH(x0)

Consequentemente, como H0 é um homeomor�smo, seja H−10 a inversa de H0. Logo,

a inversa de H, denotada por H−1 e de�nida por

H−1 =

∫ 1

0

T−sH−10 Lsds

também é um homeomor�smo, visto que por H−1 ser uma integral de funções contínuas

H−1 é contínua. Com isso completa-se a demonstração.

�

Agora, será mostrado como as aproximações sucessivas de�nidas em (2.18) podem

ser usadas para obter o homeomor�smo H(x) = [Φ(y, z),Ψ(y, z)]T . No exemplo a seguir,

as aproximações sucessivas realmente convergem para um homeomor�smo global, o qual

leva as soluções de (2.1) nas soluções de (2.2), ∀x0 ∈ Rn e ∀t ∈ R.

Exemplo 2.3.2. Considere o sistema, [64]:

ẏ = −y
ż = z + y2.

A solução com y(0) = y0 e z(0) = z0 é dada por

y(t) = y0e
−t

z(t) = z0e
t +

y20
3

(et − e−2t).



Capítulo 2. Noções preliminares 42

Assim, no contexto da demonstração acima, B = eP = e−1, C = eQ = e,

Y(y0, z0) = y(1, y0, z0)− ePy0
= y(1, y0, z0)− e−1y0
= y0e

−1 − e−1y0 = 0

e

Z(y0, z0) = z(1, y0, z0)− eQz0

= z0e+
y20
3

(e− e−2)− ez0

= y20

(
e3 − 1

3e2

)
= y20k

Portanto, resolver

CΨ(y, z) = Ψ(By + Y(y, z), Cz + Z(y, z))

é equivalente a resolver

eΨ(y, z) = Ψ(e−1y, ez + ky2). (2.22)

As aproximações sucessivas de�nidas por (2.18) são dadas por

Ψ0(y, z) = z

Ψ1(y, z) = z + ke−1y2

Ψ2(y, z) = z + ke−1(1 + e−3)y2

Ψ3(y, z) = z + ke−1(1 + e−3 + e−6)y2

...
...

Ψm(y, z) = z + ke−1[1 + e−3 + . . .+ (e−3)m−1]y2

Como

[1 + e−3 + . . .+ (e−3)m−1] =
m−1∑
n=0

(e−3)n =
1

1− e−3

quando m→∞, tem-se

Ψm(y, z) −→ Ψ(y, z) = z +

(
e3 − 1

3e2

)
e−1
(

1

1− e−3

)
y2

= z +
1

3

[
(e3 − 1)e−3

(
1

1− e−3

)]
y2

= z +
1

3

[
(1− e−3)

(
1

1− e−3

)]
y2

= z +
1

3
y2
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uniformemente para (y, z) ∈ R2. A função Ψ(y, z) satisfaz a equação (2.22). Analoga-

mente, a função Φ(y, z) é obtida ao resolver

B−1Φ(y, z) = Φ(B−1y + Y1(y, z), C
−1z + Z1(y, z))

que é equivalente á

e−1Φ(y, z) = Φ(ey + Y1(y, z), e
−1z + Z1(y, z))

onde Y1(y, z) = 0 e Z1(y, z) = 0.

De fato, como

T (y, z) =

[
By + Y(y, z)
Cz + Z(y, z)

]
=

[
e−1y

ez + ky2

]
= φ1(y, z)

e

T−1(y, z) =

[
B−1y + Y1(y, z)
C−1z + Z1(y, z)

]
= φ−1(y, z)

tem-se

Y1(y, z) = ye−B−1y = ye− ey = 0

e

Z1(y, z) =

[
ze−1 +

y20
3

(e−1 − e2)
]
− C−1z

= ze−1 +
y20
3

(e−1 − e2)− e−1z

=
y20
3

(e−1 − e2)

Portanto, Φ(y, z) = y, ∀(y, z) ∈ R2. Assim, o homeomor�smo H0 é dado por

H0(y, z) =

[
y

z + 1
3
y2

]
e

H−10 (y, z) =

[
y

z − 1
3
y2

]
.

Para L(y, z) = eA(y, z)T = (e−1y, ez)T e T (y, z) = φ1(y, z) = (e−1y, ez + ky2)T ,

segue-se que H0 ◦ T = L ◦H0, como no Lema 2.3.1. Então, o homeomor�smo H é dado

por

H =

∫ 1

0

L−sH0T
sds

O próximo passo é mostrar agora que H(y, z) = H0(y, z). Tem-se que L−s =

(esy, e−sz)T . Logo,

H0T
s = H0

[
e−sy

esz + y2

3
(es − e−2s)

]
=

[
e−sy

esz + y2

3
(es − e−2s) + 1

3
e−2sy2

]
=

[
e−s

esz + y2

3
es

]
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Assim,

L−sH0T
s = L−s

[
e−sy

esz + y2

3
es

]
=

[
y

z + y2

3

]
.

Portanto,

H(y, z) =

∫ 1

0

[
y

z + y2

3

]
ds =

[
y

z + y2

3

] ∫ 1

0

ds =

[
y

z + y2

3

]
= H0(y, z)

e

Lt ◦H(y, z) =

[
e−ty

etz + et y
2

3

]
= H ◦ T (y, z)

Ou seja,

eAt.H(y, z) = H(φt(y, z))

O retrato de fase para o sistema não-linear (2.1) e o sistema linear (2.2) desse

exemplo são mostrados na Figura 2.6. Pelo homeomor�smo H−1, o subespaço estável

ES = {(y, z) ∈ R2|z = 0} torna-se a variedade estável W S = {(y, z) ∈ R2|z = −y2/3},
e o subespaço instável EU = {(y, z) ∈ R2|y = 0} torna-se a variedade instável

WU = {(y, z) ∈ R2|y = 0}. As trajetórias z = 1/y do sistema linear tornam-se as

trajetórias z = 1/y − y2/3. Além disso, H preserva a parametrização.

Figura 2.6: Homeomor�smo, [64].
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2.4 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov de�nem a média da razão exponencial com que trajetórias

vizinhas divergem uma da outra. Grosso modo, cada expoente avalia como uma pequena

perturbação na condição inicial cresce com o tempo, distanciando-se da trajetória de

referência. Considere o �uxo de um sistema dinâmico φ(x, t). Deseja-se comparar como

duas trajetórias, por exemplo φ(x1, t) e φ(x2, t), com x1 e x2 vetores de estados iniciais

su�cientemente próximos, divergem à medida que o sistema evolui.

Figura 2.7: Expoentes de Lyapunov, [67].

Seja d0, tal que |x1 − x2| < d0, o diâmetro de uma esfera com uma vizinhança su�ci-

entemente pequena de estados iniciais do sistema dinâmico. Então, pode-se expressar a

sua variação por:

d(t) ≈ d0 exp(λt).

Segue que

λ =
1

t
ln
d(t)

d0
.

Dessa forma, o sinal λ de�ne o comportamento das trajetórias vizinhas. Se λ for nega-

tivo ou nulo, elas não divergem; caso contrário, elas divergem exponencialmente uma da

outra. Assim sendo, o expoente de Lyapunov avalia a dependência sensitiva às condições

iniciais de um sistema, ou a grosso modo o quanto ele é caótico [67].

2.4.1 Cálculo dos expoentes de Lyapunov

Considere a evolução temporal de um sistema não-autônomo n dimensional. Seja uma

esfera de raio inicial δ0 = ||δ(0)|| de estados vizinhos em torno de x0 = x(0). Com o passar
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do tempo ela evolui para um elipsóide com eixos principais δi(t), i = 1, 2, . . . n . Então,

de�ni-se os expoentes de Lyapunov por, [67]:

λi = lim
t→∞

lim
δ0→0

1

t
ln
δi(t)

δ0
, i = 1, . . . , n (2.23)

Em geral, os λi dependem de x0, embora em muitos casos eles sejam constantes em

uma signi�cativa região do espaço de fases [11]. Consequentemente,

δi(t) ≈ δ0(x0) expλit (2.24)

Figura 2.8: Evolução de um elemento de volume esférico de raio δ0 em torno de um ponto
inicial, x0, [67]

Num instante t o elemento de volume no espaço de fase é descrito por:

δV (t) =
n∏
i=1

δi(t) (2.25)

Substituindo (2.24) em (2.25) vem

δV (t) = δV (0) exp(
n∑
i=1

λi(t)) (2.26)

Por conseguinte, identi�ca-se duas situações para as quais o volume no espaço de fases

não diverge, a saber:

(a) quando
∑n

i=1 λi = 0, então δV (t) = δV (0) e o sistema é conservativo, ou;

(b) quando
∑n

i=1 λi < 0, então δV (t) < δV (0) e o sistema é dissipativo.

Uma primeira tentativa para a obtenção do espectro de expoentes de Lyapunov pode

ser intuitivamente construída procedendo ao cálculo numérico das equações de movimento.

Dadas duas condições iniciais su�cientemente próximas, medir-se-ia como as soluções di-

vergiriam com o tempo. Porém, dois problemas se opõem a este procedimento: o primeiro
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ocorre porque trajetórias em um atrator caótico apresentam não somente expansões (ou

contrações) mas também dobras, de modo que a dinâmica permanece con�nada em uma

região �nita do espaço de fases, o que implica uma convergência muito lenta por dema-

siados períodos orbitais; depois, mesmo com a possibilidade de "�ltrar"de alguma forma

somente expansões em alguma direção, o cômputo da diferença entre as soluções tenderia

naturalmente a crescer in�nitamente com o tempo caso o sistema seja caótico.

O primeiro problema foi abordado independentemente por Benettin et al. e Shimada

& Nagashima [11], com a proposta do tratamento simultâneo da evolução da dinâmica no

espaço de fases e no espaço tangente (espaço das equações linearizadas). As equações de

movimento linearizadas fornecem a evolução dos eixos principais de uma esfera (Figura

2.7 ) de�nida por uma base ortonormal centrada em uma trajetória de referência que,

por sua vez, é obtida aplicando-se as equações não-lineares de movimento a uma dada

condição inicial. Na prática, integram-se numericamente as equações de movimento com

uma dada condição inicial x0 e, simultaneamente integram-se as equações linearizadas

para n diferentes condições iniciais que de�nem uma base ortonormal {η1, ..., ηn}.

Procedendo dessa maneira, no entanto, manifesta-se o segundo problema, que deve

ser evitado: uma vez que a divergência de uma trajetória caótica é localmente expo-

nencial o módulo dos vetores ηi cresce muito rapidamente. Além disso, os vetores ηi

tendem a alinharem-se muito rapidamente ao longo da direção com maior taxa de ex-

pansão local, o que causa o colapso angular dos vetores da base. Por isso, um processo

de re-ortonormalização, como o de Gram-Schmidt [67], após um número �nito de passos

de integração, deve estar disponível a �m de contornar tais problemas. Se o interesse

for exclusivamente o cálculo do maior dos expoentes de Lyapunov, pode-se dispensá-lo a

favor tão somente de uma normalização de um único vetor η nessa direção.

Apresenta-se a seguir um �uxograma (Figura 2.10) baseado no algoritmo clássico pro-

posto por Wolf et al . [69] que permite a estimativa do espectro de expoentes de Lyapunov

associado a �uxos e mapas multidimensionais. Primeiro, calcula-se o maior expoente de

Lyapunov positivo (λ1), depois o segundo maior (λ2) e assim sucessivamente. Com res-

peito à escolha da base logarítmica igual a 2, esta refere-se à taxa com que a dinâmica do

sistema cria ou destrói informação em bits. Ou seja, os expoentes são expressos em bits/s

(ou bits/órbita) para um sistema contínuo e em bits/iteração, para um discreto [69].
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Figura 2.9: Algoritmo de Wolf, [69]

2.5 Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

Na teoria dos sistemas de controle , o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz é um

teste matemático que é uma condição necessária e su�ciente para a estabilidade de um

sistema de controle linear e invariante no tempo (LTI). O teste de Routh é um algoritmo

recursivo e�ciente que o matemático inglês Edward John Routh propôs em 1876 para de-

terminar se todas as raízes do polinômio característico de um sistema linear apresentam

partes reais negativas. O matemático alemão Adolf Hurwitz propôs de forma indepen-

dente, em 1895, organizar os coe�cientes do polinômio em uma matriz quadrada, chamada

de matriz de Hurwitz, e mostrou que o polinômio é estável se, e somente se, a sequência

dos determinantes de suas submatrizes principais é positiva. Os dois procedimentos são

equivalentes, com o teste de Routh fornecendo uma maneira mais e�ciente de calcular os

determinantes de Hurwitz do que informá-los diretamente. Um polinômio que satisfaz o

critério de Routh-Hurwitz é chamado de polinômio de Hurwitz [61].

O processo pode ser descrito:

1. Escreve-se a equação característica da seguinte forma:

p(s) = a0s
n + a1s

n−1 + ...+ an−1s+ an

Veja se todos os coe�cientes da equação característica são positivos.

2. Caso a condição anterior seja satisfeita, arranje os coe�cientes do polinômio de

acordo com o seguinte padrão (Arranjo de Routh): O processo de formação das
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Figura 2.10: Aranjo de Routh, [61].

linhas continuará até que se esgotem todos os elementos, ou seja, até que a n−ésima

linha seja completada.

3. Critério de Routh-Hurwitz: o número de raízes com parte real positiva é igual ao

número de mudanças de sinais dos elementos da primeira colunado arranjo.

Para utilizaçãodo critério de Routh-Hurwitz, deve-se considerar alguns casos:

• Caso 1: Caso já discutido, onde não há elementos nulos na primeira coluna do

arranjo.

• Caso 2: Há um valor nulo na primeira coluna, porém alguns elementos dessa linha

são não nulos. Neste caso o zero é substituído por um parâmetro, ε > 0, su�ciente-

mente pequeno.

• Caso 3: Linha com todos os elementos nulos. Essa condição ocorre quando a

equação característica possui fatores do tipo (s + σ)(s − σ) ou (s + jω)(s − jω)

ou duas/quatro raízes reais de igual valor e sinais opostos. O arranjo é continuado

formando-se um polinômio auxiliar, P (s), com os coe�cientes da última linha não

nula e utilizando os coe�cientes da derivada de P (s) na próxima linha.

A ordem do polinômio auxiliar é sempre par e indica o número de raízes simétricas.

• Caso 4: Raízes duplas, triplas, etc. no eixo imaginário. É um caso patológico e o

critério de Routh-Hurwitz não revela este tipo de instabilidade.

Aqui �naliza-se alguns dos principais resultados e conceitos que foram utilizados no

desenvolvimento deste trabalho.



CAPÍTULO 3

MODELAGEM MATEMÁTICA E
ANÁLISE PARA O CASO

ASSIMÉTRICO

Neste capítulo será modelado o movimento bidimensional das pregas vocais com o

objetivo de entender um pouco sobre a dinâmica deste movimento. É claro que serão

aproximadas as condições �siológicas das pregas vocais de forma que facilite a análise,

sem no entanto que haja perda qualitativa. Será trabalhado o modelo biomecânico que

age como uma fonte de som na fonação [36, 37, 38, 39, 40].

3.1 A equação do movimento

A modelagem da vibração das pregas vocais considerando todas as suas peculiaridades,

seria muito problemática, visto que a glote é tridimensional, a parede glotal é deformável

de modo assimétrico, o par de pregas vocais não é constituído por pregas idênticas, pois

pode existir diversas assimetrias, como por exemplo, diferença de altura, largura, rigidez,

etc, ou seja, o trato vocal é realmente complexo. A geometria a se considerar é realmente

difícil e tornaria o modelo confuso e com um número muito grande de parâmetros.

Logo, assume-se que o movimento de cada prega vocal (direita /esquerda) pode ser

de�nido como o movimento de propagação de uma onda na direção do �uxo de ar. Além

disso, será de�nida uma estrutura mais simples, de forma que as não linearidades do

sistema (geometria, viscosidade, colisão abrupta das pregas vocais) não apresentem perdas
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Figura 3.1: Modelo mecânico para o movimento da prega vocal, fonte:autor

signi�cativas nesta análise [57, 39]. Será admitido que todas as propriedades do tecido

esteja concentrada no ponto médio das pregas vocais, ou seja, o modelo considerado é

agrupado. Através de um balanço de forças na direção do movimento [39] as equações

do movimento das pregas direita e esquerda podem ser escritas da seguinte forma [39],

respectivamente (�gura 3.1):

Mrξ̈r + βr(1 + ηrξr
2)ξ̇r +Krξr = Fg (3.1)

Mlξ̈l + βl(1 + ηlξl
2)ξ̇l +Klξl = Fg (3.2)

onde ξr,l são o deslocamento do ponto médio do tecido da glote, Mr,l, βr,l e Kr,l são a

massa, amortecimento linear e rigidez, direita e esquerda, respectivamente, por unidade

média de área da superfície, ηr,l são o coe�ciente não linear de amortecimento e Fg é a

força externa que age na glote e será a pressão média da glote [24] que será indicado por

Pg por ser um termo mais apropriado.

Conforme Figura 3.2 a representação esquemática das pregas vocais, onde L é a largura

da glote, x0 é a semiabertura inicial da glote, e T é o comprimento da glote.

Aqui faz-se toda demonstração para a prega direita, tendo em vista que as mesmas

forças que agem sobre esta prega também agem sobre a prega esquerda. Então considera-

se a equação:

Mrξ̈r +Br(1 + ηrξr
2)ξ̇r +Krξr = Pg. (3.3)

Fazendo-se o uso da teoria de Bernouli para escoamento de �uidos Pg será determinada

através de relações entre a velocidade do ar e a pressão de escoamento em vários pontos

da glote.
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Figura 3.2: Representação esquemática das pregas vocais, [39].

Figura 3.3: Vista geométrica da laringe simpli�cada no sistema de coordenadas cartesianas
(x,y,z) e variáveis aerodinâmicas do canal do �uxo, [54].
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Toma-se os pontos e e s como os pontos na glote (Figura 3.3), respectivamente. Tem-se

então pela equação de Bernoulli que:

Pe +
1

2
ρv2e = Ps +

1

2
ρv2s − Pp (3.4)

onde: Pe , Ps são a pressão nos pontos e e s, respectivamente, e ve , vs são a velocidade

em e e s, respectivamente. Como considera-se que o �uido é incompressível, tem-se que o

valor ρ da massa epecí�ca do �uido será constante. Considera-se aqui que não há perda

de pressão (não há atrito com a parede das pregas), ou seja, Pp = 0. Logo tem-se:

Pe − Ps = −1

2
ρ(v2e − v2s). (3.5)

Para as áreas das seções Ae e As na entrada e saída da glote (Figura 3.4) ,respectiva-

mente, tem-se

ve =
ψ

Ae
, vs =

ψ

As
, (3.6)

para ψ a vazão do �uxo glotal. Logo:

Pe − Ps = −1

2
ρψ2

(
1

Ae
2 −

1

As
2

)
. (3.7)

Agora para as diferenças das pressões nas regiões subglotal e supraglotal o qual será

chamada de Psub e Psupra, respectivamente, tem-se primeiramente para Psub e Ps

Psub +
1

2
ρ

(
ψ2

A2
sub

)
= Ps +

1

2
ρ

(
ψ2

A2
s

)
− Pps (3.8)

onde: Pps é a perda de pressão cinética na saída da glote. Como pode-se considerar a

glote como parte de um tubo, sabe-se que essa perda de pressão é proporcional à energia

cinética na saída da glote, portanto

Pps = k1
1

2
ρ

(
ψ2

A2
s

)
. (3.9)

Segue das equações (3.8) e (3.9) que:

Psub +
1

2
ρ

(
ψ2

A2
sub

)
= Ps +

1

2
ρ

(
ψ2

A2
s

)
− k1

1

2
ρ

(
ψ2

A2
s

)
. (3.10)

Como Asub é su�cientemente grande comparado com As tem-se da equação (3.10) que

Psub − Ps =
1

2
ρ

(
ψ2

A2
s

)
(1− k1). (3.11)
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Figura 3.4: Seção frontal das pregas vocais, adaptado de [55].

Renomeando-se 1−k1 = kc, onde kc é o coe�ciente de perda de pressão cinética na entrada

da glote e

Pks =
1

2
ρ

(
ψ2

A2
s

)
(3.12)

é a pressão dinâmica na saída glotal. Segue das equações (3.11) e (3.13) que:

Psub − Ps = kcPks. (3.13)

De maneira análoga, tem-se para Ps e Psupra

Psupra − Ps =
1

2
ρ

(
ψ2

A2
s

)
(1− k2). (3.14)
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Agora, renomeia-se 1− k2 = ke como o coe�ciente de recuperação da pressão na saída da

glote e então:

Psupra − Ps = kePks. (3.15)

Subtraindo-se as equações (3.13) e (3.15)obtem-se:

Psub − Psupra = (kc − ke)Pks = ktPks (3.16)

seja kt = kc − ke o coe�ciente de pressão transglotal. Agora para um ponto y na glote se

considera-se que a área da seção transversal da glote é retangular têm-se que a pressão

P (y) e Ps deverão satisfazer a equação de Bernoulli, ou seja:

P (y) +
1

2

ρψ2

A(y)2
= Ps +

1

2

ρψ2

A2
s

(3.17)

logo de (3.15) obtem-se

Ps = Psupra − kePks (3.18)

segue de (3.17) que:

P (y) = Psupra − kePks +
1

2

ρψ2

A(y)2

(
1− A2(y)

A2
s

)
(3.19)

reorganizados

P (y) = Psupra + Pks

(
1− A2(y)

A2
s

− ke
)
. (3.20)

Substituindo-se Pks dada pela equação (3.16) na equação anterior tem-se:

P (y) = Psupra +
(Psub − Psupra)

kt

(
1− A2(y)

A2
s

− ke
)
. (3.21)

Agora encontra-se a expressão geral para A(y) através de uma interpolação linear. Antes

observe a �gura 3.4. Como considera-se que a seção transversal da glote é retangular

tem-se que o ponto y encontra-se entre a entrada e a saída da glote,ou seja, entre e e s

logo temos para o comprimeto da glote T .

A(y)− Ae =
As − Ae

T

[
y −

(
−T

2

)]
(3.22)

ou seja,

A(y) =
As − Ae

T
y +

As + Ae
2

(3.23)

A pressão média Pg agindo na superfície do ponto médio é dada por:

Pg =

∫ T
2

−T
2

P (y)dy (3.24)
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que substituindo os valores de P (y) e A(y) dados pela equações (3.21) e (3.23) na equação

(3.24) tem-se:

Pg = Psupra +
(Psub − Psupra)

kt

(
1− As

Ae
− ke

)
. (3.25)

Agora determina-se Ae e As. A Figura 3.5 a seguir mostra um ciclo idealizado da

vibração das pregas vocais no plano coronal. Quando a glote abre-se (abdução), ela tem

forma convergente [39], veja con�guração 1 a 4 da Figura 3.5a seguir. Quando a glote

fecha (adução), as pregas vocais tem forma divergente,con�guração de 5 a 8 da Figura

3.5. Esse é o movimento ondulatório da superfície da mucosa que se deforma propagando

na direção do �uxo de ar [28]. O movimento de abdução e adução caracteriza-se por uma

Figura 3.5: Propagação da onda de mucosa, esquema de um ciclo oscilatório, adaptado
de Hirano [27], [28].

equação de onda unidimensional, com velocidade c2:

∂2x

∂t2
= c2

∂2x

∂z2
(3.26)

onde considera-se que a onda se propaga na direção do �uxo de ar. Pelo método de

d'Alembert [70] sabe-se que a solução pode ser simpli�cada por:

x(z, t) = x
(
t− z

c

)
(3.27)

Por admitir uma estrutura simples da geometria das pregas vocais, �ca mais fácil de-

terminar as áreas ao longo do eixo y na glote à medida que a onda se propaga pela

mucosa. Lembre-se que L é a largura da prega, então uma constante x0 é acrescentada ao

deslocamento x(z, t), logo para um ponto y na glote (veja �gura 3.2 e �gura 3.3) tem-se:

A(z, t) = L(x0(t) + xr((z, t)) + L(x0(t) + xl((z, t)). (3.28)

Para o comprimento T da prega segue que quando z = −T/2 encontra-se em e que

possui área Ae e quando z = T/2 encontra-se em s possui área As. Para o tempo de
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atraso τ que a onda leva para viajar a metade da prega vocal segue que :
xe(t) = xr(t+ τ) + xl(t+ τ)
xs(t) = xr(t− τ) + xl(t− τ)
τ = T

2c
.

(3.29)

Então:

Ae(t) = A(−T/2, t)

= L[x0 + xr(−T/2, t)] + L[x0 + xl(−T/2, t)]

= L[x0 + xr(t+ τ)] + L[x0 + xl(t+ τ)]. (3.30)

De maneira análoga:

As(t) = A(T/2, t)

= L[x0 + xr(T/2, t)] + L[x0 + xl(T/2, t)]

= L[x0 + xr(t− τ)] + L[x0 + xl(t− τ)]. (3.31)

Logo, tem-se �nalmente as expressões para calcular Pg.

3.2 Redução para um sistema de Van der Pol
fortemente acoplado

Dos cálculos feitos na seção anterior desconsidera-se o efeito do carregamento do trato

vocal, ou seja Psupra ≈ 0, o que coincide com a pressão atmosférica. Além disso também

será desconsiderado o termo ke , pois geralmente ke < 0.2 [39]. Logo temos a pressão

média na glote Pg dado pela equação 3.25 é reescrita como:

Pg =
Psub
kt

(
1− As

Ae

)
. (3.32)

Para um tempo de atraso τ su�cientemente pequeno, através a série de Taylor em torno

da origem segue que áreas dadas anteriormente pelas expressões (3.30) e (3.31) são repre-

sentadas agora por:

Ae(t) = L[2x0 + xr(t) + τ ẋr(t) + xl(t) + τ ẋl(t)] (3.33)

As(t) = L[2x0 + xr(t)− τ ẋr(t) + xl(t)− τ ẋl(t)] (3.34)

que sustituídas na equação (3.32) fornece a seguinte expressão para a pressão média na

glote:

Pg =
Psub
kt

2τ(ẋr(t) + ẋl(t))

2x0 + xr(t) + τ ẋr(t) + xl(t) + τ ẋl(t)
. (3.35)
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Para um readaptação de [4] e [25] a expressão acima ainda pode ser aproximada por uma

relação linear

Pg ≈ Psubvchar(ẋr + ẋl), onde vchar =
2τ

ktx0
(3.36)

vchar é chamado de coe�ciente de velocidade característica.

Agora será considerada as variáveis de movimento iniciais ξr,l. Das considerações dada

por (3.36) segue das equações (3.1), (3.2) e (3.35) e para uma assimetria apenas na rigidez,

segue que:

Mξ̈r + β(1 + ηξr
2)ξ̇r +Krξr =

Psτ

ktξ0
(ξ̇r + ξ̇l) (3.37)

Mξ̈l + β(1 + ηξl
2)ξ̇l +Klξl =

Psτ

ktξ0
(ξ̇r + ξ̇l). (3.38)

são equivalentes à:

Mξ̈r + β(1 + ηξr
2)ξ̇r +Krξr = C(ξ̇r + ξ̇l) (3.39)

Mξ̈l + β(1 + ηξl
2)ξ̇l +Klξl = C(ξ̇r + ξ̇l). (3.40)

Soma-se −2Cξ̇r nos dois membros de (3.39) e −2Cξ̇l nos dois membros de (3.40) obtém-se

reagrupando os termos , respectivamente:

Mξ̈r + (β − 2C + βηξr
2)ξ̇r +Krξr = C(ξ̇r + ξ̇l − 2ξ̇r) (3.41)

Mξ̈l + (β − 2C + βηξl
2)ξ̇l +Klξl = C(ξ̇r + ξ̇l + 2ξ̇l) (3.42)

que simpli�cados tornam-se:

Mξ̈r + (β − 2C + βηξr
2)ξ̇r +Krξr = C(ξ̇l − ξ̇r) (3.43)

Mξ̈l + (β − 2C + βηξl
2)ξ̇l +Klξl = C(ξ̇r − ξ̇l). (3.44)

Para B = −β + 2C, segue que:

Mξ̈r − (B − βηξr2)ξ̇r +Krξr = C(ξ̇l − ξ̇r) (3.45)

Mξ̈l − (B − βηξl2)ξ̇l +Klξl = C(ξ̇r − ξ̇l). (3.46)

Considera-se aqui B 6= 0, então:

Mξ̈r −B
(

1− βη

B
ξr

2

)
ξ̇r +Krξr = C(ξ̇l − ξ̇r) (3.47)

Mξ̈l −B
(

1− βη

B
ξl

2

)
ξ̇l +Klξl = C(ξ̇r − ξ̇l). (3.48)
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Dividi-se as duas últimas equações acima porKrM e usa-se queKrM =
√
KrM

√
KrM

tem-se:

ξ̈r
Kr

− B√
KrM

1√
KrM

(
1− βη

B
ξr

2

)
ξ̇r +

ξr
M

=
C

KrM
(ξ̇l − ξ̇r) (3.49)

ξ̈l
M
−− B√

KrM

1√
KrM

(
1− βη

B
ξl

2

)
ξ̇l +

Kl

KrM
ξl =

C

KrM
(ξ̇r − ξ̇l). (3.50)

Agora, seja µ =
B√
KrM

, α =
C√
KrM

e Q =
Kl

Kr

≥ 0. Segue dessas observações e das

equações (3.49) e (3.50) que

ξ̈r
Kr

− µ 1√
KrM

(
1− βη

B
ξr

2

)
ξ̇r +

ξr
M

= α
1√
KrM

(ξ̇l − ξ̇r) (3.51)

ξ̈l
Kr

− µ 1√
KrM

(
1− βη

B
ξl

2

)
ξ̇l +

Q

M
ξl = α

1√
KrM

(ξ̇r − ξ̇l). (3.52)

A �m de simpli�car as equações acima segue que a mudança de variáveis xr,l =

√
βη

B
ξr,l

e o reescalonamento no tempo t′ =

√
M

Kr

t, implica pela regra da cadeia que:

ẋr,l(t
′) =

βη

B

√
M

Kr

ξ̇r,l(t) (3.53)

ẍr,l(t
′) =

βη

B

M

Kr

ξ̇r,l(t). (3.54)

Substitui-se agora as equações (3.53) e (3.54) em (3.51) e (3.52) e obtém-se:

ẍr − µ(1− xr2)ẋr + xr = α(ẋl − ẋr) (3.55)

ẍl − µ(1− xl2)ẋl +Qxl = α(ẋr − ẋl). (3.56)

As (3.55) e (3.56) constituem um sistema acoplado com acoplamento α eQ é um parâmetro

de assimetria. Observa-se que para Q = 1 as equações (3.55) e (3.56) são praticamente

idênticas. Para que µ = 0 temos que B = 0, ou seja Ps =
ktx0β

2τ
que é a pressão limiar de

oscilação. Note que a condição µ ≥ 0 implica que α ≥ µ

2
.

Pode-se reescrever o sistema dado pelas equaçãoes (3.55) e (3.56) acima como um

sistema de van der Pol fortemente acoplado, ou seja na seguinte forma matricial:

Ẍ − µ(I − χ2)Ẋ +X = (1−Q)AX + αBẊ (3.57)

onde:

X =

(
xr
xl

)
, A =

[
0 0
0 1

]
, χ =

[
xr 0
0 xl

]
, B =

[
−1 1
1 −1

]
. (3.58)
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Tabela 3.1: Valores dos parâmetros para a con�guração de um homem adulto,[39]

Pârâmetro Valor
M 0,476 g/cm2

β 50 dyn/cm3

Kr 200000 dyn/cm3

τ 1 ms
kt 1,1
x0 0,1 cm
Ps 800 Pa
η 5000 cm−2

A análise do sistema dado pela equação (3.57) será feita para o parâmetro de assimetria

que satisfaz 0 ≤ Q ≤ 1. Caso Q > 1 tem-se Kl > Kr, então faz-se uma mudança

de variáveis e reescalonamento no tempo e reescreve-se o sistema com um parâmetro

de assimetria equivalente trocando-se a prega direita pela esquerda. De acordo com o

trabalho de Lucero [45] o parâmetro α também pode ser variado (equivale a situações

reais) no intervalo [0 1]. Aqui considera-se os valores médios para um homem adulto de

acordo com [39] e estão explicitados na tabela 3.1. Este valores que produzem µ = 0.3 e

α = 0.23.

3.3 Análise de estabilidade numérica e analítica

Para estudar a estabilidade do sistema dado pelas equações (3.55) e (3.56) reescreve-as

como um sistema quadridimensional de ordem 1. Observe as equações abaixo:

ẋr = x1 (3.59)

ẋ1 = ẍr = µ(1− x2r)ẋr − xr + α(ẋl − ẋr) (3.60)

ẋl = x2 (3.61)

ẋ2 = ẍl = µ(1− x2l )ẋl −Qxl + α(ẋr − ẋl). (3.62)

As soluções constantes do sistema são determinadas pelo sistema homogêneo:

ẋr = 0 (3.63)

ẋ1 = µ(1− x2r)x1 − xr + α(x2 − x1) = 0 (3.64)

ẋl = 0 (3.65)

ẋ2 = µ(1− x2l )x2 −Qxl + α(x1 − x2) = 0. (3.66)
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Essas soluções são chamadas como solução de equilíbrio. Logo a única solução do sistema

acima é dada por Eq = (0 0 0 0)T . O sistema acima é reescrito de forma mais compacta

como segue abaixo.

Ẋ = AX +G(X) (3.67)

onde:

X =


xr
x1
xl
x2

 , A =


0 1 0 0
−1 µ− α 0 α
0 0 0 1
0 α −Q µ− α

 , G(X) =


0

−µx2rx1
0

−µx2l x2

 .

A variável "Ẋ ."aqui indica derivada de X em relação a t.

Observe que G(X) = o(|x|), isto é, G(x)→ 0 quando |x| → 0. Além disso, G(0) = 0,

onde 0 = (0 0 0 0)T = Eq. Logo pela teoria de estabilidade para sistemas lineares

pertubados pode-se estudar o comportamento qualitativo do sistema (3.67) na vizinhança

do ponto Eq basta estudar apenas o comportamento do sistema linear[21], conforme os

consta no capítulo de resultados preliminares. Para determinar a estabilidade do sistema

linear Ẋ = AX deve-se encontrar o polinômio característico associado a matriz A. Para

o caso estudado o polinômio característico é dado por:

det(A− sI) = s4 + 2(α− µ)s3 + [1 +Q+ µ(µ− 2α)]s2 + (α− µ)(1 +Q)s+Q. (3.68)

3.3.1 Estabilidade numérica

Variando-se os parâmetros de acoplamento (α) e assimetria (Q) encontra-se o diagrama

de estabilidade para o único ponto de equilíbrio do sistema que é a origem Eq = (0, 0, 0, 0).

Aqui considera-se o parâmetro Q �xado no intervalo 0 ≤ Q ≤ 1 com uma variação de 0, 05

variando- se α no mesmo intervalo e com as mesmas variações. Para essas considerações

gera-se o seguinte diagrama de estabilidade utilizando o software MATLABR, mostrado

na �gura 3.6, onde cada grá�co é a instabilidade para cada par de raízes:

Neste diagrama os círculos indicam parte real dos pares negativa (estabilidade) e as

estrelas indicam pelo menos uma raiz com parte real positiva (instabilidade) da solução

de equilíbrio.

3.3.2 Estabilidade analítica

Relembre-se que a equação característica associada as equações de movimento das

pregas vocais dado pela equação (3.68) é:

s4 + 2(α− µ)s3 + [1 +Q+ µ(µ− 2α)]s2 + (α− µ)(1 +Q)s+Q
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Figura 3.6: Diagrama de estabilidade para o primeiro e segundo par de raízes

O que interessa saber do polinômio acima é quais as condições para que ele seja instável,

ou seja, quais as condições os seus coe�cientes devem satisfazer para que todas as suas

raízes tenham parte real negativa. Caso isto aconteça tem-se que o ponto de equilíbrio

do sistema é assintoticamente estável. O critério de Routh-Hurwitz [63] fornece condições

necessárias e su�cientes para que um polinômio da forma

p4(s) = a0s
4 + a1s

3 + a2s
2 + a3s+ a4

possua todas das raízes com parte real negativa. Uma condição necessária é que todos

os coe�cientes não mudem de sinal. Então, como a0 > 0, devemos ter an > 0 para

n = 1, 2, 3, 4. Uma condição su�ciente para a estabilidade também é dada pela tabela de

Routh-Hurwitz, onde a primeira coluna não deve mudar de sinal.

Tabela 3.2: Tabela de Routh-Hurwitz

s4 a0 = 1 a2 = [1 +Q+ µ(µ− 2α)] a4 = Q
s3 a1 = 2(α− µ) a3 = (α− µ)(1 +Q) 0

s2 b1 =
−a0a3 + a1a2

a1
b2 = −a0 ∗ 0− a1a4

a1
b3 = 0

s1 c1 =
−a1b2 + a1a3

b1
0 0

s0 d1 =
−b1 ∗ 0 + c1b2

c1
0 0

Das equações da tabela 3.2 segue:

b1 =
−(α− µ)(1 +Q) + 2(α− µ)[1 +Q+ µ(µ− 2α)]

2(α− µ)
(3.69)

c1 =
2(α− µ)Q+ (µ− 2α)(1 +Q)

b1
(3.70)

d1 = b2 = Q. (3.71)
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Das condições necessárias e su�ciente para a estabilidade do polinômio é su�ciente que

a1 > 0; a3 > 0; a3(a1a2 − a0a3)− a4a21 > 0; a4 > 0 (3.72)

que calculadas para o polinômio característico obtém-se:

a1 > 0 ⇒ α− µ > 0 ⇒ a3 > 0 (3.73)

a4 > 0 ⇒ Q > 0 (3.74)

a2 = 1 +Q+ µ(µ− 2α) > 0 (3.75)

Para a3(a1a2 − a0a3)− a4a21 > 0 seguem os cálculos

(α− µ)(1 +Q)/2(α− µ)[1 +Q+ µ(µ− 2α)− (α− µ)(1 +Q)]− 4Q(α− µ)2

= (α− µ)2[2(1 +Q)(1 +Q) + 2µ(µ− 2α)(1 +Q)− (1 +Q)2 − 4Q]

= 2(1 +Q)2 + 2µ(µ− 2α)(1 +Q)− (1 +Q)2 − 4Q

= (1 +Q)2 + 2µ(µ− 2α)(1 +Q)− 4Q

= (1−Q)2 + 2µ(µ− 2α)(1 +Q) (3.76)

Dividi-se (3.76) por 2(1 +Q) e soma-se α2 em ambos lados da inequação:

(1−Q)2

2(1 +Q)
+ µ(µ− 2α) + α2 > α2 (3.77)

Que reescrita se torna:
(1−Q)2

2(1 +Q)
+ (µ− α)2 > α2 (3.78)

que dividida por α2

(1−Q)2

2(1 +Q)α2
+

(
µ− α
α

)2

> 1. (3.79)

Logo a inequação (3.79) também deve ser satisfeita para que o polinômio característico

seja estável. Caso alguma das condições descritas em aqui não sejam satisfeitas perde-se

a estabilidade do polinômio característico. Para que isso ocorra duas situações limite

distintas podem ocorrer:

• Caso 1

α = µ curva c (3.80)

Então na tabela de Routh-Hurwitz tem-se a1 = a3 = 0. Para a1 = ε e substituindo-

se em b1 e para ε→ 0⇒ b1 → 0 Da mesma forma, faz-se b1 = 0 e substitui-se se em

c1 e para ε→ 0⇒ c1 → 0. Com essas observações encontra-se 2 linhas da tabela de

Routh-Hurwitz nulas. Isto implica que dois pares raízes cruzam o eixo imaginário.
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• Caso 2
(1−Q)2

2(1 +Q)α2
+

(
µ− α
α

)2

= 1 curva b (3.81)

Para este caso tem-se que c1 = 0 logo novamente tem-se uma linha nula na tabela

de Routh-Hurwitz, portanto um par de raízes cruzando o eixo imaginário.

3.3.3 Soluções sincronizadas

Aqui será estudado o movimento oscilatório sincronizado das pregas vocais(phase-

locked) direita e esquerda, ou seja sob quais condições irão oscilar com a mesma frequência

e com diferença de fase constante(a melhor das hipóteses é quando a diferença de fase é

zero, ou seja as soluções estão sincronizada em fase). Para este estudo será aplicado um

método de pertubação conhecido como método do balanço harmônico [58]. A idéia deste

método é expressar a solução do sistema de equações na forma de uma combinação linear

de funções periódicas [59], [60]. Este método também é conhecido como método da linea-

rização harmônica [62] e tem a característica de poder tratar não somente não-linearidades

analíticas suaves mas também não-linearidades analíticas abruptas encontradas em muitos

problemas físicos, sendo possível obter soluções aproximadas através do seu uso.

Será assumida a solução de primeira ordem:

xr(t) = Rr cos(ωt− θr) (3.82)

xl(t) = Rl cos(ωt− θl). (3.83)

Logo:

ẋr(t) = −Rrω sin(ωt− θr) (3.84)

ẍr(t) = −Rrω
2 cos(ωt− θr) (3.85)

ẋl(t) = −Rlω sin(ωt− θl) (3.86)

ẍr(t) = −Rlω
2 cos(ωt− θl). (3.87)

Substituídas as expressões de xr, xl e as suas derivadas de primeira e segunda ordem

na equações (3.55), obtém-se:

− ω2Rr cos(ωt− θr)− µ[1−R2
r cos2(ωt− θr)][−ωRr sin(ωt− θr)] +Rr cos(ωt− θr)

= αω[Rl sin(ωt− θl)−Rr sin(ωt− θr)] (3.88)

que é equivalente a:

(−ω2Rr +Rr) cos(ωt− θr) +Rr sin(ωt− θr)[µω − µωR2
r cos2(ωt− θr)]

= αω[Rl sin(ωt− θl)−Rr sin(ωt− θr)]. (3.89)
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Da seguinte igualdade:

sin[(ωt− θr)] cos2(ωt− θr) =
sin[3(ωt− θr)] + sin(ωt− θr)

4
(3.90)

desprezada o harmônico maior, ou seja, omite-se sin[3(ωt − θr)] e substitui-se equação

(3.90) em (3.89)

(−ω2Rr +Rr) cos(ωt− θr) +Rr sin(ωt− θr)
[
µω − R2

rµω

4

]
= αω[Rl sin(ωt− θl)−Rr sin(ωt− θr)]. (3.91)

Expande-se cos(ωt− θr), sin(ωt− θr) e sin(ωt− θl) e obtem-se de (3.91):

cosωt

[
Rr cos θr(−ω2 + 1)−Rr sin θr

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
−Rlαω sin θl

]
= αω[Rr(sinωt cos θr − sin θr cosωt)−Rl(sinωt cos θl − sin θl cosωt)]. (3.92)

Agora, reescreve-se a expressão (3.92) como uma combinação linear de cosωt e sinωt

e tem-se:

cosωt

[
Rr cos θr(−ω2 + 1)−Rr sin θr

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
−Rlαω sin θl

]
+ sinωt

[
Rr sin θr(−ω2 + 1) +Rr cos θr

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
+Rlαω cos θl

]
= 0. (3.93)

Da independência linear das funções "sin"e "cos"segue da última equação que

Rr cos θr(−ω2 + 1)−Rr sin θr

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
−Rlαω sin θl (3.94)

= Rr sin θr(−ω2 + 1) +Rr cos θr

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
+Rlαω cos θl (3.95)

= 0.

Fazendo os mesmos cálculos para a equação da prega esquerda dada pela equação(3.56)

encontra-se:

Rl cos θl(−ω2 +Q)−Rl sin θl

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
−Rlαω sin θr (3.96)

= Rl sin θl(−ω2 +Q) +Rl cos θl

(
µω − R2

l µω

4
− αω

)
−Rrαω cos θr (3.97)

= 0.

Multiplica-se (3.94) por Rl cos θl e (3.95) por Rl sin θl e obtem-se, respectivamente:

RrRl cos θr cos θl(−ω2+1)−RrRl sin θr cos θl

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
−RlRlαω sin θl cos θl = 0

(3.98)
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RrRl sin θr sin θl(−ω2 + 1) +Rr cos θr sin θl

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
+Rlαω cos θl sin θl = 0.

(3.99)

Soma-se as equações (3.98) e (3.99) e obtem-se:

RrRl(−ω2 + 1) cos θl cos θr +

− sin θr sin θl +RrRl(sin θr cos θl − cos θr sin θl)

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
= 0 (3.100)

que é reescrita da sequinte forma:

RrRl cos(θr − θl)(−ω2 + 1)−RrRl sin(θr − θl)
(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
= 0. (3.101)

Ainda faz-se as seguintes multiplicações (3.96) por Rr cos θr e (3.97) por Rr sin θr e obtém-

se:

RrRl cos θr cos θl(−ω2+Q)−RrRl cos θr sin θl

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
−RrRlαω cos θr sin θr = 0

(3.102)

RrRl sin θr sin θl(−ω2+Q)+RrRl sin θr cos θl

(
µω − R2

l µω

4
− αω

)
−RrRlαω cos θr sin θr = 0.

(3.103)

Somadas as equações (3.102) e (3.103) conclui-se que:

RrRl(−ω2 +Q) cos θl cos θr +

+ sin θr sin θl + rrRl(sin θr cos θl − cos θr sin θl)

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
= 0. (3.104)

A expressão acima é simpli�cada e se torna:

RrRl cos(θr − θl)(−ω2 +Q) +RrRl sin(θr − θl)
(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
= 0. (3.105)

Das equações (3.101) e (3.105) segue:

ω2 +Q = −(1− ω2)⇒ ω2 =
1 +Q

2
(3.106)

µω − R2
rµω

4
− αω = µω − R2

l µω

4
− αω ⇒ Rr = Rl. (3.107)

Seja φ = θr − θl o ângulo de fase entre as pregas direita e esquerda e Rl = Rr = R.
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De (3.94) multiplicada por sin θr e (3.95) multiplicada por cos θr obtem-se respectiva-

mente:

R cos θr sin θr(−ω2 + 1)−R sin θr sin θr

(
µω − R2µω

4
− αω

)
−Rαω sin θl sin θr = 0

(3.108)

R sin θr cos θr(−ω2 + 1) +R cos θr cos θr

(
µω − R2µω

4
− αω

)
−Rαω cos θl cos θr = 0

(3.109)

Subtrai-se as duas últimas equações e após uma simpli�cação tem-se o seguinte resultado:

R

[(
µω − R2µω

4
− αω

)
+ αω cosφ

]
= 0. (3.110)

A expressão acima é válida para todo R, em particular para R 6= 0(A solução nula

interessa).Logo deve-se ter[(
µω − R2µω

4
− αω

)
+ αω cosφ

]
= 0 (3.111)

ou equivalentemente

µω

(
1− R2

4

)
= αω(1− cosφ). (3.112)

Sem perda de generalidade, supõe-se que ω 6= 0, ou seja

µ

(
1− R2

4

)
= α(1− cosφ). (3.113)

Multiplica-se (3.94)por cos θr e (3.95) por sin θr então tem-se, respectivamente:

R cos2 θr(−ω2 + 1)− sin θr cos θr

(
µω − R2µω

4
− αω

)
−Rαω sin θr cos θr = 0 (3.114)

R sin2 θr(−ω2 + 1) +Rr cos θr sin θr

(
µω − R2

rµω

4
− αω

)
+Rlαω cos θl sin θr = 0 (3.115)

Somadas e simpli�cas as duas últimas equações

R(−ω2 + 1 + sinφ)αω = 0. (3.116)

Da equação (3.116) e de (3.106)

1−Q
2

+ αω sinφ = 0 (3.117)

logo

sinφ = −1−Q
2ωα

. (3.118)
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Desta análise tem-se o seguinte sistema
ω2 =

1 +Q

2

µ

(
1− R2

4

)
= α(1− cosφ)

sinφ = −1−Q
2ωα

.

(3.119)

Do sistema acima observe que a frequência da oscilação decresce à medida que o parâmetro

de assimetria Q cresce, assumindo seu máximo quando ω = 1. Da terceira equação de

(3.119) tem-se que sinφ ≤ 0 (pois, 0 ≤ Q ≤ 1), então temos que o ângulo de fase

φ ∈ [−π 0], ou seja o lado direito (saudável) sempre precede o lado esquerdo(�ácido). Isto

concorda com os resultados encontrados por Steinecke e Herzel [13]. Observe que dados

valores de φ e Q o sistema acima pode ter nenhuma, uma ou duas soluções. Mudanças

no número de soluções ocorre para:

• φ = −π
2
, uma solução aplica-se (3.118) e obtém-se:

− 1 = −1−Q
2ωα

⇒ 1−Q = 2ωα (3.120)

(1−Q)2 = (2ωα)2 (3.121)
(1−Q)2

2
=

α2

1 +Q
veja o sistema (3.119) para ω (3.122)

Note que a expressão acima só é válida desde que α ≤ µ, além disso, a equação

acima descreve o traço da curva a representada na �gura 3.7

• φ 6= −π
2
, duas soluções.

• R = 0, nehuma solução. Neste caso (3.118) é equivalente à:

cosφ =
α− µ
α

(3.123)

Elevando a equação (3.118) ao quadrado e somando com o quadrado da equação

(3.123) segue:
(1−Q)2

2α2(1 +Q)
+

(
α− µ
α

)2

= 1. (3.124)

Então de acordo com a análise anterior tem-se o seguinte diagrama de bifurcação dado

pela Figura 3.7 a seguir. Sobre a curva b não existe nenhuma solução sincronizada. Para

pontos na região acima da curva b tem-se uma solução. Sobre a curva a existe uma

solução. Entre as curvas a e b tem-se duas soluções. Abaixo da curvas a as soluções

não são sincronizadas. De acordo com a mudança de variável que caracterizou o modelo,
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Figura 3.7: Bifurcação para µ = 0.3, fonte: autor.

segue que abaixo da curva d, dada por α = µ
2
a validade do modelo não é considerada.

Segue das observações da seção anterior que para o diagrama de bifurcação(veja �gura

3.7)abaixo da curva b e acima da curva c as soluções são estáveis. Em todas as outras

regiões as soluções são instáveis.
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3.4 Cenários adotados

Nesta seção serão feitas algumas simulações que exempli�cam várias situações distintas

que acontencem com o movimento das pregas vocais quando os parâmetros Q e α são

variados. Todas as simulações são feitas para as mesmas condições iniciais (xr ẋr xl ẋl) =

(0.1 0 − 0.1 0) que podem ser encontrados de acordo com os dados de um homem adulto

[39].

Para cada con�guração escolhe-se os valores dos parâmetros pertencentes a uma mesma

região dada pela sua caracterização de bifurcação discutida anteriormente. A Figura 3.8

a seguir ilustra essa a�rmação.

Figura 3.8: Distribuição das con�gurações para µ = 0.3, fonte: autor.

A seguir apresenta-se as diversas situações distintas encontradas:
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Con�guração 1-Conforme ilustra a Figura 3.9 a seguir que possue os valores

de parâmetros na mesma região do diagrama de bifurcação dado pela Figura 3.8 ,

estes parâmetos encontram-se todos acima da curva b o comportamento do movimento

das pregas direita e esquerda são similares nesta região para todos valores testados,

sendo assim tem-se que a amplitude do movimento as pregas vocais vai aumentando

até permanecer constante (instabilidade do único ponto de equilíbrio, veja diagrama de

instabilidade na Figura 3.6 permance constante após um certo período. Nota-se que as

pregas vocais direita e esquerda estão praticamente em fase.

Figura 3.9: Con�guração 1, fonte: autor.

Con�guração 2- Nesta segunda situação, ilustrada na �gura 3.10 o movimento

oscilatório vai diminuindo em amplitude até que o movimento �nalmente cessa. Para estes

parâmetros no diagrama de estabilidade (Figura 3.6), que a origem é estável. Observa-

se que estes parâmetros encontram-se na região compreendida entre as curvas c e b, à

esquerda do ponto A conforme Figura 3.8.
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Figura 3.10: Con�guração 2, fonte: autor.

Con�guração 3- Na terceira con�guração, como ilustra a Figura 3.11 a seguir,

pode-se notar que nenhuma relação de fase se evidencia entre as pregas direita e esquerda,

ou seja o movimento não é sincronizado. Após um intervalo grande de tempo as amplitudes

de cada prega começam a decrescer, con�rma-se assim pelo diagrama de estabilidade, que

para os parâmetros escolhidos existe uma estabilidade (�gura 3.6). Aqui fez-se o uso

também de um intervalo de tempo menor para que fosse analisado com mais precisão os

movimentos das pregas vocais direita e esquerda. Note que os parâmetros escolhidos neste

cenário encontram-se entre as curvas c e d e à esquerda do ponto B conforme Figura 3.8.
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Figura 3.11: Con�guração 3, fonte: autor.
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Con�guração 4-Na quarta con�guração toma-se os valores de α e Q entre as

curvas c e d e abaixo da curva a conforme ilustrado na Figura 3.8. Note que para esta

con�guração de acordo com as simulações e a análise de estabilidade (Figura 3.12) as

soluções são instáveis.

Figura 3.12: Con�guração 4, fonte: autor.

Observe que para todos os casos acima, as pregas vocais não se movimentam de forma

simétrica, o que pode causar uma disfonia na voz ou na pior das hipóteses uma afo-

nia(ausência total do som). Veremos no próximo capítulo que para todos esses casos é

possível aplicar um método de controle no intuito de sincronizar este movimento evitando

assim qualquer tipo de anomalia na voz.



3.5 Cálculo do Expoente de Lyapunov

Os valores negativos do expoente de Lyapunov λ caracterizam um comportamento

convergente, periódico ou de ponto �xo, em que as trajetórias da evolucão temporal do

sistema que se iniciaram em estados próximos tendem a se aproximar. Pontos com valores

iguais a zero, indicam mudanças qualitativas de comportamento que são chamados pontos

de bifurcação. Por outro lado, valores positivos para o expoente de Lyapunov indicam a

ocorrência de caos, descrevendo a taxa de afastamento que ocorre com as trajetórias da

evolução temporal desse sistema que se iniciaram de estados próximos.

Quanto mais negativo é o expoente de Lyapunov, mais rápido a série converge para

os valores �nais. Logo o expoente de Lyapunov é um indicador de caos e também mede

a velocidade com que duas órbitas arbitrariamente próximas se afastam ou se aproximam

à medida em que o tempo passa [69].

Neste trabalho, foi utilizado o método de Wolf[69]. Neste método os expoentes de

Lyapunov são obtidos através da comparação entre a trajetória obtida através da solução

da equação diferencial não linear e a trajetória obtida através da solução linearizada da

equação original. Desta forma são feitas aproximações sucessivas e após um tempo de

evolução da solução do sistema, é feito um processo de ortonormalização das soluções

linearizadas.

Aplicou-se o método de Wolf para os mesmos valores de parâmetros simulados na

seção 3.4 através de rotinas elaboradas no software MATLAB.

Na primeira con�guração tem-se para 1(a), 1(c) e 1(d) 3 expoentes positivos e 1 expo-

ente negativo apenas, o que caracteriza que o sistema é altamente caótico(bastaria apenas

um positivo para o caos). Para a con�guração 1(b) tem-se 2 expoentes positivos e 2

expoentes negativos, o que também caracteriza caos.

Na segunda con�guração o sistema não é caótico, pois para as con�gurações

2(a), 2(b), 2(c) e 2(d) todos os expoentes são negativos, o que signi�ca que existe uma

estabilidade no ponto de equilíbrio.

Na terceira con�guração tem-se para 3(a), 3(b), 3(c) e 3(d) 4 expoentes positivos , o

que caracteriza que o sistema é altamente caótico.

Na quarta con�guração também veri�ca-se o comportamento altamente caótico para

as con�gurações 4(a), 4(b), 4(c) e 4(d), visto que todos os expoentes de Lyapunov são

positivos.
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Figura 3.13: Con�guração 1(a),
fonte: autor.

Figura 3.14: Con�guração 1(b),
fonte: autor.

Figura 3.15: Con�guração 1(c),
fonte: autor.

Figura 3.16: Con�guração 1(d),
fonte: autor.

Figura 3.17: Con�guração 2(a),
fonte: autor.

Figura 3.18: Con�guração 2(b),
fonte: autor.

Figura 3.19: Con�guração 2(c),
fonte: autor.

Figura 3.20: Con�guração 2(d),
fonte: autor.
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Figura 3.21: Con�guração 3(a),
fonte: autor.

Figura 3.22: Con�guração 3(b),
fonte: autor.

Figura 3.23: Con�guração 3(c),
fonte: autor.

Figura 3.24: Con�guração 3(d),
fonte: autor.

Figura 3.25: Con�guração 4(a),
fonte: autor.

Figura 3.26: Con�guração 4(b),
fonte: autor.

Figura 3.27: Con�guração 4(c),
fonte: autor.

Figura 3.28: Con�guração 4(d),
fonte: autor.



CAPÍTULO 4

CONTROLE LINEAR ÓTIMO

4.1 Motivação

Para alguns sistemas proveniente de uma formulação física um comportamento em

particular é o mais desejado, em grande parte o que se deseja é uma sincronização. A

sincronização é o processo através do qual os elementos de um sistema dinâmico passam

a exibir um comportamento coletivo. Sistemas naturais como vagalumes piscando, mar-

capassos cardíacos e neurônios disparando apresentam uma predisposição para atuar em

sincronia [48].

O fenômeno de sincronização foi descoberto no século 17 pelo cientista Christiaan

Huygens [50] quando estudava o movimento de dois pêndulos oscilando, os quais esta-

vam pendurados sobre um mesmo suporte de madeira. Huygens, inventor do relógio de

pêndulo, estava observando dois relógios, que ele tinha recentemente construído, o qual

estavam suspensos lado a lado. Ele notou que os dois pêndulos estavam oscilando em

sincronia, onde suas oscilações coincidiam e os pêndulos sempre moviam-se em direções

opostas, suspeitando assim, que os relógios deviam de alguma forma serem in�uenciados

uns pelos outros.

Inicialmente, estudava-se a sincronização em sistemas dinâmicos periódicos, os quais

apresentam um atrator do tipo ciclo limite. Entretando, nas últimas décadas, esse conceito

tem sido ampliado a �m de permitir a compreensão de outros processos do ajuste de

ritmos em sistemas dinâmicos caóticos, processo este que seguiu-se à melhor compreensão

do próprio conceito sobre o que seria o ritmo no contexto de um sistema dinâmico( [15],

[22],[31], [33] e [34]).
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Nem sempre sistemas dinâmicos apresentam um comportamento sincronizado. Mas

alguns mesmo não sincronizando naturalmente podem apresentar movimento sincronizado

quando aplicado algumas técnicas que forçam tal sincronização. Em diversos problemas

de engenharia, ecologia, entre outras áreas, o objetivo é escolher uma lei de controle que

mova um sistema de regime não controlado ou caótico para um ponto �xo de equilíbrio ou

uma órbita periódica ou não periódica(caótica) desejada. Neste sentido, este trabalho visa

a sincronização do movimento das pregas vocais através do controle linear ótimo(LQR),

o qual apresentou resultados satisfatórios em diversos casos analizados([14][13],[19],[20]).

A teoria de Controle Clássico é capaz de lidar com sistemas lineares. Já para resolver

sistemas não lineares faz uso de processos de linearização [30]. Porém existem algumas

limitações, pois na teoria de controle clássico, os controladores apresentam características

operacionais �xas e sistemas reais necessitam de certa capacidade de adaptação em face

às variações dos processos envolvidos.

A maioria dos sistemas reais apresentam características não lineares, com variações de

parâmetros, atrasos de transporte e perturbações diversas. Quando se utiliza métodos de

controle clássicos, percebe- se o desempenho diferente para diversos pontos de operação.

Um sistema de controle é uma interconexão de componentes formando uma con�gu-

ração de sistemas que produzirá uma resposta desejada do sistema. A base para análise

de um sistema é formada pelos fundamentos fornecidos pela teoria dos sistemas lineares,

que supõe uma relação de causa e efeito para os componentes de um sistema. Controle

de um sistema signi�ca como agir sobre um sistema de modo a obter um resultado arbi-

trariamente especi�cado.

4.2 Breve histórico

Sobre o surgimento da teoria matemática de controle:

G.B.Airy (1840): O primeiro a discutir instabilidade em um sistema de controle com

realimentação e analisar tais sistemas através de equações diferenciais.

J.C.Maxwell (1868): O primeiro estudo sistemático da estabilidade de um sistema de

controle com realimentação.

E.J.Routh (1877): De�niu critérios de estabilidade para sistema lineares.

A.M.Lyapunov (1892): De�niu critérios de estabilidade para equações diferenciais

lineares e não-lineares. Os resultados só foram introduzidos na teoria de controle em
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1958.

Sobre o surgimento dos métodos clássicos de controle:

H.Nyquist (1932): Desenvolveu um procedimento simples para determinar estabilidade

a partir de uma representação grá�ca da resposta em frequência.

H.W.Bode (1945): Método de Resposta em Frequência.

W.R.Evans (1948): Método do Local das Raízes.

Sobre o desenvolvimento dos métodos modernos de controle:

1950s: Projeto de sistemas ótimos em algum sentido.

1960s: Computadores digitais ajudaram na análise no domínio do tempo de siste-

mas complexos, a teoria de controle moderno se desenvolveu para re�etir o aumento da

complexidade dos novos sistemas.

1960s 1980s: Controle ótimo para sistemas determinísticos e estocásticos; controle

adaptativo e inteligente.

1980s hoje: Controle robusto, controle H-inf (Hardy In�nity).

1997: Sojourner (primeiro veículo autônomo da história-missão Mars Path�nder).

4.3 Estado da Arte

Para a a aplicação de métodos de controle de movimentos nos fenômenos de transfe-

rência de energia em um ideal não-linear e sistemas de vibração essenciais não essenciais,

acoplados a um (MR) amortecedor magneto-reológico Tusset, Balthazar e Chavarette

aplicaram o projeto de controle linear ótimo (LQR) e obtiveram uma solução periódica

assintóticamente estável para um sistema não-ideal [51].

Chavarette [52] utilizou um modelo matemático baseado na equação de Du�ng para

modelar uma estrutura de suporte para uma máquina rotativa não equilibrada com po-

tência limitada (motor não ideal). As simulações numéricas foram realizadas para um

parâmetro de controle de�nido (dependendo da tensão do motor, isto é, na característica

estática e dinâmica do motor). A interação da excitação não ideal com a estrutura pode

levar à ocorrência de fenômenos interessantes durante a passagem direta através dos vários

estados de ressonância do sistema. O comportamento caótico foi obtido para os valores

dos parâmetros. Então Chavarette propôs uma estratégia de controle que foi aplicada

para regular o comportamento caótico a �m de obter uma órbita periódica e diminuir sua
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amplitude. O método utilizado por Chavarette foi o controle linear ótimo(LQR). Este mé-

todo tem sido bastante utilizado na teoria de controle por apresentar resultados bastante

satisfatórios e ser de fácil aplicação e não exigir um custo computacional alto. O objetivo

deste trabalho foi dar sugestões e recomendações aos designers e engenheiros sobre como

gerir esse tipo de sistema através da ressonância.

Chavarette [53] estudou o comportamento de uma estrutura vulnerável a vibrações

excessivas causadas por uma fonte de energia não ideal. A dinâmica não-linear e não

ideal no sistema foi demonstrada com um comportamento caótico. Foi utilizado uma

técnica de Controle de Equação Riccati Dependente do Estado (SDRE) para regular o

comportamento caótico, a �m de obter uma órbita periódica pequena e diminuir sua

amplitude. Os resultados da simulação mostraram que a identi�cação pelo controle da

equação Riccati dependente do estado foi muito e�caz.

4.4 Descrição por Variáveis de Estado

É aplicável a sistemas de múltiplas entradas e múltiplas saídas, que podem ser lineares

ou não-lineares, invariantes ou variantes no tempo e com condições iniciais não-nulas. O

estado de um sistema no instante t0 é a quantidade de informação em t0 que, junto com a

entrada u(t) em t ≥ t0, determina univocamente o comportamento do sistema para todo

t ≥ t0.

X =


x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

 , (4.1)

onde X(t) é o vetor de estado e xi, i = 1, ..., n é a variável de estado.

U =


u1(t)
u2(t)
...

up(t)

 , (4.2)

onde U(t) é o vetor de entrada e ui, i = 1, ..., p é a i ésima entrada.

Y =


y1(t)
y2(t)
...

yq(t)

 , (4.3)

onde Y (t) é o vetor de saídas e yi, i = 1, ..., q é a i ésima saída.
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Para matrizes An×n, Bn×p, Cq×n eDq×p tem-se na representação por variáveis de estado:

Ẋ(t) = AX(t) +BU(t), Equação de Estado (dinâmica do sistema) (4.4)

Y (t) = CX(t) +DU(t), Equação de Saída (observação do sistema) (4.5)

4.5 Controlabilidade e Observabilidade

De�nição 1: O sistema de�nido da forma de estados é controlável se, quaisquer que

sejam x(0) e x(T ), existe u(t) 0 ≤ t ≤ T que transfere o estado x(0) para o estado x(T )

em um tempo �nito, [30].

Teorema: O sistema de�nido na forma de estados é controlável se, e so-

mente se o posto da matriz de controlabilidade Un×np associada é igual a n. Onde

U = [B AB A2B ... An−1B], [30].

OBS: Uma matriz R é dita possuir posto (rank), ρ(R), igual a m, se existir uma

submatriz Mm×m de modo que o determinante de M é não nulo e o determinante de

todas as submatrizes r × r (onde r > m) de R é zero, [30].

De�nição: O sistema de�nido da forma de estados é observável se para todo x(0),

o conhecimento da entrada u(t) e da saída y(t) em um tempo �nito é su�ciente para

determinar x(0), [30].

Teorema O sistema de�nido da forma de estados é observável se, e somente se o posto

da matriz de observabilidade Vnq×n associada é igual a n. Onde V = [C CA CA2 ...CAn−1],

[30].

4.6 Sistemas de Controle em Malha Aberta e em
Malha Fechada

De�nição: Um Sistema de Controle em Malha Aberta (SCMA) utiliza um contro-

lador conectado em série com o processo a ser controlado, de modo que a entrada do

processo deve ser tal que sua saída se comportará como desejado (conforme �gura a

seguir). A característica importante é que a ação de controle independe da saída, [30].
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Observe-se que um sistema de controle deste tipo fornecerá a saída desejada se não

Figura 4.1: Esquematização de Sistema de Controle em malha aberta, fonte: autor.

ocorrerem perturbações externas que alterem o valor da saída ou alterações paramétricas

internas do sistema. Se alguma destas ocorrer, a saída muda, mas a ação de controle

continua exatamente a mesma.

De�nição: Um Sistema de Controle em Malha Fechada (SCMF) utiliza uma medida

adicional da saída (resposta) real a �m de compará-la com a resposta desejada do sistema,

[30] (Veja �gura 4.2). O interesse maior desse trabalho é no SCMF. Em engenharia

Figura 4.2: Esquematização de Sistema de Controle em malha fechada, [30].

esquematiza-se um sistema de controle da seguinte forma (conforme �gura 4.3 ).

Dentre os diversos métodos de controle existentes neste trabalho será aplicado o mé-

todo de controle ótimo (LQR) por ser um método que apresentou resultados satisfatórios

no modelo de estudo desta tese e por ser de mais fácil implementação que outros métodos

de controle.

4.7 Controle Ótimo via Regulador Quadrático
Linear(LQR)

O projeto de um controlador geralmente consiste em determinar uma lei de con-

trole que faça o sistema atender certas especi�cações de desempenho. No caso dos sistemas

de controle ótimo, a lei de controle é encontrada através da minimização de um funcional
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Figura 4.3: Aplicação de um método de controle, [30].

de custo (ou índice de desempenho) J = F (~x, ~u, t). A lei de controle deve ser tal que

garanta a estabilidade do sistema e, minimize os esforços dos sistemas responsáveis por

manter esta estabilidade. Em atendimento a estes dois requisitos pode ser utilizado o

Regulador Quadrático Linear (LQR), [30].

Em diversos problemas da engenharia, física, economia, ecologia, etc., o objetivo é esco-

lher a lei U de controle que mova o sistema do regime perturbado a um ponto �xo de

equilíbrio ou uma órbita periódica ou não periódica desejada. Para as pregas vocais é

interessante observar que em todas as situações simuladas, mesmo para o caso onde o

caos existe pode-se encontrar um controle de forma que o sistema exiba soluções sincroni-

zadas, acarretando assim no bom funcionamento das pregas vocais produzindo assim uma

vibração síncrona acarretando na producação do som.

4.7.1 Formulação do controle linear

Considere o sistema controlado não linear da seguinte forma ([49])

ẋ = A(τ)x+ g(x) + U, (4.6)

onde U ∈ Rn é o vetor de controle. Seja o vetor x̃ de�nido como o caminho desejado, e

U composto por duas partes

U = ũ+ u, (4.7)
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Onde ũ é o controle de retroalimentação dado por

ũ = ˙̃x− A(τ)x̃− g(x̃), (4.8)

e u é a resposta linear que pode ser reescrita como

u = Bx (4.9)

onde B ∈ Rn×m é uma matriz constante.

De�ne-se:

y = x− x̃ (4.10)

Considerando o caminho desejado, e as equações (4.8) e (4.9) obtém-se através de uma

derivação:

ẏ = A(τ)y + g(x)− g(x̃). (4.11)

Considerando

g(x)− g(x̃) = G(x, x̃)(x− x̃), (4.12)

o sistema (4.11) pode ser escrito como

ẏ = A(τ)y +G(x, x̃)y +Bu, (4.13)

De acordo com Bryson [71] existe uma matriz Q(τ) simétrica, positiva de�nida e R(τ)

positiva de�nida, tal que a matriz:

Q̃ = Q(τ)y −GT (x, x̃)P (τ)− P (τ)G(x, x̃), (4.14)

é positiva de�nida. Então o controle linear com retroalimentação

u = −R−1(τ)BTP (τ)y = −K(τ)y, (4.15)

é ótimo e transfere o sistema (4.13) do estado inicial para o estado �nal:

y(τf ) = 0, (4.16)

minimizando o funcional

J̃ =

∫ ∞
0

(yT Q̃+ uTRu)dt, (4.17)

onde a matriz real simétrica P (τ)é calculada resolvendo a equação de Ricatti

Ṗ + PA+ ATP − PBR−1BTP +Q = 0, (4.18)

que satisfaz a condição �nal

Ṗ (τf ) = 0. (4.19)

O caso em que τf → ∞ e as matrizes A,B,Q e e R são matrizes com componentes

constantes, a matrix P é obtida da solução da equação de Ricatti

PA+ ATP − PBR−1BTP +Q = 0. (4.20)

A seguir a Figura 4.4 representa o �uxograma de execução do método LQR.
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Figura 4.4: Fluxograma de síntese do Controle Linear Ótimo, Chavarette [9] .

4.7.2 Controle Linear Ótimo aplicado ao Modelo

Diante dos resultados apresentados, ou seja, para as con�gurações 1, 3 e 4, onde

existe o caos, a vibração não se faz de maneira sincronizada, acarretando na produção de

um som com muito ruído ou na pior das hipóteses a sua ausência total, faz-se então neces-

sário, a implementação de algum método para corrigir esse comportamento, ou anomalia,

para tanto propõe-se o projeto de controle linear ótimo que será abordado na próxima

seção.

Para o caso em que não existe o caos (mesmo sem sincronização), na segunda con-

�guração, também aplica-se o método, a �m de explorar o fato de que pode-se fazer com

que as pregas vocais vibrem em uma frequência desejada, melhorando assim a qualidade

do som emitido: tem-se para alta freqüência os sons agudos e para baixa frequência os
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sons graves. Neste caso também é importante o controle das vibrações, portanto aplica-se

o método de controle.

Nesta seção, aplica-se o controle linear ótimo com o objetivo de se obter uma

solução periódica estável para o sistema, onde o movimento sincronizado representa um

bom funcionamento das pregas vocais, sendo que esse movimento tem início e após algum

tempo pequeno sincroniza-se a �m de aproveitar o máximo possvel a força proveniente

da pressão devido à saida de ar dos pulmões.

De acordo com a equação (3.67) tem-se:

A =


0 1 0 0
−1 µ− α 0 α
0 0 0 1
0 α −Q µ− α

 . (4.21)

Para que as pregas vocais se movimentem de forma oscilatória, simétrica, harmônica,

ou seja, de forma síncrona, pode-se escolhar a seguinte trajetória:

x̃ =


x̃1
x̃2
x̃3
x̃4

 =


2 sin(π

2
t)

2 sin(π
2
t)

2 sin(π
2
t)

2 sin(π
2
t)

 , (4.22)

B =


0
1
1
1

 ,
onde B é uma matriz positiva de�nida �xada escolhida arbitrariamente,

Q =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = I4,

onde Q é uma matriz de�nida semi-positiva.

R = [1].

A matriz Q e o fator escalar R ponderam os efeitos da minimização sobre os estados e a

entrada, respectivamente.
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4.7.3 Resultados para Con�guração 1

Aqui será aplicado o método LQR para a con�guração 1. Observa-se que o comporta-

mento dos grá�cos para esses valores de parâmetros é similar pois encontram-se na mesma

região do diagrama de bifurcação.

Aplicando-se o método de controle para os parâmetros de 1a que são dados por

α = 0.2 e Q = 0.9 encontra-se que a controlabilidade é 0.2527, mostrando que o sistema

é controlável. Para a matriz de ganhos tem-se K = [1.3816 0.7290 0.8235 1.0209].

Para os parâmetros da con�guração 1b dados por α = 0.7 e Q = 0.7 tem-se que

a controlabilidade é 2.0407, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [0.7436 0.7295 1.0100 0.7754].

Para os parâmetros da con�guração 1c dados por α = 0.9 e Q = 0.5 tem-se que

a controlabilidade é 2.6423, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [0.6811 0.7376 1.0107 0.8023].

Para os parâmetros da con�guração 1d dados por α = 0.5 e Q = 0.4 tem-se que

a controlabilidade é 1.3160, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [0.7709 0.7714 0.9476 0.8742].

Através das �guras 4.5 à 4.8 nota-se que rapidamente as pregas vocais alcançam a

sincronização. Logo o movimento que antes mostrava-se quase sincronizado, torna-se sin-

cronizado em fase. Observa-se que o movimento e o tempo de sincronização é praticamente

o mesmo para os valores de parâmetros que pertencem a esta con�guração e que estão na

mesma região do diagrama de bifurcação.
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Figura 4.5: Histórico no tempo para a con�guração 1(a), fonte: autor
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Figura 4.6: Histórico no tempo para a con�guração 1(b), fonte: autor



Capítulo 4. Controle Linear Ótimo 91

Figura 4.7: Histórico no tempo para a con�guração 1(c), fonte: autor
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Figura 4.8: Histórico no tempo para a con�guração 1(d), fonte: autor
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4.7.4 Resultados para Con�guração 2

Aqui aplica-se o método LQR para os parâmetros da con�guração 2.

Aplicando-se o método de controle para os parâmetros de 2a que são dados por

α = 0.6 e Q = 0.1 encontra-se que a controlabilidade é 1.3896, mostrando que o sistema

é controlável. Para a matriz de ganhos tem-se K = [0.6835 0.7644 0.9800 0.9310].

Para os parâmetros da con�guração 2b dados por α = 0.4 e Q = 0.2 tem-se que

a controlabilidade é 1.1302, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [0.8532 0.7477 0.9450 0.9989].

Para os parâmetros da con�guração 2c dados por α = 0.4 e Q = 0.1 tem-se que

a controlabilidade é 1.1252, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [0.8559 0.7288 0.9669 1.0429].

Para os parâmetros da con�guração 2d dados por α = 0.5 e Q = 0.5 tem-se que

a controlabilidade é 1.3062, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [0.7803 0.7691 0.9523 0.8454].

Observa-se que para esta con�guração que antes era estável, ou seja, cessava seu mo-

vimento rapidamente, o que poderia interferir na qualidade do som, agora as pregas vo-

cais direita e esquerda rapidamente movimentam em sincronia, e permanecem assim por

quanto tempo for necessário, acarretando assim um movimento perfeito entre as pregas

vocais.
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Figura 4.9: Histórico no tempo para a con�guração 2(a), fonte: autor
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Figura 4.10: Histórico no tempo para a con�guração 2(b), fonte: autor
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Figura 4.11: Histórico no tempo para a con�guração 2(c), fonte: autor
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Figura 4.12: Histórico no tempo para a con�guração 2(d), fonte: autor



Capítulo 4. Controle Linear Ótimo 98

4.7.5 Resultados para Con�guração 3

- Tem-se, a seguir, o controle LQR aplicado à terceira con�guração.

Aplica-se o método de controle para os parâmetros de 3a que são dados por α = 0.3

e Q = 0.3 encontra-se que a controlabilidade é 0.9379, mostrando que o sistema é

controlável. Para a matriz de ganhos tem-se K = [1.0176 0.7270 0.9114 1.0624].

Para os parâmetros da con�guração 3b dados por α = 0.3 e Q = 0.4 tem-se que

a controlabilidade é 0.8827, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [1.0118 0.7416 0.9047 1.0136].

Para os parâmetros da con�guração 3c dados por α = 0.3 e Q = 0.2 tem-se que

a controlabilidade é 0.9778, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [1.0256 0.7053 0.9280 1.1150].

Para os parâmetros da con�guração 3d dados por α = 0.3 e Q = 0.1 tem-se que

a controlabilidade é 0.9995, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [1.0363 0.6753 0.9570 1.1714].

Para esta con�guração também consegue-se a sincronização. Para este sistema que

antes era caótico, oscilava em pequena amplitude, onde a prega esquerda movia-se desor-

denadamente, agora tem-se um movimento sincronizado, entre as pregas.
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Figura 4.13: Histórico no tempo para a con�guração 3(a), fonte: autor
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Figura 4.14: Histórico no tempo para a con�guração 3(b), fonte: autor
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Figura 4.15: Histórico no tempo para a con�guração 3(c, fonte: autor)
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Figura 4.16: Histórico no tempo para a con�guração 3(d), fonte: autor



Capítulo 4. Controle Linear Ótimo 103

4.7.6 Resultados paraCon�guração 4

Agora a seguir tem-se o controle LQR aplicado à quarta e última con�guração.

Aplica-se o método de controle para os parâmetros de 4a que são dados por α = 0.2

e Q = 0.1 encontra-se que a controlabilidade é 0.8780, mostrando que o sistema é

controlável. Para a matriz de ganhos tem-se K = [1.3405 0.5539 0.9429 1.4126].

Para os parâmetros da con�guração 4b dados por α = 0.25 e Q = 0.3 tem-se que

a controlabilidade é 0.8538, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [1.1490 0.6898 0.8967 1.1531].

Para os parâmetros da con�guração 4c dados por α = 0.28 e Q = 0.4 tem-se que

a controlabilidade é 0.8442, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [1.0588 0.7307 0.8982 1.0438].

Para os parâmetros da con�guração 4d dados por α = 0.2 e Q = 0.5 tem-se que

a controlabilidade é 0.6140, mostrando que o sistema é controlável. Para a matriz de

ganhos tem-se K = [1.3395 0.6611 0.8558 1.1872].

Para esta con�guração também consegue-se a sincronização. Para este sistema que an-

tes era caótico, agora tem-se um movimento sincronizado. As pregas que antes não apre-

sentavam comportamento padronizado, rapidamente entram em sincronia, movimentando-

se harmonicamente.
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Figura 4.17: Histórico no tempo para a con�guração 4(a), fonte: autor
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Figura 4.18: Histórico no tempo para a con�guração 4(b), fonte: autor
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Figura 4.19: Histórico no tempo para a con�guração 4(c), fonte: autor
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Figura 4.20: Histórico no tempo para a con�guração 4(d), fonte: autor



CONCLUSÃO

Através das simulações mostradas no capítulo anterior tem-se que para todas as

con�gurações apresentadas o método de controle linear ótimo foi e�caz, o que implica que

para todos os valores de parâmetros testados foi alcançado o bom funcionamento do sis-

tema que representa o movimento das pregas vocais, tornando possível a produção de voz.

Neste trabalho foi proposto de forma inédita a utilização do projeto de controle

linear ótimo como forma de sincronizar o movimento das pregas vocais assimétricas.

As simulações mostraram que o sistema com o projeto do controle linear ótimo

foi robusto e e�ciente no controle do movimento das pregas vocais que possuem uma

diferença em sua rigidez. Sendo assim, um movimento periódico em fase foi produzido

com o objetivo de alcançar o bom funcionamento das pregas vocais, possibilitando assim a

produção do som mesmo em pregas doentes(Uma rígida-saudável e outra �ácida-doente)

como no caso da disfonia �ácida.

É importante salientar que pode-se controlar o efeito de vozes com disfonia através do

caminho escolhido, lembrando que escolhendo-se o caminho com baixas frequências chega-

se nos tons mais graves e para frequências maiores encontram-se os tons mais agudos. Logo

pode-se assim também além da produção do som garantir uma melhor qualidade vocal

do mesmo, o que poderia evitar outros métodos de correções da voz mais agressivos como

injeção de colágeno ou redução das pregas vocais.

Além disso com o método de controle aqui usado também pode-se resolver o problema

de afonia (incapacidade de produção do som) causado pelo mal funcionamento devido à
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assimetria da rigidez para todos os valores simulados.

Em todas as regiões consideradas, vários outros valores foram simulados e apresenta-

ram resultados satisfatórios. Entretanto não foi exposto neste trabalho para não tornar a

leitura cansativa, pois os resultados encontrados são análogos aos que já foram analisados.

Como trabalho futuro pode-se propor outros métodos de controle no intuito de sin-

cronizar de maneira mais rápida com o propósito de ganhar ainda mais tempo a�m de

se conseguir por mais tempo o movimento sincronizado visto que a vibração das pregas

vocais depende do ar proveniente dos pulmões que rapidamente cessa. Tem-se em vista

o método das Equações de Riccati Dependentes do Estado (SDRE) que frequentemente

apresenta resultados que convergem mais rapidamente que o método LQR em vários exem-

plos testados na literatura. Nesse sentido será o próximo passo desta pesquisa que ainda

pode-se muito ser melhorada.
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