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RESUMO

A voz é a principal ferramenta de comunicacao da espécie humana e a maioria das
pessoas dependem dela direta ou indiretamente em sua profissao. Sua producao deve-se ao
funcionamento harmoénico de sistemas fisiologicos distintos, resumidamente é o resultado
da iteracao do fluxo de ar vindo dos pulmoes, dos tecidos deformaveis das pregas vocais

e da onda de pressao acustica.

Este trabalho inicialmente mostrara o estudo do comportamento assimétrico das pregas
vocais causado por uma diferenca entre a rigidez das pregas direita e esquerda. Para isso
seré utilizado uma modelagem que caracterizou-se como sistema de Van der Pol fortemente

acoplado.

O objetivo principal deste trabalho é estudar a dindmica do movimento de pregas
vocais com rigidez assimétrica e sincronizar este movimento através do método de controle
linear 6timo, mostrando o seu funcionamento com valores distintos da rigidez para cada
caso. Assim, o projeto de controle se mostra eficiente produzindo um bom funcionamento
das pregas vocais, possibilitando a producao do som mesmo em pregas vocais doentes

(assimétricas).

Palavras-chave: Controlador, LQR, pregas vocais, assimetria.
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ABSTRACT

The Voice is the main means of communication of human beings, and most people depend
directly or indirectly on it in their professions. Its emission is due to the harmonious
operation of different physiological systems; in sum, it results from the interaction of
air coming from the lungs, the deformable tissues of the vocal folds, and an acoustic
pressure wave. Initially, this work shall present the asymmetric behavior of the vocal
folds caused by a difference between the stiffness value of the right and left folds. To do
so, a mathematical model characterized as a strongly coupled Van der Pol system was
used. The main objective of this work is to study the dynamics of the movement of vocal
folds with asymmetric stiffness and synchronize this movement through the optimal linear
control method, showing their operation with different values of stiffness for each case.
Therefore, the control design has proven to be efficient, generating a good operation for
the vocal folds and rendering possible the emission of sound even in diseased (asymmetric)

vocal folds.

Palavras-chave: Controller, LQR, vocal folds, asymmetry.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A fonacao

A fala humana é um fenomeno complexo originado pela vibragdo das pregas vocais.
Este fenomeno é causado pela passagem do fluxo de ar vindo pelos pulmdes nas camadas
da mucosa das pregas que vibram modulando o fluxo, resultando em uma onda de pressao

acustica [40].

O processo de fonacao deve-se a interagao entre sistemas fisiologicos distintos cujos
mecanismos atuam harmonicamente entre si produzindo o fendémeno de emissao vocal.
De maneira resumida, o processo inicia-se com a corrente de ar proveniente dos pulmoes
que, ao trafegar através da laringe, excita as pregas vocais gerando um movimento de
vibragao coordenado. Esses movimentos produzem um sinal chamado pulso glotal, que
determinara a frequéncia fundamental da voz, além de caracteristicas primarias como a
riqueza de harmonicos, sendo por isso considerado de grande importancia no processo de
elaboracao da fala e nos estudos a seu respeito. Apoéds a producao do pulso nas pregas
vocais, o sinal é direcionado ao trato vocal e sucessivamente para a boca e cavidades nasais,
onde sofrerd novas alteracoes espectrais resultando, por fim, no que chamamos de voz.
Desse modo, é possivel observar que o funcionamento das pregas vocais esta diretamente
ligado & qualidade vocal, de tal forma que, uma vez alterando o padrao de vibragao, altera-
se também a frequéncia fundamental, bem como os harmonicos e consequentemente todo
processo fonatorio. Assim, a compreensao das caracteristicas e do funcionamento das

pregas vocais tornou-se essencial para os campos da medicina e fonoaudiologia [3].
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Fisiologia

O aparelho fonador é constituido pelos pulmées, laringe, faringe, boca e cavidade nasal.
A laringe possui uma altura média de 5 4 6 cm em adultos. Sua anatomia esta dividida
em [27]:

e Regiao subglotal-porcao mais inferior da laringe, estende-se da borda inferior das

pregas vocais até o inicio da laringe;
e Regiao glotal ou glote- espaco vazio entre as pregas vocais;

e Regiao supraglotal-regiao do bordo superior das pregas vocais até o fim da laringe.

As pregas vocais possuem comprimento de 5 & 17 mm. E possivel destacar o papel
das pregas no processo da fonacao como uma estrutura essencial. Elas possuem uma
anatomia que permite as camadas da mucosa vibrar livremente sobre uma estrutura mais
rigida das camadas inferiores. Conforme a Figura 1.1, a prega vocal pode ser dividida
em trés niveis: Mucosa, ligamento e musculo vocal. A mucosa tem como principal funcao
no processo fonatorio: a vibracao, e pode ser subdividida em epitélio escamoso e lamina
propria superior, com textura gelatinosa, estas movem-se livremente sobre as estruturas
inferiores. Abaixo da lamina propria superior tem-se outras duas camadas de laminas que
formam o ligamento vocal. As trés camadas de laminas sao distintas no sentido de que a
medida que se aproximam do misculo vocal (camada mais rigida das pregas vocais) vao

se tornando mais rigidas |27|.

Epitélioc Escamoso

Membrana Basal \
] e e ———

e e —— Cobertura
Lamina Propria Superficial
(Espago de Reinke)

Corpo

Lamina Propria
Ligamento Intermediaria
Vocal

Lamina Prépria
Profunda

Musculo Vocal

Figura 1.1: Esquema de camadas da prega vocal; Rosen, Simpson et al [28].
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Existem dois movimentos para o posicionamento das pregas vocais: abducao e aducao
(veja figura 1.2). Em geral, para a passagem do ar, as pregas vocais estao em abdugao, ou
seja, abertas, afastadas da linha média. Para que haja producao da voz, é preciso que as
pregas vocais estejam em aducao, ou seja, fechadas, na linha média. Quando inspira-se as
pregas vocais estao abertas (abdu¢ao). Quando expira-se sem fonar, as pregas vocais estao

abertas (abdugao). Quando faz-se forga, as pregas vocais tendem a se fechar (adugao),

3]

Figura 1.2: Anatomia das Pregas vocais em dois movimentos; imagens feitas e cedidas
pela Otorrinolaringologista Dra. Marcia Sayuri Murao.

Quando as pregas vocais vibram apresentam um padrao de abertura e fechamento
extremamente rapido, nao visivel a olho nu. Esta configuracao pode ser vista na Figura
1.2.

A frequéncia da voz é determinada fisiologicamente pelo nimero de ciclos gloticos que
as pregas vocais fazem em um segundo, ou seja, pela velocidade de vibracao das pregas
vocais. Pode ser classificada em: grave (grosso), médio ou agudo (fino). A mais baixa
frequéncia que pode dar a audibilidade a um ser humano ¢ mais ou menos a de 20 hertz
(vibragoes por segundo), enquanto a mais alta se encontra entre 10.000 e 20.000 hertz,
o que depende da idade do ouvinte (quanto mais idoso menores as frequéncias maximas
ouvidas). A frequéncia comum de um piano é de 40 a 4.000 hertz e a da voz humana
se encontra entre 50 e 3.400 hertz. A frequéncia varia por toda a vida, de acordo com
o sexo e faixa etaria. Inicialmente bastante aguda nos bebés recém-nascidos, em torno
de 440Hz, lentamente vai decrescendo, e aos trés anos situa-se ao redor de 320Hz, até a
pré-adolescéncia quando os valores médios variam em torno de 290Hz. Na adolescéncia a

frequéncia fundamental sofre uma queda abrupta, particularmente no sexo masculino [2].

A faixa de voz masculina costuma variar entre 80 Hz e 150 Hz (hertz é a unidade de
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medicao da frequéncia e da vibragdo das ondas, incluindo as sonoras, como a voz). A
média da voz dos homens adultos brasileiros ¢ de 113 Hz quanto mais baixa a frequéncia,
mais grave a voz. A faixa feminina varia entre 150 Hz e 250 Hz. Mulheres adultas tém
frequéncia ao redor de 205 Hz. Esses valores podem se reduzir na menopausa periodo em
que ha alteragoes hormonais importantes no organismo feminino e girar em torno de 190
Hz, principalmente em mulheres mais magras e altas. As mais baixas e gordas tendem a

manter a voz mais aguda, mesmo na menopausa Behlaul .

Deve-se destacar que a frequéncia tem relagao direta com o comprimento, tensao,
rigidez e massa das pregas vocais, portanto, uma pessoa que possui uma prega vocal
curta, espessa e flicida ira vibrar em uma velocidade mais lenta (tom mais grave) do que
uma prega vocal longa, fina e tensa que produzirda um tom mais agudo. O aumento de
altura relaciona-se diretamente com o alongamento das pregas vocais, com uma diminuicao
correspondente de massa e um aumento de elasticidade de tecido da prega. Diminuir a

frequéncia relaciona-se diretamente ao encurtamento das pregal6.

Algumas doencgas nas pregas vocais e alguns
tratamentos

Uma das condigoes essenciais para a producao confortdvel da voz é a grande mobili-
dade da mucosa da prega vocal. A fina camada superficial da mucosa é de importancia
crucial na vibragdo da prega vocal. Os seus aspectos, principalmente a rigidez, sao bas-
tante afetados pelo grau de lubrificacao da superficie. Pregas vocais excessivamente tensas
(rigidas), como na emissdo em falsete, vibram somente sob condi¢oes limitadas, restrin-
gindo a extensao da produgao vocal. Inversamente, pregas vocais muito flacidas sao muito
facilmente afastadas pela pressao subglética, provocando a paragem da sua vibracao. A
possibilidade de vibracao aperidédica nestas pregas é grande quando a flacidez na prega esta
associada a um desequilibrio da massa da prega vocal, causando uma vibracao complexa

e menos periddica das pregas o que, por sua vez, produz uma voz rouca, |7|.
As doengas mais comuns das pregas vocais incluem [2]:

Noédulos das pregas vocais. Estes sao pequenos inchacos duros provocados pelo
abuso vocal (ver Figura 1.3). Ocorrem em pares, com um nédulo em cada prega vocal no
local de maior irritacao. Algumas vezes denominam-se de nédulos de cantor, gritador ou

de professor.
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Figura 1.3: Microno6dulo das pregas vocais, imagens feitas e cedidas pela Otorrinolarin-
gologista Dra. Marcia Sayuri Murao.

Pélipos das pregas vocais. Os poélipos sao pequenas projecoes moles que, em regra,
aparecem isoladamente numa prega vocal (Figura 1.4). Sao provocados mais vezes por

abuso vocal ou exposicao prolongada a irritantes, tais como fumos quimicos ou tabagismo.

Figura 1.4: Polipo em uma prega vocal, imagens feitas e cedidas pela Otorrinolaringolo-
gista Dra. Marcia Sayuri Murao.

Ulceras de contato Esta perturbacio é menos frequente. As tlceras de contato
sao erosoes e feridas nas pregas vocais ( Figura 1.5). Tendem a ocorrer em pessoas que
usam, de forma consistente, grande forca ao comecar a falar em vez de aumentarem,
gradualmente a forca e a sonoridade. Por exemplo, as tlceras de contato podem afetar as

pessoas que trabalham como oradores publicos.
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Murao,
—

Figura 1.5: Ulcera de contato na prega vocal, imagens feitas e cedidas pela Otorrinolarin-
gologista Dra. Marcia Sayuri Murao.

Tumores da prega vocal. Os tumores podem ser cancerosos ou nao cancerosos
(benignos)( Figura 1.6). Os tumores nao cancerosos podem ser provocados por um virus
ou acumulacoes de tecidos pouco vulgares que provocam problemas de voz. Ha mais
probabilidades de ocorrerem tumores cancerosos (malignos) em fumantes e pessoas que
bebem demasiadamente alcool. Os tumores cancerosos sao potencialmente fatais se nao

forem detectados e tratados de inicio.

Figura 1.6: Tumor na prega vocal, imagens feitas e cedidas pela Otorrinolaringologista
Dra. Marcia Sayuri Murao.

Paralisia da prega vocal. A paralisia da prega vocal ocorre quando uma ou ambas as

cordas vocais nao se abre(m) e fecha(m) adequadamente, alterando a qualidade da voz, ou
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a auséncia dele, podendo a paralisia ser total ou parcial (Figura 1.7). Se ambas as pregas
vocais ficarem paralisadas e permanecerem na posicao fechada, pode haver dificuldades na
respiracao. De acordo com a Dr. Marcia Murao no caso das pregas da paciente conforme
Figura 1.7 a paralisia deixou a prega vocal esquerda até arqueada, flacida. No movimento

apenas a contra-lateral medializa.

Figura 1.7: Paralisia na prega vocal esquerda, imagens feitas e cedidas pela Otorrinola-
ringologista Dra. Marcia Sayuri Murao.

De acordo com a Revista Brasileira de Otorrinolaringologista, em 2005, a paralisia de
pregas vocais representava 10% das anomalias congénitas da laringe. Quando a lesao é

unilateral ha maior acometimento da prega vocal esquerda [10].

O tratamento para paralisia unilateral de prega vocal pode ocorrer de varias formas:
tratamento fonoterépico ou tratamento cirtargico (injecdo de teflon ou colageno), o qual é

indicado em analise conjunta do fonoudiélogo e otorrinaringologista.

Revisao bibliografica

Desde o trabalho pioneiro de Van den Berg et al [12] que estabelece a base glotica
aerodinamica para as pregas vocais, varios modelos matematicos foram propostos para
caracterizar a dinamica do movimento das pregas vocais. Tais modelos variaram em
complexidade a partir dos simples modelos populares de uma massa |16] e duas massas |23,
em que cada prega vocal é representada por um ou dois sistemas acoplados de massa-mola-
amortecedor, respectivamente, até modelos de continuidade usando técnicas de elementos
finitos [1]. Nos mais sofisticados sdo necesséarios modelos especificos para capturar detalhes
sutis do movimento da prega vocal e da aerodinamica da laringe [1],|68|. modelos simples

de baixa dimensao ainda sdo tteis para analisar a dinamica da oscilagao. E, de fato,



Capitulo 1. Introducdo 12

modelos simples mostraram uma rica variedade de fenéomenos nao-lineares interessantes,
incluindo a existéncia de multiplos equilibrios, posi¢oes e ciclos limitados [54], [26], varios

tipos de bifurcagoes [54], [26] e [42] comportamentos caoticos [26], [29].

Grande parte dos trabalhos relacionados ao movimento das pregas vocais admitem
um comportamento simétrico para o movimento oscilatério de cada prega. Este com-
portamento simétrico produz um movimento sincronizado caracterizado pela geometria
considerada no trato vocal e pela igualdade nos parametros mecanicos (massa, rigidez e

amortecimento) da pregas vocais [36],[37], [38].

Para o problema assimétrico das pregas vocais, onde considera-se alguma diferenca
nos parametros mecanicos, Ishizaka e Flanagan 23] tornaram-se conhecidos na modela-
gem das pregas vocais ao tentarem simplificar sua fisiologia com base na teoria de elasti-
cidade, utilizando estruturas massa-mola-amortecedor. Eles focaram em um tratamento
mais analitico ao problema baseando-se na fisica de pequenas amplitudes. Neste traba-
lho foi abordado principalmente o impacto da aerodinamica nas condigoes de abertura e
fechamento da glote, na producao da voz e no desenvolvimento de patologias das pregas

vocais e na garganta.

Apesar da anélise de Ishizaka e Flanagan [23| ser um marco em quantificar as vibragoes
das pregas vocais assimétricas, sua aplicagdo na fala tem sido limitada. Titze |39] relata

alguns problemas encontrados:

e 0s parametros principais, massa e rigidez individual dos osciladores acoplados por
eles adotados nao relacionam facilmente com a estrutura anatomica das pregas vo-

cais;

e as condigoes de oscilagoes por eles apresentadas em termos matematicos foram com-

plexos, porque as equagoes caracteristicas sao de quarta ordem;

e alguns resultados, tal como a dependéncia da frequéncia fundamental na pressao
subglotica ndo estdo de acordo com a observacio experimental feita por Baer [5]

com laringes excisadas.

Vérios autores tém estudado o movimento de pregas vocais assimétricas. Steinecke
e Herzel [41] estudaram vérios tipos de bifurcagbes que ocorrem devido a assimetria na
rigidez das pregas. Neste trabalho mostrou-se que um desequilibrio de tensao devido a
diferenca de rigidez suficientemente grande da prega vocal esquerda e direita induz bifur-
cagoes a regimes subarmonicos, oscilacoes toroidais e caos. A relevancia dessas simulagoes

para disturbios da voz, como a paralisia laringea, foi também discutida.
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Lous [44] estudou um tipo diferente de assimetria nas pregas vocais. Foi assumido
uma simetria geométrica e mecanica (massa, amortecimento e rigidez), entretanto nao
assumiu-se que a forgca aerodindmica era igualmente distribuida em cada prega, logo,
a assimetria estava na forca aerodinamica. Entretanto percebeu-se que para este caso
deveria ser considerado o modelo tridimensional e nao o bidimensional para resultados

mais satisfatorios.

Estudos recentes mostraram que o oscilador da prega vocal durante a fonacao pode
ser modelado como oscilador van der Pol [17]. J& que sua introducdo foi ha quase um
século [65], este bem conhecido modelo matematico foi aplicado para analisar oscilagoes
nao-lineares em uma ampla variedade de sistemas. No caso da fisiologia humana, o modelo
tem sido usado para estudar a partir do batimento cardiaco [66] ao tremor parkinsoniano
[8] e dindmica do Eletroencefalografia (EEG) [18]. Também aplicou-se com sucesso para
estudar a vocalizacao de aves canoras [25], que compartilha principios semelhantes aos da

vocalizacao humana.

Entretanto, para todos os casos acima citados nenhum método de controle foi proposto
a fim de sincronizar o movimento caracteristico e muitas vezes cadtico devido a assimetria
das pregas vocais. Aqui destaca-se a importancia deste trabalho, diferenciando-o dos
demais ora apresentados e tantos outros da vasta literatura que possuem como objeto de

estudo o movimento das pregas vocais.

Objetivos

e Descrever o sistema de equacoes que modela o movimento das pregas vocais para

um caso assimétrico;
e Estudar estabilidade e bifurcacoes no ponto de equilibrio;
e Verificar a existéncia de caos para alguns parametros;

e Aplicar um método que sincronize e garanta o bom funcionamento das pregas vocais.

,

Em reumo, o interesse deste trabalho é estudar o comportamento do movimento
de pregas vocais assimétricas, que serd considerado com uma paralisia unilateral
da prega vocal esquerda (flacida), bem como a aplica¢do de um método de controle
para que apesar da assimetria, um movimento sincronizado seja alcancado e mantido,
produzindo assim o som sem qualquer disfonia. Assim, quem sabe possivelmente
no futuro ajudar a desenvolver um novo método menos invasivo no tratamento de

paralisia unilateral de prega vocal.
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Organizacao da tese

Este trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentado, foi feito uma rapida explicagao do objeto de estudo, bem

como os principais objetivos.

No capitulo 2 sera apresentado a teoria basica e alguns resultados necesséarios a fim de

uma melhor compreenssao do desenvolvimento deste trabalho.

No Capitulo 3 sera apresentado e demonstrado as equagoes do modelo a ser adotado,
assim como a sua simplificacao e transformagao para em um sistema mais conhecido. Em
seguida faz-se o estudo da estabilidade do ponto de equilibrio, bifurcagoes e existéncia de
caos. Além disso compara-se algumas soluctes numéricas com algumas solugoes analiticas

aproximadas.

No capitulo 4 um método de controle serd apresentado e aplicado para sincronizacao

das pregas vocais em vArios casos.

Apos sera feita uma conclusao de todo trabalho apresentado os resultados alcancados,

bem como a sua relevancia para o estudo do movimento assimétrico das pregas vocais.

Por fim segue as referéncias bibliograficas de toda literatura utilizada para a construgao

de toda teoria que enriqueceu este trabalho.



CAPITULO 2

NOCOES PRELIMINARES

2.1 Teoria de Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nesta secao, serd estabelecido algumas defini¢oes e resultados para um sistema auto-

nomo nao-linear de equacoes diferenciais ordinarias do tipo
x = f(x) (2.1)

sendo (por hipotese) f € C'(FE), onde E ¢ um subconjunto aberto do R” e o ponto indica

a derivada temporal.

Definicao 2.1.1. Seja f € C(E), onde E é um subconjunto aberto do R".Entao, x(t) €
uma solucao da equagao diferencial (2.1) num intervalo I se x(t) € diferencidvel em I e

Viel, x(t) e E e
x(t) = f(x(t)).

Dado x¢ € E, x(t) € a solu¢do do P.V.I (Problema de Valor Inicial).
x = f(x)
X(to) = Xp
no intervalo I, se to€1, x(tg) = x¢ e x(t) € uma solucao da equacao diferencial (2.1) no

intervalo I, [64].

Defini¢ao 2.1.2. Sejam E um subconjunto aberto do R™ e f € CY(E), e seja ¢y : E — F
o fluzo da equacao diferencial (2.1) definido para todo t € R. Entao o conjunto S C E €
dito invariante em relagdo ao fluro ¢y, se ¢(S) C S, Vt € R, e S € dito positivelmente
}ou negativelmente) invariante em relagdo ao fluro ¢y, se ¢i(S) C S, Vt >0 (ou t <0),

64]

Ao analizar um sistema ndo-linear (2.1) é conveniente primeiramente determinar os

seus pontos de equilibrio e descrever o comportamento do sistema proximo a esses pontos.
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Nesta secao, sera estabelecido o processo de linearizacao de equagoes diferenciais de um

sistema nao-linear (2.1), obtendo assim um sistema linear
% = Ax (2.2)

com A = Df(xg). A fungdo linear Ax = Df(x¢)x, que substitui a fungao ndo-linear f(x)

em (2.1), é chamada parte linear de f em xg.

Definicao 2.1.3. Um ponto xg € R™ ¢ chamado de ponto de equilibrio ou ponto critico de
(2.1) se f(xg) = 0. Um ponto de equilibrio xo € chamado ponto de equilibrio hiperbdlico, se
nenhum dos autovalores da matriz A = Df(xo) possuem parte real nula. O sistema linear
(2.2) com A = Df(x¢) € chamado lineariza¢ao de (2.1) em xo [64].

Note que, se xg ¢ um ponto de equilibrio de (2.1) e ¢y : E — R™ é o fluxo da equagao

diferencial (2.1), entdo
$e(x0) = o(t,%0) = %o

Vt € R. Pois, como f(x¢) = 0, ndo ha uma trajetéria e consequentemente nao ha desloca-

mento, logo o ponto xo permanece na mesma posicao conforme ¢ evolui.

Nesse caso, xg é chamado de ponto fizo do fluro ¢;, ou também chamado de um zero,

um ponto critico ou um ponto singular do campo de vetores f : R — R".

Na sequéncia é dada uma classificacdo dos pontos de equilibrio de (2.1), de acordo

com os sinais da parte real dos autovalores de Df(xo).

Defini¢ao 2.1.4. Um ponto de equilibrio xo de (2.1) € dito poco, se todos os autovalores

de Df(xq) tiverem parte real negativa. E dito fonte, se todos os autovalores de Df(x)
tiverem parte real positiva. E € dito sela, se xy € um ponto de equilibrio hiperbolico e se a

matriz Df(xg) tiver pelo menos um autovalor com parte real positiva e um com parte real
negativa [64).

Exemplo 2.1.1. Classifique todos os pontos de equilibrio do sistema ndo-linear (2.1) com

2 2
=[]

Isto é,
i = a7 —a5—1
i‘g = 21’2.
T 1 T _]. ~
Claramente, f(x) =0 em x = (1,0)" = o] ¢ x= (—1,0)" = NE E esses sao os

tnicos pontos de equilibrio de (2.1). Como
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. 2371 —233'2

Df(x) = [ 0 5 ]

temos que
20 -2 0
pao=[2] o oo-[2 9]
Portanto, o ponto (1,0) é uma fonte e (-1,0) ¢ uma sela [64].
Exemplo 2.1.2. Considere a aplicacio continua H : R? — R? dada por
T1
H — 2 .
9=[e24]
Tome y = H(x). Logo, nao é dificil verificar que a inversa é dada por
x=H"(y) = [ " ]
Yo — 3
onde H~! também é uma aplicacio continua de R? em R2.
Agora, seja o sistema nao-linear
_ _ I

x =10 = {x2+x% }

Ou seja,
T = —I1 (23)
ig = I9 + x%

Logo, xo = (0,0) é o tnico ponto de equilibrio de (2.3). Calculando a derivada de f em x

tem-se

Df(x):{_l ?]

2I1

Assim, aplicando em xy = (0,0) obtem-se

A= Di(xo) = Di(0,0) = [ o1 }

(note que xy € um ponto de sela). Como foi tomado y = H(x), entao

x1 e . .7',’1
= 2 — . . .
Y To + x_31 Y To + %3?1131
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Substituindo #; e &2 dados pela equacao (2.3) tem-se

ou seja,
) -1 0 )
yz{o Jy = y=Ay. (2.4)

Portanto, a aplicacdo H transforma o sistema nao-linear (2.3) em um sistema linear (2.4)
[64).

Para um melhor entendimento do processo de linearizacao de um sistema nao-linear
de equagoes diferenciaveis, seré analisado o exemplo 2.1.2 com uma visao geométrica, por

meio dos retrato de fase do sistema nao-linear (2.3) e do sistema linear (2.4).

Primeiramente, seré feito o esboco do retrato de fase de sistema nao-linear (2.3) com

a condigao inicial x(0) = ¢ = {21} .
2

Precisa-se encontrar a solucao das duas equacoes diferenciais do sistema, e por ser
linear, a solu¢ao da primeira é dada por z;(t) = e ¢y, onde 21(0) = ¢; € a condigdo inicial

de z1(t). Logo, substituindo na segunda equagao tem-se

. t\2 . 92t 2 . —9t 2
By =a9+ (e7))° = do=ap+e ] = dy—1x9=ce ]

multiplicando por e~

d ‘
fpe™t — apet =7 = E[xge_t] =e et
integrando obtém-se p
—t —3t 2
—|xoe " |dt = e “epdt
[ Gl = [
ou seja,
o3t
ol = cf/eg’tdt = me !l = — e ci + k. (k constante)

Agora, multiplicando por €' resulta que

o2t
T2 = = - 3+ ke (2.5)

Porém, a solucao x»(t) deve satisfazer a condic¢ao inicial x2(0) = ¢2, logo obtem-se o valor
de k
2 2

33’2(0):]{5—§:C2 — k202+%
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ou seja,
—2t .2
c e “c
[ 1
3

Agora, com as duas solugoes x1(t) e xo(t), é possivel obter o fluxo definido por (2.3)

em relagdo a condigao inicial ¢ = (¢1, cp)?. Tal fluxo é dado por

di(c) = lcr,c0) = (e_tcl, {02 + %%] et — G_ZC%>

Logo, pelo exemplo 2.1.2, segue que a fungdo H(x) transforma (2.3) em (2.4), ou seja,
lineariza o sistema nao-linear. Assim, para obter o retrato de fase de (2.3), basta tomar

a sua inversa H (y).

Primeiramente, aplica-se a fungao H!(y) nos pontos da forma (y;,0), logo
H ' (y,00=| Y ]
o =|_%,

isto ¢, ao aplicar H~' ao conjunto dos pontos {y = (y1,¥2) | 2 = 0} obtém-se o conjunto

S = {(z1,72) | o2 = —x3/3} que representa uma parabola.

Suponha que a condigao inicial ¢ = (c1, ¢) € S, ou seja, c; = —c3 /3, precisa-se saber se
o conjunto S € invariante com respeito ao fluxo ¢, isto é, se a condicao inicial permanece

sobre a trajetoria da parabola conforme o tempo ¢ evolui.

2 2 —2t 2
_ —t G il + €749
oi(c) = (e c1, [ 3 + 3} e 3 )

Logo,

Portanto, pela defini¢ao 2.1.2, S é invariante.

Do mesmo modo, aplicando H ! ao conjunto dos pontos {y = (y1,%2) | y1 = 0} obtém-
se o conjunto T = {(x1,x2) | x1 = 0}, que representa o eixo vertical, e que também é

invariante mediante ¢, caso a condigao inicial ¢ = (¢1,¢2) € T, devido

Pi(c) = ¢4(0,¢3) = (0,¢'cy) € T.

Finalmente, basta atribuir valores as condigoes iniciais ¢; e ¢y e analizar a orientacao
de ¢y(c1, ¢2), de acordo com a evolu¢do do tempo t (t — oo). Assim, se a condigao inicial

¢ = (c1,09) € S, entdo ¢ se aproxima da origem pela parabola S, pois conforme t — oo,
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oi(c) — (0,0), ou seja, as solucoes x1(t) e z5(t) tendem a zero. Se ¢ € T, entao c se afasta

da origem pelo eixo vertical, (t — oo = ¢;(c) — (0, £00)), e caso ¢ esteja abaixo (respc.

acima) da parabola S, a trajetoria de ¢ se aproxima da origem por x1(t), e tende a —oo

(respc. +00) por z5(t), pois t — 00 = ¢(c) — (0, —00), (respc. ¢r(c) = (0, +00)).
Portanto, o retrato de fase do sistema (2.3) é dado pela figura 2.1.

X2

- (4)?
3

S:X2:

Figura 2.1: Retrato de fase do sistema nao-linear (2.3), fonte: autor.

Agora, sera obtido o retrato de fase da linearizagao de (2.3), dada pelo sistema linear
(2.4) com condicao inicial y(0) = k = (ky, k2). Como (2.4) é um sistema linear, as solu¢oes

das duas equacoes sao dadas por

yl(t) = G_tkil
yg(t) = €tl€2.

Logo, o fluxo definido por (2.4) em relacao a condi¢ao inicial k é

¢t(k) = ¢t(/€1, 1{52) = (e_tk‘l, €tk2).

Suponha que a condicdo k esteja sobre o eixo horizontal, logo k sera da forma (kq,0)
e ¢¢(k1,0) = (e k1, 0), ou seja, o eixo horizontal é invariante. Assim, conforme o tempo ¢
evolui, a condi¢ao inicial k se aproxima da origem pelo eixo. Analogamente, o eixo vertical
é invariante, pois ¢;(0, k) = (0,e’ks), e conforme o tempo evolui k se afasta da origem

pelo eixo.

Atribuindo valores a ki e ks, tem-se que se a condicao inicial k& = (ky, K3) estiver

acima do eixo horizontal, a trajetoria de k se aproxima da origem por y(t) e tende a



Capitulo 2. Nocdes preliminares 21

+00, conforme o tempo evolui (Ex: k = (—1,1), t = 400 = ¢ (—1,1) = (e7",e") —
(0,4+00)). Caso contrario, a trajetéria se aproxima da origem e tende a —oo. Logo, o

retrato de fase do sistema (2.4) é dado pela figura 2.2.

Note que, em ambos os retrato de fase, a origem representa um ponto de sela, e que a
parabola S e o conjunto T' do retrato de fase de (2.3) sdo obtidos pela aplicacdo da fungao

inversa H~! nos eixos horizontal e vertical, respectivamente.

Portanto, geometricamente a fun¢do H lineariza o retrato de fase de (2.3), ou seja,
ela exerce o trabalho de "desentortar'as trajetérias, obtendo um novo retrato de fase

qualitativo ao primeiro, [64].

Y
A

X1

Figura 2.2: Retrato de fase do sistema linear (2.4), fonte: autor.



2.2 0O Teorema da Variedade Estavel

O Teorema da Variedade Estavel ¢ um dos resultados mais importantes na teoria
qualitativa local de equacoes diferenciais ordinarias. O teorema nos mostra que proximo
a um ponto de equilibrio hiperbdlico, o sistema nao-linear dado pela equagao (2.1) que é
relembrada abaixo

x = f(x)

possui variedades estaveis e instaveis, S e U respectivamente, que sao tangentes, no ponto
de equilibrio hiperbélico x,, aos subespacos estaveis e instaveis, £° e EY respectivamente,

do sistema linearizado dado pela equacao (2.2) relembrada abaixo:
x = A(x)

onde A = Df(xg). Além disso, S e U tem as mesmas dimensdes que E° e EY, e se ¢, é fluxo
do sistema nao-linear (2.1), entdo S e U sao positivamente e negativamente invariantes

sobre ¢, e satisfazem

lim ¢;(c) = xq,Vc € S e lim ¢;(c) = %o, Ve € U.

t—o00 t——o00

Definigao 2.2.1. Seja a matriz n x n A do sistema (2.2) e \; = a; + ib;, j=1,...,n,
seus respectivos autovalores. Suponha que A tenha k autovalores com parte real negativa
(A1, ..., A\k) en—Fk autovalores com parte real positiva (Aki1, ..., \n), € que esses autovalo-
res sao distintos. Seja {vi,...,v,} o conjunto dos autovetores correspondentes. Entao, os

subespacos estdvel e instdvel do sistema linear (2.2), E° e EY, sio o0s subespagos lineares
gerados por {vi,...,Vg} € {Vis1,...,Vpn}, isto €

E% = gerado{vy, ..., vy}

EY = gerado{vii1,...,Vn}.

Se a matriz A tem autovalores imagindrio puro, entio temos um subespaco central E€,
citeperko.

2.2.1 Interpretacao de uma variedade.

Primeiramente, segue um exemplo para deixar essas idéias acima mais claras e

entao depois serd feita com maior precisao a demonstracao do teorema da variedade
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estavel. Ao longo desta secao, serd assumido sem perda de generalidade que o ponto de

equilibrio x( esté localizado na origem.

Exemplo 2.2.1. Considere o sistema nao-linear

.I"l = —I

. 2
Tog = —X2+ 27
. 2
T3 = x3+ ]

O tnico ponto de equilibrio desse sistema é a origem. Assim, tem-se que

S = O

-1 0

A = Df(0) = 0 -1 0
0 1

Logo, os subespacos estaveis e instaveis, E° e EY, de (2.2) sdo o plano x;x3 e 0 eixo
x3 Tespectivamente, pois E° = gerado{e;,e;} e EYV = gerado{es}. Depois, resolvendo
a primeira equacao diferencial ©; = —xq, o sistema nao-linear se reduz a duas equacoes
lineares de primeira ordem de facil solu¢do. Sendo ¢ = (c1, s, ¢3) a condigdo inicial, a

solucao é dada por

11(t) = cre”!

2

To(t) = e '+ ci(eh —e )

C
r3(t) = ce' + gl(et — e

Claramente,
2

. C
lim ¢i(c) =0 = c3+§1=0

Assim,
S={ceR®|c3=—c/3}

Similarmente, tem- se que
lim ¢t(C):O << c1=c =0
t——00
e portanto
U:{CER3 ‘ 6120220}.

As variedades estaveis e instaveis para esse sistema sao mostradas na Figura 2.3 & seguir.
Note que a superficie S é tangente a E°, ou seja, é tangente ao plano x;x, na origem, e

que U = EY. A grosso modo, pode-se interpretar o conceito de variedade como o grafico
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X2

U

/[ M

A

Figura 2.3: Variedade estavel S e instavel U, [64].

de uma fun¢do. Seja V = grdf (V), onde ¥ : U C R* — R™, tem-se que grif (V)
CUXR™ eque (x,y) € grif (V) se y= ¥(x), mas como

yER™ =y ={y1,¥2,. .-, Um}

U eR" = U(x) = {¢)(x),¥2(x), ..., n(x)}

tem-se que

yi = 1(x) = Y11, 22, .., T0)
y = U(x) < Yo = 2(x) = a1, Ta, . . ., Tp)

Ym = wm<X) = wm(f’Cbﬂ?z, <. ,[Bn)
Desse modo, as equagoes acima definem V' = grdf (V) como uma variedade [64]. Para

um melhor entendimento, observe o caso a seguir.

Exemplo 2.2.2. Considere a funcdo ¥ : R¥ — R"* ¢ g variedade V = grdf (V)

Seja (1,9, ...,74,0,...,0,0) € R®. Como V = grif (¥) C R* x R"* = R", tome
(0,0,...,0, k41, .-, Tn_1,2T,) €V C R", logo

Tpy1 = Upr (21, .., Tp)
Tpyo = ¢k+2($1,---,$k)

Ty — wn(l'la RN ,l’k).
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vV = graf(l)

Figura 2.4: Variedade V,|64].

2.2.2 0O Teorema da Variedade Estavel.

Antes da demonstragao do teorema, segue algumas observagoes.
Sef e CYE) e £(0) =0, entao o sistema (2.1) pode ser escrito como
x = Ax + F(x) (2.6)
onde A = Df(0), F(x) =f(x) — Ax, F € CY(E), F(0)=0 e DF(0)=0.
Proposicao 2.2.1. ﬁDesigualdade do valor médio) Se F:U C R" — R™ for dife-
rencidvel tal que [x,y] ={x+t(y —x) : 0<t <1} C U entdo
F(x) —F(y)| < Klx—y|

onde

K = sup{|[| DF(2) || = z € [x,y]},[64].

Tem-se que F(x) = f(x) — Ax € CY(E), pois f(x) € C(E) e Ax ¢ linear, e DF(0) = 0.
Logo, DF(0) =0 =V e >0, 3 Ns(0) tal que Yw € N;(0)

|DF(w) || < e
Portanto, pela proposicao acima
F(x) =F(y)| < [DF(w)| [x -yl
Fx)—Fy)| < e lx—yl (2.7)

Pelo Teorema da Forma Canonica de Jordan (blocos de Jordan), existe uma matriz

n X n invertivel C tal que

_ P 0
B=C 1AC:{O Q]
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onde os autovalores A, ..., \; da matriz k X k P tem parte real negativa, e os autovalores
Miet1, - -5 Ay da matriz (n— k) x (n— k) @ tem parte real positiva. Logo, pode-se escolher
um « > 0 suficientemente pequeno tal que para j =1,...,k,

Re();) < —a <0. (2.8)

Sejay = C 7 x, logo x =Cy e

y=Cl%=7y = C'(Ax+F(x))
= C ' Ax+ C7'F(x)
= C'ACy + C7'F(Cy).

Portanto, faz-se y = C'~'x no sistema obtido em (2.6) e tem-se a seguinte forma
y =By +Gl(y) (2.9)

onde G(y) = C7'F(Cy) € C(E) (ou faz-se substituicoes, G(y) = C~f(Cy) — By) com
E = C7Y(E) e G satisfazendo a condicdo do tipo Lipschitziana (2.7).

Na demonstracdo do proximo teorema, quer-se mostrar que 9;(y1, . .., yx) sdo funcoes

diferenciaveis, tal que as equacoes

yi =iy, ... uk), J=k+1,...,n.

definem uma variedade estavel diferenciavel de dimensdo k, S, no espaco-y. A variedade
diferenciavel S no espaco-x é entdo obtida por S sobre a transformacdo linear de

coordenadas x = Cly.

Teorema 2.2.1. (Teorema da Variedade Estavel) Sejam E um subconjunto aberto do

R" contendo a origem, f € CH(E) e ¢; o fluzo do sistema nao-linear (2.1). Suponha que
f(0) = 0 e que Df(0) tem k autovalores com parte real negativa e n — k autovalores com
parte real positiva. Entao existe uma variedade diferencidvel de dimensao k, S, tangente
ao subespaco estdvel B do sistema linear (2.2) em 0, tal que Vt > 0, ¢;(S) C SeVxo € S

tlggo 91(x0) = 0.

E existe uma variedade diferencidvel de dimensdo n—k, U, tangente ao subespaco instdvel
EY de (2.2) em 0, tal que ¥t <0, ¢(U) CU e Vxg € S

lim ¢¢(x) = 0.

t——o00

Demonstragao: Considere o sistema (2.9), onde G(y) = C7'F(CYy), e sejam

U(t):[egt 8} e V(t):{g egt].
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<[] 815 3 8-

Entao,

0 O 0 0 0 @ 0 0

Analogamente, V = BV e também

[Pt o0 g [ 0] [e” 0] o o0
Bt‘{o Qt]:e _{0 @ | =10 o]0 e

ou seja,

Bl =U(t) + V(1).

Considere as seguintes estimativas
U@ ]| < Ke @ vt >0

IV || < Ke ™, vVt <0
sendoa >0 e o> 0.

Na sequéncia, considere a equacao integral
t 00
u(t,a) = U(t)a +/ U(t — s)G(u(s,a))ds — / V(t — s)G(u(s,a))ds. (2.10)
0 t

Note que, se u(t,a) é uma solugao continua dessa equacdo integral, entdo também é

uma soluc¢ao da equagao diferenciavel (2.9), basta derivar.

Agora, sera feita a resolucao dessa equacgao integral pelo método das aproximacoes

sucessivas. Seja
u®(t,a) =0

e

u (¢, a) = U(t)a + /t Ut — s)G(u(s,a))ds — /OO V(t—s)GuY(s,a))ds. (2.11)

Afirmacgao 2.2.1. Paraj=1,....m e t>0

Klale o

() _ G-
) (t,a) — w9Vt a)| < =55

(2.12)

Demonstracao da Afirmacao: Tem-se que para j = 1 é claramente valida, desde

que t > 0, pois

[ (t,a) —u®(t,a) = uW(ta) -0 <
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ou seja,
[u(t,a)] < Kla|e™,

Observe que pelo método das aproximacoes sucessivas, tem-se

uM(t,a) = U(t)a + /Ot Ut —5)G(u®(s,a))ds — /too V(t—s5)Gu(s,a))ds
= U(t)a + /t Ut —s)G(0)ds — /OO V(t —s)G(0)ds .

Como por (2.6) e (2.9), G(0) = C7'F(C.0) = C'F(0) = 0, resulta
ul(t,a) = U(t)a

logo,
uW(t,a)| = U@ |a] < Kla]e™".

Portanto, a afirmagao é valida para j = 1. Entao, usando a condi¢ao Lipschitziana (2.7),

que é satisfeita por G, e as estimativas | U(t)|| e ||V (¢)|| acima, segue-se que para t > 0
t
W™t a) = U@ fal + / 1U(t =) 1G(u"™ (s, a))|ds

T /tm 1Vt — 8[| |G (s, a))]ds

WD = U@ ]+ [ 106 5 16 a)lds
o [TV 9l iea s s
Assim,
W) e = [ UG 9|60 s2) - G sl +
o [ IV 9116 0) - G (s alds
< [ 10691 b 5.0~ +

T / 1Vt = s) ]| (s, 8) — u™ (s, a)|ds
t

VK VK
<5/K6(a+‘7ts jafe” d +€/ Keot=9) jafe” ds

Qm— 1 9Qm— 1
KQ at t K2 Ut
S € 27‘3'? e—at/ asds + € 2n|1a|1 e—at/ —asds
0 t
eK?|ale™ eK?|ale™
O-mel O—mel

1 1\ Klaje Kla|e
D) === = = 2.1
= (4 * 4) om—1 om (2.13)
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desde que eK/o < 1/4, ou seja, desde que se escolha ¢ < 0/4K. Para que a condicao
(2.7) seja valida para a funcao G, basta escolher Kla| < 6/2, ou seja, escolher |a| < §/2K.

Segue-se entao, por inducao, que a afirmacao é valida para todo 7 =1,2,3,... e t > 0.

Assim, paran>m >N e t >0

Ut ) — u ()] = [t a) — u Dt ) +u D a) + .+
u™ (¢, a) — u™(t, a)]
|u(") (t,a) — 11(”_1)(757 a)|+...+ ]u(m+1)(t, a) — u™ (t,a)]

n—1

= > (ta) —uV(t, )

IN +

Il
3

< D () —u ()
=N
=\ K|a| 1 K|a|
SZ 9 = K|a‘z2_] - ON-1
j=N j=N

Essa ultima igualdade estabelecida se aproxima de zero quando N — oo e portanto
{ul(t,a)} é uma sequéncia de Cauchy de fungoes continuas. Logo, {ul)(t,a)} é conver-
gente e assim como na demonstracao do Teorema Fundamental de Existéncia e Unicidade,
{u¥)(t,a)} obtida pelas aproximagcdes sucessivas, converge uniformemente para uma fun-
¢ao continua u(t,a), ou seja

lim u (t,a) = u(t, a)

j—oo
Vit > 0 e Ja|] < §/2K. A func¢do continua u(t,a) é a solucdo da equacdo integral
(2.10)(basta aplicar o limite a ambos os lados de (2.11)) e consequentemente é solugao de
(2.9). Logo, por inducdo e pelo fato que G € C~(E), segue-se que u)(¢,a) é uma funcio
diferenciavel de a, parat > 0 e |a] < §/2K. Assim, tem-se pela convergéncia uniforme

que u(t,a) é uma funcdo diferenciavel de a, parat >0 e |a| < §/2K.
A estimativa (2.13) implica que
lu(t,a)] < 2K|ale (2.14)

parat >0 e |a| < 0/2K. De fato,

t 00
u(t,a)] = [[UQ@)] [al +/0 [U(t = s) || [G(u(s,a))|ds +/ [V (= s) [l [G(u(s, a))lds
t
t 0o
< ke (@tolty) +/ ke~ (@+)t=9)¢clu(s, a)|ds +/ ke =*elu(s, a)|ds
0 ¢

k€|u<t7 a>| [1 . ef(oz+a)t] + k€|u(t7 a)’ )

_ kef(oﬁa)t’a‘
a+o o
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Logo,
2ke|u(t, a)| - e_(a+")t] N 2ke|u(t,a)]

ou(t,a)] < 2ke" T a| +
a—+o o

0 que resulta

2ke
a—+o

2k
o 1) = 2 oy < apfae et < bfafeme,

u(t, a)l[

Assim, basta mostrar que

2% 2%
D=2 (el 1) _EEE L) > g
a—+o o

Supondo D < 1 chega-se a uma contradi¢do com o fato de que ¢ < o/4k. Assim, obtém-se

o resultado.

Tem-se pela equagao integral (2.10) que os n— k ltimos componentes do vetor a € R"
nao foram calculados e portanto foram associados como 0. Assim, os componentes u; (¢, a)

da solugdo u(t,a) de (2.9) satisfazem as condigbes iniciais, ou seja

u(0,a) = (ay,..., a5, 8541 =0,...,8, =0) = u;(0,a) = a; paraj=1,...,k

1MQ®:—AWVP$QM&mww%ﬁWk

para j =k+1,...,n. Logo, para j = k + 1,...,n define a funcao
Yi(ar, ... a;) =1;(0,aq,...,a4,0,...,0). (2.15)
Entao, os valores iniciais restantes do vetor a sao dados por
y; = u;(0,aq,...,ax,0,...,0)

que satisfazem,

yj:¢j(y17"'ayk) para j=k+1,...,n.

Essa equagdo define uma variedade diferenciavel S para |a| = /y7 +... +y2 < 0.
Portanto, se y(¢) é uma solugao da equacao diferenciavel (2.9) com y(0) € S, isto é, com
y(0) = u(0,a), entao

y(t) = u(t, a)

Segue-se que, se y(t) é uma solugao de (2.9) com y(0) € S entao y(t) € S parat >0,
e segue pela estimativa (2.14) que y(t) — 0 quando t — oco. Logo, mostra-se que

N

dy; (0)=0
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para ¢ = 1,....,k e j = k+ 1,...,n. De fato, como ¢;(a,...,a;) =
u;(0,a1,...,a4,0,...,0) e y; =¢;(y1,...,yx) para j=k+1,...,n, tem-se que

0 ) _ iy 20210, 0) —5(0,...,0)
8_yi(0)_1111§(1) h h—0 h

pois 1 <i <k e k+1< 7 <n. Ou seja, a variedade diferenciavel S é tangente ao
subespago estavel B = {y € R" | y; = ... =y, = 0} do sistema linear y = By em 0.

Analogamente, a existéncia da variedade instavel U de (2.9) é estabelecida exatamente

pelo mesmo caminho, considerando o sistema (2.9) com t — —t, isto é

y = —By = G(y).
sendo necessario substituir o vetor y pelo vetor (Yg+1,---,Yn,Y1,---,Yx) € determinar a

variedade U de dimensdo (n — k) conforme o processo realizado anteriormente.

Para ilustracdo a construcio das aproximacdes sucessivas u')(,a) feita na demons-

tracao do teorema, segue o seguinte exemplo

Exemplo 2.2.3. Considere o sistema nao-linear

5(1 = —X3 —Xg

Seque as trés primeiras aprovimagoes sucessivas uV(t,a), u?(t,a) e u®(t,a) defini-
das pela equacdo integral (2.11), e usar u®(t,a) para aprozimar a funcdo ¥, que descreve

a variedade estdvel
Sixg = %(Xl); [54]

O sistema pode ser escrito da seguinte forma

HEREE

X2
onde -
-1 0 —X

B = [ 0 1] e  G(x1,%x9) = [ X%Q_
E ainda, )

et 0 10 0 R

U(t)_{() 0},V(t)—{0 et} ea—_o}

Logo,

u(t,a) = U(t)a +/tU(t—s (u(s, a))ds —/t V(t — s)G(u(s, a))ds
[ ) L1 e T 2
I Y A EE B PR T
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Assim, as aproximacoes sucessivas sao dadas por

R B I L A P

(0)
Como u¥(t,a) = [8} = 3%0) Ei’ Z> ] tem-se que
2 )

[ o=t ] ET o —(t—s)(1;(0)\2 o0 0
(1) _|em e (uy”)%(s,a) _/
O = [T [ 0 =) e @®2(s,a) |

e~ tay | T —e=t=9) 0 o 0
__O_+/o[ 0 ds—/t et_S.OdS'

u® (t,a) = +

Além disso, como

tem-se

e da mesma forma,

[ o=t ] tr (=8 ((_,—25,2 2 00
®) _|¢m e (=7 a)/3) _ 0
u'”(t,a) 0 | —{—/0[ 0 ds | ereray)? ds
_Jetay ] (e t=9)e=%5a) /9 * 0
=1 0 +/0 [ 0 ds — t et=se25g2 ds

CJetar] 1 [T[e 30l > 0
— _ 0 | —5/0 { 0 ds — t et_?’saf ds

¢ t 4 —¢
/ e_t_?’sai‘ds = a‘f/ e t3ds = a‘f (—e te )
0 0 3

como



segue-se que

(1.0 = [e(t)al] N [(e“—eot)ai*/z?} B {( %02)/3]

_ [e a1+((e‘;tt 2)/3) /271

Na sequéncia, pode-se mostrar que u®(¢,a) — u®(¢,a) = 0(a?). Portanto, usando

u®(t,a), a funcio ¥y(a;) = u(0,a) = u(0,a;,0) é aproximada por

Palar) = —%a? +0(a3)

quando a; — 0. Entao, como xs = ¢(x7), a variedade estavel S é aproximada por

2

S:xy = —%—FO(:U?)

quando x; — 0.

2.3 O Teorema de Grobman-Hartman.

Assim como o Teorema da Variedade Estavel, o Teorema de Grobman-Hartman
é também um dos resultados mais importantes na teoria qualitativa local de equagoes
diferenciais ordinarias. O teorema diz que proximo a um ponto de equilibrio hiperbdlico
Xp, O sistema nao-linear
x = f(x)
tem a mesma estrutura qualitativa que o sistema linear

X = Ax

com A = Df(x). Isto &, o comportamento local de (2.1) é qualitativamente determinado

por (2.2). Por toda se¢do, assumi-se a origem como o ponto de equilibrio hiperboélico xg.

Definigao 2.3.1. Seja X um espago métrico e sejam A e b subconjuntos de X. Um ho-
meomorﬁsmo de A em B € uma bijecao continua de A em B, H : A — B, tal que,

H™': B — A ¢ continua,[64].

Definigao 2.3.2. Dois sistemas auténomos de equagoes diferenciais tal como (2.1) e (2.2)
sao ditos topologicamente equivalentes em uma vizinhanca da origem, ou que, ambos tém
a mesma estrutura qualitativa préoximo a origem, se nessa reqidao hd uma homeomorfismo
Hde Uem V, H:U — V, sendo U e V subconjunto abertos do R"™ contendo a origem,
tal que H "leva"as trajetorias de (2.1) em U nas trajetorias de (2.2) em V, preservando a
orientacao das mesmas.

Se o homeomorfismo H preserva a parametrizacao com o tempo, entao 0s sistemas sao
ditos topologicamente conjugados em uma vizinhanca da origem [64].
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Na sequéncia segue um exemplo simples de dois sistemas topologicamente conjugados.

Exemplo 2.3.1. Considere os sistemas lineares X = A(x) e y = B(y) com

|

Seja H(x) = Rx, onde a matriz

11 -1 L1 11
S T
Entdao, B = RAR™! e fazendo y = H(x) = Rx ou x = R~y tem-se

y = RAR 'y = By.

Assim, se x(t) = et

X € a solugdo do primeiro sistema por xq, entdo y(t) = H(x(t)) =
Rx(t) = Re'xy = Re™(R7I1R)xy = eP'Rxy ¢ a solugao do segundo sistema para Rx,
isto é, H leva as trajetorias do primeiro sistema nas trajetorias do segundo, preservando
a parametrizagao, pois

Het = BUH.

A aplicagdo H(x) = Rx é simplesmente uma rotagdo de 45° e ¢ claramente um homeo-

morfismo. Os retratos de fase desses dois sistemas sao mostrados na figura 2.5.

X2 y2

N ]

Figura 2.5: Homeomorfismo,|64].

o

Teorema 2.3.1. (Teorema de Grobman-Hartman) Seja E um subconjunto aberto

do R™ contendo a origem e sejam f € CY(E) e ¢; o fluzo do sistema nao-linear (2.1).
Suponha que £(0) = 0 e que a matriz A = Df(0) nao possui autovalores com parte real
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nula. Entao, existe um homeomorfismo H, de um conjunto aberto U contendo a origem
em um conjunto aberto V contendo a origem, tal que para cada xq € U, hd um intervalo
Iy C R contendo o zero tal que, Vxo € U e t € I

Ho ¢t(XO) = €AtH(X0)
isto é, a aplicagdo H transforma as trajetorias de (33) prozimo & origem, nas trajetdrias

de (2.2) prozimo & origem, preservando a parametrizagao [64].

Demonstracdo: Considere o sistema nao-linear (2.1) com f € C*(E), f(0)=0 e

A = Df(0). Faremos a demonstragdo por etapas.

1. Suponha que a matriz A é escrita na forma

P 0
A —
[0 @}
sendo P uma matriz k X k com autovalores de parte real negativa e () uma matriz (n —

k) x (n — k) com autovalores de parte real positiva.

2. Seja ¢, o fluxo do sistema nao-linear (2.1) e escreva a solugao
Y(@Xo)] [Y(@YO,ZO)}
x(t,Xg) = P¢(Xg) = = 2.16
( 0> ¢t( O) [Z<t7X0) Z(t7YO7Z0) ( )
onde
Xg = |:y0:| c Rn)
Zg

vo € E¥(subespaco estivel de A) e zy € EY(subespaco instavel de A).

3. Defina as funcgoes
?(Ym 20) = y(1, 0, 70) — GPYO

Z(v0, 70) = 2(1, V0, 70) — €“2g

Entdo, Y(0,0) = y(1,0,0) —e”.0 = 0 e 7(0,0) = 2(1,0,0) — 9.0 = 0. E ainda,
DY (0,0) = DZ(0,0) = 0.

De fato, note que

19) 0 0
DY(0,0) = —v(1,y0,%0) — =—¢€"yo = =—v(1,y0,%0) — ¢ yo
dyo Iy dyo

~ 0 0 0
DZ(0,0) = a—ZOZ(LYo,Zo) - a—z()eQZO = 8_zoz(1’y0’Z0) — 97
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Entdo, basta mostrar que 9/9yo(y(1,v0,20)) = eFyo e 9/0z0(z(1,y0,70)) = €9zy. Como

¢, é o fluxo do sistema (2.1) e o satisfaz com valor inicial ¢y(xg) = xg, tem-se

0

a@ﬁt(XO) = f(¢:(x0))

Logo,
o [0 0 0
iy (G109)) = o)

Para xy = 0 tem-se que

0

0 0
8_x0f(¢t(xo>> = 8—X0f(¢t(0)) = 8_x0f(0> =A

e assim

o (0 o (0 0
5 (8—)(0@(5(0)) = x (&@(XO)) = Aa_XD@(XO)

A

& uma equagao diferencial cuja solugao é dada por 9/9xq(¢:(xg)) = e*'xq, considerando a

condigao inicial ¢g(xg) = Xo. Nota-se que, para t = 1 tem-se

0

a—XO¢1(X0) = 6AXo

e por (2.16) segue-se que

i wn) = 9/0yo(y(1,yo0,20))
8XO¢1( 0) = {8/820(2(1,3@,20))}

P P
A e O] lyo| _ |evyo
= &) ] = L]

E como

tem-se portanto que

0

a—yOY(LYo,Zo) = €PY0
‘ 0

— (1 = e%z.

6ZOZ( 7y07Z0) €77

Ou seja, DY(0,0) = DZ(0,0) = 0.

Na sequéncia, como f € C'(E) os fluxos associados a Y e Z sdo funcdes continua-
mente diferencidveis. Logo, Y(vo,z0) e Z(yo,7) também sio funcdes continuamente

diferenciaveis. Assim, admite-se que
IDY (vo,20)[| < @ e | DZ(yo,20)| < a

para (yo, o) no conjunto compacto |yg|> + |zg|* < s3. A constante a pode ser tomada tao

pequena quanto a escolha de sy suficiente pequeno, desde que satisfaca as desigualdades.
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Considere as funcoes Y(yo,z0) ¢ Z(yo,zo) dadas por

Y (yo,20), se |yol® +|zo” < (s0/2)?
'Y — Y )
R B g A

Z(y0,70), se |yol* + |20* < (s0/2)?
7 — A :
o = O e S

Entao, pela Desigualdade do Valor Médio segue que

1Y (yo,20) — Y(0,0)] < sup {[| DY((0,0) + t(yo,20)) || }|(vo, z0) — (0,0)].

0<t<1

Como para 0 < ¢ < 1, (0,0) + ¢(yo, z0) ¢ um ponto satisfazendo |yo|* + |2o|* < s, tem-se

que
sup {[| DY ((0,0) + ¢(vo,20)) |} < a.
0<t<1
Portanto, sendo Y(0,0) =0 e |(yo,20)| = v/|y0|> + |20|? < (|yo| + |20|) segue que
Y (yo, 20)| < alyo| + [zol)-
Analogamente,

1Z(y0,20)| < a(|yol| + |20|)

para todo (vo,zo) € R™. Agora, seja B =e” e C = @, entdo considerando a norma em
B e C tem-se que
b=||Bll<1 e c=[|C|< 1

Além disso, define-se d =||C'|| .

4. Para x = [}Zf} € R", defina as transformacgoes

L(x) = L(y,72) = {gﬂ e T(x)=T(y7) = [gﬁgg;;] |

Nota-se que, L(x) = e?x e

T(x) = [By +y(l,y,z) — epy]

_ |By+vy(l,y,z) - By y(L,y,z)
Cz+vy(1,y,2) — €9z z

- lCery(l,y,z) —Cz} - {Y(Ly, )} = ¢1(x).

Ou seja, L(x) é o fluxo do sistema linear (2.2) em t = 1, e T'(x) é o fluxo localmente do

sistema nao-linear (2.1) em ¢t = 1.

Lema 2.3.1. Existe um homeomorfismo Hy de um conjunto aberto U contendo a origem
em um conjunto aberto V contendo a origem tal que

HyoT = Lo Hy,|[64].
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Demonstracao do Lema: Para x € R", seja

o) = [0

Entao, HyoT' = L o Hy é equivalente ao par de equacoes

B®(y,z) = ®(By+Y(y,z),Cz+ Z(y,z))
(2.17)
C(y,z) = ¥(By+ Y(y,z),Cz + Z(y, z)).

Primeiramente, segue as definicoes das aproximacoes sucessivas para a segunda equa-

cao
QU(Yaz) = Z
(2.18)
Ui (y,2) = CTHOL(By + Y(y,2), Cz + Z(y, 2)).
Entao, segue-se por indugao que para k = 0,1,2,..., Ux(y,z) sdo continuas e satisfazem

Wy(y,7) = 7 para [y| + |z] > 250,
De fato, para k = 0 tem-se que Vy(y, z) = z que é continua. Assume-se , como hipotese
de indugao que Wy (y,z) = z e é continua, tem-se
\DkJrl (Y7 Z) = Cilqjk<By + Y<ya Z)> Cz + Z(Y7 Z))
= C7Y(Cz+Z(y,2))
=2+ 0 Y(y,z) = z

pois Z(y,z) = 0, para |y| + |z| > 2so. Além disso, Wyy(y,z) é continua, pois C~! e

Uy (y,2z) sdo continuas.
Na sequéncia, prova-se também por inducao que para 7 =1,2,...
W5 (v,2) = W51 (y,2)| < Mr?(Jy| + [2])°. (2.19)

Onde r = c[3max(a,b,d)]°, com § € (0,1) escolhido suficientemente pequeno para que

r <1 (o que é possivel desde que ¢ < 1), e M = ac(2s0)'~°/r.
Assim, para j =1
U1 (y,2z) — Uo(y,2z)| = |C"Wo(By + Y(y,2),Cz+ Z(y, z)) — 7|
= |C7H(Cz+ Zly,2) — 7
= |C™'Z(y, 2)|
< NCTZ(y,2)] < Mr(ly| + |2])°.
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De fato, para |y|* + |z|*> > s3 , tem-se que Z(y,z) =0 e assim

e

Z(y.2)| =0 = |IC'|| |Z(y,2)| =
Para |y|? + |z|* < 2, note que |y| + |z| < 2s , logo

IC 120y, 2)| < callyl + J2])
cally| + |2)' %
T
callyl +12)'

r
)1—6

(Iy] + I2])°

< ca(2sy

r(ly| +l2))° = Mr(ly] + |2])°.
Portanto, para j = 1 a desigualdade é satisfeita.
Agora, assuma que a hipotese de inducao é vélida para j = 1,...,k, tem-se
(Vi1 (v,2) = Ui(y,2)| = [O7"0k(By + Y(y,2), Oz + Z(y,2)) —
— C7'y (By + Y(y,2),Cz + Z(y, 2))|

< N C7H| [Wi(By + Y(y,2),Cz + Z(y,z)) —
— U (By+Y(y,z),Cz+ Z(y, z))|
< eMr¥||By + Y(y,2)| + |Cz + Z(y,2)|)°

N

< eMrEbly| + Y (v, 2)| + dlz| + |Z(y. 2)|]°
< eMr*bly| + 2a(ly| + |2]) + dlz|)’.

Seja m = max(a, b, d), entao

Pisi(y,2) = Uily,2)| < eMr¥lmly| +2m(|y| + |z]) + mlz]]’
= cMr¥im(|y| + |z]) + 2m(ly| + |2]))°
= cMr*3m(|y| + |2])]°

= Mr*c[3max(a, b, d)]°(ly| + |z])°

= Mr*(y] + [2])°.

Com isso, segue que Wi(y,z) é uma sequéncia de Cauchy de funges continuas que
convergem uniformemente para a fun¢ao continua ¥(y,z), quando k — oo. E também,
U(y,z) = z para |y| + |z| > 2s¢. Além disso, ¥U(y,z) é a solucao da segunda equagdo em
(2.17), pois

Jim Wei(y,2) = lim [C7'W(By + Y(y,2), C2 + Z(y, 7))

k—o00

= €71 lim Wy(By + Y(y,2), Cz + Z(y, 7))
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ou seja,
U(y,z) = C'U(By +Y(y,z),Cz + Z(y,z))
CVU(y,z) = ¥(By+Y(y,2),Cz+ Z(y,z)).
Agora, serd analisada a primeira equagao em (2.17), que pode ser escrita como
B'®(y,z) = ®(B 'y + Yi(y,2),C 'z + Z:(y,2)) (2.20)

onde as funcoes Y, e Z; sao definidas pela inversa de T', como segue

=[5 p].

Entao, assim como para segunda equacao, define-se as aproximacoes sucessivas

Po(y,z) =y
(2.21)
q)k+1(y7z) = B\Pk(Bily_'_Yl(y’Z)JCilz—i_ZI(Y7Z))
desde que b =| B |[< 1. Analogamente, mostra-se que ®(y,z) ¢ uma sequéncia de

Cauchy de funcoes continuas, a qual converge uniformemente para a fun¢do continua

®(y,z), quando k — oo, onde ®(y,z) é a solugdo da equacao (2.20).

Portanto, obtém-se a aplicacao continua

Hul) = to(s.2) = | 3]

sendo Hy um homeomorfismo de R™ em R", com ®(y,z) e ¥(y,z) satisfazendo Hyo T =

Lo Hy. O que prova o Lema.

5. Seja Hy o homeomorfismo definido anteriormente e sejam L' e T familias de

transformacoes definidas por
Lt<X0) = €AtX0 (§] Tt<X0) = ¢t(X0).

Define-se 1
H:/ L °HyT?ds.
0
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Entao, segue-se usando o Lema 2.3.1 que ha uma vizinhanca da origem para o qual,
1
L'H = / L' Hy T% 'ds T"
0

1t
= / L°HyT%ds T"

t

0 1-t
= [/ L HyT?ds +/ L_sHoTst} T
0

—t

1
= / L*H,T%ds T* = HT"
0
Desde que, Hy = L™'(LHy) = L~ HyT, o que implica que

0 0 1
/ L™ °H,T%ds = / L= YH T ds = / L~°HT*ds
1—t

—t —t

Assim, HT® = L'H ou equivalentemente

H o ¢y(x0) = ™" H (xo)

Consequentemente, como Hy ¢ um homeomorfismo, seja H, ' a inversa de Hy. Logo,

a inversa de H, denotada por H ! e definida por
1
H! :/ T*Hy'L*ds
0

também ¢ um homeomorfismo, visto que por H ! ser uma integral de funcoes continuas

H~1 é continua. Com isso completa-se a demonstracao.

Agora, sera mostrado como as aproximagoes sucessivas definidas em (2.18) podem
ser usadas para obter o homeomorfismo H(x) = [®(y,z), U(y,z)]T. No exemplo a seguir,
as aproximacoes sucessivas realmente convergem para um homeomorfismo global, o qual

leva as solugoes de (2.1) nas solucoes de (2.2), Vxo € R™ e Vit € R.

Exemplo 2.3.2. Considere o sistema, [64]:

y = -y
z = z+y2.

A solugdo com y(0) =yo e 2(0) = 2 é dada por

y(t) = yoe
yQ
2(t) = ze' + go(et — e,
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Assim, no contexto da demonstracdo acima, B=e =e™!, C =e? = ¢,
Y (yo, 20) = y(1, 90, 20) — "o
= y(1, 90, 20) — € 'yo
= yoe ' —e Yy = 0
e
Z(y07 ZO) = Z(l, Yo, ZO) - eQZO
2
= 2pe + %(e —e %) — ez
— % 3e2
Portanto, resolver
CV(y,z) = V¥(By + Y(y,2),Cz + Z(y, z))
é equivalente a resolver
eV(y,z) = V(e ty, ez + ky?). (2.22)

As aproximacoes sucessivas definidas por (2.18) sao dadas por

Uo(y,z) = =

Uy (y,2) = 2+ ke y?

Uy(y,2) = 2+ ke (1 +e?)y?
)

= 2+ ke (1+e®+e%)y?

Uy, 2) = 2+ ke 'L+ e 4.+ (€712

Como

[T+e?+...+ ()" =) ()=

quando m — oo, tem-se

Vin(y,2) — Yy, 2) =

N
+

o
ww
Rl |
no
—_
v
ml
—
VR
—_
|
[a—y
N
w
v
[N}

I
w
_l’_

—~
9]
w
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I
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uniformemente para (y,z) € R% A fungdo ¥(y, z) satisfaz a equagao (2.22). Analoga-

mente, a fungao ®(y, z) é obtida ao resolver
B '®(y,2) = ®(B 'y + Yi(y,2), 02 + Zi(y, 2))
que é equivalente &
e 0y, 2) = Pley + Yi(y,2),e 12+ Z1(y, 2))
onde Yq(y,2) =0 e Zi(y,z) =0.

De fato, como

T(y,z) = [ByJFY(y’Z)} = { ¢ } = ¢1(y,2)

Cz+7(y, 2) ez + ky?
e 'y + Yi(s.2)
1 | BTy +Yi(y, 2 B
T (y,Z) = {C’lz—k Zl(y,z) - qb—l(yaz)
tem-se
Yi(y,z) =ye—B ly=ye—ey=0
e

2
Z1(y,2) = {ze_l + 0 (et — 62):| —C 'z

Portanto, ®(y, z) =y, V(y, z) € R% Assim, o homeomorfismo Hy é dado por

Ho(yaz):{ ¥ }

z—l—%yQ

HiYy, z) = Y ]
0 (y ) L . % y2

Para L(y,z) = eX(y,2)" = (e7'y,ez)T e T(y,2) = di(y,2) = (e 'y, ez + ky?)T,
segue-se que HyoT = Lo Hy, como no Lema 2.3.1. Entao, o homeomorfismo H é dado

por

1
H:/ L °HyT?ds
0

O proximo passo é mostrar agora que H(y,z) = Hy(y,z). Tem-se que L™° =
(e*y,e*2)T. Logo,
e %y
2

e %y e’
Ho,T*® = H, = -
0 “lez+ L(e - 6—25)] Lsz + (et =) + %6_2592} [esz + %6]



Capitulo 2. Nocdes preliminares 44

Assim,
- - e’y Y
L HyT" = [ ]:[ }
e’z + %e z+ %
Portanto,
Ty y ' y
H(y,z) = ds = ds = = Hy(y,
w2 /OL+%} ’ [H%M ’ L+%} o)
e
LoHys=|, Y] = HoT2)
o) e 2 = O
Y= etz+€t% Yy, <
Ou seja,

eAt'H(y7 Z) = H<¢t<y7 Z))

O retrato de fase para o sistema nao-linear (2.1) e o sistema linear (2.2) desse
exemplo sao mostrados na Figura 2.6. Pelo homeomorfismo H~!, o subespaco estavel
E% = {(y,2) € R*z = 0} torna-se a variedade estavel W° = {(y,2) € R?|z = —y?/3},
e o subespago instavel EV = {(y,z) € R?*jy = 0} torna-se a variedade instavel
WY = {(y,2) € R?ly = 0}. As trajetorias z = 1/y do sistema linear tornam-se as

trajetorias z = 1/y — y?/3. Além disso, H preserva a parametrizacao.

z

Z
WY(0) /—ENJ
EU
0 y 0 s
\|y E
H-1

Figura 2.6: Homeomorfismo, [64].
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2.4 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov definem a média da razao exponencial com que trajetorias
vizinhas divergem uma da outra. Grosso modo, cada expoente avalia como uma pequena
perturbacao na condigao inicial cresce com o tempo, distanciando-se da trajetoria de
referéncia. Considere o fluxo de um sistema dinamico ¢(z,t). Deseja-se comparar como
duas trajetorias, por exemplo ¢(z1,t) e ¢(z2,t), com x; e x5 vetores de estados iniciais

suficientemente préximos, divergem a medida que o sistema evolui.

ofx. 1)

dit)

v
‘l v
et — ———
e 'l" d!f.\'l. 1)
d
e —— — -
-—

—

Figura 2.7: Expoentes de Lyapunov, [67].

Seja dy, tal que |r1 — x| < dy, o didmetro de uma esfera com uma vizinhanga sufici-
entemente pequena de estados iniciais do sistema dinamico. Entao, pode-se expressar a

sua variagao por:

d(t) = dyexp(At).

Segue que

1, d()

Dessa forma, o sinal A define o comportamento das trajetorias vizinhas. Se \ for nega-
tivo ou nulo, elas nao divergem; caso contrario, elas divergem exponencialmente uma da
outra. Assim sendo, o expoente de Lyapunov avalia a dependéncia sensitiva as condicoes

iniciais de um sistema, ou a grosso modo o quanto ele é cadtico [67].

2.4.1 Calculo dos expoentes de Lyapunov

Considere a evolugao temporal de um sistema nao-autéonomo n dimensional. Seja uma

esfera de raio inicial o = ||d(0)|| de estados vizinhos em torno de zq = x(0). Com o passar
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do tempo ela evolui para um elipséide com eixos principais 6;(t), i = 1,2,...n . Entao,

defini-se os expoentes de Lyapunov por, [67]:

A; = lim lim —lnéi—(t)

t—00 5o—0 do

i=1,....n (2.23)

Em geral, os \; dependem de z(y, embora em muitos casos eles sejam constantes em

uma significativa regiao do espago de fases [11]. Consequentemente,

0i(t) = do(o) exp A\t (2.24)

x(?) + ()

|8 (D] = || & (0 e*

-

16O x(n)

Figura 2.8: Evolugao de um elemento de volume esférico de raio J, em torno de um ponto
inicial, zo, [67]

Num instante t o elemento de volume no espaco de fase ¢ descrito por:
sv(t) =] (2.25)

Substituindo (2.24) em (2.25) vem

SV (t) = 6V(0) exp(i ) (2.26)

Por conseguinte, identifica-se duas situacoes para as quais o volume no espaco de fases
nao diverge, a saber:

(a) quando Y, A; = 0, entdo §V (t) = 6V (0) e o sistema & conservativo, ou;

(b) quando > 7" | \; <0, entdao 6V () < dV(0) e o sistema é dissipativo.

Uma primeira tentativa para a obtencao do espectro de expoentes de Lyapunov pode
ser intuitivamente construida procedendo ao calculo numérico das equacoes de movimento.
Dadas duas condi¢oes iniciais suficientemente préximas, medir-se-ia como as solucoes di-

vergiriam com o tempo. Porém, dois problemas se opoem a este procedimento: o primeiro
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ocorre porque trajetorias em um atrator cadtico apresentam nao somente expansoes (ou
contragoes) mas também dobras, de modo que a dinamica permanece confinada em uma
regiao finita do espago de fases, o que implica uma convergéncia muito lenta por dema-
siados periodos orbitais; depois, mesmo com a possibilidade de "filtrar"de alguma forma
somente expansoes em alguma direcao, o computo da diferenca entre as solucoes tenderia

naturalmente a crescer infinitamente com o tempo caso o sistema seja caodtico.

O primeiro problema foi abordado independentemente por Benettin et al. e Shimada
& Nagashima [11], com a proposta do tratamento simultaneo da evolu¢ao da dindmica no
espaco de fases e no espaco tangente (espaco das equagoes linearizadas). As equagdes de
movimento linearizadas fornecem a evolugao dos eixos principais de uma esfera (Figura
2.7 ) definida por uma base ortonormal centrada em uma trajetoria de referéncia que,
por sua vez, é obtida aplicando-se as equacoes nao-lineares de movimento a uma dada
condicao inicial. Na pratica, integram-se numericamente as equacoes de movimento com
uma dada condigao inicial xy e, simultaneamente integram-se as equacoes linearizadas

para n diferentes condigoes iniciais que definem uma base ortonormal {7y, ..., n,}.

Procedendo dessa maneira, no entanto, manifesta-se o segundo problema, que deve
ser evitado: uma vez que a divergéncia de uma trajetoéria cadtica é localmente expo-
nencial o médulo dos vetores 7; cresce muito rapidamente. Além disso, os vetores 7;
tendem a alinharem-se muito rapidamente ao longo da direcao com maior taxa de ex-
pansao local, o que causa o colapso angular dos vetores da base. Por isso, um processo
de re-ortonormalizagdo, como o de Gram-Schmidt [67], ap6s um ntamero finito de passos
de integracao, deve estar disponivel a fim de contornar tais problemas. Se o interesse
for exclusivamente o célculo do maior dos expoentes de Lyapunov, pode-se dispensa-lo a

favor tao somente de uma normalizacao de um tnico vetor 7 nessa direcao.

Apresenta-se a seguir um fluxograma (Figura 2.10) baseado no algoritmo classico pro-
posto por Wolf et al . [69] que permite a estimativa do espectro de expoentes de Lyapunov
associado a fluxos e mapas multidimensionais. Primeiro, calcula-se o maior expoente de
Lyapunov positivo (A1), depois o segundo maior (Ag) e assim sucessivamente. Com res-
peito a escolha da base logaritmica igual a 2, esta refere-se a taxa com que a dinamica do
sistema cria ou destroi informagao em bits. Ou seja, os expoentes sdo expressos em bits/s

(ou bits/orbita) para um sistema continuo e em bits/itera¢do, para um discreto [69].
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= n varidveis de estado x'?
Inicio : ©
n vetores ortogonais 1j;

W
Integrar (p passos):

- Espaco de fases = x!%)

- Espaco tangente = n; (1)

Convergiu?

H

h
Re-ortonormalizar:
Vetoresn'; ) e versores #j';\%

. TI'JALJ =rn"""- i .
'rzr"" =" '(’h'“ ‘ﬁr;{_')ﬁrll_l

Imprimir:
Soma(i)/t

I—» Li® = log,ln'; | [—| Soma(i) = Soma(i) + L,

Figura 2.9: Algoritmo de Wolf, [69|

2.5 Critério de Estabilidade de Routh-Hurwitz

Na teoria dos sistemas de controle , o critério de estabilidade de Routh-Hurwitz é um
teste matematico que é uma condicao necessaria e suficiente para a estabilidade de um
sistema de controle linear e invariante no tempo (LTI). O teste de Routh é um algoritmo
recursivo eficiente que o matemaético inglés Edward John Routh propos em 1876 para de-
terminar se todas as raizes do polindmio caracteristico de um sistema linear apresentam
partes reais negativas. O matemaético alemao Adolf Hurwitz propos de forma indepen-
dente, em 1895, organizar os coeficientes do polinémio em uma matriz quadrada, chamada
de matriz de Hurwitz, e mostrou que o polinémio é estavel se, e somente se, a sequéncia
dos determinantes de suas submatrizes principais é positiva. Os dois procedimentos sao
equivalentes, com o teste de Routh fornecendo uma maneira mais eficiente de calcular os
determinantes de Hurwitz do que informa-los diretamente. Um polinémio que satisfaz o

critério de Routh-Hurwitz é chamado de polinémio de Hurwitz [61].

O processo pode ser descrito:

1. Escreve-se a equagao caracteristica da seguinte formas:
—1
p(s) = aps" +a18" " + ...+ a5+ ay
Veja se todos os coeficientes da equacao caracteristica sao positivos.

2. Caso a condicao anterior seja satisfeita, arranje os coeficientes do polinomio de

acordo com o seguinte padrao (Arranjo de Routh): O processo de formacao das
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by = az—xa _ _ 1| d a2
“ A a5 a3
sl ag a» aa
n—1
S 5 al 33 a5 b2 — 3134—3g3s — 7i 30 ‘34
s b]_ b2 b3 a1 a1 dy ds
s"3 g o g
n—4
S dl dg dg b3:33_35‘:_l dap de
4 Al a ay
2
5 €1 €2
1 £ 1| 91 a3
S 1 a=-—1%
s? g1 Hb b

Figura 2.10: Aranjo de Routh, [61].

linhas continuara até que se esgotem todos os elementos, ou seja, até que a n—ésima

linha seja completada.

3. Critério de Routh-Hurwitz: o ntimero de raizes com parte real positiva é igual ao

nimero de mudancas de sinais dos elementos da primeira colunado arranjo.

Para utilizagaodo critério de Routh-Hurwitz, deve-se considerar alguns casos:

e Caso 1: Caso ja discutido, onde nao ha elementos nulos na primeira coluna do

arranjo.

e Caso 2: H4 um valor nulo na primeira coluna, porém alguns elementos dessa linha
sao nao nulos. Neste caso o zero é substituido por um parametro, € > 0, suficiente-

mente pequeno.

e Caso 3: Linha com todos os elementos nulos. Essa condi¢ao ocorre quando a
equacao caracteristica possui fatores do tipo (s + o)(s — o) ou (s + jw)(s — jw)
ou duas/quatro rafzes reais de igual valor e sinais opostos. O arranjo é continuado
formando-se um polinomio auxiliar, P(s), com os coeficientes da tltima linha nao
nula e utilizando os coeficientes da derivada de P(s) na proxima linha.

A ordem do polinémio auxiliar é sempre par e indica o nimero de raizes simétricas.

e Caso 4: Raizes duplas, triplas, etc. no eixo imaginario. E um caso patologico e o

critério de Routh-Hurwitz nao revela este tipo de instabilidade.

Aqui finaliza-se alguns dos principais resultados e conceitos que foram utilizados no

desenvolvimento deste trabalho.



CAPITULO 3

MODELAGEM MATEMATICA E
ANALISE PARA O CASO
ASSIMETRICO

Neste capitulo sera modelado o movimento bidimensional das pregas vocais com o
objetivo de entender um pouco sobre a dinamica deste movimento. E claro que serdo
aproximadas as condicoes fisiologicas das pregas vocais de forma que facilite a anélise,
sem no entanto que haja perda qualitativa. Sera trabalhado o modelo biomecanico que

age como uma fonte de som na fonacdo 36, 37, 38, 39, 40].

3.1 A equacao do movimento

A modelagem da vibracao das pregas vocais considerando todas as suas peculiaridades,
seria muito problemaética, visto que a glote ¢ tridimensional, a parede glotal é deformavel
de modo assimétrico, o par de pregas vocais nao é constituido por pregas idénticas, pois
pode existir diversas assimetrias, como por exemplo, diferenca de altura, largura, rigidez,
etc, ou seja, o trato vocal é realmente complexo. A geometria a se considerar é realmente

dificil e tornaria o modelo confuso e com um niimero muito grande de parametros.

Logo, assume-se que o movimento de cada prega vocal (direita /esquerda) pode ser
definido como o movimento de propagacao de uma onda na direcao do fluxo de ar. Além
disso, sera definida uma estrutura mais simples, de forma que as nao linearidades do

sistema (geometria, viscosidade, colisao abrupta das pregas vocais) nao apresentem perdas
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Forca externa

v | <

deslocamento

o p—

Figura 3.1: Modelo mecanico para o movimento da prega vocal, fonte:autor

significativas nesta analise [57, 39]. Sera admitido que todas as propriedades do tecido
esteja concentrada no ponto médio das pregas vocais, ou seja, o modelo considerado é
agrupado. Através de um balango de forgas na dire¢do do movimento [39] as equagoes
do movimento das pregas direita e esquerda podem ser escritas da seguinte forma [39],

respectivamente (figura 3.1):

M, + Be(1 40,6206 + Ko&e = F (3.1)
M&+ B(L+m&HE + K& = Fy (3.2)

onde &.; sao o deslocamento do ponto médio do tecido da glote, M,;, 5,; e K,; sao a
massa, amortecimento linear e rigidez, direita e esquerda, respectivamente, por unidade
média de area da superficie, 7,; sao o coeficiente nao linear de amortecimento e F, é a
forca externa que age na glote e sera a pressao meédia da glote [24] que sera indicado por

P, por ser um termo mais apropriado.

Conforme Figura 3.2 a representacao esquematica das pregas vocais, onde L é a largura

da glote, z( é a semiabertura inicial da glote, e T" ¢ o comprimento da glote.

Aqui faz-se toda demonstracao para a prega direita, tendo em vista que as mesmas
forcas que agem sobre esta prega também agem sobre a prega esquerda. Entao considera-
se a equagcao:

Mrgr + B, (1+ nrfrz)ér + K& = Dy (3:3)

Fazendo-se o uso da teoria de Bernouli para escoamento de fluidos P, serd determinada
através de relagoes entre a velocidade do ar e a pressao de escoamento em varios pontos

da glote.
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Figura 3.2: Representagdo esquemética das pregas vocais, [39].
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Figura 3.3: Vista geométrica da laringe simplificada no sistema de coordenadas cartesianas
(x,y,z) e variaveis aerodinamicas do canal do fluxo, [54].
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Toma-se os pontos e e s como o0s pontos na glote (Figura 3.3), respectivamente. Tem-se

entao pela equacao de Bernoulli que:

1 1
P. + 2pv =P+ 2pv - P, (3.4)

onde: P. , P, sao a pressao nos pontos e e s, respectivamente, e v, , v, sao a velocidade
em e e s, respectivamente. Como considera-se que o fluido é incompressivel, tem-se que o
valor p da massa epecifica do fluido serd constante. Considera-se aqui que ndao ha perda

de pressao (ndo ha atrito com a parede das pregas), ou seja, P, = 0. Logo tem-se:

1
P,— P, = —ép(vz —v2). (3.5)

Para as areas das segbes A, e Ag na entrada e saida da glote (Figura 3.4) ,respectiva-

mente, tem-se

o Y
€ Ae’ vS Ag? (36)
para ¢ a vazao do fluxo glotal. Logo:
1 1 1
P, — Py = —=py® - -
e 210770 (AeZ A32> (3 7)

Agora para as diferencas das pressoes nas regioes subglotal e supraglotal o qual sera

chamada de Pg,, e Pyyprq, respectivamente, tem-se primeiramente para Py, e Ps

2 2

sub

onde: P

»s € a perda de pressao cinética na saida da glote. Como pode-se considerar a

glote como parte de um tubo, sabe-se que essa perda de pressao é proporcional a energia

cinética na saida da glote, portanto

1 [y?
Poy = i3 ( A2>' (3.9)
Segue das equacoes (3.8) e (3.9) que:
1 /9y 1 P2 1 (2

Como Ay, € suficientemente grande comparado com Ay tem-se da equacgao (3.10) que

Pop— P — © (ﬁi)u—/ﬁ). (3.11)



Capitulo 3. Modelagem matematica e analise para o caso assimétrico 54
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Figura 3.4: Se¢ao frontal das pregas vocais, adaptado de [55].

Renomeando-se 1 —k; = k., onde k. é o coeficiente de perda de pressao cinética na entrada

1 2
=2 (%) (3.12)

¢ a pressao dinamica na saida glotal. Segue das equagoes (3.11) e (3.13) que:

da glote e

Poup — P, = k Py (3.13)

De maneira analoga, tem-se para Ps e Pgyprq

1 [?
Psup’r’a — Ps = 5,0 (A_z) (]_ - kQ) (314)
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Agora, renomeia-se 1 — ky = k., como o coeficiente de recuperacao da pressao na saida da
glote e entao:
Poupra — Ps = ke Ps. (3.15)

Subtraindo-se as equagoes (3.13) e (3.15)obtem-se:
Psub - Psupra = (kc - ke)Pks = ktpks (316)

seja k; = k. — k. o coeficiente de pressao transglotal. Agora para um ponto y na glote se
considera-se que a area da secao transversal da glote é retangular tém-se que a pressao

P(y) e P, deverao satisfazer a equagao de Bernoulli, ou seja:

pY° 1 pp?
P - =P, + = 3.17
W)+ 5 =Pt 5 (317
logo de (3.15) obtem-se
Ps = Psupra - kePks (318)
segue de (3.17) que:
1 py? A2(y)
P(y) = Poupra — ke Prs + = 1— 3.19
reorganizados
A(y)
P(:y) = Psupra + P (1 - A2 - k?e) . (320)
Substituindo-se Py dada pela equagao (3.16) na equagdo anterior tem-se:
Psu - Psu ra A2
P(y) = Puupra + (P P ) <1 - A(f) - k:) . (3.21)
t s

Agora encontra-se a expressao geral para A(y) através de uma interpolagdo linear. Antes
observe a figura 3.4. Como considera-se que a secao transversal da glote é retangular
tem-se que o ponto y encontra-se entre a entrada e a saida da glote,ou seja, entre e e s

logo temos para o comprimeto da glote T

As — Ae T
Aly) = Ae=—7— [y - (—5)1 (3.22)
ou seja, A Ao
s — ‘e s + e
Ay) = Y + 5 (3.23)

Py = /_ P(y)dy (3.24)
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que substituindo os valores de P(y) e A(y) dados pela equagoes (3.21) e (3.23) na equagao
(3.24) tem-se:

Psu - Psu Ta As
P, = Poypra + (Poup pra) (1 As k). (3.25)
k¢ A,

Agora determina-se A, e A,. A Figura 3.5 a seguir mostra um ciclo idealizado da
vibracao das pregas vocais no plano coronal. Quando a glote abre-se (abdugao), ela tem
forma convergente [39], veja configuragdo 1 a 4 da Figura 3.5a seguir. Quando a glote
fecha (aducado), as pregas vocais tem forma divergente,configuragao de 5 a 8 da Figura
3.5. Esse é o movimento ondulatorio da superficie da mucosa que se deforma propagando

na diregao do fluxo de ar [28]. O movimento de abduc¢ao e adugao caracteriza-se por uma

NIRRT
VAT Y

5 6 i 8

Figura 3.5: Propagagao da onda de mucosa, esquema de um ciclo oscilatorio, adaptado
de Hirano [27], [28].

equacgao de onda unidimensional, com velocidade ¢?:

Px 0%
— =c"=— 3.26
oz~ C 9z (3.26)
onde considera-se que a onda se propaga na direcao do fluxo de ar. Pelo método de
d’Alembert |70] sabe-se que a solugao pode ser simplificada por:

r(z,t) == <t — f) (3.27)

C

Por admitir uma estrutura simples da geometria das pregas vocais, fica mais facil de-
terminar as areas ao longo do eixo y na glote & medida que a onda se propaga pela
mucosa. Lembre-se que L ¢é a largura da prega, entao uma constante x, é acrescentada ao

deslocamento x(z,t), logo para um ponto y na glote (veja figura 3.2 e figura 3.3) tem-se:

A(z,t) = L(xo(t) + 2.((2,1)) + L(xo(t) + 21((2,1)). (3.28)

Para o comprimento 7" da prega segue que quando z = —7'/2 encontra-se em e que

possui drea A, e quando z = T/2 encontra-se em s possui area Ag;. Para o tempo de
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atraso 7 que a onda leva para viajar a metade da prega vocal segue que :

ze(t) =z, (t+7) + 2 (t +7)
xs(t)T: Tt —7)+x(t —7) (3.29)

Entao:
A(t) = A(=T/2,t)
= Llzg+ x.(=T/2,t)] + L[zo + x;(—=T/2,1)]
= Llzg+x.(t+7)] + Lixo + z1(t + 7). (3.30)
De maneira analoga:
As(t) = A(T/2,t)
= Llzo+ x.(T/2,t)] + L{zo + x,(T/2,1)]

= Llxo+x.(t — 7)) + Lixo + x;(t — 7)]. (3.31)

Logo, tem-se finalmente as expressoes para calcular P.

3.2 Reducao para um sistema de Van der Pol
fortemente acoplado

Dos céalculos feitos na secao anterior desconsidera-se o efeito do carregamento do trato
vocal, ou seja Pyyprq = 0, 0 que coincide com a pressao atmosférica. Além disso também
serd desconsiderado o termo k. , pois geralmente k. < 0.2 [39]. Logo temos a pressao

média na glote P, dado pela equagao 3.25 & reescrita como:

Psub As
P= (1 - A_e) . (3.32)

Para um tempo de atraso 7 suficientemente pequeno, através a série de Taylor em torno

da origem segue que areas dadas anteriormente pelas expressoes (3.30) e (3.31) sao repre-

sentadas agora por:

A(t) = L[2xo+ z,.(t) + 72,(t) + xi(t) + 724(2)] (3.33)
A (t) = L[2xo + x,(t) — 72, (t) + x,(t) — 724(1)] (3.34)

que sustituidas na equagdo (3.32) fornece a seguinte expressao para a pressao média na

glote:
P 27(2,(t) + 21(t))
ki 2xo+ x.(t) + 72,.() + 2(t) + 72,(t)

P, - (3.35)
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Para um readaptagao de [4] e [25] a expressao acima ainda pode ser aproximada por uma

relacao linear
2T

ktl'o

Pg ~ Psubvchar(jjr + x‘)l)a onde Uchar = (336)
Venar © chamado de coeficiente de velocidade caracteristica.

Agora serd considerada as variaveis de movimento iniciais &, ;. Das consideracoes dada

por (3.36) segue das equacoes (3.1), (3.2) e (3.35) e para uma assimetria apenas na rigidez,

segie que:
ME 4 BG4 I = T+ (3.37)
M+ B+ 066+ Kb = (6 + 6 (3.38)

s30 equivalentes a;
M& + B(L+ 0626 + Ko = CE+8) (3.39)
M+ B(1L+n8)a + K& = C& +&). (3.40)

Soma-se —2C¢, nos dois membros de (3.39) e —2C¢; nos dois membros de (3.40) obtém-se

reagrupando os termos , respectivamente:

ME& +(B—2C+ &6 + K& = C6+&—26) (3.41)
ME& + (B —2C + e + K& = O + & +28) (3.42)

que simplificados tornam-se:

ME + (8 =20+ Bn&. )6, + Ko = CG—§) (3.43)
M&+ (B —2C+ &)+ K& = C& —&). (3.44)

Para B = —f + 2C, segue que:
M, — (B =& )6 + Kol = C(G4—§) (3.45)
Mé — (B—-BngHa+ K& = C& —&). (3.46)

Considera-se aqui B # 0, entao:
Mgr - B (1 - %57’2) Sr + KT’ST = C(& - £T> (347)
M - B (1 - %@2) G+K& = 06 —4) (3.48)
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Dividi-se as duas tltimas equacoes acima por K,.M e usa-se que K, M = /K, M~/ K, M

tem-se:

& B 1 Bn.o\: . & _ C .
& (-G - gé-6 e

K VEMVEM M
%__\/[i—]\/[\/[;—M(l %nf )fl Ki{]l\/[fl = K?M(ér_él)' (3.50)
Agora, seja u = \/Ii_M, o = ;;M e Q) = % > (0. Segue dessas observagoes e das
equagoes (3.49) e (3.50)
}%—u — (1—%f)§r+% - a\/};—M(éz—fv-) (3.51)
%—N ;TM (1—@1)51 Qf = @ﬁ@r—él)- (3.52)

A fim de simplificar as equagoes acima segue que a mudanga de varidveis x,; = 4/ %@J

| M
e o reescalonamento no tempo t' = ?t, implica pela regra da cadeia que:

r

bat) = 20 M (3.59)

. M .
Zra(t) Bn frz( ). (3.54)
Substitui-se agora as equagoes (3.53) e (3.54) em (3.51) e (3.52) e obtém-se:
& — (1l — 2,23, + v, = ol —o,) (3.55)
—p(l—2)d +Qu; = a(i, — ). (3.56)

As (3.55) e (3.56) constituem um sistema acoplado com acoplamento a e () € um parametro

de assimetria. Observa-se que para () = 1 as equagdes (3.55) e (3.56) sdo praticamente
ko

2T

idénticas. Para que p = 0 temos que B = 0, ou seja P, = que é a pressao limiar de
oscilacao. Note que a condicao p > 0 implica que o > 'g

Pode-se reescrever o sistema dado pelas equagdoes (3.55) e (3.56) acima como um

sistema de van der Pol fortemente acoplado, ou seja na seguinte forma matricial:

X—puI-xHX+X=(01-Q)AX +aBX (3.57)

onde:

O e R R S s e B
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Tabela 3.1: Valores dos parametros para a configuracdo de um homem adulto,|39]

Parametro Valor
M 0,476 g/cm?
o4 50 dyn/cm?
K, 200000 dyn/cm?
T 1 ms
ky 1,1
T 0,1 cm
P, 800 Pa
n 5000 cm 2

A anélise do sistema dado pela equagao (3.57) sera feita para o parametro de assimetria
que satisfaz 0 < @ < 1. Caso @Q > 1 tem-se K; > K,, entao faz-se uma mudanca
de varidveis e reescalonamento no tempo e reescreve-se o sistema com um parametro
de assimetria equivalente trocando-se a prega direita pela esquerda. De acordo com o
trabalho de Lucero [45] o parametro o também pode ser variado (equivale a situagoes
reais) no intervalo [0 1]. Aqui considera-se os valores médios para um homem adulto de
acordo com [39] e estao explicitados na tabela 3.1. Este valores que produzem pu = 0.3 e
a = 0.23.

3.3 Analise de estabilidade numérica e analitica

Para estudar a estabilidade do sistema dado pelas equagoes (3.55) e (3.56) reescreve-as

como um sistema quadridimensional de ordem 1. Observe as equagoes abaixo:

T, = 1) (3.59)
i = @ =pu(l —22)i, —x, + a(i — i) (3.60)
T = X (3.61)
Ty = @ = pu(l —2})i; — Qo + a(i, — ). (3.62)

As solucoes constantes do sistema sao determinadas pelo sistema homogéneo:

i = 0 (3.63)
i = pu(l -2z — 2, +a(ry—2) =0 (3.64)
B o= 0 (3.65)
Ty = pu(l—a))zy — Quy + az; — x3) = 0. (3.66)
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Essas solucoes sao chamadas como solucao de equilibrio. Logo a tnica solugao do sistema
acima é dada por E, = (0 0 0 0)”. O sistema acima ¢ reescrito de forma mais compacta

como segue abaixo.

X = AX + G(X) (3.67)
onde:
T, 0 1 0 0 0
| = -1 p=—a 0 o | —paan
X = x|’ A= 0 0 0 1  G(X) = 0
T 0 o} —Q p—a« —priTy

A varidvel "X "aqui indica derivada de X em relacdo a t.

Observe que G(X) = o(|z|), isto é, G(x) — 0 quando |x| — 0. Além disso, G(0) = 0,
onde 0 = (0 0 0 0)7 = E,. Logo pela teoria de estabilidade para sistemas lineares
pertubados pode-se estudar o comportamento qualitativo do sistema (3.67) na vizinhanca
do ponto E, basta estudar apenas o comportamento do sistema linear[21]|, conforme os
consta no capitulo de resultados preliminares. Para determinar a estabilidade do sistema
linear X = AX deve-se encontrar o polinémio caracteristico associado a matriz A. Para

o caso estudado o polinémio caracteristico é dado por:

det(A—sI)=s"+2(a—p)s® +[1 +Q + pu(u — 20)]s* + (a — p)(1 + Q)s + Q. (3.68)

3.3.1 Estabilidade numeérica

Variando-se os parametros de acoplamento («) e assimetria (()) encontra-se o diagrama
de estabilidade para o tinico ponto de equilibrio do sistema que é a origem E, = (0,0, 0, 0).
Aqui considera-se o parametro () fixado no intervalo 0 < ) < 1 com uma variacao de 0,05
variando- se & no mesmo intervalo e com as mesmas variacoes. Para essas consideracoes
gera-se o seguinte diagrama de estabilidade utilizando o software M AT LAB® mostrado

na figura 3.6, onde cada grafico ¢ a instabilidade para cada par de raizes:

Neste diagrama os circulos indicam parte real dos pares negativa (estabilidade) e as
estrelas indicam pelo menos uma raiz com parte real positiva (instabilidade) da solucao

de equilibrio.

3.3.2 Estabilidade analitica

Relembre-se que a equacao caracteristica associada as equacgoes de movimento das

pregas vocais dado pela equagao (3.68) é:

s 2(a—p)st + L+ Q + p(p — 20)]s" + (0 — p) (1 + Q)s + Q
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segundo par de raizes

O que interessa saber do polinomio acima é quais as condicoes para que ele seja instéavel,

ou seja, quais as condigoes os seus coeficientes devem satisfazer para que todas as suas

raizes tenham parte real negativa. Caso isto aconteca tem-se que o ponto de equilibrio

do sistema ¢é assintoticamente estavel. O critério de Routh-Hurwitz [63] fornece condigoes

necessarias e suficientes para que um polinomio da forma

pa(s) = aps® + a15® + ags® + ass + ay

possua todas das raizes com parte real negativa. Uma condicao necessaria é que todos

os coeficientes nao mudem de sinal.

Entao, como ag > 0, devemos ter a,, > 0 para

=1,2,3,4. Uma condicao suficiente para a estabilidade também é dada pela tabela de

Routh-Hurwitz, onde a primeira coluna nao deve mudar de sinal.

Tabela 3.2: Tabela de Routh-Hurwitz

Sy ag =1 ar=[1+Q+ pulp—2a) a=0Q
S3 a; = 2(a — p) az = (@ —pu)(1+ Q) 0
S9 bl:w bZZ_GO*Q_M by = 0
ba# a1
S1 01:3——a—1—2———a—IEE 0 0
TE3 et
S0 dlzl*—m 0 0
C1

Das equacoes da tabela 3.2 segue:

—(a—p)(1+ Q) +2(a — p)[1 + Q + p(p — 2a)]
2(o — )
20 — p)Q + (1 —20)(1 + Q)

b

C1

bQZZQ.

b
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Das condicoes necessarias e suficiente para a estabilidade do polindmio é suficiente que

ay > 0; ag > 0; ag(ajas — apas) — aga; > 0; ay > 0
que calculadas para o polinémio caracteristico obtém-se:

a1 >0 =2a—u>0 =a3>0
as >0 = >0
as =14+ Q+ p(p—2a) >0

Para az(ajay — agaz) — aga? > 0 seguem os calculos

a—p)* 201+ Q)(1+ Q) + 2u(p — 20)(1+ Q) — (1 + Q)* — 4Q)
= 201+ Q)° +2u(p—20)(1+ Q) — (1+Q)* - 4Q

(1+Q)° +2u(n —22)(1+ Q) — 4Q
(1-@Q) +2u(p — 2a)(1 + Q)

Dividi-se (3.76) por 2(1 + Q) e soma-se a? em ambos lados da inequagao:

;1_—%+M(u—2a)+a2 > o?
QQue reescrita se torna: ,
—éiffi; +(p—a)? >a?
que dividida por a? , ,
raet (15 71

(@ =)+ Q)/2(a = p)[l+ Q@+ p(p — 20) = (0 — p)(1 + Q)] — 4Q(a —
(

(3.72)

(3.73)
(3.74)
(3.75)

p)?

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

Logo a inequagao (3.79) também deve ser satisfeita para que o polindémio caracteristico

seja estavel. Caso alguma das condicoes descritas em aqui nao sejam satisfeitas perde-se

a estabilidade do polinémio caracteristico. Para que isso ocorra duas situacoes limite

distintas podem ocorrer:

e Caso 1

a= [ curvac

(3.80)

Entao na tabela de Routh-Hurwitz tem-se a; = a3 = 0. Para a; = € e substituindo-

se em by e para ¢ — 0 = b; — 0 Da mesma forma, faz-se b; = 0 e substitui-se se em

c1 e para € — 0 = ¢; — 0. Com essas observacoes encontra-se 2 linhas da tabela de

Routh-Hurwitz nulas. Isto implica que dois pares raizes cruzam o eixo imaginéario.
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e Caso 2

(1-Q)? p—a\®_
2(1+Q)a2+( - ) =1curvab (3.81)

Para este caso tem-se que ¢; = 0 logo novamente tem-se uma linha nula na tabela

de Routh-Hurwitz, portanto um par de raizes cruzando o eixo imaginario.

3.3.3 Solucoes sincronizadas

Aqui serd estudado o movimento oscilatério sincronizado das pregas vocais(phase-
locked) direita e esquerda, ou seja sob quais condigdes irao oscilar com a mesma frequéncia
e com diferenca de fase constante(a melhor das hipoteses é quando a diferenca de fase é
zero, ou seja as solucoes estdo sincronizada em fase). Para este estudo sera aplicado um
método de pertubagio conhecido como método do balango harmonico [58]. A idéia deste
método é expressar a solucao do sistema de equacoes na forma de uma combinacgao linear
de fungbes periddicas [59], [60]. Este método também é conhecido como método da linea-
riza¢ao harmonica [62] e tem a caracteristica de poder tratar nao somente nao-linearidades
analiticas suaves mas também nao-linearidades analiticas abruptas encontradas em muitos

problemas fisicos, sendo possivel obter solucoes aproximadas através do seu uso.
Serd assumida a solucao de primeira ordem:
z,.(t) = R, cos(wt—0,) (3.82)
x(t) = Rycos(wt —0). (3.83)
Logo:

3.84
3.85

= —R,wsin(wt —6,)

3.86
3.87

)

) = —R.w?cos(wt —0,)
) = —Rwsin(wt —0))

)

(3.84)
(3.85)
(3.86)
= —Rw?*cos(wt — ). (3.87)

Substituidas as expressoes de x,., x; e as suas derivadas de primeira e segunda ordem

na equagoes (3.55), obtém-se:
— W?R, cos(wt — 0,) — pu[l — R? cos*(wt — 0,)][~wR, sin(wt — 0,)] + R, cos(wt — 0,.)
= aw|R;sin(wt — 0;) — R, sin(wt — 6,.)] (3.88)
que é equivalente a:

(—w?R, + R,) cos(wt — 6,) + R, sin(wt — 0,)[uw — pwR2 cos?(wt — 6,)]
= aw[R;sin(wt — ;) — R, sin(wt — 6,)]. (3.89)
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Da seguinte igualdade:

sin[3(wt — 0,.)] + sin(wt — 6,.)
4

desprezada o harmonico maior, ou seja, omite-se sin[3(wt — 6,.)] e substitui-se equagao

(3.90) em (3.89)

sin[(wt — 6,)] cos®(wt — 6,) = (3.90)

2
(—w?R, + R,) cos(wt — 6,) + R, sin(wt — 6,) [ o — RT;M}
= aw[R;sin(wt — 0;) — R, sin(wt — 6,)]. (3.01)

Expande-se cos(wt — 0,.), sin(wt — 6,.) e sin(wt — 6;) e obtem-se de (3.91):
R?pw

coswt [R,, cos 0,(—w? + 1) — R, sin 6, (uw — — aw) — Rjaw sin 81}

= aw|R,(sinwt cos b, — sin b, coswt) — Ry(sin wt cos 0, — sin 6, cos wt)]. (3.92)
Agora, reescreve-se a expressao (3.92) como uma combinagao linear de coswt e sinwt

e tem-se:

R?jw

cos wt [Rr cos 0,(—w® + 1) — R, sin 6, (uw — — aw) — Rjow sin 81}

R2
+ sinwt {RT sin 6, (—w? + 1) + R, cos 6, (,uw — ’ZM

- aw) + R;ow cos 01]
= 0. (3.93)

Da independéncia linear das funcoes "sin"e "cos'"segue da ultima equagao que

R%uw

R, cos0,(—w? + 1) — R, sin 6, (,uw — — aw) — Rjawsinf;  (3.94)

R?uw

= R,sinf,(—w?+ 1)+ R, cosf, (,uw — — aw) + Rjawcos®;,  (3.95)

= 0.
Fazendo os mesmos calculos para a equacdo da prega esquerda dada pela equagao(3.56)

encontra-se:

R%pw

Ry cos )(—w?® 4+ Q) — R;sin 6, (,uw — — aw) — Rjawsinf,  (3.96)

R?uw

= Rl sin 91(—&)2 + Q) + Rl COS 91 (,uw —
= 0.

— aw) — R,awcosf,  (3.97)

Multiplica-se (3.94) por R;cosf; e (3.95) por R;sinf,; e obtem-se, respectivamente:

R?jw

R, Ry cos 0, cos 0)(—w?+1)— R, R; sin §, cos 6; (,uw — — aw) — Ry Rjawsin @y cos 6, = 0

(3.98)
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R2
R,.R;sin 6, sin 0;(—w2 + 1) + R, cosb,sin b, (,uw — % — ozw) + Rjaw cos B sin 0, = 0.

(3.99)
Soma-se as equagoes (3.98) e (3.99) e obtem-se:
R, Ry(—w?* + 1) cos 6, cos 0, +
: : : : R?pw
— sinf,sind, + R, R;(sin 6, cos 0, — cos O, sin ;) | pw — o
= 0 (3.100)

que é reescrita da sequinte forma:
2 : R pw
R.Rycos(0, — 0))(—w” 4+ 1) — R.Rysin(0, — ;) | pw — — )= 0. (3.101)

Ainda faz-se as seguintes multiplicacoes (3.96) por R, cos 6, e (3.97) por R, sin 0, e obtém-
se:

2
R, R; cos 8, cos 91(—w2+Q)—RTRl cos 0, sin 6, (uw — % - aw) —R,Rjowcosf,sinf, =0

(3.102)
R? jiw
R, Ry sin 0, sin 0;(—w?4+Q)+ R, R; sin 6, cos 0, (,uw - — aw) —R,Rjaw cos B, sin b, = 0.
(3.103)
Somadas as equagoes (3.102) e (3.103) conclui-se que:
R Ry(—w* + Q) cos 6 cos 0, +
. . . . R?pw
+ sinf, sin6, + r,. Ry(sin 0, cos 0, — cos b, sin ;) | pw — o
— 0. (3.104)

A expressao acima é simplificada e se torna:
2 - R} pw
R, Ry cos(0, — 0)(—w” + Q) + R, R;sin(6, — 6;) | pw — T )= 0. (3.105)

Das equagoes (3.101) e (3.105) segue:

1
w2+Q:—(1—w2):>w2:+TQ (3.106)
R? R?
i — rH —aw = W — atad —aw= R, =R, (3.107)

Seja ¢ = 0, — 0; o angulo de fase entre as pregas direita e esquerda e R; = R, = R.
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De (3.94) multiplicada por sin 6, e (3.95) multiplicada por cos 6, obtem-se respectiva-

mente:
R?jw
Rcos 0, sin 0, (—w? + 1) — Rsin6, sin 6, <,uw — — aw) — Rawsin@;sinf, = 0
(3.108)
R2
Rsin 0, cos OT(—wz + 1) + Rcos b, cosb, (,uw _ e aw) — Roaw cos ) cosf, =0
(3.100)

Subtrai-se as duas ultimas equacoes e apés uma simplificacao tem-se o seguinte resultado:

2
R [(uw — wa - aw) + aw cos qﬁ} = 0. (3.110)

A expressao acima é valida para todo R, em particular para R # 0(A solucdo nula

interessa).Logo deve-se ter

RQ
[(uw— fw —aw) +awcos¢] =0 (3.111)
ou equivalentemente
R2
pw (1 - I) = aw(1l — cos ¢). (3.112)
Sem perda de generalidade, supoe-se que w # 0, ou seja
R2
© (1 — I) = a(l — cos ¢). (3.113)

Multiplica~se (3.94)por cos @, e (3.95) por sinf, entdo tem-se, respectivamente:

R?jw

Rcos? 0,(—w? + 1) — sin 6, cos 0, (uw - - aw) — Rawsiné, cosf, =0 (3.114)

R%uw

Rsin® 0, (—w? + 1) + R, cos 0, sin 0, (uw — — aw) + Rjaw cos Oy sinf, = 0 (3.115)

Somadas e simplificas as duas iltimas equacoes
R(—w? +1 +sin¢)aw = 0. (3.116)

Da equagao (3.116) e de (3.106)

1—
—2Q +awsing =0 (3.117)

logo
1-Q

Qwar

sin ¢ = — (3.118)
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Desta analise tem-se o seguinte sistema

( 2 14+ Q
R? ’
o (1—1) = a(1 — cos ¢) (3.119)
o 1-Q
L sing = — 2war

Do sistema acima observe que a frequéncia da oscilacao decresce & medida que o parametro
de assimetria () cresce, assumindo seu maximo quando w = 1. Da terceira equagao de
(3.119) tem-se que sing < 0 (pois, 0 < @ < 1), entdo temos que o angulo de fase
¢ € [—m 0], ou seja o lado direito (saudavel) sempre precede o lado esquerdo(flacido). Isto
concorda com os resultados encontrados por Steinecke e Herzel [13]. Observe que dados
valores de ¢ e () o sistema acima pode ter nenhuma, uma ou duas solucoes. Mudancas

no nimero de solucoes ocorre para:

o )= —g, uma solugao aplica-se (3.118) e obtém-se:
1 —
T e R (3.120)
2wa
(1—-Q)? = (2wa)? (3.121)
1— 2 2
( 2@) = 1?-@ veja o sistema (3.119) para w (3.122)

Note que a expressao acima s6 é valida desde que a < pu, além disso, a equacao

acima descreve o trago da curva a representada na figura 3.7

o O£ —g , duas solucoes.

e R =0, nehuma solucdo. Neste caso (3.118) é equivalente a:

a—fi
[0

cos ¢ = (3.123)

Elevando a equagao (3.118) ao quadrado e somando com o quadrado da equacio

(3.123) segue:
(1-Q)? | (a—p\ _
a0y ( - ) = 1. (3.124)

Entao de acordo com a andlise anterior tem-se o seguinte diagrama de bifurcacao dado
pela Figura 3.7 a seguir. Sobre a curva b nao existe nenhuma solucao sincronizada. Para
pontos na regiao acima da curva b tem-se uma solugao. Sobre a curva a existe uma
solucao. Entre as curvas a e b tem-se duas solugoes. Abaixo da curvas a as solucoes

nao sao sincronizadas. De acordo com a mudanca de variavel que caracterizou o modelo,
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1 T T T T T T
08}
RS N
06

g 05+

04t “\\\
03 £ \\i

o2k i \\ b

01 g\,

Figura 3.7: Bifurcacao para u = 0.3, fonte: autor.

segue que abaixo da curva d, dada por a = § a validade do modelo nao é considerada.
Segue das observagoes da se¢ao anterior que para o diagrama de bifurcacao(veja figura

3.7)abaixo da curva b e acima da curva c as solugoes sao estaveis. Em todas as outras

regioes as solucoes sao instaveis.
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3.4 Cenarios adotados

Nesta secao serao feitas algumas simulagoes que exemplificam varias situagoes distintas
que acontencem com o movimento das pregas vocais quando os parametros () e a sao
variados. Todas as simulagoes sdo feitas para as mesmas condigdes iniciais (z, &, x; @) =
(0.1 0 —0.1 0) que podem ser encontrados de acordo com os dados de um homem adulto
[39].

Para cada configuracao escolhe-se os valores dos parametros pertencentes a uma mesma
regiao dada pela sua caracterizacao de bifurcacao discutida anteriormente. A Figura 3.8

a seguir ilustra essa afirmacao.

1
: I ; : 1 ' ‘ @ Configuracao 1
09} ° - *Couflguragz:w 2
A Configuracio 3
08} AN & Configuracao 4
07tk \ . i
=]
06k * |
4 05 ® ,
04t * *
17 - i
2r 4 &
01k
0 1 1
0 0.1 0.2

Figura 3.8: Distribui¢ao das configuragoes para p = 0.3, fonte: autor.

A seguir apresenta-se as diversas situacoes distintas encontradas:
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Configuragao 1-Conforme ilustra a Figura 3.9 a seguir que possue os valores
de parametros na mesma regiao do diagrama de bifurcacao dado pela Figura 3.8 |
estes parametos encontram-se todos acima da curva b o comportamento do movimento
das pregas direita e esquerda sao similares nesta regiao para todos valores testados,
sendo assim tem-se que a amplitude do movimento as pregas vocais vai aumentando
até permanecer constante (instabilidade do tnico ponto de equilibrio, veja diagrama de
instabilidade na Figura 3.6 permance constante apds um certo periodo. Nota-se que as

pregas vocais direita e esquerda estao praticamente em fase.
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Figura 3.9: Configuracao 1, fonte: autor.

Configuracao 2- Nesta segunda situagao, ilustrada na figura 3.10 o movimento
oscilatorio vai diminuindo em amplitude até que o movimento finalmente cessa. Para estes
parametros no diagrama de estabilidade (Figura 3.6), que a origem é estavel. Observa-
se que estes parametros encontram-se na regiao compreendida entre as curvas c e b, a

esquerda do ponto A conforme Figura 3.8.
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o Historico no Tempo(=0.6,Q=0.1)
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Figura 3.10: Configuracao 2, fonte: autor.

Configuracao 3- Na terceira configuragao, como ilustra a Figura 3.11 a seguir,

pode-se notar que nenhuma relacao de fase se evidencia entre as pregas direita e esquerda,

ou seja o movimento nao é sincronizado. Apoés um intervalo grande de tempo as amplitudes

de cada prega comecam a decrescer, confirma-se assim pelo diagrama de estabilidade, que

para os parametros escolhidos existe uma estabilidade (figura 3.6). Aqui fez-se o uso

também de um intervalo de tempo menor para que fosse analisado com mais precisao os

movimentos das pregas vocais direita e esquerda. Note que os parametros escolhidos neste

cenario encontram-se entre as curvas ¢ e d e a esquerda do ponto B conforme Figura 3.8.



Capitulo 3. Modelagem matematica e analise para o caso assimétrico

73
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Figura 3.11: Configuracao 3, fonte: autor.
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Configuragao 4-Na quarta configuracao toma-se os valores de « e () entre as
curvas ¢ e d e abaixo da curva a conforme ilustrado na Figura 3.8. Note que para esta
configuragdo de acordo com as simulacoes e a analise de estabilidade (Figura 3.12) as

solucoes sao instaveis.
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Figura 3.12: Configuracao 4, fonte: autor.

Observe que para todos os casos acima, as pregas vocais nao se movimentam de forma
simétrica, o que pode causar uma disfonia na voz ou na pior das hipoteses uma afo-
nia(auséncia total do som). Veremos no proximo capitulo que para todos esses casos é
possivel aplicar um método de controle no intuito de sincronizar este movimento evitando

assim qualquer tipo de anomalia na voz.



3.5 Calculo do Expoente de Lyapunov

Os valores negativos do expoente de Lyapunov A caracterizam um comportamento
convergente, peridédico ou de ponto fixo, em que as trajetorias da evolucao temporal do
sistema que se iniciaram em estados proximos tendem a se aproximar. Pontos com valores
iguais a zero, indicam mudancas qualitativas de comportamento que sao chamados pontos
de bifurcacao. Por outro lado, valores positivos para o expoente de Lyapunov indicam a
ocorréncia de caos, descrevendo a taxa de afastamento que ocorre com as trajetorias da

evolucao temporal desse sistema que se iniciaram de estados proximos.

Quanto mais negativo é o expoente de Lyapunov, mais rapido a série converge para
os valores finais. Logo o expoente de Lyapunov é um indicador de caos e também mede
a velocidade com que duas orbitas arbitrariamente proximas se afastam ou se aproximam

a medida em que o tempo passa [69].

Neste trabalho, foi utilizado o método de Wolf[69]. Neste método os expoentes de
Lyapunov sao obtidos através da comparacao entre a trajetoria obtida através da solucao
da equagao diferencial nao linear e a trajetoria obtida através da solucao linearizada da
equacao original. Desta forma sao feitas aproximagoes sucessivas e apés um tempo de
evolugao da solucao do sistema, é feito um processo de ortonormalizacao das solugoes

linearizadas.

Aplicou-se o método de Wolf para os mesmos valores de parametros simulados na

secao 3.4 através de rotinas elaboradas no software MATLAB.

Na primeira configuragio tem-se para 1(a), 1(c) e 1(d) 3 expoentes positivos e 1 expo-
ente negativo apenas, o que caracteriza que o sistema é altamente cadtico(bastaria apenas
um positivo para o caos). Para a configuracdo 1(b) tem-se 2 expoentes positivos e 2

expoentes negativos, o que também caracteriza caos.

Na segunda configuracao o sistema nao é cadtico, pois para as configuracoes
2(a),2(b),2(c) e 2(d) todos os expoentes sao negativos, o que significa que existe uma

estabilidade no ponto de equilibrio.

Na terceira configuragido tem-se para 3(a),3(b),3(c) e 3(d) 4 expoentes positivos , o

que caracteriza que o sistema é altamente caobtico.

Na quarta configuracao também verifica-se o comportamento altamente cadtico para
as configuragoes 4(a),4(b),4(c) e 4(d), visto que todos os expoentes de Lyapunov sdo

positivos.
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CAPITULO 4

CONTROLE LINEAR OTIMO

4.1 Motivacao

Para alguns sistemas proveniente de uma formulacao fisica um comportamento em
particular é o mais desejado, em grande parte o que se deseja ¢ uma sincronizacao. A
sincronizacao é o processo através do qual os elementos de um sistema dinamico passam
a exibir um comportamento coletivo. Sistemas naturais como vagalumes piscando, mar-
capassos cardiacos e neurdnios disparando apresentam uma predisposicao para atuar em

sincronia [48].

O fenomeno de sincronizacao foi descoberto no século 17 pelo cientista Christiaan
Huygens [50] quando estudava o movimento de dois péndulos oscilando, os quais esta-
vam pendurados sobre um mesmo suporte de madeira. Huygens, inventor do relégio de
péndulo, estava observando dois relogios, que ele tinha recentemente construido, o qual
estavam suspensos lado a lado. Ele notou que os dois péndulos estavam oscilando em
sincronia, onde suas oscilacoes coincidiam e os péndulos sempre moviam-se em diregoes
opostas, suspeitando assim, que os relégios deviam de alguma forma serem influenciados

uns pelos outros.

Inicialmente, estudava-se a sincronizagao em sistemas dinamicos periddicos, os quais
apresentam um atrator do tipo ciclo limite. Entretando, nas tltimas décadas, esse conceito
tem sido ampliado a fim de permitir a compreensao de outros processos do ajuste de
ritmos em sistemas dinamicos cadticos, processo este que seguiu-se & melhor compreensao
do proprio conceito sobre o que seria o ritmo no contexto de um sistema dinamico( [15],
[22],131], [33] e [34]).



Capitulo 4.  Controle Linear Otimo 79

Nem sempre sistemas dindmicos apresentam um comportamento sincronizado. Mas
alguns mesmo nao sincronizando naturalmente podem apresentar movimento sincronizado
quando aplicado algumas técnicas que forcam tal sincronizagao. Em diversos problemas
de engenharia, ecologia, entre outras areas, o objetivo é escolher uma lei de controle que
mova um sistema de regime nao controlado ou caético para um ponto fixo de equilibrio ou
uma orbita periodica ou nao periodica(cadtica) desejada. Neste sentido, este trabalho visa
a sincronizagdo do movimento das pregas vocais através do controle linear 6timo(LQR),

o qual apresentou resultados satisfatorios em diversos casos analizados([14][13],[19],[20]).

A teoria de Controle Classico é capaz de lidar com sistemas lineares. Ja para resolver
sistemas nao lineares faz uso de processos de linearizagao [30]. Porém existem algumas
limitagoes, pois na teoria de controle cléssico, os controladores apresentam caracteristicas
operacionais fixas e sistemas reais necessitam de certa capacidade de adaptacao em face

as variagoes dos processos envolvidos.

A maioria dos sistemas reais apresentam caracteristicas nao lineares, com variacoes de
parametros, atrasos de transporte e perturbacoes diversas. Quando se utiliza métodos de

controle classicos, percebe- se o desempenho diferente para diversos pontos de operacao.

Um sistema de controle é uma interconexao de componentes formando uma configu-
racao de sistemas que produzird uma resposta desejada do sistema. A base para andlise
de um sistema é formada pelos fundamentos fornecidos pela teoria dos sistemas lineares,
que supoe uma relacao de causa e efeito para os componentes de um sistema. Controle
de um sistema significa como agir sobre um sistema de modo a obter um resultado arbi-

trariamente especificado.

4.2 Breve historico

Sobre o surgimento da teoria matematica de controle:

G.B.Airy (1840): O primeiro a discutir instabilidade em um sistema de controle com

realimentacao e analisar tais sistemas através de equacoes diferenciais.

J.C.Maxwell (1868): O primeiro estudo sistematico da estabilidade de um sistema de

controle com realimentacao.
E.J.Routh (1877): Definiu critérios de estabilidade para sistema lineares.

A.M.Lyapunov (1892): Definiu critérios de estabilidade para equagoes diferenciais

lineares e nao-lineares. Os resultados s6 foram introduzidos na teoria de controle em
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1958.
Sobre o surgimento dos métodos classicos de controle:

H.Nyquist (1932): Desenvolveu um procedimento simples para determinar estabilidade

a partir de uma representagao grafica da resposta em frequéncia.
H.W.Bode (1945): Método de Resposta em Frequéncia.
W.R.Evans (1948): Método do Local das Raizes.

Sobre o desenvolvimento dos métodos modernos de controle:
1950s: Projeto de sistemas 6timos em algum sentido.

1960s: Computadores digitais ajudaram na andlise no dominio do tempo de siste-
mas complexos, a teoria de controle moderno se desenvolveu para refletir o aumento da

complexidade dos novos sistemas.

1960s 1980s: Controle 6timo para sistemas deterministicos e estocésticos; controle

adaptativo e inteligente.
1980s hoje: Controle robusto, controle H-inf (Hardy Infinity).

1997: Sojourner (primeiro veiculo auténomo da histéria-missao Mars Pathfinder).

4.3 FEstado da Arte

Para a a aplicagao de métodos de controle de movimentos nos fendmenos de transfe-
réncia de energia em um ideal nao-linear e sistemas de vibracao essenciais nao essenciais,
acoplados a um (MR) amortecedor magneto-reologico Tusset, Balthazar e Chavarette
aplicaram o projeto de controle linear 6timo (LQR) e obtiveram uma solugao periodica

assintoticamente estavel para um sistema nao-ideal [51].

Chavarette [52]| utilizou um modelo mateméatico baseado na equacao de Duffing para
modelar uma estrutura de suporte para uma méquina rotativa nao equilibrada com po-
téncia limitada (motor ndo ideal). As simulagdes numéricas foram realizadas para um
parametro de controle definido (dependendo da tensdo do motor, isto é, na caracteristica
estatica e dinamica do motor). A interacao da excitacao nao ideal com a estrutura pode
levar & ocorréncia de fendmenos interessantes durante a passagem direta através dos varios
estados de ressonancia do sistema. O comportamento caoético foi obtido para os valores
dos parametros. Entao Chavarette propds uma estratégia de controle que foi aplicada

para regular o comportamento cadtico a fim de obter uma orbita periddica e diminuir sua
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amplitude. O método utilizado por Chavarette foi o controle linear 6timo(LQR). Este mé-
todo tem sido bastante utilizado na teoria de controle por apresentar resultados bastante
satisfatorios e ser de facil aplicagdao e nao exigir um custo computacional alto. O objetivo
deste trabalho foi dar sugestoes e recomendagoes aos designers e engenheiros sobre como

gerir esse tipo de sistema através da ressonancia.

Chavarette |53| estudou o comportamento de uma estrutura vulneravel a vibragoes
excessivas causadas por uma fonte de energia nao ideal. A dindmica nao-linear e nao
ideal no sistema foi demonstrada com um comportamento caoético. Foi utilizado uma
técnica de Controle de Equacao Riccati Dependente do Estado (SDRE) para regular o
comportamento cadtico, a fim de obter uma oOrbita periddica pequena e diminuir sua
amplitude. Os resultados da simulacao mostraram que a identificacao pelo controle da

equacao Riccati dependente do estado foi muito eficaz.

4.4 Descricao por Variaveis de Estado

E aplicavel a sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas, que podem ser lineares
ou nao-lineares, invariantes ou variantes no tempo e com condicoes iniciais nao-nulas. O
estado de um sistema no instante ¢y é a quantidade de informagao em ¢y que, junto com a
entrada u(t) em ¢ > to, determina univocamente o comportamento do sistema para todo
t > to.
1(1)
X = xZFt) , (4.1)
T (1)
onde X (t) é o vetor de estado e x;,i = 1,...,n é a variavel de estado.

ui(t)
UQ(t)

up(t)
onde U(t) é o vetor de entrada e u;,i = 1,...,p é a ¢ ésima entrada.

yi(t)
Y2(t)

?Jq.(t)

onde Y (t) é o vetor de saidas e y;,7 = 1,...,q é a i ésima saida.
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Para matrizes A, xn, Bnxp, Cgxn € Dgxp tem-se na representacao por variaveis de estado:
X(t) = AX(t) + BU(t), Equagio de Estado (dinamica do sistema) (4.4)

Y (t) = CX(t) + DU(t), Equacao de Saida (observacdo do sistema) (4.5)

4.5 Controlabilidade e Observabilidade

Definicao 1: O sistema definido da forma de estados é controlavel se, quaisquer que
sejam z(0) e z(T"), existe u(t) 0 <t < T que transfere o estado x(0) para o estado z(T")

em um tempo finito, [30].

Teorema: O sistema definido na forma de estados é controlavel se, e so-

mente se o posto da matriz de controlabilidade U, ., associada é igual a n. Onde
U=[B AB A%B ... A~ 'B], [30].

OBS: Uma matriz R é dita possuir posto (rank), p(R), igual a m, se existir uma
submatriz M,,«,, de modo que o determinante de M é nao nulo e o determinante de

todas as submatrizes r x r (onde r > m) de R ¢ zero, [30].

Defini¢ao: O sistema definido da forma de estados é observavel se para todo x(0),
o conhecimento da entrada wu(t) e da saida y(t) em um tempo finito é suficiente para
determinar z(0), [30].

Teorema O sistema definido da forma de estados é observavel se, e somente se 0 posto
da matriz de observabilidade V,,,x,, associada é igualan. Onde V = [C CA CA?...CA™Y,
[30].

4.6 Sistemas de Controle em Malha Aberta e em
Malha Fechada

Definicdo: Um Sistema de Controle em Malha Aberta (SCMA) utiliza um contro-
lador conectado em série com o processo a ser controlado, de modo que a entrada do
processo deve ser tal que sua saida se comportard como desejado (conforme figura a

seguir). A caracteristica importante é que a agdo de controle independe da saida, [30].
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Observe-se que um sistema de controle deste tipo fornecerd a saida desejada se nao

Resposta

desejada ispositiv
] . D1spos1t1\\ 0

de atuagdo

Saida
Sistema [f————P

Figura 4.1: Esquematizacao de Sistema de Controle em malha aberta, fonte: autor.

ocorrerem perturbacoes externas que alterem o valor da saida ou alteragoes parameétricas
internas do sistema. Se alguma destas ocorrer, a saida muda, mas a acao de controle

continua exatamente a mesma.

Definicao: Um Sistema de Controle em Malha Fechada (SCMF) utiliza uma medida
adicional da saida (resposta) real a fim de compara-la com a resposta desejada do sistema,

[30] (Veja figura 4.2). O interesse maior desse trabalho ¢ no SCMF. Em engenharia

Resposta Sinal de controle
desejada (Variavel manipulada) Saida
(Set Point) MV (Variavel de Processo)
SP »| Comparacado » Controlador P Sistema » PV
h
Dispositivo

de medida

Sensor + Transmissor
Figura 4.2: Esquematizagio de Sistema de Controle em malha fechada, [30].

esquematiza-se um sistema de controle da seguinte forma (conforme figura 4.3 ).

Dentre os diversos métodos de controle existentes neste trabalho sera aplicado o mé-
todo de controle 6timo (LQR) por ser um método que apresentou resultados satisfatorios
no modelo de estudo desta tese e por ser de mais facil implementacao que outros métodos

de controle.

4.7 Controle Otimo via Regulador Quadratico
Linear(LQR)

O projeto de um controlador geralmente consiste em determinar uma lei de con-
trole que faca o sistema atender certas especificacoes de desempenho. No caso dos sistemas

de controle 6timo, a lei de controle é encontrada através da minimizacao de um funcional
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Sistema

!

Modelo
Matematico

'

Analise

‘o

Projeto

'

Implementagao

Baseado nas especificacdes
de desempenho

Figura 4.3: Aplicagao de um método de controle, [30].

de custo (ou indice de desempenho) J = F(Z,,t). A lei de controle deve ser tal que
garanta a estabilidade do sistema e, minimize os esfor¢os dos sistemas responsaveis por
manter esta estabilidade. Em atendimento a estes dois requisitos pode ser utilizado o
Regulador Quadratico Linear (LQR), [30].

Em diversos problemas da engenharia, fisica, economia, ecologia, etc., o objetivo é esco-
lher a lei U de controle que mova o sistema do regime perturbado a um ponto fixo de
equilibrio ou uma o6rbita periédica ou nao peridédica desejada. Para as pregas vocais é
interessante observar que em todas as situacoes simuladas, mesmo para o caso onde o
caos existe pode-se encontrar um controle de forma que o sistema exiba solucoes sincroni-
zadas, acarretando assim no bom funcionamento das pregas vocais produzindo assim uma

vibracao sincrona acarretando na producacao do som.

4.7.1 Formulacao do controle linear

Considere o sistema controlado nao linear da seguinte forma ([49])
Tt =A(r)r+ g(x) + U, (4.6)

onde U € R"™ é o vetor de controle. Seja o vetor Z definido como o caminho desejado, e

U composto por duas partes
U=1u+u, (4.7)
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Onde @ é o controle de retroalimentacao dado por
=1 — ATz — g(7), (4.8)

e u é a resposta linear que pode ser reescrita como

u= Bx (4.9)
onde B € R™™ é uma matriz constante.
Define-se:
y=x—1 (4.10)
Considerando o caminho desejado, e as equacoes (4.8) e (4.9) obtém-se através de uma
derivagao:
g =A(r)y +g(x) —g(7). (4.11)
Considerando
9(x) = g(2) = G(z,7)(x — T), (4.12)

o sistema (4.11) pode ser escrito como
g = A(r)y + G(z,T)y + Bu, (4.13)

De acordo com Bryson [71] existe uma matriz Q(7) simétrica, positiva definida e R(7)

positiva definida, tal que a matriz:
Q= Q(1)y — G'(z,&)P(r) — P(7)G(z, 1), (4.14)
é positiva definida. Entao o controle linear com retroalimentagao
u=—RY1)BTP(t)y = —K(1)y, (4.15)
é 6timo e transfere o sistema (4.13) do estado inicial para o estado final:
y(7) =0, (4.16)

minimizando o funcional

J= / Oo(yTQ + u” Ru)dt, (4.17)
onde a matriz real simétrica P(7)é Ca(iculada resolvendo a equacao de Ricatti
P+ PA+ATP - PBR'BTP+Q =0, (4.18)
que satisfaz a condicao final
P(7;) = 0. (4.19)
O caso em que 7y — 00 e as matrizes A, B, () e e R sao matrizes com componentes

constantes, a matrix P é obtida da solugao da equacao de Ricatti

PA+ AP - PBR'B"P+Q =0. (4.20)

A seguir a Figura 4.4 representa o fluxograma de execucao do método LQR.
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Passo 1: Para as matrizes dadas A e Q resolver a
equacdo algébrica de Riccati encontrando a matriz
P.

PA+A"P-PBR'B'P+Q=0

v

Passo 2: Calcular a fungao de controle.
u=-R'B'P ¥y

v

Passo 3: Calcular as trajetorias 6timas, integrando
0 sistema:

y=Ay+G(x,X)y+ Bu

v

Passo 4: Verificar se a condigio é satisfeita:

Q=0Q-G" (x,x)P- PG(x,¥)

Nao
escolher outra matriz Q

Sim

)

Figura 4.4: Fluxograma de sintese do Controle Linear Otimo, Chavarette [9] .

4.7.2 Controle Linear Otimo aplicado ao Modelo

Diante dos resultados apresentados, ou seja, para as configuragoes 1, 3 e 4, onde
existe o caos, a vibracao nao se faz de maneira sincronizada, acarretando na producao de
um som com muito ruido ou na pior das hipéteses a sua auséncia total, faz-se entao neces-
sario, a implementagao de algum método para corrigir esse comportamento, ou anomalia,
para tanto propoe-se o projeto de controle linear 6timo que serd abordado na proxima

Secao.

Para o caso em que nao existe o caos (mesmo sem sincronizac¢ao), na segunda con-
figuragao, também aplica-se o método, a fim de explorar o fato de que pode-se fazer com
que as pregas vocais vibrem em uma frequéncia desejada, melhorando assim a qualidade

do som emitido: tem-se para alta freqiiéncia os sons agudos e para baixa frequéncia os
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sons graves. Neste caso também é importante o controle das vibragoes, portanto aplica-se

o método de controle.

Nesta secao, aplica-se o controle linear 6timo com o objetivo de se obter uma
solucao periodica estavel para o sistema, onde o movimento sincronizado representa um
bom funcionamento das pregas vocais, sendo que esse movimento tem inicio e ap6s algum
tempo pequeno sincroniza-se a fim de aproveitar o maximo possvel a forca proveniente

da pressao devido a saida de ar dos pulmoes.

De acordo com a equagao (3.67) tem-se:

0 1 0 0
-1 p—a 0 o
0 0 0 1
0 @ —Q p—«

A= (4.21)

Para que as pregas vocais se movimentem de forma oscilatéria, simétrica, harmonica,

ou seja, de forma sincrona, pode-se escolhar a seguinte trajetoria:

T 2sin(t)

| & | | 2sin(zt)

T | T | 2sin(Ee) | (4.22)
Ty 2sin(5t)

onde B é uma matriz positiva definida fixada escolhida arbitrariamente,

1000
0100
Q= 0010 =1,
0001

onde () é uma matriz definida semi-positiva.

R=11].

A matriz @) e o fator escalar R ponderam os efeitos da minimizacao sobre os estados e a

entrada, respectivamente.
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4.7.3 Resultados para Configuracao 1

Aqui sera aplicado o método LQR para a configuracao 1. Observa-se que o comporta-
mento dos gréaficos para esses valores de parametros é similar pois encontram-se na mesma

regiao do diagrama de bifurcacao.

Aplicando-se o método de controle para os parametros de la que sao dados por
a=0.2e @ = 0.9 encontra-se que a controlabilidade ¢ 0.2527, mostrando que o sistema
é controlavel. Para a matriz de ganhos tem-se K = [1.3816 0.7290 0.8235 1.0209].

Para os parametros da configuracao 1b dados por o = 0.7 ¢ Q = 0.7 tem-se que
a controlabilidade é 2.0407, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [0.7436 0.7295 1.0100 0.7754].

Para os parametros da configuracao 1c dados por @« = 0.9 e Q = 0.5 tem-se que
a controlabilidade ¢ 2.6423, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [0.6811 0.7376 1.0107 0.8023].

Para os parametros da configuracao 1d dados por o = 0.5 e Q = 0.4 tem-se que
a controlabilidade é 1.3160, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [0.7709 0.7714 0.9476 0.8742].

Através das figuras 4.5 a 4.8 nota-se que rapidamente as pregas vocais alcancam a
sincronizac¢ao. Logo o movimento que antes mostrava-se quase sincronizado, torna-se sin-
cronizado em fase. Observa-se que o movimento e o tempo de sincronizacao ¢ praticamente
o0 mesmo para os valores de parametros que pertencem a esta configuracao e que estao na

mesma regiao do diagrama de bifurcacao.
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4.7.4 Resultados para Configuracao 2

Aqui aplica-se o método LQR para os parametros da configuracao 2.

Aplicando-se o método de controle para os parametros de 2a que sao dados por
a = 0.6 e @ = 0.1 encontra-se que a controlabilidade ¢ 1.3896, mostrando que o sistema
é controlavel. Para a matriz de ganhos tem-se K = [0.6835 0.7644 0.9800 0.9310].

Para os parametros da configuracao 2b dados por a = 0.4 e Q = 0.2 tem-se que
a controlabilidade ¢ 1.1302, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [0.8532 0.7477 0.9450 0.9989.

Para os parametros da configuracao 2c dados por a = 0.4 e Q = 0.1 tem-se que
a controlabilidade ¢ 1.1252, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [0.8559 0.7288 0.9669 1.0429].

Para os parametros da configuracao 2d dados por @ = 0.5 ¢ Q = 0.5 tem-se que
a controlabilidade ¢ 1.3062, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [0.7803 0.7691 0.9523 0.8454].

Observa-se que para esta configuracao que antes era estavel, ou seja, cessava seu mo-
vimento rapidamente, o que poderia interferir na qualidade do som, agora as pregas vo-
cais direita e esquerda rapidamente movimentam em sincronia, € permanecem assim por
quanto tempo for necessario, acarretando assim um movimento perfeito entre as pregas

vocails.
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4.7.5 Resultados para Configuracao 3

- Tem-se, a seguir, o controle LQR aplicado a terceira configuragao.

Aplica-se o método de controle para os parametros de 3a que sao dados por a = 0.3
e (Q = 0.3 encontra-se que a controlabilidade é 0.9379, mostrando que o sistema é
controlavel. Para a matriz de ganhos tem-se K = [1.0176 0.7270 0.9114 1.0624].

Para os parametros da configuracao 3b dados por @ = 0.3 e Q = 0.4 tem-se que
a controlabilidade é 0.8827, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [1.0118 0.7416 0.9047 1.0136].

Para os parametros da configuracao 3c dados por a = 0.3 e = 0.2 tem-se que
a controlabilidade é 0.9778, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [1.0256 0.7053 0.9280 1.1150].

Para os parametros da configuracao 3d dados por @« = 0.3 e @ = 0.1 tem-se que
a controlabilidade é 0.9995, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [1.0363 0.6753 0.9570 1.1714].

Para esta configuracao também consegue-se a sincronizacao. Para este sistema que
antes era caotico, oscilava em pequena amplitude, onde a prega esquerda movia-se desor-

denadamente, agora tem-se um movimento sincronizado, entre as pregas.
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Figura 4.15: Historico no tempo para a configuragao 3(c, fonte: autor)
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4.7.6 Resultados paraConfiguragao 4

Agora a seguir tem-se o controle LQR aplicado a quarta e ultima configuracao.

Aplica-se o método de controle para os parametros de 4a que sao dados por o = 0.2
e Q = 0.1 encontra-se que a controlabilidade é 0.8780, mostrando que o sistema é
controlavel. Para a matriz de ganhos tem-se K = [1.3405 0.5539 0.9429 1.4126].

Para os parametros da configuracao 4b dados por a = 0.25 e () = 0.3 tem-se que
a controlabilidade é 0.8538, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [1.1490 0.6898 0.8967 1.1531].

Para os parametros da configuracao 4c dados por a = 0.28 ¢ ) = 0.4 tem-se que
a controlabilidade é 0.8442, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [1.0588 0.7307 0.8982 1.0438].

Para os parametros da configuracao 4d dados por « = 0.2 e Q = 0.5 tem-se que
a controlabilidade é 0.6140, mostrando que o sistema é controlavel. Para a matriz de
ganhos tem-se K = [1.3395 0.6611 0.8558 1.1872].

Para esta configuracao também consegue-se a sincronizacao. Para este sistema que an-
tes era caotico, agora tem-se um movimento sincronizado. As pregas que antes nao apre-
sentavam comportamento padronizado, rapidamente entram em sincronia, movimentando-

se harmonicamente.
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Figura 4.20: Historico no tempo para a configuragio 4(d), fonte: autor
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CONCLUSAO

Através das simulacoes mostradas no capitulo anterior tem-se que para todas as
configuragoes apresentadas o método de controle linear 6timo foi eficaz, o que implica que
para todos os valores de parametros testados foi alcancado o bom funcionamento do sis-

tema que representa o movimento das pregas vocais, tornando possivel a producao de voz.

Neste trabalho foi proposto de forma inédita a utilizagao do projeto de controle

linear 6timo como forma de sincronizar o movimento das pregas vocais assimétricas.

As simulacbes mostraram que o sistema com o projeto do controle linear 6timo
foi robusto e eficiente no controle do movimento das pregas vocais que possuem uma
diferenca em sua rigidez. Sendo assim, um movimento periédico em fase foi produzido
com o objetivo de alcancar o bom funcionamento das pregas vocais, possibilitando assim a
producdo do som mesmo em pregas doentes(Uma rigida-saudavel e outra flacida-doente)

como no caso da disfonia flacida.

E importante salientar que pode-se controlar o efeito de vozes com disfonia através do
caminho escolhido, lembrando que escolhendo-se o caminho com baixas frequéncias chega-
se nos tons mais graves e para frequéncias maiores encontram-se os tons mais agudos. Logo
pode-se assim também além da produgao do som garantir uma melhor qualidade vocal
do mesmo, o que poderia evitar outros métodos de correcoes da voz mais agressivos como

injecao de coldgeno ou redugao das pregas vocais.

Além disso com o método de controle aqui usado também pode-se resolver o problema

de afonia (incapacidade de producao do som) causado pelo mal funcionamento devido a
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assimetria da rigidez para todos os valores simulados.

Em todas as regioes consideradas, varios outros valores foram simulados e apresenta-
ram resultados satisfatorios. Entretanto nao foi exposto neste trabalho para nao tornar a

leitura cansativa, pois os resultados encontrados sao analogos aos que ja foram analisados.

Como trabalho futuro pode-se propor outros métodos de controle no intuito de sin-
cronizar de maneira mais rapida com o propésito de ganhar ainda mais tempo afim de
se conseguir por mais tempo o movimento sincronizado visto que a vibracao das pregas
vocais depende do ar proveniente dos pulmoes que rapidamente cessa. Tem-se em vista
o método das Equacgoes de Riccati Dependentes do Estado (SDRE) que frequentemente
apresenta resultados que convergem mais rapidamente que o método LQR em varios exem-
plos testados na literatura. Nesse sentido serda o proximo passo desta pesquisa que ainda

pode-se muito ser melhorada.
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