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Resumo

Com o objetivo de determinar o comportamento das raizes de alguns tipos de equa-
¢oes trinomiais, que aparecem em determinados problemas relacionados a Matematica
Financeira, esta dissertagao apresenta o estudo de resultados cléssicos que determinam
regioes do plano complexo onde os zeros de um determinado polinémio estao localizados,
bem como o estudo de resultados especificos sobre a distribuicao das raizes de equacoes
trinomiais no plano complexo, de acordo com seus argumentos e moédulos. Uma vez que,
a grande aplicacao dos resultados sobre trinémios esté relacionada a determinacao da
taxa de juros I de séries uniformes de pagamentos antecipadas, postecipadas e diferi-
das, este trabalho também apresenta o estudo das fungoes financeiras que envolvem juros
compostos.

Assim, por meio de toda teoria apresentada, determinamos uma regiao anelar do plano
complexo onde estao localizadas as raizes das equacoes trinomiais e quadrinomiais relacio-
nadas a determinacao da taxa de juros I. Além disso mostramos, sob certas condic¢oes, que
as raizes das equacgoes trinomiais sao simples e determinamos setores do plano complexo
que contém exatamente uma raiz destas equagoes trinomiais.

Palavras-Chave: Raizes, Equacoes Trinomiais e Quadrinomiais, Taxa de Juros
2 2 7
Argumentos e Mddulos, Regiao Anelar, Localizacao de Zeros.






Abstract

In order to determine the behavior of the roots of some kinds of trinomial equations,
which appear in certain problems related to Financial Mathematics, this work presents
the study of classical results that determine regions of the complex plane where the
zeros of a given polynomial are located, as well as the study of specific results on the
distribution of the roots of trinomial equations in the complex plane, according to their
arguments and modules. Since the large application of the results on trinomials is related
to the determination of the interest rate I of a uniform series of payments, this work also
presents the study of financial functions involving compound interest.

Then using all presented theory, we determine an annular region of the complex plane
where are located the roots of the trinomial and quadrinomial equations related to the
determination of the interest rate I. Furthermore we show, under certain conditions,
that the roots of the trinomial equations are simple and we determine the sectors of the
complex plane that contain exactly one root of these trinomial equations.

Keywords: Roots, Trinomial and Quadrinomial Equations, Interest Rate, Arguments
and Modules, Anelar Region, Location of Zeros.
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CAPITULO

1

Introducao

Historicamente, o “problema’” de determinar os zeros de um polinémio é um dos grandes
desafios da chamada Algebra Classica, visto que a sua complexidade sempre despertou a
curiosidade humana.

No caso das equagoes trinomiais de grau m, representadas por

2"+ a2’ +ag =0,

com naturais m > p e a, e ap nameros complexos, conforme [20], grandes mateméticos,
tais como Nekrassov em 1887, Herglotz em 1922, e Egervary em 1930, ja dedicaram-se ao
estudo de suas solugoes, sendo que seus principais resultados estabelecem limitantes para
o modulo das raizes ou para setores no plano complexo que contém as raizes.

Quando m, p, a, e ap assumem alguns valores especificos, tais equacoes tém um papel
fundamental em alguns problemas da Matematica Financeira que envolvem a determi-
nacao da taxa de juros em séries uniformes de pagamentos postecipadas, antecipadas e
diferidas. Por exemplo, considerando o nimero de periodos n, o pagamento PMT, o
valor presente PV e o valor futuro F'V, a taxa de juros I é obtida por meio das seguintes
equacoes

PV XI(1+I)

PMT = (série uniforme de pagamentos postecipada) (1.1)
A+ —1
e
! . :
PMT =FV [m] (série uniforme de pagamentos postecipada), (1.2)
com pagamento no final de cada periodo e
1+t xT
PMT =PV {( ( 1+_|_ ;)n ><1 ] (série uniforme de pagamentos antecipada) (1.3)
e
FV x 1
PMT = (série uniforme de pagamentos antecipada), (1.4)

[(14+ 1) —=1](1+1)

com pagamento no inicio de cada periodo,

PV(1+1)°1 x 1

PMT =
I—(1+1)"

(série uniforme de pagamentos diferida) (1.5)

13
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1+t xT
(1+1)»—1
Ao fazer a mudanga de variavel z = 1 4 I nas equagoes (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.5)
e (1.6) obtemos os trindmios e quadrindmios dados respectivamente por:

PMT =FV [ } (série uniforme de pagamentos diferida). (1.6)

Pi(z) = 2" —(1+p)2"+8
Py(z) = Z"—az+ (a—1),
Py(z) = 2" —y2" 4 (v - 1),
Py(z) = 2" —(a+ 1z +a,
Ps(z) = z"TC— "ttt B 4 B,
Ps(z) = 2" —az+az!—1.
onde # = P]%T, o= PﬁXT, v = %, e considerando 0 < PMT < PV, PMT < FV

e0< PV —-—PMT <PV ;temse0<f<1l,a>1levy>1.

Desta forma, o problema da determinacao da taxa de juros em séries uniformes
de pagamentos recai na investigacao dos zeros positivos dos trinémios e quadrinémios
Pl,PQ,P3,P4,P5 e PG-

Observe que uma solugao para n > 4 pode ser obtida apenas por aproximacao. Neste
sentido, podemos obter um resultado aproximado por meio de tentativas ou por interpo-
lacao linear. As tentativas sao, em geral, penosas.

De acordo com [5], varios métodos iterativos podem ser usados para obter uma apro-
ximagao satisfatoria para a taxa de juros, tais como o método de Gauss-Cantelli, o qual
estima o valor da taxa I = z — 1 através do caculo de z dado pela expressao

(1+ B) sin’ ()
/6 )

onde o angulo ¢ é determinado pela equacao

sin® () cos®™ () = “fw

O método de Baily-Lenzi, que conforme [15] consiste da equagao

12k — 6k — (n — 1)h?
B 6—(n—1h '

para 3 <n x I <5,5,

2/(n+1)

onde h = (M)Q/(nﬂ) —1 e k= [ nh — 1. Outros métodos também

PV 1—(1+h)—"
podem ser utilizados, como o de Newton-Raphson, de Karpin, Interpolacao Linear, entre
outros.

Embora a aproximacgao numérica resolva o problema em questao, esta necessita de
algumas informagoes como, por exemplo, o método de Gauss-Cantelli utiliza tabuas loga-
ritmicas e trigonométricas para obter o angulo ¢, a Interpolagao Linear utiliza tdbuas que
estimam o quociente glx ﬁ;ﬁfzz, assim como a maioria dos métodos para calculo de raizes
necessita que a mesma esteja confinada em um dado intervalo.

Além disso, convém destacar que a maioria dos livros didaticos de Matemaética Fi-
nanceira abordam apenas a resolu¢cao numérica deste problema, sendo a algébrica nem
mencionada.

Neste sentido, o principal objetivo deste trabalho é estudar, de maneira algébrica, o
comportamento das raizes das equagoes quadrinomiais (Ps(z) e Ps(z)) e das equagoes
trinomiais da forma
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P,(z) = 2" 4 apz’ + ag = 0, (1.7)
com m,p € N, m > p, ap,a, € R, a9 > 0, a, < 0 e a, +ay = —1, determinando a

quantidade de raizes reais e nao reais, mostrando, sob certas condigoes, que suas raizes
sao simples e determinando regioes do plano complexo onde tais raizes estao localizadas.

Para o desenvolvimento deste trabalho foi necessario o estudo de resultados classicos,
dentre os quais podemos destacar os teoremas de Cauchy, de Pellet e de Enestrom-Kakeya,
que determinam regioes do plano complexo onde se localizam os zeros de polinémios
algébricos. E também a regra de sinais de Descartes, que estima a quantidade de zeros
positivos de um polinémio através do nimero de mudancgas de sinal da sequéncia de seus
coeficientes. Além disso, visto que a determinacao da taxa de juros de séries uniformes
de pagamentos representa uma valiosa aplicagao do presente trabalho, foram estudadas
fungoes financeiras que envolvem juros compostos, sendo estes estudos apresentados no
segundo capitulo.

O terceiro capitulo é composto pelo estudo de resultados especificos referentes as raizes
de equacgoes trinomiais, com énfase na distribuicao de tais raizes no plano complexo, de
acordo com seus argumentos e moédulos.

No quarto capitulo determinamos a quantidade de raizes reais e nao reais dos trino-
mios relacionados & determinagao da taxa de juros, mostramos, sob certas condigoes, que
suas raizes sao simples e determinamos regioes do plano complexo onde tais raizes estao
localizadas.

Por fim, o quinto capitulo traz o estudo do comportamento das raizes de equagoes
quadrinémiais relacionadas a determinacao da taxa de juros em séries uniformes de pa-
gamentos diferidas.






CAPITULO

2

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos desde resultados bésicos até resultados classicos sobre
zeros de polindmios. Tais resultados e definigoes encontram-se principalmente nos textos
de Marden [8], Milovanovi¢ [10], Polya [12] e Prasolov [13].

2.1 Resultados classicos sobre zeros de polinémios

Sejam ag, ay, . ..,a, uma sequéncia de numeros complexos e consideremos a funcao

P : C+— C dada por
P(2) = ap + a1z + ag2® + - - + a, 2"

A funcao P é definida como fung¢ao polinomial ou polindmio associado a sequéncia dada.
Os nameros ag, a1, . . ., a, sao denominados coeficientes e as parcelas ag, a1z, ..., a,2" sao
chamados termos do polinomio P(z).

Diz-se que o ntimero real ou complexo & é zero de P(z) se P({) = 0 (diz-se que &
¢ raiz da equagao P(z) = 0). Tal raiz £ é chamada de raiz muiltipla de P(z) = 0 com
multiplicidade m se

PE) =P =--=P" D=0 e P™()#0.

Além disso, um polinémio P sera divisivel por (z — ) se, e somente se, £ for um zero
de P. Este resultado é atribuido a D’ Alembert [11].

O teorema a seguir garante que toda equacao polinomial nao constante com coeficientes
complexos possui todas as solugoes em C.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio nio nulo P(z) de
grau n com coeficientes complexos a;, 1 = 0,...,n, tem exatamente n zeros complexos.

De acordo com [13], o matematico francés Albert Girard, em 1629, foi o primeiro a
formular este valioso resultado, cuja demonstragao, apos varias tentativas de importan-
tes matematicos, tais como D’Alembert em 1746, Euler em 1749, Faunsenet em 1759
e Lagrange em 1771, foi apresentada em 1799 pelo matemético alemao Carl Friedrich
Gauss. Atualmente, ha varias versoes da prova deste teorema, algumas destas podem ser
encontradas em [11] e [13].

O proximo teorema, cuja demonstragdo pode ser vista em [11|, garante que todo
polinémio de grau n > 1 pode ser decomposto em um produto de fatores lineares.

17
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Teorema 2 (Teorema da Decomposicao) Seja P(z) = ag+ a1z + -+ + ap,z™ um po-
linomio de grau n, n > 1, com coeficientes complexos a;, 1 = 0,1,...,n. O polinémio
P(z) pode ser unicamente representado por

P(z) = an(z — &) (2 — &) -+ (2 — &),
onde &1,&, ..., &, sGo 0s zeros complexos do polinomio P(z).

O proximo resultado, cuja demonstragao encontra-se em [10], estima, sob certas con-
digoes, a quantidade de zeros de um polindmio no interior de uma determinada curva

fechada.

Teorema 3 (Teorema de Rouché) Sejam P(z) e Q(z) fungdes analiticas no interior
de uma curva de Jordan C simples e fechada. Se P e @ sao continuas em C e |P(2)| <
|Q(2)|, z € C, entio F(z) = P(2) + Q(2) e Q(z) tém o mesmo numero de zeros no
interior de C.

A seguir serao enunciados alguns resultados sobre zeros e mudancas de sinal de fungoes,
os quais serao fundamentais na demonstracao da regra de sinais de Descartes, que é um
resultado que estima o niimero de zeros positivos e negativos de um determinado polinémio
de acordo com o nimero de mudancas de sinal da sequéncia de seus coeficientes, o qual
pode ser visto em [12].

Teorema 4 Seja f(z) uma fungio real e continua com f(a) # 0 e f(b) # 0. Entdo, o
intervalo (a,b) contém um nimero par (ou impar) de zeros de f(z) se f(a) e f(b) tém o
mesmo sinal (ou sinais opostos).

Demonstracao. Consideremos, primeiramente, f(a)f(b) > 0 e entao temos dois casos:

1. Se néo existe z; € (a,b) tal que f(zx) = 0, entdo o numero de zeros de f(z) em
(a,b) é 0.

2. Caso exista z; € (a,b) tal que f(zx) =0 e se em 25, f(z;) ndo muda de sinal, entdo
2, € um zero de multiplicidade par. E se em zj, f(z) muda de sinal, entao deve
existir um z; € (a,b), z; # z, onde f(z) muda de sinal novamente. Portanto, f(z)
possui um niamero par de zeros em (a, b).

Agora suponhamos que f(a)f(b) < 0.

Se f(z) muda de sinal em z, entdo z; € um zero de multiplicidade impar. Se em z,
f(2) ndo muda de sinal, entao deve existir um z; € (a,b), z; # zi, onde f(z) muda de sinal.
Como f(z) ndo muda de sinal em zj, ele apresenta multiplicidade par que, junto com z;
nos d4 um numero impar de zeros. Portanto, f(z) possui um ntmero impar de zeros em
(a,b). u

Seja a sequéncia {ay, . . ., a, } dos coeficientes do polinomio P(z) = ag+a;z+- - -+a,2".
O resultado a seguir ¢ uma consequéncia imediata do teorema anterior.

Corolario 1 Sejam a; e ay diferentes de zero. Entdo a subsequéncia {aj,aji1,..., a5}
tem um ndmero par (ou impar) de mudangas de sinal se a; e aj tém o mesmo sinal (ou
sinais opostos).

Teorema 5 Seja o > 0. Passando do polinomio ag + a1z + - -+ + a,z"™ para o polinémio
(a—2)(ag+arz+- -+ a,2") = aag+ (aay —ag)z + (aag — ar)2* + - - — a, 2" o mimero
de mudanca de sinal aumenta.
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Demonstragao. Denotemos por S~ o numero de mudancas de sinal da sequéncia dos
coeficientes de determinado polinémio.

Como a > 0, note que S~ (ag, a, .. .,a,) = S~ (ag, aay, &’as, ..., a"a,). Assim,
S (aag, (aar — ag), (aaz — ay), ..., —an) = 5 (ap,0a1 — ag, a(aaz — ar), ..., —a"ay)
> S (ag, aay, ’ay, . .., a"a,)
= S (ag,ai,as,...,a,).
Portanto, S~ («aag, (va; —ap), (ag—ay), ..., —a,) > S~ (ag, a1, a9, . .., ay). [ ]

Teorema 6 (Regra de Sinais de Descartes) Sejam Z o nimero de zeros positivos
do polinémio P(z) = ag + a1z + asz? + -+ a,2" e ST o nimero de mudancas de sinal
da sequéncia dos coeficientes. Entao, S~ — ZT é um nidmero par nao negativo.

Demonstragao. Sejam «, s, ..., q, 0s zeros positivos de P(z). Entao, temos

P() = R()(z—an)(z—as)--- (2 — )
— R(:)(~1)"(a1 — 2)az — 2) -+~ (a — 2)
= Qa1 - (s —2) - (o - 2),

onde @(z) é um polindémio de grau n — r com coeficientes reais.

De acordo com o Teorema 5, o ntimero de mudangas de sinal de @(z) é maior ou igual
a zero, de Q(z)(ay — z) é maior ou igual a um e de Q(z)(a; — z)(ag — 2) € maior ou igual
a dois. Prosseguindo desta forma sucessivamente, obtemos que o nimero de mudancas de
sinal de Q(z)(a; — 2)(ag — z) - -+ (a,, — 2) € maior ou igual ao nimero de zeros positivos
de P(z). Portanto, S™ > Zt —= S~ —Z* > 0.

Agora mostremos que S~ — Z é um ntmero par. Sejam a, o primeiro e a,, o tltimo
coeficientes nao nulos de P(z), a < w (somente o caso @ < w ¢ interessante) e 0 < & <
ar < as <...<a <d<oo. Considerando ¢ suficientemente proximo de 0 e ¢ tendendo
ao infinito, temos

P(2) = @02 4+ aqi12*T + o a2 = 2%(aq + a1z F o+ a2V TY) = 2%p(2).
Observe que

e a, > 0= p(0) =a, >0= P(§) > 0;

~—  ~—

e a, <0=p(0) =a, < 0= P(§) <0

e a,>0= P(6) >0
® a,<0= P(H) <0
Assim,

sinal(P(§)) = sinal(a,) #0
sinal(P(0)) = sinal(a,) # 0.

Pelo Teorema 4 e Corolério 1, temos que Z* é um namero par ou impar (de acordo
com o mesmo sinal ou sinais opostos) e S~ é um namero par ou impar (analogo).

Portanto S™ — Z* & par. [

Analogamente, utiliza-se a regra de sinais de Descartes para estimar a quantidade de
zeros negativos Z~ do polinémio P(z) = ag+aiz+az?+- - -+a,2", fazendo a mudanga de
variavel z para —z. Assim, considerando S~ o nimero de mudancgas de sinal da sequéncia
dos coeficientes de P(—z), segue pela regra que S~ — Z~ é um numero par nao negativo.
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Exemplo 1 Considerando o polindmio P(z) = 25 — 22% + 523 — 322 — 11
S™(1,-2,5,-3,—11) = 3. Aplicando a regra de sinais de Descartes, obtemos

, temos que

ST —Zt=2%k = Zt=3-2k k=0,1,2,...

e sck=0= Z* =3; 0 polinémio pode apresentar no mdrimo trés zeros positivos;
e sck=1=— Z" =1; o polindmio pode apresentar apenas um zero positivo;

o sck=2= 7" =—1; nao faz sentido uma quantidade negativa de zeros.

Agora, fazendo a mudanca de varidvel z para —z obtemos
P(—z) = 2% — 22" —52° — 322 — 11.

Assim, S™(1,—2,—5,—3,—11) = 1. Aplicando a regra de sinais de Descartes no polind-
mio P(—z) temos

S —Z =2%k=2 =1-2k k=0,1,2,...

e se k =0= 7~ =1, siginifica que o polindmio pode apresentar apenas um zero
neqativo;

e se k=1=— 7~ = —1; o que nao ¢ valido, pois nao faz sentido uma quantidade
negativa de zeros.

A sequir serd apresentado, na Figura 2.1, o grifico do polinomio P(z) e a localizagao
de seus zeros.

Utilizando o software Mathematica, encontramos os zeros de P(z), dados por: z =
—2, 2769, Zo =

—0,5245 + 0,947i, 23 = —0,5245 — 0,947i, 2, = 0,9175 + 1,3869i, 25
0,9175 — 1,3869i e z = 1,4909.

o}
|
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|
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(a) Grafico de P(z) no intervalo (—2.5,2).

(b) Zeros de P(z).
Figura 2.1: P(z2) = 2% — 22 +52% — 322 — 11.

Logo, pela regra de sinais de Descartes, podemos afirmar que P(z) possui no mdzimo
trés zeros positivos e um negativo. E analisando os grificos, concluimos que P(z) possui
um zero positivo e um zero negativo.
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2.2 Limitantes para os zeros

Baseando-se nos textos de Henrici [6] e de Marden [8], nesta segao apresentaremos
importantes resultados que indicam regioes do plano complexo onde estao localizados os
zeros de polinémios.

Como um desses resultados, apresentaremos a seguir a regra de Cauchy, a qual deter-
mina um disco que contém todos os zeros de um polinémio com coeficientes complexos.

Teorema 7 (Cauchy) Seja P(z) = ag+ a1z + -+ + a,_12""' + 2" um polinémio com
coeficientes complexos e ag # 0, e seja r a unica raiz positiva da equag¢ao

t" — |(ln_1|tn_1 — |a1|t - |CLO| =0. (21)
Entao, todos os zeros da equagio P(z) =0 encontram-se no disco |z| < r.

Demonstragao. Primeiramente, mostremos que a equagao (2.1) tem um tnico zero
positivo. Para isso, considerando ¢t > 0 em (2.1) temos

" = |an,1|t"_1 + -+ ’(I1|t + |a0]
1 1 1
1 = |an_1|¥+"'+|a1|F+|ao|ﬁ. (2.2)

A funcao do lado direito de (2.2) é estritamente decrescente em (0, 00), tem valores
arbitrariamente grandes quando ¢ esta proximo de zero e converge para 0 quando ¢ — co.
Logo, o gréfico desta fungao cruza o grafico da fungao y(t) = 1 uma tunica vez em um
ponto r € (0,00).

Agora, consideremos f(t) = t"—|a,_1[t" "' —---—]|a;|t—|ag|. Pela observagio anterior,
f(t) tem um tnico zero positivo, que é o ponto r. Como tlim f(t) = oo, entao, se f(t) <0
—00

para algum t > 0, temos t < r.
Supondo que P(z) = 0 para algum z, entao

M= —a, 12" = — a1z — ag

e, consequentemente,
12" = |ap_12""" 4 - F a1z + ao| < |an_1||2[" + -+ |aa]|z] + |aol.

A desigualdade acima mostra que f(|z|) < 0 e, de acordo com o que ja foi demonstrado
acima, obtemos |z| < 7. n

Exemplo 2 Seja P(z) = 2" + (=3 + i)z + 102% + 72* — 423 + 24 um polinémio
com coeficientes complexos, e seja r = 1,6460648 a unica raiz positiva da equacao
t12 — | =3+i[t"—[10]2° —|7|2* — | = 4|2 —|24| = 0. Entao, pelo Teorema 7 podemos concluir
que todos os zeros deste polindomio, zy = —1,388 — 0,745, 20 = —1,326 + 0, 7641, z3 =
—0,906 + 0,628, 24 = —0,873 — 0,6261, 25 = —0,24 + 1,193¢, 26 = —0,194 — 1, 1914, 27 =
0,218 — 1,4721, 25 = 0,268 + 1,432i,29 = 0,915 — 0,674%, 210 = 0,953 + 0,709%, z1; =
1,249 + 0,539 e z1o = 1,325 — 0, 5581, wlustrados em vermelho, encontram-se no disco
|z| <1,6460648, como pode ser observado na Figura 2.2.
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Figura 2.2: Localizacao dos zeros de P(z) = 2'2 + (=3 4+ )27 + 102° 4 72* — 423 4 24.

O teorema a seguir trata de um importante resultado classico que nos da, sob certas
condicoes, a quantidade exata de zeros de um polinémio em um determinado circulo.

Teorema 8 (Teorema de Pellet) Dado o polinomio P(z) = ag + a1z + -+ + apzP +
o aps”, a, # 0, se o polindmio

F(2) = lao| + |ar|z + -+ + |ap_1|27”’1 — lap|z? + |ap+1|zp+1 + e a, 2"

tem dois zeros positivos v e R, r < R, entao P(z) tem exatamente p zeros na regiao
|z| <7 e nao tem zeros no anel r < |z| < R.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [8§].

Exemplo 3 Seja P(z) =227 +22°+ 0,225 4+ 2 — 723 — 0,322 + 0,4. Como o polinémio
F(2) =10,4]40,3]2% — | = 7|2® +|1|2* +0, 2|2° +|2[2° + 2|27 possui dois zeros positivos,
r=0,41427 e R = 1,07132, seque pelo Teorema de Pellet que P(z) tem exatamente trés
zeros (z4 = —0,1557—1, 3316, 25 = —0, 1557+ 1, 3316i e z5 = 0,38115) em |z| < 0,41427
e nao tem zeros no anel 0,41427 < |z| < 1,07132. A saber, z; = —1,75, 2, = —0,2109 —
0,3269i, z3 = —0,2109 + 0, 3269 e 27 = 1,1021.

Figura 2.3: Localizagao dos zeros de P(z) = 227 + 225 + 0,225 + 24 — 723 — 0,322 + 0,4.

Agora, considerando um polinémio com coeficientes reais cuja sequéncia dos coefici-
entes é decrescente, o resultado a seguir determina um disco que contém todos os zeros
desse polindémio.
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Teorema 9 Seja P(z) = ag + a1z + asz? + -+ 4 a,2™ um polinémio de grau n tal que

ag < a; <+ <a,_1 <ay, eayag # 0. Entao todos os zeros de P(z) estio no disco
2] < a, — ag + |ag|
|l

Demonstragao. De fato, seja R(z) = 2"Q(2), onde
Q(2) = a2 + (1 - 2)P(2) =ag + > _(ax — az_1)2".

Entéao, para |z| <1,

IR(z)] = |2"Q (%) ' = |apz" + Z(ak - le)znk'
k=1
< laollel + ka—ak_l)z"-k'
k=1

n
< aol + Z(ak — ay—1) = |ao| + a, — a.
k=1

o))<=
2 2|

Q(2)] < (laol + an — ao)|z[", com |z] > 1.

Desse modo,

e assim obtemos que

Note que, para |z| > 1, segue que

(= DPE)] = lanz"" = Q)] = lan| |2 = |Q(2)]
" = (Jao] + an — ao)|2["

= |2"llanll2] = (lao| = an + ao)]

n |G0’—Gn+a0
= [2["an| |l = ——F—7— ) |-
|yl

Como a,, — ag = |a, — agpl, tem-se

> |an|[2

_ lag| + an — ag

|an|

> 1.

Note que se |z| > r, entdo |(z — 1)P(z)| > 0. Portanto, P(z) ndo possui zeros em
|z] > 7, ou seja, todos os zeros de P(z) encontram-se em |z| < r. n

Exemplo 4 Seja P(z) = 325 + 22° + 22% 4+ 1.52% — 1 um polinémio cujos coeficientes
satisfazem as hipdteses do teorema anterior. Entao, podemos concluir que todos 0s zeros
deste polinémio, ilustrados em vermelho, encontram-se no disco |z| < 1,67, como pode
ser observado na Figura 2.4.

Além disso, pelo software Mathematica, os zeros de P(z) sao: z = —0,949, 2z, =
—0,398 — 0,738i, 23 = —0,398 + 0,738, 24, = 0,229 — 0,868, 25 = 0,229 + 0,868¢ e
26 = 0,619.
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Figura 2.4: Localizagao dos zeros do polinoénio P(z) = 32° + 225 4+ 224 + 1.523 — 1.

O proximo resultado consiste em apresentar o estudo de um resultado classico sobre
a distribuicao de zeros de polinémios num determinado circulo. Trata-se do Teorema
de Emnestrom-Kakeya, que é muito utilizado em problemas de estabilidade de métodos
numéricos, onde é necessaria a analise da localizacao dos zeros de um polindémio no disco
unitario.

Teorema 10 (Enestrém-Kakeya) Seja P(z) = ag + a1z + az2*> + -+ + a,2" um
polindomio cujos coeficientes reais a;,© = 0,...,n, satisfazem a, > a,_1 > ... > ag > 0.
Entao P(z) ndao possui zeros em |z| > 1, ou seja, os zeros de P(z) encontram-se em
|z| < 1.

Demonstragao. Seja P(z) = a9 + a1z + agz®> + -++ + a,2" um polindémio de grau
n, onde a, > a,_1 > -+ > ag > 0. Temos, pelo Teorema 9, que todos os zeros de P(z)
encontram-se no disco

Como ag > 0 tem-se

Exemplo 5 Seja P(2) = 42°4+327 42,525+ 1,222 40,3 um polindmio cujos coeficientes
satisfazem as condigoes do Teorema 10. Entao, podemos concluir que todos os zeros de
P(z) encontram-se no disco unitdrio |z| <1, como pode ser observado na Figura 2.5.

Utilizando o software Mathematica obtemos os zeros de P(z): z; = —0,7096,zy =
—0,5443 — 0,8129i, z3 = —0, 5443 + 0,8129i, 24, = —0,04267 — 0,4833i, 25 = —0,0427 +
0,48331, 2z = 0,319—0.83144, z; = 0,319+0, 83141, 25 = 0,6227—0,45167 e 29 = 0, 6227+
0,45164.
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Figura 2.5: Localizagao dos zeros do polinénio P(z) = 42% + 327 4+ 2,52° + 1,222 4+ 0, 3.

Corolario 2 Seja P(z) = ag+ajz+---+a,2z" um polindmio cujos coeficientes satisfazem
ap > ay > -+ >a, > 0. Entao P(z) nao tem zeros em |z| < 1.

Demonstragao. Considere a equagao polinomial P(z) = ag+ajz+- -+ a,z" = 0 cujos
coeficientes satisfazem ag > a; > --- > a, > 0. Fazendo a mudanga de variavel z = % em
P(z) temos

1 1 1
a0+a1——|—~--+an,1ﬁ+an—n :O,
w w w
ou seja,
aow" + aw" 4+ -+ a,_qw+a, =0. (2.3)

Note que os coeficientes da equagao polinomial (2.3) satisfazem as hipoteses do Teo-
rema de Enestrom-Kakeya, logo por tal resultado nao ha zeros em |w| > 1, o que implica
que ﬁ > 1, ou seja, |z| < 1e, portanto P(z) ndo tem zeros em |z| < 1. |

A seguir serd apresentada uma generalizagao do Teorema de Enestrom-Kakeya, cuja
demonstragao encontra-se em [2|. Tal resultado exibe uma regiao anelar contendo todos
os zeros de um determinado polinémio.

Teorema 11 Seja P(z) = ag + a1z + az2*> + -+ + a,2" um polindmio de grau n tal
quen>1ear >0 para k=0,1,...,n. Consideremos

. Qg Qj
a = min e f = max :
0<k<n | Qk41 0<k<n ( Qg41

Entao todos os zeros de P(z) estao na regiao anelar A = {z € C;a < |z| < }.

Exemplo 6 Seja P(z) = 122°+4-6,525+324+2,523+1,522+2+0, 75 um polinémio cujos
coeficientes satisfazem as condicoes do Teorema 11. E possivel exibir a regido a < |z| < 3,
onde o e B sao determinados a partir do menor e maior valores, respectivamente, entre
os valores dados por
9 075 M o067 206 L0833 _0.46 L —054
ai ) as Q4 as ag

Assim, temos o = 0,46 e = 0,75. Portanto, os zeros do polinémio P(z) estio em
0,46 < |z| < 0,75, como podemos ver na Figura 2.6.

Além disso, pelo software Mathematica, os zeros de P(z) sao: z = —0,5916 —
0,253i, 20 = —0,591605 + 0, 253i, 23 = —0,1069 — 0,5995¢, z4 = —0,1069 + 0,5994, z5 =
0,4277 — 0,47351 e zg = 0,4277 + 0,47354.
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Figura 2.6: Localizagao dos zeros de P(z) = 1225+46,52° + 321+ 2,523 +1,522 + 2+ 0, 75.

O teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [4], relata, sob certas
condicoes, a quantidade de zeros de um trindémio no interior do circulo unitario.

Teorema 12 Sejam a > b > 0 numeros reais e n > m > 0 inteiros. Entao o numero de
zeros de P(z) =bz" —az"+a—bem|z| <1 é

>

(SIS
3z

{m —mdc(m,n), se

m, se $<

Exemplo 7 Consideremos o trinomio P(z) = 7,527 — 82° + 0,5, onde a = 8§,
b="7,5n=17 em = 5. Note que % = 1,0667 e 137 = 3,4; logo, § < i e, portanto, pelo
Teorema 12, seque que o trinémio P(z) possui b zeros dentro do circulo unitdrio, conforme
podemos observar na Figura 2.7.

Através do software Mathematica obtemos os zeros de P(z), representados na Tabela
2.1.

| |

Zeros de P(z) ‘ |

2 = —1,0102
2y = —0, 8682 — 0, 4979
23 = —0, 8682 + 0,4979i
24 = —0,5004 — 0, 8751
25 = —0,5004 + 0, 8751
26 = —0, 4646 — 0, 3377

27 = —0,4646 + 0, 33771
2 = —0,0051 — 1,0056i
29 = —0,0051 + 1, 00567
210 = 0, 1774 — 0, 54621
212 = 0,5055 — 0, 86631

13 = 0, 5055 + 0, 8663
214 = 0, 5745

215 = 0,8732 — 0, 50693

216 = 0, 8732 + 0, 5069

217:1

Tabela 2.1: Zeros de P(z) = 7,52'7 — 82° 4+ 0, 5.
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Figura 2.7: Localizagao dos zeros do trinémio P(z) = 7,527 — 82° + 0, 5.

2.3 Polindmios gerados por uma relagao de recorréncia
de trés termos

Consideremos a sequéncia de polinomios {Q,, } obtida a partir da relagao de recorréncia
de trés termos

Qm+1(2) = (2 + Bnt1)@m(2) = 0m412Qm-1(2), m=12,... (2.4)
com Q(2) =1e Q1(z) = z+ f1, onde ayy, B, € C sdo tais que a,, # 0 param = 2,3, ...
e Bm # 0 param = 1,2,3,.... Tal relagdo de recorréncia foi objeto de estudo de alguns

autores, entre eles [7| e [18]. Baseado na referéncia [18|, apresentaremos aqui alguns
resultados que serao utilizados no Capitulo 4.
Da relagao de recorréncia (2.4), tem-se

Qo(0) =1, Q1(0) = Br, Q2(0) = B152, .., Qu(0) = BifSa2... By # 0.
Além disso, a relagao (2.4) pode ser escrita como

On(2) _ Qunlz)
Oma(2)  Oma(2) > 2. (2.5)

Lema 1 Para qualquer m > 1, os polindmios consecutivos (., € Qi1 nao tém zeros em

Umi12 = (2 + Bmi1)

comum.
Demonstragao. Se w € C é tal que Q1(w) = Qo(w) = 0, entdo ayw = 0, mas como
ay # 0 segue que w = 0. Mas Q,,(0) = B1fs...0m # 0 para m > 1, o que é uma
contradigao. Logo, ()1 e (J2 nao tém zeros em comum.

Agora, seja m > 2 e suponha que Q,,_1 e J,, ndo tem zeros em comum, ou seja, se
Qm(w) = 0 entao Qy,—1(w) # 0. De (2.5) segue que

Qm1(W) = =1 wQp—1(w) # 0.

Isto significa que @, € ;41 nao tém zeros em comum. Portanto, por inducao, o resul-

tado segue. [ ]
De (2.4) pode-se verificar facilmente que para qualquer m > 1,
A e ) 0 e 0 0
-2z Z2+ [y —az - 0 0
0 —z  z+p3 - 0 0
Qm(z) = . . . : , (2.6)
0 O O zZ+ ﬁmfl —Oy
0 0 0 —z 24 B
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Teorema 13 Os zeros de (), sao os autovalores da matriz de Hessenberg inferior

() as O 0 0
m 12 Qs 0 0
Hn : . : . :
moM2 M3 ap_1 0
m T2 73 Mh—1  Qp
| T T2 8 -1 T |

Ondenm:am_ﬁm7 m:1727”'

,n, ea; =0.

Demonstracao. De (2.6) segue que Q,(2) = det(zA, — B,), onde A,, e B, sdo matrizes
de ordem n dadas respectivamente por

1 0 0 0 —B ay 0 0
—1 1 0 0 0 —62 (6% 0
0 -1 1 o, 0 0 =B -+ 0
0 0 0-- 1] [0 0 0 —By |

Note que det(A,) # 0, ou seja, A, é ndo singular. Assim,
Qn(2) = det(A,) det(2I — A 'B,).
Desde que det(A,) =1e

100 0 0
110 0 0
- 111 0 0
111 10
111 11|

vemos que @),(z) é o polinémio caracteristico da matriz de Hessenberg inferior H, =

A-1B,. Tsto completa a demonstracao do teorema.
Agora definiremos uma regiao W (A, Ay, 7), onde Ay > A\; e 7 > 0, por

W(A1, Ay, T) = {z=x+iy€@:|y| < T A — T2 =92 §x§A2+\/T2—y2}. (2.7)

Teorema 14 Para qualquer n > 2, sejam o = max{|ax|,k = 2,3,...,n} e
nM = max{|n|,k = 2,3,...,n}. Consideremos
VaM aM 2aM
= ——=7 0 2= o ¢ ds= M2 M M M
any + U Qn +’771|_77n \/<an ) +4an (’771‘_7771 )+an
Entao os zeros de Qy, 1 < k < n, estao localizados em |z| < p,, onde
M M
= %ml\, se  0<dy<dy,
! (VoM 4+ \/nM)2 caso contrdrio.
Se ng, para k =1,2,...,n, sao todos reais, entao os zeros de Qi, 1 < k < n, estao na

regiao W(nn1,Mn2, Pn), onde

Nna = min{ng, k=1,2,...,n}, nuo=max{n, k=1,2,...,n}
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e

(a2 4dad (Im | —nd)+al!
Pn = \/ 2 —n) 771|, se 0 < ds < dl,
n n
(VaM + /nM)? —ph caso contrdrio.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [18].

Exemplo 8 Seja Qn(2) =1+ ANz +22+...+2" ) +2m NeR, m > 1, o polinémio
gerado pela relacao de recorréncia de trés termos

Qm(2) = (2 +1)Qm-1(2) — 2Qm—2(2), m >2

com Qo(z) =1 e Q1(z) = 1+ z. Considerando A =1 e 1 < m <9, seque do Teorema
14 que os zeros de Qn,(z), 21 = —1,20 = —0,809 — 0,588i, z3 = —0,809 + 0, 5881, z4 =
0,309 — 0,951i, 25 = —0,309 40,9514, 2 = 0,309 — 0,951, 22 = 0,309 + 0, 9514, 25 =
0,809 — 0,588 € z9g = 0,809 + 0,588 estao localizados na regiao

W(=1,0,pn) ={2 € C: |y| < pm, =1 —/p2, —y> <z < \/p2, — y?},

conforme pode ser observado na Figura 2.8.

oF L

05|

Figura 2.8: Localizagao dos zeros do polindmio Qg(z) =1+ 2z + 22 + ... 4+ 2% + 2°.

2.4 Funcoes financeiras que envolvem juros compostos

Atualmente a Matematica Financeira representa uma importante ferramenta utilizada
tanto no dia-a-dia de um simples cidadao, quanto no cotidiano de uma empresa.

Um dos principais conceitos relacionados a Matematica Financeira ¢ a taxa de juros,
percentual cobrado sobre a remuneragao do capital, a qual representa uma variavel comum
a todos os seres humanos, essencial tanto nas decisoes de consumo de cada cidadao, quanto
na escolha por investimentos produtivos. Assim sendo, é de fundamental importancia
conhecer a taxa de juros de uma determinada operacao financeira.

Como descrito no Capitulo 1, a determinagao da taxa de juros de uma série uniforme
de pagamentos representa uma valiosa aplicagao do presente trabalho. Em virtude desta
aplicagao, baseando-se nos textos de Branco [3], Puccini [14], Silva [18] e Sobrinho [19],
esta secao apresentard toda teoria necessaria sobre fungoes financeiras relacionadas aos
juros compostos.

Dentre os varios conceitos existentes na Matematica Financeira, entende-se por capital
qualquer valor expresso em moeda e disponivel para consumo ou investimento. O capital
também é conhecido como principal, valor atual, valor presente ou valor aplicado.
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A remuneracao do capital empregado em alguma atividade produtiva é chamada de
juros. Os juros podem ser capitalizados segundo dois regimes: simples ou compostos.

Quando o regime é de juros simples, apenas o capital inicial rende juros. Neste regime
de capitalizacao a taxa de juros varia linearmente em funcao do tempo.

No regime de juros compostos, os juros de cada periodo sao somados ao capital para o
calculo de novos juros nos periodos seguintes. Os juros sao capitalizados e, consequente-
mente, rendem juros. Desta forma, os juros de cada periodo sao calculados sobre o saldo
existente no inicio do respectivo periodo, e nao apenas sobre o capital inicial aplicado.

Considere um valor presente PV aplicado durante n periodos a uma taxa de juros [
por periodo. No final do primeiro periodo, os juros J e o montante (valor futuro) F'V
resultantes sao

Ji = PVxI
FVi = PV+.Ji=PV+PVxI=PV(1+I).

No final do segundo periodo, os juros sao calculados sobre o valor acumulado no final
do primeiro periodo (F'V}). Os juros e o montante resultantes no final do segundo periodo
sao:

Jo = FVixI=PV(Q+I)xI
FVy = FVi+Jo=PV(I+1)+PV(1+I)xI=PV(1+I)>

Generalizando para n periodos, podemos calcular diretamente o valor futuro F'V re-
sultante da aplicagao do valor presente PV durante n periodos a uma taxa de juros
compostos I, por

FV =PV(1+1)". (2.8)

A equagao (2.8) expressa o valor futuro ao fim de n periodos como uma fungao ex-
ponencial do valor presente inicial aplicado, onde o fator (1 + I)" é chamado fator de
capitalizagao ou fator de valor futuro.

O calculo do valor presente de um montante é simplesmente o inverso do célculo do

montante: .
PV =FV—u-——. 2.9
(1+1I)n (29)

2.4.1 Séries uniformes de pagamentos

Presentes em muitas situagoes do nosso cotidiano como, por exemplo, planos de pou-
panca, financiamentos, aposentadoria, pensoes, recebimento de salarios mensais, entre
outros, as séries uniformes de pagamentos sao definidas como sucessoes de prestagoes, ou
recebimentos, de mesmo valor, divididos regularmente num periodo de tempo. Tais séries
podem ser postecipadas, antecipadas ou diferidas. A seguir serd apresentado um estudo
detalhado sobre tais séries uniformes de pagamentos.

2.4.1.1 Séries uniformes de pagamentos postecipadas

Conhecida como um sistema de pagamento ou recebimento sem entrada, as séries
uniformes de pagamentos postecipadas sao aquelas em que os pagamentos ocorrem no
fim de cada periodo e nao na origem. Por exemplo, pagamentos de fatura de cartao de
crédito.
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Quando a série é uniforme e postecipada, o valor presente corresponde a soma dos

valores atuais dos termos da série. Entao,
U PMT n PMT n PMT P PMT
A+ D 4Dz (03T (L)

= PMT[Q1+D)'"+Q+D7+Q+D°+...+(1+D)7"].

Note que essa expressao se assemelha com uma progressao geométrica. Assim, utili-
zando a formula conhecida da soma dos termos de uma progressao geométrica, é possivel
desenvolver a seguinte expressao para o valor presente de uma série uniforme com n termos

postecipados

PV = PMT [w} 7
l—yq

onde a; ¢ o primeiro termo da série, equivalente a (1 + I)™!, a, ¢ o enésimo termo de
série, igual a (14 )™ e ¢ é a razdo da série, equivalente a (1 + I)~!. Assim,

A+ t'—Q+D)"x1+1)"!
I—(1+1)7! ]'

PV:PMT[

Logo,

(2.10)

PV = PMT lw] .

I+ x 1
Agora, isolando PMT na equagao (2.10) e considerando que sejam informados a taxa

de juros (I), o prazo (n) e o valor presente (PV') de uma série de pagamentos postecipada,
¢ possivel calcular o valor dos pagamentos (PMT) através da seguinte expressao

(1+D)"x1
PMT =PV | —————| . 2.11
{(1 +I)m—1 ( )
Podemos obter uma expressao para o caculo do valor da prestacao PMT', substituindo
= _ _FV cL
a equacao PV = Mo em (2.11), isto é,
FV (1+ 1)1
PMT =
G+IW[U+IW—1}
Logo,
1
PMT =FV | ——| . 2.12
= 212

Além disso, da equagao (2.10) segue que

PV [(+ID)—1
PMT {(1+I)”x[]

Logo,

A I X T = (D) -1

Ou seja,
PV

e[ ()]

Aplicando o logaritmo neperiano e suas propriedades na equacao acima, obtemos

S ) | o

In(1+1)
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Desta forma, considerando que sejam informados a taxa ([), o valor presente (PV)
e a prestacao (PMT) de uma determinada aplicagao financeira, pode ser obtido através
da equagao (2.13) a quantidade de pagamentos ou prazo (n) de uma série uniforme de
pagamentos postecipada.

De acordo com a equagao (2.12), o céalculo do valor futuro é simplesmente o inverso
do célculo do valor da prestacao:

7 (2.14)

Por meio do estudo das séries de pagamentos potecipadas é possivel observar a existén-
cia de formulas para a determinagao da prestagao (PMT'), do valor futuro (F'V'), do valor
presente (PV) até mesmo determinar o periodo (n) de uma aplicacao financeira. Mas, se
tratando da determinacao da taxa de juros nesta série, esta nao podera ser encontrada
através de uma formula resolutiva basica.

FV = PMT [w] .

2.4.1.2 Seéries uniformes de pagamentos antecipadas

Nas séries uniformes de pagamentos antecipadas, os pagamentos sao feitos no inicio de
cada periodo respectivo, ou seja, o primeiro pagamento ocorre na data focal 0 (zero). Por
exemplo, financiamentos com pagamentos a vista. Este tipo de sistema de pagamento é
também conhecido como sistema de pagamento com entrada.

Assim, sendo informados a taxa ([), o prazo (n) e o valor da prestagao (PMT) é
possivel determinar o valor presente (PV') de uma série de pagamento antecipada através
da seguinte expressao

A+ D) ix1 (2.15)

Note que a equagao (2.15) se difere da equagao (2.10) em série de pagamento poste-
cipada, apenas pelos termos (1 + )" e (1 + I)""!, o que faz sentido, pois em séries de
pagamentos postecipadas os pagamentos ocorrem sempre ao fim de cada periodo e, por
outro lado, em séries de pagamentos antecipadas os pagamentos ocorrem sempre no inicio
de cada periodo.

Isolando a prestacao (PMT), na equagao (2.15), temos uma expressao analitica para
a determinacao do valor da prestacao:

PV:PMT{ (140" -1 ]

(2.16)

n—1
PMT:PV[(HI) XI}.

A+ —1
Se forem informados a taxa (I), a prestagao (PMT) e o valor presente (PV') é possivel
calcular o periodo (n) através da seguinte expressao:

PVI
= [1 T PMT(1+ 1)}
(1 +1)

O valor futuro de uma série de pagamentos antecipada pode ser determinado pela
equagao (2.17):

n=—

FV = PMT {%} (14 1). (2.17)

Note que, se isolarmos PMT na equagao (2.17) obtemos outra expressdo para a de-
terminacao da prestagao, dada por
FVI

PMT = s =i 1y
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Assim como em séries de pagamentos postecipadas, a determinacao da taxa I, em
séries uniformes de pagamentos antecipadas, nao é encontrada através de uma férmula
resolutiva bésica, pois, o calculo requer a resolu¢cao de um polinémio de grau n.

2.4.1.3 Série uniforme de pagamentos diferida

As séries de pagamentos diferidas sao aquelas em que os periodos ou intervalos de
tempo entre os pagamentos (PMT) ocorrem ap6s um determinado periodo de caréncia
(c).

Sendo informados a taxa de juros (I), a prestacao (PMT), o prazo (n) e o periodo
de caréncia (c), serd possivel calcular o valor presente (PV') em uma série uniforme de
pagamento diferida através da seguinte férmula:

PMT[l—(lJrI)—”]

1
(14 1)t
Isolando PMT na equacao anterior obtemos a seguinte expressao para o céalculo dos
pagamentos desta série.

PV =

(2.18)

PMT — [PV(l + 1)0‘1]] .

I—(1+1)"

Além disso, ao isolar o prazo n obtemos uma fémula explicita para a determinacao do
periodo desta série, dada pela expressao:

PVI(1 —l—I)C_1
In [1 — PUT 1
In(1+ 1)

n=—

Como dito, a caréncia é o prazo inicial dado até o momento do primeiro pagamento.
Este prazo é fundamental para o calculo do valor base de um financiamento em uma
série uniforme de pagamento diferida. Assim, da equag@o (2.18) temos que o periodo de

caréncia é dado por
n (PMT [17(1+I)—”D
PV T

In(1+1)

Agora, multiplicando ambos os lados da equagao (2.18) pelo fator (1 4 I)™, obtemos
uma expressao para o calculo do valor futuro dada por

c=1+

FV =

=]






CAPITULO

5

Raizes de Equacoes Trinomiais

Segundo [20], durante o final do século XIX e inicio do século XX, grandes mateméticos
investigaram questoes sobre as raizes de equacoes trinomiais como, por exemplo, em 1786 o
matematico suéco Erland Samuel Bring, usando a transformacao Tschirnhaus [1], reduziu
a equagao geral de quinto grau para uma equagao trinomial. Tal resultado motivou varios
matemaéticos a comecarem a busca pelas solugoes de equagoes trinomiais. Porém, houve
um fracasso nas tentativas de resolugao de equagoes trinomiais por meio algébrico, o que
proporcionou o desenvolvimento de alguns métodos de aproximacao para a solucao.

A aproximacao das raizes foi apenas uma nova direcao no estudo de equagoes trino-
miais. De acordo com [20]|, Nekrasov, em 1887 determinou setores do plano complexo
onde estao localizadas as raizes destas equagoes; Bohl, em 1914, criou um método para
calcular o niimero de raizes de equacoes trinomiais num dado circulo no plano complexo;
Herglotz, em 1922, estudou a conexao entre superficies de Riemann e equagoes trinomiais;
Egervary, em 1930, estudou a distribuicao das raizes destas equagoes de acordo com seus
argumentos e modulos. Tais resultados motivam a dedicacao de novos matematicos a
continuarem a investigacao sobre as raizes destas equagoes como, por exemplo, Melman
[9], que em 2012, refinou alguns resultados sobre a distribui¢ao das raizes destas equagoes
de acordo com seus argumentos e modulos.

Neste sentido, o presente capitulo busca apresentar alguns destes resultados referentes
a distribuicao das raizes de equagoes trinomiais de acordo com seus argumentos e médulos.

3.1 Distribuicao das raizes de equacoes trinomiais de
acordo com seus argumentos e médulos

Nesta secao estudaremos resultados sobre a determinacao de setores do plano complexo
onde estao localizadas as raizes das equagoes trinomiais. De acordo com [20], Egervary
determinou tais setores considerando que as raizes de equacgoes trinomiais podem ser
interpretadas como os pontos de equilibrio de massas unitéarias que estao localizadas nos
vértices de dois poligonos regulares concéntricos centrados na origem do plano complexo.

Assim, considerando a equacao binomial 2™ 4+ p = 0, tem-se que as raizes de tal
equacao estao localizadas nos vértices de um poligono regular centrado na origem do
plano complexo, e estas sao dadas por

~gu+(25+1
l/neavqu 517 )™

g = |l 1<j<n.

)

35
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Adicionando massas unitarias a p;, 1 < i < n, de tal forma que sua forga seja inver-
samente proporcional & sua distancia, obtemos que o resultado das forcas em z é

n sn—1

1 nz

2 —_ 7
i=1 Hi

De forma analoga, para a equacao 2" + w = 0, esta forca é

n+m

Z 1 . (n + m)i"*m_l

Z — w; Zntm 4 g

=1

Deste modo, as posicoes de equilibrio do campo de forga das massas unitarias locali-
zadas nos vértices de dois poligonos regulares concéntricos, centrados na origem, corres-
pondem as raizes da equacao

nz" ' (n+m)zrtml

R Zntm g

=0.

O seguinte teorema estabelece uma relagao entre as raizes e os pontos de equilibrio do
campo de forca para a equagao trinomial.

Teorema 15 (Egervary 1930) A equacgdao trinomial Az"™™ 4+ Bz™ 4+ C' = 0, com
A = |Ale**, B = |Bl|e?? e C = |Cle”, onde o, e v sio os argumentos de A, B e
C, respectivamente, determina dois poligonos requlares concéntricos P, ., e P, no plano
complexo. Os vértices de P, sao

(Zn +m ‘B ’)’1’ B—a+(2u+Dir,
1 e n pw=1 ... n.

n—+m

Os vértices de Py, sao

ntm =1,... .
A ) 7/n’+m

1
2n+m |C|\ " s—arerinn,
e
n

Os pontos de equilibrio do campo de forca das massas unitdrias nos vértices de Py, e Py
sao as raizes da dada equagao trinomaial.

Agora, sejam 2(n + m) segmentos de retas, partindo da origem, determinados pelos
argumentos:

0(n+m) v —a+ (2Z + 1)71'

; = mod 2,
n+m
m — 2k +1
Q,E) = f-at @kt Dr mod 2,
m
— 25+ 1
9](@) =2 B+ 2+ 1m mod 2,
n

onde 1 <i1<n+m, 1<k<mel<j<n.
Conforme [20], tais argumentos determinam exatamente n + m setores no plano com-

plexo tais que
m o 9(n+m) _ e(n) < ™

e(ner) _elgm) < 7
’ n+m ! Tl T n+m

onde cada setor contém extamente uma raiz da equacao trinomial.
Para ilustrar tal resultado, consideremos o seguinte exemplo:
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Exemplo 9 Considerando o trinomio P(z) = 62'2 — 72" + 14, onde A = 6, B = —7
e C' = 14 e calculando os argumentos dos coeficientes A, B e C, temos a = 0,0 =7 e
~v = 0, respectivamente. Assim, usando as fomulas para o cdlculo dos argumentos descritos

anteriormente, obtemos os sequintes argumentos, representados na Tabela 3.1.

]

’ I (rad) (grau) ‘ 0

\ (rad)

(grau) ‘ 02(12) (rad) (grau) ‘

Zeros de P(z)

1,2566 72 1,7952 102,86 | 0,7854 45 | 21 = —0,9935 — 0, 3359i
2,5133 144 | 2,6028 154,29 | 1,309 75 | 2 = —0,9935 + 0, 3359
3,7600 216 | 3,5904 205,72 | 1,8326 105 | z3 = —0,8378 — 0, 75514
5,0265 288 4,488 257,04 | 2,3562 135 | z4 = —0,8378 +0,7551i
6,2832 360,01 | 5,3856 308,57 | 2,8798 165 | 25 = —0,2469 — 0.9788i
- - 6,2832 360,01 | 3,4034 195 | zg = —0,2469 + 0, 9788;
- - 71809 411,43 | 3,927 225 | 2 =0,3182 — 1,1046i
- - - - 4,4506 255 | zg=0,3182+1,1047i
- - . - 4,9741 285 | z9 =0,6912 — 0, 7528
- - - . 5,4978 315 | 20 =0,6012 + 0, 7528
. - - - 6,0214 345 | 2z, = 1,0688 — 0,2078i
- - - - 6,545 375 | 210 = 1,0688 + 0, 2078

Tabela 3.1: Argumentos dos coeficientes de P(z).

Desta forma, determinamos setores no plano complexo onde cada um contém exata-
mente um zero do trindémio P(z), como pode ser visto na Figura 3.1.
L3

s @ LOF

“ig .

Figura 3.1: Distribuigao dos zeros do trindémio P(z) de acordo com seus argumentos.

Recentemente, o problema referente & localizagao dos zeros de um trinémio geral foi
reexaminado por Melman [9], o qual em seu trabalho intitulado Geometry of Trinomials
obteve novas regioes de inclusao dos zeros no plano complexo que complementam os
resultados aqui ja apresentados.

Em virtude da importancia deste tema para a realizacao de nosso objetivo principal,
prosseguiremos nesta se¢ao com o estudo dos resultados obtidos por Melman [9].

Seja P(w) = a,w" + apw” + ag um trindmio, onde w, ag, ay, a, € C, ag, ax,a, # 0, e
n, k sao inteiros positivos tais que n >3el1 <k <n —1.
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Simplificando o trinémio P(w) dividindo P(w) por —aq e fixando w = (—ag/a,)*/"z,
transformamos P(w) em Q(z), onde

Q(z) = 2" —azf — 1,

(k/n)
com a = (“—’“) <—_“°> .
ag an,
Assim, nosso objetivo seréa estudar as regides do plano complexo onde os zeros de Q(z)

estao localizados, de acordo com as condigoes |a| > o(n; k) ou |a| < o(n; k), onde o(n; k)

serd, definido como um limite de separabilidade dado por o(n; k) = -2 (”T_k)k "

Definigao 1 As sequintes fungoes estao definidas para um dado nimero complezo a, in-
teiros positivosn e k comn >3, 1<k <n-—1, mde(k,n)=1exz>0:

or(r) = 2" +|alz" -1,
k(@) = 2" —lajz" -1,
Up(z) = 2" —alz® + 1.

Na seguinte defini¢do descrevemos o limite de separabilidade o(n, k), o qual é usado
para determinar o nimero de zeros positivos de 1, que por sua vez determina se podemos
separar os zeros de () em dois grupos de k e n — k zeros.

Definigao 2 O limite de separabilidade o(n, k) é definido para inteiros positivos k e n
(comn >3, 1 <k<n-—1, e mdc(k,n) =1) como sendo

n n—k\""
k = .
Observe que

olnn—k) =7 <n—k:) k <n—k:) (n—k) o(n, k)

o que implica que o(n,k) é uma fungdo simétrica de k para n fixo. Além disso,
1 < o(n,k) < 2 e, dado n, o(n,k) atinge o seu valor maximo em k = [n/2] — 1 ou
|n/2] + 1 e seu valor minimo em k=1 oun — 1, onde [n/2] = max{m € Z;m <n/2} e
|n/2] = min{m € Z;m > n/2}.

O lema a seguir, cuja demonstragao encontra-se em [9], relata algumas propriedades
importantes sobre os zeros das fungoes ¢, X € V.

Lema 2 As sequintes propriedades se mantém para as fungoes ¢r, X € V-

1. ¢ tem um unico zero positivo t, e ele estd no intervalo (0,1); xx tem um dnico zero
positivo s, que estd no intervalo (1,+00); e 0s zeros positivos de ¢y e Xk SGo uns
reciprocos do outro, ou seja, se & € zero de ¢y, entao 1/€ € zero de xi.

2. A fungao iy satisfaz ¥r(0) > 0 e Yp(la]) > 0. ¢y alcang¢a seu unico minimo
no intervalo (0,+00) em p* = (kla|/n)/ R e p(u*) < 0 se e somente se
la| > o(n, k).

3. Quando |a| > o(n, k), entao vy e 1, tém dois zeros positivos distintos. Os zeros
de Yy, sao os reciprocos dos zeros de V. Quando |a| < o(n, k), entdo Yy € 1,y
nao tém zeros positivos.
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Os proximos resultados, cujas demostragoes encontram-se em [9], estabelecem limita-
¢oOes para os zeros positivos de ¢, Xr € Vx.

Lema 3 Os zeros positivos r1 e ro de Uy, com ry < ry, satisfazem:

1. Seo(n,k)<la] <2ek>

|3

entao 1 < r; <ry <lal.

2. Seo(n,k)<|a|<2ek<%entio0<r <ry<1<]al.

0|3

3. Se |a| > 2, os dois zeros positivos 11 e ro de Yy, satisfazem

0<r <l<ry<lal

Lema 4 Os zeros positivost e s das fungoes ¢y € Xk, respectivamente, e 0s zeros positivos
r1 €Ty de Yy (quando eles existem), com r1 < 1o, satisfazem:

k 1/(n—k)
(1+ |a|)*1/k <t<n < (—]a|) <ry<s<(l+ |a|>1/(n7k).
n

Quando |a| > 2, entdo
r < (Ja] = D)7V* <1 < (la] = YR < gy,

Agora definiremos conjuntos da forma L,,(c;p) = {z € C: |2™ — ¢| < p}.

Note que quando |¢| < p, a fronteira de L,,(c; p) € uma curva simples fechada, e quando
lc| > p, ¢ uma unido de m curvas simples fechadas disjuntas.

O seguinte lema, cuja demonstragdo encontra-se em [9], mostra como L,,(c; p) pode
ser coberto por um disco centrado na origem ou, quando |c| > p, como m curvas simples
fechadas disjuntas, podem ser circunscritas por setores anelares.

Lema 5 Seja m um inteiro positivo, c € C e p > 0. Entao, D(0; (|c| + p)'/™) € o menor
disco centrado na origem que cobre Ly, (c; p). Além disso, quando |c| > p >0, w = arg(c)
e 0 = arcsen(p/|c|), entao Ly, (c;p) € circunscrito pela sequinte uniao de setores anelares
disjuntos:

{zeC:0 < (le|=p)"/™ < |2 < (e[ +p)™,
-0 27my 0 2mj

1 =0,1,... — 1)}
m m m m (U Lm = 1)}

O teorema a seguir estabelece limitantes inferior e superior para os moédulos dos zeros
do trinémio Q(z2).

Teorema 16 Seja Q(z) = 2" — azk — 1, com inteirosn > 3 el < k < n—1 com
mde(n, k) =1, e a € C. Além disso, sejam s et, com 0 <t <1 < s as raizes positivas
de xp(r) = 2" — |a|z* — 1 =0 e ¢p(x) = 2™ + |a|z* — 1 = 0, respectivamente. Entao, os
zeros de () estao contidos no conjunto

D(0;s) N D(0;1),
isto €, tais zeros encontram-se no anel t < |z| < s.

O seguinte teorema determina n setores anelares disjuntos, cada um contendo apenas
um zero de Q)(z), considerando |a| > o(n; k).
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Teorema 17 Sejam os zeros {z}, de Q(z) = 2" — az® — 1 (com inteiros n > 3 e
1 <k<n-—1, mde(k,n) =1 e l|a| > o(n,k)) tal que |z1| < ... < |z,|. Sejam §; e 6 tais
que r1 < 01 < 0y < 19, onde 1 € To 8GO 08 zeros positivos de " — |a|xk + 1. Além disso,
seja w = arg(a), 0, = arcsen(07"/|a]) e Oy = arcsen(6;%/|a|). Entdio, os primeiros k
zeros {z;}5_| estao contidos no congunto

Q) = {zeC:(la]+677") 7V < [2] < (la] = 6777) 7%,

2t —w—m 6
T—?<arg(z)<

2imr—w—m 67 .
-4 - =0,...,k—1
k +k7<.7 9 Y )}7

e 0s n — k zeros restantes {2;}i—,, estao contidos no conjunto

0(Q) = {z€C: (ol = &) < 2] < (ja| + 550,
m+w 0y 2j7r+w+ 0,
n—k n—k n—k n—k

<arg(z) <

(j=0,...,n—k—1)}.

Além disso,
(la] = 67F) 1k < 8§, < 65 < (|a| — 65 %)/ (=H)

e todos os setores anelares em Q4(Q) e Q22(Q) sdo disjuntos e cada wm contém exatamente
um zero de Q).

Demonstragao. Se conseguirmos que para algum circulo |z| = p valha 2" — 1| < |az¥|,
entao, pelo Teorema de Rouché, k dos zeros de @) estao contidos no disco D(c; p). Como

2" +1 < |a|lz|F ou |z —la||z|* +1 <0,

podemos escolher qualquer p para o qual ¥x(p) < 0 our < p < ra.

Uma vez que r < 01 < 6y < 1o, pelo Teorema de Pellet concluimos que k zeros de ()
estao em D(0;6;), enquanto que os n — k zeros restantes encontram-se no complementar
de Z)(O7 52)

Note que

n k k| . n—k n—k 1
Z_CLZ_1:0:>|Z| |Z —a|:]_:>|z _a|:W’
z
ou seja, as (n—k)-ésimas poténcias dos n—k maiores zeros {2}, ,, todos que satisfazem
|zi| > 8, devem estar em D(a;6;"%). Além disso,

Sy —lalof +1 < 0= 6y +6,% < al,

de modo que |a| > d;*, que por sua vez implica que D(a;d;") é limitado. Os zeros devem
estar em L,_,(a; 0, %) que, pelo Lema 5, com m = n—k, ¢ = a e p = 6,", consiste
de n — k curvas simples fechadas disjuntas que estao contidas em 5(@), um conjunto
constituido por setores anelares disjuntos. Além disso, 6% — |a|d5 + 1 < 0 implica que
(Ja| — 65%)1/=F) > §,. Consequentemente, qualquer z € Q5(Q) satisfaz |z| > J,.

Mostremos agora que cada curva simples fechada de L,_;(a; 6, %) contém exatamente
um zero de Q. Para isso utilizaremos o Teorema de Rouché. Lembre-se que L,,_(a; 0;") C
Q2(Q) de modo que |z| > &, para qualquer z € L,_(a;6,"), que é composto de n — k
curvas simples fechadas disjuntas limitadas pela origem, cada uma contendo uma raiz
(n — k)-ésima diferente de a. Para qualquer z na fronteira dessas curvas tem-se

n—k

|z —a| =0y = ]z”—azk|:|z|k52_k>1.
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Pelo Teorema de Rouché segue que os polinémios 2" —az* — 1 e 2" — az* tém o mesmo
nimero de zeros no interior da curva, e esse nimero é exatamente um. Existem n — k
setores anelares disjuntos contendo uma dessas curvas e, portanto, cada um contém pelo
menos um zero de (). Uma vez que existem tais n — k zeros, cada setor anelar deve conter
exatamente um zero.

Para os primeiros k zeros {z;}¥_,, note que

M —af —1=0=|—azf — 1| = |2"| = |(—a) — 27" = |2|"*.

Assim, |z;| < 01, 0 que significa que as k-ésimas poténcias dos reciprocos dos k menores
zeros devem estar em D(—a; 87 %). Além disso,

S —la|of +1 < 0= "%+ 67" < |af

de modo que |a| > §77*, implicando que D(—a;67~*) é limitado. Analogamente ao que
foi feito para os n — k maiores zeros, aplicamos o Lema 5 com m =k, ¢= —ae p = 67",
assim obtemos que os reciprocos dos proprios zeros devem estar em Ly (—a; 07 %), que
consiste de k curvas simples fechadas disjuntas que estao contidas no conjunto de setores
anelares disjuntos €4 (@), o que implica que

1
= <(lal+ 677" = |2] > (la| + 6777

||

1
M><\ar+6?*’“>“’“ = |2| < (la| + 77" "VF < 5y,

Os limites nos argumentos na defnigao de €2;(Q)) sdo determinados a partir de
arg(z) = —arg(1/z) e arg(—a) = arg(a) + .

Agora, para mostrar que cada setor anelar em (@) contém exatamente um zero,
tome qualquer z na fronteira de uma curva qualquer e assim segue que

\—a—z’k] = 5?’1‘3 = |- 1]]a+27k| = 5’114“ — ]azk—i- 1| = |zk|5’f”lC > \z|k|z]””€ = |z|".

Logo, pelo Teorema de Rouché, 2" —az¥ —1 tem tantos zeros estritamente dentro desta
curva quanto az® + 1, o qual é exatamente um e, portanto, cada setor anelar deve conter
um unico zero de Q(z). n

Exemplo 10 Cosideremos o trinémio Q(z) = 22 —(1,7+14)2®—1, para o quala = 1,7+1,
la| = 1,9723 e 0(12,8) = 1,8899. FEntao, 0(12,8) < |a|] < 2. No Teorema 17, tomando
01 e dy como as raizes positivas de x'? — 1,97232% +1 = 0, ou seja, 6 = 1,0075 e
dy = 1,1181, temos que w = 0,5317(rad), 0, = 0,5497 (rad) e 05 = 0,2091 (rad). Assim
obtemos os limitantes inferiores e superiores para arg(z) referentes a regiao Q1(Q) e
através do software Mathematica obtemos os zeros de Q(z):

Limitante inferior p/ arg(z) | Limitante superior p/ arg(z) Zeros de Q(z)
(rad) (grau) (rad) (grau)
-0,5279 -30,25 -0,3905 -22,37 21 =—1,188 — 0,124¢
0,2575 14,76 0,3949 9263 | 2 = —0,873 — 0, 344
1,0429 59,76 1,1803 67,63 23 = —0,792 4 0,412¢
1,8283 104,76 1,9657 112,63 | z4 = —0,412 — 0,792:
2,6137 149,76 2,7511 157,63 | 25 = —0,344 40,8737
3,3991 194,76 3,5365 202,63 | 25 = —0,124 + 1, 188i
4,1845 239,76 4,3219 247,63 27 =10,124 — 1,188
4,9699 284,76 5,1073 292,63 zg = 0,344 — 0,873¢

Tabela 3.2: Limitantes para os zeros de Q(z).
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Assim, oito zeros de Q(z) estao contidos no conjunto

0 (Q) = {z€C:0,8716 < || < 1,0075, (j =0,...,7)
2jm —1,0814 — 2jm+0,018 —
8 8

}.

<arg(z) <

Encontrando os limitantes inferiores e superiores para arg(z) referentes a regiao Q5(Q),
temos os sequintes elementos, descritos na tabela abaixo.

Limitante inferior p/ arg(z) | Limitante superior p/ arg(z) Zeros de Q(z)
(rad) (grau) (rad) (grau)
0,0807 46216 0,1852 1061 | 20 = 0,412 + 0,792
1,6515 94,62 1,7559 100,61 | 210 = 0,792 —0,4124
3,2223 184,62 3,3268 190,61 z11 = 0,873 + 0, 344¢
4,7931 974,62 4,8976 980,61 | 210 = 1,188 + 0, 124

Tabela 3.3: Limitantes para os zeros de Q(z).

Logo, os quatro zeros restantes de Q(z) estao contidos no conjunto

M0(Q) = {z€C:1,1181 < || < 1,2423, (j =0,...,3)

2j 0, 3226 27 0, 7408

Além disso, como podemos observar na Figura 3.2, cada setor anelar das regioes €2y e
2, contém exatamente um zero do trindmio Q(z) = 22 — (1.7 +1)2% — 1.

Figura 3.2: Distribuigao dos zeros do trinémio Q(z) = 22 — (1.7+41)z® — 1 de acordo com
seus argumentos.

Agora, apresentaremos resultados para o caso |a| < o(n;k), para o qual o proximo
teorema estabelece n setores anelares abertos adjacentes, cada um contendo um zero de
Q(z) = 2" —azr — 1.

Teorema 18 Secja Q(z) = 2"—azF—1, com inteirosn >3 el <k <n—1, mde(n, k) =1
e la| < o(n,k). Sejam s et as raizes positivas das equagdes x™ — |ajz® — 1 = 0 e
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2" + |alz® — 1 = 0, respectivamente, e considere n setores anelares adjacentes, cada um
limitado por arcos de raio py tal que p1 <t < 1 e pg tal que po >t > 1, com dngulo
subtendido 2w /n, e centrado no dngulo 2lw/n para l = 0,1,...,n — 1. Entao, cada um
desses setores anelares contém um zero de () no seu interior.

A demonstragao deste resultado encontra-se em [9.

Observe que os angulos subtendidos pelos setores anelares apresentados no teorema
anterior dependem apenas de n e, portanto, sao fixos. O lema a seguir nos fornece uma
solugao para este problema.

Lema 6 Sejam oy e as 0s zeros positivos de o —ca® —1 e ™ — ca®? — 1, respectivamente,
come>0el <ky, ky<n-—1. Entao, ki < ko implica que a; < as.

Teorema 19 Seja Q(z) = 2" —az*—1, com inteirosn >3 el <k <n—1emdc(k,n) =
1. Sejam py e py tais que 0 < p1 <t <1< s < py, onde s et sao os zeros positivos de
2" — |a|z¥ — 1 e 2™ + |a|z* — 1 = 0, respectivamente. Definimos T = min(k,n — k) e seja
u o zero positivo de ™ — |ajz™ — 1 = 0.

1. Se |a| < 277", entio eviste uw > w tal que |a|uT < 1, caso em que, com 0 =
arcsen(|a|a”), os zeros de Q) estao contidos no conjunto

AUQ) = {2€C:pi <|z| <pa
27 27
n n

) =0,...,n—1
n n 7(] ) y 1 )}7

que € composto de n setores anelares disjuntos. Cada setor contém exatamente um
zero de (.

2. Se |a|(1 + |a|)/™=7) < 1, entdo podemos usar u = (1 + |a|)”/™ ™ > u e assim
laju™ < 1. Esta condi¢do em |a| € sempre satisfeita quando |a| < 2(1 +/5)7! ~
0.618.

Demonstragao. Note que |a] < 277" implica que |a| < 1 e portanto |a| < o(n; k), pois
1 < o(n;k) < 2. Os limitantes em |z| na defini¢do de (@) segue diretamente do Teorema
16, que afirma que t < |z;| < s para qualquer z; (1 <i<n)de Q.

Agora trabalharemos com o polindémio reciproco de @, dado por Q*(z) = 2"Q(1/z2),
isto ¢, Q*(2) = 2" + az"* — 1. Os zeros de Q*(2) sdo Zi (1 < i < n). Aplicando o

1 n—k_l

Teorema 16 em QQ* tem-se

< §, onde 5 é a raiz positiva de 2" — ax

7

De Q(z;) = 0 obtemos que |2 — 1| = |a||z|* < |a]s* e de Q (Zi) = 0 tem-se que

n n—k
1 1
Zi Zi

ou seja, as n-ésimas poténcias de z; e Zi encontram-se no disco centrado em 1, o que mostra
que 0s zeros e os seus reciprocos encontram-se em uma curva simples fechada composta
por curvas simples fechadas e disjuntas, cada uma contendo uma raiz.

Como arg(1/z;) = —arg(z;), qualquer disco pode ser usado. Pelo Lema 6 escolhemos
o disco com raio |a|s* quando k < n — k, ou o disco com raio |a|s" % quando k > n — k.
Em outras palavras, o menor raio é dado por |a|u”, onde 7 = min(k,n — k) e u é a raiz
positiva de z" — |a|z™ — 1.
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Portanto, quando |a|a”™ < 1 para algum u tal que @ > u, tem-se, pelo Lema 5, com
m=mn, ¢=1ep=|alu”, que as curvas simples disjuntas acima sao circunscritas por seto-
res anelares disjuntos, cada uma subtendendo um angulo de 20/n com 6 = arcsen(|a|a”).

O setor anelar contendo e®7/™  a n-ésima raiz da unidade, para um inteiro j,
j =0,1,...,n — 1, é simétrico em relacao a um raio que parte da origem e forma um
angulo de 2j7/n com o semi-eixo real positivo. Estes sdo precisamente os setores anelares
disjuntos de Q(Q). Aplicando o Teorema 18 observamos que cada setor anelar definido
por este teorema contém exatamente um dos setores anelares de (@) e, como cada setor
anelar no Teorema 18 contém exatamente um zero de (), este zero deve necessariamente
estar no correspondente setor anelar de (Q).

Para encontrar uma condigdo sobre |a| para o qual |a|u” < 1, notemos que u” —
laju™ — 1 = 0, que é uma condigao equivalente a u” — 1 < 1 e, portanto, u < 217 Logo,
(2" —a|(2Y™)" —1 > 0 ou |a] < 277/™.

Para mostrar o item 2., usamos o limite superior em s do Lema 4 com s = u e

= 7 para obter que v < (1 + |a|)"/™= 7). Definindo @ = (1 + |a|)*/"~™) e de acordo
com a suposigdo na afirmacao do teorema, tem-se que u > wu e |alu” < 1. Além disso,

observemos que 7 < 7 e portanto (n;) < 1 desde que

jal (1 + Jal)™™™ < Jal (1 + |al),

exigindo que |a|(1 + |a]) < 1, o que leva a |a| < @ =2(1++5)"" n
Exemplo 11 Consideremos o trinémio Q(z) = 2 — (0,3 + 0,2i)2 — 1, para o qual
a=0,3+0,2, |a| = 0,3606, 0(14,9) = 1,9189, 7 = 5 ¢ 27°/14 = 0,78. Observe que
la| < 0(12,8) e |a| < 27%/'. Desta forma, calculando os limitantes inferiores e superiores
para arg(z) e utilizando o software Mathematica para obter os zeros de Q(z), temos a

sequinte tabela:

Limitante inferior p/ arg(z) | Limitante superior p/ arg(z) Zeros de Q(z)
(rad) (grau) (rad) (grau)

-0,0299 -1,717 0,0299 1,72 21 = —0,98 40,0132
0,4188 23,99 0,47877 27,43 29 = —0,92 + 0,451
0,8676 49,712 0,9276 593,15 z3 = —0,89 —0,46¢
1,3164 75,43 1,3764 78,86 | 24 = —0,65— 0,79
1,7652 101,14 1,8252 104,57 | 25 = —0,64 + 0, 76i
2,214 126,86 2,2739 130,29 zg = —0,22 — 0,95
2,6628 152,57 2,7228 156 27 =—0,1940,97¢
31116 178,28 31716 181,72 2 = 0,23+
3,5604 203,99 3,6204 207,43 | 29 =0,25—0,98i
4,0092 229,71 4,0691 233,15 z10 = 0,59 + 0, 78
4,4580 255,43 4,5179 258,86 z11 = 0,61 —0,80¢
4,9068 281,14 4,9668 284,58 219 = 0,88 — 0,42:
5,3556 306,86 5,4156 310,29 z13 = 0,91 +0,41:
5,8044 332,57 5,8644 336 214 = 1,024 0,02i

Tabela 3.4: Limitantes para os zeros de Q(z).

Assim, pelo Teorema 19 podemos determinar uma regido de inclusao de zeros composta
por quatorze setores, cada setor contendo exatamente um zero do trinémio Q(z), como
pode ser visto na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Distribuigao dos zeros do trinémio Q(z) = z'* — (0,3 + 0, 2i)2% — 1 de acordo
com seus argumentos.






CAPITULO

4

Equacoes trinomiais na Matematica
Financeira

A determinacao algébrica da taxa de juros I de séries uniformes de pagamento posteci-
padas (quando o pagamento ocorre no final de cada periodo), apresentada pelas equagoes
(1.1) e (1.2), e de séries uniformes de pagamento antecipadas (quando o pagamento ocorre
o inicio de cada periodo), apresentada pelas equagdes (1.3) e (1.4), ndo é uma tarefa facil.

Como ja descrito no Capitulo 1, ao fazer a mudanga de variavel z = 1 4+ I, a equacao
(1.1) pode ser reescrita como

Pi(z) = 2" — (1+ B)2" + B,

com 3 = PP—]‘{/T. Considerando 0 < PMT < PV tem-se 0 < g < 1.
Para a equagao (1.2) tem-se

Py(z)=2"—az+ (a—1),

com o = %. Note que PM'T < FV, ou seja, o > 1.

Para a equagdo (1.3) obtem-se
Py(z) = 2" — 2"+ (v - 1),

com vy = %. Observe que 0 < PV — PMT < PV, ou seja, v > 1.

Para a equagao (1.4) tem-se

Py(z) = 2" — (a+ 1)z + «a,

LV
PMT"
Portanto, o estudo do comportamento das raizes das equacoes trinomiais Py, P, P

e P, é de grande importancia na determinacao da taxa de juros em séries uniformes de
pagamentos, visto que as raizes postivas de tais equagoes estao relacionadas a taxa de
juros procurada.

com o =

Neste sentido, o presente capitulo apresentara o estudo das raizes das equacoes trino-
miais da forma
P,(z) = 2" 4 apz? + ag = 0, (4.1)

com m,p € N, m > p, ap,a, € R, ap > 0, a, < 0 e a, +ay = —1, determinando a
quantidade de raizes reais e nao reais, mostrando, sob certas condi¢oes, que suas raizes
sao simples e determinando regioes do plano complexo onde tais raizes estao localizadas.

47
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4.1 Consideragoes sobre os zeros do trindmio P,(z)

Nesta se¢ao, determinaremos a quantidade de zeros reais e nao reais dos trinémios da
forma P,(z) = 2™ 4 a,2? + ag, onde m,p € N, m > p, ag,a, € R, a9 > 0, a, < 0 e
a, + ap = —1, e mostraremos, sob certas condigoes, que seus zeros sao simples.

Lema 7 Sobre os zeros de Py(z) = 2™ + a,2” 4+ ap, m,p € N, m > p, ap,a, € R, a9 > 0,
ap, <0 ea,+ag=—1, tem-se

1. Sem € par e p € impar, P,(z) tem dois zeros positivos e m — 2 zeros nao reais;

2. Se m € impar, P,(z) tem dois zeros positivos, um zero negativo e m — 3 zeros nao
Teals;

3. Se m e p sao pares, P,(z) tem dois zeros positivos, dois zeros negativos e m — 4
Zeros nao reais.

Demonstracao. Pela regra de sinais de Descartes, P,(z) = 0 tem 0 ou 2 raizes positivas.
Como P,(1) = 0, concluimos que P,(z) tem dois zeros positivos, z =1 e z = &,.
Aplicando a regra de sinais de Descartes em P,(—z) segue que

1. Se m é par e p é impar, entdo P,(—z) = 2 — a,2” + ag, 0 que implica que Pp(z)
nao possui zeros negativos;

2. Se m ¢é& impar e p ¢é par ou impar, entdo P,(—z) = —z™ + a2 + ap ou
P,(—z) = —2™ — a,z” + ay, 0 que significa que P,(z) tem um zero negativo;

3. Se m e p sao pares, entdo P,(—z) = 2™ + a,2P + ag, ou seja, pela regra de sinal de
Descartes P,(z) tem 0 ou 2 zeros negativos. Como P,(—1) = 0, entdo P,(z) tem
dois zeros negativos.

Portanto, para m par e p impar, P,(z) tem dois zeros positivos e m — 2 zeros nao
reais; para m impar, P,(z) tem dois zeros positivos, um zero negativo e m — 3 zeros
nao reais; e para m e p par, P,(z) tem dois zeros negativos e m — 4 zeros nao reais.

[

Lema 8 O trinomio P,(z) = 2™ + apz? + ag, com m,p € N, m > p, ap,a, € R, ag > 0,
a, <0 ea,+ayp = —1, pode ser representado por

Bp(2) = (2 = D)@m-1,(2),
onde
Qmop(z) =2" 42" 24 2P —apP = —apz—ag = (2 — &) Ry(2), (4.2)
onde &, € o zero positivo de P,(z) e

Ry(2) = Tm02™ 2 41y 32™ 3+ 2P izt (4.3)

Tj—1+ao .
comr_y =0, r; = JT para j =0,....,p =2 erp_1 =0, "pj = 1+ &rm_j1 para

j=2,....m—p—+1.
Além disso, se m e p sao pares, temos

Pp(z) = (2 + 1)Sm-1,(2),
onde

~1 —2 - -1 —2
Sm—1p(2) = 2" = 2" 4 2" S =P —apP g’ — L —apz + ag.
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Demonstracao. Segue diretamente do Lema 7 e de simples manipulacoes. [

Observagao 1 1. Sea, > —%
iig(l) Qm-1p(2) =—ap <0 e £1£I% Qm-1p(2) = m+ pa, > 0.
Entao &, € (0,1). Sem e p sao pares

lig(l) Sm—1p(2) =ay >0 e ZliIEll Sm—1,p(2) = —m — pa, < 0.

Logo, w, € (—1,0).

2. Se a, = - =1 (1 € um duplo zero de P,(z)). Se m e p sao pares, w, = —1
(—1 é um duplo zero de P,(z)).

3. Sea, <=7,
li_rg Qm-1p(2) <0 e lim Qn_1,(z) > 0.

zZ—400

Entao, &, € (1,00). Se m e p sao pares

liml Sm-1p(2) >0 e lim S,,_1,(2) <0.

Z—— Z——00
Logo, w, € (—o0, —1).
4. Sem € impar e p € par,

lim P,(2) =ap >0 e lim P,(z)<0.

z—0 z——1
Entao o zero negativo de Py(z) estd no intervalo (—1,0).

5. Sem e p sao impares,

lim P,(2) >0 e lim P,(z)<0.

z——1 Z——00

Entao o zero negativo de Py(z) estd no intervalo (—o0,0).

O proximo resultado nos mostra que o polinémio Q,,—1,(2), obtido da decomposicao
P,(2) = (2 = 1)Qm-1,(%), pode ser obtido por relacoes de recorréncia de trés termos.

Teorema 20 O polindmio Q,(z) = 2"+ ...+ 2P —apzP™t — ... —apz —ap (p =1 ou
p=1—1) do Lema 8 € obtido pela relagio de recorréncia de trés termos

Qup(z) = (2 4+ 1D)Qi-1p(2) — i pzQiap(2), 1=2,3,... (4.4)
com Qop(2) =1, Qip(2) =2 —ag, aypy=1paral =3,4,..., asy = —ag € agy_1 = 1.

Demonstragao. Consideremos o caso p = 1, ou seja,
!
Qi =2 +...+2—ap.

Note que para [ = 2 tem-se

@21(2) = (24+1)Q11(2) — a212Qo1(2)
= (z4+1)(z — ap) + apz

z2+z—a0,
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logo para [ = 2 a relacgao de recorréncia (4.4) é valida.
Agora, suponhamos que a relagao (4.4) é valida para [ = k — 1 e mostremos que vale
para [ = k. Assim,

Qri(z) = (2+1)Qr-1.1(2) — ar12Qr—21(2)
= 2+ —a) (TP 42— a)
= 4 42— a,
o que conclui a demostracao para o caso p = 1.
Para o casop=1—1, isto é

Qi1 = 2 —ap T — = agz — aq.

Observe que se [ = 2 temos que

Q2-1(2) = (2 +1)Q11-1(2) — a21-12Q0,-1(2)
= (z+1)(z—ay) — 2
= 22 — QpZ — Qop,
e entdo obtemos que para [ = 2 a relagao de recorréncia (4.4) é valida.

Agora suponhamos que a relagao (4.4) é valida para [ = k — 1 e mostremos que vale
para [ = k. Assim,

Qri-1(2) (2 + 1)Qk 1z 1( ) = ak1-12Qr—21-1(2)
= (z4+1)(<F apg?"? — . —ag) — 2(FF — a2 — L —ap)
= Zk OJ()Zk ! — ... — Qpz — Ao,
o que conclui a demostragao para o caso p =1 — 1. ]

Observagao 2 De acordo com o Lema 1, observe que para qualquer m > 1, os dois
polindmios consecutivos Q. p € Qmi1,p nao tém zeros em comum. Além disso, conforme
o Teorema 13, os zeros de (), sao os autovalores das matrizes de Hessenberg inferiores

ao —ayg 0 ... 00 a 1 0 ... 0 0]

ag —(ag+1) 1 ... 00 a 01 ... 00

Hmlz . . . . . 7Hmm71: . . . . .
’ ag —(ag+1) 0 ... 1 0 ’ a 00 ... 10
QAo —(CL()+1) 0 01 ao 00 ... 01

ap —(ag+1) 0 00 a 0 0 ... 00

para 0s casos p =1 e p=m — 1, respectivamente, com oy = 0.

Teorema 21 Os zeros de Py(z) = 2™ + a,2P 4+ ag, m,p € N, m > p, agp,a, € R, ag > 0,

a, <0 eap,+ag = —1, sao simples, exceto no caso a, = —%.
Demonstragao. Note que

Pl(z) = mz™"" 4 payz"!

Pl(z) = (m—1mz"""+ (p—1)pa,z"—>.

Suponha que zy € C é zero de P,(z) de multiplicidade v, v > 1. Entao,

Py(20) = Py(20) = ... = Pp(”_l)(zo) =0 e Pp(”)(z[)) # 0.
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Mas,

Pl(z) =0 <= mzl'" +pazy ' =0

_ —pa
— =0 ou z'"P= Pl
m
Como P,(0) = ag # 0, segue que 2y # 0. Entao z;' * = 22,
De 2y 7 = =22 temos que os zeros com multiplicidade ocorrerao quando z = 1 e, se
m e p sao pares, z = —1.
Se zp = 1, ou equivalentemente, a, = —%, z =1 & um duplo zero de P,(z).
Além disso, no caso em que m e p sao pares, zp = —1, ou equivalentemente, a, = —™
Assim, se a, = —2 e m e p sdo pares entdo z = —1 & um duplo zero de P,(2).
Observe que v = 2 no inicio da prova, pois quando a, = —%,
B)=F1)=0 e PI1)#0,
e, N0 €aso em que m e p Sa0 pares
P,(-1)= P];(—l) =0 e P];’(—l) # 0.
[ ]

4.2 Localizagao dos zeros do trinémio P,(z)

Nesta se¢@o, mostraremos que os zeros do trinémio P,(z) estdo localizados em uma
regiao anelar do plano complexo. Determinaremos setores do plano complexo contendo
exatamente uma raiz de P,(z) = 0 e, de acordo com [18|, determinaremos uma regiao do
plano complexo onde todos os zeros de (;,,—1,(2) est@o localizados.

Lema 9 Todos os zeros de P,(z) = 2™ + a,2? + ag, m,p € N, m > p, ag,a, € R, ag > 0,
a, < 0 eay,+ay = —1 estio no anel 6, < |z| < ~,, onde 6, € a unica raiz positiva de
fp(2) = 2"+ ap2P —ag =0 ey, € a dnica raiz positiva de g,(2) = 2™ — apz? —ag = 0.

Demonstracao. Primeiramente, note pela regra de sinal de Descartes que f,(2) e g,(2)
tem apenas um zero positivo, denotemos por d, e 7, respectivamente.

A desigualdade |z| < v, segue diretamente do Teorema 7.

Como Zginoo fp(2) = 400, se f,(z) > 0 para algum z > 0, ent@o z > J,. Se Py(z) =0,

para algum z, entao

2 apf +ag =0 <<= |z|" =] - 1|apz” + aol
= [2]" = lao = (=ap2")| = |ao| = [ap][2[7,
assim |z|™ +a,|z|P —ag > 0, isto &, f(|z]) > 0 e pelas concideragoes anteriores |z| > J,. =
Observagao 3 Se m € impar, P,(z) tem apenas um zero negativo w,. Para p par, como
P,(—z) = (—1)g,(2), seque que w, = —,. Se p € impar, como P,(—z) = (—1)f,(z), seque

que w, = —0p.

Observagao 4 Do Teorema 12 seque que se a, < =2, entdo P,(z) tem p — mdc(p, m)
zeros em |z| < 1. E, se a, > =", entio Py(z) tem p zeros em |z| < 1.
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Os proximos resultados sao especificos para os casos p =1 (Pa(2) e Py(2)) ep=m—1
(P1(2) e P5(z)).

Teorema 22 Seja f,(z) = 2™ + a,2P —ag € gp(2) = 2™ — a,2P — ag. Os zeros de Py(z) =
2™+ ap2? +ag, m,p € N, m > p, ap,a, €ER, ag >0, a, <0ea,+a =-1,p=1 ou
p=m — 1, satisfazem:

1. Sea, < —%, todos os zeros de Pi(z) estao localizados em 1 < |z| <1, onde v, € o
inico zero positivo de gi(z). Se a, > -2, Pi(z) temm—1 zeros em 1 < |z]| < e
um zero no intervalo (0,1).

2. Se a, < —%, P,_1 tem m — 1 zeros em 6,1 < |z| < 1 e um zero no intervalo
(1,400), onde d,,—1 € 0 Unico zero positivo de fp,—1(2). Se a, > —%, todos zeros de
P,_1(z) estao localizados em 6,1 < |z] < 1.

Demonstracao. Para p = 1e a, # —% a desigualdade |z| > 1 segue diretamente
das Observagoes 3 e 4. Para a, = —%, z = 1 é um duplo zero de P,(z), neste caso a
desigualdade |z| > 1 segue do Corolario 2 aplicado no polinémio Rp(z) do Lema 8. A
desigualdade |z| < 7 segue diretamente do Lema 9.

Parap=m-—-1lea, # —%, a desigualdade |z| < 1, segue diretamente das Observagoes
3e4. Paraa, = =", z =1 ¢ um duplo zero de F,(2), e a desigualdade [z| < 1 segue do
Corolario 2 aplicado no polindémio Rp(z) do Lema 8. A desigualdade |z| < 7 segue dire-
tamente do Lema 9. |

Agora, de acordo com Melman [9] definamos

a=(2)(=a)’™ e o(mp)=—o 2L p/m
) (=)

ag m—-p p

e, nosso objetivo serd determinar m setores no plano complexo onde cada um contém
exatamente uma raiz da equac@o trinomial P,(z) = 0, de acordo com as condicoes |a| >
o(n; k) ou |a| < a(n; k).

Teorema 23 Sejam os zeros {z;}i*, de P,(z) = 2™ + a2 + ag, (m,p € N, m > p,
ap,ap, € R, ap > 0 e a, <0, mde(p,m) =1 e |a| > o(m,p)). Sejam 6; e s tais que
r1 < 01 < 09 < 19, onde Ty €1y $SG0 08 zeros positivos de x™ — |a|z? + 1. Além disso, seja
w = arg(a), 6, = arcsin(d;" " /|a|) e 0y = arcsin(d,”/|a|). Entao, p zeros de P,(z) estao
contidos no conjunto

M (P,) ={2€C:t; <|z] <ty U) < arg(z) < o9, (7=0,....,p—1)},

onde
t = (Ja| + 6P Y2 (|(—ap)Y™)), s = (la] — 7 7P) VP (|(—ag) ™)),

y o 2m—w-—m 0 m y o 2m—w-—m 0 m
=BT O rg(ca ) e 6§ = BT B ((ag )

E 0os m — p zeros restantes estao contidos no conjunto

Q(P,) ={z€C:t3< 2] < t4,¢§j) <arg(z) < o9, (j=0,....m—p—1)},
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onde
ts = (la| — (52_P)1/(m—p)(’(_a0)l/m‘)7 ts = (|a| + 62_p)1/(m7p)(’(_a0)1/m‘)7
) _ 2T tw 0 m h 2Tt w 0 .
=TT ) e o) =T O ag) iy,

m-—p m-—p m-—p m-—=p
Além disso, todos os setores anelares em 1 (P,) e Qa(P,) sao disjuntos e cada um contém

exatamente um zero de Ppy(z).

Demonstragao. Basta dividir P,(z) por —ag, fazer a mudanga de variavel z = (—ag)Y/™x
em P,(z) e o resultado segue do Teorema 17. n

Com base em |[18], apresentaremos a seguir regides do plano complexo onde estao
localizados todos os zeros do polinémio gerado pela relagao de recorréncia de trés termos
(4.4), dado por

-1 -2 -1
Qm-1p(z) ="+ 2"+ 2P —apP™ — ... —apz — ap.
Primeiramente, consideremos o caso p = 1, ou seja,
_ . m—1 m—2
Qm—l,l(z)—z +z + ...+ 2—ag.

Aplicando o Teorema 14, temos que para m > 2, o = max{|ag|,1,...,1} e
n=ap+1, os zeros de @;1(2), 1 <1 < m — 1, estdo na regiao

W(—n,ao,p)={2=w+iy€<€:\ylép,—n— p2—y2§9:§ao+\/p2—y2},

va2—4a+ o

5 ag, se 0 < dy < dy, caso contrario p = (y/a++/ag + 1)*—(ap+1),

20 g Va
g e = .
Va2 — 4o+ o 2T Va+va +1

Observe que se ag > 1 entao a = ag, caso contrario a = 1.
Agora, seja p = m — 1, entao

comp = —
onde

dy

Qm—l,m—l(z) =" - aozm_2 — ... — QgZ — Qy.

Aplicando o Teorema 14 temos que param > 2, a = 1 e n =0, os zeros de Q;m—1(2),
1 <1 <m —1, estao na regiao

W(0>GO>Q)Z{Z=x+iy€C:\y[gp,—\/pZ_y2§x§a0_|_1/p2_y2}’

1+\/1+4a0 0< 2
2 ’ V1+day+1

com p = < 1, caso contrério p = 1.

4.3 Exemplos numéricos

Nesta se¢ao, exemplificaremos numericamente os resultados apresentados nas segoes
anteriores do presente capitulo.
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Exemplo 12 Seja P(z) = 2™ + a,2” + ag e consideremos p = 1, a, = —% e ay =
FV

it — L, para alguns valores de m, F'V e PMT. Na prozima tabela temos os zeros e os
coeficientes dos trinémios Pj(z), j = 1,2 e a taza de juros I.

in| FV | PMT | Pi(2) (j=1,2) | Zerosde Pi(z) | I(%) |
21 = —1,443 — 0,963i
2 = —1,443 + 0,963i
z3 = 0,327 — 1,587i
6 | 4500,00 | 420,00 | Pi(z) =25 —10,72+9,7 | 24=0,327+1,587i | 23

Z5 =1
2 = 1,23024
21 = —1,669

29 = —0,899 — 1, 3691
z3 = —0,899 + 1, 3691
7 | 2500,00 | 180,00 | Pa(z) = 27 — 13,892 + 12,89 | 24, = 0,623 — 1,401i | 22,35
25 = 0,623 + 1,401
Z6 — 1
2 =1,2235

Tabela 4.1: Dados do Exemplo 12.

A Figura 4.1 apresenta os zeros dos trindmios Pj(z) e Py(z), representados em verme-
lho. Como pode ser observado, os zeros de Pj(z) encontram-se em 1 < |z] < 1,74704,
onde z = 1,74704 é o tnico zero positivo de f,(z) = 2% — 10,72 — 9,7 e, os zeros de
Py(z) encontram-se em 1 < |z| < 1,66897, onde z = 1,66897 ¢ o tnico zero positivo de
fp(2) = 2" — 13,892 — 12,89. Além disso, como % # ag, segue que os zeros de P; e de
P; sao simples.

(a) Zeros de Py(z). (b) Zeros de Py(z).
Figura 4.1: Localizagao dos zeros de Pi(z) e Py(z).

Na Figura 4.2 temos setores do plano complexo que limitam os zeros dos trindmios
Pi(2) e Py(2).

Para P;(z) tomamos ¢; e d5 como sendo os zeros positivos de 2% — 1,611z + 1, ou seja,
9 = 0,685 e J = 0,842. Deste modo, obtemos w = —2,618 (rad), 6, = 0,064 (rad) e
0 = 0,829 (rad). E portanto, pelo Teorema 23 temos que um zero de P;(z) esta contido
no conjunto

0 (P)={2€C:0,83 < |z| <1,-0,0639 < arg(z) < 0,0639}.
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E os cinco zeros restantes estao contidos no conjunto

W(P)={z€C:1,23 < |2| < 1,795,6 < arg(z) < o, (j =0,...,4)},

(4) _ 2jm—0,83 (4) _ 2jm+0,83
onde ¢y = === e 90 = SR
Para P»(z) tomamos §; e d, como sendo os zeros positivos de z7 — 1,55z + 1, ou

seja, 61 = 0,694 e 05 = 0,849. Assim, obtemos w = —2,693 (rad), #; = 0,049 (rad) e
0, = 0,861 (rad). E portanto, pelo Teorema 23 temos que um zero de P,(z) esta contido
no conjunto

Q3(Pp) ={2€C:0,866 < |z| <1,—0,049 < arg(z) < 0,049}.

E os seis zeros restantes estao contidos no conjunto

Q(P) ={z€C:1,224 < |2| < 1,703,6Y < arg(z) < ¢, (j =0,...,5)},

(J) _ 2jm—0,861 (J) __ 2jm+0,861
onde ¢35’ = === e ¢ = o
Além disso, observe que todos os setores em €y (Py), Qa(P1), Q3(Ps) e Qu(FP2) sao dis-

juntos e cada um contém exatamente um zero de P; e de P;, respectivamente.

(a) Zeros de Py (z). (b) Zeros de Pa(z).

Figura 4.2: Localizac¢do dos zeros de Pi(z) e de Py(z) de acordo com seus argumentos e
modulos.

Além disso, de acordo com o Teorema 14, temos que os zeros de Q1(z) = 2° + 2% +
-+ 2z —9,7, estao na regiao Wi(—10,7;9,7;30), onde

le{z:x+iy€((3:|y| §30;—10,7—\/(30)2—y2§x§9,7+\/(30)2—y2}.

E os zeros de Qo(z) = 2%+ 25 + -+ + 2z — 12,9, est@ao na regiao Wo(—13,9;12,9;39,7),
onde

Wy = {z:x+iy€C:|y| <39,7,—-13,9—+/(39,7)2 —y2 <z < 12,9—}—\/(39,7)2—3;2},

como podemos observar na Figura 4.3.
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(a) Zeros de Q1(2). (b) Zeros de Q2(z2).

Figura 4.3: Localizac¢do dos zeros de Q1(z) e de Q2(2) .

Exemplo 13 Seja P(z) = 2™ + a,2” 4 ag e consideremos p=m — 1, a, = — (E5F +1)
€ ag = PP—A{F, para alguns valores de m, PV e PMT. Na tabela a sequir temos os zeros e

os coeficientes dos trinomios Pj(z), j = 1,2, e a taza de juros I.

n| PV | PMT | Pi(z) (j =1,2) | Zeros de Py(z) | I(%) |
2z = —0,731 - 0,333
29 = —0,731 40, 333¢
23 = —0,232 —0,78%
zy = —0,232 40,789
7 | 1500,00 | 720,00 | Py(z) = 2% —1,482" 40,48 z5 = 0,481 — 0,729 | 44, 32
2 = 0,481 + 0, 729

7 = 1
zg = 1,44319
z1 = —0,80561

29 = —0,706 — 0,392:
zg = —0,706 4 0, 3927
2, = —0,431 — 0,691
25 = —0,431 + 0,691
26 = —0,042 — 0, 825¢
12 | 24000,00 | 3500,00 | Py(z) = 21 — 11,1522 40,15 | 27 = —0,042 + 0,825: | 9,87
zg = 0,375 — 0,759
29 = 0,375+ 0, 759¢
210 = 0,731 — 0, 4963
z11 = 0,731 + 0,496
2192 = 1
z13 = 1,0987

Tabela 4.2: Dados do Exemplo 13.

A Figura 4.4, apresenta os zeros dos trinémios Pj(z) e P»(z), representados em ver-
melho. Note que % # ag e, consequentemente os zeros de P; e de P, sao simples. Além
disso, P(z) tem sete zeros em 0,8 < |z| < 1, onde z = 0,8 é o tnico zero positivo de
fp(2) =28 4+1,482" — 0,48 e, P»(z) tem doze zeros em 0,81 < |z| < 1, onde z = 0,81 ¢ o
tinico zero positivo de f,(2) = 2 41,1522 — 0, 15.
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(a) Zeros de Py(z). (b) Zeros de Py(z).

Figura 4.4: Localizac¢do dos zeros de Pi(2) e Py(2).

A Figura 4.5 apresenta setores do plano complexo que limitam os zeros dos trindémios
Pi(2) e Py(2).

Para P;(z) tomamos §; e do como sendo os zeros positivos de 2% — 1,622z7 + 1, ou
seja, 61 = 1,096 e do = 1,582. Deste modo, obtemos w = —0,393 (rad), §; = 0,742 (rad)
e 6 = 0,025 (rad). Logo, pelo Teorema 23 temos que sete zeros de Py(z) estao contidos
no conjunto

WL(P)={2€C:0,79<|2| <1,0¥ < arg(z) <o, (j=0,....,7)},

onde ¢\ = DT o 0 = ML o outro zero esta contido no conjunto

(P ={z€C:1,44 < |z| < 1,517, —0,0249 < arg(z) < 0,0249}.

Para P,(z) tomamos d; e d, como sendo os zeros positivos de 213 —1, 3321?41, ou seja,
9 = 1,1596 e d; = 1,274. Deste modo, obtemos w = —0,242 (rad), ; = 1,061 (rad)
e 03 = 0,041 (rad). E portanto, pelo Teorema 23 temos que doze zeros de Py(z) estao
contidos no conjunto

Q(P) ={2€C:0,799 < |2| < 1,6 < arg(z) <o, (j=0,...,11)},

onde gbéj ) = U220 ¢ ngff ) = %}47544. E o outro zero restante esta contido no conjunto

Q(Py) ={2€C:1,0987 < |z| < 1,193, —-0,0411 < arg(z) < 0,0411}.

Note ainda que todos os setores em Q(P;), Qa(Py), Q3(FP) e Q4(P,) sao disjuntos e
cada um contém exatamente um zero de P; e de P,, respectivamente.
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(a) Zeros de Py(z).

(b) Zeros de Py(z).

Figura 4.5: Localizac¢do dos zeros de Pi(z) e de Py(z) de acordo com seus argumentos e

modulos.

Os zeros de Q1(z) = 27 —0,4827 — ... — 0,482 — 0, 48 estao na regiao W1(0,0,48,1,16),

com

W, = {z —z+iyeC:lyl <1,16,—/(L,16)% — 12 < 2 < 0,48 + \/(L, 16)? —y2}.

E os zeros de Qo(z) = 22 —0,152M — ... — 0,152 — 0, 15 estdo na regiao W5 (0,0, 15, 1,06),

onde

W, = {z —r+iyeC:lyl <1,06,—/(1,06)% — 2 <z < 0,15+ \/(1,06)? —gﬂ},

conforme mostra a Figura 4.6.

e

“
Mt

(a) Zeros de Q1(z).

L L L L L L
-10 -0.3 0.0 0.5 Lo 13

(b) Zeros de Q2(z2).

Figura 4.6: Localizacao dos zeros de Q1(z) e de Q2(2).



CAPITULO

9

Equacoes quadrinomiais na Matematica
Financeira

Na Matematica Financeira, além das séries uniformes de pagamentos postecipadas e
antecipadas, ha também as séries de pagamentos diferidas, que sao caracterizadas por
apresentarem um periodo de caréncia ¢ antes do primeiro pagamento.

Conforme descrito no Capitulo 1, nas séries diferidas, a taxa de juros I pode ser obtida
por meio das equagoes (1.5) e (1.6).

Fazendo a mudanga de variavel z =1+ I a equagao (1.5) pode ser reescrita como

P5(Z) — Zn—i—c . Zn—i—c—l . an +B

comﬁzPP—A{/T,O<5<1.

Para a equacao (1.6) tem-se

Ps(2) = 2" —azf+az" ' — 1

com o = %, a > 1.

Uma vez que os zeros positivos dos quadrindomios (1.5) e (1.6) estao relacionados a
taxa de juros procurada, o estudo do comportamento dos zeros de P5(z) e Ps(z) torna-se
algo valioso na literatura.

Nas proximas se¢oes mostraremos a quantidade de zeros reais e nao reais dos qua-
drindmios P5(z) e Ps(z) e, determinaremos regides do plano complexo onde seus zeros

estao localizados.

5.1 Consideragoes sobre os zeros dos quadrinémios P;(z)
e P6(Z)

Nesta secao, determinaremos a quantidade de zeros reais e nao reais dos quadrinémios

Ps(z) = 2"t — el —Bon 4 Be Py(z) = 2" —az+az ! —1,onde 0 < B < 1, a > 1,

Lema 10 Sobre os zeros de Ps(z) = 2" — 2"t b — 82+ 8,0 < B <1 e Ps(1) =0
tem-se

1. Sen+c € par comn e c pares, Ps(z) tem dois zeros positivos, 0 ou 2 zeros negativos
en—+c— 2 zeros nao reais ou n + c — 4 zeros nao reais.

29
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2. Sen+c € par com n e c impares, Ps(z) tem dois zeros positivos e n + ¢ — 2 zeros
nao reais.

3. Se n+ ¢ impar, Ps(z) tem dois zeros positivos, um zero negativo e n + ¢ — 3 zeros
nao reais.

Demonstracao. Pela a regra de sinais de Descartes, P5(z) tém dois zeros positivos ou
nao tém zeros positivos. Como P5(1) = 0, concluimos que Ps(z) tém dois zeros positivos,
z=1lez=¢.

Aplicando a regra de sinais de Descartes no quadrindémio Ps(—z), segue que para n+c
par, com n e ¢ impares, Ps(z) ndo tém zeros negativos, para n + ¢ par (com n e ¢ pares),
P5(z) tém 0 ou 2 zeros negativos e para n + ¢ impar, Ps(z) tém um zero negativo.

Portanto, para n+ ¢ par, com n e ¢ impares, Ps(z) tem dois zeros positivos e n+ ¢ — 2
zeros nao reais e, para n + ¢ impar, P5(z) tem dois zeros positivos, um zero negativo e
n + ¢ — 3 zeros nao reais. [

Lema 11 Sobre os zeros de Pg(z) = 2" — az¢ + a2z — 1, a > 1, P(1) =0, tem-se

1. Sen é par e c € par ou impar, Ps(z) tem um ou trés zeros positivos, um zero negativo
en—2oun—4 zeros nao reais.

2. Se n e c sao impares, Ps(z) tem um ou trés zeros positivos, zero ou dois zeros
negativos e n — 1, oun — 3 oun — 5 zeros nao reais.

3. Sen € impar e c € par, Ps(z) tem um ou trés zeros positivos e n — 1 oun — 3 zeros
nao reais.

Demonstracao. Pela Regra de sinais de Descartes, Ps(z) = 0 tem um ou trés zeros
positivos. E aplicando a regra de sinais em Ps(—z) segue que

1. Se n é par e ¢ é par ou fmpar, entao Ps(—z) = 2" — a2z — az¢"! — 1 ou Py(—2) =
2"+ az + az"t — 1, o que significa que Ps(2) tem um zero negativo.

2. Se n e ¢ sao fmpares, entao Ps(—z) = —2" + az° + az°!

zero ou dois zeros negativos.

— 1, ou seja, Ps(z) tem

c

3. Se n é impar e ¢ é par, entdo Ps(—z) = —2" — az® — az“ ' — 1, o que implica que
Y )

neste caso Ps(z) ndo tem zeros negativos.

Lema 12 Os quadrinémios Ps(z) = 2"T¢—z"Te"1— 8204 8 e Py(z) = 2" —az+az""1 -1,
a>1,0< <1, a>1, podem ser representados por

Pi(z) = (2 = 1)@;(2) 7 =5,6

onde

Qs(z) =" =" = =Bz

Qe(z) = 2" + 2" 24+ 42+ (1 —a) 2 2+ L

Demonstracao. Segue diretamente do Lema 7 e de simples manipulagoes. [ ]
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Observacao 5 1. Observe que
lim Q5(2) = =4 <0
e considerando 5 < % tem-se
lim Q5(z) =1 — fn > 0,
z—1
logo £ € (0,1). Além disso, se 8 > £ entdo
limQs5(z) =1—Bn <0 ecomo limQs(z) =2"""1—p(2"—1) >0,
z—1 z—2

seque que & € (1,2).

Se n + ¢ € impar tem-se

lim Ps(z) =3>0 e como lim1 Ps(z) <0,
23—

z—0

logo se n+ ¢ € impar, o zero negativo de Ps(z) estd no intervalo (—1,0).

2. Quando ¢ = 1, o polinémio Qs(z) = z"t~1 — "1 — .. — Bz — B € obtido pela
relacao de recorréncia de trés termos:
Qr(z) = (z4+ 1)Qk_1 — 2Qr_2(2) para k=2,3,....n+c—1,
com Qo(z) =1 e Qi(z) =z — .
3. Note que
lim Qe(2) =1>0

z—0

e considerando a > 2c¢ tem-se

lim Qg(z) = 2c — a < 0,

z—1

logo € € (0,1). Além disso, se a < 2c entdao

lim Qg(z) =2c —a > 0.

z—1

5.2 Limitantes para os zeros dos quadrindmios P5(z) e
Fy()

Nesta se¢@o, mostraremos que os zeros do quadrindémio Ps(z) estao localizados em uma
regiao anelar do plano complexo e determinaremos um disco que contém todos os zeros
do quadrinomio Fs(z).

Teorema 24 Seja Ps(z) = 2"T¢ — 2" — 32"+ 8,0 < B8 < 1. Todos 0s zeros de Ps(z)
estao em
7 < 2] <4,

onde v € a unica raiz positiva da equagao
f(Z) — Zn—i—c_l_zn—i—c—l +5Zn _ B — 07
e d € a unica raiz positiva da equacao

g(z) — Zn—f—c o Zn+c—1 _an . 6 =0.



5. Equacoes quadrinomiais na Matematica Financeira 62

Demonstracao. A desigualdade |z| < § segue diretamente do Teorema 7, onde ¢ ¢ a
unica raiz positiva da equacao

g(Z) — ZnJrc - Zn+cfl _ ﬁzn - ﬂ =0.
Agora, mostremos que |z| > 7. Note que pela regra de sinais de Descartes,
f(Z) — Zn+c_'_zn+cfl +ﬁ2n - 5 =0

tem uma tUnica raiz positiva 7.
Como lim f(z) = +o0, se f(z) > 0, para algum z > 0, entao z > 7.

z—+00
Se Ps(z) = 0 para algum z, entao

ZnJrc . Zn+c71 . an +5 = () <« Zn+c —_ (_UW . Zn+cfl o 5211]
= M= = = B > B = 2 = B[]
> [B] = 2"t = B2 = B — |2 = Bl

e, portanto |z[" ¢+ |z|" T+ Blz|" — 5 > 0, isto &, f(|z]) > 0 e pelas consideragoes acima
segue que |z| > 7. [ ]

1

Teorema 25 Seja Ps(z) = 2" —az+az" ' — 1, a > 1, entdo

1. Todos os zeros de Pg(z) encontram-se em |z| < p, onde p € a inica raiz positiva da
equagao
f(z)=2"—azf—az"! - 1.

2. Se f(z) = 2" — az°+ az" ' + 1 tem dois zeros positivos r e R, v < R, entdo Ps(z)
tem c zeros em |z| <1 e nao tem zeros em r < |z| < R.

Demonstracgao.

1

1. Pela regra de sinais de Descartes, f(z) = 2" — az® — @z ' — 1 tem uma tunica raiz

positiva pu.

Aplicando o Teorema 7 segue que todos os zeros de Ps(z) estao em |z| < p.

2. Segue diretamente do Teorema 8.

5.3 Exemplos numéricos

Nesta se¢ao, exemplificaremos numéricamente os resultados apresentados nas segoes
anteriores do presente capitulo.

Exemplo 14 Seja P(z) = z""¢ — 2"l — 32" + 3, com B = 2=, para alguns valores
den,c, PV e PMT. Na proxima tabela temos os zeros e os coeficientes dos quadrindémios
P;, 7=1,2 ¢ a taza de juros I.
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| n|c|PMT | PV | Pi(z) (j =1,2) | Zeros de Pi(z) [ I(%) |
2= —0,78 — 0, 14
29 = —0,78 + 0,141
23 = —0,68 — 0,41s
2y = —0,68 + 0,417
25 = —0,49 — 0, 62
26 = —0,49 + 0, 62
27 = —0,24 - 0,767
zg = —0,24 + 0,767
14 | 4 | 250,00 | 8000,00 | Pi(z) = 2'® — 21" — 0,032 4+ 0,03 | 29 =0,04 — 0,817 | -7,18
210 = O, 04 + 07 811
21 = 0,33 —0,75i
212 = O, 33+ 0, 751
213 = 0, 58 — 0, 591
214 = O, 58 + 0, 991
215 = 0,78 — 0, 367
216 — O, 78 + 0, 3617

217 = 0,928
218 — 1
z1 = —0, 861

29 = —0,79 —0,3%
zg = —0,79+ 0,39
zy = —0,59 — 0,681
z5 = —0,59 + 0, 68¢
26 = —0,24 — 0, 843
27 =—0,24+0,84q
2g = 0,17 -0, 881
10 | 51 950,00 | 3200,00 | Pp(z) = 2" — 21 —10,329+0,3 29 = 0,17+ 0,88 | 12,84
210 = 0,53 — 0,79
211 = O, 53 + O, TN
212 =0,79 — 0,49
213 = O, 79 + O, 49;
214 = 1
215 = 1,1284

Tabela 5.1: Dados do Exemplo 14.

A Figura 5.1 apresenta os zeros dos quadrinémios P;(z) e Py(z), representados em
vermelho. Observe que os zeros de P;(z) estao localizados em 0, 786566 < |z| < 1,04286
onde z = 0, 786566 ¢ a tinica raiz positiva da equacao f(z) = 2 +27+0,032*—0,03 = 0,
e z = 1,04286 ¢ a tnica raiz positiva da equacao g(z) = 2% — 217 — 0,032z'* — 0,03 = 0,
e os zeros de P»(z) est@o localizados em 0,861309 < |z| < 1,18128 onde z = 0,861309 é
a lnica raiz positiva da equacao f(z) = 2% + 21 + 0,321 - 0,3 =0,e 2 = 1,18128 ¢ a
tinica raiz positiva da equacdo g(z) = 2 — 217 — 0,324 - 0,3 = 0.

Observe que a taxa de juros relacionada ao quadrindémio P;(z) é negativa, isto significa
que o dinheiro se movimenta na dire¢ao oposta.
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(a) Zeros de Py(z). (b) Zeros de Py(z).

Figura 5.1: Localizacdo dos zeros de Pi(2) e Py(2).
Exemplo 15 Seja P(z) = 2" — az° +az* ' — 1, com a = %, para alguns valores de
n,c, FV e PMT. Na prozima tabela temos os zeros e os coeficientes dos quadrinémios
P;, 7=1,2 e a tazxa de juros I.

nlc| FV | PMT | Pi(z) ( =1,2) | Zerosde Pi(2) [ 1(%) |
2 =—1,69

7 =—0,91—1,38i

z3=—0,91+ 1,38
2 = —0,47

25 = —0,054 — 0,49

11 | 5| 6500,00 | 450,00 | Py(z) = 2" — 142° + 142" — 1 | 25 = —0,054 4 0,49 | 16,8

27 = 0,62 — 1,42i

25 = 0,624 1,42i

29 = 0,679
210 = 1
21 = 1,168
z1 = —1,65

29 =—1,19—1,114
23 =—1,1941,11¢
24 = —0,16 — 0,241
25 = —0,16 + 0, 244
12 | 4 | 24000,00 | 720,00 | Pp(z) = 212 — 3324 + 3323 — 1| 24 =—0,11—1,59 | 29,6
zr = —0,11 4+ 1,59
2z = 0,361
29 = 0,96 — 1,154
210=0,96 +1,15¢
211 — 1
219 = 1,2963

Tabela 5.2: Dados do Exemplo 15.

Observe que os zeros do quadrindémio P;(z) estao localizados em |z| < 1,68733. E que
o quadrinémio P(z) possui quatro zeros em |z| < 1,08685 e oito zeros em 1,26679 <
|z| <1,64541, conforme mostra a Figura 5.2.



5. Equacoes quadrinomiais na Matematica Financeira

65

B

(a) Zeros de Py(z). (b) Zeros de Py(z).

Figura 5.2: Localizacdo dos zeros de Pi(2) e Py(z2).






CAPITULO

6

Conclusao

Com o objetivo de investigar o comportamento das raizes de equagoes trinomiais e
quadrinomiais relacionadas & determinacao da taxa de juros I em séries uniformes de
pagamentos, foi realizado o estudo de resultados cléassicos que determinam regides do
plano complexo onde os zeros de um determinado polinémio estao localizados.

Por meio de tais resultados foi possivel mostrar que o trindémio P,(z) = 2™ +a,2” + ay,
com m,p € N, m > p, ap,a, € R, ap >0, a, <0ea,+a = —1, tem exatamente dois
zeros positivos, z = 1 e z = §,, onde §, — 1 representa a taxa de juros procurada. Além
disso foi possivel determinar uma regiao anelar do plano complexo onde estao localizados
os zeros de Py(z).

Provamos também que os zeros de P,(z) s@o todos distintos, exceto no caso a, = -

e que o polindmio @Qy,—1,(2) = (ip_(zl)) é obtido por relacoes de recorréncia de trés termos.

Y

Por meio dos resultados apresentados em [9] foi possivel determinar limitantes para
os zeros de P,(z) de acordo com seus argumentos e modulo e, com base em [18] exibimos
uma regiao do plano complexo onde todos os zeros de @Qy,—1,(%) estao localizados.

Por fim, determinamos uma regiao do plano complexo onde estao localizadas as raizes
das equacoes quadrinomiais relacionadas a determinacao da taxa de juros I em série
uniformes de pagamentos diferida.
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