\
dvir  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nes p " w(LI0 DE MESQUITA FILHO"

Campus de S3o José do Rio Preto

Moisés Rodrigues Cirilo do Monte

Qualificacoes de Restricoes em Otimizacao
Nao Linear com Tempo Continuo

Tese de Doutorado

Sao José do Rio Preto
2018



Moisés Rodrigues Cirilo do Monte

Qualificacoes de Restricoes em Otimizacao

Nao Linear com Tempo Continuo

Tese apresentada como parte dos requisitos para
obtencao do titulo de doutor em Matematica, area
de Matematica Aplicada, junto ao Instituto de Bi-
ociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da Universi-
dade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”,
Campus de Sao José do Rio Preto.

Orientador:

Prof. Dr. Valeriano Antunes de Oliveira.

Sao José do Rio Preto
2018



Monte, Moisés Rodrigues Cirilo do.

Qualificactes de restricbes em otimizacdo ndo linear com tempo
continuo / Moisés Rodrigues Cirilo do Monte. -- S3o José do Rio Preto,
2018

96 f. : il

Orientador: Valeriano Antunes de Oliveira

Tese (doutorado) — Universidade Estadual Paulista “Jilio de
Mesquita Filho”, Instituto de Biociéncias, Letras ¢ Ciéncias
Exatas

1. Matematica. 2. Teoria do controle. 3. Otimiza¢do matematica.
4. Banach, Espacos de. 1. Universidade Estadual Paulista "Jalio de
Mesquita Filho". Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas.
II. Titulo.
CDU -517.91.01

Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca do IBILCE
UNESP - Campus de Sdo José do Rio Preto




Moisés Rodrigues Cirilo do Monte

Qualificacoes de Restricoes em Otimizacao

Nao Linear com Tempo Continuo

Tese apresentada para obtencao do titulo de dou-
tor em Matemaética, area de Matematica Aplicada,
junto ao Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias
Exatas da Universidade Estadual Paulista “Julio
de Mesquita Filho”, Campus de Sao José do Rio
Preto.

Banca Examinadora

Prof. Dr. Valeriano Antunes de Oliveira
UNESP/Sao José do Rio Preto-SP
Orientador

Prof. Dr. Geraldo Nunes Silva
UNESP/Sao José do Rio Preto-SP

Profa. Dra. Maria do Socorro Nogueira Rangel
UNESP/Sao José do Rio Preto-SP

Profa. Dra. Lucelina Batista dos Santos
UFPR/Curitiba-PR,

Prof. Dr. Roberto Andreani
UNICAMP /Campinas-SP

Sao José do Rio Preto, 09 de Margo de 2018.



“Imagination is more important than know-
ledge. For knowledge is limited to all we
now know and understand, while 1magi-
nation embraces the entire world, and all
there ever will be to know and understand.”

Albert Einstein
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Resumo

O problema de otimizacao com tempo continuo consiste em maximizar um fun-
cional integral, sujeito a restricoes de igualdade e desigualdade, onde as funcoes
envolvidas pertencem a um espaco de Banach e variam num certo intervalo de
tempo. Os resultados obtidos fornecem condigoes necessarias para que uma de-
terminada funcao seja solugao do problema. Qualificacoes de restricoes sao es-
tabelecidas a fim de se obter tais condigoes necessarias de otimalidade. Para
problemas com restricoes de desigualdade apenas, faz-se uso de um teorema de
alternativa generalizado para se obter condig¢oes tipo Karush-Kuhn-Tucker. Para
tratar problemas com restricoes de igualdade e desigualdade, teoremas da funcao
implicita uniforme e da aplicacao inversa uniforme sao necessarios.

Palavras-chave: otimizacao nao linear, problema com tempo continuo, condi-
coOes necessarias, qualificacOes de restricoes.



Abstract

The continuous-time nonlinear programmang problem consists in mazrimizing an
integral functional, subject to equality and inequality constraints, where the invol-
ved functions belong to a Banach Space and vary over a certain period of time.
The obtained results provide the necessary conditions for a given function to solve
the problem. Constraints qualification are established in order to achieve such
necessary optimality conditions. For problems with inequality constraints only, a
generalized alternative theorem is used to obtain Karush-Kuhn-Tucker-type con-
ditions. To address problems with equality and inequality constraints, uniform
implicit function and uniform inverse mapping theorems are necessary.

Keywords: nonlinear optimization, continuous-time problem, necessary conditi-
ons, constraints qualifications.



Lista de Simbolos

1 Norma euclidiana

Ny conjunto dos nimeros naturais unido com o conjunto {0}.

Lo([0,T]; IR") Espaco das funcoes vetoriais n-dimensionais mensuraveis e
essencialmente limitadas em [0, 7).

I Norma em L. ([0, T]; IR™).
Li([0, T]; IR™) Espago das fungoes vetoriais m-dimensionais integraveis em [0, T7.
-2, Norma em L, ([0, T]; R™).
OP(z;7) Derivada Fréchet de P em z com direcao .
VF(z) Matriz jacobiana de uma aplicagdo F': R" — IR™ no ponto z.
Vf(x) Vetor gradiente de uma funcao f : IR™ — IR no ponto .
V2f(x) Matriz jacobiana de uma funcéo f : IR" — IR no ponto x.
I, Matriz identidade de ordem n.
B Bola unitaria fechada centrada na origem.
B Bola unitaria aberta centrada na origem.
q.t.p. quase todo ponto.
Figuras

Figura 1. Qualificacoes de Restrigdes em Otimizagdo com Dimensao Finita (p. 27).
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Introducao

Problemas de otimizacao com tempo continuo aparecem com certa frequén-
cia na literatura e foram inicialmente propostos por Bellman em [1, 2|, em suas
investigacoes de modelos dinamicos de producao e inventario chamados “Proble-
mas de Gargalo”. O tratamento matematico rigoroso foi efetivamente estabelecido
por Tyndall [3], que estendeu a teoria de Bellman e obteve teoremas de existén-
cia e dualidade para uma determinada classe de problemas lineares com tempo
continuo da forma

maximizar P(z) = /T a'z(t) dt

sujeitoa  z(t) >0, 0<t<T,
Bz(t) <c —i—/th(s)ds, 0<t<T,
z € Lo([0, T};0 ™).

As matrizes B e K sao de dimensao m X n, a é um vetor n-dimensional, ¢ é
um vetor m-dimensional e cada componente da solucao z é mensuravel e essen-
cialmente limitada em [0,7], ou seja, existem constantes ¢; > 0, ¢ = 1,...,n,
tal que |2;(t)| < ¢; para quase todo t € [0,7] e todo @ = 1,...,n. As constan-
tes ¢;, © = 1,...,n, sao chamadas de supremos essenciais e sao denotadas por

¢; =ess sup |z(t),i=1,...,n
t€[0,T]
Levinson [4] estendeu os resultados de Tyndall para uma classe de pro-

blemas primal-dual mais gerais. Outros estudos baseados em relaxacoes das hi-
poteses de Levinson e teoremas de existéncia e dualidade foram realizados por
varios outros autores, por exemplo [5, 6, 7.

A primeira extensao do conceito de dualidade com tempo continuo foi
feita por Hanson em [8], que estabeleceu as relagoes de dualidade para um certo
tipo de problema com tempo continuo. Hanson e Mond [9], consideraram uma
generalizacao do mesmo problema e demonstraram um teorema de dualidade,
baseado nos trabalhos de Levinson. Tal resultado apresentava erros na demons-
tragao que foram apontados e corrigidos por Tyndall [10]. Outras generalizagoes
da teoria de dualidade nao linear e condicoes de otimalidade foram dadas por Farr
e Hanson [11], Scott e Jefferson [12], Reiland e Hanson [13]| e Reiland [14, 15].
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Em otimiza¢ao nao linear em dimensao finita temos as condi¢oes neces-
sarias de otimalidade Fritz John que, em qualquer solucao 6tima, garante a exis-
téncia de certos multiplicadores, mas nao garante que o multiplicador associado
com a funcao objetivo do problema seja positivo. Se tal multiplicador associado
com a funcao objetivo for nao nulo, temos as condicoes de otimalidade Karush-
Kuhn-Tucker (K.K.T.) mas, nesse caso, devemos impor uma condi¢io adicional
as restricoes do problema chamada “qualificacao de restricoes”.

Em Reiland [14, 15| pode-se observar o uso de um teorema de Farkas
generalizado [16] e de uma qualificagdo de restri¢oes tipo Abadie que, até certo
ponto, pode ser comparada a condi¢ao de Abadie [17| da programacao nao-linear
em dimensao finita, para se obter condigoes necessarias de primeira ordem, isto é,
condicoes tipo K.K.T.. Além disso, as condicoes tipo K.K.T. dadas por Reiland
sao validas sob hipdteses bastante restritivas. Se por um lado, a condicao de
tipo Abadie é bem geral, Reiland impoe outras hipoteses duras, tais como uma
condigdo tipo Slater e que a imagem de um certo operador (entre espagos de
dimensdo infinita) seja fechado e o seu nucleo tenha dimensao finita.

Zalmai [18] obtém condigoes necessirias de otimalidade tipo ponto de
sela para uma certa classe de problemas de programagao nao linear com tempo
continuo, fazendo uso de uma funcao perturbadora e do conceito de problema
estavel. Nesse mesmo trabalho, teoremas de dualidade lagrangiana sao obtidos.

Baseado em ideias geométricas de Girsanov [19]|, Zalmai [20]| apresenta
condicoes necessarias de otimalidade tipo Fritz John e tipo K.K.T., impondo uma
qualificagdo de restrigoes tipo Karlin [21] e estabelece uma relagao entre os crité-
rios de otimalidade ponto estacionéario e ponto de sela. Tais condi¢oes necessarias
de otimalidade sao obtidas usando o Teorema de Alternativa de Gordan Genera-
lizado [22], cuja demonstragao apresentava erros que foram indicados e corrigidos
por Arutyunov, Zhukovskiy e Marinkovi¢ em |23].

Zalmai também publicou trabalhos envolvendo problemas de otimizacao
com tempo continuo que tratam de classes de problemas fracionais generalizados
com tempo continuo [24] e classes de problemas com tempo continuo e restri¢oes
com operadores nao lineares de desigualdade e igualdade [25], onde foi usada uma
qualificagao de restricoes denominada propriedade maior-valor, introduzida por
Stoer em [26], e as fungoes varidveis pertencem a W"[0, 7] (Espaco de Hilbert de
todas as funcoes vetoriais n-dimensionais absolutamente continuas definidas em
0,77).

Os autores Brandao, Rojas-Medar e Silva publicaram trabalhos sobre
condicoes de otimalidade para problemas com tempo continuo nao suaves, sendo
que [27] refere-se a condi¢oes necessarias e [28| refere-se a condicoes suficientes.
Em [29], de Oliveira e Rojas-Medar generalizaram conceitos de KKT-invexidade
e WD-invexidade introduzidas por Martin [30] para problemas de programacao
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nao linear com tempo continuo, provando que a nocao de KKT-invexidade é uma
condicao necessaria e suficiente para a otimalidade global de um ponto estaci-
onério e que a nocao de WD-invexidade ¢ uma condi¢ao necessaria e suficiente
para a dualidade fraca. Ainda, publicaram um trabalho sobre KKT-Invexidade
para problemas de otimiza¢ao com tempo continuo ndo suave [31] e com miltiplos
objetivos [32].

Em [33], Nobakhtian e Pouryayevali apresentaram critérios de otimali-
dade para problemas multi-objetivo com tempo continuo nao suaves. Condicoes
necessarias e suficientes sao deduzidas sob hipo6teses de convexidade generalizada
sobre as funcoes envolvidas. Abordando este mesmo tipo de problema, Nobakh-
tian publica em 2009 outro trabalho que amplia conceitos de invexidade e suas
generalizagoes para fungdes com tempo continuo [34].

Em [35], de Oliveira estuda problemas de otimiza¢do com tempo conti-
nuo vetoriais, apresentando um teorema de transposicao de Gordan nao-convexo
generalizado e resultados sobre otimalidade ponto de sela. Ainda, um problema
dual escalar é introduzido e teoremas de dualidade sao apresentados sem hipoteses
de diferenciabilidade.

Os trabalhos acima citados se referem, em sua maioria, a problemas
apenas com restri¢oes de desigualdade. Em L. ([0,T]; IR") e com restri¢des de
igualdade e desigualdade, nao encontramos condi¢oes necessarias de otimalidade
na literatura. Isso pode ser devido ao fato de até poucos anos atras nao haver uma
ferramenta para o tratamento das restricoes de igualdade: um teorema da funcao
implicita uniforme. Quando se fixa ¢, podemos aplicar os teoremas de funcao
implicita classicos. Mas a funcao implicita obtida assim nao necessariamente
possui boas propriedades com respeito a t. Tal resultado s6 apareceria em 1997
com Pinho e Vinter [36].

Sabemos que, na teoria de programacao nao linear, qualificagoes de res-
tricoes desempenham um papel importante na resolucao de problemas, ajudando
na obtencao de condicoes necessirias para otimalidade e ampliando classes de
funcoes que podem ser cobertas por tais problemas.

Em programacao nao linear em dimensao finita, existem muitos tipos
de qualificacoes de restricoes que podem ser usadas para se conseguir condi-
cOes necessarias. A mais comum na literatura é a qualificacao de restricoes de
indepéndéncia linear (LICQ) [37, 38]. Mas existem muitas outras: Mangasarian-
Fromovitz (MFCQ) [39], posto constante (CRCQ) [40], condi¢ao de dependéncia
linear positiva constante (CPLD) [41], por exemplo. De acordo com o levanta-
mento de bibliografia que fizemos a partir do MathSciNet, constatamos que até
o momento as qualificacoes de restricoes mencionadas nao foram consideradas
no contexto de problemas de otimizagao nao linear com tempo continuo com
restricoes de igualdade e desigualdade, nem mesmo a qualificacao de restri¢oes
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LICQ.

De modo semelhante, qualificacoes de restri¢oes para problemas de otimi-
zacao com tempo continuo sao de fundamental importancia tedrica para obtencao
dos resultados e que podem ocasionar desdobramentos importantes na implemen-
tagdo e na analise computacional de tais problemas, ver [42, 43, 44, 45, 46]. Além
disso, a classe de problemas com tempo continuo a ser estudada, com hipo6te-
ses adequadas, engloba certas classes de problemas variacionais com restricoes e
problemas de controle 6timo.

Nesta tese, estuda-se uma classe de problemas de otimizacao nao linear
com tempo continuo com restricoes de igualdade e desigualdade, cuja variavel
é uma funcado em L ([0,7];R"), e o uso das qualificacbes de restrigdes Tipo
Slater, Posto Completo, Posto Constante e Tipo Mangasarian-Fromovitz para
se obter condigoes necessarias de otimalidade tipo Karush-Kuhn-Tucker. Tais
qualificagoes de restricoes obtidas sao mais simples de serem verificadas do que,
por exemplo, a qualificacdo de restri¢oes apresentada em |14, 15| e, em particular,
a qualificacao de restricoes Tipo Mangasarian-Fromovitz é mais fraca do que a
condi¢ao tipo Karlin [21].

Ressaltamos duas importantes contribuicoes desta tese: o estudo de pro-
blemas com tempo continuo com a presenca de restricoes de igualdade, apresen-
tando condicoes de otimalidade para tais problemas quando o espaco considerado
¢ 0 Loo([0,T]; IR™), e a obtencao de condi¢oes necessérias de segunda ordem para
problemas com restrigoes de igualdade e desigualdade. Estas contribuicoes nao
aparecem na literatura relacionada ao problema com tempo continuo.

A formulacao do problema geral, um breve resumo de qualificacoes de
restricoes em otimizacao nao linear em dimensao finita, aplicacoes e resultados
que serao utilizados no decorrer da tese, serao apresentados no primeiro capitulo.
Nos capitulos subsequentes, resultados originais sao apresentados.

No segundo capitulo, por meio de uma condicao de posto completo uni-
forme e do Teorema da Funcao Implicita Uniforme [36], obtém-se condi¢bes ne-
cessarias de otimalidade de primeira e segunda ordem. No terceiro capitulo, por
meio de resultados que sao consequéncia do Teorema da Aplicacao Inversa Uni-
forme [36] e de uma condigao de posto constante uniforme, obtém-se novamente
condicoes necessarias de primeira e segunda ordem, observando-se que a condi-
cao de posto constante uniforme utilizada é mais fraca que a condicao de posto
completo uniforme utilizada no primeiro capitulo.

Com algumas hipoteses adicionais sobre o problema, o quarto capitulo
apresenta condicoes necessarias tipo K.K.T. utilizando-se uma condicao “tipo
Mangasarian-Fromovitz” imprescindivel para a aplicacao de um teorema de al-
ternativa para sistemas convexos |23]. Este capitulo termina com uma nota sobre
uma condi¢do chamada positivo-linear independéncia (PLI) para problemas de
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otimizacao com tempo continuo e sua relacao com a condigao tipo Mangasarian-
Fromovitz.

A conclusao e algumas ideias e possibilidades de trabalhos futuros encontram-
se no Capitulo 5. O texto contém definicoes e resultados baseados em Anédlise
Funcional, Teoria da Medida e Programacao Nao Linear em dimensao finita.
Para estes assuntos, o leitor pode consultar, por exemplo, Brézis [47], Folland
[48], Bertsekas [37], Luenberger [38, 49] e Mangasarian [21].
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos definir o problema geral com tempo continuo (1.1)
que serd o objeto de estudo dessa tese, apresentando algumas definicoes e resulta-
dos de Analise, Algebra Linear e Otimizacdo Nio Linear em dimensao finita, que
serao utilizados para o bom desenvolvimento e entendimento desta tese. Alguns
exemplos de aplicagoes encontrados na literatura sao também apresentados.

1.1 O Problema com Tempo Continuo

Considere o problema de otimizacao com tempo continuo com restri¢oes
de igualdade e desigualdade da forma

maximizar P(z) = / o(z
- (1.1)
sujeito a  h(z(t),t) =0 q.t.p. em [0, 7]
9(=(1), ) >0 q.t.p. em [0, 77,
onde z € Loo([0,T]; IR™). As fungbes ¢ : R" x [0,T] — IR, h: R"x[0,T] — IRP ¢
g: IR"x[0,T] — IR™ sao fungoes continuamente diferenciaveis ao longo de [0, 7]

en > p+ m. Todos os vetores sao vetores coluna a menos de transposicao, que

/

serd indicada pelo simbolo . Todas as integrais sao no sentido de Lebesgue.

Denote o conjunto factivel do problema (1.1) por
Q={z¢€ L([0,T]; R") | h(2(t),t) =0, g(2(t),t) > 0 q.t.p. em [0,T]}.
Por simplicidade, dado um ponto z € €2, vamos escrever
B(t) = G(3(0),t) ¢ V(1) = VO(E(t),1) q.tp. em [0,T].

Tal notacao sera usada também para h, Vh, g, Vg e suas componentes. A norma
em Lo ([0,T]; IR"™) ¢ dada por

S Sl
2]l = max [l2[| = max esst;lé%!zk( )l
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A norma em L;([0,T]; IR™) é dada por

T
1 1 _
Il = s el = max [ (o) .

Denotemos os conjuntos de indices por
I={1,2,....,p} e J={1,2,...,m},

e, para cada t, o conjunto de indices de restricoes ativas por

Lo(t) ={j € J [ g;(t) = 0}

e seu complementar por I.(t) = J\I,(t). Denote por ¢,(t) e ¢.(t) as cardinalidades
de I,(t) e I.(t), respectivamente.

Definicao 1.1. Dizemos que Z € ) é uma solucao otima local para o problema
(1.1) se existe € > 0 tal que P(z) > P(z) para todo z € Q satisfazendo z € Z+€B,
onde B denota a bola unitdria fechada centrada na origem em Lo ([0, T); IR™).

Reiland (|14], Teorema 2) fornece uma condigao para obter dire¢oes que,
a partir de um dado ponto z, aumentam o valor da funcao objetivo.

Teorema 1.1. (/14]) Se

T
3P(n) = [ VoA 03(0) di > 0
0
onde z,7 € Loo([0,T]; IR™), entdo existe um escalar positivo o tal que

P(z+71y) > P(z), para 0 < 7 < 0.

1.2 Analise e Algebra Linear

Pinho e Vinter [36] desenvolveram um teorema da fungdo inversa uni-
forme que, consequentemente, originou um corolério da funcao implicita uniforme,
possibilitando o tratamento de problemas de otimizacao com tempo continuo com
restricoes de igualdade, onde a varidavel é uma funcdo vetorial dependente do
tempo.

O teorema da aplicacdo inversa classico afirma que se uma aplicacao
diferenciavel F' : IR™ — IR™ possui uma matriz jacobiana VF' nao singular em
um certo ponto, entao F' é inversivel em uma vizinhanca desse ponto.

Suponha que F' seja substituida por uma familia de aplicacoes

(F,:R" > R"| ac A},
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parametrizada por pontos a € A C IR*. Se VF, for nio singular em um ponto
xo para todo a € A sabemos que, para cada a € A, existe alguma vizinhanca de
xo tal que F, é inversivel e esta inversa é diferencidvel. O teorema da aplicacao
inversa uniforme nos garante que existe uma vizinhanca de xy que vale para todo
a€ A

A seguir, enunciaremos o Teorema da Aplicagao Inversa Uniforme e, con-
sequentemente, o Corolario da Funcao Implicita Uniforme apresentados por Pinho
e Vinter (|36], Proposiges 4.1 e Corolario 4.2), que serdo usados nos proximos
capitulos.

Teorema 1.2 (Aplicagdo Inversa Uniforme, [36]). Considere um conjunto A C
IR*, wm mimero a > 0, vetores xg, yo € IR", e uma familia de fungoes {F, :
R™ — IR™ | a € A} satisfazendo yo = F,(xo) para todo a € A. Assuma que:

(i) F, é continuamente diferencidvel em xoy + aB, uniformemente em a € A.

(ii) Existe uma fungdo mondtona crescente 6 : (0,00) — (0,00), com 0(s) | 0
quando s | 0, tal que

IVE,(z) = VE,(2)|| <Oz —Z||) Vz, €xo+aB, ac A

(11i) VF,(xo) € nao singular para cada a € A e existe ¢ > 0 tal que

[V E,(z0)] Y| < ¢ Va € A.

Entao ezistem nimeros € € (0,a) € 6 > 0, e uma familia de funcées conlinua-
mente diferencidveis {Gy : yo + 0B — xo + aB}aca que sao Lipschitz com uma
constante Lipschitz comum K, tais que

F,(Gu(y) =y Vyecy +IB, ac A,

Go(Fy(z))=x Yax€xg+eB, a€ A

Os numeros € e 0 dependem somente de o, 0(-) e c. Além disso, se A é um
conjunto de Borel e a — F,(x) for Borel mensurdvel para cada v € x¢ + aB,
entao a — G,(y) é Borel mensurdvel para cada y € yo + I B.

Corolario 1.1 (Funcao Implicita Uniforme, [36]). Considere um conjunto A C
IR¥, wm nimero a > 0, uma familia de funcoes

{o : R™ X R" = R"}sea,

e um ponto (ug,vy) € IR™ x IR"™ tal que 1,(ug,vo) = 0 para todo a € A. Considere
as sequintes hipdteses:
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(i) Yo € continuamente diferencidvel em (ug,vo) + B, uniformemente em a €

A.

(i1) Eziste uma fungao mondtona crescente 6 : (0,00) — (0,00), com 0(s) L 0
quando s | 0, tal que

IVtha (@1, 0) = Vo (u, v)[| < 0(][(2, 0) — (u,v)])
para todo a € A, (4,0), (u,v) € (ug,vo) + aB.
(11i) Vya(ug,vo) € nao singular para cada a € A e existe ¢ > 0 tal que

‘|[VU¢Q(U0,U0)]_1H <c¢ VaceA.

Entao existe 0 > 0 e uma familia de funcoes continuamente diferencidveis
{bq : ug+ 0B — vg + aB}aca

que sao Lipschitz, com constante Lipschitz comum K tais que, para todo a € A,

Vo = ¢a(uo)
Vol pa(u)) = 0 Y u € ug+ 0B,
Vu¢a(u0) = —[vaa(uo, UO)]ilvuwa(um UO)'

Os nimeros § e K dependem somente de 0(-), ¢ e a. Além disso, se A € um
conjunto de Borel e a — ,(u,v) é uma funciao Borel mensurdvel para cada
(u,v) € (ug,v9) + aB, entdo a — ¢u(u) € uma fun¢ao Borel mensurdvel para
cada u € uy + 0B.

Observagao 1.1. O Coroldrio 1.1 afirma que existe um 6 > 0 tal que
Va(t, (1)) =0 Y u €ug+ 0B, a€ A.

Suponha que 1, seja duas vezes continuamente diferencidvel em (ug,vo) + aB,
uniformemente em a € A. Usando a regra da cadeia temos, para todo u € ug+0B
ea € A, que

vu¢a(u7¢a(u))+vvwa<u7¢a(u))‘vu¢a<u) =0
© Voo (t; 9a(u)). Vuda(u) = =Vuta(u, ¢a(u)). (1.2)

Por hipdtese, V,1,(ug, pa(ug)) € inversivel para todo a € A. Usando a mesma
técnica de demonstrag¢ao desenvolvida no Teorema 1.2 [36], pode-se concluir que
Voo, po(u)) € inversivel em uma vizinhan¢a ug + 6B, 0 < 01 < 6, para todo
a € A. Assim, (1.2) torna-se

Vuda(t) = —[Votba(t, 0 (u)] ' Vutha(t, da(u)) VY u € ug+ 6,8, ac A. (1.3)
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Para cada a € A fizo, denote por 7,(IR") o conjunto das transformacées lineares
inversiveis de IR™ em IR™, por £,(IR") o conjunto das transformagoes lineares de
R™ em IR" e por %, : T,(IR") — Z,(IR™) a inversao de transformagoes lineares.
FEscrevendo (1.8) na forma

Vugba = _[ya o vvd)a]vud)a

e lembrando que v, € duas vezes continuamente diferencidvel em (ug,vy) + aB
e observando que .7, é de classe C™ (conforme Lima [50]), temos que ¢q(u) €
duas vezes continuamente diferencidvel numa vizinhan¢a de ug para todo a € A.

Lema 1.1 ([51]). Sejam k, n € N tais que, para todo t € [0,T], m(t), q(t), I(t) €
No, m(t) + q(t) =n < k, e considere

A(t) 0 0 (k-+i(t)+
t) = 7 X q(t))
J(t) ( 0 B ) €ER ,

com
At) € Rm(t)xk’ N(t) e Rq(t)xk’ B(t) € RI®*a(t)

Entao, as sequintes condigoes
(i) ca>0: det{A(t)A'(t)} > ca para q.t.p. t €[0,T);
(i1) 3 cg > 0: det{B(t)B'(t)} > cp para ¢.t.p. t € [0,T];
(111) 3 ¢>0: det{J(t)J'(t)} > ¢ para g.t.p. t € [0,T;
estao relacionadas como se seque:
o (i), (ii) e N € Loo([0,T]; RI®O*k = (4is).

Teorema 1.3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. [52]). Sejam E
um conjunto mensurdvel, g uma funcao integrdvel sobre E e { fr} uma sequéncia
de fung¢oes mensurdveis tais que |fr| < g em E e para quase todo x em E temos

que f(z) = lim fy(x). Entdo
=1 )
/Ef lm/Efk

O Lema 1.2 nos servira de resultado auxiliar para obtermos informagoes
sobre a inversa da soma de duas matrizes com certas propriedades, conforme o
Lema 1.1.

20



Lema 1.2. ([53]) Sejam p > 0 um inteiro positivo e F' € IR™™. Se ||F|, < 1,
entao I, — F' € nao singular e

(I,—F)"' =Y F"
k=0

com
1

1L = F) " lp < —r
= |F

Usando o Lema, 1.2, verificamos um primeiro resultado que seré utilizado
nos proximos capitulos.

Proposicao 1.1. Se S e J sao matrizes n X n, S inversivel e

1

Il < e
2|51

(1.4)
entao S + J é inversivel e
IS+ ) < 2IS71.
Demonstragdo. Primeiramente, observe que S + J = (I, + JS™1)S. Escrevendo
I,+JSt'=1,—-(-JSY)=1I,-F

onde F' = —JS™!, temos por (1.4) que

IFI =1 = s < IS~ < % (1.5)
Logo, pelo Lema 1.2, I,, — F = I, + JS~! é nao singular e
I8+ 3577 < T (1.6
Usando a desigualdade (1.5) temos que
L oy (1.7)
L= [l757

Assim por (1.6) e (1.7), temos que ||(I, + JS™1)7!| < 2. Por fim, temos que
S + J é nao singular e

1S+ 1) =157 (L + JS™HH < ASTHLNE + TS™H) 7 < 2[1871I-
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1.3 Teorema de Alternativa para Sistemas com
Desigualdades Convexas

Vamos enunciar nesta se¢ao um teorema de alternativa dado por Arutyu-
nov, Zhukovskiy e Marinkovi¢ ([23], Teorema 1) que estuda a existéncia de mul-
tiplicadores para um sistema com desigualdades convexas.

Sejam (E, | - ||) um espago de Banach, R o conjunto dos ntimeros reais
estendido no sentido da Analise Convexa, g; : Ex[0,1] — R, j =1,...,k, fungdes
dadas, X um subconjunto de E e sejam [; e I, dois subconjuntos de indices tais
que U, ={1,...,k} (aqui U representa a uniao disjunta). Considere o sistema

filz,t) <0, jel
r e X.

Uma solugao deste sistema é uma fungao v € L([0, 1], X) tal que para quase
todo ¢ € [0, 7] tem-se que

fi(v(@),8) <0, j € Ly [;(0(1),1) <0, g€, () € X.
Sobre o sistema (I), considere validas as seguintes condi¢oes:
(1) X é fechado e convexo;

(2) Para cada j =1,...,k, as fun¢bes f;(-,t) sdo convexas, continuas em X, e
X C int(dom(f;(-,t))) para quase todo t € [0, 1]; Aqui, dom(f;(-,t)) denota
o dominio efetivo de f;(-,t) no sentido da Anélise Convexa.

3) Para cada j = 1,...,k, as fungoes f;(x,-) sao Lebesgue mensuraveis para
J g J g
todo = € X;

(4) Para cada K > 0 existe M = M(K) > 0 tal que
|zl < K = |fj(z,t)] <M qtp.em [0,]]VzeX, Vi=1,.. k.

Denote por .#(x,t) o conjunto de indices ativos do sistema (I), isto é,

.....

Defini¢ao 1.2 (Cone Tangente de Bouligand, [54]). Seja (X, || - ||) um espago
normado e S um subconjunto de X. O cone tangente a S em um ponto z € S,
denotado por Ts(z), consiste de todos os pontos v € X que podem ser erpressos
na forma




onde {z;} € uma sequéncia em S convergindo para z, e {ty} € uma sequéncia
positiva convergindo para 0.

Ainda, denote por O(z, R) a bola aberta centrada em x € E com raio
R > 0 e Sp a esfera unitiria em E£. Para um vetor + € E e um funcional
linear limitado ¢ € E*, denote por (p,z) o valor de ¢ em x. A mesma notagao
significard produto interno entre os vetores ¢, x € IR".

Para uma funcdo f : £ — IR, denotaremos por df(x) o subdiferencial
de f no ponto x no sentido da andlise convexa (ver [55, 56]), ou seja,

Of(x) ={a* € E| f(x+h) > (a",h) + f(z) ¥V h € E}.

Para uma fungdo f : Ex[0,1] — IR e um ponto ¢ € [0, 1] tal que f(-,t) é convexa,
denotamos por 0, f(z,t) o subdiferencial de f(-,¢) no ponto x € E.

Definig¢ao 1.3. Dizemos que o sistema (I) € reqular quando existem uma fun¢ao
() € Loo([0,1], X), reais R > 0 e a > 0 tais que para quase todo t € [0,1] e para
todo x € X \ O((t), R), existe e = e(x,t) € (—Tx(x)) N Sk satisfazendo

(x*,e) > a Vo €0, fij(x,t), Vje I(xt).

Teorema 1.4. ([23]) Suponha que E seja um espag¢o de Banach separdvel, o
sistema (I) é regular e, para quase todo t € [0,1], existe um vetor u = u(t) € X
tal que f;(u(t),t) <0 para cada j € I,. Entao, uma e somente uma das sequintes
afirmagoes sao vdlidas:

(i) existe uma solugao x(-) para o sistema (I).

(ii) eziste uma fungdo nao nula o(-) = (p1(+),. .., ¢r(*)) € Le([0,1]; RE) tal
que @;(t) Z 0 para algum i € I e

k
ij(fv,t)%(t) >0 g¢tp. em|0,1], VzeX.

j=1

Exemplo 1.1 ([23]). Sejam E = X = R, fi(z,t) = —x, fo(z,t) = —sgn(t—3)z,
t€0,1], 1 = {1}, I, = {2}. Entdo o sistema (I) € equivalente a

—x <0,
—sgn(t — 3)z < 0.

Este sistema € reqular. De fato, note que

o J(x,t) ={1,2} para todo t > %;
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o J(x,t) ={2} para todot < 5 ex > 0;

N[

o J(x,t) ={1} para todot < 5 ex <O0.

N[

Assim, o sistema € reqular com R > 0 arbitrdrio, « =1, ¥(t) =0 e

(2.1) —1 se t>3 ou (t<3ex<0),
X =
1 se t<%e:17>0.

1.4 Otimizacao Nao Linear em Dimensao Finita

Consideremos o problema de programagao nao linear em dimensao finita

dado por
maximizar f(x)
sujeito a  h;(z) = 1€1, (PNL)
gi(x) 20, j e,
onde I ={1,....p}, J={1,....m}, f, hy, g : R* = R, i € I, j € J, sao
funcoes continuamente d1ferenc1avels em IR™. O conjunto factivel do problema

(PNL) é dado por
F={zxeR"|hi(x)=0,i€l, gi(x) >0, je J}

e o conjunto de restricoes de desigualdade ativas em um certo ponto * € F' é
dado por

A(x) ={j e J|g(x) =0}
Um ponto € F' é um minimizador local para (PNL) quando existe uma vizi-
nhanca V(z) de 7 tal que f(z) > f(z) para todo z € V(Z). Um ponto z € F é
um minimizador global para (PNL) quando f(z) > f(x) para todo = € F.

Uma condicao de otimalidade é uma condi¢ao necessaria que um mini-
mizador local deve satisfazer. Os métodos computacionais de programac¢ao nao
linear em dimensao finita utilizam da condi¢ao de otimalidade para buscar pontos
estacionarios para o problema (PNL), ou seja, candidatos factiveis que possam
ser solugdo do problema (PNL).

Condicao K.K.T.: Um ponto z € F' satisfaz a condicao K.K.T. quando
existem A € IRP e u € IR™ tais que

p m
T+ Y ANVhi(T) + > Vg(E) =
i=1 j=1

M >0, JE J, :ujg](a_:) =0, J € J.
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A condicao K.K.T., por si s6, ndao é uma condicao de otimalidade pois
podemos encontrar minimizadores de problemas (PNL) que nao verificam K.K.T..
Por exemplo,

maximizar e”*
sujeito a 2% =0,

onde & = 0 é o Unico ponto factivel e solugao global do problema, mas
F(0)+ A (0)=1+X0=1=#0.

Para garantir que um minimizador local (global) satisfaca K.K.T. devemos im-
por uma hipotese adicional as restricoes do problema. Esta hipotese ¢ chamada
de qualificacao de restricoes. Existem muitas qualificacoes de restricoes na
literatura, sendo um campo vasto para estudos e pesquisa. Como exemplos, apre-
sentaremos a seguir algumas delas.

Condicao de Slater [57]: A condicdo de Slater acontece para (PNL)
quando h é afim, g é convexa e existe & € F tal que

hi)=0 e g(2)>0.

Independéncia Linear (LICQ) (ver [37, 38]): A qualificacao de
restricoes de independéncia linear acontece em z € F' quando o conjunto de
vetores

{Vhi(z) | i€ I} U{Vyg;(z) | j € A(T)}

for linearmente independente.

Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) [39]: A qualificacdo de restrigoes
de Mangasarian-Fromovitz é satisfeita em T € F' quando o conjunto de vetores
{Vh;(z) | i € I} ¢ linearmente independente e existe d € IR" tal que

Vhi(z)d=0,i€l, e Vgi(z)d>0,je A@).

Definicao 1.4 (ver |58]). Sejam B = {b1,...,b,} e C ={c1,...,¢cs} conjuntos
finitos de vetores em IR". Dizemos que o par de conjuntos (B,C) € positivo-
linearmente independente (PLI) quando nao existem escalares (;, n; € IR, n; >
0, i=1,...,r, 7 =1,...,8, nao simultaneamente nulos, tais que

Z szz + Z ;¢ = 0.
i=1 j=1

Caso contrdrio, dizemos que o par de conjuntos (B,C) € positivo-linearmente
dependente (PLD).

Observacao 1.2. Do mesmo modo que na dependéncia e independéncia linear
de vetores, se (B,C) C (B,C) e (B,C) for PLI, entio (B,C) é PLL Também,
se (B,C) c (B,C) e (B,C) for PLD, entio (B,C) é PLD.
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Independéncia Linear Positiva (PLI) (ver [59]): A qualificacdo
de restricoes de independéncia linear positiva é satisfeita em * € F quando o
conjunto de vetores

{Vhi(z) [ 1€ I} U{Vy;(T) | j € A(T)}

for PLI.

Condigao de Posto Constante (CRCQ) [40]: A qualificacdo de
restricoes de posto constante é satisfeita em z € F' quando existe uma vizinhanca
V(z) de z tal que para todo i C I e j C A(Z) o conjunto de vetores

{Vhi(y) [i € I} U{Vg;(y) | j € A(z)}

tem posto constante para todo y € V().

Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD) [60]: A qualifi-
cacao de restricoes de dependéncia linear positiva é satisfeita em z € F' se para
todo Iy C I e Jy C A(Z), com o conjunto de vetores

{Vhi(z) [i € lo} U{Vy;()[j € Jo}

positivo-linearmente dependente, existir uma vizinhanga uma vizinhanga V' (z) de
Z tal que o conjunto de vetores

{Vhi(y) [ i € Lo} U{Vy;(y) | j € Jo}
seja positivo-linearmente dependente para todo y € V(z).
Definicao 1.5. (/61])

e Dado S C IR", chamamos de polar de S o sequinte cone convezo fechado:

PS)={yeR"|yz<0 VzeS}

e Dados T € F definimos o cone vidvel linearizado de F em torno de T por
D(z) ={de R" | Vhi(z)d =0, i €I, Vgi(z)d >0, j € A(T)}.

Considere a Definicao 1.2 de cone tangente quando X = IR" e S C IR" e
denote por Tr(Z) o cone tangente a F' em z. Tp(Z) é um cone fechado.

Condigao de Guignard [62]: A qualificagdo de restri¢oes de Guignard
acontece em = € I’ quando P(Tr(z)) = P(D(Z)).

Condigao de Abadie [17]: A qualificagao de restrigoes de Abadie acon-
tece em T € F quando Tr(Z) = D(Z).

A condicao de Guignard é a condicao mais fraca possivel para se provar
as condicoes K.K.T., isto é, todas as demais qualificacoes de restricoes implicam
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Guignard. Abaixo, temos um esquema com as relagdes entre as qualificagoes
apresentadas nesta secao. Para mais informacoes sobre outras qualificacoes de
restrigoes e das relagoes entre elas, indicamos os textos [59, 61, 64].

ticq) - [oRg)

Y Y

Slater] = [MFCQ| = [CPLD]| = [Abadie|] =

7
PLI

Figura 1. Qualificacbes de Restrigoes em Otimizacao com Dimensao Finita.

1.5 Aplicacoes

Ha 60 anos, Bellman [2| publicou o livro “Dynamic Programming” onde
desenvolveu conceitos matemaéticos teéricos aplicados a processos de decisao em
miultiplas etapas. Em uma das aplicagoes, considera-se um sistema com dois
processos industriais: o automobilistico e o de producao de aco. Em qualquer
tempo t, assume-se que o sistema é completamente determinado pelas seguintes

quantidades:
x1(t) := estoque de carros no tempo t;
xo(t) := capacidade de produgao de carros no tempo t;
x3(t) ;== estoque de a¢o no tempo t;
x4(t) := capacidade de produgao de ago no tempo t.

Considerando ¢ uma variavel continua, em cada instante devemos determinar
taxas de distribuicao do estoque de aco para trés diferentes objetivos:

(a) Produgao de automoveis;

(b) Construgao de fabricas de automoveis (para aumento da capacidade de pro-
dugao);

(c) Construcao de sidertrgicas (para aumento da capacidade de producao de
ago).

Os dois tltimos desses objetivos devem ser tratados com o objetivo priméario
de maximizar o total de automoéveis produzidos em um determinado periodo de
tempo 7', ou seja, a quantidade z1(7"). As hipoteses basicas desse modelo sao as
seguintes: as medidas de estocagem e capacidade sao escolhidas de tal forma que
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uma unidade de capacidade, ou automovel ou aco, é necessaria para producao de
uma unidade de estoque num tempo unitario.

Admitiremos que b; unidades de aco sao necessarias para produzir uma
unidade de automovel, by unidades de aco sao necessarias para aumentar a capa-
cidade de producao em uma unidade e by unidades de ago sao necessarias para
aumentar a capacidade de producao de aco em uma unidade (producdo de novas
fabricas). Todavia, vamos supor que nenhuma unidade de ago é necessarias para
producao de mais aco.

Uma outra hipotese importante é que nao existe atraso entre a distribui-
cao e aumento da capacidade de producao. Problemas que envolvem tais atrasos
sao mais dificeis de serem tratados e nao serao considerados nesse exemplo. Sejam

21(t) := taxa de producdo de carros;

2(t) := taxa de aumento da capacidade de produgao de carros;
z3(t) := taxa de producdo de ago;

24(t) := taxa de aumento da capacidade de producao de aco.

Seguindo argumentagdes e raciocinios feitos no Capitulo VI de [2], pode-se escre-
ver o seguinte sistema:

% = z(t), % = (1), (1.8)
% = 23(t) — by21(t) — bazo(t) — byzy(t), % = z4(1),
21(0) = ¢1, 22(0) = ¢a, 23(0) = c3, 24(0) = ¢y,
onde z;, z;, i =1,...,4, estdao sujeitas as seguintes restrigoes:
(a) z1(t) < xa(t), (b) 23(t) < z4(t), (¢) 1 >0, (d) z3(t) > 0. (1.9)

As desigualdades (a) e (b) sdo restri¢goes de capacidade, a desigualdade (c) nos
diz que as taxas de producao sao nao-negativas e a desigualdade (d) afirma que
o estoque de aco deve ser nao-negativo, ou seja, sem empréstimo de ago. O
problema agora ¢ o de determinar z;(t) satisfazendo as restri¢coes de (1.9) que
maximize x1(7). (1.8) e (1.9) podem ser combinados para se obter

2 (t) —/O 29(s) ds < ¢,
[ ) + b)) + bazas)] ds <

(1) — /Ot 24(s) ds < ea.
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Este problema é um caso especial do seguinte problema mais geral:

T
maximizar / a'z(t) dt

0
sujeitoa z(t) >0, 0<t<T,

¢
Bz(t)+/C’z(s) ds<ec¢, 0<t<T,

0

onde B e C sao matrizes e ¢ ¢ um vetor constante.

De modo mais geral e sob hipoteses apropriadas, certas classes de proble-
mas variacionais e de controle 6timo com restricoes podem ser escritos na forma
(1.1). Por exemplo, o problema de controle 6timo com dinamica linear, restrigoes
de igualdade lineares e restricoes de desigualdades nao lineares nas variaveis de
estado e de controle é um caso especial do problema (1.1) ([20], p. 517):

minimizar /0 flz(t),u(t),t) dt

sujeito a

(t),u(t) t) < c(t) +/0 h(xz(t),u(t),t,7) dr
t €[0,7], x(0) dado,

onde A, B, C, D, K,, K. sao matrizes dependentes do tempo. Também, o
problema de controle 6timo com dinadmica nao linear e com restri¢oes nas variaveis
de estado e de controle ¢ um caso especial do problema (1.1) ([65], p. 144):

maximizar /0 W(x(t),u(t),t) dt
sujeito a  ag(x(t),u(t), t) = Bi(t) —1—/0 vi(x(s),u(s),t,s) ds

q.t.p. em [0,7], i=1,...,p,

t

Al(x<t)7u(t)7t) < Mz(t) +/ UAI(S),U(S),Z;S) ds
0

qt.p. em [0,7], i=1,...,m,

reX, uel,

onde X = L ([0,T]; IR") e U & o conjunto de controles admissiveis.
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Capitulo 2

Qualificacao de Restricoes Posto
Completo

Neste capitulo, uma qualificacao de restricoes posto completo e o Te-
orema 1.1 serao usados para obter condigoes necessarias de primeira e segunda
ordem para problemas de otimizagao com tempo continuo com restrigoes de igual-
dade e desigualdade.

Na primeira secao, condigoes necessarias de primeira e segunda ordem
sao apresentadas para um problema com tempo continuo sem restricoes. Na se-
gunda se¢ao, abordando um problema com tempo continuo e com restrigoes de
igualdade, obtém-se condicoes necessarias de primeira e segunda ordem com a uti-
lizacao de uma condicao de posto completo e do Corolério 1.1. Na terceira secao,
condigbes necessarias de primeira e segunda ordem para o problema (1.1) sdo ob-
tidas, reescrevendo o problema por meio de folgas complementares e resolvendo-o
como um problema com apenas restrigoes de igualdade, utilizando resultados da
primeira e segunda secgoes.

2.1 Problema Irrestrito

Considere o problema de programacao nao linear com tempo continuo
sem restri¢oes (SR) dado por

maximizar P(Z):/O o(2(t),t)dt (SR)

sujeitoa  z €

onde Q = L ([0,T];IR") e ¢ : IR" x [0,T] — IR. Dado z € 2, admita como
valida a seguinte hipotese sobre a fungao objetivo de (SR):

(H1) ¢(z,-) é mensuravel para cada z, ¢(-,t) ¢ uma funcio escalar duas vezes
continuamente diferenciavel em z(t) + €B q.t.p. em [0,T]. Existe K, > 0
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tal que
IV6()ll < Ky atp. em [0,7].

Proposicao 2.1. Se z é uma solug¢ao dtima local para (SR) entao

Vo(z(t),t) =0 g¢.t.p. em [0,T]

/0 VOV S(2(1), D)y (t) dt <0 ¥~ € Loo([0,T); R™).

Demonstragao. Sejam 7 > 0 e v € Lo([0,T]; IR") tais que P(z) > P(z + 17)
para 7 suficientemente pequeno. Pela expansao de Taylor de primeira ordem em
espagos de Banach ([66], p. 309) temos que

0> P(z+71y)— P(z) =70P(z;7) + (1),

onde €(7)/7 — 0 quando 7 — 0 e JP(Z;~y) representa a derivada Fréchet de P
em Z com dire¢ao . Dividindo a desigualdade acima, em ambos os membros, por
7 > 0 e considerando 7 suficientemente pequeno, temos que JP(z;y) < 0. Como
v € Loo([0,T]; IR™) é arbitraria, com —v e um raciocinio analogo, concluiremos
que 0P(z;77) > 0V v € Loo([0, T]; IR™). Assim, dP(z;7) = 0, isto &,

/ OO0 dt =0 ¥ 7 € Luo((0.T): B,

resultando em
Vo(z(t),t) =0 q.t.p. em [0,7].

Agora, pela expansao de Taylor de segunda ordem [66] e o fato de que dP(Z;v) =
0, podemos escrever

0>P(z+71y)—P(2) = 10P(%;7) + 5725213(2; (v,7)) +&(7)
= SPEP(5 (1,7) + (),

onde ¢(7)/7> — 0 quando 7 — 0. Dividindo a desigualdade anterior por 72,

ambos os membros, e considerando 7 > 0 suficientemente pequeno, temos que

B2P(%: (1,7)) <0 & / V()2 S(E(8), )y (2) dt < 0.

Como v € Lw([0,T]; IR™) é arbitraria, a proposi¢ao estd demonstrada. ]

31



2.2 Problema com Restricoes de Igualdade

Considere o problema tempo continuo com restrigoes de igualdade (RI)
dado por

T
maximizar P(z) = z(t),t)dt

@)= [ o0 (&)
sujeitoa z €2

onde
Q={z€ L([0,T);R") | h(2(t),t) =0 q.t.p. em [0,T]},

com ¢ : IR"x[0,T] = Reh: IR"x[0,T] — IRP. Sejam ¢ > 0 e z € . Considere
valida a hipotese (H1) para o problema (RI) e as seguintes hipoteses adicionais:

(H2) h(z,-) é¢ mensuravel para cada z e h(-,t) é duas vezes continuamente dife-
renciavel em z(t) + €B q.t.p. em [0, T).

(H3) Existe uma funcio crescente 6 : (0,00) — (0,00), 6(s) | 0 quando s | 0, tal
que para todo Z,z € 2(t) + B e q.t.p. em [0, T],

IVA(Z,t) = Vh(z, 1)l < 8(2 — 2]).
Existe Ky > 0 tal que para q.t.p. em [0,7],

IVA®)] < Ko.

(H4) Existe K > 0 tal que, para q.t.p. em [0, 7T,
det{Vh(t)Vh ()} > K,
onde Vh(t) = Vh(2(t),1).

Observacao 2.1. A hipdtese (H4) é a condig¢io de posto completo para problemas
com apenas restricoes de igualdade e nos garante, entre outras coisas, que as
linhas da matriz Vh(t) sio linearmente independentes para quase todo t € [0, T).
A limitagao uniforme do determinante na hipdtese (H4) nos permitird a aplica¢ao
do Coroldrio 1.1.

Proposicao 2.2. Considere um subconjunto A C IR* e uma familia de matrizes
p X p dadas por {M,}aca tal que

det(M,) > K, a € A,

para algum K > 0. Se existe L > 0 tal que ||M,|| < L, a € A, entdo eziste
M > 0 tal que
I[Mo) M < M, a€ A
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Demonstragcao. Considere a decomposicao em valores singulares

M, =U,2,V, ', ac A,

onde U, e V, sdo matrizes p X p unitarias para todo a € A e ¥, = diag{o?}_, sao
matrizes diagonais com valores singulares ordenados, sem perda de generalidade,

em ordem decrescente
of 205> ...00>0, a€A,

e sao nao nulos pois det(M,) > K > 0 para todo a € A (Trefethen e Bau [67]).
Assim,
L > || M|l = UV = |IZall, @ € A,

e podemos concluir que
of smax|of| =Bl < L, ac A i€l
(2

que, por sua vez, implica que

p—1
HU;-I <L ae A
i=1

Por outro lado,
p—1

—1
0> K, aeA@agzK[Hag] > 5 a€A

m@

det(M,) =
i=1 i=1
Também, temos que
(M, =V, 2 U, a € A,
e as matrizes diagonais X! tem valores singulares 1/0%, a € A, i € I. Logo,
como ) ) .
1521 = rgng{g} = {of] ~on € A,
! iel - " P
temos que
~1 ~1 1 Pt
M = S = 2 < 2 ae 4,
p
Lt
que conclui a demonstracao com M = I O

Teorema 2.1. Seja z solugdo dtima local para (RI) que satisfaz (H1)-(H4). En-

tao, existe unico u € Loo([0,T]; IRP) tal que

Vo(t) + Zui(t)VBi(t) =0 q.t.p. em [0,7], (2.1)
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T
/ ) {V2o(t) + Zul (t)V2hi(t)}y(t) dt <0 ¥y €N, (2.2)
0

onde N € dado por
N = {y€ Loo((0,T]; ") | VE{(£)7() = 0 g.t.p. em [0,T), i € I}.

Demonstragao. Seja z solugdo 6tima local para o problema (RI) em z(t) + €B
q.t.p. em [0,7]. Procederemos em varios passos.

PASSO 1: Vamos definir uma aplicagao d que satisfaca as condig¢oes do Corolario
1.1. Seja Sp C [0,7] o maior subconjunto onde cada uma das condigoes (H1)-
(H4) nao acontecem para todo t € Sy. Sabemos pelas hipoteses que Sy tem
medida nula. Segue de ([68], p. 309) que existe um conjunto de Borel S que &
a interseccao de uma colecao enumerével de conjuntos abertos, tal que Sy C S
e S\ Sy tem medida nula, ou seja, [0,7]\ S tem medida total. Identifique no
Corolario 1.1, A = [0, 7]\ S um conjunto de Borel de medida total, ¢ com a, (§,7)
com (u,v) e (0,0) com (ug, vp).

Defina p : IR™ x IR? x [0,T] — IRP dada por

w(&,m,t) = h(z(t) + &+ VR (t)n, t).

Observe que, para quase todo t € [0, 7], 1(0,0,t) = h(Z(t),t) = 0 e considerando

o = min{$, ﬁ}, que
12(t) + &+ VR (t)n — 2(@) || = € + VA (O)nll <[]l + [[VE @]l < e

sempre que (£,7) € (0,0)4+aB. Segue de (H2) que p é diferenciavel em (0,0)+aB
para todo t € A. Para (£,7), (£,n) € (0,0)+aB, t € A, temos que

V(€. 7, t) — V(& n.t)|
= ||( VA(Z(t) + £+ VH ()7, t) Vh(z(t) + &+ VR ()i, ) V() )
—( Vh(z(t) + £+ VA (t)n,t) Vh(z(t) + &+ VR ()0, ) VR (L) )|

.—|

(=(
Vh(z(t) + &+ VI (t)i,1) = Vh(z(t) + & + VE (O, 0] L, V(@) |

< IVA(z(t) + €+ VR (1)i,) = VR(z(t) + &+ VR (O, 0|11 L, VA (¢) ]|
< O(I(€ — &) + VR (&) (i = n)l)-(1 + Ko)

< O(IE = Ol + Kool (7 = ). (1 + Ko)

< O(1(€ = &7 = n)ll + Ko-|l (€ = &7 = n)I])-(1 + Ko)

=6(/I¢

1) = (&),
0

onde a fungao 6 : (0,00) — (0,00) dada por
0(s) = (1 + Ko)A(s + Kys)
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¢ uma monotona crescente e que, quando s | 0, é(s) 1 0, implicando que 6(s) { 0.
Note que

V,1(0,0,t) = Vh(t)VR' (t) q.t.p. em [0,T].

Assim, por (H4), V,,1(0,0,t) é ndo singular para todo ¢t € A. Usando as hipoteses
(H3) e (H4) temos, pela Proposicao 2.2, que existe M > 0 tal que

IIVAEVE ()] < M q.t.p. em [0,T]. (2.3)
Logo, o Corolario 1.1 nos garante que existem o € (0,¢), § € (0, €) e uma aplicagao
implicita
d:cBxA— 6B
tal que d(¢, -) é uma funcdo mensuravel para fixo &, as funcoes {d(-,t) | t € A} s@o

Lipschitz com constante Lipschitz comum, d(-,¢) é continuamente diferenciavel
para cada t € A,

d(0,t) = 0 q.t.p. em [0,T7, (2.4)
W, d(E,t),t) = 0 qtp. em [0,T], £ € 0B, 25
Vd(0,t) = —[Vh(t)VE ()] 'Vh(t).
Escolha 01 > 0 e ; > 0 tais que
o1 € (0, min{o, g}), 51 € (O,min{&%}), o1 + Kooy € (o,g), (2.7)

onde Ky é dado por (H3). Nos passos seguintes e sem perda de generalidade,
consideraremos a fungao implicita d definida em oy B x [0, T'] tomando valores em
01 B.

PASSO 2: Mostraremos que, se zZ ¢ uma solucao 6tima local para (RI), entao z
é uma solugao 6tima local para o problema auxiliar dado por

T
maximizar P(z) = z(t),t) dt

@)= [ et AUX)
sujeito a  z € Loo([0,T]; R™),

onde p(z(t),t) = ¢(2(t) + VI (t)d(z(t) — 2(t),1),1).
De fato, suponha que 2z € z(t) + 09 B, para 0 < 09 < 07 arbitrario, ¢ uma solucao
factivel para (AUX) tal que P(%) > P(Z). Considere

2(t) = 2(t) + VI (t)d(2(t) — 2(t),t) q.t.p. em [0, T].
Usando (2.7) e (H3), temos que

12() =zl = (2(t) — 2(2) + VR ()d(2(t) — 2(2), 1)

| :
< 2@ = 2@l + IVE @) 1d(Z(t) — 2(8), )| < o1 + Koy <e.
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Como Z — Z € 01 B, pela definicao de p tem-se
p(Z(t) — 2(t),d(Z(t) — 2(t),t),t) = 0 = h(Z(t) + VI (t)d(2(t) — 2(t),t),t) = 0,
ou seja, h(z(t),t) = 0. Mas,
P(2) = P(2) > P(z) = P(2),
o que contradiz o fato de que z é uma solugao 6tima local para (RI).
PASSO 3: Sendo z solugao 6tima local para (RI), entdo z é uma soluc¢do 6tima

local para o problema sem restrigdo (AUX) pelo PASSO 2. Logo, pela Proposicao
2.1 temos que, para quase todo t € [0, T7,

0 = Ve(z(t),t)
{1 + VR (t)Vd(0,t) Y Vé(Z(t) + VR (t)d(0,1),1)
= Vo(z(t),t) + Vd'(0,t)VA() V(2 (t), t
= Vo(z(t),t) + VI (2(t), ){~[VRO)VH ()] VR(t) V(2(1), 1)}
= Vo(2(t),t) + VA (2(t), t)u(t)
= )+ S ui(t)Vhy(t

fornecendo (2.1) com
u(t) = —[Vh(t)VE ()] 'Vh(#)Vo(t) q.t.p. em [0,T].
Pelas hipoteses (H1), (H3) e (2.1), note que u € Lo ([0, T7]; IRP) pois
Ju(t)| < MEyK, qtp. em [0,7],

sendo escrito de forma tnica.

PASSO 4: Vamos verificar a condi¢ao de segunda ordem (2.2). Sendo ¢(-,t) e
h(-,t) duas vezes continuamente diferenciaveis em z+€B ao longo de [0, T], temos
por defini¢ao que u(&,d(€,t),t) q.t.p. em [0, 7], é duas vezes continuamente dife-
renciavel em o B e, por consequéncia do Corolario 1.1 (conforme Observagao 1.1),
d ¢ duas vezes diferenciavel em uma vizinhanca de & = 0 que, por simplicidade,
consideraremos essa vizinhanca como sendo o1 B.

Pela Proposicao 2.1, temos que

T
/ A (V2 p(Z(1), ) (8) dt <O Y € Loo([0,T); RY).
0
Calculando V¢ temos que

Vo(a(t).t) = [L.+ VI ()Vd(2(t) — 2(t), ) Vo(2(t) + VI ()d(2(t) — 2(t), 1))
= Vo(x(t) + VI (t)d(=(t) — 2(t), 1))
+Vd' (2(t) — 2(1), ) VA1) V(= (t) + VA (t)d(=(t) — Z(1). 1)),
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onde

Vd (2(t) — 2(t),t)Vh(t) = Z Vd;(z(t) — 2(t), t)VR(t).

Observe que se z = Z, usando (2.6), resulta que

p

~VH ()[Vh(H)VH ()] 'Vh(t) = Vd'(0,t)Vh(t) = Z Vd;(0,t)VR(t).

Da expressao de Vi obtemos
V3o(2(1),1)
={I, +Vd’( (t) = 2(), ) VA(t) } V2 (2(t) + VI (1)d(2(t) — 2(1), 1), 1)
+ Z{v? Z(1), ) VRV (2(t) + VR ()d(2(t) — 2(t), 1), 1)
+Vd (2(t) — VR () [I, + Vd' (2(t) — 2(t),t) VA(t)]
V2p(2(t) + Vh’( )d(z(t) — z(t), 1), t)}-

Em particular, com z = Z e v € N temos, para q.t.p. em [0,7], que

)y
= (V2 S(t)y(t) = () VI ()[VA()VE ()] VA V(1)

V2d; (0, t)V’_lé(t)] Ve(t)y(t)

i=1

—y'(t)VE ()[Vh(t)VE ()] 'Vh(t) [1, + Vd'(0,t)Vh(t)] V2o(2),

que integrando de 0 a T" nos fornece

[ <>{v2

Por outro lado, como

Zv? (0,8)VAL(L)

pa(€, d(&,1),1) = hi(2(t) + & + VA (t)d(€, 1), 1), i € 1,

para cada ¢ € I temos que

Veri(€,d(€,1),t) = [I, + VR ()Vd(E, 1)) VRi(2(t) + € + VR (1)d(E, 1), 1)
= Vhi(2(t) + £+ VA (t)d(E, 1), ¢)
+Vd' (&,t)Vh(t)Vhi(2(t) + € + VR (t)d(€, 1), 1).
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Por (2.5) temos, para cada i € I, que

0 = V(& d(&1),t)
= L+ VH )V, )] VPhi(2(t) + & + VR ()d(&, 1), 1)

+ i V2d; (€, ) VR (t) | Vhi(Z(t) + &+ R (t)d(E, 1), 1)

+[Vd (&AW [1n + V' (§)R()] V2hi(2(t) + & + 1 ()d(S, 1), 1).

Considerando & = 0, multiplicando por u;(t) q.t.p. em [0, T], fazendo o somatério
de?=1,...,p e o produto interno & esquerda e a direita por v € N, em ambos
os membros, obtemos

0 = ~(t) () V?1,(0,0, t)] v(t)

> uilt)
Zuxt)v%(t)] 1)

—' () VR (£)[VR()Y ()] Vh(t) [Zul (t)V2h; ] (t)
ZW (0, ) VR (t [Zu

—y' () VR ()[Vh(t)VE ()] 'Vh(t) [1, + Vd (0,t)Vh(t)] [Z ui(t)VQI_z,;(t)] y(t),
que integrando de 0 a 7" resulta que

/ {Zu (t)V2h; ZW (0,1) VR (t ][Zu }fy(i)dzﬁ

= 0. (2.9)

7(t)
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Por (2.8) e (2.9) temos que

0 > / <>{v2

ZV2 (0,1)Vhi(t )] V¢(t)} (1)

=1

/ {Zu (t)V7h ZW (0, ) VR (t [Zu hi( ]}fy(t)dt
— /T ({V3e(t ZW (0,¢)Vhj(t) +Zul (t)V2h;

y(#) dt

ZVQ (0, ) VR (t

[Zuz Vh
7=1

T
:/ (O{V2a(t +Zuz £V (¢

0

ZW (0, 1) VRL(t) —|—Zul )V h(t ] ~y(t) dt
7j=1
e usando (2.1), obtemos a desigualdade (2.2). O

2.3 Problema com Restricoes de Igualdade e De-
sigualdade

Considere o problema com restri¢coes de igualdade e desigualdade (1.1).
Sejam vélidas a hipotese (H1) e, para € > 0 e z € (2, as seguintes hipoteses para
o problema (1.1):

(H5) h(z,-) e g(z,-) sdo mensuraveis para cada z, h(-,t) e g(-,t) sdo continua-
mente diferencidveis em z(t) + €B q.t.p. em [0, T).

(H6) Existe uma funcio crescente 6 : (0, 00) — (0,00), 6(s) | 0 quando s | 0, tal
que para todo Z,z € 2(t) + B e q.t.p. em [0, T],

VIR, g(2,t) = V[h, gl(2, )| <0(]|2 — =]).
Existe K7 > 0 tal que para q.t.p. em [0, 7],

VIR, g](z, )| < K.

Observacao 2.2. Note que as hipdteses (H2) e (H3) sao casos particulares das
hipdteses (H5) e (H6) quando nao hd restricées de desigualdade no problema
(1.1). A hipdtese (H]) serd substituida pela definicao sequinte.
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Definicao 2.1. Diremos que z € ) satisfaz a condicao de posto completo quando
existe K > 0 tal que
det{T()Y (1)} = K.

onde

T(t) = V]:L(t) . ()7 ’
Vi(t) diag{—2w;(t)};es
onde w; = \/g;(t) ¢.t.p. em [0,T], j € J.
Observacao 2.3. A condi¢cao de posto completo implica que, para quase todo
€ [0,T), {Vhi(t) | i € IYU{Vyg;t) | j € L.(t)} é um conjunto linearmente
independente. Além disso, possibilita-nos reduzir o problema (1.1) para o caso
com apenas restricoes de iqualdade a fim de que o Teorema 2.1 seja aplicado.

Note também que a hipdtese (Hj) é a condi¢ao de posto completo apenas para
problemas com restricoes de igualdade.

Exemplo 2.1. Considere o problema

1
mazximizar / —22(t) — 25(t) dt
0

sujeito a  h(z(t),t) = z1(t) — 22(t) =0 ¢.t.p. emt € [0,1],
1(t) +325(t) > 0 g.t.p. emt € [0,1],
(t)z2(t) +1 >0 qt.p. emte|0,1],

onde z = (21,22) € Loo([0,T); IR?) € h,q1,92 : IR* x [0,1] — IR. Note que
z = (0,0) € solugdo dtima para este problema e que 1,(t) = {1} q.t.p. em [0,T].
Assim, a matriz na Definicao 2.1 é dada por

0
0 q.t.p. em [0,T],

e det(Y(t)Y'(t)) = 4 q.t.p. em [0,T]. Observe que {Vh(t),Vgi(t)} sio linear-

mente independentes para quase todo t € [0,T].

Exemplo 2.2. Considere h,g1, 9. : IR* x [0,1] = IR ¢

maximizar /0 —(21(t) = 1)® — (2(t) — 1)* dt

sujeito a  h(z,t) = —23(t) — 23(t) + 23(t) + 1 =0,
91(2,t) = =221(t) 20 (1) + 422( )+ 23(t) =3 >0,
ga(z,t) = —21(t) + Lz (1) + 1 > 0.
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O ponto factivel z = (1,1,1) € solucdo dtima para este problema. Note que, para
quase todo t € [0,1], 1,(t) = {1,2} e

-2 =2 1 00
Yt)=(-2 2 1 0 0 q.t.p. em [0,1].
10 Loo

Observe que posto[Y(t)] = 3 ¢.t.p. em [0,1] mas det(Y(¢)Y'(t)) = 0 ¢.t.p. em
[0,1]. Assim, Z nao satisfaz a condi¢do de posto completo.

Exemplo 2.3. Considere o problema tempo continuo com funcional objetivo qua-
drdtico e restricoes lineares da forma

mazimizar P(z) :/0 —2'(1)Q(t)z(t) dt
sujeito a  A(t)z(t) =0 q.t.p. emt € [0,T],
N(t)z(t)+b(t) >0 q.t.p. emt€]0,T],

onde z € Loo([0,T]; R"), para q.t.p. em [0,T], Q(t) é uma n X n matriz real
simétrica definida positiva com entradas em Lo ([0,T]; R), A(t) é uma matriz
p X n dependente do tempo tal que

det {A(t)A'(t)} > ca q.t.p. em [0,T],

para algum cq > 0, N(t) € uma matriz m x n dependente do tempo com entradas
em Loo([0,T]; IR) e b € Loo([0,T]; IRT) € tal que bj(t) > ¢ q.t.p. em [0,T], j € J,
para algum c, > 0. Note que Z = 0 € uma solucao otima para o problema e que
I,(t) =0 q.t.p. em [0,T]. Sob tais condi¢oes, o Lema 1.1 garante que existe ¢ > 0
tal que

det{T ()Y ()} > ¢ q.t.p. em [0,T],

onde
ORI
N(t) diag{—2 bj(t)}j:1
e Z satisfaz a condi¢ao de posto completo.

O proximo lema nos servird de ferramenta para concluir que os multipli-
cadores (de Lagrange) relacionados com as restri¢oes de desigualdade sao maiores
ou iguais a zero quase todo t € [0, T].

Lema 2.1. Seja k € J arbitrdrio e D C [0,T] subconjunto de medida positiva tal
que k € 1,(t) para todo t € D. Se z € Q satisfaz a condi¢io de posto completo,
entao existe v € Loo([0,T]; IR™) tal que, para todo t € D, temos

Vhi(t)y(t) =0, i € I, Vgi(t)hy(t) =0, j € L(t) \ {k}, VG, (t)y(t) >0. (2.10)
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Demonstracao. Se as componentes de g forem permutadas de modo que as res-
trigoes ativas sejam as primeiras, entdo Y (¢) na Definicdo 2.1 pode ser reescrita

como
Vh(t) 0
T(t)= | Vgh®t) 0 q.t.p. em [0, 77,
VgO(t) At

onde A(t) = (O Al(t)> ¢ uma matriz em blocos com 0 € R%*®H*%®) o A, (t) =
diag{—2w;(t)}, j € I.(t). Por definicao, a matriz Y () tem posto completo para
quase todo t € [0,T]. Seja b € Lo([0,T]; R"*™) dado por

0, se jelIUJ\{k}, te D,
bj(t) =141, se j=k, teD,
0, se te€l0,7])\D.
Entao o sistema
Y(t)y(t) =b(t) q.t.p. em [0,7], (2.11)

é consistente para quase todo t € [0, T], com solugao ¥ = (v,71) € Lo ([0, T]; R™™™)
dada por

3(t) = T[T (0] b(t) g.t.p. em [0,T).
Em particular, (2.11) acontece para todo t € D. Assim, (2.11) nos garante que,
para todo t € D, existe v € L]0, T] tal que

Vhi(t)y(t) =0, i € I, Vgi(t)y(t) =0, j € L(t)\{k} and Vgi(t)y(t)=1>0.
[l

Teorema 2.2. Seja z solu¢io dtima local para o problema (1.1) que satisfaz a
condi¢ao de posto completo e as hipdteses (H1),(H5) e (H6). Suponha que g(-)
é limitada em [0,T]. Entao, existe um unico (u,v) € Loo([0,T]; IRPT™) tal que,
para quase todo t € [0,T], v(t) >0 e

0 t)+iui(t)Vl_zi(t)+Zvj(t)vgj(t) = 0, (2.12)

Além disso, vale a condicao de sequnda ordem
T
/ t{V?o(t +Zuz (t)V2h; +Zvj )W2g,(0) () dt <0 (2.14)
0

para toda v € N, onde N é dado por
N ={y € Loo([0,T}; R") | VA(t)y(t) = 0, Vg;(t)y(t) =0 ¢.t.p.[0,T], j € L(t)}.
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Demonstracao. Seja w : [0,T] — IR™ fungdo mensuravel. Considere o problema

auxiliar
N T
maximizar P(z,w) = (2(t),t) dt
0
sujeito a  h(z(t),t) =0 q.t.p. em [0,77, (AUX1)
g(2(t),t) —w?(t) =0 q.t.p. em [0, 77,
onde
wi(t)
w3 (¢
w?(t) = 2,< ) q.t.p. em [0,7]
wy (1)

procederemos em vArios passos.
PASSO 1: Se z é solugdo 6tima local para o problema (1.1), entdo (z, w)
¢ solugao otima local para (AUX1), onde

@5(t) = /3;(1) a.tp. em [0,7], j € J

De fato, se z é uma solu¢do otima de (1.1) em uma e-vizinhanga, ¢ € (0,1),
suponha que para qualquer vizinhanca aberta (z,w) + €B, 0 < € < ¢, exista
(Z,w) solucdo 6tima local para (AUX1) com P(Z,w) > P(z,w). Notando que

h(2(t),t) =0 e g(2(t),t) = @*({t) >0 q.t.p. em [0, 7],

temos que Z é factivel para o problema (1.1) e

/¢ Pz, @) > P(z0) /<z> P(),

contradizendo a otimalidade local de Z para o problema (1.1).
PASSO 2: Definindo, para q.t.p. t € [0, 7],

U(2(8), w(t), ) = ( M=(t), 1) > e RV,

g(2(t),t) — w*(t)

vamos verificar que o problema auxiliar (AUX1) satisfaz as condi¢oes (H1)-(H4)
com VU e (z,w) fazendo o papel de h e z, respectivamente, no problema (2.2) para
que o Teorema 2.1 seja aplicavel. As hipoteses (H1) e (H2) sdo imediatas para
(AUX1). Considerando (Z,%), (z,w) € (2(t),w(t)) € €B temos, para quase todo
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7, 91(2,8) = V[h, g1z, )| + [[(=2) diag{wi(t) —wi(D) }]
= [IVIh, (2, 1) = VIh, g](z, )| + 2| L (0(t) — w(?))]]
<012 = 2lD) +2 | Tl 10— wll = 0(12 = 2[1) + 2/|w — wl|
<O(I(z = z,@ — w)]) + 2|2 = z,@ — w)|| = 8(|(Z, 2) — (@, w)]),

onde 6 : (0,00) — (0,00) é dada por A(s) = 6(s) + 2s5. Quando s | 0, (s) =

0(s) + 2s | 0, sendo a mesma mondtona crescente. Também,

IVU(z o, 8 < [IVUEE), @), ) + Ve ¥ (), w(t), )]
= VI~ gl(z(1), )| + 2. || diag{wi(1) }]| < Ko,

onde Ky = Kj + ||@w]|2 segue de (H6) e pela hipotese de que w(t) = g(t) ¢é
uniformemente limitada em [0, T'], verificando (H3) para (AUX1). Por fim, como

VU(E(t),t) = T(t) q.t.p. em [0,T],

temos pela Defini¢do 2.1 que a hipotese (H4) é satisfeita para o problema com
restrigoes de igualdade (AUX1).

PASSO 3: Vamos aplicar o Teorema 2.1 para (AUXL1). Existe tinico
(u,v) € Loo([0, T]; IRPT™) tal que

< ch(t) ) + YV (2(0), 1) ( Zg; > =0 q.t.p. em [0,7],

fornecendo as igualdades

m

p
Vo(t) + Y wi(t)Vhi(t) + Y v (t)Vg;(t) =0 q.t.p. em [0,7] e
i=1 j=1

w;(t)vj(t) =0 q.t.p. em [0,T] = g;(t)v;(t) =0 q.t.p. em [0,T], j€J
resultando em (2.12) e (2.13).

Vamos mostrar que v;(t) > 0 a.e. in [0,7], j € I. Suponha que para
algum k € J, exista um subconjunto de medida positiva D C [0,7] tal que
vg(t) < 0, para todo t € D. Note que, por (2.13), k € [,(t) para todo t € D.
Pelo Lema 2.1, existe v € L ([0,T7]; R™) tal que (2.10) acontece. Definindo
3 € Loo([0,T]; R™) por

A1) = {'y(t), seteD

0, c.c.,
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e usando (2.12) e (2.13) resulta que

+Z:uZ t)VR(t +Zv] )V g;(t)3(t) =0
7=1

= ng_ﬁ'(t)i(t) _ {_Uk(t)Vgllc(t)’Y(t) > 0, sete D,

07 C.C..

Entao

T 7 7 ~
/O Vo'(t)A(t) dt = / Vo(t dt+/0T]\D Vo' (t)(t) dt >0

e pelo Teorema 1.1 temos que existe o > 0 tal que P(zZ + 79) > P(Z) para
0 < 7 < o, contradizendo o fato de que z é uma solugao 6tima local para (1.1).
Portanto, v;(t) > 0 para quase todo t € [0,T7], j € J.

PASSO 4: Vamos verificar a condigdo de segunda ordem (2.14). Para
simplificar a notacao, escreveremos para q.t.p. em [0, 7,

L(z,w,t) = ¢(2(t), 1) + Z wi(t)hi(=(1), 1) + Z v (1)]g;(2(2), ) — wi(t)],

onde u e v sao os multiplicadores que ja foram obtidos do problema (AUXI).

Assim,
vt~ ( 5:2@21212 )
+Zuz )V hi( +Z% 1V, (=(6), )
- 2w (1) (1) |
2 (£} 1)
V2L(z,w,t) = ( VZZL((?w,t) el 2(3}]( e )
onde
VeL(zw, ) = V29(a(t), ) + 2_) u OV hi(=(0),1) + fj 0y (V205 (=(0), 1),
Pelo Teorema 2.1, temos que ) -
/OT(’V(t), v(t))'VEL(Z, ,t)(v(t), v(t) dt <0, (2.15)
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para toda (v,v) € Loo([0,T]; R™) X Ly([0,T]; IR™) satisfazendo
Vh(Z(t),01(t) =0 e Vgi(z(t). () — 25 (8);(6) = 0, j € J. (216)
para quase todo t € [0, T]. Para qualquer v € N considere v da seguinte forma:

0, se j € I,(t)
v

i(t) = Vg}(;;i)(,ti)v(t)’ e j € L1 q.t.p. em [0,T].

Dessa forma, observe que (v, v) satisfaz (2.16), w;(t)v;(t) = 0 q.t.p. em [0,7],
para todo j € I,(t), e por (2.13) temos que v;(t) =0 q.t.p. em [0,T], para todo
J € I.(t). Assim,

vj(t)v;(t) =0 q.t.p. em [0,T], j € J.

Substituindo este (vy,r) em (2.15) obtemos

T
/ OVEL(, @, () dt < 0,
0

com vy € N arbitrario, que nos fornece (2.14). O
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Capitulo 3

Qualificacao de Restricoes Posto
Constante

Em programacao nao linear em dimensao finita, Andreani, Martinez e
Schuverdt [69] apresentaram alguns resultados auxiliares que foram usados para
demonstrar que a condicao de dependéncia linear positiva constante implica uma
condicao chamada quase normalidade.

Na primeira secao, utilizando o Teorema 1.2 e o Corolario 1.1, uma re-
leitura de tais resultados é realizada, adaptando-os para o caso tempo continuo.
Estes resultados nos possibilitam escrever um subproblema do problema principal
(1.1), de forma que certas restri¢coes possam ser “descartadas” sem influenciar na
obtengao das condi¢Oes necessarias para o problema (1.1).

Na segunda secao, usando os resultados auxiliares da primeira secao,
condigbes necessarias para o problema (1.1) com restrigoes de igualdade sdo ob-
tidas. Na terceira se¢ao, reduz-se o problema (1.1) a um problema com restri¢oes
apenas de igualdade de forma que os resultados obtidos na segunda secao sejam
utilizados.

3.1 Resultados Auxiliares

Lema 3.1. Considere um conjunto A C IRF, um nimero a > 0, vetores xg, o €
IR"™, e uma familia de funcoes

(Fo=(f*.. . f): R"—> R" | ac A}

satisfazendo yo = F,(x) para todo a € A e todas as condi¢oes do Teorema 1.2
(Isso nos garante que existem a > 0 e § > 0 tais que F; ' : {yo + 6B} —
{zo + aB} estiao bem definidas, para todo a € A). Sejam 0 < r < n um nimero
inteiro e f* . {xg + aB} — IR funcoes continuamente diferencidveis em xy +
aB uniformemente em a € A, tais que Vf*(x) é uma combinagao linear de
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Viuz),...,.Vf¥x) Yex€xy+aB, Yae€ A Paratodoa€ Aeucy)+IB,

defina
P (u) = [1(F ().

Entao, para todo u € yo+ 6B ej=r+1,...,n,
Op®
an

(u)=0 VaeA

(3.1)

(3.2)

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2, existem o > 0, § > 0 e uma familia de fungoes

continuamente diferenciaveis
{F'  {yo+ 0B} = {zo+aB} |ac A}
tal que, se F, H(u) = (¢%(u),...,g%u)), a € A, temos que
u = (FooF,")(u)
= Falgi(u), ..., g,(u))

(fi(gi (), gn(u), . fe(gi (), gn(w)), ...\ fa(gf(w), ...

que é equivalente a

f;(g‘f(u),...,gz(u)):uq Vg=1,...,n, VacA.

Seja u € yo + 0B. Usando a regra da cadeia em (3.1), obtemos

&pa 8fa 8g
! Vi=1,...,n, Vaé€A.
8u3 Z &UZ Gu]( u v
Por hipotese, para cada a € A, existem ntimeros A{, ..., A tais que

Vi) = > NVfi(z) ¥V €r+abB,
=1

T a a
ﬁgf() = Z)\a fq(m) Ve xy+ab.

Substituindo (3.5) em (3.4), obtemos
0 f“

e =32 [Sogie o] gl =3 3 5e

i=1 Lg=1 i=1

e usando (3.3), temos que

0,
8uj

(u)y=0Vj=r+1,...,n, Va€A.
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Lema 3.2. Considere um conjunto A C IR¥, um nimero o > 0, vetores o, Yo €
IR", uma familia de func¢oes

{E,: R" - R" | a € A},

E, = (f*,...,f%, 0 < r < n, satisfazendo F,(z0) = (yo,,---,%,) para todo
a € A. Suponha que sao vdlidas as sequintes condicoes:

(a) E, é continuamente diferencidvel em xo + aB, uniformemente em a € A.
(b) Eziste 6 : (0,00) — (0,00), 6(s) L 0 quando s | 0, tal que
IV Eu(z) — VE(3)] < 6(Je — 71)
para todo x,% € xy +aB, a € A. Eziste K > 0 tal que

IVE,(z0)]| < K, a € A.

(¢) Eziste K > 0 tal que

det{[VE, (x0)][VEa(z0)]} > K, a € A.

Entao existe uma familia de funcoes continuamente diferencidveis

{F,:R" — R"™ | a € A},

Fou(20) = (Yo,,1s-- - Y0,), tal que F, = (F,, F,) satisfaz Fy(xo) = yo para todo
a € A, e todas as hipoteses do Teorema 1.2.

Demonstragao. A hipotese (¢) implica que a matriz

My My e i (n?)’
~ na na . ,'/}an ,’7(1 /
Ve — [ e |
MM e M (n7)’
possui linhas linearmente independentes para todo a € A. Denote I, = {1,...,7}

el,,={r+1,...,n}com [ =I,UI,_,, e construa fun¢des f? : IR" — IR dadas
por
fia(x) = (C;l)/(x - xO) + Yo, (S In—ra ac A7

onde (¢, i € I,_,, sio vetores ortonormais pertencentes ao conjunto {n¢,...,n}*
de maneira que {n{,...,n% (%, ...,(r} forma uma base para IR" para todo
ac A

Note que, para todo a € Ae i € I,,_,, f(x0) = yo, € Vf(xg) = (.
Escrevendo F, : IR" — IR" como F, = (F,, F,), onde F, = (f.,,..., f%), vemos
que F,(xg) =yo Va€ A, eque
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(i) F, é continuamente diferenciavel em zy + aB, uniformemente em a € A.

(ii) Usando a hipotese (b) e a defini¢io de F,, para x, 7 € 79 + aB temos que

IVE.(x) = V@) = |(VE( ) Fo(@),0)]]
= ||VFu(x) - ( ) < 6l = 2]),

onde @ : (0,00) — (0,00), 6(s) J 0 quando s | 0. Notando que ||V E,(x)| =
1 pelo fato de que as colunas de VF,(x() sdo ortonormais, temos que

IV Ea(zo)|| < \/Hvﬁa(:co)H? +IVE(zo)|* < VK> +1=1L, L>0,

(iii) Escrevendo

VFu(zo) = n5 ... n¢ (hy oo G
vemos que
[t o f)mg 0 ... 0
m$)ns ... (my)n® 0 ... 0
(VF,(2)][VE(xo)] = | (n®)n¢ ... [|[mH|* 0 ... 0
0 0 1 0
0 0 0 1

resultando que

~

det([V F(0)][V Fulxo))') = det([VE, (x0) [V (@0)]) > K, a € A,

implicando que det(VF,(20)) > VK, a € A. Por este fato e pelo item (i7),
a Proposicao 2.2 nos garante que existe M > 0 tal que

I[VE.(x0)] | < M, a€ A
Logo, F, satisfaz as hipdteses do Teorema 1.2.

]

Proposicao 3.1. Considere um conjunto A C IR*, um nimero o > 0, veto-
res xo, Yo € IR", fungoes f¢ fi, ..., f¢ : IR" — IR continuamente diferencid-
veis em xo + aB uniformemente em a € A. Suponha que F, = (ff,...,f%)
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satisfaz todas as condigées do Lema 3.2 e que V f*(x) € combina¢io linear de
Viz),...,.Vfz) Ya€ A ex € xy+ aB. Em particular,

Vfalwo) = Y MV ff(x0) Va€ A (3.6)
i=1
Entao existem o' > 0, uma bola aberta By que contém (f{(xg), ..., f*(xy)) YV a €

A, e uma familia de funcoes continuamente diferencidveis
{¢": By — R |ac A},
tais que, para todo x € xo+ o/ B, temos que (f{(x),..., f%(z)) € By e
fia) = (fi(z), ... fi(x)) YVaeA

Além disso, para todoi=1,...,r ea € A,

0" ., . ,

T (7o) S a0) = X (37
Demonstracao. Usando o Lema 3.2, para cada a € A podemos definir n — r
fungoes f ... ., f; de tal forma que verifiquem as hipéteses do Lema 3.1. Entao,
usando (3.2), temos que a fun¢ao ¢ definida em (3.1) ndo depende da variaveis
Upt1,- ., U, para todo a € A. Como f7,..., f% sdo continuas, uniformemente
em a € A, existem bolas abertas By C 29 + aB (cujo raio ¢ 0 < o/ < ), D; e
D, que contém zg, (f{(xo), ..., fH(x0)) e (f1(z0),. .., fi(zo)), respectivamente,
tais que

(a) Dy X Dy C yo + 0B;
(b) V&€ By, (f(2),..., [i(x)) € Dy.

Defina ¢* : Dy — IR como ¢*(u) = @(u1, ..., ur, [ 1(20), ..., fr(x)). Clara-
mente temos que ¢ € C'(D;) para todo a € A. Pondo B; = D; temos, para
todo x € By e a € A, usando (b) e (3.1), que

(fi@), .. fH@) e Bi e @' (fi(x),.... fl(x)) = " (Fulx)) = f*(x).

Logo, f%(x) = ¢*(fi(x),..., f*(z)) para todo x € By e a € A. Além disso, pela
ultima relacao obtemos

3@“ a a _ agpa a a __\a -
auj(fl(x)7"'7fr(x))_auj(f1<'r)7'-'7 n<x>>_)\j \V/]— ,...,T‘,CLEA,
fornecendo (3.7). O
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3.2 Problema com Restricoes de Igualdade

Considere o problema de otimizacao com tempo continuo com restrigoes
de igualdade

. . T
maximizar P(z) = /0 o(=(t),t)dt (RI)
sujeitoa z €2
onde
Q= {2 € Lu((0, T ") | A(2(t),1) = 0 a.t.p. em [0, 7]},

¢:R"x[0,T] > Reh:R"x[0,T] - IRP. Dados ¢ > 0 e z € (2, considere
validas as seguintes (H1)-(H3) apresentadas no Capitulo 2 e a seguinte hipotese
adicional:

(H4*) (i) posto[Vh(z,t)] = r(z,t) = r para quase todo t € [0,T] e todo z €
Z(t) + €B.
(ii) Existe um conjunto de indices, digamos {1, ...,%,}, e uma constante
K > 0 tal que para quase todo ¢ € [0, 7],
det{", (1) Y} (1)} = K,

onde
- !

Exemplo 3.1. Em L, ([0,1]; IR?), considere z : [0,1] — IR® e o sistema

{hl(z(t)7t) = 121 () + t225(t) — 323(¢) Zg g.t.p. em [0,1],

ho(2(t),t) = —21(t) — t2o(t) + t223(t)

no ponto factivel Z(t) = (0,0,0) ¢.t.p. em [0,1]. Note que

Vh(z(t),t) = < Lo _t3> q.t.p. em [0,1],

-1 —t ¢

tem posto 1 com z numa vizinhanca aberta arbitrdria da origem. Considerando
o subconjunto de indices {2}, temos que

—1
Tl(t)T’l(t):<—1 —t t2> —t | =1+ +¢
t?

e det{Y1(t)Y\(t)} > 1 q.t.p. em [0,1]. Portanto, a condi¢io (H4*) é satisfeita
em z = 0.

52



Observacao 3.1. O teorema a sequir apresenta condi¢oes necessdrias de primeira
e sequnda ordem tipo K.K.T. que sao andlogas as condi¢oes do Teorema 2.1. A
diferenca se encontra no uso da hipdtese (HL*) em substituicao & hipdtese (Hj)
e em alguns passos da demonstracao.

Teorema 3.1. Seja Z solugao dtima local para (RI) e suponha que as hipdteses
(H1)-(H3) e (H}*) sao satisfeitas. Entao existe u € Ly ([0, T]; IRP) tal que

b(t) + zp:ui(t)Vf_zi(t) =0 g.t.p. em [0,T], (3.8)

T
/ O{V3o(t) + Zul (t)V2hi(t)}y(t) dt <0 V v € N, (3.9)
0

onde N € dado por
N = {y € L([0,T}; R") | VR,(t)y(t) =0 q.t.p. em [0,T], i € I}.

Demonstragao. Seja z solugdo 6tima local para o problema (RI) em z(t) + €B
q.t.p. em [0,7]. A demonstragao sera feita em varios passos.
PASSO 1: De modo anélogo a demonstragao do Teorema 2.1, seja A = [0,T]\ S
um conjunto de Borel de medida total, onde S é um conjunto de Borel de medida
nula onde as hipoteses (H1)-(H3) e (H4*) nao se verificam, conforme ([68], p.
309).

Para cada t € A, usando a hipdtese (H4*)-(ii), podemos permutar as
linhas de VA(t) de tal maneira que as linhas linearmente independentes sejam as
r primeiras linhas e escrever a matriz (r X n)

Y. (t) = (Vhi(t),...,Vh.(t))

que tem posto completo para todo t € A. Entao, para j =1,...,p—r, temos por
H4*)-(i) que Vh,,;(z(t),t) é uma combinacao linear dos vetores do conjunto
+j ¢ ]

{Vhi(z,t),...,Vh.(z,t)}

para quaisquer t € A e z € Z(t) + €B.
Para cada j = 1,...,p — r, identifique na Proposicao 3.1, ¢t com a, x
com 0, o com € e, para x € xy + €B,

fix) = hi(2(t) +x,t), i=1,...,7

e a funcao f! fara o papel de cada uma das p — r coordenadas restantes, a saber,

') = heyj(ZQ) +2,t), j=1,...,p—7.
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Note que, como = € €B, temos que z = Z(t) + = € {Z(t) + eB} q.t.p. em [0, 7.
Usando as hipoteses (H2)-(H3) e (H4*), vemos que todas as hipoteses da Propo-
sicao 3.1 sdo satisfeitas e vamos aplica-la (p — r) vezes. Entao, para quase todo
t € [0,T], existem uma bola aberta By que contém (hy(z(t),t),...,h.(2(t),t)) e
funcoes @41, ..., ¢, definidas em By x [0, T tais que, para todo z € z(t) + eB e
para quase todo t € [0, 7], temos que (hq(z,t),...,h(2,t)) € By e

hysi(2,t) = @rpj(ha(z, ), ... he(2,8),t), 5=1,....,p—. (3.10)
Entao para todo z € Z(t) + eB q.t.p. em [0, T,

h(z,t)
= (hi(z,t), ..., he(2,8), prpr(Pa(2,t), oo By (2,0)), ooy op(Ra(Z,8), ..o B (2,1)))

isto é, as p — r dltimas coordenadas de h estao em funcao das r primeiras, com
©r4(0,...,0)=0 Vj=1,....,p—r. (3.11)
Defina H : IR" x [0,T] — IR" por
H(z,t) = (hi(z,t),..., h.(2,1))
ep: R"x IR" x [0, T] - IR" por
(8, t) = H(z(t) + &+ To(t)n, 1),

onde Y (t) = (Vhy(t) ... Vh(t)) =VH'(2(t),t) q.t.p. em [0,T]. Deste ponto
em diante, a demonstracao segue de maneira similar & demonstragao do Teorema
2.1 diferindo de pequenos detalhes. Usando a hipotese (H3), temos que existe um
Ky > 0 tal que para quase todo t € [0, T,

IO = IVH @), ) = [(VA(t), ..., VA(1))]
< (Vhi(E(), 1), ... Vhe(Z(), 1), ..., Vi (Z(t),1)]| < Ko. (3.12)

Para (§,n) = (0,0), u(0,0,t) = H(Z(t),t) = 0 q.t.p. em [0,7] e considerando
o = min{$, ﬁ}, temos que

12(8) + &+ To(t)n — 2@ = 1€+ Lo.@nll < [IEl1+ I1T.@-Inll < e,

sempre que (&,7) € (0,0)+aB. Segue de (H2) que y é diferenciavel em (0,0)+aB
para q.t.p. ¢t € [0,7]. Tomando (&,7), (£,n) € (0,0) + aB, temos para q.t.p.
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t €[0,7] que
IV (€, 7, 1) = V(& m, )|
= || ( VHE®) +E+Ti071) VHER +E+ 00,0750 )
— ( VH(EW) + €+ 0000, t) VH(() + €+ Th(0n,0T0(E) ) |
(VH(Z(t) FEL T 1) — VH(E() + €+ (), t)) ( I, T.(1) ) H

001 = &) + 1)@ =)L+ Ko)
1€ = Ol + Koull @ = DL + Ko) ~
1€ = &7 = mll + Koll(€ = €71 = D1 + Ko) = 61, 7) — (€,

onde a fungao 6 : (0,00) — (0,00) dada por

VAR VARRVAN

0(s) = (1+ Ko)0(s + Kys)

¢ monotona crescente e que, quando s | 0, é(s) 1 0, implicando que 6(s) | 0.
Note que
V,i(0,0,1) = VH(2(5), )T () = 1, (5)0(0),

é uma matriz real simétrica definida positiva cujo determinante é uniformemente
limitado pela hipotese (H4*) e que, junto com (3.12) e a Proposigao 2.2, temos
que existe M > 0 tal que

[T, (T ) < M q.top. em (0.7, (3.13)
Pelo Corolario 1.1, existem o € (0,¢), § € (0,¢) e uma aplicacao implicita
d:oBx|[0,T] - 0B

tal que d(&,-) é uma fungdo mensuravel para fixo £, as fungoes d(-,t) q.t.p. em
[0, T] sao Lipschitz com constante Lipschitz comum, d(-,¢) é continuamente dife-
renciavel para q.t.p. em [0, 7],

d(0,t) = 0 q.t.p. em [0,77, (3.14)
w(€, d,t),t) = 0 qt.p. em[0,7], £ €0oB (3.15)
Vd0,t) = —[YT.()Y.()]'VH(2(t),t) q.t.p. em [0,T]. (3.16)

Escolha 01 > 0 e ; > 0 tais que
o1 € (0, min{o, %}), 81 € (0, min{s, g}% o1+ Kooy € (0, g), (3.17)

onde Ky é dado por (H3). Nos passos seguintes e sem perda de generalidade,
consideraremos a funcao implicita d definida em o1 B x [0, T| tomando valores em
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0B
PASSO 2: Mostraremos que, se Z é uma solu¢ao 6tima para o problema (RI),
entao zZ é uma solucao 6tima local para o problema auxiliar dado por

maximizar ]5(2) = /0 o(z(t),t) dt (AUX)
sujeito a  z € Q,
onde Q2 = Loo([0, T]; R") e ¢(2,1) = ¢(z + T (H)d(z — 2(1), 1), ).

— Z(
De fato, suponha que exista Z € Q tal que Z(t) € z(t) + 02B, 0 < 0y < 04
arbitrario, ¢ uma solucao factivel para (AUX) tal que P(Z) > P(%). Considere

Z2(t) = Z(t) + YL.(t)d(2(t) — z(t),t) q.t.p. em [0,T7].

Usando (3.12) e (3.17), temos que
(2(t) — 2(t)) + T, (0)d(2(t) — 2(2), 1)
3(t) — 2(0) | + LI — 20, D)) < o + Kb < e
Como 2(t) — z(t) € 01 B, por (3.15) temos que

p(E(t) — 2(1), d(2(t) — 2(1),1),1) = 0 = H(Z(t) + T, ()d(2(t) — (1), 1), 1) = 0,
implicando que h;(2(t),t) =0 q.t.p. em [0,T], i = 1,...,r, e consequentemente,
hjtr(2(t),t) =0 q.t.p. em [0,7], j=1,...,p—r, por (3.10) e (3.11). Logo, 2 é
factivel para o problema (RI) e

P(2) = P(2) > P(z) = P(2),

o que contradiz o fato de que Z é uma solugao 6tima local para (RI).

Note que este problema auxiliar é analogo ao problema (AUX) do PASSO 2 da
demonstracdo do Teorema 2.1, com a matriz Y (¢) substituida pela matriz Y, (¢).
PASSO 3: Sendo z uma solugao 6tima local para (RI), entdo z é uma solucao
Otima local para (AUX) pelo PASSO 2. Entéao, pela Proposi¢ao 2.1 temos que,
para quase todo t € [0, T,

0 = Ve(z(i),1)
{L, + T5.(1)Vd(0,8)}' Vo (z( (t)
Vo(z(t),t) + Vd'(0,)T,.(t)Vo(z(t), t

(2
(
Vo(z(t), 1) + VH'(2(1), 1)
= Vo(z(t),t) + VH'(2(1), 1)

fornecendo a igualdade

b(t) + i&i(t)Vhi(t) =0 q.t.p. em [0,77, (3.18)
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onde @ € Lo([0,T]; IR") é dado por

a(t) = — [, ()Y.L()] T, (t)Vh(t) q.t.p. em [0,T].

Considerando u; = 0 para i = r +1,...,n, temos que a equagao (3.8) esta verifi-
cada.

PASSO 4: Vamos verificar a condigdo de segunda ordem (3.9). Sendo ¢(-, 1)
e h(-,t) sejam duas vezes continuamente diferencidveis em z + eB ao longo de
[0, T, temos por defini¢do que u(&,d(€,t),t) q.t.p. em [0,7], é duas vezes con-
tinuamente diferenciavel em o, B e, por consequéncia do Corolario 1.1, d é duas
vezes diferenciavel em uma vizinhanga de £ = 0 (por simplicidade, consideraremos
essa vizinhanga como sendo 01 B). Pela Proposigao 2.1, temos que

/0 V()2 (3(t), )Y (t) dt <0 ¥ 4 € Log((0, T]; R™).
Calculando V¢ temos que
Vi(().t) = Lo+ YUOVA((t) — 2(1), DI V(=(t) + TLE)(=(t) — 2(1).1))
= Vo(e(t) + THE)(=(t) — 2(1). 1))
VA (2(t) — 2(8), 0T, (V= (t) + TLH(=(t) — 2(1), 1)),

onde

T

V' (2(t) — 2(0),)T,(8) = 3 Vdi(=(t) — 2(t), ) VEL(t) a.t.p. em [0,T).

i=1
Observe que se z = z, usando (3.16), resulta que

—VH ()XY 'VH(t) = Vd'(0,1)T, Zw (0,8)VRL(t).

=1

Da expressao de V¢ obtemos

V2p(2(1), 1)
— (L + VA (2(t) = 2(8), )T, ()} V2 (2(t) + THO)d(=(0) — 2(0), 1), 1)

+ Z{Vﬁé(t)vcb(Z(t) + T ()d(2(t) — 2(t),1), 1) VZdi(=(t) — Z(t), 1)

V() — 2(8), VR [T + Ve (2(t) — 2(8), )T, (0)]
V2(2(t) + Tr.()d(2(t) — 2(t), 1), 1)}
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Fazendo z = Z e considerando v € N temos, para q.t.p. em [0, 7], que

VOV e(2(1), )y(t)

= YOV (1) =+ TR (O[T, (4T 1)) VRO V50
Y (1) |30 V(0.0 VE(D) | V(i)

VR (BT (O TLO) TRE) [T, + (0, )T, ()] V2(1).

que integrando de 0 a 7" nos fornece

/OT (){w

Por outro lado, como

}:vczoovw()

=1

V(E(t)} y(t) <0. (3.19)

pi(&,d(E,1), 1) = hy(Z(t) + €+ YL(B)d(E, ),1), i=1,...,7,

para cada ¢ = 1,...,r, temos que

Vhi(2(t) + & + To(t)d(€, 1), t)
= [L + TLOVA(E, D) Vhi(2(t) + €+ TL(t)d(E, 1), 1)
=Vhi(Z(t) + £+ TL(t)d(&, 1), t)
VA (& )T () Vhi(2(t) + € + TH(H)d(E, 1), 1).

Por (3.15) temos, para cada i = 1,...,7, que

0 = VPhi(z(t) + &+ Yo(t)d (5 t),1)
= [+ TV D' VEhi(2(E) + € + To(1)d(S, 1), 1)

+ Z V2d; (&, ) VR)(t) | Vhi(Z(t) + &+ T(t)d(E 1), 1)

+[VA(§ )T, (1)) [In + Vd (£ )T, ()] VZhi(2(E) + €+ T(1)d(S, 1), 1).

Pondo ¢ = 0, multiplicando por @;(t) q.t.p. em [0,7], fazendo o somatorio de
t=1,...,7 e o produto interno a esquerda e a direita por v € N, em ambos os
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membros, obtemos

que integrando de 0 a 7" resulta que
[ oS unv,

Somando (3.19) e (3.20), e usando (3.18), obtemos

/0 v'(t) {v%/)(t) + Z'&i(t)Vth(t)} ~v(t) dt < 0.

Fazendo u; = w; se i@ = 1,...,r eu; = 0setr = r + 1,...,n, concluimos a
demonstracao. O]

Zv? (0,1)VR(t)

= 0. (3.20)

Observagao 3.2. Em (H4*) podemos escolher as linhas de Y,.(t) de C,, (com-
binagao de p tomados v a r) maneiras diferentes para cada t, implicando que
0s multiplicadores, obtidos na demonstracao acima, nao sao unicos. Uma possi-
bilidade seria escolher Y,(t) de tal modo que os multiplicadores tenham norma
minima.

3.3 Problema com Restricoes de Igualdade e De-
sigualdade

Considere o problema com tempo continuo com restrigoes de igualdade
e desigualdade (1.1), sendo validas as hipoteses (H1), (H5) e (H6) apresentadas
no Capitulo 2 para algum e > 0 e z € ().

Definicao 3.1. Diremos que zZ € () satisfaz a condicao de posto constante quando
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(1) para quase todo t € [0,T] a matriz

[ Vh(z,t) 0
T(z,w,t) = < Vg(z,t) diag{—2w;(t)}7, )

tem posto r(z,w,t) constante e igual a r em (Z(t), w(t)) + €B, com w;(t) =

Vgi(t) ¢.t.p. em [0,T] e todo j € J, e

(ii) existe um subconjunto de indices, digamos {iy,..., i}, € uma constante
K > 0 tal que

det{Y,.(t)Y.(t)} > K q.t.p. em [0,T],

onde Y,(t) é uma sub-matriz obtida removendo-se as linhas de indice i ¢

{i1,... i} de Y(Z(t),w(t),t).
Sobre a Definicao 3.1 vale fazer as seguintes observagoes:

(a) Note que a hipotese (H4*) é a condigao de posto constante para o caso de
problemas com tempo continuo apenas com restrigoes de igualdade.

(b) Se considerarmos as restrigoes de desigualdade lineares em z, podemos en-
contrar varios exemplos onde as condicoes (i) e (i) da Defini¢do 3.1 acon-
tecem. Mas, podemos também encontrar casos onde nem a condigdo (i) da
Defini¢ao 3.1 é satisfeita (por exemplo, alguns casos onde as restri¢oes de
desigualdade sao redundantes). Se as restrigoes de desigualdade nao forem
lineares em 2, o cumprimento de tais condicoes em um dado z fica bem
mais dificil. Assim, um estudo futuro devera ser realizado a fim de definir
uma condicao de posto constante tal que restricoes de desigualdade lineares
em z a satisfacam e que um nimero maior de problemas com restrigoes de
desigualdade nao lineares em 2z satisfaca tal condicao.

Teorema 3.2. Seja z solugao dtima local para o problema (1.1) que satisfaz a con-
dicao de posto constante. Suponha que as hipdteses (H1),(H5) e (H6) sao satisfei-
tas e que g(z(+), ) é limitada em [0, T). Entao, existe (u,v) € L ([0,T]; IRP < IR™)
tal que para q.t.p. em [0,T], v(t) > 0,

m

Vg?)(t)+Zui(t)V7Li(t)+Zvj(t)V§j(t) = 0, (3.21)

j=1

Além disso, vale a condicao de sequnda ordem

m

/0 YOIV + D (VP hi(t) + Y vi()Vg;()}(t) dt < 0 (3.23)

j=1
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para toda v € N, onde N € dado por
N ={y € Loo([0,T|; R") | Vh(t)y(t) = 0, V;(t)y(t) =0 q.t.p.[0,T], j € L(t)}.

Demonstragao. Seja w : [0,T] — IR™ fungao mensuravel. Considere o problema
auxiliar

. T
maximizar P(z,w) :/ o(z(t),t) dt
0

sujeito a  h(z(t),t) =0 q.t.p. em [0, 7],
g(z(t),t) —w?(t) =0 q.t.p. em [0, 7],

(AUX1)

onde

e procederemos em Varios passos.
PASSO 1: Mostraremos que (z,w) ¢ uma solu¢do 6tima local para (AUXL),
onde

w;i(t) = 1/g;(t) q.t.p. em [0,T], j € J.

se Z é uma solugdo o6tima de (1.1) em uma e-vizinhanca, € € (0,1), suponha que
para qualquer vizinhanga aberta (Z,w) + €B, 0 < € < ¢, exista (Z,w) solucao
Otima local para (AUX1) com P(Z,w) > P(z,w). Entao,

h(2(t),t) =0 e g(Z(t),t) = @*(t) >0 q.t.p. em [0,7].

Logo, Z é factivel para (1.1) e

P(z2) :/0 o(2(t),t) dt = P(2,%) > P(%, @) :/o o(z2(t),t) dt = P(2),

o que é uma contradigao.
PASSO 2: Defina ¥ : IR" x IR™ x [0,T] — IRP™™ por

W(z(t),w(t),t) = (h(z(t),t), g(z(t),t) —w*(t)) q.t.p. em [0,T).

Vamos verificar que o problema auxiliar (AUX1) satisfaz as condigoes (H1)-(H3) e
(H4*) com ¥ e (z,w) fazendo o papel de h e z, respectivamente, no problema (RI)
para que o Teorema 3.1 seja aplicavel. As hipoteses (H1) e (H2) sdo imediatas
para (AUX1). Considerando (Z,w), (z,w) € (2(t),w(t)) € eB e a matriz de
ordem (p+m) x m

0
Alt) = (diag{—Z(ij(t) —w; ()}
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temos, para quase todo t € [0, 7], que

IV (Z,@,8) — V(2 w, )|
= (VU (5,0, t) — VoU(2, w0, 1), Vo U, @,t) — Vo l(z,w, b)) |
= [ (V[h,g(2,t) = V[h, g](z, 1), A(t))

< [IV[h, g](%,t) = V[h, g](z, )] + [|(—2)diag{w;(t) — w;(¢)}]]

= [|V[h, g](2,t) = V[h, g](z, O)[| + 2[[ I (w(t) — w(?))]]

012 = 2I) + 2 [ 1| 10 — wl| = 0|2 — z[|) + 2[|@ — w]|

01z = 2,0 —w)|l) + 2[1(2 = 2,8 — w) || = (|| (2, 2) — (@, w)]),

(VARVA

onde 6 : (0,00) — (0,00) & dada por
0(s) = 6(s) + 2s.
Quando s | 0, 0(s) = 0(s)+2s | 0, sendo a mesma monotona crescente. Também,
VU w, )] < [IVUEQE), (), )] + Ve V(2 (t),w() t)ll
= VI~ gl(z(1), )| + 2.||diag{w: (1) }]| <

onde Ky = K + ||w]|29 segue de (H6) e pela hipotese de que w(t) = g(z(t),t) &
uniformemente limitada em [0, T'], verificando (H3) para (AUX1). Por fim, como

VY (z,w,t) =T (z,w,t)

e z satisfaz a condigdo de posto constante, temos que a hipotese (H4*) esta
satisfeita para o problema (AUX1).
PASSO 3: Pelo Teorema 3.1, existe (u,v) €

)eL
( V(g(t) ) R IEOR) ( zg; > =0 q.t.p. em [0,7],

fornecendo as igualdades

([0, T]; IR? x IR™) tal que

m

o(t) + Zui(t)Vl_zi(t) +) " 0(t)Vg(t) =0 q.tp. em [0,7] e

j=1
w;(t)v;(t) =0 q.t.p. em [0,T] = g;(t)v;(t) =0 q.t.p. em [0,T7], j € J,

resultando em (3.21) e (3.22).

PASSO 4: Vamos verificar a condigdo de segunda ordem (3.23) e uséi-la para
verificar que v(t) > 0 q.t.p. em [0,7T]. Para simplificar a notagao, escreveremos
para q.t.p. em [0, 7],

L(z,w,t) = ¢(=(t), 1) + Z wi()ha(=(8),8) + Y v;()g;(2(8), £) = wi(2)],
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onde u e v sdo os multiplicadores que ja foram obtidos do problema (AUXI).
Assim,

Vit = Fn )
Vo(z(t),t) + i w;(t)Vhi(z(t),t) + i v;(t)Vg;(2(t),1)
- T e
—2wm(:t)vm(t)
onde
V..L(z,w,t) = V2(2(1), 1) + Ep; wi(t)V2hi(2(1), ) + Em; Vi () V2g;(2(1), 1).
Pelo Teorema 3.1, temos que ) i
/OT(W), v(t))'VAL(Z,w,t)(y(t),v(t)) dt <0 (3.24)

para toda (v,v) € Loo([0,T]; R™ x IR™) satisfazendo
Vh(z(t),t)y(t) =0 e Vg;(2(t),t)v(t) — 2w;(t)v;(t) =0, jecJ, (3.25)

para quase todo t € [0, T]. Para qualquer v € N considere v da seguinte forma:

0, se j € I,(t)
vj(t) = ng(;fti)(’tgmt)’ e L) q.t.p. em [0, 7].

Tomado dessa forma, note que (v, v) satisfaz (3.25), e que
vj(t)v;(t) =0 q.t.p. em [0,T], j € J.
Substituindo este (v, r) em (3.24) obtemos
T
| OviLe e de <o
0

com y € N arbitrario, fornecendo (3.23).
PASSO 5: Suponha que v(t) < 0 para todo t € D C [0,T], onde D possui
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medida positiva, para algum [ € J. Por (3.22), [ € I,(t) para todo t € D. Tome
(7,¢) tal que y(t) =0, (;(t) =0 para j # [l e

0, sete[0,7]\ D,
Q(t) =
k, sete D,

onde k é uma constante arbitraria. Observe que (7, () satisfaz (3.25). De (3.24)
segue que

/ v (t)¢E(t) dt > 0.

Mas
u(t) <06 Glt) =k £0= / w(t)C(t) dt < 0
D

que é um contradicao.
O

Proposigao 3.2. Suponha que Y(z,w, ) € uniformemente limitada em (Z(t), w(t))+
eB pela mesma constante que limita Y(Z(-),w(-), ) uniformemente. Se wvale a
condicao de posto completo, isto €, se existe K > 0 tal que

det{T ()Y (t)} > K q.t.p. em [0,T],
onde
Vh(t) 0
T(t) = ~ ‘ _
@) (w(ﬂ dzag{—zwja)};ol)
entao vale a condigcao de posto constante.

Demonstra¢ao. Note que, por hipotese, a condigao (ii) da Definigao 3.1 é auto-
maticamente satisfeita para Y,(¢) = Y(¢) q.t.p. em [0,7] e, usando os célculos
desenvolvidos no Passo 2 do Teorema 3.2, temos que

(i) existe uma fun¢do monotona crescente g : (0,00) — (0, 00), 6 | 0 quando
s 4 0, tal que

||T(2,QIJ,25) o T(vavt)H < é(“(gaz) o (’LZJ,’LU)H),
para todo (Z,w) € (2(t),w(t)) + eB.
(ii) Existe Ky > 0 tal que

1T (2(t), w(t), )| = [[T(@)] < Ko q.t-p. em [0,T].
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Denotando A(t) = T(¢)Y'(t) q.t.p, em [0, 7], por (ii) temos que existe um M > 0
tal que ||A(t)|| < M para quase todo t € [0,T]. Pela Proposicao 2.2, temos que
I[A®#)]7Y|| € M para quase todo t € [0,T]. Considere a matriz dependente do
tempo
A(z,w,t) = T(z,w,t)Y(z,w,t) q.t.p em [0,T],
onde (z,w) € (Z(t), w(t)) + eB. Por (i) com 0 < € < € escolhido de tal forma que
0(e) < m, tomando (z,w) € (2(t),w(t)) + € B de modo arbitrario temos que
[A(z,w,t) — A(t)]]
= 1T (z,w, )Y (z,w,t) = Y)Y ()]
< 1Tz w, 8) = TOINY (2w, ) + [T (2w, £) = T'(@)]]

/ 1
< 2K¥(€) < 537 = SiAm

q.t.p. em [0, T7.

Escrevendo
A(z,w,t) = A(t) + [A(z,w, t) — A(t)] q.t.p em [0,T],

temos, pela Proposicao 1.1, que A(z, w, t) é inversivel para todo (z,w) € (Z(t), w(t))+
¢'B. Tsso implica que Y(z,w,t) q.t.p. em [0,7] tem posto completo (portanto
constante) para todo (z,w) € (2(t),w(t))+¢€ B, resultando que a Defini¢ao 3.1-(i)
acontece. O
Observacao 3.3. A Proposicao 3.2 nos diz que a condicdo de posto completo
dada no Capitulo 2, munida com uma hipotese adicional, implica na condi¢ao de
posto constante. A reciproca nao é sempre verdadeira.

Exemplo 3.2. Em L..([0,1]; IR?), considere z : [0,1] — IR? e o sistema
tz1(t) + t225(t) — t323(t) = 0
—21(t) — tzo(t) +t223(t) =0 ¢.t.p. em [0,1],
Zl(t) + Zg(t) + Zg(t) > 0
no ponto factivel zZ(t) = (0,0,0) gq.t.p. em [0,1]. Considerando w(t) = 0 q.t.p.
em [0, 1], note que
t 2 —t* 0
YT(z,w,t)= | -1 —t ¢ 0 q.t.p. em [0,1],
1 1 1 2w

tem posto 2 para (z,w) numa arbitrdria vizinhan¢a aberta de (Z,w) e escolhendo
as linhas {2,3}, temos que

-1 1
-1 —t 2 0 —t 1 142 +t4 —1—t+1¢t2
Yo()Yh(t) = = )
2(£)T(t) (1 1 1 o) 2 1 (—1—t+t2 3
0 0



Logo,
det{To®)Ty(t)} =31+ +t1) + (=1 —t+t}) 2 =4+ 2t + 22 + 4t > 4

para todo t € [0,1]. Portanto, a condi¢cao de posto constante acontece, mas a
condicao de posto completo nao.
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Capitulo 4

Qualificacao de Restricoes Tipo
Mangasarian-Fromovitz

Nos capitulos anteriores, abordamos primeiramente o problema com res-
tricoes de igualdade para depois resolver o problema com restri¢coes de igualdade e
desigualdade. Neste capitulo, consideraremos inicialmente o problema (1.1) ape-
nas com restri¢oes de desigualdade sob certas hipdteses a fim de que o Teorema de
Alternativa 1.4 seja aplicado (Se¢ao 4.1). Na Secao 4.2, com a utilizagdo do Teo-
rema da Funcao Implicita Uniforme 1.1, obteremos condicoes necessérias para o
problema com restri¢oes de igualdade e desigualdade. Na Secao 4.3 faremos uma
breve andlise sobre a condicao de independéncia linear positiva e sua relacao com
a condicao tipo Mangasarian-Fromovitz que definiremos na sequéncia.

Para o problema geral (1.1), dados € > 0 e z € Q, considere validas as
seguintes hipoteses:

(A1) ¢(-,t) é continuamente diferencidvel em z(t) + B q.t.p. em [0,7T], ¢(z,-) e
V¢(z,-) sdo Lebesgue mensuraveis para cada z e existe um ntmero K, > 0
tal que

IVo(z(t),t)]] < Ky q.t.p. em [0,T].

(A2) [g,h](z,-) é Lebesgue mensuravel para cada z, [h, g|(-,t) é continuamente di-
ferenciavel em z(t)+eB q.t.p. em [0,T] e g(2(-), ) é essencialmente limitada
em [0, 7] para todo z.

(A3) Existe uma funcao crescente 6 : (0,00) — (0, 00), 8(s) | 0 quando s | 0, tal
que para quaisquer Z, z € 2(t) + €B q.t.p. em [0, 7], temos que

IVh(2,t) = Vh(z,t)[| < 0(][Z - =]).
Existe um namero K, > 0 tal que
IV, g)()]] < Ko q.tp. em [0,7).
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Para todo j € J, defina a fungao §; : [0,7] — R como

5.(1) = 1 se j€Ilt),
’ 0 se jel.(t).

Dado o sistema

T —
Jo(v, 1) = —/O Vo' (s)y ds <0
fity,t) = =g;(t) = 6;()Vg;(t)y <0, j € J,

()

seja L = {0} U J, defina o conjunto de indices ativos do sistema (I') por
S 1) =5 filyt) = max fi(y, )}, 1 €[0,T], v € R,
e suponha valida a seguinte hipotese:

(A4) existem 7y € L ([0,T]; IR") e numeros reais r > 0 e o > 0 tais que para
quase todo t € [0,7] e para todo v € IR" \ {7(t) + rB}, existe um vetor
unitario w = w(v,t) € R™ tal que

<87fj(77t>7H(t)w> >« V] € j(ﬁﬂt)a

onde 0, f;(7,t), j € L, denota a subdiferencial de f;(-,¢) no ponto v no
sentido da andlise convexa (veja [55, 56]) e

_ I, se nao ha restricoes de igualdade
H(t) = q.t.p. em [0,77].

I, — VI () [VRh()VE ()] 1Vh(t) c.c.

Definicao 4.1. Diremos que z € () satisfaz a condicao Tipo Mangasarian-
Fromovitz (TMF) quando

(i) existe v € Loo([0,T]; IR™) tal que para q.t.p. em [0,T],
Vht)y(t) =0, e fi(y(t),t) < =B, j e,
para algum B > 0;
(i1) existe K > 0 tal que para q.t.p. em [0,T], tem-se

det{VR(t)VI' (1)} > K.

Observacao 4.1. A hipdtese (A}) é imprescindivel para a aplicagio do Teo-
rema 1.4 e estd relacionada apenas com o funcional objetivo e as restricoes de
desigualdades do problema (1.1). A sequir, damos dois exemplos referentes a
hipdtese (A4) e a Definicao 4.1, apenas com restri¢oes de desigualdade.
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Exemplo 4.1. Considere

mazimizar /01 —21(t) — 22(t) dt
sujeito a  g1(2(t),t) = 2z2(t) > 0
g2(z(t), 1) = 21(t) + 2(t) 2 0

onde z : [0,T] — IR*. A solugdo do problema é dada por z(t) = (0,0) q.t.p. em
[0, T]. Observe que para v € IR?, temos

1
foly,t) = —/O Y2 ds =7 e fi(y,t)= fa(y,1) = 7.

Considere v = (0,0), r > 0 arbitririo, a = 1 na hipdtese (A4) e para v €
R*\ {5(t) + rB} note que

o Se vy >0, temos que F(7,t) = {0} e tomando w = (0,1)" resulta que
<87f0(’7a t)7w> =1

e Seyy <0, temos que S (v,t) = {1,2}. Considerando entao w = (0,—1),
temos que

(04 fi(v,t),w) =1 V j € I(v,1).

Assim, a hipdtese (A]) estd satisfeita para este problema. Com ~(t) = (0,1)
g.t.p. em [0,T] e B =1, temos que

9;(t) +0;()Vg; (1) =1= 5 qtp. em[0,T], j=1,2,

satisfazendo a condicao (TMF). Observe que

0100
T(t):<0 1 0 O) g.t.p. em [0,7T]

e como det{Y(t)Y'(t)} = 0 q.t.p. em [0,T], temos que a condi¢Go de posto
completo nao € satisfeita. Considerando @ = (0,0), note também que

T(z,w,t) = ( 22?(75) 1 _2081(75) _232@) ) q.t.p. em [0,T]

nao possui posto constante em nenhuma vizinhanca de (zZ,0) = (0,0). Logo, a
condi¢cao de posto constante nao € satisfeita.
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Exemplo 4.2. Em L. ([0,T]; IR), considere o problema

1
mazximizar / —22(t) dt
0

sugeito a  g1(z,t) =z2(t) =1 >0 q.t.p. emt€|0,1],
go(2,t) =2—2(t) >0 q¢.t.p. emte|0,1],

onde z : [0,1] — IR. Claramente, Z =1 é a solug¢ao dtima. Note que, I1,(t) = {1}
q.t.p. em [0,T]. Observe que para v € IR, temos

1
folyt) = — / 2y ds=2, At =— e falnt)=—1

Considerey =0, r = 1 e« = 1 na hipdtese (A4) e, supondo quey € R\{(—1,1)},
note que

e Sey >1, temos que S (v,t) = {0} e tomando w =1 resulta que

Oy fo(y,t),w) =2w=2>1.

o Sey < —1, temos que Z(v,t) = {1}. Considerando entio w = —1, temos
que

<a’7f1<77t>7w> =—w = 1.
Com relagao 6 (TMF), tomando v =1 e f =1 temos que
gi(t) +6;(t)Vg;(t)y =1, j =1, 2.

Portanto, a condi¢ao (TMF) é satisfeita para este problema. Como

T(t) = < _11 8 _01 ) q.t.p. em [0,T]

e det{T()Y'(t)} =1 q.t.p. em [0,T], temos que a condi¢cdo de posto completo é
satisfeita. Considerando @ = (0,1), note também que

Y(z,w,t) = ( _11 _2%1@) —2(32(15) > q.t.p. em [0,T]

tem posto 2 para todo (z,w) € (Z(t),w(t))+ B q.t.p. em [0,T]. Assim, a condi¢ao
de posto constante também acontece.
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4.1 Problema com Restricoes de Desigualdade

Com o objetivo de aplicar o Teorema 1.4 ao sistema (I'), vamos considerar
primeiramente o problema (1.1) apenas com restrigdes de desigualdade, a saber,

maximizar P(z / o(z (RD)
sujeito a  g(z(t),t) >0 q.t.p. em [0, 7]

e o conjunto factivel {2 terd apenas restricoes de desigualdade. Note que, neste
caso, as hipoteses (A1)-(A4) e a condicao (TMF) serao apenas sobre a fun¢ao
objetivo e as restricoes de desigualdade.

Definicao 4.2. Dado z € Q, consideremos o0s sequintes conjuntos:

o(z) = wemeﬂmb|A V& (t)(t) dt > 0},
F(2) = {yeLu(0.TLRY | g,t)
+0;(t)Vg;(t)y(t) > 0 g.t.p. em [0,T], j € J}.

Considerando a Definicao 1.2 sobre Cone Tangente de Bouligand, apre-
sentamos os seguintes resultados:

Proposicao 4.1. Seja (X, || - ||) um espag¢o normado e S um subconjunto de X.
Dado z € S, o cone tangente a S em z, denotado por Ts(z), é fechado.

Demonstracao. Seja {v} C Ts(z) tal que 7, — 7. Queremos mostrar que v €
TS( ). Como para cada k € N, 75, € Ts(z), existem sequéncias {zF}2, C S,
2F — z quando i — oo, e {tF}2, C R, t¥ | 0 quando i — oo, tais que

k _
zr—Z ,
i — v quando i — o0.
i
Para cada k, escolha 7 tal que i > 11 > ... > i; e uma sequéncia diagonal
{zF } tal que
1 2k — 2
k 3
2 — 2| < = e — Vel < =
I =2l < g e 17—l < g

Note que {zf} ¢ S, {t!} € Ry, z2f — z quando k — oo e tf | 0 quando
k — oo. Também

[

k

— %l = 0 quando k — oc.

Por este fato e como v, — v e

2k — 2 2 — 2
12— ) < )12
ik

=Yl + v — 7l

i
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temos que
k

k

verificando que v € Ts(z). Logo, Ts(z) é fechado. O

— |l = 0 quando k — oo,

Proposicao 4.2. Seja z € Q uma solugao dtima local para (RD). Entao

A (Z)NTa(z) = 0.
Demonstra¢ao. Suponha que exista v € o/ (2) N To(Z). Logo, existem sequéncias
{te} TRy, tx L0, e {zx} C Q, 2, — Z tais que

2k — Z
123

Ve = — v quando k — oo.

Pelo Teorema do Valor Médio ([70], pag. 253, Teorema 12.6) existe um A* € (0, 1)
tal que

P(Zk) — P(Z) = (5P(2k7 Zk — 2) = tk(SP(,gk,’}/k) (41)

onde Zx = (1 — M)z, + A*z. Como vy € &7 (2), entao dP(z;) > 0.
Afirmacao: Se existe Ky > 0 tal que

IV (z(t), 1)I] < Ky q.t.p. em [0, 7],
entao existe M > 0 tal que
IVo(2(t), 1)l < M q.t.p. em [0,T]

para todo z numa vizinhanca de Z.

De fato, defina ¢ : IR" x [0,T7] — IR por ¢(z,t) = |[|[V¢(z,t)]|. Como (-, t) é
continua para q.t.p. em [0,7], dado ¢ = 1 existe um § > 0 tal que, para quase
todo t € [0, 77,

Iz = 2@l <0 = [9(z,1) —¢(z(t), )] <1
S Pz, t) > P(E(),t) — 1 e Y(z,t) <(2(t),t) + 1.
Tomando z € Ly ([0, T]; IR") tal que ||z — Z||>° < §, temos que
P(2(1),1) <9(z(1),1) + 1 = [[Vo(2(t), Ol < [Vo(z(1), )| +1 < Ky +1=M

para quase todo ¢ € [0, T], sendo verdadeira a afirmacao.
Escrevendo Vo (t) = Vo (Zk(t),t) g.t.p. em [0,T] note que, como Z — Z
quando k£ — oo, por (Al) existe um Ny > 0 tal que

IVaL(®) < M qt.p. em [0,7]
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sempre que k > Ny. Como v, — 7, existe Ny > 0 tal que
lve —lloe < 1 sempre que k> Nj.
Tomando N = max{ Ny, N1} temos para quase todo ¢t € [0,T] e k > N que

Vo)l < M

[N < () =@l + V@O <1+,

onde ¢ > 0 é a constante que limita v uniformemente. Considere {Z,}7°  sub-
sequéncia de {Z;}72, diferindo apenas por um namero finito de elementos e note
que quando ¢ — oo temos que

Fy(t) = V' (Ze(t), t)ve(t) = F(t) = Vo(t)y(t) q.t.p. em [0, 7],

e que ||[Vu(t)|| e ||7¢(t)] séo limitadas uniformemente para todo £ € N. Ainda,
para quase todo t € [0,7] e ¢ € N, temos que

[F()] < V@)l Ie()ll < M(1+¢) = L.

Portanto, F; € Ly([0,T]; IR). Pelo Teorema 1.3 obtemos

T T
lim 6P(3:7) = lim [ Fy(t) dt = / F(t) dt = 6P(5:7) > 0

{—00 =00 J 0

implicando que d P(Zx;v) > 0 para todo k suficientemente grande e de (4.1) que
P(z;) > P(Z) para k suficientemente grande. Isto contradiz a otimalidade local

de z. O
Proposigao 4.3. Seja z € Q arbitrdrio. Entao

(a) To(Z) C F(Z) e

(b) se z satisfaz (TMF), entao To(Z) = F ().

Demonstrac¢ao. Escolha Sy C [0, 7] o maior subconjunto onde as condicoes (A1)-
(A4) e (TMF) nao acontecem com relacao a restricao g, para todo t € Sy. Por
hipotese, Sy tem medida nula. Segue que existe um conjunto de Borel S, que é
a interseccao de um colegao enumeravel de conjuntos abertos, tal que Sp C S e
S\ Sy tem medida nula. Assim S é um conjunto de Borel de medida nula. Defina
A=10,T]\ S o conjunto de Borel de medida total.
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(a)

Seja v € To(z). Para v = 0 é trivial. Seja (t) # 0 em um subconjunto de
medida positiva de [0,7]. Entao, existem sequéncias {tx} C Ry, tx | 0, e
{z1} C Q, z, — Z tais que

2 — 2
123

Vi = — v quando k — oo.

Fixe t € A. Para j € 1,(t), usando expansao de Taylor (ver [66]) e o fato
de que {z;} C Q, temos que

0 < g;(z(t), 1) = g;(2(2), 1) + V() (2r(t) — 2(1)) + e(llze(t) — 2(D)]]),

onde €(||zx(t) — 2(t)|)/||zx(t) — Z(t)|] — 0 quando k& — 0. Como t; =
1z(2) = Z() ]I/ [, obtemos

e(llze(t) — 2(0)1)
2%
e(llze(t) — 2(0)1)
Iz (t) — 20|
Fazendo k — oo, temos que Vg;(t)y(t) > 0,t € A, j € [,(t). Comot € A
e j € I,(t) sdo arbitrarios, temos que

0 < Vgi(thult) +

= VG(t)y(t) + )]

Vgi(t)y(t) > 0 qt.p. em [0,T], j € I(t),
& 0(t)Vgit)y(@t) > 0 qt.p. em[0,T], j€J,

implicando que
9;(t) + 0;()V g ()7 (t) = 6;(1)Vg;(t)y(t) = 0 q.t.p. em [0, 77,5 € J.
Seja v € Z(Z) e, pela condigao (TMF), seja 7 € L ([0, T]; IR™) tal que
gi(t) +0;(t)Vg;(t)5(t) > 0 q.t.p. em [0,T], j € J.

Defi
efina 1

1
—(1— =~ 5 keN.
Y = ( k)7+k% €

Note que v, — 7 quando k& — co. Vamos mostrar que v, € To(Z), para
todo k € N. Fixe k e defina

onde \; = 1/i, i € N. Quando i — 0o, \; = 0, z2F — Z e

) zf —Z
lim
1—00

%
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para cada k. Vamos mostrar que zF € ) para i suficientemente grande.

Defina G; : Loo([0,T]; R") — Loo(]0,T7; R) como G;(2)(t) = g;(2(t),1),
t € [0,T], j € J. Usando Definigao 4.1-(i) e a continuidade de G, dado
0 < e < B existe um indice i; > 0 independente de ¢ tal que

ess sup |g;(2(t),t) — g;(2(t), t)| < e j € J,
t€[0,T]

para todo i > i;. Entdo, para quase todo t € [0, 7],
19;(2(t),1) — g;(2(8), t)] < ¢, 5 € J, i >,
implicando para quase todo t € [0,T] e j € I.(t) que

gi(ZE ), 1) > gi(Z(t),t) —e>B—e>0, i >1ij.

Usando expansdo de Taylor [66] temos que
Gi(2f) = Gj(2) + NGy () + el = 2[17)

onde €(||zF — z||=°)/||zF — z||2° = 0 quando i — oo, ou equivalentemente,

o0
K

Ai

—0G5(Z; )

HGJ'(Zk) —G;(2) — 0 quando i — oc.

n

Usando a condigdo (i) da Definicdo 4.1 e a definigdo de limite, dado 0 <
€ < 3 existe um indice i > 0, independente de ¢, tal que

g; (2 (1), ) — g; (2(t), 1)
Ai

ess sup

= Vg;(t)m(t)]| <e
te[0,7

para todo i > is. Logo, para quase todo t € [0,T],

gj (Zf (t) ) t)
Ai

= Vg(tm(t)| <e je (), i >,

implicando que, para quase todo t € [0, 7],

g;(= (), )

VR Vgi(tw(t) —e>p—e>0, j€L(t), i > iy

Como \; > 0 para todo 4, temos que g;(25(t),t) > 0 q.t.p. em [0, 7],
J € I,(t), para todo ¢ > is. Portanto, para todo i > ig = max{iy,is}, temos
que zF € Q, de modo que y; € To(2). Como k & arbitrario, {4}, C To(2)
e como T(Z) é fechado, v € To(Z), uma vez que v, — 7.

]
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Corolario 4.1. Se z € Q satisfaz (TMF), entio & (2) N.F(z) = 0.
Demonstracao. Segue diretamente das Proposicoes 4.3 e 4.2. O]

Observagao 4.2. A inclusao (a) na Proposi¢ao 4.3, em muitos casos, € propria,
como vemos no exemplo abaizo.

Exemplo 4.3. Considere g1, g, : IR*> x [0,T] — IR e o sistema

gi(2(t),t) = =2 (t) — (t) >0
>0

q.t.p. em [0,7T].

Para z = (0,0), se v = (71,7) € Ta(Z), existem sequéncias {z*} C Q, 2F =
(2%, 25) — (0,0) quando k — oo, e {s*} C R, s* | 0 quando k — oo, tais que

Zk

— — 7 quando k — oo. (4.2)
s

Mas {2*} C Q implica, q.t.p. em [0,T] e todo k, que

(o) [zmr (G

{—[Z’f(t)]3 e UEL N s T
_[Zf(t)]g + Zg(t) >0 _(Sk)Q [Zigf)} + Zigf) >0 ’

’“(t)

que tmplica que —— % =0 qtp. em [0,T] e que vo = 0. Ainda, para q.t.p. em
sk

[0,T] e para todo k, temos que
(O < 5 (t) < —[(O)F = 21(t) <0,
implicando que v1(t) <0 ¢.t.p. em [0,T]. Entao
To(2) € {(71,0) € Lo([0, T]); R?) | n(t) <0 g.tp. em [0,T]}.

% para todo k. Logo,

Para a inclusdo contrdria, considere z* = t*(y1,0) e tF =
To(z) = {(11,0) € Lo([0, T]); B?) | n(t) <0 g.lp. em [0,T]}.

Mas como

F(2) = {(m,0) € Le([0, T}; B*)},
temos que To(zZ) & Z(2).
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Teorema 4.1. Seja Z solugcdo 6tima local para (RD) que satisfaz (A1)-(A4) e
(TMF). Entao existe v € Lo([0,T];IR™) tal que, para quase todo t € [0,T],
v(t) =0,

&t)+zuj(t>vg7j(t) = 0, e
vi(t)g;(t) = 0, jeJ

Demonstragao. Pelo Corolario 4.1, o7 (z2) N.%(Z) = 0. Isto equivale dizer que (T")
ndo admite solu¢do v € Lo ([0, T]; IR"™). Usando as hipoteses (A1)-(A4) e (TMF),
temos que as hipoteses do Teorema 1.4 sdo satisfeitas sobre o sistema (I'). Logo,
existe uma func¢ao (u,?9) € Loo([0,T]; IR x IR™) tal que para q.t.p. em [0,7],
p(t) >0, 0(t) >0e

() fo(7. 1) Z t)fi(7,t) >0 Vye R,

ou equivalentemente, para todo v € IR", temos que

m

0 [ Vil dst X n050+ Y5050V <0 (43

Em particular, se v = 0, entao
> 7(1)g(t) <0
j=1

Para q.t.p. em (0,77, se j € 1,(t), entdo g;(t) = 0. Se j € I.(t), g;(t) > 0 e como
0j(t) > 0 para todo j € J, temos que

> 5(0gi(t) <0=5;(t) =0, j € L(t).

Jele(t)

Portanto, 9;(t)g;(t) = 0 q.t.p. em [0,T], j € J, e (4.3) fornece

u(t)/ ’yds—i—Zv] )y <0 Vye R
0

Integrando a desigualdade acima de 0 a T, com respeito a t, para todo v € IR",
temos que

/ [mt) | e s+ 35060950 | d<o.
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ou equivalentemente,

Cuw ] [V as+ [ S 5080vg @ i <o
[ o] |

0 =

T
Tomando p = / w(t) dt > 0, dividindo por p, juntando os termos em um mesmo
0

integrando e escrevendo

0;()3;()

v;(t) = T q.t.p. em [0,T], j € J,

obtemos

vdt<0 Ve R

/ [w%(t) +3 00950

Como a desigualdade é valida para todo 7 € IR", entao a igualdade acontece,

implicando que

T —
| |v
0

t)+ Zvj(t)ng(t)] ydt=0 V~elR",
=1

resultando que
+ZU] )Vg;(t) =0 q.t.p. em [0,T].
7=1

Para quase todo t € [0,77], se j € I.(t), entdo v;(t) = 0 e se j € I,(t), entdo
gj(t) = 0. Portanto, v;(t)g;(t) =0 q.t.p. em [0,7], j € J. O

Proposigao 4.4. Sejam z € Q, g;(-,t) fung¢do concava para quase todo t € 0,71,
j € 1,(t), e suponha que existam >0eZ2€Q, Z € Z+€B, € >0, tais que

g;(2(t),t) 2 B q.t.p. em [0,T), j € J,
FEntao, z satisfaz (TMF) com rela¢do a (RD).

Demonstragao. Para j € J, defina G; : Loo([0,7]; R") — L([0,T]; R) por
G,(2)(t) = g;(2(t),t) q.t.p. em [0,7]. Pela continuidade de G, que segue de
(A2), dado 0 < € < (3 existe 6 > 0 tal que

|G;(z) = Gj(2)||I2° < € sempre que z€ zZ+0B, j€J.
Se € < 6, temos que Z € Z+ dB. Assim, para j € J temos

ess sup |G;(2)(t) — G;(2)(t)] < €

te[0,T]
|G (2)(t) — G;(2)(1)] < € q.t.p. em [0,T]
—€ < gj(Z(t),t) — gj(2(t),t) < € q.t.p. em [0,T].

U
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Logo, para quase todo t € [0,T], j € I.(t) e v € Lo([0,T]; IR") arbitraria, temos
que

9;(t) + 6,V g (1) = g;(t) > g;(3(t),0) =€ > f— € = .
Em particular, podemos escolher v = Z — Z. Se € > ¢, podemos redefinir € no
enunciado de modo a obter € < 9.

Sendo ¢(-,t) concava para cada t e usando a hipdtese temos para quase
todot € [0,T] e j € I,(t) que

B < B < gi(3(t),1) < VGB)ED) = 2(0)] = ;) + 6(6) VI (D)E(E) — 2(1))-

Portanto, z satisfaz (TMF) com relagdo ao problema (RD) com v = Z — 2

e
B =p. O

4.2 Problema com Restricoes de Igualdade e De-
sigualdade

Consideremos agora o problema (1.1) com restrigdes de igualdade e de-
sigualdade.

Teorema 4.2. Seja z solug¢do dtima local para o problema (1.1) que satisfaz as
hipdteses (A1)-(A4) e (TMF). Entao eziste (u,v) € Loo([0,T]; IRP x IR™) tal que
para quase todo t € [0,T], v(t) >0,

WS(t)+Zui(t)v7zi(t)+Zvj(t)ng(t) =0 (4.4)
vi(t)g;(t) = 0, je (4.5)

Demonstragio. Seja z solucdo 6tima local para o problema (1.1) em 2(t) + €B
q.t.p. em [0, 7]. Vamos fazer a demonstragao em alguns passos.

PASSO 1: Usando o Teorema 1.1, vamos reescrever o problema (1.1) como um
problema com restri¢coes de desigualdade apenas e aplicar os resultados da secao
anterior. Alguns dos célculos aqui contidos sao analogos aos calculos do Teorema
2.1, mas vamos refazé-los para ndo haver confusdo. Seja Sy C [0,7] o maior
subconjunto onde cada uma das condigoes (Al)-(A4) e (TMF) nao acontecem
para todo t € Sy. Sabemos pelas hipoteses que Sy tem medida nula. Segue
de ([68], p. 309) que existe um conjunto de Borel S que é a interseccao de uma
cole¢ao enumeravel de conjuntos abertos, tal que Sy C S e S\ Sy tem medida nula,
ou seja, [0,7]\ S tem medida total. Identifique no Coroléario 1.1, A =[0,7]\ S
um conjunto de Borel de medida total, ¢ com a, (§,n) com (u,v) e (0,0) com
(uo, v9), € defina p : IR™ x IRP x [0,T] — IRP dada por

(&, m,t) = h(z(t) + &+ VA (t)n,t).
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Note que se (£,n) = (0,0), temos que 1(0,0,t) = h(z,t) = 0 q.t.p. em [0,7] e
considerando o’ = min{§, 57—} obtemos

12(t) + &€ + VI (t)n — 2(0) [l = 1§ + VR (O)nll < Il + VA @O-llnll < e,

sempre que (£,7) € (0,0)+a’B. Isto implica que u ¢ diferenciavel em (0, 0)+o’'B,
para todo t € A. Para (€,7), (&,7) € (0,0)+a'B, t € A, temos que

IVu(E, 71, t) — V(& 1)
= |[VA(2(t) + £+ VA (£)7, 1) Vh(Z(t) + E+ VR ()7, ) VA (1)]
—[VR(2(t) + €+ VR (t)n,t)  VA(2(t) + & + VI (t)n, ) VI (t)]]
= |[VA(2(t) + £+ VA (8)7], 1) — VA(z(t) + £+ VR (t)n, )] (L, VA ()]
I

< IVA(z(t) + €+ VR (1)7,1) = VR(z(t) + &+ VE (O, 0L VI (1))]
< O(II(€ = &) + VI (t)(7 — m)|)-(1 + Ko)
< (1€ = Ol + Kol (7 = ). (1 + o)
<OIE =& =+ Ko-ll(€ = & —m)-(1+ Ko) = 0([[(€,7) — & m)]]),

onde a fungao 6 : (0,00) — (0, 00) dado por
0(s) = (1+ Ko)0(s + Kys)

é crescente e quando s | 0, é(s) 1 0, implicando que 6(s) | 0. Temos que
V,1(0,0,t) = Vh(t)VE (t),

pela Definicao 4.1-(ii), det{V,x(0,0,t)} > K > 0 para todo t € A e juntamente
com a hipdtese (A3), resulta que existe M > 0 tal que

I[VR@&)VHE ()] < M, t € A. (4.6)
Pelo Corolario 1.1 existe o € (0,€), § € (0,¢€) e uma func¢ao implicita
d:ocBxA—B

tal que d(, ) € mensuravel para fixo &, as funcoes da familia {d(-,t) | t € A} sdo
Lipschitz com constante Lipschitz comum, d(-,t) é continuamente diferenciavel
para cada t € A,

d(0,t) = 0, teA, (4.7)
p(&,dEt),t) = 0, te A, £E€oB
Vd(0,t) = —[Vh(t)VRE(t)]'Vh(t), t € A.
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Escolha o1 > 0 e ; > 0 tais que

/ /

01€(O,min{a,%}), 51€(O,min{6,%}), 01+K061€(0,%), (4.10)

No restante da demonstragao e sem perda de generalidade consideraremos a fun-
¢ao implicita d definida em o1 B x [0,7T] tomando valores em 0, B. Escreveremos
“q.t.p. em [0, T]” em vez de “para todo t € A”.

PASSO 2: Vamos mostrar que se z é solugao 6tima local para o pro-
blema (1.1), entao z é solugao 6tima local para o problema auxiliar

T
maximizar P(z) = / o(z(t),t) dt

0
sujeito a  G(z(t),t) >0 q.t.p. em [0,T],

(AUX)

onde
p(2(t),1) = d(2(t) + VI (t)d(2(t) — 2(t),1), 1)

G(2(t),1) = g(2(t) + VR ()d(2(t) — 2(1),8),1), q.t.p. em [0, T].

De fato, suponha que z € z + 098, 0 < 05 < 0y arbitrario, ¢ um solucao 6tima
local para (AUX) tal que P(Z) > P(z). Considere

2(t) = Z(t) + VI (H)d(3(t) — (1), 1) q.t.p. em [0, T].
Usando desigualdade triangular, (4.10) e (H3), obtemos

12(t) =zl =

1(2(t) = 2(t)) + VA ()d(2(t) — Z(t), )|
< |z

| 7
2(t) = 2] + VR @) 1d(Z(t) = 2(2), )| < o1 + Koy < €.
Como % — z € 01 B, pela definicio de p temos que

w(Z(t) — 2(t),d(Z(t) — 2(),1),t) = 0 = h(Z(t) + VR (t)d(Z(t) — 2(t),t),t) = 0,
ou seja, h(2(t),t) = 0. Também,

g(2(t),t) = g(2(t) + VR (t)d(2(t) — 2(t),1),t) = G(2(t),t) > 0 q.t.p. em [0, T].
Isto mostra que 2 € Q, mas

P(2) = P(2) > P(z) = P(2),

que contradiz o fato de que z é uma solugdo 6tima local para (1.1).
PASSO 3: Vamos mostrar que o Teorema 4.1 é aplicavel ao problema
(AUX). Pelas hipoteses (A1) e (A2) note que como ¢(-,t), g(-,t) e h(-,t) sao
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continuamente diferenciaveis em z(t) + €B q.t.p. em [0,7], temos que ¢(-,t) e
G(-,t) também sao. ¢(z,-) e G(z,-) sao mensuraveis para cada z. Notando que

Vo(t) = [I, + VI (#)Vd(0,t)]'Vo(t) q.t.p. em [0,T], (4.11)

VG(t) = [I, + VI (t)Vd(0,)]'Vg(t) q.t.p. em [0,T], (4.12)

temos que V() e VG(+) sao uniformemente limitadas em [0, 7] por (A1), (A2)
e por (4.6). Também, se ~ satisfaz (A5)-(i), temos para q.t.p. em [0, 7] que

/0 V() dt = / V& (1)1, — VE OV VE ()] VA (@) dt

— /0 Vo (t)7(t) dt = fo(v,t),

e também
=G;(t) = 0;() VG5t (1)
= —g;(t) = 0;()Vg; (D)L, — VI (O)[VA()VE ()] VA(1)]y(t)
= —9;(t) = 5;()Vg;()y(t) = fi(,1), j € J.
Entao, as hipoteses (A3), (A4) e (TMF) acontecem para as fungoes ¢ e G do

problema (AUX). Pelo Teorema 4.1, existe v € Lo ([0,7]; IR™) tal que, para
q.t.p. em [0, 7], temos que v(t) >0 e

m

V() + 3 vi(t)VG(t) =0, (4.13)
v;(t)G;(t) =0, j € J. (4.14)

Note que (4.14) implica (4.5). Por (4.11) e (4.12), para q.t.p. em [0,7], temos
que

Vg(t) = Vo(t) + VH (O{ [V VE (1)) V(1) }Ve(t) (4.15)

VG,(t) = Vg;(t) + VR () {—[VREOVR ()] VAV, j € J.  (4.16)

Substituindo (4.15) e (4.16) em (4.13) resulta para q.t.p. em [0,7] que

m

Vo(t) + Z wi(t)Vhi(t) + Y v;(£)Vg(t) =0,

=1
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fornecendo (4.4) com

ui(t) = |[=[VR(t)VH ()] Vh(t) +Z% )V, (t) ,ie[.

Como u € Ly([0,T7]; IR?) por (H1)-(H3) e (4.6), concluimos a demonstragao. [

Exemplo 4.4. Considere o problema

- 17—
sujeito a  h(z,t) = —z}(t) — 23(t) + z3(t) +2 =0 gq.t.p. emt €[0,1],
g1(2,t) = =221 (t)2a(t) + 42o(t) + 23(t) —2 >0 q.t.p. em t € 0,1],
g2(2,t) = z1(t) + 323(¢) =1 >0

onde 2 : [0,T] = IR e h,q1,9> : IR® x [0,T] — IR. O ponto factivel z = (1,1,0)
é uma solugao dtima para este problema. Note que, para q.t.p. em [0,T],

0 -2 -2
Vot)=10|, Vh(t)=|-2], Valt)=1 2 |, Vg =
0 1 1

N = O =

Considerando v(t) = (1,1,4) ¢.t.p. em [0,T] e f = 1, vemos que Z satisfaz
a condi¢cio (TMF). Este problema satisfaz as condigcoes do Teorema 4.2 e nos

fornece os multiplicadores u(t) = vi(t) = 1 e va(t) =2 g.t.p. em [0,T]. Observe

ainda que as condicoes de posto completo e posto constante também sdo satisfeitas
para este problema.

Proposicao 4.5. Seja z € Q). Suponha que

(a)
h(z(t),t) = A(t)z(t) — b(t) q.t.p. em [0,T],

onde A(t) € IRP*™ € uma matriz dependente do tempo tal que
det {A(t)A'(t)} > ¢ q.t.p. em [0,T],
para algum ¢ >0, e b € Lo([0,T]; IRP).

(b) g;(-,t) é concava para q.t.p. em [0,T), j € I,(t), e existem B>0ezeq,
zZ€zZ+e€B, e>0, tais que

9;(2(1),;t) = B q.tp. em [0,T], j € J.
FEntao, z satisfaz a condi¢ao (TMF) para o problema (1.1).
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Demonstracao. Pela Proposicao 4.4, temos que Z satisfaz o item (i) da Definigdo

4.1 com relacao as restrigoes de desigualdade, com v =z — zZ. Como z € (), pela

hipotese (a) temos para quase todo t € [0,7] que
Vh(z(t), t)y(t) = A(®)[2(t) — 2(8)] = A@)2(t) — A()z(t) = b(t) — b(t) = 0.

Assim, a condigdo (i) da Defini¢do 4.1-(i) acontece com relagdo a restrigdo de

I

igualdade e, ainda pela hipotese (a) temos que a condicao (ii) da Defini¢ao 4.1 é
satisfeita. O

4.3 Nota sobre Dependéncia e Independéncia Li-
near Positiva

Em otimizagao nao linear com dimensao finita, Qi e Wei [41] definiram
a condicao de independéncia linear positiva (PLI), apresentada na Defini¢do 4.6.
Esta condigao é equivalente a condi¢ao de Mangasarian-Fromovitz [39]| para pro-
blemas com restri¢oes de igualdade e desigualdade (ver [59]).

Numa tentativa de adaptar a condigdo (PLI) para problemas com tempo
continuo, apresentamos uma definicdo de (PLI) em L. ([0,T]; IR") e analisamos
a relacdo de tal condi¢ao de regularidade com a condicao (TMF).

Definicao 4.3. Sejam F = {b; | i € I} e G = {¢; | j € J} conjuntos de
fungoes em Lo ([0, T]; IR™). Dizemos que o conjunto FUG € positivo-linearmente
dependente (PLD) quando existirem fungoes (5,m) € Loo([0, T]; IRP x IR™), n(t) >
0 g.t.p. em [0,T] e um subconjunto D C [0,T] de medida positiva satisfazendo

p m
DB+ mi(t)=1 YteD,
=1 j=1

tais que
p

Zﬁi(t)bi(t) + ZT]j(t)Cj(t) =0 VteD.

i=1
Caso contrdrio, dizemos que F'U G € positivo-linearmente independente (PLI).
Observacao 4.3. Do mesmo modo que na dependéncia e independéncia linear de
vetores, qualquer subconjunto de um conjunto conjunto de func¢ées (PLI) é sempre

(PLI) e um conjunto de fungoes que contém um subconjunto PLD é sempre PLD,
conforme proposicoes sequintes.

Proposicao 4.6. Sejam F ={b; |i €1} e G ={c; | j € J} conjunto de fungoes
em Loo([0,T]; R™). Se FUG é (PLI) entdo todo subconjunto de F UG é (PLI).
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Demonstragao. Sem perda de generalidade, sejam Fy = {by,...,b,}, ¢ < p, e
G = {c1,...,¢.}, r < m, tais que Fy UG; C FUG. Se F} UG, for (PLD),
entdo existem funcoes (3,7) € Loo([0,T]; RY x IR"), 7i(t) > 0 q.t.p. em [0,7] e
um subconjunto D C [0, 7] de medida positiva satisfazendo

q T
DoIB@I+Y it =1 vieD,
i=1 j=1

tais que
ST Ab) + Y 7 (t)e () =0 ¥t e D.
i=1 j=1

Definindo Bqﬂ- =0,i=1,....,p—q,efpy; =0, =1,...,m —r, temos que
(B:m) = (B1, - Bps Ty -+ -y im) € Loo([0, T]; IRP x IR™), 1(t) = 0 q.t.p. em [0, 7]
satisfaz

DB+ m(t)=1 VieD,
i=1 j=1

e também ) -
D BiBbi(t) + > mi(t)e;(t) =0 Vi eD,
i=1 j=1
contradizendo o fato de que F'UG ¢é (PLI). Entao, F; UG, é (PLI). O

Proposicao 4.7. Sejam F ={b; |i € I} e G ={c; | j € J} conjunto de fungoes
em L°[0,T]. Se F'UG tem um subconjunto (PLD) entio F'UG é (PLD).

Demonstracao. Raciocinio analogo a demonstragao da Proposicao 4.6. ]

O modo como definimos a condi¢ao (TMF), nos induz a escrever a se-
guinte definicao:

Defini¢ao 4.4. Diremos que zZ € Q satisfaz a condi¢io (TMF)-Regular para o
problema (1.1) quando o conjunto de funcgoes em Lo ([0, T]; R™)

{biliel}Uu{c|jeJ}

for (PLI) onde, para quase todo t € [0,T], temos que

bi(t) = ( Vhi(t) ) o= ( 0;(t)Vg;(t) ) |

Caso contrdrio, diremos que z € Q satisfaz a condi¢io (TMF)-Ndao Regular.

Proposicao 4.8. Se z € Q satisfaz (TMF), entdo z € Q satisfaz (TMF)-Regular.
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Demonstra¢ao. Suponha que z € Q satisfaz (TMF)-Nao Regular. Entao existem
(8,m) € {Lo([0,T]; IR? x IR™), n(t) > 0 q.t.p. em [0,7], e um subconjunto
D C [0,T] de medida positiva D satisfazendo

Z\ﬂi(t)\—l—Zm(t) =1VteD, (4.17)
tais que
i@'(t)bi(t) + i??j(t)cj(t) =0 VteD, (4.18)

onde, para quase todo t € [0, 7], temos que

_ 0 ; _ 9;(t) :
bz(t) = < th(t) ) , 1 E I e Cj(lf) = ( 6](t)ng(t) ) , J € J.

Como a Defini¢ao 4.1-(i) ¢ satisfeita, existem ¥ = (1,v) € Lo([0,T]; IR x IR") e
B > 0 tais que

VA =0, i€ 1, o ) =B, jeJ

Transpondo (4.18) ambos os membros e fazendo o produto interno a direita por
7 temos para t € D, que

m

D BOUDIE) + Dm0 0r(E) = 0

j=1

= an(t)c;(t)’y(t) —0=1n(t)=0 YteD, je
j=1

Substituindo esta ultima igualdade em (4.18) e usando a condigao (ii) da Definigdo

4.1obtemos
P
> Bi(t)Vhi(2(t),t) =0= Bi(t) =0 Vte D, iel,
i=1
contradizendo (4.17). Logo, z € Q satisfaz (TMF)-Regular. O

Note que nem sempre a reciproca da Proposicao 4.8 é verdadeira. A
condigdo (TMF)-Regular nos garante independéncia linear do conjunto

{Vhi(t) | i eI}

para quase todo t € [0, T]. Mas isso ndo garante que o determinante de Vh(t)V R/ (t)
seja uniformemente limitado em [0, 7], como mostra o exemplo abaixo.
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Exemplo 4.5. Considere um sistema com duas restricoes de iqualdade hy, hy :
IR? x [0,T] — IR dadas por hi(z,t) = 21 + 22, ha(z,t) = tz1, com z = (21, 22).
Considerando z = (0,0), note que

Vi (t) = ( 1) e Vha(t) = ( é)

s@o linearmente independentes para todo t € (0,T], resultando que Z satisfaz a
condi¢ao (TMF)-Regular. Mas,

det {V (1) VA (1)} :det{< 1 (1) ) ( 1 é )} :det{( i t’; )} _

nao existindo um constante positiva que limita inferiormente o determinante para
quase todo t € [0,T.
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Conclusao e Trabalhos Futuros

Nesta tese, foram definidas quatro novas qualificacoes de restricoes para
problemas com tempo continuo: Posto Completo, Posto Constante, Tipo Slater
e Tipo Mangasarian-Fromovitz. A Proposi¢ao 3.2 nos diz que a condigao de
posto completo, associada a um hipoétese adicional, implica na condicao de posto
constante mas a reciproca nao é verdadeira, conforme Exemplo 3.2. A condicao
Tipo Slater implica na condicao Tipo Mangasarian-Fromovitz pela Proposicao
4.5, mas a reciproca nio é sempre verdadeira (basta tomarmos uma fun¢ao g nao
concava).

Vale destacar outras duas importantes contribuigoes desta tese:

(a) a obtengao de condigoes necessarias de otimalidade para problemas com
tempo continuo com a presenca de restrigoes de igualdade, e

(b) a apresentagao de condi¢oes necessarias de otimalidade de segunda ordem
para problemas com tempo continuo com restri¢coes de igualdade e desigual-
dade.

Tais contribuigoes citadas nao aparecem na literatura quando o problema com
tempo continuo esta definido no espago L ([0, T]; R™).

A teoria até aqui desenvolvida abre um leque de possibilidades de tra-
balhos futuros. Uma delas é definir uma condicao de regularidade que seja uma
generalizacao para tempo continuo da condigdo (PLI) da otimizac¢ao em dimensao
finita, que seja equivalente & condigdo (TMF) do Capitulo 4.

Andreani e Schuverdt [69] verificam que uma condigdo chamada depen-
déncia linear positiva constante (CPLD) é uma qualificagao de restrigdes, ou seja,
se um problema de otimizagao nao linear em dimensao finita e com restricoes de
igualdade e desigualdade verifica (CPLD) em um dado ponto, entdao as condi-
¢oes Karush-Kuhn-Tucher acontecem nesse ponto. Esta condigao é mais fraca do
que a condicao de Mangasarian-Fromovitz no sentido de que pontos que satis-
fazem (MFCQ) também satisfazem (CPLD). Interessa-nos generalizar (CPLD)
para tempo continuo de tal modo que essa implicacao continue sendo verdadeira.
Além da (CPLD), pode-se citar as novas qualificagoes de restrigoes geradores posi-
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tivos constantes (CPG) e posto constante do subespago componente (CRSC)(ver
[71]).

Pode-se estudar a possibilidade de se conseguir um Teorema tipo Fritz
John usando o teorema de alternativa dado em [23]. Uma outra utilidade desse
teorema de alternativa pode ser na obtencao de condigoes suficientes para proble-
mas tempo continuo com restri¢oes de igualdade e desigualdade, usando hipoteses
de convexidade generalizada.

Podemos considerar qualificacoes de restricoes para o problema com
tempo continuo multiobjetivo. Maciel, Santos e Sottosanto [58] realizaram um es-
tudo sobre condicoes de qualificacao para problemas multiobjetivos em dimensao
finita, onde discutem as relacoes existentes entre a condic¢ao de dependéncia linear
dos gradientes e das distintas nocoes de regularidade existentes para o contexto
multiobjetivo (ver [72]). Tais resultados em dimensdo finita podem ser estendidos
para o caso tempo continuo?

Um outro caminho seria analisar a possibilidade de adaptar os resulta-
dos obtidos nesta tese para problemas de programacao infinita. Em sua tese de
doutorado, de Oliveira 73| discute condicoes de otimalidade Fritz John e K.K.T.
para problemas de programacao infinita e utiliza uma qualificacao de restri¢oes
analoga a (MFCQ).

Devido aos erros na demonstracao do Teorema de Gordan Generalizado
[22], varios resultados conhecidos na programagao com tempo continuo foram
invalidados. Por exemplo, teoremas de dualidade, de ponto de sela, condicoes de
otimalidade Fritz John, escalarizacao de problemas multiobjetivos, entre outros.
Uma possibilidade seria recuperar tais resultados utilizando a nova versao do
teorema de alternativa dado por Arutyunov et al. [23].
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