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�Imagination is more important than know-
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now know and understand, while imagi-
nation embraces the entire world, and all
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Resumo

O problema de otimização com tempo contínuo consiste em maximizar um fun-
cional integral, sujeito a restrições de igualdade e desigualdade, onde as funções
envolvidas pertencem a um espaço de Banach e variam num certo intervalo de
tempo. Os resultados obtidos fornecem condições necessárias para que uma de-
terminada função seja solução do problema. Quali�cações de restrições são es-
tabelecidas a �m de se obter tais condições necessárias de otimalidade. Para
problemas com restrições de desigualdade apenas, faz-se uso de um teorema de
alternativa generalizado para se obter condições tipo Karush-Kuhn-Tucker. Para
tratar problemas com restrições de igualdade e desigualdade, teoremas da função
implícita uniforme e da aplicação inversa uniforme são necessários.

Palavras-chave: otimização não linear, problema com tempo contínuo, condi-
ções necessárias, quali�cações de restrições.



Abstract

The continuous-time nonlinear programming problem consists in maximizing an

integral functional, subject to equality and inequality constraints, where the invol-

ved functions belong to a Banach Space and vary over a certain period of time.

The obtained results provide the necessary conditions for a given function to solve

the problem. Constraints quali�cation are established in order to achieve such

necessary optimality conditions. For problems with inequality constraints only, a

generalized alternative theorem is used to obtain Karush-Kuhn-Tucker-type con-

ditions. To address problems with equality and inequality constraints, uniform

implicit function and uniform inverse mapping theorems are necessary.

Keywords: nonlinear optimization, continuous-time problem, necessary conditi-

ons, constraints quali�cations.



Lista de Símbolos

|| · || Norma euclidiana
N0 conjunto dos números naturais unido com o conjunto {0}.
L∞([0, T ]; IRn) Espaço das funções vetoriais n-dimensionais mensuráveis e

essencialmente limitadas em [0, T ].
‖ · ‖∞n Norma em L∞([0, T ]; IRn).
L1([0, T ]; IRm) Espaço das funções vetoriais m-dimensionais integráveis em [0, T ].
‖ · ‖1

m Norma em L1([0, T ]; IRm).
∂P (z; γ) Derivada Fréchet de P em z com direção γ.
∇F (x) Matriz jacobiana de uma aplicação F : IRn → IRm no ponto x.
∇f(x) Vetor gradiente de uma função f : IRn → IR no ponto x.
∇2f(x) Matriz jacobiana de uma função f : IRn → IR no ponto x.
In Matriz identidade de ordem n.
B̄ Bola unitária fechada centrada na origem.
B Bola unitária aberta centrada na origem.
q.t.p. quase todo ponto.

Figuras

Figura 1. Quali�cações de Restrições em Otimização com Dimensão Finita (p. 27).
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Introdução

Problemas de otimização com tempo contínuo aparecem com certa frequên-
cia na literatura e foram inicialmente propostos por Bellman em [1, 2], em suas
investigações de modelos dinâmicos de produção e inventário chamados �Proble-
mas de Gargalo�. O tratamento matemático rigoroso foi efetivamente estabelecido
por Tyndall [3], que estendeu a teoria de Bellman e obteve teoremas de existên-
cia e dualidade para uma determinada classe de problemas lineares com tempo
contínuo da forma

maximizar P (z) =

∫ T

0

a′z(t) dt

sujeito a z(t) ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T,

Bz(t) ≤ c+

∫ t

0

Kz(s) ds, 0 ≤ t ≤ T,

z ∈ L∞([0, T ]; IRn).

As matrizes B e K são de dimensão m × n, a é um vetor n-dimensional, c é
um vetor m-dimensional e cada componente da solução z é mensurável e essen-
cialmente limitada em [0, T ], ou seja, existem constantes ci > 0, i = 1, . . . , n,
tal que |zi(t)| ≤ ci para quase todo t ∈ [0, T ] e todo i = 1, . . . , n. As constan-
tes ci, i = 1, . . . , n, são chamadas de supremos essenciais e são denotadas por
ci = ess sup

t∈[0,T ]

|zi(t)|, i = 1, . . . , n.

Levinson [4] estendeu os resultados de Tyndall para uma classe de pro-
blemas primal-dual mais gerais. Outros estudos baseados em relaxações das hi-
póteses de Levinson e teoremas de existência e dualidade foram realizados por
vários outros autores, por exemplo [5, 6, 7].

A primeira extensão do conceito de dualidade com tempo contínuo foi
feita por Hanson em [8], que estabeleceu as relações de dualidade para um certo
tipo de problema com tempo contínuo. Hanson e Mond [9], consideraram uma
generalização do mesmo problema e demonstraram um teorema de dualidade,
baseado nos trabalhos de Levinson. Tal resultado apresentava erros na demons-
tração que foram apontados e corrigidos por Tyndall [10]. Outras generalizações
da teoria de dualidade não linear e condições de otimalidade foram dadas por Farr
e Hanson [11], Scott e Je�erson [12], Reiland e Hanson [13] e Reiland [14, 15].
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Em otimização não linear em dimensão �nita temos as condições neces-
sárias de otimalidade Fritz John que, em qualquer solução ótima, garante a exis-
tência de certos multiplicadores, mas não garante que o multiplicador associado
com a função objetivo do problema seja positivo. Se tal multiplicador associado
com a função objetivo for não nulo, temos as condições de otimalidade Karush-
Kuhn-Tucker (K.K.T.) mas, nesse caso, devemos impor uma condição adicional
às restrições do problema chamada �quali�cação de restrições�.

Em Reiland [14, 15] pode-se observar o uso de um teorema de Farkas
generalizado [16] e de uma quali�cação de restrições tipo Abadie que, até certo
ponto, pode ser comparada à condição de Abadie [17] da programação não-linear
em dimensão �nita, para se obter condições necessárias de primeira ordem, isto é,
condições tipo K.K.T.. Além disso, as condições tipo K.K.T. dadas por Reiland
são válidas sob hipóteses bastante restritivas. Se por um lado, a condição de
tipo Abadie é bem geral, Reiland impõe outras hipóteses duras, tais como uma
condição tipo Slater e que a imagem de um certo operador (entre espaços de
dimensão in�nita) seja fechado e o seu núcleo tenha dimensão �nita.

Zalmai [18] obtém condições necessárias de otimalidade tipo ponto de
sela para uma certa classe de problemas de programação não linear com tempo
contínuo, fazendo uso de uma função perturbadora e do conceito de problema
estável. Nesse mesmo trabalho, teoremas de dualidade lagrangiana são obtidos.

Baseado em ideias geométricas de Girsanov [19], Zalmai [20] apresenta
condições necessárias de otimalidade tipo Fritz John e tipo K.K.T., impondo uma
quali�cação de restrições tipo Karlin [21] e estabelece uma relação entre os crité-
rios de otimalidade ponto estacionário e ponto de sela. Tais condições necessárias
de otimalidade são obtidas usando o Teorema de Alternativa de Gordan Genera-
lizado [22], cuja demonstração apresentava erros que foram indicados e corrigidos
por Arutyunov, Zhukovskiy e Marinkovi¢ em [23].

Zalmai também publicou trabalhos envolvendo problemas de otimização
com tempo contínuo que tratam de classes de problemas fracionais generalizados
com tempo contínuo [24] e classes de problemas com tempo contínuo e restrições
com operadores não lineares de desigualdade e igualdade [25], onde foi usada uma
quali�cação de restrições denominada propriedade maior-valor, introduzida por
Stoer em [26], e as funções variáveis pertencem a W n[0, T ] (Espaço de Hilbert de
todas as funções vetoriais n-dimensionais absolutamente contínuas de�nidas em
[0, T ]).

Os autores Brandão, Rojas-Medar e Silva publicaram trabalhos sobre
condições de otimalidade para problemas com tempo contínuo não suaves, sendo
que [27] refere-se a condições necessárias e [28] refere-se a condições su�cientes.
Em [29], de Oliveira e Rojas-Medar generalizaram conceitos de KKT-invexidade
e WD-invexidade introduzidas por Martin [30] para problemas de programação
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não linear com tempo contínuo, provando que a noção de KKT-invexidade é uma
condição necessária e su�ciente para a otimalidade global de um ponto estaci-
onário e que a noção de WD-invexidade é uma condição necessária e su�ciente
para a dualidade fraca. Ainda, publicaram um trabalho sobre KKT-Invexidade
para problemas de otimização com tempo contínuo não suave [31] e com múltiplos
objetivos [32].

Em [33], Nobakhtian e Pouryayevali apresentaram critérios de otimali-
dade para problemas multi-objetivo com tempo contínuo não suaves. Condições
necessárias e su�cientes são deduzidas sob hipóteses de convexidade generalizada
sobre as funções envolvidas. Abordando este mesmo tipo de problema, Nobakh-
tian publica em 2009 outro trabalho que amplia conceitos de invexidade e suas
generalizações para funções com tempo contínuo [34].

Em [35], de Oliveira estuda problemas de otimização com tempo contí-
nuo vetoriais, apresentando um teorema de transposição de Gordan não-convexo
generalizado e resultados sobre otimalidade ponto de sela. Ainda, um problema
dual escalar é introduzido e teoremas de dualidade são apresentados sem hipóteses
de diferenciabilidade.

Os trabalhos acima citados se referem, em sua maioria, a problemas
apenas com restrições de desigualdade. Em L∞([0, T ]; IRn) e com restrições de
igualdade e desigualdade, não encontramos condições necessárias de otimalidade
na literatura. Isso pode ser devido ao fato de até poucos anos atrás não haver uma
ferramenta para o tratamento das restrições de igualdade: um teorema da função
implícita uniforme. Quando se �xa t, podemos aplicar os teoremas de função
implícita clássicos. Mas a função implícita obtida assim não necessariamente
possui boas propriedades com respeito a t. Tal resultado só apareceria em 1997
com Pinho e Vinter [36].

Sabemos que, na teoria de programação não linear, quali�cações de res-
trições desempenham um papel importante na resolução de problemas, ajudando
na obtenção de condições necessárias para otimalidade e ampliando classes de
funções que podem ser cobertas por tais problemas.

Em programação não linear em dimensão �nita, existem muitos tipos
de quali�cações de restrições que podem ser usadas para se conseguir condi-
ções necessárias. A mais comum na literatura é a quali�cação de restrições de
indepêndência linear (LICQ) [37, 38]. Mas existem muitas outras: Mangasarian-
Fromovitz (MFCQ) [39], posto constante (CRCQ) [40], condição de dependência
linear positiva constante (CPLD) [41], por exemplo. De acordo com o levanta-
mento de bibliogra�a que �zemos a partir do MathSciNet, constatamos que até
o momento as quali�cações de restrições mencionadas não foram consideradas
no contexto de problemas de otimização não linear com tempo contínuo com
restrições de igualdade e desigualdade, nem mesmo a quali�cação de restrições
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LICQ.
De modo semelhante, quali�cações de restrições para problemas de otimi-

zação com tempo contínuo são de fundamental importância teórica para obtenção
dos resultados e que podem ocasionar desdobramentos importantes na implemen-
tação e na análise computacional de tais problemas, ver [42, 43, 44, 45, 46]. Além
disso, a classe de problemas com tempo contínuo a ser estudada, com hipóte-
ses adequadas, engloba certas classes de problemas variacionais com restrições e
problemas de controle ótimo.

Nesta tese, estuda-se uma classe de problemas de otimização não linear
com tempo contínuo com restrições de igualdade e desigualdade, cuja variável
é uma função em L∞([0, T ]; IRn), e o uso das quali�cações de restrições Tipo
Slater, Posto Completo, Posto Constante e Tipo Mangasarian-Fromovitz para
se obter condições necessárias de otimalidade tipo Karush-Kuhn-Tucker. Tais
quali�cações de restrições obtidas são mais simples de serem veri�cadas do que,
por exemplo, a quali�cação de restrições apresentada em [14, 15] e, em particular,
a quali�cação de restrições Tipo Mangasarian-Fromovitz é mais fraca do que a
condição tipo Karlin [21].

Ressaltamos duas importantes contribuições desta tese: o estudo de pro-
blemas com tempo contínuo com a presença de restrições de igualdade, apresen-
tando condições de otimalidade para tais problemas quando o espaço considerado
é o L∞([0, T ]; IRn), e a obtenção de condições necessárias de segunda ordem para
problemas com restrições de igualdade e desigualdade. Estas contribuições não
aparecem na literatura relacionada ao problema com tempo contínuo.

A formulação do problema geral, um breve resumo de quali�cações de
restrições em otimização não linear em dimensão �nita, aplicações e resultados
que serão utilizados no decorrer da tese, serão apresentados no primeiro capítulo.
Nos capítulos subsequentes, resultados originais são apresentados.

No segundo capítulo, por meio de uma condição de posto completo uni-
forme e do Teorema da Função Implícita Uniforme [36], obtém-se condições ne-
cessárias de otimalidade de primeira e segunda ordem. No terceiro capítulo, por
meio de resultados que são consequência do Teorema da Aplicação Inversa Uni-
forme [36] e de uma condição de posto constante uniforme, obtém-se novamente
condições necessárias de primeira e segunda ordem, observando-se que a condi-
ção de posto constante uniforme utilizada é mais fraca que a condição de posto
completo uniforme utilizada no primeiro capítulo.

Com algumas hipóteses adicionais sobre o problema, o quarto capítulo
apresenta condições necessárias tipo K.K.T. utilizando-se uma condição �tipo
Mangasarian-Fromovitz� imprescindível para a aplicação de um teorema de al-
ternativa para sistemas convexos [23]. Este capítulo termina com uma nota sobre
uma condição chamada positivo-linear independência (PLI) para problemas de
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otimização com tempo contínuo e sua relação com a condição tipo Mangasarian-
Fromovitz.

A conclusão e algumas ideias e possibilidades de trabalhos futuros encontram-
se no Capítulo 5. O texto contém de�nições e resultados baseados em Análise
Funcional, Teoria da Medida e Programação Não Linear em dimensão �nita.
Para estes assuntos, o leitor pode consultar, por exemplo, Brézis [47], Folland
[48], Bertsekas [37], Luenberger [38, 49] e Mangasarian [21].
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, vamos de�nir o problema geral com tempo contínuo (1.1)
que será o objeto de estudo dessa tese, apresentando algumas de�nições e resulta-
dos de Análise, Álgebra Linear e Otimização Não Linear em dimensão �nita, que
serão utilizados para o bom desenvolvimento e entendimento desta tese. Alguns
exemplos de aplicações encontrados na literatura são também apresentados.

1.1 O Problema com Tempo Contínuo

Considere o problema de otimização com tempo contínuo com restrições
de igualdade e desigualdade da forma

maximizar P (z) =

∫ T

0

φ(z(t), t)dt

sujeito a h(z(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ]

g(z(t), t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ],

(1.1)

onde z ∈ L∞([0, T ]; IRn). As funções φ : IRn× [0, T ]→ IR, h : IRn× [0, T ]→ IRp e
g : IRn× [0, T ]→ IRm são funções continuamente diferenciáveis ao longo de [0, T ]

e n ≥ p + m. Todos os vetores são vetores coluna a menos de transposição, que
será indicada pelo símbolo ′ . Todas as integrais são no sentido de Lebesgue.
Denote o conjunto factível do problema (1.1) por

Ω = {z ∈ L∞([0, T ]; IRn) | h(z(t), t) = 0, g(z(t), t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ]}.

Por simplicidade, dado um ponto z̄ ∈ Ω, vamos escrever

φ̄(t) = φ(z̄(t), t) e ∇φ̄(t) = ∇φ(z̄(t), t) q.t.p. em [0, T ].

Tal notação será usada também para h, ∇h, g, ∇g e suas componentes. A norma
em L∞([0, T ]; IRn) é dada por

‖z‖∞n = max
1≤k≤n

‖zk‖∞ = max
1≤k≤n

ess sup
t∈[0,T ]

|zk(t)|.
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A norma em L1([0, T ]; IRm) é dada por

‖z‖1
m = max

1≤k≤m
‖zk‖1 = max

1≤k≤m

∫ T

0

|zk(t)| dt.

Denotemos os conjuntos de índices por

I = {1, 2, . . . , p} e J = {1, 2, . . . ,m},

e, para cada t, o conjunto de índices de restrições ativas por

Ia(t) = {j ∈ J | ḡj(t) = 0}

e seu complementar por Ic(t) = J\Ia(t). Denote por qa(t) e qc(t) as cardinalidades
de Ia(t) e Ic(t), respectivamente.

De�nição 1.1. Dizemos que z̄ ∈ Ω é uma solução ótima local para o problema

(1.1) se existe ε > 0 tal que P (z̄) ≥ P (z) para todo z ∈ Ω satisfazendo z ∈ z̄+εB̄,

onde B̄ denota a bola unitária fechada centrada na origem em L∞([0, T ]; IRn).

Reiland ([14], Teorema 2) fornece uma condição para obter direções que,
a partir de um dado ponto z, aumentam o valor da função objetivo.

Teorema 1.1. ([14]) Se

δP (z; γ) =

∫ T

0

∇φ′(z(t), t)γ(t) dt > 0

onde z, γ ∈ L∞([0, T ]; IRn), então existe um escalar positivo σ tal que

P (z + τγ) > P (z), para 0 < τ ≤ σ.

1.2 Análise e Álgebra Linear

Pinho e Vinter [36] desenvolveram um teorema da função inversa uni-
forme que, consequentemente, originou um corolário da função implícita uniforme,
possibilitando o tratamento de problemas de otimização com tempo contínuo com
restrições de igualdade, onde a variável é uma função vetorial dependente do
tempo.

O teorema da aplicação inversa clássico a�rma que se uma aplicação
diferenciável F : IRn → IRn possui uma matriz jacobiana ∇F não singular em
um certo ponto, então F é inversível em uma vizinhança desse ponto.

Suponha que F seja substituída por uma família de aplicações

{Fa : IRn → IRn | a ∈ A},
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parametrizada por pontos a ∈ A ⊂ IRk. Se ∇Fa for não singular em um ponto
x0 para todo a ∈ A sabemos que, para cada a ∈ A, existe alguma vizinhança de
x0 tal que Fa é inversível e esta inversa é diferenciável. O teorema da aplicação
inversa uniforme nos garante que existe uma vizinhança de x0 que vale para todo
a ∈ A.

A seguir, enunciaremos o Teorema da Aplicação Inversa Uniforme e, con-
sequentemente, o Corolário da Função Implícita Uniforme apresentados por Pinho
e Vinter ([36], Proposições 4.1 e Corolário 4.2), que serão usados nos próximos
capítulos.

Teorema 1.2 (Aplicação Inversa Uniforme, [36]). Considere um conjunto A ⊂
IRk, um número α > 0, vetores x0, y0 ∈ IRn, e uma família de funções {Fa :

IRn → IRn | a ∈ A} satisfazendo y0 = Fa(x0) para todo a ∈ A. Assuma que:

(i) Fa é continuamente diferenciável em x0 + αB, uniformemente em a ∈ A.

(ii) Existe uma função monótona crescente θ : (0,∞) → (0,∞), com θ(s) ↓ 0

quando s ↓ 0, tal que

‖∇Fa(x)−∇Fa(x̃)‖ ≤ θ(‖x− x̃‖) ∀ x, x̃ ∈ x0 + αB, a ∈ A.

(iii) ∇Fa(x0) é não singular para cada a ∈ A e existe c > 0 tal que

‖[∇Fa(x0)]−1‖ ≤ c ∀a ∈ A.

Então existem números ε ∈ (0, α) e δ > 0, e uma família de funções continua-

mente diferenciáveis {Ga : y0 + δB → x0 + αB}a∈A que são Lipschitz com uma

constante Lipschitz comum K, tais que

Fa(Ga(y)) = y ∀ y ∈ y0 + δB, a ∈ A,

Ga(Fa(x)) = x ∀ x ∈ x0 + εB, a ∈ A.

Os números ε e δ dependem somente de α, θ(·) e c. Além disso, se A é um

conjunto de Borel e a 7→ Fa(x) for Borel mensurável para cada x ∈ x0 + αB,

então a 7→ Ga(y) é Borel mensurável para cada y ∈ y0 + δB.

Corolário 1.1 (Função Implícita Uniforme, [36]). Considere um conjunto A ⊂
IRk, um número α > 0, uma família de funções

{ψa : IRm × IRn → IRn}a∈A,

e um ponto (u0, v0) ∈ IRm×IRn tal que ψa(u0, v0) = 0 para todo a ∈ A. Considere
as seguintes hipóteses:
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(i) ψa é continuamente diferenciável em (u0, v0) +αB, uniformemente em a ∈
A.

(ii) Existe uma função monótona crescente θ : (0,∞) → (0,∞), com θ(s) ↓ 0

quando s ↓ 0, tal que

‖∇ψa(ũ, ṽ)−∇ψa(u, v)‖ ≤ θ(‖(ũ, ṽ)− (u, v)‖)

para todo a ∈ A, (ũ, ṽ), (u, v) ∈ (u0, v0) + αB.

(iii) ∇vψa(u0, v0) é não singular para cada a ∈ A e existe c > 0 tal que

‖[∇vψa(u0, v0)]−1‖ ≤ c ∀ a ∈ A.

Então existe δ ≥ 0 e uma família de funções continuamente diferenciáveis

{φa : u0 + δB → v0 + αB}a∈A

que são Lipschitz, com constante Lipschitz comum K tais que, para todo a ∈ A,

v0 = φa(u0)

ψa(u, φa(u)) = 0 ∀ u ∈ u0 + δB,

∇uφa(u0) = −[∇vψa(u0, v0)]−1∇uψa(u0, v0).

Os números δ e K dependem somente de θ(·), c e α. Além disso, se A é um

conjunto de Borel e a 7→ ψa(u, v) é uma função Borel mensurável para cada

(u, v) ∈ (u0, v0) + αB, então a 7→ φa(u) é uma função Borel mensurável para

cada u ∈ u0 + δB.

Observação 1.1. O Corolário 1.1 a�rma que existe um δ > 0 tal que

ψa(u, φa(u)) = 0 ∀ u ∈ u0 + δB, a ∈ A.

Suponha que ψa seja duas vezes continuamente diferenciável em (u0, v0) + αB,

uniformemente em a ∈ A. Usando a regra da cadeia temos, para todo u ∈ u0+δB

e a ∈ A, que

∇uψa(u, φa(u)) +∇vψa(u, φa(u)).∇uφa(u) = 0

⇔ ∇vψa(u, φa(u)).∇uφa(u) = −∇uψa(u, φa(u)). (1.2)

Por hipótese, ∇vψa(u0, φa(u0)) é inversível para todo a ∈ A. Usando a mesma

técnica de demonstração desenvolvida no Teorema 1.2 [36], pode-se concluir que

∇vφa(u, φa(u)) é inversível em uma vizinhança u0 + δ1B, 0 < δ1 < δ, para todo

a ∈ A. Assim, (1.2) torna-se

∇uφa(u) = −[∇vψa(u, φa(u))]−1∇uψa(u, φa(u)) ∀ u ∈ u0 + δ1B, a ∈ A. (1.3)
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Para cada a ∈ A �xo, denote por Ta(IR
n) o conjunto das transformações lineares

inversíveis de IRn em IRn, por La(IR
n) o conjunto das transformações lineares de

IRn em IRn e por Sa : Ta(IR
n)→ La(IR

n) a inversão de transformações lineares.

Escrevendo (1.3) na forma

∇uφa = −[Sa ◦ ∇vψa]∇uψa

e lembrando que ψa é duas vezes continuamente diferenciável em (u0, v0) + αB

e observando que Sa é de classe C∞ (conforme Lima [50]), temos que φa(u) é

duas vezes continuamente diferenciável numa vizinhança de u0 para todo a ∈ A.

Lema 1.1 ([51]). Sejam k, n ∈ N tais que, para todo t ∈ [0, T ], m(t), q(t), l(t) ∈
N0, m(t) + q(t) = n ≤ k, e considere

J(t) :=

(
A(t) 0 0

N(t) 0 B(t)

)
∈ Rn×(k+l(t)+q(t)),

com

A(t) ∈ Rm(t)×k, N(t) ∈ Rq(t)×k, B(t) ∈ Rq(t)×q(t).

Então, as seguintes condições

(i) ∃ cA > 0 : det{A(t)A′(t)} ≥ cA para q.t.p. t ∈ [0, T ];

(ii) ∃ cB > 0 : det{B(t)B′(t)} ≥ cB para q.t.p. t ∈ [0, T ];

(iii) ∃ c > 0 : det{J(t)J ′(t)} ≥ c para q.t.p. t ∈ [0, T ];

estão relacionadas como se segue:

• (i), (ii) e N ∈ L∞([0, T ]; IRq(t)×k ⇒ (iii).

• (iii)⇒ (i).

• (iii) ; (ii).

Teorema 1.3 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue. [52]). Sejam E

um conjunto mensurável, g uma função integrável sobre E e {fk} uma sequência

de funções mensuráveis tais que |fk| ≤ g em E e para quase todo x em E temos

que f(x) = lim fk(x). Então ∫
E

f = lim

∫
E

fk.

O Lema 1.2 nos servirá de resultado auxiliar para obtermos informações
sobre a inversa da soma de duas matrizes com certas propriedades, conforme o
Lema 1.1.

20



Lema 1.2. ([53]) Sejam p > 0 um inteiro positivo e F ∈ IRn×n. Se ‖F‖p < 1,

então In − F é não singular e

(In − F )−1 =
∞∑
k=0

F k,

com

‖(In − F )−1‖p ≤
1

1− ‖F‖p
.

Usando o Lema 1.2, veri�camos um primeiro resultado que será utilizado
nos próximos capítulos.

Proposição 1.1. Se S e J são matrizes n× n, S inversível e

‖J‖ < 1

2‖S−1‖
, (1.4)

então S + J é inversível e

‖(S + J)−1‖ ≤ 2‖S−1‖.

Demonstração. Primeiramente, observe que S + J = (In + JS−1)S. Escrevendo

In + JS−1 = In − (−JS−1) = In − F,

onde F = −JS−1, temos por (1.4) que

‖F‖ = ‖ − JS−1‖ ≤ ‖J‖.‖S−1‖ ≤ 1

2
. (1.5)

Logo, pelo Lema 1.2, In − F = In + JS−1 é não singular e

‖(In + JS−1)−1‖ ≤ 1

1− ‖JS−1‖
. (1.6)

Usando a desigualdade (1.5) temos que

1

1− ‖JS−1‖
≤ 2. (1.7)

Assim por (1.6) e (1.7), temos que ‖(In + JS−1)−1‖ ≤ 2. Por �m, temos que
S + J é não singular e

‖(S + J)−1‖ = ‖S−1(In + JS−1)−1‖ ≤ ‖S−1‖.‖(In + JS−1)−1‖ ≤ 2‖S−1‖.

21



1.3 Teorema de Alternativa para Sistemas com
Desigualdades Convexas

Vamos enunciar nesta seção um teorema de alternativa dado por Arutyu-
nov, Zhukovskiy e Marinkovi¢ ([23], Teorema 1) que estuda a existência de mul-
tiplicadores para um sistema com desigualdades convexas.

Sejam (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach, R̄ o conjunto dos números reais
estendido no sentido da Análise Convexa, gj : E×[0, 1]→ ĪR, j = 1, . . . , k, funções
dadas, X um subconjunto de E e sejam I1 e I2 dois subconjuntos de índices tais
que I1tI2 = {1, . . . , k} (aqui t representa a união disjunta). Considere o sistema

fj(x, t) ≤ 0, j ∈ I1

fj(x, t) < 0, j ∈ I2

x ∈ X.
(I)

Uma solução deste sistema é uma função γ ∈ L∞([0, 1], X) tal que para quase
todo t ∈ [0, T ] tem-se que

fj(γ(t), t) ≤ 0, j ∈ I1, fj(γ(t), t) < 0, j ∈ I2, γ(t) ∈ X.

Sobre o sistema (I), considere válidas as seguintes condições:

(1) X é fechado e convexo;

(2) Para cada j = 1, . . . , k, as funções fj(·, t) são convexas, contínuas em X, e
X ⊂ int(dom(fj(·, t))) para quase todo t ∈ [0, 1]; Aqui, dom(fj(·, t)) denota
o domínio efetivo de fj(·, t) no sentido da Análise Convexa.

(3) Para cada j = 1, . . . , k, as funções fj(x, ·) são Lebesgue mensuráveis para
todo x ∈ X;

(4) Para cada K ≥ 0 existe M = M(K) ≥ 0 tal que

‖x‖ ≤ K ⇒ |fj(x, t)| ≤M q.t.p. em [0, 1] ∀ x ∈ X, ∀ j = 1, . . . , k.

Denote por I (x, t) o conjunto de índices ativos do sistema (I), isto é,

I (x, t) := {j | fj(x, t) = max
i=1,...,k

fi(x, t)}, t ∈ [0, 1], x ∈ X.

De�nição 1.2 (Cone Tangente de Bouligand, [54]). Seja (X, ‖ · ‖) um espaço

normado e S um subconjunto de X. O cone tangente a S em um ponto z ∈ S,
denotado por TS(z), consiste de todos os pontos γ ∈ X que podem ser expressos

na forma

γ = lim
k→∞

zk − z
tk

,
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onde {zk} é uma sequência em S convergindo para z, e {tk} é uma sequência

positiva convergindo para 0.

Ainda, denote por O(x,R) a bola aberta centrada em x ∈ E com raio
R ≥ 0 e SE a esfera unitária em E. Para um vetor x ∈ E e um funcional
linear limitado ϕ ∈ E∗, denote por 〈ϕ, x〉 o valor de ϕ em x. A mesma notação
signi�cará produto interno entre os vetores ϕ, x ∈ IRn.

Para uma função f : E → IR, denotaremos por ∂f(x) o subdiferencial
de f no ponto x no sentido da análise convexa (ver [55, 56]), ou seja,

∂f(x) = {x∗ ∈ E | f(x+ h) ≥ 〈x∗, h〉+ f(x) ∀ h ∈ E}.

Para uma função f : E× [0, 1]→ IR e um ponto t ∈ [0, 1] tal que f(·, t) é convexa,
denotamos por ∂xf(x, t) o subdiferencial de f(·, t) no ponto x ∈ E.

De�nição 1.3. Dizemos que o sistema (I) é regular quando existem uma função

γ̄(·) ∈ L∞([0, 1], X), reais R ≥ 0 e α > 0 tais que para quase todo t ∈ [0, 1] e para

todo x ∈ X \O(γ̄(t), R), existe e = e(x, t) ∈ (−TX(x)) ∩ SE satisfazendo

〈x∗, e〉 ≥ α ∀ x∗ ∈ ∂xfj(x, t), ∀ j ∈ I (x, t).

Teorema 1.4. ([23]) Suponha que E seja um espaço de Banach separável, o

sistema (I) é regular e, para quase todo t ∈ [0, 1], existe um vetor u = u(t) ∈ X
tal que fj(u(t), t) < 0 para cada j ∈ I1. Então, uma e somente uma das seguintes

a�rmações são válidas:

(i) existe uma solução χ(·) para o sistema (I).

(ii) existe uma função não nula ϕ(·) = (ϕ1(·), . . . , ϕk(·)) ∈ L∞([0, 1]; IRk
+) tal

que ϕi(t) 6≡ 0 para algum i ∈ I2 e

k∑
j=1

fj(x, t)ϕi(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, 1], ∀ x ∈ X.

Exemplo 1.1 ([23]). Sejam E = X = IR, f1(x, t) = −x, f2(x, t) = −sgn(t− 1
2
)x,

t ∈ [0, 1], I1 = {1}, I2 = {2}. Então o sistema (I) é equivalente a{
−x ≤ 0,

−sgn(t− 1
2
)x < 0.

Este sistema é regular. De fato, note que

• I (x, t) = {1, 2} para todo t > 1
2
;
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• I (x, t) = {2} para todo t < 1
2
e x > 0;

• I (x, t) = {1} para todo t < 1
2
e x < 0.

Assim, o sistema é regular com R > 0 arbitrário, α = 1, γ̄(t) ≡ 0 e

e(x, t) =

{
−1 se t > 1

2
ou (t < 1

2
e x < 0),

1 se t < 1
2
e x > 0.

1.4 Otimização Não Linear em Dimensão Finita

Consideremos o problema de programação não linear em dimensão �nita
dado por

maximizar f(x)

sujeito a hi(x) = 0, i ∈ I,
gj(x) ≥ 0, j ∈ J,

(PNL)

onde I = {1, . . . , p}, J = {1, . . . ,m}, f, hi, gj : IRn → IR, i ∈ I, j ∈ J , são
funções continuamente diferenciáveis em IRn. O conjunto factível do problema
(PNL) é dado por

F = {x ∈ IRn | hi(x) = 0, i ∈ I, gj(x) ≥ 0, j ∈ J}

e o conjunto de restrições de desigualdade ativas em um certo ponto x̄ ∈ F é
dado por

A(x̄) = {j ∈ J | gj(x̄) = 0}.

Um ponto x̄ ∈ F é um minimizador local para (PNL) quando existe uma vizi-
nhança V (x̄) de x̄ tal que f(x̄) ≥ f(x) para todo x ∈ V (x̄). Um ponto x̄ ∈ F é
um minimizador global para (PNL) quando f(x̄) ≥ f(x) para todo x ∈ F .

Uma condição de otimalidade é uma condição necessária que um mini-
mizador local deve satisfazer. Os métodos computacionais de programação não
linear em dimensão �nita utilizam da condição de otimalidade para buscar pontos
estacionários para o problema (PNL), ou seja, candidatos factíveis que possam
ser solução do problema (PNL).

Condição K.K.T.: Um ponto x ∈ F satisfaz a condição K.K.T. quando
existem λ ∈ IRp e µ ∈ IRm tais que

∇f(x̄) +

p∑
i=1

λi∇hi(x̄) +
m∑
j=1

µj∇gj(x̄) = 0,

µj ≥ 0, j ∈ J, µjgj(x̄) = 0, j ∈ J.
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A condição K.K.T., por si só, não é uma condição de otimalidade pois
podemos encontrar minimizadores de problemas (PNL) que não veri�cam K.K.T..
Por exemplo,

maximizar ex

sujeito a x2 = 0,

onde x̄ = 0 é o único ponto factível e solução global do problema, mas

f ′(0) + λh′(0) = 1 + λ0 = 1 6= 0.

Para garantir que um minimizador local (global) satisfaça K.K.T. devemos im-
por uma hipótese adicional às restrições do problema. Esta hipótese é chamada
de quali�cação de restrições. Existem muitas quali�cações de restrições na
literatura, sendo um campo vasto para estudos e pesquisa. Como exemplos, apre-
sentaremos a seguir algumas delas.

Condição de Slater [57]: A condição de Slater acontece para (PNL)
quando h é a�m, g é convexa e existe x̂ ∈ F tal que

h(x̂) = 0 e g(x̂) > 0.

Independência Linear (LICQ) (ver [37, 38]): A quali�cação de
restrições de independência linear acontece em x̄ ∈ F quando o conjunto de
vetores

{∇hi(x̄) | i ∈ I} ∪ {∇gj(x̄) | j ∈ A(x̄)}

for linearmente independente.
Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) [39]: A quali�cação de restrições

de Mangasarian-Fromovitz é satisfeita em x̄ ∈ F quando o conjunto de vetores
{∇hi(x̄) | i ∈ I} é linearmente independente e existe d ∈ IRn tal que

∇h′i(x̄)d = 0, i ∈ I, e ∇g′j(x̄)d > 0, j ∈ A(x̄).

De�nição 1.4 (ver [58]). Sejam B = {b1, . . . , br} e C = {c1, . . . , cs} conjuntos
�nitos de vetores em IRn. Dizemos que o par de conjuntos (B,C) é positivo-

linearmente independente (PLI) quando não existem escalares βi, ηj ∈ IR, ηj ≥
0, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s, não simultaneamente nulos, tais que

r∑
i=1

βibi +
s∑
j=1

ηjcj = 0.

Caso contrário, dizemos que o par de conjuntos (B,C) é positivo-linearmente

dependente (PLD).

Observação 1.2. Do mesmo modo que na dependência e independência linear

de vetores, se (B̃, C̃) ⊂ (B,C) e (B,C) for PLI, então (B̃, C̃) é PLI. Também,

se (B̃, C̃) ⊂ (B,C) e (B̃, C̃) for PLD, então (B,C) é PLD.
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Independência Linear Positiva (PLI) (ver [59]): A quali�cação
de restrições de independência linear positiva é satisfeita em x̄ ∈ F quando o
conjunto de vetores

{∇hi(x̄) | i ∈ I} ∪ {∇gj(x̄) | j ∈ A(x̄)}

for PLI.
Condição de Posto Constante (CRCQ) [40]: A quali�cação de

restrições de posto constante é satisfeita em x̄ ∈ F quando existe uma vizinhança
V (x̄) de x̄ tal que para todo i ⊂ I e j ⊂ A(x̄) o conjunto de vetores

{∇hi(y) | i ∈ I} ∪ {∇gj(y) | j ∈ A(x̄)}

tem posto constante para todo y ∈ V (x̄).
Dependência Linear Positiva Constante (CPLD) [60]: A quali�-

cação de restrições de dependência linear positiva é satisfeita em x̄ ∈ F se para
todo I0 ⊂ I e J0 ⊂ A(x̄), com o conjunto de vetores

{∇hi(x̄) | i ∈ I0} ∪ {∇gj(x̄) | j ∈ J0}

positivo-linearmente dependente, existir uma vizinhança uma vizinhança V (x̄) de
x̄ tal que o conjunto de vetores

{∇hi(y) | i ∈ I0} ∪ {∇gj(y) | j ∈ J0}

seja positivo-linearmente dependente para todo y ∈ V (x̄).

De�nição 1.5. ([61])

• Dado S ⊂ IRn, chamamos de polar de S o seguinte cone convexo fechado:

P (S) = {y ∈ IRn | y′x ≤ 0 ∀ x ∈ S}.

• Dados x̄ ∈ F de�nimos o cone viável linearizado de F em torno de x̄ por

D(x̄) = {d ∈ IRn | ∇h′i(x̄)d = 0, i ∈ I, ∇g′j(x̄)d ≥ 0, j ∈ A(x̄)}.

Considere a De�nição 1.2 de cone tangente quando X = IRn e S ⊂ IRn e
denote por TF (x̄) o cone tangente a F em x̄. TF (x̄) é um cone fechado.

Condição de Guignard [62]: A quali�cação de restrições de Guignard
acontece em x̄ ∈ F quando P (TF (x̄)) = P (D(x̄)).

Condição de Abadie [17]: A quali�cação de restrições de Abadie acon-
tece em x̄ ∈ F quando TF (x̄) = D(x̄).

A condição de Guignard é a condição mais fraca possível para se provar
as condições K.K.T., isto é, todas as demais quali�cações de restrições implicam
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Guignard. Abaixo, temos um esquema com as relações entre as quali�cações
apresentadas nesta seção. Para mais informações sobre outras quali�cações de
restrições e das relações entre elas, indicamos os textos [59, 61, 64].

LICQ ⇒ CRCQ

⇓ ⇓
Slater ⇒ MFCQ ⇒ CPLD ⇒ Abadie ⇒ Guinard

m
PLI

Figura 1. Quali�cações de Restrições em Otimização com Dimensão Finita.

1.5 Aplicações

Há 60 anos, Bellman [2] publicou o livro �Dynamic Programming� onde
desenvolveu conceitos matemáticos teóricos aplicados a processos de decisão em
múltiplas etapas. Em uma das aplicações, considera-se um sistema com dois
processos industriais: o automobilístico e o de produção de aço. Em qualquer
tempo t, assume-se que o sistema é completamente determinado pelas seguintes
quantidades:

x1(t) := estoque de carros no tempo t;

x2(t) := capacidade de produção de carros no tempo t;

x3(t) := estoque de aço no tempo t;

x4(t) := capacidade de produção de aço no tempo t.

Considerando t uma variável contínua, em cada instante devemos determinar
taxas de distribuição do estoque de aço para três diferentes objetivos:

(a) Produção de automóveis;

(b) Construção de fábricas de automóveis (para aumento da capacidade de pro-
dução);

(c) Construção de siderúrgicas (para aumento da capacidade de produção de
aço).

Os dois últimos desses objetivos devem ser tratados com o objetivo primário
de maximizar o total de automóveis produzidos em um determinado período de
tempo T , ou seja, a quantidade x1(T ). As hipóteses básicas desse modelo são as
seguintes: as medidas de estocagem e capacidade são escolhidas de tal forma que
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uma unidade de capacidade, ou automóvel ou aço, é necessária para produção de
uma unidade de estoque num tempo unitário.

Admitiremos que b1 unidades de aço são necessárias para produzir uma
unidade de automóvel, b2 unidades de aço são necessárias para aumentar a capa-
cidade de produção em uma unidade e b4 unidades de aço são necessárias para
aumentar a capacidade de produção de aço em uma unidade (produção de novas
fábricas). Todavia, vamos supor que nenhuma unidade de aço é necessárias para
produção de mais aço.

Uma outra hipótese importante é que não existe atraso entre a distribui-
ção e aumento da capacidade de produção. Problemas que envolvem tais atrasos
são mais difíceis de serem tratados e não serão considerados nesse exemplo. Sejam

z1(t) := taxa de produção de carros;

z2(t) := taxa de aumento da capacidade de produção de carros;

z3(t) := taxa de produção de aço;

z4(t) := taxa de aumento da capacidade de produção de aço.

Seguindo argumentações e raciocínios feitos no Capítulo VI de [2], pode-se escre-
ver o seguinte sistema:

dx1

dt
= z1(t),

dx2

dt
= z2(t), (1.8)

dx3

dt
= z3(t)− b1z1(t)− b2z2(t)− b4z4(t),

dx4

dt
= z4(t),

x1(0) = c1, x2(0) = c2, x3(0) = c3, x4(0) = c4,

onde xi, zi, i = 1, . . . , 4, estão sujeitas às seguintes restrições:

(a) z1(t) ≤ x2(t), (b) z3(t) ≤ x4(t), (c) x1 ≥ 0, (d) x3(t) ≥ 0. (1.9)

As desigualdades (a) e (b) são restrições de capacidade, a desigualdade (c) nos
diz que as taxas de produção são não-negativas e a desigualdade (d) a�rma que
o estoque de aço deve ser não-negativo, ou seja, sem empréstimo de aço. O
problema agora é o de determinar zi(t) satisfazendo as restrições de (1.9) que
maximize x1(T ). (1.8) e (1.9) podem ser combinados para se obter

z1(t)−
∫ t

0

z2(s) ds ≤ c2,∫ t

0

[−z3(s) + b1z1(s) + b2z2(s) + b4z4(s)] ds ≤ c3,

z3(t)−
∫ t

0

z4(s) ds ≤ c4.
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Este problema é um caso especial do seguinte problema mais geral:

maximizar
∫ T

0

a′z(t) dt

sujeito a z(t) ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T,

Bz(t) +

∫ t

0

Cz(s) ds ≤ c, 0 ≤ t ≤ T,

onde B e C são matrizes e c é um vetor constante.
De modo mais geral e sob hipóteses apropriadas, certas classes de proble-

mas variacionais e de controle ótimo com restrições podem ser escritos na forma
(1.1). Por exemplo, o problema de controle ótimo com dinâmica linear, restrições
de igualdade lineares e restrições de desigualdades não lineares nas variáveis de
estado e de controle é um caso especial do problema (1.1) ([20], p. 517):

minimizar
∫ T

0

f(x(t), u(t), t) dt

sujeito a
d

dt
x(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + a(t),

C(t)x(t) +D(t)u(t) +

∫ t

0

Ks(t, τ)x(τ) dτ+∫ t

0

Kc(t, τ)u(τ) dτ = b(t),

g(x(t), u(t), t) ≤ c(t) +

∫ t

0

h(x(t), u(t), t, τ) dτ

t ∈ [0, T ], x(0) dado,

onde A, B, C, D, Ks, Kc são matrizes dependentes do tempo. Também, o
problema de controle ótimo com dinâmica não linear e com restrições nas variáveis
de estado e de controle é um caso especial do problema (1.1) ([65], p. 144):

maximizar
∫ T

0

ψ(x(t), u(t), t) dt

sujeito a αi(x(t), u(t), t) = βi(t) +

∫ t

0

γi(x(s), u(s), t, s) ds

q.t.p. em [0, T ], i = 1, . . . , p,

λi(x(t), u(t), t) ≤ µi(t) +

∫ t

0

vi(x(s), u(s), t, s) ds

q.t.p. em [0, T ], i = 1, . . . ,m,

x ∈ X, u ∈ U,

onde X = L∞([0, T ]; IRn) e U é o conjunto de controles admissíveis.
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Capítulo 2

Quali�cação de Restrições Posto

Completo

Neste capítulo, uma quali�cação de restrições posto completo e o Te-
orema 1.1 serão usados para obter condições necessárias de primeira e segunda
ordem para problemas de otimização com tempo contínuo com restrições de igual-
dade e desigualdade.

Na primeira seção, condições necessárias de primeira e segunda ordem
são apresentadas para um problema com tempo contínuo sem restrições. Na se-
gunda seção, abordando um problema com tempo contínuo e com restrições de
igualdade, obtém-se condições necessárias de primeira e segunda ordem com a uti-
lização de uma condição de posto completo e do Corolário 1.1. Na terceira seção,
condições necessárias de primeira e segunda ordem para o problema (1.1) são ob-
tidas, reescrevendo o problema por meio de folgas complementares e resolvendo-o
como um problema com apenas restrições de igualdade, utilizando resultados da
primeira e segunda seções.

2.1 Problema Irrestrito

Considere o problema de programação não linear com tempo contínuo
sem restrições (SR) dado por

maximizar P (z) =

∫ T

0

φ(z(t), t)dt

sujeito a z ∈ Ω
(SR)

onde Ω = L∞([0, T ]; IRn) e φ : IRn × [0, T ] → IR. Dado z̄ ∈ Ω, admita como
válida a seguinte hipótese sobre a função objetivo de (SR):

(H1) φ(z, ·) é mensurável para cada z, φ(·, t) é uma função escalar duas vezes
continuamente diferenciável em z̄(t) + εB̄ q.t.p. em [0, T ]. Existe Kφ > 0
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tal que
‖∇φ̄(t)‖ ≤ Kφ q.t.p. em [0, T ].

Proposição 2.1. Se z̄ é uma solução ótima local para (SR) então

∇φ(z̄(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ]

e ∫ T

0

γ′(t)∇2φ(z̄(t), t)γ(t) dt ≤ 0 ∀ γ ∈ L∞([0, T ]; IRn).

Demonstração. Sejam τ > 0 e γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) tais que P (z̄) ≥ P (z̄ + τγ)

para τ su�cientemente pequeno. Pela expansão de Taylor de primeira ordem em
espaços de Banach ([66], p. 309) temos que

0 ≥ P (z̄ + τγ)− P (z̄) = τδP (z̄; γ) + ε(τ),

onde ε(τ)/τ → 0 quando τ → 0 e δP (z̄; γ) representa a derivada Fréchet de P
em z̄ com direção γ. Dividindo a desigualdade acima, em ambos os membros, por
τ > 0 e considerando τ su�cientemente pequeno, temos que δP (z̄; γ) ≤ 0. Como
γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) é arbitrária, com −γ e um raciocínio análogo, concluiremos
que δP (z̄; γ) ≥ 0 ∀ γ ∈ L∞([0, T ]; IRn). Assim, δP (z̄; γ) = 0, isto é,∫ T

0

∇φ′(z̄(t), t)γ(t) dt = 0 ∀ γ ∈ L∞([0, T ]; IRn),

resultando em
∇φ(z̄(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ].

Agora, pela expansão de Taylor de segunda ordem [66] e o fato de que δP (z̄; γ) =

0, podemos escrever

0 ≥ P (z + τγ)− P (z̄) = τδP (z̄; γ) +
1

2
τ 2δ2P (z̄; (γ, γ)) + ε(τ)

=
1

2
τ 2δ2P (z̄; (γ, γ)) + ε(τ),

onde ε(τ)/τ 2 → 0 quando τ → 0. Dividindo a desigualdade anterior por τ 2,
ambos os membros, e considerando τ > 0 su�cientemente pequeno, temos que

δ2P (z̄; (γ, γ)) ≤ 0⇔
∫ T

0

γ′(t)∇2φ(z̄(t), t)γ(t) dt ≤ 0.

Como γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) é arbitrária, a proposição está demonstrada.
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2.2 Problema com Restrições de Igualdade

Considere o problema tempo contínuo com restrições de igualdade (RI)
dado por

maximizar P (z) =

∫ T

0

φ(z(t), t)dt

sujeito a z ∈ Ω
(RI)

onde
Ω = {z ∈ L∞([0, T ]; IRn) | h(z(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ]},

com φ : IRn× [0, T ]→ IR e h : IRn× [0, T ]→ IRp. Sejam ε > 0 e z̄ ∈ Ω. Considere
válida a hipótese (H1) para o problema (RI) e as seguintes hipóteses adicionais:

(H2) h(z, ·) é mensurável para cada z e h(·, t) é duas vezes continuamente dife-
renciável em z̄(t) + εB̄ q.t.p. em [0, T ].

(H3) Existe uma função crescente θ̃ : (0,∞)→ (0,∞), θ(s) ↓ 0 quando s ↓ 0, tal
que para todo z̃, z ∈ z̄(t) + εB̄ e q.t.p. em [0, T ],

‖∇h(z̃, t)−∇h(z, t)‖ ≤ θ̃(‖z̃ − z‖).

Existe K0 > 0 tal que para q.t.p. em [0, T ],

‖∇h̄(t)‖ ≤ K0.

(H4) Existe K > 0 tal que, para q.t.p. em [0, T ],

det{∇h̄(t)∇h̄′
(t)} ≥ K,

onde ∇h̄(t) = ∇h(z̄(t), t).

Observação 2.1. A hipótese (H4) é a condição de posto completo para problemas

com apenas restrições de igualdade e nos garante, entre outras coisas, que as

linhas da matriz ∇h̄(t) são linearmente independentes para quase todo t ∈ [0, T ].

A limitação uniforme do determinante na hipótese (H4) nos permitirá a aplicação

do Corolário 1.1.

Proposição 2.2. Considere um subconjunto A ⊂ IRk e uma família de matrizes

p× p dadas por {Ma}a∈A tal que

det(Ma) ≥ K, a ∈ A,

para algum K > 0. Se existe L > 0 tal que ‖Ma‖ ≤ L, a ∈ A, então existe

M > 0 tal que

‖[Ma]
−1‖ ≤M, a ∈ A.
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Demonstração. Considere a decomposição em valores singulares

Ma = UaΣaV
−1
a , a ∈ A,

onde Ua e Va são matrizes p×p unitárias para todo a ∈ A e Σa = diag{σai }
p
i=1 são

matrizes diagonais com valores singulares ordenados, sem perda de generalidade,
em ordem decrescente

σa1 ≥ σa2 ≥ . . . σap > 0, a ∈ A,

e são não nulos pois det(Ma) ≥ K > 0 para todo a ∈ A (Trefethen e Bau [67]).
Assim,

L ≥ ‖Ma‖ = ‖UaΣaV
−1
a ‖ = ‖Σa‖, a ∈ A,

e podemos concluir que

σai ≤ max
i∈I
|σai | = ‖Σa‖ ≤ L, a ∈ A, i ∈ I,

que, por sua vez, implica que

p−1∏
i=1

σai ≤ Lp−1, a ∈ A.

Por outro lado,

det(Ma) =

p∏
i=1

σai ≥ K, a ∈ A⇔ σap ≥ K

[
p−1∏
i=1

σai

]−1

≥ K

Lp−1
, a ∈ A.

Também, temos que
[Ma]

−1 = VaΣ
−1
a Ua, a ∈ A,

e as matrizes diagonais Σ−1
a tem valores singulares 1/σai , a ∈ A, i ∈ I. Logo,

como

‖Σ−1
a ‖ = max

i∈I

{
1

σai

}
=

1

min
i∈I
{σai }

=
1

σap
, a ∈ A,

temos que

‖[Ma]
−1‖ = ‖[Σ−1

a ‖ =
1

σap
≤ Lp−1

K
, a ∈ A,

que conclui a demonstração com M =
Lp−1

K
.

Teorema 2.1. Seja z̄ solução ótima local para (RI) que satisfaz (H1)-(H4). En-

tão, existe único u ∈ L∞([0, T ]; IRp) tal que

∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], (2.1)
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∫ T

0

γ′(t){∇2φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t)}γ(t) dt ≤ 0 ∀ γ ∈ N, (2.2)

onde N é dado por

N = {γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) | ∇h̄′i(t)γ(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], i ∈ I}.

Demonstração. Seja z̄ solução ótima local para o problema (RI) em z̄(t) + εB̄

q.t.p. em [0, T ]. Procederemos em vários passos.
PASSO 1: Vamos de�nir uma aplicação d que satisfaça as condições do Corolário
1.1. Seja S0 ⊂ [0, T ] o maior subconjunto onde cada uma das condições (H1)-
(H4) não acontecem para todo t ∈ S0. Sabemos pelas hipóteses que S0 tem
medida nula. Segue de ([68], p. 309) que existe um conjunto de Borel S que é
a intersecção de uma coleção enumerável de conjuntos abertos, tal que S0 ⊂ S

e S \ S0 tem medida nula, ou seja, [0, T ] \ S tem medida total. Identi�que no
Corolário 1.1, A = [0, T ]\S um conjunto de Borel de medida total, t com a, (ξ, η)

com (u, v) e (0, 0) com (u0, v0).
De�na µ : IRn × IRp × [0, T ]→ IRp dada por

µ(ξ, η, t) = h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t).

Observe que, para quase todo t ∈ [0, T ], µ(0, 0, t) = h(z̄(t), t) = 0 e considerando
α = min{ ε

2
, ε

2K0
}, que

‖z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η − z̄(t)‖ = ‖ξ +∇h̄′(t)η‖ ≤ ‖ξ‖+ ‖∇h̄′(t)‖.‖η‖ ≤ ε,

sempre que (ξ, η) ∈ (0, 0)+αB̄. Segue de (H2) que µ é diferenciável em (0, 0)+αB

para todo t ∈ A. Para (ξ̃, η̃), (ξ, η) ∈ (0, 0) + αB, t ∈ A, temos que

‖∇µ(ξ̃, η̃, t)−∇µ(ξ, η, t)‖
= ‖( ∇h(z̄(t) + ξ̃ +∇h̄′(t)η̃, t) ∇h(z̄(t) + ξ̃ +∇h̄′(t)η̃, t)∇h̄′(t) )

−( ∇h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t) ∇h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t)∇h̄′(t) )‖
= ‖[∇h(z̄(t) + ξ̃ +∇h̄′(t)η̃, t)−∇h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t)][ In ∇h̄′(t) ]‖
≤ ‖∇h(z̄(t) + ξ̃ +∇h̄′(t)η̃, t)−∇h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t)‖.‖[ In ∇h̄′(t) ]‖
≤ θ̃(‖(ξ̃ − ξ) +∇h̄′(t)(η̃ − η)‖).(1 +K0)

≤ θ̃(‖(ξ̃ − ξ)‖+K0.‖(η̃ − η)‖).(1 +K0)

≤ θ̃(‖(ξ̃ − ξ, η̃ − η)‖+K0.‖(ξ̃ − ξ, η̃ − η)‖).(1 +K0)

= θ(‖(ξ̃, η̃)− (ξ, η)‖),

onde a função θ : (0,∞)→ (0,∞) dada por

θ(s) = (1 +K0)θ̃(s+K0s)
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é uma monótona crescente e que, quando s ↓ 0, θ̃(s) ↓ 0, implicando que θ(s) ↓ 0.
Note que

∇ηµ(0, 0, t) = ∇h̄(t)∇h̄′(t) q.t.p. em [0, T ].

Assim, por (H4), ∇ηµ(0, 0, t) é não singular para todo t ∈ A. Usando as hipóteses
(H3) e (H4) temos, pela Proposição 2.2, que existe M > 0 tal que

‖[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1‖ ≤M q.t.p. em [0, T ]. (2.3)

Logo, o Corolário 1.1 nos garante que existem σ ∈ (0, ε), δ ∈ (0, ε) e uma aplicação
implícita

d : σB × A→ δB

tal que d(ξ, ·) é uma função mensurável para �xo ξ, as funções {d(·, t) | t ∈ A} são
Lipschitz com constante Lipschitz comum, d(·, t) é continuamente diferenciável
para cada t ∈ A,

d(0, t) = 0 q.t.p. em [0, T ], (2.4)

µ(ξ, d(ξ, t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ], ξ ∈ σB, (2.5)

∇d(0, t) = −[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t). (2.6)

Escolha σ1 > 0 e δ1 > 0 tais que

σ1 ∈ (0,min{σ, ε
2
}), δ1 ∈ (0,min{δ, ε

2
}), σ1 +K0δ1 ∈ (0,

ε

2
), (2.7)

onde K0 é dado por (H3). Nos passos seguintes e sem perda de generalidade,
consideraremos a função implícita d de�nida em σ1B× [0, T ] tomando valores em
δ1B.
PASSO 2: Mostraremos que, se z̄ é uma solução ótima local para (RI), então z̄
é uma solução ótima local para o problema auxiliar dado por

maximizar P̃ (z) =

∫ T

0

ϕ(z(t), t) dt

sujeito a z ∈ L∞([0, T ]; IRn),
(AUX)

onde ϕ(z(t), t) = φ(z(t) +∇h̄′(t)d(z(t)− z̄(t), t), t).
De fato, suponha que z̃ ∈ z̄(t) + σ2B, para 0 < σ2 < σ1 arbitrário, é uma solução
factível para (AUX) tal que P̃ (z̃) > P̃ (z̄). Considere

ẑ(t) = z̃(t) +∇h̄′(t)d(z̃(t)− z̄(t), t) q.t.p. em [0, T ].

Usando (2.7) e (H3), temos que

‖ẑ(t)− z̄(t)‖ = ‖(z̃(t)− z̄(t)) +∇h̄′(t)d(z̃(t)− z̄(t), t)‖
≤ ‖z̃(t)− z̄(t)‖+ ‖∇h̄′(t)‖.‖d(z̃(t)− z̄(t), t)‖ < σ1 +K0δ1 < ε.
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Como z̃ − z̄ ∈ σ1B, pela de�nição de µ tem-se

µ(z̃(t)− z̄(t), d(z̃(t)− z̄(t), t), t) = 0⇒ h(z̃(t) +∇h̄′(t)d(z̃(t)− z̄(t), t), t) = 0,

ou seja, h(ẑ(t), t) = 0. Mas,

P (ẑ) = P̃ (z̃) > P̃ (z̄) = P (z̄),

o que contradiz o fato de que z̄ é uma solução ótima local para (RI).
PASSO 3: Sendo z̄ solução ótima local para (RI), então z̄ é uma solução ótima
local para o problema sem restrição (AUX) pelo PASSO 2. Logo, pela Proposição
2.1 temos que, para quase todo t ∈ [0, T ],

0 = ∇ϕ(z̄(t), t)

= {In +∇h̄′(t)∇d(0, t)}′∇φ(z̄(t) +∇h̄′(t)d(0, t), t)

= ∇φ(z̄(t), t) +∇d′(0, t)∇h̄(t)∇φ(z̄(t), t)

= ∇φ(z̄(t), t) +∇h′(z̄(t), t){−[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)∇φ(z̄(t), t)}
= ∇φ(z̄(t), t) +∇h′(z̄(t), t)u(t)

= ∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t)

fornecendo (2.1) com

u(t) = −[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)∇φ̄(t) q.t.p. em [0, T ].

Pelas hipóteses (H1), (H3) e (2.1), note que u ∈ L∞([0, T ]; IRp) pois

‖u(t)‖ ≤MK0Kφ q.t.p. em [0, T ],

sendo escrito de forma única.
PASSO 4: Vamos veri�car a condição de segunda ordem (2.2). Sendo φ(·, t) e
h(·, t) duas vezes continuamente diferenciáveis em z̄+εB̄ ao longo de [0, T ], temos
por de�nição que µ(ξ, d(ξ, t), t) q.t.p. em [0, T ], é duas vezes continuamente dife-
renciável em σ1B e, por consequência do Corolário 1.1 (conforme Observação 1.1),
d é duas vezes diferenciável em uma vizinhança de ξ = 0 que, por simplicidade,
consideraremos essa vizinhança como sendo σ1B.

Pela Proposição 2.1, temos que∫ T

0

γ′(t)∇2ϕ(z̄(t), t)γ(t) dt ≤ 0 ∀ γ ∈ L∞([0, T ]; IRn).

Calculando ∇ϕ temos que

∇ϕ(z(t), t) = [In +∇h̄′(t)∇d(z(t)− z̄(t), t)]′∇φ(z(t) +∇h̄′(t)d(z(t)− z̄(t), t))

= ∇φ(z(t) +∇h̄′(t)d(z(t)− z̄(t), t))

+∇d′(z(t)− z̄(t), t)∇h̄(t)∇φ(z(t) +∇h̄′(t)d(z(t)− z̄(t), t)),
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onde

∇d′(z(t)− z̄(t), t)∇h̄(t) =

p∑
i=1

∇di(z(t)− z̄(t), t)∇h̄′i(t).

Observe que se z = z̄, usando (2.6), resulta que

−∇h̄′(t)[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t) = ∇d′(0, t)∇h̄(t) =

p∑
i=1

∇di(0, t)∇h̄′i(t).

Da expressão de ∇ϕ obtemos

∇2ϕ(z(t), t)

=
{
In +∇d′(z(t)− z̄(t), t)∇h̄(t)

}
∇2φ′(z(t) +∇h̄′(t)d(z(t)− z̄(t), t), t)

+

p∑
i=1

{∇2di(z(t)− z̄(t), t)∇h̄′i(t)∇φ(z(t) +∇h̄′(t)d(z(t)− z̄(t), t), t)

+∇di(z(t)− z̄(t), t)∇h̄′i(t)
[
In +∇d′(z(t)− z̄(t), t)∇h̄(t)

]
∇2φ(z(t) +∇h̄′(t)d(z(t)− z̄(t), t), t)}.

Em particular, com z = z̄ e γ ∈ N temos, para q.t.p. em [0, T ], que

γ′(t)∇2ϕ(z̄(t), t)γ(t)

= γ′(t)∇2φ̄(t)γ(t)− γ′(t)∇h̄′(t)[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)∇2φ̄(t)

+γ′(t)

[
p∑
i=1

∇2di(0, t)∇h̄′i(t)

]
∇φ̄(t)γ(t)

−γ′(t)∇h̄′(t)[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)
[
In +∇d′(0, t)∇h̄(t)

]
∇2φ̄(t),

que integrando de 0 a T nos fornece∫ T

0

γ′(t)

{
∇2φ̄(t) +

[
p∑
i=1

∇2di(0, t)∇h̄′i(t)

]
∇φ̄(t)

}
γ(t) ≤ 0 (2.8)

Por outro lado, como

µi(ξ, d(ξ, t), t) = hi(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)d(ξ, t), t), i ∈ I,

para cada i ∈ I temos que

∇ξµi(ξ, d(ξ, t), t) = [In +∇h̄′(t)∇d(ξ, t)]′∇hi(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)d(ξ, t), t)

= ∇hi(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)d(ξ, t), t)

+∇d′(ξ, t)∇h̄(t)∇hi(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)d(ξ, t), t).
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Por (2.5) temos, para cada i ∈ I, que

0 = ∇2µi(ξ, d(ξ, t), t)

= [In +∇h̄′(t)∇d(ξ, t)]′∇2hi(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)d(ξ, t), t)

+

[
p∑
j=1

∇2dj(ξ, t)∇h̄′j(t)

]
∇hi(z̄(t) + ξ + h̄′(t)d(ξ, t), t)

+
[
∇d′(ξ, t)h̄(t)

] [
In +∇d′(ξ, t)h̄(t)

]
∇2hi(z̄(t) + ξ + h̄′(t)d(ξ, t), t).

Considerando ξ = 0, multiplicando por ui(t) q.t.p. em [0, T ], fazendo o somatório
de i = 1, . . . , p e o produto interno à esquerda e à direita por γ ∈ N , em ambos
os membros, obtemos

0 = γ′(t)

[
p∑
i=1

ui(t)∇2µi(0, 0, t)

]
γ(t)

= γ′(t)

[
p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t)

]
γ(t)

−γ′(t)∇h̄′(t)[∇h̄(t)Υ′(t)]−1∇h̄(t)

[
p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t)

]
γ(t)

+γ′(t)

[
p∑
j=1

∇2dj(0, t)∇h̄′j(t)

][
p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t)

]
γ(t)

−γ′(t)∇h̄′(t)[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)
[
In +∇d′(0, t)∇h̄(t)

] [ p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t)

]
γ(t),

que integrando de 0 a T resulta que∫ T

0

γ′(t)

{
p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t) +

[
p∑
j=1

∇2dj(0, t)∇h̄′j(t)

][
p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t)

]}
γ(t) dt

= 0. (2.9)
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Por (2.8) e (2.9) temos que

0 ≥
∫ T

0

γ′(t)

{
∇2φ̄(t) +

[
p∑
i=1

∇2di(0, t)∇h̄′i(t)

]
∇φ̄(t)

}
γ(t)

+

∫ T

0

γ′(t)

{
p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t) +

[
p∑
j=1

∇2dj(0, t)∇h̄′j(t)

][
p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t)

]}
γ(t) dt

=

∫ T

0

γ′(t){∇2φ̄(t) +

[
p∑
i=1

∇2di(0, t)∇h̄′i(t)

]
∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t)

+

[
p∑
j=1

∇2dj(0, t)∇h̄′j(t)

][
p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t)

]
}γ(t) dt

=

∫ T

0

γ′(t){∇2φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t)

+

[
p∑
j=1

∇2dj(0, t)∇h̄′i(t)

][
∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t)

]
}γ(t) dt

e usando (2.1), obtemos a desigualdade (2.2).

2.3 Problema com Restrições de Igualdade e De-
sigualdade

Considere o problema com restrições de igualdade e desigualdade (1.1).
Sejam válidas a hipótese (H1) e, para ε > 0 e z̄ ∈ Ω, as seguintes hipóteses para
o problema (1.1):

(H5) h(z, ·) e g(z, ·) são mensuráveis para cada z, h(·, t) e g(·, t) são continua-
mente diferenciáveis em z̄(t) + εB̄ q.t.p. em [0, T ].

(H6) Existe uma função crescente θ̄ : (0,∞)→ (0,∞), θ̄(s) ↓ 0 quando s ↓ 0, tal
que para todo z̃, z ∈ z̄(t) + εB̄ e q.t.p. em [0, T ],

‖∇[h, g](z̃, t)−∇[h, g](z, t)‖ ≤ θ̄(‖z̃ − z‖).

Existe K1 > 0 tal que para q.t.p. em [0, T ],

‖∇[h, g](z̄, t)‖ ≤ K1.

Observação 2.2. Note que as hipóteses (H2) e (H3) são casos particulares das

hipóteses (H5) e (H6) quando não há restrições de desigualdade no problema

(1.1). A hipótese (H4) será substituída pela de�nição seguinte.
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De�nição 2.1. Diremos que z̄ ∈ Ω satisfaz a condição de posto completo quando

existe K > 0 tal que

det{Υ(t)Υ
′
(t)} ≥ K,

onde

Υ(t) =

(
∇h̄(t) 0

∇ḡ(t) diag{−2w̄j(t)}j∈J

)
,

onde w̄j =
√
ḡj(t) q.t.p. em [0, T ], j ∈ J .

Observação 2.3. A condição de posto completo implica que, para quase todo

t ∈ [0, T ], {∇h̄i(t) | i ∈ I} ∪ {∇ḡj(t) | j ∈ Ia(t)} é um conjunto linearmente

independente. Além disso, possibilita-nos reduzir o problema (1.1) para o caso

com apenas restrições de igualdade a �m de que o Teorema 2.1 seja aplicado.

Note também que a hipótese (H4) é a condição de posto completo apenas para

problemas com restrições de igualdade.

Exemplo 2.1. Considere o problema

maximizar

∫ 1

0

−z2
1(t)− z2

2(t) dt

sujeito a h(z(t), t) = z1(t)− z2(t) = 0 q.t.p. em t ∈ [0, 1],

g1(z(t), t) = z1(t) + 1
2
z2

2(t) ≥ 0 q.t.p. em t ∈ [0, 1],

g2(z(t), t) = z1(t)z2(t) + 1 ≥ 0 q.t.p. em t ∈ [0, 1],

onde z = (z1, z2) ∈ L∞([0, T ]; IR2) e h, g1, g2 : IR2 × [0, 1] → IR. Note que

z̄ = (0, 0) é solução ótima para este problema e que Ia(t) = {1} q.t.p. em [0, T ].

Assim, a matriz na De�nição 2.1 é dada por

Υ(t) =

1 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −2

 q.t.p. em [0, T ],

e det(Υ(t)Υ′(t)) = 4 q.t.p. em [0, T ]. Observe que {∇h̄(t),∇ḡ1(t)} são linear-

mente independentes para quase todo t ∈ [0, T ].

Exemplo 2.2. Considere h, g1, g2 : IR3 × [0, 1]→ IR e

maximizar

∫ 1

0

−(z1(t)− 1)2 − (z2(t)− 1)2 dt

sujeito a h(z, t) = −z2
1(t)− z2

2(t) + z3(t) + 1 = 0,

g1(z, t) = −2z1(t)z2(t) + 4z2(t) + z3(t)− 3 ≥ 0,

g2(z, t) = −z1(t) + 1
2
z3(t) + 1

2
≥ 0.
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O ponto factível z̄ = (1, 1, 1)′ é solução ótima para este problema. Note que, para

quase todo t ∈ [0, 1], Ia(t) = {1, 2} e

Υ(t) =

−2 −2 1 0 0

−2 2 1 0 0

−1 0 1
2

0 0

 q.t.p. em [0, 1].

Observe que posto[Υ(t)] = 3 q.t.p. em [0, 1] mas det(Υ(t)Υ′(t)) = 0 q.t.p. em

[0, 1]. Assim, z̄ não satisfaz a condição de posto completo.

Exemplo 2.3. Considere o problema tempo contínuo com funcional objetivo qua-

drático e restrições lineares da forma

maximizar P (z) =

∫ T

0

−z′(t)Q(t)z(t) dt

sujeito a A(t)z(t) = 0 q.t.p. em t ∈ [0, T ],

N(t)z(t) + b(t) ≥ 0 q.t.p. em t ∈ [0, T ],

onde z ∈ L∞([0, T ]; IRn), para q.t.p. em [0, T ], Q(t) é uma n × n matriz real

simétrica de�nida positiva com entradas em L∞([0, T ]; IR), A(t) é uma matriz

p× n dependente do tempo tal que

det {A(t)A′(t)} ≥ cA q.t.p. em [0, T ],

para algum cA > 0, N(t) é uma matriz m×n dependente do tempo com entradas

em L∞([0, T ]; IR) e b ∈ L∞([0, T ]; IRm
+ ) é tal que bj(t) > cb q.t.p. em [0, T ], j ∈ J ,

para algum cb > 0. Note que z̄ ≡ 0 é uma solução ótima para o problema e que

Ia(t) = ∅ q.t.p. em [0, T ]. Sob tais condições, o Lema 1.1 garante que existe c > 0

tal que

det{Υ(t)Υ′(t)} ≥ c q.t.p. em [0, T ],

onde

Υ(t) =

(
A(t) 0

N(t) diag{−2
√
bj(t)}mj=1

)
e z̄ satisfaz a condição de posto completo.

O próximo lema nos servirá de ferramenta para concluir que os multipli-
cadores (de Lagrange) relacionados com as restrições de desigualdade são maiores
ou iguais a zero quase todo t ∈ [0, T ].

Lema 2.1. Seja k ∈ J arbitrário e D ⊂ [0, T ] subconjunto de medida positiva tal

que k ∈ Ia(t) para todo t ∈ D. Se z̄ ∈ Ω satisfaz a condição de posto completo,

então existe γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) tal que, para todo t ∈ D, temos

∇h̄′i(t)γ(t) = 0, i ∈ I, ∇ḡ′j(t)γ(t) = 0, j ∈ Ia(t) \ {k}, ∇ḡ′k(t)γ(t) > 0. (2.10)
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Demonstração. Se as componentes de g forem permutadas de modo que as res-
trições ativas sejam as primeiras, então Υ(t) na De�nição 2.1 pode ser reescrita
como

Υ(t) =

 ∇h̄(t) 0

∇ḡIa(t)(t) 0

∇ḡIc(t)(t) Λ(t)

 q.t.p. em [0, T ],

onde Λ(t) =
(

0 Λ1(t)
)
é uma matriz em blocos com 0 ∈ IRqc(t)×qa(t) e Λ1(t) =

diag{−2w̄j(t)}, j ∈ Ic(t). Por de�nição, a matriz Υ(t) tem posto completo para
quase todo t ∈ [0, T ]. Seja b ∈ L∞([0, T ]; IRn+m) dado por

bj(t) =


0, se j ∈ I ∪ J \ {k}, t ∈ D,
1, se j = k, t ∈ D,
0, se t ∈ [0, T ] \D.

Então o sistema

Υ(t)γ(t) = b(t) q.t.p. em [0, T ], (2.11)

é consistente para quase todo t ∈ [0, T ], com solução γ̃ = (γ, γ1) ∈ L∞([0, T ]; IRn+m)

dada por
γ̃(t) = Υ′(t)[Υ(t)Υ′(t)]−1b(t) q.t.p. em [0, T ].

Em particular, (2.11) acontece para todo t ∈ D. Assim, (2.11) nos garante que,
para todo t ∈ D, existe γ ∈ L∞n [0, T ] tal que

∇h̄′i(t)γ(t) = 0, i ∈ I, ∇ḡ′j(t)γ(t) = 0, j ∈ Ia(t) \ {k} and ∇ḡ′k(t)γ(t) = 1 > 0.

Teorema 2.2. Seja z̄ solução ótima local para o problema (1.1) que satisfaz a

condição de posto completo e as hipóteses (H1),(H5) e (H6). Suponha que ḡ(·)
é limitada em [0, T ]. Então, existe um único (u, v) ∈ L∞([0, T ]; IRp+m) tal que,

para quase todo t ∈ [0, T ], v(t) ≥ 0 e

∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t) = 0, (2.12)

vj(t)ḡj(t) = 0, j ∈ J. (2.13)

Além disso, vale a condição de segunda ordem∫ T

0

γ′(t){∇2φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇2ḡj(t)}γ(t) dt ≤ 0 (2.14)

para toda γ ∈ N̄ , onde N̄ é dado por

N̄ = {γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) | ∇h̄(t)γ(t) = 0, ∇ḡ′j(t)γ(t) = 0 q.t.p. [0, T ], j ∈ Ia(t)}.
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Demonstração. Seja w : [0, T ] → IRm função mensurável. Considere o problema
auxiliar

maximizar P̃ (z, w) =

∫ T

0

φ(z(t), t) dt

sujeito a h(z(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ],

g(z(t), t)− w2(t) = 0 q.t.p. em [0, T ],

(AUX1)

onde

w2(t) =


w2

1(t)

w2
2(t)
...

w2
m(t)

 q.t.p. em [0, T ],

procederemos em vários passos.
PASSO 1: Se z̄ é solução ótima local para o problema (1.1), então (z̄, w̄)

é solução ótima local para (AUX1), onde

w̄j(t) =
√
ḡj(t) q.t.p. em [0, T ], j ∈ J.

De fato, se z̄ é uma solução ótima de (1.1) em uma ε-vizinhança, ε ∈ (0, 1),
suponha que para qualquer vizinhança aberta (z̄, w̄) + ε̄B, 0 < ε̄ < ε, exista
(z̃, w̃) solução ótima local para (AUX1) com P̃ (z̃, w̃) > P̃ (z̄, w̄). Notando que

h(z̃(t), t) = 0 e g(z̃(t), t) = w̃2(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ],

temos que z̃ é factível para o problema (1.1) e

P (z̃) =

∫ T

0

φ(z̃(t), t) dt = P̃ (z̃, w̃) > P̃ (z̄, w̄) =

∫ T

0

φ(z(t), t) dt = P (z̄),

contradizendo a otimalidade local de z̄ para o problema (1.1).
PASSO 2: De�nindo, para q.t.p. t ∈ [0, T ],

Ψ(z(t), w(t), t) =

(
h(z(t), t)

g(z(t), t)− w2(t)

)
∈ IRp+m,

vamos veri�car que o problema auxiliar (AUX1) satisfaz as condições (H1)-(H4)
com Ψ e (z, w) fazendo o papel de h e z, respectivamente, no problema (2.2) para
que o Teorema 2.1 seja aplicável. As hipóteses (H1) e (H2) são imediatas para
(AUX1). Considerando (z̃, w̃), (z, w) ∈ (z̄(t), w̄(t)) ∈ εB̄ temos, para quase todo
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t ∈ [0, T ], que

‖∇Ψ(z̃, w̃, t)−∇Ψ(z, w, t)‖

=
∥∥∥( ∇zΨ(z̃, w̃, t)−∇zΨ(z, w, t) ∇wΨ(z̃, w̃, t)−∇wΨ(z, w, t)

)∥∥∥
≤ ‖∇[h, g](z̃, t)−∇[h, g](z, t)‖+ ‖(−2).diag{w̃i(t)− wi(t)}‖
= ‖∇[h, g](z̃, t)−∇[h, g](z, t)‖+ 2‖Im(w̃(t)− w(t))‖
≤ θ̄(‖z̃ − z‖) + 2 ‖Im‖ ‖w̃ − w‖ = θ̄(‖z̃ − z‖) + 2‖w̃ − w‖
≤ θ̄(‖(z̃ − z, w̃ − w)‖) + 2‖(z̃ − z, w̃ − w)‖ = θ̃(‖(z̃, z)− (w̃, w)‖),

onde θ̃ : (0,∞) → (0,∞) é dada por θ̃(s) = θ̄(s) + 2s. Quando s ↓ 0, θ̃(s) =

θ̄(s) + 2s ↓ 0, sendo a mesma monótona crescente. Também,

‖∇Ψ(z̄, w̄, t)‖ ≤ ‖∇zΨ(z̄(t), w̄(t), t)‖+ ‖∇wΨ(z̄(t), w̄(t), t)‖
= ‖∇[h, g](z̄(t), t)‖+ 2.‖diag{w̄i(t)}‖ ≤ K0,

onde K0 = K1 + ‖w̄‖∞m segue de (H6) e pela hipótese de que w̄(t) = ḡ(t) é
uniformemente limitada em [0, T ], veri�cando (H3) para (AUX1). Por �m, como

∇Ψ(z̄(t), t) = Υ(t) q.t.p. em [0, T ],

temos pela De�nição 2.1 que a hipótese (H4) é satisfeita para o problema com
restrições de igualdade (AUX1).

PASSO 3: Vamos aplicar o Teorema 2.1 para (AUX1). Existe único
(u, v) ∈ L∞([0, T ]; IRp+m) tal que(

∇φ̄(t)

0

)
+∇Ψ′(z̄(t), t)

(
u(t)

v(t)

)
= 0 q.t.p. em [0, T ],

fornecendo as igualdades

∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ] e

w̄j(t)vj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ]⇒ ḡj(t)vj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J

resultando em (2.12) e (2.13).
Vamos mostrar que vj(t) ≥ 0 a.e. in [0, T ], j ∈ I. Suponha que para

algum k ∈ J , exista um subconjunto de medida positiva D ⊂ [0, T ] tal que
vk(t) < 0, para todo t ∈ D. Note que, por (2.13), k ∈ Ia(t) para todo t ∈ D.
Pelo Lema 2.1, existe γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) tal que (2.10) acontece. De�nindo
γ̃ ∈ L∞([0, T ]; IRn) por

γ̃(t) =

{
γ(t), se t ∈ D
0, c.c.,
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e usando (2.12) e (2.13) resulta que

∇φ̄′(t)γ̃(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄′i(t)γ̃(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇ḡ′j(t)γ̃(t) = 0

⇒ ∇φ̄′(t)γ̃(t) =

{
−vk(t)∇ḡ′k(t)γ(t) > 0, se t ∈ D,
0, c.c..

Então ∫ T

0

∇φ̄′(t)γ̃(t) dt =

∫ T

D

∇φ̄′(t)γ̃(t) dt+

∫
[0,T ]\D

∇φ̄′(t)γ̃(t) dt > 0

e pelo Teorema 1.1 temos que existe σ > 0 tal que P (z̄ + τ γ̃) > P (z̄) para
0 < τ ≤ σ, contradizendo o fato de que z̄ é uma solução ótima local para (1.1).
Portanto, vj(t) ≥ 0 para quase todo t ∈ [0, T ], j ∈ J .

PASSO 4: Vamos veri�car a condição de segunda ordem (2.14). Para
simpli�car a notação, escreveremos para q.t.p. em [0, T ],

L(z, w, t) = φ(z(t), t) +

p∑
i=1

ui(t)hi(z(t), t) +
m∑
j=1

vj(t)[gj(z(t), t)− w2
j (t)],

onde u e v são os multiplicadores que já foram obtidos do problema (AUX1).
Assim,

∇L(z, w, t) =

(
∇zL(z, w, t)

∇wL(z, w, t)

)

=


∇φ(z(t), t) +

p∑
i=1

ui(t)∇hi(z(t), t) +
m∑
j=1

vj(t)∇gj(z(t), t)

−2w1(t)v1(t)
...

−2wm(t)vm(t)

 ,

e

∇2L(z, w, t) =

(
∇zzL(z, w, t) 0

0 diag{−2vj(t)}mj=1

)
,

onde

∇zzL(z, w, t) = ∇2φ(z(t), t) +

p∑
i=1

ui(t)∇2hi(z(t), t) +
m∑
j=1

vj(t)∇2gj(z(t), t).

Pelo Teorema 2.1, temos que∫ T

0

(γ(t), ν(t))′∇2L(z̄, w̄, t)(γ(t), ν(t)) dt ≤ 0, (2.15)
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para toda (γ, ν) ∈ L∞([0, T ]; IRn)× L∞([0, T ]; IRm) satisfazendo

∇h(z̄(t), t)γ(t) = 0 e ∇g′j(z̄(t), t)γ(t)− 2w̄j(t)νj(t) = 0, j ∈ J, (2.16)

para quase todo t ∈ [0, T ]. Para qualquer γ ∈ N̄ considere ν da seguinte forma:

νj(t) =


0, se j ∈ Ia(t)

∇g′j(z̄(t), t)γ(t)

2w̄j(t)
, se j ∈ Ic(t)

q.t.p. em [0, T ].

Dessa forma, observe que (γ, ν) satisfaz (2.16), w̄j(t)νj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ],
para todo j ∈ Ia(t), e por (2.13) temos que vj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], para todo
j ∈ Ic(t). Assim,

vj(t)νj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J.

Substituindo este (γ, ν) em (2.15) obtemos∫ T

0

γ′(t)∇2
zzL(z̄, w̄, t)γ(t) dt ≤ 0,

com γ ∈ N̄ arbitrário, que nos fornece (2.14).

46



Capítulo 3

Quali�cação de Restrições Posto

Constante

Em programação não linear em dimensão �nita, Andreani, Martínez e
Schuverdt [69] apresentaram alguns resultados auxiliares que foram usados para
demonstrar que a condição de dependência linear positiva constante implica uma
condição chamada quase normalidade.

Na primeira seção, utilizando o Teorema 1.2 e o Corolário 1.1, uma re-
leitura de tais resultados é realizada, adaptando-os para o caso tempo contínuo.
Estes resultados nos possibilitam escrever um subproblema do problema principal
(1.1), de forma que certas restrições possam ser �descartadas� sem in�uenciar na
obtenção das condições necessárias para o problema (1.1).

Na segunda seção, usando os resultados auxiliares da primeira seção,
condições necessárias para o problema (1.1) com restrições de igualdade são ob-
tidas. Na terceira seção, reduz-se o problema (1.1) a um problema com restrições
apenas de igualdade de forma que os resultados obtidos na segunda seção sejam
utilizados.

3.1 Resultados Auxiliares

Lema 3.1. Considere um conjunto A ⊂ IRk, um número α > 0, vetores x0, y0 ∈
IRn, e uma família de funções

{Fa = (fa1 , . . . , f
a
n) : IRn → IRn | a ∈ A}

satisfazendo y0 = Fa(x0) para todo a ∈ A e todas as condições do Teorema 1.2

(Isso nos garante que existem α > 0 e δ > 0 tais que F−1
a : {y0 + δB} →

{x0 + αB} estão bem de�nidas, para todo a ∈ A). Sejam 0 < r ≤ n um número

inteiro e fa : {x0 + αB} → IR funções continuamente diferenciáveis em x0 +

αB uniformemente em a ∈ A, tais que ∇fa(x) é uma combinação linear de
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∇fa1 (x), . . . ,∇far (x) ∀ x ∈ x0 + αB, ∀ a ∈ A. Para todo a ∈ A e u ∈ y0 + δB,

de�na

ϕa(u) = fa(F−1
a (u)). (3.1)

Então, para todo u ∈ y0 + δB e j = r + 1, . . . , n,

∂ϕa

∂uj
(u) = 0 ∀ a ∈ A. (3.2)

Demonstração. Pelo Teorema 1.2, existem α > 0, δ > 0 e uma família de funções
continuamente diferenciáveis

{F−1
a : {y0 + δB} → {x0 + αB} | a ∈ A}

tal que, se F−1
a (u) = (ga1(u), . . . , gan(u)), a ∈ A, temos que

u = (Fa ◦ F−1
a )(u)

= Fa(g
a
1(u), . . . , gan(u))

= (fa1 (ga1(u), . . . , gan(u)), . . . , faq (ga1(u), . . . , gan(u)), . . . , fan(ga1(u), . . . , gan(u)))

que é equivalente a

faq (ga1(u), . . . , gan(u)) = uq ∀ q = 1, . . . , n, ∀ a ∈ A. (3.3)

Seja u ∈ y0 + δB. Usando a regra da cadeia em (3.1), obtemos

∂ϕa
∂uj

(u) =
n∑
i=1

∂fa
∂xi

(F−1
a (u))

∂gai
∂uj

(u) ∀ j = 1, . . . , n, ∀ a ∈ A. (3.4)

Por hipótese, para cada a ∈ A, existem números λa1, . . . , λ
a
r tais que

∇fa(x) =
r∑
q=1

λaq∇faq (x) ∀ x ∈ x0 + αB,

⇔ ∂fa
∂xi

(x) =
r∑
q=1

λaq
∂faq
∂xi

(x) ∀ x ∈ x0 + αB. (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.4), obtemos

∂ϕa
∂uj

(u) =
n∑
i=1

[
r∑
q=1

λaq
∂faq
∂xi

(F−1(u))

]
∂gai
∂uj

(u) =
r∑
q=1

λaq

[
n∑
i=1

∂faq
∂xi

(F−1(u))
∂gai
∂uj

(u)

]
e usando (3.3), temos que

∂ϕa
∂uj

(u) = 0 ∀ j = r + 1, . . . , n, ∀ a ∈ A.

48



Lema 3.2. Considere um conjunto A ⊂ IRk, um número α > 0, vetores x0, y0 ∈
IRn, uma família de funções

{F̃a : IRn → IRr | a ∈ A},

F̃a = (fa1 , . . . , f
a
r ), 0 < r ≤ n, satisfazendo F̃a(x0) = (y01 , . . . , y0r) para todo

a ∈ A. Suponha que são válidas as seguintes condições:

(a) F̃a é continuamente diferenciável em x0 + αB, uniformemente em a ∈ A.

(b) Existe θ : (0,∞)→ (0,∞), θ(s) ↓ 0 quando s ↓ 0, tal que

‖∇F̃a(x)−∇F̃a(x̃)‖ ≤ θ(‖x− x̃‖)

para todo x, x̃ ∈ x0 + αB, a ∈ A. Existe K̄ > 0 tal que

‖∇F̃a(x0)‖ ≤ K̄, a ∈ A.

(c) Existe K̂ > 0 tal que

det{[∇F̃a(x0)][∇F̃a(x0)]′} ≥ K̂, a ∈ A.

Então existe uma família de funções continuamente diferenciáveis

{F̄a : IRn → IRn−r | a ∈ A},

F̄a(x0) = (y0r+1 , . . . , y0n), tal que Fa = (F̃a, F̄a) satisfaz Fa(x0) = y0 para todo

a ∈ A, e todas as hipóteses do Teorema 1.2.

Demonstração. A hipótese (c) implica que a matriz

∇F̃a(x0) =


ηa11 ηa12 . . . ηa1n
ηa21 ηa22 . . . ηa2n
...

...
...

...
ηar1 ηar2 . . . ηarn

 =


(ηa1)′

(ηa2)′

...
(ηar )

′


possui linhas linearmente independentes para todo a ∈ A. Denote Ir = {1, . . . , r}
e In−r = {r+1, . . . , n} com I = Ir∪ In−r, e construa funções fai : IRn → IR dadas
por

fai (x) = (ζai )′(x− x0) + y0i , i ∈ In−r, a ∈ A,

onde ζai , i ∈ In−r, são vetores ortonormais pertencentes ao conjunto {ηa1 , . . . , ηar}⊥
de maneira que {ηa1 , . . . , ηar , ζar+1, . . . , ζ

a
n} forma uma base para IRn para todo

a ∈ A.
Note que, para todo a ∈ A e i ∈ In−r, fai (x0) = y0i e ∇fai (x0) = ζai .

Escrevendo Fa : IRn → IRn como Fa = (F̃a, F̄a), onde F̄a = (far+1, . . . , f
a
n), vemos

que Fa(x0) = y0 ∀ a ∈ A, e que
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(i) Fa é continuamente diferenciável em x0 + αB, uniformemente em a ∈ A.

(ii) Usando a hipótese (b) e a de�nição de F̄a, para x, x̃ ∈ x0 + αB temos que

‖∇Fa(x)−∇Fa(x̃)‖ = ‖(∇F̃a(x)−∇F̃a(x̃), 0)‖
= ‖∇F̃a(x)−∇F̃a(x̃)‖ ≤ θ(‖x− x̃‖),

onde θ : (0,∞)→ (0,∞), θ(s) ↓ 0 quando s ↓ 0. Notando que ‖∇F̄a(x0)‖ =

1 pelo fato de que as colunas de ∇F̄a(x0) são ortonormais, temos que

‖∇Fa(x0)‖ ≤
√
‖∇F̃a(x0)‖2 + ‖∇F̄a(x0)‖2 ≤

√
K̄2 + 1 = L, L > 0,

(iii) Escrevendo

∇Fa(x0) = (ηa1 ηa2 . . . ηar ζar+1 . . . ζan)′,

vemos que

[∇Fa(x0)][∇Fa(x0)]′ =



‖ηa1‖2 . . . (ηa1)′ηar 0 . . . 0

(ηa2)′ηa1 . . . (ηa2)′ηar 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
(ηar )

′ηa1 . . . ‖(ηar )‖2 0 . . . 0

0 . . . 0 1 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 0 0 . . . 1


resultando que

det([∇Fa(x0)][∇Fa(x0)]′) = det([∇F r
a (x0)][∇F r

a (x0)]′) ≥ K̂, a ∈ A,

implicando que det(∇Fa(x0)) ≥
√
K̂, a ∈ A. Por este fato e pelo item (ii),

a Proposição 2.2 nos garante que existe M > 0 tal que

‖[∇Fa(x0)]−1‖ ≤M, a ∈ A.

Logo, Fa satisfaz as hipóteses do Teorema 1.2.

Proposição 3.1. Considere um conjunto A ⊂ IRk, um número α > 0, veto-

res x0, y0 ∈ IRn, funções fa, fa1 , . . . , f
a
r : IRn → IR continuamente diferenciá-

veis em x0 + αB uniformemente em a ∈ A. Suponha que F̃a = (fa1 , . . . , f
a
r )
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satisfaz todas as condições do Lema 3.2 e que ∇fa(x) é combinação linear de

∇fa1 (x), . . . ,∇far (x) ∀ a ∈ A e x ∈ x0 + αB. Em particular,

∇fa(x0) =
r∑
i=1

λai∇fai (x0) ∀ a ∈ A. (3.6)

Então existem α′ > 0, uma bola aberta B1 que contém (fa1 (x0), . . . , far (x0)) ∀ a ∈
A, e uma família de funções continuamente diferenciáveis

{ϕ̃a : B1 → IR | a ∈ A},

tais que, para todo x ∈ x0 + α′B, temos que (fa1 (x), . . . , far (x)) ∈ B1 e

fa(x) = ϕ̃a(fa1 (x), . . . , far (x)) ∀ a ∈ A.

Além disso, para todo i = 1, . . . , r e a ∈ A,

∂ϕ̃a

∂ui
(fa1 (x0), . . . , far (x0)) = λai . (3.7)

Demonstração. Usando o Lema 3.2, para cada a ∈ A podemos de�nir n − r

funções far+1, . . . , f
a
n de tal forma que veri�quem as hipóteses do Lema 3.1. Então,

usando (3.2), temos que a função ϕa de�nida em (3.1) não depende da variáveis
ur+1, . . . , un para todo a ∈ A. Como fa1 , . . . , f

a
n são contínuas, uniformemente

em a ∈ A, existem bolas abertas B2 ⊂ x0 + αB (cujo raio é 0 < α′ < α), D1 e
D2 que contém x0, (fa1 (x0), . . . , far (x0)) e (far+1(x0), . . . , fan(x0)), respectivamente,
tais que

(a) D1 ×D2 ⊂ y0 + δB;

(b) ∀ x ∈ B2, (fa1 (x), . . . , far (x)) ∈ D1.

De�na ϕ̃a : D1 → IR como ϕ̃a(u) = ϕ(u1, . . . , ur, f
a
r+1(x0), . . . , fan(x0)). Clara-

mente temos que ϕ̃a ∈ C1(D1) para todo a ∈ A. Pondo B1 = D1 temos, para
todo x ∈ B2 e a ∈ A, usando (b) e (3.1), que

(fa1 (x), . . . , far (x)) ∈ B1 e ϕ̃a(fa1 (x), . . . , far (x)) = ϕa(Fa(x)) = fa(x).

Logo, fa(x) = ϕ̃a(fa1 (x), . . . , far (x)) para todo x ∈ B2 e a ∈ A. Além disso, pela
última relação obtemos

∂ϕ̃a

∂uj
(fa1 (x), . . . , far (x)) =

∂ϕa

∂uj
(fa1 (x), . . . , fan(x)) = λaj ∀ j = 1, . . . , r, a ∈ A,

fornecendo (3.7).
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3.2 Problema com Restrições de Igualdade

Considere o problema de otimização com tempo contínuo com restrições
de igualdade

maximizar P (z) =

∫ T

0

φ(z(t), t)dt

sujeito a z ∈ Ω
(RI)

onde
Ω = {z ∈ L∞([0, T ]; IRn) | h(z(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ]},

φ : IRn × [0, T ] → IR e h : IRn × [0, T ] → IRp. Dados ε > 0 e z̄ ∈ Ω, considere
válidas as seguintes (H1)-(H3) apresentadas no Capítulo 2 e a seguinte hipótese
adicional:

(H4*) (i) posto [∇h(z, t)] = r(z, t) = r para quase todo t ∈ [0, T ] e todo z ∈
z̄(t) + εB.

(ii) Existe um conjunto de índices, digamos {i1, . . . , ir}, e uma constante
K̂ > 0 tal que para quase todo t ∈ [0, T ],

det{Υr(t)Υ
′
r(t)} ≥ K̂,

onde
Υr(t) =

(
∇h̄i1(t) · · · ∇h̄ir(t)

)′
.

Exemplo 3.1. Em L∞([0, 1]; IR3), considere z : [0, 1]→ IR3 e o sistema{
h1(z(t), t) = tz1(t) + t2z2(t)− t3z3(t) = 0

h2(z(t), t) = −z1(t)− tz2(t) + t2z3(t) = 0
q.t.p. em [0, 1],

no ponto factível z̄(t) = (0, 0, 0) q.t.p. em [0, 1]. Note que

∇h(z(t), t) =

(
t t2 −t3
−1 −t t2

)
q.t.p. em [0, 1],

tem posto 1 com z numa vizinhança aberta arbitrária da origem. Considerando

o subconjunto de índices {2}, temos que

Υ1(t)Υ′1(t) =
(
−1 −t t2

) −1

−t
t2

 = 1 + t2 + t4

e det{Υ1(t)Υ′1(t)} ≥ 1 q.t.p. em [0, 1]. Portanto, a condição (H4*) é satisfeita

em z̄ ≡ 0.
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Observação 3.1. O teorema a seguir apresenta condições necessárias de primeira

e segunda ordem tipo K.K.T. que são análogas às condições do Teorema 2.1. A

diferença se encontra no uso da hipótese (H4*) em substituição à hipótese (H4)

e em alguns passos da demonstração.

Teorema 3.1. Seja z̄ solução ótima local para (RI) e suponha que as hipóteses

(H1)-(H3) e (H4*) são satisfeitas. Então existe u ∈ L∞([0, T ]; IRp) tal que

∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], (3.8)

e ∫ T

0

γ′(t){∇2φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t)}γ(t) dt ≤ 0 ∀ γ ∈ N, (3.9)

onde N é dado por

N = {γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) | ∇h̄′i(t)γ(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], i ∈ I}.

Demonstração. Seja z̄ solução ótima local para o problema (RI) em z̄(t) + εB̄

q.t.p. em [0, T ]. A demonstração será feita em vários passos.
PASSO 1: De modo análogo à demonstração do Teorema 2.1, seja A = [0, T ]\S
um conjunto de Borel de medida total, onde S é um conjunto de Borel de medida
nula onde as hipóteses (H1)-(H3) e (H4*) não se veri�cam, conforme ([68], p.
309).

Para cada t ∈ A, usando a hipótese (H4*)-(ii), podemos permutar as
linhas de ∇h̄(t) de tal maneira que as linhas linearmente independentes sejam as
r primeiras linhas e escrever a matriz (r × n)

Υr(t) = (∇h̄1(t), . . . ,∇h̄r(t))′

que tem posto completo para todo t ∈ A. Então, para j = 1, . . . , p−r, temos por
(H4*)-(i) que ∇hr+j(z(t), t) é uma combinação linear dos vetores do conjunto

{∇h1(z, t), . . . ,∇hr(z, t)}

para quaisquer t ∈ A e z ∈ z̄(t) + εB.
Para cada j = 1, . . . , p − r, identi�que na Proposição 3.1, t com a, x0

com 0, α com ε e, para x ∈ x0 + εB,

f ti (x) = hi(z̄(t) + x, t), i = 1, . . . , r,

e a função f t fará o papel de cada uma das p− r coordenadas restantes, a saber,

f t(x) = hr+j(z̄(t) + x, t), j = 1, . . . , p− r.
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Note que, como x ∈ εB, temos que z = z̄(t) + x ∈ {z̄(t) + εB} q.t.p. em [0, T ].
Usando as hipóteses (H2)-(H3) e (H4*), vemos que todas as hipóteses da Propo-
sição 3.1 são satisfeitas e vamos aplicá-la (p − r) vezes. Então, para quase todo
t ∈ [0, T ], existem uma bola aberta B1 que contém (h1(z̄(t), t), . . . , hr(z̄(t), t)) e
funções ϕr+1, . . . , ϕp de�nidas em B1 × [0, T ] tais que, para todo z ∈ z̄(t) + εB e
para quase todo t ∈ [0, T ], temos que (h1(z, t), . . . , hr(z, t)) ∈ B2 e

hr+j(z, t) = ϕr+j(h1(z, t), . . . , hr(z, t), t), j = 1, . . . , p− r. (3.10)

Então para todo z ∈ z̄(t) + εB q.t.p. em [0, T ],

h(z, t)

= (h1(z, t), . . . , hr(z, t), ϕr+1(h1(z, t), . . . , hr(z, t)), . . . , ϕp(h1(z̄, t), . . . , hr(z, t)))
′,

isto é, as p− r últimas coordenadas de h estão em função das r primeiras, com

ϕr+j(0, . . . , 0) = 0 ∀ j = 1, . . . , p− r. (3.11)

De�na H : IRn × [0, T ]→ IRr por

H(z, t) = (h1(z, t), . . . , hr(z, t))

e µ : IRn × IRr × [0, T ]→ IRr por

µ(ξ, η, t) = H(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)η, t),

onde Υ′r(t) = (∇h̄1(t) . . . ∇h̄r(t))′ = ∇H ′(z̄(t), t) q.t.p. em [0, T ]. Deste ponto
em diante, a demonstração segue de maneira similar à demonstração do Teorema
2.1 diferindo de pequenos detalhes. Usando a hipótese (H3), temos que existe um
K0 > 0 tal que para quase todo t ∈ [0, T ],

‖Υ′r(t)‖ = ‖∇H ′(z̄(t), t)‖ = ‖(∇h̄1(t), . . . ,∇h̄r(t))‖
≤ ‖(∇h1(z̄(t), t), . . . ,∇hr(z̄(t), t), . . . ,∇hp(z̄(t), t))‖ ≤ K0. (3.12)

Para (ξ, η) = (0, 0), µ(0, 0, t) = H(z̄(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ] e considerando
α = min{ ε

2
, ε

2K0
}, temos que

‖z̄(t) + ξ + Υ′r(t)η − z̄(t)‖ = ‖ξ + Υ′r(t)η‖ ≤ ‖ξ‖+ ‖Υ′r(t)‖.‖η‖ ≤ ε,

sempre que (ξ, η) ∈ (0, 0)+αB̄. Segue de (H2) que µ é diferenciável em (0, 0)+αB

para q.t.p. t ∈ [0, T ]. Tomando (ξ̃, η̃), (ξ, η) ∈ (0, 0) + αB, temos para q.t.p.
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t ∈ [0, T ] que

‖∇µ(ξ̃, η̃, t)−∇µ(ξ, η, t)‖

= ‖
(
∇H(z̄(t) + ξ̃ + Υ′r(t)η̃, t) ∇H(z̄(t) + ξ̃ + Υ′r(t)η̃, t)Υ

′
r(t)

)
−
(
∇H(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)η, t) ∇H(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)η, t)Υ

′
r(t)

)
‖

=
∥∥∥(∇H(z̄(t) + ξ̃ + Υ′r(t)η̃, t)−∇H(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)η, t)

)(
In Υ′r(t)

)∥∥∥
≤ θ̃(‖(ξ̃ − ξ) + Υ′r(t)(η̃ − η)‖).(1 +K0)

≤ θ̃(‖(ξ̃ − ξ)‖+K0.‖(η̃ − η)‖)(1 +K0)

≤ θ̃(‖(ξ̃ − ξ, η̃ − η)‖+K0‖(ξ̃ − ξ, η̃ − η)‖)(1 +K0) = θ(‖(ξ̃, η̃)− (ξ, η)‖),

onde a função θ : (0,∞)→ (0,∞) dada por

θ(s) = (1 +K0)θ̃(s+K0s)

é monótona crescente e que, quando s ↓ 0, θ̃(s) ↓ 0, implicando que θ(s) ↓ 0.
Note que

∇ηµ(0, 0, t) = ∇H(z̄(t), t)Υ′r(t) = Υr(t)Υ
′
r(t),

é uma matriz real simétrica de�nida positiva cujo determinante é uniformemente
limitado pela hipótese (H4*) e que, junto com (3.12) e a Proposição 2.2, temos
que existe M > 0 tal que

‖[Υr(t)Υ
′
r(t)]

−1‖ ≤M q.t.p. em [0, T ]. (3.13)

Pelo Corolário 1.1, existem σ ∈ (0, ε), δ ∈ (0, ε) e uma aplicação implícita

d : σB × [0, T ]→ δB

tal que d(ξ, ·) é uma função mensurável para �xo ξ, as funções d(·, t) q.t.p. em
[0, T ] são Lipschitz com constante Lipschitz comum, d(·, t) é continuamente dife-
renciável para q.t.p. em [0, T ],

d(0, t) = 0 q.t.p. em [0, T ], (3.14)

µ(ξ, d(ξ, t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ], ξ ∈ σB (3.15)

∇d(0, t) = −[Υr(t)Υ
′
r(t)]

−1∇H(z̄(t), t) q.t.p. em [0, T ]. (3.16)

Escolha σ1 > 0 e δ1 > 0 tais que

σ1 ∈ (0,min{σ, ε
2
}), δ1 ∈ (0,min{δ, ε

2
}), σ1 +K0δ1 ∈ (0,

ε

2
), (3.17)

onde K0 é dado por (H3). Nos passos seguintes e sem perda de generalidade,
consideraremos a função implícita d de�nida em σ1B× [0, T ] tomando valores em
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δ1B.
PASSO 2: Mostraremos que, se z̄ é uma solução ótima para o problema (RI),
então z̄ é uma solução ótima local para o problema auxiliar dado por

maximizar P̃ (z) =

∫ T

0

ϕ(z(t), t) dt

sujeito a z ∈ Ω,
(AUX)

onde Ω = L∞([0, T ]; IRn) e ϕ(z, t) = φ(z + Υ′r(t)d(z − z̄(t), t), t).
De fato, suponha que exista z̃ ∈ Ω tal que z̃(t) ∈ z̄(t) + σ2B, 0 < σ2 < σ1

arbitrário, é uma solução factível para (AUX) tal que P̃ (z̃) > P̃ (z̄). Considere

ẑ(t) = z̃(t) + Υ′r(t)d(z̃(t)− z̄(t), t) q.t.p. em [0, T ].

Usando (3.12) e (3.17), temos que

‖ẑ(t)− z̄(t)‖ = ‖(z̃(t)− z̄(t)) + Υ′r(t)d(z̃(t)− z̄(t), t)‖
≤ ‖z̃(t)− z̄(t)‖+ ‖Υ′r(t)‖.‖d(z̃(t)− z̄(t), t)‖ < σ1 +K0δ1 < ε.

Como z̃(t)− z̄(t) ∈ σ1B, por (3.15) temos que

µ(z̃(t)− z̄(t), d(z̃(t)− z̄(t), t), t) = 0⇒ H(z̃(t) + Υ′r(t)d(z̃(t)− z̄(t), t), t) = 0,

implicando que hi(ẑ(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ], i = 1, . . . , r, e consequentemente,
hj+r(ẑ(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ], j = 1, . . . , p− r, por (3.10) e (3.11). Logo, ẑ é
factível para o problema (RI) e

P (ẑ) = P̃ (z̃) > P̃ (z̄) = P (z̄),

o que contradiz o fato de que z̄ é uma solução ótima local para (RI).
Note que este problema auxiliar é análogo ao problema (AUX) do PASSO 2 da
demonstração do Teorema 2.1, com a matriz Υ(t) substituída pela matriz Υr(t).
PASSO 3: Sendo z̄ uma solução ótima local para (RI), então z̄ é uma solução
ótima local para (AUX) pelo PASSO 2. Então, pela Proposição 2.1 temos que,
para quase todo t ∈ [0, T ],

0 = ∇ϕ(z̄(t), t)

= {In + Υ′r(t)∇d(0, t)}′∇φ(z̄(t) + Υ′r(t)d(0, t), t)

= ∇φ(z̄(t), t) +∇d′(0, t)Υr(t)∇φ(z̄(t), t)

= ∇φ(z̄(t), t) +∇H ′(z̄(t), t){−[Υr(t)Υ
′
r(t)]

−1Υr(t)∇φ(z̄(t), t)}
= ∇φ(z̄(t), t) +∇H ′(z̄(t), t)ũ(t)

fornecendo a igualdade

∇φ̄(t) +
r∑
i=1

ũi(t)∇h̄i(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], (3.18)
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onde ũ ∈ L∞([0, T ]; IRr) é dado por

ũ(t) = −[Υr(t)Υ
′
r(t)]

−1Υr(t)∇φ̄(t) q.t.p. em [0, T ].

Considerando ui ≡ 0 para i = r+ 1, . . . , n, temos que a equação (3.8) está veri�-
cada.
PASSO 4: Vamos veri�car a condição de segunda ordem (3.9). Sendo φ(·, t)
e h(·, t) sejam duas vezes continuamente diferenciáveis em z̄ + εB̄ ao longo de
[0, T ], temos por de�nição que µ(ξ, d(ξ, t), t) q.t.p. em [0, T ], é duas vezes con-
tinuamente diferenciável em σ1B e, por consequência do Corolário 1.1, d é duas
vezes diferenciável em uma vizinhança de ξ = 0 (por simplicidade, consideraremos
essa vizinhança como sendo σ1B). Pela Proposição 2.1, temos que∫ T

0

γ′(t)∇2ϕ(z̄(t), t)γ(t) dt ≤ 0 ∀ γ ∈ L∞([0, T ]; IRn).

Calculando ∇ϕ temos que

∇ϕ(z(t), t) = [In + Υ′r(t)∇d(z(t)− z̄(t), t)]′∇φ(z(t) + Υ′r(t)d(z(t)− z̄(t), t))

= ∇φ(z(t) + Υ′r(t)d(z(t)− z̄(t), t))

+∇d′(z(t)− z̄(t), t)Υr(t)∇φ(z(t) + Υ′r(t)d(z(t)− z̄(t), t)),

onde

∇d′(z(t)− z̄(t), t)Υr(t) =
r∑
i=1

∇di(z(t)− z̄(t), t)∇h̄′i(t) q.t.p. em [0, T ].

Observe que se z = z̄, usando (3.16), resulta que

−∇H̄ ′(t)[Υr(t)Υ
′
r(t)]

−1∇H̄(t) = ∇d′(0, t)Υr(t) =
r∑
i=1

∇di(0, t)∇h̄′i(t).

Da expressão de ∇ϕ obtemos

∇2ϕ(z(t), t)

= {In +∇d′(z(t)− z̄(t), t)Υr(t)}∇2φ′(z(t) + Υ′r(t)d(z(t)− z̄(t), t), t)

+
r∑
i=1

{∇h̄′i(t)∇φ(z(t) + Υ′r(t)d(z(t)− z̄(t), t), t)∇2di(z(t)− z̄(t), t)

+∇di(z(t)− z̄(t), t)∇h̄′i(t) [In +∇d′(z(t)− z̄(t), t)Υr(t)]

∇2φ(z(t) + Υ′r(t)d(z(t)− z̄(t), t), t)}.
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Fazendo z = z̄ e considerando γ ∈ N temos, para q.t.p. em [0, T ], que

γ′(t)∇2ϕ(z̄(t), t)γ(t)

= γ′(t)∇2φ̄(t)γ(t)− γ′(t)∇h̄′(t)[Υr(t)Υ
′
r(t)]

−1∇h̄(t)∇2φ̄(t)

+γ′(t)

[
r∑
i=1

∇2di(0, t)∇h̄′i(t)

]
∇φ̄(t)γ(t)

−γ′(t)∇h̄′(t)[Υr(t)Υ
′
r(t)]

−1∇h̄(t) [In +∇d′(0, t)Υr(t)]∇2φ̄(t),

que integrando de 0 a T nos fornece∫ T

0

γ′(t)

{
∇2φ̄(t) +

[
r∑
i=1

∇2di(0, t)∇h̄′i(t)

]
∇φ̄(t)

}
γ(t) ≤ 0. (3.19)

Por outro lado, como

µi(ξ, d(ξ, t), t) = hi(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)d(ξ, t), t), i = 1, . . . , r,

para cada i = 1, . . . , r, temos que

∇hi(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)d(ξ, t), t)

= [In + Υ′r(t)∇d(ξ, t)]′∇hi(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)d(ξ, t), t)

= ∇hi(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)d(ξ, t), t)

+∇d′(ξ, t)Υr(t)∇hi(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)d(ξ, t), t).

Por (3.15) temos, para cada i = 1, . . . , r, que

0 = ∇2hi(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)d(ξ, t), t)

= [In + Υ′r(t)∇d(ξ, t)]′∇2hi(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)d(ξ, t), t)

+

[
r∑
j=1

∇2dj(ξ, t)∇h̄′j(t)

]
∇hi(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)d(ξ, t), t)

+ [∇d′(ξ, t)Υr(t)] [In +∇d′(ξ, t)Υr(t)]∇2hi(z̄(t) + ξ + Υ′r(t)d(ξ, t), t).

Pondo ξ = 0, multiplicando por ũi(t) q.t.p. em [0, T ], fazendo o somatório de
i = 1, . . . , r e o produto interno à esquerda e à direita por γ ∈ N , em ambos os
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membros, obtemos

0 = γ′(t)

[
r∑
i=1

ũi(t)∇2h̄i(t)

]
γ(t)

−γ′(t)∇h̄′(t)[Υr(t)Υ
′
r(t)]

−1∇h̄(t)

[
r∑
i=1

ũi(t)∇2h̄i(t)

]
γ(t)

+γ′(t)

[
r∑
j=1

∇2dj(0, t)∇h̄′j(t)

][
r∑
i=1

ũi(t)∇h̄i(t)

]
γ(t)

−γ′(t)∇h̄′(t)[Υr(t)Υ
′
r(t)]

−1∇h̄(t) [∇d′(0, t)Υr(t)]

[
r∑
i=1

ũi(t)∇2h̄i(t)

]
γ(t),

que integrando de 0 a T resulta que∫ T

0

γ′(t)

{
r∑
i=1

ũi(t)∇2h̄i(t) +

[
r∑
j=1

∇2dj(0, t)∇h̄′j(t)

][
r∑
i=1

ũi(t)∇h̄i(t)

]}
γ(t) dt

= 0. (3.20)

Somando (3.19) e (3.20), e usando (3.18), obtemos∫ T

0

γ′(t)

{
∇2φ̄(t) +

r∑
i=1

ũi(t)∇2h̄i(t)

}
γ(t) dt ≤ 0.

Fazendo ui = ũi se i = 1, . . . , r e ui = 0 se i = r + 1, . . . , n, concluímos a
demonstração.

Observação 3.2. Em (H4*) podemos escolher as linhas de Υr(t) de Cp,r (com-

binação de p tomados r a r) maneiras diferentes para cada t, implicando que

os multiplicadores, obtidos na demonstração acima, não são únicos. Uma possi-

bilidade seria escolher Υr(t) de tal modo que os multiplicadores tenham norma

mínima.

3.3 Problema com Restrições de Igualdade e De-
sigualdade

Considere o problema com tempo contínuo com restrições de igualdade
e desigualdade (1.1), sendo válidas as hipóteses (H1), (H5) e (H6) apresentadas
no Capítulo 2 para algum ε > 0 e z̄ ∈ Ω.

De�nição 3.1. Diremos que z̄ ∈ Ω satisfaz a condição de posto constante quando
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(i) para quase todo t ∈ [0, T ] a matriz

Υ(z, w, t) =

(
∇h(z, t) 0

∇g(z, t) diag{−2wj(t)}mj=1

)
tem posto r(z, w, t) constante e igual a r em (z̄(t), w̄(t)) + εB, com w̄j(t) =√
ḡj(t) q.t.p. em [0, T ] e todo j ∈ J , e

(ii) existe um subconjunto de índices, digamos {i1, . . . , ir}, e uma constante

K > 0 tal que

det{Υr(t)Υ
′
r(t)} ≥ K q.t.p. em [0, T ],

onde Υr(t) é uma sub-matriz obtida removendo-se as linhas de índice i /∈
{i1, . . . , ir} de Υ(z̄(t), w̄(t), t).

Sobre a De�nição 3.1 vale fazer as seguintes observações:

(a) Note que a hipótese (H4*) é a condição de posto constante para o caso de
problemas com tempo contínuo apenas com restrições de igualdade.

(b) Se considerarmos as restrições de desigualdade lineares em z, podemos en-
contrar vários exemplos onde as condições (i) e (ii) da De�nição 3.1 acon-
tecem. Mas, podemos também encontrar casos onde nem a condição (i) da
De�nição 3.1 é satisfeita (por exemplo, alguns casos onde as restrições de
desigualdade são redundantes). Se as restrições de desigualdade não forem
lineares em z, o cumprimento de tais condições em um dado z̄ �ca bem
mais difícil. Assim, um estudo futuro deverá ser realizado a �m de de�nir
uma condição de posto constante tal que restrições de desigualdade lineares
em z a satisfaçam e que um número maior de problemas com restrições de
desigualdade não lineares em z satisfaça tal condição.

Teorema 3.2. Seja z̄ solução ótima local para o problema (1.1) que satisfaz a con-

dição de posto constante. Suponha que as hipóteses (H1),(H5) e (H6) são satisfei-

tas e que g(z̄(·), ·) é limitada em [0, T ]. Então, existe (u, v) ∈ L∞([0, T ]; IRp×IRm)

tal que para q.t.p. em [0, T ], v(t) ≥ 0,

∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t) = 0, (3.21)

vj(t)ḡj(t) = 0, j ∈ J. (3.22)

Além disso, vale a condição de segunda ordem∫ T

0

γ′(t){∇2φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇2h̄i(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇2ḡj(t)}γ(t) dt ≤ 0 (3.23)
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para toda γ ∈ N̄ , onde N̄ é dado por

N̄ = {γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) | ∇h̄(t)γ(t) = 0, ∇ḡ′j(t)γ(t) = 0 q.t.p. [0, T ], j ∈ Ia(t)}.

Demonstração. Seja w : [0, T ] → IRm função mensurável. Considere o problema
auxiliar

maximizar P̃ (z, w) =

∫ T

0

φ(z(t), t) dt

sujeito a h(z(t), t) = 0 q.t.p. em [0, T ],

g(z(t), t)− w2(t) = 0 q.t.p. em [0, T ],

(AUX1)

onde

w2(t) =


w2

1(t)

w2
2(t)
...

w2
m(t)

 q.t.p. em [0, T ],

e procederemos em vários passos.
PASSO 1: Mostraremos que (z̄, w̄) é uma solução ótima local para (AUX1),
onde

w̄j(t) =
√
ḡj(t) q.t.p. em [0, T ], j ∈ J.

se z̄ é uma solução ótima de (1.1) em uma ε-vizinhança, ε ∈ (0, 1), suponha que
para qualquer vizinhança aberta (z̄, w̄) + ε̄B, 0 < ε̄ < ε, exista (z̃, w̃) solução
ótima local para (AUX1) com P̃ (z̃, w̃) > P̃ (z̄, w̄). Então,

h(z̃(t), t) = 0 e g(z̃(t), t) = w̃2(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ].

Logo, z̃ é factível para (1.1) e

P (z̃) =

∫ T

0

φ(z̃(t), t) dt = P̃ (z̃, w̃) > P̃ (z̄, w̄) =

∫ T

0

φ(z̄(t), t) dt = P (z̄),

o que é uma contradição.
PASSO 2: De�na Ψ : IRn × IRm × [0, T ]→ IRp+m por

Ψ(z(t), w(t), t) =
(
h(z(t), t), g(z(t), t)− w2(t)

)
q.t.p. em [0, T ].

Vamos veri�car que o problema auxiliar (AUX1) satisfaz as condições (H1)-(H3) e
(H4*) com Ψ e (z, w) fazendo o papel de h e z, respectivamente, no problema (RI)
para que o Teorema 3.1 seja aplicável. As hipóteses (H1) e (H2) são imediatas
para (AUX1). Considerando (z̃, w̃), (z, w) ∈ (z̄(t), w̄(t)) ∈ εB̄ e a matriz de
ordem (p+m)×m

Λ(t) =

(
0

diag{−2(w̃j(t)− wj(t))}mj=1

)
q.t.p. em [0, T ],
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temos, para quase todo t ∈ [0, T ], que

‖∇Ψ(z̃, w̃, t)−∇Ψ(z, w, t)‖
= ‖ (∇zΨ(z̃, w̃, t)−∇zΨ(z, w, t),∇wΨ(z̃, w̃, t)−∇wΨ(z, w, t)) ‖
= ‖ (∇[h, g](z̃, t)−∇[h, g](z, t),Λ(t)) ‖
≤ ‖∇[h, g](z̃, t)−∇[h, g](z, t)‖+ ‖(−2)diag{w̃i(t)− wi(t)}‖
= ‖∇[h, g](z̃, t)−∇[h, g](z, t)‖+ 2‖Im(w̃(t)− w(t))‖
≤ θ̄(‖z̃ − z‖) + 2 ‖Im‖ ‖w̃ − w‖ = θ̄(‖z̃ − z‖) + 2‖w̃ − w‖
≤ θ̄(‖(z̃ − z, w̃ − w)‖) + 2‖(z̃ − z, w̃ − w)‖ = θ̃(‖(z̃, z)− (w̃, w)‖),

onde θ̃ : (0,∞)→ (0,∞) é dada por

θ̃(s) = θ̄(s) + 2s.

Quando s ↓ 0, θ̃(s) = θ̄(s)+2s ↓ 0, sendo a mesma monótona crescente. Também,

‖∇Ψ(z̄, w̄, t)‖ ≤ ‖∇zΨ(z̄(t), w̄(t), t)‖+ ‖∇wΨ(z̄(t), w̄(t), t)‖
= ‖∇[h, g](z̄(t), t)‖+ 2.‖diag{w̄i(t)}‖ ≤ K0,

onde K0 = K1 + ‖w̄‖∞m segue de (H6) e pela hipótese de que w̄(t) = g(z̄(t), t) é
uniformemente limitada em [0, T ], veri�cando (H3) para (AUX1). Por �m, como

∇Ψ(z, w, t) = Υ(z, w, t)

e z̄ satisfaz a condição de posto constante, temos que a hipótese (H4*) está
satisfeita para o problema (AUX1).
PASSO 3: Pelo Teorema 3.1, existe (u, v) ∈ L∞([0, T ]; IRp × IRm) tal que(

∇φ̄(t)

0

)
+∇Ψ′(z̄(t), t)

(
u(t)

v(t)

)
= 0 q.t.p. em [0, T ],

fornecendo as igualdades

∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ] e

w̄j(t)vj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ]⇒ ḡj(t)vj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J,

resultando em (3.21) e (3.22).
PASSO 4: Vamos veri�car a condição de segunda ordem (3.23) e usá-la para
veri�car que v(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ]. Para simpli�car a notação, escreveremos
para q.t.p. em [0, T ],

L(z, w, t) = φ(z(t), t) +

p∑
i=1

ui(t)hi(z(t), t) +
m∑
j=1

vj(t)[gj(z(t), t)− w2
j (t)],
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onde u e v são os multiplicadores que já foram obtidos do problema (AUX1).
Assim,

∇L(z, w, t) =

(
∇zL(z, w, t)

∇wL(z, w, t)

)

=


∇φ(z(t), t) +

p∑
i=1

ui(t)∇hi(z(t), t) +
m∑
j=1

vj(t)∇gj(z(t), t)

−2w1(t)v1(t)
...

−2wm(t)vm(t)


e

∇2L(z, w, t) =

(
∇zzL(z, w, t) 0

0 diag{−2vj(t)}mj=1

)
,

onde

∇zzL(z, w, t) = ∇2φ(z(t), t) +

p∑
i=1

ui(t)∇2hi(z(t), t) +
m∑
j=1

vj(t)∇2gj(z(t), t).

Pelo Teorema 3.1, temos que∫ T

0

(γ(t), ν(t))′∇2L(z̄, w̄, t)(γ(t), ν(t)) dt ≤ 0 (3.24)

para toda (γ, ν) ∈ L∞([0, T ]; IRn × IRm) satisfazendo

∇h(z̄(t), t)γ(t) = 0 e ∇g′j(z̄(t), t)γ(t)− 2w̄j(t)νj(t) = 0, j ∈ J, (3.25)

para quase todo t ∈ [0, T ]. Para qualquer γ ∈ N̄ considere ν da seguinte forma:

νj(t) =


0, se j ∈ Ia(t)

∇g′j(z̄(t), t)γ(t)

2w̄j(t)
, se j ∈ Ic(t)

q.t.p. em [0, T ].

Tomado dessa forma, note que (γ, ν) satisfaz (3.25), e que

vj(t)νj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J.

Substituindo este (γ, ν) em (3.24) obtemos∫ T

0

γ′(t)∇2
zzL(z̄, w̄, t)γ(t) dt ≤ 0,

com γ ∈ N̄ arbitrário, fornecendo (3.23).
PASSO 5: Suponha que vl(t) < 0 para todo t ∈ D ⊂ [0, T ], onde D possui
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medida positiva, para algum l ∈ J . Por (3.22), l ∈ Ia(t) para todo t ∈ D. Tome
(γ, ζ) tal que γ(t) ≡ 0, ζj(t) ≡ 0 para j 6= l e

ζl(t) =

{
0, se t ∈ [0, T ] \D,
k, se t ∈ D,

onde k é uma constante arbitrária. Observe que (γ, ζ) satisfaz (3.25). De (3.24)
segue que ∫

D

vl(t)ζ
2
l (t) dt ≥ 0.

Mas

vl(t) < 0 e ζl(t) = k 6= 0⇒
∫
D

vl(t)ζ
2
l (t) dt < 0

que é um contradição.

Proposição 3.2. Suponha que Υ(z, w, ·) é uniformemente limitada em (z̄(t), w̄(t))+

εB pela mesma constante que limita Υ(z̄(·), w̄(·), ·) uniformemente. Se vale a

condição de posto completo, isto é, se existe K̂ > 0 tal que

det{Υ(t)Υ′(t)} ≥ K̂ q.t.p. em [0, T ],

onde

Υ(t) =

(
∇h̄(t) 0

∇ḡ(t) diag{−2w̄j(t)}∞j=1

)
então vale a condição de posto constante.

Demonstração. Note que, por hipótese, a condição (ii) da De�nição 3.1 é auto-
maticamente satisfeita para Υr(t) = Υ(t) q.t.p. em [0, T ] e, usando os cálculos
desenvolvidos no Passo 2 do Teorema 3.2, temos que

(i) existe uma função monótona crescente θ̃ : (0,∞) → (0,∞), θ̃ ↓ 0 quando
s ↓ 0, tal que

‖Υ(z̃, w̃, t)−Υ(z, w, t)‖ ≤ θ̃(‖(z̃, z)− (w̃, w)‖),

para todo (z̃, w̃) ∈ (z̄(t), w̄(t)) + εB.

(ii) Existe K0 > 0 tal que

‖Υ(z̄(t), w̄(t), t)‖ = ‖Υ(t)‖ ≤ K0 q.t.p. em [0, T ].
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Denotando A(t) = Υ(t)Υ′(t) q.t.p, em [0, T ], por (ii) temos que existe um M > 0

tal que ‖A(t)‖ ≤ M para quase todo t ∈ [0, T ]. Pela Proposição 2.2, temos que
‖[A(t)]−1‖ ≤ M para quase todo t ∈ [0, T ]. Considere a matriz dependente do
tempo

A(z, w, t) = Υ(z, w, t)Υ(z, w, t)′ q.t.p em [0, T ],

onde (z, w) ∈ (z̄(t), w̄(t)) + εB. Por (i) com 0 < ε′ < ε escolhido de tal forma que
θ(ε′) ≤ 1

4K0M
, tomando (z, w) ∈ (z̄(t), w̄(t)) + ε′B de modo arbitrário temos que

‖A(z, w, t)− A(t)‖
= ‖Υ(z, w, t)Υ′(z, w, t)−Υ(t)Υ′(t)‖
≤ ‖Υ(z, w, t)−Υ(t)‖.‖Υ′(z, w, t)‖+ ‖Υ(t)‖.‖Υ′(z, w, t)−Υ′(t)‖

≤ 2K0θ(ε
′) ≤ 1

2M
≤ 1

2‖[A(t)]−1‖
q.t.p. em [0, T ].

Escrevendo

A(z, w, t) = A(t) + [A(z, w, t)− A(t)] q.t.p em [0, T ],

temos, pela Proposição 1.1, queA(z, w, t) é inversível para todo (z, w) ∈ (z̄(t), w̄(t))+

ε′B. Isso implica que Υ(z, w, t) q.t.p. em [0, T ] tem posto completo (portanto
constante) para todo (z, w) ∈ (z̄(t), w̄(t))+ε′B, resultando que a De�nição 3.1-(i)
acontece.

Observação 3.3. A Proposição 3.2 nos diz que a condição de posto completo

dada no Capítulo 2, munida com uma hipótese adicional, implica na condição de

posto constante. A recíproca não é sempre verdadeira.

Exemplo 3.2. Em L∞([0, 1]; IR3), considere z : [0, 1]→ IR3 e o sistema
tz1(t) + t2z2(t)− t3z3(t) = 0

−z1(t)− tz2(t) + t2z3(t) = 0

z1(t) + z2(t) + z3(t) ≥ 0

q.t.p. em [0, 1],

no ponto factível z̄(t) = (0, 0, 0) q.t.p. em [0, 1]. Considerando w̄(t) = 0 q.t.p.

em [0, 1], note que

Υ(z, w, t) =

 t t2 −t3 0

−1 −t t2 0

1 1 1 −2w

 q.t.p. em [0, 1],

tem posto 2 para (z, w) numa arbitrária vizinhança aberta de (z̄, w̄) e escolhendo

as linhas {2, 3}, temos que

Υ2(t)Υ′2(t) =

(
−1 −t t2 0

1 1 1 0

)
−1 1

−t 1

t2 1

0 0

 =

(
1 + t2 + t4 −1− t+ t2

−1− t+ t2 3

)
.
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Logo,

det{Υ2(t)Υ′2(t)} = 3(1 + t2 + t4) + (−1− t+ t2)2 = 4 + 2t+ 2t2 + 4t4 ≥ 4

para todo t ∈ [0, 1]. Portanto, a condição de posto constante acontece, mas a

condição de posto completo não.
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Capítulo 4

Quali�cação de Restrições Tipo

Mangasarian-Fromovitz

Nos capítulos anteriores, abordamos primeiramente o problema com res-
trições de igualdade para depois resolver o problema com restrições de igualdade e
desigualdade. Neste capítulo, consideraremos inicialmente o problema (1.1) ape-
nas com restrições de desigualdade sob certas hipóteses a �m de que o Teorema de
Alternativa 1.4 seja aplicado (Seção 4.1). Na Seção 4.2, com a utilização do Teo-
rema da Função Implícita Uniforme 1.1, obteremos condições necessárias para o
problema com restrições de igualdade e desigualdade. Na Seção 4.3 faremos uma
breve análise sobre a condição de independência linear positiva e sua relação com
a condição tipo Mangasarian-Fromovitz que de�niremos na sequência.

Para o problema geral (1.1), dados ε > 0 e z̄ ∈ Ω, considere válidas as
seguintes hipóteses:

(A1) φ(·, t) é continuamente diferenciável em z̄(t) + εB̄ q.t.p. em [0, T ], φ(z, ·) e
∇φ(z, ·) são Lebesgue mensuráveis para cada z e existe um número Kφ > 0

tal que
‖∇φ(z̄(t), t)‖ ≤ Kφ q.t.p. em [0, T ].

(A2) [g, h](z, ·) é Lebesgue mensurável para cada z, [h, g](·, t) é continuamente di-
ferenciável em z̄(t)+εB̄ q.t.p. em [0, T ] e g(z(·), ·) é essencialmente limitada
em [0, T ] para todo z.

(A3) Existe uma função crescente θ̄ : (0,∞)→ (0,∞), θ̄(s) ↓ 0 quando s ↓ 0, tal
que para quaisquer z̃, z ∈ z̄(t) + εB̄ q.t.p. em [0, T ], temos que

‖∇h(z̃, t)−∇h(z, t)‖ ≤ θ̄(‖z̃ − z‖).

Existe um número K0 > 0 tal que

‖∇[h̄, ḡ](t)‖ ≤ K0 q.t.p. em [0, T ].
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Para todo j ∈ J , de�na a função δj : [0, T ]→ R como

δj(t) =

{
1 se j ∈ Ia(t),
0 se j ∈ Ic(t).

Dado o sistema

(Γ)

f0(γ, t) = −
∫ T

0

∇φ̄′(s)γ ds < 0

fj(γ, t) = −ḡj(t)− δj(t)∇ḡ′j(t)γ ≤ 0, j ∈ J,

seja L = {0} ∪ J , de�na o conjunto de índices ativos do sistema (Γ) por

I (γ, t) = {j : fj(γ, t) = max
j∈L

fj(γ, t)}, t ∈ [0, T ], γ ∈ IRn,

e suponha válida a seguinte hipótese:

(A4) existem γ̄ ∈ L∞([0, T ]; IRn) e números reais r > 0 e α > 0 tais que para
quase todo t ∈ [0, T ] e para todo γ ∈ IRn \ {γ̄(t) + rB}, existe um vetor
unitário w = w(γ, t) ∈ IRn tal que

〈∂γfj(γ, t), H̄(t)w〉 ≥ α ∀ j ∈ I (γ, t),

onde ∂γfj(γ, t), j ∈ L, denota a subdiferencial de fj(·, t) no ponto γ no
sentido da análise convexa (veja [55, 56]) e

H̄(t) =

{
In se não há restrições de igualdade

In −∇h′(t)[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t) c.c.
q.t.p. em [0, T ].

De�nição 4.1. Diremos que z̄ ∈ Ω satisfaz a condição Tipo Mangasarian-

Fromovitz (TMF) quando

(i) existe γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) tal que para q.t.p. em [0, T ],

∇h̄(t)γ(t) = 0, e fj(γ(t), t) ≤ −β, j ∈ J,

para algum β > 0;

(ii) existe K > 0 tal que para q.t.p. em [0, T ], tem-se

det{∇h̄(t)∇h̄′(t)} ≥ K.

Observação 4.1. A hipótese (A4) é imprescindível para a aplicação do Teo-

rema 1.4 e está relacionada apenas com o funcional objetivo e as restrições de

desigualdades do problema (1.1). A seguir, damos dois exemplos referentes à

hipótese (A4) e a De�nição 4.1, apenas com restrições de desigualdade.
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Exemplo 4.1. Considere

maximizar

∫ 1

0

−z2
1(t)− z2(t) dt

sujeito a g1(z(t), t) = z2(t) ≥ 0

g2(z(t), t) = z2
1(t) + z2(t) ≥ 0

onde z : [0, T ] → IR2. A solução do problema é dada por z̄(t) = (0, 0) q.t.p. em

[0, T ]. Observe que para γ ∈ IR2, temos

f0(γ, t) = −
∫ 1

0

−γ2 ds = γ2 e f1(γ, t) = f2(γ, t) = −γ2.

Considere γ̄ ≡ (0, 0), r > 0 arbitrário, α = 1 na hipótese (A4) e para γ ∈
IR2 \ {γ̄(t) + rB} note que

• Se γ2 > 0, temos que I (γ, t) = {0} e tomando w = (0, 1)′ resulta que

〈∂γf0(γ, t), w〉 = 1.

• Se γ2 < 0, temos que I (γ, t) = {1, 2}. Considerando então w = (0,−1),

temos que

〈∂γfj(γ, t), w〉 = 1 ∀ j ∈ I (γ, t).

Assim, a hipótese (A4) está satisfeita para este problema. Com γ(t) = (0, 1)′

q.t.p. em [0, T ] e β = 1, temos que

ḡj(t) + δj(t)∇ḡj(t)γ(t) = 1 = β q.t.p. em [0, T ], j = 1, 2,

satisfazendo a condição (TMF). Observe que

Υ(t) =

(
0 1 0 0

0 1 0 0

)
q.t.p. em [0, T ]

e como det{Υ(t)Υ′(t)} = 0 q.t.p. em [0, T ], temos que a condição de posto

completo não é satisfeita. Considerando ω̄ ≡ (0, 0), note também que

Υ(z, ω, t) =

(
0 1 −2ω1(t) 0

2z1(t) 1 0 −2ω2(t)

)
q.t.p. em [0, T ]

não possui posto constante em nenhuma vizinhança de (z̄, ω̄) ≡ (0, 0). Logo, a

condição de posto constante não é satisfeita.

69



Exemplo 4.2. Em L∞([0, T ]; IR), considere o problema

maximizar

∫ 1

0

−z2(t) dt

sujeito a g1(z, t) = z(t)− 1 ≥ 0 q.t.p. em t ∈ [0, 1],

g2(z, t) = 2− z(t) ≥ 0 q.t.p. em t ∈ [0, 1],

onde z : [0, 1]→ IR. Claramente, z̄ ≡ 1 é a solução ótima. Note que, Ia(t) = {1}
q.t.p. em [0, T ]. Observe que para γ ∈ IR, temos

f0(γ, t) = −
∫ 1

0

−2γ ds = 2γ, f1(γ, t) = −γ e f2(γ, t) = −1.

Considere γ̄ ≡ 0, r = 1 e α = 1 na hipótese (A4) e, supondo que γ ∈ IR\{(−1, 1)},
note que

• Se γ ≥ 1, temos que I (γ, t) = {0} e tomando w = 1 resulta que

〈∂γf0(γ, t), w〉 = 2w = 2 ≥ 1.

• Se γ ≤ −1, temos que I (γ, t) = {1}. Considerando então w = −1, temos

que

〈∂γf1(γ, t), w〉 = −w = 1.

Com relação à (TMF), tomando γ ≡ 1 e β = 1 temos que

ḡj(t) + δj(t)∇ḡ′j(t)γ = 1, j = 1, 2.

Portanto, a condição (TMF) é satisfeita para este problema. Como

Υ(t) =

(
1 0 0

−1 0 −1

)
q.t.p. em [0, T ]

e det{Υ(t)Υ′(t)} = 1 q.t.p. em [0, T ], temos que a condição de posto completo é

satisfeita. Considerando ω̄ ≡ (0, 1), note também que

Υ(z, ω, t) =

(
1 −2ω1(t) 0

−1 0 −2ω2(t)

)
q.t.p. em [0, T ]

tem posto 2 para todo (z, ω) ∈ (z̄(t), ω̄(t))+B q.t.p. em [0, T ]. Assim, a condição

de posto constante também acontece.
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4.1 Problema com Restrições de Desigualdade

Com o objetivo de aplicar o Teorema 1.4 ao sistema (Γ), vamos considerar
primeiramente o problema (1.1) apenas com restrições de desigualdade, a saber,

maximizar P (z) =

∫ T

0

φ(z(t), t)dt

sujeito a g(z(t), t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ]
(RD)

e o conjunto factível Ω terá apenas restrições de desigualdade. Note que, neste
caso, as hipóteses (A1)-(A4) e a condição (TMF) serão apenas sobre a função
objetivo e as restrições de desigualdade.

De�nição 4.2. Dado z̄ ∈ Ω, consideremos os seguintes conjuntos:

A (z̄) = {γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) |
∫ T

0

∇φ̄′(t)γ(t) dt > 0},

F (z̄) = {γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) | ḡj(t)

+δj(t)∇ḡ′j(t)γ(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J}.

Considerando a De�nição 1.2 sobre Cone Tangente de Bouligand, apre-
sentamos os seguintes resultados:

Proposição 4.1. Seja (X, ‖ · ‖) um espaço normado e S um subconjunto de X.

Dado z ∈ S, o cone tangente a S em z, denotado por TS(z), é fechado.

Demonstração. Seja {γk} ⊂ TS(z) tal que γk → γ. Queremos mostrar que γ ∈
TS(z). Como para cada k ∈ N, γk ∈ TS(z), existem sequências {zki }∞i=1 ⊂ S,
zki → z quando i→∞, e {tki }∞i=1 ⊂ IR+, tki ↓ 0 quando i→∞, tais que

zki − z
tki

→ γk quando i→∞.

Para cada k, escolha ik tal que ik > ik−1 > . . . > i1 e uma sequência diagonal
{zkik} tal que

‖zkik − z‖ <
1

2k
e ‖

zkik − z
tkik

− γk‖ <
1

2k
.

Note que {zkik} ⊂ S, {tkik} ⊂ IR+, zkik → z quando k → ∞ e tkik ↓ 0 quando
k →∞. Também

‖
zkik − z
tkik

− γk‖ → 0 quando k →∞.

Por este fato e como γk → γ e

‖
zkik − z
tkik

− γ‖ ≤ ‖
zkik − z
tkik

− γk‖+ ‖γk − γ‖
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temos que

‖
zkik − z
tkik

− γ‖ → 0 quando k →∞,

veri�cando que γ ∈ TS(z). Logo, TS(z) é fechado.

Proposição 4.2. Seja z̄ ∈ Ω uma solução ótima local para (RD). Então

A (z̄) ∩ TΩ(z̄) = ∅.

Demonstração. Suponha que exista γ ∈ A (z̄)∩ TΩ(z̄). Logo, existem sequências
{tk} ⊂ IR+, tk ↓ 0, e {zk} ⊂ Ω, zk → z̄ tais que

γk =
zk − z̄
tk

→ γ quando k →∞.

Pelo Teorema do Valor Médio ([70], pag. 253, Teorema 12.6) existe um λ∗ ∈ (0, 1)

tal que

P (zk)− P (z̄) = δP (z̃k; zk − z̄) = tkδP (z̃k; γk) (4.1)

onde z̃k = (1− λ∗)zk + λ∗z̄. Como γ ∈ A (z̄), então δP (z̄; γ) > 0.
A�rmação: Se existe Kφ > 0 tal que

||∇φ(z̄(t), t)|| ≤ Kφ q.t.p. em [0, T ],

então existe M > 0 tal que

||∇φ(z(t), t)|| ≤M q.t.p. em [0, T ]

para todo z numa vizinhança de z̄.
De fato, de�na ψ : IRn × [0, T ] → IR por ψ(z, t) = ‖∇φ(z, t)‖. Como ψ(·, t) é
contínua para q.t.p. em [0, T ], dado ε = 1 existe um δ > 0 tal que, para quase
todo t ∈ [0, T ],

‖z − z̄(t)‖ < δ ⇒ |ψ(z, t)− ψ(z̄(t), t)| < 1

⇔ ψ(z, t) > ψ(z̄(t), t)− 1 e ψ(z, t) < ψ(z̄(t), t) + 1.

Tomando z ∈ L∞([0, T ]; IRn) tal que ‖z − z̄‖∞n < δ, temos que

ψ(z(t), t) < ψ(z̄(t), t) + 1⇔ ‖∇φ(z(t), t)‖ < ‖∇φ(z̄(t), t)‖+ 1 < Kφ + 1 = M

para quase todo t ∈ [0, T ], sendo verdadeira a a�rmação.
Escrevendo ∇φ̃k(t) = ∇φ(z̃k(t), t) q.t.p. em [0, T ] note que, como z̃k → z̄

quando k →∞, por (A1) existe um N0 > 0 tal que

‖∇φ̃k(t)‖ ≤M q.t.p. em [0, T ]
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sempre que k ≥ N0. Como γk → γ, existe N1 > 0 tal que

‖γk − γ‖∞n ≤ 1 sempre que k ≥ N1.

Tomando N = max{N0, N1} temos para quase todo t ∈ [0, T ] e k ≥ N que

‖∇φ̃k(t)‖ ≤M

e

‖γk(t)‖ ≤ ‖γk(t)− γ(t)‖+ ‖γ(t)‖ ≤ 1 + c,

onde c > 0 é a constante que limita γ uniformemente. Considere {z̃`}∞`=N sub-
sequência de {z̃k}∞k=1 diferindo apenas por um número �nito de elementos e note
que quando `→∞ temos que

F`(t) = ∇φ′(z̃`(t), t)γ`(t)→ F̄ (t) = ∇φ̄(t)γ(t) q.t.p. em [0, T ],

e que ‖∇φ̃`(t)‖ e ‖γ`(t)‖ são limitadas uniformemente para todo ` ∈ N. Ainda,
para quase todo t ∈ [0, T ] e ` ∈ N, temos que

|F`(t)| ≤ ‖∇φ̃`(t)‖.‖γ`(t)‖ ≤M(1 + c) = L.

Portanto, F` ∈ L∞([0, T ]; IR). Pelo Teorema 1.3 obtemos

lim
`→∞

δP (z̃`; γ`) = lim
`→∞

∫ T

0

F`(t) dt =

∫ T

0

F̄ (t) dt = δP (z̄; γ) > 0

implicando que δP (z̃k; γk) > 0 para todo k su�cientemente grande e de (4.1) que
P (zk) > P (z̄) para k su�cientemente grande. Isto contradiz a otimalidade local
de z̄.

Proposição 4.3. Seja z̄ ∈ Ω arbitrário. Então

(a) TΩ(z̄) ⊂ F (z̄) e

(b) se z̄ satisfaz (TMF), então TΩ(z̄) = F (z̄).

Demonstração. Escolha S0 ⊂ [0, T ] o maior subconjunto onde as condições (A1)-
(A4) e (TMF) não acontecem com relação a restrição g, para todo t ∈ S0. Por
hipótese, S0 tem medida nula. Segue que existe um conjunto de Borel S, que é
a intersecção de um coleção enumerável de conjuntos abertos, tal que S0 ⊂ S e
S \S0 tem medida nula. Assim S é um conjunto de Borel de medida nula. De�na
A = [0, T ] \ S o conjunto de Borel de medida total.
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(a) Seja γ ∈ TΩ(z̄). Para γ ≡ 0 é trivial. Seja γ(t) 6= 0 em um subconjunto de
medida positiva de [0, T ]. Então, existem sequências {tk} ⊂ IR+, tk ↓ 0, e
{zk} ⊂ Ω, zk → z̄ tais que

γk =
zk − z̄
tk

→ γ quando k →∞.

Fixe t ∈ A. Para j ∈ Ia(t), usando expansão de Taylor (ver [66]) e o fato
de que {zk} ⊂ Ω, temos que

0 ≤ gj(zk(t), t) = gj(z̄(t), t) +∇ḡ′j(t)(zk(t)− z̄(t)) + ε(‖zk(t)− z̄(t)‖),

onde ε(‖zk(t) − z̄(t)‖)/‖zk(t) − z̄(t)‖ → 0 quando k → 0. Como tk =

‖zk(t)− z̄(t)‖/‖γk‖, obtemos

0 ≤ ∇ḡ′j(t)γk(t) +
ε(‖zk(t)− z̄(t)‖)

tk

= ∇ḡ′j(t)γk(t) + ‖γk(t)‖
ε(‖zk(t)− z̄(t)‖)
‖zk(t)− z̄(t)‖

.

Fazendo k → ∞, temos que ∇ḡ′j(t)γ(t) ≥ 0, t ∈ A, j ∈ Ia(t). Como t ∈ A
e j ∈ Ia(t) são arbitrários, temos que

∇ḡ′j(t)γ(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ Ia(t),
⇔ δj(t)∇ḡ′j(t)γ(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J,

implicando que

ḡj(t) + δj(t)∇ḡ′j(t)γ(t) ≥ δj(t)∇ḡ′j(t)γ(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J.

(b) Seja γ ∈ F (z̄) e, pela condição (TMF), seja γ̄ ∈ L∞([0, T ]; IRn) tal que

ḡj(t) + δj(t)∇ḡ′j(t)γ̄(t) > 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J.

De�na
γk = (1− 1

k
)γ +

1

k
γ̄, k ∈ N.

Note que γk → γ quando k → ∞. Vamos mostrar que γk ∈ TΩ(z̄), para
todo k ∈ N. Fixe k e de�na

zki = z̄ + λiγk,

onde λi = 1/i, i ∈ N. Quando i→∞, λi → 0, zki → z̄ e

lim
i→∞

zki − z̄
λi

= γk
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para cada k. Vamos mostrar que zki ∈ Ω para i su�cientemente grande.
De�na Gj : L∞([0, T ]; IRn) → L∞([0, T ]; IR) como Gj(z)(t) = gj(z(t), t),
t ∈ [0, T ], j ∈ J . Usando De�nição 4.1-(i) e a continuidade de G, dado
0 < ε < β existe um índice i1 > 0 independente de t tal que

ess sup
t∈[0,T ]

|gj(zki (t), t)− gj(z̄(t), t)| < ε, j ∈ J,

para todo i ≥ i1. Então, para quase todo t ∈ [0, T ],

|gj(zki (t), t)− gj(z̄(t), t)| < ε, j ∈ J, i ≥ i1,

implicando para quase todo t ∈ [0, T ] e j ∈ Ic(t) que

gj(z
k
i (t), t) > gj(z̄(t), t)− ε ≥ β − ε > 0, i ≥ i1.

Usando expansão de Taylor [66] temos que

Gj(z
k
i ) = Gj(z̄) + λiδGj(z̄; γk) + ε(‖zki − z̄‖∞n )

onde ε(‖zki − z̄‖∞n )/‖zki − z̄‖∞n → 0 quando i→∞, ou equivalentemente,∥∥∥∥Gj(z
k
i )−Gj(z̄)

λi
− δGj(z̄; γk)

∥∥∥∥∞
n

→ 0 quando i→∞.

Usando a condição (i) da De�nição 4.1 e a de�nição de limite, dado 0 <

ε < β existe um índice i2 > 0, independente de t, tal que

ess sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣gj(zki (t), t)− gj(z̄(t), t)

λi
−∇ḡ′j(t)γk(t)

∣∣∣∣ < ε

para todo i ≥ i2. Logo, para quase todo t ∈ [0, T ],∣∣∣∣gj(zki (t), t)

λi
−∇ḡ′j(t)γk(t)

∣∣∣∣ < ε, j ∈ Ia(t), i ≥ i2,

implicando que, para quase todo t ∈ [0, T ],

gj(z
k
i (t), t)

λi
> ∇ḡ′j(t)γk(t)− ε > β − ε > 0, j ∈ Ia(t), i ≥ i2.

Como λi > 0 para todo i, temos que gj(zki (t), t) > 0 q.t.p. em [0, T ],
j ∈ Ia(t), para todo i ≥ i2. Portanto, para todo i ≥ i0 = max{i1, i2}, temos
que zki ∈ Ω, de modo que γk ∈ TΩ(z̄). Como k é arbitrário, {γk}∞k=1 ⊂ TΩ(z̄)

e como TΩ(z̄) é fechado, γ ∈ TΩ(z̄), uma vez que γk → γ.
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Corolário 4.1. Se z̄ ∈ Ω satisfaz (TMF), então A (z̄) ∩F (z̄) = ∅.

Demonstração. Segue diretamente das Proposições 4.3 e 4.2.

Observação 4.2. A inclusão (a) na Proposição 4.3, em muitos casos, é própria,

como vemos no exemplo abaixo.

Exemplo 4.3. Considere g1, g2 : IR2 × [0, T ]→ IR e o sistema{
g1(z(t), t) = −z3

1(t)− z2(t) ≥ 0

g2(z(t), t) = −z3
1(t) + z2(t) ≥ 0

q.t.p. em [0, T ].

Para z̄ = (0, 0), se γ = (γ1, γ2) ∈ TΩ(z̄), existem sequências {zk} ⊂ Ω, zk =

(zk1 , z
k
2 )→ (0, 0) quando k →∞, e {sk} ⊂ IR+, s

k ↓ 0 quando k →∞, tais que

zk

sk
→ γ quando k →∞. (4.2)

Mas {zk} ⊂ Ω implica, q.t.p. em [0, T ] e todo k, que

{
−[zk1 (t)]3 − zk2 (t) ≥ 0

−[zk1 (t)]3 + zk2 (t) ≥ 0
⇔


−(sk)2

[
zk1 (t)

sk

]3

− zk2 (t)

sk
≥ 0

−(sk)2

[
zk1 (t)

sk

]3

+
zk2 (t)

sk
≥ 0

,

que implica que
zk2 (t)

sk
= 0 q.t.p. em [0, T ] e que γ2 ≡ 0. Ainda, para q.t.p. em

[0, T ] e para todo k, temos que

[zk1 (t)]3 ≤ zk2 (t) ≤ −[zk1 (t)]3 ⇒ zk1 (t) ≤ 0,

implicando que γ1(t) ≤ 0 q.t.p. em [0, T ]. Então

TΩ(z̄) ⊂ {(γ1, 0) ∈ L∞([0, T ]); IR2) | γ1(t) ≤ 0 q.t.p. em [0, T ]}.

Para a inclusão contrária, considere zk = tk(γ1, 0) e tk = 1
k
, para todo k. Logo,

TΩ(z̄) = {(γ1, 0) ∈ L∞([0, T ]); IR2) | γ1(t) ≤ 0 q.t.p. em [0, T ]}.

Mas como

F (z̄) = {(γ1, 0) ∈ L∞([0, T ]; IR2)},

temos que TΩ(z̄)  F (z̄).
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Teorema 4.1. Seja z̄ solução ótima local para (RD) que satisfaz (A1)-(A4) e

(TMF). Então existe v ∈ L∞([0, T ]; IRm) tal que, para quase todo t ∈ [0, T ],

v(t) ≥ 0,

∇φ̄(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t) = 0, e

vj(t)ḡj(t) = 0, j ∈ J.

Demonstração. Pelo Corolário 4.1, A (z̄)∩F (z̄) = ∅. Isto equivale dizer que (Γ)

não admite solução γ ∈ L∞([0, T ]; IRn). Usando as hipóteses (A1)-(A4) e (TMF),
temos que as hipóteses do Teorema 1.4 são satisfeitas sobre o sistema (Γ). Logo,
existe uma função (µ, ṽ) ∈ L∞([0, T ]; IR × IRm) tal que para q.t.p. em [0, T ],
µ(t) > 0, ṽ(t) ≥ 0 e

µ(t)f0(γ, t) +
m∑
j=1

ṽj(t)fj(γ, t) ≥ 0 ∀ γ ∈ IRn,

ou equivalentemente, para todo γ ∈ IRn, temos que

µ(t)

∫ T

0

∇φ̄′(s)γ ds+
m∑
j=1

ṽj(t)ḡj(t) +
m∑
j=1

ṽj(t)δj(t)∇ḡ′j(t)γ ≤ 0. (4.3)

Em particular, se γ = 0, então

m∑
j=1

ṽj(t)ḡj(t) ≤ 0.

Para q.t.p. em [0, T ], se j ∈ Ia(t), então ḡj(t) = 0. Se j ∈ Ic(t), ḡj(t) > 0 e como
ṽj(t) ≥ 0 para todo j ∈ J , temos que∑

j∈Ic(t)

ṽj(t)ḡj(t) ≤ 0⇒ ṽj(t) = 0, j ∈ Ic(t).

Portanto, ṽj(t)ḡj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J , e (4.3) fornece

µ(t)

∫ T

0

∇φ̄′(s)γ ds+
m∑
j=1

ṽj(t)δj(t)∇ḡ′j(t)γ ≤ 0 ∀ γ ∈ IRn.

Integrando a desigualdade acima de 0 a T , com respeito a t, para todo γ ∈ IRn,
temos que ∫ T

0

[
µ(t)

∫ T

0

∇φ̄′(s)γ ds+
m∑
j=1

ṽj(t)δj(t)∇ḡ′j(t)γ

]
dt ≤ 0,
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ou equivalentemente,[∫ T

0

µ(t) dt

] ∫ T

0

∇φ̄′(s)γ ds+

∫ T

0

m∑
j=1

ṽj(t)δj(t)∇ḡ′j(t)γ dt ≤ 0.

Tomando µ =

∫ T

0

µ(t) dt > 0, dividindo por µ, juntando os termos em um mesmo

integrando e escrevendo

vj(t) =
ṽj(t)δj(t)

µ
q.t.p. em [0, T ], j ∈ J,

obtemos ∫ T

0

[
∇φ̄(t) +

m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t)

]′
γ dt ≤ 0 ∀ γ ∈ IRn.

Como a desigualdade é válida para todo γ ∈ IRn, então a igualdade acontece,
implicando que∫ T

0

[
∇φ̄(t) +

m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t)

]′
γ dt = 0 ∀ γ ∈ IRn,

resultando que

∇φ̄(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ].

Para quase todo t ∈ [0, T ], se j ∈ Ic(t), então vj(t) = 0 e se j ∈ Ia(t), então
ḡj(t) = 0. Portanto, vj(t)ḡj(t) = 0 q.t.p. em [0, T ], j ∈ J .

Proposição 4.4. Sejam z̄ ∈ Ω, gj(·, t) função côncava para quase todo t ∈ [0, T ],

j ∈ Ia(t), e suponha que existam β̃ > 0 e z̃ ∈ Ω, z̃ ∈ z̄ + εB, ε > 0, tais que

gj(z̃(t), t) ≥ β̃ q.t.p. em [0, T ], j ∈ J,

Então, z̄ satisfaz (TMF) com relação a (RD).

Demonstração. Para j ∈ J , de�na Gj : L∞([0, T ]; IRn) → L∞([0, T ]; IR) por
Gj(z)(t) = gj(z(t), t) q.t.p. em [0, T ]. Pela continuidade de G, que segue de
(A2), dado 0 < ε′ < β̃ existe δ > 0 tal que

‖Gj(z̄)−Gj(z)‖∞n < ε′ sempre que z ∈ z̄ + δB, j ∈ J.

Se ε < δ, temos que z̃ ∈ z̄ + δB. Assim, para j ∈ J temos

ess sup
t∈[0,T ]

|Gj(z̄)(t)−Gj(z̃)(t)| < ε′

⇒ |Gj(z̄)(t)−Gj(z̃)(t)| < ε′ q.t.p. em [0, T ]

⇒ −ε′ < gj(z̄(t), t)− gj(z̃(t), t) < ε′ q.t.p. em [0, T ].
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Logo, para quase todo t ∈ [0, T ], j ∈ Ic(t) e γ ∈ L∞([0, T ]; IRn) arbitrária, temos
que

ḡj(t) + δj∇ḡ′j(t)γ(t) = ḡj(t) > gj(z̃(t), t)− ε′ ≥ β̃ − ε′ = β̂.

Em particular, podemos escolher γ = z̃ − z̄. Se ε ≥ δ, podemos rede�nir ε no
enunciado de modo a obter ε < δ.

Sendo g(·, t) côncava para cada t e usando a hipótese temos para quase
todo t ∈ [0, T ] e j ∈ Ia(t) que

β̂ < β̃ ≤ gj(z̃(t), t) ≤ ∇ḡ′j(t)[z̃(t)− z̄(t)] = ḡj(t) + δj(t)∇ḡ′j(t)[z̃(t)− z̄(t)].

Portanto, z̄ satisfaz (TMF) com relação ao problema (RD) com γ = z̃ − z̄ e
β = β̂.

4.2 Problema com Restrições de Igualdade e De-
sigualdade

Consideremos agora o problema (1.1) com restrições de igualdade e de-
sigualdade.

Teorema 4.2. Seja z̄ solução ótima local para o problema (1.1) que satisfaz as

hipóteses (A1)-(A4) e (TMF). Então existe (u, v) ∈ L∞([0, T ]; IRp× IRm) tal que

para quase todo t ∈ [0, T ], v(t) ≥ 0,

∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t) = 0 (4.4)

vj(t)ḡj(t) = 0, j ∈ J. (4.5)

Demonstração. Seja z̄ solução ótima local para o problema (1.1) em z̄(t) + εB̄

q.t.p. em [0, T ]. Vamos fazer a demonstração em alguns passos.
PASSO 1: Usando o Teorema 1.1, vamos reescrever o problema (1.1) como um
problema com restrições de desigualdade apenas e aplicar os resultados da seção
anterior. Alguns dos cálculos aqui contidos são análogos aos cálculos do Teorema
2.1, mas vamos refazê-los para não haver confusão. Seja S0 ⊂ [0, T ] o maior
subconjunto onde cada uma das condições (A1)-(A4) e (TMF) não acontecem
para todo t ∈ S0. Sabemos pelas hipóteses que S0 tem medida nula. Segue
de ([68], p. 309) que existe um conjunto de Borel S que é a intersecção de uma
coleção enumerável de conjuntos abertos, tal que S0 ⊂ S e S\S0 tem medida nula,
ou seja, [0, T ] \ S tem medida total. Identi�que no Corolário 1.1, A = [0, T ] \ S
um conjunto de Borel de medida total, t com a, (ξ, η) com (u, v) e (0, 0) com
(u0, v0), e de�na µ : IRn × IRp × [0, T ]→ IRp dada por

µ(ξ, η, t) = h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t).
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Note que se (ξ, η) = (0, 0), temos que µ(0, 0, t) = h(z̄, t) = 0 q.t.p. em [0, T ] e
considerando α′ = min{ ε

2
, ε

2K0
} obtemos

‖z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η − z̄(t)‖ = ‖ξ +∇h̄′(t)η‖ ≤ ‖ξ‖+ ‖∇h̄′(t)‖.‖η‖ ≤ ε,

sempre que (ξ, η) ∈ (0, 0)+α′B̄. Isto implica que µ é diferenciável em (0, 0)+α′B,
para todo t ∈ A. Para (ξ̃, η̃), (ξ, η) ∈ (0, 0) + α′B, t ∈ A, temos que

‖∇µ(ξ̃, η̃, t)−∇µ(ξ, η, t)‖
= ‖[∇h(z̄(t) + ξ̃ +∇h̄′(t)η̃, t) ∇h(z̄(t) + ξ̃ +∇h̄′(t)η̃, t)∇h̄′(t)]
−[∇h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t) ∇h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t)∇h̄′(t)]‖

= ‖[∇h(z̄(t) + ξ̃ +∇h̄′(t)η̃, t)−∇h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t)](In ∇h̄′(t))‖
≤ ‖∇h(z̄(t) + ξ̃ +∇h̄′(t)η̃, t)−∇h(z̄(t) + ξ +∇h̄′(t)η, t)‖.‖(In ∇h̄′(t))‖
≤ θ̃(‖(ξ̃ − ξ) +∇h̄′(t)(η̃ − η)‖).(1 +K0)

≤ θ̃(‖(ξ̃ − ξ)‖+K0.‖(η̃ − η)‖).(1 +K0)

≤ θ̃(‖(ξ̃ − ξ, η̃ − η)‖+K0.‖(ξ̃ − ξ, η̃ − η)‖).(1 +K0) = θ(‖(ξ̃, η̃)− (ξ, η)‖),

onde a função θ : (0,∞)→ (0,∞) dado por

θ(s) = (1 +K0)θ̃(s+K0s)

é crescente e quando s ↓ 0, θ̃(s) ↓ 0, implicando que θ(s) ↓ 0. Temos que

∇ηµ(0, 0, t) = ∇h̄(t)∇h̄′(t),

pela De�nição 4.1-(ii), det{∇ηµ(0, 0, t)} ≥ K > 0 para todo t ∈ A e juntamente
com a hipótese (A3), resulta que existe M > 0 tal que

‖[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1‖ ≤M, t ∈ A. (4.6)

Pelo Corolário 1.1 existe σ ∈ (0, ε), δ ∈ (0, ε) e uma função implícita

d : σB × A→ δB

tal que d(ξ, ·) é mensurável para �xo ξ, as funções da família {d(·, t) | t ∈ A} são
Lipschitz com constante Lipschitz comum, d(·, t) é continuamente diferenciável
para cada t ∈ A,

d(0, t) = 0, t ∈ A, (4.7)

µ(ξ, d(ξ, t), t) = 0, t ∈ A, ξ ∈ σB (4.8)

∇d(0, t) = −[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t), t ∈ A. (4.9)
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Escolha σ1 > 0 e δ1 > 0 tais que

σ1 ∈ (0,min{σ, α
′

2
}), δ1 ∈ (0,min{δ, α

′

2
}), σ1 +K0δ1 ∈ (0,

α′

2
), (4.10)

No restante da demonstração e sem perda de generalidade consideraremos a fun-
ção implícita d de�nida em σ1B × [0, T ] tomando valores em δ1B. Escreveremos
�q.t.p. em [0, T ]� em vez de �para todo t ∈ A�.

PASSO 2: Vamos mostrar que se z̄ é solução ótima local para o pro-
blema (1.1), então z̄ é solução ótima local para o problema auxiliar

maximizar P̃ (z) =

∫ T

0

ϕ(z(t), t) dt

sujeito a G(z(t), t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ],
(AUX)

onde
ϕ(z(t), t) = φ(z(t) +∇h̄′(t)d(z(t)− z̄(t), t), t)

e
G(z(t), t) = g(z(t) +∇h̄′(t)d(z(t)− z̄(t), t), t), q.t.p. em [0, T ].

De fato, suponha que z̃ ∈ z̄ + σ2B, 0 < σ2 < σ1 arbitrário, é um solução ótima
local para (AUX) tal que P̃ (z̃) > P̃ (z̄). Considere

ẑ(t) = z̃(t) +∇h̄′(t)d(z̃(t)− z̄(t), t) q.t.p. em [0, T ].

Usando desigualdade triangular, (4.10) e (H3), obtemos

‖ẑ(t)− z̄(t)‖ = ‖(z̃(t)− z̄(t)) +∇h̄′(t)d(z̃(t)− z̄(t), t)‖
≤ ‖z̃(t)− z̄(t)‖+ ‖∇h̄′(t)‖.‖d(z̃(t)− z̄(t), t)‖ < σ1 +K0δ1 < ε.

Como z̃ − z̄ ∈ σ1B, pela de�nição de µ temos que

µ(z̃(t)− z̄(t), d(z̃(t)− z̄(t), t), t) = 0⇒ h(z̃(t) +∇h̄′(t)d(z̃(t)− z̄(t), t), t) = 0,

ou seja, h(ẑ(t), t) = 0. Também,

g(ẑ(t), t) = g(z̃(t) +∇h̄′(t)d(z̃(t)− z̄(t), t), t) = G(z̃(t), t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ].

Isto mostra que ẑ ∈ Ω, mas

P (ẑ) = P̃ (z̃) > P̃ (z̄) = P (z̄),

que contradiz o fato de que z̄ é uma solução ótima local para (1.1).
PASSO 3: Vamos mostrar que o Teorema 4.1 é aplicável ao problema

(AUX). Pelas hipóteses (A1) e (A2) note que como φ(·, t), g(·, t) e h(·, t) são
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continuamente diferenciáveis em z̄(t) + εB q.t.p. em [0, T ], temos que ϕ(·, t) e
G(·, t) também são. ϕ(z, ·) e G(z, ·) são mensuráveis para cada z. Notando que

∇ϕ̄(t) = [In +∇h̄′(t)∇d(0, t)]′∇φ̄(t) q.t.p. em [0, T ], (4.11)

∇Ḡ(t) = [In +∇h̄′(t)∇d(0, t)]′∇ḡ(t) q.t.p. em [0, T ], (4.12)

temos que ∇ϕ̄(·) e ∇Ḡ(·) são uniformemente limitadas em [0, T ] por (A1), (A2)
e por (4.6). Também, se γ satisfaz (A5)-(i), temos para q.t.p. em [0, T ] que∫ T

0

∇ϕ̄′(t)γ(t) dt =

∫ T

0

∇φ̄′(t)[In −∇h̄′(t)[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)]γ(t) dt

=

∫ T

0

∇φ̄′(t)γ(t) dt = f0(γ, t),

e também

−Ḡj(t)− δj(t)∇Ḡ′j(t)γ(t)

= −ḡj(t)− δj(t)∇ḡ′j(t)[In −∇h̄′(t)[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)]γ(t)

= −ḡj(t)− δj(t)∇ḡ′j(t)γ(t) = fj(γ, t), j ∈ J.

Então, as hipóteses (A3), (A4) e (TMF) acontecem para as funções ϕ e G do
problema (AUX). Pelo Teorema 4.1, existe v ∈ L∞([0, T ]; IRm) tal que, para
q.t.p. em [0, T ], temos que v(t) ≥ 0 e

∇ϕ̄(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇Ḡj(t) = 0, (4.13)

vj(t)Ḡj(t) = 0, j ∈ J. (4.14)

Note que (4.14) implica (4.5). Por (4.11) e (4.12), para q.t.p. em [0, T ], temos
que

∇ϕ̄(t) = ∇φ̄(t) +∇h̄′(t){−[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)}∇φ̄(t) (4.15)

e

∇Ḡj(t) = ∇ḡj(t) +∇h̄′(t){−[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)}∇ḡj(t), j ∈ J. (4.16)

Substituindo (4.15) e (4.16) em (4.13) resulta para q.t.p. em [0, T ] que

∇φ̄(t) +

p∑
i=1

ui(t)∇h̄i(t) +
m∑
j=1

vj(t)∇ḡ(t) = 0,
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fornecendo (4.4) com

ui(t) =

[
[−[∇h̄(t)∇h̄′(t)]−1∇h̄(t)][∇φ̄(t) +

m∑
j=1

vj(t)∇ḡj(t)]

]
i

, i ∈ I.

Como u ∈ L∞([0, T ]; IRp) por (H1)-(H3) e (4.6), concluímos a demonstração.

Exemplo 4.4. Considere o problema

maximizar

∫ 1

0

−(z1(t)− 1)2 − (z2(t)− 1)2 − z2
3(t) dt

sujeito a h(z, t) = −z2
1(t)− z2

2(t) + z3(t) + 2 = 0 q.t.p. em t ∈ [0, 1],

g1(z, t) = −2z1(t)z2(t) + 4z2(t) + z3(t)− 2 ≥ 0 q.t.p. em t ∈ [0, 1],

g2(z, t) = z1(t) + 1
2
z3(t)− 1 ≥ 0

onde z : [0, T ]→ IR3 e h, g1, g2 : IR3 × [0, T ]→ IR. O ponto factível z̄ = (1, 1, 0)′

é uma solução ótima para este problema. Note que, para q.t.p. em [0, T ],

∇φ̄(t) =

0

0

0

 , ∇h̄(t) =

−2

−2

1

 , ∇ḡ1(t) =

−2

2

1

 , ∇ḡ2(t) =


1

0
1

2

 .

Considerando γ(t) = (1, 1, 4)′ q.t.p. em [0, T ] e β = 1, vemos que z̄ satisfaz

a condição (TMF). Este problema satisfaz as condições do Teorema 4.2 e nos

fornece os multiplicadores u(t) = v1(t) = 1
2
e v2(t) = 2 q.t.p. em [0, T ]. Observe

ainda que as condições de posto completo e posto constante também são satisfeitas

para este problema.

Proposição 4.5. Seja z̄ ∈ Ω. Suponha que

(a)

h(z(t), t) = A(t)z(t)− b(t) q.t.p. em [0, T ],

onde A(t) ∈ IRp×n é uma matriz dependente do tempo tal que

det {A(t)A′(t)} ≥ c q.t.p. em [0, T ],

para algum c > 0, e b ∈ L∞([0, T ]; IRp).

(b) gj(·, t) é côncava para q.t.p. em [0, T ], j ∈ Ia(t), e existem β̃ > 0 e z̃ ∈ Ω,

z̃ ∈ z̄ + εB, ε > 0, tais que

gj(z̃(t), t) ≥ β̃ q.t.p. em [0, T ], j ∈ J.

Então, z̄ satisfaz a condição (TMF) para o problema (1.1).
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Demonstração. Pela Proposição 4.4, temos que z̄ satisfaz o item (i) da De�nição
4.1 com relação às restrições de desigualdade, com γ = z̃ − z̄. Como z̃ ∈ Ω, pela
hipótese (a) temos para quase todo t ∈ [0, T ] que

∇h(z̄(t), t)γ(t) = A(t)[z̃(t)− z̄(t)] = A(t)z̃(t)− A(t)z̄(t) = b(t)− b(t) = 0.

Assim, a condição (i) da De�nição 4.1-(i) acontece com relação a restrição de
igualdade e, ainda pela hipótese (a) temos que a condição (ii) da De�nição 4.1 é
satisfeita.

4.3 Nota sobre Dependência e Independência Li-
near Positiva

Em otimização não linear com dimensão �nita, Qi e Wei [41] de�niram
a condição de independência linear positiva (PLI), apresentada na De�nição 4.6.
Esta condição é equivalente à condição de Mangasarian-Fromovitz [39] para pro-
blemas com restrições de igualdade e desigualdade (ver [59]).

Numa tentativa de adaptar a condição (PLI) para problemas com tempo
contínuo, apresentamos uma de�nição de (PLI) em L∞([0, T ]; IRn) e analisamos
a relação de tal condição de regularidade com a condição (TMF).

De�nição 4.3. Sejam F = {bi | i ∈ I} e G = {cj | j ∈ J} conjuntos de

funções em L∞([0, T ]; IRn). Dizemos que o conjunto F ∪G é positivo-linearmente

dependente (PLD) quando existirem funções (β, η) ∈ L∞([0, T ]; IRp×IRm), η(t) ≥
0 q.t.p. em [0, T ] e um subconjunto D ⊂ [0, T ] de medida positiva satisfazendo

p∑
i=1

|βi(t)|+
m∑
j=1

ηj(t) = 1 ∀ t ∈ D,

tais que
p∑
i=1

βi(t)bi(t) +
m∑
i=1

ηj(t)cj(t) = 0 ∀ t ∈ D.

Caso contrário, dizemos que F ∪G é positivo-linearmente independente (PLI).

Observação 4.3. Do mesmo modo que na dependência e independência linear de

vetores, qualquer subconjunto de um conjunto conjunto de funções (PLI) é sempre

(PLI) e um conjunto de funções que contém um subconjunto PLD é sempre PLD,

conforme proposições seguintes.

Proposição 4.6. Sejam F = {bi | i ∈ I} e G = {cj | j ∈ J} conjunto de funções

em L∞([0, T ]; IRn). Se F ∪G é (PLI) então todo subconjunto de F ∪G é (PLI).
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Demonstração. Sem perda de generalidade, sejam F1 = {b1, . . . , bq}, q < p, e
G1 = {c1, . . . , cr}, r < m, tais que F1 ∪ G1 ⊂ F ∪ G. Se F1 ∪ G1 for (PLD),
então existem funções (β̃, η̃) ∈ L∞([0, T ]; IRq × IRr), η̃(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ] e
um subconjunto D ⊂ [0, T ] de medida positiva satisfazendo

q∑
i=1

|β̃i(t)|+
r∑
j=1

η̃j(t) = 1 ∀ t ∈ D,

tais que
q∑
i=1

β̃i(t)bi(t) +
r∑
j=1

η̃j(t)cj(t) = 0 ∀ t ∈ D.

De�nindo β̃q+i ≡ 0, i = 1, . . . , p − q, e η̃r+j ≡ 0, j = 1, . . . ,m − r, temos que
(β, η) = (β̃1, . . . , β̃p, η̃1, . . . , η̃m) ∈ L∞([0, T ]; IRp× IRm), η(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ]

satisfaz
p∑
i=1

|βi(t)|+
m∑
j=1

ηj(t) = 1 ∀ t ∈ D,

e também
p∑
i=1

βi(t)bi(t) +
m∑
j=1

ηj(t)cj(t) = 0 ∀ t ∈ D,

contradizendo o fato de que F ∪G é (PLI). Então, F1 ∪G1 é (PLI).

Proposição 4.7. Sejam F = {bi | i ∈ I} e G = {cj | j ∈ J} conjunto de funções

em L∞n [0, T ]. Se F ∪G tem um subconjunto (PLD) então F ∪G é (PLD).

Demonstração. Raciocínio análogo à demonstração da Proposição 4.6.

O modo como de�nimos a condição (TMF), nos induz a escrever a se-
guinte de�nição:

De�nição 4.4. Diremos que z̄ ∈ Ω satisfaz a condição (TMF)-Regular para o

problema (1.1) quando o conjunto de funções em L∞([0, T ]; IRn+1)

{bi | i ∈ I} ∪ {cj | j ∈ J}

for (PLI) onde, para quase todo t ∈ [0, T ], temos que

bi(t) =

(
0

∇h̄i(t)

)
e cj(t) =

(
ḡj(t)

δj(t)∇ḡj(t)

)
.

Caso contrário, diremos que z̄ ∈ Ω satisfaz a condição (TMF)-Não Regular.

Proposição 4.8. Se z̄ ∈ Ω satisfaz (TMF), então z̄ ∈ Ω satisfaz (TMF)-Regular.
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Demonstração. Suponha que z̄ ∈ Ω satisfaz (TMF)-Não Regular. Então existem
(β, η) ∈ {L∞([0, T ]; IRp × IRm), η(t) ≥ 0 q.t.p. em [0, T ], e um subconjunto
D ⊂ [0, T ] de medida positiva D satisfazendo

p∑
i=1

|βi(t)|+
m∑
j=1

ηj(t) = 1 ∀ t ∈ D, (4.17)

tais que

p∑
i=1

βi(t)bi(t) +
m∑
j=1

ηj(t)cj(t) = 0 ∀ t ∈ D, (4.18)

onde, para quase todo t ∈ [0, T ], temos que

bi(t) =

(
0

∇h̄i(t)

)
, i ∈ I e cj(t) =

(
ḡj(t)

δj(t)∇ḡj(t)

)
, j ∈ J.

Como a De�nição 4.1-(i) é satisfeita, existem γ̃ = (1, γ) ∈ L∞([0, T ]; IR × IRn) e
β > 0 tais que

b′i(t)γ̃(t) = 0, i ∈ I, e c′j(t)γ̃(t) ≥ β, j ∈ J.

Transpondo (4.18) ambos os membros e fazendo o produto interno a direita por
γ̃ temos para t ∈ D, que

p∑
i=1

βi(t)b
′
i(t)γ̃(t) +

m∑
j=1

ηj(t)c
′
j(t)γ(t) = 0

⇒
m∑
j=1

ηj(t)c
′
j(t)γ̃(t) = 0⇒ ηj(t) = 0 ∀ t ∈ D, j ∈ J.

Substituindo esta última igualdade em (4.18) e usando a condição (ii) da De�nição
4.1obtemos

p∑
i=1

βi(t)∇hi(z̄(t), t) = 0⇒ βi(t) = 0 ∀ t ∈ D, i ∈ I,

contradizendo (4.17). Logo, z̄ ∈ Ω satisfaz (TMF)-Regular.

Note que nem sempre a recíproca da Proposição 4.8 é verdadeira. A
condição (TMF)-Regular nos garante independência linear do conjunto

{∇h̄i(t) | i ∈ I}

para quase todo t ∈ [0, T ]. Mas isso não garante que o determinante de∇h̄(t)∇h̄′(t)
seja uniformemente limitado em [0, T ], como mostra o exemplo abaixo.
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Exemplo 4.5. Considere um sistema com duas restrições de igualdade h1, h2 :

IR2 × [0, T ] → IR dadas por h1(z, t) = z1 + z2, h2(z, t) = tz1, com z = (z1, z2).

Considerando z̄ = (0, 0), note que

∇h̄1(t) =

(
1

1

)
e ∇h̄2(t) =

(
t

0

)

são linearmente independentes para todo t ∈ (0, T ], resultando que z̄ satisfaz a

condição (TMF)-Regular. Mas,

det{∇h̄(t)∇h̄′(t)} = det{

(
1 1

t 0

)(
1 t

1 0

)
} = det{

(
2 t

t t2

)
} = t2,

não existindo um constante positiva que limita inferiormente o determinante para

quase todo t ∈ [0, T ].
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Conclusão e Trabalhos Futuros

Nesta tese, foram de�nidas quatro novas quali�cações de restrições para
problemas com tempo contínuo: Posto Completo, Posto Constante, Tipo Slater
e Tipo Mangasarian-Fromovitz. A Proposição 3.2 nos diz que a condição de
posto completo, associada a um hipótese adicional, implica na condição de posto
constante mas a recíproca não é verdadeira, conforme Exemplo 3.2. A condição
Tipo Slater implica na condição Tipo Mangasarian-Fromovitz pela Proposição
4.5, mas a recíproca não é sempre verdadeira (basta tomarmos uma função g não
côncava).

Vale destacar outras duas importantes contribuições desta tese:

(a) a obtenção de condições necessárias de otimalidade para problemas com
tempo contínuo com a presença de restrições de igualdade, e

(b) a apresentação de condições necessárias de otimalidade de segunda ordem
para problemas com tempo contínuo com restrições de igualdade e desigual-
dade.

Tais contribuições citadas não aparecem na literatura quando o problema com
tempo contínuo está de�nido no espaço L∞([0, T ]; IRn).

A teoria até aqui desenvolvida abre um leque de possibilidades de tra-
balhos futuros. Uma delas é de�nir uma condição de regularidade que seja uma
generalização para tempo contínuo da condição (PLI) da otimização em dimensão
�nita, que seja equivalente à condição (TMF) do Capítulo 4.

Andreani e Schuverdt [69] veri�cam que uma condição chamada depen-
dência linear positiva constante (CPLD) é uma quali�cação de restrições, ou seja,
se um problema de otimização não linear em dimensão �nita e com restrições de
igualdade e desigualdade veri�ca (CPLD) em um dado ponto, então as condi-
ções Karush-Kuhn-Tucher acontecem nesse ponto. Esta condição é mais fraca do
que a condição de Mangasarian-Fromovitz no sentido de que pontos que satis-
fazem (MFCQ) também satisfazem (CPLD). Interessa-nos generalizar (CPLD)
para tempo contínuo de tal modo que essa implicação continue sendo verdadeira.
Além da (CPLD), pode-se citar as novas quali�cações de restrições geradores posi-
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tivos constantes (CPG) e posto constante do subespaço componente (CRSC)(ver
[71]).

Pode-se estudar a possibilidade de se conseguir um Teorema tipo Fritz
John usando o teorema de alternativa dado em [23]. Uma outra utilidade desse
teorema de alternativa pode ser na obtenção de condições su�cientes para proble-
mas tempo contínuo com restrições de igualdade e desigualdade, usando hipóteses
de convexidade generalizada.

Podemos considerar quali�cações de restrições para o problema com
tempo contínuo multiobjetivo. Maciel, Santos e Sottosanto [58] realizaram um es-
tudo sobre condições de quali�cação para problemas multiobjetivos em dimensão
�nita, onde discutem as relações existentes entre a condição de dependência linear
dos gradientes e das distintas noções de regularidade existentes para o contexto
multiobjetivo (ver [72]). Tais resultados em dimensão �nita podem ser estendidos
para o caso tempo contínuo?

Um outro caminho seria analisar a possibilidade de adaptar os resulta-
dos obtidos nesta tese para problemas de programação in�nita. Em sua tese de
doutorado, de Oliveira [73] discute condições de otimalidade Fritz John e K.K.T.
para problemas de programação in�nita e utiliza uma quali�cação de restrições
análoga à (MFCQ).

Devido aos erros na demonstração do Teorema de Gordan Generalizado
[22], vários resultados conhecidos na programação com tempo contínuo foram
invalidados. Por exemplo, teoremas de dualidade, de ponto de sela, condições de
otimalidade Fritz John, escalarização de problemas multiobjetivos, entre outros.
Uma possibilidade seria recuperar tais resultados utilizando a nova versão do
teorema de alternativa dado por Arutyunov et al. [23].
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