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FIBRADOS E TEORIAS DA

GRAVITACAO

Resumo

As teorias geométricas de fibrados —“fibre bundles” - e
de conexoes estao hoje muito bem estabelecidas e suas linguagens
podem ser consideradas como padroes de exceléncia no estudo e
desenvolvimento da atual fisica teodrica, principalmente das teorias
de gauge. Na teoria da gravitagao, segundo versao de Kibble e
de Utiyama, e nas modernas teorias construidas em variedades de
grupo, os fibrados sao essenciais para expor de modo claro e con-
ciso os grupos de simetria e invariancia. O principal objetivo a
que esta dissertagao se propoe é o de apresentar, além de uma re-
visao formal introdutoria sobre fibrados e de boa parte dos concei-
tos e estruturas matematicas que historicamente os antecederam,
a conveniéncia que essa linguagem fornece para a discussao e in-
terpretacao da relatividade geral, a la Kibble e Utiyama, e de uma
teoria supersimétrica de Yang-Mills em 5 dimensdes construida na

variedade de grupo.




FIBRE BUNDLES AND

GRAVITY THEORIES

Abstract

The geometrical theories of fibre bundles and connexions
are well established and their languages and conceptions may be
considered as patterns for the study and progress of the contempo-
rary theoretical physics mainly gauge theories. In gravity theory,
from a proposal by Kibble and Utyiama and in the modern theories
build up on the group manifold, fibre bundles make the presence of
symmetries and invariances clear and concise. The main purpose
of this dissertation is that of presenting a formal review on fibre
bundles itself, and showing the convenience provided by this lan-
guage for discussing and interpretating both the general relativity,
on Kibble and Utiyama version, and an extended five dimensional

gravity theory of Yang-Mills type.
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Capitulo 1

Introducao

A modificagao proposta por Cartan na teoria gravitacional de Eins-
tein, conhecida hoje por teoria da gravitacao a la Einstein-Cartan, consiste
em relacionar a tor¢ao a densidade de momento angular intrinseco (spin) da
matéria [1].

Do ponto de vista da matematica contemporanea, e da fisica, certa-
mente a mais importante idéia contida nesta proposta foi a introdugao implicita
das nogoes rudimentares fundamentais de conexao em um fibrado principal e
da de fibrados. Estas no¢oes dominam boa parte da geometria diferencial mo-
derna e tem papel preponderante em topologia diferencial e topologia algébrica.
A nogao de fibrados também mostrou-se fundamental no desenvolvimento da
teoria de campo.

A primeira defini¢ao formal, no entanto, foi dada por Whitney [2].

A importancia deste conceito foi exposta magistralmente por S.S
Chern em 1942, em um artigo do Boletim da Sociedade Americana de Ma-
tematica [3].

Por volta de 1955 Milnor mostrou-nos a constru¢ao univer-
sal de fibrados para qualquer grupo topoldgico em sua teoria de espagos
micro-fibrados [5].

Para a fisica, os fibrados fornecem uma estrutura conveniente para
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a discussao de conceitos de relatividade, invaridncia e transformagoes de
“gauge” !, 2. Por exemplo, a eletrodindmica cldssica pode ser interpretada
como uma teoria de conexao infinitesimal de um fibrado com a estrutura de
grupo U(1). Uma interpretacdo similar pode ser dada para o campo de Yang-

Mills e em geral, para todos os campos resultantes da transformagio de gauge.

1.1 Fibrados e o Espago-tempo: Preliminares

Apresentamos alguns exemplos de estruturas que sao fibrados e in-
troduzimos inumeros termos que, dentre outros, serao discorridos detalhada e
formalmente em capitulos seguintes.

Fibrados — “fibre bundles” — ocorrem como uma necessidade hist6-

rica de se generalizar o conceito de produto cartesiano [capitulo 5], [6].

10 termo inglés gauge é por alguns traduzido como calibre. Preferimos adotar a forma

inglesa que ¢ universalmente aceita.
%A teoria de gauge foi introduzida por H. Weyl em 1918 [4]. A idéia era usar um par de

formas, uma quadrética e outra linear

dS2 = E gikdz;dzk
ik

¢=) bidzi, 1<i k<4,

definidas por uma transformagao de gauge

ds? — \ds?

¢ — ¢+dlogl,

sendo ¢ o potencial eletromagnético e sua derivada exterior d¢.Einstein objetou & indeter-
minagao de ds®, mas mostrou-se admirado pela profundidade da proposta de Weyl. Todas
essas objegOes desapareceram, a posteriori, se interpreta-se essa teoria como baseada na
geometria de um circulo S sobre uma variedade de Lorentz. Entdo a forma @, sujeita a
transformacgao de gauge, pode ser interpretada como definindo uma conexao [capitulo 6] em
S' e ds® permanece inalterado, eliminando-se a objegao de Einstein. A proposta de Weyl

foi uma primeira tentativa de obten¢do de uma teoria unificada.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespwll 12 13 14 15 16 17 18



13

Na fisica aristotélica, o espaco e tempo, eram absolutos, cada evento
sendo definido por um instante de tempo e uma localizagio no espago. Isto é o
mesmo que dizer que o espago-tempo E é um produto cartesiano 7' x S, onde
T é o eixo do tempo e S o espago tri-dimensional.

Um “bundle” ® é uma tripla (E,T,7), onde 7 : E — T é um
mapa sobrejetivo. O espago T' é chamado espago base, o espago E é chamado
espago total e w é a proje¢io do “bundle”. Para cada t € T, o espago 7~ 1(¢)
¢ chamado a fibra do “bundle” sobre ¢t € T. Um exemplo é 1til para clarear
esses conceitos, citamos o exemplo da fisica de Galileu e Newton discorrido

brevemente abaixo.

Exemplo 1.1.1 — A Fisica de Newton e Galileu e os Fibrados

Na fisica de Galileu o tempo permanece absoluto mas o espago €
relativo. Isto pode ser descrito mostrando que hd um mapa projetivonr : E — T
que associa a cada evento p € E o instante correspondente do tempo t = 7 (p).
Cada fibra € isomorfa ao espago euclidiano E®, que € entdo chamada fibra
tipica. Neste exzemplo todas as fibras sao isomorfas e € possivel representar o
“bundle” como um produto cartesiano. Entretanto, por ser esta representagdo

dependente do referencial, diremos que ndo hd tsomorfismo natural entre as

fibras.

Exemplo 1.1.2 — O Espago-tempo e as Segoes de Simultaneidade
A generalizagao do conceito de produto cartesiano na fisica
newtoniana-galileana, motiva também a introdugdo de um conceito que € es-
sencial na fisica relativista, que € aquele das segoes de simultaneidade.
Secoes de Sitmultaneidade

Seja to um dado valor do tempo t para um observador. O con-

Junto de pontos no continuum espago-tempo, quadri-dimensional (M) que tem

o mesmo valor parat = t, serd denominado uma se¢ao de simultaneidade

3Nao hé tradugao fiel a “bundle” em linguagem matematica. Adotamos também ao longo

do texto a forma inglesa do termo.
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naquele espago-tempo. Denotemos cada segdo de simultaneidade por ©=1(t).
Duas segoes de simultaneidade nao tem ponto em comum ou serdo idénticas.
A demonstracao € dada abairo:

Demonstracao:

Sejam

() w(p)=ti Vper(t)

?T_l(fg) ?T(q) = {9 Vq € Tr_l(tg)
suponha que A € 771(t;) e 771(t,), entdo:

m(A) =1

m(A) =ty =ty =ty = 171 (t)) = 77 (t,)

E conveniente, a titulo tlustrativo, esbocar um diagrama represen-

tativo do espago-tempo.

Cada se¢ao de simultaneidade € uma fibra no espago-tempo M. A
tripla (M, T, ) define, portanto, um “bundle” com proje¢do m, espago total M
e espago base T'.

Na figura 1.1 observa-se a representag¢ao de Finstein do movimento
dos planetas em torno do Sol. A teoria geométrica da gravitagio a la Einstein
suplantou o antigo ponto de vista newtoniano, de acordo com o qual massas
de grande porte como a do Sol, produziriam no espago ao seu redor campos de
for¢as que fariam com que os planetas se movessem sequndo orbitas circula-
res ao invés de linhas retas. Na representagdo einsteniana, o proprio espago
torna-se curvo e os planetas movem-se sequndo as “linhas mais curtas”, isto
€, sequndo geodésicas nesse espago curvo.

Para evitar qualqguer mal entendido, deve-se acrescentar que nos
referimos aqui as geodésicas no continuum espago-tempo quadri-dimensional,
e seria errado dizer que as proprias orbitas sGo geodésicas no espago a trés

dimensades.
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Figura 1.1: Espago-Tempo/Seces de Simultaneidade.

A linha geodésica OB representa a histéria do movimento do planeta ao

redor do Sol, sendo mais conhecida como linha do mundo.

AVA
AVAVA

cm 1 2 3 4 5 6 1 unespwll 12 13 14 15 16

17



16

Esta € a situagao esquematicamente ilustrada na figura 1.1, que
mostra o eizo dos tempos t, e dois eizos espaciais, x e y = E = (z X y)
localizados no plano da orbita. A linha que sobe em espiral, conhecida como
a “linha do mundo” ou “linha do universo” de um objeto em movimento, por
ezemplo, a terra, € a linha geodésica no continuum espago-tempo, que “corta”

” as se¢oes de simultaneidade

ao longo da “historia do movimento do objeto
(fibras 7=1(t;)). No capitulo 5, uma defini¢io de “cross section” *, generaliza

as segoes de simultaneidade aqui discorridas.

Dois outros exemplos tteis sdo os do “bundle” tangente e o do

“frame bundle” °, discorridos a seguir.

Exemplo 1.1.3 — “Bundle” Tangente

Seja EE uma variedade diferencidvel de n-dimensées e 7(E) o con-
junto de todos os vetores tangentes em todos os pontos de E. Seja 7 : 7(E) —
E o mapeamento que mapea vetores tangentes no ponto E para o qual eles
estao ligados. A tripla (1(E), E, ) € conhecida como o “bundle” tangente da

variedade E. Cada fibra 7='(p),p € E, € isomorfa ao IR", que ¢ entdo uma

fibra tipica. O isomorfismo nao é natural ® e hd tantos isomorfismos de #~*(p)

sobre o IR" quanto hd bases em p. Quaisquer dois isomorfismos sdo obtidos
um do outro aplicando um membro do grupo GL(n, IR) que € chamado o grupo

estrutural do fibrado.

4Optamos também por manter o termo “cross section” ao invés de secdo transversal,

devido ao carater de universalidade.
®Mantivemos também o termo inglés pelas razdes ja anteriormente enunciadas.
0 melhor meio de ilustrar o que chamamos de isomorfismo ndo natural entre as fibras, é

dar o exemplo da teoria de espagos vetoriais. Seja ¥V um espaco vetorial n-dimensional e V*
o espa¢o dual das fungdes lineares em V. V* é também um espago vetorial n-dimensional
e é portanto isomorfo a V. Como é necessario definir uma base em V para se construir
o isomorfismo, entao diz-se que o isomorfismo nao é natural. Por outro lado V** (o dual
de V*) é novamente um espago vetorial n-dimensional, mas agora existe um isomorfismo

natural.
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Exemplo 1.1.4 — “Frame Bundles”

Seja P(E) o conjunto de todos os vetores dos “frame bundle”s de
todos os pontos de E. Um “bundle” pode ser construido como no exemplo
1, a tripla (P(E),E,7) serd chamada de “frame bundle”. O mapeamento
7 : P(E) — E mapea os vetores referenciais sobre o ponto de E para o qual
eles estio ligados. A fibra 7='(p),p € E € isomorfa a IR com fibra tipica
GL(n, IR). Suponha que (e;) seja uma base em p € E e (r;) uma sequnda base

em p. Entdo r; = ejal com (al) = a € GL(n,IR). Assim, hd um isomor-

fismo r — a ¢ GL(n, IR) € a fibra tipica. Se €; € outra base, entdo r; = éjéf.

O novo isomorfismo r — a € conectado ao anterior r — a por uma trans-
formagdao matricial inica. O grupo estrutural é novamente GL(n,IR), que €
simultaneamente uma fibra tipica. Neste caso, o fibrado € chamado de fibrado
principal.

Na fisica grega o espago-tempo E = T x S tlinha a estrutura de
um “bundle” produto, enquanto que na fisica de Galileu e na relatividade es-
pecial o espago-tempo tem uma outra, porém o “frame bundle” (P(E),E, )
€ um “bundle” produto. Na relatividade geral ndao hd isomorfismo natural de
(P(E), E,7) no produto ExF', mas o fibrado (P(P(E)), P(E), ) € um produto
[capitulo 9]. Deste modo, generalizagées da relatividade podem ser concebidas.
D. D. Ivanenko [6] sugeriu que esta generalizagio fosse chamada de sequnda

relativizagdo [capitulo 9, “Diagrama de Trautman”].

Além de introduzir brevemente de maneira geométrico intuitiva ao
longo deste capitulo a no¢ao de fibrados, nos capitulos seguintes dissertarei
formalmente sobre algumas das estruturas matematicas que norteiam a sua
defini¢ao e o uso de fibrados, quais sejam: grupos, anéis, topologia, varieda-
des, grupos de Lie e conexdes. Finalmente nos capitulos 7, 8 € 9 é mostrado
como a teoria de fibrados pode interpretar de modo conciso teorias fisicas,por
exemplo, as de gravitagao, segundo versao de Utiyama e Kibble e as teo-

rias supersimétricas construidas na variedade de grupo, notadamente aquela
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de Yang-Mills em 5 dimensdes. Cabe salientar ainda que boa parte da mo-

tivagdo ao presente trabalho foi fornecida pelos trabalhos de A. Trautman [6]

e R. Kerner [7] sobre fibrados e suas aplicacdes a estrutura do espaco-tempo,

em particular, e a fisica, em geral, respectivamente.
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Capitulo 2

Estruturas Algébricas

Neste capitulo definimos algumas estruturas tais como grupos, anéis,

espagos lineares, médulos e algebras, de acordo com [8, 9, 10].

2.1 Grupos

2.1.1 Definigoes

Grupo: Diz-se que uma operagao * sobre um conjunto G, define uma estru-

tura de grupo sobre G se, e somente se, os seguintes axiomas sao verificados:

1. a operagao é associativa, ou seja, quaisquer que sejam =,y e z em G tem-
se

(z*y)*z ==z (yx2);

. existe em G um elemento e tal que

& %=1 =%, para todo z em GG

. para todo elemento z de G existe um elemento z' em G tal que

' ’
T*xT =€e=T *1I.
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Observagao:Se usarmos a nota¢ao multiplicativa ou aditiva para
a operagao de um grupo diremos respectivamente, que o grupo é

multiplicativo ou aditivo.

Grupo Abeliano: Dizemos que um grupo é abeliano (comutativo) se, e
somente se,

TxY=y*xzT Vz,y e G

A operagao €, entao, frequentemente a aditiva.

Exemplo 2.1.1 Seja X o conjunto de todas as matrizes n X n; este conjunto,
com a operagdo de adi¢io de matrizes € um grupo abeliano; o subconjunto das
matrizes inversiveis com a operacdo de multiplicagio de matrizes nao € um

grupo abeliano.

Centro de um Grupo: O centro de um grupo G é o conjunto dos elementos

que comutam com todos os elementos do grupo.

2.1.2 Subgrupo

Definigao: Seja (G,*) um grupo e seja H uma parte do conjunto G; diz-se
que H é um subgrupo de (G, *) se, e somente se, as seguintes condi¢oes forem

verificadas:

(a) H é fechado em relagio a operagao *;

(b) H é um grupo em relagio a operagao induzida sobre H pela

operagao *.

A condigdo (a) impde que se a e b sdo dois elementos quaisquer de
H, entao axb € H; portanto, a operagao * induz uma operagao sobre o conjunto

H. A condigao (b) impde que a restri¢io da operagao *, ao subconjunto H,
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deve satisfazer os axiomas (1, 2, 3), ou seja, um subconjunto H, de G é um

subgrupo de (G, *) se, e somente se, H é um grupo em relacdo a operagao *.

Classe Lateral: Seja A um subgrupo de G; o subconjunto zA = {za;a € A}
[{Az = {az;a € A}] é denominado classe lateral a esquerda de A em G [classe
lateral a direita]. Uma classe lateral a esquerda [direita] pode ser definida
como a classe de equivaléncia [z] = zA [a classe de equivaléncia [z] = Az]
determinada pela relagio de equivaléncia y ~ z se, e somente se, y~'z € A [se,

e somente se, zy~! € A].

Subgrupo Normal: Diz-se que A é um subgrupo normal (invariante) de G

se, e somente se

zA = Az Vz e G.

Ou seja, se A é um subgrupo normal as classes laterais a direita e a esquerda

sao idénticas.

Grupo Quociente: O conjunto de todas as classes laterais de um
subgrupo A invariante é um grupo chamado grupo quociente de X por A;

denotado G/A. A operagao do grupo em G/A é:
(zA)(yA) = (zy)A.

O elemento unidade de G/A é a classe lateral 1.A = A e para todo

zA em G/A, tem-se
(zA)' =271 A.

2.1.3 Homomorfismos

Definigdo: Denomina-se homomorfismo a toda aplicagao f, de um grupo

multiplicativo G num grupo multiplicativo G’ se, e somente se,

f(ab) = f(a)f(b),  Va,beG.
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Se o grupo G ¢ aditivo e G’ ¢ multiplicativo, entdo a férmula (2.1) serd

representada sob a forma
fla+b) = f(a)f(b).
Nos outros casos possiveis temos
f(ab) = f(a) + f(b)
fla+b) = f(a) + f(b).

” Y ’ . -~
Se f é um homomorfismo de G em G e se f é uma aplicacao

sobrejetora [injetora), diremos que f é um epimorfismo [monomorfismo] de G

em G’ ou que f é um homomorfismo sobrejetor [homomorfismo injetor] de G

em G'.

Finalmente, se f é um homomorfismo de G em G’ e se f é uma
aplicagio bijetora diremos que f é um isomorfismo de G em G’ ou que f é um
homomorfismo bijetor de G em G . Neste caso, também se diz que o grupo G
é isomorfo ao grupo G’ e escrevemos G = G’ (leia-se: G é isomorfo a G").

Um homomorfismo de G em G também é denominado um endo-

morfismo de GG e um isomorfismo de G em G é chamado automorfismo de

&

Categoria: Grupos formam uma categoria cujos morfismos usualmente cha-
mados homomorfismos, sio os mapeamentos que preservam a estrutura do

grupo, isto €,

f € HOTR(GI,GQ) -~ f(glhl) = f(gl)f(hl) para todo gl:hl € G.

2.2 Anéis

2.2.1 Definicao

Anel: Um anel é um conjunto com duas operagdes internas (z,y) — zy e

(z,y) — (z + y), chamada respectivamente multiplicacao e adigao, tal que




1. X é um grupo abeliano em relagio a adicao;
2. A multiplicagao é associativa e distributiva em relagao a adicao:
(zy)z = z(yz)

e(y+2)=zy+azz

(y+2)z=yz + 22 Vz,y,z € X.
Um anel é unitdrio se, e somente se ha um elemento e € X tal que
€T =2I-:e =TI, 0ou seja, a operagao - admite elemento neutro. O elemento
neutro e é entao chamado elemento unidade do anel.

Se o anel é comutativo em relagdo & multiplicacdo é chamado anel

abeliano.

Subanel: Seja X um anel. Dizemos que um subconjunto L C X, L # 0, é

um subanel de X se, e somente se,
1. L é fechado para ambas as operagoes de X, isto é

(Vz,y)(z,y€ X >z +y€ Leaye€ L)

2. L é também um anel (a adi¢do e a multiplicagdo indicadas em (1) sdo as

mesmas do anel X s6 que restritas a L, como ¢é evidente).

Corpo: Um anel X, comutativo com unidade, é chamado corpo' se todos
os elementos nao nulos sao regulares, isto é, admite simétrico multiplicativo

(inverso).

' Denotamos por K o corpo dos niimeros complexos ou dos niimeros reais, K = Cou IR.




2.2.2 Ideal
Definigao: Um ideal a esquerda de um anel X ¢ um subanel de X tal que
t€l=>mel z € X.
Um ideal a direita de um anel X é um subanel de X tal que
t€el=>ixel z € X.

Portanto, I é um ideal bilateral do anel X se, e somente se, [ € um
ideal a esquerda e a direita de X. Quando X é comutativo nao ha distingao
entre ideal a esquerda ou a direita ou ideal bilateral, diremos, entao, que I é

um tdeal do anel X.

Anel Quociente: Seja [ um ideal em X. A relagao

z~y&r—yel Ve, ye X

é uma relacao de equivaléncia 2.

O conjunto quociente X/I de conjuntos de equivaléncia distinta
zl={z+41€el}=a+1
formam um anel sobre a multiplicagao
([z], [y] = [=]lv] = [zy])

e adigao

([z], [¥]) = [z] + [y] = [z + ¥)-

O anel X/I é chamado anel quociente de X por I.

2Trata-se de uma relagao de equivaléncia sobre X, pois:
elelzc—zel(VeeX)=2r~z (Ve X).
erz~y>z—y€l>—(z—-yel=y—zel=y~X.

erx~yey~z>r—y€ley—z€l=x>(z—-y)+y—2)el=>z~2




2.3 Espacos Lineares

A descrigao linear (espago vetorial) recordarad a dos grupos e anéis
diferindo destes no fato de que um dos produtos nele definidos utiliza elementos

fora do préprio conjunto.

2.3.1 Definigao

Espago Vetorial: Um conjunto nao vazio V é dito um espago vetorial sobre
um corpo /K se V € um grupo abeliano com relagdo a uma operagio que
indicamos por +, e se para todos a € IK,v € V estd definido um elemento

indicado por av, em V, tal que:

. a(v+w) =av+ aw
N(a+Bv=av+ Pv
. a(pv) = (af)v

. 1v =,

para todos a,3 € IK,v,w,€ V(onde 1 representa o elemento unidade com
relacao a multiplicagao).

Os elementos de um espago linear sao chamados vetores.

Sejam L e M subespacos 2 do espaco linear V. Se cada vetor z € V
¢ expresso unicamente na forma z =z +ycomz € L < ey € M, entio V é
dito ser a soma direta, denotada L ® M, dos subespagos L e M. L e M sio

chamados complementares. Eles necessariamente, fazem com que LNM = {0}.

3Se V é um espago vetorial sobre F e se W C V, entdo W é um subespago de V se, com
relagdo as operagoes de V, W forma um espaco vetorial sobre F'. Equivalentemente, W é um

subespago de V sempre que wy,ws € W, a, 8 € F implica que aw; + fwy € W.
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Dependéncia Linear: Um subconjunto A de um espaco linear X é dito
linearmente independente se para cada subconjunto finito nao vazio {z; : i =
1,2...n} de A arelagio 30, \iz; = 0, \; € K, implica \; = 0 para todo : < n.
Se os vetores Ay,..., A, ndo sao linearmente independentes sobre IK, eles sao

ditos linearmente dependentes.

Base: Um grupo de vetores {e;} linearmente independentes é dito ser uma
base de X, se qualquer elemento z € X ¢é escrito unicamente como uma com-

binagao linear de {e;}.

) .
c=zley + 2%+ ...+ 2'¢; +...

Dimensdo: Os nimeros X' € X sao chamados os componentes de z com
respeito a base {e;}. Se hd n elementos na base, a dimensdo de X é n, denotada
por dim V' = n. Se o nimero de elementos em uma base é um nimero finito n,
entao qualquer outra base também tem n elementos e o espago é n-dimensional.
Nos outros casos, a dimensao é infinita, contavel ou nao, por exemplo, a maioria
dos espagos cujos elementos sao fungoes tém dimensao infinita.

A codimensdo de um subespago L é a dimensao de um subespaco
complementar.

Um subespago afim de um espago linear X é um conjunto dos ele-

mentos de X que podem ser escritos
T =y+ zo y€E€L

onde L é um subespago linear de X e z¢ é um ponto dado de X.

2.3.2 Funcgao Linear

Mapeamento Linear: Sejam X e Y dois espagos vetoriais, um mapeamento
f: X — Y é um mapeamento linear se f(az + By) = af(z) + Bf(y) para
todo z,y € X, e a e f € IK. Un mapeamento linear é um exemplo de um

homomorfismo que preserva a adigao vetorial e a multiplicagao escalar.
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O nicleo (kernel) de um mapeamento linear f : X — Y é o conjunto

ker f =z € X;f(z)=0.

Fungao Linear: A imagem de f é f(z) C Y e o nicleo de f é {z € X |
f(z) = 0} e denota-se Im f e ker f, repectivamente. ker f ndo pode ser vazio
ja que f(0) é sempre 0. Se o Y é o préprio corpo IK, f é chamada uma fung¢ao
linear. Se f é um isomorfismo, X é dito ser isomorfo a Y e vice-versa, denotada
por X ~ Y. Segue que dim X = dimY. De fato, todos os espagos vetoriais n-
dimensionais sao isomorfos ao IK™, e sao considerados como espagos vetoriais
idénticos. O isomorfismo entre o espago vetorial é um elemento de GL(n, IK).

Seja f : X — JK uma fungao linear em um espaco vetorial X(n, IK)
sobre um corpo IK. Seja {e;} uma base e um vetor arbitrario z = zle; +z%ey+
...+ z"e,. Dalinearidade de f, temos f(z) = z' f(e;) +2?f(e2) +...+z"f(en).
Assim, se conhecemos f(e;) para todo z, conhecemos o resultado da operacao

de f em qualquer vetor.

2.4 Mobdulos

Definigao: Seja R um anel qualquer; um conjunto nao vazio M é dito ser
um R-médulo (ou, um médulo sobre R) se M é um grupo abeliano com relagao

a uma operagao + tal que para todo r € R e todo m € M:
1. r(a+b) =ra+rb;
2. r(sa) = (rs)a;
3. (r+s)a =ra+ sa.

para todos a,b € M er,s € R.
Se R possui um elemento unidade 1 e se 1 -m = m para todo m em
M, entao M é denominado um R-moédulo unitario. Notemos que se R é um

corpo, um R-modulo unitario nada mais é que um espago vetorial sobre R.




2.5 Algebras

Definigao: Uma dlgebra A é um moddulo sobre um anel R com identidade,

com uma operagao associativa interna, usualmente chamada multiplicagdo, tal

que
1. A é um anel;
2. A operagao externa (a,c) — az é tal que
a(zy) = (az)y = z(ay).

A maioria das algebras s3ao espacos lineares, com
uma operacao interna chamada multiplicacao. A definicado geral dada
aqui inclui tanto algebras como a algebra dos campos tensoriais sobre os anéis

de funcoes.

AVA
AVAVA

2 3 4 5 6 1 unespwll 12 13 14 15 16 17



Capitulo 3

Topologia

Abordaremos algumas defini¢oes de topologia, de acordo com [8, 11,

12], que nos serdo tteis nos capitulos posteriores.

3.1 Definicoes

Topologia: Uma colegao 7 de subconjuntos de um conjunto X define uma

topologia em X se T satisfaz as seguintes condigoes:

1. 0,X €eT;
2. A uniao de um numero qualquer de conjuntos de 7 pertence a 7; e

3. A interseccao de dois conjuntos quaisquer de 7 pertence a 7.

Conjuntos Abertos: Os conjuntos em 7 sao chamados conjuntos abertos
do espago topoldgico (X,7) - frequentemente abreviado para X - e cada

elemento de X ¢é designado por um ponto.

Topologia Discreta: Se X ¢ um conjunto nao vazio e 7 € a colecao de todos
os subconjuntos de X, entdao (1) ~ (3) sdo automaticamente satisfeitas. Esta

topologia é chamada topologia discreta *.

1Em geral a topologia discreta é dita também uma topologia “strigent” (forte).
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Topologia Trivial: Seja X um conjunto nao vazio e sejam os conjuntos
abertos com () e X, ou seja, T = {0, X}. Claramente 7 satisfaz (1) ~ (3),

esta topologia é chamada topologia trivial.

Exemplo 3.1.1 Seja X a reta real IR. Todos os intervalos abertos (a,b) e
suas unioes definem uma topologia chamada topologia usual.

As propriedades (1) e (2) sao obviamentes satisfeitas.

Verifiquemos (3):

Sejam A; e B; conjuntos abertos.

A=A, B=B;
i€l JEJ
O conjunto

AN B =J(4inB))
el

¢ aberto desde que a intersecg¢do de dois intervalos abertos seja um conjunto

vazio ou um intervalo aberto.

Vizinhanga: Seja 7 uma topologia em X. N é uma vizinhan¢a de um ponto
z € X se N é um subconjunto de X e N contém algum (ou ao menos um)

conjunto aberto GG; ao qual z pertenca.

Exemplo 3.1.2 Seja X = IR com uma topologia usual. [—1,1] € uma vizi-

nhanga de um ponto arbitrdrio z € (—1,1).

Ponto de Acumulagdo: Um ponto z € X é um ponto de acumulagdo, ou

um ponto limite, de A C X se toda vizinhanca N de z contém ao menos um

ponto a € A diferente de z : (N — {z}) N A # 0, VN.

O conjunto de pontos de acumulagao de A, representado por A é

chamado o conjunto derivado de A.

2De modo anélogo esta é uma topologia “trivial” (fraca).
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Fecho de um Conjunto: Seja X um espago topolégico. Um subconjunto
A de X é fechado se, e somente se, seu complementar é um conjunto aberto,
ou seja, X — A € 7. De acordo com a definigao, X e () sao ambos abertos e
fechados.

Considere um conjunto A (aberto ou fechado). O fecho de A é o
menor conjunto fechado que contém A e é denotado por A. Um subconjunto A
de um espago topoldgico X diz-se denso em B C X se B esta contido no fecho
de A, isto é B C A. Em particular, A é denso em X, ou é um subconjunto

denso de X se, e somente se, A = X.

Interior O interior de A é o maior subconjunto aberto de A e é denotado
por A°. A fronteira b(A) de A é o complemento de A° em A; b(A) = A — A°.
Um conjunto aberto é sempre disjunto de sua fronteira enquanto um conjunto

fechado sempre contém sua fronteira.

Espago Separavel: Um espago X é separdvel se satisfaz o seguinte axioma:

Axioma 3.1.1 X contém um conjunto denso enumerdvel.

3.2 Separacgao

Separagao: Um espago topoldgico é de Hausdorff, se e somente se, satisfaz

0 axioma;:

Axioma 3.2.1 Dois pontos distintos quaisquer a,b € X pertencem sempre a

abertos disjuntos.

Em outras palavras, existem abertos G e H tais que:

a€G, beHeGNH=0
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Espago Normal: Um espago topoldgico X é normal se, e s6 se, satisfaz o

seguinte axioma:

Axioma 3.2.2 Se F| e F, sao fechados disjuntos de X, entdo existem abertos

disjuntos G e H tais que Fy C GeF, C H.

3.3 Base

Definigao: Seja X um espago topolégico. Uma base B de abertos X, ou seja,

B C T, é uma base da topologia 7 se, e somente se

1. todo elemento de T é a uniao dos elementos de B.

2. paratodoz € X e G€ 7T, existe Be€ Btalquexz € BeB CQ.

Exemplo 3.3.1 Uma base para a topologia usual de IR consiste de todos os

intervalos abertos (a,b) = {z;a < = < b}.

Sub-base: Seja X um espago topoldgico. Uma base ¢ de abertos de X, ou
seja, ¢ C T, é uma sub-base para a topologia 7 em X se, e somente se, as

intersecgoes finitas de membros de ¢ formam uma base para 7.

Exemplo 3.3.2 Note que todo intervalo aberto (a,b) em IR € a intersecgdo

de dois intervalos infinitos (a,00)e(—00,b) : (a,b) = (a,00) N (—o00, b).

Espago Enumeravel: Um espaco topoldgico X é um espago enumerdvel de

1% espécie se satisfaz o 1° axioma dos espagos enumeraveis
Axioma 3.3.1 So se existe uma base local contdvel em cada ponto z € X.

Exemplo 3.3.3 Seja X um espago discreto. Ora, o conjunto unitdrio {z} €
aberto e estd contido em todo aberto G que contém x € X. Logo, todo espago

discreto satisfaz o axioma 3.3.1.
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Um espago topoldogico X é um espago contdvel de 2* espécie se

satisfaz o 2° axioma dos espacos enumeraveis.
Axioma 3.3.2 Existe uma base contdvel B para a topologia T .

Exemplo 3.3.4 A classe B de intervalos abertos (a,b), com eztremos racio-
nais, isto €, tais que a,b € @), € contdvel de 2* espécie, ou seja, IR satisfaz o

arioma 3.5.2.

3.4 Cobertura e Compacidade

Dada uma topologia, é interessante extrair de todos os conjuntos

abertos o sistema mais simples que faz a cobertura do espaco.

Cobertura: Um sistema {U;} de subconjuntos [abertos] de X é uma cober-
tura U [aberta] se cada elemento em X pertence a pelo menos um {U;} (isto é,
UU; = X). Se o sistema {U;} tem um ndimero finito de elementos, a cobertura

¢é dita finita.

Subcobertura: Uma subcobertura da cobertura A é um subconjunto de U

que ¢ ele mesmo uma cobertura.

Refinamento: A cobertura V = {V;} é um refinamento da cobertura U =
{U;} se para todo V; existe um U; tal que V; C U;.

Uma cobertura U é localmente finita se para todo ponto = existe
uma vizinhanga N(z), que tem uma intersecgdo nao vazia com somente um

numero finito de membros de ¥.

Compacto: Um subconjunto A C X é compacto se é Hausdorff e se toda
cobertura de A tem uma subcobertura finita.

A C X é relativamente compacto se o fecho de A é compacto.
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Um espago € localmente compacto se todo ponto tem uma vizi-
nhanca compacta.
Um espago de Hausdorff é paracompacto se toda cobertura tem um

refinamento localmente finito.

3.5 Mapeamentos Continuos

Definicao: Um mapeamento f de um espago topoldgico X para um espago
topoldgico Y é continuo em = € X se dada qualquer vizinhanga N C Y de
f(z) existe uma vizinhanca M de z € X tal que f(z) C N. f é continua em

X se é continua em todos os pontos z € X.

Exemplo 3.5.1 Considere um espago discreto (X, D) e um espago topoldgico
(Y,T). Entdo todo mapeamento f : X — Y € (D — T) continuo, pois, se H
¢ um aberto de Y, sua imagem inversa f~'(H) € aberto de X, jd que todo

subconjunto de um espago discreto € aberto.

Homeomorfismos: Um homeomorfismo é uma bijegao f que é bicontinua 3
(f e f~! sdao continuas).

Em um homeomorfismo a imagem de um conjunto aberto e sua
imagem inversa sao também abertos.

Se existe um homeomorfismo entre dois espagos topologicos X e Y,

X é dito ser homeomorfo a Y e vice-versa.

E facil mostrar que a existéncia de um homeomorfismo entre espagos

topoldgicos ¢ uma relacao de equivaléncia.
Vejamos:

X é homeomorfo a Y se existe ummapa f: X - Yeg:Y - X

tal que fg =idy e gf = idx.

3Uma funcdo é dita bicontinua se f é aberta (uma fun¢do f : X — Y é chamada aberta
[fechada) se a imagem de todo aberto [fechado] é também um aberto [fechado]) e continua.

Assim, f : X — Y é um homeomorfismo se e somente se f é continua e bijetiva.
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Sabemos que uma relagdo é dita de equivaléncia se, e somente se,
for reflexiva, simétrica e transitiva.

A reflexividade vem da escolha f = idx, enquanto que a simetria
segue de que, se f : X — Y é um homeomorfismo, entdo f~! : ¥ — X também
¢ um homeomorfismo. E a transitividade segue de que, se f: X — Y e

g:Y — Z sao homeomorfismos entdo gf : X — Z também é.

Invariante Topolégico: Uma propriedade P, de conjuntos, é chamada to-
poldgica ou invariante topoldgico se, sempre que um espago topoldégico X goza
de P, entao todo espago homeomorfo a X também goza de P, isto é, uma
propriedade do espaco topoldgico que é preservada sobre um homeomorfismo,

por exemplo, as propriedades de separagao, compacidade e de conexao.

Topologia Projetiva: Seja X um conjunto; e {X,;a € A} uma familia de
espagos topoldgicos. Seja {fa; @ € A} uma familia de mapeamentos f, : X —
Xa; a topologia projetiva em X com respeito a {(X,, fo)} é a topologia mais

fraca em X para os quais cada f, é continuo.

Topologia Induzida: Seja {g.;a € A} a familia de mapeamentos g, :
Xo — X a topologia induzida em X com respeito a {(Xa,9.)} é a topolo-

gia mais fina em X para os quais cada g, € continuo.

3.6 Topologias Associadas

Topologia Relativa: Seja A um subconjunto nio-vazio de um espago to-
poldgico (X, 7). A classe T4 de todas as intersec¢des de A com subconjuntos
T -abertos de X ¢é uma topologia em A; é chamada topologia relativa em A, ou
relativizagdo de 7 para A; o espago topoldgico (A, T4) é chamado um subespago

de (X, 7), ou seja, a topologia relativaem A é Ty = {ANG;G € T}.
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Exemplo 3.6.1 Seja a topologia usual U em IR e a topologia relativa T4 no
intervalo fechado A = [3,8]. O intevalo semi-aberto [3,5) € um aberto na
topologia relativa em A, isto €, € um T4 -aberto, pois [3,5) = (2,5) N A, onde
(2,5) € um subconjunto T -aberto de R. Vemos, que um conjunto pode ser
aberto em relagdo a um subespago sem que seja aberto ou fechado em um espago

inteiro.

Topologia Produto: Seja {X;;7 € I} uma classe de subconjuntos; represen-
temos por X o produto cartesiano desses conjuntos, isto é, X = []; X;. Note-se
que X consiste em todos os pontos p =< a; : 7 € I > onde a; € X;. Lembre-
mos que, para cada jo € I, definimos a projecdo 7, do conjunto-produto X

no espago coordenado Xj,, isto é, 7, : X — X, por
xp (<ol Bl B)=a,

Através dessas projecoes, definamos topologia produto. Seja
{X;, T;} uma colegao de espagos topoldgicos, e seja X o produto dos conjuntos
X;, isto é, X = [[; X;. A topologia menos fina 7 em X em relagao a qual
todas as projegoes m; : X — X; sao continuas é chamada topologia produto.
O conjunto produto X com a topologia-produto 7, isto é, (X,7) é chamado

espago produto topoldgico, ou simplesmente, espago-produto.

3.7 Topologia relacionada a outras estruturas

Grupo Topolégico: Um conjunto X junto com uma operacao de grupo e
uma topologia é dito ser um grupo topoldgico se os mapeamentos que definem
sua estrutura de grupo sao continuos, isto é, se os mapeamentos

X x X — X por (z,y) — z.y = zy

X = X porzr z}

sao continuos.
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Espago Vetorial Topolégico: Um espago topolégico X que é também um
espago vetorial em IK é um espago vetortal topoldogico se as operagoes de adicao

e multiplicagao escalar sao continuas, isto é, se os mapeamentos
X xX— Xpor(z,y)—z+y
K x X — X por (\,z) — Az

sao continuos.

3.8 Espacgos Métricos

Definicao: Um espago métrico é um conjunto X junto com um mapeamento

d: X x X — R tal que:
d(z,y) 2 0;
d(z,y) = 0 se e somente se T = y;
d(z,y) = d(y, z), simetria;
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), desigualdade triangular.

d(z,y) é chamada a métrica entre dois pontos.

Bola Aberta: Uma bola aberta B,(zo) de raio a sobre zo é o conjunto de

pontos z € X tal que d(z,zo) < a.

Espago Metrizavel: Duas métricas d e d* em um conjunto X dizem-se
equivalentes se, e somente se, induzem a mesma topologia em X, isto é, se
tanto as bolas d-abertas como as bolas d*-abertas em X sdo bases para a
mesma topologia em X.

Dado um espago topoldgico (X, 7), se existe uma métrica d em X,

que induza a topologia 7, entdo o espago topoldgico diz-se metrizdvel.

Exemplo 3.8.1 Todo espago discreto (X, D) € metrizavel pois a métrica tri-

vial em X induz a topologia discreta D.




Capitulo 4

Variedades Diferenciaveis e

Grupos de Lie

4.1 Variedades Diferenciaveis

O conceito de uma variedade é como uma superficie que nao precisa
estar contida no espago euclidiano, em outras palavras, generaliza o conceito

de uma superficie ou curva no IR>.

4.1.1 Definigoes

Variedade: Uma variedade (topoldgica) é um espago de Hausdorff [3.2] tal

que todos os pontos tenham uma vizinhanca homeomorfa ao IR" .

!Como um conjunto IR" consiste de todas as n-tuplas (¢, ...t,) de nimeros reais. Entao,

IR™ é o n-ésimo produto cartesiano
R'=Rx...x R

da reta real IJR. Os membros do IR" sio chamados pontos do R".
Para quaisquer dois pontos a = (a;...a,) e b = (by...b,) do R", define-se sua soma
a+ b por
a+b=(ar+b1...an+by,)

Esta adi¢io + torna IR™ um grupo abeliano.
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Carta: Uma carta (U, ), ou sistema de coordenadas locais, de uma varie-
dade F ¢ um conjunto aberto U de F, chamado o conjunto dominio da carta,
com um homeomorfismo ¢ : U — IR".

Para cada z € U C E tem-se (z'...z") que sdo coordenadas de z

na carta (U, ¢).

Atlas: Um atlas A é uma colegao de sistemas de coordenadas locais ¢ : U —
IR™ em FE, cujos dominios cobrem F.

Dados os sistemas de coordenadas locais ¢, : U — IR" e pg : U —

IR", tais que U NV # 0, cada ponto z € U NV tem coordenadas (z*) e (y')

respectivamente nas cartas (Uy, 9a) € (Ug, ¢p).

A correspondéncia

estabelece um homeomorfismo ¢, = pgop ! : z2(UNV) = p(UNV) que é
chamado mudanga de coordenadas.
Um atlas A ?diz-se diferenciavel, de classe C*¥(k > 1), se todas as

mudangas de coordenadas @ug, Pa, ¢ € A sao aplicagdes da classe C* 3.

Define-se a multiplicagdo escalar por
At = (My .. A,)

para todo niimero real A e todo pontot = (¢, ...t¢,) do IR". Esta multiplicagio escalar torna
IR™ um espago linear (ou espago vetorial) sobre o corpo IR dos nimeros reais. O elemento

zero do espago linear JR" é a origem O, que é o ponto O = (0...0).
2A € C*. Como pag = (pap)”?, segue-se que os pup sao de fato, difeomorfismos [4.3)]

de classe C*.

1

Em particular, se escrevemos o : (z!...2") — (y'...y"), entdo o determinante jaco-

biano det [gﬁ—:] # 0 em todo ponto de (U NV).
3

Seja f : w — r a fungdo valor real definida em um subespago aberto nao vazio W do R™.
A fungdo f : w — r é dito ser da classe C° se e, somente se, é continua. Para qualquer

inteiro positivo k, f : w — r é dito ser da classe C* se, e somente se, tem derivadas parciais

AVA
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IYigura 4.1: Mudanga de Coordenadas

Um atlas A diz-se mdzimo ou mazimal quando contém todos os

sistemas de coordenadas locais que sio admissiveis *

em relagao a A.
Dois atlas C*(U,, ¢a) € (U, ¢,') sdo equivalentes se, e somente se,

. R = ] 5
sua uniao — dominios (Uy, U,’), homeomorfismos (¢a, pa ) — é novamente um

atlas C*.

Variedade Diferenciavel: Uma variedade diferencidvel é um par ordenado
(X, A) onde X é um espago topoldgico de Hausdorff, com base enumeravel e

A é um atlas maximo sobre X.

continuas de todas as ordens » < k. A fun¢do f : w — r ¢ dito ser da classe C® se, ¢
somente se, ¢ da classe C* para todo inteiro positivo k. A funcio f : w — r é dito ser da

classe C* se, e somente se, ¢ uma fungio analitica

1Um sistema de coordenadas ¢, : W — IR™ diz-se admissivel relativamente ao atlas A
se, para todo sistema de coordenadas locais ¢ : U — IR™ € A com U NV # 0, as mudangas

de coordenadas @qy € pya sio de classe C*, isto ¢, se AU {p,} ¢ ainda um atlas de classe

Gk,
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Variedade Analitica: Uma variedade analitica real C* é tal que os ma-
pas @g o ' sdo analiticos reais, isto ¢, dado por n fungdes que podem ser

expandidas em série de Taylor.

Observagao: Algumas vezes uma variedade ¢ definida somente
como um espago topoldgico X localmente euclidiano, com as
exigéncias apropriadas para as cartas que mapeam um conjunto
aberto de X no IR". Entretanto, X pode ter a caracteristica inde-

sejada de nao ser Hausdorfl, como mostramos no exemplo seguinte.

‘Exemplo 4.1.1 Considere o espago que consiste de duas semi-retas fechadas

(—00,0] e uma semi-reta aberta (0,400) em que a base das vizinhangas abertas

O;, i1 = 1,2 € da forma (=a;,0;] U (0,b).

|

a |

|

_az |

Este espago € localmente euclidiano, mas nao € de Hausdor{f porque

quaisquer dois conjuntos abertos contendo Oy e Oy conterd um segmento (0,b).

4.1.2 Diferenciabilidade de uma Fungao em uma Varie-

dade

A defini¢ao de carta torna possivel definirmos a diferenciabilidade de

uma fungao em uma variedade.




Considere a fungido f na variedade I, f : £ — IR por z — f(z)

R“

Seja (u, ) uma carta em z (isto é, € U), entdo, fo ™' é um
mapeamento de V = ¢(U), um conjunto aberto do IR™, dentro do /R. Exa-
tamente como as coordenadas de f(z) representam z na carta local (U,¢), o

! representa f na carta local.

mapeamento f o~

Fungao Diferenciavel: A fungao f é diferencidvel em z em uma variedade

diferenciavel se, em uma carta em z, f o ™!

¢ diferencidvel ¢(z).
A defini¢do nao depende da carta: se f o ™! é diferencidvel em
©(z) para uma carta (U, ) em z, entdo f o¢p~" é diferenciavel em @(z) para

toda carta (U,$) em , pois

fop™l =(fop ) o(pop™).

A funcio f é C" em z em uma variedade C*(k > r) se, em uma

L' ¢ C¥ em ¢(z). Os mapeamentos @ 0 ¢~! sdo da classe C* em

carta z, fop~
uma variedade C*. A definigdo é independente da carta se r < k.
Uma fungdo f: F —- IR é C" em K se é C" em cada ponto = € F.

O espago de C" fungoes em E é denotado por C™(E).




z +— z'. Sua representacao de carta local ¢' 0 @~
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A estrutura diferenciavel em uma variedade determina a ordem
maxima de diferenciabilidade das fung¢des definidas em uma variedade.
Algumas vezes deseja-se escrever algumas expressoes mais explici-

tamente como segue.

Seja a' as fungoes de coordenadas no IR™ cujo mapa de um ponto

u(u'...u”) € IR* dentro IR por

(Li(ui - u'

a' o @(z) ¢ o que abreviamos para z'.

O mapeamento composto a' o ¢ = ¢' mapea I£ dentro do IR por

I = @' é a funcao coordenada

4.2 Produto Direto de Variedades

Definigao: O produto direto de duas variedade com conjuntos X, Y?, topo-

logias 7,7, e estruturas diferenciaveis (U, ¢:), (Uy, ¢y) sao definidas em um
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caminho natural para ser a variedade Z™*? com conjunto X™ x Y?, a topologia

produto, e o atlas produto formado das cartas (U,,¢,), onde U, = U, x U, e

@:(2,y) = (2(2),04(¥)), 2 € Ur,y €Uy, zy € U..

4.3 Difeomorfismos

Sejam E™ e F” duas variedades diferenciaveis (C*) de dimenséo n e
p, respectivamente;

Seja f: ™ — FP

R’ R
A fungio o fop™! representa f nas cartas iocais (U, ), (W, ) de

E™ e IP. A diferenciabilidade de f : E™ — IR era apenas um caso particular
da situagao agora considerada.

A fungao f é diferencidvel C"™ em ¢ parar < kse po fop™'é
diferenciavel em ¢(z). Em outras palavras, f é diferenciavel [C"] em z se as

coordenadas (y* = f*(z')) de y sao fungdes diferenciaveis [C”] das coordenadas

(2') de z. I é um mapeamento C™ de E™ para F? se f é C™ em cada ponto

z € E".
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Em particular, f é um difeomorfismo (C") se f é uma bijecdo e f e
f~! sdo continuamente diferenciaveis (C”). Difeomorfismos sao para variedades
diferenciaveis o que os homeomorfismos sao para os espagos topoldgicos, e o
que os isomorfismos sdo para os espagos vetoriais.

Seja f: K — F e seja g uma funcao em F'.

A imagem reciproca (pull back) sobre f das fungdes ¢g é a fungdo

gof:zw (go f)(z) = g(f(z)); denota-se
gof=fIg)

A mesma definigao aplica-se para o pull back(imagem reciproca)

f*g de um mapeamento g : F' — G sobre f: £ — F

ffg=gof.

4.3.1 Categoria das Variedades Diferenciaveis

Uma categoria é uma classe (ndo usualmente um conjunto), cujos
membros sao chamados objetos, juntos com Hom(E, F'), para cada par orde-

nado de objetos (E, F'), e mapeamentos
Hom(FE, F') x Hom(F,G) — Hom(E£,G) por (f,g)—h=gof

1. Se f € Hom(E, F'),g € Hom(F,G) e h € Hom(G,U) entédo ho(go f) =
(hog)o f.

2. Para cada objeto £ ha um unico elemento em Hom(E, F'), denotado Idg,

tal que para todos objetos F'
foldg=f, V fé&Hom(E,F)

ldzog=g, V f€Hom(F,E)

Os membros de Hom(FE, F') sao chamados morfismos e a operagao

¢é chamada composigao.
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Na categoria das variedades diferenciaveis, os objetos sao as varie-
dades diferenciaveis e os morfismos sao os mapeamentos diferenciaveis entre
as variedades.

Suponha que temos duas categorias A e B e uma correspondéncia C

entre seus objetos e morfismos. C é chamado um functor covariante se acontece

a seguinte situagao:

A: E L rFr &4 ¢
|c
B: ¢} & ey 2 g6

C(g9)oC(f)=C(go f), C(ldg) = ld¢)

C(f) ¢ frequentemente denotado f..

C é um functor contravariante se sucede que:

Az
1C
B: C(E)

Clg)oC(f) =Clgof), C(ldg) = ldc()
C(f) é frequentemente denotado f*.

Exemplo 4.3.1 Sejam E, F,G variedades diferencidveis; sejam f : E — F
e g : F' — G mapeamentos diferencidveis; Sejam X,Y,Z espagos vetoriais de
fungées definidas respectivamente em E, F,G; e sejam
CEy=X C(F)=Y C(G)=2
C(f)=f:Y—=X por fh=hof
Clg)=¢g":Z—-Y por g'k=kog.

Entao, C € um functor contravariante:

(gof):iz—X por (gof)k=kogolf.




Por outro lado,

frfogr:Z - X em dois passos:

(frog™)k=f(gk) = f"(kog)=kogo f

ldg. = Id,.

4.4 Campos Vetoriais

4.4.1 Espacgo Vetorial Tangente em um Ponto

O espago vetorial tangente 7,(X) de uma variedade em um ponto
z € X é usado para definir propriedades de objetos em uma vizinhanga de z
independentemente de coordenadas locais. O espaco vetorial tangente T;(X)
“modela” a variedade em X. Muitas aproximacoes em fisica consistem em
substituir localmente uma dada variedade pelo seu espago vetorial tangente em
um ponto. Tais aproximagdes podem ser chamadas linearizagdo local. Ty(X)

¢ isomorfo ao IR" se X é uma variedade de dimensao n.

Vetor Tangente

Definigao 1: Um vetor tangente v, para uma variedade diferenciavel X em
um ponto z é uma fungdo linear do espago de fungoes definido e diferenciaveis

em algumas vizinhangas de z € Xno IR, que satisfaz a regra de Leibniz:

vz(af + B9) = av.(f) + Bv:(g)
a,B € R, f,g,funcoes em X diferenciaveis em z;

v.(fg) = f(z)vz(9) + 9(z)vz(f)  Regra de Leibniz.
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O espago T,(X) de vetores tangentes a X em z com uma multi-

plicagdo escalar definida por

(aug + Bvz)(f) = aus(f) + Bv=(f)

¢ um espago vetorial, chamado o espago vetorial tangente.

Mais intuitivamente, definimos um vetor tangente nos termos de
uma classe de equivaléncia de curvas diferenciaveis C;,C; ... em X passando
por z. (os vetores tangentes sdo escritos independentemente da escolha do

sistema de coordenadas).

Curva Diferenciavel: Uma curva (parametrizada) C em X é um mapea-
mentode ] C Rem X port € I — C(t) € X. Seja C uma curva diferenciavel,
isto €, um mapeamento diferenciavel de I C R em X, tal que C(0) = z, e seja
f uma fungao em X diferenciavel em zo. O mapeamento composto f o C é
uma fungao em [ diferenciavel em ¢ = 0. O vetor tangente a curva C em zg é

definido por

d

Vo) = 3 (f0 O)(1) le=o

c

o

v

(f) é chamado a derivada de f ao longo de C em zo. vC (f) é

Zo

algumas vezes denotado C(f). Se duas curvas C; e C, sdo tais que, para todo
[, Ci(f) = Ca(f), sdo ditas tangentes em zo. Podemos, dizer também que elas
tem o mesmo vetor tangente em .

Reciprocamente, dada um vetor tangente v, € sempre possivel en-
contrar uma curva diferenciavel em zo que em v, é tangente. Assim, é possivel
identificar um vetor tangente em o com uma classe de equivaléncia das curvas
tangente em zq. Se (U, ¢) é uma carta em zo € U, definimos uma base natural

associada a esta carta como (i = 1...n) definida por

oz
0 (=g
g =) = O

Definicdao 2: Uma classe de equivaléncia das curvas tangente em z é cha-

mada um vetor tangente v, em x.
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As componentes do vetor tangente v, a curva C em zg sao

_ d(¢' o C) dC'i(t)

dt |y=[}= di lfﬁﬂ . (41)

4.4.2 Campos Vetoriais

Definigao: Um campo vetorial v.em X™ é uma cross section [5.1] do bundle
tangente 7'(X"); um campo vetorial associa a cada ponto z € X™ um vetor
tangente v, € T;(X") pelo mapeamento v : z +— (z,Vv;), frequentemente
abreviado para = — v,.

Em coordenadas locais, um vetor v, é definido por suas n com-
ponentes; por isso um campo vetorial v é definido no dominio de uma carta
por n funcdes v' de n varidveis reais. Por defini¢io um campo vetorial v em
uma variedade C* é diferenciavel (C") se o mapeamento v : z" +— T(X™") é
diferenciavel (C7).

Se v é um campo vetorial diferenciavel C" em X", ese f: X —» Y™
¢ um difeomorfismo C"*! entdo fv é um campo vetorial em Y. Mas se f
nao € inversivel, a imagem de v sobre f : X™ — Y? nao é um campo vetorial
em Y?. Se f~! existe mas nio é diferenciavel a imagem nao é diferenciavel.
Entretanto as imagens de alguns campos vetoriais diferenciaveis sobre alguns
mapeamentos diferenciaveis sao campos vetoriais diferenciaveis; se isto acon-

tece é dito ser projetdvel por f. (v e f'v sdo também ditos “f-related” em

[6]).

4.5 Grupos de Lie

Defini¢ao: Um grupo de Lie G é um grupo tal que a operagao G x G — G
por (a,b) — a~'b seja um mapeamento diferenciavel.
Dois grupos de Lie sdo isomorfos se existe um difeomorfismo entre

eles que preserva a estrutura de grupo (que é um homomorfismo de grupo).
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Exemplo 4.5.1 IR* com a operagdo de adi¢do vetorial € um grupo de Lie

quando enriquecido com uma estrutura diferencial usual.

Exemplo 4.5.2 O espago de mapeamentos bijetivos lineares do IR™ para o IR"

com a operagdo de aplicagées compostas € um grupo de Lie GL(n, IR).

Grupo de um Parametro: Um grupo de Lie unidimensional é usualmente

chamado um grupoe de um parametro.

Grupo de Lie Local: Um grupo de Lie local é uma vizinhanga da origem
(elemento identidade) do grupo. Um grupo local de um parametro é isomorfo
ao intervalo I C IR contendo a origem.

Consideraremos grupos finitos dimensionais de transformacées {0, :

onde g é um elemento de um grupo de Lie G de dimenséo p}.

Grupo de Lie de Transformagées: O conjunto {o,} é um grupo de Lie

de transformagoes se o mapeamento
oc:Gx X — X por (g,z) — o(g, )

é diferenciavel e se o conjunto de transformagdes {o, : X — X;o0,(z) =

o(g,)}, com o mapeamento composto, seguem as propriedades de grupo

0,00, = 0gn (G-acdo a esquerda em X) ou
0,00, = 0hy (G-agdo a direita em X)
Oe ¢é a transformacao identidade

Disto segue que

G opera efetivamente em X se o4(z) = x para todo z € X o que
implica que g = e.

G opera livremente em X se o,(z) # = a menos que g = e.

G opera transitivamente em X se para todo z € X e y € X existe

g € G tal que o,(z) = y.
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Subgrupo um parametro: Um subgrupo um pardmetro de um grupo de

Lie G é uma curva diferenciavel

IR— G por tm g(t)

(4.3)

Campo Vetorial de Killing: O campo vetorial que gera o grupo de tras-
formagao {o,);t € IR} é chamado campo vetorial de Killing em X relativo a
acao do grupo G °.

A integral de curva indo através de z do campo vetorial de Killing

v satisfaz as equagoes

doz(g())/dt = v(o=(g(t)))

(4.4)
T.8) =%

Temos visto que um subgrupo um parametro é definido por seus

vetores tangentes y e e
v = dg(t)/dt|e=0

Donde podemos chamar o campo vetorial de Killing que gera

{%(i);dg(t)/dtlt:o =1,t € IR} por v,

~ _ dgg(t)(m) _ dgx(g(t)) _
v(z) = —df .= @ = o.(e)y.

t=0

A seguinte transformagdo de G sobre ele mesmo, traca um papel
central na teoria de grupos de Lie.

Ly : G — G por Ly(h) = gh chamada translagio a esquerda e

R, : G — G por R,(h) = hg chamada translagdo a direita.

Obviamente R,(h) = Lx(g).

"Quando X é dotado de uma métrica g - por exemplo em relatividade geral - o grupo G

¢é geralmente o grupo que define isometrias.
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4.6 Translagoes a esquerda e a direita de G;j

Albegra de Lie £ de G; Estruturas Cons-

tantes

Os dois grupos de transformagoes de um grupo de Lie G em G definido

pelas translagoes a direita e a esquerda atuam efetivamente, transitivamente e
livremente sobre G.

O conjunto dos campos vetoriais invariantes sob a translagao a es-

querda [a direita] sio chamados campos vetoriais invariantes @ esquerda [d

direita] em G.

4.6.1 Algebra de Lie

Parénteses de Lie: O parénteses de Lie definido por

[v,w] =vw — wv

[v,w]f = (v'Ow’ — w'd,v?)d; f

¢ um campo vetorial.

Identidade de Jacobi: A multiplicacdo definida pelo parénteses de Lie é
distributiva com respeito a adigio e anticomutatividade; nao é associativa mas

satisfaz a identidade de Jacobi
[V1, [v2, va]] + [Va[vs, va]] + [Va[v1, V2]] = 0.

Um mddulo com uma operagao interna que satisfaz estas proprie-
dades é chamado uma dlgebra de Lie.
Ou ainda, o espago vetorial dos campos vetoriais invariantes a es-

querda em G com a multiplicagao do parénteses de Lie é chamada a algebra

de Lie L do grupo G.
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Constantes de Estruturas: Seja {v,;a =1,...p} uma base da dlgebra de
Lie; existem nimeros C,; tais que
[vaﬁ] = C:,GV’Y'

Os coeficientes C7; sio chamados as constantes de estruturas do grupo de Lie

G.

Representagao Adjunta: A representacdo adjunta é uma representagao
de um grupo G' em sua algebra de Lie £. Desde que a &lgebra de Lie £ é
isomorfa a T,(G) um mapeamento de £ nele mesmo pode ser definido por um

mapeamento de T,(G) nele mesmo. O mapeamento
LgRg_l :h— ghg™!

é um automorfismo interno de G que define um mapeamento linear (L, R;")'(e)

de T.(G) nele mesmo. O mapeamento
Ad(g): L— L

é por definigio o mapeamento correspondente a (Ly,R;")'(e) no isomorfismo
entre T,(G) e L. Sejam a.,v. € T.(G); e a,v € L o campo vetorial invariante

a esquerda gerado por a. e 7. respectivamente:
ac = (LyR;") (e)1e & a = Ad(g)r.

Frequentemente identificamos T.(G) e £ e escrevemos

Ad(g) = (LyR;") (e) = Ly(97 )R (e).

)

O mapeamento de G' no espago L(L, L) de mapeamentos lineares

de £ nele mesmo
Ad: G L(L,L) por Ad : g — Ad(g)

¢ chamado a representacdo adjunta de G em L.

A abreviacao seguinte também ¢é usada

Ad(g)y=979"", 7vE€L
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Forma de Maurer-Cartan: A forma de Maurer-Cartan w ou forma cano-
nica em um grupo de Lie G é uma l-forma com valores na élgebra de Lie £

de G definida pela relacao

w(vy) =y ondey = L;l,vg € T.(G).

A forma de Maurer-Cartan é frequentemente definida pela equagao
w(vy) = g7'v,. Esta notagao abreviada é literalmente correta se G é o grupo
linear GL(n) ou um de seus subgrupos desde que a derivada de um mapeamento

possa ser identificada com o proprio mapeamento.
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Capitulo 5

Fibrados

5.1 Definicao de “Bundles” e “Cross Section”

Os “bundles” tem sido introduzidos para generalizar produtos to-
poldgicos.

A necessidade de tal generaliza¢do pode ser vista em um exemplo
simples: Um cilindro, Figura 5.1(a), obtido pelo produto cartesiano de um
circulo S' com um segmento de linha I, e (S* x I,S!,7;) é um “bundle” pro-
duto, ou seja, pode ser descrito globalmente como um produto topolégico. En-
tretanto — a Figura 5.1(b) mostra a faixa Mobius — localmente a faixa Mobius
e o cilindro sdo ambos produtos de segmento de retas, porém a faixa Mobius,
devido a curvatura, ndo é um produto global, enquanto o cilindro o é.

Assim, a idéia da teoria de fibrados é estudar espagos que nao sao
produtos globais mas somente produtos locais.

Foi entre 1935 e 1940 que esses conceitos intuitivos foram defini-
dos na literatura matematica, muito embora para alguns a idéia formal de
“bundle”s tenha sido de fato antecipada por Elie Cartan no seu célebre artigo
“Sur les variétes & connexion affine et la théorie de la relativité généralisée”,
Gauthier Villars, 1923 [1]. Neste artigo, Cartan se refere a possibilidade de se

associar, por exemplo, a cada ponto de uma variedade um nimero infinito de




(a) (b)
IFigura 5.1: Faixa Mobius
sistemas de referéncia. Aqui aparecia de maneira intuitiva a idéia fundamental

de frame “bundle” [5.3.1] em uma variedade.

“Bundle”: Um “bundle” é uma tripla (F, B, m) consistindo de duas varie-
dades £ e B e um mapeamento sobrejetivo 7 : £ — B. B ¢é chamado o espago
base. E¥ é chamado o espago total e 0 mapa 7 é a proje¢cio do “bundle”. Para
todo z € B, o espago 7~ *(z) é chamado a fibra do “bundle” sobre z € B.

Intuitivamente, podemos ver um “bundle” como a unido das fibras

7~ !(z) para = € B parametrizadas por B e “coladas juntas” pela topologia do

espago .

Exemplo 5.1.1 O ezemplo mais simples é o “bundle” cartesiano (B; X
By, By, m1) com m sendo a primeira projegdo definida por m(a!,2* = 2! para

todo ' € By e 2? € By).
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Subbundle: Um “bundle” (E', B',7') é um subbundle de (E,B, ) se E' ¢é

um subespaco de E, B' é um subespaco de B,en =« |E' : E' - B'.

“Cross section”: Uma “cross section” do “bundle” (E, B,7) é um mapea-
mento f : B — F tal que 7 o f = identidade. Isto é, uma “cross section” é um
mapa [ : B — E tal quef(z) € 77!, a fibra sobre z, para todo z € B.

Seja (E;, B',Tr') um subbundle de (E, B,7), e seja f uma “cross
section” de (F, B, 7). Entao f é uma “cross section” de (E",B,,ﬂ") se € so-
mente se f(z) € E para todoz € B, entio f é dita ser uma “cross section”

local.

5.2 Morfismos e Categorias de Bundles

5.2.1 Morfismos

Os mapeamentos que levam fibras em fibras sao chamados morfismos

“bundles” [13]. A definigao abaixo torna esta idéia mais precisa.

Definigao: Sejam (FE;, By, m) e (E,, Bz, m;) dois “bundles”. Um morfismo
“bundle” (F, f) : (E1, B1,m) — (F2, By, m) é um par de mapas F' : E; — E,
e f: By — B, tal que:
o F = fm (5.1)
Ou seja, o diagrama
E, 5 E
Tl J
B — B
¢é comutativo.
A condi¢ao de morfismo “bundle” (5.1), pode ser expressa pela
relagao F'(ry'(b)) C (73" (f(b)) para todo b € B, i.e., a fibra sobre b € B é le-
vada na fibra f(b) por F. Entao observamos que o mapa f é tinico, determinado

por F' quando 7 é sobrejetora.
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Definigao: Sejam (F;, B,m;) e (E, B, ;) dois “bundles” sobre B. Um mor-
fismo “bundle” F' : (Ey, B,m) — (E2, B,7;) é um mapa F : E; — E, tal
que:

m = WQF (52)
A condigao (5.2), é a exigéncia de comutatividade do diagrama:

) F
Ll — E‘z

™ N\ ™
B

Podemos, ainda expressar 5.2 pela relagio F(x7'(b)) C (73'(b)
para todo b € B, i.e., F' esta conservando a fibra. Os morfismos “bundle” F

sobre B sdao os morfismos “bundle” (F,1p).

5.2.2 Categoria

Uma categoria de “bundle” consiste de “bundles” e morfismos “bun-
g

dle”.

Definicao: A categoria dos “bundles”, denotada por Bun, tem como seus
objetos todos “bundles” (E,B,r) e como morfismos de (E,,B;,m;) para
(E2, B2, m2) o conjunto de todos os “bundle” morfismos. Para cada espago
B, a subcategoria dos “bundles” sobre B, denotada, Bung, tem como seus
objetos “bundles” com espago base B e B-morfismos como seus morfismos.
Das propriedades gerais em uma categoria, um morfismo “bundle”
(F, f) : (B, B1,m) — (E2, By, m3) é um isomorfismo se, e somente se, existe

um morfismo(F’, f') : (Ey, By, m) — (E3, By, m2) com

Fif=lps I =15;; PF=1peFF' = 13, (5.3)

Definicao: Um espago F' é a fibra tipica de um “bundle” (E, B,r) se toda

fibra 7=!(z) para ¢ € B ¢ homeomorfa a F, também denotada F,. Um
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“bundle” é trivial com fibra F' se (E, B, 7) é B-isomorfa ao “bundle produto”

(B x F,,B).

5.3 Definicao de Fibrados

Um fibrado é um “bundle” com uma estrutura adicional derivada da

agao de um grupo topoldgico nas fibras.
Tomemos o exemplo da faixa Mobius, vimos que localmente ela
pode ser descrita: U C S*, o produto topoldgico U x I descreve um segmento
da faixa Mobius, mas precisamos de alguns mecanismos para dizer onde ocorre

a curvatura.

5.3.1 Definigao:

Definigao: Um fibrado (E, B,7,G) é um “bundle” (E, B,7) com uma fibra
tipica F', um grupo topolégico G de homeomorfismos de F', e uma cobertura

de B por uma familia de conjuntos abertos U;;j € J, tal que:

1. Localmente o “bundle” é um “bundle” trivial; isto é, é homeomorfo a um
) ?
“bundle” produto; mais precisamente 7~*(U;) é homeomorfo ao produto

topoldgico U; x F' para todo j € J. O homeomorfismo ¢; : #(U;) —

U; x F tem a forma ¢;(p) = (rr(p),n,?_,' (p)) e o seguinte diagrama é

comutativo.

Y U) 2 Ujx F

™\, /  Proje¢ao Canonica
Uj

_ A A L G
Seja z € Uj, notemos que @; k;, ou ;. para simplificar a notagdo, é um

homeomorfismo de F, em F.

Os conjuntos U;, ; sao chamados uma familia de trivializagées locais do

“bundle”.




2. Hé uma correlagao do subbundles triviais definidos nos conjuntos abertos

Uj cobrindo a base. Seja z € U; N Uk.

. ' A N .
A relagdo entre os mapeamentos ¢ ; e @ dd a estrutura do fibrado; por

exemplo, dd a curvatura da faixa Maobius.

A

A . ;
O homeomorfismo ¢y ; 0 tp;_é: F — F' é um elemento do grupo estrutural
G para todo z € U; N Ui etodo 3,k € J. Se G tem somente um elemento

o “bundle” é trivializavel.

; ;s : A
. Os mapeamentos induzidos gjx : U;NUr — G por z — gk(z) =@
A
o ¢f L sdo continuos. Sdo chamados fungdes de transigdo. Satisfazem a

relacao:

gik(T)gni(z) = gji(z)- (5.4)

Exemplo 5.3.1 —Faixa Mobius

Base: S de comprimento 4a coberta por dois conjuntos abertos Uy
e U2

h=s—-20<it<dlb=580<% < 34

onde z € a coordenada de um ponto de S', entio x % 4na = x.

Projegdo: n(p) € S*; identificando um ponto de S com sua’coor-

denada escrevemos w(p) = z.

Fibra Tipica: I C R, : 7= (Up) — Uy x I poro1(p) = (x(p), o1

(p)). Seja t, a coordenada de 9?1 (p) € 1, escrevemos 5.?1 (p) =iy




Figura 5.2: Diagrama de Mobius

Pontos com o mesmo nome A, B, C, D sao identificados.

Grupo Estrutural: A intersec¢do de U, e Uy consiste de dois

conjuntos disjuntos V e W
V=z0<z<a W=z,-2a<z<—a

Seja p tal que w(p) € V,

A . A . A AL
P1,zp (p) =1p P2,zp (P) =1l Pz, 0Q2s,= €.

Seja q tal que ©(q) € W,

A ; A ; A a-l
Pl,zq (9) =1, P24 (9) =1, Plzq © P2,2,— G,

onde e e g sdo os elementos do grupo de simetria de ordem 2. Este grupo com

a topologia discreta € um grupo topoldgico.

Fibrado Diferenciavel: Um “bundle” (E,B,r,G) é dito ser um fibrado

diferencidvel [C*] se E, B e a fibra tipica sio variedades diferenciaveis [C*], =

é um mapeamento diferenciavel [C¥], G é um grupo de Lie e a cobertura de
B sendo o dominio de um atlas admissivel, os mapeamentos g;; da condigao

(5.4) sao diferenciaveis [C*].
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Coordenadas em Fibrados Todos os sistemas de coordenadas préprios
para E como uma variedade, ndo sao proprios para F como um fibrado. Con-
sidere um fibrado diferenciavel (E, B,7) onde E e B sao variedades de di-
mensodes n + p e n. Uma carta (U, ) em E define coordenadas da fibra em E
se o mapeamento ¢ : U — IR**? é um “bundle” morfismo, com IR**? tendo a

estrutura natural de “bundle” (produto cartesiano) IR**? = IR™ x IRP.

“Bundle” Tangente Seja T(X™) o espago dos pares (z,vyx) para todo z na
variedade diferencidavel X" e todo v, € T,(X™). Pode ser dado como uma
estrutura de fibrado (T(X™), X™, 7, GL(n, IR)) como segue.

Fibra em z : T,(X™). Fibra Tipica F : IR".

Projegio m : (z,v;) — z.

Cobertura de X™ : Uj;; (Uj, ;) € um atlas de X™.

Homeomorfismos ¢; : p; é o par (:rr,d)_;- o 7z) onde Tz, Vz) = Vg, €

¥.(vs) é a representagdo de v, na carta (Uj, ¥j).

(mj); omy) : Y (U;) — Ulpor(z,vg) (:r,zb;(vr))

As coordenadas da fibra em T(X™) sdo dadas pelos mapeamentos
(v;,1dentidade) o (, gb; om) : Y (U;) «— IR™ x IR™.

As coordenadas de um ponto p = (z,v;) € 7_1(U;) C T(X™) sao

(!, 2™ vk, 0l).

Uma mudanca de coordenadas da fibra em T(X") é totalmente

determinada por uma mudanca de cartas em X™; isto é, um “bundle” morfismo

da forma ((f, ), f) onde f : X™ — X™ é um mapeamento diferenciavel (C¥).

Grupo Estrutural G: GL(n, IR) o grupo de automorfismos lineares do IR"
(isomorfismo do IR™ sobre si mesmo) no qual a matriz de representagao é o
conjunto de n X n matrizes com determinante nao nulo. Isto é, se gb;I :Vx €

To(X™) > V € R e by, : vx € To(X™) = V' € IR", entédo
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w;r o w‘;—.rl & G‘L(nj B) : IR — IR” por V' — V}

GL(n,IR) é um grupo de Lie.

“Bundle” Tangente Diferenciavel: Se X" é uma variedade diferenciavel
de classe C*, T(X™) é uma variedade diferenciavel de classe C¥~'; T(X") é
entdo chamado um “bundle” tangente diferencidvel C*~!.

Nao ha isomorfismo canoénico entre a fibra e um ponto e a fibra
tipica, e consequentemente ndo ha isomorfismo canénico entre fibras e pontos
diferentes, a menos que o fibrado é dado em uma estrutura adicional; por

exemplo transporte paralelo [6.5.2].

“Frame Bundle”: Dado p; um “frame” em T,.(X"); p. é um conjunto de n
vetores linearmente independentes (ey, e,, ..., €,) que podem ser escritos como

uma combinacao linear de elementos de uma base particular (é,...,€,) de

T=(X"),
e; = alé;(al) = a € GL(n, R).
Entao ha uma bijecdo entre o conjunto de todos os “frames”
em T3(X") e GL(n,IR). Dado F(X™) o espago dos pares (z,p,) para

todo ¢ € X™; isto pode ser dado por uma estrutura de fibra diferenciavel

(F(X™, X", m,GL(n,R)):

5.4 Fibrados Principais

Definigao: Um fibrado no qual a fibra tipica F' e o grupo estrutural G sio
isomorfos e no qual G atua em F pela translagio a esquerda (4.5) é chamado

um fibrado principal (6.1).

Agao a Direita de G:  No capitulo [6] usaremos muito a definigao de agao a

direita de G no fibrado principal (£, X, 7, G). Seja U; a cobertura de X usado
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para definir a estrutura de fibrado. Primeiro definimos o mapeamento R, em
71 (U,) .
Seja p € F,,z € U; e defina g¢; por

A
g; =¥i. (p)

A
onde ¥;, é o homeomorfismo de F; em G. Por definigao

" a1 a1 _i
(Ryp) =%;, (Ry9i) =%;, (9i9), p€n (Ui).

Ry Ry2p = Ryaqp, isto é R,,g € G é um grupo (anti) isomorfo a
G, que atua a direita em 7=!(U;). Note que p e Rgp pertencem a mesma fibra
e que o grupo R,; g € G atua transitivamente em cada fibra.

Desde que o mapeamento f%g seja independente da escolha dos con-
juntos abertos U; contendo 7(p), ele é bem definido sobre todo E, e pode-se
escrever

~ -1 A
R,(p) =¥; . oR,0 ¥ (p), z = 7(p).

Também usa-se a notagao simplificada pg ao invés de ﬁ,gp.

Reducgao: Dado um fibrado (E, B, 7, F, G) ¢ interessante saber se ele admite
uma estrutura equivalente definida com um subgrupo G; do seu grupo estru-
tural G3. Se sim, ele admite uma familia de trivializagoes locais com fungoes
de transi¢ao g;r tomando seus valores em um subgrupo G; de G; o grupo
estrutural G ¢ dito ser reduzivel a GG;.

No caso de um fibrado principal (E, X, 7, G), ele é dito ser reduzivel
ao fibrado principal (Ey, X,71,G1) se Gy € um subgrupo de G e E; um su-
bespaco de E, tal que f : £y — E seja um morfismo “bundle” que comuta

com a agao de Gy:

Trf(p) =mp, Vp € El

f(Ryp) = Ryf(p), Vp€E, g€G.
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Capitulo 6

Conexoes

6.1 Introducao

A teoria das conexoes surgiu em 1916, com um artigo do matematico
Gerhard Hessenberg [14]. Esta teoria teve conseqiiéncia direta no desenvolvi-
mento da relatividade geral, como se vé pela continua referéncia a essa teoria
em todos os artigos sobre conexdes que surgiram nos anos seguintes, de autores
como Weyl [15], Levi-Civita, Schouten [16], Struik e, especialmente Elie Car-
tan [1]. Cartan percebeu a importancia da nogdo de conexdes e sua relevancia
para a fisica. Hermann Weyl foi o primeiro a introduzir conexoes lineares nao
riemaniannas ao relaxar as condi¢oes de compatibilidade, V;gy = 0, entre
uma métrica (gp) € a conexao. As generalizagoes feitas por Elie Cartan foram
ainda mais significantes: ele introduziu conexdes com tor¢do e uma nova lei de
transporte paralelo (“o deslocamento de Cartan”). O préprio Cartan disse: “A
translagao mostra a presenga da tor¢do, enquanto a rotagio revela a presenca
da curvatura de uma dada variedade”. As equacdes podem ser apresentadas

como
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onde (Q;k) e (R;H) sao as componentes dos tensores de tor¢do e curvatura,
respectivamente.(w}) sao as conexoes, e w' uma l-forma que foi posteriormente
chamada de tétrada (Vierbein) [17]. Introduzindo o conceito de torgao, dife-
rente de zero, em uma variedade, Cartan introduziu modificagoes na teoria da
gravitagao de Einstein. Essas modificagoes levaram a teoria de Einstein-Cartan

[capitulo 8].

6.2 Definicoes

Em um fibrado principal (P, X, G, r) cada fibra é difeomorfa a fibra
tipica GG. Entretanto o difeomorfismo nao é canonico; ele depende da cobertura
{U;} de X e da escolha dos mapeamentos ¢; : #~}(U;) — U; x G. Uma
conexao em P faz a correspondéncia entre quaisquer duas fibras ao longo de
uma curva C em X. Diz-se que um ponto p da fibra sobre um ponto z da
curva ¢ transladado paralelamente ao longo da curva por esta correspondéncia.
Também dizemos que a curva C' descrita pelo transporte paralelo [6.5] de p é
um levantamento horizontal da curva C.

Para obter os levantamentos horizontais da curva C de X, sera
suficiente definir sua contraparte infinitesimal, que estd associada com cada
vetor tangente v, em qualquer z € X, e cada ponto p da fibra G, = 7~ !(z),
um vetor tangente v, para P em p, chamado um vetor horizontal, que projeta
7 em v,. O levantamento horizontal de uma curva C em X, por um ponto
p € P, sera entao obtido como a curva integral através de p destes vetores
horizontais que projetam = em C.

Queremos que o transporte paralelo seja compativel com a diferen-
ciabilidade e a estrutura do fibrado principal P; o mapeamento entre T,(X) e
T,(P) deve preservar suas estruturas vetoriais e ser diferenciavel com respeito
a X; além disso, vimos que o grupo estrutural G tem uma agdo global a di-
reita em P denotada Rg, que preserva, e atua transitivamente em cada fibra.

Desejamos, entdo, dois diferentes levantamentos horizontais C; e C, de uma

AVA
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curva C' em X, para a mesma conexao através de diferentes pontos p; e p, em
7~1(z), relatado pela transformacio R, que leva p; em p;. Estas condigdes

levam-nos a definicao de uma conezao.

6.3 Conexoes em um fibrado principal

6.3.1 Definigcao

Uma conexao em um fibrado principal (P, B,G,7) é um campo de

espacos vetoriais H,, H, C T,(P), tal que
l. « H, — Ty(X),z = m(p), é um isomorfismo,
2. H, depende diferencialmente de p,
3. Hp,, = R Hp.
Os elementos de H), sdo os vetores horizontais em p. Os elementos
do espago tangente T,(G;) =V, a fibra G; em p sdao chamados vetores verticais.

Desde que 7'V, = 0, entao T,(P) = H, ® V,, ou seja, qualquer v € T,(P) pode

ser escrito, unicamente
v=vyg+v,vyg € Hp.‘Vu E I/P

Note que v, (também denotado ver v) depende de vy (também de-

notado hor v) na escolha de H,.

6.3.2 Isomorfismo Canodnico entre a Algebra de Lie L

de G e os Espacgos Verticais V,,.

Desde que G atua efetivamente em P por f%g, ha um isomorfismo
natural entre a algebra de Lie £ e o espago dos campos vetoriais de Killing
(4.5) v em P relativo a G, definido por V(4 < vi‘a) onde V(,) € L e vfa} € vk
sao ambos gerados por v(y)(e) = dg(s)/ds |s=0€ t.(G):

'

Va)(9) = Ly(e)viay(e), V() = d(Ry(s)p)/ds |s=o - (6.2)
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Devido a p e }}gp pertencerem a mesma fibra, qualquer vetor de
Killing v¥(p) é um vetor vertical. Além disso, um campo vetorial de Killing
nao desaparece em qualquer ponto a menos que corresponda ao elemento zero
da 4lgebra de Lie. Se a correspondéncia é linear, a dimensao do espago {v¥(p)}
é igual a dimensao do espago {v*}, que é igual a dimenséo do grupo G e de V..

Concluindo, seja ¥ € L correspondente a dg(s)/ds |s= 0 € T.(G); a equagao

v(p) = d(Ry(s)p)/ds |s=0

define o isomorfismo candnico entre £ e V),
(6.3)

Dado um elemento 4 € L, este isomorfismo define um campo ve-
torial v, em P, chamado um campo vetorial fundamental, por v_’(-}:t) =
Também escrevemos ¥ = v.,(p).

Quando sao dados os campos dos subespagos horizontais H, temos,

para todo p € P, uma familia de mapeamentos lineares bem definidos
T»(P) — Lporv — verv,p € P. (6.4)

De acordo com defini¢des anteriores, chamamos a familia de ma-

peamentos (6.4) 1-forma w em P com valores no espaco vetorial £, a adlgebra

de Lie de G:
w(v) =verv e, entao w(horv) =0, V v € T,(P).

Observe que se (e,) é uma base para £ e se (@) é uma base para

T;(P), entao w ! pode ser escrito

w=w'Qe, =wiO'Q e,

onde os w® sao 1-formas em P.

ITemos w(v) = (w(v))%eq € escrevemos (w(v))® = w*(v).
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Resulta da propriedade (2) da definigdo [6.3.1] que os w* sdo 1-
forma diferencidveis em P, e entdao que w é 1-forma diferencidvel em P com
valores em L. A equivariancia, propriedade 3 de [6.3.1] dos subespagos horizon-
tais H, assegura que R; preserva a decomposi¢ao de qualquer vetor tangente

v para P em uma parte horizontal e uma vertical:

~ ~

Ryv = (R,v)u+ (R,v)v = f%;,v;.; + R;vv sev =vy + vy.

6.4 Conexao Local 1-forma

Para uma dada conexdo w associaremos a cada secao local dife-

renciavel de #7'(U) C X, uma 1-forma em U com valores em L. Seja
F:UcX - f(U)cCP, nf =id

uma secao local de P; definimos uma 1-forma f*w em U com valores em L

pelo “pull back” de w por f: isto é,se u € Tp(X),z € U
(f*w)z(u) = wy)(f v).
Reciprocamente

Teorema 6.4.1 Dada uma 1-forma diferencidvel @ em U com valores em L,

e uma seg¢do diferencidvel f de #='(U), existe uma e, somente uma conezdo w
em 7~ (U) tal que f*w =0.
Demonstragao:

1. Seja v € Tpo(P), po = f(z); escrevemos
vV=vi+Vy

onde v; = (f on')v, e logo v, é vertical: temos 7'v, = 0 desde que
7 o f =id.
Definimos uma 1-forma w com valores em £ em cada ponto py € f(U)

da segao por




wpo(V) = @g(7'V) + Vo

onde ¥, é obtido de v, pelo isomorfismo canénico V, — L.

2. Estendemos w para todos os pontos de #~!(U) pela G-agao que é

wp(v) = Ad(g7 )wpo(R;'V)  se p = Ryp0.
A 1-forma entao definida apresenta as propriedades abaixo:

(a) w(u) =@ onde u € V, e G € L sao relacionados pelo isomorfismo

canonico 6.3.2,

(b) w, depende diferencialmente em P,

(c) wa,, (R,v) = Ad(g™wp(v).

e é somente uma tal que f*w = @.

Dada uma trivializagdo {U;, ¢;} do “bundle” P e uma conexdo w
em P, corresponde uma tnica familia {@;} da conexdo 1-forma na variedade.
Primeiro, definimos a secao S; de :fr'l(U‘-) canonicamente associada com a

trivializacao ¢;.

Seja Id : U; = U; x G por z +— (z,e). Uma trivializacio ¢ define

uma segao s;, e vice-versa, através da equagao
4710 Td
si=¢; old.

Seja @; = siw, a forma @; em U; é chamado a forma conezdo na

trivializagao local ¢;.




6.4.1 Potenciais

Nas teorias fisicas de Yang-Mills, as 1-formas &; sdo usualmente cha-
madas potenciais (potenciais de “gauge”) e as trivializagbes ¢; sdo chamadas
gauges locais. Os @; estao relacionados ao potencial tradicional A por cons-

tantes multiplicativas.

Teorema 6.4.2 Em um ponto x € U;NU; a forma conezxdo &; e ©; nos gauge

locais ¢; € ¢; correspondentes a mesma conerdo w em P sdao unidas pela relagdo

@iz = Ad(g5; (2))@5z + (95:0M0)z (6.5)
onde g;; € o mapeamento de transi¢ao

A a1l
Ot UgﬂUj — G por T > g;j(l‘) =@¢;, 0 éj,xe G

e 95;0mc denota o “pull back” em U; N U; da Maurer-Cartan 1-

forma em G.

Demonstragao:

O “pull back” ¢;7w : TU; x TG — L é um L-valor 1-forma em U; x G. Seja
(v,w) € T.U; x T,G;

(7 "w)(v, W) = (67 "w)(v,0,) + (47 "w)(0z, W)

onde 0, e 0, sao os vetores zeros em g e x respectivamente.

Usando 0, = R;Oe e a definicao de conexao, obtemos:

(67" w)(v,0,) = Ad(g™)(¢7"w)(v,0,)
Ad(g™)(¢7" 0 Id)"w(v)
Ad(g™")sjw(v).

Desde que (0,,w) seja um vetor vertical,




(67 "w)(0:, W) = Opc(w)
onde ®Ops¢ € a 1-forma Maurer-Cartan [4.6.1 Jem G. Finalmente
(¢7 " w)(v,w) = Ad(g7'siw(V) + Oprc(w).

*w, calculamos:

Para obtermos @; = sjw em termos de w; = s}

(27" 0 @007 ) w)(v,w) = (B7"w)((®;0®;") (2,9)(v,W))

(‘I)j_l'w)((idx, Lgﬁ(x))!(x,g)(v,w))
Desde que
(idx, Lg;i(z)) : (UiNUj) x G = (UiNU;) x G por  (z,9) — (z,9:i(z)g)
Temos
(idX:Lgn[r))'(%g) 1 To(Ui N U;) x T,G — T (Ui N U;) x Ts.‘;‘i(f)QG

Por

( v Oz [0z 0z /dg \%
—
w 0Ly, (x)9/0x 0Ly, (x)9/0g w

Donde

(7 "w)(idx, Ly, (25 9)(V, W)

(@7 w)(v, Ry(95i(2)) (V) + Ly () (9) (W)

(97 w)(V, 0gju(a)o) + (@5 °w) (05, Ry (95 (2))g5:(2)V + Ly ) (9)W)
Adg™" (Ad(g;i(z)) ™' ®;(v) + Onc(g;:(2)v)) + Ourc(w)-

Como
(97" w)(v, W) = Ad(g™")@(v) + Omc(w)
Disto segue que

@i(v) = Ad(g;i(z)™)@;(v) + Omc(g;(z)v)
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Exemplo 6.4.1 Potencial Eletromagnético. Considere um fibrado prin-
cipal com grupo estrutural U(1), isto €, o grupo dos numeros complezos z de

norma unitdria escritos como
z = exp1a.
Uma fungdo de transi¢io de U; NU; em U(1) € dada por

gij(z) = expig(z)
g;i(z) = exp(—¢(z))

onde x — ¢(z) € uma fungdo real em U; N U;.

Uma conexdo em um gauge local € um &; 1-forma em U; C X com
valores na dlgebra de Lie U(1) de U(1).

Se escolhemos @;(z) = —ieA;(z), a fungdo real A;(z) € o potencial
eletromagnético. Segue de (6.6) que a lei dos potenciais sobre uma mudanga

de gauge ¢ dada por

Av) = A(V) + =4 @),

isto €, em coordenadas
1
At = Ajvh 4+ =0,¢(z) v
¢

Note que esta lei de transformagado € valida em U;NU;, que € quando

os potenciais sao definidos em conjuntos abertos difeomorfos ao R™.

6.5 Derivada Covariante

Uma conexdao em um fibrado principal (P, X,7,G) define uma de-
rivada covariante de se¢oes dos “bundles vetores”, chamados associados aos

fibrados principais.
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6.5.1 Definicao

Um “bundle vetor” (E,X,m,F,G) com base X fibra tipica F e
grupo estrutural G ¢é dito associado ao fibrado principal (P, X, ,G) pela re-
presentagao p de G no espago vetorial F' se suas fungbes de transi¢ao sao as
imagens sobre p das fungdes de transi¢ao correspondentes ao fibrado principal

P; isto é; sejam as trivializagGes locais de P relativas a cobertura {U;} de X

D, . ?T_I(U{) —-U; xG

N
;s (z) > G, keU.

Logo, as fungoes de transicao de P sao

A A1
gii:UiNnU; > G por zm gji(z)=d;,0d €G

as fungoes de transi¢do de E sdo a mesma cobertura de X, e dadas por

b, . Tr_l(U;) - U, x F

& 1
i 7m (z) = F, z € U;

A a1
Pz 0 B, .= plgji(z)) € L(F, F)

isto €, se V; e V; sao elementos de F' que sdo imagens do mesmo x, € F, pela

trivializagao ®; e ®;, respectivamente, entao

Vi = p(gii(2))V;

Esta definigao pode ser facilmente estendida para definir fibrados
associados, ndo necessariamente “bundles” vetores, a um fibrado principal; p
¢ entao uma realizagdo de G sobre uma variedade diferenciavel F'. Reciproca-
mente, dado um fibrado B = (B, X, 7, G) de fibra tipica Y, pode-se construir
um fibrado principal P(B) = (P(B), X, P(r),G) associado com B, como des-

crevemos a seguir.
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Um mapa u : Y — B, de uma fibra tipica para uma fibra em z é
A
dita ser admissivel se ha algum g € G tal que ®;, ou = g. Esta definicao é

independente da escolha de U; isto ¢, se z € U; N U; entao

a a a*t. A ;

Djw 0u = (®jz © B;;) 0 (iz ou) =g g €G,
para algum g € G.

Para construir o conjunto P(B) cada fibra
P(B;)={u:Y — B, tal que u é admissivel}

e cada conjunto

P(B) = UP(B,).

Defina P(7) : P(B) — X por P(n)(P(B):) = « e defina P(¢;) :
(P(7))~"Y(U;) = U; x G por u (P(w)(u),qéﬁ‘,-‘r ou). Sendo P(¢;) uma bije¢ao
podemos ter P(B) como uma unica estrutura diferenciavel com respeito a qual
P(¢;) é um difeomorfismo. A agio a direita de G sobre P(B) pode ser definida
por (u,g) — yog = ug. Entdo o mapa u o g é outro mapa admissivel como

exigido.

Exemplo 6.5.1 Se 7 : E — X ¢ um “bundle vetor” com uma fibra tipica F e
grupo p(G) C GL(F), onde G € um grupo abstrato e p € uma representagdo fiel
de G sobre F', entdo a constru¢do acima pode ser ligeiramente modificada para
dar um fibrado principal P(E) do grupo abstrato G para o qual E € associado

por uma representagdo p. A modificagdo consiste em definir P(¢;) por u —

A
(P(m)(u), p~'(8; , ou)) em vez de como foi feito acima. A agio d direita de G

sobre P(E) pode entdo ser definida por ug = u o p(g).

A definigao de um “bundle” E associado a um fibrado principal P
nos leva naturalmente ao conceito de transporte paralelo de um elemento de
E ao longo de uma curva C de z; até x4, estando ambos em um subconjunto

aberto U; C X.




6.5.2 Transporte Paralelo

O Transporte Paralelo de vy € E,m(v;) = z; ao longo da curva C

unindo z; e z; é um elemento v, € E, m(v2) = z2, tal que, mantendo a varidvel
A A
x sobre ®;, € ¢; .

8 luz) =l (23) B (o)) 05

onde p; é o transporte paralelo de p; € P,7(p;) = z;, ao longo da curva C de

Iy a Ta.

Lema 6.5.1 O elemento vy transportado paralelamente de vy ao longo de C

nao depende nem da escolha da trivializagdo nem da escolha de p,

Demonstracgao

(1) Sejam os conjuntos:

N A

®:(p) =g, €G O (p2) =02, €G
A A
®i (v1) = Vi, ®; (v2) =V,

Como g2 = gij(72)g2,; € 911 = 91,9, (1) temos, de acordo com a

definigao de transporte paralelo,
Vi = p(9ij(22)92,i95 (%1)) Vi
Como p é uma representagao de G
p(95' (22)) Vi = p(92,597,)p(95" (21)) Vi,
o que, de acordo com a definicao de “bundles” associados implica em
Vo = p(92,i91;) V1,

o que prova que a definicao de transporte paralelo nao depende da escolha da

trivializagao.
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(2) Ele nao depende também da escolha de p;, proveniente de
7(p1) = z, desde que o transporte paralelo em P comute com a agao R,
de G sobre a fibra: o transporte paralelo
p, de p, é
P; = thpg se P; = éhpl
com p, o transportado paralelamente de p; e, em uma trivializacao dada, de

acordo com a definigao de ffh

9‘;'.- — 92,='h se g;‘,- = gl,ih

p(92,:9:5") = p(92,i911)-

6.5.3 Derivada Covariante

Seja v uma segio diferencidvel de um “bundle vetor” (E, X, r, F,G)
associado a fibra principal (P, X, r,G). Seja u um vetor em zo € X tangente
a curva C : t — C(t) sobre X com C(0) = zo. A derivada covariante de v na

diregao de u e ¢ ¢é por definigdo o vetor

(Vuw)(z0) = (Vuv)z, = lim(rgv, — vo) /1

em que 74, € 0 vetor v, = v,(y) do campo vetorial v transportado paralelamente
ao longo de C de z(t) para o, a unica exigéncia cobre C sendo z(0) = u.

Podemos definir a Diferencial Absoluta V de v por

(Vao)o(ze) = (Vo)u(u)(z0) = ot — p'(eJouui*Vo = (V) (20)

Se a conexao local na base é definida por

¢ 00,(u) = (id, Q)

entao

(Voo)y = dV/dt — p'(e)a(u)V




Se a conexao local na base é definida por

w=sw

(Vo)y =dV/dt + p'(e)o(u)V

6.6 Curvatura

Definigoes

Seja (P, X, m,G) um fibrado principal com conexdes H, definidas pela
l-forma w em P com valores em L. Seja h : T,(P) — H, por v — vj.
A derivada covariante exterior D¢ de uma r-forma ¢ = ¢* ® e, em P com

valores no espago vetorial com base (e,) é definida pela relagiao
D¢(V1, S .,V-_.-_{_l) = dgﬁ(hvl, ceay hvr+1)

em que d¢ = (d¢*) ® e,.

A 2-forma 0 = Dw com valores em £ é chamado a forma de cur-
vatura da conexao w (forma de curvatura da conexao H,).

Uma conexao w ¢é dita plana se 2 = 0.

Uma r-forma diferencidavel @ em um fibrado principal P é uma
forma horizontal se a(vy,...,v,) = 0 quando pelo menos um dos vetores
Vi,...,Vy é vertical.

Uma r-forma diferenciavel @« em P com valores em um espago ve-

torial E é dita ser do tipo (p, E) se

Ra=p(g7")a,

g

onde p é uma representacao de G em FE.

Dizemos também que o é equivariante sobre a acdo a direita R,
pela representacao p.

Além disso, se a é horizontal ela sera também chamada de tensorial

do tipo (p, E).
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Equacao Estrutural de Cartan: Se w é uma conexdo em P e Dw = Q
entao

Mu,v) = dw(u, v) + [w(u),w(v)]. (6.7)
Demonstragao

Wu,, v,) = dw(u, — ver u,, v, — ver v,. Estendendo ver u, e ver v, para os
campos vetoriais de Killing ver u e ver v em uma vizinhanga de p, obtém-se a

equacgao (6.7).
1. Usando as propriedades de produto interior [8], temos

dw(veru,verv) = Lyeru(w(verv)) — Lyery(w(veru)) — w[veru, verv].

desde que w(verv) = verv= constante, temos

dw(veru, verv) —w([veru,verv]) = —[ver l:‘;'erv]

—[veru, verv] = —[w(veru),w(verv)]. (6.8)

2. Usando novamente as propriedades de produto interior e w(horv) = 0
temos que dw(veru,horv = —w(veru,horv]. Note que [veru,horv] é

horizontal desde que

o e
[veru, hor v] = Lyeryhorv = 1311{{)1 ?(Rg“)_l hor v — hor v)

R;(t)_,horv

¢ horizontal. Donde dw(veru,horv) = 0.

dw(u, verv) dw(ver u, verv) + dw(hor u, verv) (6.9)

—[w(veru),w(verv)]. (6.10)




Combinando (1) e (3) temos a equagdo estrutural.

6.6.1 Curvatura Local na Variedade Base

Em uma trivializagao local (U;, ¢;) a 2-forma Q em 7~'(U;) é repre-

sentada pela 2-forma §2; em U;, definida através da “cross section” s; por
i = S:Q

Resulta da equagao estrutural de Cartan e comutatividade do pull

back com d que
O =do; + %[LZ?,',GJ,'].

Nas teorias de Yang-Mills uma 2-forma (2; é chamada um potencial

de campo no gauge ¢;.

Identidades de Bianchi: Em termos das bases (e,) de £ a equagao estru-

tural de Cartan (6.7) torna-se
9* =dw”* 1C‘” AW 6.11
_w+§ﬁ,rw/\w. (6.11)

Diferenciando temos

1 1
dQ* = §C§.¥dw‘9 Aw? — §C§‘7w3 Adw?.

Entao, como w desaparece nos vetores horizontais
[DQ%(v,u,w)] = dQ%(hv,hu,hw) =0  VYu,v,w.
Conseqiientemente, temos as Identidades de Bianchi

DQ = 0.
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6.7 Conexoes Lineares

Uma conexao linear sobre uma variedade X é uma conexao no fibrado
principal F'(X) de “frames” em X.

Seja @, : T,(X™) — IR", p= (z,p:) 0s mapeamentos que mapeam

2 um vetor em T,(X™) dentro de seus componentes com respeito ao “frame”

pz. Em outras palavras, se p, = (e;) entdo ®,u = (0*(u)) onde (©F) é a base

dual para (e;).
A 1-forma © em F(X) com valor no IR" definido por

O,(v) = @', v € T,F(X)

¢ chamada a forma candnica de X.

A 2-forma = = DO é chamada de torgao da conexao linear em X.

2Se o “frame” p, ¢é considerado um mapeamento do IR em T,(X"), entdo &, = p~'z.
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Capitulo 7

Teoria de Utiyama e Kibble

7.1 Introducao

A estrutura de gauge da teoria da gravitagao foi pela primeira vez
aventada por Elie Cartan [1] nos anos vinte, mas permaneceu por muito tempo,
como que desconhecida dos fisicos.

A teoria de Utiyama e Kibble [17, 18, 22] desenvolvida no inicio
dos anos sessenta, foi uma notéavel tentativa de reformular a gravitacao a la
Einstein, dando-lhe uma nova formulagao, equivalente aquela de Cartan. Teve
por contribui¢ido maior a introdugao na Teoria da Gravitagio do uso da Tétrada
(Vierbien) [23], que é uma extensao do conceito anteriormente desenvolvido por
Cartan [6.1].

Este formalismo é necessario e essencial para introduzir campos de
spinors na variedade. Além do sistema de coordenadas, estabelece-se quatro
vetores de referéncia em cada ponto do espago-tempo V* (uma “tétrada” )

cujos componentes, sao:

(7.1)

V;‘ ‘/bug;w = Mab;
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Nes € a métrica plana da relatividade especial. Os indices latinos simplesmente
enumeram os quatro vetores. A equagdo (7.2) é a condi¢ao de ortonormalidade;
os quatro vetores sao mutuamente ortogonais e unitarios, trés espaciais e um
temporal.

Seja V! o inverso da matrix V}:
Ve = 8, (7.3
VEVe = 6 (7.4)

Calculando-se o determinante de ambos os membros da equagao

(7.2), teremos:

det(V*V, g,,) = det nqp

= det(V}) det(V,”) det g, = —1

= det(V))g = —det V2,

em que g = det g,

det(V}}) det(V,")g = —(det 11/';‘)2
= det(V)=V=-g (7.5)

Pela equagao (7.5) vemos que a matriz nao € singular.

Pode-se especificar qualquer vetor dando suas componentes com
respeito ao sistema de coordenadas, ou alternativamente, pode-se especifica-
los pelo conjunto dos quatro invariantes que sao as projegoes do vetor nos

quatro vetores de referéncia da tétrada:
A=V A A, = VA, (7.6)

Pode-se usar, como é sabido, g,, ou g*” para obter indices cova-
riantes ou contravariantes (gregos) respectivamente, e similarmente 7,5 ou 7
para indices latinos. As matrizes V} e V! das componentes da tétrada sao

usadas para converter indices de um tipo a outro.
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As componentes da tétrada sdao arbitrarias mas devem satisfazer
(7.2). Também exige-se que V¥(z) seja continuo e (a0 menos trés vezes)fungoes
diferencidveis das coordenadas. Suponha que mudamos de um sistema tétrada
V# para outro, V*, entdo os vetores da nova tétrada podem ser escritos como

combinagao linear dos anteriores
Ve = ALV (7.7)

Desde que as novas componentes também satisfagam (7.2), obtem-

se o resultado que a matriz A de (7.7) deve satisfazer
AgnbcAf( = Tad

1sto €, é uma matriz de Lorentz. Dessa forma, no contexto do espago-tempo

curvo podemos reinterpretar o grupo de Lorentz como o grupo de rotagoes da

tétrada.

7.2 Teoria de Utiyama e Kibble

Considere um fibrado principal P com o grupo estrutural SO(2), so-
bre o espago tempo E (Minkowski ou Riemann). Suponha que ha uma conexao
em P caracterizada pela conexao 1-forma w. Considere a representagao (ho-

momorfismo) o : SO(2) — U(1) dada por

cosa sina
(7.8)

sina@ cosa

Para construir o fibrado associado [6.5] M com fibra C' definida por

o e usar formas reais, vamos introduzir A e F', como:
. ' " wp
iA=l'=¢e(c ow); F=R=¢e'(c ofl)

para quaisquer “cross sections” e € C(P).
Se
S:E-UQ1), Sp) =e=0),
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descreve uma mudanga da “cross section” local e € C(P) para €, entdo f €

C(M) transforma-se como

f(P) = P f(p),

F(P) = =" f(P)

= &0 (p) = &)= f(p)

As leis de transformacgio para A e F seguem das definigoes de A e

F', como sendo:

A= A+dz; F=F (7.9)

Observe que se interpretarmos f como um campo descrevendo a
carga das particulas, A como o potencial eletromagnético e F' como o campo
eletromagnético, entdo (7.9) é a lei de transformagéo de gauge. O grupo es-
trutural sendo abeliano, a relagao entre a conexao e curvatura e identidades

de Bianchi tornam-se respectivamente,
F=dA e dF =0.

A derivada covariante no “bundle” (complexo) associado a P por

o pode ser escrita como

Vif = (0x —iAK)f

e esta formula pode ser usada como uma base para introduzir interagoes en-

tre particulas carregadas e o campo eletromagnético. A representagao o, :

SO(2) — U(1) da forma

cosa sina .
On (7.10)
sina cosa
nos levara a outro “bundle” associado. Suas “cross sections” serao interpreta-

das como campos descrevendo particulas cuja carga é n vezes a da particulas
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descritas pelo campo f. A relagao entre as transformagoes de gauge de ambos
os tipos, seria entdo: o grupo estrutural SO(2) é o grupo das transformagoes
de gauge de primeiro tipo, enquanto o grupo de transformagoes de gauge de se-
gundo tipo atua, da mesma maneira, no conjunto de todas as “cross sections”
de P.

Segundo Utiyama [22] pode-se considerar campos mais gerais,
admitindo-se transformagoes de gauge correspondentes a mudancas das “cross
sections” no fibrado principal com grupo estrutural G.

Kibble [17] ao afirmar que a teoria da relatividade geral possa ser
obtida desta maneira, tomando G' como o grupo de Poincaré estava, na ver-
dade, lancando as bases das modernas teorias de supergravidade na variedade
de grupo.

Nestas, todas as simetrias locais de uma dada teoria de gauge sao
transformacoes gerais de coordenadas em um espago de dimensao maior. Este
espago maior é a variedade de grupo. Esta variedade de grupo tem dois tipos
distintos de simetria: simetria locais, que sao as simetrias internas quais as
simetrias locais de Lorentz e de Yang-Mills, e as simetrias no espago-tempo,
tais como as transformagGes gerais de coordenadas e as invariancias de su-

persimetria. As simetrias internas formam um grupo H. O grupo total G

(variedade de grupo), a partir do qual as teorias supersimétricas (e.g. super-

gravidade e super-Yang-Mills) [capitulo 8] sdo derivadas é em geral maior que
H. Diz-se que H é um subgrupo de G. A escolha de G e H seria, no caso da
gravitacao a la Einstein, segundo o préprio Kibble, a de G como sendo o grupo
de Poincaré e H o grupo de Lorentz. Em outros casos a escolha, em geral,
pode nao ser tao 6bvia. Algumas vezes varios candidatos a grupos de uma
dada teoria aparecem. Por exemplo, na teoria de Kaluza-Klein [24], pode-se
tomar G como sendo o grupo de Poincaré em 4-dimensdes. Algumas vezes
ainda o grupo G pode nos levar a diferentes teorias, dependendo da escolha do
subgrupo H e da dimensionalidade do espago-tempo associado. Por exemplo,

no caso de teorias supersimétricas, o grupo superconforme SU(2,2/1) produz
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o que se chama supergravidade conforme, se decide-se em ter o espago-tempo
final associado como sendo um espago em 4-dimensoes, d = 4, mas para d = 5
produz supergravidade nao conforme.

A contribuicao de Utiyama e Kibble foi notavel por antecipar
um procedimento que pode ser encarado como introdutério as teorias super-

simétricas construidas em variedades de grupo, como no exemplo a ser estu-

dado na seqiiéncia [ capitulo 8].
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Capitulo 8

Teoria Supersimétrica de

Yang-Mills: uma Interpretacao

em Fibrados

8.1 Generalizagoes da Teoria de Gravitagao de

Einstein

Discutiremos neste capitulo a teoria da relatividade geral e suas ge-
neralizagoes de acordo com [19, 20, 21].

As tentativas de generalizacoes da teoria de gravitacao de Einstein
comegaram desde o seu aparecimento. O sucesso de Einstein em geometrizar a
interagao gravitacional levaram a tentativas de geometrizar outras interagoes
ja conhecidas, como por exemplo, o eletromagnetismo. Isto era perfeitamente
concebivel, pois muito antes da relatividade geral ter sido idealizada e os efei-
tos fisicos do espago nao-euclidiano serem discutidos, Clifford e outros cientis-
tas hipotetizaram conexdes entre os efeitos eletromagnéticos e a geometria do
mundo real [18].

Portanto, imediatamente apds os artigos fundamentais de Eisntein

de 1916-1917, Hermmann Weyl (1885-1955) sugeriu uma generalizagao da Geo-
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metria Riemanniana que permitiu introduzir um campo geométrico adicional
que poderia ser interpretado como o eletromagnetismo [15]. T. Kaluza estudou
as geometrias riemannianas do espago em 5 dimensdes e E.Cartan viu a possi-
bilidade de generalizar espaco riemanniano 4-dimensional para uma geometria
com torgao [1].

Eisntein mesmo passou os ultimos 30 anos de sua vida procurando
uma maneira de geometrizar a gravitagao e o eletromagnetismo em uma teoria
unificada.

Nos anos vinte, o desenvolvimento de uma teoria unificada parecia
necessario e um dos aspectos mais promissores da fisica tedrica. Esperava-se
que estes estudos revelassem novas propriedades do espago-tempo e, mais cedo
ou mais tarde poderiam levar a inovagoes tecnoldgicas.

Todavia, com o tempo estas esperancas desapareceram, mas neste

interim resultados importantes foram obtidos na teoria quantica, e como resul-

tado destes desenvolvimentos uma variedade de aplicagoes tecnolégicas apare-

ceram rapidamente na eletronica, engenharia atomica, etc.

Nos anos setenta, a situagao comegou a mudar rapidamente e nova-
mente o interesse em uma teoria unificada que combinaria todas as interagoes
conhecidas reapareceram. Contudo, o que a principio era a unificacao en-
tre a interacao gravitacional e eletromagnética, em virtude da descoberta das
interagoes fraca e forte acabou-se por acrescentar ambas, na busca por uma in-
teragao que descrevesse em uma teoria unificada as quatro interagdes basicas.
Durante este periodo muitas informagoes novas se acumularam sobre o uni-
verso, portanto essas idéias antigas foram revigoradas em nova base.

Nesta nova era, muitos artigos antigos e esquecidos foram redes-
cobertos e as idéias, técnicas, leis e regularidades que eles continham foram
usadas no desenvolvimento de teorias mais modernas.

As generalizagoes da teoria de Einstein podem ser divididas em
quatro grupos de acordo com os conceitos basicos de geometria, tais como

conexoes, métricas e dimensionalidade, que sao:
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1. Teorias baseadas em variedades de quatro dimensoes descritas pela geo-
metria diferencial mais geral do que a geometria riemanniana usada na
teoria da relatividade geral (e.g. teoria da gravitacao a la Cartan, com

a introdugao da torgao [1]);

. Teorias que usam fatores adicionais, tais como um campo escalar, de-
finigdes de métricas diferentes, etc. (e.g. a teoria de Brans e Dicke que
considera um campo escalar ¢ ao lado do campo tensorial do tensor
métrico g,,, dando a teoria além das 10 equagdes de Einstein, uma outra

que seria a equagao de onda do campo ¢ [18];

. Teorias baseadas em diferentes conceitos do quadro fisico do universo
(e.g. teoria da gravitagdo de agao a distancia, que ¢é diferente de todas

as outras fisicas porque é baseada no conceito de agdo a distancia que

se opoe ao conceito geralmente aceito de campo. E o approach menos

aceito e que oferece mais problemas [25].

. Teorias em espagos com mais de quatro dimensoes (e.g. as modernas

teorias de supergravidade que sio uma extensao dos itens 1 e 2 [6].

Estas quatro classes podem ser suplementadas por outros grupos

de teorias, como por exemplo combinagdes dessas descritas acima.

8.1.1 Supersimetria e Supergravidade

Um crescente nimero de tedricos estao fascinados com a idéia de
Grande Unificagao, como sendo a teoria para unificar as interagoes fraca e forte,
eletromagnética e gravitacional sobre a base da simetria local. O principio da
simetria local permite ao observador olhar diferentemente os campos fisicos.
Assume-se que as propriedades de grupo conhecidas (simetrias) tais como as
transformagoes de Lorentz (ou Poincaré), transformacoes de gauge em ele-

trodinamica, etc., apenas acontecem localmente, isto é em cada ponto do
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espaco-tempo separadamente. Diregoes, gauges e medidas padrao sao rigo-
rosamente individuais para cada ponto. Quando movem-se de um ponto para
outro elas sao comparadas. As nogdes necessarias para esta comparagao e que
a descrevem na linguagem de cada grupo sdo chamadas campo de gauge. Por
exemplo, um campo gravitacional é visto como gauge com relagao ao grupo de
Poincaré, o campo eletromagnético como gauge com relagao a transformagao
de gauge eletromagnética, etc. Os grupos de simetria SU(3) e SU(2) sao in-
troduzidos em uma teoria que descreve as interagoes fortes e fracas e campos
de gauge correspondentes sio determinados como os transmissores dessa in-
teragdo. Na Teoria da Grande Unificagdo procura-se uma unificacdo local de
todos os grupos de simetria conhecidos. As variantes iniciais da Grande Teoria
da Unificacao que tem sido sugeridas levam a conclusao que em baixas ener-
gias trés tipos de interagdo (fraca, eletromagnética e forte) sao manifestadas
em diferentes diregdes. Mas em energias de aproximadamente 10'% —10'°GeV,
entretanto, nenhuma distingao pode ser feita entre elas, isto € elas sao a mesma
interagao. Por volta de 10"GeV a interagio gravitacional é esperada seguir
o mesmo caminho. Isto significa que por volta desta variacao, a teoria que
unifica todos os quatro tipos de interagao torne-se valida.

A teoria de supergravidade é baseada em uma supersimetria que
unifica a descri¢do de bésons e fermions (isto é, particulas com spins intei-
ros e semi-inteiros). Supersimetria significa que a contribuigdo dos campos de
bosons e fermions para todo o processo sao simétricas, podendo ser associa-
dos. Supersimetria Local significa que isto pode ser feito diferentemente em
diferentes pontos no espaco; entao a interagao gravitacional pode ser incluida
de um modo natural dentro da teoria.

Alguns resultados de teorias supersimétricas mostram que este ca-
minho ajuda a evitar dificuldades de divergéncia, que sdo problemas com res-
peito a ndo-renormalizacdo da gravidade quantica [26]. Alguns destes resulta-

dos sdo, sem divida, as teorias supersimétricas construidas em variedades de

grupo [27, 30]. Um exemplo é dado a seguir de acordo com recentes resultados
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obtidos em [27], que sdo reinterpretados na linguagem dos fibrados.

8.2 Teoria Supersimétrica de Yang-Mills

Propdem-se, entao, uma conexao entre uma teoria de supergravidade e os
campos de gauge [27].

A teoria de supergravidade N=2, d=5, é fatorizada com respeito
ao grupo H' = SO(1,4) ® U(1), ja que a curvatura ndo tem componentes ao
longo de w?*! e B? [30].

Isto significa que:

e w® ¢ uma conexdo em fibrado principal com base dada por

SU(2,2/1)/S0O(1,4), com o grupo de gauge H = SO(1,4) como a fi-

bra;

e B também é uma conexdo em um fibrado principal. A base é

SU(2,2/1)/U(1) com o grupo de gauge U(1) como a fibra.

Existindo o invariante de gauge na teoria de supergravidade sobre
H’, o grupo SU(2,2/1) adquire a estrutura de fibrados com uma fibra H',
representada por SO(1,4) ® U(1) e espago base G/H’.

A teoria estendida de gravidade a la Cartan-Eisntein, proposta em
[27] tem a mesma estrutura da teoria da supergravidade, entretanto, é enri-
quecida com um grupo geral de gauge G.

Esta condicdo € assegurada pela invariancia do grupo de gauge com
respeito a G ® SO(1,4) ® U(1), que é uma conseqiiéncia das condigdes de
integrabilidade das derivadas covariantes exteriores de Yang-Mills presentes
no grupo G.

Usando o sistema de curvaturas proposto em [27] , encontramos

os parametros através das condig¢oes de integrabilidade. Tais condigbes sdo

1,80 — conexao de Cartan
9 a0
“B= campo eletromagnético
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também chamadas identidades de Bianchi para os campos A, (campo spnorial,
relacionado a equagao de Dirac (I A4 = 0), A (campo de gauge, relacionado

ao potencial de Yang-Mills) e o (campo escalar), ou seja:
DDA =DDXy =DDo =0 (8.1)

Encontramos entdo as equagdes para os parametros livres. Resol-

vendo o sistema para tais equagoes temos que:
==l sd=lil=1t=r=—12a =h= =12 (8.2)

A solugao do sistema, dada pelas equagoes 8.2 indicam que as
hipéteses de curvatura estavam corretas. Pela solu¢ao das identidades de Bian-
chi, asseguramos a invariancia do grupo de gauge e portanto a teoria proposta

tem uma estrutura em fibrados, onde H"” = G ® SO(1,4) ® U(1) é a fibra e

G/H" o espago base.
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Capitulo 9

Conclusao

1. No capitulo 5, secao 5.7, ao estudar-se brevemente as conexoes
lineares, também comumente chamadas de conexdes de Cartan, introduzimos
a 1-forma © no fibrado principal de frames P(FE), chamada também de 1-
forma canonica de ¥ - E é uma variedade n-dimensional,e a tor¢ao, como
uma 2-forma = = DO.

A assercao feita na introdugao de que o “frame bundle” (P(E), E, )
é um “bundle produto” na fisica de Galileu e Newton, e nao o € na relatividade
geral, fica agora mais clara e precisa: no mundo classico assim como na relati-
vidade especial os espagos-tempo eram planos (Euclidiano E3, ou de Minkovski
M*) e portanto todo o recobrimento das variedades E* ou M* pode ser feito
por planos tangentes, e pela definicao de conexoes admissiveis que definem o
transporte entre as “cross sections”. Na relatividade geral cuja arena onde se
desenvolvem os fenomenos fisicos é curva — variedade riemanniana — este nao
¢ bem o caso.

A introdugao da tétrada [7.1] que se mantém invariante por mu-
dangas de coordenadas no plano tangente, e portanto ndo “afetada” por trans-
formacdes do tipo GL(n) e da 1-forma conexao w®, permite-nos ultrapassar
esta dificuldade; define-se entao uma forma completa de paralelismo em P(FE),

o que em outras palavras significa dizer que o “bundle” (P(P(FE)), P(E), ) é
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um “bundle produto”.

p(E) a3 ppg))
! !

Ay = A,

As 1-formas w?® sao conexoes nos fibrados dos referenciais ortonor-
mais moveis, e como conseqliencia estabelecem-se as identidades de Bianchi.

Dessa forma, temos:

E

-

ea
P(E)

'\eap

© = 0idz#; A(z) = »(rz)
O ¢ definida em P(E)[IR"]
w"(nos planos tangentes) = Iy da?

(conexio)[IR"™)
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produto

P(P(E)) P(P(E))
produto ndo produto

P(E) P(E) P(E)
bundle
produto

bundle
produto

T Espago-tempo da
Espago-tempo Relatividade Relatividade
aristotélico Especial e Geral
Fisica Newtoniana
Figura 9.1: Diagrama de Trautman

Aumento gradativo de complexidade na estrutura do espago tempo.

Mas, como:

O(z)=0 < 7(z)=0
0 —

w(z)

z=10

Q,: H — IR"

wy: V. — R

= (wr, ©,) é uma base de 7(P(F)).

Portanto, ¢ definido um paralelismo completo em P(E), ou seja, o
“bundle” P(P(FE)) é um “bundle produto”. Trautman e Ivanenko chamam ao
procedimento acima de 2% relativizagao. O “diagrama de Trautman” , Figura

9.1, ilustra melhor o que foi dito;
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2. A forma como a presente dissertacdo foi apresentada, bem como
a abordagem aos problemas tratados foi, como mencionado na introdugao, de
certa forma inspirados pelos trabalhos importantissimos de A. Trautman, de
Varsévia e por R. Kerner, da Universidade de Paris VI. Como discutido na
dissertagao, é possivel discernir que a nossa visio de geometria do espago-
tempo evoluiu desde a Grécia antiga, e pode ser descrita por fibracées cada
vez mais complexas. A relatividade geral de Einstein, ou sua reinterpretacao
devido a Utiyama e Kibble, por exemplo, introduz as conexdes nos “frame
bundles” ortogonais ao longo do espago-tempo V.

Os campos fisicos em geral sdao definidos, e assumem valores, em
espagos que possuem uma topologia em geral um pouco mais complexa do
que aquela simples do IR", e admitem grupos de automorfismos que chama-
mos de gauge. Por exemplo, todos os campos carregados eletricamente pos-
suem simetria sob a agdo do grupo U(1). O fibrado correspondente ¢ portanto
(P(V4), Vi, S*) - ST é o circulo unitédrio. As interagdes fortes entre os nicleos
(prétons e neutrons), implica no aparecimento de uma outra simetria: se as
interagoes fracas e eletromagnéticas podem ser negligénciadas, todas as com-
binagoes de estados quanticos descrevem o préton ou o neutron como equi-

valentes (que é uma condigao de preservar a norma no espago de Hilbert), o

que implica na simetria unitaria SU(2) e a teoria de campo correspondente é

descrita pelo fibrado (P(V4), V4, SU(2)); a conexao nesse fibrado identificavel
como sendo o campo de Yang-Mills. Sendo estes dois fenémenos completa-
mente independentes, a descrigao que se impoe é dada em termos do fibrado
(P(V4), Vs, SU(2)@U(1)). Neste caso nem a conexao, nem a curvatura possuem
componentes mistas, e portanto as interagoes nao terao nenhuma influéncia so-
bre a outra.

Caso, por exemplo, aqueles dois tipos de interacao tenham uma
fonte comum e nao possam ser consideradas totalmente independentes deve-se
examinar as teorias de gauge sobre os fibrados P (P(Vy,Uy), P(Vy, Up)SU(2))
e Po(P(V4,SU(2))), P(V4, SU(2)),U(1)). As conexdes e as curvaturas nesses
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fibrados , os quais chamam-se também na literatura de fibrados duplos, des-
crevem nao apenas os dois fenomenos, mas também a influéncia de um sobre
outro.

Um exemplo deste ultimo caso de fibragoes duplas, concernente
a constru¢ao de uma teoria supersimétrica de Yang-Mills em 5 dimensoes
(27, 28, 29], que foi também chamada de teoria estendida de gravitacio a la
Einstein-Cartan. Neste trabalho o grupo estrutural, ou a variedade de grupo
que comporta toda a teoria construida, é o grupo G = G® SU(2,2/1), sendo G
o grupo de gauge associado as curvaturas internas de Yang-Mills e SU(2,2/1)
a variedade de grupo associada a teoria de supergravidade. A teoria possui
como fibra o grupo H" = G® SO(1,4) @ U(1) - SO(1,4) é o grupo de Lorentz
em 5 dimensdes e U(1) o grupo de gauge associado ao eletromagnetismo — que
representa as simetrias internas da teoria. Esta admite ainda o espago base
G/H", chamado em teorias supersimétricas de superespacos, e tem consequen-
temente uma representagao em fibrados identificada pelo “bundle produto”
(G,G/H" ,H").

E interesante notar que as curvaturas associadas ao campo de gauge

de Yang-Mills [27], identificadas abaixo,

F=dA=F,V AV  +ichAs AT nba AV™ +

-I-t'd(:ABj\A Almpp AV +1fao A 7];,4 AYa

DA = Apa AV™ +igFy AS%Pa + hoo AT%P4 +

+itFoy A €42%°%p + Zda ATeaptop

Do =¢, ANV* + zk:\,q Aa+ iICAB/_\A A I,L’B

DF® = G® AV™ +inR " Ny + ipeanhy™ s

AVA
cm 1 2 3 4 S 6 ) unespwll 12 13 14 15 16 17



99

onde ¢, = 0,0 e G® = 9, F®, e aquelas da supergravidade [30]

identificadas a seguir

R* = DV°® — %J». AT,

pa = Dy

possuem termos em comum, os spinors ¥, que sao os geradores de algebras de
supersimetria, e portanto indicam que as interagdes tém algo em comum que
¢é a transformacao supersimétrica entre bésons e fermions.

Espero que esta dissertacao tenha provido o leitor de elementos que
motivem-no a um estudo ulterior — mais aprofundado — sobre fibrados, quer

em seus aspectos tedricos quer em aplicagoes a fisica.
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