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Resumo

As teorias geométricas de fibrados ­“fibre bundles” — e

de conexões estão hoje muito bem estabelecidas e suas linguagens

podem ser consideradas como padrões de excelência no estudo e

desenvolvimento da atual física teórica, principalmente das teorias

de gauge. Na teoria da gravitação, segundo versão de Kibble e

de Utiyama, e nas modernas teorias construídas em variedades de

grupo, os fibrados são essenciais para expor de modo claro e con­

ciso os grupos de simetria e invariância. O principal objetivo a

que esta dissertação se propõe é o de apresentar, além de uma re­

visão formal introdutória sobre fibrados e de boa parte dos concei­

tos e estruturas matemáticas que historicamente os antecederam,

a conveniência que essa linguagem fornece para a discussão e in­

terpretação da relatividade geral, a la Kibble e Utiyama, e de uma

teoria supersimétrica de Yang­Mills em 5 dimensões construída na

variedade de grupo.
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FIBRE BUNDLES AND

GRAVITY THEORIES

Abstract

The geometrical theories of fibre bundles and connexions

are well established and their languages and conceptions may be

considered as patterns for the study and progress of the contempo­

rary theoretical physics mainly gauge theories. In gravity theory,

from a proposal by Kibble and Utyilama and in the modern theories

build up on the group manifold, fibre bundles make the presence of

symmetries and invariances clear and concise. The main purpose

of this dissertation is that of presenting a formal review on fibre

bundles itself, and showing the convenience provided by this lan­

guage for discussing and interpretating both the general relativity,

on Kibble and Utiyama version, and an extended five dimensional

gravity theory of Yang­Mills type.
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Capítulo 1

Introdução

A modificação proposta por Cartan na teoria gravitacional de Eins­

tein, conhecida hoje por teoria da gravitação a la Einstein­Cartan, consiste

em relacionar a torção à densidade de momento angular intrínseco (spin) da
matéria [1].

Do ponto de vista da matemática contemporânea, e da física, certa­

mente a mais importante idéia contida nesta proposta foi a introdução implícita

das noções rudimentares fundamentais de conexão em um fibrado principal e

da de fibrados. Estas noções dominam boa parte da geometria diferencial mo­

derna e tem papel preponderante em topologia diferencial e topologia algébrica.

A noção de fibrados também mostrou­se fundamental no desenvolvimento da

teoria de campo.

À primeira definição formal, no entanto, foi dada por Whitney [2].

À importância deste conceito foi exposta magistralmente por S.S

Chern em 1942, em um artigo do Boletim da Sociedade Americana de Ma­

temática [3].
Por volta de 1955 Milnor mostrou­nos a construção univer­

sal de fibrados para qualquer grupo topológico em sua teoria de espaços

micro­fibrados [5].

Para a física, os fibrados fornecem uma estrutura conveniente para
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a discussão de conceitos de relatividade, invariância e transformações de

“gauge” !,?. Por exemplo, a eletrodinâmica clássica pode ser interpretada
como uma teoria de conexão infinitesimal de um fibrado com a estrutura de

grupo U(1). Uma interpretação similar pode ser dada para o campo de Yang­

Mills e em geral, para todos os campos resultantes da transformação de gauge.

1.1. Fibrados e o Espaço­tempo: Preliminares

Apresentamos alguns exemplos de estruturas que são fibrados e in­

troduzimos inúmeros termos que, dentre outros, serão discorridos detalhada e

formalmente em capítulos seguintes.
Fibrados ­ “fibre bundles” — ocorrem como uma necessidade histó­

rica de se generalizar o conceito de produto cartesiano [capítulo 5], [6].
1O termo inglês gauge é por alguns traduzido como calibre. Preferimos adotar a forma

inglesa que é universalmente aceita.
? A teoria de gauge foi introduzida por H. Weyl em 1918 [4]. A idéia era usar um par de

formas, uma quadrática e outra linear

ds? = > gindeide;
1,k

d=X ddr; 1<ik<A,
i

definidas por uma transformação de gauge

ds? — Xdsº

é > é + dlogA,

sendo & o potencial eletromagnético e sua derivada exterior dg .Einstein objetou à indeter­

minação de dsº, mas mostrou­se admirado pela profundidade da proposta de Weyl. Todas
essas objeções desapareceram, a posteriori, se interpreta­se essa teoria como baseada na

geometria de um círculo S* sobre uma variedade de Lorentz. Então a forma d&, sujeita à
transformação de gauge, pode ser interpretada como definindo uma conexão [capítulo 6] em
S! e ds? permanece inalterado, eliminando­se a objeção de Einstein. À proposta de Weyl
foi uma primeira tentativa de obtenção de uma teoria unificada.
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Na física aristotélica, o espaço e tempo, eram absolutos, cada evento

sendo definido por um instante de tempo e uma localização no espaço. Isto é o

mesmo que dizer que o espaço­tempo E é um produto cartesiano T x S, onde

T é o eixo do tempo e 5 o espaço tri­dimensional.

Um “bundle” º é uma tripla (E,T,m), onde nm: E­ Téum
mapa sobrejetivo. O espaço T é chamado espaço base, o espaço E é chamado

espaço total e n é a projeção do “bundle”. Para cada t E T, o espaço 7 (t)

é chamado a fibra do “bundle” sobre t E T. Um exemplo é útil para clarear

esses conceitos, citamos o exemplo da física de Galileu e Newton discorrido

brevemente abaixo.

Exemplo 1.1.1 — A Física de Newton e Galileu e os Fibrados

Na física de Galileu o tempo permanece absoluto mas o espaço é

relativo. Isto pode ser descrito mostrando que há um mapa projetivoxn : E — T

que associa a cada evento p€ E o instante correspondente do tempo t = n(p).

Cada fibra é isomorfa ao espaço euclidiano Eº, que é então chamada fibra

típica. Neste exemplo todas as fibras são isomorfas e é possível representar o

“bundle” como um produto cartesiano. Entretanto, por ser esta representação

dependente do referencial, diremos que não há isomorfismo natural entre as

fibras.

Exemplo 1.1.2 — O Espaço­tempo e as Seções de Simultaneidade

A generalização do conceito de produto cartesiano na física

newtoniana­galileana, motiva também a introdução de um conceito que é es­

sencial na física relativista, que é aquele das seções de simultaneidade.

Seções de Simultanetdade

Seja to um dado valor do tempo t para um observador. O con­

junto de pontos no continuum espaço­tempo, quadri­dimensional (M) que tem

o mesmo valor parat = to? será denominado uma seção de simultaneidade
Não há tradução fiel a “bundle” em linguagem matemática. Adotamos também ao longo

do texto a forma inglesa do termo.
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naquele espaço­tempo. Denotemos cada seção de simultaneidade por n '(t).

Duas seções de simultaneidade não tem ponto em comum ou serão idênticas.

A demonstração é dada abaixo:

Demonstração:

suponha que AE nm(ti) em(ta), então:

T(A)=t=>th=t=>T'(t)=7""(t)

E conveniente, a titulo ilustrativo, esboçar um diagrama represen­

tativo do espaço­tempo.

Cada seção de simultaneidade é uma fibra no espaço­tempo M. A

tripla (M,T,n) define, portanto, um “bundle” com projeção n, espaço total M

e espaço base T.

Na figura 1.1 observa­se a representação de Einstein do movimento

dos planetas em torno do Sol. A teoria geométrica da gravitação a la Einstein

suplantou o antigo ponto de vista newtoniano, de acordo com o qual massas

de grande porte como a do Sol, produziriam no espaço ao seu redor campos de

forças que fariam com que os planetas se movessem segundo órbitas circula­

res ao invés de linhas retas. Na representação einsteniana, o próprio espaço

torna­se curvo e os planetas movem­se segundo as “linhas mais curtas”, isto

é, segundo geodésicas nesse espaço curvo.

Para evitar qualquer mal entendido, deve­se acrescentar que nos

referimos aqui às geodésicas no continuum espaço­tempo quadri­dimensional,

e seria errado dizer que as próprias órbitas são geodésicas no espaço a três

dimensões.
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Figura 1.1: Espaço­ Tempo/Seções de Simultaneidade.

A linha geodésica OB representa a história do movimento do planeta ao

redor do Sol, sendo mais conhecida como linha do mundo.
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Esta é a situação esquematicamente ilustrada na figura 1.1, que

mostra o eixo dos tempos t, e dois eiros espaciais, 7 ey = E = (x xy)
localizados no plano da órbita. À linha que sobe em espiral, conhecida como

a “linha do mundo” ou “linha do universo” de um objeto em movimento, por

exemplo, a terra, é a linha geodésica no continuum espaço­tempo, que “corta”

” as seções de simultaneidadeao longo da “história do movimento do objeto

(fibras x*(t;)). No capítulo 5, uma definição de “cross section” 4, generaliza
as seções de simultaneidade aqui discorridas.

Dois outros exemplos úteis são os do “bundle” tangente e o do

“frame bundle” 5, discorridos a seguir.

Exemplo 1.1.3 — “Bundle” Tangente

Seja E uma variedade diferenciável de n­dimensões e 1T(E) o con­
Junto de todos os vetores tangentes em todos os pontos de E. Seja n : T(E) —
E o mapeamento que mapea vetores tangentes no ponto E para o qual eles

estão ligados. A tripla (T(E), E,n) é conhecida como o “bundle” tangente da
variedade E. Cada fibra nº '(p),p E E, é isomorfa ao IR”, que é então uma

fibra típica. O isomorfismo não é naturalº e há tantos isomorfismos de n*(p)
sobre o IR” quanto há bases em p. Quaisquer dois isomorfismos são obtidos

um do outro aplicando um membro do grupo GL(n, IR) que é chamado o grupo
estrutural do fibrado.

tOptamos também por manter o termo “cross section” ao invés de seção transversal,
devido ao caráter de universalidade.

SMantivemos também o termo inglês pelas razões já anteriormente enunciadas.
SO melhor meio de ilustrar o que chamamos de isomorfismo não natural entre as fibras, é

dar o exemplo da teoria de espaços vetoriais. Seja V um espaço vetorial n­dimensional e V*

o espaço dual das funções lineares em V. V* é também um espaço vetorial n­dimensional

e é portanto isomorfo a V. Como é necessário definir uma base em V para se construir

o isomorfismo, então diz­se que o isomorfismo não é natural. Por outro lado V** (o dual
de V*) é novamente um espaço vetorial n­dimensional, mas agora existe um isomorfismo
natural.

rh
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17



Exemplo 1.1.4 — “Frame Bundles”

Seja P(E) o conjunto de todos os vetores dos “frame bundle”s de

todos os pontos de E. Um “bundle” pode ser construído como no exemplo

1, a tripla (P(E), E,m) será chamada de “frame bundle”. O mapeamento
nn: P(E) > E mapea os vetores referenciais sobre o ponto de E para o qual

eles estão ligados. A fibra n'(p),p € E é isomorfa a IR” com fibra típica

GL(n, IR). Suponha que (e;) seja uma base em p € E e (ri) uma segunda base

em p. Então r; = e;ai com (aí) = a € GL(n,R). Assim, há um isomor­
fismor sa e GL(n,R) é a fibra típica. Se e; é outra base, então r; = E;al.
O novo isomorfismo r — à é conectado ao anterior r — a por uma trans­

formação matricial única. O grupo estrutural é novamente GL(n, IR), que é
simultaneamente uma fibra típica. Neste caso, o fibrado é chamado de fibrado

principal.

Na física grega o espaço­tempo E = Tx S tinha a estrutura de

um “bundle” produto, enquanto que na física de Galileu e na relatividade es­

pecial o espaço­tempo tem uma outra, porém o “frame bundle” (P(E), E,m)

é um “bundle” produto. Na relatividade geral não há isomorfismo natural de

(P(E), E,1m) no produto EXxF, mas o fibrado (P(P(E)), P(E),1) é um produto
[capítulo 9]. Deste modo, generalizações da relatividade podem ser concebidas.

D. D. Ivanenko [6] sugeriu que esta generalização fosse chamada de segunda

relativização [capítulo 9, “Diagrama de Trautman”].

Além de introduzir brevemente de maneira geométrico intuitiva ao

longo deste capítulo a noção de fibrados, nos capítulos seguintes dissertarei

formalmente sobre algumas das estruturas matemáticas que nortelam a sua

definição e o uso de fibrados, quais sejam: grupos, anéis, topologia, varieda­

des, grupos de Lie e conexões. Finalmente nos capítulos 7, 8 e 9 é mostrado

como a teoria de fibrados pode interpretar de modo conciso teorias físicas,por

exemplo, as de gravitação, segundo versão de Utiyama e Kibble e as teo­

rias supersimétricas construídas na variedade de grupo, notadamente aquela

rh
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17



18

de Yang­Mills em 5 dimensões. Cabe salientar ainda que boa parte da mo­

tivação ao presente trabalho foi fornecida pelos trabalhos de A. Trautman [6]
e R. Kerner [7] sobre fibrados e suas aplicações à estrutura do espaço­tempo,

em particular, e à física, em geral, respectivamente.
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Capítulo 2

Estruturas Algébricas

Neste capítulo definimos algumas estruturas tais como grupos, anéis,

espaços lineares, módulos e álgebras, de acordo com [8, 9, 10].

2.1 Grupos

2.1.1. Definições

Grupo: Diz­seque uma operação * sobre um conjunto G, define uma estru­

tura de grupo sobre (7 se, e somente se, os seguintes axiomas são verificados:

1. a operação é associativa, ou seja, quaisquer que sejam x,y ez em G tem­
se

(trxy)kxEZ=x0*(y*x2);

2. existe em GG um elemento e tal que

TXeE=T=e*r, para todo r em G

3. para todo elemento x de G existe um elemento x em G tal que
1 1

TXT =e=T1T **T.
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AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17



Observação:Se usarmos a notação multiplicativa ou aditiva para

a operação de um grupo diremos respectivamente, que o grupo é

multiplicativo ou aditivo.

Grupo Abeliano: Dizemos que um grupo é abeliano (comutativo) se, e
somente se,

TXY=Y**T VI,yE G

AÀ operação é, então, frequentemente a aditiva.

Exemplo 2.1.1 Seja X o conjunto de todas as matrizes n xn; este conjunto,

com a operação de adição de matrizes é um grupo abeliano; o subconjunto das

matrizes inversíveis com a operação de multiplicação de matrizes não é um

grupo abeliano.

Centro de um Grupo: O centro de um grupo G é o conjunto dos elementos
que comutam com todos os elementos do grupo.

2.1.2 Subgrupo

Definição: Seja (G,*) um grupo e seja H uma parte do conjunto G; diz­se

que H é um subgrupo de (G, *) se, e somente se, as seguintes condições forem
verificadas:

(a) H é fechado em relação à operação *;

b) H é um grupo em relação à operação induzida sobre H pela8

operação *.

À condição (a) impõe que se a e b são dois elementos quaisquer de

H,entãoaxb E H; portanto, a operação * induz uma operação sobre o conjunto
*H. AÀ condição (b) impõe que a restrição da operação *, ao subconjunto H,
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deve satisfazer os axiomas (1, 2, 3), ou seja, um subconjunto H, de G é um

subgrupo de (G,*) se, e somente se, H é um grupo em relação à operação *.

Classe Lateral: Seja À um subgrupo de G; o subconjunto zA = (rxa;a € A)

[fAr = (far;a E A)] é denominado classe lateral à esquerda de A em G [classe
lateral à direita. Uma classe lateral à esquerda [direita] pode ser definida

como a classe de equivalência [x] = xA [a classe de equivalência [x] = Ar]

determinada pela relação de equivalência y —— x se, e somente se, y"'r € A [se,
e somente se, 7y ! E Al.

Subgrupo Normal: Diz­se que À é um subgrupo normal (invariante) de G

se, e somente se

rÃ= Ar VreEe GQ.

Ou seja, se À é um subgrupo normal as classes laterais à direita e à esquerda
são idênticas.

Grupo Quociente: O conjunto de todas as classes laterais de um

subgrupo À invariante é um grupo chamado grupo quociente de X por A;

denotado G/A. A operação do grupo em G/A é:

(TA)(YA) = (xy )A.

O elemento unidade de G/A é a classe lateral 1.A = A e para todo

1A em G/A, tem­se

(TA) =z"!A.

2.1.3 Homomorfismos

Definição: Denomina­se homomorfismo a toda aplicação f, de um grupo

multiplicativo G num grupo multiplicativo G' se, e somente se,

fab) = f(a)f(b), VabEeG.
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Se o grupo G é aditivo e G' é multiplicativo, então a fórmula (2.1) será
representada sob a forma

f(a+b)=/f(a)f(b).

Nos outros casos possíveis temos

f(ab) = f(a) + f(b)

f(a +b)=f(a) + f().

Se f é um homomorfismo de G em G' e se f é uma aplicação
sobrejetora [injetora], diremos que f é um epimorfismo [monomorfismo] de G

em G' ou que f é um homomorfismo sobrejetor [homomorfismo injetor] de G
em CG.

Finalmente, se f é um homomorfismo de G em G' e se f é uma
aplicação bijetora diremos que f é um isomorfismo de G em G ou que f é um
homomorfismo bijetor de G em G". Neste caso, também se diz que o grupo G
é isomorfo ao grupo G' e escrevemos G = (7' (leia­se: G é isomorfo a G').

Um homomorfismo de G em G também é denominado um endo­

morfismo de G e um isomorfismo de G em G é chamado automorfismo de

G.

Categoria: Grupos formam uma categoria cujos morfismos usualmente cha­

mados homomorfismos, são os mapeamentos que preservam a estrutura do

grupo, isto é,

f € Hom(G1,G2) & f(gih))=Sf(g)f(h) para todo gi,h EG.

2.2 Anéis

2.2.1. Definição

Anel: Um anel é um conjunto com duas operações internas (x,y) =P xy e

(r1,y) > (x + y), chamada respectivamente multiplicação e adição, tal que
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1. X é um grupo abeliano em relação à adição;

2. A multiplicação é associativa e distributiva em relação à adição:

(ty): = 1(yz)

r(y+2z)=xsy+oxz

(y+2)DO9=y0+20 Vr,y,2zE X.

Um anel é unitário se, e somente se há um elemento e E X tal que

e r=r$07­e=r; ou seja, a operação + admite elemento neutro. O elemento

neutro e é então chamado elemento unidade do anel.

Se o anel é comutativo em relação à multiplicação é chamado anel
abeliano.

Subanel: Seja X um anel. Dizemos que um subconjunto L C X,L £ 0, é
um subanel de X se, e somente se,

1. L é fechado para ambas as operações de X, isto é

(Vr,y)(t,yEX>xr+yELexyEL)

2. L é também um anel (a adição e a multiplicação indicadas em (1) são as
mesmas do anel X só que restritas a L, como é evidente).

Corpo: Um anel X, comutativo com unidade, é chamado corpo' se todos

os elementos não nulos são regulares, isto é, admite simétrico multiplicativo

(inverso).

!Denotamos por JK o corpo dos números complexos ou dos números reais, IK = Cou R.
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2.2.2 Ideal

Definição: Um ideal à esquerda de um anel X é um subanel de X tal que

iEel>rnel rEX.

Um ideal à diretta de um anel X é um subanel de X tal que

iEel>ixEl 16X

Portanto, 1 é um ideal bilateral do anel X se, e somente se, 1 é um

ideal à esquerda e à direita de X. Quando X é comutativo não há distinção

entre ideal à esquerda ou à direita ou ideal bilateral, diremos, então, que 1 é
um ideal do anel X.

Anel Quociente: Seja! umidealem X. À relação

rEoyYer­yEIl VYr,yE X

é uma relação de equivalência ?.

O conjunto quociente X/I de conjuntos de equivalência distinta

[t]=(r+i6iel=2+1

formam um anel sobre a multiplicação

([2], [4] — [z][4] = [xy])

e adição

(x), [4]) — [2] + [4] = [7 +74].

O anel X/I é chamado anel quociente de X por TI.

Trata­se de uma relação de equivalência sobre X, pois:

elEl>Sr­zEI(VreX)>zs:­+I(VrEX).

exrvy>rI­yYEIS­(r­yEelS>Sy­sElS>y>­X.

e rvyey=wz>r­yEley zEel>(r­y+(y­z)EIDI"­Z.
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2.3 Espaços Lineares

A descrição linear (espaço vetorial) recordará a dos grupos e anéis
diferindo destes no fato de que um dos produtos nele definidos utiliza elementos

fora do próprio conjunto.

2.3.1. Definição

Espaço Vetorial: Um conjunto não vazio V é dito um espaço vetorial sobre

um corpo !K se V é um grupo abeliano com relação a uma operação que

indicamos por +, e se para todos a € IK,v E V está definido um elemento

indicado por av, em V, tal que:

. a(v+w) = av + aw

. (a+ B)u=av+Bv

. a(Bv) = (ab)

lv=yv,

para todos a,8 E K,v,w,E Ví(onde 1 representa o elemento unidade com

relação à multiplicação).

Os elementos de um espaço linear são chamados vetores.

Sejam L e M subespaços * do espaço linear V. Se cada vetor z € V

é expresso unicamente na forma z = z +y comx E L<eyE M, então V é

dito ser a soma direta, denotada L E M, dos subespaços L e M. Le M são

chamados complementares. Eles necessariamente, fazem com que LNM = (0).
Se V é um espaço vetorial sobre F e se W C V, então W é um subespaço de V se, com

relação às operações de V, W forma um espaço vetorial sobre F. Equivalentemente, W é um

subespaço de V sempre que w1,w2 € W, a, 8 E F implica que aw, + Pw2 E W.
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Dependência Linear: Um subconjunto A de um espaço linear X é dito

linearmente independente se para cada subconjunto finito não vazio (x; : 1 =

1,2...n) de A a relação 77, Air; = 0,4; E K, implica A; = O para todo à < n.

Se os vetores A1,..., An não são linearmente independentes sobre JK, eles são

ditos linearmente dependentes.

Base: Um grupo de vetores (e;) linearmente independentes é dito ser uma

base de X, se qualquer elemento x E X é escrito unicamente como uma com­

binação linear de fe;).

rI=X1 e +ret+..+xet+...

Dimensão: Os números X' E X são chamados os componentes de x com
respeito à base fe;). Se há n elementos na base, a dimensão de X é n, denotada

por dim V = n. Se o número de elementos em uma base é um número finito n.,

então qualquer outra base também tem n elementos e o espaço é n­dimensional.

Nos outros casos, a dimensão é infinita, contável ou não, por exemplo, a maioria

dos espaços cujos elementos são funções têm dimensão infinita.

A codimensão de um subespaço L é a dimensão de um subespaço

complementar.

Um subespaço afim de um espaço linear X é um conjunto dos ele­

mentos de X que podem ser escritos

T=y+TXo yEL

onde L é um subespaço linear de X e xº é um ponto dado de X.

2.3.2 Função Linear

Mapeamento Linear: Sejam X e Y dois espaços vetoriais, um mapeamento
ff: XY éum mapeamento linear se f(ax + By) = af(x) + Bf(y) para
todo 1,y E X, eaebeElK. Um mapeamento linear é um exemplo de um

homomorfismo que preserva a adição vetorial e a multiplicação escalar.
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O núcleo (kernel) de um mapeamento linear f : X — Y é o conjunto

kerf=r7EX;f(r)=O0.

Função Linear: A imagem de f é f(x) CY e o núcleo de fé ír Ee X |

J(r) = 0) e denota­se Im f e ker f, repectivamente. kerf não pode ser vazio
já que f(0) é sempre 0. Se o Y é o próprio corpo JK, f é chamada uma função

linear. Se f é um isomorfismo, X é dito ser isomorfo a Y e vice­versa, denotada

por X = Y. Segue que dimX = dim Y. De fato, todos os espaços vetoriais n­
dimensionais são isomorfos ao IK”, e são considerados como espaços vetoriais

idênticos. O isomorfismo entre o espaço vetorial é um elemento de GL(n, IK).

Seja f : X — IK uma função linear em um espaço vetorial X(n, IK)
sobre um corpo JK. Seja (e;) uma base e um vetor arbitrário x = x!e, +x?es+

...+x”er. Da linearidade de f, temos f(x) = x f(ei)+xº f(e2)+...+x” f(en).
Assim, se conhecemos f(e;) para todo 1, conhecemos o resultado da operação

de f em qualquer vetor.

2.4 Módulos

Definição: Seja R um anel qualquer; um conjunto não vazio M é dito ser

um R­módulo (ou, um módulo sobre R) se M é um grupo abeliano com relação
a uma operação + tal que para todo r E Retodome M:

1. ría + b) =ra + rb;

2. r(sa) = (rs)a;

3. (r+s)a =ra + sa.

para todos a,b€ Mer,sE R.

Se R possui um elemento unidade 1 e se 1:m = m para todo m em
M, então M é denominado um R­módulo unitário. Notemos que se R é um

corpo, um R­módulo unitário nada mais é que um espaço vetorial sobre R.
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2.5 Álgebras
Definição: Uma álgebra À é um módulo sobre um anel R com identidade,

com uma operação associativa interna, usualmente chamada multiplicação, tal

que

l1. Aé um anel;

2. A operação externa (a,c) — ax é tal que

a(ry) = (ar)y = x(0y).

A maioria das álgebras são espaços lineares, com

uma operação interna chamada multiplicação. — A definição geral dada
aqui inclui tanto álgebras como a álgebra dos campos tensoriais sobre os anéis

de funções.

rh
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17



Capítulo 3

Topologia

Abordaremos algumas definições de topologia, de acordo com [8, 11,

12], que nos serão úteis nos capítulos posteriores.

3.1. Definições

Topologia: Uma coleção 7 de subconjuntos de um conjunto X define uma

topologia em X se T satisfaz as seguintes condições:

1.09,X ET;

2. À união de um número qualquer de conjuntos de 7 pertence a T; e

3. À intersecção de dois conjuntos quaisquer de 7 pertence a 7.

Conjuntos Abertos: Os conjuntos em 7 são chamados conjuntos abertos

do espaço topológico (X,7) — frequentemente abreviado para X ­ e cada

elemento de X é designado por um ponto.

Topologia Discreta: Se X é um conjunto não vazio e T é a coleção de todos

os subconjuntos de X, então (1) ­ (3) são automaticamente satisfeitas. Esta

topologia é chamada topologia discreta *.
!Em geral a topologia discreta é dita também uma topologia “strigent” (forte).
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Topologia Trivial: Seja X um conjunto não vazio e sejam os conjuntos

abertos com (| e X, ou seja, 7 = (0, X). Claramente 7 satisfaz (1) — (3),

esta topologia é chamada topologia trivial.

Exemplo 3.1.1 Seja X a reta real IR. Todos os intervalos abertos (a,b) e

suas uniões definem uma topologia chamada topologia usual.

As propriedades (1) e (2) são obviamentes satisfeitas.

Verifiquemos (3):

Sejam A; e B; conjuntos abertos.

A=|JA;, B=|)JB;
iEel jeJ

O conjunto

AN B=|J(A4;:NB;)
iEl

é aberto desde que a intersecção de dois intervalos abertos seja um conjunto

vazio ou um intervalo aberto.

Vizinhança: Seja7 uma topologia em X. N é uma vizinhança de um ponto

x E X se N é um subconjunto de X e N contém algum (ou ao menos um)

conjunto aberto (7; ao qual x pertença.

Exemplo 3.1.2 Seja X = IR com uma topologia usual. [­1,1] é uma vizi­

nhança de um ponto arbitrário x E (—1,1).

Ponto de Acumulação: Um ponto x E X é um ponto de acumulação, ou

um ponto limite, de A € X se toda vizinhança N de x contém ao menos um

ponto a E A diferente de x : (N — (x)) NA Z9O, VN.
O conjunto de pontos de acumulação de A, representado por A, é

chamado o conjunto derivado de A.

?De modo análogo esta é uma topologia “trivial” (fraca).
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Fecho de um Conjunto: Seja X um espaço topológico. Um subconjunto

A de X é fechado se, e somente se, seu complementar é um conjunto aberto,

ou seja, X — A € T. De acordo com a definição, X e ( são ambos abertos e
fechados.

Considere um conjunto À (aberto ou fechado). O fecho de Aéo

menor conjunto fechado que contém A e é denotado por À. Um subconjunto À
de um espaço topológico X diz­se denso em B C X se B está contido no fecho

de A, isto é BC A. Em particular, A é denso em X, ou é um subconjunto
denso de X se, e somente se, A = X.

Interior O interior de A é o maior subconjunto aberto de À e é denotado

por Aº. A fronteira b(A) de À é o complemento de Aº em A; (A) = A — Aº.
Um conjunto aberto é sempre disjunto de sua fronteira enquanto um conjunto

fechado sempre contém sua fronteira.

Espaço Separável: Um espaço X é separável se satisfaz o seguinte axioma:

Axioma 3.1.1 X contém um conjunto denso enumerável.

3.2 Separação

Separação: Um espaço topológico é de Hausdorff, se e somente se, satisfaz
o axioma:

Axioma 3.2.1 Dois pontos distintos quaisquer a,b E X pertencem sempre a

abertos disjuntos.

Em outras palavras, existem abertos G e H tais que:

a€G,beHeGNH=/
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Espaço Normal: Um espaço topológico X é normal se, e só se, satisfaz o

seguinte axioma:

Axioma 3.2.2 Se F; e Fz são fechados disjuntos de X, então existem abertos

disjuntos G e H tais que Fr CGeFa CT H.

3.3 Base

Definição: Seja X um espaço topológico. Uma base B de abertos X, ou seja,

B CcT,é uma base da topologia 7 se, e somente se

l. todo elemento de 7 é a união dos elementos de B.

2. para todo rt E X e GE T, existe BE B tal quer E BeB CG.

Exemplo 3.3.1 Uma base para a topologia usual de IR consiste de todos os

intervalos abertos (a,b) = (rija <xr<b).

Sub­base: Seja X um espaço topológico. Uma base + de abertos de X, ou

seja, p C 7, é uma sub­base para a topologia 7 em X se, e somente se, as

intersecções finitas de membros de 4 formam uma base para 7.

Exemplo 3.3.2 Note que todo intervalo aberto (a,b) em IR é a intersecção

de dois intervalos infinitos (a, co)e(—oo,b) : (a, b) = (a, co) N(—oo,b).

Espaço Enumerável: Um espaço topológico X é um espaço enumerável de

1º espécie se satisfaz o 1º axioma dos espaços enumeráveis

Axioma 3.3.1 Só se existe uma base local contável em cada ponto x E X.

Exemplo 3.3.3 Seja X um espaço discreto. Ora, o conjunto unitário (x) é

aberto e está contido em todo aberto G que contém x E X. Logo, todo espaço

discreto satisfaz o axioma 3.3.1.
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Um espaço topológico X é um espaço contável de 2º espécie se

satisfaz o 2º axioma dos espaços enumeráveis.

Axioma 3.3.2 Eriste uma base contável B para a topologia T .

Exemplo 3.3.4 A classe B de intervalos abertos (a,b), com extremos racio­
nais, isto é, tais que a,b € Q, é contável de 2º espécie, ou seja, IR satisfaz o
arioma 3.3.2.

3.4 Cobertura e Compacidade

Dada uma topologia, é interessante extrair de todos os conjuntos

abertos o sistema mais simples que faz a cobertura do espaço.

Cobertura: Um sistema (U;) de subconjuntos [abertos] de X é uma cober­

tura U [aberta] se cada elemento em X pertence a pelo menos um (U;) (isto é,
UU; = X). Se o sistema (U;) tem um número finito de elementos, a cobertura
é dita finita.

Subcobertura: Uma subcobertura da cobertura UM é um subconjunto de U

que é ele mesmo uma cobertura.

Refinamento: A cobertura Y = (V;) é um refinamento da cobertura U =

(U;) se para todo V; existe um U; tal que V; C U;.
Uma cobertura U é localmente finita se para todo ponto x existe

uma vizinhança N(r), que tem uma intersecção não vazia com somente um
número finito de membros de U.

Compacto: Um subconjunto A C X é compacto se é Hausdorff e se toda

cobertura de À tem uma subcobertura finita.

A Cc X é relativamente compacto se o fecho de À é compacto.
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Um espaço é localmente compacto se todo ponto tem uma vizi­

nhança compacta.

Um espaço de Hausdorff é paracompacto se toda cobertura tem um

refinamento localmente finito.

3.5 Mapeamentos Contínuos

Definição: Um mapeamento f de um espaço topológico X para um espaço

topológico Y é contínuo em x E X se dada qualquer vizinhança N C Y de

f(x) existe uma vizinhança M de x E X tal que f(x) C N. f é contínua em

X se é contínua em todos os pontos x € X.

Exemplo 3.5.1 Considere um espaço discreto (X,D) e um espaço topológico

(Y,T7). Então todo mapeamento f: X > Y é (D—T) contínuo, pois, se H

é um aberto de Y, sua imagem inversa f*(H) é aberto de X, já que todo
subconjunto de um espaço discreto é aberto.

Homeomorfismos: Um homeomorfismo é uma bijeção f que é bicontínua *?

(f e f* são contínuas).
Em um homeomorfismo a imagem de um conjunto aberto e sua

. . ­­ »,imagem inversa são também abertos.

Se existe um homeomorfismo entre dois espaços topológicos X e Y,

X é dito ser homeomorfo a Y e vice­versa.

E fácil mostrar que a existência de um homeomorfismo entre espaços

topológicos é uma relação de equivalência.

Vejamos:

X é homeomorfo a Y se existe um mapa f: X ­— Yeg:Y > X

tal que fg =1dy e gf =idx.

Uma função é dita bicontínua se f é aberta (uma função f : X — Y é chamada aberta
[fechada] se a imagem de todo aberto [fechado] é também um aberto [fechado]) e contínua.
Assim, f : X — Y é um homeomorfismo se e somente se f é continua e bijetiva.
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Sabemos que uma relação é dita de equivalência se, e somente se,

for reflexiva, simétrica e transitiva.

A reflexividade vem da escolha f = idx, enquanto que a simetria

segue de que, se f : X — Y é um homeomorfismo, então f*! : Y — X também

é um homeomorfismo. E a transitividade segue de que, se f: X —sY e

g9:Y — Z são homeomorfismos então 9f : X — Z também é.

Invariante Topológico: Uma propriedade P, de conjuntos, é chamada to­

pológica ou invariante topológico se, sempre que um espaço topológico X goza

de P, então todo espaço homeomorfo a X também goza de P, isto é, uma

propriedade do espaço topológico que é preservada sobre um homeomorfismo,

por exemplo, as propriedades de separação, compacidade e de conexão.

Topologia Projetiva: Seja X um conjunto; e (X.;a E A) uma família de

espaços topológicos. Seja (fa;a E A) uma família de mapeamentos ff, : X —

Xa; à topologia projetiva em X com respeito à ((X,a, fa)) é a topologia mais
fraca em X para os quais cada f, é contínuo.

Topologia Induzida: Seja fgs;sa E A) a família de mapeamentos ga :

Xa — X a topologia induzida em X com respeito à ((X2,9a)) é a topolo­

gia mais fina em X para os quais cada g, é contínuo.

3.6 Topologias Associadas

Topologia Relativa: Seja A um subconjunto não­vazio de um espaço to­

pológico (X,T). A classe 7, de todas as intersecções de A com subconjuntos

T ­abertos de X é uma topologia em A; é chamada topologia relativa em A, ou

relativização de T para A; o espaço topológico (A, 7a) é chamado um subespaço

de (X,T), ou seja, a topologia relativa em Aé Ta = (ANG;G ET).
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Exemplo 3.6.1 Seja a topologia usual U em IR e a topologia relativa Ta no

intervalo fechado A = [3,8]. O intevalo semi­aberto [3,5) é um aberto na
topologia relativa em A, isto é, é um Ta ­aberto, pois [3,5) = (2,5) N A, onde
(2,5) é um subconjunto Ta ­aberto de R. Vemos, que um conjunto pode ser
aberto em relação a um subespaço sem que seja aberto ou fechado em um espaço

inteiro.

Topologia Produto: Seja (X;;i€ElT) uma classe de subconjuntos; represen­

temos por X o produto cartesiano desses conjuntos, isto é, X = [1]; X;. Note­se

que X consiste em todos os pontos p=<a;:i1 E1> onde a; E X;. Lembre­

mos que, para cada jo E 7, definimos a projeção n;, do conjunto­produto X

no espaço coordenado X;,, isto é, mn; : X — X;, por

Tn(<a;:i E1>)=a,.

Através dessas projeções, definamos topologia produto. Seja

(X;, Ti) uma coleção de espaços topológicos, e seja X o produto dos conjuntos

Xi, isto é, X = []; Xi. À topologia menos fina 7 em X em relação à qual

todas as projeções n; : X — X; são contínuas é chamada topologia produto.

O conjunto produto X com a topologia­produto 7, isto é, (X,7) é chamado
espaço produto topológico, ou simplesmente, espaço­produto.

3.7 Topologia relacionada a outras estruturas

Grupo Topológico: Um conjunto X junto com uma operação de grupo e

uma topologia é dito ser um grupo topológico se os mapeamentos que definem

sua estrutura de grupo são contínuos, isto é, se os mapeamentos

XxX X por(t,y)M1y=y

X — X portx"!

são contínuos.
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Espaço Vetorial Topológico: Um espaço topológico X que é também um

espaço vetorial em !K é um espaço vetorial topológico se as operações de adição

e multiplicação escalar são contínuas, isto é, se os mapeamentos

XxX Xpor(t,y)>WI+y

K x X — X por (1,1) m Az

são contínuos.

3.8 Espaços Métricos

Definição: Um espaço métrico é um conjunto X junto com um mapeamento

d: XxX RR tal que:

e dír,y)>O;

d(r,y) = O se e somente se 7 = y;

d(x,y) = d(y,x), simetria;

d(x,2) < d(x,y) + d(y,z), desigualdade triangular.

d(x,y) é chamada a métrica entre dois pontos.

Bola Aberta: Uma bola aberta Ba(xo) de raio a sobre xo é o conjunto de

pontos r E X tal que d(r,xo9) <a.

Espaço Metrizável: Duas métricas d e d* em um conjunto X dizem­se

equivalentes se, e somente se, induzem à mesma topologia em X, isto é, se

tanto as bolas d­abertas como as bolas d*­abertas em X são bases para a

mesma topologia em X.

Dado um espaço topológico (X, 7), se existe uma métrica dem X,

que induza à topologia 7, então o espaço topológico diz­se metrizável.

Exemplo 3.8.1 Todo espaço discreto (X,D) é metrizável pois a métrica tri­

vial em X induz à topologia discreta D.
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Capítulo 4

Variedades Diferenciáveis e

Grupos de Lie

4.1 Variedades Diferenciáveis

O conceito de uma variedade é como uma superfície que não precisa

estar contida no espaço euclidiano, em outras palavras, generaliza o conceito

de uma superfície ou curva no IRº.

4.1.1 Definições

Variedade: Uma variedade (topológica) é um espaço de Hausdorff [3.2] tal

que todos os pontos tenham uma vizinhança homeomorfa ao IR" º!,

! Como um conjunto JR” consiste de todas as n­tuplas (t1 .. .tn) de números reais. Então,
IR" é o n­ésimo produto cartesiano

R=Rx...xR

da reta real IR. Os membros do IR” são chamados pontos do IR”.

Para quaisquer dois pontos a = (a: ...an) e b = (b1 ...bn) do IR”, define­se sua soma

a + b por

a+b=(a1+b1...an +bn)

Esta adição + torna IR” um grupo abeliano.
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Carta: Uma carta (U,+4), ou sistema de coordenadas locais, de uma varie­

dade E é um conjunto aberto U de E, chamado o conjunto domínio da carta,

com um homeomorfismo é : U — IR”.

Para cada z E U C E tem­se (1º ... x”) que são coordenadas de x
na carta (U,).

Atlas: Um atlas A é uma coleção de sistemas de coordenadas locais E : U —

IR" em E, cujos domínios cobrem E.

Dados os sistemas de coordenadas locais pá : U — IR epa: Um

RR”, tais que UN V £ (), cada ponto x E UN V tem coordenadas (x") e (y”)
respectivamente nas cartas (Ux, 6a) e (Ug, 66).

À correspondência

(1...) e(yo.y)

estabelece um homeomorfismo vas = vs op! : (UN V) — (UN V) que é
chamado mudança de coordenadas.

Um atlas A ?diz­se diferenciável, de classe C*(k > 1), se todas as
mudanças de coordenadas pag,a,po E A são aplicações da classe C* ?,

Define­se a multiplicação escalar por

At =(At1...Atn)

para todo número real À e todo ponto t = (11 ...tn) do IR”. Esta multiplicação escalar torna

IR" um espaço linear (ou espaço vetorial) sobre o corpo JR dos números reais. O elemento

zero do espaço linear IR" é a origem O, que é o ponto O = (0...0).
?A E Ch. Como vas = (ag)*, segue­se que os vas são de fato, difeomorfismos [4.3]

de classe C*.

Em particular, se escrevemos yag : (xº...x”) — (y!...y”), então o determinante jaco­

biano det [3] É O em todo ponto de £p(U NV).
3

Seja f : wu—r a função valor real definida em um subespaço aberto não vazio W do R”.
A função f : w — r é dito ser da classe Cº se e, somente se, é contínua. Para qualquer
inteiro positivo k, f : w­ r é dito ser da classe C* se, e somente se, tem derivadas parciais
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Figura 4.1: Mudança de Coordenadas

Um atlas À diz­se márimo ou marimal quando contém todos os
4sistemas de coordenadas locais que são admissíveis * em relação a A.

Dois atlas C(Un,a) € (Uy', 1) são equivalentes se, e somente se,a

e. 2. U ,sua união ­— domínios (U., U,'), homeomorfismos (va,6a ) ­— é novamente um
atlas CF.

Variedade Diferenciável: Uma variedade diferenciável é um par ordenado

(X, A) onde X é um espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável e
A é um atlas máximo sobre X.

continuas de todas as ordens r < k. A função f : w — r é dito ser da classe C* se, e

somente se, é da classe C* para todo inteiro positivo k. A função f : w — r é dito ser da
classe C“ se, e somente se, é uma função analítica

tUm sistema de coordenadas 4, : W — IR” diz­se admissível relativamente ao atlas À
se, para todo sistema de coordenadas locais é : U — IR” E A com Un V £ 0, as mudanças

de coordenadas a, e ya são de classe CF, isto é, se AU é ainda um atlas de classe78 Pt

Cr.
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Variedade Analítica: Uma variedade analítica real C“ é tal que os ma­

pas vg ow. são analíticos reais, isto é, dado por n funções que podem ser

expandidas em série de Taylor.

Observação: Algumas vezes uma variedade é definida somente

como um espaço topológico X localmente euclidiano, com as

exigências apropriadas para as cartas que mapeam um conjunto

aberto de X no IR". Entretanto, X pode ter a caracteristica inde­

sejada de não ser Hausdorff, como mostramos no exemplo seguinte.

Exemplo 4.1.1 Considere o espaço que consiste de duas semi­retas fechadas

(—0oo, 0] e uma semi­reta aberta (0, +00) em que a base das vizinhanças abertas

O;, 1 = 1,2 é da forma (—a;,O;) U(0,b).

o
a

­à.

Este espaço é localmente euclidiano, mas não é de Hausdorff porque
quaisquer dois conjuntos abertos contendo O, e Oz conterá um segmento (0,b).

4.1.2 * Diferenciabilidade de uma Função em uma Varie­

dade

A definição de carta torna possível definirmos a diferenciabilidade de

uma função em uma variedade.
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Considere a função f na variedade E, f : E — IR por xt f(x)

Rº

Seja (u,y) uma carta em x (isto é, x € U), então, fow"'!é um
mapeamento de V = &(U), um conjunto aberto do JR”, dentro do JR. Exa­
tamente como as coordenadas de f(x) representam x na carta local (U,Ê), o

mapeamento f o 7! representa f na carta local.

Função Diferenciável: À função f é diferenciável em x em uma variedade

diferenciável se, em uma carta em x, f ow"! é diferenciável (rx).
A definição não depende da carta: se f o”! é diferenciável em

(x) para uma carta (U,4) em x, então f ow"! é diferenciável em (x) para
toda carta (U,&) em x, pois

fog i=(fop')o(pop').

A função f/ é C” em x em uma variedade C*(k > r) se, em uma
carta x, f ow"! é Cr em w(r). Os mapeamentos «> o 17! são da classe C* em
uma variedade CF. A definição é independente da carta ser < k.

Uma função f : E —RéC'embEseéC"” em cada ponto x E E.

O espaço de C” funções em FE é denotado por C"(E).
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A estrutura diferenciável em uma variedade determina a ordem

máxima de diferenciabilidade das funções definidas em uma variedade.

Algumas vezes deseja­se escrever algumas expressões mais explici­

tamente como segue.

Seja a' as funções de coordenadas no IR” cujo mapa de um ponto

uílu!...u”) E IRº dentro IR por

a' o Á(xr) é o que abreviamos para 1º.

O mapeamento composto a“ o = 4” mapea E dentro do JR por
x > x'. Sua representação de carta local 6º ow"! = a' é a função coordenada

4.2 Produto Direto de Variedades

Definição: O produto direto de duas variedade com conjuntos X”,Y?, topo­

logias 77,7, e estruturas diferenciáveis (Ur, x), (Uy, py) são definidas em um
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caminho natural para ser a variedade Z"*? com conjunto X” x Y?, a topologia

produto, e o atlas produto formado das cartas (Uz,4zx), onde Uy = Ur, x U, e

Pz(T,y) = (pel), ey (y)), rr EUYE U,, xy E U,.

4.3 Difeomorfismos

Sejam E” e FP? duas variedades diferenciáveis (C*) de dimensão n e
p, respectivamente;

Seja f : E" — F?

RÉ | R?
A função Vofog! representa f nas cartas 10cais (U,&), (W,y) de

E" eF”r?. À diferenciabilidade de f : E” — IR era apenas um caso particular

da situação agora considerada.

A função f é diferenciável C" em x parar < k se vo fo? é

diferenciável em (x). Em outras palavras, f é diferenciável [0] em x se as
coordenadas (yº = fº(x')) de y são funções diferenciáveis [C”] das coordenadas
(1) de x. Fé um mapeamento C" de E" para F? se f é C” em cada ponto

EE”.
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Em particular, f é um difeomorfismo (C”) se f é uma bijeção e f e

f* são contínuamente diferenciáveis (C"”). Difeomorfismos são para variedades
diferenciáveis o que os homeomorfismos são para os espaços topológicos, e o

que os isomorfismos são para os espaços vetoriais.

Seja f : E — F e seja g uma função em F.

À imagem recíproca (pull back) sobre f das funções g é a função

go f:rxmí(gof)(x)=ag(f(x)); denota­se

90 f=fF"(g).

À mesma definição aplica­se para o pull back(imagem recíproca)

f*g de um mapeamento g : F — G sobre f: E F

fg=90/f.

4.3.1. Categoria das Variedades Diferenciáveis

Uma categoria é uma classe (não usualmente um conjunto), cujos

membros são chamados objetos, juntos com Hom(F,F'), para cada par orde­
nado de objetos (E, F), e mapeamentos

Hom(F, F) x Hom(F, G) — Hom(E,G) por (f,g)'&Wh=g90[f

1. Se f € Hom(E, F),g € Hom(F,G) e h € Hom(G,U) então ho(go f) =

(hog)of.

2. Para cada objeto E há um único elemento em Hom(E, F'), denotado Idr,
tal que para todos objetos F

foldç=/, V feHom(E,F)

Ildrçog=9, V feHom(F,E)

Os membros de Hom( E, F') são chamados morfismos e à operação

é chamada composição.
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Na categoria das variedades diferenciáveis, os objetos são as varie­

dades diferenciáveis e os morfismos são os mapeamentos diferenciáveis entre
as variedades.

Suponha que temos duas categorias À e B e uma correspondência C

entre seus objetos e morfismos. C é chamado um functor covariante se acontece

a seguinte situação:

A: E G

IC

B: C(E) O cp) 9 eo)

C(g9) o C(f) =C(g0of), C(Idg)=TIdoçr)

C(Ff) é frequentemente denotado f,.

C é um functor contravariante se sucede que:

A: E G

IC

B: C(E) O cp) O co)

C(9) o C(f) =C(g90fS), C(lIdg)=Idoçre)

C(Ff) é frequentemente denotado f*.

Exemplo 4.3.1 Sejam E, F,G variedades diferenciáveis; sejam f : E — F

eg: F— G mapeamentos diferenciáveis; Sejam X,Y,Z espaços vetoriais de

funções definidas respectivamente em E, F,G; e sejam

C(E)=X C(F)=Y C(G)=7Z

C(fj)=f:Ys>X pr fh=hof

CígIJ=9:4­yY pr gk=kog.

Então, C é um functor contravariante:

(gof)':z—>X por (gof) k=kogo/f.
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Por outro lado,

fog:ds>X em dois passos:

(fºog)k=f(gk)=f(kog)=kogof

4.4 Campos Vetoriais

4.4.1. Espaço Vetorial Tangente em um Ponto

O espaço vetorial tangente T,(X) de uma variedade em um ponto
x E X é usado para definir propriedades de objetos em uma vizinhança de x

independentemente de coordenadas locais. O espaço vetorial tangente T.(X)

“modela” a variedade em X. Muitas aproximações em física consistem em
substituir localmente uma dada variedade pelo seu espaço vetorial tangente em

um ponto. Tais aproximações podem ser chamadas linearização local. Tz3(X)
é isomorfo ao IR" se X é uma variedade de dimensão n.

Vetor Tangente

Definição 1: Um vetor tangente v, para uma variedade diferenciável X em

um ponto x é uma função linear do espaço de funções definido e diferenciáveis

em algumas vizinhanças de x E Xno IR, que satisfaz a regra de Leibniz:

vz(af + Bg) = ava(f) + Bvz(9)

a, E R, f,g, funções em X diferenciáveis em r;

vr(fg9) = f(r)v.(9) +9(r)v.(f) Regra de Leibniz.
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O espaço 7T7(X) de vetores tangentes a X em x com uma multi­

plicação escalar definida por

(auz + Bva)(f) = auz(f) + Bva(f)

é um espaço vetorial, chamado o espaço vetorial tangente.

Mais intuitivamente, definimos um vetor tangente nos termos de

uma classe de equivalência de curvas diferenciáveis C1,C27... em X passando

por r. (os vetores tangentes são escritos independentemente da escolha do

sistema de coordenadas).

Curva Diferenciável: Uma curva (parametrizada) C em X é um mapea­
mento de I C Rem X por t E T = C(t) € X. Seja CO uma curva diferenciável,

isto é, um mapeamento diferenciável de 1 C R em X, tal que C(0) = xo e seja
f uma função em X diferenciável em xo. O mapeamento composto f o C é

uma função em JT diferenciável em t = 0. O vetor tangente a curva C em x. é

definido por

ve (= ÉoC) lezo
dt

vE, (f) é chamado a derivada de f ao longo de C em xo. vS (Ff) é
algumas vezes denotado C(f). Se duas curvas Cy e C7 são tais que, para todo

f. Ci(f) = Co(f), são ditas tangentes em xo. Podemos, dizer também que elas
tem o mesmo vetor tangente em ro.

Reciprocamente, dada um vetor tangente v,, é sempre possível en­

contrar uma curva diferenciável em xo que em v,, é tangente. Assim, é possível

identificar um vetor tangente em ro com uma classe de equivalência das curvas

tangente em ro. Se (U,4v) é uma carta em xo E U, definimos uma base natural

associada a esta carta como X2(i = 1...n) definida porox

OR

Definição 2: Uma classe de equivalência das curvas tangente em x é cha­

mada um vetor tangente v, em rx.
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Às componentes do vetor tangente v,, à curva C em xo são

(vi =vC (6) = d(g' o O) dC'(t)
TO (4.1)

dd |y=0= TE |lt=0 .

4.4.2 Campos Vetoriais

Definição: Um campo vetorial v em X” é uma cross section [5.1] do bundle

tangente T(X”); um campo vetorial associa a cada ponto r E X” um vetor

tangente v, € T.(X”) pelo mapeamento v : x = (x,v,z), frequentemente

abreviado para x  v,.

Em coordenadas locais, um vetor v, é definido por suas n com­

ponentes; por isso um campo vetorial v é definido no domínio de uma carta

por n funções v' de n variáveis reais. Por definição um campo vetorial v em
»uma variedade C* é diferenciável (C”) se o mapeamento v : 2º = T(X") é

diferenciável (C”).

Se v é um campo vetorial diferenciável C” em X", ese f: X" — Y"

é um difeomorfismo C"+t! então f v é um campo vetorial em Y". Mas se f
não é inversível, a imagem de v sobre f : X"” — Y? não é um campo vetorial

em Y7?. Se f! existe mas não é diferenciável a imagem não é diferenciável.

Entretanto as imagens de alguns campos vetoriais diferenciáveis sobre alguns

mapeamentos diferenciáveis são campos vetoriais diferenciáveis; se isto acon­

tece é dito ser projetável por f. (ve f v são também ditos “f­related” em
[6)).

4.5 Grupos de Lie

Definição: Um grupo de Lie G é um grupo tal que à operação G x G o G

por (a, b) » a“'b seja um mapeamento diferenciável.
Dois grupos de Lie são isomorfos se existe um difeomorfismo entre

eles que preserva a estrutura de grupo (que é um homomorfismo de grupo).
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Exemplo 4.5.1 IR” com a operação de adição vetorial é um grupo de Lie

quando enriquecido com uma estrutura diferencial usual.

Exemplo 4.5.2 O espaço de mapeamentos bijetivos lineares do IR” para o IR”

com a operação de aplicações compostas é um grupo de Lie GL(n, IR).

Grupo de um Parâmetro: Um grupo de Lie unidimensional é usualmente

chamado um grupo de um parâmetro.

Grupo de Lie Local: Um grupo de Lie local é uma vizinhança da origem

(elemento identidade) do grupo. Um grupo local de um parâmetro é isomorfo

ao intervalo I C IR contendo a origem.

Consideraremos grupos finitos dimensionais de transformações fa, :

onde q é um elemento de um grupo de Lie G de dimensão p).

Grupo de Lie de Transformações: O conjunto (0,) é um grupo de Lie

de transformações se o mapeamento

o: Gx X — X por (g,r7)= o(g,x)

é diferenciável e se o conjunto de transformações fo, : X — X;aj(r) =

0(g,x)), com o mapeamento composto, seguem as propriedades de grupo

07001, =COjúh (G­ação à esquerda em X) ou

0,00, =0On (G­ação à direitaem X)
Oe é a transformação identidade

Disto segue que

0­1 = 0,1
G opera efetivamente em X se o7(x) = x para todo x E X o que

implica que g = e.

G opera livremente em X se o7(x) £ x a menos que g = e.

G opera transitivamente em X se para todo x E X ey E X existe

g E G tal que o57(xr) = y.
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Subgrupo um parâmetro: Um subgrupo um parâmetro de um grupo de
Lie G é uma curva diferenciável

R­y­G por tr g9(t)

(4.3)

Campo Vetorial de Killing: O campo vetorial que gera o grupo de tras­

formação fog(w;t E IR) é chamado campo vetorial de Killing em X relativo a
ação do grupo G 5.

A integral de curva indo através de x do campo vetorial de Killing
v satisfaz as equações

do, (g(t))/dt = v(oz(9(t)))

o07x(e)=<0x
(4.4)

Temos visto que um subgrupo um parâmetro é definido por seus

vetores tangentes y e e

7 = da(t)/dtlizo

Donde podemos chamar o campo vetorial de Killing que gera

Tot; da (t)/dtlizo = 7,t E R) por 1,

vi(x) = da,s(x) — dos(g(t))
t=0

À seguinte transformação de (7 sobre ele mesmo, traça um papel

central na teoria de grupos de Lie.

Lg, : G— G por L,(h) = gh chamada translação à esquerda e

R,: G— G por R,(h) = hg chamada translação à direita.
Obviamente R,(h) = Lr(g).

Quando X é dotado de uma métrica gq ­ por exemplo em relatividade geral ­ o grupo G
é geralmente o grupo que define isometrias.
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4.6 Translaçõoes à esquerda e à direita de G;

Álbegra de Lie £ de G; Estruturas Cons­
tantes

Os dois grupos de transformações de um grupo de Lie G em G definido

pelas translações à direita e à esquerda atuam efetivamente, transitivamente e

livremente sobre (&.

O conjunto dos campos vetoriais invariantes sob a translação à es­

querda [à direita] são chamados campos vetoriais invariantes à esquerda [à
direita] em G.

4.6.1 Álgebra de Lie

Parênteses de Lie: O parênteses de Lie definido por

[v,w] = vw — wv

[v, w]f = (vidw' — w'0;v)8;f

é um campo vetorial.

Identidade de Jacobi: A multiplicação definida pelo parênteses de Lie é

distributiva com respeito a adição e anticomutatividade; não é associativa mas

satisfaz a identidade de Jacobi

[v1, [V2, Va]] + [Va[va, V1]] + [va[v1, va]] = O.

Um módulo com uma operação interna que satisfaz estas proprie­

dades é chamado uma álgebra de Lie.

Ou ainda, o espaço vetorial dos campos vetoriais invariantes à es­

querda em (& com a multiplicação do parênteses de Lie é chamada a álgebra

de Lie L£ do grupo G.
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Constantes de Estruturas: Seja í(va;a=1,...p) uma base da álgebra de

Lie; existem números CJ; tais que

[Va, Va] = Ciava:

Os coeficientes CI; são chamados as constantes de estruturas do grupo de Lie
RG.

Representação Adjunta: A representação adjunta é uma representação

de um grupo GG em sua álgebra de Lie L. Desde que a álgebra de Lie £ é

isomorfa a T.(G) um mapeamento de £ nele mesmo pode ser definido por um

mapeamento de T.(G) nele mesmo. O mapeamento

LR : ho ghgo!

é um automorfismo interno de (7 que define um mapeamento linear (L, Ry' ) (e)
de T.(G) nele mesmo. O mapeamento

Ad(g): LL

é por definição o mapeamento correspondente a (LR7*)'(e) no isomorfismo
entre T.(G) e L£. Sejam a.,7e E Te(G); e a,7 E L 0 campo vetorial invariante
à esquerda gerado por a. e 7. respectivamente:

a. =(LRJ') (e) & a=Ad(g9)7.

Frequentemente identificamos T.(G) e £ e escrevemos

Ad(g) = (L1RJ')'(e) = L(g)RJ"(e).9

O mapeamento de GG no espaço L(L,L) de mapeamentos lineares
de £ nele mesmo

Ad : Go L(L,L) por Ad : go Ad(g)

é chamado a representação adjunta de Gem LL.

A abreviação seguinte também é usada

Ad(g)y=979", 7€EL.
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Forma de Maurer­Cartan: A forma de Maurer­Cartan w ou forma canô­

nica em um grupo de Lie G é uma l1­forma com valores na álgebra de Lie £

de G definida pela relação

w(v,) = 7 onde = Lv, € T.(G).

A forma de Maurer­Cartan é frequentemente definida pela equação

w(v,) = gq'v,. Esta notação abreviada é literalmente correta se G é o grupo
linear GL(n) ou um de seus subgrupos desde que a derivada de um mapeamento

possa ser identificada com o próprio mapeamento.
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Capítulo 5

Fibrados

5.1. Definição de “Bundles” e “Cross Section”

Os “bundles” tem sido introduzidos para generalizar produtos to­

pológicos.

À necessidade de tal generalização pode ser vista em um exemplo

simples: Um cilindro, Figura 5.1(a), obtido pelo produto cartesiano de um

círculo S! com um segmento de linha 1, e (S* x 1, 54,11) é um “bundle” pro­
duto, ou seja, pode ser descrito globalmente como um produto topológico. En­

tretanto — a Figura 5.1(b) mostra a faixa Móbius — localmente a faixa Móbius

e o cilindro são ambos produtos de segmento de retas, porém a faixa Mobius,

devido a curvatura, não é um produto global, enquanto o cilindro o é.

Assim, a idéia da teoria de fibrados é estudar espaços que não são

produtos globais mas somente produtos locais.

Foi entre 1935 e 1940 que esses conceitos intuitivos foram defini­

dos na literatura matemática, muito embora para alguns a idéia formal de

“bundle”s tenha sido de fato antecipada por Elie Cartan no seu célebre artigo

“Sur les variétes à connexion affine et la théorie de la relativité généralisée”,

Gauthier Villars, 1923 [1]. Neste artigo, Cartan se refere a possibilidade de se
associar, por exemplo, a cada ponto de uma variedade um número infinito de
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(a) (b)
Figuia 5.1: Faixa Mobius

sistemas de referência. Aqui aparecia de maneira intuitiva a idéia fundamental

de frame “bundle” [5.3.1] em uma variedade.

“Bundle”: Um “bundle” é uma tripla (E, B, n) consistindo de duas varie­

dades E e B e um mapeamento sobrejetivo x : E — B. B é chamado o espaço

base. E é chamado o espaço total e o mapa nm é a projeção do “bundle”. Para

todo x E B, o espaço 1(x) é chamado a fibra do “bundle” sobre x E BD.
Intuitivamente, podemos ver um “bundle” como a união das fibras

7(x) para x E B parametrizadas por B e “coladas juntas” pela topologia do
espaço E.

Exemplo 5.1.1 O exemplo mais simples é o “bundle” cartesiano (B;7 X
2Ba, Bi, m) com m sendo a primeira projeção definida por mí(x',x1º = x* para

todo x' E Dy ex? € É).
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Subbundle: Um “bundle” (E',B,m)é um subbundle de (E, B,n) se E' é
um subespaço de E, B é um subespaço de Ber =17 | E : E SB.

“Cross section”: Uma “cross section” do “bundle” (E, B,n) é um mapea­

mento f : B— E tal queno f = identidade. Isto é, uma “cross section” é um

mapa f : B— E tal quef(xr) E n', a fibra sobre x, para todo x E BD.
Seja (E', B,r') um subbundle de (E, B,n), e seja f uma “cross

section” de (E, B,n). Então f é uma “cross section” de (E', B,n) se e so
mente se f(x) E Epara todor E B, então f é dita ser uma “cross section”
local.

5.2 Morfismos e Categorias de Bundles

5.2.1.  Morfismos

Os mapeamentos que levam fibras em fibras são chamados morfismos

“bundles” [13]. A definição abaixo torna esta idéia mais precisa.

Definição: Sejam (E7, Bi,m) e (Ea, Ba, 72) dois “bundles”. Um morfismo

“bundle” (F, Ff): (E1, Bim) — (F2,Ba, 12) é um par de mapas F: EF — E,
e f: DB, B, tal que:

Ou seja, o diagrama

Rn OS E
mm 1

B, — DB,

é comutativo.

À condição de morfismo “bundle” (5.1), pode ser expressa pela

relação F(n7'(b)) C (12 (f(b)) para todo bE B, i.e., a fibra sobre be B é le­
vada na fibra f/(b) por F. Então observamos que o mapa f é único, determinado

por F quando 7 é sobrejetora.
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Definição: Sejam (F1,B,m)e(E2,B,n2) dois “bundles” sobre B. Um mor­

fismo “bundle” F : (E, B,m) — (F3,B,n2) é um mapa F : EF — Ez tal

que:

A condição (5.2), é a exigência de comutatividade do diagrama:

Rn D5D E
TIN / Ta

B

Podemos, ainda expressar 5.2 pela relação F(n7 '(b)) C (n2'(D)
para todo b € B, i.e., F' está conservando a fibra. Os morfismos “bundle” F

sobre B são os morfismos “bundle” (F,1g).

5.2.2 Categoria

Uma categoria de “bundle” consiste de “bundles” e morfismos “bun­

die”.

Definição: A categoria dos “bundles”, denotada por Bun, tem como seus

objetos todos “bundles” (E,B,m) e como morfismos de (F1, Bi,m) para
(E2, Ba, T2) o conjunto de todos os “bundle” morfismos. Para cada espaço

B, a subcategoria dos “bundles” sobre DB, denotada, Bung, tem como seus

objetos “bundles” com espaço base B e B­morfismos como seus morfismos.

Das propriedades gerais em uma categoria, um morfismo “bundle”

(F, P): (Er, Bum) > (E2, Ba, 12) é um isomorfismo se, e somente se, existe

um morfismo(F', f) : (E1, Bim) — (Ea,Ba, 12) com

Fff=lp; ff =1l6,FF=1lg,eFF' =p, (5.3)

Definição: Um espaço F' é a fibra típica de um “bundle” (E, B,n) se toda

fibra 1(x) para x E B é homeomorfa a F, também denotada F,.. Um
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“bundle” é trivial com fibra F se (E, B,n) é B­isomorfa ao “bundle produto”

(BxF,n,B).

5.3 Definição de Fibrados

Um fibrado é um “bundle” com uma estrutura adicional derivada da

ação de um grupo topológico nas fibras.

Tomemos o exemplo da faixa Mobius, vimos que localmente ela

pode ser descrita: U € S!, o produto topológico U x IT descreve um segmento
da faixa Mobius, mas precisamos de alguns mecanismos para dizer onde ocorre
a curvatura.

5.3.1. Definição:

Definição: Um fibrado (E, B,1,G) é um “bundle” (E, B,n) com uma fibra
típica F, um grupo topológico G de homeomorfismos de F, e uma cobertura

de B por uma família de conjuntos abertos U;;j E J, tal que:

,1. Localmente o “bundle” é um “bundle” trivial; isto é, é homeomorfo a um

“bundle” produto; mais precisamente x !(U;) é homeomorfo ao produto

topológico U; x F para todoj E J. O homeomorfismo &; : 1 (U;j) —
U; x F tem a forma p;(p) = (n(p), é; (p)) e o seguinte diagrama é
comutativo.

TU) % UjsxF
TN « . Projeção Canônica

VU;

: ras A
. . ” ,Seja x E U;, notemos que 4; kz, ou 1;,x para simplificar a notação, é um

homeomorfismo de F, em F.

Os conjuntos U;,; são chamados uma família de trivtalizações locais do

“bundle”.
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­ 2. Há uma correlação do subbundles triviais definidos nos conjuntos abertos
U; cobrindo a base. Seja x € U;(| Ux.

'

ras
À relação entre os mapeamentos x; € VPk,7 dá a estrutura do fibrado; por

exemplo, dá a curvatura da faixa Móbius.

PS
ras 2O homeomorfismo x: o pru: F — F é um elemento do grupo estrutural

G para todo x € U;f]U, etodo 7,k E J. Se G tem somente um elemento
o “bundle” é trivializável.

: SA A

. Os mapeamentos induzidos g;º : UjNU, — G por z = gji(T) =6;jz
a

o 1x1 são contínuos. São chamados funções de transição. Satisfazem a
relação:

9jik()gnilx) = gri(x). (5.4)

Exemplo 5.3.1 ­Faixa Mobius

Base: S* de comprimento 4a coberta por dois conjuntos abertos U,

eU,

Ui =x;­2a<r<alz=xr0<xr<3da

onde x é a coordenada de um ponto de S'!, entio x +4na =x.

Projeção: n(p) E S!; identificando um ponto de 5* com sua coor­
denada escrevemos m(p) = x,.

Fibra Típica: 1 C e, : tr(U) > Ui) x 1 por va(p) = (n(p), é
(p)). Seja i, a coordenada de à (p) E 1, escrevemos ão (p) =?,. o
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Figura 5.2: Diagrama de Móbius

Pontos com o mesmo nome A, B, C, D são identificados.

Grupo Estrutural: À intersecção de U;, e Uz consiste de dois

conjuntos disjuntos V e W

V=xz7;0<r<ao W =r­22<r<­a

Seja p tal que x(p) EV,

A
:

A
' ras a?P1,xp (p) =, P2,1p (p) =, Pl, o P2,55= e.

Seja q tal que 1(g) E W,

A
: ras : ras a?P1,r7 (q) = P2,rq (q) = q Pix O PanaT=9G

onde e e q são os elementos do grupo de simetria de ordem 2. Este grupo com

a topologia discreta é um grupo topológico.

Fibrado Diferenciável: Um “bundle” (E,B,n,G) é dito ser um fibrado
diferenciável [C*] se E, B e a fibra típica são variedades diferenciáveis [C*],
é um mapeamento diferenciável [C*], G é um grupo de Lie e a cobertura de
B sendo o domínio de um atlas admissível, os mapeamentos g;, da condição

Pá(5.4) são diferenciáveis [C*].
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Coordenadas em Fibrados Todos os sistemas de coordenadas próprios

para E como uma variedade, não são próprios para E como um fibrado. Con­

sidere um fibrado diferenciável (E, B,n) onde E e B são variedades de di­

mensões n + p en. Uma carta (U,4) em E define coordenadas da fibra em E

se o mapeamento 4 : U — IR"*? é um “bundle” morfismo, com IR*+? tendo a

estrutura natural de “bundle” (produto cartesiano) IR"*? = IR” x IRº.

“Bundle” Tangente Seja T(X") o espaço dos pares (x,vx) para todo z na
variedade diferenciável X” e todo v, E TZ.(X"). Pode ser dado como uma

estrutura de fibrado (T(X"”),X”,1, GL(n, IR)) como segue.
Fibra em x : T.(X"). Fibra Típica F : IR”.

Projeção nm : (t,vx) | x.

Cobertura de X” : U;;(U;s,/V;) é um atlas de X”.

Homeomorfismos &; : 1h; é o par (mn, vv; 0 12) onde m2(xr, vz) =Yvrx2, E
Vi(Vz) é a representação de v, na carta (U;,%7).

(7%; o m2) : 1(U;) — U?por(x,vz)P (x,%:(vz)).
Às coordenadas da fibra em T(X"”) são dadas pelos mapeamentos

(%j, identidade) o (n,%; o n2) : 1(U;) — Rº x IR”.
Às coordenadas de um ponto p = (1, vz) E r1(U;) C T(X”) são

(x), . “x",uvl, .. vi).

Uma mudança de coordenadas da fibra em T(X”) é totalmente
determinada por uma mudança de cartas em X”; isto é, um “bundle” morfismo

, H

da forma ((f, Ff), f) onde f : X” — X” é um mapeamento diferenciável (C*).

Grupo Estrutural G: GL(n,R) o grupo de automorfismos lineares do IR”

(isomorfismo do IR” sobre si mesmo) no qual a matriz de representação é o
conjunto de n x n matrizes com determinante não nulo. Isto é, se Vi ,: Vx€
T(X")=> VEM eva,:vxET(X")=> V' ER”, então
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Vie Voz E GL(n, RR): Rº — Rº por VS V;

GL(n, IR) é um grupo de Lie.

“Bundle” Tangente Diferenciável: Se X” é uma variedade diferenciável

de classe C", T(X”) é uma variedade diferenciável de classe Ct!; T(X”) é
então chamado um “bundle” tangente diferenciável CF,

Não há isomorfismo canônico entre a fibra e um ponto e a fibra

típica, e consequentemente não há isomorfismo canônico entre fibras e pontos

diferentes, a menos que o fibrado é dado em uma estrutura adicional; por

exemplo transporte paralelo [6.5.2].

“Frame Bundle”: Dado px um “frame” em T,(X”"); p. é um conjunto de n
vetores linearmente independentes (e1,€2,..., &n) que podem ser escritos como

uma combinação linear de elementos de uma base particular (&1,...,ên) de

e; = ale;(ai) = a € GL(n, R).

Então há uma bijeção entre o conjunto de todos os “frames”

em T.(X") e GL(n, IR). Dado F(X"”) o espaço dos pares (x,p,) para
todo x E X”; isto pode ser dado por uma estrutura de fibra diferenciável

(F(X”",X",n, GL(n, R)):

5.4 Fibrados Principais

Definição: Um fibrado no qual a fibra típica F' e o grupo estrutural G são

isomorfos e no qual G atua em F pela translação à esquerda (4.5) é chamado

um fibrado principal (6.1).

Ação à Direita de G: No capítulo [6] usaremos muito a definição de ação à

direita de G no fibrado principal (E, X,n,G). Seja U; a cobertura de X usado

rh
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17



64

para definir a estrutura de fibrado. Primeiro definimos o mapeamento h, em
17 (U;) .

Seja p € F.,x E U; e defina g; por

ras

9 =P (p)

A

onde 4%;, é o homeomorfismo de F, em G. Por definição
> a! al

(Ryp) =P;,x (Ry9:) =P; x (9:9), pET (Ui).

Rokyop = Roonop, isto é R,,9 EG é um grupo (anti) isomorfo a
G, que atua à direita em nr!*(U;). Note que p e R,p pertencem a mesma fibra
e que o grupo Rs; gq E G atua transitivamente em cada fibra.

Desde que o mapeamento Ê, seja independente da escolha dos con­
juntos abertos U; contendo mT(p), ele é bem definido sobre todo E, e pode­se
escrever

­
al EN

R(p) =P; x oRjo Piz (p), T= T(p).

Também usa­se a notação simplificada pg ao invés de Ê,p.

Redução: Dado um fibrado (F, B,mn,F,G) é interessante saber se ele admite

uma estrutura equivalente definida com um subgrupo GG, do seu grupo estru­

tural Ga. Se sim, ele admite uma família de trivializações locais com funções

de transição g;, tomando seus valores em um subgrupo G,7 de GG; o grupo
estrutural (7 é dito ser reduzível a G7.

No caso de um fibrado principal (E, X,n,G), ele é dito ser reduzível

ao fibrado principal (E17, X,m,G1) se G;7 é um subgrupo de GG e E, um su­

bespaço de E, tal que f : Fr — E seja um morfismo “bundle” que comuta

com a ação de G;:

EA

S(Ryp) = RAf( ), VYvpvEeFR, g€EG.
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Capítulo 6

Conexoes

6.1 Introdução

A teoria das conexões surgiu em 1916, com um artigo do matemático

Gerhard Hessenberg [14]. Esta teoria teve consequência direta no desenvolvi­

mento da relatividade geral, como se vê pela contínua referência a essa teoria

em todos os artigos sobre conexões que surgiram nos anos seguintes, de autores

como Weyl [15], Levi­Civita, Schouten [16], Struik e, especialmente Elie Car­
tan [1]. Cartan percebeu a importância da noção de conexões e sua relevância

para a física. Hermann Weyl foi o primeiro a introduzir conexões lineares não

riemaniannas ao relaxar as condições de compatibilidade, V;gx = O, entre

uma métrica (gu) e a conexão. Às generalizações feitas por Elie Cartan foram

ainda mais significantes: ele introduziu conexões com torção e uma nova lei de

transporte paralelo (“o deslocamento de Cartan”). O próprio Cartan disse: “A
translação mostra a presença da torção, enquanto a rotação revela a presença

da curvatura de uma dada variedade”. As equações podem ser apresentadas
como

Nº = dw' +wÂi Al = =QiwW! A co"
I 9 *ik

0; = des +uf Ao; = Rigw" Ac!
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onde (Qi) e (Rin) são as componentes dos tensores de torção e curvatura,
respectivamente.(wi) são as conexões, e w' uma 1­forma que foi posteriormente
chamada de tétrada (Vierbein) [17]. Introduzindo o conceito de torção, dife­

rente de zero, em uma variedade, Cartan introduziu modificações na teoria da

gravitação de Einstein. Essas modificações levaram a teoria de Einstein­Cartan

[capítulo 8].

6.2 Definições

Em um fibrado principal (P, X, G, 1) cada fibra é difeomorfa a fibra

típica GG. Entretanto o difeomorfismo não é canônico; ele depende da cobertura

(U;) de X e da escolha dos mapeamentos é; : n!(U;) — U; x G. Uma
conexão em P faz a correspondência entre quaisquer duas fibras ao longo de

uma curva C em X. Diz­se que um ponto p da fibra sobre um ponto x da

curva é transladado paralelamente ao longo da curva por esta correspondência.

Também dizemos que a curva É descrita pelo transporte paralelo [ 6.5] de p é
um levantamento horizontal da curva C.

Para obter os levantamentos horizontais da curva C de X, será

suficiente definir sua contraparte infinitesimal, que está associada com cada

vetor tangente v, em qualquer x € X, e cada ponto p da fibra G, = nm'(x),
um vetor tangente v, para P em p, chamado um vetor horizontal, que projeta

7 em v,.. O levantamento horizontal de uma curva C em X, por um ponto
p E P, será então obtido como a curva integral através de p destes vetores

horizontais que projetam 7 em C.

Queremos que o transporte paralelo seja compatível com a diferen­

ciabilidade e a estrutura do fibrado principal P; o mapeamento entre T.(X) e

T,(P) deve preservar suas estruturas vetoriais e ser diferenciável com respeito
a X; além disso, vimos que o grupo estrutural G tem uma ação global à di­

reita em P denotada Rs, que preserva, e atua transitivamente em cada fibra.
Desejamos, então, dois diferentes levantamentos horizontais C, e Cz de uma
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curva C em X, para a mesma conexão através de diferentes pontos p, e pz em

T(x), relatado pela transformação Ê, que leva p, em p?. Estas condições
levam­nos à definição de uma conexão.

6.3 Conexões em um fibrado principal

6.3.1. Definição

Uma conexão em um fibrado principal (P, B,G,1) é um campo de

espaços vetoriais H,, H, C T.(P), tal que

1.7: Ho T(X),1 = T(p), é um isomorfismo,

2. H, depende diferencialmente de p,

3. Hh,,= RH,

Os elementos de H, são os vetores horizontais em p. Os elementos

do espaço tangente T,(G,) = V, a fibra G, em p são chamados vetores verticais.

Desde que 7 V, = 0, então T,(P) = H, 9 V,, ou seja, qualquer v E T7(P) pode
ser escrito, unicamente

v=vg+v.vnyEHyv,EW,.

Note que v, (também denotado ver v) depende de vy (também de­
notado hor v) na escolha de H,.

6.3.2  Isomorfismo Canônico entre a Álgebra de Lie £
de G e os Espaços Verticais V,.

Desde que G atua efetivamente em P por Rs, há um isomorfismo
natural entre a álgebra de Lie £ e o espaço dos campos vetoriais de Killing

(4.5) v" em P relativo a G, definido por (a) & v(,, onde Ya) E Le vt, E v"
são ambos gerados por v(4)(e) = dg(s)/ds |s=0€ te(G):

fa)(9) = Ly(e)vra(e), — vín(D)=A(Ra)p)/As so. (6.2)
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Devido a p e R,p pertencerem a mesma fibra, qualquer vetor de
Killing v"(p) é um vetor vertical. Além disso, um campo vetorial de Killing
não desaparece em qualquer ponto a menos que corresponda ao elemento zero

da álgebra de Lie. Se a correspondência é linear, a dimensão do espaço (v"(p))
é igual a dimensão do espaço (v"), que é igual a dimensão do grupo G e de V,.
Concluindo, seja € E £ correspondente a dg(s)/ds |;s= 0 € T.(G); a equação

v(p) = d(R,(s)p)/ds |s=o

define o isomorfismo canônico entre £ e V,,

vio? víoEV, (6.3)

Dado um elemento 7 E £, este isomorfismo define um campo ve­

torial v, em P, chamado um campo vetorial fundamental, por va(p) =A7.
Também escrevemos % = v.(p).

Quando são dados os campos dos subespaços horizontais H, temos,
para todo p E P, uma família de mapeamentos lineares bem definidos

T.(P) — Lporvm verv,pE P. (6.4)

De acordo com definições anteriores, chamamos a família de ma­

peamentos (6.4) 1­forma w em P com valores no espaço vetorial £, a álgebra
de Lie de G:

wív)=verv e entãowíhorv)=O, VYveT(P).

Observe que se (e) é uma base para £ e se (O*) é uma base para

T;(P), então w * pode ser escrito

w=wW' Qe=nDrO0'Ge,

onde os wº são 1­formas em P.

! Temos w(v) = (w(v))ºe, e escrevemos (w(v))* = w"(v).
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Resulta da propriedade (2) da definição [6.3.1] que os wº são 1­

forma diferenciáveis em P, e então que w é l­forma diferenciável em P com

valores em L. À equivariância, propriedade 3 de [6.3.1] dos subespaços horizon­

tais H, assegura que R, preserva a decomposição de qualquer vetor tangente
v para P em uma parte horizontal e uma vertical:

A) ­ DAR,v = (Ryv)H + (Ryv)y = ÊR vn + R vv sev=vy+vVyv.

6.4 Conexao Local 1­forma

Para uma dada conexão «w associaremos a cada seção local dife­

renciável de x*(U) Cc X, uma 1­forma em U com valores em £. Seja

F:UCX>­fU)CP, Tf=id

uma seção local de P; definimos uma 1­forma f*w em U com valores em £

pelo “pull back” de w por f: isto é, seu e T.(X),x EU

(f"w)x(U) = wi()(fu).
Reciprocamente

Teorema 6.4.1 Dada uma 1I­forma diferenciável io em U com valores em L,

e uma seção diferenciável f de x *(U), existe uma e, somente uma conexão w
em nr!(U) tal que fºw =D.

Demonstração:

l. Seja v E Tro(P), po = f(x); escrevemos

v=vi+vVv:

onde v, = (Ff o T)v, e logo v, é vertical: temos 7 v2 = O desde que
Tof=id

Definimos uma 1­forma w com valores em £ em cada ponto po E f(U)

da seção por
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wro(v) = Sa (T v) +

onde $, é obtido de v, pelo isomorfismo canônico V, — L.

2. Estendemos w para todos os pontos de x*(U) pela G­ação que é

wp(v) = Ad(g !)wro(Ê7'!v) se p= R,p0.

A 1­forma então definida apresenta as propriedades abaixo:

(a) w(u) = à onde u € V, e à E £ são relacionados pelo isomorfismo
canônico 6.3.2,

(b) w, depende diferencialmente em P,

(0) wa, (fgv) = Ad(gw,(v).

e é somente uma tal que f*w = &.

Dada uma trivialização (U;,d:) do “bundle” P e uma conexão w
em P, corresponde uma única família fmw;) da conexão 1­forma na variedade.

Primeiro, definimos a seção S; de 1 !(U;) canonicamente associada com a
trivialização dÀ;.

TU) <>
Ss; T

U; VA id;

Seja Id : Uy — U; x G por x 3 (1,e). Uma trivialização é define
uma seção s;, e vice­versa, através da equação

s;=d0;"old

Seja &; = siw, a forma &, em U; é chamado a forma conexão na

trivialização local &;.
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6.4.1. Potenciais

Nas teorias físicas de Yang­Mills, as 1­formas &w; são usualmente cha­

madas potenciais (potenciais de “gauge”) e as trivializações é; são chamadas
gauges locais. Os &; estão relacionados ao potencial tradicional A por cons­

tantes multiplicativas.

Teorema 6.4.2 Em um ponto x € U;uNU; a forma conexão &; e &w; nos gauge

locais 2; e 9; correspondentes a mesma conexão ww em P são unidas pela relação

Diz = Ad(g3;' (1))Oi: + (93;:OMC)=s (6.5)

onde g;; é o mapeamento de transição

A a!
gi; ' UUNV;2>G por x gi(t)=0;,0%d;,EG

e gi;OmMo denota o “pull back” em U; NU; da Maurer­Cartan [­
forma em G.

Demonstração:

O “pull back” gx!” w: TU; x TG —£Lé um L­valor 1­forma em U; x G. Seja
(v,w) € TU; x TG;

(d;"w)(v,w) = (d7""w)(v,0,) + (d7"w)(Oz,W)

onde O, e O, são os vetores zeros em gq e x respectivamente,

Usando O, = R,0. e a definição de conexão, obtemos:

(E7”"w)(v,0,) = Ad(g )(g;""wu)(v,O,)
Ad(g)(é;' o Id)“ w(v)

Ad(g"*)stw(v).

Desde que (07,w) seja um vetor vertical,
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(é; ""w)(O05,w) = Ouc(w)

onde Ouc é a l­forma Maurer­Cartan [4.6.1 Jem G. Finalmente

(dz*“w)(v,w) = Ad(g!stw(v) + Oumc(w).
Para obtermos &; = siw em termos de w; = s;w, calculamos:

((97* 0 Dj; o O) wÂ)(v,w) = (OM w)((9;0B7")(x,9)(v,w))
(E7"w)((idx,Losito)) (x, 9)(v, w))

Desde que

(dx, Loto): (UiNV;) x G>(UNUVU;)xG por (1,9) (x,9:i()9)

Temos

(idx, Lojite) (2,9) : T(U;: NU;) X TG > Te(U; NUj) x Tait)C
Por

GC) | 8x/8z 8x/dg JG)­

w OL (2)9/0% OLg(9/09g w

Donde

(D7""w)(idx, Ly itay)(&, g9)(v,w)
(D7""w)(v, Ry(gii(x))(v) + Lo,()(9)(W)
(D7*"w)(V, Og,((0)a) + (Dz "w)(Os, Ry(gii(x))9;i(E)V + Ly,,(0)(9)W)
Adg*(Ad(g;i(x))&w;(v) + Omoc(g;(=)v)) + 9Mc(w).

Como

(Drw)(v,w) = Ad(g)o(v) + IMo(wWw)

Disto segue que

Wi(v) = Ad(gii(x) *)o;(v) + Omclg;i(x)v)
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Exemplo 6.4.1 Potencial Eletromagnético. Considere um fibrado prin­

cipal com grupo estrutural U(1), isto é, o grupo dos números complexos z de
norma unitária escritos como

z = expia.

Uma função de transição de U; NU; em U(1) é dada por

gij)(x) = expió(x)

gji(x) = exp(—é(x))

onde x = Q(x) é uma função real em U;NU;.
Uma conexão em um gauge local é um ww; 1­forma em U; C X com

valores na álgebra de Lie U(1) de U(1).

Se escolhemos wi(x) = —teAi(x), a função real A;(x) é o potencial

eletromagnético. Segue de (6.6) que a lei dos potenciais sobre uma mudança

de gauge é dada por

Ailv) = Aj(v) + 26(a)Vv,
isto é, em coordenadas

1

Ajuv" = AjQv" + —Oud(x)v".

Note que esta lei de transformação é válida em U;NU;, que é quando

os potenciais são definidos em conjuntos abertos difeomorfos ao R”.

6.5 Derivada Covariante

Uma conexão em um fibrado principal (P, X, 1, G) define uma de­

rivada covariante de seções dos “bundles vetores”, chamados associados aos

fibrados principais.

AA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”“.. 12 13 14 15 16 17



6.5.1. Definição

Um “bundle vetor” (E, X,m,F,G) com base X fibra típica F e

grupo estrutural (7 é dito associado ao fibrado principal (P, X, nm, G) pela re­
presentação p de (G no espaço vetorial F' se suas funções de transição são as

imagens sobre p das funções de transição correspondentes ao fibrado principal

P; isto é; sejam as trivializações locais de P relativas a cobertura (U;) de X

o; : 1 (Ui) — U; x G
­

1

Logo, as funções de transição de P são

A a!
9; : UJOUV; 2 G por zmÂgi(t)=0j,00 EG

as funções de transição de E são a mesma cobertura de X, e dadas por

$;: 1 (Us) —sU;ixF
Vas

biz: Tt](x) FF, xs EU;

A Al
|

D;,7 0 D; = p(gx(x)) E L(F, F)

isto é, se V; e V; são elementos de F' que são imagens do mesmo x, € F, pela

trivialização $D; e D;, respectivamente, então

V; = p(gi5(x))V;

Esta definição pode ser facilmente estendida para definir fibrados

associados, não necessariamente “bundles” vetores, a um fibrado principal; p

é então uma realização de G sobre uma variedade diferenciável F. Reciproca­

mente, dado um fibrado B = (B,X,1, G) de fibra típica Y, pode­se construir
um fibrado principal P(B) = (P(B),X, P(n), G) associado com B, como des­
Ccrevemos a seguir.
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Um mapa u : Y — B, de uma fibra típica para uma fibra em r é
a

dita ser admissível se há algum q E G tal que S8;7, ou = g. Esta definição é

independente da escolha de U; isto é, se x € U; NU; então

A A al A
'

dj. ou = (0j7 0 d;,)o(Odizou)=ggEG,

para algum gq E CG.
Para construir o conjunto P(B) cada fibra

P(B.)=fu:Y—B, talque u é admissivel)

e cada conjunto

P(B) = UP(B,).

Defina P(n) : P(B) — X por P(1)(P(B).) = x e defina P(Q;) :
(P(1)) (Ui) — Ui x G por um (P(n)(u), d;. ou). Sendo P(&;) uma bijeção
podemos ter P(B) como uma única estrutura diferenciável com respeito a qual

P(d;:) é um difeomorfismo. A ação à direita de G sobre P(B) pode ser definida
por (u,9) = yog=ug. Então o mapa uog é outro mapa admissível como

exigido.

Exemplo 6.5.1 Ser : E > X é um “bundle vetor” com uma fibra típica F e

grupo p(G) C GL(F), onde G é um grupo abstrato e p é uma representação fiel

de G sobre F', então a construção acima pode ser ligeiramente modificada para

dar um fibrado principal P(E) do grupo abstrato G para o qual E é associado

por uma representação p. A modificação consiste em definir P(d;) por u 4
ras

(P(r)(u),po (d;, ou)) em vez de como foi feito acima. A ação à direita de G
sobre P(E) pode então ser definida por ug = uop(g).

A definição de um “bundle” E associado a um fibrado principal P

nos leva naturalmente ao conceito de transporte paralelo de um elemento de

E ao longo de uma curva C de 17 até r2, estando ambos em um subconjunto

aberto U; C X.

2 3 4 5 6 7 unesp ”.. 12 13 14 15 16 17



6.5.2 Transporte Paralelo

O Transporte Paralelo de vi, E E,m(vi) = x, ao longo da curva C

unindo 01 e r2 é um elemento v27 E E, mi(v2) = x2, tal que, mantendo a variável
VAN VA

x sobre O;x € dO;

d; (v2) = p(S: (pa) O: (11)"") O: (vi)

onde p, é o transporte paralelo de p, E P, 1(pi) = 71, ao longo da curva C de

TT] à ro.

Lema 6.5.1 O elemento v2 transportado paralelamente de v, ao longo de C

não depende nem da escolha da trivialização nem da escolha de p,

Demonstração

(1) Sejam os conjuntos:

A A

d;: (Mm)=n; EG D; (Do) = NR: EG
A A

D; (vi) = Vi; D; (va) = Va;

Como 92; = gi(£2)92,j € 911 = 91391; (71) temos, de acordo com a
definição de transporte paralelo,

V2i = P(gi3(22)92,395 (£1))V1;

Como p é uma representação de G

P(gi3 (£2))V 2: = p(g2391,3)P(95 (&1)) Va

o que, de acordo com a definição de “bundles” associados implica em

V2i = P(g2i915)V1i

o que prova que a definição de transporte paralelo não depende da escolha da

trivialização.
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(2) Ele não depende também da escolha de n1, proveniente de

T(m) = x1, desde que o transporte paralelo em P comute com a ação hÊ,
de (7 sobre a fibra: o transporte paralelo

p, de p; É
Po = Rnp2 se FP” = Rum

com np, o transportado paralelamente de p, e, em uma trivialização dada, de

acordo com a definição de Ê,

Di = gaih se Ni 7 guih

P(gaiNã) = P(gaig1i):

6.5.3 Derivada Covariante

Seja v uma seção diferenciável de um “bundle vetor” (E, X,n,F,G)

associado a fibra principal (P, X, 1, G). Seja u um vetor em xo E X tangente
a curva C : t > C(t) sobre X com C(0) = xo. A derivada covariante de v na

direção de u e ro é por definição o vetor

(Vuvl(zo) = (Vuv)a, = lim(1vi — vo)/t

em que Tu; é o vetor vu; = vz(1) do campo vetorial v transportado paralelamente
ao longo de C' de r(t) para ro, a única exigência cobre C sendo 1(0) = u.

Podemos definir a Diferencial Absoluta V de v por

(Vuv)u(so) = (Vo)u(u)(zo) = SEU" = p(e)ayu"Vo = (Vuv)Uu" (xo)
Se a conexão local na base é definida por

é oan(u)=(id,a)

(Vuv)u = dV/dt — p(e)a(u)V
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Se a conexão local na base é definida por

—= *
W=Stw

(Vuv)u = dV/dt + p(e)o(u)V

6.6 Curvatura

Definições

Seja (P, X, 1, G) um fibrado principal com conexões H, definidas pela
l­forma w& em P com valores em L. Seja h : T(P) — H, por vw vn.
À derivada covariante exterior Dá de uma r­forma é = 0º & e em P com

valores no espaço vetorial com base (e1) é definida pela relação

Devi, e...  Vr+1) = deé(hva, e... hvr+1)

em que dá = (d$dº*) & ea.

A 2­forma 6) = Dw com valores em £ é chamado a forma de cur­

vatura da conexão w (forma de curvatura da conexão H,).
Uma conexão ww é dita plana se SN) = O.

Uma r­forma diferenciável a em um fibrado principal P é uma

Jorma horizontal se a(v1,...,v,) = O quando pelo menos um dos vetores
V1,...,V2 é vertical.

Uma r­forma diferenciável a em P com valores em um espaço ve­

torial E é dita ser do tipo (p, E) se

Roa=p(9*)a, g€G

onde p é uma representação de G em PF.

Dizemos também que a é equivariante sobre a ação à direita R,
pela representação p.

Além disso, se a é horizontal ela será também chamada de tensorial

do tipo (p, E).
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Equação Estrutural de Cartan: Sew é uma conexão em PeDw =9

então

O(u,v) = dw(u,v) + [o(u), w(v)). (6.7)

Demonstração

N(up, v,) = dw(u, — ver un,v, — ver v,. Estendendo ver u, e ver v, para os
campos vetoriais de Killing ver u e ver v em uma vizinhança de p, obtém­se a

equação (6.7).

1. Usando as propriedades de produto interior [8], temos

dew(ver u, ver v) = Lveru(w(ver v)) — Lverv(w(ver u)) — w[ver u, verv].

desde que w(ver v) = ver v= constante, temos

dw(ver u, ver v) —wÍ([ver u, ver v]) = —[veru, ver v]
— [veru, ver v] = —[w(ver u), W(verv)]. (6.8)

2. Usando novamente as propriedades de produto interior e w(hor v) = O

temos que dw(ver u, horv = —wÍ[ver u, hor vl. Note que [ver u, hor v] é
horizontal desde que

[ver u, hor v) = Lveruhor v = lim (Ryo:hor v — hor v)

Ry= hor v
é horizontal. Donde dw(ver u, hor v) = 0.

dw(u, ver v) dw(ver u, ver v) + dw(hor u, ver v) (6.9)

—[w(ver u), w(ver v)]. (6.10)
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Combinando (1) e (3) temos a equação estrutural.

6.6.1  Curvatura Local na Variedade Base

Em uma trivialização local (U;, d;) a 2­forma N em x*(U;) é repre­
sentada pela 2­forma 9; em U;, definida através da “cross section” s; por

Resulta da equação estrutural de Cartan e comutatividade do pull

back com d que
1

N; = do; + [9 &i].
Nas teorias de Yang­Mills uma 2­forma 9; é chamada um potencial

de campo no gauge d;.

Identidades de Bianchi: Em termos das bases (e1) de £ a equação estru­

tural de Cartan (6.7) torna­se

1
a a a 8Nº = dwº + 287% A tw”. (6.11)

Diferenciando temos

1 1
dn = Cd” Au” — ZCZyoº À der”.

Então, como w desaparece nos vetores horizontais

[DN (v,u,w)]] =dNº(hv,vhbu,hw)=0  Vu,v,w. (6.13)

Conseqiuentemente, temos as Identidades de Bianchi

Dfº= 0.
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6.7 Conexoes Lineares

Uma conexão linear sobre uma variedade X é uma conexão no fibrado

principal F(X) de “frames” em X.

Seja D, : TL(X") — IR", p=(r,p.)os mapeamentos que mapeam
? um vetor em T,(X”) dentro de seus componentes com respeito ao “frame”

Px. Em outras palavras, se px = (e;) então S,u = (O'(u)) onde (Oi) é a base
dual para (e;).

A 1­forma O em F(X) com valor no JR” definido por

O7(v) = dm v, v ET F(X)

é chamada a forma canônica de X.

A 2­forma E = DO é chamada de torção da conexão linear em X.

?Se o “frame” p, é considerado um mapeamento do IR” em Tz(X”), então 8, = p"!x.
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Capítulo 7

Teoria de Utiyama e Kibble

7.1 Introdução

À estrutura de gauge da teoria da gravitação foi pela primeira vez

aventada por Elie Cartan [1] nos anos vinte, mas permaneceu por muito tempo,

como que desconhecida dos físicos.

A teoria de Utiyama e Kibble [17, 18, 22] desenvolvida no início

dos anos sessenta, foi uma notável tentativa de reformular a gravitação a la

Einstein, dando­lhe uma nova formulação, equivalente àquela de Cartan. Teve

por contribuição maior a introdução na Teoria da Gravitação do uso da Tétrada

(Vierbien) [23], que é uma extensão do conceito anteriormente desenvolvido por

Cartan [6.1].

Este formalismo é necessário e essencial para introduzir campos de

spinors na variedade. Além do sistema de coordenadas, estabelece­se quatro

vetores de referência em cada ponto do espaço­tempo Vº (uma “tétrada” )

cujos componentes, são:

(7.1)

VIVE Juv = TNab3
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Nat É à métrica plana da relatividade especial. Os indices latinos simplesmente

enumeram os quatro vetores. À equação (7.2) é a condição de ortonormalidade;

os quatro vetores são mutuamente ortogonais e unitários, três espaciais e um

temporal.

Seja V? o inverso da matrix V!":

VeVE = 68, (7.3)

VeVve = 6 (7.4)

Calculando­se o determinante de ambos os membros da equação

(7.2), teremos:

det(V"WVW gu) = det nas
= det(V") det(V,') det guy = —1

=> det(V5)g = — det Vo

em que gq = det g.,

det(V) det(Vy)g = —(det V2)?
=> det(Vº) =V=­g (7.5)

Pela equação (7.5) vemos que a matriz não é singular.

Pode­se especificar qualquer vetor dando suas componentes com

respeito ao sistema de coordenadas, ou alternativamente, pode­se especificá­

los pelo conjunto dos quatro invariantes que são as projeções do vetor nos

quatro vetores de referência da tétrada:

A = VIA“,A, = VIA, (7.6)

Pode­se usar, como é sabido, gu, ou g”” para obter indíces cova­

riantes ou contravariantes (gregos) respectivamente, e similarmente nn, ou nºº
para índices latinos. As matrizes VP e V? das componentes da tétrada são
usadas para converter índices de um tipo a outro.
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As componentes da tétrada são arbitrárias mas devem satisfazer

(7.2). Também exige­se que V"(x) seja contínuo e (ao menos três vezes funções
diferenciáveis das coordenadas. Suponha que mudamos de um sistema tétrada

V" para outro, VA, então os vetores da nova tétrada podem ser escritos comoa

combinação linear dos anteriores

VE = AVL. (7.7)

Desde que as novas componentes também satisfaçam (7.2), obtem­

se o resultado que a matriz À de (7.7) deve satisfazer

AbmeAS = Nad

isto é, é uma matriz de Lorentz. Dessa forma, no contexto do espaço­tempo

curvo podemos reinterpretar o grupo de Lorentz como o grupo de rotações da
tétrada.

7.2  Teoriade Utiyama e Kibble

Considere um fibrado principal P com o grupo estrutural SO(2), so­

bre o espaço tempo E (Minkowski ou Riemann). Suponha que há uma conexão

em P caracterizada pela conexão l1­forma w. Considere a representação (ho­

mormorfismo) o : SO(2) — U(1) dada por

cosa sina
(7.8)

sina cosa

Para construir o fibrado associado [6.5] M com fibra C definida por
o e usar formas reais, vamos introduzir À e F', como:

iA=FT=e(0 ow); iF=R=e*(0 o)

para quaisquer “cross sections” e € C(P).
Se

S:ESUMM, S(=ec"O,
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descreve uma mudança da “cross section” local e E C(P) para e, então f €

C(M) transforma­se como

F(P) = e“O fp),

F(P)= e F(P)
> O f(p) = EOTp)

As leis de transformação para À e F' seguem das definições de À e

F, como sendo:

A=A+dr; F=F (7.9)

Observe que se interpretarmos f como um campo descrevendo a

carga das partículas, À como o potencial eletromagnético e F como o campo

eletromagnético, então (7.9) é a lei de transformação de gauge. O grupo es­

trutural sendo abeliano, a relação entre a conexão e curvatura e identidades

de Bianchi tornam­se respectivamente,

F=dA e dF=O.

A derivada covariante no “bundle” (complexo) associado a P por
o pode ser escrita como

Vef =(0h—­1iAx)f

e esta fórmula pode ser usada como uma base para introduzir interações en­

tre partículas carregadas e o campo eletromagnético. A representação O, :

SO(2) — U(1) da forma

cosa sina
;

On (7.10)
sina cosa

nos levará a outro “bundle” associado. Suas “cross sections” serão interpreta­

das como campos descrevendo partículas cuja carga é nº vezes a da particulas
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descritas pelo campo f. A relação entre as transformações de gauge de ambos

os tipos, seria então: o grupo estrutural SO(2) é o grupo das transformações

de gauge de primeiro tipo, enquanto o grupo de transformações de gauge de se­

gundo tipo atua, da mesma maneira, no conjunto de todas as “cross sections”
de P.

Segundo Utiyama [22] pode­se considerar campos mais gerais,

admitindo­se transformações de gauge correspondentes a mudanças das “cross

sections” no fibrado principal com grupo estrutural G.

Kibble [17] ao afirmar que a teoria da relatividade geral possa ser

obtida desta maneira, tomando GG como o grupo de Poincaré estava, na ver­

dade, lançando as bases das modernas teorias de supergravidade na variedade

de grupo.

Nestas, todas as simetrias locais de uma dada teoria de gauge são

transformações gerais de coordenadas em um espaço de dimensão maior. Este

espaço maior é a variedade de grupo. Esta variedade de grupo tem dois tipos

distintos de simetria: simetria locais, que são as simetrias internas quais as

simetrias locais de Lorentz e de Yang­Mills, e as simetrias no espaço­tempo,

tais como as transformações gerais de coordenadas e as invariâncias de su­

persimetria. Às simetrias internas formam um grupo H. O grupo total G

(variedade de grupo), a partir do qual as teorias supersimétricas (e.g. super­
gravidade e super­Yang­Mills) [capítulo 8] são derivadas é em geral maior que

H. Diz­se que H é um subgrupo de G. À escolha de G e H seria, no caso da

gravitação a la Einstein, segundo o próprio Kibble, a de G como sendo o grupo

de Poincaré e H o grupo de Lorentz. Em outros casos a escolha, em geral,

pode não ser tão óbvia. Algumas vezes vários candidatos a grupos de uma

dada teoria aparecem. Por exemplo, na teoria de Kaluza­Klein [24], pode­se

tomar G como sendo o grupo de Poincaré em 4­dimensões. Algumas vezes

ainda o grupo G pode nos levar a diferentes teorias, dependendo da escolha do

subgrupo H e da dimensionalidade do espaço­tempo associado. Por exemplo,
no caso de teorias supersimétricas, o grupo superconforme SU(2,2/1) produz
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o que se chama supergravidade conforme, se decide­se em ter o espaço­tempo

final associado como sendo um espaço em 4­dimensões, d = 4, mas para d = 5

produz supergravidade não conforme.

A contribuição de Utiyama e Kibble foi notável por antecipar

um procedimento que pode ser encarado como introdutório às teorias super­

simétricas construídas em variedades de grupo, como no exemplo a ser estu­

dado na sequência [ capítulo 8].
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Capítulo 8

Teoria Supersimétrica de

Yang­Mills: uma Interpretação

em Fibrados

8.1 Generalizações da Teoria de Gravitação de

Einstein

Discutiremos neste capítulo a teoria da relatividade geral e suas ge­
neralizações de acordo com [19, 20, 21].

As tentativas de generalizações da teoria de gravitação de Einstein

começaram desde o seu aparecimento. O sucesso de Finstein em geometrizar a

interação gravitacional levaram à tentativas de geometrizar outras interações

Já conhecidas, como por exemplo, o eletromagnetismo. Isto era perfeitamente

concebível, pois muito antes da relatividade geral ter sido idealizada e os efei­

tos físicos do espaço não­euclidiano serem discutidos, Clifford e outros cientis­

tas hipotetizaram conexões entre os efeitos eletromagnéticos e a geometria do

mundo real [18].

Portanto, imediatamente após os artigos fundamentais de Eisntein

de 1916­1917, Hermmann Weyl (1885­1955) sugeriu uma generalização da Geo­
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metria Riemanniana que permitiu introduzir um campo geométrico adicional

que poderia ser interpretado como o eletromagnetismo [15]. T. Kaluza estudou

as geometrias riemannianas do espaço em 5 dimensões e E.Cartan viu a possi­

bilidade de generalizar espaço riemanniano 4­dimensional para uma geometria

com torção [1].

Fisntein mesmo passou os últimos 30 anos de sua vida procurando

uma maneira de geometrizar a gravitação e o eletromagnetismo em uma teoria
unificada.

Nos anos vinte, o desenvolvimento de uma teoria unificada parecia

necessário e um dos aspectos mais promissores da física teórica. Esperava­se

que estes estudos revelassem novas propriedades do espaço­tempo e, mais cedo

ou mais tarde poderiam levar a inovações tecnológicas.

Todavia, com o tempo estas esperanças desapareceram, mas neste

ínterim resultados importantes foram obtidos na teoria quântica, e como resul­

tado destes desenvolvimentos uma variedade de aplicações tecnológicas apare­

ceram rapidamente na eletrônica, engenharia atômica, etc.

Nos anos setenta, a situação começou a mudar rapidamente e nova­

mente o interesse em uma teoria unificada que combinaria todas as interações

conhecidas reapareceram. Contudo, o que a princípio era a unificação en­

tre a interação gravitacional e eletromagnética, em virtude da descoberta das

interações fraca e forte acabou­se por acrescentar ambas, na busca por uma in­

teração que descrevesse em uma teoria unificada as quatro interações básicas.

Durante este período muitas informações novas se acumularam sobre o uni­

verso, portanto essas idéias antigas foram revigoradas em nova base.

Nesta nova era, muitos artigos antigos e esquecidos foram redes­

cobertos e as idéias, técnicas, leis e regularidades que eles continham foram
usadas no desenvolvimento de teorias mais modernas.

As generalizações da teoria de Einstein podem ser divididas em

quatro grupos de acordo com os conceitos básicos de geometria, tais como

conexões, métricas e dimensionalidade, que são:
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1. Teorias baseadas em variedades de quatro dimensões descritas pela geo­

metria diferencial mais geral do que a geometria riemanniana usada na

teoria da relatividade geral (e.g. teoria da gravitação a la Cartan, com

a introdução da torção [1]);

. Teorias que usam fatores adicionais, tais como um campo escalar, de­

finições de métricas diferentes, etc. (e.g. a teoria de Brans e Dicke que

considera um campo escalar 4 ao lado do campo tensorial do tensor

métrico guv, dando a teoria além das 10 equações de Einstein, uma outra

que seria a equação de onda do campo 4 [18];

. Teorias baseadas em diferentes conceitos do quadro físico do universo

(e.g. teoria da gravitação de ação à distância, que é diferente de todas

as outras físicas porque é baseada no conceito de ação à distância que

se opõe ao conceito geralmente aceito de campo. E o approach menos

aceito e que oferece mais problemas [25].

. Teorias em espaços com mais de quatro dimensões (e.g. as modernas

teorias de supergravidade que são uma extensão dos itens 1 e 2 [6].

Estas quatro classes podem ser suplementadas por outros grupos

de teorias, como por exemplo combinações dessas descritas acima.

8.1.1. Supersimetria e Supergravidade

Um crescente número de teóricos estão fascinados com a idéia de

Grande Unificação, como sendo a teoria para unificar as interações fraca e forte,

eletromagnética e gravitacional sobre a base da simetria local. O princípio da

simetria local permite ao observador olhar diferentemente os campos físicos.

Assume­se que as propriedades de grupo conhecidas (simetrias) tais como as

transformações de Lorentz (ou Poincaré), transformações de gauge em ele­

trodinâmica, etc., apenas acontecem localmente, isto é em cada ponto do
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espaço­tempo separadamente. Direções, gauges e medidas padrão são rigo­

rosamente individuais para cada ponto. Quando movem­se de um ponto para

outro elas são comparadas. Às noções necessárias para esta comparação e que

a descrevem na linguagem de cada grupo são chamadas campo de gauge. Por

exemplo, um campo gravitacional é visto como gauge com relação ao grupo de

Poincaré, o campo eletromagnético como gauge com relação a transformação

de gauge eletromagnética, etc. Os grupos de simetria SU(3) e SU(2) são in­
troduzidos em uma teoria que descreve as interações fortes e fracas e campos

de gauge correspondentes são determinados como os transmissores dessa in­

teração. Na Teoria da Grande Unificação procura­se uma unificação local de

todos os grupos de simetria conhecidos. As variantes iniciais da Grande Teoria

da Unificação que tem sido sugeridas levam a conclusão que em baixas ener­

gias três tipos de interação (fraca, eletromagnética e forte) são manifestadas
em diferentes direções. Mas em energias de aproximadamente 105 — 10*ºGeV,

entretanto, nenhuma distinção pode ser feita entre elas, isto é elas são a mesma

interação. Por volta de 10ººGeV a interação gravitacional é esperada seguir

o mesmo caminho. Isto significa que por volta desta variação, a teoria que

unifica todos os quatro tipos de interação torne­se válida.

À teoria de supergravidade é baseada em uma supersimetria que

unifica a descrição de bósons e fermions (isto é, partículas com spins intei­

ros e semi­inteiros). Supersimetria significa que à contribuição dos campos de

bósons e fermions para todo o processo são simétricas, podendo ser associa­

dos. Supersimetria Local significa que isto pode ser feito diferentemente em

diferentes pontos no espaço; então a interação gravitacional pode ser incluída
de um modo natural dentro da teoria.

Alguns resultados de teorias supersimétricas mostram que este ca­

minho ajuda a evitar dificuldades de divergência, que são problemas com res­

peito a não­renormalização da gravidade quântica [26]. Alguns destes resulta­

dos são, sem dúvida, as teorias supersimétricas construídas em variedades de

grupo [27, 30]. Um exemplo é dado a seguir de acordo com recentes resultados
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obtidos em [27], que são reinterpretados na linguagem dos fibrados.

8.2 "Teoria Supersimétrica de Yang­Mills

Propõem­se, então, uma conexão entre uma teoria de supergravidade e os

campos de gauge [27].

À teoria de supergravidade N=2, d=5, é fatorizada com respeito

ao grupo H' = SO(1,4) & U(1), já que a curvatura não tem componentes ao

longo de wº*"! e B? [30].
Isto significa que:

e we é uma conexão em fibrado principal com base dada por

SU(2,2/1)/SO(1,4), com o grupo de gauge H = SO(1,4) como a fi­
bra;

e B também é uma conexão em um fibrado principal. À base é

SU(2,2/1)/U(1) com o grupo de gauge U(1) como a fibra.

Existindo o invariante de gauge na teoria de supergravidade sobre

H', o grupo SU(2,2/1) adquire a estrutura de fibrados com uma fibra H',

representada por SO(1,4) & U(1) e espaço base G/H.

A teoria estendida de gravidade a la Cartan­Fisntein, proposta em

[27] tem a mesma estrutura da teoria da supergravidade, entretanto, é enri­

quecida com um grupo geral de gauge 6.

Esta condição é assegurada pela invariância do grupo de gauge com

respeito a G & SO(1,4) & U(1), que é uma consequência das condições de

integrabilidade das derivadas covariantes exteriores de Yang­Mills presentes

no grupo 9.

Usando o sistema de curvaturas proposto em [27] , encontramos

os parâmetros através das condições de integrabilidade. Tais condições são

1,,ºb — conexão de Cartan

?B= campo eletromagnético
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também chamadas identidades de Bianchi para os campos Aa (campo spnorial,

relacionado a equação de Dirac (T""Ama = O), À (campo de gauge, relacionado
ao potencial de Yang­Mills) e o (campo escalar), ou seja:

DDA = DDX, = DDo =0 (8.1)

Encontramos então as equações para os parâmetros livres. Resol­

vendo o sistema para tais equações temos que:

n=1:k=1/2p=d=1;1=1/2t=z2=1/2,2g=h=—1/2 (8.2)

A solução do sistema, dada pelas equações 8.2 indicam que as

hipóteses de curvatura estavam corretas. Pela solução das identidades de Bian­

chi, asseguramos a invariância do grupo de gauge e portanto a teoria proposta

tem uma estrutura em fibrados, onde H" = G & SO(1,A) QU(1) é a fibra e

G/H" o espaço base.
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Capítulo 9

Conclusão

1. No capítulo 5, seção 5.7, ao estudar­se brevemente as conexões

lineares, também comumente chamadas de conexões de Cartan, introduzimos

a l­forma O no fibrado principal de frames P(E), chamada também de 1­
forma canônica de E — E é uma variedade n­dimensional,e a torção, como

uma 2­forma = = DO.

A asserção feita na introdução de que o “frame bundle” (P(E), E, n)

é um “bundle produto” na física de Galileu e Newton, e não o é na relatividade

geral, fica agora mais clara e precisa: no mundo clássico assim como na relati­

vidade especial os espaços­tempo eram planos (Euclidiano Eº?, ou de Minkovski
Mº) e portanto todo o recobrimento das variedades E? ou Mº pode ser feito
por planos tangentes, e pela definição de conexões admissíveis que definem o

transporte entre as “cross sections”. Na relatividade geral cuja arena onde se
desenvolvem os fenomenos físicos é curva — variedade riemanniana — este não

é bem o caso.

A introdução da tétrada [7.1] que se mantém invariante por mu­

danças de coordenadas no plano tangente, e portanto não “afetada” por trans­

formações do tipo GL(n) e da 1­forma conexão wº, permite­nos ultrapassar

esta dificuldade; define­se então uma forma completa de paralelismo em P(E),

o que em outras palavras significa dizer que o “bundle” (P(P(E)), P(E),n) é
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um “bundle produto”.

tétrada

­ VEA, — A.

As l­formas wº são conexões nos fibrados dos referenciais ortonor­

mais móveis, e como consequencia estabelecem­se as identidades de Bianchi.

Dessa forma, temos:
E

O = Olido”;
O é definida em P(E)[IR”"]

w"" (nos planos tangentes) = TSda?
(conexão)[1R*]
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produto

P(P(E)) P(P(E))
produto não produto

P(E) P(E) P(E)
bundle

produto

bundle

produto

T

Espaço­tempo
aristotélico

Espaço­tempo da
Relatividade

Especial e
Física Newtoniana

"Figura 9.1: Diagrama de Trautman

Relatividade
Geral

Aumento gradativo de complexidade na estrutura do espaço tempo.

Mas, como:

O,: H, — IR”

ww: V — RR"

==> (w,, O,) é uma base de 1*(P(E)).

Portanto, é definido um paralelismo completo em P(E), ou seja, o

“bundle” P(P(E)) é um “bundle produto”. Trautman e Ivanenko chamam ao

procedimento acima de 2º relativização. O “diagrama de Trautman” , Figura

9.1, ilustra melhor o que foi dito;
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2. A forma como a presente dissertação foi apresentada, bem como

a abordagem aos problemas tratados foi, como mencionado na introdução, de
certa forma inspirados pelos trabalhos importantíssimos de A. Trautman, de

Varsóvia e por R. Kerner, da Universidade de Paris VI. Como discutido na
dissertação, é possível discernir que a nossa visão de geometria do espaço­

tempo evoluiu desde a Grécia antiga, e pode ser descrita por fibrações cada

vez mais complexas. À relatividade geral de Einstein, ou sua reinterpretação

devido a Utiyama e Kibble, por exemplo, introduz as conexões nos “frame

bundles” ortogonais ao longo do espaço­tempo Va.

Os campos físicos em geral são definidos, e assumem valores, em

espaços que possuem uma topologia em geral um pouco mais complexa do

que aquela simples do IR", e admitem grupos de automorfismos que chama­

mos de gauge. Por exemplo, todos os campos carregados eletricamente pos­

suem simetria sob a ação do grupo U(1). O fibrado correspondente é portanto

(P(Va) Va, 5) ­ Sl é o círculo unitário. As interações fortes entre os núcleos

(prótons e neutrons), implica no aparecimento de uma outra simetria: se as

interações fracas e eletromagnéticas podem ser negligênciadas, todas as com­

binações de estados quânticos descrevem o próton ou o neutron como equi­

valentes (que é uma condição de preservar a norma no espaço de Hilbert), o

que implica na simetria unitária SU(2) e a teoria de campo correspondente é
descrita pelo fibrado (P(V1), Va, SU(2)); a conexão nesse fibrado identificável

como sendo o campo de Yang­Mills. Sendo estes dois fenômenos completa­

mente independentes, a descrição que se impõe é dada em termos do fibrado

(P(Va), Va, SU(2)QU(1)). Neste caso nem a conexão, nem a curvatura possuem

componentes mistas, e portanto as interações não terão nenhuma influência so­

bre a outra.

Caso, por exemplo, aqueles dois tipos de interação tenham uma

fonte comum e não possam ser consideradas totalmente independentes deve­se

examinar as teorias de gauge sobre os fibrados P(P(Va, Un), P(Va, UI) SU(2))
e PA(P(Va, SU(2))), P(Va, SU(2)), U(1)). Às conexões e as curvaturas nesses
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fibrados , os quais chamam­se também na literatura de fibrados duplos, des­
crevem não apenas os dois fenômenos, mas também a influência de um sobre

outro.

Um exemplo deste último caso de fibrações duplas, concernente

a construção de uma teoria supersimétrica de Yang­Mills em 5 dimensões

[27, 28, 29], que foi também chamada de teoria estendida de gravitação a la

Einstein­Cartan. Neste trabalho o grupo estrutural, ou a variedade de grupo

que comporta toda a teoria construída, é o grupo G = G&SU(2,2/1), sendo G

o grupo de gauge associado às curvaturas internas de Yang­Mills e SU(2,2/1)
a variedade de grupo associada à teoria de supergravidade. AÀ teoria possui

como fibra o grupo H" =G&SO(1,4) QU(1) ­ SO(1,4) é o grupo de Lorentz
em 5 dimensões e U(1) o grupo de gauge associado ao eletromagnetismo — que

representa as simetrias internas da teoria. Esta admite ainda o espaço base

G/H", chamado em teorias supersimétricas de superespaços, e tem consequen­
temente uma representação em fibrados identificada pelo “bundle produto”

(G,G/H", HH).
É interesante notar que as curvaturas associadas ao campo de gauge

de Yang­Mills [27], identificadas abaixo,

F=dA=FyVºAV"+icha, ATnVa A VT +

+ideaBda ATmiB AV" +ifo AVA A VA

DXa = Ama AV" +igFy À EVA + hoo ATUA +

+it Fay À caBE VB + Zda ATºeaBVB

Do = da AVº HikAa AVAa +HileaBda AN UpB

DF = GU AV" +inhl"y, + ipeaARpg
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onde d7 = 1.0 e Gº* = Br,Fº, e aquelas da supergravidade [30]
identificadas a seguir

Rº = DVº­ 304 ATºV,
pa = Dva

possuem termos em comum, os spinors V, que são os geradores de álgebras de

supersimetria, e portanto indicam que as interações têm algo em comum que

é a transformação supersimétrica entre bósons e fermions.

Espero que esta dissertação tenha provido o leitor de elementos que

motivem­no a um estudo ulterior — mais aprofundado — sobre fibrados, quer

em seus aspectos teóricos quer em aplicações à física.
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