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ROGERIO, R. J. B. Campos Espinoriais ELKO 2014. 61f. Dissertacao (Mestrado em
Fisica) - Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual
Paulista, 2014.

RESUMO

O século passado ¢é considerado como a era das Teorias Quanticas de Campos.
Desta forma, neste trabalho, forneceremos todos os detalhes de uma descoberta teorica
inesperada de uma particula de matéria de spin 1/2 com dimensao de massa 1. Esses
espinores recebem o nome de ELKO, o qual vem do acrénimo alemao FEigenspinores
des Ladungskonjugationsoperators, e sao fundamentados em um conjunto completo de
autoespinores de helicidade dual do operador conjugacao de carga. O ELKO pertence
a um subgrupo do grupo completo de Lorentz. Portanto, a lei de transformacao entre
suas componentes nao ¢ dada pela simetria de paridade, e desta maneira nao satisfaz a
equagao de Dirac. Intrinsicamente nas somas de spin para o ELKO aparece um termo
que quebra a simetria de Lorentz, levando entao a apreciacao da Very Special Relativity,
que nada mais é do que um subgrupo do grupo de Lorentz, cuja algebra deixa as somas
de spin invariantes ou covariantes. Pela razao do propagador do ELKO ser o mesmo de
Klein-Gordon a menos de um fator, a lagrangiana associada é a do campo escalar, por

esta razao o ELKO ¢é dotado de dimensdo de massa 1.

Palavras-chave: Campo Quéantico, Férmions, Localidade.



ROGERIO, R. J. B. ELKO Spinor’s Field 2014. 61f. Thesis (Master in Physics) -
Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueté, Universidade Estadual Paulista,

2014.

ABSTRACT

The last century is considered as the era of Quantum Field Theories. Thus, in this
work, we provide all the details of an unexpected theoretical discovery of a matter particle
spin 1/2 endowed with mass dimension 1. These spinors are the so called ELKO, which
comes from the German acronym Figenspinores des Ladungskonjugationsoperators, based
on a complete set of a dual helicity eigenspinors of the charge conjugation operator. ELKO
belongs to a subgroup of the full Lorentz group. Therefore, the law of transformation
between its components is not given by the parity symmetry, and thus it does not satisfies
the Dirac equation. It appears, intrinsically in the spin sums a Lorentz symmetry breaking
term, then it will be better analysed within the Very Special Relativity, which is a subgroup
of the Lorentz group, whose algebra leaves the spin sums invariant or covariant under
transformations. Since the ELKO propagator is the same of Klein-Gordon propagator
apart from a term, than the associated lagrangian is the scalar field one, for this reason

ELKO is endowed with mass dimension 1.

Keywords: Quantum Field, Fermions, Locality.
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1 INTRODUCAO

O século XX pode ser considerado como a era das Teorias Quanticas de Campos
(TQC). A maioria dos conceitos surgiram na primeira metade de tal século, ap6s a uni-
ficacao da Mecanica Quantica, Relatividade Especial e Teoria Classica de Campos. Na
segunda metade do século XX, diversas aplicagoes foram analisadas e estudadas em de-
talhe. Isso levou a criagdo do Modelo Padrao (Standard Model) da fisica de particulas, o
qual descreve todas as interagoes conhecidas da natureza exceto a interacao gravitacional
1, 2].

Mesmo com o sucesso da T'QC existem fendmenos que ndao sao acomodados no
escopo da teoria. Assim, por exemplo, é natural se tentar estender a estrutura ja conhecida
para explorar a natureza das particulas que compoe a matéria escura [3]. O caminho
que seguiremos aqui ¢ baseado no visao de Wigner onde as particulas sao descritas como
representacoes irredutiveis do grupo de Poincaré, e sao rotuladas pelos invariantes de

Casimir do grupo.

A esséncia do presente trabalho é analisar algebricamente todas as propriedades de
um novo espinor e a quantizacao do campo associado a particula fermionica “escura” de
spin 1/2 chamada ELKO, proposta por Ahluwalia e Grumiller em 2003 [4, 5]. ELKO é um
acronimo alemao para Figenspinoren des Ladungskojugationsoperator, cuja traduacao é
Autoespinor do Operador Conjugagao de Carga ou também conhecido como Autoespinor

de Helicidade Dual do Operador Conjugacao de Carga.

A origem do ELKO foi uma descoberta tedrica inesperada. A época, os autores
estavam interessados em estudar e entender os espinores de Majorana. Historicamente os
espinores de Majorana foram descobertos no ano de 1937 por Ettore Majorana. Porém nao
se sabe ao certo a origem de seu surgimento. O conjunto usual dos espinores de Majorana
é composto de dois biespinores, ambos possuindo autovalores positivos via atuacao do

operador conjugacao de carga

CyYm(p) = +¥um(p), (1.1)

este é denominado espinor autoconjugado.

Portanto, de forma a tentar estender esses espinores a um conjunto completo de

autoespinores do operador conjugacgao de carga surgem os ELKOS, os quais veremos que
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sob a atuacao de tal operador é possivel encontrar
CA(p) = £A(p), (1.2)

um espinor que possui autovalores £1 sob a atuagao de operador conjugacao de carga,
um conjunto completo com quatro espinores, dois autoconjugados (autovalor +1) e dois
anti autoconjugados (com autovalor —1). No tocante a helicidade dual de tais espinores
veremos que é uma propriedade intrinseca do ELKO, ao se definir a helicidade de uma das
componentes espinoriais como positiva ou negativa, a outra componente automaticamente
possui helicidade oposta. Isto esta relacionado com algumas propriedades do termo de

fase, que estudaremos com maior rigor e detalhe no Capitulo 3.

Por algumas razoes ébvias, veremos que A(p) nao é autoespinor do operador ~y,p*,
ou seja, o ELKO assim como o espinor de Majorana nao satisfaz a equacao de Dirac. Isso
serd devido ao fato de que as componentes espinoriais do ELKO nao estao relacionadas
entre si pela simetria de paridade, mas sim com as matrizes de Pauli. De uma simples
maneira demonstraremos que o ELKO obedece a equacao de Klein-Gordon, assim como
esperado para todo campo quantico. Constataremos que nas somas de spin do ELKO h&
o surgimento de um determinado termo, denotado por G(¢), o qual nao é invariante por
transformagoes de Lorentz. Desta maneira, vamos recorrer a uma algebra da chamada
Very Special Relativity ou simplesmente VSR, proposta por Cohen e Glashow em 2006.
Estudaremos toda sua estrutura algébrica para poder entendé-la e veremos que a mesma
acomodard, sem perda de generalidade, os espinores ELKO. Assim, através desta algebra,

conseguimos mostrar a invariancia das somas de spin por todos os geradores.

Apesar de estarmos tratando de um férmion, veremos que seu propagador guarda
muita similaridade com o do campo escalar, e desta forma concluiremos que a dimensao
de massa para o campo do ELKO é 1, diferente da dimensao de massa 3/2 esperada
para os campos espinoriais de spin 1/2. Isso implica que o campo associado ao ELKO
nao interage com o campo eletromagnético, por ser eletricamente neutro via atuagao do
operador conjugacao de carga, e as interagoes com todas as particulas do Modelo Padrao,
exceto com o boson de Higgs, nao sao renormalizéveis perturbativamente, ou suprimidas
[6]. Finalmente, ap6s a construgao dos operadores de campo discutiremos a localidade.
Faremos uso das relagoes fermionicas de anticomutacao entre operadores de campo e
densidade de momento, como critério para a localidade do campo. Nao obstante, veremos
que a localidade do ELKO possui uma forte dependéncia com o operador G(¢), o mesmo

das somas de spin.

No Capitulo 2 mostraremos um pouco da &algebra do grupo de Lorentz. A partir
dai construiremos os operadores de boost para cada tipo de componente espinorial, as
que se transformam como mao direita e as de mao esquerda. Aproveitando esta algebra

mostraremos uma construcao da equacao de Dirac e consequentemente iremos determinar
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uma das realizagdes do operador conjugacao de carga, C.

O Capitulo 3 esta reservado para um estudo bem detalhado da estrutura formal do
ELKO, assim como a escolha da fixagao das fases para que ele seja de fato um autoespinor
do operador conjugacao de carga com autovalores +1. De uma forma algébrica bastante
rigorosa, construiremos o espinor dual associado ao ELKO, em particular, perceberemos que
se o dual para o ELKO seguir a mesma construcao que o dual de Dirac, nao conseguiremos
uma norma nao nula real e invariante por transformacoes de Lorentz. Por fim, através de
simples calculos serd mostrada a existéncia da helicidade dual para as componentes deste
espinor, as relagoes de ortonormalidade, completeza e as somas de spin. Como dito, um
termo responsavel pela quebra de simetria de Lorentz é oriundo das somas de spin. Sendo
assim, vamos analisar quais implicacoes fisicas isso pode trazer para a teoria.

O Capitulo 4 é reservado para o estudo da dindmica do ELKO, faremos entao a
construcao e analise do operador que aniquila tal espinor. Veremos que o ELKO nao satisfaz
a equacao de Dirac, e tal fato acontece por razoes 6bvias no contexto a ser discutido.

No Capitulo 5 apresentaremos a Very Special Relativity, que faz uso de um subgrupo
do grupo de Lorentz. A VSR basicamente é moldada de forma a retirar todas as simetrias
discretas, P,T, CP e C'T do grupo de Lorentz, rearranjando-se os geradores da algebra, J
e K, de maneira que quando introduzidas as simetrias discretas retorna-se novamente ao
grupo de Lorentz completo. Esse subgrupo de Lorentz é importante pois por ele poderemos
estudar teorias as quais violam Lorentz, ou violam alguma das simetrias discretas citadas
anteriormente. Desta maneira mostraremos que um novo operador de boost é construido
dentro dessa algebra, pelas simples razoes de que os geradores da VSR sao outros. Com
respeito aos invariantes de Casimir da VSR veremos que um deles é preservado, a massa,
enquanto outro invariante nao tem um significado fisico até entao.

No capitulo 6, construiremos os operadores de campo quantico. Para isso, primeira-
mente vamos construir a Hamiltoniana e estababelecer que tipo de relacao os operadores de
criagdo e aniquilacao de particulas devem obedecer, a fim de manter a energia do sistema
positivo definida. Assim, estabeleceremos a relagao de anticomutacao para tais operadores,
como no caso de Dirac. Veremos que na construgao do propagador do campo quantico
associado ao ELKO serd herdado o termo G(¢) advindo das somas de spin. Desta forma
vamos ver quais consequéncias tal fator podera trazer para o propagador. Finalmente,
faremos uma breve discussao sobre os possiveis acoplamentos permitidos para o ELKO.

Por fim, no Capitulo 7 partiremos das relagoes basicas entre os operadores de campo
e densidade de momento, para analisar a localidade do campo quantico associado ao
ELKO. Veremos que o termo G(¢) estara presente em tais relagoes, e desta forma o campo
sera local se este termo for identicamente nulo quando integrado em todo o espago. Caso

contrario existirda uma dependéncia espacial.
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2 PRELUDIO: O SURGIMENTO DO OPERADOR CONJUGACAO
DE CARGA

2.1 A CONSTRUGAO DOS ESPINORES DE DIRAC

Sabemos que os espinores de Dirac e Majorana podem ser escritos na representagao

de Weyl como

[ ¢r(P)
Y(p) = ( o1() )» (2.1)

onde o espinor massivo ¢r(p) se transforma como objeto (1/2,0) no espago de representa-
¢oes e o espinor massivo ¢r,(p) como um objeto (0,1/2). Pensando em um boost de Lorentz
arbitrario, por definicdo a componente de mao direita se transforma da seguinte maneira
7 1

or(p) — €27%pR(0), (2.2)

e para a componente de mao esquerda a transformacao ¢é definida como

dL(p) — e 27PH(0). (2.3)

Analisando a equagao (2.2), lembrando que o mesmo raciocinio pode ser tomado para

(2.3), podemos escrevé-la em termos do pardmetro de boost, , desta maneira temos
or(p) = Icoshgqto-.nsinhg ®r(0), (2.4)

onde n é o vetor unitario na dire¢do do boost de Lorentz. Em (2.4), suporemos que o
espinor original se refere a uma particula em repouso, ¢(0), e o espinor transformado,
¢r(p), a uma particula com um dado momento arbitrario p. Pela andlise dos operadores

de boost em [7] podemos escrever

_ E+m+op
or(p) = —[Zm(E—i—m)]%gbR(O). (2.5)

De maneira semelhante ¢ (p) pode ser escrito como

_ E+m-op
oL(p) = —[2m(E+m)]% ¢1(0). (2.6)
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Podemos ainda escrever esses operadores da seguinte maneira [7]

. (1/20)

a-so>: E+m<1+ 7-p > (2.7)

:exp< 2 2m E+m

(0,1/2) _ _0-90>: E+m< B 0-P>
g () FER(2R) e

em que o momento das equagoes acima ¢ dado por p=p-p e o parametro de boost é

definido por coshy = %, sinh p = % e ¢ =p, onde m se refere a massa.

Com um pouco de manipulagao algébrica das equagoes (2.5) e (2.6), usando o fato
que as componentes dos espagos de representagao (1/2,0) e (0,1/2) se transformam por
paridade e quando a particula estd em repouso nao podemos definir se seu spin é de
mao direita ou mao esquerda, portanto ¢r(0) = ¢1(0), pode-se escrever essas relagoes da

seguinte maneira
_E+o.p

Or(P) o), (2.9)
o1p) =" Pip(p). (2.10)

Devemos atentar para o fato de que o mesmo nao serd valido para o ELKO, uma
vez que para este caso as componentes nao estarao relacionadas por paridade. Também

podemos escrever na forma matricial as duas ultimas equagoes, obtendo

( —m p0+a.p) ( or(p) ) _ 0. (2.11)
pPo—OP —m qu(p)

As matrizes Gamma de Dirac, na representagao de Weyl sao escritas como

0 I . 0 —ot
0 7
7 — , , 2.12
7 ( I 0 ) 7 ( ot 0 ) ( )

assim, a equagao (2.11) é
(0p” +7ip" —m)i(p) =0, (2.13)

ou ainda de uma forma mais compacta

(Yup! —m)¥(p) = 0, (2.14)

que ¢é a equacao de Dirac no espago dos momentos.

A construgao da equagao de Dirac, aqui mostrada, carrega um aspecto da mecanica
quantica que possibilita que as duas representacoes do espaco de Weyl possam ter uma
fase relativa, pela maneira matematica que a equacao foi construida e também via as

propriedades das tranformagoes de Lorentz atuando nos espinores de Weyl [5].
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Até aqui nossa tarefa foi a construcao da Equacgao de Dirac, porém levamos em conta
apenas os boosts de Lorentz. Vale lembrar que as transformagoes mais gerais de Lorentz
sao compostas por rotacoes e boosts. Denotemos K os geradores de boosts e J geradores
de rotacoes. De uma maneira explicita, a relacao de comutacao entre esses geradores pode

ser calculada

Ky Ky = —id, e permutacoes ciclicas, (2.15)
[Je, Ky] = 0 etce, (2.16)
o, Ky = K, e permutacoes ciclicas. (2.17)

Facilmente vemos que K e J juntos nao formam um grupo fechado assim como os geradores
de rotagao J
(o, Iy =i, e permutagoes ciclicas. (2.18)

Podemos entdo, com esses 6 geradores K e J defirnir dois novos geradores [7]

SU(2)4 A=3(J+iK)
, (2.19)

SU((2)p : B

LK)

de tal forma que as relacoes de comutacao para essa nova composicao de geradores sao

[Ag, Ayl = 1A, e permutagoes ciclicas, (2.20)
(B:,By] = iB, e permutacoes ciclicas, (2.21)
[A4;,Bj] = 0 para i, j = X,y,z. (2.22)

Isso mostra que A e B, cada um deles, agora forma um grupo SU(2) e esses dois grupos
fecham uma &lgebra [7]. O grupo de Lorentz ¢ essencialmente SU(2) @ SU(2) e os espinores
se transformam de maneira bem definida. Serdo rotulados por dois autovalores (j,7’) o
primeiro correspondera a A e o segundo a B. Dessa forma podemos escrever da seguinte

maneira

Tipo 1: (1/2,0):  JY? = /2, KY?=—ig/2, (2.23)
Tipo 2: (0,1/2):  JY? = &/2, K'Y?=ic/2. (2.24)

Devemos observar que esses seis parametros sao referentes a trés angulos, que estao associ-
ados as rotagoes, e trés velocidades, as quais estao relacionados os boosts de Lorentz. Pelas
tranformacoes de Lorentz, existem dois tipos de espinores com duas componentes cada,

transformando-se de acordo com o Tipo 1 e Tipo 2, que correspondem as representagoes
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(1/2,0) e (0,1/2) do grupo de Lorentz.
Imaginemos agora o efeito de um operador que quando atuar em um espinor conjugue

sua carga

ve(p) = CY(p). (2.25)

Eis, entao, que do amago dessa estrutura surge uma nova simetria, a conjugacao de carga

cujo operador associado é dado por [5, §]

def 0 i®
C = K =vK. 2.26
( —i® 0 ) ” (2:26)

Na expressao (2.26) o operador K tem a finalidade de tomar o complexo conjugado de
qualquer quantidade que esteja a sua direita e ® é o operador de reversao temporal de

Wigner, que para a representagao de spin 1/2 é dado por

0 —1
@:(1 ) ) (2.27)

Vimos assim, uma das realizagoes do operador conjugacao de carga, a qual sera usada

neste trabalho daqui em diante.
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3 HELICIDADE DUAL DOS AUTOESPINORES DO OPERADOR CON-
JUGACAO DE CARGA (ELKO)

No capitulo anterior citamos o operador conjugacao de carga C'. O passo seguinte é
a obtencao dos autoespinores desse operador. Tais espinores recebem o nome de ELKO,
proposto por Ahluwalia e Grumiller. Os autores nao tinham a intencao de propor nenhum
candidato a matéria escura. Entretanto, foi descoberto que o ELKO possuia dimensao de
massa 1, ao invés de 3/2 e portanto nao poderia entrar nos dubletos do modelo padrao.
Mais além, o ELKO possui uma autointeracao renormalizavel, uma desejavel propriedade

da matéria escura. Essas caracteristicas fazem do ELKO um candidato interessante a tal.

Os espinores de Majorana sao escritos como

[ —020%(p)
¢M(P)—( o1(p) ), (3.1)

e obedecem a condi¢ao de Majorana, que é

CyYm(p) = +Yum(p), (3.2)

isto é, sao espinores autoconjugados via atuacao do operador conjugacao de carga, pois
possuem autovalor positivo. Podemos notar que ¢ (p) se transforma como um espinor
de mao esquerda ao passo que —o2¢7} (p) se transforma como um espinor de mao direita
[4, 5].

3.1 A ESTRUTURA DOS ESPINORES ELKO

Comecaremos aqui falando sobre algumas propriedades dos operadores de boost, e do
operador de Wigner (2.27), ja definido anteriormente. Na representagao (1/2,0) @ (0,1/2)

com a estrutura completa do grupo de Lorentz podemos dizer que existe a relagao de

paridade entre os operadores de boost £(1/29) ¢ k(01/2) pois, desta maneita podemos
0,1/2)

construir £(1/29 a partir de &( apenas pela troca de sinal [5, 9]. Dados os operadores

de boosts podemos ver que

((1/20)=1 — (c(01/2))F (k(O1/2)=1 = (x(1/20))1 (3.3)

)
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Uma consideracao que podemos fazer sobre uma caracteristica das matrizes de Pauli é a
seguinte

09005 L = 0. (3.4)

Tal expressao pode ser escrita através do operador de Wigner
Q00 ' =0}, (3.5)

e as duas ultimas equacoes acima nos permitem introduzir a chamada “magica das matrizes
de Pauli” [10]. E através desta “méagica das matrizes de Pauli” que a construcio do ELKO
de fato comega. Quando conjugamos as equagoes (2.2) e (2.3) e em seguida multiplicamos

pela esquerda por ©, essa sequéncia de manipulacoes nos leva & !

O (p) = exp(—3 - )O3 (0), (3.62)
007 (p) = exp(+3 - )04} (0). (3.6b)

Isto é, essas observagoes quando combinadas implicam

e Se ¢r(p) se transforma como um espinor de mao esquerda entao ((,©)¢7 (p) se

transforma como um espinor de mao direita, com a fase () ainda nao especificada.

+ Se ¢r(p) se transforma como uma componente de mao direita, entao ((,0)*¢%(p)

se transforma como mao esquerda, com a fase ¢, ainda nao especificada.

Devemos enfatizar a importancia da equacao (3.5), pois agora estabelecemos através de
(3.6a) e (3.6b) como as componentes espinoriais se transformam ou estao relacionadas.
Podemos dizer que elas se transformam através das matrizes de Pauli, este é o tinico vinculo
estabelecido entre elas. Para isso nao fizemos alusao a nenhum operador de simetria, tal
como a simetria de paridade, assim como é o caso para a construcao dos espinores de
Dirac.? Aqui é nosso dever deixar claro que uma vez que construimos um espinor dentro
do grupo Full Lorentz estaremos construindo um espinor de Dirac. Partindo dos espinores
tipo Majorana, porém escrevendo-os de uma forma geral com uma fase arbitraria, temos
entdo que os espinores que pertencem a esse espaco de representacdes 3 (1/2,0) @ (0,1/2)
sao

(€\©)¢L(p)

¢L(p)

or(D)

A(p) =
(p) (6,0 ¢5(p)

, o pp)= : (3.7)

1E aqui nosso dever observar que, como até entdo nio introduzimos a simetria de paridade ou reversio
temporal, estamos em um subgrupo do grupo de Lorentz. Aqui, estamos apenas nos baseando no operador
conjugacao de carga e boosts.

2Novamente, é muito importante e sutil a colocacio feita sobre a maneira que as matrizes de Pauli
fazem a ligacdo entre as componentes do ELKO, pois, para o caso de Dirac é imposto que o elo entre as
componentes espinoriais seja o operador Paridade.

3 Aqui, vamos tratar dos espinores A(p) apenas. A fisica relacionada a p(p) é a mesma essencialmente.
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sendo aqui ¢y e (, fases arbitrrias a serem determinadas posteriormente. Limitando-nos
apenas a autovalores reais, esses espinores se tornam autoespinores do operador conjugagao
de carga com autovalores iguais a +1 (obedecendo a condigdo de Majorana, porém de

uma forma mais completa) se as fases tiverem os valores +i, levando entao a
CA(p) = £A(p). (3.8)

Faremos uma distingao entre os espinores que carregam autovalores “+” e autovalores “—",
chamaremos de espinores Self-Conjugate ou Autoconjugados os que carregam autovalores
Wy » . ~ S .

+”, espinores que serao representados por A\”(p) e os espinores que possuem autovalores
[44 7

recebendo o nome de espinores Anti-Self-Conjugate ou anti autoconjugados e serao

representados por A4 (p). Ou seja, da observagao acima teremos as seguintes relagoes
CX(p)=+\%(p),  CM(p)=-\(p). (3.9)

Para obter a forma explicita para os espinores \° (p) vamos escrevé-los no referencial de

repouso e depois aplicar o operador de boost [5]. Entao a principio temos

35 (0) — ( +i0¢}(0) ) )= ( A ) | (310)
¢ (0) ¢1(0)

3.2 CALCULO DA HELICIDADE PARA O ELKO

E importante relatar aqui que o operador helicidade é definido como um produto
interno entre o operador de projegdo do spin na diregdo do momento [11], em outras
palavras o conceito de helicidade nos da a informacgao sobre a projecao do spin na direcao
do movimento da particula. Para isso, usando as matrizes de Pauli, o;, comi =2,y e z e
o vetor unitdrio para o momento p = p/|p|, a equagdo de autovalor para a helicidade fica

dada por
0.plér/L) = £lér/L), (3.11)

onde o operador ¢ escrito como 0'.p 1= 0Py +0ypy +0.p. € 0 vetor unitario p parametrizado
em coordenadas esféricas é p = (sinfcos¢,sinfsin@,cosd). Desta maneira temos uma
equagao que define o operador helicidade e seus respectivos autovalores e autovetores [11].

Para encontrar a helicidade do ELKO faremos a seguinte escolha

.7 (0) = +¢7(0). (3.12)

Resolvendo explicitamente para a helicidade positiva temos

'cose' sin fe "¢ ¢l S oL 7 (3.13)
sinfe®  —cosf ¢JLF2 ¢JLF2
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0 que, ap6s alguns simples célculos envolvendo relagoes trigonométricas, leva-nos a

cosQe*i%
¢z<0>=ﬁ( 2 ) (3.14)

Fazendo o mesmo procedimento para a helicidade negativa temos

cosf  sinfe " 1) __ [ %n (3.15)
sinfe’®  —cosh 1o Pr2 7 |

e desta forma

.9 ;¢

o sise 2

¢L(0):\/_m( 2 ) (3.16)
—COs5€ 2

A justificativa da apari¢do do termo de massa nas equagoes (3.14) e (3.16) sdo dadas
no Apéndice B. De uma maneira um pouco mais simples podemos agora calcular os
autoestados de helicidade para o espinor que se tranforma como mao direita @gbf*. Assim,

conjugando a equagao (3.12) temos

o ploz(0)]" = (o7 (0)]". (3.17)

Substituindo * pela equagao (3.5)

000 'plor (0)]" = F[oy (0)]", (3.18)
e usando o fato de que @ ! = —@, encontramos

- ©0.0p¢1 (0)]" = Flor ()], (3.19)
ou ainda

©'a.0p[¢7 (0)]* = Floy (0)]". (3.20)

O passo final é multiplicar pela esquerda ambos os lados da equacao (3.20) por O, pois

assim chegaremos a conclusao que
N + * + *
o pO[¢7 (0)]" = FO[o7 (0)]". (3.21)

Podemos observar entdo que @[¢7 (0)]* possui helicidade oposta a ¢7 (0), resultado
esse que constrasta com os espinores de Dirac pois, neste tultimo caso as duas componentes

possuem mesma helicidade [5].

A maneira mais comum de se representar os espinores de Majorana é como um
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conjunto de dois bi-espinores, ambos possuindo autovalores iguais a 1 sob a atuagao do
operador conjugagao de carga [12]. Esse é o conjunto de espinores autoconjugados. No
entanto como mostrado em [5, 9], também existe um conjunto de espinores anti autocon-
jugados. O espinor de Majorana escrito em (3.1) é um espinor do tipo autoconjugado
sob atuacao do operador conjugacao de carga. Para ¢ existem duas possibilidades de
helicidade, helicidade positiva e helicidade negativa [5, 9]. Agora vamos fazer uma andlise

para o ELKO. Uma vez que para esse caso i® = g3 podemos escrever

[ Fo207(P)
A(p)-( e ) (3.22)

Temos uma liberdade na escolha da helicidade das componente de (1/2,0) e (0,1/2)
de A\(p). Nesse momento estamos interessados em observar que ao fixarmos as helicidades
de (1/2,0) e (0,1/2) como sendo as mesmas, A(p) serd um objeto de uma tnica helicidade
se tornando idéntico aos espinores de Majorana [12]. Essa escolha, contrariaria os resul-
tados obtidos em (3.12) e (3.21). O que acontece é que para o ELKO comegamos com a
componente (0,1/2) de ¢r(p) escolhendo uma determinada helicidade; j4 quando vamos
construir a componente (1/2,0), £i®¢7 (p), percebemos uma mudanca da helicidade para
a componente (1/2,0) acontecendo naturalmente. Isso é notado em (3.21) [5, 12], e por

essa razao o ELKO é dito ser um objeto com Helicidade Dual.

3.3 FORMA EXPLICITA PARA O ELKO

Apoés estudar a estruta formal do ELKO na secao anterior, nosso proximo passo é
a construcao de sua forma completa. Comecaremos primeiramente tratando os espinores

em seu referencial de repouso. Temos dois espinores autoconjugados

i + * i - *
A (0) = ( HOWLO) ) Ar ) (0) = ( A ) (3.23)
L

e as duas representagoes restantes sao para os anti autoconjugados

— + * — - *
A24-,+><0>=( oW ) Az“+,-><o>:( o) ) (324
L L

Facamos uma pausa para entender um pouco melhor a forma com que esses espinores
foram escritos. As quantidades entre parénteses (4,F) estdo relacionadas com a helicidade,
a primeira entrada é referente a helicidade da componente que se transforma como mao

direita, isto é (1/2,0) enquanto a segunda entrada refere-se a helicidade da componente de
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mao esquerda (0,1/2). Podemos também de uma forma mais geral, aplicar nos espinores

os operadores de boost de Lorentz representados pela forma matricial abaixo

L0200
)‘(h,—h) (p) = 0 /{(0’1/2) )‘(h,—h) (0) (325)

Agora, se fizermos uma pequena mudanca nos operadores de boost trocando ¢.p por p-6p,

pois p = pp, e aplicarmos esse operador nas equagoes (3.23) e (3.24) temos

_ [E+m po.p i®[or T (0)]*
Ap) =/ o (I—E+m>( 540) ) (3.26)

Desta maneira, apds a atuacao de o.p nas componentes do espinor, podemos escrever de

uma forma bem completa os espinores em termos das helicidades e do momento

E+m P
N B) = S (1= 2 ) 0, (3.27)

além de

E+m D
Moo @) =1/ (1+E+m>A(S+,_)(0). (3.28)

Devemos enfatizar algo que merece nossa atencao: os dois fatores que antecedem a quanti-
dade A% (0) acima nao sao mais os operadores de boost de Lorentz que aparecem em (3.25),
pois pela substitui¢ao feita em (3.26) a quantidade que aparece multiplicando o espinor
deixou de ser um operador matricial, sendo agora essa quantidade um ntmero que leva

em conta o modulo do momento da particula.

Da mesma maneira podemos proceder com os calculos para encontrar os )\A(p).

Assim, teremos os espinores anti autoconjugados ap6s o boost [4, 5]

E+m D
N ®) = S (1= 2 ) (0, (3.29)

E+m P
My )=y o (1+E+m>Ag4+,)(0). (3.30)

Portanto, explicitamos aqui como ficam os espinores ELKO com a atuacao dos operadores

de boost de Lorentz.
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3.4 O DUAL DO ELKO

Sabemos que para Dirac o correspondente dual é dado por [7]

¥(p) =41 (p)0, (3.31)

onde a quantidade ) (p)t(p) é um invariante sob transformacées de Lorentz ou seja, um
escalar. Se tomarmos o mesmo formato do dual de Dirac para o ELKO, A(p) = A (p)yo
veremos que este nao possui uma norma desejada (o apéndice A foi reservado para todos
detalhes e contas). Explicitamente, se o dual do ELKO massivo tiver a mesma construcao

que de Dirac teremos uma norma nula [13]

;\Egi,q:) (P)/\Zgi,:p)(P) =0, (3.32a)
Mes) (@M e 5 (P) =0, (3.32D)
M (@) 4 () =0, (3.32¢)
Mem @A 5 () =0, (3.324)
Mem (A1) =0, (3.32e)
j‘ét,¥)(p))‘?¥,:|:) (p)=0. (3.32f)
Teremos também as normas imagindrias para os seguintes casos [13]
Me.) (P)A 5 1) (P) = F2im, (3.330)
M5 (P 4 (p) = £2im. (3.33b)

Desta maneira temos um grande problema inicial para definir o dual dos espinores ELKO.
Vamos tomar um desses espinores de forma genérica e chamé-lo de p(p). Devemos buscar
um dual que chamaremos de g, (p), o qual assegure uma norma real ndo nula invariante
por transformacoes de Lorentz. Vamos entao examinar uma forma bem geral de se escrever

o dual

%0 (0) ™ [20a(p)]'n. (3.34)

Em (3.35) o operador E é tal que quando atue em algum 4-espinor de g, (p) nos devolva
algum espinor p3(p) que pertenca a um dos autoespinores de C que estamos analisando.
Requeremos apenas que 22 =1 para que seja um mapa invertivel, além de podermos
escrever o usual em termos do espinor dual e também para que o dual do dual coincida
com o espinor usual. Para o ELKO, os resultados contidos nas equagoes (3.32a) até (3.32f)
nos permitem definir [13]

) ) ) ) _
g - (AS Moo +AL A 0 = AL M AL oA ) (3.35)



Daqui podemos extrair a informacdo de que 22 =1 e que sua inversa existe. Entao de
acordo com nosso ponto de partida, (3.35), podemos introduzir a notagdo para o dual do
ELKO como sendo

Aa (P) = [EXa(p)] 1. (3.36)

Sendo assim podemos escrever uma relacao para o dual do ELKO com uma notagao
especifica [13]. Usando as equagoes (3.32a) a (3.32f), (3.34a) e (3.34b) atuaremos pela

S

(+) em (3.36), resultando no que se segue

direita com \

1

BAT ) (P) = 5 A (@) A () A (), (3.37a)
=2im
-5 g t
Mooy (P) = =i A ()] . (3.37b)

Notemos entao que a principal funcao do operador E é fazer a troca de helicidade. Devemos
agora encontrar 7 para que [Aq(p)]'nAa/(p) seja invariante sob qualquer transformacao
arbitraria de Lorentz, onde A\, (p) é qualquer um dos espinores ELKO [4, 9]. Para que isso

seja verdade, as identidades seguintes devem ser validas
[J,n]=0,  {Kn}=0. (3.38)

A principio parece nao haver uma solucao nao trivial para 7. Podemos pensar de uma
maneira ilustrativa o seguinte: para que [Ao(p)]'nAas(p) seja invariante devemos ter a
seguinte forma

Matriz(qxq) X Matriz,y = Matrizg ), (3.39)

onde uma Matriz(1) € simplesmente um nimero, um escalar, invariante sob qualquer
transformacao de Lorentz, exatamente o que queremos do produto do espinor dual com o

usual [Ao(P)]"m A (p). Podemos comecar escrevendo

UL P)nYi(p) = $H0)(¢ ) ne 2 4;(0). (3.40)
Usando o fato de que K f—_K , vamos escrever a equagao acima como
Uh@)mei(p) = E5(0)mi(0), (3.41)

Para o cédlculo de 1, usaremos as relagoes de comutagao e anticomutacao com os geradores
do grupo, J e K, comegando por {K,,n} = 0. Para isso, digamos que 7 é uma matriz

qualquer da forma
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a b ¢ d

h
n—| €19 (3.42)

7 L m n

P q T S

Entao
—2ia 0 0 —2id
0 2f 2 0

(K.} = I 2 ~0. (3.43)

0 2l im O
—2ip 0 0 —2is

Pela identificacao dos elementos do anticomutador com a matriz nula 0, temos que
a=d=f=g=l=m=p=s=0. (3.44)

Com isso conseguimos eliminar alguns termos de n

0 b c O
0 0 h
n=|° (3.45)
70 0 n
0 g r O
Calculando {K,,n} temos
—i(b+e) —ila+f) i(d—g) i(c—h)
—-@'(f—l—a) .—i(+b) i(h—c) i(g—d) (3.46)
ilp—1) i(g—7) i(r+n) i(m+s)
i(j—q) il—m) i(s+m) i(r+n)
Assim, de {K,,n} =0 ficamos com
b=—e c¢c=h q=j r=-n. (3.47)
Por tltimo, faremos {K,,n}, ou seja
b—e 0 0 c—h
0 —e+b —h d
°r e gral (3.48)
0 —j+q —n+r 0
q— 0 0 r—mn
resultando em
b=e=r=n=0. (3.49)
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Por fim, usando a relagao [J;,n] =0 temos n = 0. Logo, a matriz n fica dada por

0 0 ¢ O
0 00
n=1| " ‘ (3.50)
i 000
04 00

Para que 7 tenha uma norma invariante e real, e também para que as componentes (1/2,0)
e (0,1/2) se tranformem de maneira simétrica faremos ¢ =j =1, o que finalmente resulta
em [13]

=10, (3.51)

a menos de uma constante irrelevante. Apos todo esse processo para encontrar 7 precisamos
verificar como podera ser escrita a relacio [Aq(p)]'nAa/(p). E simples vermos que o dual
para o ELKO pode ser expresso, de uma forma bastante 1til, como

N def .
Yo (p) Y il A5 ()0, (3.52)

(77+) — 1 — __ (+’7)
()= TI= 6
apenas como um compensador de sinal entre as quantidades indicadas pelos indices supe-

com o novo simbolo € significando e . Esse simbolo deve ser entendido
riores e inferiores, sem fazer referéncia alguma a qualquer tipo de métrica para subir ou
descer indices. Vale lembrar que a equagao (3.51) vale tanto para espinores autoconjugados
quanto anti autoconjugados A(p). Assim a equagao (3.53) pode ser escrita em sua forma

explicita por

-S/A . +
X ) =i N )] o, (3.53)
-S/A . A T

A,y (P) =~ {Aff,+)(p)} Yo- (3.53b)

Apenas por comparacao, o dual de Dirac pode ser escrito de uma forma equivalente

b(p) =81 v}, (p)o, (3.54)

. . /7 / 7z
onde ¥ (p) representa qualquer um dos 4 espinores de Dirac e o simbolo (5% ¢ o Delta de
Kroncker. Devemos salientar que se usarmos o mesmo procedimento para construir o dual

de Dirac chegaremos ao resultado ja conhecido para este caso.
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3.5 RELACOES DE ORTONORMALIDADE E COMPLETEZA PARA O ELKO

De posse do dual do ELKO bem definido, podemos estabelecer as expressoes

-8 g
/\a (p)Ao/ (p> = 2771504/047 (355&)

_A A
Ao (P)AY(P) = —2mbasa- (3.55b)

Calcularemos a equagao (3.56a) pois para calcular (3.56b) é apenas necessario repetir o

procedimento trocando o espinor autoconjugado pelo anti autoconjugado. Assim

s o (e (e _
A(—,+)70A(+,—)—( ﬁL(O) )7()( ¢;L(0) )_

| fon (0 1) (el _
e ot (12)(5507)-

—i[@¢1 (0)] 61 (0)+i¢},(0)© [¢1(0)]".

Recorrendo as equagdes (3.14) e (3.16) vamos reescrever ¢7(0) e ¢7 (0) em termos de

senos e cossenos, obtendo

; i —sin(Z e%
[—Z\/_( —sm(g) 2 Cos(g)e_2q5 )ﬁ( (9 )+i¢ )
2

o\ i . g\ =it —Cos(g)e_éq5 B
1|t ( COS(i) ez 5111(5)@ 2 )\/E gy id =2m. (3.56)
2

De modo andlogo pode ser mostrada a relagao (3.56b). A relagdo de completeza para o
ELKO fica entao definida por

s 2 [AE0l) X () iy (9) Xy )] =1 (357

Tal relacao pode ser mostrada apés uma série de calculos, cujos passos principais sao

mostrados a seguir.

Como primeiro passo vamos supor, para facilitar os calculos, que o momento seja
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p = p.&. Entao

Mo @) A1) () :2<E+m> ( i0(67 (0))* +ps (67 (0)) )

2m ip2© (7 (0))* + 1 (0)
x (~ipe(©67 (0)T + (67 (0)T —i(©¢F (0))T +pu(o7(0)T ).

Apoés realizar a multiplicacdo obtemos

-5 1 —ie™™
My @) Ay ) =m ( e ) . (3.58)
Agora, a préxima etapa é calcular )\*(9_’ Jr)(p) j\( +) (p), o que apés alguns passos se reduz
a
=S (E+m\ [ i©(6F(0)" +pu(¢f(0
Ny P) Ay () = —i () [ POV PO )
m —ip2©(¢7,(0))" + ¢ (0)

(ip2(©67(0))" + (671.(0)1 —i(©9F(0)” +pa(0F(0)T ).

Apdbs as multiplicagoes das matrizes, ficamos com

-5 0 —ie i
S - _
M o@) Ao (p) = m(iew 0 ) (3:59)

Feito isso, o resultado obtido corresponde apenas a primeira parcela do somatorio. Devemos

prosseguir agora com os célculos para os espinores anti autoconjugados. Nesse caso temos

_A p):< —i©(¢7 (0))* +pz(d7) )
’ —ip2© (¢ (0))* + ¢ (0)

% (ipa(©07(0))T + (67 (0) (@67 (0)T +pa(dp (0))F ),
e desta maneira

-A R
A ~ =— ‘ . 3.60
() (P) A1) (P) m ( it _q ) (3.60)

Por fim

- ( —i®(¢f)" —pe(0])

O (0F) + 07 )<_ipm(®¢z)”(w i(©67)T —p:(0)' ).
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-4 0 —ie i
A _
A P) Mg o) (P) =m ( it 0 ) ' (3.61)

Podemos agora voltar na equagao (3.58) e substituir os termos encontrados, obtendo

1 1 —ie @ 0 —ic®
— |m . —m .
om ie'® 1 e 0
1 1 —ie ™ 0 —ie—i¢
m . —-m ) =1.
ie'd 1 ie'® 0

+ R
A relagdo acima nos mostra a necessidade da existéncia dos espinores anti autoconjugados,

2m

pois sem eles nao conseguiriamos estabelecer a relagao de completeza. Para comparacao, as
relagoes de ortonormalidade e completeza para os espinores de Dirac sao, respectivamente
[5, 7]

up (p)un(p) = 2mopp, (3.62)

U (P)vn(P) = 2mdp, (3.63)

o Y [ @)up) - @)p) =1 (369
h=+1/2

3.6 SOMAS DE SPIN E PROJEGAO PARA O ELKO

Falaremos aqui a respeito da relagdo existente entre a soma de spin e o operador de
onda (operador que aniquila o espinor) associado. Comegamos entéo escrevendo a relagdo

para os espinores autoconjugados

> Aa( ) e () = A5 (D) A AP x 3.65
a(P) X (P) = AT (@) A\ ) (P) + A 1(P) A4 ) (D), (3.65)

pois como ja visto anteriormente podemos destacar

AP Vi -0 3.66

G (P) At o) (P) =0, (3.66)
-S

AL 0@ Ay (P)=0. (3.67)



Recorrendo & equagao (3.60), o somatdrio resume-se a

1 0 0 —ie ™

0 1 iet? 0

0 —ie ™ 1 0
e’ 0 0 1

A D) ne (p) = m (3.68)

De maneira correlata podemos realizar os célculos para os espinores anti autoconjugados.

Usando a equagao (3.62) temos

-1 0 0 —ie

-A 0 —1 e 0
A(p) ) —m . : 3.69
; a(@) A (P) 0 _ie-i® 1 0 (3.69)
iet® 0 0 -1

onde podemos definir uma dada matriz G(¢) como sendo
0 0 0 —ie ™
0 0 e 0
G(o) = . . 3.70
(@) 0 —ie™™® 0 0 (370)
e’ 0 0 0

Desta forma, usando G(¢), podemos reescrever as relagoes (3.69) e (3.70) como se segue
S o5
> 2a(P) Ao (P) =m(I+G(9)), (3.71)
«
enquanto para A4 (p) temos a seguinte relacio para a soma de spin
oA
2 Xa(p) Ao (p) = —m(1-G(9)). (3.72)
e
Faremos aqui uma breve pausa para uma observagdo importante a respeito dos

resultados obtidos até agora nessa secao. Embora o termo que aparece do lado direito das

equagoes (3.72) e (3.73) seja o operador que aniquila o ELKO, como podemos ver
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[G(¢) — T\ (p) =0,

[G(6) +1Xa(p) =0,

este nao é um operador de onda, pois, nao possui dependéncia temporal. Portanto, devemos
destacar que nas somas de spin para o ELKO existe uma dependéncia com relacdo a uma
determinada diregao espacial, contida em G(¢), portanto podemos dizer que existe a quebra,
da simetria de Lorentz. Uma vez que as somas de spin aparecem no coragao da estrutura
do propagador associado ao campo, e estas estao relacionadas com a interpretacao de
particula e localidade, veremos que isso afetara na localidade do campo quantico. Para o

caso de Dirac temos as seguintes relagoes

> un(p)in(p) = yupt +ml, (3.73)
h=+1/2

enquanto para os espinores referentes as “antiparticulas”, vy (p),

>~ on(p)on(p) =" —ml, (3.74)
h=+1/2

onde no lado direito das duas tdltimas equagoes acima aparece o operador de onda que
aniquila os espinores de Dirac, e perfazem a equacao de onda. Desta maneira, essa estrutura

encontrada para o ELKO contrasta diretamente com o caso de Dirac.
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4 DINAMICA DO CAMPO: EQUACAO DE KLEIN-GORDON E DI-
RAC ATUANDO NOS ESPINORES ELKO

Este capitulo esta reservado para analisarmos de uma forma mais ampla e detalhada
o comportamento dos espinores A5 (p) e A4 (p) sob a atuacio do operador de Dirac ,p"

e do operador d“Alambertiano.

4.1 ELKO NAO SATISFAZ A A EQUACAO DE DIRAC

O operador de Dirac no espago dos momentos nao aniquila A(p). Para verificar isso

comecaremos atuando com v,p* em um ELKO qualquer

| E+m p 0 7D

0
Atentando para as relagoes (3.17) e (3.21), e apés alguma manipulagao algébrica, podemos

escrever
0 &p
( o ) A (0) = 10X (0), (4.2)

como consequéncia podemos escrever (4.2) como

E+m D
PN (P) =15 - (1—E+m>(E+p)70Af,+)(0). (4.3)

Agora, observando que

70)‘?—,+)(0> = _i)‘zg+,—)(0)v (4.4)
e evocando a relacao de dispersao temos a seguinte relagao
p E? —p*+m(E +p)
1— E = 4.5
R o
p
= (1 . 4.6
( * E—l—m) (4.6)
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Finalmente temos

) E+m
e (e ) (17)

e recorrendo a equagao (3.28) temos

YDA 1) () = —imAT, ) (p). (4.8)

De maneira similar podemos atuar com 7,p" nos outros espinores ELKO, cujo resultado é

VPN (p) = —imA (), (4.92)
WP N oy () = imAL ) (p), (4.9b)
1PN o () = —imAL L) (p), (4.9¢)
VP A () = imALL y(p). (4.9d)

As relagoes contidas em (4.9a) a (4.9d) também podem ser escritas sob a forma

matricial como se segue [5, 12]

w0 00 M) =\ (®)
S S

0 w00 A(;J(p Vi A;v“(p V=0 @)

0 0 wp' 0 )\(7,+) (p) (+,7)(p)

0 0 0 Vﬂpu )‘é_,_) (p> _)‘24_74_) (p)

entao de uma maneira mais compacta temos

(3PS5 +imlen) A5 (p) = 0, (4.11)
(355 — imleg) A5 (p) = 0. (4.12)

Nas equacdes (4.11) e (4.12) o simbolo 02 é responsavel por fazer a troca da helicidade do
espinor que aparece a sua direita e eg é definido como anteriormente. A presenca de 55 e
eg nestas equagoes mostra que o ELKO nao satisfaz a equagao de Dirac. Sabemos que os

espinores de Dirac, no espago dos momentos, sao aniquilados pelo operador (y,p* £ mlI)

[5]

0, (4.13a)
0. (4.13b)

(Yup!' +mI)u(p)
(Vup! —mI)v(p)

Os espinores u(p) e v(p) sdo autoespinores do operador v,p* e possuem autovalores iguais

a +m e —m, respectivamente [1].

Podemos escrever um dado espinor que satisfaca a equacao de Dirac, ¥(p), no espago
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das posigoes em termos de combinagoes lineares de ondas planas, ¥(x) = w(p)ej”p“““.

Assim escrevemos a equacao de Dirac no espago das posicoes
(iv"0, —mI)(x) = 0. (4.14)
Seguindo o mesmo raciocinio pode-se escrever a seguinte relacao para o ELKO
AS/A () = ASTA(p)ele™ Hipua) (4.15)

Para que a equagao (4.15) esteja em concordancia com (4.11) e (4.12), devemos fixar
S=—leet=+1 [5]. Desta forma podemos escrever no espago das posigoes a equagao

que aniquila o ELKO
(ir"0,08 +imId )Ny (@) = 0. (4.16)

Comparando as equagoes (4.14) e (4.16), podemos notar que o operador de Dirac, iy*0,, £
ml, aniquila cada um dos espinores up(x) e vi(x), mas o mesmo nao acontece para o
ELKO. O operador da equagao (4.16) quando atua em um espinor ELKO faz a conexao
entre as helicidades (+,—) e (—,+), e vice versa. Isso acontece tanto para os espinores
autoconjugados quanto para os anti autoconjugados. Devemos enfatizar a seguinte situagao:
no caso de Dirac, a equagdo é dindmica, enquanto que (4.16) é apenas uma identidade

meramente algébrica.

4.2 ELKO SATISFAZ A EQUACAO DE KLEIN-GORDON

Para ver se os espinores ELKO satisfazem a equagao de Klein-Gordon iremos atuar

com o operador 7,p” no espinor da relagdo (4.9a). Desta forma

Vb PNy (P) = imrwp” ALy (P),
(0 0) Xy (B) = i A (p). (@.17

— {77 10,0,

utilizando a relagao (4.9b) ficamos com

—0AT 1 (p) =imwp" A, )(p), (4.18)
mZAES;FF) (p)

assegurando desta maneira para todos os espinores ELKO a seguinte relacao
(@+m?)AS M (p) = 0. (4.19)
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De fato, isso ja era esperado; uma vez que a equagao de Klein-Gordon é uma relagdo que
expressa conservacao de energia, ela deve ser satisfeita por qualquer campo independente-

mente do spin.

Como no caso para o campo escalar, a densidade de probabilidade para o ELKO nao
é postivo definida. Portanto isso pode ser resolvido se deixarmos de lado a interpretacao
de uma tnica particula descrita por uma funcdo de onda e passarmos a pensar em um
campo quantico, para o qual, apds a quantizagao, conseguimos assegurar uma densidade
de probabilidade positivo definida. A seguir veremos mais um argumento em prol da

(segunda) quantizagao.

4.3 TRANSFORMACAO NAO UNITARIA

Vamos analisar aqui, nesta secao, a relacdo de covariancia da relagao algébrica que
aniquila o ELKO. Para tanto vamos ver se essa equacao mantém sua forma apds uma

transformacao geral dada por
N(z') = S(A)\(z), (4.20)

onde S(A) é uma matrix 4 x 4 ndo nula e nao singular (deve admitir inversa). Desta
maneira, usando a relagdo (4.20) na equagao (4.11) vamos definir a equagao transformada

por

(170,02 + im1el) s ) = 0,
"0, 010 S(A) T Ny (&) +imIell S(A) T Ny(z') = 0. (4.21)

Lembremos que embora os indices S (autoconjugado) e A (anti autoconjugado) tenham
sidos suprimidos, os calculos valem para os dois tipos de espinores. Entao introduzindo

S(A)"'S(A) =1 na equacio (4.21) e multiplicando pela esquerda por S(A) temos
iS(AS(A)'S(A)D,S(A) T S(A)SLS(A) Ny(x) +imIS(A)el S(A) " Nj(=') = 0.
Sabendo que as quantidades 6% ¢ e’f se mantém invariantes, temos

(i S(A)"S(A) T AL 0,68+ imIes )Ny (") = 0. (4.22)

v
A equacao na forma covariante fica escrita como
(i9™0/,05 +imIel) Ny (') = 0. (4.23)
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Como uma consequéncia, temos que para qualquer X;/ A(:I:)
S(A)YS(A) " =A1AL. (4.24)

Desta maneira, se A for uma rotagao entao a transformacao aplicada em A(x) é unitaria,
mas caso A seja um boost de Lorentz a transformacao nao sera unitaria. Desta maneira os
espinores ELKO nao podem representar um estado quantico, mas servirao como coeficientes

de expansao do campo quantico, o qual, este sim, transformar-se-4 de maneira unitaria.
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5 ELKO E A RELATIVIDADE MUITO ESPECIAL (VSR)

A Very Special Relativity (VSR) foi proposta no ano de 2006 por Cohen e Glashow,
desenhada para descrever teorias que violam a simetria de Lorentz, assim como para o
caso do ELKO que como vimos possui um termo de quebra de simetria nas somas de spin.
Os autores ainda mostram que a invaridncia das leis fisicas e a invariancia da velocidade
da luz em qualquer referencial inercial, ndo requerem o grupo completo de Poincaré, mas
sim podem ser explicadas por dois subgrupos da VSR, os grupos HOM (2) e SIM(2). De
modo geral, se a teoria a ser estudada contém particulas massivas e nao viola nenhuma
simetria discreta como P, T, CP e C'T entao a escolha é tinica, deve-se escolher o grupo de
Poincaré. Caso a teoria viole alguma simetria discreta, entao o grupo que melhor abordara
essa teoria é algum subgrupo que estd por tras da VSR. Para o nosso caso a VSR é de
suma importancia, pois, como visto no Capitulo 3 o ELKO viola a simetria de Lorentz,
e veremos aqui que na estrutura algébrica da VSR as somas de spin para o ELKO sao

invariantes ou covariantes, possibilitando desta maneira uma melhor interpretacao fisica.

5.1 0S GRUPOS DE TRANSFORMACAO E ESTRUTURA ALGEBRICA DA VSR

Comecaremos definindo os subgrupos do grupo de Lorentz! como subgrupos que
engendram a VSR, se a estes subgrupos quando feita a adicao de qualquer simetria discreta
P, T, CP e CT novamente retornamos ao grupo de Lorentz. O menor grupo com essa

propriedade possui os geradores
=K, +Jy, e Th=Ky,—Jg, (5.1)

onde J sao geradores de rotacoes e K sao geradores de boosts. Esse grupo ¢é isomorfo
ao grupo de transla¢oes no plano T(2) [14, 15]. Atentando-nos ao fato de que T(2) é um
subgrupo da VSR, verificaremos entao se com a adi¢ao da simetria de paridade, P, por
exemplo, reconstruimos o grupo de Lorentz. Entao com a aplicagdo de P nos geradores

Ty e Th temos

P()=-K;+J, e P(Tp)=—-Ky—Jy. (5.2)

LComo de praxe quando nos referimos ao grupo de Lorentz estamos falando do grupo formado pelas
simetrias discretas, geradores de rotacoes J e geradores de boosts K. Quando nos referimos ao grupo de
Poincaré estamos falando do grupo de Lorentz mais geradores de translagoes no espago-tempo.
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Note que apenas os geradores de boost ganham um sinal. Isso advém do fato que a atuacao
de P em tais geradores inverte o sentido da velocidade, fazendo v — —v. Enquanto para os
geradores de rotagoes, os quais da maneira mais simples podemos escrever como J=7x D,
a atuacao de P inverte o sinal de ambos os termos, desta forma mantendo-os inalterados.
Uma vez que fagamos combinagbes apropriadas com as equagoes (5.1) e (5.2) podemos
obter K, Ky, J; e J,. Além do mais, usando as relacoes de comutacao dos geradores do

grupo de Lorentz

Ky, Ky = —iJ, e permutagoes ciclicas, (5.3)
[Jo, K] = 0 etc, (5.4)
[Jz,Ky] = 1K, e permutagoes ciclicas, (5.5)

podemos entdo encontrar K, usando a relacado (5.5) e J, usando (5.3). Desta forma
podemos ver que o grupo T(2) com a adigdo de P é equivalente ao grupo de Lorentz. O
proximo passo é catalogar os grupos da VSR. Se adicionarmos a T(2) o gerador de rotacao
em torno do eixo z, J,, isso fornecerda um grupo isomorfo ao grupo euclidiano E(2), o
grupo de rotagoes e translacoes no plano zy. E claro que E(2) com a adigdo de alguma
simetria discreta é equivalente ao grupo de Lorentz, uma vez que T(2) é um subgrupo de
E(2). Este ultimo também é classificado como um grupo da VSR. Vamos prosseguir com o
processo de aumentar os grupos da VSR, adicionando a T(2) o gerador K, temos o grupo
isomorfo ao grupo de trés pardmetros de transformagoes de similaridade, ou homotetias,
HOM(2), enquanto que com a adi¢ao de ambos os geradores K, e .J, consegue-se construir
um grupo isomorfo ao grupo de 4 pardmetros, similitude, ou SIM(2) [14, 15]. Temos entéo,

de forma ilustrativa a tabela abaixo com todos os grupos de VSR. Dois dos subgrupos

Grupo Geradores Algebra

T(2) Ty, Ts [11,15]= 0

E(2) Ty, Ts, J, [T1,T5]= 0, [T, J.] = —iTy, [Tz,J,|=iTh

HOM(2) Ti, Ty, K., [T1,To]= 0, [T}, K] = iTy, [Th,K.]=iT}

SIM(2) Ti, Ts, J,, K, [T1,T5]= 0, [Th, K,]| = iTy, [T5,K,|=iT,
(T1,J,|=—iTs, [Ts,J,|=iTy, [J.,K,]=0

Tabela 5.1: Os 4 grupos da dlgebra da VSR

da VSR, HOM(2) e SIM(2), permitem a constru¢ao de uma transformacao que simula o
comportamento do boost de Lorentz, isto ¢, uma transformacgao que toma um dado vetor
ou espinor do repouso para um dado momento arbitrario [15]. O boost da VSR é definido

como [14]
Y = el gilaer iz (5.6)
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Desta forma os parametros da transformagao acima sao definidos como

€1 = , 5.7
pO—p3 (5.7)
P

€9 = , 5.8
P (5:5)

0 3

p —D
0, = —log( ) (5.9)

5.2 REPRESENTACAO ESPINORIAL DA ALGEBRA DOS GRUPOS SIM(2) E
HOM(2)

A partir deste momento passaremos a analisar a dlgebra dos grupos SIM(2) e HOM(2).
Vamos denoté-las por sim(2) e hom(2), respectivamente. Comegaremos com a observagao
que essas duas dlgebras, admitem dois tipos de representagdes espinoriais de spin 1/2 as
quais chamaremos de tipo— a e tipo —b. Por definicdo, uma vez que paridade nao é uma
simetria de SIM(2), logo a forma com que esses dois tipos se transformam um em outro
¢ diferente dos tipo —r e tipo—1 da represetacao espinorial de Weyl. Os geradores do

tipo — a na representacao espinorial sim(2) sao

=Ky + 7, (5.10)
Ty =Ky + T4, (5.11)
onde J% e K¢ sao
K= —io/2, (5.12)
J"=0/2. (5.13)

Para os tipo — b temos os geradores

T’ =K+J,, (5.14)
Ty = K+ 77, (5.15)

com as quantidades J? e K iguais a

Kb = +io /2, (5.16)
T =0/2, (5.17)
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sendo o = (0!,02,03) as matrizes de Pauli, dadas por

d(a) (V) (0 ) e

Fazendo uma soma direta entre os geradores do tipo—a e tipo— b teremos uma represen-

tagao espinorial quadridimensional dada pelos geradores na forma matricial [15]

0 —2 0 0 0 -1 0
0 0 00 0 0 0
Ti= NS ; (5.19)
0 0 0O 0 O 0
0 0 2 0 0 0 -1 0
1
500 0 10 0 0
0 5 0 0 0 —3 0 0
J. = 2 e K.= S (5.20)
0 0% 0 0 0 1 0
0 00 —% 0 0 0 —3
Agora, usando esses geradores podemos redefinir (5.6) como [15]
Y = elTierpifzegikap: (5.21)

Para encontrar a forma matricial de (5.21) devemos expandir as exponenciais em termos
dos geradores atentando-nos para o fato de que (77)? = (73)2 =0 e (2K.)? = —2K,. Assim,
temos [15, 16]

el — 14iTe, (5.22a)
€22 — 1 4iThe, (5.22b)
eiR=® — 144(2K,)sinh(p/2) + (2K.)% [1 — cosh(p./2)]. (5.22¢)

Usando entdo as equagoes (5.22a) - (5.22c) podemos encontrar a forma matricial de (5.21)

e Pl _ip? 0
N )
0,3

0
V(p) = | Ve ! 8 : (5.23)

0 3
p——p
0 0 o
0 0 ____p +ip m

Desta maneira encontramos a representacao espinorial do boost da VSR.
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5.3 INVARIANTES DE CASIMIR DO GRUPO ISIM(2)

Sabemos que para o grupo de Poincaré os invariantes de Casimir, sao dados por
C1=PHP,=m?  Cy=WHW,=—-m?s(s+1), (5.24)

sendo WH = %EW oad vP PA o pseudo-vetor de Pauli-Lubanski, e €vpx O tensor de Livi-Civita,
com [3, 7]
€oro3 = —€1B =1, (5.25)

Massa e spin sao autovalores dos operadores C e Uy de Casimir. Esses dois autovalores
sao invariantes por quaisquer transformacoes de Lorentz e comutam com os geradores do
grupo de Poincaré, o que lhes assegura a alcunha de invariantes.

Por outro lado, queremos levar essa anélise adiante para a VSR. Os invariantes de

Casimir para a dlgebra? isim(2) sio dados por [17]

P2 Pl
T+ T? (5.26)

_ _ 73
CL=P'By,  Co=J— T 4 T,

Facilmente podemos identificar os autoestados do primeiro Casimir com a massa da
particula. Todavia, os autoestados do segundo invariante nao possuem interpretacao fisica
direta até entdo. O que podemos inferir de (5.26) é que massa continua sendo valida para
a descricao de particulas, contudo além da noc¢ao de spin, nao fica clara qual informacao

estd contida em CY.

5.4 ESTADOS DE UMA PARTiCULA

Sabemos que os invariantes de Casimir nos fornecem informacoes sobre os estados
de uma particula. Entretanto, ndo nos da informacoes a respeito de como esses estados se
transformam. Por este motivo, precisamos estudar as representagoes irredutiveis do grupo,
ou seja, vamos buscar os Little Groups, grupos que mantém invariantes por transformacoes
um dado estado inicial. Os estados de uma particula construidos na VSR carregam os
mesmos aspectos que os encontrados usualmente nos livros-texto, porém aqui faremos a
construcao deles ressaltando algumas sutilezas advindas da algebra da VSR.

Sabemos que os geradores de translacdo no espago-tempo, P*, comutam com a
energia H do sistema, entdo para que nossos estados possuam energia e momento bem

definidos, vamos impor que sejam autoestados de P*, de maneira que

Pllp,o) = p![p,a), (5.27)

20 Grupo ISIM(2) é o analogo de Poincaré (Rotacdes+Boosts+Translagdes no espaco-tempo) para
a VSR. Basicamente esse grupo é o grupo STM(2), porém com a inclusdo de geradores de translagdo no
espago-tempo.

42



onde o indice o pode se referir a qualquer outra grandeza, como spin por exemplo. Imagi-

nemos um dado vetor momento tipo-tempo no referencial de repouso, denotado por
k* = (m,0). (5.28)

Consequentemente, para um momento tipo-tempo, para saber o efeito de uma transfor-
macao de Lorentz precisamos conhecer apenas as representagoes dos grupos de rotagao

[7]. Considere um momento p*, tipo-tempo

P =", p). (5.29)

E 6bvio que existe uma transformagao que conecta k*, do repouso, para um momento

arbitrario p”. No nosso caso, a transformacao é a seguinte
=V ()K", (5.30)

sendo V¥ (p) dado pela matriz (5.23). Podemos escrever a relagdo acima no espago de
Hilbert

p,0) =U(V(p))|F.0). (5.31)

Onde U(V(p)) é um operador unitario (matriz) que implementa V¥ (p). Agora consideremos
uma transformagao arbitraria da VSR, mais precisamente uma transformacao feita por
algum gerador de STM(2), dada por A

pt =t = ALY, (5.32)
que na notacao de Dirac corresponde a
Ip,o) = U(A)|p,o). (5.33)
Precisamos encontrar o estado transformado U(A)|p,o). Reescrevendo (5.31) obtemos
U(A)lp,o) = UNUNV(p))k,0), (5.34)
inserindo a matriz identidade do lado direito da tultima equacao acima, ficamos com
U(A)lp,o) = UV (Ap)U™ (V(Ap)U(A)U(V(p)) |k, 0). (5.35)
Usando as seguintes regras U~!1(A) = U(A™1) e U(A)U(B)U(C) = U(ABC) [7], teremos
U(A)lp,o) =UVHAP)AV()U(A)U V(D)) k.0). (5.36)
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Note que V™1 (Ap)AV(p) é a matriz que quando atua em k* devolve k*, pois V(p) trans-
forma k em p, A transforma p em Ap e finalmente V~'(Ap) faz a transformacio inversa,
isto é, transforma Ap em k. Vamos entao definir essa matriz, a fim de simplificar a notacao,

CcOo1mo

W(A,p) =V~ (Ap)AV(p). (5.37)

Assim, podemos escrever

UWV)lp,o) = > Doz(W(Ap))|Ap,o), (5.38)

g

onde a quantidade Y5 Dys(W(A,p)) pode ser entendida como uma soma de sucessivas
transformagoes. Para este caso, a transformacao que deixa invariante o estado de uma

particula massiva é [3]
D(W(A p)) =e"=?, (5.39)

ou seja, nada mais do que uma rotagao em torno do eixo z. De forma a contrastar com o

grupo de Poincaré, temos a tabela abaixo. Aqui o grupo SO(2) é o grupo de rotagoes no

kH Little Group VSR  Little Group SR
p'pu=m? p”) 0 (m,0,0,0) SO(2) SU(2)

Tabela 5.2: O Little Group

plano, geradas por J, e o grupo SU(2) é o de rotagoes geradas por J;,Jy e J..

5.5 ABORDAGEM DO ELKO PELA ALGEBRA DA VSR

Nesta se¢ao iremos elaborar uma abordagem do ELKO através do grupo SIM(2)
da VSR. Sabemos que as somas de spin para o ELKO nao sdo invariantes de Lorentz,
tornando dificil uma interpretacao fisica da teoria. Como veremos aqui, boa parte da
estrutura algébrica do ELKO permanece inalterada pelo grupo SIM(2) da VSR. Vamos
estabelecer uma pequena disting¢ao entre o ELKO construido na representacao do grupo
de Lorentz intitulando-o de “Lorentz ELKO” enquanto que o ELKO construido no grupo
SIM(2) sera denominado por “VSR ELKO”[15]. Primeiramente deve ser salientado que
podemos, sem perda de generalidade, construir o ELKO usando a VSR pois este é um
auto espinor do operador conjugacao de carga (C'), e sabemos que C' ndo é uma simetria
do grupo de Lorentz, ou seja, nao é uma simetria que aumenta, por assim dizer, nenhum
grupo da VSR. Tendo a ultima afirmacao em mente, podemos evidenciar o fato de que o
mesmo nao poderia ser feito para os espinores de Dirac, pelo simples fato destes serem
autoespinores do operador paridade, simetria banida quando fizemos a construcao da VSR.

Vamos evidenciar aqui apenas as sutilezas do “VSR ELKO” em relagao ao “Lorentz

ELKQO”. Ja foi mostrado anteriormente que o ELKO é um objeto de helicidade dual e isso
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continua valido nos nossos novos moldes algébricos. Relembrando o operador de boost
construido no Capitulo 3, sabemos da veracidade das equagdes (3.27) - (3.30) quando
se trata do grupo de Lorentz. Fazendo uma analogia, podemos escrever em termos do

operador de boost da VSR a seguinte relacao
M) = Vier,ea,0) NS A (M), (5.40)

onde A\, (k*) é um dos quatro autoespinores ELKO, ji definidos anteriormente. O subindice
o refere-se as duas possiveis helicidades, (4+,—) e (—,+) de cada espinor A% e A, Temos

também que
k= (m,0) e p'=("%p). (5.41)

Os resultados a serem obtidos serdo os mesmos apresentados em (3.12) e (3.21) e podemos
também estendé-los para um momento arbitrario, pois os tratamos no referencial de
repouso. E claro que o operador helicidade o - p deve comutar com o operador de boost
(5.21). Ao se realizar esse célculo para a matriz (5.23), no entanto, percebemos que esses
operadores nao comutam. Isso advém do fato de que autoestados de helicidade estao
ligados pela acdo do operador paridade, P, que pela definicado da VSR nao pertence a
esse grupo. Para o caso de um boost de Lorentz pode-se encontrar que os operadores de
boost e helicidade comutam, e consequentemente a helicidade dual do ELKO ¢ véalida para
qualquer momento arbitrario. Essa é a principal diferenca entre o “Lorentz ELKO” e o
“VSR ELKO” [15].

5.5.1 Invariancia das Somas de Spin para o “VSR ELKO”

No Capitulo 3 quando calculamos as somas de spin para o ELKO, deparamo-nos
com a violacao da simetria de Lorentz, pelo simples fato da apari¢do da matriz G(¢) nas
equagoes (3.72) e (3.73), revelando dependéncia com uma dada diregao espacial. Nossa
tarefa aqui é analisar o comportamento de G(¢) com relagdo aos geradores do grupo

SIM(2). Primordialmente analisaremos a invaridcia de G(¢) pela matriz (5.23)3

V(p)G(@) V) =G(s), (5.42)

portanto em primeira andlise G(¢) é invariante sob transformacao realizada por V(p).
Porém ainda é necessario checar se o mesmo acontece para as demais transformagoes do

grupo SIM(2). A fim de facilitar a notacio, vamos definir I} = /711, Entdo teremos

LG(O)M] o=0 =G(9), (5.43)

3Todos os calculos dessa secao foram realizados usando os softwares Maple 9.0, Maple 12.0 e Wolfram
Mathematica 7.0.
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mostrando G(¢) invariante por transformagoes geradas 77. De forma andloga vamos definir
L = efT2¢2 ghtendo
LG (A)L] ™ =0 =6(9), (5.44)

de onde podemos afirmar que G(¢) é invariante também por transformagoes geradas por

7. Definindo agora I3 = ¢”X+¥= encontramos

LG(o)) =6(e). (5.45)

Logo, G(¢) é invariante sob um boost arbitrario ao longo da dire¢ao z [15]. Por ltimo
vamos determinar o que acontece sob a transformagao de eiquy, denotando Iy = eUZ¢I,

temos

LG(o) Ty =G(o+¢), (5.46)

evidenciando que neste caso G(¢) é covariante por uma rotagdo em torno do eixo z.
Assim, mostramos que ao se usar o grupo SIM(2) é garantida a covaridncia da matriz
G(¢) por transformacoes realizadas pelos geradores deste grupo. Caso o grupo escolhido
fosse o HOM(2) terfamos a invariancia do termo G(¢). Desta maneira, dentro da VSR,

conseguimos solucionar o problema da violacao de Lorentz.
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6 INTERPRETACAO DE PARTICULA E DIMENSAO DE MASSA

Este capitulo é reservado para explicitar a construcao dos operadores de campo, atra-
vés da andlise da Hamiltoniana, e consequentemente a construgao do propagador. Vamos
estabelecer que tipo de relagao deve existir entre os operadores de criagao e aniquilacao de
particulas a fim de garantir uma energia positivo definida. Perceberemos, apos a constru-
¢ao do propagador, que na auséncia de uma direcao preferencial, o propagador do ELKO
¢ igual ao propagador do campo escalar. Por este motivo veremos que a lagrangiana que
da origem a equacao de movimento do campo é a lagrangiana do campo escalar. Isso
implicard no fato do ELKO ser um espinor dotado de dimensao de massa 1, contrariando

a dimensao 3/2 esperada para um campo espinorial local.

6.1 ESTABELENCENDO A ENERGIA DO VACUO E AS ESTATISTICAS FERMI-
ONICAS: RELACOES ENTRE OS OPERADORES cg e c%

Nesta secao vamos construir o operador de campo quantico para o ELKO. Seguindo
a equacao (4.15) sabemos que podemos escrever tal operador como uma combinagao de

solugoes de ondas planas. Entao temos a seguinte relagao

3 a Y S
1) = [ sty = P e s o] )

onde a(p") € R e serd determinada posteriormente. A partir daqui nosso objetivo é esta-
belecer que tipo de relagao, comutacao ou anticomutacgao, deve existir entre os operadores
de criacao e aniquilacao, 02 e cg respectivamente. Foi mostrado no capitulo anterior que o
ELKO obedece a equacao de Klein-Gordon, dada em (4.19), entao o operador que aniqula
o campo quéntico serd [9]

(89, +m*)n(z) = 0. (6.2)

Desta forma usaremos a lagrangiana que da origem a equacgdo de movimento, que é a

lagrangiana do campo escalar
L =0"1 ()9 (x) =m0 (x)n(). (6.3)
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Sendo assim podemos calcular a densidade de momento para 7(x), dada por

() oL
7T = .
On(x)
0
= T (6.4)
e de forma andaloga temos a densidade de momento conjugado
~ oy _ On(z)
) = 20, (6.5)

a qual é diferente de zero, contrariando o que acontece para Dirac. Podemos escrever entao

a densidade Hamiltoniana da seguinte maneira
On(z) 91 (x)

H=m(x) T + 5t 7 (z)— L. (6.6)

As propriedades entre os operadores cg e CE serao encontradas quando integrarmos a

densidade Hamiltoniana em todo espaco e exigirmos que a energia do sistema seja positivo

definida. Assim
H = / d3aH

= /d3 [80 2)0on(z) — 8 1 (2)0m(x) +m2 1 (z)n(x)). (6.7)

Introduzindo (6.1) e seu dual, 77 (z), em (6.7) temos a seguinte relacdo

3,/ a / 3 a
e [ Sl b )

S . A -
: (l(CTﬂ (P) Ag (P) (i)™ +ca(p) Ag (P)(—ip")e™ ")
-8 L » -
X (cpr(P') Ay (P)(=ip)e P 1l (p') Ay (') (ip0)e P )]
! l(cE(P) X; (p)(ip)e ™™ + ch(p) X; (p)(—ip)e ")
-8 o » u
% (cgr(P') A () (—ip")e P 4l (p") Ny (P (ip”)e TP >1
S A

e [(CE(T’) As ()P 4 e5(p) Ag (PP

’ -5 " —iphzt T -4 " +iphzt
X (cp(P') Agr (P')e™P +cp(p') Agr (P")e™P5) | ).

48



A integracdo no espaco nos fornece (2m)36%(p —p’), e usando as relagoes (A.6) e (A.7) do

apéndice A podemos escrever a Hamiltoniana como

3y a? -
~-[ W)%[<p3+p2+m2><c}3<p>cﬂ<p> s NS0+ olpleh ) A (V)|

Recorrendo as relagoes de ortonormalidade, (3.56a) e (3.56b), obtemos

3 ma
H = / ’ p3 24E2 7) Xﬂ: [(P%‘sz +m2)(02(p)05(p) —cfg(p)c;(p))]. (6.8)

Assim, notamos que o termo p% + p? +m? corresponde a 2E2(p) e desta maneira somos

levados a escrever

3
H= / (;f))sm“Q(P“ )%: lC}a(p)Cﬂ(P) —Cﬁ(p)ch(p)]- (6.9)

Até o presente momento, nenhum tipo de relacao foi estabelecida ainda. Porém é evidente

que se impusermos a relagao de comutacao entre os operadores c3(p) e c% (p) a Hamiltoni-

ana (6.9) ird fornecer uma energia que irda evanescer. Por esta razao a relagao a ser fixada

deve ser fermionica

{ca(p),cly (')} = b(p")(27)*2E(p)d*(p— P )03, (6.10)

onde b(p") € R e serd determinado durante a interpretagdo de H. Podemos assim escrever

a seguinte relagao

cs(p)ch(p) = b(p") (2m) 2B (p)5* (p — p')d55 — cl(p')es(p) (6.11)

e substituindo (6.11) em (6.9) obtemos

H = =3%(0) [ d*pa®(p") mb(p") 3 2B (p)oss

a2<pﬂ>m§2c;<p>cg<p>.

Para que a Hamiltoniana seja consistente com a dos campos fermionicos, devemos impor

que a(p*) e b(p") sejam dados por

a(pt) = QEW(Lp), b(pH) = 3 El(m- (6.12)
Desta forma temos entao
H= —53(0)/d3p§2E(p)+/(;ZZ))ZE(p)%QCL(p)cB(p). (6.13)
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Uma vez que a funcio 63(0) pode ser escrita como

53(0) = (2;)3 / &z, (6.14)

o primeiro termo de (6.13) é

x/d3pZ2E(p), (6.15)
B

dai, finalmente temos que a Hamiltoniana para o ELKO fica sendo dada por

2 / dpY 2E(p)+ / d3pg2E(p)ZQCE(p)Cg(p). (6.16)
5 (27) 5

Comparando (6.16) com a Hamiltoniana usual para campos fermionicos encontrada em
[18]
p

0) [ #rSBp)+ [ 555 E )

a qual é construida para o espinor de Dirac, podemos concluir que cada uma das helicidades,

> 2b1(p)bs(p), (6.17)

(+,—) e (—,+), dos espinores autoconjugados e anti autoconjugados ELKO contribuem
com uma energia de %E (p), totalizando assim 2F(p), contrastando com o caso de Dirac,
que possui helicidade tnica, onde a energia é F(p), ou seja, metade do que obtemos para o
ELKO. O termo Hy na equagao (6.16) é andlogo a energia de ponto zero, ou energia minima,
de um oscilador harmonico simples dada por (1/2)Aw, porém com um sinal negativo assim
como no caso de Dirac. Entdo cada particula contribui com —(1/2)hw para a energia
do vacuo. Lembremos, de passagem, que para o campo escalar as contribuigoes sao de
(1/2)hw.

Apos esta série de calculos concluimos que as relagoes entre os operadores cz(p) e

cg (p) sao

{es(p).cly(p))} = (27)°63(p—p')dss, (6.18)

{ch(p). (")} = {cs(p).cor (@)} =0, (6.19)

e 0 operador de campo quéntico e do dual para o ELKO sao !

d*p 1 S P A -
1) = | e S R R T O N
1O fator W que aparece na integral do operador de campo é de extrema importancia, pois é

responsavel por manter o elemento de volume invariante por transformagoes de Lorentz, como no caso
dos campos bosonicos e fermidnicos usuais porém para este caso aparece um termo de massa.
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_ A

" d? 1 ipuxt \ —ip,zt
@)= | G Qmm@[%w (p)e " +e5(p) Ag (P | (6.21)

6.2 O PROPAGADOR PARA O ELKO

Essencialmente a ideia de propagador estéd associada com a relacao [19]

(O] ("), 7 ()] |0y = (0 n(=") 1 () ]0) — (0] 1 (x)n(=")|0), (6.22)

onde o estado |0) representa o vicuo fisico e cada uma das parcelas de (6.22) se refere a
amplitude de propagacao das particulas. A primeira parcela do comutador estd associada
a uma particula autoconjugada com energia positiva propagando de x até 2’ enquanto a
segunda parcela refere-se a antiparticula.

Usando a equagao (6.22) escrevemos entdao a amplitude de propagagao para o ELKO

Q' — ) = 0(<0| 2() 7 () [0) — (0] 7 (@) \0>). (6.23)

O fator ¢ da ultima equacao acima sera fixado posteriormente quando impusermos que
a integracao de Q(2’ —x) em todo espago-tempo deve nos assegurar o valor igual a 1.
Isso garante que podemos encontrar a amplitude de propagacao dessa particula em algum
lugar do universo, consequentemente, |Q(z' —x)|? é a probabilidade de encontri-la.

Devemos lembrar que queremos integrar sobre todo espaco-tempo?®. A propagacao de
uma particula autoconjugada, como no caso de Dirac, ¢ um processo onde uma particula é
criada a partir do vacuo em z, e se propaga até 2’ onde é absorvida pelo vacuo. Devemos
ressaltar que uma particula nao pode ser destruida antes de ser criada, uma vez que isso
aconteca o ordenamento temporal dos eventos estard sendo violado.

Uma vez que as amplitudes de propagacao fermidnicas sao antissimétricas pela troca

x— , escreveremos a amplitude para o processo como
Q(z' — ) = 00| n(a") 1 () |0)8(2" —2°) —0(0| 1 (x)n(2")|0Y0(z° — ),  (6.24)

onde as funcées 0(2'% —20) e O(2® —2'°) sdo funces de Heaviside, as quais exigem que
20 > 29 e 29 < 2V respectivamente. De uma maneira mais compacta a equagio (6.24) se

resume a

Q(a’ — ) = 90(z" = 2°)(0] [n("), 1 (x)]]0). (6.25)

Podemos também fazer uso do operador de ordenamento temporal, 7, e escrever a equacao

2Como ja é sabido dos capitulos anteriores o ELKO pode vir a violar a estrutura de localidade, portanto,
esperamos que em algum momento em sua quantizagdo possamos nos deparar novamente com algo que
nos remeta a esse fato. Veremos que mesmo assim a causalidade serd respeitada pelso campos quanticos
associados, isso é de mostrado de forma bem detalhada e discutida na referéncia [15].
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(6.24) como
Q(x' — ) = (0| Tn(z') 1 (x)]0). (6.26)

O operador T requer que os operadores de campo sejam colocados em ordem temporal, o

que possui maior 2% & esquerda. Calcularemos entdo Q(z’ — )

o'~ ) <‘/ 27T3\/ZmE /27T3\/2mE (p')

X ZZ [Cﬁ/ )\B/ ) —ipux —+ C%/ (pl))\g/ (p/)6+ip;li$/#‘|
B B

<[ X5 e ) 35 1| ot a9 62

Agora faremos uso das relagdes entre os operadores cz(p) e Tes(p) contidas em (6.18),

obtendo desta maneira

(Olea (el (p)[0) + (0lchy (p)es(p)]0) = (27)6% (p — p)d 34 (0]0), (6.28)
=0

onde o estado normalizado fica sendo (0|0) = 1, restando apenas
(0lcs(p)chy (p)]0) = (27)*5%(p — p)3g1. (6.29)

Assim sendo, podemos escrever (0| Tn(z') 7 (z) |0) como

dgp N —ipu (™ —zH
0’ =) =1 [ iy 3 | ) s (e =)

e recorrerendo as somas de spin dos espinores )\g e M, que estdo nas equacoes (3.72) e

(3.73), escrevemos

Q(z' — ) 19/ 32E [ I+g(¢))e—z‘pu(ggm_mu)e(xlo —xO)
+(I_g(¢))e+ip;t(x’u_xﬂ)0(x0_l,/()) ] (631)

Usando o fato do operador (3.71), que é um operador impar, e fazendo p — —p no segundo
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termo, a amplitude de propagagao fica sendo

10

I E T _mO ip(z' — 0 0
x —x) 19/ 32E [1+g(¢))6 (P)( )+ip(z m)g(x/ e

10

+ (14 G(¢))e HE@E =) rip@'=2)g 0 _ 110y|  (6.32)

A préxima etapa serd usar a funcao de Heaviside na forma integral, a qual é dada por

du eiw(@®=2")

10 0

— =)/ —— 6.33
9($ v ) 271 w ’ ( )

iw(x—a"0)
o0 — gy = [T (6.34)

2mi w
Inserindo as equagdes (6.33) e (6.34) em (6.32), vamos obter

iw(z'0—a)

_ —iB(p) (" —a")+ip-(@'—2) €~
e’ —x) ﬁ/zm/ o 32E( )[(Hg(we W

. 0 10
plw(@” — )

] , (6.35)

W

+(I+g(¢))e+iE( p)(z'0—z0)+ip-(2'—x)

que apoés agrupar alguns termos fornece

- p (I4+6(9) [ iw-E®)(a"—2) ip-@'—=)
Qa’ ~2) Q9/277@/ 2 32E(p)[ w ‘ ‘

+ e—i(w—E(p))(x/O—mO)eip'(fbl—m)>1 . (636)

Agora, fazendo a seguinte mudanca de variaveis

para o primeiro termo da integral: w—py = —(w—E(p)),

para o segundo termo da integral: w—py = w— E(p),

ficamos com

b oo P d) w00y (aa
Qe “’)_19/ em)2E(p) ) 2ri “

I+G(¢) | I1+G(9)
E(p)—po E(p)+po|

(6.37)

Analisando apenas a integral em p°, no plano complexo, temos polos localizados em

= £ FE(p), sendo assim usamos o teorema dos residuos para calcula-la. Desta maneira
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podemos prosseguir se fizermos o seguinte [5, 19]

E(p) =+ p*—m?,

desta forma, temos

Po = £\/p* —m?,

assim os dois termos entre colchetes podem ser reescritos como

I+6(¢) | 1+G(¢) _ —2E(p)(I+G(9))
E(p)—po  E(p)+po pg—p? —m?

—2F I
pupt—m
Substituindo a rela¢ao (6.38) na equagao (6.37) obtemos
. d4p —ip (g I+G(9)
r_ — ipp(z't —zt)
Q' —z) =iV / B LW“ =l (6.39)

o fator ie contido na ultima expressao acima desloca os polos, pg = £(E(p) —i€), de uma

quantidade € acima ou abaixo do eixo real.

6.3 O PROPAGADOR PARA O ELKO NA AUSENCIA DE UMA DIRECAO PRI-
VILEGIADA

Vamos analisar nesta secao o comportamento do propagador do ELKO na auséncia
de uma direcao preferencial. Sendo assim o integraremos sobre todos os momentos, porém
estamos livre para escolher qualquer sistema de coordenadas. Desta forma escolheremos
um sistema no qual (&’ —x) esteja ao longo do eixo z. Para esta situacao temos que
p-(x' —x) dependerd apenas de p e 0, conforme mostrado em (B.1), e a tinica dependéncia
em relagao ao angulo ¢ estd na fungao G(¢), a qual zera quando integrada no intervalo

{0,27}. Com isso em mente, o propagador se reduz simplesmente a

4 T _ ot
Q(z' —x) =i / dﬂz)j ce et >l ! ] (6.40)

(2 pupt —m? +ie

O préximo passo € encontrar o valor de o). Para tanto precisamos usar algo que foi discutido
no inicio deste capitulo. Vamos integrar a equacao (6.40) em todo o espago e o valor dessa

integracao deve ser igual a 1. Comecamos chamando (z'# — z#) = X*, entdo isso resultara
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em

/ dXPQ(a! — ) = i0 / / (;liz))4dx“6‘ip“XAL[ : 1 (6.41)

pupt —m?+ie

1

desta forma temos

4
“9// o dXte=PuX" ! =1
(2m)4 pupt —m? +ie

d*p 4 I
' =1 42
“9/ (27r)45 ") pupt —m? +ie ’ (642)

levando a T
i
—a 5. =L (6.43)
No limite de € — 0, estabelecemos que
¥ = im?>. (6.44)
Com o fator ¥ fixado, escrevemos (6.40) como
Qa' —x) = _mQ/lepe—ipu(I'”—x”) I (6.45)
(2m)4 pupt —m2+ie | '

Como discutido nos livros texto, sabemos que o propagador de um campo quantico é uma

funcao de Green, entao este deve obedecer a equacao de onda da seguinte maneira
(8H/8“/I+m2I)Q(x' —x) oc 6 — )1, (6.46)

desta maneira podemos atuar com o operador (8ﬂ/8“/ +m?) em Q(z’' — ) e constatar se

obtemos um resultado proporcional a funcao Delta de Dirac, assim temos

(B T+ m21) Q(a’ — ) = 8,8 {6(2" — 2°)(0|[n(z’), 7 (x)]|0))}
+m2{0(z" — 2°)(0|[n(2"),1 (2)]|0)}. (6.47)

Como (z° — 2°) é uma funcdo apenas de componentes temporais, as tnicas derivadas

~ - /
néo nulas séao dy e 07, portanto

(00" +m?)Q(a’ —x) = 0" Ay [0(2" — )] (0][n(z"), 1 (x)]|0)
+ 20y [0(2" = 2)]0” (0][n(a’, 7 (2)]]0) + 0" = 2°)(* +m?) (0] [n(x'), 1 (x)][0). (6.48)
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Apos alguns célculos usuais, esta ultima equagdo acima nos fornece simplesmente

(P +m?)Q(z' — ) = —id (2’ — z). (6.49)

Por fim, vamos calcular o propagador de uma maneira simples, através da transfor-

mada de Fourrier, ou seja, escrevendo

~

d* ; e
Oz’ — ) = —m? / (275 e =) () (6.50)

Colocando a equagao (6.50) em (6.49) temos que encontrar a fungao é (p) que dé origem
a Q(z' — x). Prosseguindo usando este raciocinio vamos obter
4

d4 / . 0 Ly . d -, a:”—x
_m2/ (27:)94 (8,00" _,_mZ)e—zpu(x‘—x‘) Q (p) = _Z/ (27546 pu(at —zt) (6.51)

A equagao (6.51) é idéntica a equagao (6.49), porém estd na forma integral, entao (6.51)

nos fornece como resultado

—1

gt (6.52)

Q(p) =

Substituindo este tltimo resultado obtido na equagao (6.50) temos o propagador para o

ELKO, que finalmente pode ser escrito como

ELKO( 1 d*p —ipu (et —zh) I
S (2 —x) :/ e Pr — 1. (6.53)
(2m)4 pupt —m? +ie

Devemos frisar que o propagador para o ELKO é diferente do propagador de Dirac

SDIRAC (11 _ :/ d'p e—ipu(x’“—x“)[ Vﬂpﬂdl_ml, ] (6.54)
(27)4 pupt —m? + e

O propagador para o ELKO, na auséncia de uma diregao preferencial, é idéntico ao propa-
gador do campo escalar de Klein-Gordon. Como ja vimos anteriormente o ELKO satisfaz a
equagao de Klein-Gordon, dada por (4.19). Neste capitulo construimos o propagador para
o ELKO partindo de uma lagrangiana classica, a qual sabemos que é valida para este caso
desde o Capitulo 4, e a partir dela chegamos na energia do sistema. Assim estabelecemos
quais deveriam ser as relagOes existentes entre operadores de criagao e aniquilagdo a fim
de manter a energia positivo definida. Um fato que deve ser destacado é que o caminho
inverso também é valido, poderiamos ter partido diretamente de operadores de campos e
relagoes fermionicas usuais, desta forma construir a amplitude de propagacao e assim che-
gar no propagador, e consequentemente apés este procedimento verificar a Hamiltoniana

do sistema.
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6.4 INTERACOES PERMITIDAS PARA O ELKO

Os campos quanticos do ELKO foram apresentados anteriormente como candidatos
a matéria escura, nao possuindo interagoes com particulas do Modelo Padrao exceto com
o campo de Higgs, portanto nesta se¢do vamos deixar isso claro [5, 20]. Vimos que a

lagrangiana associada ao ELKO ¢ a lagrangiana do campo escalar, dada por
L(w) =" 1 (2)un(x) —m* 1 (x)n(z). (6.55)

Entao, nosso proximo passo é analisar quais tipos de interagoes serao possiveis para o
ELKO, lembrando que os campos 7(x) e 7 () s@o dotados de dimensao de massa 1 e
qualquer interagao a ser analisada com as particulas do Modelo Padrao sera regida pelo
argumento de contagem de poténcia, para que desta maneira possamos obter uma teoria
renormalizavel perturbativamente. Comecaremos entao evidenciando a possibilidade da

interagao da forma [5]

L (z) = Apo! (2)p(z) 1 (x)n(x), (6.56)

onde ¢(x) é um dubleto de Higgs e Ap é uma constante de acoplamento adimensional.
Claro esta que mais interacoes desse tipo sdo possiveis se mais campos escalares existirem

na natureza [6]. Uma outra interagao permitida é autointeragao [5]
L (z) = ap[ (2)n(z)]*, (6.57)

onde ag é outra constante adimensional. Remetendo-nos ao fato de que o ELKO é neutro,
via atuacao do operador conjugacao de carga, ¢é facil entender entao o porqué interagoes

com o campo eletromagnético nao podem ser observadas, ou seja, interagoes do tipo
Lt =1 () A*(x) A (2)n (), (6.58)

nao sdo possiveis. As interagoes dadas em (6.56) e (6.57) sdo possiveis, pois sdo interagoes
renormalizdveis perturbativamente. A interagao entre ELKO-Higgs, dada em (6.56), é a
interacao dominante entre o ELKO e particulas do modelo Padrao [5, 6]. A natureza
escura do ELKO ¢ esclarecida em [5], pois devido a dimensao de massa ser 1 ao invés de
3/2 isso proibe uma classe de interagoes com os campos de gauge e campos de matéria do

Modelo Padrao, o que o faz nao ser detectado tao facilmente.
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7 ESTRUTURA DE LOCALIDADE

Neste capitulo veremos uma discussao a respeito da estrutura de localidade do campo
quantico associado aos espinores ELKO. As relac¢oes fermionicas de anticomutacao entre os
operadores de campo, n(z), e densidade de momento, 7(x), serdo construidas e analisadas
para, assim, tirarmos informagoes fisicas relevantes a respeito da estrutura de localidade.
Ja de antemao, como visto nos capitulos anteriores, sabemos que o ELKO viola a simetria
de Lorentz nas somas de spin com o aparecimento do fator G(¢), entdo aqui veremos quais

consequéncias tal termo traz para a estrutura do campo.

Dos livros texto, tais como [7, 19], sabemos que as relagdes fermionicas usuais entre

os operadores n(z) e w(x) devem ser

Essas relagoes devem ser satisfeitas por todo campo quantico local. Desta maneira vamos

calcular esses quatro correlatores para o ELKO e verificar se o mesmo as obedece.

7.1 ANTICOMUTADOR CAMPO-MOMENTO

Vamos comegar calculando o seguinte correlator a tempos iguais

(a0} = i), S ) (7.2
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Entao escrevendo a ultima relacdo em termos dos operadores de campo ficaremos com

{n(x,t),m :ct}/ /dg/\/mx

B’

[T INT, ’ -5 N ipya'* ’ -A , . N ipla™
X ey (P GE®)) Agr (0)ePH +ca(p") Ay (p')(—iE(p')e™r ]
’ ["L’ B BB (R ()7 - 0) Xy <p'>>f<—z'E<p'>>e“’“m]
" l%(m@f? (p))fe ™" 4} <p><Aé<p>>*eip“”H |

Passaremos agora a usar as relagoes (6.18) e (6.19), chegando assim em

dS !
vl - /QW \/mT/ QmE'p)><
ZZE(”'W( S @) {eap >,c2/<p’>}ewﬂ+z'pw]

Bp

-

v M ) (). <p'>}eiw”—ip@w’”] . (7.3

Fazendo a integracao de (7.3) em p’, e posteriormente no segundo termo da integral

fazendo a mudanca de variaveis p — —p, obteremos

i 3p . , - -
{n(zt),m(x' 1)} = o / (;l;;gew'(w‘”“‘)%w(p) X; (p) — A5 (—p) A?(—p)]- (7.4)

Claramente podemos recorrer as somas de spin, (3.72) e (3.73), com as quais finalmente

podemos escrever

3 . ’
(o)} = i f G460 (7.5)

Novamente a matriz G(¢) aparece. Se adotarmos a mesma forma de raciocinio tomada,
anteriormente, estando livres para escolher uma direcdo em que o momento esteja alinhado,

122

optaremos por integrar de maneira que a quantidade “ax — x’” esteja alinhada com um
eixo de forma que p seja independente do angulo ¢. Desta maneira, usando deste artificio,
sabemos que pela parametrizagao do momento feita no Capitulo 3, a segunda integral de

(7.5) é nula quando p estd alinhado com o eixo z, restando-nos apenas

. d3p ip-(x—x') _ ;53 ’
z/ (2%)36 =i0°(x—x'), (7.6)
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e finalmente concluimos que

{n(x,t),m(x' )} =i63(x — ). (7.7)

A relagao (7.7) foi obtida negligenciando-se as demais diregoes espaciais pelas quais possam
existir dependéncia em G(¢). Recentemente, um estudo mais rigoroso foi realizado com
relagao ao fator G(¢), ou mais precisamente no termo (I4+G(¢)) que aparece no propagador
[21]. Conseguiu-se mostrar que a integral que contém G(¢) é nula independentemente do
eixo em que p esteja alinhado, em um contexto bastante rebuscado, matematicamente
falando. Entretanto, um novo termo aparece nas equagoes de movimento do campo, o
que leva & uma nova lagrangiana, embora ainda seja a de Klein-Gordon, esta lagrangiana
quebra explicitamente a simetria de Lorentz e assim o mesmo acontece com as equacoes
de movimento. Esta nova lagrangiana esta sendo objeto de analise na comunidade que

pesquisa na area.

7.2 ANTICOMUTADOR CAMPO-CAMPO E MOMENTO-MOMENTO

Para as proximas relacoes vamos permanecer usando o mesmo procedimento feito
anteriormente. Podemos de maneira analoga, portanto, determinar o anticomutador entre
n(x,t) e N (' t). Entdo, usando algumas identidades ja encontradas e seguindo com os

calculos padrao podemos escrever para este caso

- 1 d3p (w—a' A -4
{n(z.t),n (')} = 2m/(27r)3E(p)6 XZ )‘6 (P)+A5(=p) Ag (—P) |-
m[14+G(¢)] —m[1+G(9)]
-0

(7.8)
Desta maneira, quando recorremos as somas de spin, o lado direito da ultima equacao
¢ identicamente nulo. Facilmente demonstramos que a relagao de anticomutacao ¢ dada

pela forma usual, ou seja
{n(x,t),1 (' 1)} = 0. (7.9)

O proximo passo € calcular o anticomutador dos campos a tempos iguais:

3/
(n(a,t),n a:t}/ /d \/W

XZ[{% )}/\ ( )/\é,(p’)e—ipux“-&-ipﬂx’“
Hew (p). ey (PIING ()] (P)e_ip”wip;‘xm] . (7.10)
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Usando as relagoes (6.18) e (6.19), a ultima equagdo acima se reduz a

{n(e.t),n(a' 1)} =

’ ; T
/(gwﬁsml(m%:[@(p)%é‘( p)e P =) LA (p)AS (p)e e >1. (7.11)

Fazendo uso do mesmo truque usado anteriormente, e efetuando a transformacao p — —p

no segundo termo da integral, ficaremos com

d3 1 —ip(x—x’ St At
[ @y P o) %[M (P)AF (p) + A5 ( p>A§<—p>], (7.12)

(%)

na integral acima os calculos da relacio ¥ em termos das componentes espinoriais e A% (p)

e M(p), temos explicitamente
* = Z [AST (P)+ 5T (— ))\g(—p)] —0. (7.13)

De modo analogo aos casos anteriores, mostramos que se pode escrever a relagao de

anticomutagao a tempos iguais como

{n(mvt)vn(wlvt)} =0. (714)

De maneira correlata, a ultima relacdo a ser mostrada é o anticomutador momento-
momento. Tal relagao pode ser escrita como
on on

{W(w,t),ﬂ(ml,t)} = {E(mi)» (97

C(@ 0}, (7.15)

Apés uma série de calculos, assim como para os casos anteriores, temos na forma mais

compacta

Pp E(p) ST,

{ﬂ(w,t)m(a:',t)}:/(zﬂ)g 5m e ploe % As (P)+ g (=P) Ag (=P)|-

Analisando o termo do somatoério, podemos calculé-lo em termos das componentes espi-
noriais. Evocando as somas de spin dadas na relagao (A.8), obtemos também para este

caso

-5 S A
m= % /\5 )X (P)+ g (=p) A\ (=p)| =0, (7.16)
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de onde finalmente vemos que

{n(z,t),7(z't)} =0. (7.17)

Podemos concluir das equagoes (7.7), (7.9), (7.14) e (7.17) que n(z) é um campo local
caso a integral de G(¢) seja nula quando integrada em todo o espago, independente da

dire¢do. Caso contrario, se esta nao for nula nao podemos afirmar que o campo seja local.
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho fizemos a construcao algebrica e sistematica do espinor ELKO, pro-
posto por Alhuwalia e Grumiller, o qual forma um conjunto completo e de autoespinores
do operador conjugacao de carga, C. Por este motivo o ELKO é considerado um forte
candidato a matéria escura, visto que a neutralidade via atuacao de C' significa que ele
nao interage com o campo eletromagnético. Durante sua construcao, quando nos referimos
ao ELKO, a maneira mais simples e precisa de definir esse espinor é atraves das equa-
¢oes (3.5), (3.6a) e (3.6b), pois, essas equagoes nos mostram que é através da “Mdagica
da matrizes de Pauli” que as componentes espinoriais se transformam como objetos de
mao direita e objetos de mao esquerda no espago de representagoes (1/2,0) e (0,1/2).
Isso difere bastante do caso dos espinores de Dirac onde as componentes espinoriais se
transformam por paridade.

Para calcularmos as somas de spin primeiramente precisamos do dual do ELKO.
Sendo assim, durante sua construcao vimos que o ELKO necessita de um “novo dual”, o
qual requer a troca de helicidade dos espinores para que assim se assegure uma norma real
nao nula e invariante por transformacoes de Lorentz. A partir do momento que encontramos
o dual mostramos que o ELKO viola a simetria de Lorentz nas somas de spin, com o
surgimento do termo G(¢). Pode-se afirmar entao que tal fato é algo intrinseco da estrutura
do ELKO. Uma vez que, para este caso, as somas de spin nao sao quantidades invariantes
por tranformagdes de Lorentz, isso traz drasticas consequéncias para a interpretacao fisica
da teoria. Por este motivo fomos levados a buscar um grupo pelo qual as somas de spin do
ELKO sao invariantes, chegando na VSR. Apesar do ELKO aqui nao ter sido construido
desde o principio usando-se a algebra da VSR, pudemos sem perda de generalidade alguma,
usar os resultados obtidos na constru¢ao do ELKO dentro do grupo Lorentz, o chamado
de Lorentz ELKO, e analisa-los dentro da VSR, obtendo o VSR ELKO. O grupo SIM(2)
da VSR mantém as propriedades do ELKO inalteradas, com a grande vantagem de que a
matriz G(¢) é invariante por transformacoes dos seus geradores.

Quando analisamos a dinamica do campo ELKO, vimos que este obedece apenas a
equacao de Klein-Gordon e portanto a lagrangiana que da origem a equagao de movimento
do campo ¢ a lagrangiana do campo escalar.

No tocante aos acoplamentos permitidos para o ELKO vimos que este possui duas
interacoes possiveis. Uma delas é com o dubleto de Higgs e a outra interacao permitida é

a autointeragao. O fato do ELKO nao interagir com campos de gauge ou com férmions
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do Modelo Padrao faz com que seja dificil detecté-lo, por estas razdes o ELKO é um forte
candidato a matéria escura.

De posse da lagrangiana do sistema, construimos a Hamiltoniana associada ao ELKO,
a qual é positivo definida se as relagoes entre os operadores de criagao e aniquilacao de
particulas obedecem as relagdes fermionicas usuais. Portanto, se a lagrangiana é a mesma
do campo escalar, concluimos que o ELKO possui dimensao de massa 1 ao invés de 3/2,
diferentemente do que é usualmente esperado para campos fermidnicos. Sabemos que as
somas de spin aparecem no amago da estrutura do propagador do campo quantico, desta
maneira o fator G(¢) é herdado quando se constréi o propagador para o ELKO. Sendo
assim, a estruta local do campo depende naturalmente deste termo. Logo, a localidade
deste campo estd intimamente relacionada a G(¢). Das relagoes entre os operadores de
campo e momento canonicamente conjugado podemos inferir que se G(¢) for nula quando
integrada em todo espago o campo ¢ local, caso contrario existird uma dependéncia espacial
e assim o campo deixa de ser local.

Finalmente, apds estudar algebricamente os espinores ELKO e principalmente notar
a necessidade de analisa-los dentro da VSR, somos levados a considerar que a matéria
escura nao precisa necessariamente satisfazer a simetria de Poincaré. Assim, estamos
apresentando um novo formalismo para estudar a matéria escura baseado no fato de que
as simetrias do espago-tempo para tal caso nao sejam as mesmas encetadas pelo grupo de

Poincaré, ou pelo menos o grupo completo de Poincaré.
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Apéndice A RELACOES BI-ORTONORMAIS PARA 0S ESPINO-
RES \(p)

Este apéndice esta reservado para que as relagdes espinoriais do dual do ELKO sejam

explicitadas para o caso usual A(p) = AT(p)yp. Comecamos notando que

N
() (e g2) () ol g2 Cetsorao )

Tomando o conjugado hermitiano da primeira matriz e multiplicando por g teremos:

My AL () =
<E+m) ((—i2.0067(0)+ [0 (0)" —i®7 (0)+ (6 (0)] ) X

2m
(@wamv+ﬁawﬂm})
(07 (0)]" +67(0)

Reescrevendo a equacao acima em termos das matrizes ¢ (0) e multiplicando todos

0s termos obteremos apds uma série de calculos

<E—|—m) [ ip*m . ip*m

S S _
Ny @IXG o (P) = ErmE T Ermp] =

2m

Vamos repetir os célculos, agora para 5\&77)(0))\(57#)(0)

00 ()" ) oupr \ [ 0 '
() g () - () -

<E+m

2 iO[pT (0)]* — ppodT
Qm) ( ipO[o7 (0)]" +¢7(0) i©O[p (0)]* +p.o; (0) )>< ( ©[¢; (0)]* —py0} (0) )7

—ipa®[¢} (0)]* + ¢ (0)
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resultando em

= 21m.

E+ m> [ —Mpy mpax mpax mpy

Mo (0N (0) = (
OO = A== e T Bem T Exm  Bam

Repetindo esse procedimento para todos os demais espinores, temos para os autocon-

jugados

Ao @A @) =0, AT A, -

M @A ) ==2im, X, ()AL, (P) =0, (A3)

O mesmo pode ser feito para os espinores anti autoconjugados

(p) = 2im, (A.2)

5\‘(1_7+)(p))\24_7+)(p) =0, 5\‘(1_,+)(p))\24+7_)(p) = —2im, (A4)
Mo @AL ) =2im, My ()M (p) =0, (A.5)

Para as relagoes cruzadas temos

Mooy =0, AL ) =0, (A.6)
MNP =0, AL (@M ) =0. (A7)

Outras identidades que podemos calcular sao as chamadas “‘twisted spin sums”, for-

necidas pelas relagoes

> [A§<p)(A§)T(p) + /\é(—P)()\g)T(—p)] =0, (A.8)
SO0 () 2 (8)+ ) (=) h <—p>] 0. (A.9)
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Apéndice B AS COMPONENTES ESPINORIAIS

B.1 ¢7(0) e ¢73(0)

Representando o vetor unitario p, parametrizado em coordenadas esféricas, como

p = (sin(@) cos(¢),sin(0) sin(¢), cos(d)),

as componentes ¢7 (0) e ¢7 (0) podem ser escritas como

+ g)e_i%
?1(0)= \/E( sin %)eﬂ% ) 7

X
_ e s
op(0)=vm| M2 ")
—cos(5)e™"2
Para as componentes de mao direita temos as seguintes relagoes

_ig
G4(0) = M< §)+¢ ) ,

(B.1)

(B.4)

(B.6)

(B.7)



O fator de massa é escolhido de forma que no caso limite de particulas sem massa, m —
0, os espinores em repouso no espaco de representagao (1/2,0) e (0,1/2) desaparegam,
pois ndo podem existir particulas sem massa em repouso [22]. Para que isso seja
consistente, as amplitudes de interacdo devem ter o fator m/, onde no caso j é o spin

associado a particula [23].
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