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Resumo

Neste trabalho apresentaremos o formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singu-
lares em teorias de campos, com foco em teorias com derivadas de ordem superior. Iniciare-
mos com uma andlise preliminar do calculo variacional para esses sistemas, que envolve as
condicdes para a extremizacdo de uma integral fundamental multipla e a analise dos teore-
mas de Noether. Buscaremos seguir este caminho na construcio do formalismo de Hamilton-
Jacobi em forma covariante, em que nos utilizaremos da classica abordagem de Carathéodory
adaptada a teorias de campos. No terceiro capitulo, mostraremos como o formalismo pode ser
construido dada a escolha de uma dindmica relativistica especifica e como esta escolha nos
permite tratar de sistemas singulares de forma natural. No quarto capitulo abordaremos o
problema das condi¢des de integrabilidade, analise que garantira um método autoconsistente
de analise de vinculos. Nesta andlise, seremos capazes de relacionar um conjunto de geradores
a simetrias da integral fundamental e um segundo tipo a uma modificacdo da dindmica com
a introducdo de parénteses generalizados. Nos dois ultimos capitulos apresentaremos apli-

cagoes deste método.



Abstract

In this work we will develop the Hamilton-Jacobi formalism to singular and higher-order
derivative field theories. We will begin with a preliminary approach to the variational prob-
lem concerning the search for extrema of a given fundamental integral, and the analysis of
the Noether’s theorems. Next, we will present a covariant Hamilton-Jacobi theory using the
classical approach of Carathéodory applied to field theories. In the third chapter we will show
how this formalism can be derived given a choice of relativistic dynamics, and how this choice
allows us to deal with singular systems. In the fourth chapter we will address the problem
of integrability conditions. This analysis will be the basic tool for a self consistent constraint
analysis. We will see that we can relate a certain set of generators to symmetries of the ac-
tion, as well as a second type of generators to a modification of the dynamics by means of

generalized brackets. The two last chapters will be used for applications.
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Introducao

Mais que apenas um dos formalismos que compdem a mecanica classica, o formalismo de
Hamilton-Jacobi é também uma teoria matematica de grande alcance. Seu desenvolvimento
teve inicio nas primeiras formulacées do calculo variacional, mas ganhou forma final a partir
dos trabalhos de Hamilton [1] sobre sua teoria Hamiltoniana da mecéanica e de Jacobi com o
desenvolvimento da teoria das transformacgdes candnicas. A ideia por tras deste formalismo
é bastante simples. Sob certas condicbes, equacoes diferenciais ordinarias podem ser rela-
cionadas a sistemas de equacdes diferenciais parciais [2]. H4 pelo menos um caso em que
esta correspondéncia é geral, na relacdo entre equacoes diferenciais ordinarias de primeira
ordem e equacoes diferenciais parciais de primeira ordem. Enquanto solucdes das equacdes
ordinarias representam congruéncias de curvas em certa variedade, como por exemplo o es-
paco Euclidiano no caso da 6tica geométrica ou o espaco de fase na mecanica, as solugoes
das equacgdes parciais formam familias de hiper-superficies neste mesmo espaco. A relagdo
existente entre essas equacgoes é traduzida em relagdes geométricas entre o campo vetorial

caracteristico das congruéncias e a familia de hiper-superficies.

Na mecénica classica, quando um sistema pode ser formulado a partir de um principio
variacional, as equacgdes que descrevem a trajetéria de uma teoria no espaco de configuracéo
séo as equacoes de Euler-Lagrange. Estas equacoes formam um sistema de equacoes dife-
renciais ordinarias de segunda ordem. Contudo, Hamilton nos mostrou que € possivel reduzir
estas equacdes a um sistema de equacgoes lineares de primeira ordem, as equacées canéni-
cas de Hamilton, cujas solucoes descrevem familias de curvas em um espaco de fase. As
equacdes candnicas podem ser relacionadas a uma equacéo diferencial parcial de primeira
ordem, geralmente néo linear, que vem a ser a equacido de Hamilton-Jacobi. Sua solucao é
relacionada a uma familia de hiper-superficies no espaco de configuracdo. Embora esta nao

seja toda a historia, este roteiro padrao é reproduzido em quase todos os textos de introducéo



a mecanica classica [3, 4]. Nessa literatura, o formalismo de Hamilton-Jacobi aparece como

um coadjuvante do formalismo Hamiltoniano através da teoria das transformacées candnicas.

Contudo, ndo s6 a mecanica classica pode ser descrita por uma teoria de Hamilton-Jacobi.
Este é o caso também da dtica geométrica, em que a equacdo de Hamilton-Jacobi é a equacgéo
Eikonal [5]. Também encontramos o mesmo sistema de relacdes na termodinamica [6]. As
equacoes de estado de um sistema termodindmico determinam “trajetorias” em um espaco
de estados formado pelas variaveis termodindmicas. Essas equacgdes podem ser reconhecidas
como equacoes caracteristicas de uma equacio de Hamilton-Jacobi para a entropia. Outros e-
xemplos do alcance da teoria de Hamilton-Jacobi na fisica podem ser encontrados na mecanica
de fluidos [7] e na mecénica quantica [8]. Mesmo na mecanica classica, a importancia deste
formalismo torna-se evidente em muitas situacées. Por exemplo, a teoria de Hamilton-Jacobi
é o cenario ideal para a teoria de perturbacoes classica [4], muito utilizada na mecanica celeste

[9].

O poder de generalizacio do formalismo de Hamilton-Jacobi vem da sua relagao direta com
os principios variacionais. No entanto, um quadro completo deste cenario s6 seria formado
com os trabalhos de Carathéodory na teoria das equacées diferenciais parciais de primeira
ordem [10]. O método de Carathéodory inverte o roteiro que apresentamos acima. A equacéo
de Hamilton-Jacobi aparece como a condicéo necessaria e suficiente para que uma trajetoéria
classica seja um extremo de uma integral fundamental. A partir desta equacéo podemos de-
duzir as equacgoes canonicas de Hamilton com o método das caracteristicas e, ainda, podemos
deduzir diretamente as equacoes de Euler-Lagrange do sistema. Com este ponto de vista,
Carathéodory unificou trés disciplinas da matematica que, apesar de relacionadas em ca-
sos particulares, eram consideradas disciplinas independentes: o calculo variacional, a teoria
das equacoes diferenciais parciais de primeira ordem e a teoria das equagoes diferenciais
ordinarias. Este conjunto de relacoes é conhecido como o quadro completo do calculo varia-
cional. Para a mecénica classica regular, a teoria de Carathéodory encontra-se sintetizada na
ref. [11].

O quadro completo de Carathéodory permitiu um formalismo alternativo ao método de
Dirac-Bergmann [12] para anélise de sistemas vinculados. Este estudo foi iniciado por Giiler
[13] no inicio da década de 1990 e suas ideias centrais podem ser encontradas também na
ref. [14]. No formalismo de Hamilton-Jacobi, sistemas vinculados d&o origem a um sistema
de equacoes diferenciais parciais de primeira ordem, ndo apenas a uma tnica equagio, como
no caso regular tratado por Carathéodory. Como consequéncia, as equacoes caracteristicas
tornam-se equagdes em um espaco de fase reduzido cujas solugdes sdo curvas caracteristicas
parametrizadas pelo tempo e por um conjunto de variaveis independentes. Essas variaveis
relacionam-se diretamente as coordenadas generalizadas do espaco de configuracao cujas ve-
locidades nao podem ser escritas em funcido dos momentos através da transformacéo de Le-

gendre. Além disso, os vinculos possuem status de geradores dindmicos da teoria. Como



também apontado por Giiler, esses geradores devem obedecer a condigoes de integrabilidade
para que as equacoes caracteristicas sejam integraveis. Essas condi¢oes sdo a base para a
analise de vinculos que foi proposta e estudada a partir de entdo, também por outros autores

[15, 16, 17].

Em 2006 o autor defendeu dissertacdo de mestrado [18] sobre o formalismo de Hamilton-
Jacobi para agoes de primeira ordem, que constituem sistemas cuja funcéo Lagrangiana é line-
ar nas velocidades generalizadas, estudo que resultou também no trabalho [19]. O principal
resultado deste trabalho vem a ser a introducéo dos parénteses generalizados ao formalismo,
que resultam da existéncia de vinculos que nao obedecem as condicoes de integrabilidade.
Ainda nesta dissertacdo foi possivel mostrar pistas de que essa estrutura de parénteses seria
independente da natureza linear das Lagrangianas de primeira ordem e deveriam existir
para sistema gerais com geradores néo involutivos. Essa linha de investigagdo nos levou ao
trabalho [20]. Em paralelo, temos também o artigo [21] em que aplicamos os resultados de
[19] para sistemas de primeira ordem com derivadas de ordem superior, bem como os traba-
lhos de revisao [11, 14] e o proceeding [22]. Este dltimo trata de aplicacées do formalismo em
teorias no plano nulo. Todos esses trabalhos apresentam o formalismo de Hamilton-Jacobi a
partir da mecénica classica, enquanto as aplicacoes em teorias de campos sio feitas através

de extensdes, como é usual em outros formalismos para sistemas vinculados.

Esta tese, além de apresentar os principais resultados do estudo de doutorado, pretende
preencher a auséncia de um texto que trate da teoria de Hamilton-Jacobi genuinamente para
teorias de campos que incluam sistemas singulares. Em adi¢ao, generalizaremos o formalismo
para incluir também sistemas com derivadas de ordem superior. Para tanto, o trabalho é

dividido em seis capitulos.

O primeiro capitulo é um capitulo introdutério ao problema variacional referente as teorias
de campos, que sdo sistemas descritos por integrais multiplas de densidades Lagrangianas em
volumes do espaco-tempo. Este capitulo ndo possui nenhuma informacéo nova, mas serve ao
propoésito de introduzir um roteiro padréio para o formalismo de Hamilton-Jacobi para campos.
Além de plataforma inicial, usaremos este capitulo para apresentar notagdes e convencoes que
serdo necessarias nos demais capitulos. Trataremos também dos teoremas de Noether para
campos, que usaremos mais tarde para estudar simetrias que resultam do formalismo de

Hamilton-Jacobi.

No segundo capitulo faremos uma tentativa de formular a teoria de Hamilton-Jacobi em
uma forma completamente covariante, embora esta tentativa seja infrutifera para analise de
sistemas singulares. Ainda assim ha discussoes interessantes que brotam dessa tentativa.
Seremos capazes de mostrar que, com uma escolha de método de Lagrangianas equivalentes,
podemos definir uma equacido de Hamilton-Jacobi cujas equacoes caracteristicas reproduzem
equacoes candnicas covariantes para teorias de campos. Essas equagdoes também levam a

uma estrutura de parénteses de Poisson bem determinada e a condigdes de integrabilidade na
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forma de parénteses de Lagrange das variaveis do espaco de fase.

O terceiro capitulo traz o formalismo de Hamilton-Jacobi para uma escolha particular de
dindmica relativistica, que envolve uma foliacdo do espaco-tempo com a escolha de hiper-
superficies de Cauchy. Este é o método padréao para analise de sistemas vinculados também
pelo método de Dirac. Nesta parte, seremos capazes de construir um quadro completo analogo
ao quadro completo de Carathéodory para a mecénica classica. Além disso, introduziremos o
formalismo geral para teorias com vinculos, que tornam-se equagodes funcionais que integram
o sistema de Hamilton-Jacobi da teoria. Deduziremos também as equacées caracteristicas
deste sistema e discutiremos o espaco de fase e os parénteses de Poisson. Por fim, apresentare-
mos o teorema de Jacobi, que relaciona solu¢ées completas das equacgdes de Hamilton-Jacobi

a configuracdes caracteristicas da integral fundamental.

Podemos dizer que o capitulo 4 contém os principais resultados deste trabalho. Este é o
capitulo que trata da integrabilidade das equacdes de Hamilton-Jacobi. Com esta analise,
veremos que as equacoes de Hamilton-Jacobi definem geradores de transformactes canoni-
cas no espaco de fase da teoria que, se integraveis, devem fechar uma algebra de Lie com
os parénteses de Poisson. A forma mais direta de analisar como esses geradores agem sobre
a dindmica de uma teoria é através do formalismo simplético, que apresentaremos na secio
4.3. A partir deste ponto, a tese volta-se a aspectos geométricos do formalismo de Hamilton-
Jacobi, em detrimento da vocagdo analitica dos capitulos anteriores. Estudaremos também a
relacdo entre os geradores da teoria e as simetrias da integral fundamental, especialmente
focados em como podemos reconstruir simetrias de gauge a partir das transformacgoes canoni-
cas geradas pelos vinculos. Essa andlise é também inédita no que diz respeito ao formalismo
de Hamilton-Jacobi e consiste em outro resultado importante do nosso trabalho. Na secédo
4.6 apresentaremos a generalizacdo dos resultados publicados em [20], ou seja, a analise de
sistemas em teorias de campos que possuam vinculos que néo obedecam as condicées de in-
tegrabilidade. Nesta sec¢do, introduziremos a estrutura dos parénteses generalizados e sua

interpretacdo geométrica em termos do formalismo simplético.

Os capitulos 5 e 6 trazem duas aplicacées do formalismo apresentado no capitulo 4. A
primeira é a teoria eletromagnética de Podolsky na dindmica do plano nulo e a segunda é a
acao de Einstein-Hilbert em duas dimensées, na dindmica instantanea. Ambas as aplicages

serdo uteis em mostrar a validade e abrangéncia do método introduzido na secéo 4.6.

Na literatura sobre sistemas singulares a nomenclatura é baseada inteiramente no forma-
lismo de Dirac e o mesmo ocorre, de alguma forma, nos trabalhos de Giiler e de outros autores
com o formalismo de Hamilton-Jacobi. Nessa nomenclatura, existem vinculos primarios e se-
cundarios, assim como vinculos de primeira e segunda classes. Contudo, para evidenciar a in-
dependéncia do formalismo de Hamilton-Jacobi com relacdo ao método Hamiltoniano, vamos
esquecer, durante o texto, essas convengdes. O motivo é que trataremos os sistemas vincula-

dos como sistemas dindmicos e, por isso, usaremos o termo “geradores” no lugar de “vinculos”.
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Usaremos frequentemente a denominacio “sistemas Hessianos” para sistemas regulares e
“sistemas néo Hessianos” para sistemas singulares. Da mesma forma, usaremos também as
expressoes “geradores em involucéo” e “geradores ndo involutivos” com a operacéo dos parén-
teses de Poisson, que, como sera evidente no texto, sdo equivalentes as expressoes “vinculos
de primeira classe” e “vinculos de segunda classe”. Além dessas mudancas, é possivel que o
leitor sinta falta de outros elementos do jargdo padrao de sistemas vinculados. Por exemplo,
chamaremos as variaveis do espaco de fase reduzido por “variaveis dependentes”, enquanto
os parametros relacionados a parte néo inversivel da matriz Hessiana serido tratados como
“variaveis independentes”, no estrito sentido de que os primeiros sdo func¢des dos dltimos nas
solucdes do problema variacional. Contudo, buscaremos tornar o formalismo conciso e auto-
consistente para que a nomenclatura nao seja um fator determinante para a compreenséo da

teoria.

Por fim, as referéncias serdo colocadas no fim de cada capitulo, em vez de no fim do tra-

balho, com o objetivo de facilitar a leitura e a dinamica do texto.
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Capitulo 1

O problema variacional

Introducao

Neste primeiro capitulo, vamos revisar a analise do problema variacional de se encontrar
condi¢coes necessarias e suficientes para que uma dada integral fundamental tome um valor
extremo (maximo ou minimo) local. Este problema variacional é comum em diversas areas
da fisica e da matematica que compartilham de quantidades geométricas que assumam, por
requerimentos fisicos ou puramente matematicos, um valor maximo ou minimo. Por exemplo,
o problema variacional que descreve fenomenos da 6tica geométrica consiste em encontrar a
trajetoria do raio de luz para a qual o tempo de propagacédo seja minimo (principio de Fer-
mat). A dindmica de particulas relativisticas, como outro exemplo, refere-se ao problema de

se encontrar trajetérias no espaco-tempo que maximizem o tempo proéprio.

Problemas variacionais na mecénica classica [1, 2], disciplina na qual o calculo variacional
encontrou seu maior terreno de desenvolvimento, precisam ser definidos com base em espacos
nao tao facilmente intuidos. Um sistema fisico neste cenario é descrito por uma trajetéria
em um espaco de configuracio @, formado por suas coordenadas generalizadas ¢%, em que

a=1,...,nenindica a dimenséo de Q,. Tal trajetoria é definida pelas equacoes paramétricas
C: q"=4q"(t), (1.1)

em que ¢t é um parametro relacionado univocamente com o tempo. O problema variacional



consiste em encontrar condi¢des necessarias e suficientes para que a integral fundamental

t1
AlC) = / L(t,¢%¢",...)dt, (1.2)
to
em que ¢* = dq“/dt, assuma um valor extremo sobre C, fornecida uma func¢édo Lagrangiana
L que dependa do tempo, das coordenadas e de suas derivadas até ordem k. Neste caso,
precisamos que as funcdes ¢® (t) sejam pelo menos de classe C?*. Este problema variacional
recebe o nome de principio de Hamilton quando a primeira variacdo das coordenadas genera-
lizadas em ¢ =ty e t = ¢; é nula. A aplicagdo direta do principio de Hamilton leva as equacoes
de Euler-Lagrange
k .
. d' OL

(—1) =0 (1.3)

=0

dt ogfyy
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que sdo as equagoes diferenciais que ditam a dindmica da teoria. Nessas equagdes, usamos a

notacéo q&) para indicar a i-ésima derivada temporal das coordenadas.

O carater do tempo como parametro de evolucdo nessas teorias é bastante especial. Em
primeiro lugar, é um parametro de evolugio unico: a integral (1.2) é uma integral simples e
as solucoes das equacoes (1.3), se existirem, sdo familias de curvas de 1-parametro que de-
pendem de um conjunto de condicdes iniciais. Em segundo lugar, embora seja sempre possivel
um processo de reparametrizacio, a integral fundamental ndo é independente da escolha do
parametro. Por isso, as equagoes de Euler-Lagrange nao sdo apenas equacgoes que descrevem
uma dada geometria no espaco de configuracdo, mas possuem também a interpretacdo de

equacdes que caracterizam um sistema dindmico finito.

Por causa do papel especial do tempo, o formalismo Hamiltoniano pode ser naturalmente
introduzido e a mecanica cldssica pode ser analisada através do espaco de fase T*Q,,, onde as
equacoes de movimento tomam a forma de um conjunto de equacdes de ordem reduzida. No
espaco de fase ha a introducio de uma estrutura simplética natural, através da qual é possivel
conhecer a forma da evolucdo de qualquer observavel fisico sem a necessidade da resolucao
das equacdes de movimento. Além disso, as propriedades geométricas do espaco de fase per-
mitem que o efeito de transformacoes sobre observaveis sejam imediatamente reconhecidos,
independentemente da dindmica especifica da teoria. Dentre as transformacées mais impor-
tantes estdo as transformacées canoénicas, que preservam o elemento de volume do espaco de
fase. A importancia desse formalismo canénico para a fisica nao pode ser subestimada, visto

que a mesma estrutura formal esta presente também na mecanica quéntica.

O calculo variacional para a mecénica classica envolve também os teoremas de Noether,
que dizem respeito a identidades obedecidas quando a integral fundamental (1.2) é invariante
por alguma classe de transformacées, assim como o formalismo de Hamilton-Jacobi. Histori-

camente, este formalismo foi desenvolvido como um braco do formalismo Hamiltoniano, mas
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sua estrutura sintetizadora é mais fundamental, como veremos nos capitulos 2 e 3.

O mesmo quadro para teorias de campos néo pode ser tracado tdo naturalmente. Como
veremos, campos séo sistemas que dependem de um conjunto de pardmetros, geralmente iden-
tificados com as coordenadas retangulares do espaco-tempo. A integral fundamental que ca-
racteriza o problema variacional, andloga a integral (1.2), é uma integral multipla. Além
disso, os sistemas em campos mais importantes na fisica sdo invariantes por reparametriza-
coes. Essas caracteristicas fazem desses sistemas essencialmente distintos dos sistemas clas-
sicos, nos quais o tempo tem um papel privilegiado. Em especial, ndo ha uma forma tunica
de dindmica Hamiltoniana e, tampouco, um tnico formalismo de Hamilton-Jacobi possivel.
Outro aspecto das teorias de campos mais importantes para a fisica sdo as simetrias de gauge,

que sdo caracteristicas de sistemas singulares.

Neste capitulo abordaremos o problema variacional para teorias de campos, tanto para
apresentar nomenclatura e convencées que utilizaremos no trabalho, quanto para esclarecer
aspectos normalmente obscuros do procedimento de deducéo das equacoes de Euler-Lagrange,
como os termos de fronteira do problema de extremizagao da acéo. Este caminho também é o
mais coerente para fins de apresentacdo do formalismo de Hamilton-Jacobi. Este desenvolvi-
mento é fortemente baseado na referéncia [3], mas nos preocuparemos também na generaliza-
cdo do método para considerar sistemas com derivadas superiores na acdo. Na secdo 1.2 nos
preocuparemos em apresentar, pelas mesmas razoes, os teoremas de Noether para campos.
Nesta secdo, nos baseamos também nas referéncias [1, 2, 4]. Nao nos preocuparemos em a-
presentar o formalismo Hamiltoniano. De acordo com o ponto de vista que abordaremos, ele é

um resultado natural do formalismo de Hamilton-Jacobi, que sera o foco do préximo capitulo.

1.1 O problema variacional

Um campo pode ser descrito por um conjunto de n fungdes ¢® (z), em que x representa um
ponto no espaco-tempo de d+ 1 dimensoes, localmente descrito por um sistema de coordenadas
z# = (29,2%,...,2%) em um dado volume €. Todas as nossas consideragdes serdo restritas ao
sistema contido nesse volume. O indice a varia de 1 a n. Vamos trabalhar em um espaco de
configuracio construido da seguinte forma. Os campos ¢* sdo coordenadas de uma variedade
Q,, de dimensao n. Em conjunto com essa variedade, definimos também um espaco para os
parametros, R;11. O espaco de configuracdo vem a ser o produto direto definido por Q =
Qn x Ryyi1, de modo que o volume 2, o qual sera tratado também como o dominio dos campos

¢*, esteja imerso em Q.

Vamos supor que os campos sejam funces pelo menos de classe C?*, de modo que podemos
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definir as derivadas
Z = 0,0%, zy = 0,0,0%, ...,

até ordem 2k. A configuracéo dos campos ¢“ €, portanto, definida como os valores dos campos e
de todas as suas derivadas até ordem 2k. Consideremos, agora, a existéncia de uma densidade
Lagrangiana L (m“, O, Py Dl - .), contendo derivadas dos campos até ordem k. Com essa
densidade Lagrangiana definimos a agao

A[¢]:/§2L(x”7¢a7 g“ fw,...) dw, (1.4)

em que usamos a notacdo dw = dz%dz?. .. dz?.

Para definir o problema variacional vamos fazer da configuracido ¢ um membro de uma

familia de configuracées de 1-parametro, definida por
¢ (u): ¢% = ¢ (z¥,u); ¢ = @) (e u); -+, (1.5)

pelo menos de classe C? em u. Se uma dada configuragéo ¢ (up) € um extremo da integral fun-
damental (1.4), A (up) deve ser menor (ou maior) que um valor A (u) referente a agéo calculada
em uma configuracdo ¢ (u), pertencente a uma vizinhanca fechada |u — ug| de ¢ (up). Supondo
lu — up| um ndmero muito pequeno, desprezando termos de ordem maior ou igual a |u — ug|?,
a expansao de ¢ (u) em série de Taylor ao redor da configuracao ¢ (ug) pode ser escrita por

8 (0%, 1) & 6 (2, ug) + LY

ou, (1.6)
e assim também para as derivadas dos campos, em que du = u — ug. Esta é a formula de
primeira ordem para a comparacéo entre duas configuracdes ¢ (ug) e ¢ (u) para um conjunto
fixo de parametros z*. Ela nos permite definir a primeira variacdo dos campos a ponto fixo,
dada pela expressao

0¢®

. 1.
oy ou 1.7)

5*¢(1 = ¢a (xa’u) _ ¢a (:L,O!,uo) —

u=1ug

A mesma expressdo é valida para as derivadas. Por exemplo, temos a primeira variacdo de

o
* 1 Q a 0% a o 8¢a
el = o (% u) — @y (2%, ug) = 8; ou
u=ug
924" d 9¢" d
- = = — (§*¢%). 1.
Ot ou . U det ou s ou Ak ((5 ¢ ) (1.8)
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Na expressio (1.8), usamos a derivada total definida por

d 0 . 5 . 5 . 5
2= g+ e |0 5y + a0 5o @) e g T

A integral que aparece na expressdo acima atende ao fato de que campos séo, de forma
rigorosa, tratados como distribuicées do espaco-tempo: as derivadas com relagdo aos campos
sdo derivadas funcionais e ndo simples derivadas parciais. Por essa raz&o usamos o simbolo
0F (z) /6¢ (y) para caracterizar a derivada funcional de uma funcédo F'(z), aplicada em um
ponto z do volume (2, com relacdo a uma funcéo ¢ (y), aplicada em um ponto y do mesmo
dominio. A relacdo mais fundamental vem a ser

) b (),

3¢® (y)
em que temos a delta de Dirac de dimensédo d + 1. No geral podemos ignorar a escrita das
integrais, de modo a nfo sobrecarregar a notacéo, o que faremos em boa parte do trabalho.
Contudo, quando somas em derivadas funcionais aparecem, integrais geralmente as acom-
panham e devemos ficar atentos a este fato. Por exemplo, usaremos repetidamente expressoes

do tipo ¢y, [6L/5¢?], com L sendo a densidade Lagrangiana, que devem ser lidas como

fen o S

A primeira variacéo (1.7), portanto, é o termo de primeira ordem da comparacédo entre
duas configuracoes infinitesimalmente préximas, mantendo fixos o conjunto de parametros z*
e, portanto, o dominio 2. Podemos generalizar este argumento e considerar também a com-

paracéo com configuracbes que variem os parametros. Basta considerarmos a configuracgéo
¢ (u): ¢ =" (v u); - (1.9)

em que os parametros v* representam coordenadas de um volume Q' do espaco-tempo. Pode-
mos escolher esta configuracdo de modo que v* = x* para u = ug e, assim, ambos os conjuntos
estdo relacionados pela equacéo
vt
ot =t (¥ u) = ot + — du,
ou

u=ug

em que, por ultimo, tomamos a expansio até primeira ordem em Ju.
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Com a variacio dos pardmetros, temos a primeira variacio total

(vt u) = @ (xH ug) + 8¢”§;",u) . ou 5¢“6(:;,u) %f . Su
= ¢% (2 u0) + 0% + (63), .. 6P,

ou seja,

59" = 5" ¢" + ¢% (a*, ug) 62, (1.10)
em que

50f = 2 du. (1.11)

OU | —yy
Vamos escrever a integral fundamental para a configuracéo ¢ (ug):

A(ug) = /QL (:U“, O, Dy D - - ) dw, (1.12)
assim como para a configuracéo ¢ (u):

A(u) = //L (U“,qﬁla,gbf,qf)ﬁw...) dw', (1.13)
em que dw’ = dvOdv!. .. dv?. A primeira variacéo total da acéo é definida por

SA=A(u) — Alug) ~ di‘hg“) Ju. (1.14)

u=ug

Assim, devemos calcular a primeira derivada de (1.13). A condic¢ido fundamental para que a

integral seja estacionaria é que essa derivada seja nula no ponto u = ug. Dessa forma, temos:

dA d dL d
- 2 L wogla la gla ) d U - =d / L— (d /
du du |:/§2/ (0", 6%, 0} By ) w] /Q/[du Wt du(w)

Nesta expressio, o elemento de volume depende de u, o que justifica a segunda derivada no

integrando. Podemos trabalhar esse termo, considerando a relacao

dw' = det <g”ﬁ> dw = Bdw
T

e assim, a derivada total da acfo se escreve

dA dL 0B
— = —B 4+ L— . 1.1
= /Q[du + 8u]dw (1.15)
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Para o primeiro termo

AL _ SL & | L [66°0u 0"

du  Sv® du 0¢'e | dv* Ou ou
oL [Sepov 00m] oL [Snov 00
dgie [ 6v* Ju ol | v Ou ou

Devemos manter em mente, entretanto, que integrais estio implicitas nessa expressio.

Organizando os termos de modo a escrever a expressdo como combinacdes lineares das

derivadas de u, mostramos que a expressdo anterior equivale a

dL  [6L 8¢* 6L 0¢, = oL 09}, AL v (1.16)
du | 8¢ Ou 6% du 092, O dz® Ou ’
Assim,
dA 8L 9¢* 5L 09, SL 0o, dL ov® 0B
== = B+ =B+ 1
du /Qd {[&b“ T oon ou T dom, ou t e ou B LG g D
Para a derivada do determinante, vamos usar a relacédo
OB 0B v’
_— = a a BB = — ]_.1
ou & ou ’ “T 9’ (1.18)
em que G séo os cofatores de BY,, definidos por
%B% = BsY. (1.19)
Podemos escrever os dois ultimos termos do integrando de (1.17) como
dL dv® OB dL P ;0B _ dL 90 oB",
= Bl = B S G BYG+ L
dz® Ou + ou dz® du %+ 8u = dz® du ¢ +L16% ou
[ dL P 8B7
= G |—=——B
&5 | dz Ou P L ou }
e [dL oo o (o
7 |da® Ou 98 * Oz
_ o [ dL 9v° 81)7 (91)"’
7 dx® Ou 928+
[ dL ovY o [ovY d ovY
= G| L — = (r=-).
G”_d:z:a ou " o (au)] G7d$a< 8u>
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Dessa forma, com (1.17),

dA (u)
du

a a a a a
/ do oL O¢ . dL 09, L 0y, L
Q 0 Ou 66 Ou 49, Ou I

d ov®
/ b e (%m)

=4, B

u=ug

(1.20)

)
u=ug

= 1 e, por consequéncia da equacéo (1.19), G% =

em que usamos Bj —
0 U=ug

55

u=ug

A equacéio para a primeira variacdo da acdo (1.13) vem a ser, devido a (1.20),

0A = /dw [6¢a5*¢a ;(baé*qﬁ“ (; T ] /dw (Lox®™)

Mas ainda n&o acabamos com esta expressdo. Por meio de (1.8), podemos escrever

5L 5L d 5L d d
A — T Sk a _ * 1 a - * 1Q
o /dw [5¢a5 P om0 g dan dar O ]

/dw (Lox®™)
5L d 6L d d 4L .
- /dw<5¢a Wagbfmdxuwﬁj“)”
5L d 6L d d oL .
/ dwdx“ K5¢Z T dav 8, | da¥ dat 098, > ¢ ]

/dwd 5L d 5L+dd6L y
dat |\ 0%,  da¥ 649, — dxY da 0, v

d
m
+/ded:cﬂ (LéxH).

Definindo-se a derivada funcional de Lagrange:

-0 490,44 90 (1.21)

dp 09 dxt oo, dxtdr¥ oL

escrevemos

5 d 5L 5L
0A = | dw=——-05"¢" dw——— < Lozt + =—0"¢* + =——0"¢% +--- 5. 1.22
/w&b 0] /wd#{ x+5¢ﬁ ¢+5¢W o, + } ( )

Em (1.22), vamos usar (1.10) na forma

5 " = 5" — ¢hoa”, (1.23)
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mas apenas na segunda integral. Dessa forma,

5L d
SA = =5+ | dw— { Léa" ,5‘1 L sgo 4
/ Wigal? / wdm“{ et 5%/ ot }
d 5L
@ B_ ...

Por fim, temos a primeira variacdo em sua forma final

x 1a d B a
SA = /dw_<5 & /dwdu{—H’chx W&p ¢ } (1.24)

na qual definimos o tensor densidade de energia-momento

5L
o

oY = ¢B+ ; g — Loj. (1.25)

5¢a

As equacoes (1.22) e (1.24) descrevem a primeira variacdo da acéo e as trataremos como
formulas fundamentais. No geral, o principio variacional utilizado em teorias de campos é
mais especifico. Envolve apenas a primeira variacdo com dominio ) fixo, em que éz° = 0 e

0¢ = §*¢. A primeira variacdo toma a forma

a d CL a
5A = /w6¢) / { o 5 + 5%5¢ } (1.26)

Neste caso, o problema variacional é equivalente ao principio de Hamilton na mecéanica clas-

sica.

Em (1.22) e (1.24) a segunda integral tem como integrando uma divergéncia total. Vamos

definir o objeto

5(1
6¢a¢ <z>

(1.27)

OH = —H’”zaéacﬁ

O teorema de Gauss-Ostrogradski nos garante que

dor /
dw® = [ don,o", (1.28)
/Q dxt o0

no qual 09} é a fronteira de (2, enquanto do é o seu respectivo elemento de volume. A 1-forma
n = n,dx* é tal que, se a fronteira 0f for definida por meio de uma equacéo F' (2*) = 0, n deve

ser proporcional a dF' ou, em componentes,

dF
nu = Oéw (1.29)
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O valor de « é, na verdade, uma escolha arbitraria. Se o vetor ® = ®# (d/dx*) for nulo em 052,
o que pode ser satisfeito se escolhermos éz° = 0 e 6*¢ = 0 na fronteira, a integral do termo de

divergéncia sera nula e a primeira variacdo da agdo sera escrita apenas pela expresséao

5L
0A = / dw—=—05%¢*. (1.30)
o 0¢°
Com a condicdo de que A seja estacionaria, dA = 0, tomando 6*¢® arbitrario em (2, resultam
as equacoes de Euler-Lagrange
SL
Spe

—0. (1.31)

Por outro lado, podemos escolher, em vez das condicdes 6z° = 0 e §*¢ = 0 na fronteira, a

condicdo de ortogonalidade

O (1.32)

€0

que é mais geral e pode trazer informacoes sobre o sistema néo contidas no problema varia-
cional. Por exemplo, vamos tomar o caso da Lagrangiana L = L ((Z)a, ¢Z) A variacéo a volume
fixo (1.26) é dada por

oL d oL oL
(5A—/dw{— }5‘14—/ don,, —0¢%.
o™ 507 " dwnogn | °7 T o T gn 0

As equacgoes de Euler-Lagrange assumem a forma mais usual

oL _iéL B
N Y

como condi¢des necessarias e suficientes para que a acédo desse sistema seja estacionaria,

desde que §¢® = 0 em OS2, ou que as func¢oes

sejam tangentes a fronteira, ou seja,
i _
nuth |, c o0 = 0-

E comum reconhecer as func¢oes 7 como momentos conjugados aos campos ¢ com relacéo

aos parametros x*. Se o problema variacional permitir volume variavel, o termo de fronteira

sofre o acréscimo de

/ danuH“ﬁ&Uﬁ,
o0
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tal que a densidade

oL

H _
595,

s 95 — Lo

deve obedecer

n,H", =0.

Isto indica que o tensor densidade de energia-momento deve ser nulo, ou como condicdo
mais fraca, tangente a 9Q). Como veremos na préxima secdo, a densidade H", vem a ser
uma corrente conservada relacionada a invariancia da integral fundamental com relacdo a
translacoes em (). Dessa forma, as condi¢des de fronteira tornam-se requerimentos fisicos
para o fluxo de energia-momento dos campos. Em outras palavras, este fluxo deve estar sem-

pre contido em §2.

Como exemplo de teoria com derivadas de segunda ordem, vamos encontrar pela primeira
vez a densidade Lagrangiana de Podolsky, com a qual trabalharemos no capitulo 5. Os campos
fundamentais sdo denotados por A4, (z), que formam as componentes do potencial de gauge,
também chamado de conexfdo de gauge. A teoria de Podolsky é uma teoria de gauge para
o grupo U (1), de modo que a densidade Lagrangiana deve ser escrita com os invariantes
Fu = Ay, — A, em que usamos a notacdo A, , = dA,/dz" = 0,A,. Esta densidade é escrita

por

1 1
L=—FuF" + Eaza,\FW‘a'YFW. (1.33)

As equacdes de Euler-Lagrange (1.31) para esta teoria sdo dadas por

SL 6L 4 6L  d d 0L _,
6A,  0A, daviA,, dzrdzv §Au,n

em que os campos A,, A,, e A,,, devem ser considerados independentes. Da expresséo

acima, obtemos as equacdes de campo
[14a*0] 0, F"" =0, (1.34)

em que usamos o operador (] = (9585.

Para calcular o tensor densidade de energia-momento candnico, vamos usar os objetos

T8 = (5;;55 —5553), (1.35)

N — DN -

B
A%y

(o507 + 372 ) (1.36)
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Para o campo de Podolsky temos por calculo direto o tensor

oL oL
HY = 22 4 o=
A 0Aq wh 5 A e

= FFAup+ a* TN Ay g + 200" AT 0-FYT Ao xg — 05 L,

Aprg — LG

ou,

Hop = Fl Ay g + @ 1ar YIEHOONF Ay g + 20°0 " Nag A T 0- FYT A xg — gL (1.37)

N

Contudo, este tensor nao é simétrico em « e 5. O processo de simetrizacéo, que envolve o uso
de termos de divergéncia total conhecido como processo de Belinfante, ndo funciona com teo-
rias que apresentam derivadas de ordem superior. Para a teoria de Podolsky, o procedimento

adotado em [5], embora tedioso, resulta no tensor simétrico [6]
Top = FauF'y + a? |20V F0\Fyy, — 20°FL0,Fyg + O\FAO, S| = naslL. (1.38)

Aqui, gostaria de deixar um agradecimento a C. A. Bonin pela discussao sobre a densidade de

energia-momento do eletromagnetismo de Podolsky.

1.2 Os teoremas de Noether

As propriedades de invaridncia de um sistema fisico sdo analisadas através de dois teo-
remas de Amalie “Emmy” Noether [7], de 1918. Ambos referem-se a condi¢des necessarias e
suficientes para que uma dada integral fundamental seja invariante, ou quasi-invariante, sob
uma transformacio nos campos e nas coordenadas do espaco-tempo. Essa condicéo, em sua

forma mais geral, é conhecida como equacéo de Lie.

O primeiro teorema de Noether diz respeito a invariancia da agao sob a agdo de um grupo
de transformacgdes com parametros constantes. Neste caso, a equacédo de Lie da origem a
um sistema de identidades que relacionam combinacées lineares das derivadas de Lagrange
da densidade Lagrangiana a divergéncias totais. Entéo, as equacoes de campo do sistema
resultam nas chamadas leis de conservacido, quando correntes associadas aos campos tém
divergéncia nula. Essas leis de conservacio estdo relacionadas também com as integrais de
movimento, ou quantidades invariantes por evolugdo temporal. Por exemplo, na mecanica
classica sistemas invariantes por translacées resultam na preservacdo do momento linear.

Sistemas invariantes por rotacées preservam o momento angular.

O segundo teorema de Noether diz respeito a teorias invariantes por transformacées cu-

jos parametros sdo funcées do espaco-tempo. Para esses sistemas, as simetrias implicam na
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existéncia de relacées geométricas entre os campos, as identidades de Noether. Essas identi-
dades sdo independentes da satisfacdo das equacoes de campo, ou seja, devem ser satisfeitas
também fora das solucées do problema variacional, o que infere ao teorema uma importan-
cia fundamental, ja que essas relacdes fornecem informacées sobre o sistema fisico sem a
necessidade de resolvé-lo explicitamente. Por exemplo, as identidades de Ward-Takahashi
sfo identidades de Noether que resultam da invariancia da acfo efetiva, em teoria quantica
de campos, por transformacées BRST. A importancia desse teorema é ainda mais apreciada
quando nos lembramos que ha uma crenca generalizada de que as interacoes fundamentais da
natureza sejam teorias invariantes por transformacées de gauge locais, nas quais o segundo

teorema se aplica.

As transformacdes mais gerais a que uma configuracdo de campos ¢” (z) pode ser sub-
metida consistem em dois tipos. O primeiro vem a ser uma transformacio ativa no ponto de
aplicacao no espaco-tempo que leva um ponto x = (z#) a um ponto y = (y*). Essa transfor-

macéo é caracterizada genericamente pela variacao
oxt =yt — 2t (1.39)

tal que dz* é uma funcéo do espaco-tempo.

Os campos no ponto y estdo relacionados aos mesmos campos no ponto x pela variagdo

56 (z) = ¢ (y) — 6" () = 20| g,

89# 6x=0

que é o termo de primeira ordem na série de Taylor de ¢“ (y). Podemos desprezar termos de
ordem superior se dx for muito pequeno. Nessas condicées, o operador § age como um operador

diferencial e podemos escrever a primeira variacio dos campos pela expressio

5o = ¢Loat. (1.40)

Da mesma forma, podemos definir uma transformacéo que age apenas sobre a forma fun-

cional dos campos, que chamaremos de transformacoes a ponto fixo, cuja expressao é dada por

09 (z) = ¢"* (x) — ¢ (2) (1.41)

e, assim como no caso da transformacdo a ponto variavel, consideraremos esta como uma

transformacao infinitesimal de primeira ordem.

A variagao total de primeira ordem A é definida pela soma da transformacao a ponto fixo
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e a ponto variavel, ou seja,
A¢® (z) = 6¢% (x) + 0™ (z) = 69" (x) + oy, () 6t (1.42)

Devemos analisar como a integral fundamental muda a partir de (1.42). A acédo de A na

integral (1.4) resulta na expressao

AA[g] = /Q [ALdw + LAdw] . (1.43)

E possivel verificar que, devido a natureza infinitesimal das transformacoes e ao fato de todos
os campos envolvidos serem suaves, A tem as mesmas propriedades de um operador diferen-

cial, assim como 6 e §, 0 que nos permite este procedimento.

A variacio total da densidade Lagrangiana pode ser calculada por

AL =0L + ﬂaxﬂ, (1.44)
dxt
tal que,
. SL.., L., oL -,
0L = 5¢a(5¢ + 591525% + MZ”&Z)W + . (1.45)

Note que, devido ao fato de a variacéo a ponto fixo néo alterar o ponto de aplicacdo das funcoes

e derivadas, temos

_d
~ dat

8 (9u0%) = 93¢ (x) — 059" (x) = Ty, (¢ (x) — ¢ (2)) (09"
e 0 mesmo se aplica as derivadas de ordem superior. Portanto, a variacdo funcional de L é

dada por

5L - 5L

oL
— 00" + =
o, 0P,

= 55

oL 5™ + 4 S¢% 4+ |, (1.46)
dxzt

em que §/0¢ é a ja definida derivada de Lagrange (1.21).

A variagao total do elemento de volume dw pode ser calculada por Adw = ddw, visto que a

variacdo a ponto fixo deixa o volume invariante. Temos

7z 1
dw' = det (88:16 ) dw = det <51’f + Oloe ]> dw.

g ox?

Tomando apenas termos até primeira ordem em dz,

d [6xH] d
det (6U + D ) 1+ T [62H]
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e, portanto, a variacéo do elemento de volume vem a ser

odw = dw. (1.47)

Somando as contribuicdes de (1.44) e (1.47) na variacio (1.43), obtemos como resultado

AA[p] = /Q {SL + % (Léx“)} dw.

Se a acéo é invariante, AA = 0 e, desde que a integracgio é efetuada em um volume arbitrario

e usando a expressio (1.46), para que a primeira variacio da acio seja nula devemos ter

-+ Lézt | = 0. (1.48)

Y —
ot 5¢Z¢ 5¢>

oL - d 5L
S dxt

Essa é a equacéo diferencial de Lie. Com conhecimento explicito das variacées dos campos e
de dz, é possivel utilizar esta equacéo para deduzir uma Lagrangiana a partir das simetrias
de um sistema. De fato, (1.48) é a identidade mais geral devida a invaridncia da acfo sob
transformacées infinitesimais nos campos e nas coordenadas. Toda configuracdo de campos
deve satisfazer a esta equacdo, independente de ¢ ser ou ndo um extremo e, ainda, condigdes
de contorno néo afetam o carater fisico dessa equacéo, ja que néo é necessaria a especificagdo

de nenhum comportamento de fronteira dos campos.

Para efeito de aplicacdo em teorias de campos, pode ser conveniente escrever a equacio de

Lie como combinagdes da variacéo total dos campos, ou seja,
367 = AP — 6% = Ap® — ¢rdzt.
Assim, (1.48) torna-se

SL
Yo

5¢a AP+ 5¢>

oL
Lo¥ — @ .7 =0.
+ ( ) 5¢>a¢” 5, )x]

Usando o objeto (1.25) o tensor densidade de energia-momento canonico,

oL
” ¢“ I R (1.49)
5¢a 5%

escrevemos a equacéio de Lie como

SL d | 6L 5L
APt — ¢l 0xt) + — | =—Ap" +
S ( ! ) dzt | 694 6¢

— HM52" | = 0. (1.50)
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Esta sera a equacéo fundamental que determina condigdes satisfeitas pelos campos quando

simetrias estdo presentes no sistema.

A equacao de Lie pode ser generalizada para o caso em que a agdo é quasi-invariante pela
transformacéo (1.42), ou seja, se a integral fundamental for invariante a menos de um termo

de fonte, tal que

AA:—/dw\Il(x,qb,---).
Q

A equacéao de Lie para este caso torna-se

oL d [M OL ngo 4o — HES2 | = W

Sor (A" = 00w+ G | 5 A" T

Casos especiais devem ser analisados para formas especiais das transformacées (1.39), (1.42)
ede V.

1.2.1 O primeiro teorema

Vamos considerar o caso de invariancia forte ¥ = 0 e vamos supor que as transformacées
sejam dependentes de um conjunto de parametros constantes ¢/ em que i = 1,---,N. A

transformacédo no ponto é definida por

ot — gt =yt (2, €, y* (2,6 |y = (1.51)
de modo que
1 .
oot = W i (1.52)
e’ et=0
Vamos impor a seguinte variacdo nos campos:
(5 /a .
At = ¢ (y) — ¢" (2) = ¢i g, (1.53)
oe el=0

com os mesmos paradmetros de transformacéo de (1.51). Com isso, estamos assumindo que
os campos se transformam como uma representacdo do grupo de transformacées que age no
espago-tempo. Embora essa restricdo néo seja necessaria para os argumentos que seguem, va-
mos toma-la com o objetivo de focalizar o formalismo para sistemas com simetrias de gauge.
Dizemos que essas transformacoes sdo finitas, jd que dependem de um nimero finito de

parametros. Substituindo as transformacoes (1.52) e (1.53) em (1.50) e levando em conta
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que os parametros sdo constantes, temos o conjunto de N equacoes

5L 8¢ SL 60 ]

_ : _ , | = 1.54
0p% det ¢, € Y Oet 0 (1.54)

5L <5¢’a a@y“) d

S \ et M Qg dat

tomadas em ¢ = 0. No segundo termo, possivelmente existirdo derivadas funcionais das
derivadas dos campos. Assumiremos que as derivadas também possuam a lei de transfor-

macéo (1.53).

As identidades (1.54) carregam o contetiddo matematico do primeiro teorema de Noether.
Se a integral fundamental é invariante por um grupo de transformacoes com parametros cons-

tantes, N combinacdes lineares da derivada de Lagrange estéo relacionadas a divergéncias.

Para configuracées de campos que séo solucio das equacdes de Euler-Lagrange 6L /5¢% = 0,
que formam as superficies de extremos da acdo, o primeiro termo de (1.54) se anula. Se

definirmos as densidades de corrente de Noether

dy’ 0L 64 0L ¢y

O = gH 2 — — — = SR 1.55
E YO0et 0ge et g, Oc ’ ( )
essas obedecerio as equacdes de continuidade
ot
U 1.56
e ; ( )

e dizemos que sao conservadas. Na literatura [4], essas sdo chamadas densidades de corrente
proprias. Portanto, se a integral fundamental for invariante por um grupo de transformacoes
finito, as equacgodes de campo implicam na conservacio das densidades de corrente préprias. A

equacao (1.56) sintetiza o conteudo fisico do primeiro teorema de Noether.

A condicdo de invariancia da acdo implica, nos extremos do problema variacional, nas

condicoes de fronteira

Ao+ )
/dw g :/ don,®'s' =0,
o dzt 09

ou seja,
1, coq =0, (1.57)

que podem ser obedecidas se as densidades de corrente forem nulas, ou mesmo tangentes a
mesma hiper-superficie, para os pontos que a ela pertencem. Neste caso, o fluxo das correntes

proprias deve ser restrito ao volume ).

Vamos falar no caso em que a teoria seja apenas quasi-invariante, ou seja, quando ¥ # 0.
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Vamos assumir que esse termo possa ser escrito como
— a a
U =10, (A¢® — oz,

em que ¥, podem ser relacionadas com termos de fontes. Neste caso, temos as leis de conser-

vacéo ndo homogéneas

A AN
v, ( o~ O ay‘) — =0 (1.58)

A situacdo de quasi-invariincia é equivalente a situacfo de invariancia forte cujas equacoes

de campo sejam equacdes de Euler-Lagrange generalizadas

fs—L =U,. (1.59)
Yo
Com este ponto de vista podemos ver como as fung¢oes ¥, podem ser relacionadas com campos
fontes. As equacdes ndo homogéneas (1.58) indicam o quanto a acéo se desvia da invariancia
com a adicido de campos externos. Ainda que o sistema perca sua invariancia, esse desvio
é bem definido e, por isso, podemos justificar o uso do termo “quasi-invariante” para essas

teorias.

1.2.2 Integrais de movimento

As integrais de movimento na mecéanica classica sdo quantidades invariantes por evolugédo
temporal, como por exemplo a energia, o momento linear e 0 momento angular em sistemas
isolados. Essa qualidade é definida também pela existéncia do primeiro teorema de Noether
na versdo do problema variacional para esses casos. Quando tratamos de sistemas mecéanicos,
o tempo € o inico parametro de evolucio e os sistemas sdo, no geral, dependentes da escolha de
parametrizacdo. Essa qualidade da mecanica classica, aliada a invaridncia desta com relagédo
ao grupo de Galilei, da origem a um conjunto de caracteristicas bastante peculiar. Como
exemplo, podemos citar o fato de que todas as teorias Hamiltonianas que podemos construir
com o cendrio classico sdo equivalentes, ou seja, existe apenas uma estrutura Hamiltoniana

para cada problema na mecanica classica.

Contudo, as teorias fisicas mais importantes sdo invariantes por reparametrizacoes, com
densidades Lagrangianas independentes do ponto do espacgo-tempo. Assim, o processo de es-
colha de pardmetro é arbitrario. Este fato é bem explorado em teorias de campos, ja que a
parametrizacio pode sempre ser escolhida levando em conta critérios fisicos, como por exem-

plo o referencial de um observador ou, até mesmo, critérios de conveniéncia.

Para escolher uma parametrizacdo em teorias de campos, vamos usar uma transformacao
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de coordenadas tal que
at — Yyt =3k av. (1.60)
Vamos escolher 7 = 3° = Eou:n“ como parametro de evolucdo. O parametro 7 esta, dessa forma,

relacionado com o eixo 3°, que é uma combinacéo linear das coordenadas z*.

Agora, vamos supor uma familia de hiper-superficies definida pela equacéo
=y, 1) =0,

que seja ortogonal ao eixo 4. Os membros da familia sdo tais que nunca se interceptam no
volume (. A acédo, calculada entre os valores 7y e 7 que delimitam duas superficies da familia,

é dada por

1
A:/ dT/LdO', (1.61)
T0 =

em que = é o d-volume de uma hiper-superficie = (7) a 7 constante, enquanto do é seu elemento

de volume. Podemos definir a quantidade
L= / Ldo, (1.62)

que é a integral da densidade Lagrangiana sobre =, chamada de funcdo Lagrangiana. A

integral fundamental tem a forma
T1
A= / Ldr. (1.63)
70

Esta acdo assume, portanto, forma analoga a da mecanica classica.

Entretanto, ndo podemos definir a funcdo Lagrangiana (1.62) impunemente. Ela deve ser
uma quantidade finita, de modo que condig¢des de contorno apropriadas devem ser impostas
aos campos e suas derivadas na fronteira 0=. De modo geral, vamos supor que os campos e
todas as suas derivadas se anulem nesses pontos. A primeira variacdo da acéo, (1.24), pode

ser escrita nas coordenadas y*:

5L d oL 5L
6A:/dw_5*¢“—|—/dw R R L S
o 09° o dy* { A Yo 0oL,

em que, neste desenvolvimento apenas, estamos considerando {2 como o dominio do sistema
transformado, com elemento de volume dw = (det X)) dy° - - - dy". Também estamos mantendo

a notagéo para as derivadas, de modo que ¢j; = 9¢*/Iy*.
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Vamos nos concentrar primeiro no termo de divergéncia total. Ele pode ser escrito por

Tl d SL SL
div = / dT/dJ{_H05y5+a5¢a+a5¢g+...}
nooJzod? LT aeg 6,
n d oL oL
+/ dT/da{_H15y5+a5¢a+a5¢g+...}’
70 = dyf ’ 097 097,
em que I = 1,...,d. A 1ultima integral torna-se um termo de fronteira em 0= e este termo

deve ser nulo de acordo com as condi¢des de fronteira que escolhemos para os campos. Assim,

temos

o oL oL
div = dr— ¢ —H%6y° + =—6¢% + —— 92 + - -- } , (1.64)
/To dr { g 593 03,

em que definimos

o = /H Hdo. (1.65)

Supondo que as variac¢ées se anulem nos pontos 7y e 7, esse termo de divergéncia é nulo.

Se A = 0, temos satisfeitas as equacoes de Euler-Lagrange, ou seja,

5L oL
dr——10"¢* =0 — — = 0.
/TO o dpe

Com as condicdes de contorno nos campos, essas equacoes equivalem a

5L d oL d? 5L

_“ e 1.
Son  drogy | dr o 0 (1.66)

Os demais termos tornam-se termos de fronteira em = e, por essa razio, sao nulos.

Com este procedimento, temos um formalismo idéntico ao da mecéanica classica. Entre-
tanto, a interpretacio sobre a dinimica dos campos deve ser revista. Como vimos anterior-

mente, 0s campos

¢ (y) = ¢* (1,y)

e suas derivadas em cada ponto do espaco-tempo constituem uma solucédo do problema varia-

cional se obedecerem as equacées (1.31). Se definirmos as fungoes

" (1) = /_ ¢ (1,y) do, (1.67)

assim como para todas as derivadas com relacdo ao parametro 7, as equacgdes de Euler-

Lagrange (1.66) ainda valem para os campos substituidos por ¢“ (), que representam uma
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configuracgéo integrada sobre uma hiper-superficie = (7), a 7 constante. As equagoes de campo
tornam-se equacgoes dinamicas que nos dizem como uma configuracdo em 7 = 7y evolui para

um valor posterior 7 = 7.

Neste cenario, o primeiro teorema de Noether, para o sistema de coordenadas y*, implica

nas equacoes

4"
a (1.68)

Integrando-as no volume =, temos

0
/dUdCI)Z +/dUV~‘I)i:0,
= dr =

que implica, com a nulidade da segunda integral, em

ey d 0
/EdadT —dT/EdU(I)i—O.

Assim, as cargas definidas por

0 = / do®) (1.69)

sdo integrais de movimento, ou seja, invariantes por evolucéo com relacéo ao parametro 7.

De modo usual, o procedimento utilizado neste paragrafo é o inicio da descricdo candnica
(ou formalismo Hamiltoniano) de teorias de campos relativisticas. Essas teorias possuem
a simetria de Poincaré, que envolve translacoes e rotacoes no espaco-tempo, como simetria
fundamental. A densidade de corrente conservada pela simetria de translacées é o tensor
densidade de energia-momento candénico

6L 6L
oy + 5¢Za oy - — 0L L. (1.70)

[T
v

52
Se escolhermos o parametro 7 = t = 2", mantendo o sistema de coordenadas z*, a funcéo
Hamiltoniana, definida por

5L 5L
HO = _ a + = a

L (1.71)

é a integral de movimento relacionada a invaridncia por evolucdo temporal. Para teorias com

derivadas de até primeira ordem, temos, com H% = H, e 7, = 6L /3¢,
H - pa¢8 - L7
em que as fungoes p, sdo momentos canonicos. Esta funcdo Hamiltoniana tem a mesma forma
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que o seu analogo na mecanica classica, H = p,¢* — L.

Na teoria eletromagnética de Podolsky, por exemplo, vamos tomar a componente 00 do

tensor simétrico
Too = Fop Y + a? | 207, PO\ Fo — 2070, Fyo + aAFgaMF*g} ~ L.

Com a métrica n = diag (1,—1,---,—1)) e explicitando as componentes E e B, temos a densi-

dade de energia do campo de Podolsky [6]
_ Lo 2, 2 2 : 2
£=Tw =5 E*+B’+a* |(V-E)’ + (E—VxB) +4E-OE+4E-V(V-E)| }.
Esta é a densidade de energia conservada por evolugdo temporal.

1.2.3 O segundo teorema

Para a discusséo do segundo teorema de Noether, vamos considerar a transformacéo (1.52),

gl (1.72)

e uma fransformacao nos campos que dependa de um conjunto de N funcdes A (x):

0o Oy* < 5o dN* dy®
Ap® = - ? asr? i g Sz¥
¢ Sy 0 |y S OO SNy e |,
o Oyt < dop® d\!
- - L g%ex” . 6.
Sy D |y T OO T SN |, o
Vamos definir as funcoes
a " a
pe = 290 00° e Bw=201 5
oYk O | .i_yig O |yig
Dessa forma,
a a_i av d)‘z as, v
Agp®* = Afe' + B; T + ooz, (1.73)

A variacao a ponto fixo é, portanto, dada por

5o = Mg — oot = A% 4 B A (1.74)

bodav
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A partir da equacio de Lie (1.48), temos

5L ,
— |A%"'+ B
5¢“[ i€+

d\! doH
¢ Vda:'/] T = o7

com & definido em (1.27). Podemos escrever esta equacédo como

5L ., d [SL

—— Alet — — B |\ — d <I>”—6LB§“’)J =0.
dp® dz? | 0¢p?

dzv 5¢

Agora, vamos supor que )\’ (z) = £° (z). Temos

5L d 5L - d - 5L de’ oL ,
ety [ _~ pav i PVt — —— B — —B%c' | =0. 1.76
[M“ P da <5¢>a ﬂs dmv[ e dar T 5 (1.7

Temos que usar um resultado forte devido ao fato de que os parametros de transformacéo

sdo funcées do espaco-tempo. Enquanto o primeiro teorema de Noether lida com o caso
de parametros constantes, em que as transformacgoes sdo globais e a invariancia da acgao é
definida em todo o dominio {2, a invaridncia da acdo por transformacgdes com parametros que
dependem do espaco-tempo € local. A integral fundamental ndo s6 é invariante quando calcu-
lada num volume €2, mas também em qualquer sub-dominio € de d 4+ 1 dimensées contido em

Q. Isso nos obriga a tomar a integral

d Y de* 6L ,
_ v_oi_ _73@# _ BaV 7 1.77
/dedx” [(I%a AR E:| ( )

nula em qualquer sub-dominio, com excecdo do volume total €. Dessa forma, a equacéo de Lie

nos fornece o resultado

/[?LAg_ d <§LBf”>]gida):0.
a L0g° dzv \ 0¢°

Como os parametros sio arbitrarios, temos as relacées

5L d (L
— A% — _—B¥ ) =0. 1.78
dpo "t dav <5¢“ ‘ ) ( )

Estas sdo as chamadas identidades de Noether.

Assim, o segundo teorema de Noether atesta que, quando a integral fundamental é in-
variante por transformacoes com parametros locais, existem N identidades que envolvem

combinacgdes lineares das derivadas de Lagrange com relacio aos campos.

As identidades de Noether (1.78) podem ser colocadas na forma de uma equacéo de con-

servacdo covariante. Para tal, definimos as funcdes G, tais que

Gl (z) BY (y) = 0i0boo™ (v — y).
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Assim,

oL d (6L oL : d (6L
= A - —— B | = (=-BM)AG) - — B
i o) = (o) ok (o)

d ; 5L 5L
= |2 _ Abv ) — _ —— pw
[dxﬂ JGW] <6¢a : ) V“(wa : )

em que definimos a derivada covariante

Vi

d
e T, (1.79)
com os campos de conexao
— pbod
r,= AjG{W. (1.80)

Dessa forma, as identidades de Noether podem ser escritas por

6L oy

Vu <g¢aBi > =0. (1.81)
Essas identidades sdo independentes das equacdes de movimento e ndo dependem das

condicoes de fronteira dos campos ou das variacoes do problema variacional. Sao validas

para qualquer configuracdo de campos, extremos ou nédo. Elas recebem o nome de leis de

conservagao improprias: nao sao verdadeiramente leis de conservacao. As quantidades

oL pan

TH = K¢
7 5¢a 7

(1.82)
séo chamadas correntes impréprias. Se as equacdes de campo forem obedecidas, as correntes
improéprias obedecem a leis préprias de conservacgao:

ar
T (1.83)

Na fronteira de (2, a integral (1.77) ndo pode ser levada a zero para transformacoes com
forma geral. Assim, para campos que sdo extremos do problema variacional, a equacéo (1.76)

fornece

d (I)Vgi_ SL Ba,u,digi o ﬁ i d n _
da? [0 gy dat dav” e \bgg ) der T det Gy ' da?
oy ; d (6L de
= 1t @'u' — _ Ba,u
dzv © * [ todxv <5¢g ! )] dz+
5L 5L d [ det
— [ =B —— Bw —0.
(6(;53 it opg ) dxv <d3:“>
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Independéncia dos parametros e de suas derivadas resulta nas relacées

ddH
dx; =0, (1.84)
5L 5L

ap av _
540 0 + o1 B 0. (1.86)
Portanto, na validade das equacoes de Euler-Lagrange, temos uma corrente prépria conser-
vada segundo a relagao (1.84). Essa corrente, de acordo com (1.85), pode ser escrita como uma
divergéncia ordinaria de um tensor de segunda ordem que, ainda de acordo com (1.86), deve
ser antissimétrico nos indices do espaco-tempo. Este conjunto de relagoes ndo é, obviamente,
independente. Se a corrente é escrita como a divergéncia de um tensor antissimétrico, a lei de

conservacao (1.84) é automatica, devido a simetria das derivadas.

Se leis de conservacgio proprias sio obedecidas, integrais de movimento podem ser encon-

tradas com uma escolha de parametrizacio, na forma de

1 d oL oL
0 0 a0 av
Q% = [dod® == [ do— [ =B — 2= B¢
! /E ’ 2/5 dy¥ <5¢§ ' 6¢8 ' >

- 1/do'd fSLB;lO_fSLB;‘I :
2 )z dy! \dg¢ 0P

Com o teorema de Gauss-Ostrogradski, essa carga pode ser escrita por

1 5L 5L
Q% = / dvn < aBgO—aBgf>, (1.87)
2 =) ! 5¢1 5¢0

como uma integral de d — 2 dimensées na fronteira de =. Além desse fato, a equacio de

0
w

continuidade (1.83) implica que as cargas X° T, em que ¥ é a matriz definida em (1.60), séo

também integrais de movimento.

Se a acdo for quasi-invariante segundo as transformacées locais, ou seja, se ¥ # 0, podemos

mostrar que o procedimento acima acresce as identidades (1.81) as relacées
V. (¥,B") =0. (1.88)

Como ja discutimos, os campos ¥, podem ser representados por campos fontes, de modo que

as equacoes (1.88) representam conservacio covariante desses campos.

Com a discussédo do problema variacional e dos teoremas de Noether temos as ferramentas
necessarias para a tentativa de desenvolvimento do formalismo de Hamilton-Jacobi em forma

covariante, que sera foco do capitulo 2. Dessa forma, trataremos o formalismo como uma
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extensdo natural do problema variacional inicial, embora sua utilizacfdo para sistemas fisicos
em teorias de campos ainda seja um problema em aberto. Veremos que a invariincia por
reparametrizacoes inviabiliza o procedimento covariante para a construcdo de uma teoria
em forma candnica. Ainda assim essa tentativa engloba de maneira satisfatéria o ponto de

partida para um futuro desenvolvimento neste campo.
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Capitulo 2

O formalismo de Hamilton-Jacobi

generalizado

Introducao

Neste capitulo, estudaremos o formalismo de Hamilton-Jacobi sob o ponto de vista do
quadro completo de Carathéodory [1], com foco em teorias de campos. Como introducéo,
utilizaremo-nos de uma discussio qualitativa do quadro completo do calculo variacional, que
envolve um conjunto de relacées geométricas consequentes da extremizacido de uma integral
fundamental no contexto de sistemas de 1-pardmetro, ou seja, com base no problema varia-
cional definido pela acdo (1.2), que é uma integral simples no tempo ¢. A exposicdo dessas

ideias pretende lancar luz para o objetivo deste capitulo, que é o estudo de teorias de campos.

O ponto essencial do quadro completo de Carathéodory envolve a definicdo de integrais
fundamentais equivalentes a integral (1.2) pela adi¢cdo de uma diferencial total de uma funcéo
arbitraria. Esta definicdo lanca o conceito de Lagrangianas equivalentes: fungdes Lagrangia-
nas que diferem apenas pela derivada temporal total de uma funcio arbitraria definem pro-
blemas variacionais equivalentes, que resultam nas mesmas equagoes de Euler-Lagrange.
Denotaremos esta funcéo por S (¢, ¢") e esta vem a ser uma funcéo geratriz de uma transfor-
macéio de ponto em Q,. Com posse dessa informacéo, podemos nos perguntar se é possivel
encontrar uma transformacdo de ponto tal que a integral fundamental transformada satis-
faca identicamente os requerimentos para que seja um extremo: que a acéo equivalente seja

nula na trajetoria C' e seja sempre menor (ou maior) que seu valor calculado em qualquer



trajetoria que pertenca a uma vizinhanca infinitesimal de C. Se essa transformacao existir,
a funcao S deve obedecer um conjunto de equacodes diferenciais parciais de primeira ordem,
que podemos chamar de equacées de Hamilton-Jacobi. No caso especial em que a teoria néo

possui vinculos, o sistema possui apenas uma equacio de Hamilton-Jacobi [2].

A funcao S, como solucdo de um sistema de equacées diferenciais parciais de primeira or-
dem, representa uma familia de hiper-superficies de r-paradmetros em Q,, X : S (t, o%,q") =0,
em que o sdo os parametros. A condicdo de extremizacdo também garante que os momentos
conjugados p; = OL/J¢' sejam proporcionais ao gradiente de S, ou seja, p; = 95/dq¢'. A tra-
jetoria C' que extremiza a acio torna-se, entao, parte de uma congruéncia de curvas ortogonal
a familia ¥ em cada ponto de Q,,. Tal congruéncia é solucdo de um sistema de equacées dife-
renciais ordinarias de primeira ordem, que consistem nas equacoes caracteristicas do sistema.
Podemos chamar a congruéncia de curvas pelo nome de curvas caracteristicas do sistema de

Hamilton-Jacobi.

A acéo calculada entre duas hiper-superficies distintas é independente da curva caracteris-
tica, o que caracteriza a familia ¥ como uma familia de superficies geodesicamente equidis-
tantes. Como consequéncia, as curvas caracteristicas sdo geodésicas referentes ao problema
variacional. Para representar este cenario, dizemos que a condicio necessaria e suficiente
para a extremizacao da integral fundamental é a existéncia de uma congruéncia de curvas
caracteristicas pertencente a uma familia de hiper-superficies geodesicamente equidistantes.
Este conjunto de relacées geométricas é o que chamamos de quadro completo do calculo varia-

cional.

Este mesmo quadro completo nédo é tao facil de ser definido para campos, mas uma gene-
ralizacédo do procedimento descrito acima é largamente utilizada na literatura, as vezes sem
o devido cuidado. Uma das razdes é que as integrais fundamentais que descrevem teorias de
campos consistem em integrais multiplas, sobre o volume de um dado dominio de parametros,
em vez de uma curva. Diferentemente do caso da mecanica classica, na qual a definicdo de
acoes equivalentes s6 pode ser feita a partir de diferenciais totais, em teoria de campos exis-
tem outras formas de se definir integrais fundamentais equivalentes, que levam a diferentes

formalismos de Hamilton-Jacobi.

2.1 Integrais equivalentes e condicoes para extremos da inte-

gral fundamental

Para descrever o formalismo de Hamilton-Jacobi para campos, desejamos encontrar um
conjunto de relacdes equivalentes ao quadro completo de Carathéodory. Este conjunto de

relacoes deve envolver a existéncia de uma configuracdo que descreva um campo geodésico,
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pertencente a uma familia de hiper-superficies geodesicamente equidistantes no espaco de
configuracdo dos campos. No que consistem esses objetos, quando observamos sistemas cuja
integral fundamental é uma integral multipla, veremos através de uma construcéo que pre-

tende ser analoga a de Carathéodory para integrais simples.

O primeiro passo para este objetivo é definir um método pelo qual podemos introduzir

integrais equivalentes a integral fundamental
Algl = / L (", 0%, ¢, 85, . .) dw. (2.1)
Q

Diferentemente do caso em que a acdo depende apenas de um paradmetro, ndo existe um tnico
meio de se definir integrais equivalentes. O método mais simples é através de uma dife-
rencial funcional total, ou seja, pela adi¢cdo de um termo de fronteira na acéo. Este método
foi primeiramente proposto por Weyl [3, 4]. O segundo método para integrais equivalentes
mais conhecido foi proposto pelo préprio Carathéodory e envolve a adi¢cdo de um determinante
a densidade Lagrangiana [4]. Cada método envolve uma defini¢cdo diferente para campos
geodésicos e levam a formalismos de Hamilton-Jacobi distintos. Uma peculiaridade muito
interessante sobre o método de Carathéodory é que sua defini¢ao leva a uma Hamiltoniana
definida pelo determinante do tensor energia-momento. Aqui, trabalharemos com a teoria de
Weyl por dois motivos: primeiro, é o procedimento que leva a campos geodésicos analogos aos
da mecanica classica. Segundo, suas limitacées ndo impedem que ela seja praticavel para as
teorias de campos que sdo mais importantes na fisica. A teoria de Carathéodory, por outro
lado, exige que a Lagrangiana seja sempre positiva, imposicdo que acaba por excluir muitos

problemas de interesse.

Vamos observar a integral

Algl = Alg] — /58, (2.2)

em que

0S

© © T ©
dS do — [85 05 S ¢Zu +oo | dw,

- - a

= TN FrA T
a
e
brar que na expressdo a esquerda da diferencial acima temos integrais implicitas devido ao

na qual consideramos um conjunto de fungoes S* = SH (a;a, %, ) Devemos nos lem-

processo de derivacéo funcional. Sobre os argumentos das funcées S*, podemos limita-los a
derivadas dos campos até ordem k — 1 se a Lagrangiana apresentar derivadas até ordem k. O

motivo ficara claro adiante.

Segundo o teorema de Gauss-Ostrogradski, a integral

o
/652/ ﬂdw
Qd.CL'M
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depende apenas dos valores de S* na fronteira 0f2. Portanto, a primeira variacéo deste termo,
se considerarmos fixos os parametros z* e se escolhermos §*¢ = 0 para todo ponto em 0,
é nula. Se uma configuracdo é um extremo da acgdo (2.1), ela também sera um extremo de
(2.2). Essas integrais fundamentais definem, por consequéncia, problemas variacionais equi-
valentes. Assim, de forma equivalente a mecénica classica, a adi¢ao de uma divergéncia total

a densidade Lagrangiana leva a uma densidade Lagrangiana equivalente:

L=L—-—. (2.3)

Este procedimento leva a nossa primeira limitacdo. Integrais equivalentes ndo podem ser
definidas simplesmente por (2.2) se o problema variacional tiver fronteira variavel, ou seja, se
ox* # 0 em (1.10) e (1.11). Nesses casos, uma generalizacédo torna-se obviamente necessaria.
Contudo, vamos nos preocupar apenas com o caso de problemas variacionais com fronteira

fixa, o que abriga de forma geral os sistemas mais importantes em teorias de campos.

Temos devidamente elaborada, portanto, uma forma de definir integrais equivalentes a
acéo (2.1), de modo que podemos nos preocupar em encontrar extremos para a integral (2.2).
A construcdo a seguir, na direcdo desse objetivo, vem a ser uma generalizacdo do método

desenvolvido em [5].

A principio, vamos considerar a configuracio
¢ ¢t =" (a"), (2.4)

definida em Q. Se as funcédes ¢° () devem ser pelo menos de classe C?*, podemos supor a

existéncia de um conjunto de equacoes diferenciais
bu: @5 =B (9%, "), (2.5)

tais que a configuracdo (2.4) seja solucdo de (2.5). De fato, (2.5) define uma configuragao dos

campos que habitam o espacgo tangente TQ do espaco de configuracdo. De forma analoga,

¢/W : ZV = 3,1/ ( ZvQSaax“) ) (26)

correspondem aos campos do espaco tangente dos tensores simétricos de segunda ordem, T2Q.
Construimos, assim, coordenadas para os espacos tangentes a Q até ordem k, considerando os

campos ( s Pl ™ ) como variaveis independentes entre si, relacionadas por um conjunto de

k equacoes diferenciais tais como (2.5) e (2.6), que escreveremos de forma compacta por
¢(2) : (b((lz) = /8211) (mﬂ’ ¢a’ e 7(25?1‘71)) . (27)
Nessa expressio, o indice i assume os valores de 1 a k e representa a ordem da derivada dos
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campos. Por exemplo, quando ¢ = 1, a equacéo (2.7) torna-se a equacio para as velocidades

(2.5). Se i = 2, temos reproduzida a equacgao (2.6).

Conhecidos todos os campos dos espacos tangentes a Q, assumiremos que existe um con-

junto de funcées S* tal que

L (0% 85) =0. (2.8)
Além de (2.8), vamos supor que

L (:r“,qﬁa,d(li)) >0, ou L (w“,qﬁa,qb?i)) <0, (2.9)

para quaisquer ¢?¢) # B&).

Neste caso, a configuracéo ¢ € um extremo global da integral (2.2), ja que esta integral sera
nula sempre que qb‘(‘i) = B&.), em razdo da validade de (2.8), e sera sempre maior ou menor que
zero para quaisquer qﬁ‘(’i) % B&). No caso do sinal maior, a integral fundamental definida por L
sera minima. Caso contrario, teremos um maximo. Também podemos definir as desigualdades
(2.9) para qualquer valor de ¢?¢) em uma vizinhanca ¢ de 5&.) e, assim, lidariamos com um

minimo local, fato que néo afeta o procedimento que teceremos aqui.

Portanto, estamos trabalhando com uma familia de densidades Lagrangianas, cuja acéo
assume um valor extremo quando os campos tangentes obedecem as equacées (2.7). As
derivadas de L com relacdo aos campos tangentes devem ser nulas independentemente no
ponto de minimo, ou seja,

SL
=0. (2.10)
6¢?2) a ——AQa
)

A densidade Lagrangiana depende de derivadas dos campos até ordem k. Vamos tomar uma

das condigoes (2.10), digamos, com relagdo a um campo tangente de ordem i. Com isso, obte-

mos
5L 6L § dsv
b - b b v
L 0bGy O dx
5L 5 asr 5 §[¢ 5SV]
b b v b v(m) s 1a
000y Odhy Or” odly = 00y

k—1

SL &SV o 8Sv [ 5 5S¥
= b b T o s b _Z ¢u(m)ba]
bty 081y 0" Og,

5L 58" d [ 55 ]

Sob.  Sgb . dav 607,

39



Para qualquer valor de m tal que 0 < m < k — 1, temos, no ponto de minimo,

(2.11)

) _d[(SS“
0wy 0Py A [0m)

de acordo com (2.10). Se m = k — 1, o que corresponde a i = k, temos

A A
01y 01y 91y

pois as funcgées S* dependem dos campos tangentes apenas até ordem k£ — 1. Portanto, mais

uma vez no ponto de minimo,

m
o5 oL (2.12)
0% 1y Oy

Se tomarmos uma ordem abaixo, (2.11) indica que

5sv 6L _d! 5Sn ]_ 5L _d[ 5L ]
0blh_gy 0Py  doF | 090, o) | 0oy  dTH | OPL o o
Na ordem k — 3,
65" 6L _dlasu AL _d[ 5L _d! oL ]
0003 0P gy x| 000, o | 005, g dat | 695 5 dxt |06\,

Seguindo este processo de iteracéo, temos a expressio geral

§sv 6L d | oL d [ 5L d [ SL ”]
a - a T a TN a T A a -
L 0 my AT 060,y AT | 000 \(my AT | 0T, 5 m)

5L d L d d oL

50y i 600 T i da g

S e e e 2.1
dzt dx> dxy 5¢Vw\v m) (2.13)

Nesta expressio, temos a direita a derivada de Lagrange (1.21), de modo que podemos escr-

ever

y _
08 oL 2.14)

0y OPhm)

paratodo 0 <m < k — 1.

Vamos considerar uma densidade Lagrangiana L (:1:“ o, ¢ gzbf“,), cujo exemplo mais céle-

bre vem a ser a teoria eletromagnética generalizada de Podolsky. Neste caso, k = 2, enquanto
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m assume os valores de zero e 1. As condigdes (2.14) assumem a forma

oS+ oL

= — (2.15)
Yo o
oSt oL d 4L
567 0% da¥ ogs,
§L 0 oL 6L y  O°L b 5L
= 4 A sia _¢u —¢V>\7a—¢l/>\ b Sia (216)
S Bav ot ¥ oghagn, 58005, o6k 00,

Portanto, as derivadas funcionais das funcoes S* estdo relacionadas com derivadas fun-
cionais da Lagrangiana através das relagoes (2.14), como condigdes para que a acdo seja um
extremo na configuracéo (2.4). Notemos que essas expressoes dependem dos campos tangentes

de ordem superior a k.

Observando a condicéo (2.8), temos
k—1
oSH “
Qi Z Pl 5¢“ =90,
novamente lembrando que a igualdade vale para gﬁ‘(li) = ,8@). Neste caso, podemos escrever

k—1

aSH 5SH
A =L s
Ozt o SR L

em que as derivadas de S* sdo obtidas da expressao (2.14), resultando em

&Eu = Z¢() 6¢>“ : (2.17)

Agora, vamos analisar a desigualdade L (:c“ O ) > 0, valida para qualquer d)’(kl‘l) #*

B;)» que € andloga a expressao

Z %) )W : (2.18)

Nesta, usamos a notacdo L* = ( Hoo% 9t ) As derivadas funcionais ndo mudam seu
valor para o caso em que ¢ #+ ﬁ (i) de modo que podemos substituir (2.14) e (2.17) direta-
mente em (2.18). Apenas como notacdo simplificada, vamos usar 7( ) = gb*“ qS( )- Obtemos,

por consequéncia, a desigualdade

r ., 0L 2.19
T Z'Y(i) S¢a' > 0. (2.19)
i=1 (4)
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A esquerda, temos a funcéo de Weierstrass:

tLdL
Ew=L"—-L- Z’y( o (2.20)

A condicao (2.9) pode, portanto, ser substituida pela condicio de Weierstrass
Ew (w“,qﬁ“,v&)) > 0. (2.21)

Para compreender melhor o papel dessa fun¢éo no problema variacional, vamos considerar

= [os= [ ao| 5

Esta integral é um termo de fronteira e, portanto, independente das funcdes ¢;’, ou mais

a integral

6 S
Oxh Z ¢a -

especificamente, independe da configuracao dos campos. Substituindo (2.14) e (2.17) nessa

integral, temos

J[qﬁ]:/ﬂdw

Esta é a integral de Hilbert, independente da configuracédo dos campos. Na configuragdo que

) (2.22)

k, —
oL
L+ Z 7&) S a
i=1 &b(z)

minimiza a integral fundamental, em que 7&‘) = 0, esta integral é igual a acao (2.1), ou seja,

J¢=p]=1[4l:

T == [ Lde.

Por isso, dizemos que a configuracido que extremiza a acdo é um campo geodésico.

A integral (2.22) pode ser reescrita com a definicao (2.20), resultando em

J[(b]:/ﬂdw[L*—EW].

Se a integral de Hilbert independe da configuragdo, temos uma identidade fundamental:

/L*dw:/de—l-/Ede,
Q Q Q

que induz na funcio de Weierstrass a interpretacdo de uma funcio de excesso, ou seja, a
integral fundamental calculada em uma configuracdo qualquer excede seu valor calculado
no ponto de minimo pela integral dessa funcdo. Dessa forma, a condigdo (2.21) é condigédo

suficiente para que a configuracéo ¢ seja um minimo da integral fundamental (2.1).
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Ainda sobre a funcdo de Weierstrass, podemos colocar a condic¢do (2.21) em uma forma

mais tratavel. Vamos considerar a expansio da funcdo L* até segunda ordem em ’y&):

k

. oL L1 5L .
L (xu ¢ ) =L (fE) ¢) + Z 5¢*a '}/(Z) + = Z ¢ 5¢*b ’Y(z)’}/(j) (223)
=1 (2) P*=¢ =¢
De (2.20), temos
k
L
L* — V- (2.24)
(4)
Comparando ambas as equacdes, obtemos
k = k
SL oL | o 1 5L
EW - Z[5¢a 5¢a] +2Z]z:1 5¢b ’Y)’y €))
k r k
d 5L 1 5L b
- Z g | $4a ﬁyai +35 Z
= dxt | 06 1) © =1 090 ¢
"a [ L 1w 6L
a b
= — 2.25
pat dxM 5¢a ] z 1) +5 ij:l 5¢ 5(25 ( )

Primeiro, vamos nos concentrar no termo de primeira ordem. Ele pode ser escrito por

d | oL o d SLa oL Ny _ d L , | oL
dat | 3¢, Y61 = G 807, T ~Ogf,  dar 59, T 5¢?i)7(i)'

Agora, vamos supor que as funcées fy?i) sdo nulas na fronteira de ). Portanto, o termo de

divergéncia total é nulo e a funcdo de Weierstrass toma a forma

k —
oL 1 521
Bu =32+ X oty @26)
i=2 &b(i) 2 ij=1 0 (i)5¢(j) ’

Assim, a condigcdo de Weierstrass Fy > 0 esta ligada ao polinémio a direita de (2.26), que

envolve a matriz

52L

Wi =— :
86,001,

Veremos na secéo (2.2) que esta matriz tem importancia fundamental. De fato, para teorias
de primeira ordem, em que i = 1,

1 6%L
w = 2 5¢a5¢b 7u7y
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e a condicdo (2.21) pode ser reescrita por
det W(ﬁ:j > 0.

Assim, se a matriz W for positiva-definida, garante-se um minimo da integral fundamental.

A mesma relacdo nao vale para derivadas de ordem superior, como podemos facilmente

verificar em (2.26). Contudo, é imediato notar que
det WEF £ 0 (2.27)

é condicio necessaria (mas néo suficiente) para a existéncia de extremos da integral funda-
mental. (2.27) é chamada condi¢ao Hessiana. Contudo, a existéncia de condicoes suficientes
que envolvam formas polinomiais como a matriz Hessiana W permanece um problema em

aberto para sistemas com derivadas de ordem superior.

2.2 Introducao de variaveis canonicas

A partir das relacdes (2.14) e (2.17) temos o que é preciso para formular a teoria de

Hamilton-Jacobi. Ambas as relacoes podem ser sintetizadas nas expressoes

g k—
Z_ 6<Z>a —L=0 (2.28)
e
(#(lz) = ﬁ(a@) (1"7 ¢a7 e 7¢?7;_1)> . (229)

No entanto, assumir as condigdes (2.29) é inverossimil, visto que, como regra geral, o co-
nhecimento das solucdes do problema variacional é objetivo da existéncia do formalismo: a
solucdo, bem como as funcgdes 3, ndo podem ser assumidas por principio. Mas para que a
equacao (2.28) seja util do ponto de vista operacional, precisamos conhecer as funcgoes 5. Esta
equacdo tornar-se-ia uma equacédo diferencial para as fungdes S* e, se essas funcgoes forem

conhecidas, o caminho para a obtencéo de extremos retorna ao foco principal.

Se o conhecimento a priori das fungdes 5 nédo pode ser assumido, podemos trabalhar com
condicbes mais fracas que (2.29) através da introducgédo de variaveis canonicas, por uma trans-
formacao de Legendre. A transformacéo consiste em um mapeamento entre os campos tan-
gentes qﬁ‘(li) e novas variaveis canonicas m(f), que cobrem os respectivos espacos cotangentes
definidos sobre Q. Se o0 mapeamento for biunivoco, expressdes para os campos tangentes em

funcéo dos momentos e dos campos podem ser obtidas através da transformacéo de Legendre
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inversa. Dizemos que existe um isomorfismo candnico entre os espacos tangentes e cotan-

gentes a Q.

Nao existe uma forma unica para se definir este mapeamento. O que podemos fazer é
tomar um caminho andlogo ao da mecénica classica e esperar que, por construcéo, o for-
malismo resultante seja consistente. Vamos observar um sistema classico tal que a funcéo
Lagrangiana dependa das derivadas das coordenadas generalizadas até primeira ordem. A

integral fundamental desse sistema é a ja conhecida acéo de primeira ordem

t1
A E/ L (t,q,q)dt.

to

O principio de Hamilton para esta integral compara seu valor calculado em duas curvas entre

dois valores fixos de ¢t. A primeira variacio devida a tal comparacédo é dada por

t2 oL d oL 2 d [OL
am [Calf 10 (g fon)
t dq dt 0q 4 ¢y dt [0q 1

Se olharmos para o termo de fronteira, ao usarmos a definicdo

temos
to d
/ dt— [pdq] = pdal,—y, — Poal,—y, -
t1

Através da teoria das transformacoes canonicas, sabemos que a 1-forma pdq é a funcio geratriz
de transformacdes de ponto no espaco de configuracio, de modo que p, 0 momento conjugado,

é gerador de transformacdes candnicas no espaco das coordenadas.

De maneira analoga, a primeira variacdo geral para o mesmo problema em teorias de

campos é explicita na expresséo (1.24),

_ k—1 _
oL d oL
_ - * 1a _ a _ gk s..B
5A /de5¢>“5 ¢ +/dedxﬂ [Z 5¢Z(m)5¢(m) H'027 |,

m=0

em que temos o tensor densidade de energia-momento canénico (1.25). Essa relacdo sugere

que os momentos canonicamente conjugados sejam definidos por

4 SL
) = T (2.30)
)
A direita dessa defini¢éio temos um conjunto de fun¢des do espaco de configuracéo e dos campos
tangentes até ordem 2k — i. Esta definicdo esta de acordo com a generalizacio para campos

do procedimento de Ostrogradski [6, 7]. Se a analogia for completa (assumiremos que é, sem
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provas imediatas), os momentos (2.30) devem ser geradores de transformacées canénicas em

um espaco de fase ainda a ser apropriadamente construido. Observando a forma
k

S wddt .
=1

somos imediatamente levados a intuir que os momentos, membros dos espacos cotangentes
de ordem i, sdo geradores de transformacoes nos espacos tangentes de ordem imediatamente

inferior, ¢ — 1.

Em termos das variaveis canodnicas, a condicao (2.14) pode ser reescrita por

I
7rg(m) _ 65 . (2.31)
O(im)
Podemos definir também a variavel
_OSH
que pode ser compreendida como uma simples notagdo. Neste caso, (2.28) torna-se
k .
T+ Y oyt — L =0. (2.33)
i=1

Para encontrar condigoes equivalentes a (2.29), vamos observar a definicédo (2.30). Para os

momentos de ordem k,

o _ OL _ L

a = = a = a = w((lk) x#7¢a7 LR ’¢ak . (2.34)
000y 00 ( )

Para obter expressdes para os campos ¢‘(1k), basta inverter essa equacéo. A condi¢do necessaria

e suficiente vem a ser

(k’) 2L
det [(M;] = det [jb] # 0. (2.35)
0P () 0P () 0P 1y

Esta é a mesma condi¢do Hessiana que encontramos em (2.27). A matriz definida por

2
w — _ O°L (2.36)

ab a b
00y 0P k)

que é uma matriz quadrada nos indices a e b, é chamada matriz Hessiana e é a matriz Jaco-

(k)

biana da transformacéo qﬁ?k) — g . Se essa matriz for regular, podemos escrever

By = By (0%, 6y 2.37)
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Esta expresséo, bem como (2.33), nos faria intuir que a inversio de todos os campos tan-
gentes é necessaria, desde os campos de velocidades até os campos tensoriais de ordem &k — 1.
Na verdade, porque derivadas de Lagrange aparecem a direita de (2.30), necessitamos de ex-
pressdes equivalentes para os campos tangentes de ordem superior a k, até ordem 2k — 1.

Podemos ter isto claro ao ver a expressio para o momento de ordem %k — 1, dada por

k1) iL
00,1y

— (k=1 (xu’¢a7 e 7¢f(1k)7¢?k+1)> : (2.38)

As funcgoes a direita dependem dos campos tangentes até ordem % + 1 e podemos substituir
(2.37) em (2.38): T,Z)(k 1 dependerdo dos momentos TF((Z ). Devido & estrutura da derivada de
Lagrange, a dependéncia dessas fun¢des com os campos ¢¢ (et1) é linear. Para inverter esta

expressao, temos:

sV s [ sL ] s [ oL d L ]
L 0% ir) | 900 1) | 0hn) 0901y da* 5%)
_ 9 JL 9 JL ]ildf
5¢bk+1 5‘% 1) Iz 0k 5¢J 1)5¢a
Yo 52 2y

5¢I<’k+1> 0000y 96008

Assim, assumindo a condi¢cdo Hessiana

det WH®) o, (2.39)
podemos igualmente inverter a equacao (2.38):

a a a a k k—
Pl+1) = Blir1) <$#’ ¢y ’¢(k—1)v77c(z ), 1)) : (2.40)
Com o mesmo processo, podemos inverter os demais campos de ordem superior a k e,

porque a Lagrangiana s6 depende dos campos até esta ordem, o resultado sempre sera

51/]((lk—m)

5o = ()" wWPE e [0,k —1],
(k+m)

de modo que a condicdo Hessiana (2.39) é a condicdo necessaria e suficiente para a inverséo
dos campos tangentes de ordem k a ordem 2k — 1, através das defini¢coes (2.30). Com este

resultado, podemos ao menos escrever

¢((lk+m) = 6?k+m) (x‘u>¢a) te 7¢(k 1) Ta )> ((zk 1)7 e 77r((zkim)> . (241)
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Quando m = k — 1, temos
Plak-1) = Blan—1) (95“7¢a> e Py e ,W((zk)> : (2.42)

Isso é o melhor que se pode fazer. Inverter as relagoées para os momentos para fins de obter
relagdes similares a (2.29) esta fora de questéo para os campos entre ¢, e ¢?k_1). No entanto,
se a condicdo Hessiana (2.39) for satisfeita, Ostrogradski mostrou ser possivel a construcgéo de

. . k .
um espaco de fase que contenha as variaveis canénicas (cb“, e ¢‘(1k_1), Ty ,m(l )). Assim, o
caminho que seguiremos sera o seguinte: assumiremos que 0s campos @(ny> €M que 0 < m <

k — 1, sao coordenadas de um espaco de configuracéo construido pelo produto

k—1
Q= H TQ, T’°Q=0Q. (2.43)

m=0

Os campos de ordem £, gb‘(lk), serdo considerados campos de velocidades. Com a transformacao
de Legendre (2.30), temos as variaveis conjugadas a coordenadas </>?m), 0os momentos wg““),
que sdo elementos pertencentes ao espaco cotangente T:Q definido diretamente sobre Q. E
importante observar que esta correspondéncia nio se da ordem a ordem; uma dada coorde-
nada é conjugada ao momento de ordem imediatamente superior. Por exemplo, os campos
¢® sdo conjugados aos momentos 7, e, portanto, temos d + 1 momentos relacionados a cada
campo de ordem zero. Essa assimetria é inteiramente devida ao fato de trabalharmos em um

formalismo explicitamente covariante.

Assim, assumiremos a seguinte reformulacédo do problema variacional: Para que a inte-

gral multipla (2.1) seja um extremo em uma dada configuracio ¢ = (d)?m)), é necessario e

suficiente que exista um conjunto de funcées S* (x“, <Z>‘(1m)> tal que

k
; osH OSH
a () _ 1 — =22 u(m) _
7m+i_zl¢>(i)ﬂ'a L=0, m= D’ Mg = 5¢?m)’ (2.44)
e que seja satisfeita a condicdo Hessiana
5L
det WW® 2o, wlh® = _T =2 (2.45)

06000

As condicbes (2.44) e (2.45) podem, ainda, ser unidas com a definicdo de uma densidade
Hamiltoniana canénica. (2.45) implica em (2.41), de modo que, para m = 0, temos a expressio

(2.37) para os campos Dy Assim, de (2.44) obtemos

k—1
mo+ 3 oy + Blyn) — L (2, 6. By ) = 0. (2.46)
=1
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Com esta expressio, definiremos simplesmente

H.=

k—1
By + By = L (2, 6oy B ) (2.47)

=1

Esta densidade depende, além do ponto do espaco-tempo, das coordenadas d)‘(lm) e dos momen-
tos m(f). Se escrevermos (2.44) da forma
oSH

— + H. | 2*, ¢ i =0 (2.48)
@LE'U’ c 9 (m)’(SQf)‘(lm) — Yy .

esta torna-se uma equacéo diferencial parcial funcional para S*.

Esta é a equacédo de Hamilton-Jacobi, que torna-se condi¢do necessaria e suficiente sobre
as funcoes S* para que os momentos m(f) definam campos geodésicos, dentre os quais estdo os

extremos da integral fundamental.

Como nota sobre a densidade Hamiltoniana, desde ja deve ficar claro que nossa intengao
é, através deste formalismo, encontrar uma estrutura simplética no espaco das variaveis
( ((lm)’ wfj(m)>, com a qual essa densidade tornar-se-ia um gerador dindmico. Nas préximas
secOes veremos como este objetivo pode ser alcancado. Observando-se a forma dessa funcgéo

Hamiltoniana, dada genericamente por
He=) éfym — L,
i
vemos que esta forma nos lembra o traco do tensor energia momento, dado por

HY =" ¢fmms™™ — L.

Contudo, esta correspondéncia néo é correta, visto que o traco de H depende da dimenséo do
espaco dos parametros, enquanto a Hamiltoniana candnica ndo depende. A correspondéncia
entre H. e HY s6 pode ser feita através da projecdo deste ultimo sobre um eixo definido no
espaco-tempo. Este consiste no primeiro obstaculo na busca de uma teoria candnica completa-
mente covariante. O formalismo de Hamilton-Jacobi, portanto, ja nasce como um formalismo
canonico, baseado em um espaco de fase, assim como o formalismo Hamiltoniano obtido pela
transformacdo de Legendre das equacoes de Euler-Lagrange. De fato, neste trabalho empre-
garemos o ponto de vista no qual o formalismo de Hamilton estd contido no formalismo de

Hamilton-Jacobi.

Agora que dispomos dos momentos covariantes canonicamente conjugados as variaveis de
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Q, vamos voltar a teoria de Podolsky como exemplo. Temos a densidade Lagrangiana (1.33):
L= —tp,mw g leopmoy
= Tyt + 24 O wy

Como a teoria é de segunda ordem, vamos construir os momentos respectivos as coordenadas
Aje A,

oL 5L d L

W = T TE PR 9a2pY VYO AYA G, FPP. 2.49

i 3A,,  0A,, di* oA, N G (249)
5L oL

A = = 20’0 VYL AN, PP, (2.50)

5Aun 6 Aun

em que usamos as deltas (1.35) e (1.36). A matriz Hessiana deste sistema é dada pela derivada
de (2.50) com relacdo a A, ), que resulta em

WA — M = a®n™ [77“”17’»‘ — | (2.51)

Py

Seu determinante é claramente nulo, o que faz deste sistema um sistema néo Hessiano, ou
singular. Neste caso, alguns momentos ndo podem ser invertidos para fornecer os campos
de velocidades e teremos problemas para definir uma equacido de Hamilton-Jacobi. Também
vimos que a condicdo Hessiana é necessaria para garantir a presenca de extremos da integral
fundamental, o que significa que ndo ha configuracdo extrema da acdo de Podolsky em Q.
Trataremos das ferramentas necessarias para lidar com este tipo de sistema nos capitulos 3

e 4, enquanto a aplicacéo para a teoria de Podolsky sera realizada no capitulo 5

2.3 Equacoes caracteristicas

Se a condicao Hessiana (2.39) se cumpre, toda informacao disponivel sobre o sistema des-
crito pela integral (2.1) esta na equacéo de Hamilton-Jacobi (2.48). Com o uso das variaveis

do espaco de fase, escreveremos

5L oSk aSH

ol = 2= " m= (2.52)
0imy  OP(m) Ozk

&y = 7m0 + H, (x“, oy 7r5<m>) —0. (2.53)

Nesta secdo, manteremos os indices 0 < m < k —1e 1 < i < k. Derivando (2.53) com relagédo

aos momentos, temos

0Py 0H,

57.(.5(7”) o 57.‘.5(7”)
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e essas derivadas podem ser escritas com o auxilio da definic¢éo (2.47):

6H i [K2 (m") (k)
c o b v(m’ b b b
AR !Z_:f”(m')”” o ‘L(x“’¢<m>’5<’f>>]

k—2 v(m’ b k b
- Y om0y g om,” _ L By
v(m’) 6775(m) 57I.H(m) b ( )57.‘.5(”1) 5¢Z(7k) 571.2‘(7”)

m’=0
6B 5L
= Fom + @ [“ék) ~ S
(57r ¢(kz)

a

O segundo termo a direita é nulo, visto que (2.52) é valida. Assim, todos os campos tangentes
até ordem k estéo relacionados com derivadas da equacao de Hamilton-Jacobi com relagdo aos

momentos por

5

Ol = —.
(%) 67_[_((11)

Consideraremos esta a primeira equacao caracteristica da equacdo de Hamilton-Jacobi.

A direita desta equacéo, temos funcdes conhecidas das coordenadas e dos momentos. Ob-

servemos que essas equacdes néo possuem conteddo dinidmico: sdo identidades geométricas

que dependem apenas da transformacédo de Legendre. Sera util futuramente que possamos

escrever esta equacido em termos de diferenciais totais, da seguinte forma,

0Pg

67.[.5(7”)

S, = dat. (2.54)

Uma segunda equacéo caracteristica pode ser obtida com a derivagdo total dos momentos

com relacéo ao parametros. Contudo, vamos tomar o traco desta derivada, da seguinte forma:

dnly (m) orh (m) A1 Smht (m)

b
dxt Oxh + Z Ppa(m') 5¢?m/) :

m’=0

De (2.52) temos

o™ 9 [ese] & [osw
oz Oxk 5¢?m) N 5(;5?7”) oxk |’
de modo que
At ™) dmo Al b Srm
= nN—. 2.55
det 567, +g::0¢“<m>5¢§m,) (2:55)

Agora, podemos tomar a derivada total da equacdo de Hamilton-Jacobi com relacédo as
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coordenadas. Ela se desdobra na equacéo

k—1

5By 6By S 5y o)

T o T p—" - 0.
0(my  0m0 000y o= ™) 00
Podemos reescrevé-la por
b 0Dy ’“i 50 o) (2.56)
0y 0wy o 0™ 90m)
e, portanto, com a substituicdo de (2.56) em (2.55),
drt™ 50y 2 sd ml™) §rhm)
= . Sy —5— (2.57)
dat 0{im) ZO s 864, Z 56},
Nesta, inserimos a equacéo caracteristica (2.54) e obtemos
dri™ 5@y ’“Zl 5%, omp ™) ’“Zl 5By orht™
deit 69, Mu(m 36f Sm) L
A nosso favor, temos a seguinte identidade:
sritm g [ 5™ ] S [ i ] ompm)
b - b a - a b - a
0y Oy [0y 0%y |9%(mn]  P(m)
Assim,
p(m)
dma__ __ 0% (2.58)

daxt ) qﬁ?m)

Com esta equacao, temos a segunda equacao caracteristica da equacdo de Hamilton-Jacobi,

0®g

(m)

Sim) — dz. (2.59)

A terceira equacéo caracteristica é obtida através da diferenciacéao

k—1
dst OSH
dot  Oxk + Z w(m) sha 5¢a Z¢ (2.60)

em que usamos as condicdes (2.52) e (2.53). A direita podemos reconhecer a densidade La-

grangiana em sua forma canoénica. Podemos nos lembrar da definicéo

dst
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e, assim, temos

k
68 = [Z ¢‘gi)7r5;'> — H] dw.
=1

Integrando em todo o espaco-tempo,

k
S= /Q [Z i) — H] dw. (2.61)
=1

Através da variacéo direta da integral (2.61) com relacdo as variaveis candnicas obtemos iden-
ticamente as equacgoes caracteristicas (2.54) e (2.59). Dessa forma, quando essas equacdes sdo
satisfeitas, S = A [¢]. Também podemos encontrar individualmente as funcoes S* integrando

diretamente a equacao (2.60), obtendo
k .
SH = / [Z ymi) — H] dat. (2.62)
i=1

Portanto, as solucées do sistema de equacdes

0P dz*, 5775(7”) — 0%g

—_— Tdm“, (2.63)
57T5(m) 6¢(m)

a .

00 =

séo extremos da integral fundamental (2.1). Essas equagdes caracteristicas coincidem com as
equacodes candnicas de Hamilton segundo a construcéo de Ostrogradski e, no caso em que k =
1, também com as equacoes de Hamilton usuais, deduzidas, por exemplo, em [4]. As solucgdes
das equagoes caracteristicas podem ser construidas no espaco das variaveis (qb?m), h (m)> , que

adotaremos como o espaco de fase T*Q = Q x T:Q.

Devidas a transformacéo de Legendre e a definicdo da densidade Hamiltoniana temos as

identidades

M%n)HC <$u’¢?m)’7rg(m)> — _M(;m)L ($M7¢?m)v¢?k)>

com as quais as equacdes caracteristicas para os momentos resultam em

d 6L 0H, oL

Ao 505y OOy Oy
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ou seja,
SL

_ =0. (2.64)
00y

Para m = 0 temos as equacdes de Euler-Lagrange, que devem ser satisfeitas em conjunto
com outras k — 2 condigdes que restam em (2.64). Dessa forma, mostramos novamente que as
solucoes das equagdes caracteristicas sdo extremos do problema variacional. Essas solucoes,
que definem um subespaco do espaco de fase T*Q, sdo também campos geodésicos. Isto se

constata a partir da integral de Hilbert

k—1
OSH OSH
— d *a — d
J [QS] /Q w lax“ + mEZO ¢“(m)(5¢‘(1m)] /Q W

Com a equacgéo de Hamilton-Jacobi,

k
™0 + Z(Jsaa)ﬂ'gz)] .

i=1

k
J(¢] = / dw [Z i) —Hc], (2.65)
Q i=1

em que os momentos sdo definidos pelas suas respectivas equacoes candnicas. Quando o
campo é geodésico, com ¢>(k3 = gb?i) e <Z>?k) = ﬁgk), esta integral é igual a integral fundamen-
tal (2.1).

2.4 Integrabilidade

O desenvolvimento anterior depende de um teorema que garanta a existéncia de uma

configuracéo d)?m) e de fungoes S* tais que

ﬂ_g(m) . 5S,LL

L 2.66)
0B,y (

Agora, vamos provar este teorema.

Vamos supor um conjunto de solucoes das equacoes caracteristicas que dependam de n

parametros u®, formando assim uma familia de sub-espacos de n parametros
Oy = Plom) (:v“, u”) : 7 =70 (:c“, ub) : (2.67)

cuja dimensido éd+1e

0¢?
det[ (m) £ 0.

Oub
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Se tal configuracdo é uma familia de extremos, ela pertence a um campo geodésico, para o

qual (2.66) é valida segundo o conjunto de funcgées

SH — gH {:c“, ) (:c“, ub)} . (2.68)
Temos

asr ’“i 5SH 0D,

ous = (5¢l(’m) du®

Segundo (2.66),

k-1 b
05" _ 5 tm) %)
ur = b Oue

Vamos derivar novamente com relacdo a u“:

2 k-1 p(m) e 2 ¢
0°SH _ ome 3¢(m) n Wg(m) 9 (m) ’
OutOul = oub  Oue Ausoub
ou seja,
k-1 2 c k—1 m c
H2SH B Z () 9 ¢(m) _ 3775( ) 8¢(M) (2.69)
Ouaoul — ¢ Quadub — oud  Oue |’ )

Estamos admitindo que todas as funcées sdo pelo menos de classe C? em «®. O lado esquerdo
de (2.69) é simétrico em a e b, de modo que a parte antissimétrica do termo a direita da

igualdade é nula:
[we, ] =0, (2.70)

na qual definimos os parénteses de Lagrange

k=1 T 9 u(m)  Hpe u(m)
[ua,ubr _ Z ¢(m) Ome B ¢(m) OTe @.71)
= | Ou oub oub  Que

A relacéo (2.70) é a condicdo necessaria que garante a existéncia de um conjunto de funcdes
SH que satisfaca (2.66).

Podemos mostrar que (2.70) é uma condi¢do também suficiente. Vamos supor uma familia

de configuracgoes

(ﬁ‘(‘m) = (ﬁ?m) (x“,ub) , ﬂ'c(f) = 7TC(LZ') (x“,ub) ,
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tal que

Temos

ou seja,

Portanto, deve existir um conjunto de fungées o* (z#, u*) de modo que

Podemos inverter a equacdo paramétrica para os campos a fim de obter a relacéao

u® = u® (x“, (ﬁ?m))

e definir as funcoes

Comparando (2.72) e (2.73) temos

k—1 8¢€m) am;;(m) 8¢)C m)
— ous  oub 8ub aua
kol 8¢Em) orkt (m) 8¢C awc p(m)
— ous  oub 8ub Oul

k—1

: <
a,b
= ou

k—1 c
> aptm) () —
= ou

8¢C

oot
Oua’

]:0.

|

k—1

-5

m=0

SH (:U“, qb‘(lm)) =gt {m“,u“ (m“, qﬁfm))} .

Automaticamente essas defini¢oes resultam na identidade

oot ’“i aSH O
ous — 8¢bm) ous

am) —

oS+

0B,y

o 0
I u(m) _"(m)
[8ub (”6 9

(m) 9% (m)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

Se as coordenadas e os momentos forem candnicos, satisfazendo (2.63), podemos derivar
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(2.74) com relacéo a z*, obtendo

Ay 05" ] deb'™ 4 st sy 9 [ asn
dzr | ¢ 5¢‘(Im) - dzm dzH 5¢‘(lm) N 5¢‘(1m) Oxh 5¢‘(1m)

k—1
ssn
¢ (m/)ﬂ

m/=0 6¢((lm) 6¢((lm/) g

ou seja, com a igualdade (2.74),

5d 0 [esr] & osse .
507 ogr - Sutm) = 0-

a + a a a
00wy OB | 00(m) 0P
Utilizando a primeira equacéo caracteristica de (2.63) e lembrando que ®g = 79 + H,,

k—1

55“ 0H,
+

=0
b L m/) M
5¢ 57r£

0H, n 0 oS+
5(;5‘(1m) OxH 5¢‘(‘m)

que pode ser colocado na forma

as" 55"
oo+ He < SR (%)] =0. (2.75)

A solucdo mais trivial de (2.75) vem a ser

5
0B,y

gsu + H. (m“, Dl $> = F(zV). (2.76)
(m)
A funcao F' depende apenas dos parametros e pode, sem perda de generalidade, ser tomada
nula. Portanto, reobtemos a equac¢ido de Hamilton-Jacobi a partir das condicées de integra-
bilidade (2.70) e das equacoes caracteristicas. Isto mostra que a nulidade dos parénteses de
Lagrange com relacédo as coordenadas e momentos garantem que essas variaveis canénicas
descrevam campos geodésicos com relagdo a um conjunto de fungdes S*. Esta condicdo de
integrabilidade assume importancia fundamental mais adiante, quando lidaremos com o caso

em que a condicdo Hessiana néo é satisfeita pela densidade Lagrangiana.

2.5 Os parénteses de Poisson

Para completar este capitulo, vamos fazer uma tentativa de compreender a estrutura sim-
plética que existe por tras do espaco de fase deste formalismo, que envolve duas generaliza-
coes: a descricdo de teorias de campos em forma explicitamente covariante e o tratamento

de densidades Lagrangianas com derivadas superiores dos campos. Ambas as generalizacoes
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trazem limitacGes e problemas em sua aplicacdo conjunta a problemas fisicos de interesse,
como logo veremos. Contudo, muitas caracteristicas deste problema variacional sdo analo-
gas ao problema equivalente que pertence a mecanica classica. Nota-se, por exemplo, que a
construcéo canodnica levada a cabo por Ostrogradski para Lagrangianas de ordem superior foi

naturalmente reproduzida pelo formalismo de Hamilton-Jacobi.

Vamos escrever as equacgoes caracteristicas utilizando explicitamente sua forma correta

considerando o calculo funcional:

%o (y) %o (y)
5t (x) = / dw, —————dy*, ST (z) = — / dwy———~dy". 2.77)
(m) ( ) Q yéﬂg(m) (:C) ( ) Q y5¢(m) (x)

Estas equacdes diferenciais totais podem ser naturalmente interpretadas como equacgoes dina-

(m) Relembremos

micas com solucdes no espaco de fase T*Q das varidveis canoénicas qﬁfm) el
que os argumentos das funcoes acima remetem ao ponto de aplicacédo no espaco-tempo, ja que

essas funcoes devem ser tomadas como densidades distribucionais.

Agora, vamos considerar um observavel fisico representado por uma funcéo do espaco de
fase, F'(x, ¢, ), que depende explicitamente dos parametros, das coordenadas e dos momen-

tos. A evolucio deste observavel é dada por diferenciacio funcional, tal como

_ OF (x) OF (z) ., OF (x) (m)
OF () = Pt + /Q du, WMW) W)+ ot W] . (2.78)

Nesta expressio, bem como no restante desta se¢do, vamos suprimir a soma sobre as ordens,
supondo que o indice m varie sempre entre os valores zero e k — 1. Contudo, voltamos a expli-
citar a integracdo devida ao processo de diferenciacdo funcional. As equacées caracteristicas

(2.77) podem ser inseridas na lei de evolucéo (2.78) e, dessa forma, obtemos a expressao

OF (x)
OF () S dxt
OF () 0P (2) OF ()  6Pg (2)
+ dw,dw, — dz". 2.79)
[ 56 W) 6™ () 07 (y) 090y <=’B>] o
Nesta, vamos definir a operacéo
OF (x) / 0A(x) 0B (y) 0A(z) OB (y)
A(z),B = + [ dw, - , (2.80
{ (ﬁ) (y)},u 8yﬂ 0 W 5¢((lm) (Z) (5775(7”) (Z) 5ﬂ_g(m) (Z) 6¢?m) (Z) ( )

que vem a ser os parénteses de Poisson da teoria. Podemos escrever a evolucdo de um ob-

servavel, portanto, por

SF (z) = /Q dioy {F (x), @0 ()}, dy". 2.81)
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Como bons parénteses, (2.80) agem como operadores diferenciais bilineares, antissimétricos
e que obedecem a identidade de Jacobi. A equacédo (2.81), por sua vez, € uma equacio de
evolucdo Hamiltoniana tipica, na qual vemos que &, age como uma funcdo Hamiltoniana:
ela é geradora de transformacoes em observaveis que conectam diferentes pontos do espaco-

tempo.

Os parénteses entre as variaveis canonicas, segundo a defini¢éo (2.80), sdo dados por
{0 @)1 W)} = 86005 (@~ ) (2.82)

e, assim, as equagoes caracteristicas podem ser escritas por

0(yy () = /Q dwy{¢?m) (:v),@o(y)} dy*, (2.83)

0

omg™ (2) = /Q doy {5 () B0 () | (2.84)

Essas equacées definem a evolucéo das variaveis do espaco de fase com relacéo aos parametros
zH.

(m)

Consideremos por um instante os momentos 7, . Através do calculo dos parénteses

OF ()
F(x , rem) y)} =00 —=—,
{ ) ma ( B . 5¢?m) (y)
podemos mostrar que uma variacdo infinitesimal das coordenadas, denotada por 6¢>‘(1m), im-
plica em uma variacdo infinitesimal equivalente em qualquer observavel F', que denotamos

por 6, F, através da equacéo

1
o (0) = /Q dy {F () ot (y)}uégb‘(lm) (). (2.85)

Esta equacao também pode ser vista como uma transformacao ativa d)‘(lm) — gb‘(lm) + 5¢‘(1m), que
tem como geradores os momentos. Assim, em analogia com a mecanica classica, dizemos que
os momentos sio geradores de transformacdes no espaco das coordenadas. Da mesma forma,

podemos mostrar que
5P (2) = [ doy {F (). 0y )} 575 1), (2.86)
Q 1%

ou seja, as coordenadas agem como geradores de transformacées no espago dos momentos.

Niao existe uma maneira tunica de dar prosseguimento a construcio de um formalismo
simplético a partir deste ponto, de modo que nos limitaremos apenas a alguns comentarios a
respeito. Na literatura existem varias abordagens, nem todas equivalentes, para a geometria

simplética por tras desse formalismo. Podemos citar, por exemplo, o formalismo multissim-
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plético [8, 9]. No que segue, A representa o produto exterior, enquanto ® representa o produto

interno. A partir da integral fundamental

A:/de,
Q

definimos a (d + 1)-forma fundamental
0 = Ldw, dw = dz® Adzt AL A da? (2.87)

Com esta e a partir da transformacéo de Legendre, temos a (d + 1)-forma candnica

0 = MM dgt A dw ® 4 Todw. (2.88)
@49y P
A (d + 2)-forma simplética é definida por {2 = —d#f, resultando na expresséo explicita
(m) a d
Q =dra"'"™ ANdep? \ANdw @ — — dmy A dw. (2.89)
a (m) dxt

O espaco de fase de coordenadas (a:“,qﬁ‘(lm),ﬂo,wg (m)) imbuido com uma (d + 2)-forma sim-

plética (2.89) é chamado espaco de fase multissimplético.

A parte desta pequena digressdo consideramos os parénteses de Poisson (2.80) a estrutura
fundamental. Contudo, o sucesso deste programa em problemas fisicos de interesse é seri-
amente comprometido por dois problemas correlacionados. O primeiro vem a ser a condigio
Hessiana generalizada (2.27), que néo é satisfeita, por exemplo, em teorias com simetria de
gauge. Este problema poderia ser contornado com um programa de analise de vinculos co-
variante. Contudo, essa tentativa certamente se depara com uma segunda barreira: teorias
de campo relativisticas sdo, por definicdo, invariantes por reparametrizacdes. No restante
desta secdo vamos nos preocupar em analisar o motivo pelo qual a invaridncia com relagdo
aos parametros de uma teoria torna-se um sério problema para o programa proposto neste

capitulo.
As transformacoes de parametros tomam a forma de transformacdes de coordenadas no
espaco-tempo:

o =zt (V). (2.90)

As funcdes 7 sdo pelo menos de classe C' e obedecem a condigéo

oxH

= v v
J = det [b4] # 0, b=

Existem exemplos distintos de densidades Lagrangianas que resultam em integrais funda-

mentais invariantes por reparametrizacoes. Por exemplo, as teorias de campos no espaco
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de Minkowski, como o eletromagnetismo e as teorias de Yang-Mills-Utiyama, sdo caracter-
izadas por densidades Lagrangianas que independem explicitamente do ponto do espaco-
tempo. Esses sistemas se assemelham mais aos sistemas em mecanica classica invariantes
por reparametrizacgoes: sido invariantes por reparametrizacdes em razio da estrutura al-

gébrica das Lagrangianas.

Por outro lado, a densidade Lagrangiana
L=+/Iglg"" (z) ¢}y, (2.91)

resulta em uma integral fundamental invariante, desde que ¢g*” sejam componentes con-
travariantes de um tensor simétrico de segunda ordem, com g = det (g,,). As componentes g~
se transformam contravariantemente, enquanto os campos tangentes se transformam como

vetores covariantes:
gaﬁ — bgbgguu’ ¢Z _ (b—l)’/ Ta (b—l)l’ bt = 55.
A raiz do determinante transforma-se pela relacéo

Vo =171y,

de modo que a densidade Lagrangiana (2.91) também é uma densidade escalar de peso 1
com relacéo a transformacéo (2.90). Assim, a integral fundamental | Ldw tona-se invariante,
visto que o elemento de volume transforma-se segundo dw = |.J|~'dw. Neste exemplo, que néo
possui paralelos na mecénica classica, a densidade Lagrangiana depende explicitamente dos
parametros e, mesmo assim, o sistema € invariante em razao de sua estrutura tensorial. O
problema fisico que mais se assemelha a esta situacao poderia ser uma teoria de campos em

um espaco-tempo fixo com métrica dependente do ponto.

Os dois tipos de teorias séo inteiramente distintos do ponto de vista do calculo variacional,
o que torna a analise das propriedades de invariancia da acéo pelas transformacoes (2.90) um

problema de dificil generalizacgao.

Vamos considerar uma Lagrangiana explicitamente independente dos pardmetros com a

forma L <q§“, qﬁ?z.)) ,emque i =1,..., k. Para ainvariancia da integral fundamental, temos

/QL (aﬁ“, q%) dw = /QL (d>“, bgﬁ;)%)) 1| dew = /QL (¢a, %) dw,

em que usamos a notacdo simbdélica

(@) a  — a v a
bay Oliry = Vadys + babpd, + -
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Dessa forma, a condic¢éo para que a acfo seja invariante vem a ser
L (6960 0)) = L (¢, 6%, 191

(4

Vamos derivar (2.92) com relacio aos elementos b(;)). No lado esquerdo temos

g (")
R P . B Y B
) W00y abf) W0 o)

No lado direito,

o M = L)
() (@)

de modo que a condicdo (2.92) torna-se

oL o = oJ
5‘15(&') @) Gbg;)

Esta expressio vale para cada valor de i. Por exemplo, para i = 1,

oL oJ
¢ =L|—|.
Yo o oby,
Parai =2,
oL oJ

a

o, 70 o (bawt) |

(2.92)

(2.93)

No caso especial em que bj; = J;;, podemos mostrar facilmente que (2.93) é equivalente a

oL, 0 _
%Qb(i/) - (5(1,)L = 0.

(2.94)

A condicéo (2.94) é suficiente para que a integral seja invariante por reparametrizacoes.

Ela também é uma condi¢ido necessaria, cuja prova encontra-se em [4] para o caso k = 1.

Esta prova é facilmente generalizada para derivadas de ordem superior, de modo que néo nos

preocuparemos em demonstra-la aqui. Se esta estrutura é nula, vamos tomar a expresséo

com 7 = k. Por ser a ultima ordem das derivadas que ocorrem na Lagrangiana, (2.94) torna-se

oL

a (k)
< a ¢ kY T 5 ’ L — 0
5, ) 7 )
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Se esta expresséao é valida, evidencia-se a validade da expressio contraida
§L

g SHL = 0. (2.95)
&bu(m)

myv

A esqueda de (2.95) temos o tensor densidade de energia-momento canénico, definido em
(1.25).

Dessa forma, teorias invariantes por reparametrizacoes possuem o tensor densidade de
energia-momento identicamente nulo se a invariancia é devida a independéncia da densidade
Lagrangiana com relacio aos parametros. De fato, a condicéo (2.95) é puramente geométrica:
nao depende das expressoes particulares para a Lagrangiana ou para os campos. Como con-
sequéncia, a densidade Hamiltoniana candnica definida em (2.47) também é identicamente

nula:

oL

O e L =0,
oy

Portanto, o formalismo canonico que desenvolvemos a partir do formalismo de Hamilton-
Jacobi torna-se impraticavel. Tentativas para corrigir este problema foram realizadas, por
exemplo, em [4], onde uma redefinicdo das transformacées de Legendre resulta em uma teo-
ria Hamiltoniana generalizada. Contudo, essa proposicdo depende de condicoes que descar-
tam aplicagoes fisicas importantes e, portanto, ndo seguiremos este caminho. O fato é que
ainda néo podemos escapar da decomposicéo d + 1, que foi a maneira como Dirac enfrentou o

problema da existéncia de vinculos canénicos.

Portanto, no capitulo 3 vamos voltar a analise de Hamilton-Jacobi, desta vez com a escolha
de um eixo temporal que quebra a covaridncia explicita do formalismo. Com esta escolha o
problema da invaridncia por reparametrizacées é resolvido da maneira mais simples possivel:
com a escolha de uma parametrizacdo particular. Também seremos capazes de abordar o

problema da existéncia de sistemas ndo Hessianos.
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Capitulo 3

Sistemas nao Hessianos

Introducao

No capitulo 2 usamos a introducéo de variaveis candnicas para transformar as condigoes
para a construcdo de um campo geodésico em uma equacao diferencial funcional, a equacéo
de Hamilton-Jacobi. A condicdo para que esta construcdo seja possivel é a condi¢cdo Hessiana.
Esta é uma condicédo nfo sé6 para a existéncia de uma boa transformacio de Legrendre, mas
também para a proépria existéncia dos campos geodésicos: se uma configuracéo é tal que mi-
nimiza ou maximiza a integral fundamental, a condicdo Hessiana é satisfeita. Isto porque a
conexao da matriz Hessiana com a segunda variacéo da integral fundamental mostra que, se
o determinante da matriz Hessiana é nulo, também sera nula a segunda variacgéo e, portanto,

nao podemos garantir a existéncia de extremos.

Contudo, a matriz Hessiana é um propriedade da densidade Lagrangiana e ndo podemos
garantir que sistemas fisicos obedegam a condi¢cdo Hessiana por principio. De fato, em teorias
de campos abundam sistemas nos quais a matriz Hessiana é singular. Dentre tais sistemas
estdo os campos fundamentais descritos por teorias de gauge e, por esta razido, ndo podemos
nos limitar a tratar apenas sistemas que concordem com a condicéo (2.39). As teorias que vi-
olam a condicdo Hessiana sfo tratadas na literatura como sistemas singulares, que possuem
vinculos entre as variaveis do espaco de fase. Uma das consequéncias notaveis dessas teorias
vem a ser o fato de que as relagdes de comutacgao entre as variaveis canonicas a nivel quantico
néo raro devem ser modificadas para que sejam consistentes com as equacées de movimento.

Aqui, usaremos frequentemente as expressoes “sistemas nao Hessianos” e “sistemas singu-



lares” para nos referir a este tipo de teoria.

O problema da n&o validade da matriz Hessiana foi primeiramente tratado por Dirac
[1], em paralelo com trabalhos de Bergmann [2], que elaboraram um formalismo Hamiltoni-
ano para sistemas singulares. Este método, conhecido como formalismo de Dirac-Bergmann,
aplica-se a encontrar um sub-espaco do espaco de fase no qual a condi¢cdo Hessiana seja valida
e as equacodes candnicas sejam equivalentes as equacoes de Euler-Lagrange. Sob este ponto de
vista, a singularidade da matriz Hessiana implica em vinculos algébricos entre as variaveis
canonicas. No caminho para a construcio da equivaléncia entre este formalismo Hamiltoni-
ano e o de Euler-Lagrange ha que se impor condicdes de consisténcia sobre os vinculos, sua
separacio entre vinculos em primeira e segunda classe, a possivel definicdo dos parénteses de
Dirac e, como resultado mais importante, a correspondéncia entre vinculos de primeira classe
e simetrias. Além dos artigos originais, um estudo bastante completo do formalismo de Dirac

pode ser encontrado nas referéncias [3, 4, 5].

Em razio desta motivacdo, a generalizaciao do formalismo que desenvolvemos até aqui,
de modo a englobar sistemas que nédo obedecem a condi¢cdo Hessiana, torna-se um caminho
natural. A primeira (e também mais séria) consequéncia que vem desta violacédo é a impos-
sibilidade de se definir um campo geodésico que contenha imersa uma configuracdo minima
da integral fundamental. A nivel Lagrangiano, tampouco é possivel garantir que solucoes das
equacoes de Euler-Lagrange sejam extremos locais. Este problema se reflete, como ja vimos,
na propria construcéo do formalismo canénico: a construcéo do espaco de fase pode ser feita
através de uma transformacao do tipo (2.30), mas esta nao consistira em uma transformacao
de Legendre, tal que entre os momentos e os campos tangentes néo podera existir uma re-
lacdo biunivoca. Portanto, ndo se pode estabelecer um isomorfismo canonico entre os espacos

tangentes e cotangentes de Q.

No entanto, como vimos também no capitulo 2, as teorias de campos nas quais estamos in-
teressados na Fisica possuem um requerimento vindo da relatividade geral: a integral funda-
mental que as descreve deve ser invariante por reparametrizacoes. Especialmente nas teorias
de campos que descrevem interagdes fundamentais na natureza, a densidade Lagrangiana é
explicitamente independente do ponto do espaco-tempo e, como consequéncia imediata, o ten-
sor densidade de energia-momento canénico (1.25) dessas teorias é identicamente nulo. Isso
também ocorre com todas as suas contracgdes e projecdes, particularmente com a densidade
Hamiltoniana canénica (2.47). Neste caso, o programa que descrevemos no capitulo 2 sofre
um colapso: a equacdao de Hamilton-Jacobi torna-se uma identidade, ndo uma equacéo, fato

que frustra a implementacéo do formalismo candénico subsequente.

Uma tentativa de resolver este problema de forma a manter o formalismo covariante é
feita, com certo sucesso, em [6]. O procedimento consiste em redefinir a transformacéo de
Legendre para generalizar a definicio dos momentos conjugados. Contudo, essa tentativa

depende de condigdes que tornam impraticavel a utilizacdo em sistemas fisicos de interesse.
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Até o presente momento, nenhuma tentativa no sentido de construir uma teoria Hamiltoni-
ana covariante livre deste problema teve sucesso com campos fisicos, de modo que ndo nos
preocuparemos em seguir este caminho. Nos artigos de Dirac sobre quantizagdo de sistemas
singulares, salienta-se que a quebra da invariancia por reparametrizacoes, com a escolha de
um parametro de evolucao, resolve este problema, fato de que também se da conta Bergmann
e seus colaboradores. Assim como no caso do formalismo Hamiltoniano desenvolvido nessa
linha, sacrificaremos a covariancia da teoria em troca de uma descricido candnica coerente

com as equacdes de Euler-Lagrange.

Para realizar este programa, vamos primeiro fazer uma discusséo qualitativa das pos-
siveis formas de decomposicido d + 1 em teorias relativisticas. Em seguida, vamos adequar
o formalismo de Hamilton-Jacobi que estudamos no capitulo 2 para um escolha particular
de parametrizacdo. Veremos como sistemas ndo Hessianos podem ser tratados naturalmente

dessa forma.

3.1 Formas de dinamica relativistica

A escolha de um parametro de evolucdo temporal envolve a descricéo das teorias de campos
como sistemas dinamicos de dimensio infinita. Neste caso, as equacoes de Euler-Lagrange
s@o reescritas a partir de uma foliagdo do espaco-tempo, que chamaremos também de de-
composicdo d + 1, nos moldes do desenvolvimento das integrais de movimento discutidas no
primeiro capitulo. A decomposicéo d + 1 consiste na escolha de um eixo de evolugdo temporal

7 = y° e, portanto, na escolha de uma familia de hiper-superficies de Cauchy
2y, ) =0,

que sdo ortogonais ao eixo y” em cada ponto e nunca se interceptam no dominio 2. Feita a
escolha das superficies de Cauchy, as equacoes de Euler-Lagrange, escritas como equacdes
canonicas, agem como equacdes dindmicas que indicam como uma configuracdo de campos em
uma dada superficie, digamos = (7 = 0), evolui para uma segunda superficie E (7 = 71). Quem
faz o trabalho de determinar como age esta dinimica é o grupo de simetria fundamental do
espacgo-tempo. Para que essa descricéo seja univoca, ou seja, para que o conhecimento de uma
configuracio inicial resulte em uma unica dindmica, devemos também escolher a familia = de
modo que a linha de mundo de um observador nunca passe por uma mesma superficie mais

de uma vez.

Na mecanica classica, o grupo fundamental de simetria do espago-tempo é o grupo de
Galilei. Como o tempo cldssico é um parametro fixo, o espago-tempo classico é dado simples-

mente pelo produto R? x R e a decomposicdo d + 1 é trivial. A superficie de Cauchy vem a
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ser a d-superficie R? a t constante. De fato, essa é a tinica superficie de Cauchy permitida
na mecanica classica. Para qualquer outra familia de superficies existem observadores que
interceptam seus membros no minimo duas vezes. Isto ocorre porque a velocidade de um
observador classico pode ser arbitraria. Neste caso, o grupo de Galilei possui um subgrupo,
chamado grupo de estabilidade, cuja acao deixa o sistema invariante por transformacoes em
uma superficie de tempo constante. Os geradores deste subgrupo sido o momento linear e a
matriz de momento angular, que constituem seis geradores cinematicos. Existe apenas mais
um gerador, de natureza dindmica, que vem a ser a funcdo Hamiltoniana geradora da evolucéo
temporal entre duas superficies distintas. Se a familia de superficies de Cauchy € tinica neste

caso, a Hamiltoniana também é tunica.

No caso de teorias relativisticas, o grupo fundamental é o grupo de Poincaré. Observadores
relativisticos ndo podem se deslocar com velocidades arbitrarias, o que separa o espago-tempo
em regides acessiveis (dentro do cone de luz) e inacessiveis (fora do cone de luz) a observadores
que passam pela origem do sistema de coordenadas. Assim, o espaco-tempo relativistico pos-
sui uma estrutura causal. Dirac observou [7] que esta estrutura causal e a invariancia por
reparametrizacoes quebram a unicidade do formalismo Hamiltoniano e encontrou trés formas
inequivalentes de escolher as superficies de Cauchy com a qual a decomposigao d + 1 pode ser
feita. Mais recentemente uma andalise mais completa dos possiveis subgrupos do grupo de
Poincaré revelou a existéncia de mais duas familias de superficies [8]. No total, as formas de

dinamica relativistica sdo dadas pelas superficies:

1. Hiper-superficie t = 2° = constante, chamada forma instantanea.

2. Hiper-superficie da frente de luz 7 = 20 + 23 = constante, chamada forma frontal.

3. Folha do hiperboléide 7 = 22 = a2, 2° > 0 com a = constante, chamada forma puntual.
4. Folha do hiperboléide 7 = 23 — 2% — 23 = a?, 20 > 0.

5. Folha do hiperboléide 7 = 22 — 23 = a2, 2° > 0.

O grupo de Poincaré contém dez geradores e podemos usar a escolha da superficie de Cauchy
para decompoé-lo em um subgrupo de estabilidade e um subgrupo dindmico, assim como no
caso da mecénica classica. Contudo, essa decomposicio depende da escolha da superficie. Na
forma instantanea existem seis geradores cinematicos, representados pelo momento linear
e pela matriz de momento angular, geradores de translacdes e rotacdes em R?. O subgrupo

dinamico é formado pela evolucéo temporal, gerada pela Hamiltoniana

H:/’Hda,
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em que
H = H,peocl

é o tensor densidade de energia-momento (1.25) projetado no eixo temporal. Nesta expressio,

& é o vetor unitario tangente a este eixo.
No caso da forma instantanea em coordenadas retangulares z# = (2°,2'), £ é um vetor
com tnica componente na direcéo de z°. Por consequéncia,
5L

= H = —-—
H 0 =7 T

S0 — L =10 0 — L. (3.1)
Esta é a forma usual da densidade Hamiltoniana em teoria de campos. Note que ela nfo é cor-
respondente a densidade Hamiltoniana candnica (2.47). Além da evolucio temporal, o grupo
dinamico contém também o boosts, gerados por rotacées que envolvem direcées tipo tempo. Os
boosts sdo apenas transformacées de Lorentz entre observaveis e constituem transformacoes
cinematicas do ponto de vista relativistico. A verdadeira dindmica dos campos é gerada ape-

nas pela Hamiltoniana (3.1).

A forma instantinea é aquela mais comum em teorias de campos por duas razdes: a
primeira é que esta escolha de superficies de Cauchy é a que equivale aquela da mecanica
classica. A segunda razao vem a ser experimental, pois o referencial do laboratoério tem linha
de mundo coincidente com o eixo z°, ou seja, a parametrizacdo natural para os experimentais

é o tempo classico Galileano.

Vem ganhando espaco, contudo, a analise de teorias de campos na forma frontal, que tam-
bém podemos chamar de dindmica na frente de luz, ou dinidmica no cone de luz. Nesse tipo
de dindmica, o tempo é escolhido como uma combinacéo linear das coordenadas x*, dada por
7 = 2% + 2, a menos de um termo de normalizacdo. Esta escolha remete a uma preferéncia
natural pelas coordenadas do cone de luz (z,27,2%) = (2% 4+ 29,20 — 24, 2"), em que o indice
¢ varia entre 1 a d — 1. De fato, ha uma diferenca fundamental entre essa dinamica e as
demais, pelo fato de que a superficie ortogonal ao eixo x ™, o plano nulo, ndo é uma superfi-
cie de Cauchy [9, 10]. Ela é uma das superficies caracteristicas do cone de luz. Para uma
superficie de Cauchy genuina, a definicido dos dados iniciais envolve o conhecimento da con-
figuracdo dos campos em uma tunica superficie. No caso do plano nulo, uma dindmica dnica
emerge apenas se fornecermos dados iniciais para as duas familias de superficies caracteris-

ticas z1t = contante e = = constante.

A decomposicio do grupo de Poincaré na dindmica do cone de luz indica que o grupo de
estabilidade possui sete geradores, um a mais que as dindmicas instantanea e puntual e trés
a mais que as dinamicas definidas nos itens 4 e 5. Este fato tem varias consequéncias sobre a

descricao candnica de campos no plano nulo [11]. Por exemplo, a estrutura do espaco de fase
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é bastante distinta, como veremos através da aplicacdo do campo de Podolsky no capitulo 5.
Outra caracteristica é que os campos tornam-se sobre-vinculados, ou seja, a dindmica frontal

traz mais vinculos candnicos que reduzem ainda mais os graus de liberdade do sistema.

A grande vantagem de se trabalhar no cone de luz vem a ser o fato de que as constantes
de estrutura da algebra dos geradores cinematicos tomam a forma mais simples possivel. Isto

4 ¢ uma simples trans-

ocorre porque nas coordenadas do cone de luz um boost na direcdo x
formacao de escala diagonal, que nédo mistura as coordenadas x* e . Para muitos sistemas
essa caracteristica é responsavel por separar completamente graus de liberdade fisicos, resul-
tando em um vacuo quantico limpo, livre de excitacoes devido a graus de liberdade néo fisicos.
Isto é verificado, por exemplo, na analise de quebra de simetria do modelo padréo [12] e em

modelos de teorias de gauge em duas dimensées [13].

3.2 O formalismo de Hamilton-Jacobi parametrizado

Para demonstrar como o formalismo desenvolvido no capitulo 2 pode ser facilmente espe-
cializado para uma escolha particular de superficies de Cauchy, possibilitando a analise de
sistemas ndo Hessianos, vamos trabalhar com a forma instantanea, que representa a escolha

das superficies
= (2"t =2") =0, i=1,---.,d, (3.2)

ortogonais ao eixo 2° do espaco-tempo de Minkowski. Esta superficie é isomérfica ao espaco
euclidiano R¢. Contudo, o procedimento pode ser facilmente transplantado para outras for-
mas de dindmica a partir de transformacoes de coordenadas apropriadas, como veremos na

aplicacdo do campo de Podolsky.

Assim como feito na secao 1.2.2, a integral fundamental de uma teoria pode ser reescrita
com a defini¢do da funcdo Lagrangiana, que vem a ser a derivada da densidade Lagrangiana
em um d-volume que representa um sub-dominio de €2, 0 que nos obriga a escolher condicdes
de contorno para os campos na fronteira desse sub-dominio. Vamos supor que este volume

vem a ser uma superficie de Cauchy (3.2) a t contante e as condicées de contorno tais que

lim ¢} (z) =0, (3.3)

T€EI=

para i = 0, inclusive. Neste caso, integrais no volume cujos integrandos sejam divergéncias

totais se anulardo. Em particular, podemos tomar a expresséo (2.2), que representa a definigcéo
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da integral equivalente a acdo A = [, Ldw. Com o uso das condigdes (3.3) temos

0 i
Al /dw— /dS /dt/dS .,
dxH

em que a dltima integral é um termo na fronteira de =. Portanto, podemos definir densidades

Lagrangianas equivalentes pela simples adicdo de uma derivada temporal:

- as
L=L—-— 4
e (3.4)

na qual suprimimos o indice zero da densidade S°.

As condigoes para extremos locais da integral fundamental neste cenario permanecem as
mesmas: se L = 0 para uma dada configuracio ¢ e L > 0 ou L < 0 para uma configuracio ¢’
infinitesimalmente préxima, ¢ € um extremo. Contudo, como vimos na se¢édo 1.2.2, devemos
reavaliar a nossa nocdo sobre o que consiste uma configuracao de campos na decomposicédo
d+ 1. Em vez de uma configuracéo geométrica que envolve os valores dos campos em uma
regido () do espaco-tempo, devemos pensar em termos uma distribuicédo de campos ¢ (x,t) em
uma hiper-superficie d-dimensional = em um dado tempo ¢t = t;. A dindmica é dada pela
evolucio dessa distribuicéo na direcdo de 2", gerada pela densidade Hamiltoniana (3.1). Essa
dinamica deve ser univocamente determinada se conhecermos um conjunto de dados iniciais
sobre a superficie = (¢y). No caso da dindmica instantanea, esse conjunto de condi¢des iniciais

deve envolver o conhecimento de derivadas temporais dos campos até certa ordem.

Mais adiante, veremos que sera necessario restringir a funcéo S de modo que

S = S ($H7 ¢a7 ¢87 ¢807 . ) )

até ordem k£ — 1, ou seja, S nao deve depender das derivadas espaciais dos campos. Esta

restricdo, contudo, ndo implica em perda de generalidade.

Vamos observar, para derivadas até segunda ordem, a densidade Hamiltoniana

H o= 10" ¢y — L = madf + ma ¢, — L

0 00 01
= 7ra¢8 + Tq <Z580 + Wal(bgi -

Na 1ultima linha, vamos fazer uma integracéo por partes e descartar os termos de fronteira.

Dessa forma obtemos

d .
"= {2 T wﬂ 66 + ma b0 — L. (3.5)
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Se analisarmos um sistema de terceira ordem, o resultado sera

0 0 0
H = 7Ta¢8 + Waugbgu + WaMVQSguV - L
0 02 00 075 002 000
= W0 + 7o B + T Poo + T Boi; + 274 Po0i T Ta Pooo — L

d . d d . d .
@~ 7 T g Mﬁ”] 66 + [wSO -2 wsm] ¢60 + ma " Foo — L-

N&o vamos nos preocupar, contudo, em escrever uma expressido geral. O importante é
que essas expressoes revelam como devemos escolher os momentos conjugados, observando a

forma geral da densidade Hamiltoniana:

H = padl + padio + Padioo + - — L.

No caso de uma teoria de segunda ordem, os momentos conjugados séo

d

— 0 02

pa = 7Ta — de 7Ta 5
1 00

p(l = 7Ta .

Como exemplo, mais uma vez usaremos a teoria de Podolsky, cujos momentos covariantes sio

dados pelas expressoes (2.49) e (2.50):

T = R — 2a2nw7ngAZ§6A8pF'Bp,
TN = 20 ITGE AL 0, P
Assim, temos
1 )
a0 — 0 4 a2808pF“p — §a28“8¢F01,
ﬂ_,LLOO — GQUMOaiFOi _ QQUOOOPFMP,

0 = %a2 [0, F%7 + k0 (9o F™ + 9;F7)].

Com essas expressoes, definimos os momentos conjugados

p‘u = W#O*aiﬂ‘um
1 , 4
= M4 a°0, P10 — Sa® [0 + "0, — 0] 0, F, (3.6)
= o0 = P00, FY — a*n™ 0, FH. 3.7

Voltando ao formalismo, verificamos que as equacoes (2.10) devem ser substituidas pelas
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equacoes

5L
09f)

=0, (3.8)

em que [¢] representa o numero de derivadas temporais, sendo i € [1,k]. Seguindo o mesmo

procedimento da segdo 2.1, temos

oL _ 0L 0 [dS}_ 0L b |05, .. 05
(SQS([IZ] B (5925@] (W)([IZ] dt | 5@5?] 5¢([zz] ot 0(m) 5 ra 5¢a
0oy dtedfy odf ‘W b 1005y | 06,

5L 6S  d 55
000m) Oy A OGGpy)

em que m € [0, k — 1]. Dessa forma, temos as condicdes

08 0L d 68

S _ 0L _d 05 (3.9)
000 Oy At 0Dy

A partir deste ponto, o desenvolvimento é idéntico ao da secdo 2.1 a partir da equacgéo

(2.11). Com alguma algebra, o resultado obtido é que a equacéo (3.9) é equivalente a

Py = o5 (3.10)

0

em que p!' sdo exatamente os momentos obtidos da anélise da densidade Hamiltoniana. Este
resultado se verifica em todas as ordens. Nesta expressao, usamos a notacao p’ para indicar

o momento correspondente a variavel de ordem m como forma de expressio geral.

Vamos voltar a equacéo (3.4), que deve resultar na equacéo de Hamilton-Jacobi deste sis-

tema. Ela pode ser escrita por

as ., &S
E‘F(ﬁo(m)% —L=0.

Agora, usaremos o fato de que S néo deve depender das derivadas espaciais dos campos. Neste

caso podemos escrever

88 + OB 5 oo (3.11)

" aer,

Com as relagdes (3.10) e definindo o0 momento p; = 95/0t, podemos escrever a equacao

Pt + Pg P — L = 0. (3.12)
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Esta é a condicdo equivalente a (2.33), desta vez para a dinamica em forma instantanea da

decomposicao d + 1.

Até agora, recorremos a decomposicdo do espaco-tempo em hiper-superficies de Cauchy
para escapar do problema da invaridncia por reparametrizacdes em teorias relativisticas.
Neste cenario a existéncia de uma funcao S <a:, gﬁfm]) que satisfaca as condicgdes (3.10) e (3.12)
garante que a integral fundamental possua um extremo. Assim, em analogia com o caso co-
variante, devemos buscar fazer de (3.12) uma equacéo diferencial parcial. Novamente vamos

recorrer as defini¢bes dos momentos conjugados para que isto ocorra.

Vamos tomar a defini¢cdo para o momento de ordem k — 1:

k—1 __ oL

= G = thu (2,6, 6 )

que, exatamente como (2.34), é uma funcéo dos parametros e dos campos até ordem k. Pode-

mos inverter esta relacédo para encontrar o campo qﬁfk] se

Sph—1 621
det [Wyp] = det [ 4 ] = det [ ] # 0. (3.13)
Sep 060080

Assim como no caso covariante, a expressao geral para os momentos envolve derivadas tem-
porais dos campos de ordem superior a k, até ordem 2k — 1. O procedimento é idéntico ao
da secéo 2.2 e nédo nos preocuparemos em reproduzi-lo aqui, mas o resultado é analogo: se a
condicio Hessiana (3.13) for satisfeita, podemos escrever os campos de ordem %k a 2k — 1 em
funcao dos momentos correspondentes aos campos de ordem 1 a k. A expressado tem forma

geral
a _ npa woaa a k—1 k—m—1
¢[k+m] - 5kz+m (SL’ MO 7¢(k_1)apa y " s Dg ) . (3.14)
Tomando a equacio (3.12), temos
P+ ZPZ;IQ% +p§71¢ﬁrf] —L=0.
Contudo, sabemos que somente qﬁfk] pode ser invertida:

¢Fk]:51?( ot Oy Dl 1)-

Portanto,
k=1
=Y vkt -k B+ L (0 = 81
i=1
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A direita, temos a densidade Hamiltoniana em sua forma canénica, com os campos gb‘[lk} subs-

tituidos pelas suas respectivas expressdes (i, ou seja,
k=1
He=D v 'ofy+oa B — L <¢Fk} = ﬂ;‘i) : (3.15)
i=1

Como os momentos sdo dados por (3.10), a equacéo (3.11) torna-se uma equacio diferencial

funcional para S,
Oy =p+He=0. (3.16)

Esta equacéo é a equacédo de Hamilton-Jacobi do sistema.

E uma caracteristica dos sistemas com derivadas superiores que a Hamiltoniana canénica

(3.15) dependa linearmente dos momentos p, a p*—2

, mas a dependéncia com p*~! ndo é neces-
sariamente linear. Este fato tem profunda influéncia na estrutura dindmica da teoria, como
veremos adiante, especialmente no caso de sistemas que néao obedecem a condi¢do Hessiana
(3.13). Na préoxima secédo, mostraremos como esses sistemas podem ser tratados naturalmente

pelo formalismo de Hamilton-Jacobi.

3.3 Sistemas nao Hessianos

Agora, vamos supor que a condicdo (3.13) seja violada para um sistema de densidade La-
grangiana L (:n“, %, ?l)> , que contenha derivadas até ordem £ nos campos. Vamos admitir o

caso em que a matriz Hessiana

52L

Wap = —0 b
0fi1000,

(3.17)
tenha determinante nulo, o que indica que ela possui um conjunto de autovalores nulos, di-
gamos, de nimero r. Se ignorarmos, por enquanto, o fato de que podem haver autovalores
degenerados e supor que o posto de IV, que vem a ser o nimero de autovalores ndo nulos, seja
dado por p = n — r, existe uma submatriz regular de ordem p,

8L

Wa’b’ = —F (a’,b/) = (1,2, ce ,p)

0000

cujo determinante é diferente de zero. De agora em diante, usaremos os indices com linha

para designar variaveis relacionadas com a parte inversivel da matriz Hessiana.
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Se este for o caso, é possivel escrever
&y = By (:v’ﬂ O ,cb?k_l),p’;fl) : (3.18)

ou seja, existe um numero p de derivadas de ordem % no tempo que podem ser escritas em
termos dos momentos. Por consequéncia, também sdo escritas em termos dos momentos todas

as derivadas de ordem k a 2k — 1 dos campos ¢ .
Por outro lado, as expressoes

oL
k—1 _ = _qyk-1 Boga ia —1.9....
pz 6¢fk] Hz (.’I) ) ¢ ) ¢(2)> ) z ) Sy T

néo podem ser invertidas para fornecer os campos Dl Tampouco podemos usar os momentos
de ordem inferior para obter expressoes para as derivadas dos campos acima de k. Isso indica
que as funcdes #*~! nio dependem de Qﬁfk], ou em ultimo caso a dependéncia €é tal que im-
pede a inversdo. No geral, este dltimo caso pertence a Lagrangianas com nenhum interesse
fisico. Portanto, assumiremos que #*~! sejam funcdes dos campos e de suas derivadas que

nao incluam derivadas temporais de ordem k.

Por outro lado, H*~' podem depender de qS‘[l,;] e podemos utilizar (3.18). De forma mais

geral, definiremos as func¢ées

o1 <x“,¢?m),p§‘1> = ph—1 _gqk-1 (gg”,qS?m),p’;Tl) , (3.19)

Nessas estamos omitindo possivel dependéncia nas derivadas espaciais de ordem k dos cam-
pos. Visto que os momentos estao relacionados com derivadas funcionais de S com relagao aos

campos, as equag()es
@lfj_l <JJ#, qb?m)?pl;_l) =0 (320)

séo equacées diferenciais para S (x“, d)fm])

O mesmo ocorre para derivadas superiores a k. Por exemplo, podemos inverter as derivadas

de ordem k + 1 dos campos ¢ :
/ / b ke
¢([zk:+1] = Bl(el+1 (:L.M’ ¢a’ te 7¢l(l]€_1)7pa/ l,pa, 2) R

mas nao podemos fazer o mesmo com qS[Zk 41 0 que resulta nas expressoes

k— k— k— k—
pz 2 = _Hz 2 (xu7¢((lm)7pa 17pa 2) .
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De maneira geral, retrocedendo este procedimento até os momentos p,, temos

¢([lki’+s] = ﬁl?;rs (xll, SRS 7¢((1k_1)7p§/_11 T ,psz_s_l) (3.21)

plzg—sfl _ _,H,;,S,l (xu7¢?m)7p/;717 . 7p’;,—5—1> , (3.22)

parasdeOak — 1.

Portanto, se a matriz Hessiana (3.17) tem posto p, temos um nimero de kp relagoes (3.21)

para as derivadas superiores com relacdo aos momentos e kr equacgoes diferenciais
7 (27, 90,y i) = 0, (3:23)

que devem ser obedecidas pela funcédo S. A equacdo de Hamilton-Jacobi (3.16) também deve
ser satisfeita, mas para que ela seja colocada sob a forma de uma equacédo diferencial temos

que mostrar que a Hamiltoniana candnica ndo depende dos campos qb[zk]. Isto pode ser obser-

vado por
oH. & [gpi_%a N 0 [pk_1¢a]— oL
L PR B L
oL
k—1 k—1
00f

Portanto, a equacéo (3.16) permanece valida. As equacoes (3.16) e (3.23) podem ser colocadas

sob um sistema tnico de equacées:
27 (6 i) =0 (8.24)

em que o = 0,1,--- ,r. Essas equacdes sdo lineares nos momentos p)'. Chamaremos essas

equacoes de equacgoes de Hamilton-Jacobi.

Temos, entdo, um conjunto de k (r + 1) equacdes de Hamilton-Jacobi para sistemas néo
Hessianos, ou singulares, de posto p = n — r. Essas condigdes constituem a generalizagdo
do formalismo para esses sistemas. Observamos de imediato que apenas a equacdo ®y = 0
sobrevive para o caso em que p = n, ou seja, se o sistema for regular, ou Hessiano. No outro
caso extremo, em que r = n, as equacdes (3.24) tornam-se k (n + 1) equacgdes, uma para cada
variavel (t, QS?m]) paramdeOak — 1.

Neste ponto, podemos fazer uma mudanca de variaveis bastante conveniente. Vamos supor
. . N ., . _ 0
que o tempo ¢ seja incluso as variaveis gb‘[lm], tal que t = ¢". De fato, podemos compreender a

equacdo de Hamilton-Jacobi (3.16) como uma equacéo de vinculo se o tempo for tratado como
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variavel dindmica. Neste caso, p; = 05/0t deixa de ser uma notacdo e torna-se um momento
conjugado, respectivo a variavel ¢° = ¢. A esta mudanca de varidveis relacionamos um espaco
de configuracdo Q cujos elementos sdo as variaveis (t, d*, 5, 7¢?k—1]>' Da mesma forma
que no formalismo covariante, as derivadas de ordem & sfo tidas como analogas aos campos de
velocidade em teorias de primeira ordem. Contudo, o fato de a Hessiana ter posto p leva a uma
~ ., . ~ @ a/ .,
separacfo natural entre as variaveis do espaco de configuracio, (qb[m], ¢[m]). Cada variavel
qﬁﬁn] esta relacionada a sua respectiva equacido de Hamilton-Jacobi, enquanto as variaveis

/ ~ . .
‘[zm] estdo relacionadas com a submatriz regular de 1.

3.4 Equacoes caracteristicas

Agora que encontramos o sistema de Hamilton-Jacobi como as condi¢des generalizadas
obedecidas pelos sistemas singulares para a existéncia de extremos da integral fundamental,
vamos nos ocupar em como encontrar estes extremos. Assim como na secido 2.3, come¢amos

com as relacoes

0S
Po () = w5 a=0,---,r, m=0,---,k—1, (3.25)
oy (x) = pi () +HY () =0, Ho = He. (3.26)

A partir de agora, explicitaremos o ponto de aplicacio no espaco-tempo nas expressdes mais
importantes. Acima, verificamos que (3.25) ndo equivale exatamente a (3.10) pois, a rigor, o
objeto definido nesta depende de dois pontos distintos do espaco-tempo. A defini¢do correta do

momento exige integracao sobre =, de modo que (3.25) é a expresséao correta, considerando

S = LdayS(y).

Note que &, pode ser escrito por

Qo = pt +PZ}¢8Em] + P2 GG — L

com soma em m implicita.

A partir deste ponto assumiremos que as variaveis ¢ﬁn} sdo independentes entre si, ou
seja, que ndo existem condigdes algébricas adicionais sobre essas variaveis além das equacédes
(3.26). Veremos mais adiante que esta suposicido depende da analise da integrabilidade dessas
equacoes. De fato, a discusséo sobre a integrabilidade do sistema de Hamilton-Jacobi deve
preceder a deducédo das equacgoes caracteristicas. Mais que isso, veremos no capitulo 4 que

essa discussédo € o foco da interpretacio dos sistemas ndo Hessianos como sistemas dinami-
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cos. O que pode parecer uma inverséo de procedimento formal, entretanto, nos permitira in-
troduzir ferramentas que na verdade independem do procedimento de deducgao das equacoes
canénicas do formalismo, sendo as mais importantes os parénteses de Poisson. Por enquanto,
vamos supor que as equacgoes de Hamilton-Jacobi formam um conjunto completo de equacoes
diferenciais parciais linearmente independentes, condi¢do que assegura a independéncia en-

tre as variaveis qbﬁn jea integrabilidade da teoria.

Em @, usaremos as demais equacdes (3.26), p7* = —H7", e derivaremos com relacéo a p)":
0P ) " ) m oL
spm gpn [pa/% m} Spr’ [ Poim ] Sp’
o ra 5’Hm
= OqrPopm] — %[m]

Esta equacéao pode ser reescrita como

y 5 (mm 5o
¢0[m’] = Wﬁb (b(] 5 m ¢O[m]’

ou como forma de uma equacéo diferencial total:

5l () = K daygq): Ei))égi) (y), (3.27)

em que explicitamos a integracio sobre a hiper-superficie =.

A equacio (3.27) é a primeira equacéo caracteristica do sistema, sendo analoga a equacéo
(2.54). Devemos nos lembrar que estamos utilizando a notacao ¢([);n} = (1&7 qb[zm]) e, portanto, se
r = 0 essas equacdes devem se reduzir as equacoes candnicas de Hamilton para derivadas de

ordem superior, como de fato ocorre:

d 0H
—¢f = - H.= do.
a1 ) = Sy /:H do

A segunda equacédo caracteristica do sistema de Hamilton-Jacobi (3.26) pode ser obtida

com a variacdo funcional dos momentos:

miy P (Y) < P (Y) ¢ o
opy'(z) = /Eday [WM?W](?/)JFWMW](Q)]
( sp (y)
)
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em que, na ultima linha, usamos (3.25). Com (3.27),

opy (y) o0 2 (2) o’ (y) < o
Sp™ (a / / oo st s Sy Do)+ / oy s 9% ) (3.28)

Agora, vamos derivar as equacdes (3.26) com relagdo aos campos ¢?7In}’ obtendo

SO (y) 5™ (y) Sp(z) D™ (y) opF (2)
+ d z 1" 7 + 77 7 = O
6¢[m/]( ) /—- o [(szb (z) 5({)?771,] (l‘) 5pr73" (Z) 5¢?m’} (.I‘)

As equacgdes de Hamilton-Jacobi séo lineares em p!!', de modo que

’

W) O [, 20 b () @29

00y (@) ~ 607, () op" (w) 667,(x)

Substituindo (3.29) em (3.28) temos

o) =~ [ do gjm 36800 (3.30)

Esta é a equacao caracteristica para os momentos, em analogia com (2.59). Esta equacéo

também se reduz as equacoes de Hamilton usuais no caso r = 0:

Gty = — o
at" T " age ()

como deve ser.

A terceira equacédo caracteristica, aquela que resulta em uma forma para a funcao S, é

dada pela variacéo

[ esw 55 (x) . .
s = | dy[%} oot + g ](y)w[m}(y)]

o [ @ @) 5@ ]
- Lo [/d 500y () O ) 07 >] @) (331

Integrando esta equacdo em =, podemos escrever

S = /Edaz [/depa (y )5;-[:(()) HY (z)] 6¢[°;n](z). (3.32)

Nesta ultima utilizamos as equacoes (3.26) e (3.27). Portanto, (3.32) é a terceira equacio
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caracteristica do sistema (3.26). Note que podemos escrever esta equaciao como
58 = [ do. [b13 (2 6850 (2) — HE (2) 63 (2)] .

Integrando em ¢, temos

S— /Q dw [pZ;Lgngm] — M0 | - (3.33)

Vamos comparar a integral fundamental

A:/de
Q

com a integral (3.33). Vemos claramente que A torna-se uma soluc¢éo do sistema de Hamilton-

Jacobi se

L = paiégm) — Ha Ooim
p%f)‘[m] —He—H (2) Q%{m]-

Adicionando e subtraindo os termos p’}(bg[m], temos

L = Do + 02 O — He + DL Gpm) — HY O
= Pa Popm) — He + P2 — HZ' S
Pa Popm) — He + @2 OG-

Com a expressdo acima, temos uma ligacéo entre o método de Dirac e o formalismo de Hamil-
ton-Jacobi. Assumindo que ®7* sdo vinculos primarios na nomenclatura de Dirac, os campos

gbg[m] sdo campos indeterminados. Definindo os parametros \?, = (;Sg[m],
L = pg' gpm) — He + TN,

Portanto, a existéncia dos vinculos ®7' = 0 exige que a densidade Lagrangiana e, por conse-
quéncia, a densidade Hamiltoniana canénica, sejam redefinidos com a adi¢do de combinacdes
lineares dos vinculos primarios. Este procedimento indica de forma natural a definicdo da

densidade Hamiltoniana primaria no formalismo de Dirac.

Contudo, no que diz respeito ao formalismo de Hamilton-Jacobi, as equacées caracteris-
ticas (3.27) e (3.30), que tomaremos a liberdade de chamar de equacgdes canénicas, sdo as

equacoes de campo da teoria. A fungao S pode ser encontrada por (3.31) apenas se as equagoes
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canénicas forem resolvidas. Por outro lado, a forma
55 = / o [P (2) 805 () — ' () 6653 (2)

sugere uma integral fundamental com varias variaveis independentes ¢ﬁn - Se for tomada a
. . . ~ ~ ~ N .2 . / ~

primeira variacdo da acdo na forma (3.33) com relacéo as variaveis p]; e ¢1,, as equacdes (3.27)

e (3.30) serao as condigdes para que esta primeira variacédo seja nula, a menos de termos de

superficie.

3.5 O espaco de fase e os parénteses de Poisson

Vamos trabalhar com as equacoes candnicas

/

a’ (5(bm (y) @

Z" y
dpit (x / doy—5F—— 5¢ () 5qz5[m,]( ) (3.35)
cujas solugdes gerais sdo um conjunto de fungées

By = Sy (2. 08)) = Oy (2,405 (3.36)
Pl = Pas (af ¢ﬁn]) = Pur (x t, ¢fm]) : (3.37)

Se estas solucdes existirem, elas representam campos geodésicos que sdo extremos da integral
fundamental. No que segue, os indices desses campos permanecem com os mesmos valores: m
varia de zero a k — 1, em que k é a ordem da maior derivada temporal presente na densidade
Lagrangiana; a varia de 1 a n, enquanto o’ toma valores de 1 a p, o posto da matriz Hessiana e
z,de 1 artal que r =n — p. O indice a ndo deve ser confundido com indices do espaco-tempo:
ele varia de zero a r para englobar quantidades relacionadas a evolugao temporal, como o

momento py e a densidade Hamiltoniana canénica ..

Através das equagoes candnicas (3.34) e (3.35) somos capazes de observar que as variaveis

'[zm] possuem o mesmo status que o parametro ¢, ou seja, sdo variaveis independentes do sis-
tema, no sentido que os campos em (3.36) e (3.37) sdo fungdes dessas variaveis. A separacgédo do
espaco de configuracdo entre os campos qbﬁ;b] e ¢[Zm], evidente ja na analise da singularidade da
matriz Hessiana, reflete-se também na separacgéo do espacgo de fase do sistema. Observando-
se as equacodes caracteristicas, esta claro que o espaco de fase deve ser definido pelas variaveis
€4 = < ﬁ/n] ) pZ?) Dizemos que essas variaveis sdo as variaveis dependentes do sistema. Natu-

ralmente, quando tratarmos explicitamente das variaveis ¢2 o indice A varia de 1 a 2p.

82



Vamos usar o procedimento padrao e verificar como podemos escrever a evoluciao de um
observavel fisico dadas as equacdes caracteristicas. Vamos supor que este observavel seja

representado por uma funcéo

F(2) = F (6, vl 65 )

ou seja, uma funcdo tanto das variaveis dependentes como independentes do sistema. Es-
tamos usando o argumento x para lembrar que estamos tratando F como uma densidade

distribucional.

A diferencial funcional

6F(:c):/Ed

representa a variacdo de I’ com relacdo as variaveis, independentes e dependentes. Com as

SF (z) - . SF (z)

a 6F (z)
0y (y )MM W)+ opy (y)

595,y (0)

opgr (y) +

5¢[ofn} (Z/)]

equacdes candnicas (3.36) e (3.37), escrevemos

5F (z) 00N (2)  OF (z) 607 (2) | < 4 .
// doydo, ( ) 6Py (y) op () 5@&4@)] 5¢[m']( )
5F( )
+/d "0 (2 50, (2) o () (3.38)

Esta equacédo sugere a adocdo dos parénteses de Poisson

4B (y) 0A(x) dB(y)
do, 7 (@) 7 3.39
t w)} = / y «w 2) g () 0p (=) 86 (=) 359
tal que a evolucédo de F' é observada segundo
OF (x) o
3 (@) = [Ldoy (P @), 92 )} + 500 7o o 0| P9 O (3.40)

A tultima integral refere-se a dependéncia de F' () com relagdo as varidveis independentes.
Esta funcdo ndo deve depender dos momentos p]’', mas podemos generalizar a diferencial

para atender a este caso. Basta escrever

5F (2) 095" () _ 6F( ) 00w ()]0
// Aol 15 by (W) 0T (v) o (y )5¢[m](y)] 0fm) (2)
OF (x) 607 (2) _ J0F () 5™ (2) _—
[ Lot 507, () 75 () 575 W) oo, <y>] 6fu (2)
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Esta expressédo reduz-se a (3.38) se I’ independe dos momentos p]' e se ®)' depender li-
nearmente desses momentos, como é o caso das equacgoes (3.26). Vamos introduzir aqui os

parénteses de Poisson estendidos

A (z) OB (y) 0A (z) 6B(y)

, _ . , 3.41
567, ()57 (2) 597" (2) 64, (2 G40

{A(z),B(y)} = / do

em que estamos usando o indice : para englobar variaveis dependentes e independentes do
sistema. Mais uma vez, devemos ressaltar que essas relagdes sdo tomadas sobre uma hiper-

superficie de Cauchy a ¢ constante.

Da definicéo (3.41) podemos intuir um espaco de fase estendido com as variaveis ¢! =
m
(gbfm],p;”), taisque I = 0,--- ,n,n+1,--- ,2n + 1. A dindmica do observavel F' (z) pode ser

escrita, com o auxilio de (3.41), por

SF () = [ dory {F (2), 82 (1)} 5653 (). (3.42)

Os parénteses fundamentais das variaveis dindmicas sdo dados por

{¢f‘m] (@), 60 (y)} =0, (3.43)
{pi @) .01 )} =0, (3.44)
{660 @), 08" ()} = 3503 8% (@ — ), (3.45)

o que pode ser verificado diretamente pela definicédo (3.41). Com a defini¢cdo podemos, também,

provar as propriedades:
1. Antissimetria:
{A(x),B(y)} =—{B(y),A(2)}; (3.46)
2. Bilinearidade:

{A(2),(a+0)B(y)} ={A(z),aB(y)} +{A(2),bB (y)}
=a{A(z),B(y)} +b{A(x),B(y)}, (3.47)
{A(z),bB (y) +cC(2)} =b{A(z),B(y)} +c{A(z),C(2)}; (3.48)

3. As regras de composicio e de Leibniz:

(A@).B(y)C ()} = By) {A().C ()} + {A() . B} C =), (3.49)
(4@ B = [ o5 Ey§ {A@@),C(2)} (3.50)
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4. A identidade de Jacobi

{A() ABY),C ()} +{BW{C(2),A(z)}}
+{C(2),{A(=),By)}} = O, (3.51)

com a, b e ¢, nimeros complexos.

As equacdes caracteristicas sdo obtidas facilmente com (3.42):

/

56 @ = [ {00 @122 W oy ) = [ dov e oo ).
' ' 5O (y)
ot () = | doy Sty (2), 0 (y) § 60 (y) = — | doy—S—"26¢% 1 (y),
/5 {[1 }H / 5¢[m($)[]

wwz/mwm ™ ()} 66t ()

_ o do S(z) 003 (y) | 6S(z) 67 (y)
— //d yd z|: o, /]( )5P$/(Z)+5¢ﬁn/]() o (2)} 0P (y)

Il
T
Q.

q

Ng
1
1

58 (x) 003 (y) | 65(x) | . 4
/~d02 860 (2) opj (2) " L (y)] O0fm) (0)-

Além disso, as equacgoes para as variaveis independentes sao triviais:

q)m
a%uLMM%m <ﬁw<>/mmgmw>wmn

As variaveis independentes néo possuem dinamica. Dessa forma, com a lei de evolucéo (3.42)
aprendemos que a dinimica se restringe ao espaco de fase das varidveis dependentes ¢, que
denotaremos pelo simbolo T*Q,. Este espaco de fase tem dimenséo 2pk. As solu¢des que sdo
extremos da integral fundamental sdo hiper-superficies r-dimensionais pertencentes a 7*Q,

e parametrizadas pelas variaveis independentes ¢ﬁn].

3.6 O quadro geométrico

Neste ponto, vamos definir um conjunto de campos vetoriais

X2 @) 5] = [ doyli (o.) 5 (3.5

= 55#/ (y) ’

que sdo operadores diferenciais lineares no espaco de fase completo das variaveis ¢! . Usa-

remos * para indicar em que lugar nas expressdes entram as funcoes sobre as quais esses
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operadores atuam. Os componentes sdo dados por

Xeoms (@) = {& (), @0 ()} -

Note que a acédo desses campos em F' (z) é dada por

XPIF @) = [ oo 42)

085 ()
= {F(2),9; ()},

de modo que podemos escrever

5F (x) = / doy 80ty () X (9) [F (1)

Podemos escrever as equacgoes candnicas simplesmente por

557]n($) _ vm/ I )] = Im/ z
5¢[o;n,] (y) _Xa (y) [gm( )] = Xam ( ay>'

= /:day {f{n/ (2), @ (y>}

OF ()
& ()

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Com a definicdo dos campos vetoriais X' pretendemos induzir uma interpretacéo geo-

métrica, que vem a ser uma generalizacdo daquela que podemos facilmente deduzir do for-

malismo simplético da mecanica classica. As equacgdes canonicas (3.34) e (3.35) levam na-

turalmente & defini¢do dos vetores X", com componentes x'™, definidos em (3.53). Dizemos

que esses campos vetoriais sdo responsaveis por gerar solucées do problema variacional a par-

tir das equacées (3.55). Devido a estrutura dos componentes desses campos, escritos a partir

dos parénteses de Poisson, conclui-se que esta é uma estrutura universal. Por exemplo, vamos

tomar uma funcéo G (x) do espaco de fase. A este observavel relacionamos um campo vetorial

definido por

O x
o0&k, (y)’

A@) )= [ o (o)

com componentes
A (2,9) = {6, (2),G ()}
A este campo vetorial podemos relacionar a operacéo

6p*=/5dayap<y>A<y>[*1,

(3.56)

que determina a variacao de uma quantidade qualquer do espacgo de fase estendido com re-
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lacdo a p (y), que é um parametro relacionado as solucdes das equacdes diferenciais ordinarias

&8, (x)
p (y)

= AW) [¢h (0)] = {&h @).C )} (3.57)

Dizemos que G é gerador de solucdes das equacoes (3.57), mas também é gerador de transfor-
macoes infinitesimais definidas a partir do operador (3.56), sobre as solugoes de (3.57). Essas
transformacées sédo definidas por

5,F () = F (x)

P ($)|p:po ) p1L—po=0p <1,

para uma funcéo arbitraria F'(z).

Da mesma forma, as funcées ®' (x) sdo geradores de transformacdes infinitesimais que
descrevem a evolucéo dindmica de uma funcéo F' (z) de acordo com a diferencial (3.54). Esta
evolucdo é parametrizada com as variaveis independentes qﬁf;n] (x). ®o(x) é o gerador de
transformacdes infinitesimais na direcio do parametro t = 2, de modo que a Hamiltoni-
ana candnica H,. é a geradora da evolugéo temporal do sistema. As demais func¢des ®7*, que no
formalismo de Dirac séo tratadas como vinculos entre as variaveis canénicas, sdo geradores de
transformacoes infinitesimais com relacédo as suas respectivas variaveis independentes gb[zm}.

Vamos assumir, dessa forma, a interpretacéo de que as equagdes de Hamilton-Jacobi
Oy =po +Ha =0 (3.58)

déo origem a um conjunto de geradores ®!' que geram a evolucdo dindmica do sistema com

relacdo a um conjunto de variaveis independentes d)fjn - A dindmica segue a lei de evolugao

SF () = [ do3653 () X2 () F (@) = [ doy, (F () 0 ()} 665, o). (3.59)

Esta equacao sera tratada como a diferencial fundamental do formalismo de Hamilton-Jacobi.

Neste ponto, vamos definir os objetos
p= /_ dogpi () 561, (x) (3.60)

X = / do, X[ (x). (3.61)
Dada a diferencial

oS -
0S= | dop————0¢7 , (3.62)
Lao 547, @) i ()

as condicdes (3.25) sdo equivalentes a p = JS. A definicdo dos objetos S, p e X', que re-

presentam as densidades S (z), p/* () e X' (z) integradas em uma superficie de Cauchy a ¢
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constante, nos permite tracar um quadro geométrico para o formalismo de Hamilton-Jacobi
em teorias de campos. A partir de (3.52) vemos que X" séo vetores definidos a partir da cons-
trucdo de uma variedade tangente ao espaco de fase completo 7*Q, que engloba o conjunto de
variaveis £/ = (t, (;S‘fm}, e, pg”). Por outro lado, a quantidade p é claramente a 1-forma definida
sobre T*Q cujos componentes sdo os momentos conjugados p;”. A condicdo p = ¢S, por sua vez,

indica que S é geradora de uma familia de hiper-superficies em 7*Q,, de dimens&o & (r + 1):

o: S (gb‘[lrln}, gb[o;n}) =o. (3.63)

Neste caso, o faz o papel de um conjunto de parametros que identificam os membros da

familia.

Nesta discusséo torna-se 1util a definicdo das fungoes

— /_ doy€l (z), (3.64)

que representam os campos do espaco de fase estendido integrados sobre uma superficie de
Cauchy. Com essas fungoes, a diferencial fundamental pode ser facilmente colocada na forma

de um sistema de equacées diferenciais totais:

OF
= X' [F]. 3.65
o~ X 1) (3.65)

O momento p é claramente ortogonal & familia S. Cada vetor X' gera uma curva de 1-

parametro, ou um fluxo Hamiltoniano. Esses fluxos sédo solucoes das equaces candnicas

¢k,
0B

— Xm[el], (3.66)

que descrevem curvas em 7*Q,,.

Com esta secdo, consideramos fechado o quadro completo de Carathéodory para teorias
de campos com derivadas de ordem superior. Contudo, este desenvolvimento depende da
integrabilidade do sistema de Hamilton-Jacobi, que investigaremos no capitulo 4. Como vi-
mos anteriormente, a principal caracteristica de teorias com matriz Hessiana singular vem a
ser o fato de as condic¢bes para extremos da integral fundamental apresentarem-se como um
conjunto de equacoes diferenciais parciais, ou com o devido rigor, como equacoes funcionais
de primeira ordem. No decorrer da descricdo da teoria de Hamilton-Jacobi, vimos que es-
sas equacoes estio relacionadas com equacées diferenciais totais, as equagodes caracteristicas,
enquanto as solucoes dessas equacoes sdo descritas por fluxos Hamiltonianos no espaco de
fase T*Q, de coordenadas (gbﬁ;ﬂ, pZ}) , parametrizados pelas variaveis independentes qﬁ[o;n - As
funcoes P que definem as equacdes de Hamilton-Jacobi sdo os geradores da dinamica do

sistema. Do ponto de vista geométrico, o formalismo de Hamilton-Jacobi pode ser sintetizado
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pela existéncia de uma familia de hiper-superficies o (3.63), de fluxos Hamiltonianos gerados
por vetores X' (3.52) e pela 1-forma p definida em (3.60). Se p for ortogonal & familia o, temos
cumpridas todas as condigdes para a existéncia de um campo geodésico que seja um extremo

da integral fundamental.

3.7 Dois teoremas

Antes de discutir a integrabilidade do sistema de Hamilton-Jacobi, vamos a dois teoremas
fundamentais, que dizem respeito a construcio de campos geodésicos a partir de solucgoes

completas dessas equacoes. Consideremos genericamente um conjunto de k (r + 1) equacgoes

(PZL (qb?m]a ¢[o;n]7pg}7pgb) = Oa (367)
p =95, (3.68)

m:]-’vkv a:]-a"'ap; OZZO,"',T,

que dependem apenas de primeiras derivadas de S, ou seja, sdo de primeira ordem. Como
caso especial, as equacoes de Hamilton-Jacobi sdo obtidas considerando-se linearidade em

p'. Uma integral completa de (3.67) é dada por uma solucao
8= (6 A) i=0,n, (3.69)
em que ) representa um conjunto de parametros. Dizemos que a solucéo (3.69) é completa se

1. Os parametros forem linearmente independentes, o que assumiremos por principio.

2. O numero de parametros presentes em S for maximo, ou seja, igual ao nimero de graus

de liberdade do sistema.

Se o sistema (3.67) possuir pelo menos uma integral completa na forma (3.69), dizemos tam-

bém que este é um sistema completo de equacédes diferenciais parciais.

As equacoes caracteristicas referentes a (3.67) sdo dadas por
06 = 005, 0 X3 [63] A=1- .2, (3.70)
em que usaremos e para indicar a operacio de convolucio, definida por

AeB= / do,A(z)B(x). (3.71)

Os vetores X" possuem componentes definidos em (3.52).
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Para o primeiro teorema, vamos supor que dispomos de uma solucio parcial do sistema
(3.67). Tal solugéo seria tal que S = S < L ) em que a” = 1,--- ,p' < p. Neste caso,

[m]> m.

diferenciacédo de S com relacdo aos parametros resultam em

sS : 528 RIS
6 _ = 5 @ ’ (5 > / N
(m;’) Ol ® S oG 00 © 50N

. i T 528 528
= 0% ® [Xa ¥ ® SO N *5%,@%’]

Tomando as derivadas de (3.67) com relagio a A% e usando a linearidade com relacdo a p/

obtemos
5@721/ _ 5(1)21 5pm// 5@&" 5pm,, _ Sp, 5(1)27 5pm”
ST B VTR VAR v~ Y
2 ) 2
= W+X;" [Gfn] ® o7 5{/];&,, =0,
ou seja,

dS
()0

Portanto, as funcoes definidas por

dS
= — 3.72
a A ( )
séo constantes de movimento. Este consiste no primeiro teorema.
Se obtivermos uma solucdo completa do tipo (3.69) e a condicéo
52
det > —| #0
5q§ " 5)\’7
for satisfeita, podemos mostrar que a inversao da relagao
m . 0S
ﬁa’ == 5)\%;7
nos fornece
By = Oy (S B A ) (3.73)
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Além disso, temos os momentos

Par = (;Z; =P (¢‘f;n], A?;) : (3.74)

Podemos, assim, enunciar o teorema de Jacobi:

Se existir uma solucdo completa (3.69) do sistema (3.67), as funcées (3.73) e

(3.74) sdo solucoes das equacgdes caracteristicas (3.70).

Para provar este teorema precisamos construir um envelope arbitrario da familia de hiper-
superficies definida pela solucido completa e usar o fato de que todo envelope construido dessa
forma é também uma solucéo de (3.67). A prova para sistemas com uma variavel indepen-
dente (r = 0), pode ser encontrada nas referéncias [14, 15]. Para o caso em que r > 0 devemos
ter em mente que, alternativamente, podemos descrever uma solucéo completa das equacoes
de Hamilton-Jacobi como uma funcéo dependente de k (r + 1) funcdes arbitrarias de k (p — 1)
parametros. Essas funcbes podem ser identificadas com as variaveis independentes ¢ﬁ71]' A
generalizacdo do procedimento torna-se imediata mas em nada acrescentaria ao ponto de vista

deste trabalho, de modo que n&o nos preocuparemos em apresenta-la aqui.

Esses teoremas possuem importancia fundamental, ainda que a resolucio analitica das
equacoes de Hamilton-Jacobi para uma dada teoria torne-se tarefa impossivel. A importancia
reside no fato de sermos capazes de encontrar contantes de movimento a partir de simples
derivacdo funcional de uma solucéo particular. No préximo capitulo, através da analise de
integrabilidade, discutiremos outras formas de encontrar constantes de movimento e, com

algum sucesso, conectar essas constantes a transformacoes de simetria.
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Capitulo 4

Integrabilidade

Introducao

Na mecanica classica a defini¢éo de sistemas completamente integraveis envolve um cam-
po vetorial Hamiltoniano, gerador da evolucédo temporal, que possua um conjunto completo
de integrais de movimento. Este conjunto comuta entre si e com a Hamiltoniana canoénica,
com a operacéo dos parénteses de Poisson, e esta relacionado a transformacées de simetria da
integral fundamental. Por exemplo, se um sistema mecanico é invariante por translacoes, os
momentos lineares, juntamente com a Hamiltoniana, sdo constantes do movimento. Obtendo
H e p'tais que {H, H} = 0 (sistema conservativo), {p, H} = 0 (momentos sdo constantes de
movimento) e {p;, p;} = 0, temos um sistema integravel. Se outras simetrias forem envolvidas,

existirdo também outras integrais de movimento.

No caso de teorias de campos as simetrias podem ser também locais, como vimos no caso
dos teoremas de Noether na secao 1.2. Este é o caso de simetrias de gauge locais, no qual
estamos interessados. Veremos que as condic¢ées de integrabilidade podem nos fornecer, com
a devida interpretacio, a mesma defini¢do de sistema integravel que a mecénica classica. De
modo geral, um sistema em teorias de campos deve possuir um conjunto de geradores ®7'
que feche uma algebra de Lie com os parénteses de Poisson. Cada gerador esta relacionado
a uma transformacédo de simetria que deixa a agdo invariante, a menos de termos em O=.
No formalismo de Dirac-Bergmann [1] esta relacdo ocorre entre vinculos de primeira classe
e simetrias locais. Aqui, usando o formalismo de Hamilton-Jacobi, buscaremos estabelecer

relacdo equivalente.



Para cumprir essa meta, chegaremos primeiro as condicées de integrabilidade de Frobe-
nius, que indicam as condigdes para que o sistema de equacgoes ¢!' = 0 seja completo e, con-
sequentemente, suas equacgodes caracteristicas sejam integraveis. A existéncia deste conjunto
completo de geradores tem diversas consequéncias do ponto de vista matematico que podem
ser melhor analisadas sob o ponto de vista do formalismo simplético. Também dedicaremos
espaco para tratar desse tema. Com este roteiro, seremos capazes de mostrar a relacio entre
as curvas caracteristicas do sistema de Hamilton-Jacobi e transformacoes canonicas infinite-
simais. Mostraremos que os vetores X' sdo geradores de transformacoes de simetria, desta
vez no sentido de teoria de grupos, e buscaremos a relacio entre essas transformacoes e as
fungdes ®7', nos moldes da relacdo existente entre vinculos de primeira classe e transfor-

>

macodes de gauge no formalismo Hamiltoniano.

No geral, o conjunto de geradores devido a singularidade da matriz Hessiana nédo é com-
pletamente integravel e esta é a razéo da existéncia dos métodos de andlise de vinculos. Pelas
condicoes de integrabilidade de Frobenius podemos usar o formalismo de Hamilton-Jacobi
para fazer esta analise. Portanto, a ultima secéo sera dedicada a uma proposta de método
para este fim. A chave para esta questao é encontrar um conjunto de geradores que obedecam
as condigoes de Frobenius, o que envolve a analise da matriz definida pelos parénteses de

Poisson entre esses geradores.

Também seremos capazes de conectar a existéncia de geradores nédo integraveis a existén-
cia de parénteses generalizados, que representam uma dindmica modificada. Esta operacéo
induz a interpretacao de que existe uma estrutura simplética modificada natural em sistemas
néo Hessianos, que evidencia a integrabilidade. As condi¢ées de Frobenius sédo as tnicas re-
lagoes necessarias para se obter esta estrutura, o que é um entendimento novo com relagio ao

que se supunha possivel realizar no formalismo de Hamilton-Jacobi [2, 3].

4.1 Os parénteses de Lagrange

Existem maneiras diferentes, embora equivalentes, de assegurar a integrabilidade das
equacoes de Hamilton-Jacobi de uma dada teoria. O ponto de vista que tomaremos diz res-
peito as condi¢des necessarias e suficientes para que exista uma integral completa dessas
equacoes. Se esta solugao existir, o teorema de Jacobi garante que as funcoes definidas em
(3.73) e (3.74) sao solucdes das equacgoes caracteristicas. Por consequéncia, condi¢ées que
garantam a integrabilidade das equacoes (3.67) asseguram a integrabilidade de (3.70). Com

isso podemos comecar com a andlise das equacgoes caracteristicas (3.70), cujas solugoes, se
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existirem, podem ser escritas como
Pm) = Plm) (%}) : 4.1)
Pal = Pa/ (cbﬁn]) : (4.2)

Vamos supor que essas funcdes sejam pelo menos de classe C? nas variaveis independentes.

Se as solucdes das equacoes caracteristicas sdo campos geodésicos, temos uma funcio

S=S5 <¢ﬁ;1]’ ¢ﬁn}> =8 {Wr/n] (Wm) ’¢?n]} : (4.3)
para a qual
Py = 5;;} (4.4)

Tomando (4.3) e (4.4), temos

58S 6S 8S 0dt, 0dl
= = o —|— o [ ) o = pl [ ] o .
00 0 0df 090y 000

Derivando novamente esta relacéo,

I ) N )
ol B 5o B ‘ o B
00t OPmry ¥l Oy 0% m) Pl
ou seja,
2 11 7 ’
529 e Oy Py, O
5(;5[0;-,1] 5¢€n”] ' 5¢([);n] 5¢[ﬁm//] 5 ([);n] 6¢I[87n//}

O lado esquerdo é simétrico com relacdo as variaveis independentes. Isto significa que a parte
antissimétrica do termo a direita deve ser nula. Aqui, definimos os parénteses de Lagrange

das variaveis independentes com relacéo ao espaco de fase completo 7*Q:
P o Yo R i

(gbﬁn},Qbﬁn,,]) = [a ) [ ] % — é ] ) Pi
O 0 O

[m]

(4.5)

]

Portanto, se (4.1) e (4.2) sdo solucdes das equagdes caracteristicas referentes a um sistema
de Hamilton-Jacobi com solucédo (4.3), os parénteses de Lagrange das variaveis independentes

devem ser nulos, ou seja,

() =0
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Assim, mostramos que (4.6) é uma condi¢do necessaria para a integrabilidade das equacoes

caracteristicas.
Note que
moepm” ST spm ST . s
<¢[O;n]’¢€””]> 55];’& B 625‘ (5q§[°‘ . S Z;a 5 é . 5pg
¢[m//] [m] [m] ¢[m~] ¢[m~} [m]

/ ’

0w, op %y, opl

= /]. /] °

6¢ﬁn] 5¢€m”] 6¢€n//} 0 ﬁn]

(4.7)

visto que ha a identidade

A
B a T
5¢[qu 5¢[m]

Entédo, a parte referente as variaveis independentes anula-se identicamente e os parénteses

de Lagrange sdo, na verdade, definidos no espaco de fase 7*Q,,.
Podemos mostrar que (4.6) é também uma condigdo suficiente para a integrabilidade. Va-
mos considerar um conjunto de funcoes (4.1) e (4.2) tal que

Sy o O | m

° =

que podemos reescrever por

a’ a' 2 1a’ 2 1a’
0 [5¢[m'] . pw/zf] S I 0 Ol I I U R,
6w 99 30 | 000 36t 00 m1°Vim)

[m] [m]

Os dois dltimos termos a esquerda se cancelam pela simetria das derivadas. Obtemos, entéo,

a condicio

(S [6(;5?7,”/} /] 5 5¢?7;1’] i
[ o ° pZ} = o [ ] pZ} . (48)

Esta expressio mostra que existe uma funcio o tal que

T

a ®Py = a
007) 0B

(4.9)

Por outro lado, sendo as fungoes (4.1) inversiveis, podemos escrever
P = Plm) (Wm})
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S {Wm]’ ¢‘fﬁn}} =0 {d)([lm]"bﬁn] (¢?m])} :
A partir dessas ultimas expressoes € imediata a identidade

So 58 6¢“

= i (4.10)
5y 000 5%}
Como consequéncia, a comparacio entre (4.9) e (4.10) nos mostra que
P = 05 : (4.11)
00f)

Agora, vamos derivar (4.11) com relacio as variaveis independentes:

) [ m_ 08 ] _ op 528 7S 0wy _
Pa - a o o

5¢[m’] 5¢[m] 5¢[m’] ¢[m] ¢[m/] 5¢[m}5¢[m~] 5¢[m’]

Se as variaveis dependentes obedecem as equacgoes caracteristicas, esta expressao torna-se

5c1>m’ 528 528 5<1>m
a’ « 4
0 5¢[m]5¢[m 5¢[m15¢{m"1 " onp”

=0,

que pode ser colocada na forma

5
3o,

/

(I)m (Qb?mppg}v (bﬁn] ) Pg) - 0
Esta equacéo nos mostra que

‘I);n/ <¢ﬁ/n]apgfa¢ﬁﬂ]vpgl> =F (ﬁb([);,@]) .

As equacoes de Hamilton-Jacobi
5 (5, it o) = 0,

podem ser obtidas com a absorcéo de F' no lado esquerdo.

Com este procedimento, mostramos que as condicdes (4.6) sdo necessarias e suficientes
para que uma funcéo do tipo (4.3) seja uma integral completa das equacdes de Hamilton-
Jacobi. Entretanto, essas condi¢des néo sdo convenientes para possibilitar aplicacées do for-
malismo, ja que sdo necessarias as solucoes das equacoes caracteristicas. Estas solugoes, em
se tratando de teorias classicas de campos, sdo geralmente o objetivo do formalismo, ndo seu

“input” inicial.
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Portanto, devemos nos preocupar em encontrar condicdes de integrabilidade mais conve-
nientes e, neste caso, mostraremos a seguir que essas condi¢des recaem sobre os geradores
da teoria. Este resultado sera de extrema importéancia, visto que nos permitira reduzir o for-
malismo de Hamilton-Jacobi a procura de um conjunto completo de geradores linearmente
independentes, que podem ser naturalmente construidos a partir da densidade Lagrangiana

e das proprias condicGes de integrabilidade.

4.2 Condicoes de Frobenius

Vamos relembrar que as equagoes caracteristicas
06 = 0%, 0 X2 (6] | (4.12)

podem ser escritas como um conjunto de equacoes candnicas da seguinte forma:

50 ! ,
5¢>[‘ﬁm]] = X7 [6f] = {20} (4.13)
gg;] = X ] = o e (4.14)

Nessas equacgoes, estamos usando os parénteses de Poisson das funcgoes integradas sobre uma
superficie de Cauchy. Para nos adaptar a linguagem deste capitulo, esses parénteses podem

ser escritos como

0A 0B 0B 0A

{A,B} = 5¢fm] . o 6¢Z['m} . S (4.15)
Ao substituir (4.13) e (4.14) em (4.7), obtemos

(gb‘[’;n}, o, ,,]) = Xm [¢§;/J o X7 [pg}’] —xp” [qaf;’n,}] o X [ m] . (4.16)
A partir da expressédo a direita, vamos definir

X x| = Xy - xp X (4.17)
Este objeto é conhecido como o comutador de Lie. Com (4.17), a condicéo (4.6) torna-se

[X;”,ng (¢g;1,}, pg}’> —0, (4.18)

ou seja, o comutador (4.17) aplicado em qﬁ‘[l;l,] e pZ?/. Esta equacéao nos fornece uma condigio de
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. o1 2 / / ~ ~ ~
integrabilidade sobre os vetores X!"'. Ja que qﬁfm,] e pl/ sdo, no geral, ndo nulos e as equacdes

canoOnicas devem ser nio degeneradas, a igualdade sera cumprida se

X x| =o. (4.19)
Ainda com respeito a expresséo (4.16), podemos reescrevé-la usando (4.13) e (4.14):

(o) = {eia o) o5} - (o0}« ')
gom  oBE 5P spm o

Entéo, temos
[ x5 ] (dhorl) = {2 237
de modo que a condicdo de integrabilidade (4.19) é equivalente a estabelecer
{orop"} =0 (4.20)

para todo o conjunto de geradores da teoria. As equacoes (4.19) e (4.20) sdo as condicoes de

integrabilidade de Frobenius.

Assim, encontramos nesta condicdo uma boa condi¢do de integrabilidade para o forma-
lismo de Hamilton-Jacobi, ja que os geradores sdo conhecidos, em tese, a partir de derivadas
da densidade Lagrangiana com relagao as velocidades relativas as variaveis independentes.
A expressido “em tese”, como veremos, é apropriada. No geral, esses geradores nao obede-
cem as condicdes de integrabilidade, o que significa que o respectivo sistema de equacdes de
Hamilton-Jacobi nao consiste em um sistema completo de equacoes diferenciais linearmente

independentes.

Nossa proposta para a realizacdo deste procedimento sera discutida na secéo 4.6, ja que
existem ainda dois topicos que necessitam de discussio, o formalismo simplético da teoria e
transformacgoes canonicas. Mas podemos adiantar que existe uma forma para as condigoes
de Frobenius ainda mais conveniente que (4.20). Note que, se (4.20) é satisfeita, a evolucgéo

dinamica dos geradores é dada por
m __ m gm’ B _
JOT = {%,% }.5¢[m,] —0, (4.21)

ou seja, os geradores sdo constantes do movimento. A condic¢do de Frobenius é, entédo equiva-
lente a 6@ = 0.

Para finalizar esta secdo, vamos usar explicitamente as equacées de Hamilton-Jacobi na
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forma
oy =py +HY =0.
Assim, temos
{omeg't = Lo g’ b+ L py'y + {1 1y}

SHE"  gHp
Oy 00

+ {Hngg”}

Contudo,

, m §H™ m  §HT  SHT m
{H&n’ Hgl } - 5Ha - 2 + 5H;oz ¢ B// - /B b 5Hau
5¢[€n : 0P 000 OPL O Opy

5H21 6ng, m m/
g 75425[51”/] — 5@5([);”} + {Ha 7H5 }T*Qp’

em que o ultimo parénteses sdo os parénteses de Poisson definidos no espaco de fase reduzido

T*Qp, (3.39). Na comparacgdo das expressdes anteriores:
{ow. ey} = {mp 'y,
Assim, a condigao de integrabilidade de Frobenius equivale também a

o (4.22)

{H$7H51/}T*Q -
P

Com esta condigdo, temos as diferenciais
m
OH"

5P

[m/]

SH™ =

. 5¢[fjn .- (4.23)
Usaremos esta relagdo mais adiante.

4.3 O formalismo simplético

Assim como na mecanica classica, este cenario pode ser compreendido através de um for-

malismo simplético, construido da seguinte forma: Seja o espaco de configuracio estendido
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definido por Q(kn+1), cujas coordenadas sdo dadas pelas kn + 1 variaveis
¢ffm] = (t7 gba, ¢l[11]7 e 7¢([lk_1}) . (424)
O problema variacional é definido a partir da integral fundamental
t1
A= / du, L (z) = / L) dt, (4.25)
Q to
em que

L(t)= [ do,L (), (4.26)

T

ainda na qual = é uma superficie de Cauchy a t constante. Os campos obedecem, a principio
e sem perda de generalidade, as condi¢ées de serem nulos na fronteira de =, para que L seja
uma funcao bem definida. Entretanto, outras condi¢des de contorno podem ser empregadas

para este fim.

A partir de (4.25) podemos definir a 1-forma fundamental
0 =L(t)dt. (4.27)

Uma transformacio de Legendre, com a definicio dos momentos (3.9) e (3.10), define um
conjunto de & (r + 1) equacoes diferenciais de Hamilton-Jacobi 7' = 0, com os quais podemos

escrever (4.27) em forma canonica:
0. =plt e 5¢g’n} — M 0 0ef,. (4.28)
Vamos aplicar a derivada exterior na 1-forma canénica (4.28), que envolve as propriedades:

1. Se F' é uma funcéo do espaco de fase, dF' = §F.
2. d>=0.

3. Se a é uma s-forma, d(a A 3) =da A B — (—1)°a Adp.
Assim, temos
dOe = Opj} N Oy — OHI A OG- (4.29)
Por consequéncia, podemos definir a 2-forma simplética
w= —dfe = 6,1 APy — S, A OHT, (4.30)

que é fechada, ou seja, dw = 0.
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Pela definicdo (4.30), esta claro que
w=wp+a, (4.31)

em que wy, = 6¢‘[17;L] A 6p™ é uma 2-forma definida em 7*Q,. Quanto a 2-forma a, temos

_ o m 5H(T «a B8
Q= =090y NOHE = == e [5¢[m] neol |, (4.32)

[m/]
em que usamos (4.23). Contudo,

SHI' o v
A A L

ou seja, os componentes sdo simétricos no indices. A 2-forma a é nula identicamente.

Portanto, w é degenerada. Isto pode ser observado de outra forma quando escrevemos w

como um tensor antissimétrico de segunda ordem

w =Wy sel el (4.33)

mm’

em que wiy" é a matriz

02p ]-Qkp Ok(r—l—l)
WT]m = _12kp 0 Ok(r+1) . (434)

I

Ok(r+1)  Ok(r+1)  an3"

Esta matriz é singular, de posto 4kp. Ou seja, existem k (r + 1) autovalores nulos. Os autove-

Im
am/?

! - . ,
tores correspondentes aos modos zero de wjy" sdo dados por x ou seja, cada vetor X' é

um vetor nulo da 2-forma simplética w. Com isso,
ngL(A) = 0,

o que atesta a degenerescéncia de w.

Contudo, w, é uma 2-forma regular, dada pelos componentes

, Oop 1
wpm' = | e e (4.35)
—lokp  O2gp

Ou seja, ixw, = 0 se, e somente se, X = 0. Em particular, as equacdes caracteristicas podem

ser escritas como

ixmw, = 6H™, (4.36)
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enquanto as condi¢oes de integrabilidade de Frobenius sédo equivalentes a
iX&nZ'Xm/w =0. (437)
g

Um conjunto completo de vetores nulos de w formam um espaco vetorial definido sobre o es-
paco das variaveis independentes. Esses vetores obedecem as condicdes de integrabilidade de
Frobenius (4.19) e formam uma base completa linearmente independente. Como bons cam-
pos vetoriais, eles sdo geradores de fluxos Hamiltonianos. Na préxima sec¢éo, vamos analisar

essas transformacoes e ver como elas afetam a dinamica dos sistemas nédo Hessianos.

4.4 Fluxos Hamiltonianos e transformacoes candénicas

Mais uma vez vamos considerar as equacdes caracteristicas (4.12), que séo as equacdes que
definem os fluxos Hamiltonianos caracteristicos da 1-forma fundamental 6.. Elas definem,

portanto, uma aplicacdo infinitesimal

9:T"Q = T"Qp : &l ga _po = Emlga—sa - (4.38)
tal que:

V 0, = A — o < 1,060 = & (A%) — & (o) < 1.

Neste caso, dizemos que g é um fluxo Hamiltoniano local.

De (4.12), temos
Em (N0) = g€ (7).
na qual temos o operador
g=1+06¢p, X" (4.39)
Vamos definir a aplicacéo inversa
g =1-0¢0, ¢ X, (4.40)

tal que

g7l = (10, 0 x2) (1400, ¢ X5")

= 1365, e XUXE ed0), =1-0[(665,)° ~ 1.
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Como o comutador de Lie entre os vetores X' e Xgll é nulo, temos também ¢g~'g = gg—'. Note

que a composicao de duas transformacoes infinitesimais geradas por g é dada por
gegr = (L+ €6, 0 X (1400, 0 XF') = 14 (03, + €e0) 0 X2+ O () ~ g

Entao, uma sequéncia de transformacdes infinitesimais é também uma transformacao in-
finitesimal. As condi¢des de Frobenius garantem que essas transformacoes sdo comutativas,

ou seja, g.gr = grge, como podemos ver de imediato.

E direto observar que, devido as condi¢coes de integrabilidade, a 2-forma w é preservada

pela transformacéo (4.38):
gwgt = 14602 e X™w |1 — 59%)7’3”, . Xgll =w—0¢), e [ixgzixm/w} . 59%)’51,.
8
O termo ixmi,.w € antissimétrico pela troca dos vetores, portanto, o resultado
B

gwg t=w (4.41)

se cumpre. Por consequéncia, (4.38) é uma transformacio canénica em 7*Q.

Como usual em geometria simplética, w é uma medida de area diferencial de hiper-planos
contidos no espaco de fase. Tomemos uma superficie bidimensional £ em 7*Q. A area dessa

superficie é dada por

IE:/w:—/dQC.
E E

Pelo teorema de Stokes generalizado, esta integral pode ser escrita como uma integral na

fronteira de E:

IE:_/dec:_/ 007
E oF

em que OF é um contorno fechado. Como a 2-forma simplética é preservada, /r é um inva-
riante integral e, por consequéncia, 6. também é preservado. Isto ocorre especialmente com os
fluxos caracteristicos gerados por X', mas vale para toda transformacéo candnica. Dizemos
que 6. é o primeiro invariante de Poincaré, enquanto w é o segundo invariante de Poincaré.

De fato, todas as 2p-formas

WP =WAWAWA - Aw

p

sao invariantes diferenciais sob transformacoes candnicas. O teorema de Liouville segue de

imediato: a 2n-forma w”\" é proporcional ao elemento de volume de 7*Q e, portanto, os fluxos
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Hamiltonianos canénicos carregam e distorcem regides do espaco de fase completo preser-

vando seus volumes.

Em especial, é imediato observar que a invariincia de 6., a menos de termos de fronteira,

reflete-se na invariancia da integral fundamental (4.25). Assim, a acéo

A= [ [z o0y~ m e 00] = [ o750}, = [ 6.

é uma integral invariante do movimento. Portanto, os fluxos Hamiltonianos caracteristicos

sao transformacoes de simetria da integral fundamental.

Na secao 4.3 vimos que w é uma 2-forma degenerada, o que causa a separacao do espaco de
fase em um espaco de fase reduzido caracterizado pela 2-forma w, e um espaco nulo da matriz
mm/’

wiy™ isomérfico ao espaco das varidveis independentes (;ﬁﬁn - De (4.41) imediatamente segue

que a 2-forma w, também é preservada:
gu)pgf1 = wp. (4.42)

Neste caso, também se preserva o elemento de volume do espaco de fase 7*Q,. Em vez de apre-
sentar uma prova analitica, vamos apenas argumentar que o principal resultado da secdo 4.3,
que atesta a degenerescéncia da 2-forma simplética w, implica na existéncia de coordenadas
locais tais que a 2-forma a é nula e, portanto, o volume do subespaco formado por (¢%,, p.') co-
lapsa a zero. Entéo, todos os resultados pertinentes ao espaco de fase 7*Q séo imediatamente

validos para T*Q,.

Tendo em méaos a compreensio do formalismo simplético por tras de sistemas nao Hes-
sianos a partir do ponto de vista do formalismo de Hamilton-Jacobi, torna-se oportuno lancar
mao de alguma interpretacao fisica dessas teorias. Nao ha diferenca qualitativa entre este
quadro geométrico e aquele que encontramos na analise de sistemas regulares, a ndo ser o
fato de que sistemas nio Hessianos sdo, de certa forma, uma generalizacdo. Por exemplo,
vamos considerar o caso em que r = 0. As curvas caracteristicas do sistema séo fluxos Hamil-
tonianos relacionados ao vetor Xj, que tem como componentes {g{n, (I)o}, sendo familias de
solucdes das equacgdes candnicas de Hamilton. Portanto, a Hamiltoniana canénica H. é ge-

radora da evolugdo temporal com os parénteses de Poisson:
oF
enquanto X é também gerador, desta vez sob o ponto de vista da transformacéo infinitesimal
g = 1+ th(].

Esta consiste em uma transformacédo candnica que pode ser interpretada como a evolucéo
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dinamica do espaco de fase do sistema, ou seja, que descreve como este espaco de fase evolui

com o tempo.

Para sistemas nio Hessianos vimos que, se o sistema é integravel, h4 um conjunto de

k (r + 1) funcdes P! e a evolucdo dinamica envolve varias varidveis independentes:
OF = {F, 0} 0 09, (4.43)

Cada variavel qﬁﬁn] esta relacionada a um campo vetorial X' e esses campos obedecem as
condi¢oes de Frobenius, que refletem-se também na condicao {(I)Q, <I>g"”'} = 0. Cada funcao
o é geradora da dinamica do sistema com relacdo a sua respectiva variavel independente,
assim como os vetores X! sdo geradores de transformacoes candnicas solucées das equacgdes

caracteristicas, no sentido da definicdo da operacéo (4.39).

O ponto fundamental diz respeito a invaridncia da acao com respeito a transformacao
(4.38). Esta invariancia nos diz que X' sdo geradores de transformacdes de simetria. Note
que, se {Cbgl, @?'} = 0, cada gerador é invariante pelas transformacoes de simetria gerada

pelos demais. Mais que isso, esses geradores sdo integrais do movimento, ou seja, @' = 0.

Do ponto de vista matematico, todas as variaveis independentes sdo equivalentes. Ao
adotarmos um ponto de vista fisico, contudo, a variavel ¢g = t é claramente diferenciada.
Vamos observar o sistema de relacoes acima sob esta dtica, ou seja, supondo que a evolucéo
dinamica verdadeira do sistema seja caracterizada apenas pela evolugdo temporal. Neste
caso, qual é a interpretacio fisica que podemos atribuir as transformacoes de simetria dos

demais geradores ®7?

Notemos que, na separacao dos geradores, inferimos de imediato que

1. {97, &y} = 0, ou seja, os geradores ¢ sdo invariantes por evolugéo temporal.

2. O gerador ¢ é invariante pelas transformacées de simetria geradas por ®7*, o que pode

ser visto usando a antissimetria dos parénteses de Poisson.

3. {@Z‘, @;’1/} = 0, ou seja, os geradores ®7' fecham uma &lgebra de Lie abeliana com os

parénteses de Poisson.

Assim, temos um conjunto completo e linearmente independente de observaveis que sdo in-
tegrais do movimento devido as simetrias geradas pelos seus respectivos campos vetoriais.
Este cenario é obviamente equivalente a relacdo “simetrias <= leis de conservacio” estabele-
cida pelos teoremas de Noether e é também a prépria definicdo de sistemas Hamiltonianos

completamente integraveis.
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4.5 Transformacoes candnicas e simetrias de gauge

Trés questoes podem ser imediatamente levantadas a partir da construcdo da secdo 4.4:
(1) sob quais condigdes a algebra dos geradores implica na existéncia de um grupo de Lie
finito, (2) que tipo de transformacao de simetria este grupo, se existir, representa e (3), o que
ocorre com a integrabilidade do sistema se a 4lgebra associada for uma algebra de Lie geral,

ou seja, ndo comutativa?

Com relacdo a sistemas dinamicos de dimenséo infinita, essas questoes ja possuem res-
postas que vém da aplicacédo do formalismo Hamiltoniano. A questéo (3) é, contudo, matema-
ticamente bastante complicada. H4 um teorema, de Fomenko e Mishchenko [4], que garante,
com algumas condigdes sobre o espaco de fase, que um conjunto completo de fungdes 7 tais

que
{om o5} = curen”, (4.44)

sfo suficientes para garantir a integrabilidade. Podemos ver que este é o caso apenas obser-
vando as propriedades deste conjunto de geradores. Primeiro, podemos usar a identidade de
Jacobi para mostrar que, se duas fungodes F' e GG sdo integrais do movimento, ou seja, se 6F = 0
e 0G = 0, os parénteses H = {F, G} também o sdo. Portanto, se um sistema de geradores F' e
G nao esta completo, os parénteses de Poisson entre eles, H, pode fornecer outro gerador que
complete o sistema na forma da equacdo H = 0. Se H é um gerador, devemos ter {H,F} = 0
e {H,G} = 0 se o sistema for integravel. Se néo for o caso, esses ultimos parénteses podem
indicar novos geradores. Podemos, entédo, completar um sistema de Hamilton-Jacobi com a
analise dos parénteses de Poisson dos geradores originais. Se este processo for finito e se as
equacoes resultantes ndo forem inconsistentes entre si, o processo terminara e os parénteses

entre os geradores serdo combinacées lineares dos mesmos.

Contudo, na maioria dos sistemas este procedimento é um tanto ingénuo, ja que uma
equacdo de Hamilton-Jacobi resultante do parénteses entre dois geradores ndo raramente é
inconsistente com as equacoes anteriores. Para lidar com este caso, a andlise de integrabili-
dade deve ser mais sutil. Na secéo 4.6 apresentaremos um procedimento livre deste problema.
Por outro lado, se o processo de iteracio néo tiver fim, ou seja, se uma algebra néo for fechada,
o sistema obviamente nao pode ser integrado. Dessa forma, podemos generalizar a condicéo de
Frobenius para a forma (4.44), ou seja, para o caso em que os geradores fechem uma algebra

de Lie néo abeliana com os parénteses de Poisson.

Com a resposta da questio (3), vamos analisar a questao (1) separando a evolu¢do tempo-
ral dos demais geradores. A funcao @, independe das variaveis independentes (secéo 3.3) e,

portanto, 6&y = 0, o que resulta em {®y, '} = 0 independentemente da algebra dos outros
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geradores. A composicdo de N transformacées infinitesimais geradas por ®( pode ser colocada

na forma

t—to

N
g (t — to) = lim |:1 + X0:| = exp [(t — to) X()] . (4.45)

N—oo

Com os demais geradores ja vimos o caso em que {(I)L”, <I>Z"} = 0, o que significa que os
respectivos campos vetoriais comutam entre si e as transformacées geradas por esses campos
podem ser colocadas em forma finita, ja que a exponenciacdo da algebra é trivial. No caso mais
geral, ndo abeliano, a exponenciacéo no espaco de fase completo s6 € possivel se as constantes
de estrutura da algebra forem independentes dos campos do espaco de fase. Observemos que,

para uma funcéo F de T*Q,

g F = F+e, e X'F+ )\, e X;”,F + (5, AY,) o

[
/N 77 N
b
3
>
3
N—

g = F+X, e X" F+¢i e XI"F + (¢2,\Y,
ou seja,

962 F = (,00,) o | X2, X | .
Neste caso, X"F = {F, ®]'} e, portanto,

[X;”,X;"’}F _ {{F,@T’},(I)Q” —{{F,(PZ‘},(I);”'

J J
= {{rep} o} + {tor Fr ooyt = {F {oy er}

. . . / / 4
em que usamos a identidade de Jacobi. Com {@;” ) (I)Q”} = CyL i @ @7, temos

1

xr x| Fo= {Ropmreart = oy e [Rop } + {F o} e o

yzm/!! — Yyzm s Yyzm! T
_ mm’x m'! m’'mx m'
= _Czym” L] Xx F =+ {F, Cyzm” } [ ] (I):C . (446)

Do resultado (4.46), vemos imediatamente que a algebra dos geradores ndo implica na obe-

diéncia de uma algebra de Lie pelos vetores X7*. Isto certamente ocorre no caso abeliano

mm'x
2ym!!

trutura forem independentes das variaveis do espaco de fase, neste caso os vetores obedecem

= 0, mas caso ndo abeliano ocorre apenas em duas situacdes: se as constantes de es-

a uma algebra de Lie em todo o espaco de fase completo 7*Q, ou se restringirmos as transfor-

macdes ao espago de fase reduzido 7*Q,, onde valem as equacdes de Hamilton-Jacobi &7 = 0.

Se, no geral, a algebra dos geradores nio se reflete na algebra nos seus respectivos cam-

pos vetoriais, as transformacées definidas em (4.38) nao formam, no geral, um grupo de Lie.
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Podemos ver este fato a partir de

oo F = (0,)e [X;",X;”’} F
= (o Cmmr e N, ) o X2 F 4 () o {F.Cptir } e 02"
= Wi, e X F 4 (,0Y)) e {F c;l;;”} o™ (4.47)

em que definimos

/
m mx )
[ ] [ .
)\m’

w, yzm!!

X — 2
m! = €m

Assim, apenas se as funcoes C;Z%,x forem independentes do espaco de fase, ou no caso de
restri¢do do grupo de transformagdes a atuar apenas em T*Q,, podemos construir um grupo
de Lie a partir da algebra dos geradores. No caso da segunda condicdo, ndo podemos esperar
reproduzir as simetrias da acdo a nivel Lagrangiano, ja que estas simetrias sdo validas em

todo o espaco de configuracdo, ndo apenas no espaco reduzido de dimenséo p.

Se as constantes de estrutura forem independentes dos campos, as transformacées (4.38)
podem ser escritas em forma finita através do limite da composicdo de transformacoes in-

finitesimais:
g = exp [Agf)@‘n} . Xam} — exp [AtXo] exp [Agf)fm} . X;”} = 9t 96, (4.48)

Observamos, assim, que a evolucdo temporal é efetivamente independente das demais trans-
formacoes de simetria. Assim, respondemos a primeira questdo. Um grupo de Lie finito pode
ser construido genericamente a partir das transformacées infinitesimais geradas por X' se

as constantes de estrutura forem independentes dos campos e dos momentos.

Contudo, a questido mais importante é a questéo (2). Supondo a forma do operador
Gez, = €Xp [E[Zm] . X;”} , (4.49)

em que escrevemos ¢ = A¢, temos de imediato que g. € uma transformacéao candnica e, por-

tanto, uma transformacédo de simetria. A integral fundamental

A= /dtL = / [p?/ . 5@25‘[17”,] — Hgll . 5¢ﬁn,] (4.50)

é invariante pela acdo de g. a menos de um termo de fronteira. Agora, é mais conveniente

definir a variacéo

o0 F =€, ¢ X'F. (4.51)
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Como a aplicacdo desta transformacio na acéo resulta em 6.A = dA, chamaremos esta pelo

nome de transformacéao canonica.

Se esta é uma transformacéo de gauge no sentido das transformacées discutidas no capi-
tulo 1, sabemos que ela possui uma forma bem definida quando aplicada aos campos do espaco

de configuracdo. Ao aplicarmos 6. nos campos géfm], temos

a z m L a —_ Z a m . 5@21 z
0y = e X0 = e {02} = P,
et = i XDy = a0 {9 BT} =02 0

A segunda relacdo apenas nos comprova que 6E¢[Zm] = ¢Z,. No geral, podemos comparar ambas

as equacgoes com a equacio (1.53). Obtemos, portanto, a equacéo

R Yo

(5pzml oc, = SAT o A", (4.52)

A=0

Nesta equacgédo, os parametros ¢ ndo sdo necessariamente iguais aos parametros A, ja que
estamos comparando transformacdes candnicas com transformacdes de gauge a nivel La-

grangiano, o que é uma comparacéo longe de ser trivial.

Um exemplo pode ser ilustrativo. Vamos tomar a teoria eletromagnética de Maxwell, dis-
cutida por exemplo em [5] pelo método Hamiltoniano. O espacgo de configuracdo é formado
pelos campos A, cujos momentos conjugados sdo dados por 7#. Este sistema é nio Hessiano e

uma analise de seus geradores resulta em
o, =7 =0, Py = Oyt =0 (4.53)

como o conjunto completo de equacoes de Hamilton-Jacobi da teoria. Temos

(5@1 ($)
o7 (y)

—Pa), e =),

enquanto as demais expressées sdo nulas.

Por outro lado, a simetria de gauge do eletromagnetismo é a invariancia pelo grupo U (1).

A transformacédo de gauge é dada por
A, (z) = Ay (x) + O5A (), (4.54)

de modo que

5AL (x)
6A (y)

_ ars3
= 0,0" (v —y).
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Neste caso, as equacdes (4.52) sdo dadas por

0Py J A
—— 0 €] = [ ] A,
om0 OA oo
0Dy SA!

- ecy = ! o A,
ot OA |A_p

que resultam em e¢; = 9gA = A e J;e2 = 9;A. A primeira relacio fixa ¢; univocamente, mas a

segunda nos diz que
ea=A+ f(t).

Como f é uma funcéo arbitraria do tempo, que depende das condigdes de contorno da teoria,

pode ser considerada nula sem perda de generalidade, de forma que podemos escrever

a=A, e=A (4.55)

Portanto, as relagdes (4.52) podem nos fornecer relagoes entre os parametros das trans-
formacoes candnicas (4.51) e os parametros das transformacoes de gauge Lagrangianas. Em

geral, uma transformacéo de gauge ¢, pode ser gerada por um unico gerador G tal que

dgF ={F,G}. (4.56)
Comparando (4.56) com (4.51), que pode ser escrita como

0F =¢;, 0 {F, 7'} = {F,¢;, e D'} — {F,e:,} ¢ D", (4.57)
vemos que em 7*Q,, onde ®7* = 0, (4.56) e (4.57) sdo iguais e podemos escrever

G=¢,ed. (4.58)
No caso do campo eletromagnético, podemos usar (4.55) para escrever

G = A®, + ADy = Ax? + AO;7". (4.59)

A partir da equacao (4.52) ndo podemos esperar que todos os pardmetros das transfor-
macdes candnicas possuam relacdo com os parametros das transformacoes de gauge, o que
implica na possibilidade de alguns geradores néo estarem relacionados com transformacoes

de gauge locais. Este fato pode ser genericamente estudado pela matriz

Ul (2,) = {8 (2), 92 ()} = gj: EZ‘;
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Esta matriz nao é, em geral, quadrada, entdo ndo podemos falar sobre sobre regularidade
ou singularidade. Contudo, podem existir casos em que o lado esquerdo de (4.52) ndo possua
algum subconjunto dos parametros ¢. Neste caso, os geradores referentes a estes parametros
nao sao geradores de transformacoes de gauge, embora de fato gerem transformacodes canoni-

cas no espaco de fase.

Todo o formalismo que apresentamos desde as equacdes caracteristicas, passando pela
definicdo dos parénteses de Poisson e da estrutura simplética, até a relacdo entre os gera-
dores, transformacoes canonicas e transformacoes de gauge, necessita de uma generalizacio
apropriada se o sistema possuir geradores que nao obedecam as condicoes de Frobenius (4.44).

Este sera o objetivo da préxima secao.

4.6 Analise de integrabilidade

Nesta secéo, apresentaremos um método para tratar sistemas ndo Hessianos que violem
as condicdes de integrabilidade. Este é o caso da maioria dos sistemas em teorias de campos,
do campo eletromagnético ao campo gravitacional. Quando um conjunto de geradores néo é
integravel, é possivel estabelecer um processo autoconsistente que garanta a integrabilidade
do sistema, através da analise dos autovalores da matriz dos parénteses de Poisson entre os

geradores. Este processo pode resultar em dois passos:

1. Encontrar novos geradores que completem o sistema de Hamilton-Jacobi.

2. Detectar e corrigir possivel dependéncia linear entre os vetores X.

A ordem de execucédo dessas tarefas é irrelevante, desde que o resultado final seja a obtencéo

de um conjunto completo de geradores linearmente independentes.

Comecamos com uma densidade Lagrangiana L {x“, ¢fm] () ,qﬁ[zm] (z#)|, cuja funcao La-

grangiana é dada por

L [t 68 (1), 6y (1), 65 (8), 65 ()] = / Ao L [2, 0 (2#) Gy (), 8 (1), 05 (1)]

Nesta, m corre de zero a k¥ — 1. Como usual, definimos esta fun¢io na dindmica instantanea.
A integracéo ocorre sobre uma superficie de Cauchy a ¢ constante e os campos obedecem a
condicoes de fronteira apropriadas. Vamos considerar o caso em que a matriz Hessiana é sin-
gular, de posto kp. Nesta secéo seremos sobrecarregados com indices, de modo que mudaremos
nossa notacdo: o indice a passa a correr de 1 a p. Isto significa que existem kr autovalores

nulos desta matriz, o que resulta, como ja vimos, em k (r + 1) equacdes diferenciais parciais
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de Hamilton-Jacobi
5 =po + HY (¢ﬁm], qﬁﬁn],p?) =0. (4.60)

Temos p' = 5S/5¢‘[3;n], o = 6S/6¢>‘[1m] ea = 0,1,---,r. Todas as quantidades acima estdo
integradas sobre =, de modo que existe uma densidade para cada uma delas. Embora seja
oportuno que a analise seguinte siga esta convencédo, nas aplicacdes nos préximos capitulos
trabalharemos com as densidades. Contudo, ndo deve haver nenhuma confusdo no procedi-

mento.

Diremos neste trabalho que as funcdes H]' sdo funcdes Hamiltonianas, embora esta nao
seja a nomenclatura utilizada normalmente com o formalismo de Hamilton-Jacobi. Em geral,
este nome é reservado as funcdes ®7'. Contudo, ja que estamos empregando o ponto de vista
de sistemas dindmicos, dizemos que ®}' sdo geradores. Obviamente, temos que calcular H?"

com o processo de iteracdo da secdo 3.3. Ja a Hamiltoniana canénica é calculada por
Hc = pgl(b([lerl] +pT¢fm+1] - L7 (461)

onde devemos substituir todas as velocidades inversiveis. Como vimos, esta Hamiltoniana,

assim como as demais, ndo depende das velocidades <Z>[Zk].

O processo, agora, seria o calculo das equacdes caracteristicas, mas este calculo s6 pode ser
feito se os geradores formarem um conjunto completo e linearmente independente. A condicédo

para tal é a condicéo de integrabilidade de Frobenius,
Orénﬁm/ — {@?, (I)gl/} _ 0’ (462)
ou, na forma mais conveniente,

SOM = {(I)Z"”, @gﬂ’} o 37, =0. (4.63)

Ha, contudo, uma questéo que pode gerar confusio. Na secéo 3.5 usamos as equagdes ca-
racteristicas de um sistema completo para deduzir os parénteses de Poisson. Mais adiante, na
secdo 4.2, voltamos a utilizar as equacgdes canonicas para deduzir as condi¢des de Frobenius.
Pode parecer, portanto, que tanto os parénteses definidos no espaco de fase completo 7*Q
quanto as condicoes de integrabilidade dependem das equacdes caracteristicas. No entanto,
isto néo é verdade, como descobrimos com a analise da estrutura simplética da teoria. En-
quanto os parénteses de Poisson estdo ligados a 2-forma simplética w de maneira intrinseca,
as condicées de integrabilidade sdo simplesmente condigdes sobre o espago vetorial nulo de w,
visto que esta é uma 2-forma degenerada. A relacdo com as equacgoes caracteristicas é cons-

truida a posteriori. Com esta consideracédo, a analise de integrabilidade precede a anéalise das
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equacoes caracteristicas do sistema de Hamilton-Jacobi.

Vamos supor que o sistema nfo seja integravel, ou seja, (4.60) ndo é um conjunto completo
e linearmente independente de equacoes. Neste caso, a matriz M definida em (4.62) nao é

nula, como deveria ser, mas possui um posto diferente de zero. Notemos também que
mm' _ 7 1 xm W
af T XX

Com isto podemos ver que se M tiver modos n&o nulos, w tem posto maior que kp.

Para limpar os graus de liberdade de um sistema desse tipo, vamos usar a condicio (4.63).
Contudo, a variavel independente ¢ = ¢ serd separada do conjunto, ja que estamos interes-
sados na dinamica temporal do sistema de forma diferenciada. Veremos por que essa escolha

é bastante conveniente. Com a separacio, (4.63) torna-se
{@;ﬂ, @g’} o 067, = — (O, By} dt. (4.64)

Vamos analisar o caso em que @ = 0. Neste caso, o lado direito de (4.64) é nulo, enquanto

obtemos
{cpo, @;ﬂ’} ° 667, = 0. (4.65)

Por enquanto, vamos salvar esta equacéo.

Para o = y, temos
{@5. 01"} 0 60t = — (@ B} dt. (4.66)
Com a matriz My”;m/ = {(I)Ty”, (I)T’}, podemos escrever
My @ 57, = — { @y, Bo } . (4.67)

Deve estar evidente a esta altura que estamos procurando dependéncia entre os parametros,
ou seja, estamos tentando escrever dt como combinagdes lineares de 6¢>'[Zm/]. Isso dependera
do determinante da matriz M;Zm'. Vamos dizer que o posto desta matriz é kP. Como sua
dimenséo é kr, M;’;m' tem kR = k (P — r) autovalores nulos. Dessa forma, existe uma matriz

1L/

’ .. _ v, . . .
M regular, cuja inversa (M~')" > ¢ tinica e obedece a identidade

'y

M e (MY, = ke, a,b=1,--- P (4.68)
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Se este for o caso, podemos dividir (4.67) em duas relagoes:

M @ 560 + My e 6¢5, 1 = — { D, Do} dt. (4.69)

a a'z'

mm/’ 4 mm/ 2 m
My/ ;) ® 5¢[m’] -+ My ;7 ® 5¢[m’] = — {<I>y/, q)()} dt, (470)

'z

ylvzl = ]-a )R°
Podemos escrever a equacio (4.69) como
i e Sl = — { m @ge’} . 5000, (4.71)

. . ., . / / P . !,
na qual introduzimos as variaveis ¢[°;n,} = (t, qﬁ[zm,]) , com indice o/ =0,1,---, R. Como M}/ é
regular, podemos resolver esta equacgao algebricamente e obter

a't!

S0fy = — (M), o { @ 2} o 005 (4.72)

~ ~ . o . . ., . / . P
Estas sdo equacoes diferenciais totais para as variaveis ¢‘fm}, que julgavamos fazer parte do
conjunto de variaveis independentes da teoria. Sdo equacoes caracteristicas que dizem res-
peito ao fato de a 2-forma simplética w ter mais modos néo nulos que os indicados pelo sistema

de Hamilton-Jacobi.

A dinamica do sistema em 7*Q é caracterizada pela diferencial fundamental
OF = {F, @'} 0 09, (4.73)
Contudo, a separacio entre as variaveis gﬁ‘[l?;d e gbﬁi,;] resulta em
OF = {F, 2} 0 6601 + {F, 2} 0 51 .
Com (4.72), temos
oF = —{Fopye (MY)0" o {ap o} e det, + (F 00} ¢ 05

_ [{F,(I)Z%}—{F,@Z}}o(M—l)‘:r;l;lo{ g;’,<pgz”}}.5¢[°;;,/]. (4.74)

Este é um resultado muito importante. Dado o sistema de Hamilton-Jacobi (4.60), se existir
uma matriz M:}b’}”/ = {(I)Z’}, @g}’} regular, implicando na né&o integrabilidade do sistema para

um subconjunto de equagdes @7 = 0, a dinamica em 7*Q é modificada segundo a lei (4.74).

A partir de (4.74) vamos definir o que chamaremos de parénteses generalizados:

{A, B} = {A,B} — {A, 0" .(M—l)jj;’j;,.{ g}’,B}. (4.75)
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Podemos mostrar que estes parénteses sdo bem comportados, ou seja, obedecem as mesmas

propriedades dos parénteses de Poisson, que descrevemos na segao 3.5.

Podemos ver claramente que a definigcdo (4.75) implica em
W = w, + d, (4.76)

em que ¢* é a parte ndo degenerada da 2-forma a definida em (4.31). E também evidente que
. ! . . . . , . .

a matriz M) esta relacionada aos componentes do tensor antissimétrico relacionado a a*

e, portanto, ¢* é uma genuina 2-forma simplética ndo degenerada. Podemos reescrever (4.74)

através de
OF = {F, 27} e 56, 4.77)

Como os geradores @7 estdo relacionados com seus respectivos vetores X}, é possivel escrever

as equacoes caracteristicas como

0H! = iX;r;w*, (4.78)
ou, de forma explicita,

ety = {eb o'} oo, & = (&0 0o 22 ) (4.79)

E imediato verificar que (4.79) reproduz (4.72).

Por consequéncia, temos um espacgo de fase reduzido definido pela 2-forma w*, e ndo mais
por w,. Isto ndo quer dizer, contudo, que o sistema de equacdes ], = 0 seja completo e que
(4.79) sejam completamente integraveis, ja que nos falta verificar as condicées (4.65) e (4.70).

De (4.70), podemos escrever
o0} o sefu + {0 00} o oy —o.
Usando (4.72),
m m’ o m m! 1 a'b! m’ m!! o i
{(I)y/’q)a/ } ® 00| — {be” P } « (M7) e ® { v T } ® 0¢pny = 0,
que resulta em
{oy. o'} e d05,) = 0. (4.80)
A condicao de integrabilidade (4.65) pode ser incluida em (4.80) se considerarmos a condigdo
m gm' | B _
{ o/’(I)ﬁ’ } ° 5¢[m,] = 0,
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ou, no espirito original das condi¢oes de Frobenius,
= {em,ey' ) o (4.81)

Se os geradores @7, forem completos e linearmente independentes, (4.80) sera identica-
mente satisfeita. Contudo, veremos casos em que isso ndo ocorre, o que nos obrigara no-
vamente a fazer a analise na matriz %'- Se ainda houver geradores que néo estdo em
involucdo com os parénteses generalizado entre as funcdes @7, uma redefinicdo dos parénte-
ses generalizados serd necessaria. E direto verificar que, depois desse procedimento, (4.81) se

resume a
(D7, By} = 0. (4.82)

Se essas condi¢des forem satisfeitas para todos os @7}, o sistema é completamente integravel
e nada mais pode ser feito a nivel classico. Dessa forma, dizemos que ¢’ formam o conjunto

completo de geradores da teoria.

Contudo, (4.82) pode resultar ainda em expressoes ndo nulas. Essas expressées devem
ser consistentes com as equacoes caracteristicas, caso contrario ndo havera meios de tornar o
sistema integravel. Se essas expressoes forem consistentes, elas representaréo novas relacées
que devem ser incorporadas na teoria. Portanto, as equacoes de Hamilton-Jacobi restantes
devem ser acrescidas todas as relagdes nao nulas em (4.82) e essas relagoes devem igualmente
respeitar as condic¢oes de integrabilidade até que todo o sistema de geradores torne-se involu-

tivo.

Existe um problema, no entanto, que devemos resolver. A regra é que cada gerador, sejam
aqueles oriundos da defini¢do dos momentos, sejam os que surgem de (4.82), seja relacionado a
uma variavel independente. Os geradores iniciais, que podemos chamar também de geradores
primarios, estio relacionados com os campos qﬁ[cjn E Contudo, novos geradores nio possuem
esta relacao com as variaveis independentes do sistema. Por outro lado, ainda que os novos
geradores ndo tenham a mesma estrutura das equacées de Hamilton-Jacobi originais (essas
novas equacdes podem assumir formas néo lineares em p]', por exemplo, ou ndo depender dos

momentos), qualquer funcio do espaco de fase tem uma dada transformacéo a ele associada.

Como o procedimento deve garantir que esses geradores obedecam as condi¢ées de Frobe-
nius, essas transformacées sdo também canénicas. Tudo o que temos a fazer é expandir o
espaco de parametros para incluir campos arbitrarios, cada um correspondente a um novo
gerador, que podemos chamar de geradores secundarios. Com isso, a dindmica pode ser es-

crita como

OF = {F, 07} 0 660 +{F, A} 0 ),
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em que A representa o conjunto de geradores secundarios e A seu respectivo conjunto de
parametros. Contudo, ndo ha razio para que os geradores sejam tratados separadamente,

! ’
de modo que, ao escrever (&7, A) — 7 e ( o A) — ¢%, temos

OF = {F,®"}" 0 602, (4.83)

e todos os geradores em involugdo sdo computados. Com (4.83) temos acesso as equacdes
caracteristicas do sistema completo de Hamilton-Jacobi, que agora envolve todos os possiveis
geradores. Como estes obedecem as condicoes de Frobenius para os parénteses generalizados,
o sistema é completamente integravel e garante a existéncia de solugdes das equacoes ca-
racteristicas que sejam tnicas quando condi¢des iniciais sobre a superficie de Cauchy forem

fornecidas.

Ainda assim este procedimento, assim como outros métodos de analise de sistemas sin-
gulares baseados em variaveis candnicas, ndo garante compatibilidade com as equacoes de
Euler-Lagrange. Portanto, essa compatibilidade deve ser testada caso a caso, o que normal-
mente é negligenciado principalmente nas aplica¢ées do formalismo de Dirac-Bergmann, em-

bora o préprio Dirac alerte sobre esta necessidade [1].

Dessa forma, o formalismo de Hamilton-Jacobi separa naturalmente geradores em in-
volucéo e geradores nao involutivos com relacédo aos parénteses de Poisson. Aqueles nao invo-
lutivos sdo tornados involutivos através da definicéo (4.75), ja que os parénteses generalizados

de qualquer observavel com esses geradores sdo nulos identicamente:

trepy = (rop-{raey ey o {op on)
= {Bep}—{F.e}} =0,

em que usamos (4.68).

Com a nova dindmica definida pela lei (4.77), os geradores da dinimica da teoria passam
a ser os geradores em involucdo ¢! = ((I)g, <I>’Z7,‘). Se uma teoria possuir tais geradores, a
discussédo que fizemos nas secoes 4.4 e 4.5 se mantém. Enquanto &, é gerador da evolucéo
temporal, 7} podem ser interpretados como geradores de transformacdes de simetria locais
da integral fundamental. Contudo, os parénteses de Poisson devem ser substituidos pelos

parénteses generalizados. Em especial, temos a matriz

Ul (@,y) = {6l (@), 07 ()} (4.84)

e a equacdo que relaciona os parametros das transformacées candnicas ao parametros das
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transformacoes de gauge locais deve ser substituida por

z 5¢?n’

m= SAr - o A", (4.85)

U;%/ ®c

Nos capitulos 5 e 6 apresentaremos duas aplicacdes deste programa. Comecaremos com
a teoria eletromagnética de Podolsky na dindmica do plano nulo, que é singular e possui
derivadas de segunda ordem na integral fundamental. Nas coordenadas do cone de luz a
estrutura de geradores da teoria torna-se bastante interessante, possuindo geradores involu-
tivos e nédo involutivos com relacdo aos parénteses de Poisson, o que possibilitara uso maximo
das ferramentas que apresentamos neste capitulo: os geradores ndo involutivos d4o origem a
parénteses generalizados e os geradores em involucao podem ser relacionados a simetria U (1)

caracteristica da teoria.

No capitulo 6 trabalharemos com um exemplo aparentemente mais simples, a acdo de
Einstein-Hilbert em duas dimensdes. Apesar de ser uma teoria igualmente de segunda ordem,
usaremos o formalismo de Palatini, o que evitara o uso do formalismo para derivadas de
ordem superior. Contudo, teremos um nimero consideravelmente maior de variaveis. Este
exemplo também apresenta geradores nédo involutivos, os dltimos dando origem a parénteses
generalizados. Veremos também a existéncia de geradores em involucdo que fecham uma

algebra néo abeliana com estes parénteses.
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Capitulo 5

Teoria eletromagnética de Podolsky

Introducao

Nesta aplicacdo, vamos trabalhar com a eletrodinimica de Podolsky em 3+1 dimensées,

descrita pela densidade Lagrangiana
1 % 1 2 U Y —
L= _ZFMVF -+ 5@ a)\F 8 F,u/y, FMV = AVvM — AMJ" (51)

Nesta equacéo, utilizamos a notacdo 4, , = J,A,, em que A, sdo os campos fundamentais. A
Lagrangiana (5.1) é invariante sob a agéo do grupo U (1). De fato, mostra-se em [1] que todas
as Lagrangianas escalares de Lorentz e invariantes por U (1) séo equivalentes a (5.1) a menos

de termos de fronteira.

A teoria de Podolsky foi inicialmente desenvolvida nos trabalhos de Podolsky, Schwed e
Bopp [2, 3] na tentativa de resolver um conhecido problema da eletrodindmica de Maxwell. A
teoria eletromagnética usual prevé um potencial eletrostatico proporcional a r—! = |x — x| 71,
de modo que a energia eletrostatica necessaria para se montar um sistema de cargas pontuais,

dada por

1 qiq;
W = 5.2
871'60%,:X¢—Xj|, ( )

recebe contribuicdo infinita da auto-energia das cargas, quando ¢ = j. Essas contribuicoes

devem ser retiradas do calculo dessa energia.



Contudo, a expresséo da energia envolvendo o campo eletrostatico deste mesmo sistema,

€

W = 20/ |E[2d3x, (5.3)
14

claramente néo condiz com a expressdo anterior, ja que esta dltima é sempre positiva, en-
quanto (5.2) admite contribuicées negativas para cargas opostas. A expressio (5.3), contendo
a contribuicao de auto-energia das particulas, é a verdadeira expressdo que calcula a energia
do sistema eletrostatico, enquanto (5.2) consiste apenas no trabalho necessario para montar o
sistema, sem levar em conta a energia necessaria para criar as proprias cargas. Este problema
é conhecido como o problema da auto-energia do elétron. Ligados a este problema da teoria
eletromagnética classica estdo divergéncias relacionadas ao setor infravermelho da QED e o

problema do valor infinito da corrente de polarizag¢io no vacuo.

O termo de ordem superior acrescido a Lagrangiana de Maxwell em (5.1) resulta numa
teoria na qual o potencial eletrostatico é despido da singularidade em » = 0. Neste caso,

temos a seguinte expresséo analoga a (5.2):

1 qiqj Ix; — x|
W = 1- 1 b 5.4
8meo ZZ; |x; — X, [ P ( av/2 G4

Portanto, a contribuicio da auto-energia pode ser computada e é apenas proporcional a ¢2/a

para cada carga. A teoria de Podolsky resolveria, dessa forma, os problemas relacionados a
divergéncia do potencial eletrostatico. Ela pode ser interpretada como uma teoria efetiva para
curtas distancias [4], em que o parametro a pode representar uma distancia tipica de validade

da teoria. Para r > a a teoria tornar-se-ia indistinguivel da de Maxwell.

As equacoes de Euler-Lagrange da densidade (5.1) séo escritas por
O+ m2] 0 F** =0, (5.5)

em que [J = 0,0" e m, = 1/a. Essas equacdes séo lineares e podem ser expressas em termos

dos campos fundamentais:
[0+ m2] [0,0%Aq — OA,] = 0.

O primeiro termo desta equacido pode ser anulado por uma escolha de gauge, o gauge de

Lorenz generalizado, para o qual
9, [O+ m?v] 9%Aq =0

e, portanto, analogamente a teoria de Maxwell temos uma equacéo de onda generalizada para
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o potencial A,,:

O+ m2]04, =0. (5.6)

Com uma transformada de Fourier, esta equacio torna-se a equacio de disperséo

p*(p*—m2) =0, p*=pupt (5.7)

2
’Y

respectivamente. O primeiro modo corresponde a f6tons sem massa, assim como ocorre com

Nesta, somos capazes de identificar dois tipos de fétons, ligados aos modos p?> = 0 e p*> = m

a eletrodinamica de Maxwell. O segundo modo corresponde a f6tons com massa igual a m~, o

que podemos ver imediatamente pela equacio
B? = p? 4 w2,

que é a equacdo relativistica para a energia de uma particula de massa m.,. Portanto, a teoria

de Podolsky prevé a existéncia de graus de liberdade massivos para o féton.

Longe de ser uma desvantagem desse modelo, a previsido de f6tons massivos permite que
a eletrodindmica de Podolsky seja testada como teoria efetiva, ou mesmo como uma teoria
fundamental da integracéo eletromagnética. Ao contrario do modelo de Proca, no qual a in-
sercdo de massa na Lagrangiana resulta em uma quebra da simetria de gauge, a teoria de
Podolsky mantém todos os requerimentos que, assim acreditamos, devem compor uma teoria
de interacdo fundamental. Em particular, a preservacédo da simetria U (1). Portanto, apenas

os experimentos podem escolher entre a teoria de Podolsky e a de Maxwell.

Contudo, ndo se observam fétons com massa na natureza, sejam em processos classicos
ou quanticos. Ainda assim tentativas de se estabelecer limites superiores para a massa
m, através de diversas técnicas experimentais tém sido realizadas ao longo do tempo. As
primeiras buscaram observar desvios na lei de Coulomb. O potencial eletrostatico da teoria

de Podolsky é dado por

no qual podemos observar que o potencial de Coulomb é acrescido de um potencial do tipo
Yukawa. Dessa forma observamos que fétons com massa implicam em correcoes na forca
eletrostatica entre cargas pontuais. A melhor estimativa experimental ja encontrada no teste
de desvios da lei de Coulomb é dada por Williams, Faller e Hill [5], que estima o limite superior
para a massa do féton em my = (i/c)m, < 1.1 x 107%7g. Resultados de carater indireto,
através da anadlise de campos magnéticos planetarios, também tém sido obtidos, sendo o mais

notével a anélise de Davis, Goldhaber e Nieto [6] que resulta em m; < 7 x 107%%g. O resultado
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direto de maior alcance, contudo, parece ser o obtido por Luo, Tu, Hu e Luan [7], em que

my < 2.1 x107°1g.

5.1 Sobre a dinamica no plano nulo

Para tratar dessa teoria no plano nulo, vamos tomar a seguinte transformacéo de coorde-

nadas do espaco-tempo:

yt =3H x¥, (5.8)
tal que
1 0 1
Y= L 1 0 1
=5 ,
0 Isxav2 0

em que I é a matriz identidade 2 x 2, z* é associada & quadrupla (2°, 2!, 2%, 2°) e y* é associada

a (z%,27,z',2%). Com este sistema, vamos definir o eixo de evolugéo temporal ao longo de
zt =1/v2(2° + 2?), tal que o parametro de evolugéo temporal seja definido por 7 = z*. Neste
caso, a equacio v = contante define uma hiper-superficie caracteristica ortogonal ao eixo z T,
o plano nulo, que representa a frente de onda eletromagnética no vacuo. As coordenadas y*
sdo chamadas coordenadas do plano nulo. Também usaremos a nomenclatura coordenadas da

frente de luz, ou coordenadas do cone de luz.

A dindmica no plano nulo foi confundida, por algum tempo, com um processo limite co-
nhecido como referencial do momento infinito, como podemos ver no trabalho de Steinhardt
[8]. A transformacéo (5.8), longe de ser uma escolha de referencial, é exatamente o que diz
ser: uma transformacio de coordenadas. Além disso, ndo é uma transformacio de Lorentz,

como podemos ver pela forma das componentes da métrica de Minkowski, dada por

0 1 0
=¥ l=[10 o0 . (5.9)
0 0 —Isxo

Com esta métrica (a partir deste ponto ignoraremos a linha em (5.9)), podemos verificar com
facilidade que a norma de um vetor deixa de ser uma forma quadratica nas componentes
temporal + e longitudinal —, mas permanece quadratica nas componentes transversais 1 e 2.

Ou seja,

A% = AFAY =24 A — (A7, i=1,2.
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Essa diferenca com relacao a forma instantianea é mais notavel no operador D’Alambertiano,

que assume a forma
0 =0,0" =20,0_ — V2, (5.10)

em que V = 0;0;. Em razédo desta forma, a dindmica no plano nulo é distinta das demais

formas. Por exemplo, vamos considerar a equacéo de campo de Klein-Gordon-Fock
(O+m?) ¢ =0,

que nas coordenadas do cone de luz se decompde em

0+0_¢ = % (V? —m?) ¢.

Esta equacéo é de primeira ordem com relacéo a coordenada temporal 2+. Portanto, a analise
de valores iniciais ndo é mais uma analise de Cauchy. Para prover a equacao dindmica acima
com um conjunto de condigdes iniciais de modo a fixar univocamente a evolugdo temporal
necessitamos, para este caso, da configuracio dos campos no plano 2™ = constante e de uma
segunda configuracdo em alguma hiper-superficie x~ = constante. Isto pode ser claramente

observado se a equacgdo dinadmica for escrita na forma

Opp = (0-)" (V2 —m?) ¢,

DO =

em que (8,)71 representa a inversa do operador 0_, que para ser univocamente determinada

necessita de condicdes de contorno em =z~ = constante.

No caso da Lagrangiana (5.1), as equacoes de campo sdo dadas por
(1+a®0) 9, F™ =0, (5.11)

sendo, em razao de (5.10), de segunda ordem nas coordenadas do cone de luz. Devido a
analise das condigoes de contorno nos planos caracteristicos, uma possivel forma de fixacao
da dindmica é promover uma condicéo inicial, o valor dos campos A, sobre a hiper-superficie
xT = 0, e trés condi¢des de contorno sobre uma hiper-superficie = = constante. Por motivos
que ficarao claros no decorrer da andalise, assumiremos que essas condi¢des envolvam o valor

das derivadas d_A,,, (9_)* 4, e (9_)* A,, como nulos no limite z~ — —oo.
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5.2 Os geradores da teoria de Podolsky

Na secdo 2.2, através da matriz Hessiana, descobrimos que a teoria de Podolsky é uma
teoria nao Hessiana. Com (2.51) podemos encontrar a matriz Hessiana na dinimica do cone

de luz, que é dada por WHTTVT+ = JJuv.
WH — a277++ [nuun++ _ n,u+77+1/] — 0,

ou seja, a matriz Hessiana tem posto nulo com a métrica (5.9). Portanto, esperamos encontrar
um conjunto de equacoes de Hamilton-Jacobi para este sistema a partir da definicédo de seus
momentos canonicamente conjugados. Como ja discutimos anteriormente, as varidveis A,
e A, devem ser consideradas independentes. Por questdo de comodidade, vamos usar as

variaveis A, = A, ;.

As equacoes (2.49) e (2.50) contém as expressodes para os momentos conjugados covariantes

do campo de Podolsky:

T = FHY QQQUWWTZZA’@@,\@,F’BP,

A = 2a2nw7ngAZ%‘yapFﬂp.

Da mesma forma com que procedemos na secéo 3.2 para encontrar os momentos (3.6) e (3.7),
podemos usar a forma geral da Hamiltoniana canénica. Neste caso, a funcdo Hamiltoniana
é encontrada pela componente H ++ = H,_ do tensor energia momento (1.37), que pode ser

colocado na forma

= [e**t —o_attT — am#“] Apy +mtTA, 4 — L
= ptA,+7tA, 4 — L, (5.12)

com o uso de termos de fronteira. Nessa expressio, podemos reconhecer os momentos

ot — o mhtT — gyt

ot = et

p#

Calculando essas expressoes, obtemos

T = a217“+6pF+p, (5.13)

1 1
Pt = FM 4 opnt 4247 |550T - Z&ga# — 577#%;3@ 0, FP°. (5.14)

127



Note que, para a — 0, (5.13) se anula, enquanto (5.14) reduz-se a expressdo dos momentos

canonicos para a teoria de Maxwell.

Agora, devemos abrir as expressoes (5.13) e (5.14) em suas componentes no cone de luz, o

que resulta em

at =0,
=0,
T = a28pF+p,

pt=a?0T0,FP =0 71",

_ _ 2 _
p- =F 1 +2a°070,F ",
p'=F"t +2a*0%0,F"* — 0'n.

Estes sdo, respectivamente, os momentos conjugados as varidveis A,, A;, A_, A, A_ e A;.
Podemos perceber de imediato que alguns desses momentos néo séo inversiveis. Salta a vista
que este é o caso de 7+, 7’ e pT, este tltimo absorvendo também a expressdo para 7. Para

esses momentos, temos as equacoes

¢1 = 7T+—0,
¢y = 7'=0,
¢ = pt—0_1m =0

Podemos expressar p~ em termos das varidveis 4, e A,, da seguinte forma:
p- = [1+2a°0_0;] A_ — [1 —2a°V?| 0_ A, — 20°0_0_A, — 2a°0_0; A;.

A partir desta expressdo, podemos ver que A, . pode ser obtida por

_ 1 _ _ _
A, = (M> [p~ — A+ [1-2a*V?] 0_A; +2a°0_0_A, +2a*0_0;A;].  (5.15)

A direita, escrevemos o operador

<2a2la) = (2a%0_) 7",

que é a funcéo de Green do operador 2a20_. A solucéo para (5.15) néo é tnica, mas forma
uma familia de solugdes. Contudo, a fixacdo das condigdes de contorno no plano x~ — —cc
é suficiente para fixar A_ . A rigor, como a inverséo da transformacéo de Legendre néo é
Unica, a expressdo para p~ também é um vinculo candnico. Felizmente, como ficara evidente

logo a seguir, a expresséo (5.15) ndo sera necessaria para o desenvolvimento da andlise.
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Resta analisar a expressdo para p’, que pode ser escrita por
pi =F_;,+0mn + 2a%0_ [26_141' — 8214_ —0_0;AL + ﬁjFij] .

Esta expressao também néao fornece nenhuma velocidade, de modo que ela também consiste

em uma equacéo diferencial parcial. Portanto, temos o conjunto de geradores

¢1 = 7T+)
¢y = 7,
¢3 = er_a—ﬂ—iv

¢y = p —0Om +F_ +2d*0_ [0;A- —20_A; +0_0;A, — 0;F;] .
O gerador de evolucio temporal é dado por ¢y = py + H., com a Hamiltoniana canénica
definida em (5.12). Sua expresséo é dada por
- - _ 1 - 1
He=plA, +n (0_Ay +0;4; — V?AL) — §a28AFM87FW + P . (5.16)

Note que essa densidade Hamiltoniana n&o depende explicitamente de nenhuma velocidade,
0 que evita o uso da expressédo (5.15), ja que os demais geradores também n&o possuem essa

dependéncia. Entéo, podemos escrever o conjunto de geradores da teoria de Podolsky:

®o = po+ He, (5.17)
¢ = 7, (5.18)
¢y = (5.19)
¢3 = pr—0-7, (5.20)
¢y = p'—Om 4+ Fi_+2d°0_ [0;A- —20_A; + 0_0;A+ — 0;F;] . (5.21)

5.3 Analise de integrabilidade e a matriz M

Precisamos verificar a integrabilidade da teoria, o que significa verificar se este conjunto
esta relacionado a campos vetoriais completos e linearmente independentes. Para tal, a
condicao de Frobenius nos diz que esses geradores devem estar em involugdo com os parén-

teses de Poisson. Primeiro, vamos estabelecer as relagées fundamentais entre as variaveis
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canonicas:

{Au(@), 0" (9)} = {Au(@), 7" (y) } = 6;8°(x — y). (5.22)

Essas relacoes, como ja sabemos, sdo tomadas a 2+ constante, de modo que
B (a—y) = 8™ —y )02x —y).

Como vimos no capitulo 4 secdo 4.6, devemos construir a matriz dos parénteses de Poisson
desses geradores. A evolucgdo temporal é tratada de forma diferenciada: basta-nos analisar a
matriz M;; = {¢1 (z), 05 (v)}, em que ¢; = (qbl, ®5, P3, qﬁfl). O gerador ¢; tem parénteses nulos

com todos demais, inclusive com ¢y. Os outros obedecem as relacoes

{oh@). 0l )} = —danorors*(—y), (5.23)
{63(2),00(n)} = 00707 0:6% (x—y), (5.24)
{oi@ i)} = 207 [1-20*V2] 626° (o — ). (5.25)

Podemos construir, dessa forma, a matriz

0 0 —2a%n" 0"
M = 20" 0 0 220" §F 8 (z—y). (5.26)
2a*n"0%  2a20%0F 1 —2a*nUV?

Esta matriz, contudo, é singular, o que indica que ha pelo menos uma combinacéo line-
ar dos geradores que esta em involugcido com os demais, exceto possivelmente com ¢y. Uma
analise de autovalores mostra que esta matriz tem posto quatro e que o gerador em involugéo
é, portanto, apenas um: esta relacionado com o tinico modo zero de M. Um processo bastante

seguro de se encontrar esta combinacgdo é supondo que ela toma a forma

5 (x) = / @y [0 (2) B: (2,9) + b (2) C (3,9) + 6 (2) Di (2,9)]

Neste caso, o gerador X deve satisfazer

{65(2), ()} ={¢3(2),.2(y)} = {¢4 (). 2 (y)} =0,

que é um sistema de equacoes para os coeficientes B;, C e D;. Resolvendo este sistema, temos
que ¢3 deve ser substituido no conjunto de geradores por ¥ = ¢3 — 9;¢5, com B; (x,y) =
078 (x —y), O (z,y) = 8* (x —y) e D; = 0.

No entanto, ndo precisamos fazer essa redefinicdo dos geradores. Temos a liberdade de
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simplesmente limitar a matriz a um subconjunto de geradores nfo involutivos e linearmente
independentes quaisquer, o que é um procedimento que evita o tedioso calculo anterior. Vamos

tomar, portanto, os geradores d)é e ¢f1 e construir a matriz

- . 0 —2a29% 9%
MY = ot - 83 (x—v). (5.27)
1= <2a2araw o [1 - 2222 ) (=)

Esta matriz esta relacionada a um conjunto de geradores nédo involutivos e, como ja sabe-
mos, podemos redefinir a dinidmica do sistema com a definicdo de parénteses generalizados

envolvendo a inversa da matriz (5.27). Vamos definir a inversa por Nifj‘] , tal que

/d?’zM}g (z,2) N]JkK (z,y) = 0:656% (. —y). (5.28)

Nosso objetivo, agora, é encontrar uma matriz N que seja tinica e que obedeca (5.28).

5.4 Calculo da inversa de M

E bastante razoavel supor que a inversa de M tenha a forma

1J _ 1 B Oé(.iU,y) ﬁ(x7y)
N (z,y) = M ( " (20) 0 > (5.29)

Assim, a condicéo (5.28) torna-se

0 —2a%9%0* a(z,y) Blry) Y (1 0 4
2a20%9%  [1—2a*VZ] 0% v (z,y) 0 0 1

que nos fornece o seguinte conjunto de equacdes diferenciais parciais para os coeficientes:

—2020% 0%~ (z,y) = 6 (x — ),
2a%0% 0% o (2, y) + [1 — 2a*V2] 8% (z,y) = 0,
220" 0% B (z,y) = 8° (x —y).

Resolver essas equacgdes envolve o conhecimento da fungdo de Green do operador 9% 9%,

que obedece a equacéo

OO G (z,y) =8 (x —y).
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Portanto, as equacgoes para os coeficientes da inversa tomam a forma

1
7($7y>::__§a§(;($ay)v
T YT 1 X
0" (z,y) = 1l [1- 2a2v§} G (x,y),
1

Para encontrar G (z,y), usaremos uma transformada de Fourier

G (x,y) = / @G (k) exp [—ik - (z — )],

1
B (x—y) = C2n)? /d3k: exp [—ik - (x — )] .
de modo que
1
CW = e

Portanto, temos

G(z,y) = /al31<:12 exp [tk - (x —y)].

(2m)% k2

A integracédo nas componentes transversais k; e ks é simples, resultando em

1
G(z,y) = /dk_%k% exp [—ik_ (z7 —y7)] * (x —y). (5.30)

Em (5.30), temos que resolver a integral

1 [ 1 )
=0 ) dk‘ﬁ exp [—ikAx] . (5.31)

Isto pode ser feito considerando a fungao complexa
f(2) =exp(—izAx).

Neste caso, vamos utilizar a integral de Cauchy

i dnfl

1 G
27T/C (2 — a)"dz  (n—1)! da”—lf (a),

em que C' é um contorno fechado contendo o ponto z = a.
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Para n = 2, temos

1 . d )
o). (Jc—()fd = iged (@) = Avexp(—iaha),

com integracdo no sentido anti-horario. Agora, vamos escolher um contorno apropriado,
supondo C um semicirculo no plano superior com base no eixo real, de raio r. Devemos deslo-
car o polo duplo para o plano imaginario superior, o que é feito tomando-se a = ic. Neste caso,

temos

! /() = Az exp (eAx
/C(QdZ—A p (eAx).

2 z — i€)
A integral em C pode ser decomposta em

ICIP i e
/c (2 —ie)zd /_7« (k — ie)Qdk+ /c1 (z — ie)zd ’

em que C é o arco de circulo de raio r centrado em z = 0 de 0 a 7. A funcéo f (z) tem limite

nulo para r — oo, de modo que a integral em C; sera nula neste limite. Dessa forma, temos

1 [ k
o /_OO (k:f—(iZ)de = Azxexp (eAx).

A integral (5.31) é o limite da integral acima para ¢ — 0, de modo que

I= liH(l) Az exp (eAx) = Az, Ax > 0.
[d

Da mesma forma, se escolhermos como contorno o semicirculo inferior, mudando a pres-
cricdo para o deslocamento do polo duplo para o semiplano complexo inferior, temos uma

mudanca de sinal devido a mudanca no sentido de integracio:
I =—-Ax, Az < 0.

Como o resultado ndo pode depender do contorno utilizado, temos o resultado geral
I=|Aql,

que nos fornece a funcéo de Green

G (z,y) = ‘a:_ — y_’ P (x—y). (5.32)
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A funcao g (z,y) em (5.30) é dada,portanto, por
Ly e
Blay)=—lo” -y [0°(x—y). (5.33)
Da mesma forma,

1
’V(%y)Z—?\f—y*W (x—y). (5.34)

A equacao para « (z,y) contém uma derivada de v (z, y), que envolve a derivada da funcéo

moédulo. Sabemos, no entanto, que

Loyl=cl@-y),

em que € (x — y) é definida como a funcéo sinal

1 >y
E(l‘fy)E 0 T=1y
—1 T <y

Dessa forma, precisamos resolver a equacéo diferencial

O20%a(x,y) =

=57 [1-20°Vi] e (@ =) 0° (x —y). (5.35)

Usando novamente a funcéo de Green (5.32),

a(x,y) = é |:v_ - y_‘Q e(x—y)[1- 2a2v§] 2 (x—y). (5.36)

As solugoes (5.33), (5.34) e (5.36) sao definidas obviamente a menos de funcdes arbitrarias
independentes de 2~ e y~ ou, na melhor das hipéteses, dependentes dessas coordenadas até
segunda ordem. Essas funcées podem ser fixadas com o uso de condi¢oes de contorno apropri-
adas para os campos no plano 2~ = —oco. Tomaremos essas condi¢des como d_A4, = 92 A, =
93 A, = 0 neste plano. Assim, somos capazes de construir uma inversa Unica para a matriz
M. Sem a definicdo dessas condic¢des a inversa N néo serd unica, mas uma familia de inversas
que, na construcio dos parénteses generalizados, resultara em uma dindmica degenerada. A
existéncia dessas funcdes arbitrarias esta relacionada a existéncia de geradores em involugao
que estdo relacionados, por sua vez, as condicdes de contorno acima. Esta analise esta fora do
escopo do nosso trabalho, mas pode ser encontrada em [10, 9] para o formalismo Hamiltoni-

ano.
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5.5 Os parénteses generalizados

Assumindo as condic¢des de contorno para que N seja tinica podemos tomar as solugoes de

a(z,y), B(x,y) ey (x,y) e utilizar a matriz (5.29) para construir os parénteses generalizados

{A(z),By)}" = {A(z),B(y)}
_//d3zd3w{A(:E () NE (ow) {0 (), B} (637

Com esses parénteses podemos continuar a examinar a integrabilidade do sistema de gera-
dores, dentre os quais podemos eliminar ¢, em que I = 2,4, ja que a estrutura (5.37) implica

que quaisquer parénteses que envolvam esses geradores sdo identicamente nulos.

Podemos usar a estrutura (5.37), que pode ser mais facil de ser manipulada em certos ca-
sos, ou utilizar as propriedades dos parénteses generalizados com o conhecimento das relagdes

fundamentais envolvendo as variaveis canonicas. Essas relagoes sdo dadas por

{40 @), A ()} = ~3msbi6 @) (5.38)
{Au (), 0" ()} =016 (x —y), (5.39)
(A (@), A )} = Snsdlo (a,9) + ML 078 (r,), (5.40)
(A, (2). 0" )} = 50102078 (2.9)

a2 |SLOROF — 6LOTO" + 8V <26112 - vg)] o 8 (x, ) (5.41)
{A, (), 7" (y)} = 0618% (2 — y) + a®6, [0V OF — 2670"] 0" B (z,y). (5.42)

Todas as demais sdo nulas identicamente. Nessas equacoes, temos as solugoes

B(x,y) = 2\90 —y | (x—y),
078 (2,y) = e (o™ —y7) 8 (x—y),
0T 0B (x,y) = ;53 (z-y),

2

—y_‘Ze(az—y) [I—QaQVi] 2 (x—y).

a(z,y) = 12 |x_
Assim,
{60 (2). 01 ()} = ¢3(2)0° (z—y). (5.44)
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Contudo, temos os parénteses
{0 (@), 03 ()} = = [0Zp™ () + OFp' (x) + 87 ¢} ()] 6 (& — ). (5.45)

Portanto, a algebra dos geradores ainda n#o esta fechada. Para tornar o sistema integravel

temos que considerar a expressédo (5.45) um novo gerador, que definiremos como
Y (x) = —0%p~ (x) — O’ (v)

A dependéncia em ¢ pode ser descartada, desde que os parénteses envolvendo esses gera-
4 )

dores sdo sempre nulos. Os parénteses generalizados de X com os demais resultam em

{Z(2), 5 (@)} ={2(2), 01} = {E(2) , ¢3}" =0,

enquanto um calculo um pouco mais longo mostra que
{¢0(z),Z(y)}" =0.

Por conveniéncia, vamos renomear o conjunto de geradores que obtivemos até agora. Eles

sdo dados por

Yo(x) = po+ He, (5.46)
Si(z) = at(2), (5.47)
So(z) = pt(z)— 8" (2), (5.48)
S3(z) = —8p (z) — O (). (5.49)

O calculo dos parénteses generalizados referentes a esses geradores mostra que eles formam

um conjunto involutivo completo e, portanto, o sistema de equacdes diferenciais parciais

_ 0S 08
2 (1.7 » D, 77T) ) p 5AM, ™ (5AM
é completamente integravel. Assim, podemos buscar as equacdes caracteristicas deste sis-

tema. A dindmica da teoria é construida através da diferencial funcional
SF (@) = [ @y {F @), 5, )} 8" (). (5.50)

Nesta, o* sdo as variaveis independentes. Sabemos que ¢° (z) = z*, portanto, o gerador

1 e 52 estdo relacionados com as

Yo € o gerador de evolucdo temporal. Da mesma forma, o
varidveis A, e A, respectivamente. Os geradores X, e X5, por consequéncia, geram transfor-

macoes infinitesimais no espaco de configuracio na direcio dessas coordenadas. O gerador X3,
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por outro lado, ndo possui uma variavel independente relacionada ao espaco de configuracéo.
Assim, delegamos uma varidvel ¢ para este trabalho, expandindo o espaco das variaveis
independentes.

5.6 As equacoes caracteristicas

Vamos tomar a lei de evolugao (5.50) e verificar as equacgoes de campo candnicas associadas

as varidveis A, 4,, p* e 7. Vamos comecar tomando F (z) = A4, (z):

5A, (z) = / @y (A, (2). 5 (1)} 60" ().

Com os parénteses

{A (@), S0 ()} = A ()& (x—y) - %mzﬂ (@, y) ¢4 () = Ay (y) 6 (z — y)

{Au (@), 21 (y)}" = 0,

{Au(2), S ()} = {Au(@),pt (W)} =610 (x—v),

{Au(2),53 (W)} = {Au@),0%p” () + 0" ()} = [6,0° + 6,07 6% (z —y),
temos

§A, (z) = Ay () 60° (x) + 6, 60° (x) + [6,,0° + 6,07 ] 60° (x) . (5.51)

Com essas equacoes, obtemos

SA, (z) = Ay (z)6zT + 602 (2),
SA_(x) = A_ (z)dzT + 8%d03 (),
§A; (z) = A; (z) 6z + 97603 (x),

ou, derivando com relacdo a =™,

A=A, 62 (5.52)
A =A_+0.6° (5.53)

Nessas, usamos a notacéo ¢ = d,.0.

Essas equacdes sdo equivalentes a definicéo inicial 4, | = A, a menos de termos envol-

vendo as variaveis independentes. Desde ja, para que essas equagodes caracteristicas sejam
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equivalentes as equacées de Euler-Lagrange, devemos ter condicoes sobre essas variaveis. De

(5.51), temos de imediato

62=0, 90_6°=0, 86°=0.

As equagdes caracteristicas para F (z) = A, (z) sdo calculadas usando

5, @) = [y {A, () 50 )} 60" ().

Apés algum célculo, em que devemos usar as expressdes ¢} = 0 e X3 = 0, chegamos direta-

mente aos parénteses

{A,(2),Z0 )} = 0 [0 A4 () + 0V A, (y) = V2AL ()] 8 (@ — ).
{A,(2), 51 ()} = 656°(x—y),

{A,(x), S22 ()} = [6,0" +0,07]8 (x—vy),

{A,(2),23@)} = o

Com estes, obtemos

6A,(z) = 6, [0° Ay (z) + OFA; () — VA, ()] 5a° (2)
+6, 00" (x) + (6,07 + 6,,07] 607 (x) . (5.55)

Os resultados individuais sao dados por

A, (z) = b0 (z),
SA_ (z) = [0" Ay () + 0T Aj (z) — V2Ay (z)] 62t + 0% 0% (z),
§A; (z) = 060 (),

que mostram que devemos relacionar A, = o' e 4; = 9%0?. Da equacéo para A_, temos
A—,-ﬁ- = A_A,_’_ + Ai,i — A+,ii + 8_é'2.
Usando (5.52), (5.53) e (5.54), podemos montar a relacéo

OFH=—[0_0" +0,0"] 6°. (5.56)

As equacoes caracteristicas para os momentos p* sdo obtidas da equacéo

5 () = / Py (" (2), S, ()} 50" (y)
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Mais uma vez, com alguma manipulacédo e uso das relagoes (5.52), (5.53), (5.54) e (5.56), temos

{r" (z),%0 ()}

{p" (z), 22 (y)}"
{p" (z), %5 ()}

o [a@;FH (y) —

~@VIREN (9) + (14 693) 02026° (3)] 6% (w — )

a9y 0" Oy F (y)

+8" [0V F' (y) + V36° ()] 6° (@ — y)
44 [8?4 i (y) + 8yFﬂ( ) — a2D8?Fij (y)
~80Y 076" (y)] 6° (x — y),

0
0
0

Entéo, resultam as expressoes

spt = [8>\F/\+ — 20,0 O\ FN —

op~ = [0;F'™ + V53] sat,

= [0_F~"+ 0;F" — a®00; F"

ou,

OipT = OFM — a20,0_0\FN —
8+p_ = 8ZFZ_
Oypt = 0_F '+ 9;FI' — o000, F" —

+ V263,

Essas séo as equacgoes dinamicas da teoria.

As equacoes caracteristicas para 7 fornecem expressoes para os momentos p“.

calcular os parénteses

{7 (), %0 (1)}

o d3 (y) o (x —

+o [F+— (v)
+0Y63 (y) —
0,
0,
0.

AVENFM + (1+a?V?) 9-0-6%| dat,

— 8,82-&3] Y

V2P + (14 a?V?) 9067,

0_0;6°.

y) — el (y) 8 (x —y),
—p~ (y) + O RFN (y)

aQaﬁvz&?* (y)] 83 (x—y)
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Assim, temos as equacées

6+7T+ = ¢3,
a+7T_ = F+7 — p_ + (1282'8)\F>\i + (]- - CL2V2) 870.'3,
8+7Ti = —gf)fl

As relacoes referentes a 7+ e 7~ apenas indicam o que podemos ver diretamente a partir das
condicdes de integrabilidade, ou seja, ¢3 = 0 e ¢}, = 0 resultam das condigdes 6¢; = 0 e 5¢5 = 0.

Usando o fato de que .77 =0, 0;7' =0 e 7~ = a0, F 1, essas equacdes nos fornecem

pt =a?0_0\F ™, (5.60)
p-=F "+ a0 F + (1-a’V?) 9_4°, (5.61)
Pl =F — 20,0, O\F " — 24%0_0,0\F + 24%0_0_0;5>. (5.62)

Substituindo (5.60), (5.61) e (5.62) respectivamente em (5.57), (5.58) e (5.59), temos as

equacoes de campo
(1+a®0) hF* = [640- (1 +a®V) + 6’0,V — 61'0; (1 + 2a%0,0-)] 0_6°.  (5.63)

Essas equacgoes formam uma familia de equacées de campo e as equacgoes de Euler-Lagrange
(5.11) séo obtidas quando o lado direito de (5.63) é nulo.

5.7 Transformacoes de gauge

Seguindo a ideia desenvolvida na secfo 4.5, a de que geradores em involucio séo geradores

de transformacoes de simetria, vamos analisar o conjunto de equacgoes X; = 0 formado pelos

geradores
¥, = 7t (5.64)
Yo = p"‘—8_7r_7 (5.65)
Y3 = —0_p — o' (5.66)

Com a operacdo dos parénteses generalizados, esses geradores fecham uma algebra de Lie

abeliana, ou seja,
{21 (@), 25 ()} =0.

Nossa analise consiste simplesmente na aplicaciao da equacao (4.85) com a matriz (4.84), cujas
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expressoes ja calculamos. Sdo dadas por

{Au(2),Z1(y)}" = 0,

{Au (), 22 ()} = 650 (x—y),

{Au(2), 53} = —[0,0° +0,07] 6 (x—y),
{Au (@), 21 (W)} = 656 (z—y),

(A, (2),Z2 ()} = [6,0° +8.07] 6 (v — ),
{4, (2),53 ()} = o

Portanto, o lado direito de (4.85) contém expressdes para todas as variaveis independentes

da teoria. Vamos reescrever esta equacao por

A (y), (5.67)
A=0

dA! (x

/d3y{Au (), 51 ()} d0! (y) = /d‘q’y 5Aff((y))
_ . SA! (z
/Ewuﬂmxmw}%%m::/fyMﬁJ

A=0

A (y). (5.68)

A simetria de gauge da teoria é a mesma da teoria de Maxwell. E dada pelas tranformacoes

dA (x)

A, (x) = Ay (z) + Th

(5.69)

para uma unica funcéo arbitraria A (x). Como o sistema € de segunda ordem, temos também

- - dA (z)
A () = Ay (z) + T (5.70)
Portanto, » = 1 e, como consequéncia,
3 - A = = 0%A 71
/C"”(SA@)AZ0 W) = g = %AE), 671
SA! A .
/ ddy 04, @) (y) = dg (:f) — %A (x). (5.72)
oA (y) A=0 x
A equacao (5.67) torna-se
2 —ax 3 i QT 3 _ ar
5:[60 (z) +6,,0Z60” (z) + 6,07 60" (z) = A (z), (5.73)
enquanto (5.68) 1é-se
1 —az 2 i T s, 2 9T A
5:50 (z) + 6, 0Z60° (z) + 0,07 607 (z) = A (z) . (5.74)
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De (5.73), tomando-se 1 = +, obtemos a relagdo
60 () = 0%A (z) = A (2).
As demais escolhas resultam em
9”80 (x) = 0% A (), ¥603 (x) = OFA ().
Ja a equacéo (5.74) tem como resultado
st (x) = 0% A (2), O 60° (z) = O A (x), O¥60? (z) = %A (x) .
Assim, torna-se claro que
sot =R, dot=A, do*=A. (5.75)

A variavel §03 é definida a menos de uma funcéo arbitraria de =+, que pode ser tomada nula

com condi¢des iniciais apropriadas.

O gerador G das transformacées de gauge é dado por
G =00 eX; =AY + AZy + AT5. (5.76)

Para conferir, podemos calcular

{A/u G}* = A{A/“ 21}* + A{A,u? 22}* + A {Aw Z:3}*
= 6 A+ [6,0-+05,0,] A
= [6501 +06,,0- +6,0i] A = 9,
{4,.G} = A {Au 0} + A {4 D} + A {4, B}
= A+ [5,0-+05.0] A
= [6504 +0,0-+6,0] A=0,A,

que reproduzem corretamente as transformacoes (5.69) e (5.70).

Neste exemplo, podemos ver que todos os geradores contribuem para a construcgao do gera-
dor de transformacées de gauge da teoria. Este pode nao ser o caso, contudo, de outras apli-
cagdes. A contagem de graus de liberdade é dada pela dimenséo do espaco de configuracao
diminuida do nimero de geradores da teoria, ja que cada gerador em involugdo, com excegdo
a Yo, corresponde a uma variavel independente indeterminada. Na teoria de Podolsky o es-
paco de configuracdo contém oito campos (A#,AM) e trés geradores X; = 0, de modo que

existem cinco componentes dindmicos na dinamica do plano nulo, ainda que existam seis va-
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riaveis dependentes (A_, A_, A;, 4;). Assim como no caso do formalismo de Dirac-Bermann,
um processo de fixacdo das variaveis independentes deve ser implementado, processo que é
conhecido como fixacdo de gauge. Na teoria de Podolsky este processo é determinado pela
escolha de trés condigoes I'; = 0 tais que {X;,I';} # 0 e, portanto, obrigaria a redefinicdo da
dinidmica do sistema com novos parénteses generalizados. Este processo é efetuado em [10],

no contexto do formalismo candnico, com a escolha do gauge de radiacéo generalizado

A+:0,

A+ - 0,
(1 + CLQD) (A_ - &Az) =0.

Contudo, esta é uma discussio fora do nosso escopo. Na dindmica instantanea, em que 2* = ¢
é o parametro de evolucdo temporal, a teoria de Podolsky é analisada na ref. [11], também

pelo formalismo Hamiltoniano.
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Capitulo 6

Relatividade Geral em duas dimensodes

Introducao

Em nossa segunda aplicacdo, vamos analisar a estrutura de geradores de um caso parti-
cular da teoria da Relatividade Geral, em que a hiper-superficie de Cauchy definida a t = 2

constante é uma linha unidimensional.

O grande objetivo da fisica moderna no que concerne teorias de campos é a quantizacio do
campo gravitacional e sua possivel unificacdo com as demais interacdes fundamentais da na-
tureza. No entanto, tanto a Relatividade Geral quanto outras teorias gravitacionais resistem
a este programa. Muitos dos problemas encontrados para quantizar a gravitacdo advém do
fato de a Relatividade Geral ndo ser uma teoria de gauge, pelo menos nio no sentido do
eletromagnetismo de Maxwell e das teorias de Yang-Mills-Utiyama. Um dos problemas mais
notaveis € o fato de a teoria ser ndo renormalizavel perturbativamente, o que levanta duvidas

com relacdo a existéncia de uma teoria quantica completa, ou nédo perturbativa.

A Relatividade Geral é uma teoria singular e, por isso, o conhecimento de sua estrutura
de geradores, ou estrutura de vinculos na nomenclatura de Dirac, é fundamental para o pro-
cesso de construcdo de uma teoria quantica [1]. O que esta por tras da analise de vinculos
é a busca por um espaco de fase com estrutura simplética ndo degenerada e essa estrutura
depende fortemente das simetrias da integral fundamental. Infelizmente, em quatro dimen-
soes a andlise de vinculos é complexa e ainda permanece um problema em aberto, mas a
analise de teorias em dimensdes inferiores provou-se um excelente laboratério, em razéo da

enorme simplificacdo que ocorre no sistema de geradores. A motivagdo para o estudo de teo-



rias gravitacionais em dimensdes inferiores a quatro é hoje bastante extensa, mas comecou
com o desejo de melhor compreender a estrutura de uma possivel teoria quantica da gravidade

em quatro dimensdes.

Em duas dimensées, no entanto, a Relatividade Geral torna-se uma teoria bastante pecu-
liar e a razédo é a prépria estrutura do espaco-tempo. Toda variedade pseudo-riemanniana em
duas dimensdes é conformalmente plana, ou seja, existe sempre um referencial para o qual
Jap = €xp ] Nap, €m que ¢ é um parametro de escala. Além disso, a prépria estrutura da
integral de Einstein-Hilbert parece carecer de estruturas nio triviais: as equacoes de campo
sdo trivialmente satisfeitas e o campo gravitacional néo possui graus de liberdade fisicos. En-
fim, ndo ha campo gravitacional verdadeiro, o que torna a prépria estrutura da Relatividade
Geral de pouco interesse para d = 2. Este fato fez com que novas estruturas fossem acres-
centadas a teoria, dando origem as teorias com dilatons [2, 3], de modo que a definicédo de
variaveis canoénicas fosse possivel. Teorias quanticas construidas a partir desses modelos sdo

exatamente soluveis em d = 2 [3, 4], 0 que suscitou imenso interesse no assunto.

Contudo, embora a Relatividade Geral em si seja trivial em duas dimensdes, sua estrutura
de geradores néo o é e sua analise de fato pode trazer contribuicées para a compreenséo da
estrutura de vinculos em quatro dimensées. Por este motivo, temos interesse nessa teoria nao
s6 como aplicacédo do formalismo de Hamilton-Jacobi, mas também como um legitimo sistema

canonico que pode lancar luz na teoria em dimensdes superiores.

Na secéo 6.1 vamos apresentar a notacdo que utilizaremos no restante do capitulo. Dis-
cutiremos também sobre a trivialidade das equacoes de Einstein em duas dimensées. Nas
demais secoes vamos proceder a analise de geradores. No entanto, usaremos a analise de
Palatini, em que métrica e conexdo sdo consideradas variaveis independentes entre si. Este
caminho traz grande simplificacdo ao formalismo, ja que evita a necessidade de tratar a teoria

como um sistema de derivadas de ordem superior.

6.1 Notacao e convencoes

Trabalharemos, entdo, com a acédo de Einstein-Hilbert

Sy :/ddm/(—l)d_lgg“fBRag, (6.1)

em d = 2 dimensdes, sem fontes e sem constante cosmolégica. Em (6.1), ¢"” sdo as compo-
nentes contravariantes da métrica do espaco-tempo de dimensao d. A métrica é representada

pelas componentes covariantes g, tais que g,,9"" = 5Z e g = det g,,,. Rop 80 0s componentes
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do tensor de Ricei
Rap =105, = Tonp + 155105 = 15a15,, (6.2)

nas quais temos os componentes Flﬁ da conexdo afim, que sdo simétricos em seus indices
inferiores. O elemento de volume invariante escrito como d%z/(—1)?1g implica na assinatura
da métrica positiva no setor temporal e negativa no setor espacial. Usaremos a virgula para

indicar a derivada ordindaria e o ponto e virgula sera empregado para a derivada covariante,

definida por
Aya = 0aAy — T3, 4, e (6.3)
AT, = 0, AT +T7 A (6.4)

no caso dos componentes de 1-formas e vetores.

Na Relatividade Geral, a métrica é covariantemente conservada, ou seja,
GaB;y = a'ygaﬁ - QA%QW\FQ\V = 0, (65)

em que Aﬁf =1/2 (5,‘1’55 + 55 53). Esta condigdo é conhecida também como metricidade. Neste
caso, os componentes da conexdo afim estdo relacionados aos simbolos de Christoffel pela

expressao

1
Top = 59" [900,6 + 9800 — Gopol- (6.6)

Definimos também o tensor de curvatura, ou tensor de Riemann, pelos componentes
Rapuw = Gax Fg’u,v - ng,u + Fg# By — Fﬁv Bul - (6.7)

Considerando (6.2) e (6.6), podemos ver que a integral fundamental (6.1) representa uma
teoria de segunda ordem nas derivadas da métrica. A variacio de (6.1) com relacdo a métrica

resulta diretamente nas equacées de Einstein
1
Rag - §ga5R = O, (6.8)

em que R = g"R,, é o escalar de curvatura. Essas equacdes sdo apenas de segunda or-
dem, embora esperemos de uma teoria de densidade Lagrangiana de segunda ordem que
suas equacoes de Euler-Lagrange sejam de quarta ordem. A razao é que a dependéncia das
derivadas de ordem superior no tensor de Ricci é linear e permite que esses termos sejam

colocados na forma de divergéncias totais [5].
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Se contraidas com ¢*?, (6.8) resultam nas condicdes

9*P Ry — gR —0. (6.9)

Para d = 2 essa ultima equacédo resulta na prépria definicdo para o escalar de curvatura.

Portanto, as equacdes de campo em duas dimensoes sio trivialmente satisfeitas.

6.2 Definicao dos geradores

Consideremos a integral fundamental (6.1) na forma de Palatini

em que d é par e diferente de zero. Nessa analise métrica e conexdo sdo tratadas como campos
independentes, ndo relacionados por (6.6). Com esta escolha, contornamos o problema de
considerar o formalismo de derivadas superiores, ja que esta integral fundamental torna-se de
primeira ordem. Contudo, a independéncia entre métrica e conexao deveria vir acompanhada
da condicdo de metricidade, para que o sistema descrito pela acdo (6.10) seja equivalente a
Relatividade Geral. Dessa forma, a condi¢do g.g,, = 0 deve ser incluida na a¢do com um
multiplicador de Lagrange, mas vamos evitar essa abordagem por duas razodes. A primeira
vem a ser o fato de a condig¢ao de metricidade ser um vinculo que contém derivadas da métrica,
0 que tornaria a analise consideravelmente mais complicada. A segunda razio é que ela nio
é realmente necessaria. Veremos que a integral (6.10) dara origem a uma teoria para a qual

a Relatividade Geral é um caso especial.

A integral (6.10) é de primeira ordem nas velocidades, ou seja, a densidade Lagrangiana é

dada pela expressao
L=-Q17 ; — Wapg™ — Ho, (6.11)

em que o ponto acima dos campos indicam derivadas temporais. Nesta aplicacido, estamos
usando a dindmica em forma instantinea, em que z° = ¢ é o parametro de evolucéo temporal e
as superficies ¥ (2 = t) = constante, séo as hiper-superficies de Cauchy da teoria. As funcdes

que aparecem nesta Lagrangiana sdo dadas pelas expressoes

Wos =0, (6.12)
057 = =g |A%g" — 8997, (6.13)
Uy = V=g9°° [AjfﬁrgM — Tl —To\l%s +T0.T% | (6.14)
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em que H, representa a densidade Hamiltoniana do sistema, que depende apenas dos campos

'), e de suas derivadas espaciais.

Outra maneira de proceder a andlise de Hamilton-Jacobi dessa teoria é considerando a
densidade de métrica h*® = \/—gg*? como varidvel, no lugar da métrica. Para dimenséo 3

ou superior ambas as abordagens sdo equivalentes. Contudo, observando a expresséo para o

determinante,
da—2
h=deth® = —(—g)" 2 , (6.15)
notamos que para d = 2 temos h = —1. A equacédo h = —1 é, na verdade, um vinculo entre as

variaveis h*? e este vinculo reduz o nimero de graus de liberdade: espera-se que a métrica
em duas dimensées tenha trés componentes independentes, mas a densidade de métrica deve
possuir apenas dois componentes independentes. Neste caso é impossivel escrever a métrica
em funcdo da densidade e, portanto, também os simbolos de Christoffel. A tnica analise
possivel utilizando a densidade de métrica é a de Palatini. Vamos proceder, contudo, com as

variaveis (¢, T},).

Como a Lagrangiana (6.11) é linear nas derivadas da conexéo e ndo depende das derivadas

da métrica na descricdo de Palatini, é imediato reconhecer os geradores

¢o (z) = po () + Ho (x) = 0, (6.16)
bap (7) = map (z) =0, (6.17)
¢2% (z) = 727 (z) + Q27 (z) = 0. (6.18)

Vamos recorrer a analise de integrabilidade para este conjunto.

6.3 A matriz M

A principio, temos as relagoes fundamentais dos parénteses de Poisson:

{9°% (@), mu (1)} = ASD (2 — ), (6.19)
{Ths(@), 7 (y)} = 03 ALLS D (2 — ) . (6.20)

Estamos interessados na matriz que envolve os parénteses de Poisson entre os geradores
(6.17) e (6.18). Usando a identidade

1
5v/—g = —5\/—gga559a6, (6.21)
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temos

{Bas @) 0 W)} = {657 (@) .04 )} =0,

v 1 T T o v v n
{bag (@), 08" W)} = SV—g(2) [gaﬁgV - 2A25} [ASTALS — ALZSY] 8" (x —y),

em que n = d — 1. Portanto, temos a matriz

(6.22)

0 C (z,y)
M(%?J)E(_C”x,y) Oy )

com C = {¢q3, #}" }.

Agora, vamos especializar o sistema para d = 2. As variaveis do espaco de configuracio do

sistema serdo organizadas na ordem
00 01 11 0 pl 10 pl 10 1l
9,9 ,9 7F007P007P017P017P117Pll'

Em duas dimensdes, os geradores da teoria séo escritos como

%0 = po + Ho,
$o0 = o0,
$o1 = o1,
11 = m11,
=
o =m",
b=l = Svae

1
W=+ S v=ag™,
o =7t — v=gg",

o1t =t + v —gg"

Podemos usar a relacéo gmg%ﬁ =8 para manipular convenientemente os componentes. En-

tao, a matriz C torna-se

0 0 —goog® 900 —2 —2g009™  2g00g"!

1
sz\/Tg 00 goog™  gorg™ —2g019""  —2g00g™ |0(z—y).  (6.23)

0 0 goig™ 9119 4—2g119"  2g11g™

Por convencio, os objetos a esquerda de uma delta de Dirac serdo tratados como aplicados

no primeiro ponto da delta, ou seja, Fé (x —y) = F (z) 0 (z — y), 0 que deve nos poupar algum
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espaco.

E facil notar que a matriz C é singular e, portanto, também o é a matriz M. Dois de seus
modos nulos estdo relacionados ao fato de os geradores ¢)° e ¢J" estarem em involugdo. Exis-
tem, contudo, outros modos nulos, pois podemos ver que ¢3! e ¢1! néo sédo linearmente inde-
pendentes. Em vez da matriz (6.23), vamos considerar os geradores (¢oo, ¢o1, 11, ¢y, ¢3*, #51),

que resultam na submatriz

1 03x3 Bsxs
M/ , = _ [ 5 — s (6.24)
(x y) 4 ! < - (BT)3><3 033 ) (m y)

em que

—9009°" go0g™® —2  —2goog™
B = 9009 9019 —2g019*! . (6.25)

019"  g119”° 4 —2g11g"

Esperamos que M’ seja regular e, neste caso, para o cédlculo da inversa é suficiente co-

nhecer a inversa de B (z). Contudo, seu determinante é dado por
det B = 4 (2 _ gaﬁga6> : (6.26)

que é identicamente nulo em duas dimensdes, em razdo da identidade g,39*” = d. Temos, as-
sim, o problema da existéncia da relacéo g,z ¢*% — 2 =0, que é um vinculo relacionado ao fato
de que introduzimos na teoria os componentes covariantes da métrica. Este vinculo poderia
ser integrado a acdo com um multiplicador de Lagrange, mas isso nao se mostra realmente
necessario. Em vez disso, vamos escolher uma submatriz mais restrita, por exemplo, con-

siderando o conjunto (o1, ¢11,9)", #7'). A matriz dos parénteses de Poisson desse conjunto

vem a ser
0 Alz,
M" (z,y) = o v (6.27)
—A" (z,y) Oz
em que
1
A= V=g ( g0 gon ) 5(x—y). (6.28)
go1 911

Neste caso, podemos verificar que ambos A’ e M"” sdo regulares. Note que a partir de (6.28)

podemos escrever

1
Aap = 7vV=99"90s0 (x — 1) (6.29)
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6.4 A inversa de )" e os parénteses generalizados

A inversa de M"” (z,y) é simples de ser obtida, requerendo apenas métodos algébricos.

Temos, portanto,

(M//)*l _ O2x2  — (AT)il
At O2x2

(A 1)T , precisamos apenas da inversa de A, que é dada por

) . (6.30)

Como (AT)f1 =
- 4 1 g0 ot
Al — d(x—y). (6.31)
V=9 g% ( 901 g11
Assim como em (6.29), podemos denotar os componentes da matriz inversa (6.31) por
4 1
AoB — — gﬁgaﬁé (x—y). (6.32)

Por uma questao de conveniéncia, vamos redefinir o conjunto de geradores que da origem

a matriz (6.27) por
01
1 .

H) =¢o1, Hi=¢11, HZ=¢, Hi=

Dessa forma, podemos reescrever

0 A,
Mié - 2x2 B (6.33)
—Aag O2x2
N 0 — AP
O A : (6.34)
A% gy

com/=1,2ea,8=0,1.

Com (6.34) definimos os parénteses generalizados

{F(z),Gy)}
7 (zw) {H] (w) .G (y)} . (6.35)

{F(2),G(y)}" =
—/dzdw {F(z),HL(2)} (M,/_I)IJ
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Usando a relacéo (6.35), podemos definir as rela¢ées fundamentais

(i} = o (@ [agt + ot

+ 0 [Age" + AYg" [ 6 (- w). (6.36)
{6 7w} = Ag?,‘(; 9 S —), 6.37)
{tm} = Qats@-y). (6.38)

Por construcéo, os geradores usados na contrucio de M" tém parénteses generalizados nulos
com qualquer funcao do espaco de fase. Contudo, devemos verificar os demais geradores. Se

forem integraveis, eles devem obedecer uma algebra de Lie com (6.35).

Podemos mostrar que

{¢a,3a gbuu}* = 0
p ko 9" o g’ pv N
{(baﬁ Py } A \/7 400 X 400 oA\, [ (z—y) =0,

{o ot} =0

Portanto, o sistema (%,3, <Z>f\“’) esta em involucéo entre si para d = 2.

Os parénteses dos geradores com ¢g, por outro lado, sdo dados por

(onin}” = ~ay=g5 |1- 5a [alzr,

Thy1 = DAL, + AT | 6 (2 y) = 0

{o6". 00} = [0 (V=99"") + V=g (4T + ¢"'T%)] 6 (x — y),
{60°, 0} = [-01 (V=99") — V=g (¢ (T, —T1,) —2¢°'T9))] 6 (z — v,
{¢(1)0a ¢0}* = [51 (\/jggn) ] (911 (F81 - Ph) + 2901F(1)1)] d(z—vy).

Assim, ¢, tém suas condi¢des de integrabilidade satisfeitas. Contudo, as relacées envolvendo

¢4 propdem novos geradores, dados por

xi = 0 (V=g9"") + V=9 [¢"Tt +¢"'T%], (6.39)
X2 = —O1 (\/ —9900) —Vv—g [900 (F81 - F%l) - QQOIF?J ) (6.40)
x3 = O (\/ —9911) —V—g [911 (F81 - Fh) + 2901F(1)1] . (6.41)
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Para ¢1!,
.1
{o1', 00} = o [9" X1 — 29" xs] 6 (x — ),

que é uma combinacéo linear do conjunto x4 = (x1, x2, X3) € ndo consiste em um novo gerador.

As fungbes x 4, assim como os geradores originais da teoria, devem obedecer as condigoes

de integrabilidade de Frobenius. Para tal, calculamos

{xa:0ap} =0, {xa, ¢k} =0, (6.42)
e

{x1,x2}" = —x20 (x — y), (6.43)

{xi,x3} =x30(z—y), (6.44)

{x2,x3}" =2x10 (z —y). (6.45)

Ainda devemos calcular as condigdes de integrabilidade {x4,%o}" = 0. Contudo, podemos
mostrar que a densidade Hamiltoniana desse sistema é uma combinacio linear desses ge-

radores:
Ho = (To1 — T00) x1 — Tooxa — Torxs- (6.46)

Assim, todas as condicdes de integrabilidade séo satisfeitas. Portanto, com a definicdo dos
parénteses (6.35), os geradores ¢g, ¢n3, gbf;"ﬁ e x4 estao em involucéo e o sistema de Hamilton-

Jacobi da teoria é completamente integravel.
Vamos usar a transformacéo

1 1

01E§(X3+X2), 0’255(X3—X2), 03 = X1, (6.47)

que resulta nas relacoes
{o1,00}" =03, {03,001} =09, {09,053} = —01. (6.48)

Com respeito aos parénteses generalizados, os geradores o4 fecham uma algebra de Lie do

grupo SO (2,1) com funcdes de estrutura constantes.

Agora, vamos considerar a densidade de métrica h*? = \/—g¢*” e a derivada
B — B B v B
DyhP = 8,h°P + 205 hHITY , — hoPTH (6.49)

A derivada (6.49) é a derivada covariante para uma densidade tensorial de segunda ordem.
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Por célculo direto, podemos mostrar que as equacoes de Hamilton-Jacobi x4 = 0 podem ser

escritas como
D1hB = 0. (6.50)

Nos resta, agora, calcular as equacées de campo da teoria.

6.5 As equacoes caracteristicas

Para analisar as equacgoes canonicas, usaremos a lei de evolucao

SF@) = [d{F @) o) o
4 [y (F @), 000 ) 567 @)+ [y {F @057 )} 80, 0

+ [y (F @) xa )} 5 ). (6.51)

em que w representa o conjunto de variaveis independentes. Desde ja, sabemos que w®? estéo
relacionados com ¢®?, enquanto wgﬁ estdo relacionados com Flﬁ. Contudo, a necessidade
de imposicdo das equacdes x4 = O para assegurar a integrabilidade da teoria nos obriga a
expandir o espaco das varidveis independentes, com a adicéo das funces w”. Como o conjunto
(do1, d11, 90, #7') néo estd em involucéo pelos parénteses de Poisson, os parénteses genera-
lizados que envolvem esses geradores é nulo por construcio, mas (6.51), que envolve todos os

geradores, é conveniente para escapar de problemas referentes a simetrias dos indices.

Com o uso das relacoes (6.36), (6.37) e (6.38), podemos empregar (6.51). A equacgao para

6% (z) = 6w™ (z), (6.52)

0

o que confirma que w’ = ¢°° a menos de uma constante de integracéo. J4 a variavel ¢°' tem

equacao caracteristica

01 01
g~ 0170 ! g
5°0 = —|g%TL 4+ g% (Tl —19) + g9 — 29 _gotp0 - [X:% - Xl” ot
00 (Tor — T'oo) 01~ = 00 0 = 400
01
1
+§W5900 — M50 + g%5w? + T [911900 _ 2901901] Sws. (6.53)

Obviamente, as equagoes x3 = 0 e x1 = 0 sdo validas, de modo que a dependéncia com relagdo

a esses geradores na verdade é nula. Podemos também escrever esta equacdo em forma de
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equacdo candnica:

01
g
dg” = —g"Tgo — ¢” (Tor —Tp) — 9" To1 + 2@901F81
9% 0 00 o1-1, 0.2, L1 11 00 01,017 -3
—I-gﬁaog —gw +g w—l—gﬁ[g g —2g9 g }c’u, (6.54)
em que w = Jyw.
A equacio que envolve g'! é obtida por
11 0171 11 (1 0 019" o I 1 4 11
dg = 2|9 Typ+y (F(n—roo)—g gﬁpm—ﬁgﬁ[g X3—49 Xl] ot
gl §OlglL
+gﬁégoo — 216wt + 26" 6w? — 2 400 duw3. (6.55)

Novamente, descartando termos lineares em x 4, temos a equacéo

01
dog"' = —2¢""Tgp —2¢" (Tgy — Tgo) + QQTOQHF&
g
11 01 .11
+§Waogoo — 291t 29002 — 2990% WP, (6.56)

As equacdes (6.54) e (6.56) sdo as equacdes que ditam como os campos ¢°! e g!! variam na
direcdo do eixo z° e formam uma familia de equacdes que dependem de quatro parametros.
Esses parametros sio dados pelas derivadas temporais de w’ e w4, que sdo variaveis indepen-
dentes da teoria. Para que a analise seja completa, necessitamos que essas equacgdes canonicas
sejam consistentes com as equacgoes de campo. Neste ponto vamos fazer esta analise para as
equacoes (6.52), (6.54) e (6.56).

As equacoes de campo na descricido de Palatini referentes a integral (6.10) sdo encontradas
a partir de sua primeira variacdo com relacéo as varidveis ¢*° e ry 5 independentemente. A

variacdo com relacio a conexio afim [6] resulta nas equacoes
D, kP — AP DR = 0. (6.57)

Partir das equacoes caracteristicas para mostrar que elas obedecem (6.57) é uma tarefa bas-

tante ardua. Portanto, vamos fazer o caminho inverso. Para 2% temos
00 _ <0 A0
Dyh™ = 65Dyh™ = 0.
Note que para v = 1 temos D;h%° = 0. Para v = 0, temos

Doh® — D\’ = — DA%t = 0.
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Vamos analisar a equacéo para h%!:
D0 — 50, — Lsip o — g
7T Ty AT Tty AR T
Se tomarmos v = 1, chegamos na equacao
D1t — Doh™ = 0.
Considerando D;h%' = 0, temos Dyh"® = 0. Com ~ = 0 temos

Doh% — Dipt = 0. (6.58)

Para h!!, podemos obter as equacdes
A
D b — 8 Dy =0,

que resultam diretamente em Dyh'! = 0 e Dyh"! = 0. Portanto, (6.58) é na verdade D;h'! = 0.

De tudo isso, aprendemos simplesmente que, se
D,h*F =0, (6.59)

as equacdes (6.57) séo satisfeitas. Sabemos que D1h*® = 0 equivalem as equacdes y4 = O:
os geradores advindos das condi¢oes de integrabilidade equivalem a parte das equacdes de
campo para v = 1. As equacdes restantes, Dyh*? = 0, com o uso da definicéo (6.49), equivalem

ao sistema

12 = 9009™°] B09™ — 29019™° 06" — 9119™ g™ +2¢°° (TFy — T'¢;) +4¢"' T, =0, (6.60)
9009" 309™ — 29009™00g"" — go19*°00g™ — 29™°T§y — 2¢'' T, = 0, (6.61)
9009 909™ + 29019 0g™ — [2 — go0g™] Gog"! + 2¢™ (T — Téy) — 4¢°' Ty = 0. (6.62)

Essas equacdes sdo de primeira ordem, o que ja deveria ser esperado, ja que a ndo ha derivadas
da métrica na agao. Se a analise que nos levou as equagoes (6.52), (6.54) e (6.56) for con-
sistente, devemos esperar que este sistema seja subdeterminado, ou seja, que a matriz dos

coeficientes, dada por

2 = g00g™] —2g019™ —g119%
N = 909" —2g00g™ —go19™ :
goog*! —2g009™ = [2 — goog™]

seja singular. Este é realmente o caso, considerando-se a identidade ga7975 =65,
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Vamos tomar as equacoes (6.60) e (6.61). Podemos escrevé-las como

2 01 1

dog™t = 791209 909 + %80901 + 2gj (F Fm) +4 gg I (6.63)
14% 1 4% 1 1

dog” = 5%60900 + 5%80911 %F(l)o - Ergr (6.64)

Ao substituir uma na outra, obtemos

11
dog'' = %‘90900 — 29" Tgo + 29" (T — Tt1) + 275501, (6.65)

01 e
dog" = %30900 —g"Tgo +¢°* (T8 — T61) — 9"'T01 + 2* oo, (6.66)

Na comparacio de (6.65) e (6.66) com (6.54) e (6.56) vemos que as equacgodes caracteristicas
sdo equivalentes as equacdes Dyph®® = 0 a menos de combinacdes lineares de derivadas das
variaveis independentes w”. As equacoes Dyho‘ﬁ = 0 tém como consequéncia direta a ndo ob-
servancia da condicdo de metricidade em duas dimensodes e, portanto, ndo podemos relacionar

univocamente os componentes da conexio afim aos simbolos de Christoffel [6].

Dessa forma, as equacoes caracteristicas da teoria formam uma familia de equacoes dife-
renciais totais, das quais as equacoes de Euler-Lagrange (6.57) sdo um membro dessa familia,

caracterizado pela observancia das condicdes w* = 0.

Novamente a menos de combinacées lineares de ¢, as equacdes canoénicas para Ffw séo

dadas por
F81,0 = F00 1 F(1)1,1 + Fh,o +20glY; — 20, Iy,
01
g
+29ﬁ [Fgl,l - F(1)1,0 +Tg (Fgl - F%l) +T (P[l)l - Fgo)} ) (6.67)
F(1)1,0 = F(l)O,l - F(ln (Fél - Fgo) - F(1)0 (Fgl - Fh)
11
g
+gﬁ [—F?Lo + F81,1 +T0, (Fgl - Fh) +19, (%1 - Fgo)} ; (6.68)
assim como
6T'3 = 6wy, oI = dwyy. (6.69)

~ 0 1 . . ..
As equacgdes para I'y; e I'y; , podem ser reescritas com o tensor de Ricci:

9" R + " Riy = 0, (6.70)
9" Roo — "' R11 = 0, (6.71)

em que R(,3 = 1/2(Rap + Rpa). Em razdo do fato de o trago da conexdo ser uma 1-forma
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arbitraria em duas dimensées, o tensor de Ricci néo é simétrico. A solucdo tensorial para este
sistema de equacoes possui apenas um componente independente, como esperado. Comparan-

do essas equacdes com as equacées de Einstein sem fontes

1
R;w - ingR =0, (6.72)

que sio obtidas com a variac¢do da acédo com relacédo a conexio afim, notamos que a contracio
desta equacdo com ¢”* é equivalente ao sistema (6.70,6.71). As equacdes de campo obtidas
pelo formalismo de Hamilton-Jacobi séo, portanto, equivalentes as equacées de Einstein par-

A

cialmente contraidas na auséncia de fontes, desde que as variaveis w** sejam escolhidas con-

venientemente.
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Consideracoes finais

Os resultados fundamentais deste trabalho sobre a teoria de Hamilton-Jacobi aplicada
a teorias de campos com derivadas de ordem superior estdo basicamente concentrados nos
capitulos 3 e 4. Contudo, o caminho percorrido nos dois capitulos iniciais trouxe alguns aspec-
tos matematicamente interessantes sobre essas teorias, todos bem conhecidos, mas que néo
constam em uma literatura acessivel sobre o calculo variacional. Podemos citar, por exem-
plo, o estudo das condi¢des de fronteira do problema variacional no capitulo 1 e a formulacgéo
completa dos teoremas de Noether. O aspecto mais intrigante talvez seja o fato de que, com
a definicdo da derivada de Lagrange (1.27), todas as expressdes adquirem aspecto bastante
simples e tratavel, de modo que a generalizacédo dos sistemas de primeira ordem para aque-
les de ordem superior torna-se imediata. Nesse primeiro capitulo, especialmente, usamos o
problema variacional para deduzir a forma do tensor densidade de energia-momento candnico
(1.25), que tornou-se uma quantidade fundamental durante todo o trabalho. Através dele so-
mos capazes nio s6 de deduzir uma expressiao para os momentos canénicos covariantes (2.30),
como também a forma da Hamiltoniana canénica (3.1) no formalismo parametrizado, no capi-
tulo 3. A cadeia de relagoes nos levou, também, a uma forma geral e consistente de definicdo

dos momentos néo covariantes.

No capitulo 2 estabelecemos um bom laboratério para o estudo do formalismo de Hamil-
ton-Jacobi para campos, com a tentativa de manter a covaridncia explicita dessas teorias.
Este, contudo, é um programa ainda em aberto e de dificil tratamento. Vimos que a teoria de-
senvolvida nesses moldes nao pode ser aplicada a sistemas relativisticos, ja que a equacgao de
Hamilton-Jacobi torna-se uma identidade trivial. Este problema pode ser rastreado a escolha
de Weyl de integrais equivalentes, que nos garante a existéncia de campos geodésicos para
Lagrangianas explicitamente dependentes do ponto do espago-tempo, mas colapsa no caso

conservativo. Contudo, a existéncia de outras definicées para campos geodésicos em teorias



de campos poderia resolver este problema, o que pode ser um tema de pesquisa futuro. Ainda
nesse capitulo, vimos como podemos deduzir as equacoes caracteristicas em forma covariante
e como essas equacgoes evidenciam a existéncia de parénteses de Poisson. Esta linha de inves-
tigacdo também pode ser seguida futuramente, ja que um formalismo simplético completo e

autoconsistente ainda necessita ser formulado para esses sistemas.

No capitulo 3, seguindo o mesmo roteiro ja apresentado no capitulo anterior, escolhe-
mos uma determinada foliacdo do espaco-tempo que nos permitiu formular uma teoria de
Hamilton-Jacobi com duas qualidades fundamentais. Primeiro, a escolha de parametriza-
céo eliminou o problema da trivialidade da equagao de Hamilton-Jacobi covariante em teo-
rias invariantes por reparametrizacées. Segundo, a teoria abriga com naturalidade sistemas
singulares, ou ndo Hessianos. Essa formulacido, em que os campos sdo tratados como dis-
tribuigdes sobre hiper-superficies de Cauchy (ou caracteristicas no caso da dindmica no cone
de luz), mostrou-se bastante similar a teoria de Carathéodory para a mecanica classica, as-
sim como a extensdo provida por Giiler para sistemas singulares. Sistemas nao Hessianos
de dimensao n e posto p sdo, como mostrado, caracterizados por um sistema de k(r+ 1)
equacoes funcionais (3.24) para a funcao S, em que r é o nimero de autovalores nulos da ma-
triz Hessiana. Cada equacéo esta relacionada a uma variavel independente e estas formam
um espaco de parametros que é um subespaco do espaco de configuracdo. Relacionadas as
equacoes de Hamilton-Jacobi estdo as equacoes caracteristicas (3.27) e (3.30), cujas solucdes
sdo parametrizadas pelas variaveis independentes gi)[o;n] e determinam um espaco de fase T*Q,
coberto pelas variaveis dependentes (qbfr;], pZ’?‘). Através das equacgodes caracteristicas fomos
capazes de evidenciar a estrutura dos parénteses de Poisson (3.41) e de construir os campos

vetoriais Hamiltonianos (3.52) geradores dos fluxos Hamiltonianos do sistema.

No capitulo 4 estudamos o papel das equacdes de Hamilton-Jacobi como geradores da
dinamica através de sua integrabilidade. Vimos que esses geradores devem fechar uma al-
gebra de Lie abeliana com os parénteses de Poisson para que definam uma teoria integravel
e, na secdo 4.5, generalizamos esta condicdo para o caso ndo abeliano, que chamamos generi-
camente de condicdo de Frobenius. Como geradores de uma algebra de Lie, as fun¢des @ sdo
também integrais de movimento. Através do estudo da estrutura simplética do formalismo
vimos que os fluxos Hamiltonianos gerados pelos vetores X' sdo transformacoes canonicas
infinitesimais. Por consequéncia, sdo também transformacées de simetria. Mostramos que
sistemas nédo Hessianos definem naturalmente uma estrutura simplética reduzida natural,
denotada pela 2-forma w,, e que os vetores X' sdo os autovetores nulos da 2-forma w. Com
essa visdo geométrica, fomos capazes de estudar a relacio entre as transformacées canénicas
geradas pelos campos Hamiltonianos e transformacoes de simetria a nivel Lagrangiano, espe-
cialmente as transformacoes de gauge. Como resultado mais importante nessa investigacéo,
encontramos a equacéo (4.52), que relaciona os parametros das transformacoes canénicas aos

parametros das transformacées de gauge locais. Na secédo 4.6 apresentamos o método que
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desenvolvemos em [1] para a andlise de sistemas ndo Hessianos, baseado nas condicoes de
integrabilidade de Frobenius. A definicao dos parénteses generalizados, quando da existéncia
de geradores néo involutivos, é o resultado mais importante deste tema. Com esse método,
temos um procedimento autoconsistente para tornar integravel uma dada teoria e, por conse-

quéncia, encontrar todos os seus geradores.

Nos dois dltimos capitulos aplicamos com sucesso esse programa. No caso da teoria de
Podolsky usamos a dindmica do plano nulo, que é responsavel pela existéncia de quatro ge-
radores néo involutivos, eliminados pelos parénteses generalizados (5.37). A andlise de inte-
grabilidade dos geradores restantes indicou a existéncia de um gerador secundario. Com a
expanséao do espacgo dos parametros para permitir que este gerador fosse também um gerador
da dinamica da teoria, pudemos relacionar o conjunto completo de geradores, com a dindmica
dos parénteses de Poisson, ao gerador das transformacoes de gauge do grupo U (1), através
da equacdo (4.85). Com isso, construimos o gerador das transformacdes de gauge, dado pela

equacéo (5.76).

No caso da acao de Einstein-Hilbert, em que trabalhamos na formulacdo de Palatini na
dinamica instantéanea, a aplicacédo do formalismo foi capaz de construir uma teoria canoénica
cujas equacoes de campo reproduzem as equacdes de Einstein. Da mesma forma que a teoria
de Podolsky, geradores nao involutivos foram tratados com a adogao de parénteses generaliza-
dos e os demais geradores primarios deram origem a novos geradores. Contudo, a analise da
simetria de gauge dessa teoria ainda encontra-se em andamento, de modo que ndo pudemos

apresenta-la aqui. No caso especifico dessa teoria, produzimos o preprint [2].

No campo das perspectivas futuras, consideramos que a anéalise das relagées entre os fluxos
Hamiltonianos e as transformacgoes de simetria Lagrangianas ainda é um campo fértil. Pre-
tendemos levar este estudo adiante em duas frentes. A primeira segue a ideia de que as
simetrias da integral fundamental de uma teoria se refletem em suas equagoes de Hamilton-
Jacobi. Especificamente, pretendemos buscar um método geral de reconstrucéo das simetrias
a partir dos geradores sem conhecimento prévio das transformacgdes Lagrangianas. Outro
caminho é o de implementar a fixacdo de gauge, bem como a transformacéo dos geradores néo
involutivos em geradores involutivos, evitando o uso dos parénteses generalizados. Ambos
os caminhos pretendem ser uma rota para a melhor compreenséo do processo de quantizacao
nao perturbativo de teorias de campos. A prépria estrutura dos parénteses generalizados pode
ser melhor explorada futuramente. Sistemas descritos por esses parénteses, que possuem re-
lagoes de comutagao fundamentais complicadas, devem poder ser descritos por coordenadas
que transformem essas relacGes nas mesmas relacoes obedecidas com os parénteses de Pois-
son. Isto depende, claro, de uma analise do teorema de Darboux para sistemas ndo Hessianos.
Como perspectiva imediata, estamos no término de dois trabalhos. O primeiro é uma analise
da gravitacdo linearizada, enquanto o segundo consiste em uma analise da teoria de Yang-

Mills topologicamente massiva.
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