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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar seqiiências encadeadas positivas

e algumas de suas extensões e, suas aplicações na teoria de polinômios ortogonais

definidos na reta real, bem como, na teoria de polinômios de Szegó, que são po­

linômios ortogonais definidos no círculo unitário. Como aplicação dos resultados

obtidos, foram considerados os polinômios de Szegó e alguns polinômios ortogo­

nais na reta real, cujas medidas apresentam saltos.

Palavras­chave: seqiiências encadeadas, polinômios ortogonais, polinômios de

Szegô, relação de recorrência.
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Abstract

The main purpose of this work is to study positive chain sequences and some of

its extension and their aplications on the theory of orthogonal polynomials defined

over real axis, and also on Szegô polynomials which are orthogonal polynomials

on the unit circle. As aplication of the results obtained we consider the Szegô
polynomials and some orthogonal polynomials on real axis whose measures have

jumps.

Keywords: chain sequences, orthogonal polynomials, Szegô polynomials,
recurrence relation.
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Capítulo 1

Introdução

Os polinômios ortogonais mônicos Pé, n > O, em relação a uma medida positiva
dg, satisfazem à seguinte relação de recorrência

Pin(z) = (1 — 88, )PÍ(2) — od, PL(0),

onde Pó(x) = 1, Pó(r) = x — BÍ, Be R, n>1le oÉ > O0,n>1 (veja,
por exemplo, Chihara [4] e Szegô [17]). Podemos citar algumas áreas que se
beneficiam das propriedades desses polinômios, tais como, quadratura numérica,

aproximação por mínimos quadrados inclusive série de Fourier, teoria de frações
contínuas e outras.

Em 1996, Sri Ranga [15] obteve o seguinte resultado na área de polinômios
ortogonais: Sejam dé, e dá, duas medidas positivas simétricas relacionadas por

cdda(x) = (14+ qxº)déi(x), onde q é real e positivo e c uma constante apropriada.
Então, associada a essas medidas, existe uma seqiência de números positivos

(ln), com q = 1, tal que

(lh ­D(lh1+t+l)= 49081,
n>I. (1.0.1)

(lh = (li +1) = 49082 1,
Este resultado surgiu como conseqiiência de estudos sobre os polinômios similares

aos ortogonais (veja, por exemplo, Sri Ranga [16]). Seu recente trabalho [1],

1
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Introdução

juntamente com Berti, mostra que (1.0.1) vale para qualquer valor real (não
necessariamente positivo) escolhido para q, de maneira que dá, e dd, permaneçam
medidas válidas. Com as substituições kº = —1/g e gh = (1 + lh41)/2, por
exemplo, os resultados associados a (1.0.1) podem ser escritos como

cdda(x) = (kº — 1º )déi (x) (1.0.2)

a
(1 = Gn­1)Gn­2 ==

com 9, = 1. Então, como af! ,/kº > O e af? ,/kº > 0, temos0 <g, <1, n > 1,
se 0 < go=1—­aÍ'/kº < 1 (veja Bracciali, Dimitrov e Sri Ranga [3]), ou seja,
(gr Ho É uma seqiiência de parâmetros associada à sequência encadeada positiva

fa /kº),. Dizemos que fan), é uma sequência encadeada positiva, se
existe uma segunda seqiiência (hi), tal que O < hq <1, O<h< le

(1— hn­1)hn = an paran > 1.

Segundo Chihara [6], as sequências encadeadas surgiram de certas frações

contínuas nos estudos de E.B. Van Vleck, e cuja teoria foi formalizada por Wall

[21]. Tais sequências foram estudadas por Chihara [4, 5, 6], e também por vários
autores, veja |[3, 18, 23].

Com o uso das propriedades dessas seqiilências juntamente com o resultado

(1.0.3), novos resultados foram obtidos para alguns polinômios ortogonais rela­

cionados a outros bem conhecidos e, em especial, alguns casos particulares de po­

linômios ortogonais considerados por Koornwinder [11]. Em 1984, Koornwinder
B.M,Nconsiderou os polinômios ortogonais Pº associados à medida dg dada por

f sesta) = MIC + NS) +02 f| fia) = a)º(1 + 1)6da,
V(s+1)

237(a +1)09(6+1)'
linômios de polinômios de Koornwinder. Um de seus aspectos interessantes é que

Seguindo Kiesel e Wimp [10] chamamos esses po­comL =

os mesmos são soluções de certas equações diferenciais de segunda ordem. Em

2
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Introdução

nosso trabalho, consideramos ainda os polinômios ortogonais K,AME) associados
à medida dé(A, M, k; x) dada por

FORO M 2) =

EE MUCH + 1001SOM)fº reCTae,xL

12)9+1/2com SO (k) = f.E A dr e À > —1/2. À medida tem saltos nos pontos
—kek. 7?

O objetivo inicial proposto para este trabalho foi fazer um estudo sobre poli­

nômios ortogonais na reta real utilizando seqiiências encadeadas positivas e uma

extensão dessas seqilências, que são chamadas seqiências encadeadas genera­

lizadas, onde são descartadas as exigências de que os parâmetros h, satisfaçam

às condições 0 < ho <1 e O0<h,<1, n>1,e além disso estudar o com­

AME) , abordados no artigo de Bracciali,portamento dos zeros dos polinômios KÍ
Dimitrov e Sri Ranga [3]. O desenvolvimento do estudo proposto inicialmente

constitui os Capítulos 2, 3 e 4 desta dissertação.

Contudo, durante nosso estudo, surgiu a oportunidade de aplicarmos sequên­

cias encadeadas no estudo dos polinômios de Szegô, que são ortogonais no círculo

unitário (veja, por exemplo, Szegô [17]) definidos por

sa)Sdu(2)= |  s(eST(ETdu(e)=0,mén,
[

sendo duv(z) uma medida positiva no círculo unitário, isto é, v(e"º) é uma função
real, limitada e não decrescente para O < 6 < 27. Outros autores têm utilizado

segqiiências encadeadas no estudo de polinômios ortogonais no círculo unitário

(veja, por exemplo, Zhedanov [23]), e, muitos têm estudado os polinômios de
Szegô (veja, por exemplo, [8, 20]).

Em 1989 Jones, Njâstad e Thron [7] consideraram os polinômios

Sn(2) + wnS*(z), com |wn| = 1, denominando­os por polinômios para­ortogonais,
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Introdução

que satisfazem

[18.0 + wnSa(2))zºdv(2) =0, 1<s<n­l,
onde S*(z) = z"S,(1/z) são os polinômios recíprocos e S, indica que somente
os coeficintes de S, são conjugados. Mostraram, por exemplo, que os zeros de

Sn(2) + wnS*(z) são distintos e estão no círculo unitário.
No Capítulo 5 desta dissertação, considerando somente os polinômios de Szegô

reais (que são associados a certas medidas simétricas), construímos os polinômios
mônicos

Sn(2) + S*i(2) e (z­NRÉRO1(2) = Sn(2) — Si(z)
1+ S,(0) 1 — Sn(0)

para n > 1, que são casos especiais dos polinômios para­ortogonais e satisfazem

RO(2) =

à seguinte relação

22Sn1(2) = RO(2) + (= ­ DR (2), n>1.

Os polinômios RO, i = 1,2, satisfazem

Rin(2) = (2 +1)RÍ(2)­ 400 2RDA(2), n 21,
com RÓó (2) =1, RO(z) =2z+1 e

1alli=3(1+ani)(1­0n)>O,
a, = is — an)(1 + An+1) > 0,

n>ll

Observamos que os coeficientes falMN tee fa?a) da relação (1.0.4) são sequências
encadeadas, cujas seqiiências de parâmetros são dadas respectivamente por

oo oo

fon =!22) e fon =") |2 n=0 2
n=0

Deste modo, através da transformação de Delsarte­Genin x = r(2) = 2

(veja Zhedanov [23]) podemos obter P$'(x) = (42) W/2RÓ(2), 1 = 1,2, que
satisfazem às relações de recorrência

P$i (x) = Pé (1) — af PÉ (0), n>l,
4
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Introdução

e são ortogonais em [—1,1] em relação as medidas dg1(x) = —dv(z) e dd2(x) =

—(1 — xº)dv(z), respectivamente, e af == af 1. É importante observar que dd,
e dá. são dadas por (1.0.2) com k = 1, ou seja, dd2(t7) = (1 — xº)df(x). O

estudo dessas medidas, que foram dadas originalmente por Sri Ranga [15], como
já foi mencionado, teve um papel fundamental em nossas pesquisas. O teorema

abaixo, que é o Teorema 5.3.2, demonstrado no Capítulo 5, é uma das importantes

contribuições deste trabalho. Precisamente, ele relaciona polinômios ortogonais

na reta real com os polinômios de Szegõ, e ainda mostra como os coeficientes de

reflexão a, = Sr (0) podem ser gerados.

Teorema: Sejam dé1(x) e déd2(x) duas medidas positivas em [­1,1] tais que

dé2a(x) = (1 — xº)déi(x). Sejam os respectivos polinômios ortogonais mônicos
Pé! e PÓ? associados a estas medidas que satisfazem

P,
nfa(r1) == x1P$ (x) = af PÁ1(2), nt > 1.

Seja

22Sn­1(2) = RO (2) + (2 — 1) RO (2), n>1,

onde RÍ (2) = (42)"?P$i(1(2z)). Então, Sn são os polinômios de Szegô mônicos
associados à medida dv(z) = —dd,(x(2z)). Além disso, os coeficientes de reflexão

an = Sr (0) podem ser gerados por
d2

1ou 225 Bias Sur pr É n>L.408,
=] =+an (1+an1)

Dado explicitamente,
d2 2 $2 ,,Ó2 $2  d2 2

Xon—1X2n—3:­­AX3 Ho 1 — 9 Ean%on——2:.­aA) don=di nó did d1 Ó1 di
Xon—1X2n—3+­­X3 Ho XonAXon—2+­­Xo

an­1=2

onde né, i = 1,2, são os respectivos momentos de ordem zero.
Um dos resultados interessantes deste trabalho, é a aplicação deste teorema

feita juntamente com os polinômios ortogonais associados à medida dé, definida

em [—1,1], com à >—3/2,M>0 e O0O<rtT<1,talque
q2)h+1/2[ fo = gr (MUCD ++ [ saCE

5
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Introdução

7 (ºP— 22)9+H1/2
c= AD

1­2?

Essa medida tem saltos em —7 e 7. Quando 7 = 1 (e À > —1/2), os polinômios

dr.
—T

associados a dé, são os polinômios de Koornwinder simétricos (veja [11]).
Essa dissertação está dividida da seguinte forma:

No Capítulo 2, fazemos um breve estudo sobre polinômios ortogonais na reta

real. Apresentamos, também, um resumo sobre os polinômios ortogonais clássicos

de Jacobi e de Gegenbauer. Consideramos ainda os polinômios de Koornwinder.

No Capítulo 3, apresentamos alguns conceitos e resultados sobre frações con­

tínuas e fazemos um estudo sobre seqiiências encadeadas positivas, que possuem

muitas aplicações nos estudos de polinômios ortogonais.

No Capítulo 4, relatamos os resultados obtidos no trabalho recente de

Bracciali, Dimitrov e Sri Ranga [3] sobre seqilências encadeadas generalizadas

e medidas relacionadas, tais como, cdg2(x) = (kº — 1º)déi(x). Como uma apli­
> a: A AM M,k :cação desses resultados, utilizamos os polinômios í ), e ainda apresentamos

propriedades de monotonicidade dos seus zeros.

No Capítulo 5, aplicamos segqiiências encadeadas no estudo dos polinômios de

Szegô (polinômios ortogonais definidos no círculo unitário). Fazemos um estudo
sobre polinômios para­ortogonais e sobre certas relações entre polinômios de Szegó

e polinômios ortogonais na reta real.
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Capítulo 2

Polinômios Ortogonais na Reta Real

Neste capítulo consideramos algumas definições sobre os polinômios ortogonais na

reta real e algumas de suas propriedades, em particular, alguxas polinômios orto­

gonais clássicos, tais como os polinômios de Jacobi e os polinômios de Gegenbauer

que são casos especiais dos polinômios de Jacobi. Na Seção 2.3, apresentamos um

estudo sobre os polinômios ortogonais de Koornwinder, que podem ser encontra­

dos em Koornwinder [11]. Os resultados deste capítulo, exceto a última seção,

podem ser encontrados nos livros de Chihara [4], Krylov [12] e Szegô [17].

2.1. Propriedades dos Polinômios Ortogonais

Definição 2.1.1. Sejam (a,b) um intervalo real, ­s0o <a <b< ocoegd uma

função real, limitada, não decrescente e com infinitos pontos de aumento em

(a, b). Os valores
b

n= | sde(o), r=0,1,2,...,
a

são chamados de momentos. Se os momentos 1, r = 0,1,2,..., existem, do

é chamada uma medida (medida positiva) em (a, b). Quando dé(x) = wí(x)dr,
onde w(x) > O em (a,b), mas não identicamente nula, w é uma função peso.
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2.1 Propriedades dos Polinômios Ortogonais

Definição 2.1.2. Dizemos que (Qn).., é uma seqiiência de polinômios or­
togonais com relação à medida dá em (a,b), se

1) Qu é de grau exatamente n;

) (Qu Qu) =/ Qnl)Qn(a)dÓ(a) =| OU Senám
a Mn >0, sen=m.

Se pn = 1, n > O, dizemos que (Qn)., é uma seqiiência de polinômios
ortonormais.

Denotamos os coeficientes dos polinômios ortogonais Q, por ani,i =0,1,...,n,

Ou Seja,

Qn(x) = Dani, Ann . 0.
i=0

Teorema 2.1.1 (Relação de recorrência de três termos). Seja (Qr)X.,

uma sequência de polinômios ortogonais em (a,b), relativamente à medida dg.
Então

Qnu+1(2) = (In+1zr — Bn+1)Qn(X) — nniQn1(X), n20, (21.1)

com Q1(x) =0O, Qoí(r) =1 e an ni, In ER, n>0, onde
(TQn, Qr)Ant+l1,n+1== REALE ALE 0, = —————Yn+l Ann É Ôn+1 Yn+l (Qn, Qn)

An] = Yn+1 (Qn, Qn)nt Mn (Qn­1, Qn—1)
20.

Seja (Pr),o uma sequência de polinômios ortogonais mônicos, ou seja, o
coeficiente do termo de maior grau é igual a 1, neste caso 1741 = 1 ea relação de

recorrência é da forma

Prna (x) = (z = Bn+1) Pn(x) = an+1Pn­1(D), n > 0 (2.1.3)

com P(x) =0, Po(t)=1 e Pnini, On41 E IR, onde

(zPn, Pr) (Pr, Po)
41 = TEM e ansnO.é n (Pr, Pr) n (Pn­1, Pn1)
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2.2 Alguns Polinômios Ortogonais Clássicos

Teorema 2.1.2. Seja (Qn 2, uma seqgiilência de polinômios ortogonais no inter­

valo (a, b), relativamente à medida dá. Então, os zeros de Q,, são reais, distintos
e pertencem ao intervalo (a, b).

Denotamos os zeros dos polinômios ortogonais Q, por Tni, t=1,...,n, em
ordem crescente, ou seja,

tn,1 < Tn,2 << Inn

Definição 2.1.3. Chamamos de verdadeiro intervalo de ortogonalidade

ao menor intervalo fechado [&1,m], que contém todos os zeros dos polinômios
ortogonais Qr,. Temos ainda que

& = lim rn1 m = lim tr, n.n—>0o0 nooo |

Definição 2.1.4. Dada a sequência de polinômios ortogonais mônicos TP, )%,

definimos os polinômios associados mônicos à P,, por

On(2) =2 [EO ), n>1me t—r
Os polinômios associados mônicos O, são polinômios de grau n — 1.

Teorema 2.1.3. Seja (PY), uma sequência de polinômios ortogonais mônicos.
Os polinômios associados mônicos On, satisfazem a mesma relação de recorrência

dos polinômios Pr, com condições iniciais Oo(r) = 0 e O)(x) =1.

2.2 Alguns Polinômios Ortogonais Clássicos

Segundo Chihara [4] os polinômios de Jacobi (incluindo os casos especiais de

Tchebichef, Legendre e Gegenbauer), Laguerre e Hermite são chamados de po­

linômios ortogonais clássicos. Nesta seção consideramos algumas propriedades

básicas dos polinômios de Jacobi e, em particular, os polinômios de Gegenbauer.

Para isso, apresentamos primeiramente a definição da função especial Gama e

série hipergeométrica.
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2.2 Alguns Polinômios Ortogonais Clássicos

Função Gama

Definição 2.2.1. A função gama foi definida por Euler, em 1729, da seguinte
forma

A função gama também pode ser dada como integral de Euler de segunda
espécie

oO(x) =/ et dt, Re(x)>O.
o

Série Hipergeométrica

Definição 2.2.2. Definimos uma série hipergeométrica por

(nax(0)an!
com (a), = a(a+1)(a+2)...(a+n—1), n>1e(a)»>)) =1,a%0. O símbolo (a),

2F1(a,b, so) =1+9 OO(a)
é chamado de símbolo de Pochhammer­Barnes (veja, por exemplo, Szegô [17]).

2.2.1. Polinômios de Jacobi

Os polinômios de Jacobi são ortogonais no intervalo [­1,1] com relação à medida
dé(x) = (1— x)º(1 + x)º dr, e, > —1, a,8 E IR. São denotados por P*?,
Através da fórmula de Rodrigues, podem ser definidos por

Pa) = Da 9a + Catar.
O coeficiente do termo de maior grau para tais polinômios é dado por

a, E 1 T(a+B+2n+l)
nm 2gnn! D(a+B+n+1)'

Teorema 2.2.1. Os polinômios de Jacobi satisfazem à seguinte relação de orto­

gonalidade

semz*EÉrn,0,
(PP), plaby = 20+8+IPV(a +n+DD9(B+n+1)

(a + B+2n+1)nT(a+B+n+1)'
sem=n.

10
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2.2 Alguns Polinômios Ortogonais Clássicos

A relação de recorrência de três termos para os polinômios de Jacobi é dada

por

PÍSó (0) = (In+1T —= Bn+1) PO (x) = an+1 POD (x)

(a + B+2n+2)(a+ B+2n+1)
2(n+1)(a+ +n+1)Mn+1 = ,

(6º ­ aº)(a + B+2n+1)
2(n +1)(a+ 6 +n+1)(a+B+2n)ân+1 =

(a +n)(B+n)(a+B+2n+2)
(n+1)(a+B+n+1)(a+B+2n)AnH+1 —

2.2.2 Polinômios de Gegenbauer

Os polinômios de Gegenbauer, também chamados polinômios Ultraesféricos, são
casos especiais dos polinômios de Jacobi, com a = 8 = (4 — 1/2), A > —1/2 e
A £ O, pois para À = O temos os polinômios de Tchebichef. Eles são ortogonais
em (—1,1) com relação à medida dé(xr) = (1 — 2)? do.

Em Chihara [4, p.144] os polinômios de Gegenbauer Qo, são dados por
—

2 +2QU)=| O MT ea | pleno),
a a

(a,a)onde Pi** são os polinômios de Jacobi com À =a e

al. T(a+1)
hp) T(b+1)0(a­b+1)'

Podemos, então, escrever os polinômios de Gegenbauer como

r(a + 1)T(n + 2a + 1) piaa)(a)T(2a FDI(n FarQu) =

r(A+1/2)7(n +29) pO­1/22­1/2)
T(2I)C(n+2A+1/2)"

(0).
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2.3 Polinômios de Koornwinder

Em Rainville [13], os polinômios de Gegenbauer na forma mônica, PO, são
dados em termos da série hipergeométrica

A (2+2X), 1—­rxnie TEM p(onn+2A+2;2+3/2; » n>L.TES 2aFi(—n,n+2A + +3/ 2 ) n>1
A relação de recorrência de três termos para os polinômios de Gengenbauer

PO (1) =(2)

mônicos é da forma

PA(x)= xP (x) — — ni(), n>O, (2.2.1)

com PO (x) =0O e Pi (x) = 1. Consequentemente, os coeficintes oO), são dados
por

(3) nín+22A­—­1)
nl An +A)(MN+A­1D)'

2.3 Polinômios de Koornwinder

Em 1984, Koornwinder considerou os polinômios P&6MN definidos por

PSMN(7) = [2] [310 = )MB, = (1 +2)NNAJE + AnBs|Pa),nº

paran > 0, onde s= a +B+1,
(B+1)1,n! nín+s)

(a +1)7(s)) s(a+l)
(a+l)),nl nín+s)

(8+1)n(s),: s(6+1)

e PI?) são os polinômios de Jacobi.

An = M, Br, =

Os polinômios P&6MN são ortogonais em [­—1,1] associados à medida dé
dada por

t

f f(n)dé(s) = MÍ(I) + NS) +LfSF) 2) +2)do,
T(s+1)

L=onde EL = Ta +DI(BTD
parte contínua é a medida associada aos polinômios de Jacobi. A relação de

. À medida tem saltos nos pontos —1 e 1, e sua

recorrência de três termos associada a esses polinômios foi dada por Kiesel e

Wimp [10].
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2.3 Polinômios de Koornwinder

No caso a = B= A— 1/2e M = N, temos os polinômios de Koornwinder
X—1/22­1/2,M,MAs NMsimétricos Pr , que denotamos por KM,

: : AL ; NM M,k ; N ;Consideramos ainda os polinômios ortogonais KIM) associados à medida
dé(A, M, k; x) dada por

f f()IO(A, M,kix) =
(2.3.1)

1

2M +1 xº[MIC + 108] + (19(8)'f seExa),
onde

.
1/1 /2YMH+1/21 = | [Cl a) MA12 PR

Neste caso, temos k,À números reais tais que k > 1 é à >—3/2o0uk=1le

à > —1/2.
Se k = 1, então temos os polinômios de Koorwinder simétricos Kn&Dz)J=

KT(x) e a medida dé(A, M,1;x) dada por
f  fa)GO,M, 14) =
mi MUCD+SO)+ TTA IR). f(a)(1= 2º)"2) V de).

Esta medida tem saltos nos pontos —1 e 1, e sua parte contínua é a medida

associada aos polinômios de Gegenbauer.
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Capítulo 3

Sequências Encadeadas Positivas

Neste capítulo, nosso objetivo é fazer um estudo sobre sequências encadeadas

positivas, que possuem muitas aplicações no estudo de polinômios ortogonais.

Apresentamos então, alguns conceitos e resultados sobre frações contínuas. Em

Chihara [4], encontramos todos os resultados aqui apresentados. Acrescentamos
também, detalhes de demonstrações omitidos pelo autor. Para maiores detalhes

veja, por exemplo, Wall [21].

3.1. Fraçoes Contínuas

Uma fração contínua é uma expressão da forma

a:
azbo +

by+A+,

onde fanl&%, e fbn)%, são seqilências arbitrárias de números complexos (ou
funções complexas). Uma fração contínua pode ser finita ou infinita. Considere­
mos a seqiiência (C,)%, construída da seguinte maneira

Co bo
a:Cc, bo + 7

14



3.1 Frações Contínuas

Cn, que é uma fração contínua finita, é chamada de n­ésima convergente (ou

aproximante) da fração contínua (3.1.1).
Neste trabalho, adotamos as seguintes notações para as frações contínuas

(3.1.1) e (3.1.2), respectivamente

a azbo + (3.1.3)A+ b+es+

(3.1.4)

É naturalmente possível que certos convergentes sejam indefinidos. Por
exemplo, Ca não tem sentido se b7ba = —a2. Contudo, se quisermos ainda con­

siderar a correspondente fração contínua, fazemos uso da definição abaixo.

Definição 3.1.1. Dizemos que a fração contínua (3.1.3) converge para o valor

K (finito) se, no máximo um número finito de Cr, sejam indefinidos, e

lim C, = K.
nA+oo

Caso contrário, dizemos que a fração contínua diverge.

Se a fração contínua converge para K, escrevemos

a a,ore 2 = K.TRAB

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



3.1 Frações Contínuas

Da relação (3.1.2) podemos escrever C, = êã, n=0,1,2,..., onde
Ao = bo, Bo = 1,

Ar =bobhi+a, B=h,

As = bob: ba + boas + a1 bs, B» = b1 bo + a2,

Notemos, por exemplo, que 43 = b]A1 +a24,o e Ba =b2B,+a2By. Deste modo,
temos o resultado a seguir.

Teorema 3.1.1. Sejam as sequências An) e (Bn) tais que

An = bn Ano + an An­2,
n>l, (3.1.5)

Bn = brBn + an Bn­,

com AÀ.1 =1, Ag=h, B1=0 e By=1. Então, a n­ésima convergente, Cn,

dada por (3.1.4), "satisfazC, = Arn/Bn, n=0,1,2,... .

Demonstração: Mostremos por indução. Para n = 1, o resultado vale, pois

A =hh +Hl1:=hA+mA, e B=h­1+0­ 0=bhB+aBx.

Suponhamos que (3.1.5) seja válido para n < k, e mostremos que vale para

n = k +1. Como Cx41 pode ser obtido de Cr; pela substituição de b,, e pela

hipótese de indução, podemos escrever

[ + =Ar: +arÃ£oobr+1Cx+1 =

[o + —Br—­1 +arBrobr+1

Usando (3.1.5) com n = k e n= k+1, consecutivamente, obtemos

brAgo1 + 0xAg­o + FirÃko) — Ax + (ax+1/br+1) Akabr+1

brBr: +axBr­oa +UEB, Br+(axni/br+1)Beobr+12

br+r1idk HFagriÃd£o — AÁrio
br+1Br HaxniBre1. — Brun

Cr+1

16
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3.1 Frações Contínuas

Segundo Chihara [4], as fórmulas dadas por (3.1.5), são conhecidas por
fórmulas de Wallis, onde Ar é chamado o n­ésimo numerador parcial e

Bn é o n­ésimo denominador parcial da fração contínua.

Através das fórmulas de recorrência de Wallis, podemos obter duas relações

importantes. Primeiramente, se multiplicarmos a primeira fórmula por Br1ea
segunda por An; e, subtraírmos uma da outra, obtemos

AnBn­1 = Br Ana = —an(An—1 Bn­o = Bn­1An­2),

An Bn­1 — Br An: = (=1)"Paascan, n>O. (3.1.6)

A relação (3.1.6) é conhecida como fórmula do determinante (veja,

Wall [21, p.15]), pois

An Br

Ann Bn
= AnBn1 = Br An­1.

Agora, dividindo (3.1.6) por Bn­1Bn, obtemos

An Ana — (—1)"Haja2...an
Br Bra ” Bn—1Br

|Lembrando que B = bo, temos
o

AAn po (1) Hl09103...0%
Ba | Br1Bx !

desde que b, £ 0 e B, AO para Ll<k <n.

Lema 3.1.1. Seja mo = O, então, o n­ésimo denominador parcial da fração
contínua

12 (1I­m)m (1­m)m
e 7

(3.1.8)
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3.1 Frações Contínuas

Demonstração: Provemos por indução. Da fração contínua (3.1.8), concluímos

que a) = —1, a = ­(1—­mho)MQ1a,n>2 e b,=1,paran>O0O. Deste modo,

(3.1.9) vale para n = 1, pois pela fórmula de Wallis, By = 1 —­0=1— mo.

Suponhamos que (3.1.9) seja válido para n < k, e provemos que vale para
n=k+1. Temos

Br11 = Br, +ax41Br—1.

Substituindo o valor de ax41 e usando a hipótese de indução, concluímos que

Br = (1­ mo)(1—­ mm): (1— mi)(1— my).

Logo, provamos que a igualdade (3.1.9) vale para todo n > 1.

Lema 3.1.2. Seja a, = (1— mn­1)Mn, onde mg = 0,0 <m, <1,n=1,2,3,...

Então, a fração contínua

2x2 “312º 11
1­1­1­­ (8.110)

converge para (1 + L)!, onde

mMimM2 cc IIAÁRL= (1­mJA ma). (10­ mi)
n=1l

z ;
An

ie; z ,Demonstração: Sejam Ch = pe o Trésimo convergente da fração contínua
(3.1.10), e

Aro 21

Bu A
Bn

1
=1­­

1­—­*

n+l

Pelo Lema 3.1.1, podemos dizer que Bi = (1—= mo): (1­m,) >O.
A positividade de B*,, segue do fato de que todos os termos mn, são tais que
0<m,<l. Pela igualdade (3.1.7) temos, com ao = 1

n

AÇA Cc Ok
*

Ho — 1
* *Bi Br*

n+1 oo
­S mMiIN2ºC ITA(1­ m)(JA ma):c(1= mg)

k=1l

18
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3.1 Frações Contínuas

1 1

Bin
lim ­. = lim

E

Observação: Aqui, L pode ser infinito. Neste caso, a fração contínua converge

para O.

Teorema 3.1.2. Seja Br = (1— gn­1)gn, onde 0 <go<1e0<gn<l para

n>1l. Então

A & Bb l1­m% (3111)1224 &R A =1=­ 1­1 2 PIN FITÇQ
oo

9192 CCIG = :2 TG 9) Ao)
Demonstração: O caso go = O é dado pelo Lema 3.1.2, onde L = G.

Suponhamos então que go > O. Sejam C, e C? as n­ésimas convergentes das

respectivas frações contínuas (3.1.11) e

ox
== — 1.12io

ao oNSSTNO, ANSA

112)

onde 6f = go e Pi =09i1,1=2,3,... . Então

+ 74 Ô8 & SM
Cn =

1 ­1­—­—­1

onde 6; = (1 — 9º1)gi, com gd = O, gr = gi, i=1,2,...

De acordo com o Lema 3.1.2, C* converge para (1+ K)!, onde K é dado

oo oo

n=
2 192º =>, GoGL Cc GnH(1­9SANA(1­9) (1— go)(1—­ an) (1—gn­1)
n= 1

9o 1+GTato
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3.2 Sequências Encadeadas Positivas

Sabemos que a (n + 1)­ésima convergente da fração contínua (3.1.12) pode
ser escrita como C3,, = 1— goC;z', assim

o
T ”n=0o

Portanto, a fração contínua (3.1.11) converge para go + (1 — go)(1+ G)!, onde

1—­g
­

9G1I2­­GnG = K­l=
.

Jo > (1— g1)(1— 92)...(1— gn)
n=l

3.2 Sequências Encadeadas Positivas

Definição 3.2.1. Uma sequência fan), é chamada sequência encadeada

positiva se existir uma sequência (gx), tal que

1) 0<go<1,0<g4<l,n>1, (3.2.1)
ii) an = (1— gn­1)9n, n=1,2,3,...,

(ge), é chamada uma seqiiência de parâmetros para far), go é o parâmetro
inicial.

Observação: Neste capítulo, vamos nos referir à sequência encadeada positiva

somente como seqiiência encadeada, e consideramos far |º., somente por far) e
tgxtn2o Por (gx).

Embora não seja difícil construir exemplos de sequências encadeadas, dada

uma seqiiência, não é trivial determinar se esta é encadeada. Em alguns casos,

podemos encontrar uma seqiiência de parâmetros, fazendo 9º = 0, | = a e,
resolvendo (3.2.1) sucessivamente encontramos g;. Como exemplo, consideramos

a seqiiência constante (1/4) e calculamos sua sequência de parâmetros

= ll llNn= no nz Ga
n
= >O.2(n +1)' nze, por indução, mostra­se que g, =

20
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3.2 Sequências Encadeadas Positivas

Por outro lado, far) = (1/4) também tem uma seqiiência de parâmetros
simples (1/2). Desta maneira, observamos que a seqiiência encadeada (1/4) não

possui uma única sequência de parâmetros. Podemos ainda, mostrar que a se­

qiilência de parâmetros da sequência encadeada far) = fa), onde 0 <a < q não
é única. De fato, seja (!) uma seqiência de parâmetros de (a), então a = (1—!)l,

1+9/1­4a
2

1
de onde concluímos que | = , quando 0 <a < T Assim

(1­2) 1+ 1­4(121/12) 1­62 2 '

1
: HA o

para 0 <a < 7 e0<l<1. Portanto, existem pelo menos duas segqiiências de
parâmetros (h,) e (gx) para a seqiiência encadeada constante fa) tais que

hi=30+vVIT4 e m= al ­VI=4a,

Teorema 3.2.1. Sejam fan) uma sequência encadeada e, (gx) e (hu), sequências
de parâmetros para far). Então, g, < h, para k > 1 se, e somente se, go < ho.

Demonstração: Se (1— gn—1)gn = an = (1— hr—1)hn, então

x (1­hx1)
LEIA po, 3.2.2
hr (1—9x1)

(32,2)

Deste modo, 0 < g; < hf, < 1 se, e somente se, O < g.­1 < hr­1 < 1. Logo,

go < ho se, e somente se, g; < hr, para k > 1. =

Teorema 3.2.2. Seja fan) uma sequência encadeada. Se fan) tem uma sequên­
cia de parâmetros (gx) tal que go > O, então, para cada ho tal que O < ho < go,
eriste uma correspondente sequência de parâmetros fhy).

1 < 1
1­h 1­9%

= q1, pois g, satisfaz a; = (1 — go),

Demonstração: Se O < ho < go, temos 0 < , e ainda, como a, é
a, a: a,

< . Mas
1­h l1­m 1­9

positivo, 0 <
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3.2 Sequências Encadeadas Positivas

deste modo

< a < a:
1­h l1­m%

0 =9,<l pois0 <q) < 1.

Assim, existe h, tal que

a = h <q comam =(1—­ ho), 0<Mh <1.1­ho
Suponhamos que exista Ah, tal que az = (1— hr­1)hx, com 0 < h; < gx <l,

então
1 1

0< < ;l1­h 1­9

e ainda, como ax+; > O, temos

Ak+1

1— hr
0o<

Deste modo, existe hr471 tal que hr41 = , assim, ax41 = (1— hr)hx41, comAk+1

1—­ hy
0 < hr41 < gr+1 < 1. Portanto, por indução, mostramos que existe uma sequên­

cia de parâmetros (hy). "=

O Teorema 3.2.2, nos mostra que, se o parâmetro inicial de uma sequência de

parâmetros for positivo, sempre existe uma outra seqiiência de parâmetros. Além

disso, toda seqiiência encadeada possui uma seqiiência de parâmetros (mr) tal
que m,o = O e, pelo Terema 3.2.1, temos mr < gn para qualquer outra seqiiência

de parâmetros fgx).

Definição 3.2.2. Seja fan) uma sequência encadeada. Uma sequência de parâ­

metros (mx) é chamada sequência de parâmetros minimal se mo = O.

Caso a seqiilência de parâmetros minimal seja a única sequência de parâmetros

para fan), então, dizemos que (a,) determina seus parâmetros unicamente,

Definição 3.2.3. Seja fan) uma seqiúência encadeada. Uma sequência de pa­

râmetros (Mx) é chamada seqiiência de parâmetros maximal se My > gx,

k> O, para qualquer outra sequência de parâmetros (gx).

22
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3.2 Seqiências Encadeadas Positivas

Teorema 3.2.3. Toda sequência encadeada possui uma sequência de parâmetros
marimal.

Demonstração: Se far) é uma seqiência encadeada que determina seus parã­

metros unicamente, então sua seqilência de parâmetros minimal é também sua

sequência de parâmetros maximal.

Suponhamos que far) não determine seus parâmetros unicamente e seja M,

o menor limite superior para o conjunto de todos os parâmetros iniciais, assim

0 <M<1. Para cada r tal que 0 <r< Mo, existe uma seqiiência de parâ­
metros fgx(x)) tal que go(x) = x. Para cada valor de n fixo, gn(r) é uma função
crescente, pois se 17 < r2, temos

go(t1) =X) < 12 = go(x2)

e, portanto, pelo Teorema 3.2.1, gn(t71) < gn(r2), para n > 1.

Como gn(z) é uma função crescente e limitada (veja (3.2.1)), podemos definir

M,= lim gn(x).
II MÇF

Portanto, O < gn(tr) < M, <1,n > O e, quandoz — M, em (1—9n­1(x))9n(X) =
an, obtemos

(1­ Ma )M, = an.

Deste modo, 0 < M, < 1 para todo n, pois O <a, < 1. Logo (My) é a sequência

de parâmetros maximal para far). =

Dada uma seqgiiência far), definimos a seqilência fafPy por aí = An+k)
n=1,2,... ..

. 1 , e. . PS . ATeorema 3.2.4. (1) fal) é uma seqúência encadeada com sequência de pará­
metros (90), onde (g.) é uma sequência de parâmetros qualquer para fan).
(ii) Se Ímin Io denota a seqúlência de parâmetros minimal para falP), então
mig < mt), k>O.
(iii) (MO)%, é a sequência de parâmetros marimal para fal).

23
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3.2 Seqiiências Encadeadas Positivas

Demonstração: (i) Temos af! = an = (1 gn)gnn = (1 98),
n > l. Logo, fal) é uma seqiiência encadeada tal que 96 satisfaz O < 9) <l!
para n > O. Portanto, (gls, é uma seqiiência de parâmetros para far).
(ii) Como (mi. )%, é a sequência de parâmetros minimal para fai”) e como
m, > O, temos que mo =0<m = mf. Então, pelo Teorema 3.2.1

Max < mt), k>O.

(iii) Seja (M,) a sequência de parâmetros maximal para fal). Desde que
(MO) é uma seqiiência de parâmetros para fofo, temos 0 < M; = MI < M,.
Logo, (1— Mo)M, > (1— Mo) Mi. Então, existe M* > M, tal que (1—­ M*)M, =
(1— Mo)M, = a1. Por hipótese, ( M,) é a seqilência de parâmetros maximal para
fal). Assim

(1—­ My )M, = 06) = ax.

Fazendo k = 1,2,3,..., temos

(1­ M,)M =,
1(1 M))M, = a3

Desta forma, (M*, Mo, Mi, M2a,...) é uma sequência de parâmetros para far),
oO que é uma contradição pois, sendo (My) a sequência de parâmetros maximal

para far), não pode ocorrer M* > Mo, a menos que M* = Mo. Neste caso, temos
que M, = O, k>O0. Portanto, (MO ) é a seqiiência de parâmetros maximal
para fal). : ­

Teorema 3.2.5. Seja (bi) uma seqúência encadeada com sequência de parâme­
tros (hi). Sean < bn, n>1, então m; <hh < Mi, k>O.

Demonstração: Provemos por indução. Se a, < by = (1— ho), então existe

um q, tal que a; = (1 = ho), 0<gog<h<l

24
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' 32 Sequências Encadeadas Positivas

Suponhamos que go, 91) 92; « « «» 9n, com go = ho, existam e sejam tais que

ax = (1— gr 1), O<g,<hi<l, k=1,2,...,n.

Logo, por hipótese, an11 < bai = (1— hn)hnn < (1— gn)hni1. Deste modo,
existe gn+1 tal que

an+1 = (1 gn)Gn+oa, 0 <gnnh1 Shah <l.

Então, far) tem uma seqiilência de parâmetros (gx) tal que

go = ho 0<gn<hh<l, para n>1,. (3.2.3)

Desde que m?o = 0 < go = ho, temos pelo Teorema 3.2.1, que my < gx; e, por

(3.2.3), mx < hr,, k> O. Além disso, que Mo > go = ho e, pelo Teorema 3.2.4,

aplicando este raciocínio para fai) e (6), obtemos

hk = hi? < MP = M,, para k>D

Portanto, m, < hi, < M,. sn

De acordo com o Teorema 3.2.5, se fan) determina seus parâmetros unica­

mente, então far) não é “dominada” por outra seqiiência encadeada. Porém,

se fan) não determina seus parâmetros unicamente, podemos construir uma

nova seqiilência encadeada fb,) que domina fan), tomando por exemplo,

bn = (1— hn­1)hn, onde

(a) hh=VmiM, ou

(b) h, = Am, + (1— A) My, 0O<A<L.

No caso (a), temos

RB = (1­V/moiMo) MM,
(1=­ ma — Mia + mM Ma1)MnMn
[1 = mi) — M1(1— mamaM,
(1— mi)MA(1 = Mp1)M,n =02.
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3.2 Seqiências Ercadeadas Positivas

Logo, bh > an.

No caso (b), como 1º < A,

bn [1 = Mini) + A(Mas1 = maz)I[M, — A(M,a — mh))

(1— Mai) Ma — A(MA — ma)(1— Mn1) + A(Min1 — Mani) M,

— N(Ma1 = Mana) (Ma — Ma)

an — A(Ma — ma)(1— Mp1) + A(Ma1 — Ma1)MA

an = AA = Ma) Ma = (1=ma)Mil=0n

Assim, b, > an.

Teorema 3.2.6 (Teste da comparação). Seja fan) uma sequência encadeada.
SeO0<c<an paran > 1, então (c,) também é uma seqúência encadeada.

Demonstração: Definindo hy = 0 e hi =, temos

c1=(1— ho)h, O0<h<nan=m<l.

Suponhamos que

ce =(1­hh)h, O<h<mç<l, k=1L2...,n

Por hipótese, cx41 < ax41, então

Ck+1 < ax41 = (1— me)mMÔÕE4H, < (1 — ho)MEXO.

Deste modo, existe um hr41 tal que O < hr41 < mx41 < 1, onde

cx41 = (1— hi)hiyo

Portanto, provamos por indução que fcr,) é uma seqiilência encadeada. =

Atráves do teorema do teste da comparação, conhecendo uma segiiência en­

cadeada é possível saber se uma outra sequência dada é encadeada através da

comparação de seus termos.
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3.2 Seqiências Encadeadas Positivas

Denotamos agora por (mrn )%X, a seqiilência de parâmetros minimal da se­
qiilência encadeada faíf))%

De acordo com o Lema 3.1.2, temos

ap) aP O
F,=1­K 1­2 1­2 1­2. k=0,1,2,...,

onde Fx converge para (1+ L,)"!, ou seja, Fr =(14+Lr)' e
oo

MIMO omL,=)X” kY1TAk2 kn >O.
& (1= ma)(1— mo): (1— mim)

A positividade de Ly surge do fato que O < mi. < 1, n=1,2,.... Então,

como L, > O temos que 0 < F; < 1. Se considerarmos (3.2.4) para dois valores
consecutivos de &k, obtemos

Deste modo F.11 £ O para k > O e ax1=(1—­ F)Fa com0O<R<1 e

0<F,<1l, k>1. Logo, (Fx) é uma seqiilência de parâmetros para far).

Teorema 3.2.7. A seqgiência (Fx) definida por (3.2.4) é a sequência de parâme­

tros maximal para fan).

Demonstração: Seja (g.) uma seqiiência de parâmetros qualquer para far).
Então, pelo Teorema 3.1.2

(3.2.5)

—
NnI2**CGnCELTNU =: 0­0)

Como 0 < go <1 e G > 0 temos que Fo > go. Desta forma, pelo Teorema 3.2.1

Fx > gr. para k > 1. Como (gx) é uma sequência de parâmetros qualquer para
(an), então (F;.) é a seqiilência de parâmetros maximal para far). =
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3.3 Seqiiências Encadeadas e Polinômios Ortogonais na Reta Real

Teorema 3.2.8. Uma seqiência de parâmetros fg.) é a sequência de parâmetros
marximal para far) se, e somente se,

—N 9192 ­­­ Gn = coAn) DS rumre Nare ua cr fls

n=l1

Demonstração: Pelo Teorema 3.2.7, Fy é o parâmetro inicial da seqiilência de

parâmetros maximal. Deste modo, se Fo for igual a go, então (g.) é a sequência
:

1­maximal. Mas em (3.2.5), Fo = go Se, e somente se, EG
G = oo. Portanto, (g.) é a sequência de parâmetros maximal para fan) se, e

= O, ou seja, se

somente se, 7 = oo. =

3.3 Sequências Encadeadas e Polinômios Ortogo­

nais na Reta Real

Seja (Pr), uma seqiiência de polinômios ortogonais mônicos. Vamos obter uma

relação entre o verdadeiro intervalo de ortogonalidade [&1, mn], dado pela definição

2.1.3, e as sequências de coeficientes (6) e fan) da relação de recorrência para

Fr. Se escrevermos Rr (x) = Pr(r+s), obtemos da relação de recorrência (2.1.3)

Pní(t +s) = (r+s—­Bn)Prilr+s)—­ anPnolítr+s),

deste modo

Rn(x) = (7 — en) Rn1(8)— pnRn­2(t), —n21,
onde c, = Dn —s e pn = an Temos então, que (R,) é a sequência de
polinômios ortogonais mônicos cujo verdadeiro intervalo de ortogonalidade é

E­sm>­sl.

Teorema 3.3.1. Uma condição necessária e suficiente para que Pr(x) seja um po­

linômio ortogonal, cujo verdadeiro intervalo de ortogonalidade é um subconjunto

de [0,00], é que 8 >O e | 2n+! ) seja uma sequência encadeada.Bnbn+
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3.3 Segiências Encadeadas e Polinômios Ortogonais na Reta Real

A prova deste teorema, embora simples mas bastante extensa, pode ser encontra­

da em Chihara [5].
Pelo Teorema 3.3.1 temos que [81 — s, m — s) C [0, co] se, e somente se, cr > O

paran>tle E é uma seqilência encadeada.CnCn+1
Vamos introduzir a seguinte notação

AXn+1
an(x) = :E dn=

Teorema 3.3.2. 64 > gs se, e somente se,

(1)ôn >s, n>1,

(iilfan(s)) é uma sequência encadeada.

Demonstração: O resultado segue do fato de que é, > s se, e somente se,

lá = s8s,m> s] Cc (O, oo]. ­

Corolário 3.3.1. m < t se, e somente se, , <t, n>1 e fan(t)) é uma

sequência encadeada.

Demonstração: Sabemos que o polinômio (—1)"” P,(—rx) satisfaz a relação de
recorrência (2.1.3), desde que 3, seja substituído por —Ô6n. O verdadeiro intervalo

de ortogonalidade correspondente é [­m,—­&].
Do Teorema 3.3.2, temos para o intevalo [­m,—&] que —m > —t se, e

somente se, —frn > —t, n > 1 e ár (—t) é sequência encadeada para (—1)" P,(—t),
AXn+1

(Ban = x)(­Bn+1 =D)
quência encadeada . =

onde âàn(x) = , mas ún(—t) = an(t). Logo, fan(t)) é se­

Corolário 3.3.2. & <&<m n>L.

Demonstração: Assumindo s = £, no Teorema 3.3.2 e t = 71 no Corolário

3.3.1, temos que & < Ba <m, n>L1. "=

Observação: Quando os polinômios Pr(r) são simétricos, temos DB, = O,

n > O (veja Chihara [4, Cap.I, Teor.4.3]). Então, pelo Teorema 3.3.2 e pe­
lo Corolário 3.3.1, temos que, se fan11) é uma seqgilência encadeada, então
—1<&<m<l,ou seja, os zeros de Pr(x) estão no intervalo (—1,1).
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3.3 Seqiências Encadeadas e Polinômios Ortogonais na Reta Real

Teorema 3.3.3. [&,m] é limitado se, e somente se, ambas (fn) e fan) são
limitadas.

Demonstração: Se [61,7] é limitado, pelo Corolário 3.3.2 temos que (6,) é

limitada. Como, pelo Teorema 3.3.2 fan(£1)) é uma sequência encadeada, então

tal seqilência é limitada, daí,

Ant+l

(6 — E)(On1 E

Logo, an+1 <c, onde c=(m —&)?. Portanto, far) é limitada.

o< 3 t

Por outro lado, se (6,) e fan) são limitados e, como a, > O, então

A<£.<B, 0O<a,<C, n>1.

Escolhendo a < A, obtemos 87 — a > 6 — A > O, deste modo

Podemos escolher a < A de tal forma que (Br — a)(fBni1 — a) seja grande o

suficiente para que

o< 40n+1 < 4C < (8n = a)(On+a = a).

Então O < an(a) < 1/4. Como (1/4) é uma seqilência encadeada, pelo
Teorema 3.2.6 (Teste da Comparação), fan(a)) é uma sequência encadeada. Lo­
go, pelo Teorema 3.3.2, se fan(a)) é uma seqiência encadeada e Br > a, deste
modo 61 > a.

Agora, se tomarmos b > B, temos da mesma forma, 6, — b < O. Analoga­

mente, far(b)) é uma sequência encadeada. Assim, pelo Corolário 3.3.1 temos
que m <b. Como 644 <m segue que a <&á& <m <b. Portanto, [&1,m] é
limitado.
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3.3 Seqiências Encadeadas e Polinômios Ortogonais na Reta Real

Teorema 3.3.4. [61,m] = [­0o0, oo] se, e somente se, fan(r)) não é uma se­
quência encadeada para todo x real.

Demonstração: Suponhamos que fan(x)) seja uma seqiiência encadeada para

algum r real, então
AXn+1

(Ba — )(Bni1 =)
Como an+1 > O, temos (Br — r)(Bn+1 — x) > O paran > l e x fixo. Isso implica

o< < 1.

que (8h =x) e (Bni1— 0) preservam os sinais para um x € JR fixo. Analisemos
os dois casos. Primeiramente, se 6, — x > O para x fixo então 8, > x, n> le

como an(x) é uma seqiiência encadeada para algum x, pelo Teorema 3.3.2, temos

& > x, rx fixo. E ainda, como é1 < m temos que x < & < m, portanto £, é finito.
Agora, se 8, — x < O para x fixo, então Br, <x, n > 1 e, como an(x) é uma

seqiiência encadeada para algum x, pelo Corolário 3.3.1, temos m < x, x fixo.
Além disso, como &4 < m temos que £14 <m < rx, portanto 1, é finito. Mas, se

[é1, m] = [—­0o, co], temos em ambos os casos uma contradição. Portanto fan(x))
não é uma seqiiência encadeada para todo r real.

Reciprocamente, se farn(r)) não é uma seqiiência encadeada para todo r real,

pelo Teorema 3.3.2, temos que 6,7 < r para todo r real, ou seja, £1 = —oo. Do

mesmo modo, pelo Corolário 3.3.1 temos que m > x para todo z real, ou seja,

m = co. Portanto [&1,m] = [­0o, oo]. =

Teorema 3.3.5. Seja x € (6,m) tal que fan(x)) dada por (3.3.1) é uma se­
qúência encadeada. Então, a correspondente sequência de parâmetros minimal

ímr(x)) é dada por

Pr1()
(x — Br+1)Pr(x)'

Demonstração: Da relação de recorrência de três termos (2.1.3) temos que

k=0,1,2,.... (3.3.2)ms(x) =1­

Pan1l(x) = (x — Bn+1) Pn(x) — en+1PnX1(D).
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3.3 Seqiências Encadeadas e Polinômios Ortogonais na Reta Real

Dividindo a relação acima por Pr(x), com x € (641, m) temos

Pr+1(z) Prn1(x)
Pa(1) = (x — Ba) — On Pa(x) '

FrAXn+1 = P E) Estn=1() le = ÊLn+1) = Pa(x)
e ainda

Ant1
—

Pn(r) É — Pra1(0) |(x — Bn)(x — Bnti1) (x — Bn)PnX1(T) (x — Bn+1) Pn(TD) |
Portanto

2 PO) — — Pri)an(z) = (x — Bn)Pn1() : (7 —Ol
Fazendo

n>Lll

Pr+1()
(x = Bn+1) Pn(x)'mh(x) = 1 —

obtemos

P.(rx)
(x = Bn)Pn­1( )[1 =m1(1)] =

an(x) = [1 = ma1(D))mn(t), n>1,

onde mh(r) é dado exatamente por (3.3.2).

Como fan(r)) é uma seqiiência encadeada, temos que (my (x)) é uma sequên­
cia de parâmetros que será a minimal se mo(x) = O. De fato, temos

(x — Aa) Po(s)mo(r) = 1 —

P(x) = (1 —­ A) Po(s) — 6 P1(1) = (1­ Di)

então mo(xr) = O. Logo, (mr(r)) é a seqilência de parâmetros minimal da se­

qiiência encadeada fan(x)).
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3.3 Seqiuências Encadeadas e Polinômios Ortogonais na Reta Real

Observação: Pela definição de seqiiência encadeada, e para x € (61, m), temos

Pr (x)
em E OPo n>O.

Como 0 < mo(x) < le 0 <m, <1, k > 1 então 0<i1­m(r)<le
0<1—­m(r)<1l, n>1. Logo

Pr+1(2)
(x = Bn+1) Pn(zx)

Podemos ainda escrever mn (x) da seguinte forma

Pr+1(D) (x — Bn+1)Pa(x) — Pa41(D) — an+1Pn­1(%)Ms EIA  ­âRE (E An)PO

0< <1l, n>I. (3.3.3)

ou seja,
an+1Pn­1 (x)

(x = Bn+1)Pan(x)'mn(r) = n>20, r1é(,m).
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Capítulo 4

Sequências Encadeadas

Generalizadas e Medidas

Relacionadas

Fazemos neste capítulo um estudo do trabalho recente de Bracciali, Dimitrov e

Sri Ranga [3], sobre seqiiências encadeadas generalizadas e medidas relacionadas
da forma cdg2(x) = (k?º—xº*)dé1(x). Apresentamos um estudo sobre o comporta­
mento assintótico dos zeros dos polinômios KIM) Incluímos, também, alguns
detalhes de demonstrações que foram omitidos no artigo.

4.1. Preliminares

Seja dá uma medida determinada definida sobre a reta real. Seja Supp(Q) o

suporte desta medida e seja 1º o menor intervalo fechado contendo este suporte,
ou seja, Iº é o verdadeiro intervalo de ortogonalidade.

Denotamos por X? = (—co,co)VI*? o complemento do intervalo 1º em
(00,00) Do mesmo modo Zº* = CV? onde D é o plano complexo
estendido. O fecho de X* dentro da reta real será denotado por X*. Como

X* = (—co,&) U (m,co), com 1º = [&4,m)], então X* = (oo,1] Um, 00), ou
34
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4.1 Preliminares

seja, os pontos extremos de Iº são pontos de X*, mas oo não são.

Neste capítulo, denotamos por (P?) os polinômios ortogonais mônicos com
relação à medida dg e (O$) os polinômios associados mônicos dados por

er 2 1 /[* Pita) PIC)

oo

onde uu? = / tº dé(t), r > O são os momentos dados pela definição 2.1.1.
Pelo Capítulo 2, sabemos que os polinômios (P$) e (O$) satisfazem às

seguintes relações de recorrência, respectivamente,

PÍn(0) = (1 — Bi+)PÉ(x) = af PÍ 1(0),
n>1l, (4.1.1)

Of1(0) = (1 — Bi) OÍ(%) = af of1(0),

onde Pó(r) =1, Pó(x) =x — 6%, Of(1) =0 e Of(r) =1, os coeficientes B$,
n > 1 são reais e aÉ+1) 17 2 1 são todos positivos. Além disso, pelo Teorema 3.1.1
(fórmulas de Wallis), obtemos

Osf(r) 1 os ao$ É—= 2 ———— 4.1.2Pi) Go­GM­G­M­nEa MO
oo 1converge uniformemente para / — de(t) em

— OO =

nfod(x)
Temos ainda, que 7 )Pn(tr

todo subconjunto compacto de Z*. De fato, como

Pó(zx) = (1 — tn1)(€ — Tn2) + (Tam),

onde rn1 < Tn2 << Tnn São Os zeros de P$(x), temos que
unfos(s) unfoÉ(x) Ani Àn,2 Ann

= + E ALL
Pó(x) (x = tn,1) e. (x = Inn) (x = Tn,1) (r = Tn,2) (x = Tnn)

Àn,1 (x = Tn,2) *.. (x = Inn) ++ An nl = tn,1) e (x = TInn­1)
(7 —xn1): (E—Tnn)
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4.1 Preliminares

Portanto

= n$fOS (tn)
Pó (nr)

,
" ­onde Pé representa a derivada de P$. Podemos então escrever

ntog(x) ­ n$OS(tn1)/Pó (Tnyr) ­ DENRe. (413)BE) (x — tn+)

Mostremos que An, > 0, r=1,:+­,n. Seja

Trn(x) = Of(x) PL ,(x)— P$(1)OR 1(x),
substituindo as relações de recorrência de P? e O? em T, repetidas vezes encon­
tramos

Ta(x)= afaé1. ab >O.
Através da derivada da relação de recorrência para os polinômios P?, temos

Ra(z) = Pó(1)PÍ(x)— PA(2)PÉ(0) = [PL 1(2)]º+ afRa1(0)
=[P?Jº+ad[POt+. +od. os[PAt +ad. cab >O.

Mas ué = " dé(t) > O. Portanto An, > O.
Pelas condições iniciais de O? e P$ sabemos que P? é um polinômio de grau

n, e OP é um polinômio de grau n — 1, então em (4.1.3) temos que

n$o?(x) s uólx”! + cenas? +­­+oo) . > ÀAn,rPó(rx) x + daaxXt ++ do =1 T— Tn,r |
Multiplicando por x em ambos os lados e aplicando o limite para x — oco, temos

n

nó = Ss. Ànyr­
r=l
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4.1 Preliminares

Definimos a sequência de funções escada (dn (t)) por

s­l

Pn(t) = DO Ano LTn,s­1 <t< Tn, 8SE= 2, 3, ...P
r=1

ma Tnn St

para n > 1. Assim

An º 1> = " —— d6n(),=, DT Ttnr —oo Tt

este resultado segue da definição da integral de Stieltjes (veja, por exemplo,

Widder [22]). Logo
$Oo?(x SA |

Pi (rx) —o Tt

Pelo resultado conhecido por Teorema de Gromer­Hamburger ou Teorema de

Helly (veja, por exemplo, Shohat e Tamarkin [14]), existe uma subseqiúência n,
tal que

ento oo oo1
lim = h don, (1) = d

onde v(t) é uma função não decrescente em (—oo,0o). Entretanto, a medida

considerada é determinada, então

not)dm Ds Esmetia[ ça
Como exemplos de medidas determinadas temos as medidas clássicas de Jacobi,

Hermite e outros. Ainda, quando o intervalo de ortogonalidade é limitado, isto

é, an E Dr, são limitados, temos que a medida é determinada.

—
ÓSeja GÉó(x) = Ez Ao n > O, então GÓ(r) = 0, GÉ(r) = 1 e de (4.1.2)n (TX

podemos escrever

(x) ad(0)
1 = 1 ­Ge) =T

onde af(x) = az, 1/l(x — 88)(x — BL4y)L,
37
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4.1 Preliminares

Seja também G*, definido em Z* por

G*(r) = lim G$é(0),

im EO . Es ntot(o)
n—0o Pá(z) n—0o né Pó(x)( —fáim ao ­ (7 —PR [E1 1).

Portanto G*º(x = =— Àca NeT— 1º

Para G$ os seguintes resultados são válidos
of af ­­­af(x— 61)

Pislo)PA(&)Gi(z) — GL1() =

> 2.
dd

n>2
n Ó ÓdA a az coast61)BOLO FAÇRO

j=2

De fato, temos que

a. — (­61)08m (1­ 610, (0)

PÍ(x) — OS1(x)PÉ(2)]

= OÍ 2(x) PÉ ,(0)]

E, então, para n > 2,

asas: ­­af(x — 6)
Pi(2)PÉ (0)

fable) atatile=AM,af)
PÍ.1.A PÍ2(x)PÍ1(0) Pi(x)PÉ (x)

oê oÍ CG oó(x ­ 68)
1+ :» Pt1(2)DPG)

Gt(0) +Gia()=""=

G1 (x)
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4.1 Preliminares

Para qualquer z E Xº, G$(x) > 1, n > 1 e (G$) é uma seqiiência cres­
cente, isto é, 1 < G$(r) <­­­ < Góº(1) < «+: < G*(r). De fato, para que
Gó(x) > GÉ(x), basta mostrarmos (veja (4.1.5)) que

af 08 «­atís—91)
Pi 1(x)PÉ(0)

0, n>2.

Ó
" ; :

rx —
Já sabemos que a > O para n > 2. Vamos então analisar o sinal de A

n > 2. Como Pó(x) = x — B$, temos que 6? é zero de P$, então 6$ E Iº, mas
como x E X*, ou seja, r é Iº, temos os seguintes casos:
(i) Se x > BÉ então x — É > O e sabemos ainda que Pó(r) > O, para n > 1,
portanto

x — Bt
PPA)

(ii) Se x < 0º então x — PÉ < O. Mas se Pó(x) > O então PÉ(x) <0O ou ainda
se Pó(r) < O então P?(x) > O, então Pé(x)PÉ(x) <O, n > 2. Portanto

x — 6$
PEGPIO  "

Logo Gé(x) > GÉ(x), n>2, para x € X?. Consequentemente,

G$(1) < G$(x) < «+ < GÓ$(1) << G(0),

mas G$(x) = 1, então 1 < GÓ(x) <­­­ < GÓ$(1) <­ < Gº%(x), para x € X*?.
Deste modo G$(r) > 1 para n > 2.

Se dá é uma medida simétrica, ou seja, dé(—t) = —de(t), então PÉ = O,

n > 1 (veja Chihara |4, Cap.I, Teor.4.3])) e

Go) = S/ E (+ / E ato)x—t
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4.2 Sequências Encadeadas Generalizadas

Além disso, se dá, e dd2 são duas medidas simétricas relacionadas por

e déa(x) = (k? — 2º) dd(x) (4.1.6)

a relação entre os polinômios (P$!) e (P$º) dadas pela fórmula de Christoffel
(veja, por exemplo, Berti e Sri Ranga [1)) é

Ó1(PIPE)= PL­TZÓRG, 120 (417)

Outras relações entre esses polinômios e seus coeficientes da relação de recorrência

vistos em [1], podem ser escritos da seguinte maneira:
Se (4.1.6) é válida, existe uma sequência de números reais (l,), com lg = 1,

tal que, os polinômios ortogonais mônicos Pé! e P$º satisfazem

Pii(a) = Pé) ­ EA = 1) = lc) PÍ52(O),
2k? k

ati = 0 h)A th) afã = = n)A ha),

Este resultado foi provado primeiramente em Sri Ranga [15] para kº <O0 ec<O
e posteriormente provado em [1], para todas escolhas possíveis de k e c.

4.2 Seqiências Encadeadas Generalizadas

Definição 4.2.1. Seja (an Yº., uma seqilência de números complexos tal que an É
0,n>1. Dizemos que [an)X%, é uma seqiiência encadeada generalizada
se existe uma seqgiiência de parâmetros (mn )º, tal que mo = O, mm, finito e

(1­ mi)Mn =an,n>1.

Como ar £ O então m, £ 0 em, É1paran>L.

Denotamos ainda, ímr) a seqilência de parâmetros minimal da sequência
encadeada generalizada fan). A classe das sequências encadeadas positivas é
uma subclasse das sequências encadeadas generalizadas.
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4.2 Sequências Encadeadas Generalizadas

Ô
As

a
pPor exemplo, a segilência encadeada aé(x)= IN) é uma se­

quência encadeada generalizada para qualquer valor de x E Zº tal que x £ oo.
O seguinte teorema dá a expressão geral para os elementos de uma seqiiência de
parâmetros qualquer de fa$(x))Y.

Teorema 4.2.1. Dada a sequência encadeada generalizada

(0) = (s —ecBE) h
seja (gÉ(x,t)) sua sequência de parâmetros tal que o parâmetro inicial gé(x,t) =
t. Set £ G$(x) para todo n > 1, então (g$(x,t)) existe e pode ser dada como

É (g)— tir — B)OS (x) ab n>1e.tir BI)OAZ) (z­Bbin) "

Além disso, se faéf(x)) é uma sequência encadeada positiva então suas sequên­

ga(x,t) =

cias de parâmetros (9$(x,t)), tal que O < gó(x,t) <1 e O < gó(x,t) < 1, são
obtidas para O <t < 1/G*(x).

PÍ 1 (x) — t(1 — B$)OS 1 (x) of.
P$(x) — t(x — 81)OS(x)  (2— BÉ4)

entãoDemonstração: Se 9(x,t) =

PÍ 1() — tr — 6ot.1(2) af
Pó(x) — tz — BÍ)OÍ(s) (2­6)

[(x — BÊ41) Pé(x) — af, P—1())]
[PÉ(z) — tz — BP) OR (a)](z — Bi11)
— tz — BÓ)l( — 81,1)OS(2) — ad OR1(0)]

[Pi(z) — t(z — B$)OA(D)(6 — Ba)
Usando a relação de recorrência (4.1.1), obtemos

— PÍ 1(z)—t(r — B1)OR (xx)sale.) = TENTENod) (x­
Desta forma, temos que

Ó
An+1

(E BOE­B)
41
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4.3 Seqiilências Encadeadas Generalizadas e Medidas Relacionadas

E ainda gó(r,t) existe se, e somente se, P$(x) — t(x — BÉ$)OS(x) É O, isto é,
ése, e somente se, t* £ G$(x) = (x — 6%) a(o) « Isto prova a primeira parte do

Pi (x)
teorema.

Temos ainda que

Pin(z) — t(x — 61)OR1() 1
Pi(z) — tiz — BI)OR(t)  (x—6É1)

1­ tGi,11(0) Pin(z)

1— gó(x, t)

Para que O < 9º < 1, basta mostrarmos que, 0 <1­— 9Éé <1. Mas de (3.3.3),
temos que

PÉ, (x)
(1 — BA, 1) PÉ (x)

se faf(x)) é uma sequência encadeada positiva. Isso acontece quando rx € Xº.

<ln>Il

Como G*(x) > G$(x) > G$(x), para t > O, temos que

1 tGº(1) <1 ­tG$ (1) <1 — tG$(x).

E se 1 — tGº(x) > 0 então 0 <1 — tG$ (x) <1 — tG$(x). Deste modo

1­ tGA1()
1­— tGÉ(x)

se 0 <t <1/G*(x). Portanto, O < góé(r,t) <1 se 0<t<1/Gº%(x).

4.3 Sequências Encadeadas Generalizadas e Me­

didas Relacionadas

Nesta seção analisamos seqiilências encadeadas que surgem quando consideramos

a relação entre as medidas dá, e dé» dada por cdga(x) = (kº — xº)dé1(x).
(1 — hn)Substituindo 9º =

ame
Bl > O em (4.1.8) temos

PÉ (x) = Póº(x) = kºgngn1 PÉºo(x).
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4.3 Seqiências Encadeadas Generalizadas e Medidas Relacionadas

d1

Pelo Teorema 3.3.5, podemos escrever [1 — mê$LL (A)JmA(k) = nt, com
— Pin(b)

EPÉN(E' O, lembrando que as medidas dê, e dg, sãom$!(k) =

of
k2OO

[1 = mf! (bjmé(k) = (1 gi)9n. Como go = O = mí (k), comparando g,
simétricas, ou seja, 8%,, = 0. Mas de (4.1.8), (1­—— Jn­1) gn = então

com os parâmetros mf! (k) temos que 9, = m$!(k). Deste modo as equações em
(4.1.8) podem ser escritas como

Pi' (x) = P$º(x) — FPmf' (k)mzL(k)PIS),

Ó Ó afl, ohn n

ÓA+
T2

cia é uma seqiiência encadeada positiva se k for real e não pertence ao suporte

para n > 1, onde ) é uma sequência encadeada generalizada. Esta seqiên­
da medida, ou seja, se k não pertence ao verdadeiro intervalo de ortogonalidade.

A fórmula de Christoffel (4.1.7) pode ser escrita como

1º — Kº) PÍº(2) = Pih(2)>PL= mi (BImá (bJPS(2), n20,
Pia(E)
kP$'(k)

As relações acima nos permite obter informações sobre os polinômios Pé?

pois 1— mé!(k) =

através de Pé!,
Veremos agora, como podemos obter informações sobre os polinômios Pé!

1+1/,atravês de P$º, Substituindo 91, = i + n>—1,em (4.1.8) temos
Pi'(x) = P$º(x) — P(1 = gn)(1 — gn­2) PÉ22(0),
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4.4 Uma Aplicação para os Polinômios KM")

POA aA sequência ÍTr) é uma sequência encadeada generalizada e [9,) é uma
1+hsequência de parâmetros com parâmetro inicial go = ——, mas de (4.1.8),

k?
,

as 141aÉ' = 2 —/)), então 1— . = + deste modo o parâmetro inicial é
di

— 2dado por go = 1 — TE
Pelo Teorema 4.2.1, obtemos

In =98(k,t), n>O (4.3.3)
di '

aonde g5º(k,t) =t=1­ TE Se O < g$º(k,t) < 1, então k precisa ser real, e de
(4.3.2) e (4.3.3)

g$É2(k,t) = af e [1—­g&(kt)] = cc afho
no k21 = 92 (k,t)] no k298º (6, t)

Consequentemente, O < g&%º(k,t) < 1 para todo n > O. Nestas condições,

faÉ? /k?) é uma sequência encadeada positiva.

o anel o A e A,M,k4.4 Uma Aplicação para os Polinômios KÍ )
Usaremos as relações da seção anterior, para obter informações sobre os poli­

nômios ortogonais K("**) associados a medida dé(A, M, k; x) dada por (2.3.1).
Podemos lembrar que, quando k = 1, temos que OM) são os polinômios de
Koornwinder simétricos.

Se fizermos dg, (xr) = dé(A, M, k; x), como dgd2(x) = (kº — xº)dg, (x), obtemos

dd2(xr) = ((2M + 1)LO(k)Y(1 — 2º) WPdo,

1/71 221A+1/2ana 2 [ E)LO(k) = ff, P<7 dr.
Deste modo, a medida dg, é a medida associada aos polinômios de Gegenbauer

PO! Como foi visto no Capítulo 2, os polinômios mônicos, POL) = P&º(x),
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4.4 Uma Aplicação para os Polinômios KÇMA)

são dados por

—n(2+2N),
(1+1),

e os coeficientes da relação de recorrência são

l1­rPs) = (2)
R

aFi(—n,n+2A+2;24+3/2; n>l,

d2 (A+)— nín+2X4+1) >1nr On SATA m+TA+L (TO ”
De (4.3.2) e (4.3.3), escrevendo g$º(k, 1 — a$! /k?) = h$º(M, k), obtemos para

KIMI) = Pá(1) e o= aÉ! que

KID)= P$º(x) — 1 = R2 (M,b]] — h8ºa(M,k)]PÓ2A(z), (44.1)
aNV == AP (MbDIREAM,k), n>2

e ao RI— Re(M,k)], onde
d1 2,01 d1H2 ko =hi? (M, k) = 98º (k, 1 ­ as /Kkº) =1­ os k2 ué ­” k2 pé :

Mas ué' = 1 então

h$º(M, k) = +E TDBIO(OSEAa) SRA =22)7dz—eM

7 TDGmID”SeRP&pro tó(9)
1

(2M + 1)G&(k)

he? (M,k) = > , n>1,(MRS BEIRA LA)
onde através do Teorema 4.2.1, podemos escrever explicitamente como

PR (k) — tkOR2(k)0f%,
PÍ(k) =tkOS(k)  &khéº(M, k) =

kO$S2(k)Mas G$º(k)= PE)
— Pê (k)ai2, 1—­ GR (k)hº(M,k ;n (M,E) kP&(k) 1­tGÉ(k) n>1,
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4.4 Uma Aplicação para os Polinômios KM)

é QMA)
com t = hº(M,k)=1­ .

Em (4.1.5), temos

Gra ( Pia a
: o? — nl (2 + 2A)n

Mo An (1+N)(Q+A), , então GÊ, satisfaz a relação de
recorrência

Aba ni (2+2X), k

GÉ2,(k) = GÉº(k) + E TIN, PEGOPEÇO! >1 (443)
com G$º(k) = 1. Como GÉº(k) = O temos que esta relação vale também para
n=0O.

Quando k = 1, obtemos

—n(2+2X),
(1+ 9),

pois 2Hh(—n,n+214+2;4+3/2:0)=le
(2 +21), 1

(1+In(2+X%)a PESO)PÍL(O)
2n!(1+ A)n41

(2+ AM) (2+2A)n41
nº$d2 >GV(1)+ B+2X)' n>l.

Consequentemente, podemos escrever

PRO) = (2)

GH) = GE + E
GÉ(1) +

GraVLC TÉOTD
então, como 2F;(1,1;3+21;1) = BID; temos que sua n­ésima soma
parcial é dada por GÊRA(1 ).

1
Para o caso especial À = O, temos ai, ==,” > 1 e O&(r) = PP (x)

os polinômios de Tchebichef de segunda espécie de grau n — 1, então podemos

escrever

PÉ1(k) — tkPÓ24(k),
1

ROM, k) = $2(k) — tkPE,(k) 4k
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4.4 Uma Aplicação para os Polinômios KM!)

Como P$? são os polinômios de Tchebichef de segunda espécie mônicos, temos
sua relação de recorrência de três termos (veja, por exemplo, Szegô [17])

1PÍº(Rk) = kPÊº (k) = FE n22(h),

PE(k)tkPE(k) 1
k(1— t) PÉ (k)— 1LPÍ2,(k) 4k

PÉ? (k) — EPE2(E) 1

— EMO n—2

MIM, k) =

Consequentemente, se tk =aka — t)])”* então h$º(M,k) é uma constante. Isto
acontece quando t = A[k+/k? — 1] com os valores para os parâmetros h$º(M, k)
dados por

héº(M,k) = ae +YkR11)= n> ll
1

2klkFykRB No SS

Temos de há? =t = [k + VE? — 1) e de (4.4.2) que

aglh+ VE­1 = .

(2M + 1)G*º(k)

2k[k + Vkº —1]
G*2(k)

|

recorrência para os polinômios K(***) quando 2M +1 = 2k[kFVk? — 1)/G*2(k)
são dados por

então 2M +1= Deste modo, os coeficientes da relação de

1MA) — Kk1 — hÉº(M, k))=Kk"|1­ (2M + DGE(E)
lhF VEZ

1a MA) — Kkº[1— RE2º(M, kJ (M,k) = 7 >.
Vamos analisar os valores de M para os goturondontes sinais de mais emenos. Para calcularmos o valor de G*º2(k)= =) =k—mente calcular, fazendo a mudança de variavésT = cos, a seguinte integral

" (12º) Pd = ssdo[5 " 1º o k—cosô0
47
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4.4 Uma Aplicação para os Polinômios K$*%*)

1­2

14+ 12
1 feeN" E 1 ao 1º) WVºdy = E 2 / 1

dt
RT —1 o MA

VER,
Ccd

como — arctan(ct) = ———­ comc constante, temos
dt (ct) 1 + cer '

a | T12 2º) WV/Adr = <=.fe >) 7 k2—1

­fazendo t = tan(9/2), temos que cos = então

Podemos agora calcular a integral
1/19 21º)dr = /ça
1 1 1 a?

2a 21/2ANN2

inss [EATE
TEaPT—1

k ft1

k T(0 —l ' 1 2)1/2AA EO (L)) Í, (1 = 29)do
E OM + DLO(k)VIA[k = VEL 1]

né?
Mas

né? = ((2M + 1)EO(k)Y? f1 229)V/2dr = (QM + DEO(B) 7
Portanto, G*º(k) = 2k[k — V/k? — 1). Assim,

FVkER=1+VER ­1
2[k — Fº — 1]

48
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de KM)

Logo, para o sinal de menos temos M = O, e para o sinal de mais temos
Vkº —1

[k­ VER =N]

4.5 Monotonicidade dos Zeros de K$Y!

Nesta seção, estudamos o comportamento dos zeros de KIM*) como uma função
de seus parâmetros, A, M e k.

Como KM e Pé2(x1) = PN (7) são ortogonais com respeito a medidas
simétricas, esses polinômios são polinômios pares (ímpares) quando n é par (im­

par). Então seus zeros são simétricos com respeito a origem, sendo suficiente

analisar somente seus zeros positivos.

Denotamos por ZM) q AT)
n. nj +) =1,2,...,[n/2], os zeros positivos de

em ordem decrescente.

Lema 4.5.1. Sejam gn(x) = (r—n1):­­(t—xn) eqni(o) = (ty): Cc (EYns1)
polinômios com zeros reais e que interlaçam, isto é,

Tn < Un), < Tn) <C<UN<T

Então, para qualquer constante c real, o polinômio

Q(x) = qn(x) — can 1(Z)

tem n zeros reais E&, < En <*<&GtE <A que interlaçam com os zeros de qn(x)
e qn­1(x). Mais precisamente,

(i) se c>0 então
711 < En (4.5.1)

1, < Er < Ya, T=2...,MN (4.5.2)

(ii) sec <O0 então
yr <E&E <xr, r=l,...,n­—l,

En < Tn.

Além disso, cada E, é uma função crescente de c.
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de KM)

Demonstração: Para c = O temos que Q(r) = qn(x), então & = q,
r=1l,...,n.

Suponhamos c > 0, então como Q(r,) = —ceqgn­1(trr), r=2,...,n, temos

e como Q(yr­1) = qn(yr­1), r=2,...,n, temos

sinalQ(yr­1) = sinalgn (yr­1) = (—1)".

Consequentemente, Q(r) muda de sinal entre xr, e yr 1,7 = 2,...,n. Então,

Q(x) possui zeros E,, r = 2,...,n satisfazendo (4.5.2). Temos ainda Q(x1) =
—Cqn1(t11) < O e ainda quando x — co, qgn(r) vai mais rápido para o infinito

que gn­1(X), então Q(x) vai para o infinito. Logo, existe 6, tal que 4 > q,

portanto (:) está provado.

Suponhamos agora c < O, então como Q(rr,) = —egn­1(Tr), temos

sinalQ(r,) = sinalgh­1(t,) = (—1)"", r=1...,n—1

e como Q(yr) = qn (yr), temos

sinalQ(y,) = sinalgr(y)) = (—1)I, r=1...,n—1l.

Portanto, Q(r) muda de sinal entre r7, e yr, r=1,...,n— 1. Então Q(r) possui

zeros E,, r=1,...,n— 1 onde y, <E&, < rr. Temos ainda Q(r,) = —cqan­1(Tn)

e se nº for par temos Q(r,) < O e ainda quando 7 — —oco, qn(x) vai mais

rápido para o infinito que gn­1(r) vai para —oo. Então Q(rx) vai para o infinito.

Logo, existe E, < rr tal que E, é um zero de Q(r);

e se n for ímpar temos Q(r,) > O e ainda quando x — —oco, qrn(r) vai mais

rápido para —co que gn­1(r) vai para oo. Então Q(r) vai para —co. Logo, existe

En < Tn tal que E, é um zero de Q(r).

Portanto, existe E, < rr para todo n. Deste modo (ii) está provado.

Provemos agora a monotonicidade dos zeros de Q(r) com respeito a c. Seja

Qe(1) = qn(x) — (c+ e) (DL)
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de KOMK)

com € > O. Sejam os zeros de Q.(x), 8n(€) < ++ < &4(€). Podemos notar que
E = £r(0) e como Q(r) = qn(x) ­ Cqn—1() temos

Qe(x) = Q(r) — eqn1(7).

Assim Q.(6,) = —eqn­1(£r), então para e > O

sinalQ.(&,) = —sinalga1(£,) = (—1)" (4.5.3)

devido a propriedade de interlaçamento entre y, e £,.. Como os zeros de Q.(r) são
todos reais, de (4.5.3) temos que sinalQ.(61) = —1, então existe um £1(e) (zero

de Q.(x)), onde &, < (e), e ainda de (4.5.3) podemos concluir que £ < £&,(€). À
Uma modificação do Lema 4.5.1, para polinômios pares ou ímpares, pode ser

dado pelo seguinte resultado:

Lema 4.5.2. Sejam Qn(xr) e Qn—2o(x) polinômios pares(ímpares) com os coefi­
cientes do termo de maior grau positivos e com somente zeros reais cujos zeros

positivos 17 > <­> Tn/] EU >" > Uin2)/2 interlaçam, isto é,

Lm/2) < YUn­=2)/2 << YIN <T

Então, para qualquer constante c real, o polinômio

Q(1) = Qn(x) — cQn­2(7)

tem n zeros e seus zeros E&n/2] < ++: < & < & interlaçam com os zeros positivos
de Qn(x) e Qn­2(x). Mais precisamente,

(1) se c>0 então
rn1< SE

Tr < E < Yr­1) r=2,...,[n/2]

(1) sec<O0 então
yr <E, <xn, r=l,...,n/2)­1,

Em/2) < Tmn/2)­

Além disso, todo zero positivo &6., parar = 1,...,[n/2], é uma função crescente
de c.
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de KT*

Teorema 4.5.1. Para quaisquer k > 1 e M > O os zeros dos polinômios Kg *)
A+ n > 2, satisfazem

(A+1 (A,M,kTn1 ) < Tn 1 )

DOF) < OM < CSA r=2,...,[n/2].
Além disso,

a) para quaisquer n,r tais que l <r <[n/2) e n>2, aM*) é uma função
crescente de M para M € [0,00);

b) para quaisquer n,r tais que ll <r <[n/2] e n>3, 20M*h) é função
224 +3

4(4 +2)Mcrescente de k para k E [É(A, M), co), onde (A, M) =o
Demonstração: De (4.4.1), podemos escrever

KO (x) = Páº(s) — en(A, M, k) PÃL2(0),

onde cr (A, M,k) = k2º(1 — h&ºº (M,k))(1— h2º.(M,k)).
De (4.4.2), temos que

1

(2M + DGE(k)'RÍº(k) =

como G*º(k) > 1 e M > O temos 0 < h6º(k) < 1. Consequentemente, de (4.4.1)
e de aÉº,= kº[1 — hÉº ,(M, k)]JR$º(M, k), obtemos

$d2 oóa
háP(M,k) = +) e [1­ REM b]J=2,nO 21— ARA (M, h)] | 94,9) RºRE2A(M, k)

podemos então concluir que 0 < htº(M,k) <1, n> 1. Assim, cÃ(A, M,k) > O e,

obtemos do Lema 4.5.2 que

20H) <xOM)

A+1 MM,k (A+1)En ) < xl ) < LTn—2,7­1
Portanto, a primeira parte do teorema está provada.
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de KM)

a) Vamos primeiramente analizar o comportamento de cr (A, M,k) em relação a
M.

De (4.4.2) temos que (hóº(M,k)) é uma função decrescente de M, tal que
para 0 <M < co,

1— po? d2 2 =ONTS0 = h$º (00,k) < hº(M,k) < hyº(0,k) = GE2(k)'
Então, (h$º(0, k)) é a sequência de parâmetros maximal da sequência encadeada

ses at? ,positiva fe)
Quando M — co obtemos h$º(00, k) — m$º(k), a seqiência de parâmetros

minimal, isto é, quando M cresce de O para oo em (2.3.1), h$º(M,k) decresce
$2

A « o. “A. . ado parâmetro maximal para o minimal da sequência encadeada (SP). Conse­
quentemente, 1 — hé$º(M,k) é uma função crescente de M, então cn(A, M,k) =

kº[1 — hÉ8º (M,k)][1 — h$º (M, k)] é uma função crescente de M.
Pelo Lema 4.5.2, todo zero ENA de KM é uma função crescente de

cn(A, M, k), deste modo ZONA é uma função crescente de M (com M variando
de [0,00) ).

b) Para analisar o comportamento de cr (A, M,k) em relação a k, consideremos
a relação

o?
heº(M,k) = E 7 n>1lkº[1 — hr? (M,k)]

Para qualquer r > O se héº(M,k) é uma função decrescente de k então
1 — h$º(M,k) é uma função crescente de k. Deste modo, como aéº, > O temos
que h$º(M,k) é uma função decrescente de k, isto é, h$º(M,k) é uma função
decrescente de k para n=r +1,r+2,.... Consequentemente, como

cn(A, M,k) = kº[1 = RR2A(M, 6] — R222(M, ho)

temos que cn (A, M, k) é uma função crescente de k, para n = r+2,r+3,.... Note­
mos que héº (M,k) = 1­at)/k? é uma função crescente de k. Entretanto, va­
mos mostrar que h$º (M, k) é uma função decrescente de k, para k E [E(A, M), oo).
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4.5. Monotonicidade dos Zeros de KT

oÉº os?2 —
—hi (M,k) = R21 — REº(M,I)) = e ,

11­ (2M+1)G%2|
vamos analisar os valores de k cuja derivada de f(k) = Kk? É — GTA seja
positiva. Temos

1 2G(k) =) eE th(2)= —=),Esdba(0)
k? 'a­À ana

1 2Y3X+1/2 /f k2 2 dzSA= 22)" +W2dz do o

então, obtemos

Af(k) 1 ” OG*2(k)ETÉ CT eM+ Deo tFeMIDIGP(kR Ok
OG(k) 1 ff! —A4AkY?

—.— “TE À (E 2d)

2 d2 2 ' x?
TrG*?2(k)ug? + 2k /f e az dal á(2M + 1) (G&(k)Yºuó?

Of(k)la 2k|1 —
1 /' 268TE f Ee 2 1é2(s) temos que

ô

2Kº 1a—* k " (2M + 1(GE(k)V2uS Jo (kº — pato).
Temos para k > 1,

1 ! 1 1 SA

| eEatoO</ moneoato mom, mmato
deste modo

Logo

af(k) ”op 7º h RM ITDGEMOR ­D)'
o4
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4.5. Monotonicidade dos Zeros de KM

Mas de (4.1.4), temos
kº

k2º — as
Como G$º(k) < G*º(k) temos ( para k > 1)

Of(k)
Ok

G(k) =

>2k|1­ kº—­ os(2M + 1)(kº — 5 |
Para descobrirmos os valores de ­&, tais que, dida > O, precisamos analisar

kR— $d22 >O0rr egrne—=D?2"
d2— 1

:

2 = 20 +2)' entãoMasa

2(A4 +2)kE?º—1
Loo rIAB­NDemriD?2º

2243)
FPI1+ITIoOM

Portanto, se kº > 1+ 65 então Ai: > O. Assim, h$º(M, k) é uma função de­
crescente de k, para k > /1+ tra Então, cn (A, M, k) é uma função crescente
de k, para n = 3,4,.... Deste modo, pelo Lema 4.5.2 LEMA) é uma função cres­
cente de cr (A, M, k), então TM) é uma função crescente de k, com 1 < r < [n/2]
en> 3, e ainda quando k E [E(A, M), co), onde E(A,M)= 1/1+0 =

Através da relação 1 < G$º(x1) < G$º(1) <... < Gé(1) < GP(rx) vista
anteriormente na Seção 4.1, observamos que GÊ? está mais próximo de G*º? que
G$É?, ou seja, G$º? fornece uma melhor aproximação para G$º(x). Mas25 J 3 ç

GÍº(k) — 1 a1(k) a2(k) — 1— az(k) — 1­— o$º /k?
3 1—­ 1 —­ 1 1 — a2(k) — a1(k) 1 08º /k2 — of? /Kk?

2 2 (24 +3)como of” = 204+2) * as = 2(4+2)(4+3)
1  20+2(9+3)8E —­3(4+2)

GEE) 2(A+2)(A+3)E2—(24+3)

obtemos
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de KM

Através da relação (4.5.4) e como G$º < G*º (para k > 1)

Of). a, |, k[2(4 + 2)(4 + 3)? = 3(4 +2))
ok ? CT R­DEM+TDIOTIOT3IRP­(DAT3)

Of(k)
ok

Da mesma forma, para descobrirmos os valores de ­k, tais que, >O,

precisamos analisar

Fº(2(A +2)(4 + 3)? = 3(1+2))
So (E­DEM +DROTIO TIP (2T39)?

Com o uso do software Mathematica? 4 calculamos os valores das raízes de

E2(2(4 + 2)(3 + 3)E? = 3(2+2))
A(k)=1­ (Fº = D(2M + 1)(2(4 +2)(4 +3)k2 = (24 +3)Y' (4.5.6)

Os cálculos seguem no diagrama abaixo, com À = L.

:

kt (3 (241) +2Kº (241) (34L))
(­L+kt) (­3­21+2K! (241) (3+41)) (1420)

(xo
i(Ví(9+30H+1 (9+2L+4(654L)1) ­V(­16 (241) (341) (3421)M (14 2H) + (9430H+1 (94222

1+4(6+1)1) 2)) /((2+1) (3+1)D))),
1dh —— (V[[9+30H+1 (9421 +4(6+41) M) ­ V(16 (241) (341) (3421)1 (L+28) +22

(9+ 30N+1 (9+21+4(5+1)D)*2)) /((2+1) (341) D)))),
fi (V ((9+30H+1 (9+21+4(641) D) 4 V(­16 (241) (341) (3421)H (142) +2z

(9+30H+1(9+21+4(6+L) 1))2)) /((2+L) E+D9))),
1(eo) Te (vVÍ((9+30M+1(9421 +4(6+L) D) + VV (­16 (241) (341) (3421)HM (1428 +2fz

(9+30N+1(9+21+4(6+1)M)%2)) /((2+1) (3+1)1)))))

Planilha 3.1 ­ Planilha de cálculo ­ Mathematicaº 4
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de KM

Tomando os valores arbitrários A = L = 1/2e M = 1, temos o seguinte

gráfico (Gráfico 3.1)de A(k) no intervalo [—2,2].

Gráfico 3.2 ­ Gráfico de A(k) para à =1/2e€ M =1 no intervalo [1,2.5]
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4,5 Monotonicidade dos Zeros de KÇMLK)

Observemos, porém, que como «k > 1 o intervalo de estudo significativo está

representado pelo gráfico 3.2, onde a raiz visualizada é dada por

E(vV[(9+30H+L (9+2L+4(54L1)MD) + V(­16 (241) (341) (3421) M(142H) +212

(9+30M+L(9+2L+4(6+1) 1))2)) /((2+1) (3+1) 1n)))
Planilha 3.2 ­ Raiz significativa de A(k) ­ Mathematicaº 4

De fato, para os valores de À e M especificado anteriormente temos k = 1.1748.

Observação: Embora tenhamos utilizado o software Mathematicaº%4 para cal­

cularmos a raiz significativa de A(k) dada pela planilha 3.2, esta raiz também
pode ser encontrada algébricamente sem o auxílio do software Mathematicaº%4,

por A(k) (veja (4.5.6)) se tratar de uma função racional onde seu numerador é
uma função biquadrática.

Para mostrarmos graficamente que a aproximação obtida através de G$? é
Inais precisa que a de Gê utilizada no Teorema 4.5.1, comparamos a raiz escolhida
de forma que k > 1, entre A(k) dada por (4.5.6) e B(k) o qual pode ser obtido

de (4.5.5), ou seja
B(k)=1 2(A4 +2)kº —1

20 +2)(E­DEPEM+I1)
0.4

E. =
"

Ml

Ke LIT
. Ka=1.16411

Kp=1L18322 / Ks=119024

L=12 : L­1

Me? Me?

K,=109 ­ Ky=109525
Ky=109545 Á Ky=109924

Gráfico 3.3 ­ Raízes de A(k) (vermelho) e B(k) (verde) e seus respectivos
valores para diferentes parâmetros L = A e M ­ Mathematicaº 4
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4.5. Monotonicidade dos Zeros de KM)

Tomando valores arbitrários para À = L e M, como mostra o gráfico 3.3,

observamos que as respectivas raízes referentes a A(k) são menores que as corres­

pondentes em B(k), o que nos informa que o intervalo real delimitado pela raiz

de A(K), isto é, [k1, 00) é maior que [kg, 00), onde k, é dado pela planilha 3.2 e
(24 +3)

4(A+2)M'
Assim, podemos enunciar o seguinte resultado que melhora a parte b) do

Sta MEN
Teorema 4.5.1.

Teorema 4.5.2. Para qualquer k > 1 e M > O os zeros dos polinômios KÇMA)
e POST), n > 2, satisfazem

(A+1) < a MA)Tn1

OF) < MA) < a, r=2,...,[n/2].
Além disso,

a) para qualquer n,r tal que L <r <[n/2] e n>2, a NARA) é uma função
crescente de M para M € [0,00o);

b) para qualquer n,r tal que L <r <[n/2] e n>3, LIMA) é função crescente
de k para k E [kA(A, M), co), onde

1/9 +30M + A(9+22+4(6+MM) + ka
Fa, M) = 2/20 + NB +NM

com

ka = V/­16(2+1)(3 + A)(3 +2A)M(1+2M) + (9 + 30M + A(9 +22 +4(6+X)M)Y?.
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Capítulo 5

sequências Encadeadas e

Polinômios Ortogonais

no Círculo Unitário

Neste capítulo, nosso objetivo é aplicar seqilências encadeadas no estudo de po­

linômios ortogonais no círculo unitário, que são conhecidos por polinômios de

Szegô. Para isso, fazemos um estudo sobre os polinômios para­ortogonais. Além

disso, com o uso de seqilências encadeadas, conseguimos obter novos resultados,

como por exemplo o Teorema 5.3.2, citado na Introdução (Capítulo 1), que nos

fornece relações entre polinômios de Szegó e polinômios ortogonais na reta real.

Fazemos, também, exemplos dos polinômios de Szegô relacionados a certos poli­

nômios ortogonais conhecidos, como em particular os polinômios de Koornwinder.

5.1. Polinômios de Szegô

Seja dv(z) uma medida positiva no círculo unitário. Isto significa que v(e) é
uma função real, limitada e não decrescente para 0 < 6 < 27. Os polinômios or­

togonais Sn (z) definidos no círculo unitário, introduzidos por Szegô, são definidos

por
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5.1 Polinômios de Szegô

fSn(2)Sndo(2) = |  Sn(e)Snledu(e) =0, mn.
,

NAAS |
> :Como no círculo unitário 27 = —, então S, também pode ser definido por

z

f z "TS, (2)edv(2)=0, O<s<n­l,
fe)

ou seja, os polinômios de Szegô satisfazem a propriedade de L­ortogonalidade no

círculo unitário em relação a zdv(z) (veja Jones, Thron e Waadeland [9]). Neste

caso, S, é chamado polinômio L­ortogonal com relação a zdv(z).

Como foi visto no Capítulo 2, os polinômios ortogonais reais satisfazem uma

relação de recorrência de três termos que, em geral, não é válida para os poli­

nômios ortogonais no plano complexo. Porém, existe uma relação de recorrência

que é válida para os polinômios ortogonais no círculo unitário (veja Szegô [17]).

Esta relação para os polinômios de Szegô mônicos é dada por

Sn1(2) = 2Sn(2) H+an4157(2), n20. (5.1.1)

onde a, = Sn(0), n > 1, são conhecidos como os coeficientes de reflexão dos
polinômios de Szegô, com |an| < 1 para todo n, So(z) =1 e Si(z2) = z"Sn(1/2)
que são os polinômios recíprocos, onde 5, indica que somente os coeficintes de
S, são conjugados. É conhecido também, que os zeros de S, estão localizados no
disco unitário aberto. Podemos ainda, aplicando a operação * a (5.1.1), escrever

t1(2) = Si(2) +HGngizSn(2), n > O, então

Snri(z) = zSn(2) + anni[Sh1(2) — Gn+izSn(2)]

zSn(z) + an+1Si,11(2) — lan+1/º2Sn(2)

1­ lan+1/º)2Sn(2) + an+1Sh41(2).

Portanto, os polinômios de Szegô satisfazem também, a relação de recorrência

(1 — lan [º)2Sn(2) = Snn1(2) ­—nnSin(2), nO. (5.1.2)
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5.2 Polinômios Para­ortogonais

5.2 — Polinômios Para­ortogonais

Em 1989 Jones, Njâstad e Thron [7] consideraram os polinômios S,(z) +wnS*(z),
com |wr| = 1 onde denominaram de polinômios para­ortogonais, isto é, a sequên­
cia [Sn(z) + wnSi(z)) que é uma sequência de polinômios de grau n, satisfazem

f 15 + wnSi(2))zºdv(2) =0, l1<s<n­l
fo

que equivale a

/ 2"TIS(2)+ wnSi(2)]dv(0) =0, 1<s<n—­l. (5.2.1)
Cc

Mostraram também o seguinte resultado.

Teorema 5.2.1. Os zeros de Sn(2) + wnS*(2z), onde |wn| = 1, são distintos e
estão localizados no círculo unitário C.

Demonstração: Seja n > 1, podemos escrever

[Sn(2) +unSi(2)]* =" 2[Sn(1/2) +TnS,(1/2)]
Sa(2) + wrSn(2).

Como |wr| = 1 temos

[Sa(2) + wnS!(2)]* = [S() + wnS' (2). (5.2.2)

Sejam a1,2,...,a, zeros de ordem ímpar (distintos) de [Sn(2) + wnS*(2)]
localizados em C. Se não existem tais zeros em C, temos p = 0. Se existem então

1<p<n. É suficiente mostrar que p = n.

Seja À um zero de [S,(2) + wn Si(z)] que não está no círculo unitário C, então
de (5.2.2), 1/D é também um zero de [Sn (2) + wn S*(2z)], além disso, 1/8 não está
no círculo unitário. Desta forma temos que os zeros de [S5,(z) + wnSi(z)] que não
estão em C ocorrem em pares (8,1/6).

Se 6 é um zero de [S,(z) + wnS*(2)] em C, então como |9| = 1 temos que

B=1/f. Neste caso existe um número par de zeros de [S,(z) + wnS*(2)] em C
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5.2 Polinômios Para­ortogonais

mas não no conjunto [a1, as, ...,an). Segue que os zeros de [S,(2) + wnS'(2)] que
não estão em [a, Ag, .10o, ap) ocorrem em pares (6,1/Ê). Denotemos estes zeros
por 2q números, B1,1/Bu..., Ba 1/B7­ Se não existem tais zeros, temos q = O.
Temos que p + 2q = n. Como [S,(0) + wnS3(0)] £ O, então 6; £ 0 e 1/B; £ co
paraj = 1,2,...,q. Sejam

A() = (z­mn)...(z­a) se p>1
1 se p=0

(=­&)...(2­Bb) se q>1
1 se q=0

B(2) = D(2z) = 2ºA(z).

Suponhamos p < n o que é equivalente a q > 1. Isto significa que

grauD = p+q=n­q<n­l. Portanto a condição de para­ortogonalidade
implica que

f[Sn(2) + wnS!(2)]D(Jdu(2) =.
Por outro lado, usando as simples relações

2 À — Tn

Z=­—­ A(1/2) = A(z), para zE€C,

obtemos

fe.(2) + wnS'(z (2)= AB2) EU) EPA/2)dv(2)21º

— " (1— fiz)... (1— Baz)—y 2)dvlz= / asa Cy AEE A Aa /2)0u(o)
= Cgs SAE A(z)B(2)du(2)£ O.

Temos então uma contradição, logo p = n.

A partir daqui, consideramos polinômios de Szegô reais. Isto acontece quando

a medida dv satisfaz a simetria dv(1/2) = —dv(z), pois os momentos 1” satis­

fazem 1º, = nº = ph. Deste modo temos que os momentos são reais e portanto,
os coeficientes do polinômio de Szegô são reais se du(1/2) = —dv(z).
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5.2 Polinômios Para­ortogonais

Seja Sn(2) = so + sz +++ snoa27T! + 2º, como S*(z) = z" S, (1/2), temos
que Si(z) = soz" +si2"! +­­­+snaz+1leentão

Sn(2) + Si(2) = (so +1)2"º +(s1 + sno1)2? +++ +(so+1).

Sn(z) + Si(z)
So + 1

mônico. Mas so = Sr (0) = ar (coeficiente de reflexão), assim definimos

Sn(2) + Si(z)
1+ S,(0) *

Se dividirmos este polinômio por (sf + 1) obtemos , um polinômio

SD(2) = n>1, (5.2.3)

e analogamente definimos

— Sn(2) — Si(2)SP(2) = 1 Sx(0) * n>1, (5.2.4)

polinômios mônicos. Os polinômios SÍ e SO são dois casos especiais de polinô­
mios para­ortogonais.

De (5.1.2) e da relação S*,(2) = Si +anv12Sn(z), temos para os polinômios
de Szegô reais que

[(1— ad11)2Sn(2) + ant1Si11(2)] + Si1(2)
1+ An+1

= (1­ anh1)zSn(2) + Si1(2)

= zS/(2)+ Si(2).

Ss (2) =

Somando e subtraindo Sn (z) + zS*(z) no lado direito da igualdade àcima

Síh(2) = (2 + DIS1(2) + Si(2)] — Sn(2) — 2Si(2).

De (5.2.3) com S,(0) = an,

(2 + 1) SMP (2)(1+an) — Sn(2) — zSi(z)

(2 + 1)S(2) + =|Sn(2) + E| Si(2).
De (5.1.1) e da relação Si,(2)= Si + an1zSn(2), temos que

SM(2)= (2 + 1)SO(2) = (1 = an)elSa1(2) + Si1(2)).
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5.2 Polinômios Para­ortogonais

E novamente de (5.2.3) obtemos

2) = (z+ 1)SO0(2) — (1 + an­1)(1— an)2zSD (2)n ­ Le | '

Analogamente, obtemos também que

Si(2) = (2 + 1) SP (2) = (1 an1)(1 + an)2S12 (2).
Portanto, os polinômios SO ,1i=1,2, satisfazem às relações de recorrência de
três termos

(2 + 1)SO(2) — (1 + an1)(1— an)250 (2),
n>1, (5.2.5)

(2 + 1)5SO(2) —­ (1 = an1)(1 + an)2S2, (2),

com aq=1, SIV(2)=SP(2)=1, SO()=z4+1 e SP = z — 1. Podemos
observar da relação de recorrência que SC2a) = O, para n > 1, pois SO)ni) É
múltiplo de z — 1. Consideremos então os polinômios

se)RO (2) = SU(z2) e RO()= O, n>O.
Assim podemos escrever

25n(2) 25n(2) + Si(2) — Si(2)

[Sn(2) + Sh(2)] + [Sn(2) — Sh (2)).

De (5.2.3) e (5.2.4), temos a seguinte relação entre os polinômios de Szegó e os
polinômios RO, 1=1,2,

25,(2) = (1+an)RO()+(1­an)(z ­NRO (2), n>O1.

Temos também, de (5.1.2), que (1 — a2)225Sn1(2) = 25Sn(2) — 2anSi(z) então
somando e subtraindo S'*(z) + an Sn(2z) no lado direito desta igualdade obtemos

22Sn1(2) = RO(0)+(z­VRO(2), n>O1. (5.2.6)
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5.2 Polinômios Para­ortogonais

Teorema 5.2.2. Os polinômios mônicos RÔ, 1 =1,2, satisfazem

RO (2) = DRO(2) — 400Ó  zRO >1n+1V? (z + ) n (2) An41?Z nX1(2), n241,

com R$ (2) =1, RO (2) =2+1 e
oO. 2At] = a +H+an1i)(l1­anJ>O,

1anta = (1 an)(1+an1) >O,
Além disso, esses polinômios satisfazem as relações de L­ortogonalidade

f gt RD()Adu(2)=0, 0<s<n­1 (5.2.8)
. "

/f z7"+sRO) (2)(3— D)dv(2) =0, O<s<n­Ll. (5.2.9)
Cc ­

Demonstração: A relação de recorrência para RÔ41) 1 = 1,2, segue da relação
(5.2.5). Através da relação de recorrência observamos que RÚÓ satisfaz a pro­
priedade 2”RÓ(1/2) = RÓ(2), aqui chamada de auto inversiva, pois 2” DA/z)
satisfaz a mesma relação de recorrência de RO (2), com as mesmas condições
iniciais.

Mostremos primeiramente (5.2.9). Como R!(2)=
(5.2.1) temos

Sn+1(2) — Sar1(2) de
(2 — 1)(1— Sn4+1(0))'

/f 27M+I+sRA (2)(z = 1)dv(2) =0, 1<s<n,
fo

que equivale a

f Z71HlsN) RO (2)(z — W)dv(2) =0, O0O<s­1<n­1l,
Cc

e ainda equivale a (5.2.9).

Provemos agora, (5.2.8). Novamente de (5.2.1)

z "R$ (z) dv(2) =0, 1<s<n­l,
Cc z—1l
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5.2 Polinômios Para­ortogonais

que é equivalente a

HÁ

7 7dv(z) =0, 1<s<n­l, (5.2.11)/f 2" P, (2) RO (2)
C

onde Pr ..(z0) = 2º (2 — 1),s = 1,2,...,n — 1. Provemos que se tomarmos
Pnnlíz) =2z+ 2" então a relação (5.2.11) também vale para s = n. De (5.2.10)

dv(z0), 1<s<n­1l."RPG z du() = [ RO)
C Cz—1 z—l

Substituindo 2 por 1/2 no lado direito da igualdade e usando a simetria da medida

dv(1/2) = —dv(z) e a propriedade auto inversiva de RO, 7 DVA/2z) = RO(2),
obtemos

A

1)=O, 1<s<n­—l./f 2[2º +2]RD (2)
fe

Consequentemente, Pr n(z) é obtido quando fazemos s = 1 na expressão 2º +2",

ou seja,
z" z"Pan(2)RO (2) dv(z) = O.

Cc

Portanto (5.2.11) vale também para s = n, ou seja

z—1l

/f 2" Pns(2) RI (2) z rlz) =0, l1<s<n. (5.2.12)
e

—

Podemos verificar que o conjunto de polinômios Pr s, s=1,2,...,n, de grau

menor ou igual a n — 1, formam um conjunto linearmente independente. Em

particular, podemos escrever

1 z(29 21) 22779]vo lpta=2222D27 )
mas, 2º — 1 = (I+z+2º +... +27 N)(z—1), para k > 1. Então, para cada
monômio 2º, O < s < n — 1, conseguimos uma única combinação linear do tipo

2º = di Pa1(z) + dO Pro(z) + +dO Pani(z) + 3Pnn(z). Consequentemente,
de (5.2.12) chegamos ao resultado (5.2.8). "=
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5.3 Relações entre Polinômios de Szegô e Polinômios Ortogonais na Reta Real

5.3 Relações entre Polinômios de Szegô e Polinô­

mios Ortogonais na Reta Real

Seja (Rn) uma seqilência de polinômios mônicos dados por

Rr4+1(2) = (z +1)Rn(2) — 40n412Rn1(2), n>1,

com Ro(2) =1, Mm(0) =z+lean1>0O0.

Teorema 5.3.1. Seja (Rr) a sequência de polinômios mônicos dados pela re­

lação de recorrência (5.3.1). Então, os zeros de R,, são distintos (erceto para

um possível zero z = 1, de multiplicidade 2) e estão no círculo unitário ou na

reta real positiva. Em particular, se fani1) é uma sequência encadeada, todos os

zeros são distintos e estão no círculo unitário aberto (2 : z = e", 0<0 <2n).
Neste caso, existe uma medida positiva dv(z) no círculo unitório tal que

Jf z "FS Rn(z) z dv(z) =0, O<s<n­l. (5.3.2)
C z—l

Demonstração: Da relação de recorrência (5.3.1), podemos concluir que

2"Rn(1/2) = Rho(2), pois satisfazem a mesma relação de recorrência, com as

mesmas condições iniciais. Considerando a transformação de Delsarte­Genin

x =x(2) = 3(24/? + 2/2) (veja Zhedanov [23]), então, os polinômios P.(x) =
(42)/ºPRn(2), n > O, satisfazem a relação de recorrência

Prni(r) = rPr(t) — env Pa1(X), n>1, (5.3.3)

com Po(rx) = 1 e Pr(r) = xr. Através da Fórmula Confluente para a Identidade

de Christoffel Darboux dada por

Pr(x)Pa1(x) — Pr1(z)Pa(x) > O

e ainda pela relação de recorrência (5.3.3), temos que os zeros de P, são reais, dis­
n

tintos e simétricos com relação à origem. Se escrevermos, Pan(r) = IT — Tink)
k=1
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3.3 Relações entre Polinômios de Szegó e Polinômios Ortogonais na Reta Real

e Puniíí(rd)=x Um — Tin+14), de Rn(2)= (42)”/?P,(r(2)) temos que
n

Ron(z Ne — XInk)

1 1/2, 1/2 a) 1/2 | 2/2]?= a? +27)| — 2 (Zonk + Zonk )
1

12 — Zank)(2 = 1/22nx),

Ron(2) = |[(2 — z2ne)(2 = 1/22n4).
Analogamente,

n

Ron+1(2)= (z+1)Il2 — Zon+1,k)(2 — 1/22n+14),
k=]1

onde znx = (237%, — 1) +2,/072 (12, — 1). Consequentemente, se x?, < 1 então
tnk E 1/2nx São pares conjugados de zeros de R,, no círculo unitário e se DZ x >1
então znx € 1/27x São zeros positivos de R, na reta real. Deste modo, concluímos
que os zeros de R, estão no círculo unitário ou na reta real positiva. Se z = 1 é

um zero de R, então ele é um zero de multiplicidade 2.

Se fan11) é uma seqiiência encadeada, e como Prn(x) é um polinômio simétri­
co, segue da observação obtida através do Teorema 3.3.2 e Corolário 3.3.1, que

todos os zeros de P,, estão em (—1,1). Consequentemente, neste caso, todos os

zeros de R,, estão no círculo unitário aberto (2: z = e", 0 <A <2n).

Como Pr, n > 1 satisfaz a relação de recorrência (5.3.3) e ainda como seus

zeros estão em (—1,1), o Teorema de Favard (veja, por exemplo, Chihara [4])
garante que existe uma medida positiva dé, com suporte em [­1,1], tal que

1/f 1 Pr(r)dé(r)=0, O<s<n­l.
1
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5.3 Relações entre Polinômios de Szegô e Polinômios Ortogonais na Reta Real

Usando expansão binomial e pela simetria de P, podemos escrever!
1

/ [E +ivl—Pd E aó(o) =0, O0<s<n­1 (534)—­1 —T

Fazendo x = 3(2!/? + 2/2), isto é, fazendo 2!/? = x +ivT — xº, obtemos
2294

(2 — 1) (r() =0, 0<s<n­1l." [2)/2] 7 M=1)+2s (423) PRoi(z)
­C

Portanto

Í. 2 Rn) o dó((2) =0, 0<s<n­l.
Como r(z) é uma função decrescente de z = e*º com 69 variando de O a 27, obte­

mos a medida positiva dv(2) = —dé(r(z)). Deste modo concluímos (5.3.2). ­ m

Voltando às relações de recorrência de RD e RO,

Rin(2) = (2 +1)RÍ(2) ­ 40) 2RD (2), n21,
com à = 1,2, RÓ(z) =1, RO (2) =z+1 e

1of, = 30 +ani)(l­=anJ>O,
n>1,

1ari =3201­0n)(1+on1)>O,
; 1 21. MAsobservamos que os coeficientes fo) e 102) são seqilências encadeadas com

as respectivas sequências de parâmetros

fan ="28) e fon =)( :? 2 n=0 2
un=0

Mais precisamente

1 2 2 1(1­ 91 )A = afl,, 98 ­ 98) = ala,
n>1, (5.3.5)

(1­ 91298 = af, Da ­ 98) = af,

com 96º = 9º =1 e 0<gP=1­08P = (Las) <1.
!veja Apêndice A
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3.3 Relações entre Polinômios de Szegô e Polinômios Ortogonais na Reta Real

Os polinômios Pé!(x) = (42) /2RO (2) e Pé2º(x) = (42) /2RO (2) satis­
fazem as relações de recorrência

Pt (0) = xP$i(x7) — af , PÉ (x), n>1, (5.3.6)

e são ortogonais em [—1,1] em relação as medidas dé1(x) = —dv(z) e déa(x) =
—(1— xº)dv(z), respectivamente. Podemos observar que af, = a, i=1,2
onde aÉi, é dado pela relação de recorrência (5.3.6) e af, é dado pela relação
(5.2.7). A partir de agora usaremos somente a notação aÉi,, it =1,2.

Note que dé2(x) = (1 — xº)dd, (x), onde x = 3(2!/? + 2/2). Como foi visto
no Capítulo 4, Seção 4.1, dê, e dê, são dadas por (4.1.6) com k = 1. Então Pé!
e P$? satisfazem as relações de recorrência dadas por (4.1.8) com ly = an, n > O,
isto é,

1PÍn(s) PÉ (x) — q = an)(1+ an1)PÍN (O),
pó 1Póº(x) — = — an) + ani) PÉ2A(), (5.3.7)

PÍn(s) = Pin(a) = 20 = an)(1 = ana) PÍ9 (2),
para n > 1.

O próximo resultado, que é o teorema mencionado na Introdução (Capítulo

1), relaciona polinômios ortogonais na reta real com os polinômios de Szegô,

mais precisamente, ele nos mostra que conhecido certos polinômios ortogonais

em [—1,1] associados a certas medidas, podemos obter seus respectivos polinô­
mios de Szegô, e ainda mostra como os coeficientes de reflexão a, = Sr (0) podem

ser gerados.

Teorema 5.3.2. Sejam dd(x) e dá2(x) duas medidas positivas em [—1,1] tais

que dg2(x) = (1—­xº)déi(x). Sejam os respectivos polinômios ortogonais mônicos
Pé! e Pé? associados a estas medidas que satisfazem

Pi(x) = xPÍ(z) — af PÉ (2), n21. (5.3.8)
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3.3 Relações entre Polinômios de Szegó e Polinômios Ortogonais na Reta Real

Seja

22Sn­1(2) = RO (2) + (z = RO (2), n>1, (5.3.9)

onde RÓ (2) = (42)/?P%i(t(2z)). Então, S, são os polinômios de Szegô mônicos
associados à medida dv(z) = —dé)(xr(2)). Além disso, os coeficientes de reflexão

an = Sn(0) podem ser gerados por

4a, 4 d2
o 2n+1 n >.
(1 + An­1)

an =1­ ; >(1— an)ou anfir=­1+

Dado explicitamente,
d2 d2 $d2 ,,Ód2 $2  Ó2 d2

Cm Cons c O Po à — 922:&—i an=$d1 do d1 di d1  d1 di
Xn—1X%2n—3*:­AX3 Ho XnXn—2*+­­ Az

Aqn—1 = 2

onde nós, i = 1,2, são os respectivos momentos de ordem zero.

Demonstração: Considerando a transformação x(z) = 3(2*/? + 2/2) e multi­
plicando a relação de recorrência (5.3.8) por (42)“+ obtemos

RÔ)(2)= (z + 1)RO(2) — 408, ,zRÓ (2). (5.3.10)

Como dg2(r) = (1 — xº)dé1(r) temos de (5.3.7) que
1

of = ris = arn)J(1 + An­1),
n>1,1

af = ris — an )(1 + an41),
1Pin(z) = Pfnh(2) ­ 20 — an)(1 = an) PÍ3 (0),

­ a. ­ : n+1 >então, multiplicando a relação acima por (42) 2 e usando a transformação

r(z) = 3(2V/? + 2/2?) obtemos

(2) = RAL(2)> (1 an)(1 — an )z RR (2). (5.312)

que equivale, de (5.3.10), a

RN(2)= (2 + 1) RO (2) — 201 — an):RR (2).
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5.3 Relações entre Polinômios de Szegô e Polinômios Ortogonais na Reta Real

Por hipótese temos que 225, 1(2)=RO(20)+(z ­VNRI(), n>1 e
através da propriedade auto inversiva z"RÓ(1/2) = RO (2), podemos então
escrever que

25º (2) = RO(2)­(z = DRO (2), n>1 (5.3.14)

Precisamos provar que S,(2) satisfaz a relação de recorrência para os polinô­

mios de Szegô, isto é, que Sh(2) = zSn­1(2) + anSi (2), n>1.

De (5.3.9) e (5.3.14) temos

2[2Sn­1(2) + an St1(2)] = (1+ an)RO (2)+ (1 — an)(2 = 1) RO (2).
De (5.3.13)

2[2Sn1(2) + anS* ,1(2)] = (1+ an)(2+ 1) RO (2) — 201— ani)(1+an) RÔ (2)
+ (1— an)(2= 1) RO(2)
2(2 + an) RO (2) — 201 — an1)(1+ an)zRO (2)
2(2 + 1) RO (2) — 201 — an­1)(1 + an)z RO) a(2)
— 2(1 — an) RO, (2).

Ainda de (5.3.10)

2lzSn­1(2) +anS71(2)] = 2R0(2) 201 on)RO (2)
[EXP 4 EP IRP(0) ­ 20 = a) RPM (2)z

Je + 1) RO (2) — 201 — an):RO (2)
+ (= 1)RO(2)|

e novamente de (5.3.13) e de (5.3.9) concluímos que

2lzSai(2) + anSi1(9] = 2[RO1()+ (2 DRO(2)] =25,0).
Basta mostrarmos agora que S,(z) satisfaz a relação de ortogonalidade para

os polinômios de Szegô. Como (af,,), i = 1,2, são segiiências encadeadas temos
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5.3 Relações entre Polinômios de Szegô e Polinômios Ortogonais na Reta Real

pelo Teorema 5.2.2 que RO e RÔ satisfazem as relações de L­ortogonalidade
dadas por (5.2.8) e (5.2.9) respectivamente. Então de (5.3.9) temos que

[27 asa) adu(a)= [17 RD (do(a [2 RD — 1)dv(z)
[27 RD() rdu(a)+ [27H RO (a) (2 Ddv(0)
= 0, 0O<s<n­1l

que equivale a

/275(2) zdv(2) = /f 7719 ()dv()=0, O<s<n­Ll
C C

Portanto S, são os polinômios mônicos de Szegô associados à dv(z) = —dé, (r(2)).

Em (5.3.11) podemos escrever

408º, $d2 1——+lO = —] +— >1(1 " an) ou Any + n2>an =1­
é (1— an)'

Então usando os dois resultados acima obtemos
$

—

4082 — a — aÉ? 1408? ;ami= 1 + 2 = 1+ =­1+—
Ó $ $d2  Ó1+ ad? 1052 2: a84aS? =—­1+ Anton" A5 Az”

af 108 3 sc aÉ' (1— a2) a$1 108à o oÊ' o$'/(1 +ai)
2 2 d2

(O) [8 .. “oO
= 142 2n—1%2n—3 5

$2
a3

Mas como foi visto no Capítulo 2, podemos escrever

<P PR>S O) S[vdao)
<PP,R>O [hdaio)

pois PÓ! (x) =1 e Pé(x) = x, já que Pá! é simétrico. Deste modo

1208 Sae 1º)ddi(a) Sa do(a) 18º
fa de (x) fa déi(x) uno

1­08 =1­

Logo
6 o éSANTO AaU

$d1 daam­1=2 aÊé d1Xon—1X%2n—3*:­AX3 Ho
—1l n>1.

Analogamente, obtemos
$2  d2 $d2

9 Ean%on­2 +.don = o1,01
ALLA 2... As

— 1, n>1.
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5.4 Alguns Exemplos de Polinômios de Szegô

5.4 Alguns Exemplos de Polinômios de Szegô

Consideramos alguns exemplos para mostrar como os resultados anteriores po­

dem ser usados para obter informações sobre os polinômios de Szegô reais.

Polinômios de Gegenbauer e polinômios de Szegô associados.

Sejam dé1(r) = (1 — xº)­Wºdr e déda(x) = (1— xº)+W?do em [—1, 1], onde
2 > —1/2. Então Pé1(1) = Px) e Péº(x1) = PA(x) são os respectivos poli­
nômios de Gegenbauer mônicos com parâmetros À e A+ 1. Consequentemente,

dá — mnín+2A­1) da — nMín+2A+1)
— = > 11MH AMAM PAZD | MO AmIATIDCA+A) É

Os polinômios SO definidos por

22582) = RUM(2) + (z = R2(2), n>O0,.

ROºI(2) = (42)?PO (1(2)) e R$OO(2) = (42)? POD (0(2)),

são os polinômios de Szegô­Gegenbauer (veja, por exemplo, Van Assche [19])
associados à medida du(z) = —dg, (r(z)). Mas x = (2/2? + 2/2)/2 = cos(90/2),
então

——= —|sen(9/2)[?ºdoEn] 1dv(z) = [x
com z = e“, Os coeficientes de reflexão são af?) = A, n>1.

Quando À = 0, então aí? = O e temos os resultados associados aos polinômios
de Tchebichef. Neste caso temos RU (2) = (42)"/2PÍ (x(2)), mas PÍº são os
polinômios de Tchebichef de primeira espécie mônicos que são dados por

PO (x) = 27CDcos(narccos x)

(veja, por exemplo, Chihara [4]), então

— cos(no/2) 2z2/24+ 27?PO(a(a) = PA = mo
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5.4 Alguns Exemplos de Poliômios de Szegô

com z = e*º, Portanto

RO) = 2" +11.

Analogamente, R(2) = (42)2 PV (x(2)), mas P(” são os polinômios de
Tcehebichef de segunda espécie mônicos que são dados por

— sen[(n + 1) arccos x]
2º)/1— x

PI (0)

(veja, por exemplo, Szegô [17]), então

PO (n(2)) = SM +1)9/2) — 20PP — 2DOn LIZ = 2" sen(0/2) = 27 (21/2 — 272) ,
com z = e**. Portanto

Re o) ZP+l —1

Assim, obtemos

1SP (2) = [RI(2) + (2 ­ RP (2)] = 2",
que são os polinômios de Szegô mônicos associados à medida dv(z) = —dgé1(xr(2z))

dz

— Nz

Polinômios de Koornwinder e polinômios de Szegô associados

Seja a medida dgé,(r) definida em [­1,1], com à > —3/2, M > O e

O<7tT<1,tal que

1 (7? — xº2)9+1/2[ fe) ag MC D+SOL+ e fe Ea 641)
onde

2 2))+1/2
dr

de forma que a massa total da medida dgá, é 1, isto é, né = 1. Quandor =]
(e à > —1/2), os polinômios P$! associados a dé, são os polinômios de
Koornwinder simétricos, como vimos na Seção 2.3.
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5.4 Alguns Exemplos de Poliômios de Szegóô

Seja dg2(r) = (1 — DOentão de54)ff. f(x)dga(x GMTO. fe(7? — 1º HO qz
logo, dd2(x) = [((2M + )el (7º — PN Consequentemente, Péº(x1) =
PÍ(x) associados à medida dd2(r) são os polinômios de Gegenbauer com
parâmetro (A + 1) sobre o intervalo [­­1, 7]. Portanto

PÓ (x) = PP)­ af, Pé (0), n>21

no Tº nín+2X+1)
nl LIn+AFD(N+A)

SOM)Denotemos por os polinômios de Szegô associados à medida

dv(A, M,t1;2) onde dv(A,M,t1;2)=­— dg(x), então dada a transformação
x =(2V2? + 2742)/2 = cos(0/2) com z = e“, obtemos?

2T
T| F(e)dv(A, M,1;68) = ET fama) + EI) (5.4.2)

" 27n­0(7) i [7º — cos? (9/2))6+1/2INE f, SENTI
com (x) = 2 arccos(r).

Para o coeficiente de reflexão S(*o temos que(A,M,T) oo

2
n=0

é a seqiiência de parâmetros para a segiilência encadeada fa?21): Então, podemos
escrever

Tº nín+224+1)
4 (n+A+1)(n +)[1 = gn1(A, M,gn(A,M,17) =

De (5.3.5),

In—2(A, M, T)1 = In­1(A, M, 7)) = aba, n > 1,
*veja Apêndice B
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5.4 Alguns Exemplos de Poliômios de Szegô

então 9.1(4, M,1) [1 g6(A, M,1)] = a5'. Como 9­1(à, M,T1) = 1 temos

N(,M,7) = 1­0f'= f (1 2º)ddi(0)
1

E 1)c fPY do,
com x = tcos(9/2) temos então, que o parâmetro inicial é dado por

27

90(A, M,71) = [(2M + De(1,A,7)]! [rsen(9/2))º*Fºdo. (5.4.3)

Através do valor de go(A, M,T) chegamos em grn(A, M,7), n > 1, de onde encon­
tramos todos os valores dos coeficientes de reflexão SAMTO) = an41,n > O.
Deste modo, os polinômios de Szegô Sn (2) dados por (5.1.1) podem ser determi­
nados.

Observação: Em (5.4.3), quando M — co temos que fgn(A, M,7)) se reduz a
seqiiência de parâmetros minimal e se M = O, podemos mostrar que f(95(A, M,7))
representa a sequência de parâmetros maximal. De fato, como foi visto no Capí­

tulo 3, de (3.2.4) a sequência 1M,)%, dada por

$d2 d2 $d2
a a [6M =1­ n+2 n+3 n+4 >O,n 1 = 1­1 2... PE

é a sequência de parâmetros maximal da seqiiência encadeada fab), então

M, = os? os? os?
A 1­2 1­2­1­—.

Mas, pelo Teorema 4.2.1 temos que grn(A, M,7) será a sequência de parâmetros

maximal quando Mo = [G?º(2)]! para algum z fixo. Mas de (4.1.4), com z =1
temos

GO) =

(Gr =
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5.4 Alguns Exemplos de Poliômios de Szegô

M, = [GP(1)]] = pf? =e (1º — 5º) +V?dz
—­T

fazendo x = Tcos(9/2) temos
27

Mo = [e(1, A,7)]? [rsen(9/2)]º*H2dA = go(A, 0,7).

Portanto, (gn(A,0,7)) é a seqilência de parâmetros maximal para seqiiência
d2encadeada faz? ,).
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Apêndice À

Aqui mostramos detalhadamente como obter (5.3.4). Através de expansão bino­

mial podemos escrever

NSENETE STA > (Yoray­"íd+os)”, l=01,.
r=0

então

' mm. ita Pam+1 (2) ­[ MA ESA
[ls ”

o ; l=0,1,...,m, m>O0O,

—­1L,

2pois > (2 A ) (1 x]TO)! é um polinômio de grau 2! — 1. Por­
r=0

tanto

'

"

21 Pom+1(D)
—fM 1º tio) WipercAAciAsds [=0,1,...,my m>0. (A)

Analogamente obtemos

Pom+2(x)2141? 2m+2
—[ MEF si Az) =0 l=0,L...,m,
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Apêndice A

De (A.1) temos
' Pom+1(D)1x2 4+ 2 )ULAm+TL Vo = —Í! 1—­xº+i] a =") =O, [=0,1,...,m,; m>O,
'

——.. 2a Paom+1(D)[ MZ ­ apSsSae(a) =,
Como

Mist +i] =V1­12­ir,

então o equivale a
Tor 4+iz aro)

Analogamente de (A.2) obtemos

[ MEP +(ey) Pam+2(£Fama) 1917) = O, l=0,1,...,m, m>O0.Vl— x?

Através das duas relações acima e de (A.1) e (A.2), podemos escrever

[ MEF +(nºia TE dó(a) = 0, O0<s<n­l.
Mas de (A.4) temos que

[ME ienes aa) =
que equivale a

[ MEF aroELOdé(z) =
ou ainda

fo(—in­DHSIZA+iVI = 12917 (n—1)+2s Tn
Logo, provamos que

ff. [& +ivT=22602 DRE
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Apêndice B

Aqui mostramos detalhadamente como obter (5.4.2). De (5.4.1) temos o seguinte
resultado

1 7 712 — 2299ft= 1 (uu) +f+[ fa)ES ds |
(1º — 279+1/2onde c = f. dr. Como x = cos(9/2), podemos escreveras

1[ fícos(9/2)dd, (cos(9/2)) = aMT1 | Mislcosm) + f(coso)]
11/00 E cos?(6/2)2*1Lo, Sf(cos(9/2)) — cos? (6/2) sento /2)4o ;

onde (xr) = 2arccos(r).

Seja F(eº) = f(cos(9/2)), então

[PE danteos(6/2) = apa MP) + Fe]
1 /% il? — cos?(0/2)]*+?“2 Cn) F(e) senº(0/2)

1fera
1 [9 9 [12 = cos?(0/2)PH do |.

sen(9/2) do )

tc o(1) Fe) sen(0/2)
Mas 9(—7) = 27 — O(71), então

FEI rapleos(o/2)] = xe Á2MPO)
1 27­8(7) 9, [1º — cos?(9/2)]ue ho Fe) sen(9/2) do)
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Apêndice B

dô
T (72 2), s 1 fº [7º — cos?(0/2))+3— 1­7 2 97) sen(0/2)

3 fo [1º — cos? (9/2)]*+3 do
(7) sen(0/2) '2

de = [fo [7º — cos? (9/2)]*+i do
(7) sen(9/2)

|

Como dv(A, M,1; e?) = — dé, (cos(9/2))

1 fo [7º — cos?(9/2))*+? do —l2M +1 (7) sen(9/2)

27­07) ' 2. 2 a4+lx /f F(ei9) E cos (9/2)] ? ) ;9

27
: :/f F(e)dv(A, M,1;eº)=o (ano) +

(1) sen(0/2)

ou simplesmente,

|  f(€)duv (A, M, 1; e) = em (2/0 + AD),

amoo) 19 [72 — cos?(0/2)1+Ae. 4,7) = ho fe) sen(9/2) do

com dx) = 2arccos(x).
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de KM)

Através da relação (4.5.4) e como GÉº < G*$º (para k > 1)

9 aho o  PLOHDO+DE3A+)
ok (ENEM +IDPOTIOTIR­(21+3))

Da mesma forma, para descobrirmos os valores de k, tais que, >O,
Ok

precisamos analisar

kº(2(2 + 2)(4 + 3)E? = 3(2 +2))
OoEC DEM TU(20+2)0+3)R (24 +3)) 7

Com o uso do software Mathematicaº 4 calculamos os valores das raízes de

kº12(3 +2)(A +3)E? = 3(2+2))
A(k) = 1­ (kº — 1)(2M + 1)(2(4 + 2)(4 +3)kº — (24 +3))Y' (4.5.6)

Os cálculos seguem no diagrama abaixo, com À = L.

Planilha 3.1 ­ Planilha de cálculo ­ Mathematicaº 4
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