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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar seqiiéncias encadeadas positivas
e algumas de suas extensoes e, suas aplicagoes na teoria de polinémios ortogonais
definidos na reta real, bem como, na teoria de polinomios de Szegs, que sdo po-
linomios ortogonais definidos no circulo unitario. Como aplicacao dos resultados
obtidos, foram considerados os polindmios de Szegé e alguns polinémios ortogo-

nais na reta real, cujas medidas apresentam saltos.

Palavras-chave: seqiiéncias encadeadas, polindmios ortogonais, polindmios de

Szegl, relagao de recorréncia.




Abstract

The main purpose of this work is to study positive chain sequences and some of
its extension and their aplications on the theory of orthogonal polynomials defined
over real axis, and also on Szeg6é polynomials which are orthogonal polynomials
on the unit circle. As aplication of the results obtained we consider the Szegé
polynomials and some orthogonal polynomials on real axis whose measures have

jumps.

Keywords: chain sequences, orthogonal polynomials, Szegé polynomials,

recurrence relation.
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Capitulo 1

Introducao

Os polinémios ortogonais moénicos P?, n > 0, em relagdo a uma medida positiva

d¢, satisfazem a seguinte relaciao de recorréncia
Pp(z) = (z = BYy) P (z) — 0y, Po_y(2),

onde P{(z) =1, Pl(z) =z—-B2, 82 € R, n>1e a,‘fﬂ >0, n > 1 (veja,
por exemplo, Chihara [4] e Szegd [17]). Podemos citar algumas areas que se
beneficiam das propriedades desses polindomios, tais como, quadratura numeérica,
aproximacao por minimos quadrados inclusive série de Fourier, teoria de fragoes
continuas e outras.

Em 1996, Sri Ranga [15] obteve o seguinte resultado na é4rea de polinémios
ortogonais: Sejam d¢, e d¢, duas medidas positivas simétricas relacionadas por
cddy(z) = (14 gz?)d¢,(z), onde q é real e positivo e ¢ uma constante apropriada.
Entao, associada a essas medidas, existe uma seqiiéncia de niimeros positivos

{l.}, com [y = 1, tal que

(ln — 1)(ln-1 + 1) = 4ga?%,,

n>1.
(ln = 1)(£n+1 =P 1) = 4qaf:§-lv

Este resultado surgiu como conseqiiéncia de estudos sobre os polindmios similares

aos ortogonais (veja, por exemplo, Sri Ranga [16]). Seu recente trabalho [1],

1




Introducgao

juntamente com Berti, mostra que (1.0.1) vale para qualquer valor real (nao
necessariamente positivo) escolhido para g, de maneira que d¢; e d¢, permanecam
medidas validas. Com as substituigdes k? = —1/g e g, = (1 + l,41)/2, por

exemplo, os resultados associados a (1.0.1) podem ser escritos como

Cd(ﬁg(:ﬂ) = (k2 — xz)d(,ﬁ](.’ﬁ) (102)

aﬁlﬂ aﬁil
(1= gn-1)gn-2= 5= (1= gn-1)gn = o n21 (1.0.3)

com g_; = 1. Entéo, como o’ ,/k?* > 0 e o%%,/k? > 0,temos 0 < g, < 1, n > 1,
se 0 < go=1— a3 /k? <1 (veja Bracciali, Dimitrov e Sri Ranga [3]), ou seja,
{9x}%2, € uma seqiiéncia de parametros associada a seqiiéncia encadeada positiva
{af?,/k?*},. Dizemos que {a,}2°, é uma seqiiéncia encadeada positiva, se
existe uma segunda seqiiéncia {hi}32,, tal que 0 < hg < 1, 0 < h, < le
(1= hu—1)h, =a, paran > 1.

Segundo Chihara [6], as seqiiéncias encadeadas surgiram de certas fracdes
continuas nos estudos de E.B. Van Vleck, e cuja teoria foi formalizada por Wall
[21]. Tais seqiiéncias foram estudadas por Chihara [4, 5, 6], e também por vérios
autores, veja [3, 18, 23].

Com o uso das propriedades dessas seqiiéncias juntamente com o resultado
(1.0.3), novos resultados foram obtidos para alguns polinémios ortogonais rela-
cionados a outros bem conhecidos e, em especial, alguns casos particulares de po-
linémios ortogonais considerados por Koornwinder [11]. Em 1984, Koornwinder

considerou os polindmios ortogonais P®#MN associados & medida d¢ dada por

f_ " f(2)dd(z) = MF(=1) + NS(1) + L f @)1= 21+ ds,

(s +1)

2T (a+1)I(B+1)
lindmios de polinémios de Koornwinder. Um de seus aspectos interessantes é que

Seguindo Kiesel e Wimp [10] chamamos esses po-

com L =

os mesmos sao solucoes de certas equacoes diferenciais de segunda ordem. Em

2
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Introducao

nosso trabalho, consideramos ainda os polinémios ortogonais Ky MMk) associados

a medida d¢(A, M, k; z) dada por

foo f(z)do(A, M, k; x) =

|
2M +1

l ——
com S? (k) = / g 2:1:
.

2)A+1;‘2
——5——— dz e A > —1/2. A medida tem saltos nos pontos
-k ek.

{M[f( k) + F(R)] + (S (R} f fa ﬁd&:}

x?

-

O objetivo inicial proposto para este trabalho foi fazer um estudo sobre poli-
noémios ortogonais na reta real utilizando seqiiéncias encadeadas positivas e uma
extensdo dessas seqiiéncias, que sdo chamadas seqiiéncias encadeadas genera-
lizadas, onde sao descartadas as exigéncias de que os parametros h, satisfagcam
as condicoes 0 < hg <1 e 0 < h, <1, n > 1, e além disso estudar o com-
portamento dos zeros dos polindmios Ky ME) abordados no artigo de Bracciali,
Dimitrov e Sri Ranga [3]. O desenvolvimento do estudo proposto inicialmente
constitui os Capitulos 2, 3 e 4 desta dissertagao.

Contudo, durante nosso estudo, surgiu a oportunidade de aplicarmos seqiién-
cias encadeadas no estudo dos polinémios de Szegd, que sdo ortogonais no circulo

unitério (veja, por exemplo, Szegd [17]) definidos por

f S0 (2)Sm(2)dv(z2) = ” S, (€)Sn(e®)dv(e?) =0, m # n,

0

sendo dv(z) uma medida positiva no circulo unitério, isto é, v(e’) ¢ uma fungéo
real, limitada e nio decrescente para 0 < # < 27. Outros autores tém utilizado
seqiiéncias encadeadas no estudo de polinémios ortogonais no circulo unitario
(veja, por exemplo, Zhedanov [23]), e, muitos tém estudado os polindomios de
Szegé (veja, por exemplo, (8, 20]).

Em 1989 Jones, Njastad e Thron [7] consideraram os polindmios

Sn(z) +wpS;(2), com |w,| = 1, denominando-os por polinémios para-ortogonais,
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Introducgao

que satisfazem

f [C6) LS =0, Tasznsy
C

onde S:(z) = 2"S,(1/z) sdo os polinémios reciprocos e S, indica que somente
os coeficintes de S, sdao conjugados. Mostraram, por exemplo, que os zeros de
Sn(z) + w,S;(2) sdo distintos e estdo no circulo unitério.

No Capitulo 5 desta dissertacdo, considerando somente os polindmios de Szeg6
reais (que sdo associados a certas medidas simétricas), construimos os polinémios
monicos

1,y _ Sn(2) + 5:(2) @ (, _ Sn(2) — 55(2)
Rl(l)(z) - W (z - 1)Rn2—1 z) - 1 — Sn(O)

para n > 1, que sao casos especiais dos polindmios para-ortogonais e satisfazem

a seguinte relacao

22Sn-1(z) = RV(2) + (z = 1)R®,(2), n>1.

Os polinémios Rgf}, i = 1, 2, satisfazem

RY (2) = (z + 1)RY(2) — 40 ,zRY (2), n>1,

n+1
com Réi)(z) =1, Rgi)(z) =2z2+1 e

1
aﬂil =

2
‘1’:(14)-1 =

1
-(1+ap-1)(1 —a,) >0,
?( 1)( ﬂ) nZl'
Z(l = an)(l +aﬂ+1) > 0,

Observamos que os coeficientes {a,(,tlll} e {a,(fll} da relagdo (1.0.4) sdo seqiiéncias

encadeadas, cujas seqiiéncias de parametros sao dadas respectivamente por

W_1-a.\% . o) LA Ok i,
T 2 n=0 5 2 n=0

(2124 271/2)
Deste modo, através da transformagao de Delsarte-Genin z = z(2) = —————

2
(veja Zhedanov [23]) podemos obter P?i(z) = (4z)'“f’2R§:)(z), i '=1;2;'que

satisfazem as relagoes de recorréncia
i == i i Pi
Pn+1($) i :EP,? (I’) - an-}-an—l(m)s n Z 1:

4




Introdugao

e sao ortogonais em [—1, 1] em relagdo as medidas d¢,(z) = —dv(z) e dgq(z) =
—(1 — z?)dv(z), respectivamente, e a;_{l = a¥,,. E importante observar que d¢,
e dp, sao dadas por (1.0.2) com k = 1, ou seja, doo(x) = (1 — 2%)d¢,(z).
estudo dessas medidas, que foram dadas originalmente por Sri Ranga [15], como
ja foi mencionado, teve um papel fundamental em nossas pesquisas. O teorema
abaixo, que é o Teorema 5.3.2, demonstrado no Capitulo 5, € uma das importantes
contribuigoes deste trabalho. Precisamente, ele relaciona polindémios ortogonais
na reta real com os polinémios de Szegd, e ainda mostra como os coeficientes de
reflexdo a, = S,(0) podem ser gerados.

Teorema: Sejam d¢,(z) e dpo(z) duas medidas positivas em [—1,1] tais que
doo(z) = (1 — z?)d¢,(z). Sejam os respectivos polindmios ortogonais monicos

P?' e P?* associados a estas medidas que satisfazem
Fli(e) = 2P} (z) — apin Ply(2), n2 1.

Seja

225n-1(z) = RV (2) + (z = 1)R?,(2), n>1,

onde RY (z) = (4z)"/2P% (2(2)). Entéo, S, sio os polinomios de Szegé monicos
associados a medida dv(z) = —d¢,(z(z)). Além disso, os coeficientes de reflezao

a, = Sp(0) podem ser gerados por
¢2

(1-as)’

4an+2

—_—— 00U G4 =-—1+
(1+an_1) Bt

ap=1-—

Dado explicitamente,

P2 b2 P2, P2 b2 P2
o0 _1Q9n_3--- Q3 [ 1 2‘12:;02:1 -2
Agn-1 = 2 1 é1 o1 o1 d2n = a¢la¢'1
Qop_1Qgp_3--- Q3 My mQ2n-2 -

onde pg"', 1 = 1,2, sao os respectivos momentos de ordem zero.
Um dos resultados interessantes deste trabalho, é a aplicagao deste teorema
feita juntamente com os polindmios ortogonais associados & medida d¢; definida

em [-1,1],com A > -3/2, M >0 e 0<7<1,tal que

i (12 — g2)M+1/2
[ s@in@ = gt (o + s+ [0 s

5
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Introducgao

T (12 — g2)A+1/2
c ——-f (——)-—d:c.

rs 1—2z°
Essa medida tem saltos em —7 e 7. Quando 7 =1 (e A > —1/2), os polinémios
associados a d¢, sdo os polindmios de Koornwinder simétricos (veja [11]).

Essa dissertagdo esta dividida da seguinte forma:

No Capitulo 2, fazemos um breve estudo sobre polindmios ortogonais na reta
real. Apresentamos, também, um resumo sobre os polinémios ortogonais classicos
de Jacobi e de Gegenbauer. Consideramos ainda os polinémios de Koornwinder.

No Capitulo 3, apresentamos alguns conceitos e resultados sobre fragdes con-
tinuas e fazemos um estudo sobre seqiiéncias encadeadas positivas, que possuem
muitas aplicagoes nos estudos de polindmios ortogonais.

No Capitulo 4, relatamos os resultados obtidos no trabalho recente de
Bracciali, Dimitrov e Sri Ranga [3] sobre seqiiéncias encadeadas generalizadas
e medidas relacionadas, tais como, cdg(z) = (k* — 2%)d¢;(z). Como uma apli-

M.k .
) e ainda apresentamos

” - o s s ¥
cacao desses resultados, utilizamos os polinémios K

propriedades de monotonicidade dos seus zeros.

No Capitulo 5, aplicamos seqiiéncias encadeadas no estudo dos polinémios de
Szeg6 (polindomios ortogonais definidos no circulo unitario). Fazemos um estudo
sobre polindmios para-ortogonais e sobre certas relagoes entre polindmios de Szegé

e polindmios ortogonais na reta real.




Capitulo 2

Polinémios Ortogonais na Reta Real

Neste capitulo consideramos algumas defini¢es sobre os polindémios ortogonais na
reta real e algumas de suas propriedades, em particular, alguas polinémios orto-
gonais classicos, tais como os polinémios de Jacobi e os polinémios de Gegenbauer
que sao casos especiais dos polinémios de Jacobi. Na Secao 2.3, apresentamos um
estudo sobre os polindmios ortogonais de Koornwinder, que podem ser encontra-
dos em Koornwinder [11]. Os resultados deste capitulo, exceto a ultima secdo,

podem ser encontrados nos livros de Chihara [4], Krylov [12] e Szegé [17].

2.1 Propriedades dos Polin6mios Ortogonais

Definigao 2.1.1. Sejam (a,b) um intervalo real, —oo < a < b < 00 e ¢ uma
fungao real, limitada, nao decrescente e com infinitos pontos de aumento em

(a,b). Os valores

b
p’r=/. x‘"dd)(x), r=0,1,2,...,
a

sao chamados de momentos. Se os momentos u., v = 0,1,2,..., existem, d¢
¢ chamada uma medida (medida positiva) em (a,b). Quando d¢(z) = w(z)dz,

onde w(z) > 0 em (a,b), mas ndo identicamente nula, w € uma fungao peso.




2.1 Propriedades dos Polinémios Ortogonais

Definigao 2.1.2. Dizemos que {Q,}re, € uma seqiiéncia de polinémios or-
togonais com relagao a medida dg em (a,b), se

i) Qn € de grau ezatamente n;
sen#m

b 0
i5) (Qny Q) = f Qn(@)Qm(2)dd(z) = {

>0, sen=m

Se pp = 1, n > 0, dizemos que {Q,}.o, é uma seqiiéncia de polinémios
ortonormais.

Denotamos os coeficientes dos polinémios ortogonais @, por a,;,¢ =0,1,...,n,

ou seja,
n

Qﬂ(z) R Z an‘imia Qn,n 75 0.

1=0
Teorema 2.1.1 (Relacdo de recorréncia de trés termos). Seja {Q,}32,
uma seqiiéncia de polinémios ortogonais em (a,b), relativamente @ medida d¢.

Entao

Qﬂ+l($) = (’Yﬂ+1$ = 6n+l)Qn($) = aﬂ+lQR—l($)} n 2 0; (211)

com Q—l(:r) =0, Qo(z)=1 e ant1, Bat1, Tn+1 €IR, n >0, onde
<$Qan>

Gn+1,n+1
'Y-Fl:—‘:léos 6+l:’}’ 1 ]
" Qn,n " . (Qm Qn>

a L= Tn+1 <Qm Qn)
n+ Tn <Qn—van—1>

#0.

Seja {P,},., uma seqiiéncia de polinomios ortogonais monicos, ou seja, o
coeficiente do termo de maior grau é igual a 1, neste caso 7,41 = 1 e a relacdo de

recorréncia é da forma
Pn+l($) = (‘T S ﬁn+i)Pn(x) i an+1Pn—1($)a n 2 0 (213)

com P_i(z) =0, Py(z)=1 e Bns1, @ny1 € IR, onde

(zPy, P) (Pos B)

Pon=———x @

Onp1 = ———— > 0.
(PmPn> i (P —I;Pn——1>




2.2 Alguns Polinémios Ortogonais Classicos

Teorema 2.1.2. Seja {Q,}52, uma seqiiéncia de polinémios ortogonais no inter-

valo (a,b), relativamente & medida dp. Entdo, os zeros de Q, sdo reais, distintos

e pertencem ao intervalo (a,b).

Denotamos os zeros dos polinémios ortogonais @, por Zn;, i=1,...,n, em

ordem crescente, ou seja,
:Bﬂ,l < mn'z < e < xn’n.

Definigao 2.1.3. Chamamos de verdadeiro intervalo de ortogonalidade
ao menor intervalo fechado [&1,m], que contém todos os zeros dos polinémios

ortogonais Q,. Temos ainda que

& = lim z,, m = lim z, 5.
n—oo n—oo

Definicao 2.1.4. Dada a seqiiéncia de polinémios ortogonais moénicos { Pn}3,,

definimos os polinémios associados moénicos da P, por

On(z) = — fbwdqs(t), e 1.

_5 t—x

Os polindémios associados moénicos O,, sao polinémios de grau n — 1.

Teorema 2.1.3. Seja {P,}3%, uma seqiiéncia de polinémios ortogonais ménicos.
Os polinémios associados ménicos Oy, satisfazem a mesma relagao de recorréncia

dos polinémios P,, com condigdes iniciais Og(z) =0 e Oy(z) = 1.

2.2 Alguns Polin6mios Ortogonais Classicos

Segundo Chihara [4] os polinomios de Jacobi (incluindo os casos especiais de
Tchebichef, Legendre e Gegenbauer), Laguerre e Hermite sao chamados de po-
lindmios ortogonais classicos. Nesta se¢do consideramos algumas propriedades
bésicas dos polindémios de Jacobi e, em particular, os polindmios de Gegenbauer.
Para isso, apresentamos primeiramente a definicdo da fungdo especial Gama e

série hipergeométrica.




2.2 Alguns Polinémios Ortogonais Cléssicos

Funcao Gama

Definicao 2.2.1. A funcio gama foi definida por Euler, em 1729, da sequinte

forma

o= LT [(2) ()] v e 0,

k=1
A func¢do gama também pode ser dada como integral de Euler de segunda
espécie

o0
I'(z) =f e 't*"1dt, Re(x) > 0.
0

Série Hipergeométrica

Definicao 2.2.2. Definimos uma série hipergeométrica por

@ On

oFi{a.b,e )= 1+Z W

com (a), = a(la+1)(a+2)...(a+n—-1),n>1e(a)y =1, a#0. O simbolo (a),

é chamado de simbolo de Pochhammer-Barnes (veja, por exzemplo, Szegd [17]).

2.2.1 Polinémios de Jacobi

Os polinomios de Jacobi sdo ortogonais no intervalo [—1, 1] com relagiao & medida
d¢(z) = (1 - z)°(1 +z)fdz, o, 8 > —1, «,fB € R. Sdo denotados por P\*.

Através da féormula de Rodrigues, podem ser definidos por

PeA ) = CUN 1 o1 4 2L (1 - )4 (1 4 5)PH)

O coeficiente do termo de maior grau para tais polinémios é dado por

1 T(a+pB+2n+1)
2! T(a+B+n+1)

Qnn =

Teorema 2.2.1. Os polinémios de Jacobi satisfazem a seguinte relagao de orto-
gonalidade
0, sem #n,

(PP, PEP)y = ¢ 9048410 (g 4+ n + 1)[(B+n + 1)
(a+B+2n+1)nTa+B+n+1)

SEM = n.

10
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2.2 Alguns Polinémios Ortogonais Classicos

A relagao de recorréncia de trés termos para os polinémios de Jacobi é dada

por

Pf&ilﬁ](I) = (12 — ﬁn+1)PrEG’B}($) = aﬂ+1PﬂTl ()

_(a+B4+2n+2)(a+B+2n+1)
2(n+1)(a+B8+n+1)

Yn+1 = ?

(B2—a®)(a+B+2n+1)
2(n+1)(a+B+n+1)(a+ B +2n)

ﬁn+1 —

(a+n)(B+n)(a+B+2n+2)
(n+1D(a+B+n+1)(a+B+2n)

Qny1 =

2.2.2 Polinémios de Gegenbauer

Os polinémios de Gegenbauer, também chamados polindmios Ultraesféricos, sao
casos especiais dos polinémios de Jacobi, com @ = 8 = (A —1/2), A > —1/2 e

A\ # 0, pois para A = 0 temos os polinémios de Tchebichef. Eles sao ortogonais

em (—1,1) com relagao a medida d¢(z) = (1 — wz))‘_l"2 dzx.

Em Chihara [4, p.144] os polinomios de Gegenbauer Q,(r{\), sao dados por

-1
2 n+ 2a
QN(z) = Peel(z),

[0 [0
onde P{*® sdo os polinémios de Jacobi com f=a e

a\ F(a+1)
p | TO+1l(a-b+1)

Podemos, entdo, escrever os polinomios de Gegenbauer como

F(a+1)I'(n+2a+1)
plea)
T(2a+)l(n+a+1) " (@)

QV(2)

(A +1/2)T(n+2)) PA-1/2A-1/2)
TENL(n+ A+1/2) "

().

11




2.3 Polinémios de Koornwinder

(A)

Em Rainville [13], os polinémios de Gegenbauer na forma ménica, P\, sio

dados em termos da série hipergeométrica

b BN l1—-zx
R LR (-, n 4+ 22+ 2,0 + 3/2; —=), %71,
(1+/\)n21( n,n—+2\+ / 5 Yo N

PO@) = (2)
A relagao de recorréncia de trés termos para os polindmios de Gengenbauer
monicos é da forma

n(n+2/\— 1) (A)

PO (1) = PO (z) —
ﬂ+1(:r) Try ( ) 4(n+)\)(n+/\_1) n—1

com Pf’}) (z)=0e Pé’\)(a:) = 1. Consequentemente, os coeficintes afﬁl sao dados

por
a(,\) _ n(n + 2)\ — 1)
LT A+ N+ A =1)

2.3 Polindmios de Koornwinder

Em 1984, Koornwinder considerou os polinémios P®#M:N definidos por

2
PobMN () [(2"] {%[(1 —z)MB, — (1 + x)NAn]% + Aan} P (),

paran > 0,onde s=a+ 8 +1,

_ (a+1)un! n(n+3)M _ (B4 1)an! | n(n+s)
T B+Du(s)n s(B+1) " " (a+1n(s)s  s(a+1)

e P{*? sio os polinémios de Jacobi.
Os polinomios P*#MN s3o ortogonais em [—1,1] associados & medida d¢

dada por

fo'e] 1 ;
[_ f(2)dé(z) = Mf(=1) + Nf(1) + L / f(@)(1 - 2) (1 +3) s

I'(s+1)
2T(a+ 1)I(B+1)
parte continua é a medida associada aos polindmios de Jacobi. A relagao de

onde L = A medida tem saltos nos pontos —1 e 1, e sua

recorréncia de trés termos associada a esses polindmios foi dada por Kiesel e

Wimp [10].




2.3 Polinémios de Koornwinder

Nocasoa = =XA—-1/2e M = N, temos os polinémios de Koornwinder

A—=1/2,A—1/2,M,M KM,

simétricos Pp , que denotamos por

(A M,k)

Consideramos ainda os polinémios ortogonais K associados & medida

do(A, M, k; z) dada por

/m f(@)dé(\, M, k; z) =
- (2.3.1)
1
2M +1

{ M0+ 100+ (290 JRC G al,

onde

.'L‘2

E(A) / (1 A+1f2

Neste caso, temos k, A\ niimeros reais tais que kK > 1 e A > —3/2 ou k =
A>-1/2.

Se k = 1, entdo temos os polinomios de Koorwinder simétricos K,({\’M)(:c) =
K,SIA‘M‘”(:::) e a medida d¢(A, M, 1;z) dada por

[ s@aso iz =

1 2-2T(2) +1 .
2M+1{M[f(—1)+f(l)]+ r(,\J(rl/;P)/ f(@)(1 - 22 f?dx}.

Esta medida tem saltos nos pontos —1 e 1, e sua parte continua é a medida

associada aos polinomios de Gegenbauer.
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Capitulo 3

Sequéncias Encadeadas Positivas

Neste capitulo, nosso objetivo é fazer um estudo sobre seqiiéncias encadeadas
positivas, que possuem muitas aplicagdes no estudo de polindmios ortogonais.
Apresentamos entdo, alguns conceitos e resultados sobre fracdes continuas. Em
Chihara [4], encontramos todos os resultados aqui apresentados. Acrescentamos
também, detalhes de demonstracoes omitidos pelo autor. Para maiores detalhes

veja, por exemplo, Wall [21].

3.1 Fracoes Continuas

Uma fracao continua é uma expressao da forma

a
az

by +

B4
P b

onde {a,}, e {b,}32, sdo seqiiéncias arbitrarias de nimeros complexos (ou
funcbes complexas). Uma fragdo continua pode ser finita ou infinita. Considere-

mos a seqiiéncia {Cp}32, construida da seguinte maneira

Cu bo
a

Cy bo+-t‘;:

14




3.1 Fragoes Continuas

Chr, que é uma fracdo continua finita, é chamada de n-ésima convergente (ou
aproximante) da fragdo continua (3.1.1).

Neste trabalho, adotamos as seguintes notagdes para as fragbes continuas
(3.1.1) e (3.1.2), respectivamente

a; a
bo+—  —

i o (3:.1.3)

az an

ax
PR Pty g 1.4
e T, (3:1:4)

E naturalmente possivel que certos convergentes sejam indefinidos. Por
exemplo, Cy nao tem sentido se bjb, = —ay. Contudo, se quisermos ainda con-

siderar a correspondente fracao continua, fazemos uso da definicao abaixo.

Definicao 3.1.1. Dizemos que a fragdo continua (3.1.3) converge para o valor

K (finito) se, no mdzimo um nimero finito de C, sejam indefinidos, e

lim O =K.

n—oo

Caso contrdrio, dizemos que a fra¢do continua diverge.

Se a fragao continua converge para K, escrevemos

ay as

bﬁ+a+g+“.




3.1 Fragoes Continuas

Da relagao (3.1.2) podemos escrever C,, = %, n=0,1,2,...,onde

n

A(} = b{), B(] - 1,
Ay = boby + ay, B, = b,

Ao = bbby + boas + a1 bs, By = bi1by + ay,

Notemos, por exemplo, que Ay = byA; +ayA¢ € By = by B, +ayBy. Deste modo,

temos o resultado a seguir.
Teorema 3.1.1. Sejam as seqiiéncias {An} e {B,} tais que

Ap =bhAn_1 + anAn_a,
n>1, (3.1.5)
B, = b,B,_; + aan—2a
comA_, =1, Ay=by, B_, =0 e By=1. Entdo, a n-ésima convergente, C,,
dada por (3.1.4),-satisfaz C, = Ap/By, 1=0,1,2,... .
Demonstragao: Mostremos por indugdo. Para n = 1, o resultado vale, pois

Ay =bby+1-ay=bjAg+a1A_y e By=b-1+4a,-0=bBy+a,B_;.

Suponhamos que (3.1.5) seja valido para n < k, e mostremos que vale para
n = k + 1. Como Cy4; pode ser obtido de Cy pela substituicdo de by, e pela

hipétese de indugdo, podemos escrever

.
[bk = s Ak—1 + apAg—2
b1 |

Ck+1 =

P :
|:bk + rat By_1 + axBy_2
bi+1 |

Usando (3.1.5) com n = k e n = k + 1, consecutivamente, obtemos

beAk-1 + axAg-2 + 3 Ay L Ai + (ak41/bk41) Ak—1

i1
b Bk-1 + axBx—2 + :%:Bk—l By + (ak+1/bk+1) Br—1
k1 Ak + k1 Ak _ Aen
br+1Bk + ax41Bk-1  Bnia

Cr+1




3.1 Fragoes Continuas

Segundo Chihara [4], as férmulas dadas por (3.1.5), sdo conhecidas por
formulas de Wallis, onde A, é chamado o n-ésimo numerador parcial e
B, é o n-ésimo denominador parcial da fra¢ido continua.

Através das formulas de recorréncia de Wallis, podemos obter duas relacoes
importantes. Primeiramente, se multiplicarmos a primeira férmula por B,_; e a

segunda por A, _; e, subtrairmos uma da outra, obtemos

Aanw-l - BnAn—l == _an(An—lBﬂ—Q - Bn—lAn—Q):

AnBn_1 — BaAn_ = (-1)"'a1a3...0,, n2>1. (3.1.6)
A relagdo (3.1.6) é conhecida como férmula do determinante (veja,
Wall |21, p.15]), pois

An By
An—l Bﬂ—l

= ApBn_1 — BnAn—l-

Agora, dividindo (3.1.6) por B,_;B,, obtemos

An  Any (=1)"*la;ay...a,

Bn Bn—l B Bn—an

A
Lembrando que gﬂ = by, temos
0

An i (—l)k"'lalag...ak

e PR ,
Bn o Bk—lBk

k=1
desde que by, #0e By #0 paral < k < n.

Lema 3.1.1. Seja my = 0, entdo, o n-ésimo denominador parcial da fragdo

continua

], l (1 - mo)ml (I - ml)mg
1- 1

(3.1.8)




3.1 Fragoes Continuas

Demonstragao: Provemos por indugao. Da fragio continua (3.1.8), concluimos
quea; =-1, a, = —(1—-myu_o)my_1,n>2 e b, =1, paran > 0. Deste modo,
(3.1.9) vale para n = 1, pois pela formula de Wallis, B =1 — 0 =1 — my.
Suponhamos que (3.1.9) seja vilido para n < k, e provemos que vale para
n =k + 1. Temos
Bii1 = By + ag41Bi1.

Substituindo o valor de a4, e usando a hipotese de indugao, concluimos que
By = (1 —=mo)(1 —my) -+ (1 — my—1)(1 — my).

Logo, provamos que a igualdade (3.1.9) vale para todo n > 1.

Lema 3.1.2. Seja o, = (1 —mpu_1)m,, ondemy=0,0<m, <1, n=12,3,...

Entao, a fragao continua

1 Qg 052 Q3

3.1.10
1 -1 =1 (3.1.10)

% : A, i " !
Demonstragao: Sejam C, B ° n-ésimo convergente da fragdo continua
k]
(3.1.10), e
Al

"_"'1 f e

1 e3]
Mo Tk 1

B,

Pelo Lema 3.1.1, podemos dizer que B}, = (1 — mg)---(1 — my) > 0.
A positividade de Bj,, segue do fato de que todos os termos m, sao tais que

0 < my < 1. Pela igualdade (3.1.7) temos, com o =1

*
ntl 1 _E :aﬂal
*
k=0 BkBk-l-l
n

MMy« * - My
_;(l—ml)(l—mg)—-—(l—mk)'
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3.1 Fragoes Continuas

Bm
|

Observagao: Aqui, L pode ser infinito. Neste caso, a fragao continua converge

para (.

Teorema 3.1.2. Seja B, = (1 — gn—1)gn, onde 0 < go < 1 e 0 < g, < 1 para
n > 1. Entao

B B2 B 1—go
1-2 = . St (3.1.11)

g192 gn
= Z(l—gl(l—gg) =0

Demonstragao: O caso go = 0 é dado pelo Lema 3.1.2, onde L = G.
Suponhamos entao que go > 0. Sejam C,, e C;; as n-ésimas convergentes das

respectivas fragoes continuas (3.1.11) e

B B3
I . (3.1.12)

onde Bf =go e B = Bi—1,1=2,3,... . Entdo

-t 58
onde Bf =(1—g; ,)g9!,com gy =0, g =gi1, 1=1,2,... .

De acordo com o Lema 3.1.2, C converge para (1 + K)~!, onde K é dado
por
Z: 9193
= (I=9){1= 92) (li=g8)

90
1+ G|
1_%[ ]

K
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3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Sabemos que a (n + 1)-ésima convergente da fragdo continua (3.1.12) pode

ser escrita como Cy ., =1 — goC;;!, assim

Portanto, a fragdo continua (3.1.11) converge para go + (1 — go)(1 + G)~!, onde
oo

== 90 5 9192---9n
G = .
9o Z (I=g1)(1 —g2)...(1 — gn)

n= 1

3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Definigao 3.2.1. Uma seqiiéncia {a,}3>, € chamada seqiiéncia encadeada
positiva se ezistir uma sequéncia {gr}3>, tal que

0L g <l; 0<€dg: €<1; B2, (3.2.1)
it) an = (1 = gn—1)gn, n=1,2,3,...,

{9k}, € chamada uma seqiiéncia de parametros para {a,}, go € 0 parémetro

inicial.

Observagao: Neste capitulo, vamos nos referir a seqiiéncia encadeada positiva
somente como seqiiéncia encadeada, e consideramos {a,}5, somente por {a,} e
{g}aZo por {gi}-

Embora nao seja dificil construir exemplos de seqiiéncias encadeadas, dada
uma seqiiéncia, nao é trivial determinar se esta é encadeada. Em alguns casos,
podemos encontrar uma seqiiéncia de parametros, fazendo go = 0, g1 = a; e,
resolvendo (3.2.1) sucessivamente encontramos g;. Como exemplo, consideramos

a seqiiéncia constante {1/4} e calculamos sua seqiiéncia de parametros

1

9=0, g = 1

=5 2=

1
32
n
+

e, por indugao, mostra-se que g, =

2(n

20
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3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Por outro lado, {a,} = {1/4} também tem uma seqiiéncia de pardmetros
simples {1/2}. Desta maneira, observamos que a seqiiéncia encadeada {1/4} nao
possui uma unica seqiiéncia de parametros. Podemos ainda, mostrar que a se-

— . o 1 .
qiiéncia de pardmetros da seqiiéncia encadeada {a,} = {a}, onde 0 < a < 7 1o

é unica. De fato, seja {l} uma seqiiéncia de parametros de {a}, entdo a = (1—10)I,

l1+tv1l—-4a
.

1 :
de onde concluimos que [ = , quando 0 < a < 7 Assim

2 2

(1_1_M)1—m

2 2 ’

(1_1+\/ﬂi) 1+vV1-4a

1 .
para 0 < a < 7e 0 < | < 1. Portanto, existem pelo menos duas seqiiéncias de

parametros {h:} e {gr} para a seqiiéncia encadeada constante {a} tais que

1 1
hk=-2—[1+\/1—4a] e gk=§[1—\/1—4a],

Teorema 3.2.1. Sejam {a, } uma seqiiéncia encadeada e, {gx} e {hi}, seqiiéncias

de pardmetros para {a,}. Entdo, g < hx para k > 1 se, e somente se, go < ho.
Demonstragao: Se (1 — ¢gn-1)gn = an = (1 — hp—1)h,, entao

o (1-=ha)
= k2>1. .29
he (1= gk-1) ( )

Deste modo, 0 < gr < hx < 1 se, e somente se, 0 < gx—; < hg—; < 1. Logo,

go < hg se, e somente se, gx < hi, para k > 1. [}

Teorema 3.2.2. Seja {a,} uma seqiiéncia encadeada. Se {a,} tem uma seqiién-
cia de pardmetros {gi} tal que go > 0, entdo, para cada hg tal que 0 < ho < go,
eziste uma correspondente seqiiéncia de parametros {hy}.

1

<
1- h{] 1- Jo
a) a a,

< . Mas = gy, pois g, satisfaz a; = (1 — go)g1,
1-h 1= 1= go

Demonstracao: Se 0 < hy < go, temos 0 < , e ainda, como a; é

positivo, 0 <

21
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3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

deste modo

Y S
I—h(} ].—gg

0 =g <1 pois0< g < 1.

Assim, existe h; tal que
= (1 —hg)hl, 0<h <1.

Suponhamos que exista h; tal que ax = (1 — hg—1)hg, com 0 < by < g < 1,

entao
1 1

0 )
<1—hk<1—9k

e ainda, como ax4, > 0, temos

k41 Ak+1 g
Qk+1
1— hg
0 < hg41 < gk4+1 < 1. Portanto, por indugao, mostramos que existe uma seqiién-

0<

Deste modo, existe hy4; tal que hpyy = , assim, a4 = (1 — hg)hgs1, com

cia de parametros {hy}. ]

O Teorema 3.2.2, nos mostra que, se o parametro inicial de uma seqiiéncia de
parametros for positivo, sempre existe uma outra seqiiéncia de parametros. Além
disso, toda seqiiéncia encadeada possui uma seqiiéncia de parametros {my} tal
que my = 0 e, pelo Terema 3.2.1, temos m,, < g, para qualquer outra seqiiéncia

de parametros {gx}.

Definigao 3.2.2. Seja {a,} uma seqiiéncia encadeada. Uma seqiiéncia de pard-

metros {my} é chamada seqiiéncia de parametros minimal se mg = 0.

Caso a seqiiéncia de parametros minimal seja a tnica seqiiéncia de parametros

para {a,}, entdo, dizemos que {a,} determina seus pardmetros unicamente.

Definigao 3.2.3. Seja {a,} uma seqiiéncia encadeada. Uma seqiiéncia de pa-
rdmetros { M} é chamada seqiiéncia de parametros maximal se My > g,

k > 0, para qualquer outra seqiiéncia de parémetros {gi}.

22




3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Teorema 3.2.3. Toda seqiiéncia encadeada possui uma seqiiéncia de pardmetros

mazimal.

Demonstragao: Se {a,} é uma seqiiéncia encadeada que determina seus paré-
metros unicamente, entao sua seqiiéncia de parametros minimal é também sua
seqliéncia de parametros maximal.

Suponhamos que {a,} nido determine seus parametros unicamente e seja M,
o menor limite superior para o conjunto de todos os parametros iniciais, assim
0 < My < 1. Para cada z tal que 0 < z < M, existe uma seqiiéncia de para-
metros {gx(z)} tal que go(z) = z. Para cada valor de n fixo, g,(z) é uma funcao

crescente, pois se T, < Ty, temos
9o(z1) = 71 < T2 = go(z2)

e, portanto, pelo Teorema 3.2.1, g,(z;) < gn(z2), para n > 1.

Como g,(z) é uma fungao crescente e limitada (veja (3.2.1)), podemos definir

M, = lim g,(z).

Mg
Portanto, 0 < gn(z) < M, <1,n > 0 e,quandoz — M em (1—g,_1(z))gn(z) =
a,, obtemos
(1= M,_1)M, = a,.
Deste modo, 0 < M, < 1 para todo n, pois 0 < a, < 1. Logo { My} é a seqiiéncia
de pardmetros maximal para {a,}. ]
Dada uma seqiiéncia {a,}, definimos a seqiiéncia {a,(qk)} por P = apix,

. =il: 2o s

Teorema 3.2.4. (i) {a,(,,”} é uma seqiiéncia encadeada com seqiiéncia de pard-

metros {gil)}g";n, onde {gr} € uma seqiiéncia de parémetros qualquer para {a,}.

(ii) Se {mx}2, denota a seqiéncia de parémetros minimal para {aﬂ”}, entdo

mu < m,{:), k 2 0.

(111) {M,El)}i‘;o é a seqiiéncia de pardmetros mazimal para {a%’}.

23
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3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

(1) (1) ) (1)

= Qp41 = (1 T gn)gn+l = (1 Gn-1)9n ",
) 1

Demonstragao: (i) Temos an
n > 1. Logo, {a“}} € uma seqiiéncia encadeada tal que g{ satisfaz 0 < gn
para n > 0. Portanto, {g Dyeo ° , ¢ uma seqiiéncia de parametros para {a'’}.

(ii) Como {myx}2, é a seqiiéncia de parametros minimal para {a%’} e como

my > 0, temos que mg =0 < m; = mﬂ . Entao, pelo Teorema 3.2.1
mye < mk 5 k > 0.

(iii) Seja {M,} a seqiiéncia de parametros maximal para {a{’}. Desde que
{Mm} ¢ uma seqiiéncia de parametros para {aﬂ )} temos 0 < M, = Mé” < M,.
Logo, (1 — My)My > (1 — My)M,. Entdo, existe M* > M, tal que (1— M*)M, =
(1= M) M, = a,. Por hipotese, { M, } é a seqiiéncia de parametros maximal para
{al"}. Assim

(1 - M,_ )M, =al’ = ars:.
Fazendo k =1,2,3,..., temos
(1 - My)M, = a,

(1 - M))M, = a;

Desta forma, {M*, My, M;, M,, ...} é uma seqiiéncia de parametros para {a,},
o que é uma contradi¢do pois, sendo { M} a seqiiéncia de parametros maximal

para {a,}, ndo pode ocorrer M* > M,, a menos que M* = M,. Neste caso, temos

que M, = M,E”, k > 0. Portanto, {M,EU} é a seqiiéncia de parametros maximal

para {a’}. B

Teorema 3.2.5. Seja {b,} uma seqiiéncia encadeada com seqiiéncia de pardme-

tros {hx}. Se ap, < b, n > 1, entdo my < hy < M, k> 0.

Demonstragao: Provemos por indugdo. Se a; < by = (1 — hg)hy, entdo existe

um g; tal que a; = (1 — ho)g1, 0< g1 < h; < L.

24

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Suponhamos que g, g1, g2, - - - , gn, COM go = hy, existam e sejam tais que
ak = (1 — gk-1)9x, 0<gr <he <1, b= 1y

Logo, por hipétese, ant1 < bpy1 = (1 — hp)hnsr < (1 — gn)hns1. Deste modo,

existe g, tal que
an+1 = (1 = gn)gn+1, 0<gnt1 L hpa <L
Entdo, {a,} tem uma seqiiéncia de parametros {gx} tal que
go = ho 0<gn<h,<l1, para n > 1. (3.2.3)

Desde que my = 0 < go = hyg, temos pelo Teorema 3.2.1, que my < gi e, por

(3.2.3), my < hx, k > 0. Além disso, que My > go = ho e, pelo Teorema 3.2.4,

aplicando este raciocinio para {af,k)} e {bﬁk)}, obtemos

he =h) < M¥ =M, para k>0

Portanto, my < hy < M. [

De acordo com o Teorema 3.2.5, se {a,} determina seus parametros unica-
mente, entdo {a,} ndo é “dominada” por outra seqiiéncia encadeada. Porém,
se {a,} ndo determina seus parametros unicamente, podemos construir uma
nova seqiiéncia encadeada {b,} que domina {a,}, tomando por exemplo,

b, = (1 — hy_1)hy,, onde
(a) hx = VmeM;  ou
(b) hx = Amy + (1 — X) M, CwAxl.
No caso (a), temos
2 = (1—MmaoiMyo1)?maM,
(1=mp_1 — My_1 +mpy_1 My_1)m, M,
[(1=mp_1) = Mu_1(1 = mp_q)|ma M,

(1 =mp_1)ma(l = Ma_y)) M, = al.
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Logo, b, > a,.

No caso (b), como \? < ),

bo = (1= Ma_y) + N(Ma_y — mp1)|[My — A(Mp — mn)]
(1 = Mp_y)Mp — MMy — mn)(1 = My_1) + M(Mp—y — mp1) My,
— N (Mpy = min_y) (M, — my)
an — A(Mp — mp)(1 — My_y) + A(Mp—y — mp_1)my,
an — A[(1 = Mp_) My, — (1 — mp_y)my] = an.
Assim, b, > a,.

Teorema 3.2.6 (Teste da comparacdo). Seja {a,} uma seqiiéncia encadeada.

Se0 < ¢y, < a, paran > 1, entdo {c,} também é uma seqiiéncia encadeada.
Demonstracao: Definindo hg =0 e h; = ¢, temos
Clz(l—ho)hl, 0<h1§a1=m1<1.

Suponhamos que

e =(1—he)hy, O<he<mp<l, k=12...,n

Por hipoétese, cx4+1 < axy1, entao
Crt1 < k1 = (1 — mp)mypqy < (1 = hg)mygq.
Deste modo, existe um hy4 tal que 0 < hyyy < mgyy < 1, onde
Ck+1 = (1 - hk)hk+1-

Portanto, provamos por inducdo que {c,} ¢ uma seqiiéncia encadeada. B
Atraves do teorema do teste da comparacgao, conhecendo uma seqiiéncia en-

cadeada é possivel saber se uma outra seqiiéncia dada é encadeada através da

comparacao de seus termos.




3.2 Seqiiéncias Encadeadas Positivas

Denotamos agora por {m,}52, a seqiiéncia de parametros minimal da se-

el k
qiiéncia encadeada {a'¥)}*

n=1"*
De acordo com o Lema 3.1.2, temos
a(k) a(gk} agk)

Fk:l_lT T T y k=0,1,2,...,

onde F} converge para (1 + L;)~!, ouseja, Fp = (1+ L;)~! e

oo

ME1 Mg+ Min
L= > 0.
u Z (1 —my1)(1 — myga) -+ - (1 — migy)

n=1
A positividade de L, surge do fato que 0 < my, < 1, n = 1,2,... . Entao,
como L > 0 temos que 0 < F;, < 1. Se considerarmos (3.2.4) para dois valores

consecutivos de k, obtemos

Deste modo Fyy; #0parak >0 e apyy = (1 — Fg)Frp,com 0 < Fp <1 e

0< Fx <1, k>1. Logo, {Fx} é uma seqiiéncia de parametros para {a,}.

Teorema 3.2.7. A seqiiéncia {Fy} definida por (3.2.4) é a seqiiéncia de parame-

tros mazimal para {a,}.

Demonstragdo: Seja {gx} uma seqiiéncia de parametros qualquer para {a,}.

Entao, pelo Teorema 3.1.2

(3.2.5)

R 9192 9n
D ey

Como0< gyo<1 e G >0 temos que Fy > go. Desta forma, pelo Teorema 3.2.1
Fy > gx para k > 1. Como {gix} é uma seqiiéncia de parametros qualquer para

{a,}, entdo {Fy} ¢é a seqiiéncia de parametros maximal para {an}. n
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Teorema 3.2.8. Uma seqiiéncia de pardmetros {gx} € a seqiiéncia de pardmetros

mazimal para {a,} se, e somente se,

= S 9192 ---9n =50
G_Z(l—gl)(l—gz)---(l—gn) T

Demonstragao: Pelo Teorema 3.2.7, F; é o parametro inic'al da seqiiéncia de

n=1

parametros maximal. Deste modo, se Fy for igual a go, entdo {gx} ¢ a seqiiéncia

maximal. Mas em (3.2.5), Fy = go se, e somente se, ;;g

G = oo. Portanto, {gi} é a seqiiéncia de parametros maximal para {a,} se, e

= 0, ou seja, se

somente se, G = oo. I

3.3 Seqiiéncias Encadeadas e Polindmios Ortogo-
nais na Reta Real

Seja { P, }22, uma seqiiéncia de polinémios ortogonais ménicos. Vamos obter uma
relacao entre o verdadeiro intervalo de ortogonalidade [£;,m], dado pela definicao
2.1.3, e as seqiiéncias de coeficientes {8,} e {an} da relacdo de recorréncia para

P,. Se escrevermos R,(z) = P,(z + s), obtemos da relagdo de recorréncia (2.1.3)
Po(z+s)=(x+ 35— Bn)Pa-1(z +5) — anPr_a(z + 3),
deste modo
Ry(z) = (¢ — cn) Rn-1(7) — puRn-2(z), n 21,

onde ¢, = B, —s e p, = a,. Temos entdo, que {R,} é a seqiiéncia de
polindmios ortogonais moénicos cujo verdadeiro intervalo de ortogonalidade é
[fl —$5Mh — 3]-

Teorema 3.3.1. Uma condigao necessdria e suficiente para que P,(x) seja um po-

linémio ortogonal, cujo verdadeiro intervalo de ortogonalidade é um subconjunto

de [0,00], € que B, >0 e { vl } seja uma seqiéncia encadeada.

,Bnﬁn+1
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A prova deste teorema, embora simples mas bastante extensa, pode ser encontra-

da em Chihara [5].

Pelo Teorema 3.3.1 temos que [£; — s,m; — s] C [0, 00] se, e somente se, ¢, > 0

Pn+1 2 Nk
paran>1e { 2 é uma seqiiéncia encadeada.
CnCn+1
Vamos introduzir a seguinte notacao

Qn41

(ﬁn - x)(ﬁn-i—l e ‘I) .
Teorema 3.3.2. & > s se, e somente se,

(i16: e 021,

an(z) =

(ii){an(s)} € uma seqiiéncia encadeada.

Demonstragao: O resultado segue do fato de que & > s se, e somente se,

[& — s,m — s] C [0,00]. .

Corolério 3.3.1. n; < t se, e somente se, B, <t, n > 1 e {a,(t)} € uma

seqiiéncia encadeada.

Demonstragdo: Sabemos que o polinémio (—1)"P,(—z) satisfaz a relagao de
recorréncia (2.1.3), desde que 3, seja substituido por —f,. O verdadeiro intervalo
de ortogonalidade correspondente é [—7n;, —&;].

Do Teorema 3.3.2, temos para o intevalo [—n, —& ] que —n > —t se, e

somente se, —f, > —t, n > 1 e a,(—t) é seqiiéncia encadeada para (—1)"P,(—t),
Qnt1

('—611 - x)("ﬁrﬂd - :U) :

giiéncia encadeada . B

onde a,(z) = mas d,(—t) = a,(t). Logo, {a.(t)} é se-

Corolério 3.3.2. & < B, < m, n>1.

Demonstragdo: Assumindo s = & no Teorema 3.3.2 e t = m; no Corolario
3.3.1, temos que & < B < m, n2=>1. ®
Observagao: Quando os polinémios P,(x) sdo simétricos, temos 3, = 0,
n > 0 (veja Chihara [4, Cap.l, Teor.4.3]). Entdo, pelo Teorema 3.3.2 e pe-
lo Corolario 3.3.1, temos que, se {a,+1} é uma seqiiéncia encadeada, entdo

-1 < & <m <1, ou seja, os zeros de P,(z) estdo no intervalo (—1,1).
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3.3 Seqiiéncias Encadeadas e Polinémios Ortogonais na Reta Real

Teorema 3.3.3. [£,m1] € limitado se, e somente se, ambas {B,} e {an} sdo

limitadas.

Demonstragao: Se [£;,7;] ¢ limitado, pelo Corolario 3.3.2 temos que {3,} é
limitada. Como, pelo Teorema 3.3.2 {a,(§;)} é uma seqiiéncia encadeada, entao

tal seqiiéncia é limitada, dai,

On41

(Bn - 61)(6’14—1 = ‘El

Logo, an+1 < ¢, onde ¢ = (m — & )% Portanto, {ay,} é limitada.

0<

)<1.

Por outro lado, se {8,} e {a,} sdo limitados e, como oy, > 0, entdo
A<pP,<B, 0<o, 20, n2>1.
Escolhendo a < A, obtemos 3, —a > 8, — A > 0, deste modo

(Bn — @)(Bnt1 — @) > (Bn — A)(Bns1 — A) 2 0.

Podemos escolher a < A de tal forma que (8, — a)(Ba41 — @) seja grande o

suficiente para que
0< 40f'.rt-H S 40 S (671 - a)(ﬁn-}-l - a)-

Entdao 0 < an(a) < 1/4. Como {1/4} é uma seqiiéncia encadeada, pelo
Teorema 3.2.6 (Teste da Comparagdo), {a.(a)} é uma seqiiéncia encadeada. Lo-
go, pelo Teorema 3.3.2, se {a,(a)} é uma seqiiéncia encadeada e S, > a, deste
modo &; > a.

Agora, se tomarmos b > B, temos da mesma forma, 3, — b < 0. Analoga-
mente, {a,(b)} é uma seqiiéncia encadeada. Assim, pelo Corolario 3.3.1 temos
que 7 <b. Como & < segue que a < & < < b. Portanto, [&,m] é

limitado.
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Teorema 3.3.4. [£;,m] = [—o00,00] se, e somente se, {a,(z)} ndo é uma se-

qiiéncia encadeada para todo x real.

Demonstragao: Suponhamos que {a,(z)} seja uma seqiiéncia encadeada para

algum z real, entdo
Q41

(Bn = 2)(Bn+1 — 2)

Como apyy > 0, temos (B, — z)(Bas1 — ) > 0 paran > 1 e z fixo. Isso implica

<1

0<

que (B, —x) e (Bn41 — x) preservam os sinais para um z € IR fixo. Analisemos
os dois casos. Primeiramente, se 8, — z > 0 para z fixo entdo f, >z, n > 1le
como a, () é uma seqiiéncia encadeada para algum z, pelo Teorema 3.3.2, temos
& > z, z fixo. E ainda, como &, < 7, temos que z < & < 7, portanto &; é finito.

Agora, se 3, — x < 0 para z fixo, entdo B, < z, n > 1 e, como a,(z) é uma
seqiiéncia encadeada para algum z, pelo Corolario 3.3.1, temos m; < z, z fixo.

Além disso, como &; < 1; temos que & < m; < z, portanto n; é finito. Mas, se

[€1,m] = [—00, 00], temos em ambos os casos uma contradi¢do. Portanto {a,(z)}

nao é uma seqiiéncia encadeada para todo z real.

Reciprocamente, se {a,(z)} ndo é uma seqiiéncia encadeada para todo z real,
pelo Teorema 3.3.2, temos que & < = para todo z real, ou seja, {§ = —oo. Do
mesmo modo, pelo Corolario 3.3.1 temos que 7; > z para todo z real, ou seja,

m = oo. Portanto [£;,m] = [—o0, ). W

Teorema 3.3.5. Seja z & (&1,m1) tal que {a,(z)} dada por (3.3.1) € uma se-
qiiéncia encadeada. Entdo, a correspondente seqiiéncia de pardmetros minimal

{mi(z)} € dada por

Pi1(z)
(33 - 5k+l)Pk($)’

Demonstracao: Da relacio de recorréncia de trés termos (2.1.3) temos que

k=0,1,2,... . (3.3.2)

m(z) =1-

Pr:+l($) = (.’I.' - 6n+1)Pn(I) - an+1Pn—1( )
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3.3 Seqiiéncias Encadeadas e Polinémios Ortogonais na Reta Real

Dividindo a relagao acima por P,(z), com z & (§;,7,) temos

Pn+l(I)
P, (z)

Pn—l (SC)
= an+1m—)—-

= (3: == ﬁn+l)

Pp(x)
Pn—l(x)

Qnyy1 =

[(.’E = 6n+1) o= pn+l($)]

Fy(2)

e ainda

Qny1 - P, (I) [1 _ Prp (.’L‘) ]
(£ — Bn)(@ — Bny1) (2= Ba)Pua(x) (x = Bnt1)Pa(x) )

Portanto

P2}

Pﬂ+l(x) ] n > 1'

- (3: - 6R)PR—1($) [1 B (.’.C - 6n+l)Pn(x)

Pn...](.'L')
($ = ﬁn+1)Pn($)’

mup(z) =1-—

obtemos
Py(x)

(z = Bn)Pa-1(z)’

[1 = my_1(z)] =

an(z) = [1 = mp_1(z)]mn(z), n21,

onde m,(z) é dado exatamente por (3.3.2).
Como {a,(z)} é uma seqiiéncia encadeada, temos que {m(z)} é uma seqiién-

cia de parametros que serd a minimal se my(z) = 0. De fato, temos

Pi(z)
(z = B)Po(z)

mo(z) =1—

Py(z) = (z — A1) Po(z) — ey P_1(z) = (2 — B1)

entdo mg(z) = 0. Logo, {mk(x)} é a seqiiéncia de parametros minimal da se-

qiiéncia encadeada {a,(z)}.
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Observagao: Pela definigio de seqiiéncia encadeada, e para = ¢ (&, m:), temos

Pn+l($)
oy L

Como 0 < my(z) < le0<m <1 Kk >1lentdo, 0 <1—mp(z) <1le

1 —m,(z) =

0<1—mu(x)<1l, n>1. Logo

Pn+l($)

@ BB ~ 0 "2 -

0<

Podemos ainda escrever m,(z) da seguinte forma

Py () _ (z = Bnt1) Pa(z) = Pata(2) — Qnt1Pn-1(2)
( — Bn+1)Pn(z) (z — Bn+1)Pa(2) (x — Ba+1)Pa(z)’

ma(z) =1-—

ou seja,
an+1Pn—l($)
, n 20,
(= Bat1)Pa(z)

x & (&1, m).

my,(z) =




Capitulo 4

Sequéncias Encadeadas

Generalizadas e Medidas

Relacionadas

Fazemos neste capitulo um estudo do trabalho recente de Bracciali, Dimitrov e
Sri Ranga (3], sobre seqiiéncias encadeadas generalizadas e medidas relacionadas
da forma cde,(z) = (k? —2?)d¢é,(z). Apresentamos um estudo sobre o comporta-
mento assintético dos zeros dos polindémios K};A'M‘k). Incluimos, também, alguns

detalhes de demonstragdes que foram omitidos no artigo.

4.1 Preliminares

Seja d¢ uma medida determinada definida sobre a reta real. Seja Supp(¢) o
suporte desta medida e seja I® o menor intervalo fechado contendo este suporte,
ou seja, I? é o verdadeiro intervalo de ortogonalidade.

Denotamos por X? = (—o00,00)\I? o complemento do intervalo I? em
(—00,00). Do mesmo modo Z® = C\I® onde C é o plano complexo
estendido. O fecho de X? dentro da reta real serd denotado por X?¢. Como

X? = (—00,&) U (m,00), com I? = [;,m], entdo X% = (—00,&] U [m,0), ou

34
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seja, os pontos extremos de I? sao pontos de X?, mas +00 nao sao.
Neste capitulo, denotamos por {P?} os polindmios ortogonais ménicos com

relacdo & medida d¢ e {O2} os polinémios associados ménicos dados por

_ 1 [~ Pia) - B3t
o) =5 [ EE g, 0

o0
onde puf = ] t" dp(t), r > 0 sdo os momentos dados pela definigdo 2.1.1.

Pelo Capi?ulo 2, sabemos que os polinomios {P?} e {Of} satisfazem as

seguintes relagoes de recorréncia, respectivamente,

Pr?+1($) = (z - Bﬁﬂ)Pf(i‘) = a$+l Pr?—l(x)a
n>1, (4.1.1)
Og+1($) =(z - 5:?+1)Oﬁ($) = aﬁ+1 03-1(37):
onde PY(z) =1, P(z) =z —BY, Of(z) =0 e Of(z) = 1. os coeficientes 32,
n > 1 sao reais e aﬁﬂ, n > 1 sao todos positivos. Além disso, pelo Teorema 3.1.1
(formulas de Wallis), obtemos
Of(z) 1 al o a?

— 2 . 41.2
P¥z) (z-B)-(z—-hB)—(z-pB%) - — (z—BR) 42

503 (x)
Pe(z)

oo
converge uniformemente para f == do(t) em
5 =

Temos ainda, que

todo subconjunto compacto de Z¢. De fato, como
Pff(x) = (T — Zp1)(T — Zn2) *** (T — Tnin)s

onde T, < Tpa < -+ < Tnn 530 0s zeros de P?(z), temos que

H4OR (2) u§Of (z) _ An,2 N
= = + o LR
P,?(:L') (1' iy In,l) -k (3: T xn,n) (-T e -73!1.1) (J‘: - xﬂ,2) (:17 = xn,n)

/\n.l(w - frn,?) T (I — xn,n) s ’\n,n(a: - xn,l) Tt (33 - -Tn,n—l)
(-"'E v xn,l) yFe (22 7 xn,n)

Para = = z,,, obtemos

#goﬁ(fﬂn,r) = An.f(xﬂ,r = :Bﬂ,l) e (xn,r = In.,:l'—l)(xlfl,?‘ = xn,r+l) T (xn,r = xn,n)-
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4.1 Preliminares

Portanto

_ #508(@n,)
Blzas)

! . ~
onde P,? representa a derivada de P?. Podemos entao escrever

usO VB2 %z
P‘p(l' Z ,uo j:n_r in r) (:E | ) Z (:L‘ — In r) (41.3)

Mostremos que A,, > 0,7 =1,---,n. Seja

Tu(z) = O%(2) Py (2) — P2(2)OF_(2),

substituindo as relagoes de recorréncia de P? e Of em T, repetidas vezes encon-
tramos

-a§ > 0.
Através da derivada da relacao de recorréncia para os polinémios P?, temos

Rp(z) P#(2)PY_,(2) — P2, (2) P2(2) = [PY1(2)] + @fRa-i(2)

= [P +alPL )+ +af--od[PI +af---af > 0.

0 < Tn(In.r) - Oﬁ(xn,r) e )‘n,r
Ru(Zns)  P(ng)  H§

o0
Mas pf = f d¢(t) > 0. Portanto A, , > 0.

[ o]
Pelas condigdes iniciais de Of e P? sabemos que P? é um polinémio de grau

n, e Of é um polindomio de grau n — 1, entdo em (4.1.3) temos que

uy0¢(z) i PO(z™ ! 4 cp2x® 2 4 -+ + ) » Z ) Y
P?(z) "+ dp1z" 1+ + dy &

r=1" Ln,r

Multiplicando por z em ambos os lados e aplicando o limite para £ — oo, temos

AVA
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Definimos a seqiiéncia de fungdes escada {¢,(t)} por

0, t < Tn,1

s—1

ﬁbn(t) = ZAR,N Tns—1 S t < Tn,s» s = 233: caay T
r=1

pé, Tnn <t
paran > 1. Assim
T
Anr LA |
Y= [ )
r=1:r_xn‘r _mx_t

este resultado segue da definicao da integral de Stieltjes (veja, por exemplo,

Widder [22]). Logo
¢ )
1o O2(x 1
0 ¢n( ) =/ dl;f)n( )
P (3:) i T—1
Pelo resultado conhecido por Teorema de Gromer-Hamburger ou Teorema de

Helly (veja, por exemplo, Shohat e Tamarkin [14]), existe uma subseqiiéncia ny

tal que

¢ ) o
. O, (z) 1 B 1
lim ——— = lim /:- r d(;bnk (t) = f m d’('b(t),

) —00 ‘Pf?k (.T) nj—+00 0o —00
onde %(t) é uma fungdo nao decrescente em (—o0,00). Entretanto, a medida
considerada é determinada, entao
——— = lim Pn(t) = — do(t).
n—00 Pn(;r) nooo f_ T —1 —us i — 1
Como exemplos de medidas determinadas temos as medidas classicas de Jacobi,
Hermite e outros. Ainda, quando o intervalo de ortogonalidade é limitado, isto

é, a, e B, sao limitados, temos que a medida é determinada.

(z — B))0¢(z)
P?(z)

Seja G%(z) = , n> 0, entdo G§(z) =0, G¥(z) = 1 ede (4.1.2)

podemos escrever

af(z) af(z)
I B .

G¢(z) = (4.1.4)
onde af(z) = a$,,/((z — B2)(z — B541)), n>1.
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Seja também G?, definido em Z¢ por

G%(z) = lim G?(z),

n—oo

m E=PNOM) _ yy, (@ =50) 480%(e)
e Piz) e e Pi)
(=B . HO=) _ (=B [ 1
o = )

¢ oo
$(r) — (x — BY) 1
Portanto G?(z) pg f T do(t)

Para G? os seguintes resultados sao validos
¢ ¢ ¢
a3 af ---af(z - B)

v-1(2) PR ()

Gh(z) — Gr_y(z) =

1

aj of ---af(z - BY)
=1+ y
JZ; P (z)P}(z)

De fato, temos que

b(r) — ¢ _ (== BD)03(z) _ (= BY)05-1(2)
Gn(x) Gn—l('r) = P,?(.‘B) P:_I(SC)

=B (08(0)P8 () - 02, (o) P2
Pr?_l(x)Pr?(l') n n—-1\T) — Up_ .’L') n(x)]

(c=Bap
Pf—l(x)Pf?(m)
_ (z—BY)agaf_,---af
P}_\(z)P(z)

:—1($)me2($) = 02—2(37)13:?—1(1')]

E, entdo, para n > 2,
agas -af(z — 51)
n—l(I)P’?(:“:)
af---ap(x—fpf) af---af_i(z— B}
Py, )P,?( ) P?_5(z)PS_,(z)

0‘2 a3 2 (53 = 5¢)
H; CRE T

Gy(z) +Go_y(@) ==

CI:'¢.’L'
+oeet
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Para qualquer z € X? G%(z) > 1, n > 1 e {G?} & uma seqiiéncia cres-
cente, isto &, 1 < G§(z) < --- < G¢(z) < --- < G%(z). De fato, para que
G¢(x) > G%_,(z), basta mostrarmos (veja (4.1.5)) que

of of ---af(z — 42)
Py (z) PR (x)

0, n>2

T — ﬁ?
Pf?—l(x)P"?(x)
n > 2. Como Pf(:c) =z— [J’f', temos que ﬁf é zero de Pf, entao ﬁf € I?, mas

Ja sabemos que af > 0 paran > 2. Vamos entao analisar o sinal de

como z € X?, ou seja, T ¢ I?, temos os seguintes casos:
(i) Se z > B? entdo z — BY > 0 e sabemos ainda que P?(z) > 0, para n > 1,

portanto

T — ﬁf
Py_\(z)Pi(z)

> 0.

(i) Se z < B? entdo z — B < 0. Mas se P¢(z) > 0 entdo P?_,(z) < 0 ou ainda
se P?(x) < 0 entdo P?_,(z) > 0, entdo P?(z)P?_,(x) <0, n > 2. Portanto

T — ﬁf
P{_,(x) PR (x)

Logo G¢(z) > G?_,(z), n > 2, para z € X?. Consequentemente,
Gl(z) < Gh(zx) <+ < G%z) < --- < G*(x),

mas GP(z) = 1, entdo 1 < G§(z) < - < G(x) < -+ < G*(x), para z € X°.

Deste modo G%(z) > 1 paran > 2.

Se d¢ ¢ uma medida simétrica, ou seja, d¢(—t) = —d@(t), entdo B¢ = 0,
n > 1 (veja Chihara [4, Cap.I, Teor.4.3]) e

1sif2 & 1 e AN
6 = = [ et = | [ o+ [T 2 o)

1 00 $2

R dg(2).




4.2 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas

Além disso, se d¢; e d¢, sao duas medidas simétricas relacionadas por
cdey(z) = (k? — 22) doy (z) (4.1.6)

a relagdo entre os polinomios {P?'} e {P??} dadas pela férmula de Christoffel

(veja, por exemplo, Berti e Sri Ranga [1]) &

1
(2% — k2P (z) = PP, (z) — R"gl—"‘((kk)) P¥(z), n>0. (4.1.7)

Outras relagoes entre esses polinomios e seus coeficientes da relagao de recorréncia
vistos em [1], podem ser escritos da seguinte maneira:
Se (4.1.6) é valida, existe uma seqiiéncia de niameros reais {l,}, com [y = 1,

tal que, os polindmios ortogonais monicos P,?l e P,?ﬁ satisfazem

P#(2) = PL(x) = (1~ )(1 ~ L) PE24(),

(4.1.8)

k k2
affy =70l A+la) e aply=71-lh)1+lhn), n21l

Este resultado foi provado primeiramente em Sri Ranga [15] para k* <0 e c <0

e posteriormente provado em [1], para todas escolhas possiveis de k e c.

4.2 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas

Definigao 4.2.1. Seja {a,}32, uma seqiiéncia de nimeros complezos tal que a, #
0, n > 1. Dizemos que {a,}>, é uma seqiiéncia encadeada generalizada
se eriste uma seqiiéncia de pardmetros {m,}5%, tal que mo = 0, m, finito e

(1 —mp_1)mp =an, n > 1.

Como a, # 0 entao m, # 0 e m, # 1 paran > 1.
Denotamos ainda, {m,} a seqiiéncia de parametros minimal da seqiiéncia
encadeada generalizada {a,}. A classe das seqiiéncias encadeadas positivas €

uma subclasse das seqiiéncias encadeadas generalizadas.
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4.2 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas

¢

g Ik Q "
Por exemplo, a seqiiéncia encadeada a(z) = n+l é uma se-

(z = Br) (@ — BR)

qiiéncia encadeada generalizada para qualquer valor de z € Z? tal que z # oo.

O seguinte teorema da a expressao geral para os elementos de uma seqiiéncia de

parametros qualquer de {a?(z)}.

Teorema 4.2.1. Dada a seqiiéncia encadeada generalizada

@ — n+1
{“"(x) (z — B2)(z — BL,1) } i

seja {g2(z,t)} sua segiiéncia de pardmetros tal que o pardmetro inicial g¢(z,t) =

t. Set™! # G2(z) para todo n > 1, entdo {g?(x,t)} eziste e pode ser dada como

¢—1(~T) — iz — 5?)03—1(5‘7) agﬂ
Pi(z) — t(z — B})O%(x) (z—BYy,)

Além disso, se {a2(z)} é uma seqiiéncia encadeada positiva entio suas seqiién-

; n > 1.

utlayd) =

cias de pardmetros {g?(z,t)}, tal que 0 < g§(z,t) < 1 e 0 < g¢(z,t) < 1, sdo
obtidas para 0 < t < 1/G?(x).

P} \(z) -tz —BD)OY_i(z) o,
P2(x) — t(z — BE)O%(z) (- BL,.)

entao

Demonstragao: Se g2(z,t) =

Pr?—l(x) il E— 5?)01?—1(33) ai+1
PY(z) — t(z — BY)OR(z)  (z — Bis1)
[(z — B3:1) PE(z) — 0§41 Pp1(2)]
(P2 (z) = t(z — B)OR(2))(z - By
_t(z = B)l(= — 2,1)08(x) — 0f,,08_(z)]
[P2(z) — t(z — B)OR())(z — BRs1)

- gﬁ(.’t,t)

Usando a relagdo de recorréncia (4.1.1), obtemos

n+1(33) -z — B¢)On+1( ) 1 _
Pl(z) —t(z — BY)O%(z) (z — Biy1)

1= gﬁ(l‘,t)

Desta forma, temos que

@

—g? T ¢ Z, = Fnt1 = CL¢ z).
[ = gn-1(z, )97 (2, ) B — B ()
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4.3 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas e Medidas Relacionadas

E ainda g?(z,t) existe se, e somente se, P“‘(z) — t(z — BP)O¢(z) # 0, isto &,

se, e somente se, t~' # G%(z) = (z 51) () Isto prova a primeira parte do

Pi(z)

teorema.

Temos ainda que

_ 0 _ Pla(x) -tz - B)OZ,.(z) 1
1 9n (.’E, t) P¢($) _ f(:r _ ﬁf)O,f(m) (z ﬁn+1
tG$+l( ) Pr?+l($)

1-:G?;( ) Piz)(z-B2.)

Para que 0 < g? < 1, basta mostrarmos que, 0 < 1 — g? < 1. Mas de (3.3.3),

temos que

Pri(z)
(I = n+l)Pf?(x)

0< 2 1 me]

se {ag(z)} é uma seqiiéncia encadeada positiva. Isso acontece quando z € X?.

Como G?(z) > GY, ,(z) > G¥(z), para t > 0, temos que
1-1tG%(x) <1 - tG¢+1(:r) <1-1tG%(x).

E se 1 —tG%(z) > 0 entdo 0 < 1 —tGY,,(z) < 1 — tG¥(x). Deste modo

th+l( )
1 -tG3(z)

se 0 <t <1/G%(z). Portanto, 0 < g2(z,t) <1 se 0<t<1/G%x).

4.3 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas e Me-

didas Relacionadas

Nesta se¢ao analisamos seqiiéncias encadeadas que surgem quando consideramos

a relacdo entre as medidas d¢; e d@, dada por cddq(z) = (k? — 22)dé ().

1-1,
Substituindo g, = ( 5 ), n > 0 em (4.1.8) temos

P$(z) = P{*(2) — k*gngn-1P12,(2)-
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4.3 Seqiiéncias Encadeadas Generalizadas e Medidas Relacionadas

¢1
Pelo Teorema 3.3.5, podemos escrever [1 — m®' (k)m®: (k) = ag;“, com
_ A fll(k)

P (k)’ n > 0, lembrando que as medidas d¢; e d¢, sio

1

i ; ay
simétricas, ou seja, 5,‘f+1 = 0. Mas de (4.1.8), (1= gn-1)gn = k;l’ entao

(1 — m3, (k)Jm& (k) = (1 — gn-1)gn. Como gy = 0 = mg'(k), comparando g,
com os parametros m¢! (k) temos que g, = m? (k). Deste modo as equacdes em

(4.1.8) podem ser escritas como

PP (z) = P{*(z) — k*m (k)m}L, (k) P2, x),

(1—md, (k)Im@ (k) = =L e [1—mf,, (k)]m® (k) = 2L

&1
Q o y :
paran > 1, onde { ;:1 } é uma seqiiéncia encadeada generalizada. Esta seqiién-
cia é uma seqiiéncia encadeada positiva se k for real e nao pertence ao suporte
da medida, ou seja, se k nao pertence ao verdadeiro intervalo de ortogonalidade.

A férmula de Christoffel (4.1.7) pode ser escrita como

z? — k?)Pf*(z) = Piy(2) — K*[1 — m3, (K)][1 — m (k)] PP (z), n 20,

Pq" l(k)
PP (k)

As relagoes acirna nos permite obter informagdes sobre os polinémios P2

pois 1 — m&' (k) =

através de P?!.
Veremos agora, como podemos obter informacGes sobre os polinémios P?

14 ln+1
2 )

através de P?2. Substituindo g, = > —1, em (4.1.8) temos

P$ (2) = P2 (@) — K2(1 = gn-1)(1 — gn-2) P5(a),
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4.4 Uma Aplicagao para os Polinémios K{"M*)

«
A seqiiéncia {_!;:2_

} € uma seqiiéncia encadeada generalizada e {g,} é uma

1+

seqiiéncia de parametros com parametro inicial gy = 5

¢1 kz - 0331 1 + Il .
a;t = ?(1 — 1), entdo 1-— i deste modo o pardmetro inicial é

dado por go =1 —

, mas de (4.1.8),

k2

Pelo Teorema 4.2.1, obtemos

gn = 932(k,t), n2>0 (4.3.3)

¢1
Qs
onde g*(k,t) =t =1——-%. Se 0 < 92 (k,t) < 1, entdio k precisa ser real, e de

(4.3.2) e (4.3.3)

gt (k1) = —— O e [1-g2(kt)] = L n>1
" k2[1 - g2, (k, 1) R T N T

Consequentemente, 0 < g% (k,t) < 1 para todo n > 0. Nestas condiges,

{a?? ,/k?} é uma seqiiéncia encadeada positiva.

AM k
4.4 Uma Aplicagao para os Poliné6mios Kj ( )
Usaremos as relagoes da secao anterior, para obter informacgdes sobre os poli-
nomios ortogonais K$"** associados a medida do(\, M, k; x) dada por (2.3.1).

(AM,1)

Podemos lembrar que, quando k = 1, temos que K sao os polinémios de

Koornwinder simétricos.

Se fizermos d¢, (z) = d@(\, M, k; ), como d@y(z) = (k? — 22)d¢, (), obtemos

doa(z) = {(2M + 1)LV (k)} (1 — 22) M2z,
/ (1 2)A+1f2
T k2—12

Deste modo, a medida d¢, é a medida associada aos polindmios de Gegenbauer

PP Como foi visto no Capitulo 2, os polinémios ménicos, P,g‘\“)(:r) = Ptrn)
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4.4 Uma Aplicagio para os Polinémios K"

sao dados por

-n (2 T 2’\)1’!
(14X,

e os coeficientes da relagao de recorréncia sao

gFl(—n,n+2,\+2;/\+3/2;1_$ n>1,

$2 =
Pf'(a) = (2 .

1 nn+2X2+1)
e > .
A E AT

De (4.3.2) e (4.3.3), escrevendo g¢2(k, 1 — o' /k?) = h?2(M, k), obtemos para
K,({\’M’k)(:c) = P%(z) e alM*) = a?! que

2 (A+1) _

an—l»i =

KM9)(z) = P (x) — k(1 — h$2 (M, k)][1 — h22,(M, k)| P®2,(z), (4.4.1)
oM = K21 — B8 (M, KRS (M, k), n>2

e agAMk) k%1 — h$?*(M, k)], onde

@1 1 2,4 31
b2 — 92 ¢1 2y Qy _ By k Ko — Ha
h‘ﬂ (Mv k) gO (k L= 2 /k ) = l= k2 =1 kQﬂ.gl - kz,ug" :

Mas p&' = 1 entéo

fl (k% — xz)dqﬁ (z) f_ll(l x2) /24
(2M + 1)k2LN (k)

y 2M+1‘”°{/ k2 — d¢2($)}_1

1
(2M + 1)G%(k)

h§* (M k) =

a@"z
he2 (M, k) = ad n>1,
k2[1 — h92 (M, k)]’

onde através do Teorema 4.2.1, podemos escrever explicitamente como
P2, (k) — tkOR2, (k) opiy
PP (k) — tkOS* (k) k

hﬂz(M!k) .

k02 (k)

b2 ==
Mas Gn (k) - ;??'(k) ]

_ Py(k)agi, 1-tGR2, (k)
kP2 (k) 1-tG&(k)’

h3? (M, k)

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



4.4 Uma Aplicagdo para os Polinémios K{™™*

G MK)
com t = h$*(M,k) =1 — 2k2

Em (4.1.5), temos

P2 P2
Qz” - n+1k >1

Pfﬂ(k)P,?il(k) b
¢2 . aoﬁz == f’_’_ (2 it 2/\‘)!1
s BHEL T 481 E X)L 04N,

G2, (k) = G (k) + =

Mas o} «

, entdo G¥? %1 satisfaz a relacdo de

recorréncia

(24+2)0)x k
(1+ Mn(2+ Nn P (k)P% (k) n>1 (4.4.3)

|
GEL(k) = G (k) + 4

com G¥*(k) = 1. Como G’ﬁ?(k) = 0 temos que esta relagdo vale também para
n=020.
Quando k = 1, obtemos

2+ 2))n

(1+A),’

pois 2Fi(—n,n+2A+2;1+3/2;0)=1¢e¢

nt (2+2\)n 1
" (14 Na(2+Nn PE(1)P2(1)
2?’1(1 + A)n+l

(24 Na(24+2\)n41

|
b2 i >
G (1)+(3+2/\)ﬂ, n > 1.

PP(1)= (2"

Gia(1) = G+ ;

= G%(1) +

Consequentemente, podemos escrever

2
Grn() HHZ 3+2,\

o0

1l
entdo, como 2Fi(1,1;3+2X;1) =1+ Z J'

——— temos que Sua n'ésima soma
3 2 )

parcial é dada por G2%,(1).

Para o caso especial A = 0, temos af‘ﬁ_l i, n>1eO0%z) = P? (z)
os polinémios de Tchebichef de segunda espécie de grau n — 1, entdo podemos
escrever
P?, (k) — tkP?, (k) 1

%2 (k) — thP?? (k) 4k

hi? (M, k) =
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4.4 Uma Aplicagdo para os Polinémios K{"F)

Como P?2 sao os polinémios de Tchebichef de segunda espécie monicos, temos

sua relagao de recorréncia de trés termos (veja, por exemplo, Szegé [17])

PY2(k) = kP2, (k) — -P'”z(k)

P2i(k) —=thP2,(k) 1
k(1 — )P, (k) — 1 P2, (k) 4k
P ;(k) —tkP,f”Q(k) 1

n—1
P2, (k) — =gy P, (k) 4K2(1 - ¢)’

n>l.
4&(1 D)

Consequentemente, se tk = [4k(1 —t)]~! entdo h®?(M, k) é uma constante. Isto
acontece quando ¢ = 5[k++v/k? — 1] com os valores para os parametros h??(M, k)

dados por

1
he* (M, k) k+vVk?— !
( o3 U= ks v =T
Temos de h§® =t = ﬁ[k + vk%Z — 1] e de (4.4.2) que

1 1

= Tl — 1

sk EVE -1l = oy heamm

2%k[k F VRZ = 1]

G*:(k)
recorréncia para os polinémios K"™* quando 2M +1 = 2k[kFVk? — 1]/G* (k)

entao 2M + 1 = Deste modo, os coeficientes da relagdao de

sao dados por
ap " = k?[lﬁhﬁz(M,k)lﬂg[l— : ]

@M + 1)G% (k)
g[k F Vk? —1]

1
allR) — k21 — h¢2 (M, k)82 (M, k) = 7 n2l

Vamos analisar os valores de M para os correspondentes sinais de mais e

ey

ko[t
menos. Para calcularmos o valor de G%? (k) = / —dqbz(:r:) vamos primeira-

Ho y K=
mente calcular, fazendo a mudanga de variavel = = cos 6, a seguinte integral

1 m
1 212 _/ _ 1 .
f_lk—x(l o T 0 ¥ coad”
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4.4 Uma Aplicagao para os Polinémios KM

1-—t¢2

fazendo ¢ = tan(6/2), temos que cos§ = i entao

/l —1—(1—2:2)_1/2da: _ 2 /’°° 1 e
k-1
2 /k—l[‘x’
—-1VEk+1/),

d c
como — arctan(ct) = ——— com c constante, temos
dt 1+ c“t

> 1 2\—1/2
[Ik_x(l—x) dr = ——

Podemos agora calcular a integral

2 211/2
— d
]_lk—:r(l z°) " dz

kool

(z)
k .
E{@M*‘ 1)

{(2M + 1) L&)} n[k — VEZ = 1]

s
Mas
l -~
pgr = {@M+ DLO®)} [ (1 -2 de = {@M + DIOW)} ™ 3.
-1
Portanto, G??(k) = 2k[k — Vk? — 1]. Assim,
FVRE -1+ VK2 -1
2k - vk2-1]
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de K,({\’M‘k)

Logo, para o sinal de menos temos M = 0, e para o sinal de mais temos

Mo VE-1
Ck-VE-1]

4.5 Monotonicidade dos Zeros de KM

M,k)

Nesta secao, estudamos o comportamento dos zeros de K. ,({\‘ como uma func¢ao

de seus parametros, A, M e k.

Como KM% ¢ pé2(z) = P (z) sdo ortogonais com respeito a medidas
simétricas, esses polinémios sao polindomios pares (impares) quando n é par (im-
par). Entdo seus zeros sao simétricos com respeito a origem, sendo suficiente

analisar somente seus zeros positivos.

AMK) o (A+D)

Denotamos por z, W

K£A,M,k) e 1r£J\+l)

j = 1,2,...,[n/2], os zeros positivos de

em ordem decrescente.

Lema 4.5.1. Sejam q,(z) = (z—x1) - (2—2,) € gn-1(z) = (2—11) -+ - (T—Yn-1)

polinémios com zeros reais e que interlagam, isto &,
Tp < Yno1 < Tp1 < <Yy <7I.
Entdo, para qualquer constante c real, o polindémio
Q(z) = gn(2) — cgn-1(2)

tem n zeros reais &, < €n_1 < -+ - < & < & que interlagam com os zeros de qn(T)
e qn-1(x). Mais precisamente,

(i) se ¢ > 0 entao
T < 611 (451)

T S LYy, T=24 00,0 (4.5.2)

(ii) se ¢ < 0 entao
yr<§r<$r) T:1,...,n—1,

En <y

Além disso, cada &, € uma fungdo crescente de c.
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de KM

Demonstragdo: Para ¢ = 0 temos que Q(z) = g¢n(z), entdo & = =z,
r=1,...,n.

Suponhamos ¢ > 0, entdo como Q(z,) = —cgn—_:1(z,), 7 = 2,...,n, temos
sinalQ(z,) = —sinalgy_,(z,) = (-1)(-1)""" = (-1)"

e como Q(Yr-1) = ¢n(Yr-1), 7 =2,...,n, temos

=1

sinalQ(y,-1) = sinalgn(y,-1) = (-1)

Consequentemente, Q(z) muda de sinal entre z, e y,_1, r = 2,...,n. Entao,
Q(z) possui zeros &, r = 2,...,n satisfazendo (4.5.2). Temos ainda Q(z;) =
—cgn-1(21) < 0 e ainda quando z — 00, ¢,(z) vai mais rapido para o infinito
que ¢n—(z), entdo Q(z) vai para o infinito. Logo, existe &, tal que & > zi,
portanto (i) esta provado.

Suponhamos agora ¢ < 0, entdao como Q(z,) = —cgn-1(z,), temos

sinalQ(z,) = sinalg,_,(z,) = (-1)""Y, r=1,...,n-1

e como Q(yr) = qn(¥y,), temos
sinalQ(y,) = sinalg,(y,) = (-1)", r=1,...,n—1.

Portanto, Q(z) muda de sinal entre z, e y,, 7 =1,...,n — 1. Entao Q(z) possui
zeros &, r=1,...,n— 1 onde y, < & < z,. Temos ainda Q(z,) = —cgn—1(zn)

e se n for par temos Q(z,) < 0 e ainda quando z — —00, ¢,(z) vai mais
rapido para o infinito que g,_;(z) vai para —oo. Entao Q(z) vai para o infinito.
Logo, existe &, < z, tal que &, é um zero de Q(z);

e se n for impar temos Q(z,) > 0 e ainda quando z — —00, ¢,(z) vai mais
rapido para —oo que g,_;(z) vai para oco. Entdo Q(z) vai para —oo. Logo, existe
& < T, tal que &, é um zero de Q(z).

Portanto, existe £, < z, para todo n. Deste modo (i) esta provado.

Provemos agora a monotonicidade dos zeros de Q(z) com respeito a c. Seja

Qc(z) = gn(z) — (c + €)gn-1(2)
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de K{M™*)

com € > 0. Sejam os zeros de Q.(z), &n(€) < -+ < & (€). Podemos notar que
& = &(0) e como Q(z) = gu(z) — cgn—1(x) temos
Qe(x) Q(JI) - EQn—l(I)-

Assim Q((§;) = —€gn-1(&;), entao para € > 0

sinalQ.(&,) = —sinalg,_, (&) = (-1)" (4.5.3)

devido a propriedade de interlacamento entre y, e &.. Como os zeros de Q(z) sdo
todos reais, de (4.5.3) temos que sinal@(&,) = —1, entdo existe um &, (¢) (zero
de Q(z)), onde & < & (€), e ainda de (4.5.3) podemos concluir que &, < &.(¢). m

Uma modificagao do Lema 4.5.1, para polindmios pares ou fmpares, pode ser

dado pelo seguinte resultado:
Lema 4.5.2. Sejam Q.(z) e Qn-2(x) polinémios pares(impares) com os coefi-
cientes do termo de maior grau positivos e com somente zeros reais cujos zeros
positivos Ty > -+ + > T(pyg) € Y1 > -+ > Y|(n—2)/2) interlagam, isto €,
Tin/2) < Y((n-2)/2) <"+ <Y1 < T1.
Entao, para qualquer constante ¢ real, o polinémio
Q(z) = Qn(z) — cQn—2(2)

tem n zeros e seus zeros Epyg < -+ < & < & interlagam com os zeros positivos
de Qn(z) e Qn-2(x). Mais precisamente,

(i) se ¢ > 0 entao
z, < &1,

By LB ), V=1,  ..x [P

(ii) se ¢ < 0 entdo
y?‘<£r<xrv ?":1,...,[71/2]“1,

€n/2) < Zin/2)-

Além disso, todo zero positivo €., para r = 1,...,[n/2], é uma fungdo crescente

de c.




4.5 Monotonicidade dos Zeros de K™

Teorema 4.5.1. Para quaisquer k > 1 e M > 0 os zeros dos polinémios KM

e Pf{{\H), n > 2, satisfazem

{)\+1} <z ()uMk)

gOF o g e B o =

n—-2,r-—1»

Além disso,

n>?2, (A, M,k)

a) para quaisquer n,r tais que 1 <r < [n/2] e Ths é uma fungdo

crescente de M para M € [0,00);

b) para quaisquer n,r tais que 1 < r < [n/2] e n > 3, :s,{\,-M k) ¢ fungao

20+ 3
/\+2M

crescente de k para k € [k(\, M), 00), onde k(\, M) \/

Demonstragao: De (4.4.1), podemos escrever
KM9(2) = PP (2) = ca(X, M, k) P2, (2),

onde (A, M, k) = k2(1 — h%2 (M, k))(1 — h%* ,(M, k)).
De (4.4.2), temos que

1
2M +1)G% (k)’

K (k) =

como G®2(k) > 1 e M > 0 temos 0 < h§?(k) < 1. Consequentemente, de (4.4.1)
e de a2, = k[l — h%2,(M, k)]h%2(M, k), obtemos
b2 P1

apl e Qo
o s M B o0t .
k21 — h$2 (M, k)] (1= R0, ) k2h%? (M, k)

hqbz(M )

podemos entdo concluir que 0 < h®2(M, k) < 1, n > 1. Assim, c,(A, M, k) > O e,

obtemos do Lema 4.5.2 que

(A+1)
n 1

(A, M,k)
nl

<T

A+l (A, M,k) (A+1) -
'T::(rt,r ) < xn,r < mn—2,r—1! &ar 2! A

Portanto, a primeira parte do teorema esta provada.
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de K™

a) Vamos primeiramente analizar o comportamento de ¢, (), M, k) em relagao a
M.

De (4.4.2) temos que {h%*(M,k)} & uma fungdo decrescente de M, tal que
para 0 < M < oo,

0 = h$*(o0, k) < h$*(M, k) < h$*(0,k) = 2

G (k)
Entéao, {h22(0,k)} é a seqiiéncia de parametros maximal da seqiiéncia encadeada
positiva { %}—‘ } :

Quando M — oo obtemos h$?(oco, k) — m¥2(k), a seqiiéncia de parametros

minimal, isto é, quando M cresce de 0 para oo em (2.3.1), h$?(M, k) decresce

¢2
- . . s . . 4
do parametro maximal para o minimal da seqiiéncia encadeada {—;3‘—‘} Conse-

quentemente, 1 — h®2(M, k) é uma fungdo crescente de M, entdo c,(A, M, k) =
k2[1 — h?? (M, k)][1 — h%? ,(M, k)] é uma fungdo crescente de M.

(M

i k) de KMM®) ¢ uma fungdo crescente de

Pelo Lema 4.5.2, todo zero z
cn(A, M, k), deste modo :cf:J;M’k) ¢ uma funcao crescente de M (com M variando
de [0,00) ).

b) Para analisar o comportamento de c,(A, M, k) em relagdo a k, consideremos
a relacao
a¢'2
he2 (M, k) = ntl , n>1
k21 — ho (M, k)]
Para qualquer r > 0 se h%2(M,k) é uma funcdo decrescente de k entao

1 — h¢2(M, k) é uma fungdo crescente de k. Deste modo, como afiz > 0 temos

que h??,(M,k) é uma fungdo decrescente de k, isto &, h2?*(M, k) é uma funcao

decrescente de k paran =71+ 1,7 + 2,... . Consequentemente, como
cn(A, M, k) = k2[1 - hﬁil(M! k)][l - h?—z(M! k)]

temos que ¢, (), M, k) é uma fungao crescente de k, paran = r+2,7+3,.... Note-
mos que h§? (M, k) = 1- aé’\’M’k) /k?* é uma fungéo crescente de k. Entretanto, va-

mos mostrar que h??(M, k) é uma funcio decrescente de k, para k € [fc(/\, M), ).
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de K$"™*)

al’ ag’

k2[1 — h§*(M, k)] k2[1 - zﬁm%mr)] |

h{* (M, k) =

vamos analisar os valores de k cuja derivada de f(k) = k? [ m] seja

positiva. Temos

2
G* (k) 1 / k2 w72 092(z) = 1 f kg% 5d92(z)

),\+1j2

1(1 d
2\ A+1/2 k2 — 2 ik
fo(l :n) 12dz Jo z

entao, obtemos

of (k) _ %[1 - 1 ] ; k2 G (k)
ok (2M + 1)G*2(k) | = (2M +1){G*(k)}> 0k

3G¢2

2

G (k)ud? + 2K? fo (ki—xz)?dgbg(m)]
(2M + 1){G*(k)}2uf?

1 2
——/ 2k dqig(m) temos que
o’ Jo K-

2k ! 1
TE = 2k |1 — (oM + 1){G¢2(k)}2u§’ /(; (k% — x2)2d¢2(.’£)].

Temos para k > 1,

/ul(k =2 i®) /(k2—1 B o)) = —1)/ —x"‘)

deste modo

d S
fo =220 < @ 1y |

Logo

of (k) 2
i 2’“[1 T M+ 1)GER) (R = 1)]'
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de K$"™"

Mas de (4.1.4), temos
k2

k2 — a?

Gy (k) =

Como G%?(k) < G*?(k) temos ( para k > 1)

af (k) k% — of?
~ar - o ok| L= (2M—+—1)(k22—1)]'

Para descobrirmos os valores de k, tais que, %}:ﬂ > 0, precisamos analisar

i k? — of? -
eM+ (k-1 =

Mas a?? = entao

TR S2)

2\ +2)k% -1
T -DEM D) =

e ainda

(2) + 3)
4N+ 2)M°

Portanto, se k% > 1+ ;(L%% entao %kﬁ > 0. Assim, h‘f’(M, k) € uma funcao de-

crescente de k, parak > /1 + I((?\%?'A)? Entao, c,(A, M, k) é uma funcao crescente
(AMk) ,

de k, paran = 3,4,.... Deste modo, pelo Lema 4.5.2 z5r é uma fungao cres-

cente de ¢, (A, M, k), entao J:Q;M'k) é uma funcao crescente de k, com 1 < r < [n/2]

e n > 3, e ainda quando k € [k(\, M), 00), onde k() M) = v/1+ 44(%';37 ®

E>14

Através da relagio 1 < G9*(z) < G$*(z) < ... < G¥(z) < G*(z) vista
anteriormente na Secao 4.1, observamos que Gg’ esta mais proximo de G%? que

G%?, ou seja, G3* fornece uma melhor aproximagio para G®2(z). Mas

Gt (k) = 1 ai(k) aa(k) _ 1-aa(k) _ 1—af?/k?
1 - 1 - 1 1—(12(k)—al(k) 1—agz/k2—a§2/k2

: = 0 1 ks (22 + 3)
como of” = SOvF2) off = 20+ 2)(\ +3)
1 20 +2)(A+3)k2 —3(A+2)
G%(k) 2\ +2)(A+3)k2— (22 +3)

obtemos
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de K,(,'\'M'k)

Através da relagao (4.5.4) e como G?’ < G* (para k > 1)

Ofk) _ or [, _ k2{2() + 2)(A + 3)k2 — 3(A + 2)}
ok (k2 — 1)(2M + D{2(X + 2)(X + 3)k% — (2X + 3)}

af (k)
ok

=4,

Da mesma forma, para descobrirmos os valores de k, tais que,

precisamos analisar

K2{2(A +2)(A 4 3)k? — 3(A +2)} >0

LR )EM )0+ 20 13 = (22 13)) =

Com o uso do software Mathematica® 4 calculamos os valores das raizes de

E2{2(X + 2)(X + 3)k? — 3(A + 2)}

AN =l - e T )R+ )0 TR = (D T I}

(4.5.6)

Os calculos seguem no diagrama abaixo, com A = L.

Ba1-(K (20+2) L+3)K-3L+2))7((K-1) (2M+1) (2(L+2) (L+3)K - (2L+3)))

K (-3 (2+L) +2KE (2+1) (3+1))
(-1 +kt) (-3-2L+ 2kt (241) (3+L)) (1+2M)

Wumﬂn =0, k]]

{{k -

1
-—— (v({9+30m+1 (942144 (6+1) M) -V (-16 (2+1) (3+1) (3+2L) M (142K) + (9+430H+1L (942

2y2

L+4(6+L)M))*2)) [ ((2+1) [3+1.)u)))},

1
{k-»_ (V{(9+30M+L (9+42L+4 (6+1)H) -V (-16 (2+1) (3+1) (3+21) H (L +2H) +
242

(9+30H+L (9+2L+4 (6+L) M))*2)) /((2+1) (3+L)m))},
{k-»-;\f_ (V((9+30K+L (9+42L+4(6+1) M) +V(-16 (241) (3+1) (3+2L) M (1+2) +
242
(9430K41 (9+2L+4 (6+1) K)*2)) [ (2+1) B+ 1))},

@ j_ (V{{9+30M+L (9+42L+4 (64 1) M) +V(-16 (241) (3+1) (3+2L) H (L+2M) +
242

(9+30M+L (9+2L+4 6+ 1) 1)*2)) / (2+1) G+LyM))}]

Planilha 3.1 - Planilha de calculo - Mathematica® 4




4.5 Monotonicidade dos Zeros de K™

Tomando os valores arbitrarios A = L = 1/2 e M = 1, temos o seguinte

gréafico (Grafico 3.1)de A(k) no intervalo [—2,2].

Grafico 3.1 - Grafico de A(k) para A =1/2 e M =1 no intervalo [-2,2]

Grafico 3.2 - Grafico de A(k) para A =1/2 e M =1 no intervalo [1,2.5]

a7




4.5 Monotonicidade dos Zeros de I\',&A'M'k)

Observemos, porém, que como k > 1 o intervalo de estudo significativo esta

representado pelo grafico 3.2, onde a raiz visualizada é dada por

{k-p;\!_ (V((9+30M+L (9+2L+4(6+L) M) + ¥/ (-16 (2+1) (3+1) (3+2L) M (L+20H) +
242

(9+30M+L (9+2L+4(6+1) M))*2)) /((2+L) (3+1) u)))}

Planilha 3.2 - Raiz significativa de A(k) - Mathematica® 4

De fato, para os valores de A e M especificado anteriormente temos k = 1.1748.
Observagao: Embora tenhamos utilizado o software Mathematica®4 para cal-
cularmos a raiz significativa de A(k) dada pela planilha 3.2, esta raiz também
pode ser encontrada algébricamente sem o auxilio do software Mathematica®4,
por A(k) (veja (4.5.6)) se tratar de uma fungao racional onde seu numerador é
uma fun¢ao biquadratica.

Para mostrarmos graficamente que a aproximagao obtida através de G2* ¢
mais precisa que a de G5* utilizada no Teorema 4.5.1, comparamos a raiz escolhida
de forma que k£ > 1, entre A(k) dada por (4.5.6) e B(k) o qual pode ser obtido
de (4.5.5), ou seja

2\ + 2)k? — 1
(A +2)(k2 - 1)(2M + 1)

——_ 0.4

B(k)=1-3

4 L=1
M=2 M=2
Kx=109 -af K)=109525
Kp=109545 Kp=109924

Grafico 3.3 - Raizes de A(k) (vermelho) e B(k) (verde) e seus respectivos

valores para diferentes parametros L = A\ e M - Mathematica® 4
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4.5 Monotonicidade dos Zeros de K\

Tomando valores arbitrarios para A = L e M, como mostra o grafico 3.3,
observamos que as respectivas raizes referentes a A(k) sio menores que as corres-
pondentes em B(k), o que nos informa que o intervalo real delimitado pela raiz

de A(k), isto &, [ka,00) é maior que [kp,00), onde k4 é dado pela planilha 3.2 e
(22 +3)

4N+ 2)M°

Assim, podemos enunciar o seguinte resultado que melhora a parte b) do

kg = k(\, M) =

Teorema 4.5.1.

Teorema 4.5.2. Para qualquer k > 1 e M > 0 os zeros dos polinémios KON

e Pn'\+1), n > 2, satisfazem

(.\+1)< (AMk)

(,\+1} < x(’\ Mk) 5;‘4"21‘2_1, -]

Além disso,

a) para qualquer n,r tal que 1 < r < [n/2] e n > 2, xE;ArM *) ¢ uma fungdo
crescente de M para M € [0, 00);

b) para qualquer n,r tal que 1 <r <[n/2] e n >3, :r:S, MK) € fungdo crescente

de k para k € [ka(A, M), 0), onde

V/9+ 30M + A9 +2) + 4(6 + A) M) + k.
2./22+ N (B + )M '

ka(A, M) =

com

ka = /=162 + N3+ N(B + 2 )M (1 + 2M) + (9 + 30M + A(9 + 2x + 4(6 + \)M))2.
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Capitulo 5

Sequéncias Encadeadas e

Polinémios Ortogonais

no Circulo Unitario

Neste capitulo, nosso objetivo é aplicar seqiiéncias encadeadas no estudo de po-
lindmios ortogonais no circulo unitario, que sao conhecidos por polinémios de
Szeg6. Para isso, fazemos um estudo sobre os polinémios para-ortogonais. Além
disso, com o uso de seqiiéncias encadeadas, conseguimos obter novos resultados,
como por exemplo o Teorema 5.3.2, citado na Introdugdo (Capitulo 1), que nos
fornece relagoes entre polindmios de Szegé e polindmios ortogonais na reta real.
Fazemos, também, exemplos dos polinémios de Szegé relacionados a certos poli-

noémios ortogonais conhecidos, como em particular os polinémios de Koornwinder.

5.1 Polindmios de Szegé

Seja dv(z) uma medida positiva no circulo unitario. Isto significa que v(e') é
uma funcao real, limitada e nao decrescente para 0 < § < 27. Os polinémios or-
togonais Sy, (2) definidos no circulo unitério, introduzidos por Szegd, sao definidos

por




5.1 Polinémios de Szegé

/S z)dv(z) / Sn(e)Sm(e®)dv(e®) =0, m # n.

, DU T | s ) .
Como no circulo unitario Z = -, entdo S, também pode ser definido por
2

f 278 (2)2dv(2) =0, 0<s<n-1,
c

ou seja, os polindmios de Szegd satisfazem a propriedade de L-ortogonalidade no
circulo unitéario em relagdo a zdv(z) (veja Jones, Thron e Waadeland [9]). Neste
caso, S, é chamado polinémio L-ortogonal com relagdo a zdv(z).

Como foi visto no Capitulo 2, os polinémios ortogonais reais satisfazem uma
relagdo de recorréncia de trés termos que, em geral, nao é valida para os poli-
ndmios ortogonais no plano complexo. Porém, existe uma relacao de recorréncia
que é valida para os polindmios ortogonais no circulo unitéario (veja Szegé [17]).

Esta relacao para os polindmios de Szegé monicos é dada por
Sn+1(2) = 28,(2) + an15.(2), n=0. (5.1.1)

onde a, = S,(0), n > 1, sdo conhecidos como os coeficientes de reflexdo dos
polinémios de Szegs, com |a,| < 1 para todo n, Sp(2) =1 e Si(z) = 2"Sn(1/z)
que sdo os polinémios reciprocos, onde S, indica que somente os coeficintes de
S, sao conjugados. E conhecido também, que os zeros de S, estdo localizados no
disco unitario aberto. Podemos ainda, aplicando a operagao * a (5.1.1), escrever

> 1(2) = 5;(2) + @rs125a(2), n > 0, entdo

Snt1(2) = 28n(2) + an41[Sn41(2) — Tnr125a(2)]
250 (2) + Gn 4155 11(2) — |ant1|225a(2)
{1 = lan41[*}25a(2) + @nt15741(2)-

Portanto, os polindomios de Szegé satisfazem também, a relagao de recorréncia

{1 = |@n41]2}280(2) = Sn41(2) — @n41S541(2), n 2> 0. (5.1.2)
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9.2 Polinémios Para-ortogonais

5.2 Polindémios Para-ortogonais

Em 1989 Jones, Njastad e Thron [7] consideraram os polinémios S, (2) +w,SZ(z),
com |w,| = 1 onde denominaram de polinémios para-ortogonais, isto &, a seqiién-

cia {Sn(z) + w,S;(2)} que é uma seqiiéncia de polinémios de grau n, satisfazem
/[Sn(z) + wpS;(2)]2%dr(2) =0, 1<s<n-1
¢

que equivale a

/ 27" 80 (2) + wpSi(2)ldv(2) =0, 1<s<n-1.
c

Mostraram também o seguinte resultado.

Teorema 5.2.1. Os zeros de S,(2) + w,Sk(z), onde |w,| = 1, sdo distintos e

estao localizados no circulo unitdrio C.

Demonstragao: Seja n > 1, podemos escrever

[Sa(2) + waSi(2)]* = 2"([Sa(1/2) + WnS,(1/2)]
= Sn(2) +W,Sa(2).

Como |wy,| =1 temos
[54(2) + wnS3 ()" = —~[Sa(2) + waS3(2)]. (5.2.2)

Sejam v, @y, . .., a, zeros de ordem impar (distintos) de [Sp(2) + w,S;(2)]
localizados em C'. Se nao existem tais zeros em C, temos p = 0. Se existem entao
1 < p < n. E suficiente mostrar que p=n.

Seja 8 um zero de [S,(2) +w,S;(z)] que nao esta no circulo unitario C, entdo
de (5.2.2), 1/3 é também um zero de [S,(z) + w,S%(2)], além disso, 1/3 néo esta
no circulo unitario. Desta forma temos que os zeros de [S,(z) +w,S;;(2)] que nao
estdo em C ocorrem em pares (3,1/5).

Se  é um zero de [S,(z) + w,S;(z)] em C, entdo como |B| = 1 temos que

B = 1/pB. Neste caso existe um nimero par de zeros de [S,(z) + w,S};(2)] em C
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5.2 Polinémios Para-ortogonais

mas nao no conjunto [y, @y, ..., o). Segue que os zeros de [S,(2) +wnS2(2)] que
nao estdo em [0y, g, ..., ap) ocorrem em pares (3,1/3). Denotemos estes zeros
por 2¢ nimeros, f1,1/Bi,..., B, 1/B, Se ndo existem tais zeros, temos g = 0.
Temos que p + 2g = n. Como [S,(0) + w,S;(0)] # 0, entdo B; # 0 e 1/B; # oo
para j =1,2,...,q. Sejam

)= (2—a1)...(z—ap) se p>1
1 se p=20

(z2=H1)...(z—8,) se g>1
1 se ¢g=0

B(z)= e D(z) =21A(2).

Suppnhamos p < n o que é equivalente a ¢ > 1. Isto significa que
grauD = p+q =n—¢g < n— 1. Portanto a condi¢do de para-ortogonalidade

implica que

fc B.(e] L ST )=

Por outro lado, usando as simples relagoes
A(1/2) = A(z), para z € C,

obtemos

/[S ) + wn S (2)]D(2)dv(2) = /A(z)B()z_l/Bl)'z'q —1/By) 4 A(1/z)dv(z)

(l—fhz) (1-Be2) 4
/A T A(1/z)dv(z)

f A(z)B(2)A(2)B(2)dv(z) # 0.

ﬁ%

Temos entao uma contradi¢ao, logo p = n.

A partir daqui, consideramos polinémios de Szegd reais. Isto acontece quando
a medida dv satisfaz a simetria dv(1/z) = —dv(z), pois os momentos p; satis-
fazem p”, = p% = p¥. Deste modo temos que os momentos sdo reais e portanto,

os coeficientes do polinémio de Szegé sdo reais se dv(1/z) = —dv(z).
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5.2 Polinémios Para-ortogonais

Seja Sp(2) = sg+ 812+ -+ + 812" 4 2™, como S}(z) = 2"S,(1/z), temos

que S (z) = $p2" + 812" 1+ -+ 4+ 5,12 + 1 e entdo

Sn(2) + S5(2) = (s0+1)2" + (81 + Sp—1)2" "1 + - -+ + (50 + 1).

Sn(z) + Sn(2)
So+1
monico. Mas so = S,(0) = a, (coeficiente de reflexdo), assim definimos

Sn(2) + S;(2)
1+ 5,(0)

Se dividirmos este polindmio por (so + 1) obtemos , um polinémio

SW(z) = - -3 (5.2.3)

e analogamente definimos

Sn(2) = Sa(2)
- Sﬂ(o) '

T " e o § 1 2 - . p—. oo e
polinémios moénicos. Os polindmios S e 5P sdo dois casos especiais de polin6-

S (z) = n>1, (5.2.4)

mios para-ortogonais.

De (5.1.2) e da relagdo S;,,(2z) = S} + @n4+125.(2), temos para os polinémios
de Szegd reais que
[(1 - a2.1)25n(2) + ans15,41(2)] + Sp i (2)

1+ant

(1 = @n41)250(2) + S;+1(z)
z25p(2) + S, (2).

1
ST(H)-I z)

Somando e subtraindo S,(z) + 2S;;(z) no lado direito da igualdade acima
Sai1(2) = (z+ 1)[Sa(2) + S5 (2)] - Sa(2) — 255 (2).
De (5.2.3) com S,(0) = an,
SN (2) = (2+1)SV(2)(1 + an) — Sn(2) — 283 (2)
(2 +1)S9(2) + [zf+;1] Sa(2) + [‘:’; ]S‘(z)
De (5.1.1) e da relagao S;,(2) = Sy + an4125,(2), temos que
STh(2) = (2+1)SP(2) = (1 = an)2[Sa1(2) + Sp_y(2))-
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5.2 Polinémios Para-ortogonais

E novamente de (5.2.3) obtemos

S1(2) = (2 + 1)S0(2) = (1 + an-1)(1 = 6n) 25,24 (2).
Analogamente, obtemos também que

S21(2) = (2 +1)SP(2) = (1 = an-1)(1 + an)282, (2).

Portanto, os polinémios S(”), 1 = 1,2, satisfazem as relagoes de recorréncia de

trés termos

(z+1)SV(2) = (1 + an1)(1 — an)zSY, (2),
n>1, (5.2.5)
= (24 1)5P(2) = (1 = aa1)(1 + an)282,(2),

com ag =1, m(z) 532)(2,):1, S“)( ) =21 @ Sm—z—l Podemos

observar da relacao de recorréncia que S@ (1) = 0, para n > 1, pois S@ ¢
n+1 n+1

multiplo de z — 1. Consideremos entao os polindmios

Seia(2)

BO(2) =SP() e RP() =725,

Assim podemos escrever

25,(2) = 2Sa(2) + Si(2) — Si(2)
[Sn(2) + Sa(2)] + [Sa(2) = Sa(2)]:

e (5.2.3) e (5.2.4), temos a seguinte relagao entre os polinémios de Szegd e os

polinémios R,(f), = 1,2
25.(2) = (1+aa)RV(2) + (1 -an)(z—1)RP,(2), n>1.

Temos também, de (5.1.2), que (1 — a2)2z5,-1(2) = 25,(2) — 2a,S;(2) entdo

somando e subtraindo S}(z) + a,Sx(z) no lado direito desta igualdade obtemos

9228q._1(2) = RW(2)+(z-1)R?,(2), n>1. (5.2.6)
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5.2 Polinémios Para-ortogonais

Teorema 5.2.2. Os polinémios ménicos RS, i = 1,2, satisfazem
Biia(2) = (2 + DRDO(2) - dath 2R, (2), n> 1,
com R (2) = 1, RPz)=z+1 e
m _1
(@t
an+l — Z(l == an)(l = an+1) > 0;

Além disso, esses polindmios satisfazem as relagées de L-ortogonalidade

f 2R ()2 _dy(z) =0, 0<s<n—1 (5.2.8)
[ &4

z—1

-/ —n+sR ( )( )dV( ) ’ 0<s <n-1. (529)
C

Demonstragao: A relacao de recorréncia para R,(fll, 1 = 1,2, segue da relagao
(5.2.5). Através da relagio de recorréncia observamos que R satisfaz a pro-
priedade z“Rﬁf)(l/z) = Rif](z), aqui chamada de auto inversiva, pois z“R,(f)(l/z)
satisfaz a mesma relacao de recorréncia de Rﬁf}(z), com as mesmas condigoes

iniciais.

n+1(z) S
(Z— 1)1 —Sas

Mostremos primeiramente (5.2.9). Como R (z) =

(5.2.1) temos
[;*”““*”**R&”(zxz ~ 1)du(z) =
que equivale a
/C RO GG — Dde) =0, 0% s—T2n1,

e ainda equivale a (5.2.9).

Provemos agora, (5.2.8). Novamente de (5.2.1)

=1
fz—““RL”(z)z 1dy(z)=[], 1<s<n-1,
C

z_
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5.2 Polinémios Para-ortogonais

que é equivalente a

2z

z_ldu(z):O, 1<s<n-1, (5.2.11)

[ 7 Pud2) RO
C

onde P, 4(z) = 2°7'(2 —1),s = 1,2,...,n — 1. Provemos que se tomarmos
Pon(2) = z+ 2! entdo a relagdo (5.2.11) também vale para s = n. De (5.2.10)

f z—n+sR'(11)(z) ! dv(z) :f z—“HRS)(z);du(z), 1<s<n-1.
- 1 c z—1

Z -

Substituindo z por 1/z no lado direito da igualdade e usando a simetria da medida
dv(1/z) = —dv(2) e a propriedade auto inversiva de RS, z"R"(1/2) = R (2),

obtemos

z

dv(z) =0, 1<s<n-1.
z—1

fzﬁn[zs‘f'zn_s]R,(,,l)(Z)
C

Consequentemente, P, ,(z) é obtido quando fazemos s = 1 na expressao z*+2""?,
ou seja,

z

fz"" o (2) RV (2) dv(z) = 0.

Portanto (5.2.11) vale também para s = n, ou seja

z—1

/ z‘"Pn‘s(z)Rg)(z)z = 1du(z) =0, 1<s<n. (5.2.12)
& .

Podemos verificar que o conjunto de polinémios P, ,, s = 1,2,...,n, de grau

menor ou igual a n — 1, formam um conjunto linearmente independente. Em

particular, podemos escrever

(zs-—l _ 1) _ zs(zn—s—l — 1)
2 )

1
zs & §Pn,n(z) — :

mas, 2¥ =1 = (1+z+22+...+ 2¥1)(z — 1), para k > 1. Entdo, para cada
monémio z°, 0 < s < n — 1, conseguimos uma tnica combinagao linear do tipo
2 =dP Py (2) +d) Pas(2) + - -+ d Papo1(2) + 3 Pan(z). Consequentemente,
de (5.2.12) chegamos ao resultado (5.2.8). B




5.3 Relagoes entre Polinémios de Szegé e Polinémios Ortogonais na Reta Real

5.3 Relacoes entre Polinémios de Szegé e Polin6-
mios Ortogonais na Reta Real
Seja {R,} uma seqiiéncia de polinémios ménicos dados por
Rp1(2) = (2 4+ 1)Ry(2) — dap12Rn1(2), n>1,
com Ry(2) =1, Ri(2) =z+1e apy > 0.

Teorema 5.3.1. Seja {R,} a seqiiéncia de polinémios ménicos dados pela re-
lagao de recorréncia (5.3.1). Entdo, os zeros de R, sdo distintos (exceto para
um possivel zero z = 1, de multiplicidade 2) e estdo no circulo unitdirio ou na
reta real positiva. Em particular, se {an+1} € uma seqiiéncia encadeada, todos o0s
zeros sdo distintos e estdo no circulo unitdrio aberto {z : z = €, 0 < 0 < 2r}.

Neste caso, existe uma medida positiva dv(z) no circulo unitcrio tal que

f z " R.(2) - dv(z) =0, 0<s<n-1. (5.3.2)
C z—1

Demonstragdo: Da relagio de recorréncia (5.3.1), podemos concluir que
2"R,(1/z) = Ry,(2), pois satisfazem a mesma relagdo de recorréncia, com as
mesmas condigoes iniciais. Considerando a transformagdo de Delsarte-Genin
z = z(2) = 3(z"/% + 271/2) (veja Zhedanov [23]), entdo, os polinémios P,(z) =

(4z)""?R,(z), n > 0, satisfazem a relagdo de recorréncia
Poii1(z) = 2P (x) — ans1 Pr-1(z), n>1, (5.3.3)

com Py(z) =1 e Pi(z) = z. Através da Formula Confluente para a Identidade

de Christoffel Darbouz dada por

!

P,(2)Pa-1(2) = Py (2) Pa(2) > 0

e ainda pela relagao de recorréncia (5.3.3), temos que os zeros de P, sﬁo reais, dis-

tintos e simétricos com relagdo a origem. Se escrevermos, P, () = H(x — T3 k)
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9.3 Relagoes entre Polinémios de Szeg6 e Polinémios Ortogonais na Reta Real

n
e Poyn(z)==z H(3:2 — T3,414), de Ru(2) = (42)"2P,(z(z)) temos que
k=1

R2n(z) . (4z)n H('T2 b mgn,k)
k=1

1 ‘ 1, 12 2]
= [5(21"2 ¥ z_l'iz)] = [§(Z2n,k + 22_n,£ ]
1
@(3 — 2onk)(2 — 1/22n1),

n

Ron(2) = | | (z — zonk) (2 — 1/22n).
k=1

Analogamente,

n

Roni1(2) = (2 + 1) [ [ (2 — 220414 (2 = 1/ 220418),

k=1

onde z, ) = (27, — 1) + 2, /2% ,(zZ, — 1). Consequentemente, se z2, < 1 entdo

Znk € 1/2,k sd0 pares conjugados de zeros de R, no circulo unitério e se T3> 1
entao 2z, x € 1/z, x sdo zeros positivos de R, na reta real. Deste modo, concluimos
que os zeros de R, estdo no circulo unitario ou na reta real positiva. Se z =1 é
um zero de R, entdo ele é um zero de multiplicidade 2.

Se {an+1} € uma seqiiéncia encadeada, e como P,(z) é um polinémio simétri-
co, segue da observagao obtida através do Teorema 3.3.2 e Corolério 3.3.1, que
todos os zeros de P, estdo em (—1,1). Consequentemente, neste caso, todos os
zeros de R, estdo no circulo unitério aberto {z: z =€, 0 < 6 < 27}.

Como P,, n > 1 satisfaz a relagao de recorréncia (5.3.3) e ainda como seus
zeros estdao em (—1,1), o Teorema de Favard (veja, por exemplo, Chihara [4])

garante que existe uma medida positiva d¢, com suporte em [—1, 1], tal que

1
/ 2 Pi(x)dole) =0, 0<s<n—1.
-1
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Usando expansdo binomial e pela simetria de P, podemos escrever!

/_z [z +iV1 — 32]-f"—‘)+2*\/£%d¢( )=0, 0<s<n-1. (534)

Fazendo z = (2'/% 4 271/2), isto ¢, fazendo 2'/? = x + i\/1 — z2, obtemos

/ [zl,"2] (n— 1)+2s n{2.Rﬂ( )

Portanto

1,’22z

= )dqb(x(z)) 0, 0<s<n-—1.

[C z—n+sRn(Z)(z i l)dé(x(z)) =0, 0<s<n-1.

Como z(z) é uma fungao decrescente de z = € com 6 variando de 0 a 27, obte-

mos a medida positiva dv(z) = —d¢(z(z)). Deste modo concluimos (5.3.2). m

Voltando as relagoes de recorréncia de R e R?,
R)1(2) = (2+ 1)RP(2) — 400,12RY 1 (2), n>1,
comi=12, Rg}(z) =il Rgf)(z) =241 e

o{}y = £(1+an_1)(1 — an) >0,
n>l,
o, = =(1 = 6,)(1 + aa41) > 0,

observamos que os coeficientes {al),} e {al?),} sdo seqiiéncias encadeadas com

as respectivas seqiiéncias de parametros

R e gﬂgw}w _
3 2 n=0 4 2 n=0

Mais precisamente

2 2 1
g2,1-¢2) =al),,

n>1, (5.3.5)

2 2 1 2
(1- 95; )1)9512) = ai(ft-f}-ls 95;1)(1 91(1-31) = ar(1-|)-1!

com gél} = Q(_Ql) =1le 0< 952) =1 agl) — §1+2a11 1]

lveja Apéndice A
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9.3 Relagées entre Polinémios de Szeg6 e Polinémios Ortogonais na Reta Real

Os polinomios P#(z) = (42)~"2R{(z) e P%(z) = (42)""2RP(z) satis-

fazem as relacoes de recorréncia
Fli, ) =aP¥(e ) = ol Pit(e), n3L (5.3.6)

e sdo ortogonais em [—1,1] em relacdo as medidas d¢,(z) = —dv(z) e d@y(z) =

—(1 — 2%)dv(z), respectivamente. Podemos observar que af,'_,_l = afﬂr;, i=12

onde o', ¢ dado pela relagio de recorréncia (5.3.6) e a,(:l_l é dado pela relagao

(5.2.7). A partir de agora usaremos somente a notacio aﬁj_l, 1=1,2.

Note que d@y(z) = (1 — 2%)d¢,(z), onde z = 1(2!/2 + 271/2). Como foi visto
no Capitulo 4, Segao 4.1, d¢, e d¢, sao dadas por (4.1.6) com k = 1. Entao P
e P?2 satisfazem as relagdes de recorréncia dadas por (4.1.8) com I, = a,, n > 0,

isto é,

PoL(e) = 2PP(@)— 10— a)(1 + a0 ) P2, (2),

PE() = 2PP() - (- e)(1+ @) P (), (537)

PEL(E) = PP(@) = 701 - a)(1 = ann) P24 (2),

paran > 1.

O préximo resultado, que é o teorema mencionado na Introdugdo (Capitulo
1), relaciona polindmios ortogonais na reta real com os polindomios de Szegg,
mais precisamente, ele nos mostra que conhecido certos polindmios ortogonais
em [—1,1] associados a certas medidas, podemos obter seus respectivos poliné-
mios de Szegd, e ainda mostra como os coeficientes de reflexdo a, = S,(0) podem

ser gerados.

Teorema 5.3.2. Sejam d¢,(z) e dps(x) duas medidas positivas em [—1,1] tais
que doo(z) = (1—122)d¢,(z). Sejam os respectivos polinémios ortogonais ménicos

P?' e P?* associados a estas medidas que satisfazem

Pyii(z) = PY(z) — op Piiy(z), n2 L (5.3.8)
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5.3 Relagoes entre Polinémios de Szegé e Polinémios Ortogonais na Reta Real

Seja
228,_1(2) = +(z=1)R?,(2), n>1, (5.3.9)

onde Rsf)(z) = (42)"/2P% (x(2)). Entdo, S, sdo os polinémios de Szegé ménicos
associados a medida dv(z) = —d¢;(z(z)). Além disso, os coeficientes de reflexdo

an, = Sp(0) podem ser gerados por

dag, 4o’

ap,=1- — ou a = +
n (1 +an_1) n+1

b
O-w) '~

Dado ezplicitamente,

b2 b2 d2 2 b2 o2 ¢2
Qgp 1093 --- Q3" 1 20’2nazn 20y
— 4 Qon =

1 é1 &1 ¢1
Qg 109, _3--- Q3 [y a?na2n 20y

Agn-1 = 2

onde ,uﬁ", 1= 1,2, sdo os respectivos momentos de ordem zero.

Demonstragio: Considerando a transformagdo z(z) = 3(z/2 + z7/2) e multi-

plicando a relacao de recorréncia (5.3.8) por (4z)"%" obtemos
Rffil(z) = (z+ 1)R¥(2) — 4an+1zR( ) 24(2) (5.3.10)

Como dés(z) = (1 — 2%)d¢y(z) temos de (5.3.7) que

1
aﬁh = Z(l —aq)(1+ An-1),

1 n>1.
a?:l-l = 4(1 — a,)(1 + ap41),

Pn+l( ) = P¢21($) - —(1 an)(1 - an+1)P:?31($):
entao, multiplicando a relagao acima por (4z)% e usando a transformacgao

z(2) = 1(2"/2 + 27/2) obtemos
RU\(2) = RZL(2) = (1= an) (1 = Gnin) 2R52, (2). (5.3.12)
que equivale, de (5.3.10), a

R, (2) = (2 + )R (2) — 2(1 — an) 2R, (2).
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5.3 Relagoes entre Polinémios de Szegé e Polinémios Ortogonais na Reta Real

Por hipétese temos que 2z5,_,(2) = RV () + (z = DRP,(2), n > 1 e
através da propriedade auto inversiva 2"RY (1/2) = Rs}(z), podemos entdo

escrever que
25%_(z2) = RW(2) = (z = 1)R?(2), n>1 (5.3.14)

Precisamos provar que S, (z) satisfaz a relagdo de recorréncia para os poliné-
mios de Szegd, isto &, que S,(2) = 28,-1(2) + a,S;_,(2), n > 1.
De (5.3.9) e (5.3.14) temos

2[2Sn-1(2) + anSi_1(2)] = (1 + @) RV (2) + (1 — @) (2 — 1)RZ, ().
De (5.3.13)
22Sn-1(2) + anS;_1(2)] = (1 + aa) (2 + 1B, (2) — 2(1 — @n_1)(1 + an) RD(2)
+ (1= an)(z — 1)R?,(2)
2(z + an)R?,(2) = 2(1 = an_1)(1 + an)zRZ,(2)

2(z + 1)RY,(2) — 2(1 — @n-1)(1 + an)zR{,(2)
— 2(1 - a,)RP, (2).

Ainda de (5.3.10)
22Sn-1(2) + anSi_1(2)] = 2RP(2) —2(1 — an)RL,(2)

{(ZH) s 2 1)}R£2’(z) — 2(1 - an)R;24(2)

z

%[(z+l)R,(f)(z) —2(1 - a,)2R?, (2)

+ (- DED(2)|

e novamente de (5.3.13) e de (5.3.9) concluimos que
2eSunr(9) + aS(2)] = =[REL(2) + (2 ~ DRD(2)] = 250(2).

Basta mostrarmos agora que S,(z) satisfaz a relacao de ortogonalidade para

os polindmios de Szegé. Como {an “1}, 1 =1,2, sdo seqiiéncias encadeadas temos
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5.3 Relagoes entre Polinémios de Szeg6 e Polinémios Ortogonais na Reta Real

pelo Teorema 5.2.2 que RY e RY satisfazem as relagdes de L-ortogonalidade

dadas por (5.2.8) e (5.2.9) respectivamente. Entdo de (5.3.9) temos que
/ z'“"'”’QSn_;(z)zdv(z):/z‘”"’l‘*'sRLl)(z)dv(z)+fz'"+1+3R,(,'2_)1(z)(z — 1)dv(2)
e c c

=/ z—“+‘+3R9>(z)"“dv(z)+[ 2R (2)(2—1)dv(2)
C = C
= 0, 0<s<n-1

que equivale a

f S, (2)2di(z) = [ g (ol =0, O<sgn=1
C C

Portanto S, sdo os polindmios ménicos de Szegé associados a dv(z) = —d¢;(z(2)).
Em (5.3.11) podemos escrever

¢
4&,1}'_1

(1+an-y)

Entao usando os dois resultados acima obtemos
¢ ¢ ¢2
_ das, _ Qop_1 _ Aoy 140, _3
a2n-1= =1+ —2—L = —1+ — =-1+—
1—azp—2 Qo (1 =+ azn_,;;) 0:2“_1(1 — agn_4)
Lo [ ¢ ¢ b2 ¢2 d2 2
e Ogn—109n-3 """ 05 405" i On—1%2n-3° " X5 O3
- ¢1 &1 ¢1(1 e $1 ¢ P ¢'1/(1 i)
Qg 109y 3+ 05 (1 —a) Qgp_1%gp_3° " Q5 A3 ay
aj?_jad_s---af’af’

a, =1-— ou apy =-—1+

= w4

afh_105, 3+ af'af' /(1 - af})
Mas como foi visto no Capitulo 2, podemos escrever
1
o_ _ <PLPR> [
T g PPl T dgi(w)
040 g 1z

pois P{'(z) = 1 e P{'(z) = z, ja que P?* é simétrico. Deste modo

1 _ fjl(l - ;[;2)d¢1($) Lt f_ll d¢2($) e ”32 '
: [, dén(x) [lidei(z)

Lo ¢ 62, ¢
b2 2 2 @2
Qgp_1Qop_3 -+ - O3 [y

é1 ¢1 ¢1,,¢1
Q9n-1®¥2n-3 - - - 3 Ho

Qop—1 = 2 -1, n=21

Analogamente, obtemos

@2 P2 o2
OlonQon—3 - - - U3

¢1 1 o1
QonQgn_2 + - - A2

aon = 2 1, n>1
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5.4 Alguns Exemplos de Polinémios de Szegd

5.4 Alguns Exemplos de Polin6mios de Szegé

Consideramos alguns exemplos para mostrar como os resultados anteriores po-

dem ser usados para obter informacoes sobre os polindmios de Szegé reais.

Polinémios de Gegenbauer e polinémios de Szeg6 associados.

Sejam d¢, (x) = (1 — 22)*~Y2dz e dgq(x) = (1 — 2?)**1/2dx em [—1, 1], onde
A > —1/2. Entdo P% (z) = PV(z) e P%(z) = P (z) sdo os respectivos poli-
nomios de Gegenbauer moénicos com parametros A e A + 1. Consequentemente,

6 _ n(n+22-1) e o = n(n+2X + 1) n> L

" Yn+ N (n+A-1) "M Yn+ A+ 1)+ N T

«

Os polinémios S™ definidos por

225M(z) = REY (2) + (2 = VRV (2), n >0,

RUN(2) = (42)"2PV(2(2)) e REM(2) = (42)"2 PPV (x(2)),

sa0 os polinomios de Szegs-Gegenbauer (veja, por exemplo, Van Assche [19])
associados a medida dv(z) = —de;(z(2)). Mas z = (212 + 271/2) /2 = cos(6/2),
entao

e 0/2)|**de
552 |sen(6/2)|*d8,

(z—l)z]"dz 1

dv(z) = [ —

com z = €. Os coeficientes de reflexio sio al) = n—i—/\’ n> 1.
Quando A = 0, entao al? = 0 e temos os resultados associados aos polindmios
de Tchebichef. Neste caso temos R&'”(z) = (42)"2P{"(z(z)), mas P sdo os

polinomios de Tchebichef de primeira espécie monicos que sao dados por
PO(z) = 2=™=Vcos(n arccos z)

(veja, por exemplo, Chihara [4]), entdo

_cos(nff2) _ 2+ 2

Prgnl(m(z)) 21‘1—1 271 . ?
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com z = €. Portanto

RUO(2) =2™ +1.

Analogamente, R&z‘o)(z) = (4z)”f2P,£1)(ac(z)). mas P{" sio os polinémios de

Tchebichef de segunda espécie monicos que sido dados por

sen[(n + 1) arccos z]

P(e) = 2ny/1 — 22

(veja, por exemplo, Szegé [17]), entdao

pm) _sen((n+1)0/2)  2(nD/2 _ p-(n+1)/2
n (2(2)) = 2nsen(0/2) 2n(2M2 — 2-1/2)

com z = e, Portanto
th 0) zn+l = 1
) )= —

Assim, obtemos
S0() = S IRI(E) + (2~ DREO(2)] = 2,

que sao os polindomios de Szegé monicos associados & medida dv(z) = —d¢,(z(2))
dz
p— ﬁ-
Polinémios de Koornwinder e polinémios de Szeg6 associados
Seja a medida d¢;(z) definida em [—1,1], com A > —-3/2, M > 0 e
0 <7<1, tal que

1 (TQ -z )A+1}2

[ 1@ =t v +soi+ o 10T T 0 G4y

onde

T 2 _ L2\A+1/2
C=/ =)t
A 1—22

de forma que a massa total da medida d¢, é 1, isto é, ,uﬁ‘ =1. Quando 7 =1
(e A > —1/2), os polindomios P?' associados a d¢; sdo os polindmios de

Koornwinder simétricos, como vimos na Se¢ao 2.3.




5.4 Alguns Exemplos de Poliémios de Szegé

Seja doy(z) = (1 — 2?)d¢, (z), entdo de (5.4.1)

A+1/2
ff )dda( (2M+1)c/ f@)(r* = 2% de
logo, doa(z) = [(2M + 1)c|~'(7? — 2?)**/2dz. Consequentemente, P%*(z) =

P () associados & medida d@,(z) sdo os polinémios de Gegenbauer com

parametro (A + 1) sobre o intervalo [—7, 7]. Portanto
Pjiy(z) = zP(z) — o% PP (z), n>1
42 _ T2 n(n+2X+1)

.
= L A Din-t ).
S(AMT)

(07

Denotemos por os polinémios de Szegé associados & medida
dv(A\,M,7;2) onde dv(\ M,T;z) = — d¢,(z), entdo dada a transformacao
z = (22 +27Y2)/2 = cos(8/2) com z = €*, obtemos?

Ao i 1 e(f, A7)
A f(e®)dv(\, M, 7;€®) = GMED {2Mf(1)+-c-m} (5.4.2)

3 2m—0(r) i [72—cos2(9/2)]’\+1/2
(ram = [ s T,

com @(z) = 2arccos(z).

Para o coeficiente de reflexio SS" MT](O) temos que

S{A MT)(O) s
% /\’ M, S n+1 }
{g ( T) 2 n=0

é a seqiiéncia de parametros para a seqiiéncia encadeada {a??,}. Entdo, podemos

escrever

™ nn+22+1)
4 (n+A+1)(n+A)’

(1= gn1(A, M, 7T)|gn(N\, M, T) =
De (5.3.5),

Gn- 2()\ M, T)[]- — 9n- 1(’\ M, T)] _an+11 n21,

2veja Apéndice B
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5.4 Alguns Exemplos de Poliémios de Szegé

entdo g_ (A, M,7) [1 — go(A, M, 7)] = af*. Como g_,(A\, M, 7) =1 temos

1
g\ M, 7) = 1—af‘=f (1 — z2)d¢, (z)
<1

(2M1+ 1)c / (2 - a2,

-7
com z = Tcos(f/2) temos entdo, que o parametro inicial é dado por

Go(A\, M, 7) = [(2M + 1)c(1, A, 7)]* 2ﬂ['rsen(9/2)]2’\+2dﬂ. (5.4.3)
0

Através do valor de go(A, M, 7) chegamos em g,(\, M, 7), n > 1, de onde encon-
tramos todos os valores dos coeficientes de reflexdo S,({_\;?{’T)(O) = Qp41, 1 = 0.
Deste modo, os polinémios de Szeg6 S, (z) dados por (5.1.1) podem ser determi-
nados.

Observagao: Em (5.4.3), quando M — oo temos que {g,(A, M, 7)} se reduz a
seqiiéncia de parametros minimal e se M = 0, podemos mostrar que {g,(A, M, 7)}
representa a seqiiéncia de parametros maximal. De fato, como foi visto no Capi-
tulo 3, de (3.2.4) a seqiiéncia {M,}32, dada por

@2 2

(0] [0 .
M =1 n+2 n+3 n+4 >0’
. f = & o L s B

@

i1}, entdo

é a seqiiéncia de parametros maximal da seqiiéncia encadeada {c

Mo — ad? a.ifz afz
°~ T = 1 = 1 ==

Mas, pelo Teorema 4.2.1 temos que g,(A, M, T) serd a seqiiéncia de parametros

maximal quando M, = [G?*(z)]~! para algum z fixo. Mas de (4.1.4), com z =1

temos

1 o af al?
1-1

G (1) =

G () =




5.4 Alguns Exemplos de Poliémios de Szeg6

M, = [G¢2(1)]—1 — ,ugh = C—l-/ (T2 = xz),\+1;2dx

-7

fazendo z = Tcos(0/2) temos

My = [e(1,\,7)]7! [%[Tsen(t?/?)]““dl? = go(\,0,7).

Portanto, {gn(\,0,7)} é a seqiiéncia de parametros maximal para seqiiéncia

encadeada {a2?,}.




Apéndice A

Aqui mostramos detalhadamente como obter (5.3.4). Através de expansdo bino-

mial podemos escrever

21

VI—Z£iz}? =3 (2:){\/1 Y242}, 1=0,1,...,m

r=0

entao

/1 [V1-22+ m]?@?ﬂfldfp(m)

[ [ () vi=ayr ey | 2z

){m}” Y i$}2r+1:| D) i)

...]_
; m > 0,

i
fl [ - zz}l_r"l{iz}zrﬂ] Pym+1(z)dé(z)
0

pois Z@ (2?" 5 1) {1 —2?}""Y£z}**" & um polinémio de grau 2/ — 1. Por-

tanto

f[\/l—gﬁiz ]2!\;’%(@5() =0,1,...,m > 0. (A.1)

Analogamente obtemos

3 4 ;. j2+1 Pami2(2)
/[ 1 —z°%1 ] mdé()

80
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Apéndice A

De (A.1) temos

1
; P2m 1(.’][:) _
/_1[\/1—3:2+n]2f—1\/+__—$2-d¢(:r)—0, I =0,1,...

/.[\/1—:::2 zx]decﬂ) =0, 1, 00

Como

(V1—-22+iz)™' = V1 — 22 — iz,

entdao (A.3) equivale a

[ =z i@y

Analogamente de (A.2) obtemos

[[\/1—$2+z:c] ~@+1) Pomia (2 )d¢(x)=0, [ =0,1,...,m, >0

V1 —z2

Através das duas relagdes acima e de (A.1) e (A.2), podemos escrever

1 V11— 12 i —(n—-1)+2s ( ) AL
/:1[1 %] \/l—d.;b()_o 0<s<n-1

Mas de (A.4) temos que

/:[M - ix]("—l}—23 Fl’ (_xi_Q_d(b( ) =

que equivale a

[1[”—1&] (n—1)+2s };Er)xzdé( ) =

ou ainda

1
] ( —(n— 1+23[IE+2\/—1———$2] (n—1)42s_~n\*/

1

Logo, provamos que

f [z + V1 — 22" (P2 — 2
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Apéndice B

Aqui mostramos detalhadamente como obter (5.4.2). De (5.4.1) temos o seguinte

resultado

l 72 — g2) M3
/. f(x)d¢1($)=2Ml+l{M[f(—)+f Wi+ [ 0 TEE dx}

(T 2)A+1,’2
onde ¢ = [ T —————dz. Como = = cos(f/2), podemos escrever

f2 f(cos(6/2))dén (cos(6/2)) = —— {M[f(cosﬂ+f(c080)]

2M +1

1 9(") ['r — cos?(0/2)M 2
—— (6/2
2¢ Jo(-r) f(cos(0/2)) — co0s?(6/2)

sen(6/2)dé } ;

onde 8(z) = 2arccos(z).
Seja F(e'®) = f(cos(6/2)), entdo
1

A F(e') doy(cos(0/2)) = M 11 {M[F(eﬂ”) + F(€'))]

T =€ Atz
/._.,)F ¢i%) [r® Se‘;-‘;(g’//;))] +3 sen(8/2) d9}

2M + 1{2MF(1)

1 907 o [12 = cos(8/2))F3 d()}.

RE7 P e 77

Mas (—7) = 2 — 6(7), entédo

2m
fo F(e) [~dg, (cos(8/2))] =

1
2MF(1
2M—+—1{ Y

1 [ cos®(/2)
+20f9(f) Fie) sen(6/2) df?}
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Apéndice B

(2 - 2)"""1l 1 ' 2 — cos?(0/2)M3
[ T 1-g22 T T2 f( 9 sen(0/2) 4

1 [% ) [12 — cos? 9/
2 a(T) Sen(a/?) ’

Y e BT U
o(r) sen(0/2) .

Como dv(A\, M, T;€e?) = — doy(cos(6/2))

2 ) ) 1 2m—0(7) [12 - 0032(9/2)]A+%
i0 L etfy —
/0 F(e®)dv(A M, 75e") = 50— {2MF(1)+ [fsm sen(6/2)

2m=0(r) . [r2 — cos?(6/2)]*2
i0 9
* /9(7) Fle®) sen(6/2) i f

ou simplesmente,

P 1 oy _ L c(f, A7)
[ s, = e {ams) + G237 )

_ [T i [ cos O/ )P
c(f"\’T)_fg(T) f(e”) wenl@a)

com 6(z) = 2arccos(z).
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i ; (A MK
4.5 Monotonicidade dos Zeros de hfl )

Através da relacao (4.5.4) e como G%? < G*? (para k > 1)

df(k) E2{2(X +2)(A + 3)k? — 3(\ +2)}

> 2k

ok C (k2= 1)(2M + D){2() +2)(A + 3)k2 — (2) + 3)})

: af(k)
Da mesma forma, para descobrirmos os valores de k, tais que, ———= > 0,

Ok

precisamos analisar

E2{2(X 4+ 2)(\ + 3)k? — 3(\ + 2)}

L DM+ DO+ T3 — (A F3)) =

Com o uso do software Mathematica® 4 calculamos os valores das raizes de

B E2{2() + 2)(A + 3)k? — 3(\ + 2)}
(k2 — 1)(2M + D{2(X + 2)(A + 3)k? — (2A + 3)}’

A(k) = (4.5.6)

Os calculos seguem no diagrama abaixo, com A = L.

Planilha 3.1 - Planilha de calculo - Mathematica® 4
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