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Resumo

Em um problema de despacho econémico, objetiva-se determinar a geracao de poténcia
ativa das unidades geradoras, de modo que a demanda seja atendida e os custos dos com-
bustiveis utilizados na geracao sejam minimizados, ao mesmo tempo que as restrigoes de
operacao do sistema sejam atendidas. A funcao objetivo de custo deste problema pode
ser modelada de diversas maneiras, porém uma forma mais realista da mesma inclui os
efeitos dos pontos de carregamento de valvula. Quando os pontos de carregamento de
valvula sao considerados, a fungao objetivo se torna nao-diferenciavel, o que impossibilita
a aplicagao direta de métodos classicos de otimizagao na resolucao do problema. Por este
motivo, a maioria dos trabalhos disponiveis na literatura para a resolucao do Problema
de Despacho Econémico com Ponto de Carregamento de Valvula (PDE-PV) sao baseados
em heuristicas. Neste trabalho, apresenta-se um método Primal-Dual Previsor-Corretor
Barreira Logaritmica Modificada (PDPCBLM) associado a uma estratégia de corregao de
inércia e uma técnica de suavizagao hiperbolica para a resolugao de problemas de despa-
cho econdémico com ponto de carregamento de valvula. A estratégia de correcao de inércia
visa garantir a convergéncia do método para minimos locais do problema. A técnica de
suavizacao hiperboélica, quando aplicada ao PDE-PV e suas variantes — o Problema de
Despacho Economico com representagao das Perdas e Ponto de Carregamento de Valvula
(PDE-PPV) e o Problema de Despacho Econémico com Ponto de Carregamento de Vél-
vula e Representagao da Transmissdo (PDE-PV-RT) —, possibilita a utilizagdo do método
PDPCBLM para sua resolu¢ao. Uma implementacao desses métodos, realizada em Ma-
tlab, mostra que tais métodos sao eficientes na resolugao do PDE-PV e suas variantes,

obtendo resultados de boa qualidade, quando comparados aos disponiveis na literatura.

Palavras-chave: despacho econdmico com ponto de carregamento de vélvula, otimi-
zagao nao-linear, método de pontos interiores, funcao barreira logaritmica modificada,

suavizagao hiperbdlica.
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Abstract

In the economic dispatch problem, the objective is to determine the active power output of
the generating units in order to supply the demand and minimize the fuel costs associated
with power generation, while taking into account system operational constraints. The cost
objective function of this problem can be defined in many different ways, but a more realis-
tic form of representation includes valve-point load effects. When valve-point load effects
are considered, the objective function becomes non-differentiable, which precludes the di-
rect application of classical optimization methods to solve the problem. For this reason,
most proposals to solve the Economic Dispatch Problem with Valve-Point Load Effects
(EDP-VPE) available in the literature are based on heuristics. In this work, we present
a Primal-Dual Predictor-Corrector Modified Logarithmic Barrier method (PDPCMLB)
associated with an inertia correction strategy and a hyperbolic smoothing technique to
solve economic dispatch problems with valve-point load effects. The purpose of the inertia
correction is to ensure that the proposed method converges to a local minimum of the
problem. The hyperbolic smoothing technique, when applied to the EDP-VPE and its
variations — the Economic Dispatch Problem with Loss Representation and Valve-Point
Load Effects (EDP-LVPE) and the Network Constrained Economic Dispatch with Valve-
Point Load Effects (NC-EDP-VPE) —, allows the use of the PDPCMLB method to solve
it. An implementation of these methods, performed in Matlab, shows that they are effi-
cient to solve the EDP-VPE and its variations, obtaining good results when compared to

others available in the literature.

Keywords: economic dispatch with valve-point load effects, non-linear optimization,

interior point methods, modified logarithmic barrier function, hyperbolic smoothing.
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Capitulo 1

Introducao

A ideia de estabelecer a representacao de algum fendmeno ou problema por meio da
linguagem matematica tem possibilitado a analise e a compreensao dos mesmos, além de
permitir a aproximacao da matematica e das situagoes do mundo real. Esta abordagem
aos problemas reais, utilizando recursos matematicos, é o que comumente denominamos
de modelagem matematica. Modelos matematicos permitem o planejamento e auxiliam

na tomada de decisoes em diversas areas, desde a engenharia até a medicina.

Na tltima década, o campo da programacao matematica, e juntamente a ele a area de
otimizacao, evoluiu de maneira significativa, impulsionado pelas transformacoes e exigén-
cias socio-economico-culturais. Novas abordagens e a implementacao eficiente de algo-
ritmos permitiram o tratamento e solugao de problemas cada vez mais complexos, espe-
cialmente aqueles para os quais a obtencao de solucoes analiticas é inviavel. Devido as
diversas caracteristicas de tais problemas (como nao-linearidade, ndo-convexidade, nao-
diferenciabilidade ou integralidade de variaveis), o desenvolvimento de métodos numéricos

eficientes e com convergéncia satisfatoria se tornou um importante campo de pesquisa.

Em engenharia elétrica, diversos problemas podem ser modelados matematicamente, em
particular aqueles relacionados & area de sistemas de energia. No Brasil, a matriz energé-
tica elétrica se ampara, essencialmente, nas usinas hidrelétricas, que correspondem a cerca
de 80% de toda energia elétrica produzida em territorio nacional (Brasil, 2012). Contudo,
o racionamento de energia elétrica ocorrido no ano de 2001, em virtude da escassez de
chuvas e da precariedade dos investimentos em geracao e transmissao de energia, levou
o governo brasileiro a investir mais em usinas que nao dependem do ciclo de 4dguas, em
particular termelétricas, movidas a gas, carvao e 6leo. Além disso, a situacao brasileira
difere bastante da maioria dos paises no mundo. Um relatério da International Energy
Agency (2013) indica que mais de 60% da geragao de energia elétrica mundial é obtida

através de termelétricas convencionais.



Dessa forma, o aumento da demanda por energia elétrica é uma questao que tem pre-
ocupado diversas nagdes, uma vez que isso gera novos desafios no que diz respeito ao
aumento das perdas e dos custos de geragao, bem como a seguranca e confiabilidade do
sistema elétrico. Uma maneira de auxiliar na tomada de decisao em geracao de energia
é a resolugao do Problema de Despacho Econémico (PDE), que consiste na programagao
6tima das unidades geradoras de modo que a demanda por energia elétrica seja atendida
e as restricoes do sistema sejam respeitadas, ao mesmo tempo que o custo associado ao

uso de combustiveis empregados na geracao termelétrica é minimizado.

O PDE pode ser modelado de diversas maneiras, e o seu grau de complexidade depende
das caracteristicas do modelo. Em sua formulagao classica, o PDE é modelado como
um problema de programacao quadratica convexa, sendo que a resolugao deste modelo ja
foi amplamente abordada na literatura, como nos trabalhos de Samed (2004), Rodrigues
(2007), Balbo et al. (2012) e Stanzani et al. (2014). Apesar da exploracao exaustiva na
literatura, o PDE classico, proposto por Steinberg & Smith (1943), nao inclui em sua
modelagem outras caracteristicas intrinsecas as unidades geradoras e ao sistema elétrico,
dentre as quais pode-se citar os efeitos de ponto de carregamento de vélvula, as perdas
na transmissao e restri¢oes de seguranca relativas ao fluxo maximo de poténcia nos ramos

do sistema.

Neste trabalho, a atengao sera dirigida a trés variantes do PDE cléssico, obtidas conside-

rando as caracteristicas supracitadas:

e Problema de Despacho Econémico com Ponto de Carregamento de Vélvula (PDE-
PV): obtido a partir do PDE ao introduzir na fun¢ao objetivo termos que modelam
os pontos de valvula das unidades geradoras. Estes termos tornam a funcao objetivo

nao-convexa e nao-diferenciével;

e Problema de Despacho Econémico com Perdas e Ponto de Carregamento de Val-
vula (PDE-PPV): o qual ¢ obtido a partir do PDE-PV, ao introduzir na restrigao
de atendimento de demanda termos quadraticos que modelam as perdas. Os coefi-
cientes da funcao de perdas sao os coeficientes-B do sistema para algum estado da

rede, de modo a representar a transmissao de maneira implicita;

e Problema de Despacho Econémico com Ponto de Carregamento de Valvula e Re-
presentacao da Transmissao (PDE-PV-RT): obtido a partir do PDE-PV, de modo
a considerar a representacao explicita da transmissao. Neste caso, a restricao de
atendimento de demanda ¢é substituida pelas equagoes de balango de poténcia ativa
por barra do sistema. Além disso, acrescentam-se restri¢oes de fluxo, relativas ao
fluxo méximo de poténcia nos ramos. Os controles reativos sao fixados e as variaveis

de controle estao relacionadas a poténcia ativa (geracao ativa e angulos de tensao).



Todos os problemas dos quais este trabalho trata (PDE-PV, PDE-PPV ¢ PDE-PV-RT)
sao, portanto, caracterizados pela nao-convexidade e nao-diferenciabilidade. Devido ao
inconveniente causado pela nao-diferenciabilidade, métodos cléssicos de otimizagao nao
podem ser aplicados diretamente para a resolucao destes problemas. Isto porque tais mé-
todos usualmente empregam informacoes relacionadas ao gradiente e & matriz hessiana
das funcoes, a fim de calcular as direcoes de busca. Além disso, a nao-convexidade é
outro fator que limita o uso de métodos deterministicos, uma vez que estes usualmente
convergem para minimos locais. Por estes motivos, tais problemas e outras variantes
do PDE-PV foram predominantemente explorados na literatura utilizando métodos heu-
risticos ou heuristicas hibridizadas com métodos deterministicos, como os trabalhos de
Walters & Sheble (1993), Bhagwan Das & Patvardhan (1998), Sinha et al. (2003), Samed
(2004), Victoire & Jeyakumar (2004), Victoire & Jeyakumar (2005), Ravi et al. (2006),
Rodrigues (2007), Oliveira et al. (2008), He et al. (2008), Arul et al. (2011), Yasar &
Ozy6n (2011), Hardiansyah (2013).

Assim, tendo em vista a escassez de abordagens deterministicas para resolucao do PDE-
PV, o objetivo deste trabalho ¢ apresentar um método de otimizagao deterministico, para
a sua resolucao. A metodologia proposta consiste de um procedimento que utiliza o
método primal-dual de pontos interiores barreira logaritmica modificada, bem como duas

estratégias auxiliares — suavizagao hiperbodlica e correcao de inércia.

O método de pontos interiores aqui apresentado foi desenvolvido com base nos trabalhos
de métodos primais-duais propostos por Kojima et al. (1989a), Monteiro et al. (1990) e
Mizuno (1994), e no procedimento previsor-corretor apresentado nos trabalhos de Meh-
rotra (1992) e Wu et al. (1994), além de se explorar a esparsidade da matriz do sistema

de diregoes, conforme proposto por Karmarkar (1984).

Além disso, o método de pontos interiores desenvolvido utiliza a funcao barreira modifi-
cada, apresentada no trabalho de Polyak (1992) e que veio, posteriormente, a se tornar
parte dos métodos de rescalamento nao-linear (Polyak & Teboulle, 1997; Polyak, 2002;
Griva & Polyak, 2006). Visando tornar o algoritmo mais robusto e que o mesmo convirja
para minimos locais, desenvolveu-se ainda uma estratégia de convergéncia através da cor-
recao da inércia da matriz do sistema de dire¢oes, mediante a investigacao dos trabalhos
de Shanno & Vanderbei (2000), Benson et al. (2004), Nocedal & Wright (2006) e Pinheiro
(2012). Ademais, uma técnica de suavizagao hiperbélica de fungbes baseada em Junior
(2010), Souza (2010) e Xavier & Xavier (2011) também ¢é apresentada como forma de tra-
tar a nao-diferenciabilidade da funcao objetivo do PDE-PV. O método previsor-corretor

primal-dual de pontos interiores com as estratégias apresentadas foi, entao, implementado
em Matlab e aplicado a resolugao do PDE-PV, PDE-PPV e PDE-PV-RT.

O presente trabalho encontra-se dividido da seguinte forma: no Capitulo 2 sao apresen-



tados alguns aspectos da geracao termelétrica, no Brasil e no mundo, a fim de destacar
a relevincia que os problemas de despacho econdémico assumem. No Capitulo 3 descre-
vemos a formulagao matematica dos problemas de despacho econémico com ponto de
carregamento de valvula e suas variantes (PDE-PV, PDE-PPV e PDE-PV-RT), os pro-
blemas a ele relacionado, bem como uma revisao da literatura sobre os métodos para a
sua resolugao. No Capitulo 4 é feita uma revisao dos métodos de otimizacao usualmente
empregados em otimizagao nao-linear e que apresentam forte relacao com este trabalho.
O Capitulo 5 dedica-se ao desenvolvimento de um método Primal-Dual Previsor-Corretor
Barreira Logaritmica Modificada (PDPCBLM) para a resolugao do PDE-PV. No mesmo
capitulo, é apresentada uma estratégia de correcao de inércia, que visa auxiliar o método
na geragao de diregoes de descida. Ainda no Capitulo 5, apresenta-se a técnica de suaviza-
¢ao hiperbolica, utilizada no tratamento da funcao objetivo do PDE-PV. No Capitulo 6,
aplicamos o método desenvolvido na resolucao do PDE-PV e suas variantes. Finalmente,
no Capitulo 7, sao apresentadas as conclusoes e delineadas algumas propostas de melhoria
e continuidade deste trabalho. Os apéndices A, B e C incluem, respectivamente, o método
para calculo dos coeficientes-B, uma revisao tedrica sobre otimizagao e os bancos de dados

dos sistemas elétricos utilizados.



Capitulo 2
Geracao Termelétrica

Desde os primoérdios, a humanidade busca maneiras de evoluir e melhorar sua qualidade
de vida. Essa busca incessante levou o homem a atingir patamares antes inimaginaveis,
através de conhecimentos que foram produzidos desde o inicio de sua existéncia. Dentre
esses conhecimentos, a nocao de energia, antes puramente empirica e de compreensao
extremamente limitada, se consolidou e adquiriu carater cientifico. Naturalmente, assim
que percebeu o potencial energético existente na natureza, o homem passou a buscar

meios para utilizé-lo, de modo a atender suas necessidades de sobrevivéncia.

Ao longo do tempo, o homem descobriu novas formas de energia e de como aproveita-la.
Na antiguidade, ela era obtida essencialmente através do sol e queima de biomassa (ener-
gia térmica e luminosa), moinhos, rodas d’agua e for¢a motriz animal (formas de energia
mecanica). Entretanto, o consumo de energia ainda era relativamente baixo se comparado
aos padroes de hoje. Foi com o advento da maquina a vapor, durante a Revolugao Indus-
trial que a forma de obtencao de energia mudou significativamente; o esforco muscular
humano e/ou animal passou a ser progressivamente substituido por maquinas visando
aumentar a produtividade em uma sociedade voltada cada vez mais para o capital. Essa
transicao, contudo, foi marcada por uma intensa dependéncia dos combustiveis fosseis,
em especial do carvao mineral, necessarios para o funcionamento do maquinario e que

passaram a substituir a energia advinda da biomassa.

Pouco tempo depois, o mundo assistiu a introdugao da energia elétrica, quando em 1882
foram autorizadas as primeiras estagoes de geracao elétrica, movidas a queima de carvao.
A flexibilidade da energia elétrica fez com que ela logo se destacasse entre as demais
formas de energia. Desde entao, diversas nacoes tém utilizado grandes parcelas de suas
reservas de combustiveis fosseis para producao de eletricidade, bem como pesquisado o
desenvolvimento de novas formas de obtencao da mesma — hidrelétricas, fissao nuclear,

turbinas eolicas e células fotovoltaicas (Smil, 2004).



O desenvolvimento da energia elétrica teve grande impacto na vida humana. Na indus-
tria, os motores elétricos significaram uma grande revolucgao e logo substituiram as antigas
maquinas a vapor dotadas de diversas engrenagens e correias e que, consequentemente,
apresentavam maiores chances de defeitos e acidentes. Nesse mesmo periodo também se
desenvolveu o motor a combustao que, em conjunto com a energia elétrica, permitiu o
surgimento dos primeiros automoéveis, elevando a importancia do petréleo enquanto com-
bustivel fossil. Todos estes fatos culminaram na formacao da sociedade contemporénea,
marcada pelo alto consumo energético, em especial na forma de energia elétrica proveni-
ente da queima de combustiveis fosseis. A Figura 2.1 apresenta a evolucao da poténcia

produzida através de alguns equipamentos ao longo do tempo.
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Figura 2.1: Poténcia gerada pelos diversos tipos de equipamentos.
Fonte: Smil (2004)

As consequéncias do consumo desenfreado dos combustiveis fosseis sao varias. A primeira
é o fato de que as reservas conhecidas de combustiveis fosseis estao se esgotando de
maneira acelerada, impactando significativamente sobre o preco e disponibilidade dos
mesmos. A segunda é de cunho ambiental: ainda que os combustiveis fosseis fossem
recursos infindaveis, sua extracao e queima podem causar impactos ambientais e para a
vida humana, que vao de derramamentos de petroleo e aumento das concentragoes de
gases responsaveis pelo efeito estufa ao aumento da incidéncia de doengas, principalmente

respiratorias.

Diante desse cenério, a questao dos custos envolvidos na geracao de energia em termelé-
tricas, a partir da queima de combustiveis fosseis, assume um papel socioeconémico de
grande relevancia. Assim, o objetivo deste capitulo é abordar aspectos da geragao de

eletricidade, em especial a termelétrica, que servirao como pano de fundo para os modelos



a serem apresentados no préximo capitulo.

2.1 Eletricidade e suas formas de geracao

A energia elétrica pode ser gerada de diversas maneiras, através da conversao de outras
formas de energia. Algumas formas de geracao ja estao bem consolidadas, enquanto outras
ainda requerem pesquisas a fim de se tornarem viaveis. A seguir, apresenta-se algumas

dessas formas de geragao.

2.1.1 Geragao termelétrica

E a forma mais comum de geracdo de energia elétrica no mundo. O funcionamento das
usinas termelétricas consiste na queima de um combustivel féssil, como o carvao, 6leo
ou gas natural, visando transformar a adgua em vapor com o calor gerado na caldeira.
Esse vapor, em alta pressao, movimenta a turbina que, por sua vez, aciona o rotor do
gerador elétrico, convertendo energia mecanica em energia elétrica. A energia é, entao,
conduzida através de cabos, dos terminais do gerador até o transformador elevador, a
fim de ter a tensao gerada aumentada para transmissao. Quando chega aos centros de
consumo, a tensao é reduzida nos alimentadores primarios do sistema de distribuicao, e
depois reduzida para niveis de consumo (alimentadores secundarios). Por fim, na usina,
o vapor é condensado, fechando o ciclo. Uma discussao mais detalhada acerca da geragao

termelétrica sera realizada na Secao 2.2.

2.1.2 Geragao nuclear

Pode ser considerada um tipo de geragao termelétrica, uma vez que o calor produzido no
processo de fissao nuclear é utilizado para produzir vapor, como nas usinas termelétricas
convencionais. O combustivel utilizado para geracao do calor é que a difere das usinas
termelétricas tradicionais: o urénio-235. A fissao é iniciada pelo bombardeamento com
néutrons e continua espontaneamente, numa reacao em cadeia, uma vez que na divisao
de um atomo de uranio-235 ocorre a liberacao de 2 a 3 néutrons, que atingirao outros
nucleos de uranio-235. O minério de uranio é encontrado em pouca quantidade, de modo
que é necessario um longo processo de extracao e beneficiamento, até que ele possa ser
utilizado nas usinas. Na América Latina, a tinica mina de uranio em funcionamento esté

em Caetité, na Bahia.



Dentre suas vantagens, estao: a operagao das usinas ¢ livre de emissoes diretas de gases do
efeito estufa, lancam poucos residuos na atmosfera e o processo é bem conhecido do ponto
de vista teodrico. Por outro lado, como desvantagens, a geracao nuclear tem altos custos
de construgao e operacao devido aos sistemas de seguranga necessarios, nao ha solugao
definitiva sobre a alocacao do residuo radioativo e, em caso de acidentes, os resultados

podem ser catastroficos.

Outra forma de geragao de energia nuclear que vem sendo pesquisada é através da fusao
nuclear, o mesmo fendémeno que ocorre no Sol, e que poderia gerar uma quantidade muito
grande de energia limpa, por utilizar o hidrogénio como combustivel. As dificuldades
relacionadas & geragao de energia nuclear por fusao residem no fato de que o processo
ainda consome mais energia do que libera. Associado a isso, tem-se o problema da con-
tengao eletromagnética do plasma gerado no processo de fusao, que exige equipamentos

de tecnologia sofisticada.

2.1.3 Geracao hidrelétrica

Consiste em utilizar a vazao dos rios e seus desniveis para a geracao de energia. Uma usina
hidrelétrica é composta, fundamentalmente, pela barragem, pelo sistema de captacao e
aducao de agua, casa de forca, canal de fuga, que conduz a agua captada até o leito
do rio, e um vertedouro para evitar o comprometimento da seguranca da usina, caso a
agua ultrapasse o limite maximo de volume armazenado. A Figura 2.2 ilustra de modo

simplificado um sistema de poténcia com uma usina hidrelétrica.

De modo geral, a agua é conduzida até a casa de forca através de canais, a fim de passar
por uma turbina hidraulica, onde a energia hidraulica é convertida em energia mecanica
e, por conseguinte, em energia elétrica. O restante do processo de producao da energia

elétrica é semelhante ao das usinas termelétricas.

Quanto ao reservatorio, existem dois tipos: acumulagao e fio d’agua. Os de acumulacao
se caracterizam pelo alagamento de uma grande area, que é represada com auxilio da
barragem, podendo estocar agua para periodos de seca. Devido a essa caracteristica, sao
construidas a montante das demais usinas, de modo a regular a vazao de agua que fluiré
para usinas a jusante. Ja as usinas a fio d’agua, salvo algumas excegoes, em geral nao
represam agua, de modo que possuem baixa capacidade regulatoria. Este tipo de usina,
contudo, pode represar a dgua para criar um maior desnivel entre os espelhos d’adgua a
montante e jusante, uma vez que a geracao hidrelétrica depende da vazao e da altura de

queda.

Apesar de causarem impactos ambientais durante suas construcoes, usinas hidrelétricas
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Figura 2.2: Diagrama de funcionamento de um sistema de poténcia com geracgao hidrelétrica.
Fonte: Furnas (2014)

sao consideradas formas limpas de geracao de eletricidade. Para tanto, porém, é necessa-
ria a retirada da matéria organica no local da construcao da usina, ja que a decomposi¢ao
dessa matéria no fundo dos reservatorios pode liberar gases estufa. A eficiéncia de con-
versao da energia potencial em energia elétrica varia de 90% a 95%. No Brasil, a geracao
hidrelétrica é a mais desenvolvida e de maior proeminéncia. Dados de 2011 indicam que
o Brasil era o segundo maior produtor de energia elétrica através desse tipo de geragao
(Tabela 2.1).

2.1.4 Geragao edlica

De acordo com a ANEEL (2008), a energia eolica é caracterizada pela captagao da energia
cinética decorrente da migracao de massas de ar causada por variacoes térmicas. O vento,
“combustivel” dessa forma de energia, faz girar as pas da turbina, produzindo a conversao
de energia mecéanica em eletricidade, através de um aerogerador. A geracao de eletricidade

a partir da energia edlica esta sujeita a diversos fatores. Dentre eles, podemos citar:
e a densidade do ar, ja que a energia cinética de um corpo depende de sua massa;
e a area de varrimento do rotor que determina quanta energia a turbina pode captar;

e a distribuicao da pressao no rotor, ja que conforme o ar se aproxima do rotor, sua



Tabela 2.1: Produgao de hidreletricidade

Produtores TWh % do total mundial
China 699 19,6
Brasil 428 12,0

Canadé 376 10,5
Estados Unidos 345 9,7
Rissia 168 47
India 131 3,7
Noruega 122 3,4
Japao 92 2,6
Venezuela 84 2,3
Suécia 67 1,9
Restante do Mundo 1054 29,6
Mundo 3566 100,0

Fonte: International Energy Agency (2013)

pressao aumenta pois o rotor é uma barreira para a passagem do vento;

e Lei de Betz, segundo a qual um aerogerador somente pode converter menos de 16 /27

(59%) da energia cinética em mecénica;
e variacoes do vento ao longo do tempo;

e tempo de inicio da geracao do aerogerador, uma vez que ventos com baixa veloci-
dade nao tém energia suficiente para o acionamento das maquinas edlicas (somente

funcionam a partir de uma determinada velocidade).

2.1.5 Geragao solar

Tendo em vista as diversas preocupacoes ambientais, outra forma de energia renovavel
que também tem sido discutida é a solar fotovoltaica. Para a geracao de energia elétrica
a partir da energia solar, é necessaria a utilizagao de elementos semicondutores fotossen-
siveis, cujos elétrons se excitam na presenga de luz solar (ANEEL, 2008). Para tanto,

usualmente sao utilizadas células fotovoltaicas feitas de silicio monocristalino.

Outra forma de produzir eletricidade a partir da energia solar ¢ a criagao de usinas solares.
Este tipo de usina é composta por uma série de espelhos moveis, visando refletir a luz
solar para um receptor. Tubos contendo dgua sao aquecidos pela luz refletida, produzindo

vapor que movimenta uma turbina.

As vantagens da energia solar sao, basicamente, o fato de nao haver consumo de combus-
tivel, de ser uma forma de energia limpa, de requerer pouca manutencao, além de evitar
a volatilidade dos precos em mercados de combustiveis fosseis. Por outro lado, é uma

forma de geracao que somente funciona durante o dia, ainda é pouco eficiente e o custo
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de instalacao é elevado.

2.1.6 Bioeletricidade

De acordo com a ANEEL (2008), a bioeletricidade é uma forma de energia limpa e re-
novavel, obtida em sistemas de cogeracao a partir da biomassa, que pode ser de residuos
da cana-de-actcar, restos de madeira, carvao vegetal, dentre outros. No Brasil, ainda
que em pequena escala, a bioeletricidade é obtida essencialmente a partir do bagaco da

cana-de-agucar.

O Plano Nacional de Energia 2030 aponta que, em 2007, a poténcia instalada no Bra-
sil para a producao de eletricidade a partir da biomassa da cana era de 2822MW, em
mais de 250 usinas. Entretanto, a tecnologia de geracao utilizada compreende ciclos de
contrapressao, com caldeiras de baixa pressao e baixa eficiéncia (Brasil, 2007). A recu-
peragao de parte da palha da cana também poderia contribuir para elevar a produgao de

bioeletricidade no Brasil.

2.2 Geracao termelétrica: Brasil e mundo

Dentre as formas de geracao apresentadas na Secao 2.1, as que mais tém sido estudadas
através de modelos de despacho sao a termelétrica, a hidrelétrica e a edlica. Nesta secao,

apresentamos alguns aspectos da geracao termelétrica no Brasil e no mundo.

2.2.1 Geragao termelétrica no Brasil

O Brasil é um pais com grande quantidade de recursos hidricos, de modo que ao longo dos
anos conseguiu explorar boa parte desse potencial para geragao de eletricidade, através
de usinas hidrelétricas. As vantagens das hidrelétricas sao, basicamente, os baixos custos
operacionais tendo em vista que a agua é um recurso gratuito, o fato da agua ser uma fonte
renovavel de energia, a nao producao de residuos poluentes e a conversao relativamente

eficiente da energia potencial gravitacional em energia elétrica nas usinas.

De acordo com Matsumura (2003), a reforma do setor elétrico ocorrida na década de 90
no Brasil visava criar incentivos ao investimento privado. Com isso, esperava-se que um
nimero expressivo de termelétricas entrassem no mercado, uma vez que seus custos de
producao eram competitivos quando comparados aos custos de novas hidrelétricas. Tais

termelétricas seriam fundamentais para redugao do risco de déficits energéticos futuros.
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Entretanto, em 1999, concluiu-se que os investimentos em termelétricas esperados nao
estavam ocorrendo, levantando-se a possibilidade de um futuro racionamento de eletrici-
dade. As causas para essa falta de investimento estavam vinculadas, essencialmente, as
incertezas regulatorias, a variagao cambial no pre¢o dos combustiveis, bem como o risco

hidrolégico do sistema elétrico nacional.

As usinas hidrelétricas requerem planejamento uma vez que seu “‘combustivel”, a agua,
¢ um recurso relacionado a sazonalidade das chuvas. Devido a natureza caoética dos
fenomenos meteorologicos, o planejamento inadequado das hidrelétricas pode ocasionar
a reducao do nivel dos reservatorios e, conseqiientemente, a quedas drasticas na geracao
de eletricidade. Essa foi a situagao vivenciada pelo Brasil em 2001, durante o raciona-
mento de energia, ocorrido tanto pela falta de planejamento quanto pela insuficiéncia dos

investimentos em geracao e transmissao.

Além da questao do planejamento, outras desvantagens das hidrelétricas sao: os inves-
timentos de grande monta e o tempo necesséario para sua construcao; a morte de vérias
espécies da fauna e flora, bem como a ruptura da cadeia alimentar e agressao as condigoes
de abrigo, alimentagao e reproducao animais; a necessidade de reassentamento de ntucleos
urbanos e ribeirinhos que se situam na zona afetada pela construcao da usina; a perda
de patrimoénio cultural, bens histoéricos, arqueologicos e paisagisticos; e a distancia das hi-
drelétricas aos centros consumidores, causando grandes perdas de energia na transmissao.
Soma-se a isso o fato que, segundo o Plano Nacional de Energia (PNE) 2030, os prazos

para obtencao das licencas ambientais tornam-se cada vez mais longos (Brasil, 2007).

Tendo em vista a crescente demanda e as experiéncias oferecidas pela crise pela qual
passou, o Brasil tem buscado ampliar e diversificar sua matriz energética elétrica. Uma
das possibilidades, em curto prazo, para efetuar a expansao do setor elétrico e suprir a
demanda é a instalagdo de usinas termelétricas tradicionais, que funcionam através da
queima de diesel ou gas natural. Dai o fato de que, nos anos 2000, o governo introduziu o
Programa Estratégico Emergencial de Energia Elétrica (PEEE), dentro do qual se situava

o Programa Prioritario de Termelétricas (PPT).

Dentre os objetivos do PEEE, estavam a expansao da oferta de energia, a maximizacao
da produtividade das fontes geradoras instaladas e a diversificacao da matriz energética
elétrica nacional, de modo a reduzir a dependéncia do regime hidrolégico (Brasil, 2001).
O PPT visava ampliar a participagao das termelétricas tradicionais no parque energético,
aumentando de 12,2% em 2001 para 19,4% em 2003. A participacao percentual deveria
diminuir para 18,1% em 2005, nao pela reducao da produtividade das termelétricas, mas

sim devido ao aumento proporcional de outras fontes.

A principal dificuldade para a efetivacao das agoes do PPT estava relacionada ao prego
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do gas e do petroleo, cotado em dolar norte-americano e sujeito as operagoes de cambio,
e como reajusta-lo visando as tarifas do consumidor, fixadas em moeda nacional. Esse
impasse veio a ser resolvido através de uma medida proviséria que, pouco tempo depois,

foi transformada em lei (Brasil, 2001).

O cenario previsto pelo plano decenal de expansao de energia 2022, é de que a capacidade
instalada para producao de energia elétrica ird se expandir no Brasil, com destaque para
a ampliagao percentual das fontes renovaveis de energia — biomassa, PCH e eolica. A
concretizacao do plano, entretanto, esté sujeita a obtencao de licengas prévias ambientais.
Caso contrario, uma expansao concentrada em projetos termelétricos, preferencialmente
movidos a gas natural, poderé constituir alternativa de atendimento & demanda, frente

eventuais atrasos dos projetos (Brasil, 2007).

Naturalmente, como toda forma de geracgao de eletricidade, a implantacao de termelétricas
apresenta vantagens e desvantagens. Suas principais desvantagens estao relacionadas ao
elevado custo dos combustiveis fosseis, bem como a emissao de gases do efeito estufa e
material particulado, que podem causar danos & saude humana, a fauna e a flora. Em
contrapartida, as usinas termelétricas também possuem aspectos vantajosos. Dentre eles,
pode-se citar o fato de que podem ser construidas proximas dos centros consumidores,
evitando grandes perdas da energia elétrica produzida. Além disso, sua construcao é
mais simples e rapida quando comparada a hidrelétricas. No que tange ao aspecto social,
unidades termelétricas podem contribuir para a introdugao da energia elétrica em regioes

isoladas, nao atendidas pelo sistema interligado (Stanzani, 2012).

A geragao termelétrica a carvao sempre foi pouco expressiva no Brasil. Uma das razoes
para isso sao as caracteristicas do carvao nacional, de baixa qualidade, de modo que sua
aplicacao para fins de geracao de energia elétrica é bastante limitada. Devido a esse
motivo, muitos estudos e prospeccao desse recurso foram interrompidos. Mesmo assim, o

Brasil é o pais com a décima maior reserva do mundo.

Quanto ao gas natural, as reservas nacionais eram vistas como pouco expressivas para o
atendimento do potencial de mercado, situagao essa que mudou com a importacao de gas
boliviano. Devido as vantagens da geracao termelétrica a gas, propos-se que metade do
gés importado da Bolivia fosse empregado na geracao de energia elétrica. Essa decisao
também foi incentivada pela crise de energia em 2001. Dessa forma, o ritmo de consumo

nacional de gas natural tem crescido nos tltimos anos.

De acordo com a ANEEL (2005), no Brasil, a principal fungao das usinas termelétricas é
a de atendimento da demanda de pico do sistema elétrico e o suprimento de eletricidade
para municipios e comunidades isoladas. Caso a hidrologia nao seja favoravel, as usinas

termelétricas podem operar na base de carga, de modo que sua capacidade tende a se
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aproximar do fator de disponibilidade maximo. Por outro lado, em situagoes de hidrologia
favoravel, o despacho das usinas termelétricas tende a ser minimo, porém limitado pelas

condigbes operativas/comerciais minimas.

2.2.2 Geracao termelétrica no mundo

A realidade brasileira, contudo, difere significativamente da maioria das outras nacgoes.
Ao redor do mundo, a principal forma de geracao de energia elétrica para suprir a base

da demanda ainda é através de termelétricas tradicionais, conforme indica a Figura 2.3.

Outros®
Hidraulica 5% i
15.8% couiillil Carvao/turfa

41.3%

Muclear
11.7%

Gas natural Petroleo
21.9% 4.8%
22 126 TWh

*Outras incluem geotérmica, solar, eolica,
biocombustiveis e biomassa, e calor.

Figura 2.3: Participacao das diversas formas de geragao de eletricidade, no mundo, em 2011.
Fonte: International Energy Agency (2013)

Nota-se, portanto, que as formas de geracao térmica tradicionais, através de carvao, pe-
troleo e gas natural somam mais de 65% da geracao de eletricidade mundial. Isto significa
que, do ponto de vista econémico, estratégias que permitam a redugao do custo dos com-

bustiveis queimados sao de grande valia.

No que diz respeito a geracao termelétrica, o petréleo perdeu grande parte de sua im-
portéancia, cedendo espaco para o carvao e, principalmente, para o gas natural. Este fato
fica evidenciado, considerando que em 1973 o petrdleo era o combustivel responsavel pela
geracao de 24,6% da eletricidade no mundo e, em 2011, por apenas 4,8%. Em contrapar-
tida, o gas natural aumentou sua participacao, passando de 12,2% para 21,9%, ao passo
que o carvao aumentou de 38,3% para 41,3%, no mesmo periodo (International Energy
Agency, 2013).

A justificativa para esse acontecimento é simples: com a crise do petroleo na década de
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70, o carvao assumiu maior expressividade no cenario de geragao de eletricidade. Fontes
alternativas, como o gas natural, também passaram a se mostrar como uma possibilidade
viavel para substituicao das usinas movidas a derivados do petréleo. A partir dai, a capa-
cidade instalada de termelétricas a 6leo foi reduzida e diversas plantas foram modificadas
para empregar outros combustiveis, principalmente gés natural. Com o encarecimento do
petroleo, esse tipo de usina passou, na maioria dos paises, a ser utilizada para suprir a
demanda de pico (ANEEL, 2005).

Na produgao de energia elétrica, apesar das diversas pressoes ambientais, o carvao ainda
¢ o principal insumo utilizado para geracao de eletricidade, e essa realidade nao deveré
mudar muito cedo, mesmo com a introducao e desenvolvimento de fontes renovaveis. Isso
porque o carvao é a fonte de energia priméria mais abundante no planeta. Dados do
PNE 2030 apontam que, apesar de concentradas principalmente em trés regides (Asia e
Oceania, Eurasia e América do Norte), as reservas provadas de carvao sao suficientes para
suportar o consumo mundial por mais de 160 anos (Brasil, 2007). Ademais, os pregos
do carvao apresentam volatilidade significativamente menor do que outros combustiveis

fosseis.

Nos paises desenvolvidos tem-se verificado uma maior restricao & expansao da geracao
termelétrica a carvao, devido as questoes ambientais, em especial as emissoes de dioxido
de carbono. Contudo, essa realidade nao é acompanhada por diversos outros paises,

principalmente aqueles em desenvolvimento, como a China, a India e a Rissia.

O segundo combustivel mais utilizado para produzir energia elétrica é o gas natural. Se-
gundo a ANEEL (2005), o desenvolvimento das turbinas a gas ocorreu depois da Segunda
Guerra Mundial, o que significa que esse tipo de forma de geracao é recente. Apesar disso,
é uma forma de geragao de eletricidade que apresentou grande expansao nos ultimos anos,
conforme se verifica na Tabela 2.2.
Tabela 2.2: Consumo mundial de géas natural (milhoes de tep)
1973 2003 A ao ano

Oferta Total (energia primaria) 979,1 22441 2,8%
Geragao de Energia Elétrica 160,0  468,6 3, 7%

Cogeracao 50,9 2754 5,8%
Geracao de Calor 0,7 87,7 17,5%
Outros Usos 96,1 2205 2.8%
Uso Final 671,4 1191,9 1,9%

Fonte: Brasil (2007)

Devido & crise do petroleo da década de 70 e com a introducao das usinas de ciclo com-
binado, o gas natural tornou-se um recurso estratégico e economicamente atrativo. De
acordo com Samed (2004), as turbinas a géis sdo compactas, leves, baratas e de instalagao

mais simples, além de se encontrarem em estagio maduro de confiabilidade e eficiéncia.
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A principal dificuldade relacionada a utilizacao do géas natural em turbinas operando em
ciclo simples é a baixa eficiéncia do ciclo termodindmico e a perda de energia nos gases
de exaustao. Por isso, as usinas mais modernas que utilizam gas natural operam em
ciclo combinado: os gases de escape da turbina a géas, devido a temperatura, aquecem a
agua transformando-a em vapor, assim como ocorre numa usina termelétrica convencional.
Dessa forma, combinam-se os ciclos de turbina a gas e turbina a vapor. Normalmente,
usinas de ciclo simples apresentam rendimento de até 35% enquanto as de ciclo combinado

podem apresentar rendimento superior a 45% (Brasil, 2007).

2.3 Aspectos técnicos e econd0micos da geracao terme-

létrica

Os conceitos apresentados nessa se¢ao se baseiam no trabalho de Samed (2004). Segundo
Miller (1987), a relagao ou taxa entre a entrada de combustivel e a saida de energia elétrica
em uma unidade térmica, medida sob diversas situagoes de carga, permite a obtencao de
curvas que expressam a eficiéncia das mesmas. Tais curvas sao denominadas curvas de

entrada-saida.

Comumente, as curvas de entrada-saida sao idealizadas como convexas e suaves, como a
Figura 2.4. Em geral, cada unidade geradora possui uma curva de entrada-saida, que ¢é
obtida através de célculos de projetos ou testes de taxa de calor. Entretanto, se testes de
taxa de calor sao utilizados, os pontos encontrados para determinar a curva nao resultam

€111 uIna curva suave.

4
r

Entrada de Combustivel (Btu/h)
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Figura 2.4: Curva de entrada-saida idealizada.
Fonte: Samed (2004)

A fim de calcular o custo de combustiveis empregados por uma unidade geradora, multiplica-
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se a entrada de combustivel, expressa em Btu/h, pelo equivalente custo de combustivel,

em $/Btu, em que $ é a unidade monetéaria.

Tendo em vista que o carregamento das unidades geradoras afeta o custo dos combustiveis,
pode-se considerar que existe uma funcao que relaciona o custo e a poténcia gerada.
Outros fatores que afetam o custo dos combustiveis sao a combinagao de usinas hidraulicas
e térmicas, as variagoes na carga e a compra e venda de energia. Neste trabalho, o foco
principal esta nas usinas termelétricas, e a questao dos custos envolvidos na aquisi¢cao de

combustiveis serda abordada no proximo capitulo.
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Capitulo 3
Despacho Econémico

Neste capitulo, apresenta-se o Problema de Despacho Econémico (PDE) e suas variantes.
E feita, ainda, uma revisdo bibliografica desse problema e suas estratégias de resolucdo.
O PDE é um problema de otimizagao que permite minimizar o custo dos combustiveis
empregados na geracao termelétrica tendo em vista as restrigoes operativas e, portanto,

é de grande valia para os operadores do sistema elétrico.

3.1 Geragao termelétrica: custos e perdas

O problema de despacho econémico, proposto por Steinberg & Smith (1943), pode ser
definido como o processo de alocacao 6tima das demandas de eletricidade entre as unidades
geradoras disponiveis, de modo que as restrigoes operacionais sejam satisfeitas ao mesmo

tempo em que se minimizam os custos de geragao.

O PDE classico é modelado como um problema de otimizagao matemaética nao-linear,
cujas restrigoes estao relacionadas essencialmente aos limitantes de poténcia gerada para
cada uma das unidades geradoras e a satisfacao da demanda. Modelos mais complexos
do PDE podem incluir outras restri¢oes, como restrigoes de transmissao, relacionadas ao

fluxo de poténcia nos ramos do sistema.

A questao econdmica da geragao, entretanto, nao é recente. De acordo com Happ (1977), o
despacho econémico data do inicio dos anos 1920, ou até mesmo antes, quando engenheiros
preocupavam-se com a alocagao econdémica da geracao ou como dividir adequadamente a

carga entre as unidades geradoras disponiveis.

Até o periodo anterior ao ano de 1930, varios métodos para despacho eram utilizados.

Dentre eles, destaca-se o carregamento por ordem de mérito, que se baseava no carrega-
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mento sucessivo das unidades mais eficientes (Happ, 1977). Isto é, segundo esse critério
para despacho, solicita-se poténcia do gerador mais eficiente até que este atinja o limite
de geracao e, entao, se passa para o proximo gerador mais eficiente. A falha deste método
para minimizar os custos reside no fato de que se desconsidera que a eficiéncia de uma

unidade geradora é uma funcao da poténcia gerada.

No inicio de 1930, entretanto, o método supracitado passou a ser substituido pelo critério
dos custos incrementais iguais, devido aos resultados mais econémicos que este tltimo
apresentava. A utilizacdo do custo incremental considera que a eficiéncia é funcao da
poténcia gerada, e que o ponto de menor custo é aquele em que os custos incrementais de
todas as unidades geradoras sao iguais. Isto é, a ideia do método dos custos incrementais é
que o carregamento das unidades geradores seja realizado de modo que o préximo aumento
incremental de carga no sistema deve ser feito alocando-o na unidade geradora com menor

custo incremental, o qual é determinado medindo a derivada da curva de custo.

Por volta de 1931, a ideia do critério dos custos incrementais iguais ja estava bem es-
tabelecida, de modo que se concluiu que para que a geragao fosse econdmica, os custos
incrementais de todas as unidades geradoras deveria ser igual. No intuito de compreender
do ponto de vista tedrico essa escolha para as unidades geradoras, um passo foi dado no
trabalho de Steinberg & Smith (1934), quando investigaram e mostraram que este critério
era valido para a obtengao do custo minimo, no caso de duas unidades geradoras. Com
o proposito didatico, a demonstracao desse fato sera reproduzida abaixo. Para tanto, é

necesséario assumir as hipoteses apresentadas por Steinberg & Smith (1934):
e As curvas de entrada-saida sao continuas e diferenciaveis;
e As derivadas de tais curvas sao continuas;

e O valor das taxas incrementais (derivadas) sempre aumenta conforme a saida au-

menta.

Critério dos Custos Incrementais Iguais para 2 geradores

Mostrar-se-4 que a entrada minima para uma saida obtida através da combinacao de
2 unidades geradoras é obtida quando as taxas incrementais sao iguais. Para tanto,

considera-se a seguinte notagao:

O, é saida total das duas unidades (valor fixo);
O, ¢ saida da unidade ntimero 1;

Oy é saida da unidade ntmero 2;

Iy é entrada total das duas unidades;

I é entrada da unidade ntmero 1;
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I é entrada da unidade ntimero 2;

Conforme visto na Secao 2.3, pode-se assumir que a entrada é uma funcao da saida
desejada, isto ¢, I} = F1(04) e I, = F5(0O3) sao curvas de entrada-saida para as unidades

geradoras.

daly e dls
dO1 dO2

tam, respectivamente. Portanto, pode-se concluir que as funcoes I; e I sdo convexas'.

Por hipétese, as derivadas sao continuas e aumentam conforme O; e O, aumen-

Dessa forma a entrada total, I; = I; 4+ I3, € uma funcao convexa. A saida total é expressa
por O; = Oy + Os.

O objetivo, portanto, ¢ minimizar /; de modo que a saida total seja obtida. Isto é, devemos
ter Oy = Oy — O4. Logo, I; = F1(O1) + F»(O; — O1) é uma fungao apenas de O;. Tendo

em vista a convexidade de Iy, tal fungao assume valor minimo quando 45 dlt =0.
dIt _ dn d12 dly _ dh , dly  dOs .
Desde que =0 T , pela regra da cadeia tem-se que 0. = d0. T do5 a0 Além
disso, % = —(Ot — Ol) = —1, de modo que ;gt = j—éll — g—éz. Desde que para obtencao
dlt dIl . d[2 _ dIl _ dIQ
do minimo deve-se ter 73~ = 0, segue que 75- 10, = 0 se, e somente se, 75- = 75%.

Entretanto, os autores destacam no mesmo artigo que caso as hipoteses apresentadas nao
sejam validas, pode ser que exista mais de um minimo dentro dos limites de operacao,
de modo que a computacao de todos é necessaria para concluir qual é o melhor. A
compreensao acerca desse critério veio a ser aprofundada pelos mesmos autores, em 1943
(Steinberg & Smith, 1943).

A questao das perdas na transmissao também foi outra preocupacao que desde cedo passou
a ser considerada no despacho de geracao. Em Steinberg & Smith (1934) é apresentada
uma forma de considerar as perdas em termos da eficiéncia incremental. Entretanto, o

calculo das perdas era lento e tinha que ser repetido para cada situacao nova do sistema.

Um grande avango no sentido de computar as perdas foi obtido por George (1943). Em
seu trabalho, o autor apresentou uma forma de calcular as perdas, bem como hipoteses
subjacentes a esses cédlculos. A expressao quadratica e as hipdteses por ele apresentadas
sao, com poucas modificagoes, utilizadas até os dias de hoje. O trabalho de George veio a
ser aperfeicoado, nas duas décadas seguintes, em uma série de quatro artigos produzidos
por Kron. Nestes trabalhos, Kron apresentou uma modelagem das perdas de modo que as
hipoteses em que se baseava eram bastante claras, originando a representagao quadratica

das perdas através dos coeficientes-B, também conhecida como Formula de Kron. Outros

LA definicdo de convexidade de funcoes ¢ apresentada no apéndice B. Este resultado decorre de um
teorema de Analise, segundo o qual uma fungéo real diferenciavel em um intervalo aberto (a,b) é convexa

se, e somente se, sua derivada f’ é crescente em (a,b).
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métodos para tratar as perdas além dos coeficientes-B foram desenvolvidos, mas essa

formula para representagao das perdas continuou sendo a predominante (Happ, 1977).

Com a introducao e resolucao dos problemas de fluxo de carga em computadores, no
final dos anos 1950, a representacao das perdas também evoluiu. Antes representadas
por formas quadraticas, passaram a ser expressas através de equagoes nao-lineares e nao-
convexas, dependentes das magnitudes e angulos de tensao nas barras do sistema. O fluxo
de carga visa determinar as magnitudes e angulos de tensao nas barras, de modo que as
equagoes de balanco de poténcia ativa e reativa sejam satisfeitas. Para tanto, considera
a existéncia de trés tipos de barra: barras de carga, barras de geracao e barra slack.
Em uma barra de carga, a poténcia ativa e reativa injetadas sao conhecidas, enquanto a
magnitude de tensao e o angulo de tensao sao desconhecidos; em uma barra de geracao,
a poténcia ativa injetada e a magnitude de tensao sao conhecidas, enquanto a injecao de
poténcia reativa e o angulo de tensao devem ser determinados; por fim, na barra slack, a
magnitude de tensao e o angulo de tensao sao conhecidos, restando determinar as injegoes
de poténcia ativa e reativa. Juntamente com a resolugao do problema de fluxo de carga,

surgiu outro problema de otimizacao denominado Fluxo de Poténcia Otimo (FPO).

3.2 Despacho Econémico e problemas relacionados

O PDE pode ser entendido como um subproblema de determinados problemas mais com-
plexos da érea de sistemas de poténcia. Dentre eles, destacam-se o FPO, o Unit Commit-

ment e o Despacho Hidrotérmico. A seguir, abordaremos de modo sucinto estes problemas.

3.2.1 Fluxo de Poténcia Otimo

De acordo com Soler (2011), o objetivo da resolugao do problema de FPO ¢ determinar o
ponto de operagao do sistema elétrico, de modo a otimizar um critério da rede, ao mesmo
tempo em que suas restrigoes fisicas e operacionais nao sejam violadas. O critério a ser
otimizado pode variar, sendo alguns deles: minimizacao do desvio de tensao, minimiza-
¢ao das perdas ativas na transmissao, minimizacao do corte de carga, maximizacao da
capacidade de transferéncia simultanea entre areas do sistema elétrico e, naturalmente, a

minimizagao dos custos. Dai o fato de o PDE ser considerado um subproblema do FPO.

O FPO foi introduzido por Carpentier (1962) como uma generalizacdo para o PDE. A
principal contribui¢ao do trabalho de Carpentier ¢ a formulagao do problema em bases

matematicas solidas (Happ, 1977). Em seus trabalhos sobre FPO, Carpentier propos a
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solucao do problema através da utilizacao das condigoes de otimalidade de Karush-Kuhn-
Tucker.

De acordo com Samed (2004), o problema de FPO pode ser representado matematica-

mente por:
minimizar f(x)
sujeitoa  g(x) =0 (3.1)
h(x) <0
em que:
T é o vetor das variaveis de estado (magnitudes de tensdo, dngulos de tensao,
taps dos transformadores);
f(x) ¢ a funcao objetivo, que traduz o critério a ser otimizado;
g(x) sao as equagoes de balango de poténcia ativa e reativa;
h(x) sao as restricoes funcionais e os limites operacionais.

O procedimento de resolucao empregado por Carpentier foi o método de Gauss-Seidel.
Entretanto, segundo Happ (1977), o comportamento de convergéncia mostrou-se dificil e
mais irregular do que se pensava inicialmente. As formulagoes mais modernas do FPO

sdo ainda mais complexas e também incluem variaveis discretas (Soler, 2011).

3.2.2 Unit Commitment

O PDE é um problema que supoe que as unidades geradoras ligadas e desligadas em
cada usina sao conhecidas a priori. Em contrapartida, os problemas de Unit Commitment
devem nao apenas determinar a poténcia a ser gerada pelas unidades, mas também aquelas
que deverao ser ligadas e desligadas. Comumente, isso é feito em base horéaria, num
horizonte de 24 horas, a fim de garantir que o despacho realizado seja capaz de atender
as flutuacoes da demanda ao longo do dia. Para tanto, modelos de Unit Commitment
incluem, além das restrigoes de satisfacao de demanda presentes no Despacho Econémico,
o custo de ligamento e desligamento das unidades geradoras na fungao objetivo (start-up

e shut-down), além de resitrigdes intertemporais (restrigdes de rampa).

A escolha do estado ligado/desligado usualmente é modelada através de variaveis binarias
—on (1) e off (0) —, o que torna o Unit Commitment um problema de programagao in-
teira mista (sendo ele NP-dificil, segundo Viana & Pedroso (2013)). Devido a sua natureza
combinatoria, esse problema freqiientemente ¢é linearizado, a fim de que métodos de pro-
gramagao linear inteira, como branch-and-bound e branch-and-cut, possam ser utilizados.

Métodos heuristicos também sao empregados em sua resolucgao.

23



O Despacho Economico, portanto, pode ser entendido como uma “fotografia”, isto é, um
tnico intervalo do Unit Commitment multiperiodo, em que as unidades geradoras ligadas

e desligadas sao conhecidas a priori.

3.2.3 Despacho Hidrotérmico

O Despacho Hidrotérmico é a extensao do Despacho Econdémico, de modo a incluir a
geracao hidrelétrica. Este tipo de despacho possui grande relevancia para paises como o

Brasil, cuja producao de eletricidade é fundamentada na geragao hidrelétrica.

Um sistema hidrotérmico de geracao pode ser definido como o sistema elétrico em que
usinas termelétricas e hidrelétricas funcionam em conjunto com o propoésito de suprir
a demanda. A resolucao do despacho hidrotérmico é mais complexa que o de apenas
termelétricas pois, conforme ja destacado, a 4gua é um insumo para geracao de energia
cuja disponibilidade é desconhecida em um horizonte de planejamento. Além disso, uma
vez que muitas usinas estao conectadas a mesma cascata hidraulica, decisoes tomadas em

uma usina a montante pode afetar outras usinas a jusante.

No caso do despacho hidrotérmico, deve ocorrer o balango entre a geracao hidrelétrica e

termelétrica, visando atender a demanda. Usualmente, esse balango é expresso através da

> Poi+Y Poj=D (3.2)

restricao de igualdade

ieT jEH
em que
Pqi é a poténcia ativa produzida pela unidade geradora ;
Pq ; ¢ a poténcia ativa produzida pela unidade geradora j;
T é o conjunto das unidades termelétricas de geragao;
H ¢ o conjunto das unidades hidrelétricas de geragao;
D é a poténcia demandada.

Diferentemente das termelétricas, os geradores hidrelétricos nao possuem uma funcao de
custo bem definida, uma vez que a agua é um recurso gratuito. Por isso, diversos trabalhos
sao apresentados na literatura como forma de precificar a 4gua, como a fung¢ao custo de
oportunidade apresentada em Vergilio (2011) que mede, economicamente, o quanto uma
usina hidrelétrica pode perder quando nao estiver operando em seu ponto de maxima

produtividade.
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3.3 Modelos Matematicos do PDE

Como ja foi dito, o PDE consiste em atribuir os niveis de producao adequados as unidades
geradoras, de modo que a demanda seja suprida e as condigoes operacionais respeitadas, ao
mesmo tempo em que se minimiza os custos associados ao consumo de combustivel. Nesta
secao, apresentamos os modelos de despacho econdmico de interesse para esse trabalho.
No que segue, iremos considerar que os modelos estao relacionados apenas a geracao

termelétrica.

3.3.1 Funcao Objetivo

Em sistemas elétricos, a demanda comumente é atendida por diversas unidades geradoras,
cujos custos de combustiveis e manutencao sao expressos por diferentes func¢oes. Assim,
a funcao de custo total é obtida pela soma dos custos individuais das unidades geradoras.
Devido as dificuldades inerentes aos problemas nao-lineares, a maioria das pesquisas reali-
zadas para resolucao de problemas de despacho econdémico aproximam as fungoes de custo
dos geradores através de uma fungao quadratica, isto é, uma funcao convexa e suave, de

modo que a fung¢@o objetivo de custo total assume a forma apresentada em (3.3):

Cr(Pa) =Y Ci(Pax) = Y (arP3 ) + biPo + c) (3.3)
keg keg

em que:

Cr(Pg)  é a fungao objetivo de custo total;

Pe é a poténcia gerada pela unidade geradora k;

g é o conjunto das unidades geradoras;

Cy(Pgy) € afuncdo custo individual da unidade geradora k;

ay, by, cr,  sado os coeficientes de custo da unidade geradora k.

Entretanto, de acordo com Samed (2004), algumas formas diferentes foram utilizadas para
representar as curvas de entrada-saida de unidades geradoras. Os dados obtidos em tes-
tes da taxa de calor foram ajustados de diversas maneiras: curvas polinomiais (incluindo
quadraticas), segmentos de reta e segmentos quadraticos. Estas diferentes representagoes,
naturalmente, resultam em distintas caracteristicas de taxa de calor incremental e, con-
sequentemente, diferentes fungoes de custo. A Figura 3.1 apresenta uma representacao
polinomial linear e linear por partes hipotética da taxa de calor incremental associada a

saida de poténcia.

Na Figura 3.1, a linha continua representa uma curva de taxa de calor incremental asso-
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Figura 3.1: Possibilidades para representagao das curvas da taxa de calor incremental.
Fonte: Samed (2004)

ciada a uma curva de entrada-saida quadratica (uma vez que a derivada de uma fungéo
quadrética é uma fungao linear). A linha tracejada representa uma curva de taxa de
calor incremental associada a uma curva de entrada-saida linear por partes. Conclui-se,
portanto, que as diferentes representagoes das taxas de calor incrementais conduzem a
diferentes curvas de entrada-saida, de modo que métodos de resolucao diferentes podem
ser necessarios para realizar o despacho. No caso supracitado, apenas o da linha continua

é caracterizado pela suavidade da funcao custo.

No caso de geradores com turbinas a vapor, entretanto, a representacao das curvas de
entrada-saida através de uma funcao quadrética nao é a mais adequada. Nestes tipos de
geradores existem valvulas de admissao de vapor, cuja abertura influencia na saida da uni-
dade. De acordo com Happ (1977), no problema de despacho econdémico cléssico os custos
incrementais sao representados como monotonicamente crescentes. KEsta caracterizacao
ignora as perdas que ocorrem na passagem de vapor através de valvulas parcialmente
abertas. O ponto de carregamento de valvula pode ser definido como o ponto imediata-
mente anterior ao levantamento da proxima vélvula. Em tais pontos, teoricamente, nao

ocorrem estrangulamentos e, portanto, nao ha perdas a eles associadas.

A fim de obter uma funcao de custo total mais representativa e que considere os efeitos
dos pontos de carregamento de valvula, a equagao (3.3) pode ser modificada de modo a

obter a fungao apresentada em (3.4):

Cr(Pa) =Y  Ci(Pox) = Y _ [aPhy + Pk + i + |exsen(fu(Pox — Pox))|]  (34)

keg keg
em que:
Cr(Pg) ¢ a funcao objetivo de custo total;
Pa i ¢é a poténcia gerada pela unidade geradora k;
g ¢ o conjunto das unidades geradoras termelétricas;
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Cy(Pa k) ¢ a funcao custo individual da unidade geradora k;
ag, bg, k., €x, fr  s@o os coeficientes da func¢ao custo da unidade geradora k;

Pa ¢ o limite minimo de saida de poténcia para a unidade geradora k.

Os termos senoidais que aparecem na funcao de custos totais (3.4) sdo responsaveis por
modelar os pontos de carregamento de valvula. Ao mesmo tempo em que esta nova funcao
objetivo é mais completa, ela também introduz novas dificuldades ao problema de otimi-
zagao que deve ser resolvido: diferentemente da fungao quadratica apresentada em (3.3),
a fun¢do de custos totais (3.4) ¢ ndo-convexa e nao-diferenciavel. Estas caracteristicas
podem ser notadas na Figura 3.2, em que m denota o limite maximo de poténcia da

unidade geradora k.

Ck(PG,k)L

9Ck(Pa.k)
OPq. 1

Figura 3.2: Funcoes custo e suas derivadas, com representacao de ponto de
carregamento de valvula (linha continua) e sem representacao de ponto de
carregamento de valvula (linha tracejada).
Fonte: o autor.

Assim, como se pode notar, quanto a funcao objetivo do despacho econémico com ponto
de carregamento de vélvula, a principal dificuldade reside na nao-diferenciabilidade da
funcao objetivo, que nao permite a aplicacao direta de métodos classicos de otimizacao.

Os pontos de nao-diferenciabilidade sao aqueles em que

Jx(Pax — Pox) = pr se, e somente se Pgy = Pojp — ]%, com p € 7.
— — k
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3.3.2 Problema de Despacho Econémico com Ponto de Carrega-

mento de Valvula

Tendo em vista a func¢do custo apresentada em (3.4), o modelo de otimizagdo para o
Problema de Despacho Econémico com Ponto de Carregamento de Valvula (PDE-PV) é

exXpresso por:

minimizar CT<P0) = Z Ck:(PG,k) = Z [ak.Pé’k + bkf)gJ€ -+ Cr. + €k sen(fk(PG’k. — PG7]€)) }

keg keg
(3.5a)

sujeito a Z Psr=D (3.5b)

keg

Por < Per < Por, YVkEG (3.5¢)
em que:
Cr(Pg) ¢ a funcao objetivo de custo total;
Pa ¢ a poténcia gerada pela unidade geradora k;
g é o conjunto das unidades geradoras termelétricas;
Cx(Pak) é a funcao custo individual da unidade geradora k;
ag, br, Cr, €r, frr  sao os coeficientes de custo da unidade geradora k;
Pe k., Pok sao os limites minimo e méximo, respectivamente, de saida de poténcia

para a unidade geradora k;

D ¢ a demanda de poténcia ativa.

A equagao (3.5a) representa a funcdo objetivo de custo total, incluindo efeitos de pontos
de carregamento de valvula. Se esta funcao objetivo for substituida pela da equacgao
(3.3), obtém-se o PDE classico. A restrigao de igualdade (3.5b) é a equagao de balango de
poténcia ativa, isto €, visa garantir que as poténcias geradas consigam suprir a poténcia
demandada. Por fim, as restri¢oes de desigualdade em (3.5¢) s@o restrigoes operacionais
cujo objetivo é garantir o funcionamento das unidades geradoras dentro de seus limites

minimo e maximo de geragao.

Cabe ressaltar que, neste modelo, a transmissao nao é representada. O sistema é entendido
de forma condensada, isto é, como se todas as unidades geradoras e cargas estivessem

situadas em uma tnica barra e nao houvesse nenhum tipo de perda.
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3.3.3 Problema de Despacho Econémico com Representacao das

Perdas e Ponto de Carregamento de Valvula

Uma maneira de introduzir, de modo implicito, a transmissao do sistema elétrico no PDE-
PV é a representagao das perdas através da formula de Kron, que utiliza os coeficientes-
B. Isto é, a poténcia gerada tem que ser suficiente para suprir a demanda, bem como
as perdas, as quais sao inerentes a qualquer sistema elétrico. Neste caso, obtém-se o
seguinte problema, denominado Problema de Despacho Econémico com Perdas e Ponto
de Carregamento de Valvula (PDE-PPV):

minimizar CT(Pg) = Z Ck(PG,k> = Z [akPé’k + kaG,k +cr + ek sen(fk(PG,k — Pgﬁ)) ]

keg keg
(3.6a)
sujeitoa Y Pay =D+ Lpwi(Pg) (3.6b)
keg
Por < FPor < Por, Vk€EG (3.6¢)

em que:

Lp-t(Pg) ¢é a funcdo quadratica que representa as perdas.

Apesar de incomum, utilizaremos a nota¢ao L prt(Pg) para denotar a fungao de perdas.
Isto porque as perdas dependem das poténcias geradas (Pg), bem como de uma situagao
possivel de referéncia para o sistema elétrico (P™), utilizada no calculo dos coeficientes-B.

Neste caso, as perdas sao representadas pela formula de Kron, conforme a equagao (3.7)

Lpei(Pe) =Y > PouBimPom+ > BoxPoy + Boo (3.7)
keG meg keg

em que:

By, Bok, Bop sao os coeficientes-B relacionados as perdas, calculados a partir de uma

situacao factivel para o sistema elétrico, com geracao P

Na literatura, diversos métodos sao apresentados para o calculo dos coeficientes-B. O
calculo destes coeficientes depende do conhecimento de um estado da rede elétrica, que
pode ser determinado, por exemplo, através de um algoritmo de fluxo de poténcia. Neste
trabalho, apresentamos uma maneira de realizar o calculo dos coeficientes-B, baseada
em Saadat (1999), a qual se encontra no Apéndice A. Outras formas de calcular tais
coeficientes estdo disponiveis nos trabalhos de Kothari & Dhillon (2006) e Dopazo et al.
(1967).
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3.3.4 Problema de Despacho Econémico com Ponto de Carrega-

mento de Valvula e Representacao da Transmissao

Até agora, os modelos apresentados ou nao se preocupavam com a transmissao, ou repre-
sentavam suas perdas de modo simplificado, através dos coeficientes-B. Isto significa que,
apesar de realizarem o despacho de modo a suprir a demanda e, possivelmente, as perdas,
o despacho realizado pode nao ser factivel no sentido de satisfazer as equacoes de balanco
de poténcia por barra, expressas pelas Leis de Kirchhoff. Para tanto, é necesséario que as
equacgoes de balanco de poténcia ativa sejam introduzidas como restricoes do problema
de otimizacao. Além disso, o fluxo de poténcia nos ramos do sistema nao pode violar os

limites minimo ou maximo operacionais.

A seguir, apresenta-se um modelo de despacho, que visa incluir estas restri¢coes. Tendo em
vista que o problema esta relacionado ao despacho de ativos, a parte reativa do problema
seré desconsiderada. Assume-se que as magnitudes de tensao estao fixas, e que o sistema
possui suporte de reativos para manter as magnitudes de tensao constantes. Assim, o
objetivo é determinar o valor da poténcia ativa a ser gerada pelas unidades, bem como os

angulos de tensao nas barras diferentes da slack.

Assim, no intuito de considerar a transmissao, de modo que a solucao obtida se aproxime
mais da realidade, tem-se o Problema de Despacho Econémico com Ponto de Carrega-

mento de Vélvula e Representacao da Transmissao (PDE-PV-RT):

minimizar OT(Pg, 0) = Z [akPéyk + bkqu + ¢, + |ek sen(fk(PG,k — Pg’k)) ] (38&)

keg
sujeitoa  Poy— Pry= Y Pum, VEkEB (3.8b)
mey
—fiom < Pom < fom, Vk € B,Vm e Q, (3.8¢)
Poi < Pagp < Poy, Vkeg (3.8d)
em que:
Cr(Pg, 0) é a funcao custo total, incluindo efeitos de ponto de carregamento de
valvula;
Py é o vetor de poténcias ativas geradas;
(7] é o vetor de angulos de tensao;
g ¢ o conjunto das unidades geradoras termelétricas;
B é o conjunto das barras do sistema;
Qp é o conjunto das barras vizinhas a barra k;
Fa é a poténcia ativa gerada na barra k;
Pr g é a demanda de poténcia ativa na barra k;
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ag, br, Cr, €r, frr  sao os coeficientes de custo da unidade geradora k;

Py, é o fluxo de poténcia ativa da barra k para a barra m;

frm é o valor absoluto do fluxo de poténcia ativa maxima permitido na linha
km;

ng,m sao os limites minimo e méximo, respectivamente, de saida de poténcia

para a unidade geradora k.

Assumindo que o ramo km tenha transformador em-fase, que o lado do transformador
seja a barra k, com relagao de transformacao 1 : ag,, € que o lado da impedancia série
que representa as perdas do transformador seja a barra m, conforme a Figura 3.32, as

expressoes de fluxo de poténcia ativa entre essas barras sao dadas por:

Prm = (akmVie)*Giom — e VieVin [iom €08 (0 — O) + b sen (0 — 0,,)] (3.9)
Pk = V.2 Gk — Vi Vin[Grm €08 (0 — Ok) + bpm sen(6,,, — 61,)] (3.10)
Ek = V,.el% Em = Vmejem@
E, —
H} 1: agm @ Yrem Imk

Figura 3.3: Modelo de um transformador em-fase.
Fonte: Monticelli (1983).

No caso do ramo km ser uma linha de transmissao, as expressoes (3.9) e (3.10) continuam

validas, bastando tomar ay,, = 1.

A equagdo (3.8a) é a fungao objetivo de custos de geragao, incluindo o efeito de pontos
de carregamento de valvulva, (3.8b) sao restrigdes relativas ao balanco de poténcia ativa
para as barras do sistema, (3.8¢c) s@o restrigoes relativas ao limite minimo e méximo para
fluxo de poténcia ativa nos ramos do sistema e (3.8d) sao restrigoes relativas aos limitantes

minimo e maximo de geracao de poténcia ativa das unidades geradoras.

3.4 Revisao Bibliografica

Nesta secao descrevemos alguns trabalhos que foram desenvolvidos visando solucionar o

PDE e/ou problemas a ele relacionados, destacados na se¢ao 3.2. O objetivo é apresentar

2Aqui, utilizamos o modelo de tranformador apresentado em Monticelli (1983). Entretanto, os taps
apresentados nos bancos de dados consideram tranformadores em que a relagao de transformagao é
agm : 1, de modo que na implementagao realizada o valor do banco de dados teve que ser invertido.
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algumas metodologias — deterministicas, heuristicas e hibridas — que ja foram aplicadas a

resolucao deste problema.

Conforme destacado, ja em 1934, Steinberg & Smith (1934) apresentaram um método
para alocar a geragao de forma econdmica entre as unidades geradoras, demonstrando
com isso o critério dos custos incrementais iguais. Os autores, entao, aplicaram o critério

para divisao de carga em caldeiras e turbinas geradoras.

Posteriormente, Carpentier (1962) apresentou suas contribui¢oes para formulagao do PDE
e FPO. Neste trabalho, o autor solucionou o problema de FPO através das condigoes de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT). O problema restrito ¢ convertido em um problema irrestrito
através da funcao lagrangiana. As condi¢oes de otimalidade foram aplicadas ao problema

irrestrito, gerando um sistema nao-linear que foi resolvido através do método de Gauss-

Seidel.

No trabalho de Fahmideh-Vojdani & Galiana (1980), ¢ apresentada uma maneira de
resolver problemas de despacho econémico com fung¢ao objetivo quadrética, com restrigao
de atendimento de demanda e limites de geragao. Os autores apresentam um contra-
exemplo mostrando que o procedimento de despacho realizado & época, fixando as variaveis
que violam os limites no valor minimo ou maximo, de acordo com a violacao ocorrida,
pode levar a um despacho de geracao inadequado. Os autores ainda apresentam um
teorema e um método que permite a realizacao do despacho de maneira 6tima, bem como

uma modificacao do mesmo para o caso em que as perdas também sao consideradas.

Em Aoki & Satoh (1984), trés algoritmos para resolugdo do PDE classico s@o apresen-
tados, a saber: Programagao Quadratica Paramétrica (PQP), Programagao Quadratica
Paramétrica Modificada (PQPM) e Programagao Quadratica Recursiva (PQR). Enquanto
o método PQP pode ser aplicado a funcao objetivo de custo aproximada por segmentos
lineares, os outros dois métodos, PQPM e PQR, podem tratar de aproximacoes da funcao
objetivo por segmentos quadraticos. Os autores aplicaram os métodos propostos a um
sistema com 120 barras, 150 ramos e 31 geradores, sendo que utilizaram cinco segmentos
para aproximar a funcao custo dos geradores. Além disso, os autores apresentam breves

consideracoes a respeito dos autovalores da matriz de coeficientes-B utilizada.

No trabalho de Shaw et al. (1985), é apresentado um método para resolugao de problemas
de unit commitment e de despacho de grande porte. O modelo apresentado é caracterizado
por ser um problema de programacao inteira mista nao-linear, com mais de 16800 variaveis
inteiras, para um sistema que possui 100 unidades de geracao termelétrica e 6 unidades
de geracao hidrelétrica, sob um horizonte de planejamento de uma semana. A formulacao
do problema inclui restricoes de reserva e a funcao objetivo inclui os custos de start-up

e shut-down para as unidades termelétricas. O problema é decomposto em problemas
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menores, envolvendo um problema de programacgao dinamica e um problema de controle

Otimo.

Em Lee et al. (1988), um método para operacgao 6tima de sistemas de grande porte, vi-
sando minimizar o custo dos combustiveis é apresentado. Os autores apresentam uma
formulagao ativa-reativa do FPO e propoem a decomposi¢ao do mesmo em dois proble-
mas: o problema-P e o problema-Q. O problema-P é equivalente ao despacho econémico
convencional, visando alocar de maneira 6tima a geracao de poténcia ativa entre os gera-
dores. O problema-Q) visa determinar, de maneira 6tima, o despacho de poténcia reativa,
bem como o estado de outras variaveis de controle, como os taps dos transformadores.
O problema-P apresentado pelo autor, é semelhante ao PDE-PV-RT. Para resolver os

problemas, o autor emprega o método do gradiente projetado.

Dois anos depois, Somuah & Khunaizi (1990) resolveram o problema de despacho econo-
mico dindmico. A formulacao dos autores propunha a utilizacao de limites de rampa como
restrigoes intertemporais, restrigoes de reserva girante e restricoes de seguranca visando
evitar a sobrecarga de algumas linhas monitoradas e de maior importancia. Para resolver
o problema, os autores relaxaram as restricoes de rampa, solucionando um problema de
despacho economico estatico para cada intervalo, através de programacao quadratica. Em
seguida, um problema de programacao linear é formado e resolvido, de modo a considerar
as restrigoes de limite de rampa, mediante a linearizacao em torno das solugoes do caso

estéatico, baseando-se na decomposicao de Dantzig-Wolfe.

Lin et al. (1992) apresentaram um método para resolver o despacho econémico em tempo
real, utilizando uma formulacao alternativa para a matriz Jacobiana considerando restri-
¢oes do sistema. Uma aproximacao para as perdas na transmissao é feita e as restrigoes
de desigualdade sao tratadas de modo direto, de modo que se o valor do redespacho vi-
olar algum limite, entao ele é mantido nesse limitante critico. O problema é resolvido
pelo método de Newton-Raphson e as perdas na transmissao sao consideradas de forma

aproximada.

No trabalho de Walters & Sheble (1993), o problema de despacho econémico com ponto
de carregamento de valvula e perdas representadas através de coeficientes-B é resolvido
através de um algoritmo genético. Para minimizar a fungao, os autores empregaram os
operadores genéticos de reproducao, crossover e mutagao. Os autores destacam que a
escolha adequada dos parametros é importante para a execugao do algoritmo, a fim de
que ele possa explorar adequadamente o espaco de busca. Em particular, o tamanho da
populagao deve ser grande o suficiente para que haja informacgoes genéticas que permitam

uma varredura eficiente desse espaco.

No ano seguinte, Granville (1994) resolveu o problema de despacho 6timo de reativos,
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utilizando um método primal-dual de pontos interiores. Para tanto, o autor fixou os
controles de ativos, visando otimizar a injegao de reativos e o custo das perdas de poténcia
ativa do sistema, nas variaveis relacionadas a poténcia reativa — magnitudes de tensao,
taps e banco de capacitores. O método proposto foi aplicado a dois sistemas teste de
grande porte: um com 1832 barras (o sistema Sul/Sudeste Brasileiro) e outro com 3467

barras (derivado do sistema de transmissao norte-americano).

No mesmo periodo, Wu et al. (1994) propuseram um método primal-dual previsor-corretor
para resolucao do problema de FPO. Técnicas de esparsidade sao aplicadas para resolver o
sistema derivado das condicoes necesséarias de KKT. Os autores empregaram duas fungoes
objetivo para o FPO: minimizacao dos custos de geracao de ativos e minimizacao das
perdas na transmissao. No caso da funcao custo, fungoes quadraticas foram utilizadas.
Os testes realizados variaram entre sistemas de 9 e 2423 barras. Os resultados mostraram
que o método previsor-corretor teve melhor desempenho que o método de ponto interior

sem este procedimento, na resolucao do problema de FPO.

Redes neurais artificiais foram utilizadas por Djukanovic et al. (1996) para resolucao do
despacho dindmico em tempo real de unidades geradoras térmicas. A funcao objetivo de
custos considerada era quadratica, e as restricoes de limite de rampa para as unidades
geradoras foram consideradas. Os autores também consideraram restricoes ambientais
relativas & emissao de poluentes atmosféricos. O método proposto foi testado em dois
sistemas: IEEE-30 barras e o sistema da Iugoslavia, com 35 geradores e 180 barras. Os
resultados mostraram que ganhos de tempo puderam ser obtidos, quando comparados a

algoritmos tradicionais de despacho.

No trabalho de Irisarri et al. (1998) o problema de despacho econémico com restrigoes
relativas a transmissao linearizadas, restricoes intertemporais de rampa e restricoes de
reserva girante ¢ modelado como um problema de programacao quadratica convexa, e
resolvido através de um método de pontos interiores. Os resultados obtidos a partir de
trés sistemas — um em que a topologia é desconsiderada, um de 31 barras e outro de
30 barras — mostraram que o numero de iteragoes necessarias para resolver o sistema

linearizado de KKT nao varia muito com a dimensao do problema.

No mesmo ano, Torres (1998) resolveu o problema de FPO utilizando duas abordagens:
pontos interiores e pontos nao-interiores. No caso do método de pontos interiores, qua-
tro variantes de alta ordem foram consideradas: o método previsor-corretor, o método
de Newton composto perturbado, o método previsor-corretor com multiplas correcoes e
o método com correcoes miltiplas de centralidade. No caso do método de pontos nao-
interiores, as restricoes de complementaridade sao tratadas de modo que as condicoes de
positividade estrita nao sao necessarias em cada iteracao. As restricoes de complementa-

ridade sao tratadas através de uma funcao de complementaridade nao-linear.
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Ainda naquele ano, Bhagwan Das & Patvardhan (1998) resolveram o problema multiobje-
tivo de despacho econémico, visando minimizar os custos de geracao incluindo o efeito de
pontos de carregamento de valvula, minimizar o indice de emissao de poluentes e maximi-
zar o indice de margem de seguranca. Para tanto, utilizaram uma abordagem heuristica
denominada SEEDSS (Secure Economic Emission Dispatch with Stochastic Search), que
consistia de uma abordagem hibrida, incorporando o simulated annealing no processo de
selecao do algoritmo genético. A restrigao de satisfacdo de demanda também foi incluida,
de modo que o método escolhia uma das unidades para ter geragao dependente das de-
mais. Os testes foram realizados nos sistemas IEEE-30 barras e IEEE-118 barras, a fim

de mostrar a eficiéncia do algoritmo.

Um algoritmo de busca de colonia de formigas foi utilizado em Song et al. (1999) para
resolver o problema de despacho econémico envolvendo geracao de poténcia ativa e calor.
Para tanto, as unidades geradoras sao divididas em trés tipos: geragao de poténcia ativa
convencional, unidades de cogeracao e unidades geradoras de apenas calor. A funcao
objetivo visa minimizar os custos para geragao das demandas de poténcia ativa e calor.
O algoritmo de busca de colénia de formigas se baseia no comportamento de formigas
reais, que utilizam os feromonios para se comunicar e decidir o caminho a ser tomado.
Os testes foram realizados para um caso de despacho econémico puro, com 6 unidades

termelétricas, e para um caso com 4 geradores visando despachar poténcia ativa e calor.

El-Gallad et al. (2002) utilizaram o método de otimizagao por enxame de particulas para
resolucao do problema de despacho econémico com fung¢ao custo quadratica e restrigoes
de reserva girante e zonas de operacao proibidas. Modificagoes foram aplicadas ao método
de enxame de particulas convencional, a fim de reduzir as chances do algoritmo acabar
“‘preso” em uma solugao local. Os testes foram realizados em um sistema de 15 unidades
geradoras, com 4 unidades que possuiam zonas de operagao proibidas. Os resultados
mostraram que o método proposto obteve solu¢oes melhores do que outros trabalhos que

utilizaram redes neurais.

Lin et al. (2002) desenvolveram um algoritmo de busca tabu aperfeicoado, para a re-
solugao do problema de despacho com funcao objetivo descontinua e nao-diferenciavel.
O método funciona através de uma lista tabu, que contém um conjunto de movimentos
proibidos para obtencao de pontos teste. Um critério do método permite a reativagao
de determinados movimentos no espago de busca, quando satisfeito. Assim como em al-
goritmos genéticos, o método também emprega operadores de mutagao e recombinagao,
baseados em probabilidade. O critério de parada é dado pelo niimero maximo de geragoes.
Os testes foram realizados em duas instancias do PDE-PPV | envolvendo 3 e 30 unidades

geradoras, a fim de mostrar a eficiéncia do método.

No trabalho de Sinha et al. (2003), oito variantes de técnicas baseadas em programagao
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evolutiva sao aplicados ao PDE-PV ., a fim de testar sua performance. Segundo os autores,
técnicas de programacao evolutiva se diferenciam dos algoritmos genéticos essencialmente
em dois aspectos: eles utilizam os parametros de controle (valores reais), mas nao sua
codificacao como nos algoritmos genéticos tradicionais, e seus operadores sao, essencial-
mente, a mutacao e a selecdo, mas nao o crossover como nos algoritmos genéticos. Os
testes foram realizados para casos com 3, 13 e 40 unidades geradoras. Os dados deste

trabalho se tornaram, posteriormente, referéncias para comparagoes de outros autores.

No ano seguinte, Samed (2004) apresentou um Algoritmo Genético Hibrido Co-Evolutivo
(AGHCOE) para resolugao de problemas de despacho. Neste trabalho, a autora visou
resolver o PDE-PV através de um algoritmo genético. Tendo em vista os problemas que
precisavam ser contornados — o tratamento das restri¢coes, parada prematura do método e
ajuste dos pardmetros — a autora optou por uma estratégia hibrida. A codificacao foi feita
em ponto flutuante ao invés da codificacao binaria, e as restrigoes tratadas separadamente
da funcao objetivo, através de uma fungao adaptagao. Os operadores de cruzamento e mu-
tagao foram inspirados em regras deterministicas, enquanto a selecao é realizada através
do método da roleta. Tendo em vista a dificuldade no controle dos parametros associ-
ados ao AGH, a autora introduziu um algoritmo genético para controle de parametros,
denominado Co-Evolutivo, que interagia com a populacao do AGH. O algoritmo foi im-
plementado em Fortran, e testado em casos de PDE-PV com 3 e 13 geradores, bem como

em instancias de 6 geradores de problemas de despacho econdémico e ambiental.

No mesmo ano, outra estratégia hibrida foi apresentada no trabalho de Victoire & Jeya-
kumar (2004). Os autores associaram o método de otimiza¢ao por enxame de particulas
a um método de programagao quadratica sequencial. A otimizagao por enxame de par-
ticulas foi utilizada como otimizador principal, visando encontrar regioes de 6timo local,
enquanto o método de programagao quadratica sequencial foi utilizado para refinar as
solugoes localmente. No método de programacao quadratica sequencial, utiliza-se um
aproximante de Taylor de segunda ordem para a fungao objetivo e efetua-se a lineariza-
¢ao das restricoes. A matriz hessiana é determinada e atualizada através de uma férmula
empregada em métodos quasi-Newton e o tamanho do passo aceito é determinado pela
utilizacao de uma funcao mérito. Simulagoes foram realizadas utilizando os dados de 3,
13 e 40 geradores do PDE-PV apresentados por Sinha et al. (2003). Os mesmos autores
introduziram, no ano seguinte, um método semelhante, utilizando programagao evolutiva
como heuristica no lugar da otimizagao por enxame de particulas (Victoire & Jeyakumar,
2005).

Park et al. (2005) resolveram o PDE-PV utilizando um algoritmo modificado de otimi-
zagao por enxame de particulas. Além de resolverem casos em que a funcdo objetivo

representa os pontos de carregamento de valvula, resolveram casos alternativos de func¢ao
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custo, como aquele em que a mesma é definida por segmentos quadraticos devido a utili-
zagao de miltiplos combustiveis. Assim como no trabalho de Bhagwan Das & Patvardhan
(1998), a restri¢ao de igualdade do problema é tratada reduzindo o grau de liberdade em
um. Uma estratégia para modificacao da posicao de um individuo, caso este viole os
limitantes de geracao, é apresentada. Os testes foram realizados para os casos de 3 e 40

geradores.

Em Ravi et al. (2006), o PDE-PPV ¢ resolvido utilizando um algoritmo baseado em
programagao evolutiva. Para tanto, uma populacao inicial de vetores pais ¢ determinada
e, sobre esta populagao, vetores filhos sao determinados pela escolha do melhor filho
gerado por mutagao Gaussiana ou mutagao de Cauchy. Em um ciclo externo do método,
os coeficientes-B e a funcao de perdas sao atualizados utilizando um algoritmo de fluxo
de poténcia. Os testes foram realizados com sistemas de 6, 14 e 30 barras, mostrando a
eficiéncia do método proposto. No caso de 6 barras, diversas situagoes de carga foram

exploradas.

Nos trabalho de Sousa (2006) e Sousa et al. (2012), um método de pontos interiores,
baseado na fung¢ao barreira logaritmica modificada, foi utilizado para resolver o problema
de FPO reativo. A vantagem da func¢ao barreira modificada sobre a barreira classica é
a possibilidade de utilizagao de pontos exteriores a regiao factivel original, bem como
a reducao de problemas de mau condicionamento que ocorrem em métodos baseados
na fungao barreira classica. Para resolucao do FPO, a autora associou ao problema
original uma funcao lagrangiana. As condig¢oes necessarias de otimalidade foram aplicadas,

resultando em um sistema nao-linear resolvido pelo método de Newton.

Rodrigues (2007) apresentou e implementou um algoritmo cultural para resolugao do
PDE e do despacho econémico e ambiental. Esse algoritmo pode ser entendido como uma
metaheuristica inspirada no processo de evolucao cultural da humanidade. O processo
evolutivo é decorrente da aquisi¢do e propagagao da cultura (conhecimentos) ao longo
das geragoes. De acordo com a autora, este tipo de algoritmo é hibrido por definigao,
sendo que no trabalho a hibridizagao foi realizada com um algoritmo genético. Em um
algoritmo cultural, os componentes principais sao o espago populacional e o espago de
crenga, sendo este tltimo responsavel por armazenar o conhecimento adquirido e guiar
o algoritmo para melhores regioes do espaco de busca. Para o PDE, casos de 3 e 13

geradores foram estudados, com funcao objetivo quadratica.

No ano seguinte, Coelho & Mariani (2008) apresentaram um algoritmo de otimizagao
por enxame de particulas baseado em mecéanica quantica e em pocos de potencial de
osciladores harmonicos. Os métodos de enxame de particulas baseados em mecéanica
quantica se inspiram em conceitos como a equagao de Schrodinger e a distribuicao de

campo potencial. De acordo com os autores, o oscilador harmonico é um tipo bastante
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comum de distribuicao de potencial, e um dos modelos mais importantes em mecanica
quantica. Resultados foram obtidos para o caso de 13 geradores do PDE-PV, utilizando

o algoritmo com cinco configuracoes distintas de parametros.

Oliveira et al. (2008) resolveram o PDE-PPV multiperiodo, com restri¢oes de limite de
rampa, zonas de operacao proibidas e limites de fluxo de poténcia ativa nas linhas de
transmissao. Para tanto, utilizaram um algoritmo baseado em estratégias evolutivas, o
qual empregava os operadores evolutivos de recombinag¢ao, mutagao e selecao. O fitness
¢ calculado como a soma do custo de producao e um termo de penalidade quadratica
para a restricao de demanda. Os testes foram realizados para sistemas com 6, 13, 15 e 40

geradores.

No trabalho de Sousa (2008), o problema de FPO foi resolvido através da associagao
de métodos de pontos interiores e métodos de regiao de confianca. A autora utilizou
os métodos de pontos interiores, do tipo primal-dual previsor-corretor para programagao
quadréatica, na resolucao dos subproblemas derivados do método de regiao de confianca.
Os testes foram conduzidos para diversos sistemas, sendo que se concluiu que o nimero
de iteragoes externas, do método de regiao de confianga, é relativamente baixo. Por ou-
tro lado, cada iteragao de regiao de confianca requer a solucao de dois subproblemas de
programagao quadratica, cuja solugao pelo método de pontos interiores requer pratica-
mente o mesmo numero de iteragoes utilizadas pelo método de pontos interiores para
programacgao nao-linear na resolugao direta do FPO. Entretanto, a autora enfatiza que
o algoritmo proposto nao objetiva competir em termos de tempo computacional com o
método primal-dual de pontos interiores classico, mas sim mostrar-se robusto para a re-
solucao de problemas de FPO de convergéncia dificil. Este fato também foi verificado,
uma vez que o algoritmo da autora, que combina regides de confianca e pontos interiores,
conseguiu convergir para a solugao de sistemas criticos, enquanto os algoritmos de pontos

interiores puros nao o fizeram.

Selvakumar & Thanushkodi (2009) propuseram um algoritmo heuristico denominado Oti-
mizagao por Enxame Civilizado (Civilized Swarm Optimization — CSO), que combina o
Algoritmo de Civilizagao da Sociedade (Society-Civilization Algorithm — SCA) com Oti-
mizacao por Enxame de Particulas. No SCA, os individuos sao agrupados em pequenas
sociedades, sendo que os individuos com melhores resultados em cada grupo atuam como
lideres. Este algoritmo se baseia em dois fatos: uma civilizacao progride devido & coope-
ragao entre suas sociedades e os individuos das sociedades melhoram devido a interagao
entre membros da sociedade. Os testes foram realizados em diversas instancias do PDE,

incluindo casos de grande porte com 200 geradores.

Yuan et al. (2009) utilizaram um método hibrido baseado em evolugao diferencial para

resolucao do despacho econémico dindmico com ponto de carregamento de valvula e res-
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trigoes de limite de rampa. O método foi hibridizado com o r-algoritmo de Shor, que
é utilizado ao final do processo para refinar a solucao obtida pelo método de evolugao
diferencial. O r-algoritmo de Shor é um método baseado em subgradientes utilizado na
minimizagao de fungoes nao-diferencidveis. Para tanto, utiliza-se um operador de dilata-
¢ao do espaco, definido a partir de um vetor unitério. Os testes foram conduzidos para
um sistema com 10 unidades geradoras, com um horizonte de planejamento de 24 horas,

mostrando que o método permite a obtencao de solugoes de boa qualidade.

No ano seguinte, Bhattacharya & Chattopadhyay (2010) apresentaram um método hi-
brido de evolucao diferencial com otimizagao baseada em biogeografia. De acordo com
os autores, a biogeografia é modelada a partir do processo de imigracao e emigracao de
espécies entre ilhas, em busca de habitats mais convenientes. Um habitat é uma ilha
(area) que é geograficamente isolada de outras ilhas. A otimiza¢do baseada em biogeo-
grafia utiliza dois mecanismos: migracao e mutacao. O método foi testado em quatro

variantes de problemas de despacho, incluindo o PDE-PV e o PDE classico.

Hemamalini & Simon (2010) apresentaram um método lagrangiano baseado na série de
Maclaurin para resolu¢ao do PDE-PV multiperiodo com restrigoes de limite de rampa.
O autor utiliza a série de Maclaurin para tratar o termo modular senoidal presente na
fungao objetivo de custos com ponto de carregamento de valvula. Em seguida, o método
lagrangiano é aplicado para a resolugao do problema. A validacao do método proposto
foi realizado em um caso monoperiodo de 40 geradores, e em um multiperiodo com 5

geradores.

Khamsawang & Jiriwibhakorn (2010) utilizaram uma abordagem hibrida, combinando
sequéncias de Sobol, enxame de particulas e busca tabu para a resolucao de problemas
de despacho, incluindo o PDE-PV. As sequéncias de Sobol produzem uma sequéncia de
ntmeros entre 0 e 1, em que os sucessivos pontos gerados preenchem os espagos entre os

pontos gerados previamente.

Malik et al. (2010) resolveram o PDE-PPV, bem como uma variante do PDE-PV con-
siderando o sistema de transmissao, combinando Algoritmo Genético (AG) e o método
de Newton. O objetivo dessa abordagem ¢é utilizar os melhores aspectos dos dois méto-
dos: a capacidade de busca pelo 6timo global e a convergéncia rapida quando o ponto
estd proximo do 6timo, respectivamente. Assim, o AG funciona como otimizador global,
encontrando solucoes quase 6timas. A geracao determinada pelo AG, entao, é utilizada

como entrada para o algoritmo que utiliza o método de Newton.

Meng et al. (2010) introduziram um algoritmo de otimizacao por enxame de particulas com
inspiragao quantica. Neste método heuristico, o estado de uma particula é determinado

por bits quanticos e angulos, ao invés da posicao e velocidade das particulas, como nos
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algoritmos por enxame de particulas tradicionais. O mecanismo de atualizacao basico
do algoritmo é a evolugao dos bits quanticos e angulos, de modo que os bits quanticos
preservem a condi¢ao de normalizagao sobre eles imposta. O método proposto foi testado

na resolucao de problemas-teste matematicos e na resolucao do PDE-PV.

No trabalho desenvolvido por Niknam (2010), o autor empregou um método de otimizagao
por enxame de particulas adaptativo, que utiliza sistemas fuzzy, bem como o método de
Nelder-Mead. O sistema fuzzy é utilizado para auxiliar no controle dos parametros da
otimizagao por enxame de particulas. Ja o método de Nelder-Mead foi utilizado como
forma de busca local. Este método é usualmente empregado em otimizacao nao-linear, e
opera de modo a rescalar a regiao viavel, baseado no comportamento local da fungao. A

metodologia proposta foi empregada na resolugao do PDE-PV.

Em Arul et al. (2011), os autores propoem a utilizagdo de um algoritmo de busca harmo-
nica para a solu¢ao do PDE-PV. A busca harmoénica é uma metaheuristica baseada no
processo de desempenho musical que acontece quando um musico busca atingir um melhor
estado de harmonia. A harmonia na misica é o andlogo do vetor de soluc¢bes, enquanto
o comportamento de improvisacao do musico é analogo aos esquemas de busca local e
global. Neste algoritmo, os operadores bésicos de otimizacao sao a memoria harmonica, o
tamanho da memoria harmonica, o nimero de improvisacoes e a taxa de ajuste do som.

O método foi validado utilizando sistemas de 6, 14 e 30 barras.

Hemamalini & Simon (2011) utilizaram um algoritmo de colonia artificial de abelhas para
resolucao do problema de despacho econémico dindmico com ponto de carregamento de
valvula. Neste método heuristico, abelhas artificiais voam pelo espago de busca mul-
tidimensional. Determinados tipos de abelha escolhem fontes de alimento baseadas na
experiéncia prépria, enquanto outras utilizam a experiéncia das companheiras de colméia,
e ajustam suas posi¢oes. Outros tipos de abelha (exploradoras) voam e escolhem alea-
toriamente as fontes de alimento, sem se basear na experiéncia. A quantidade de néctar
encontrada na fonte de alimento representa o fitness da solugao. Quando uma solugao
que representa uma fonte de alimento nao apresenta melhora apds determinado ntmero
de tentativas, entao a fonte de alimento é abandonada e a abelha se torna exploradora.
O método foi validado realizando o planejamento de 5 e 10 unidades geradoras, ao longo
de 24 horas.

Selvakumar (2011) apresentou um método aperfeigoado de entropia cruzada para a resolu-
¢ao do problema de despacho econémico dindmico com ponto de carregamento de valvula.
De acordo com o autor, o método de entropia cruzada se originou como um algoritmo para
minimizagao de variancia para estimar probabilidades de eventos raros. Posteriormente,
ele foi aplicado em problemas combinatorios complexos. No artigo, sequéncias cadticas sao

utilizadas para melhorar o desempenho do método de entropia cruzada. Sem esta estraté-
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gia, de acordo com o autor, o método de entropia cruzada pode sofrer significativamente

com a parada prematura devido a perda de diversidade de solugoes.

Nos trabalhos de Soler (2011) e Soler et al. (2013) é apresentada uma metodologia de-
terministica de resolu¢ao do problema de FPO com variaveis de controle discretas. Para
tanto, desenvolveu-se uma funcao que penaliza a funcao objetivo, quando as variaveis
discretas nao assumem os valores discretos possiveis. A inclusao da funcao de penalidade
na fungao objetivo resulta em um problema de programacao nao-linear que possui apenas
variaveis continuas. A soluc¢ao do problema modificado é equivalente a do problema ori-
ginal. Para a resolucao do problema de programacao nao-linear, utilizou-se um método
de pontos interiores com filtro. A abordagem mostrou-se eficiente para a resolucao de
problemas de FPO, ao ser testada nos sistemas IEEE 14, 30, 118 e 300 barras.

Yasar & Ozyon (2011) empregaram um método hibrido envolvendo busca harménica e o
método de subgradientes modificado, desenvolvido por Gasimov, para resolucao do PDE-
PPV. O método de subgradientes modificado constitui a principal estrutura da abordagem
hibrida, e funciona adicionando as restrigoes do sistema em uma func¢ao lagrangiana au-
mentada nao-diferenciavel, convertendo o problema restrito em um problema irrestrito.
Este problema irrestrito ¢, entao, resolvido pelo método de busca harmoénica. De acordo
com o autor, dentre as principais caracteristicas do método de subgradientes modificado
estd a capacidade de atingir o gap de dualidade nulo para uma ampla quantidade de pro-
blemas nao-convexos e a criagao de uma sequéncia crescente de valores duais, assegurando

a convergencia.

Balbo et al. (2012) apresentaram um método primal-dual previsor-corretor de pontos
interiores para resolugao do PDE classico. O método desenvolvido possui dois tipos de
busca unidimensional: a busca de Fibonacci no passo previsor e a busca de Armijo no
passo corretor. A ideia béasica, segundo os autores, é utilizar uma busca unidimensional
mais precisa no passo previsor (que utiliza aproximagcao de primeira ordem para o calculo
dos residuos), e uma busca mais simples, porém robusta, no passo corretor (que utiliza
uma aproximagao de segunda ordem para o calculo dos residuos). Os autores utilizam o
método apresentado para resolver instancias de 3, 6 e 13 geradores do PDE, e incluem

uma anéalise pos-otimizagao a respeito do preco da energia para os sistemas investigados.

Moradi-Dalvand et al. (2012) propdés um método denominado otimizador por busca em
grupo rapida continua ( Continuous Quick Group Search Optimizer — CQGSO). De acordo
com o autor, dois modelos gerais podem ser identificados na vida em grupo de animais
e na busca por alimentos: compartilhamento de informagoes e um esquema produtor-
usurpador. A primeira dessas caracteristicas ¢ comum em heuristicas do tipo enxame de
particulas, em que cada individuo busca por alimento separadamente e entao compartilha

informagoes com os outros. No modelo produtor-usurpador, um membro que encontra
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mais alimento que outros membros é chamado produtor. Outros membros do grupo sao
chamados usurpadores e seguem o produtor. O CQGSO é uma heuristica inspirada no
modelo produtor-usurpador, em que os membros do grupo sao divididos em trés tipos:
produtor (aquele com melhor fitness no grupo), usurpador (membro que segue o produ-
tor) e o dispersor (um membro que vaga pelo espago do problema). A fungao do dispersor
é aumentar as chances do grupo escapar de minimos locais. Os testes foram conduzidos
em véarias instancias do PDE, com caracteristicas diversificadas: ponto de carregamento
de valvula, restricoes de limite de rampa, zonas de operagao proibidas e perdas na trans-

missao.

Pinheiro (2012) resolveu o problema de FPO reativo, visando a minimizagao de perdas
de poténcia ativa. Para tanto, utilizou um método primal-dual previsor-corretor base-
ado na fungao lagrangiana barreira logaritmica modificada. O autor ainda incluiu uma
estratégia de ajuste cibico para a fungao barreira modificada, bem como uma estratégia
de convergéncia global, variante de Levenberg-Marquardt, a fim de auxiliar o método a
gerar diregoes de descida. O sistema de KKT obtido ao aplicar as condigbes necessarias
de otimalidade & funcao lagrangiana foi resolvido explorando a esparsidade da matriz, de
modo semelhante & proposta desenvolvida no trabalho de Karmarkar. O método proposto

mostrou-se eficiente na resolugao do FPO.

No trabalho de Sajjadi et al. (2012), um método baseado em bom-senso para resolugao
do PDE-PV ¢é apresentado. De acordo com o autor, este nao ¢ um método heuristico,
uma vez que fornece uma tnica solugao toda vez que o algoritmo é executado. O método
consiste basicamente em utilizar os limites minimo e méximo de geracao, bem como
as poténcias ativas geradas em que ocorrem os pontos de carregamento de valvula, para
calcular a soma de todas as possiveis combinacoes de poténcia ativa envolvendo limitantes
de geracao ou pontos de carregamento de valvula de todos os geradores. A partir dessa
lista de combinacoes, escolhe-se a de menor custo que satisfaga a demanda ou, caso isso
nao seja possivel, as que estao mais proximas da poténcia demandada. Neste tltimo caso,
um reajuste de poténcia é realizado no gerador com menor custo incremental, a fim de
satisfazer a demanda. As perdas sdo, entao, calculadas, e a nova demanda passa a ser
dada pela demanda anterior acrescida das perdas. O procedimento é, entao, realizado
novamente, até que a convergéncia seja atingida. Testes realizados com o sistema IEEE-
30 barras mostram que a estratégia é eficiente quando comparada & solugao obtida por
diversas heuristicas, porém uma demonstragao de que a solu¢ao encontrada ¢ um minimo

nao é delineada.

Em Stanzani (2012) e Stanzani et al. (2014) é apresentado um método primal-dual
previsor-corretor de pontos interiores, a fim de resolver o problema multiobjetivo de des-

pacho econémico e ambiental. A autora determinou solugoes eficientes para o problema
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utilizando os métodos da soma ponderada e e-restrito. No caso do método e-restrito,
o problema de despacho econdémico foi condicionado & restricao ambiental, limitada su-
periormente para niveis permissiveis de emissao. Os resultados obtidos demonstraram a

eficiéncia do método, quando comparado a algoritmos genéticos, atavico hibrido e cultural.

Vishwakarma et al. (2012) empregou a heuristica de simulated annealing, inspirada no
processo natural de cristalizacao, isto é, resfriamento de metais, na resolucao do PDE-
PV. Este processo consiste no aumento da temperatura de um metal para um valor em
que ele se funde e, em seguida, um resfriamento controlado é realizado, até a solidificacao
do material. O stmulated annealing tem a capacidade de escapar de regioes de minimo
local através da incorporacao de uma funcao probabilidade para aceitacao ou rejeicao de
novas solugoes. Para o calculo dessa probabilidade, utiliza-se um parametro denominado
temperatura, que ¢ elevado no inicio do processo e reduzido gradativamente. De acordo
com o autor, existem quatro parametros criticos na utilizagao do simulated annealing: a
temperatura inicial, a temperatura final, a taxa de decremento da temperatura e o niimero

de iteragoes em cada temperatura.

Yang et al. (2012) utilizou um algoritmo de vagalumes para resolugdo do PDE-PV. Este
meétodo se baseia no comportamento idealizado das caracteristicas de brilho em vagalumes.
A primeira delas é a de que nao ha distingao entre os vagalumes, isto é, um vagalume é
atraido por outros vagalumes, independentemente do sexo. A segunda caracteristica é que
a atratividade é proporcional ao brilho, de modo que para quaisquer dois vagalumes, o
menos brilhante se movera na direcao do mais brilhante. A atratividade é proporcional ao
brilho e diminui conforme a distancia aumenta. Se nenhum vagalume é mais brilhante que
um vagalume em particular, o movimento é aleatério. A terceira caracteristica é o fato de
que o brilho ou intensidade de luz de um vagalume ¢ afetado ou determinado pelo ambiente
da funcao objetivo a ser otimizada. Para tratar das restri¢coes do problema, o método

utiliza uma funcao penalidade, semelhante as empregadas em métodos deterministicos.

No ano seguinte, Basu & Chowdhury (2013) utilizaram um algoritmo denominado Cuckoo
Search na resolucao de problemas de despacho econdmico, incluindo geracao edlica e com-
pra de energia. A ideia basica deste algoritmo é baseada no comportamento parasitario
obrigatorio de algumas espécies de cuco em combinagao com os padroes de comporta-
mento de voo de Lévy apresentado por determinados tipos de péssaros e moscas de fruta.
Voos de Lévy podem ser entendidos como cadeias de Markov, com aplicagoes no estudo de
movimentos animais em busca de alimento e outros fenémenos naturais. Muitas espécies
de cucos adotam estratégias de reprodugao agressivas, deixando seus ovos em ninhos de
outros passaros. Caso o passaro descubra o ovo do cuco intruso, ele pode jogar os ovos fora
ou abandonar o ninho para construir um novo em outro lugar. Desse modo, o algoritmo

Cuckoo Search se baseia em trés regras. A primeira é de que cada cuco bota um ovo de
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cada vez, que é deixado aleatoriamente em algum dos ninhos disponiveis. A segunda é
de que os melhores ninhos com ovos de alta qualidade (melhor solugao) serao transferidos
para a proxima geracao. A terceira hipotese é de que o nimero de ninhos é fixo, e que
cada ovo deixado por um cuco é descoberto com uma probabilidade no intervalo [0, 1].
Neste caso, o passaro que construiu o ninho pode jogar o ovo fora ou abandonar o ninho
e encontrar um novo lugar para construir um completamente novo. Os resultados da
abordagem mostraram sua eficiéncia, quando comparada a outras heuristicas disponiveis

na literatura.

Gongalves et al. (2013) utilizaram um método hibrido, combinando algoritmos culturais e
sistemas imunologicos artificiais para resolu¢ao do PDE-PPV. Os sistemas imunolégicos
artificiais herdam determinadas caracteristicas inspiradas no sistema imune biologico. O
sistema imune biolégico envolve agentes denominados anticorpos, que interagem com os
outros visando impedir danos ao organismo causados por agentes invasores, ditos anti-
genos. No sistema imunologico artificial desenvolvido pelo autor, o principal mecanismo
utilizado foi a sele¢ao clonal, que consiste em selecionar para proliferar aquelas células
que sao capazes de reconhecer os antigenos. O algoritmo hibrido elaborado utiliza o es-
paco de crengas do algoritmo cultural para extrair informagoes dos anticorpos e utiliza
este conhecimento como guia para gerar novos anticorpos e melhorar o desempenho do

sistema imunologico artificial.

Benasla et al. (2014) propuseram um algoritmo de otimizacao espiral para resolu¢ao do
PDE-PV, bem como do despacho econdémico e ambiental. Esta metaheuristica ¢ inspirada
em fendmenos espirais que ocorrem na natureza, em especial a espiral logaritmica que
aparece em fendmenos como ciclones tropicais, tornados e galaxias. Segundo os autores, a
abordagem apresenta as seguintes vantagens: poucas variaveis de controle, capacidade de
busca local, resultados rapidos, uso féacil, estrutura simples e as fases de diversificagao e
intensificagao ocorrem no mesmo processo. O método explora as possiveis combinacoes de
matrizes de rotacao envolvendo dois eixos. De acordo com os autores, o método apresenta

diversificacao nas fases iniciais e intensificag@o no centro da espiral nas fases finais.

Binetti et al. (2014) apresentaram um algoritmo deterministico baseado em leildo dis-
tribuido para resolu¢ao de problemas nao-convexos de despacho econdémico. O método
utiliza técnicas de leilao e protocolos de consenso para resolugao do problema. De acordo
com o autor, a resolucao da maioria dos problemas de despacho econémico nao-convexo
é realizada através de heuristicas de modo centralizado, o que nao é viavel no ambiente
dos smart-grids. Dai a necessidade de utilizacao de algoritmos distribuidos que sejam
imunes as variagoes topologicas. Cada unidade geradora calcula localmente valores utili-
zados como lances no mecanismo de leilao. Estas unidades enviam seus lances para suas

vizinhas em um grafo de comunicacao do sistema e que fornece o fluxo de informagoes
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necessario. Um procedimento de consenso é utilizado para compartilhar os lances entre
os agentes da rede e fechar o leilao. Como resultado, a distribuicao de poténcia gerada
entre as unidades é atualizada e o custo de geragao minimizado. Os testes mostraram que

a estratégia é viavel, oferecendo boas solugoes.

Em Borckmans et al. (2014), um algoritmo baseado em subgradiente Riemanniano é apre-
sentado para resolugao do PDE-PPV. Para tanto, o autor utiliza o fato de que a restri¢ao
de satisfagao de demanda do PDE-PPV determina a equacao de um elipséide, que ad-
mite uma estrutura natural de variedade Riemanniana. Devido & nao-diferenciabilidade
da funcao objetivo, o autor propoe-se a utilizar os conceitos do célculo generalizado de
Clarke para determinar um método de resolugao para o problema. A técnica desenvolvida
explora a geometria da regiao factivel do PDE-PPV, que é obtida pela porcao do elip-
soide delimitada pelas restrigoes de canalizacao de geragao. Um subgradiente projetado é
computado sempre que os iterandos se aproximam de um ponto de nao-diferenciabilidade,
visando gerar uma sequéncia de pontos factiveis. Para tanto, é adotado um parametro
de proximidade que, de acordo com os autores, pode influenciar no funcionamento do
método. Outro fato que o autor destaca é que o conjunto factivel do PDE-PPV pode
apresentar mais de uma componente conexa, porém isto nao ocorreu em nenhuma das

instancias testadas.

Como se pode notar, diversos trabalhos tratam da resolucao de problemas de despacho.
Entretanto, quando a nao-diferenciabilidade causada pelos pontos de carregamento de
valvula se faz presente, a maioria das abordagens sao heuristicas ou hibridas, com poucos
enfoques deterministicos de resolugao. Neste sentido, o objetivo deste trabalho é apresen-
tar um método de otimizacao deterministico para resolucao do PDE-PV e suas variantes.
O método proposto, assim como a maioria dos métodos deterministicos, é essencialmente
um minimizador local. Entretanto ele pode ser utilizado para a resolucao direta do PDE-
PV visando determinar minimos locais, ou associado a algum outro tipo de método de

busca global, como métodos heuristicos.
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Capitulo 4
Métodos de Otimizacao Restrita

Neste capitulo sao apresentados alguns métodos basicos utilizados na solucao de problemas
de otimizacao nao-linear e que estao relacionados ao método de solugao central deste
trabalho. As principais defini¢oes e resultados da teoria de otimizagao nao-linear podem

ser encontradas no Apéndice B.

Abordam-se os problemas restritos e sua conversao em problemas irrestritos através da
funcao Lagrangiana, bem como os métodos de penalidade e barreira. A parte final do
capitulo é coroada com as ideias essenciais do método de rescalamento nao-linear, e sua

versao para a funcao barreira modificada.

4.1 Introducao & otimizacao

Problemas de otimizagao podem ser entendidos como a busca pela melhor solugao possivel,
para determinado critério expresso por uma funcao objetivo, dentro de um determinado
conjunto de possibilidades de solu¢ao (denominado conjunto factivel). Estes problemas
sao encontrados em diversas areas do conhecimento — como engenharia, economia, fisica,
biologia e agronomia — e usualmente modelados como minimiza¢ao ou maximizacao do

valor da fungao objetivo.

Os primeiros rudimentos de otimizacao ja podem ser notados na antiguidade, quando Eu-
clides verificou que o retangulo de maxima area, entre todos aqueles que possuem o mesmo
perimetro, é um quadrado. Entretanto, passos significativos para o desenvolvimento da
teoria de otimizagao somente foram dados a partir da introducao do calculo diferencial,

por Newton e Leibniz.

Até a década de 1940, a teoria de otimizacao para varias variaveis ainda era pouco desen-
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volvida. Com o advento do computador e a necessidade de alocagao dos recursos durante
a segunda guerra mundial, a otimizacao ganhou grande impulso. Nesse cenério, o desen-
volvimento do método simplex, por Dantzig, em 1947, foi de fundamental importancia.
Desde entao, a area de otimizagao passou a se desenvolver a um ritmo acelerado, impul-
sionada pelo aperfeicoamento dos equipamentos computacionais e do conhecimento cada

vez mais profundo de suas bases tedricas.

Nos anos 60 e 70, um campo de investigagao cuja importancia aumentou foi o do estudo
da complexidade computacional. Com estes estudos, o interesse por algoritmos de tempo
polinomial aumentou, e os algoritmos ditos “rapidos” passaram a ser aqueles para os quais
havia garantia de resolu¢ao em tempo limitado superiormente por um polinémio relaci-
onado ao tamanho do problema. O método simplex era, na pratica, bastante eficiente e
capaz de resolver problemas lineares de grande porte. Entretanto, Klee & Minty (1972)
mostraram que o método simplex nao possui complexidade de tempo polinomial, ao apre-
sentar uma classe de problemas em que o método teria que visitar todos os vértices da
regiao factivel para atingir a solugao 6tima. Este fato incentivou a busca por métodos

alternativos ao simplex.

O final da década de 50 e o inicio dos anos 60 também foram marcados pelo aparecimento
dos primeiros métodos baseados em penalidade e barreira para resolucao de problemas
nao-lineares restritos, fundamentados nos trabalhos de Frisch (1955) e Carroll & Fiacco
(1961). De acordo com Wright (2004), os métodos de penalidade e barreira foram especial-
mente populares, ambos motivados pela minimizag¢ao de uma funcao composta que reflete
a funcao objetivo original bem como a influéncia das restrigoes. Os métodos modernos de
pontos interiores estao intimamente associados aos métodos de barreira desenvolvidos na
década de 60. Apesar de terem sido amplamente utilizados na década de 60, os métodos
de barreira sofreram uma queda de popularidade a partir da década de 70 por varios
motivos, em particular devido as preocupacoes com mau-condicionamento. A medida em
que métodos de penalidade e barreira comegaram a sair de cena, as abordagens dominan-
tes passaram a ser baseadas diretamente nas condigoes de otimalidade para otimizagao
restrita, especialmente nas propriedades da funcao Lagrangiana. Métodos de Lagrangiana

aumentada se tornaram populares, e continuam até os dias de hoje.

No ano de 1979, Leonid Khachian prop6s o primeiro algoritmo de tempo polinomial
para programacao linear, e que ficou conhecido como método dos elipsoides. Contudo,
na pratica, verificou-se que o desempenho do método dos elipsoides foi inferior ao do
método simplex, fazendo com que ele fosse pouco utilizado. Em 1984, Karmarkar (1984)
anunciou um algoritmo de tempo polinomial para programacao linear, para o qual ele
havia noticiado solugoes com tempo 50 vezes mais rapidas que o método simplex. Essa

nova metodologia se tornou o que denominamos métodos de pontos interiores.
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A transformagao sugerida por Karmarkar, contudo, era relativamente complexa, uma vez
que requeria uma mudanga no problema original. Este aspecto foi aperfeicoado através
dos trabalhos de Barnes (1986) e Vanderbei et al. (1986) que redescobriram, independen-
temente, a transformacao projetiva desenvolvida por Dikin (1967) anos antes. Com esta
transformacao, o problema poderia ser resolvido utilizando sua forma padrao. O algo-
ritmo de Dikin ficou conhecido como algoritmo afim, e sua convergéncia foi demonstrada
nos trabalhos de Barnes (1986) e Vanderbei et al. (1986). Uma variante do algoritmo de
Karmarkar, para resolucao de problemas de programacao linear com restrigoes de desi-
gualdade, foi proposta por Adler et al. (1989), o qual ficou conhecido como Algoritmo
Dual-Afim. Apesar do bom desempenho que estes métodos demonstraram e das trans-
formacgoes bem mais intuitivas e simples que empregavam quando comparadas & proposta
originalmente descrita por Karmarkar, a prova da complexidade de tempo polinomial para

os mesmos nao foi obtida.

A complexidade de tempo polinomial somente veio a ser demonstrada quando foi proposta
a incorporacao de uma fungao barreira logaritmica ao problema de programacao linear
original, a fim de evitar que uma solugao interior se aproximasse demais da fronteira,
causando mau condicionamento, parada prematura do método ou obtencao de solugoes
insatisfatorias. Nesta classe de métodos, podem-se citar os métodos de pontos interiores
que utilizam a fungao objetivo penalizada pela funcao barreira logaritmica, desenvolvida
por diversos autores, como Renegar (1988), Megiddo & Shub (1989), Vaidya (1990) e Ye
(1991), e os métodos de trajetoria central propostos, por exemplo, em Monteiro & Adler
(1989) e Gonzaga (1990). Ye (1991) aponta que, em todos estes métodos, ¢ utilizada
a técnica de escalamento e a resolucao de um problema de minimos quadrados ocorre a
cada iteracao. Em 1992, Mehrotra (1992) apresentou outro variante, o método da barreira
logaritmica primal-dual previsor-corretor, em que a cada iteragao é dado um passo previsor

e um passo corretor, resultando em direcoes de busca melhores.

Os métodos de pontos interiores supracitados apresentaram bons resultados computacio-
nais em problemas de grande porte de otimizagao linear. Entretanto, conforme Murray
(1971) e Wright (1994), em problemas de otimizagao linear e, principalmente, em proble-
mas nao-lineares, de grande porte, os métodos de penalidade através da fungao barreira
logaritmica apresentam o problema de mau condicionamento das matrizes hessianas a

medida em que o método se aproxima da solucao do problema.

Visando amenizar este problema, em 1992, Polyak (1992) propds o método da fungao bar-
reira modificada, que era a juncao da funcao lagrangiana classica e da barreira classica.
O objetivo deste método era evitar algumas dificuldades até entao presentes nos métodos
de pontos interiores que utilizavam a estratégia de barreira. As fungdes de barreira modi-

ficada apresentadas por Polyak visavam transformar um problema restrito em irrestrito,
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resolvendo uma sequéncia de problemas irrestritos até atingir a solucao 6tima. Em 1996,
uma variante do método de barreira modificada de Polyak foi proposto por Breitfeld &
Shanno (1996), introduzindo-se uma estratégia de extrapolacao quadratica para os ter-
mos logaritmicos. Os resultados mostraram que esta estratégia permitiu a convergéncia

do método em situagoes que apenas a funcao barreira modificada nao obtinha sucesso.

O trabalho de Polyak veio a ser estendido para uma teoria mais ampla, denominada resca-
lamento nao-linear, através de uma série de trabalhos (Polyak & Teboulle, 1997; Polyak,
2002). Utilizando os conceitos desenvolvidos por Polyak e a teoria de rescalamento nao-
linear, que pode ser entendida como um método de pontos exteriores, Griva (2004) com-
binou os métodos de pontos interiores tradicionais, que sao robustos e possuem resultados
de convergéncia global, com os métodos de pontos exteriores, que possuem boas propri-
edades de convergéncia local. Os resultados mostraram que a combinac¢ao dos métodos
levou a resultados superiores que apenas utilizar um método individualmente. Posteri-
ormente, Griva & Polyak (2006) apresentaram um método primal-dual de rescalamento

nao-linear globalmente convergente.

No trabalho de Polyak (2008), é introduzido um método primal-dual de pontos exteriores
para problemas de otimizagao convexa, baseado no método de rescalamento nao-linear.
No método de rescalamento nao-linear existe uma alternancia no célculo varidveis primais,
através da minimizacao irrestrita da funcao Lagrangiana, com a atualizagao dos multipli-
cadores de Lagrange e parametro de rescalamento. No referido artigo, o autor substitui
esta forma de atualizagao por um sistema primal-dual de equagoes, que é resolvido através

do método de Newton, originando o método primal-dual de pontos exteriores.

Em 2014, Polyak (2014) mostrou que existem conexoes entre os métodos primais exteriores
e os métodos duais de pontos interiores. Para tanto, utilizou-se de uma transformagao
Lagrangiana, e mostrou que o método primal exterior com transformacao Lagrangiana é
equivalente ao método dual de elipsoide interior. Mostrou-se, ainda, que a aplicacao do
método da transformagao Lagrangiana associado a transformagao de barreira modificada

para programacao linear, conduz ao método afim escala de Dikin.

Atualmente, apo6s passarem por varias modificagoes e desenvolvimentos, os métodos de
pontos interiores e exteriores tém sido largamente utilizados na solucao de problemas
de otimizacao linear, nao-linear e inteira. Na engenharia elétrica, os métodos de pontos
interiores e exteriores podem auxiliar na tomada de decisao, como no trabalho de Pinheiro
et al. (2014), em que a fungao barreira modificada, associada a estratégias de convergéncia

global e ajuste ciibico, foi aplicada & resolucao do problema de FPO reativo.
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4.2 Meétodos de otimizacao

Os principais aspectos tedricos da teoria de otimizacao podem ser encontrados no Apén-
dice B. Agora, sao apresentados alguns métodos que podem ser utilizados em problemas
de otimizacao restrita. De particular interesse para este trabalho sao os métodos de pe-
nalidade e barreira, que constituem a base do método que sera apresentado no préximo
capitulo. Os conceitos teoricos abordados no Apéndice B, especialmente as condicoes de
otimalidade e a teoria de dualidade, permitem delinear diversos métodos que podem ser
uteis a resolugao de problemas restritos. Nesta secao, mostra-se como estes métodos po-
dem ser utilizados de modo a converter um problema restrito em um problema irrestrito

equivalente.

4.2.1 Método Dual-Lagrangiano

De acordo com Pinheiro (2012), o método dual-Lagrangiano ¢ pouco utilizado na pré-
tica, mas de grande importancia devido aos conceitos tedricos que o mesmo incorpora
e que estao relacionados a teoria de dualidade desenvolvida no Apéndice B. Para tanto,

considera-se o seguinte problema de programacao nao-linear:

minimizar f(x)

sujeito a  g(x) (4.1)

0
h(x) <0

N

emque f: R" - R, g: R* — R™, h:R"” — RP sao funcoes de classe C?, ¢ € Q) C R",

com §) um conjunto aberto.

Associado a ele, temos a funcao Lagrangiana:
m p
Lz, A\ v) = f(x)+ Z Nigi(x) + Z vih;(x). (4.2)
i=1 j=1

em que \;, ¢ = 1,...,m sao os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes de
igualdade e v; > 0, 7 = 1, ..., p sao os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes

de desigualdade.

O método dual-Lagrangiano segue o forte indicativo apresentado pelo teorema do ponto
de sela: um ponto (x*, A*, v*) que seja 6timo, com gap de dualidade nulo, deve satisfazer
a condicao de ponto de sela. Isto é, quando os multiplicadores de Lagrange estao fixos
em (A*,v*), £* deve ser um ponto de minimo para a funcao L(x, A*,v*). Por outro

lado, quando as variaveis primais sao fixadas em x*, entao (A*, v*) deve ser um ponto de
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méaximo para £(x*, A,v). Com base nesse teorema, podemos esbogar um algoritmo para,

o método dual-Lagrangiano (Algoritmo 1).

Algoritmo 1: Método Dual-Lagrangiano

1 A partir do problema (4.1), determine a fungao Lagrangiana associada (4.2);

2 Faca k = 0 e entre com os dados iniciais: ponto inicial ° € € e multiplicadores
de Lagrange A\’ e v° > 0;

3 enquanto as condicoes de KKT nao forem satisfeitas em =¥, A\* e v* faga

4 Resolva o problema Lagrangiano abaixo, com A* e v/* fixos:

m p
wmin f(@) + Y M) + Y vih(@)
i=1 j=1

e obtenha uma solucdo x**1;

5 A partir da solucao £**! determinada, atualize os multiplicadores de
Lagrange, utilizando alguma heuristica: A*+1 = AF + AXF e LFF! = Uk - Ak,
6 Faca k =k + 1.

A atualizacao dos multiplicadores de Lagrange pode ser feita de diversas maneiras. De
acordo com Campanha (2011), como se deseja maximizar nas variaveis duais, pode-se

adotar a direcao do gradiente para realizar a atualizacao, de acordo com a seguinte ex-

E)(-) e

na qual a é um passo a ser determinado por uma busca unidimensional e o vetor s é

pressao:

definido por:

hj(aht! P> 0
5 — { (@), se 1) (4.4)

max{0, h;(x"')}, se vf =0
para j =1,...,p.

Na prética, a utilizagao do método dual-Lagrangiano é limitada, devido a possibilidade de
ocorréncia do gap de dualidade, levando a divergéncia ou a solugoes diferentes da 6tima.
Além disso, o emprego dos multiplicadores de Lagrange implica em um aumento no ni-
mero de variaveis do problema. Por outro lado, este método é comumemente empregado
com outros métodos, inclusive os que serao apresentados nas segoes posteriores. Cabe
lembrar que no problema de FPO, sob determinadas hipoteses sobre a resisténcia dos
transformadores, pode-se assumir que o problema de otimizagao apresenta gap de duali-
dade nulo, quando a func¢ao objetivo é de perdas ou de custo quadratico de geragao. Esta
condicao é valida, inclusive, em sistemas comumente testados para verificar a eficiéncia
de métodos computacionais, como os disponiveis no banco de dados da IEEE (Lavaei &
Low, 2012).
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4.2.2 Método de Penalidade

Seja o problema de programacao nao-linear (4.1). A ideia fundamental do método de
penalidade para a resolu¢ao do problema restrito (4.1) é a utilizagdo de uma sequéncia
de problemas irrestritos baseados em um parametro de penalidade, cujas solugoes, no
limite, convergem para a solugao do problema restrito. Os problemas irrestritos a serem
resolvidos utilizam uma fungao objetivo auxiliar que envolve a fungao objetivo original ou
a funcao Lagrangiana, associada a uma fungao penalidade, que impoe um custo quando

restri¢oes sao violadas, isto ¢, penaliza os pontos infactiveis.

No método de penalidade, o processo iterativo pode se dar através de pontos que sao
infactiveis. Um pardmetro de penalidade crescente, o € R7, ¢ imposto a fungao penalidade
e determina o grau de severidade da penalizacao realizada. A funcao auxiliar do método

de penalidade é da forma:
fo(x) = f(z) + oP(x). (4.5)

de modo que o problema irrestrito a ser resolvido, denominado problema de penalidade,

€ expresso por:
minimizar f,(x)

(4.6)
sujeitoa x € (2

Em geral, quanto maior o valor de o, maior é a énfase sobre a factibilidade. Isto é, ao
resolver o problema irrestrito com a funcao auxiliar f,(x), conforme o — oo e P(x) — 0,
espera-se que a solucao do problema de penalidade convirja para a solucao 6tima x* do

problema original. A fun¢do penalidade, P, associada ao problema (4.1) é dada por:
p
P(x) =) (lgi(®) + D plhy(=)), (4.7)
: =

em que ( : R - R ey : R — R sao fungoes continuas, satisfazendo as seguintes

propriedades:

{ay):o, sey=0 {s@(y)ZO, sy <0 4

C(y) >0, sey#0 o(y) >0, sey>0

A funcao ( penaliza a violagao das restri¢goes de igualdade, enquanto ¢ penaliza a violagao

das restri¢oes de desigualdade. As fungoes penalidade tradicionalmente utilizadas sao:

Cy)=1ly" e oy = (max{0,y}), (4.9)

em que [ é um numero inteiro positivo. Em particular, se § = 2, dizemos que P é
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uma fungao penalidade quadratica. Uma vez que se deseja que f,(x) — f(x) quando
o — 00, entao o produto cP(x) — 0, ou seja, o parametro o deve tender ao infinito de
modo mais lento que P(x) se aproxima de 0. Por conseguinte, o valor oP(x) também
pode ser utilizado como critério de parada para o método, quando seu valor absoluto for
suficientemente pequeno. Um algoritmo para o método de penalidade é apresentado no

Algoritmo 2.

Algoritmo 2: Método de Penalidade

1 A partir do problema (4.1), determine a fungao penalidade associada;

2 Faca k = 0 e entre com os dados iniciais: ponto inicial £°, pardmetro de
penalidade ¢° > 0, parametro de atualizacdo da penalidade xk > 1 e precisdo ¢;

s enquanto |o*P(x*)| > € e ||V [, (x*)|| > ¢ faca

4 Resolva o problema de penalidade (4.6) com o* fixo:

rnelg f(x) + " P(x)

e obtenha uma solucio x**!;

Atualize o pardmetro de penalidade por o

5 k+1 k
6 | Fagak="F+1.

= Ko";

De acordo com Griva et al. (2009), os métodos de penalidade sdo mais indicados para
tratamento das restrigoes de igualdade. Apesar de também serem capazes de tratar
desigualdades, os problemas irrestritos obtidos normalmente nao possuem derivadas de
segunda ordem continuas, de modo que métodos de barreira sao preferiveis. Quando
os métodos de penalidade sao associados a funcao Lagrangiana, dao origem a métodos

conhecidos como Lagrangiana aumentada.

Do ponto de vista pratico, a utilizagao de métodos de penalidade pode encontrar di-
ficuldade quando os valores do parametro de penalidade o é elevado, devido ao mau-
condicionamento da matriz Hessiana. Além disso, a escolha do parametro de penalidade
inicial e do fator de atualizacao do mesmo deve ser feita de maneira criteriosa, a fim de

evitar a parada prematura do método.

4.2.3 Meétodo de Barreira

Os métodos de barreira sao desenvolvidos para tratar de problemas com restri¢coes de

desigualdade, cujo interior da regiao viavel é nao vazio, isto é, problemas no formato:

minimizar x
/(@) (4.10)
sujeitoa  h(x) >0
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no qual assumiremos que f : R — R, h : R® — R? sao funcoes de classe C?, & € 2 C R™,

com {2 um conjunto aberto.

Os métodos de barreira se assemelham ao método de penalidade, uma vez que convertem o
problema (4.10) em um problema irrestrito, o qual deve ser resolvido para uma sequéncia
de parametros de barreira que se aproxima de (. Neste caso, cada uma das restrigoes
de desigualdade é tratada através de uma funcao barreira, que é incorporada a funcao

objetivo original, dando origem a uma fungao auxiliar.

A diferenca basica entre os métodos de penalidade e barreira é que este tdltimo é um
método estritamente factivel: os pontos estao sempre no interior da regiao factivel, ao
longo do processo iterativo. Dai a necessidade de assumir que, neste caso, o interior da

regiao factivel determinada pelas restri¢oes é nao-vazio, isto €,
X={zeQ:h(x)>0}+£0.

O
Além disso, assume-se que todo ponto factivel que nao esteja em X, isto é, situado na
O
fronteira, pode ser arbitrariamente aproximado por um elemento de X, ou seja, é um

ponto de acumulagao do conjunto X.

Os métodos de barreira preservam a factibilidade criando uma barreira que mantém os
pontos iterandos no interior da regiao factivel, sendo por isso também conhecidos como

métodos de pontos interiores. Neste método, a funcao auxiliar assume a forma:

ful@) = f(@) + uB(@) (4.11)

em que ¢ € R% é denominado pardmetro de barreira e B ¢ a funcao barreira. Desta forma,

o problema irrestrito a ser resolvido, conhecido como problema barreira, ¢ dado por:

minimizar f,(x) (4.12)
sujeito a @« € X |

A funcao barreira B associada ao problema (4.10) é da forma:
P
B(z) =Y ¢(hy(x)), (4.13)
j=1

em que ¢ : R} — R ¢ uma funcao continua com as seguintes propriedades:

o(y) 20, sey>0
lim ¢(y) = oo

y—07t

(4.14)
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As fungoes barreira mais comumente utilizadas sao aquelas em que:
o(y) = (4.15)

6(y) = — In(min{L, y}) (4.16)

Observa-se que a funcao em (4.16) é nao-diferenciavel. De acordo com Lage (2013) as
propriedades em (4.14) apenas precisam ser satisfeitas na vizinhanga de y = 0, de modo

que podemos tomar:

¢(y) = —In(y). (4.17)

A fungao barreira em (4.15) é denominada barreira cldssica ou inversa e foi apresentada
por Carroll & Fiacco (1961), enquanto que a apresentada em (4.17) é denominada barreira

logaritmica e foi introduzida por Frisch (1955).

Naturalmente, a medida que a resolucao dos problemas irrestritos é realizada, deseja-se
que puB(x) — 0, conforme & — x*. Se a solu¢do 6tima x* do problema original esta na
fronteira da regiao factivel, entdo quando  — x* tem-se que B(x) — oo, de modo que
é necessario que o parametro de barreira ;1 — 0 mais rapidamente que a fungao barreira
B(x) — oo, a fim de que ocorra uB(x) — 0. Esta redugdo no parametro de barreira
visa reduzir o efeito do termo de barreira, a fim de que os pontos iterandos possam,

gradualmente, se aproximar da fronteira da regiao factivel.

Portanto, da mesma maneira que no método de penalidade, o produto puB(x) pode ser
utilizado no critério de parada do método. Caso o valor absoluto de uB(x) nao seja
menor que a precisao desejada, o parametro de barreira deve ser reduzido utilizando
alguma heuristica, e o problema barreira deve ser resolvido novamente. Um algoritmo

para o método de barreira ¢ delineado a seguir (Algoritmo 3).

Algoritmo 3: Método de Barreira

1 A partir do problema (4.10), determine a fungao barreira associada;

2 Faca k = 0 e entre com os dados iniciais: ponto inicial 2° € X , parametro de
barreira pu° > 0, pardmetro de atualizacdao da barreira 0 < 7 < 1 e precisao € > 0;

s enquanto |fB(z*)| > ¢ faca

4 Resolva o problema barreira (4.12) com p* fixo:

min f(a) + 1*B()

o
reX

e obtenha uma solucao x*+!;

Atualize o parametro de barreira por ! = 7u*;
6 | Facak="F+1.

Do ponto de vista pratico, uma das dificuldades do método de barreira é a escolha de

26



[¢]

um ponto inicial que pertenga ao interior da regiao factivel (X'). Além disso, conforme o
parametro de barreira é reduzido, os problemas podem se tornar mais dificeis de serem
resolvidos, principalmente devido ao mau-condicionamento da matriz hessiana. Assim
como no método de penalidade, a escolha do parametro de barreira inicial e seu fator de

atualizagao deve ser feita de modo cuidadoso para evitar instabilidades numéricas.

4.2.4 Método de Rescalamento Nao-Linear e de Barreira Modi-

ficada

Em 1992, Polyak (1992) desenvolveu e apresentou uma teoria de métodos da fungao
barreira modificada, como forma de tratar as restricoes de desigualdade em problemas de
otimizagdo. A fungao barreira modificada pode ser vista, de acordo com Pinheiro (2012),
como uma funcao Lagrangiana aumentada interior. Da mesma forma que nos outros
métodos apresentados, a ideia do método da funcao barreira modificada é a resolucao
de uma sequéncia de problemas irrestritos, até a convergéncia com determinada precisao

para a solucao 6tima do problema original.

A fim de tratar deste método, considere um problema no formato:

minimizar f(x)
(4.18)
sujeitoa  h(x) >0

no qual assumiremos que f : R"” — R, h : R® — R” sao funcoes de classe C?, & € ) C R™,

com {2 um conjunto aberto.

Posteriormente, Polyak estendeu a teoria da funcao barreira modificada a uma teoria
mais geral, denominada rescalamento nao-linear, que incorpora a funcao barreira modi-
ficada, bem como outras fungoes que satisfazem determinadas propriedades. No método
de rescalamento nao-linear, é feita uma transformacao na fungao objetivo e/ou restrigoes
obtendo um problema equivalente com a mesma regiao factivel. A transformacao nao-
linear utilizada é uma fungao suave e depende de um parametro positivo, e usualmente
¢ denominada funcao de rescalamento. Os multiplicadores de Lagrange das restri¢oes

modificadas sao, normalmente, chamados de estimadores.

De acordo com Polyak & Teboulle (1997), uma fungao de rescalamento ¢ uma fungao v
de classe C?, definida sobre um intervalo (a,+00), com —oo < a < 0, ¥(a) = —occ e

Y'(a) = +oo satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) ¥(0) =0ey'(0) =1,

(i) ¢ é estritamente crescente, isto é, ¢/(t) > 0,
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(iii) 1 é concava, isto é, ¥"(t) < 0,

(iv) lim ¥'(t) = 0.

t—+o00

Denota-se a classe das fungdes de rescalamento por W. Dada ¢ € ¥, o problema (4.18)
¢é convertido no seguinte problema equivalente devido as propriedades da funcao 1, utili-

zando um parametro p > 0:

minimizar f(x)
(4.19)
sujeito a  —pb(pth(2)) <0, j=1,..p

A transformagao acima nao altera o conjunto de solugoes 6timas (Polyak & Teboulle,
1997). Por outro lado, o problema transformado (4.19) possui a vantagem de que, sendo
a fungao ¢ definida em (a,+00), os valores de & podem ser tais que u th;(z) > a
se, e somente se, hj(x) > ap. Como a < 0 implica que ap < 0, isto corresponde a
uma relaxagao da regiao factivel permitida para o processo iterativo, ja que pode-se ter

ap < hj(x) < 0ou h;(x) > 0, para todo j =1,..., p.

A regiao factivel relaxada, X , portanto, pode ser vista como a uniao da regiao factivel
original X = {x € Q : h(x) > 0}, com uma regiao adicional que depende do parametro
p, dada por X, = {& € Q : au < h(z) < 0}. A medida em que o parametro de
barreira/relaxacao p — 0, tem-se que ap — 0, de modo que a regido relaxada, no limite,

torna-se a regiao factivel original.

A fungdo Lagrangiana associada ao problema original, £ : R" x RY, — R, é expressa por:
P

L(a),l/) :f(CB)—Zthj(w), (420)
j=1

em que v; = 0, j = 1,...,p sao os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes de
desigualdade. Por outro lado, a funcéo Lagrangiana £, : R" x RY. — R, associada ao

problema transformado, é dada por:
p
Cu@,8) = f(@) — u > 500 hy(@)). (4.21)
j=1

em que 0;, j = 1,...,p sao os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes de
desigualdade transformadas ou estimadores dos multiplicadores de Lagrange. A relaxacao
da regiao factivel garante que, diferentemente dos métodos de barreira, nos métodos
baseados em rescalamento nao-linear a fungao Lagrangiana £,(x, ) é definida na fronteira

da regiao factivel do problema original, para qualquer valor p > 0.

Para resolver o problema pelo método do rescalamento nao-linear, as ideias empregadas
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nos métodos dual-Lagrangiano e de barreira sao utilizadas: os valores dos estimadores
dos multiplicadores de Lagrange em uma iteracao k, 6%, e do parametro de barreira, u*,
sao fixados, e a funcao Lagrangiana é minimizada em . Caso a convergéncia nao tenha
sido atingida, os estimadores dos multiplicadores de Lagrange e o parametro barreira
sao atualizados, e o procedimento de minimizagao da Lagrangiana é repetido. Assim, o

problema a ser resolvido é da forma:

minimizar £ ,(x, ) 0
ul Z (" () 2

~

sujeitoa x e X
para 0;, j = 1,...,p e u fixos.

A seguir, investiga-se a questao de como atualizar os estimadores dos multiplicadores de
Lagrange. Aplicando as condi¢oes de otimalidade sobre a fungao Lagrangiana do problema
transformado em (4.21), e assumindo que uma nova solugao z**! foi determinada, tem-se

que:

-1

Valu(@*1, ") = V(@) 'fzaw (@) () k() = 0

se, e somente se, V f(x"™) Z Skl hi(x"1))Vh, (") = 0.

Como se deseja que a condicao de estacionariedade também seja verificada para o pro-
blema original, Polyak & Teboulle (1997) sugerem que o estimador do multiplicador de

Lagrange seja atualizado por:
5 = 55 (1) (@), =1, (4.23)

Dessa forma, considerando a Lagrangiana do problema original (4.20), tem-se que:
me<wk+l’5k+l) k+1 de#»th kJrl) (424>

Um ponto importante a se notar é que, sendo §° > 0, a propriedade (ii) da fungao de
rescalamento garante que os estimadores das iteragoes seguintes também serao tais que

6% > 0. O procedimento abordado nesta secao é eshocado no Algoritmo 4.

Em seu trabalho, Polyak & Teboulle (1997) apresentam algumas fungoes de rescalamento,

a saber:

1. Rescalamento exponencial: ¥(t) =1 —e !, t € R;
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Algoritmo 4: Método de Rescalamento Nao-Linear

1 A partir do problema (4.18) e de uma fungao de rescalamento ¢ € ¥, determine a
funcdo Lagrangiana (4.21) do problema transformado;

2 Faca k = 0 e entre com os dados iniciais: ponto inicial 2° € X , estimador do
multiplicador de Lagrange 6° > 0, parametro de barreira p° > 0, parametro de
atualizacao da barreira 0 < 7 < 1 e precisao € > 0;

3 enquanto as condicoes de KKT nao forem satisfeitas para x* e 6%, ou
hi(x*) < 0 para algum j =1, ...,p faga

4 Resolva o problema de rescalamento nao-linear (4.22) com u* e &% fixos:

xreX

min f(z) — p* Z 5f¢((/ik)ilhj(w))

e obtenha uma solucio x**!;

5 Atualize os estimadores dos multiplicadores de Lagrange através de (4.23),
determinando &6**1;

Atualize o parametro de barreira por pftt = 7pk;

7 Faca k =k + 1.

2. Funcao barreira logaritmica modificada: ¢(t) = In(t + 1), t € (—1, c0);
3. Fungao barreira inversa modificada: ¥(t) = HLI, te(—1,00).

Neste trabalho, o interesse esté voltado para a funcao barreira logaritmica modificada, a
qual ja foi utilizada com sucesso em problemas de despacho econémico e de FPO (Sousa
et al., 2012; Pinheiro, 2012; Lage, 2013).

4.2.4.1 Funcao Barreira Logaritmica Modificada

O método da funcao barreira logaritmica modificada se origina quando a funcao de resca-
lamento utilizada é expressa por 1(t) = In(t + 1), com ¢ € (—1, 00). Neste caso, a fungao
Lagrangiana do problema transformado (4.21) passa a ser chamada de func¢do barreira

modificada, e assume a forma:
p
Mu(@,8) = fl@) — 1> 5l hy(@) +1). (4.25)
j=1

em que 0;, j = 1,...,p sao os multiplicadores de Lagrange associados as restricoes de

desigualdade transformadas ou estimadores dos multiplicadores de Lagrange.

De acordo com Nash et al. (1994), o uso dos termos de barreira In(u~'h;(x) + 1) corres-
ponde a uma perturbagao nas restriges, de modo que hj(x) > —pu, para j = 1,...,p. Esta

perturbacao nada mais é do que a relaxagao citada anteriormente. Neste caso, a = —1,
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pois o dominio de ¢ é (—1, 00).

O problema de barreira modificada a ser resolvido é:

minimizar M, (z,d) = f(x) — “Z5j In(p thj(x) + 1)
= (4.26)

~

sujeitoa x e X

Uma vez que advém de uma funcao de rescalamento nao-linear, a funcao barreira modi-
ficada existe em uma solucao x* para qualquer valor positivo do parametro de barreira
(t, 0 que nao acontece no caso da fungao barreira logaritmica classica. Além disso, se os

valores 6timos «* e 6* forem conhecidos, a funcao M,, goza das seguintes propriedades:
(P1) M, (x*, %) = f(x*), para todo p > 0;

p
(P2) VM, (x*, 6*) =V f(z*) — Zl§thj(m*) = 0, para todo pu > 0.
j:

Segundo Nash et al. (1994), Polyak mostrou que se os estimadores dos multiplicadores de
Lagrange iniciais sao positivos e os parametros de barreira estao abaixo de um limitante 7z,
entao o método converge. Entretanto, enfatiza que em problemas praticos nao é possivel
saber a priori se a escolha inicial do parametro estéd ou nao abaixo do limitante . Além

disso, se o problema for convexo, vale a propriedade:
(P3) =* = arg min{M,(x, 6*)}, para todo p > 0.

Isto significa que, se os multiplicadores de Lagrange 6timos §* forem conhecidos de ante-
mao, o problema de otimizacao restrito pode ser resolvido utilizando um tinico problema
de otimizacao irrestrito, que independe do valor do parametro de barreira. Portanto,
quando uma boa estimativa dos multiplicadores de Lagrange ¢ conhecida, o parametro
de barreira p nao precisa tender a zero com a mesma intensidade dos métodos de bar-
reira classicos, contribuindo para a melhoria do condicionamento da matriz hessiana e

estabilidade numeérica do método.

No caso da fungao barreira modificada, aplicando a expressao (4.23), conclui-se que os

estimadores dos multiplicadores de Lagrange sao atualizados por:

ok
J
(1) Thy (@) + 1

k+1
SEHT = (4.27)
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4.2.4.2 Sobre a atualizacao dos estimadores dos multiplicadores de Lagrange

A expressao (4.27) para atualizagdo dos estimadores dos multiplicadores de Lagrange, a
qual foi apresentada no trabalho de Polyak (1992), se mostrou, em diversos trabalhos,
bastante eficiente (Sousa, 2006; Stanzani, 2012; Lage, 2013). Entretanto, Pinheiro (2012)
sugere uma maneira mais barata computacionalmente e que foi empregada com sucesso
na resolucao de problemas de FPO, e que também ja havia sido proposta previamente
por Griva & Polyak (2006).

Para tanto, consideremos o problema da forma:

minimizar x
/(@) (4.28)
sujeito a  h(x) <0

onde f : R® =+ R, h : R®" — RP sao funcoes de classe C?, £ € Q C R", com 2 um
conjunto aberto. Este problema, entao, é convertido no seguinte problema equivalente,

acrescentando variaveis de folga nao-negativas as restricoes de desigualdade:

minimizar f(x)
sujeitoa  h(x)+s=0 (4.29)
s>0,seR?

Tratando as restricoes de nao-negatividade das folgas através da funcao barreira modi-
ficada e a igualdade pelo método Lagrangiano, obtém-se a seguinte funcao Lagrangiana

barreira logaritmica modificada associada ao problema (4.29), e que foi utilizada no tra-
balho de Sousa (2006):

L@, s,v) = f(@)+ Y vi(hj(@) +5;) — o Z djIn(p~"s; + 1). (4.30)

j=1

em que v; = 0, j = 1,...,p sao os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes
de desigualdade convertidas em igualdade, e §; > 0, j = 1,...,p sao os estimadores dos
multiplicadores de Lagrange, relacionados as restrigoes de nao-negatividade das variaveis

de folga.

k+1 Qk+1
)

S

7 Vk+1>

Suponha que, em uma iteragao, tenha sido determinado um novo ponto (&
e que, a partir do mesmo, um novo estimador deve ser calculado. Como este ponto é
calculado de modo a satisfazer as condi¢oes de otimalidade, deve-se ter:

k
63'

s"LUH) = 0, ou seja, VT — =0. (4.31)

’ (uh) sy 1

OL v
8Sj

(wk+1
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Disto, resulta que

k &y
it — J ) 4.32
Comparando a igualdade em (4.27) com (4.32), conclui-se que:

AR VLA (4.33)

Portanto, a atualizacdo do estimador 6**! pode ser feita atribuindo a ele o valor do
multiplicador de Lagrange da restrigao de desigualdade que foi convertida em igualdade,

vFL Pinheiro (2012) aponta que este resultado apresenta as seguintes vantagens:

e A expressao (4.27) nao precisa ser utilizada para a atualizagdo dos estimadores dos

multiplicadores de Lagrange;

e Esta estratégia para o calculo de 6! sera robusta, desde que o multiplicador de
Lagrange v**! tenha sido calculado através de um método robusto, como o mé-
todo de Newton. Além disso, o estimador também possuird a propriedade de
nao-negatividade proporcionada pela expressao (4.27), ja que o multiplicador de

+1

Lagrange v**! & calculado através de uma busca unidimensional que preserva a

nao-negatividade;

e O custo computacional dessa atualizacdo é baixo, j& que as componentes de 6%+

recebem o respectivo valor das componentes de v*+1.

Seguindo a mesma proposta, este trabalho utiliza essa forma de atualizacao dos estima-

dores dos multiplicadores de Lagrange.
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Capitulo 5
Metodologia de Resolucao

Um dos objetivos deste capitulo ¢ apresentar o método primal-dual previsor-corretor de
pontos interiores, visando aplica-lo & resolucao de problemas de despacho econémico com
ponto de carregamento de valvula. Tal método utiliza o rescalamento nao-linear baseado
na fungao barreira logaritmica modificada, bem como as ideias apresentadas no trabalho
pioneiro de Polyak (1992), o qual foi um marco no desenvolvimento dos métodos de
pontos interiores e exteriores. O procedimento previsor-corretor se baseia no trabalho
de Mehrotra (1992) e Wu et al. (1994), sendo que este ultimo o aplicou na resolugao de
problemas de FPO.

Os métodos Lagrangianos, em geral, sao bastante eficazes na resolu¢ao de problemas
com restri¢oes de igualdade. Entretanto, na presenca de restrigoes de desigualdade, este
método tende a apresentar maiores dificuldades, pois requer o conhecimento do conjunto

das restrigoes ativas na solucao.

Em contrapartida, os métodos de barreira podem ser aplicados apenas a problemas cu-
jas restricoes sao de desigualdade e, usualmente, apresentam bons resultados. A maior
dificuldade dos métodos de barreira esta relacionada ao mau condicionamento da matriz
Hessiana da fungao auxiliar, em decorréncia da reduc¢ao do parametro de barreira. Além
disso, as fungoes barreira classicas (logaritmica e inversa) nao estao definidas na fronteira
da regiao factivel e o processo de inicializacao pode ser dificil se um ponto interior nao

for conhecido.

Neste sentido, os métodos baseados em rescalamento nao-linear, em particular os que se
baseiam na func¢ao barreira logaritmica modificada, se apresentam como uma alternativa
vantajosa para o tratamento das restricoes de desigualdade: os problemas tipicos dos
métodos de barreira cléssica sao amenizados devido & relaxagao na regiao factivel. Esta

relaxacao permite que pontos 6timos na fronteira do conjunto sejam atingidos, além de
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melhorar o condicionamento da matriz hessiana e facilitar a inicializagao.

Assim, visando aproveitar as melhores caracteristicas dos métodos apresentados, Sousa
(2006) desenvolveu uma abordagem denominada método da fun¢ao Lagrangiana barreira
modificada, que combina os métodos primal-dual barreira logaritmica e de barreira modi-
ficada, no qual a funcao barreira é aplicada sobre as folgas das restrigoes de desigualdade.
As condigoes necessarias de primeira ordem foram aplicadas sobre a fun¢ao Lagrangiana
barreira modificada, originando um sistema nao-linear. A resolucao do sistema resultante,
através do método de Newton, permitiu a atualizagao simultanea das variaveis primais e

duais.

O trabalho de Sousa (2006) serviu como base para Pinheiro (2012) desenvolver um método
primal-dual previsor corretor de pontos interiores, baseado na funcao Lagrangiana barreira
logaritmica modificada. No referido trabalho, o autor ainda propdés um ajuste ctbico
para o logaritmo, a fim de evitar problemas de inviabilidade de pontos em que a fungao
barreira logaritmica modificada nao esté definida, isto é, fora da regiao relaxada, além de
preservar as derivadas de primeira e segunda ordem no ponto de ajuste. Adicionalmente,
apresentou-se uma estratégia de convergéncia global através de uma variante do método de
Levenberg-Marquardt, na qual ajustes eram realizados na matriz dual normal da fungao
Lagrangiana, caso esta nao seja definida positiva. Posteriormente, em Pinheiro et al.
(2014), esta metodologia foi comparada aos métodos de pontos interiores classicos. Os

resultados obtidos mostraram a eficiéncia e robustez do método.

O outro objetivo deste capitulo é apresentar a técnica de suavizacao hiperbélica, ja em-
pregada no trabalho de outros autores (Junior, 2010; Xavier, 2010), que foi utilizada para
tratamento da funcao objetivo do PDE-PV e suas variantes. Esta forma de suavizagao
pode ser utilizada para qualquer funcao objetivo que apresente termos modulares, e é
controlada através de um parametro de aproximacdo positivo. A medida em que este pa-
rametro tende a zero, a funcao suavizante se aproxima cada vez mais da fungao objetivo

nao-diferenciavel original.

No trabalho de Junior (2010), a técnica de suavizagao hiperbolica foi utilizada para a
resolucao do problema de empacotamento de circunferéncias sobre a superficie de uma
esfera, articulando a técnica de suavizagao hiperboélica a uma técnica de penalizagao hiper-
bolica, sendo capaz de determinar 6timos locais melhores que os até entao apresentados
na literatura. J& no trabalho de Souza (2010), a técnica de suavizac¢ao hiperbolica foi

empregada para resolver problemas de geometria molecular.
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5.1 O Método Primal-Dual Previsor-Corretor Barreira

Logaritmica Modificada com Correcao de Inércia

Fundamentado nos trabalhos de Polyak (1992), Griva & Polyak (2006), Sousa (2006)
e Pinheiro (2012), nesta se¢ao é proposto um método primal-dual previsor-corretor de
pontos interiores, que utiliza a funcao barreira logaritmica modificada. Diferentemente
dos trabalhos de Wu et al. (1994) e Torres (1998), em que o parametro de barreira é
empregado apenas no passo corretor, mediante uma estratégia de escolha adaptativa, neste
trabalho o parametro de barreira é utilizado tanto nos passos previsor quanto corretor.
Além disso, é apresentada uma estratégia de convergéncia, por meio da correcao da inércia
da matriz do sistema de direcoes do método. Na abordagem proposta, as restricoes de
desigualdade sao convertidas em restricoes de igualdade através da adigao de variaveis
de folga. A condicao de nao-negatividade das folgas é, entao, tratada através da funcao
barreira modificada. Os estimadores dos multiplicadores de Lagrange foram atualizados

pela regra apresentada em Pinheiro (2012).

5.1.1 O sistema de direcoes de busca

Nesta se¢ao é apresentado o sistema de dire¢oes de busca do método Primal-Dual Previsor-
Corretor Barreira Logaritmica Modificada (PDPCBLM). Para tanto, considera-se um

problema de otimizac¢ao com o seguinte formato:

minimizar f(x)
sujeitoa  g(x) =0 (5.1)
h(z) <0

N

emquexz €R™, f:R*" = R,g:R"—= R"eh:R"— RP sao funcoes de classe C2.

As restrigoes de desigualdade sao transformadas em restrigoes de igualdade pelo acréscimo
de variaveis de folga s € R%. Assim, o problema (5.1) pode se reescrito como:
minimizar f(x)
sujeitoa g(x) =0
(@) (5.2)
(x)+s=0

>

xr

_|_

>0

®»

As restricoes de nao-negatividade das folgas sao acrescentadas a funcao objetivo com

auxilio da funcao de rescalamento baseada na barreira logaritmica modificada e de esti-
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madores dos multiplicadores de Lagrange. Obtém-se, dessa forma, o seguinte problema

transformado:

minimizar f(x Z(S In(p +1)

(5.3)
sujeitoa  g(x) =0

h(x)+s=0

em que p > 0 é o parametro de barreira e § € RE é o vetor de estimadores dos multipli-

cadores de Lagrange relativos as restrigoes de nao-negatividade das folgas.

As restrigoes de igualdade sado, entao, incorporadas a fungao objetivo utilizando multi-
plicadores de Lagrange A € R™ e v € R%. Dessa forma, obtém-se a seguinte funcao
Lagrangiana barreira logaritmica modificada:

m p
L, (x, s, \, V) = MZam Lt D)+ Y Ngi(@) + > vilh(x) + 55 (5.4)

i=1 j=1

As condigoes necessarias de otimalidade de primeira ordem de KKT sao, em seguida,

aplicadas sobre a fungdo Lagrangiana (5.4), isto ¢, VL, (x, s, A,v) = 0. Definem-se:

S = diag(sy + fl, ..., Sy + 1) (5.5)

_ 1 1
S = diag ( ) (5.6)

S1+ 1 Sm+ 1

Com isto, obtém-se o sistema nao-linear:

Lz, s,\v)=Vf(z ) + Jg(x)'X+ Jh(z)'v =0 (5.7a)
Lz, 8, A\ v) =—uS 'S+v =0 (5.7b)
< Val,(xz,s, A\ v) =g(x) =0 (5.7¢)
L,(x,s,\,v)=h(x)+s =0 (5.7d)

no qual Jg(x) e Jh(x) sdo as matrizes jacobianas dos funcionais g e h, respectivamente.

De acordo com Pinheiro (2012), a condi¢ao de folgas complementares entre as variaveis
primais s e duais v estd associada ao produto Sv. Por este motivo, o sistema (5.7)

usualmente é reescrito como:

(

Vf(x)+ Jg(z)'A+ Jh(x)'v =0 (5.8a)
Sv — pé =0 (5.8b)
g(x) =0 (5.8¢)
(h(x) + s =0 (5.8d)
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O método PDPCBLM é um método iterativo, o qual gera uma sequéncia de variaveis
primais e duais a partir de um ponto inicial, até que a solugao 6tima seja atingida. Dada
uma solugao numa iteracao k, (z*, s¥, Ak v¥), a partir da mesma ¢ calculada uma direcao
de busca, (Azk, As* AN* Av*), a qual permite, apos o célculo do tamanho do passo, a
obtencdo de um novo ponto (z**1, s¥1 AL A1) A fim de determinar as diregoes, o
sistema (5.8) é linearizado através da formula de Taylor de primeira ordem. Nas proximas

subsecoes é apresentado o processo de linearizacao de cada equagao.

5.1.1.1 Linearizacao da equagao (5.8a)

A fim de realizar a linearizacao, considera-se que:
(P P NFFL ) — (b 4+ Ak s+ AsP AR £ ANF UF 4 ALF),

A equagao (5.8a) pode ser reescrita como:

Z AiVgi(x Z v;Vh(a (5.9)

Aplicando a férmula de Taylor de primeira ordem na vizinhanca de x* e desconsiderando

o resto:

m p
Vit + Azh) + (A + AN V(" + Azk) + ) (v + AV (aF + Aah) =
j=1

i=1
ou seja,

Vf(xh) + V2 f(xF) Az + Zm: (AF + AN [V gi(x") + Vgi(x") Ax*]

=1

+ i (v + Av)[Vhy(a*) + V2hy(z*) Azt] = 0

j=1
Isto resulta em
V(@ '“) +Vif(a ’“)Aw'“
Z MV gi( Z MNV2gi(x Z ANV gi( Z ANV gi(xF) At

=1

+ Z VE b (2F) + Z VE2h Z AVEV hy(z Z AVEV2h(zF) Axk =
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m
Desconsiderando os termos mistos que envolvem produtos de direcoes, > AN V2g, (x*)Az”
i=1

p
e > AvFV2h(xh)Azk, obtém-se:
i=1
V(") + Vi (ah) Azt + ZWgz ) + ZW?gz AT

+ Z ANV g; (2F) + Z VAV By (xF) + Z VE2h(xF) Axk + zp: AvFVh;(z*) = 0.

i=1 j=1

Agrupando os termos relacionados as direcoes, tem-se:
Z A2 g, (2% + Z VFV2h; F> ANV (2t
i=1

p
+ ZAU;?WJ-( M+ Vi) + Z)\ngl ) + ) viVhi(aF) = o

j=1

Passando para o segundo membro os termos que nao dependem das diregoes:

[v2 + Z /\ka'gl + Z Vk:v?
+ Z AvEVh;(zh) = -V f (@ Z ANV gi (e Z VA b (e
j=1

AxF +ZA)\’“V91( k)

m p
Observando que V3, L(x", s X vF) = V2 f(x) + 3 MiV2gi(xF) + Y viV2h,(2F), a
i=1 j=1

equacao anterior pode ser reescrita da seguinte forma compacta:
V2 _L(xF, 88 N VR Axk + Jg(x®) ANF + Th(zF) AvY = m*, (5.10)

em que:

mF = —Vf(x*) — Jg(x")' N\ — Jh(z")'V". (5.11)
Segundo Pinheiro (2012), o termo mF* ¢ denominado residuo de viabilidade dual.
5.1.1.2 Linearizacao da equagao (5.8b)

Agora, efetua-se a linearizagao da equagao (5.8b). Para tanto, considera-se uma linha j

da equacdo Sv — ud = 0, a qual assume a forma:

(Sj -+ ,u)l/j — u(SJ =0. (512)
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Linearizando cada equagao, tem-se que:
(3?+1 + ,u)y;€+1 - M(Sf = 0, ou seja, (sé€ + Asf + u)(uf + Al/f) - uéf = 0.
Esta expressao pode ser reescrita como:

(sf + u)yf + (sf + ,M)AVJI»€ + Vj’-“AS;? + As?Auf - ,uéf = 0. (5.13)

Tendo em vista a igualdade (5.13), a linearizagao para todas as equagoes em (5.8b) pode

ser representada por:
SpF + S AVF 4 NFASY 4+ Ask o AVF — 6% = 0, (5.14)

em que N* = diag(v*) e As* o AvF denota o produto de Hadamard, isto é, o produto
componente-a-componente, entre os vetores As* e AvF. A igualdade em (5.14) pode ser

escrita como:
NFAsF + S AV = 7k, (5.15)

onde
7 = —SpF + pé* — AsF o AU (5.16)

5.1.1.3 Linearizagao da equagao (5.8c)
A linearizacao da equagao (5.8¢c) pode ser feita da seguinte maneira:
g(x*") = 0, ou seja, g(z* + Az") = 0.

Disto, segue que:
g(x*) + Jg(zF)Azk = 0. (5.17)

A igualdade expressa por (5.17) pode ser reescrita como:
Jg(x*)Axk = t*, (5.18)

em que
th = —g(z"). (5.19)
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5.1.1.4 Linearizacao da equagao (5.8d)

A linearizacao da equagao (5.8d) é realizada de modo semelhante ao anterior:
h(x"™) 4+ s*1 = 0, ou seja, h(z" + Az*) + s* + AsP = 0.

Disto, segue que:
h(z*) + Jh(z")Az" + s* + As* = 0. (5.20)

A igualdade apresentada na equagao (5.20) pode ser reescrita como:
Jh(z")Azk + As* = uF, (5.21)

em que
u® = —h(x*) - s". (5.22)

5.1.1.5 O sistema de diregoes

Tendo em vista as equagoes (5.10), (5.15), (5.18) e (5.21), as dire¢oes de busca podem ser

determinadas através da resolucao do seguinte sistema:

K 0 Jg(zF)' Jh(zk) Azt m”

0 NF 0 Sk AsF _ 7k (5.23)
Jg(x*) 0 0 0 ANF t
Jh(z®) I, 0 0 AvF u®

em que I, ¢ a matriz identidade de ordem p e K = VZ_L(x* s* A* v*). De acordo
com Nocedal & Wright (2006), frequentemente o sistema (5.23) é reescrito em sua forma,

simétrica, através da premultiplicacao da segunda linha por g,;l:

K 0 Jg(*)' Jh(zH)"\ [Az* mk
0 S, N 0 I, As* S,k
- (5.24)
Jg(x*) 0 0 0 ANF t
Jh(z®) I, 0 0 AVF u”

Esta formulagao tem a vantagem de permitir o uso de um pacote computacional para a
resolucao de sistemas de equacoes lineares simétricos, o que reduz o esfor¢co computacional

em cada iteracao do método.
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5.1.2 Correcao de Inércia

Quando o problema de otimizagao é nao-convexo, as direcoes de busca determinadas
através da resolugao do sistema (5.23) ou (5.24) nem sempre sao produtivas na busca de
minimos locais. Isto ocorre porque a resolugao do sistema apenas visa a busca por pontos
que satisfagam as condigoes de KKT. Isto significa que nao apenas pontos de minimo local,

mas também pontos de maximo e outros pontos estacionérios podem ser determinados.

Os resultados expostos no Apéndice B, indicam que, em um problema com restrigoes
de igualdade, um ponto de minimo local é obtido quando a matriz hessiana da funcao
Lagrangiana no ponto 6timo ¢ definida positiva no espaco tangente das restrigoes. Um re-
sultado semelhante a este, envolvendo um cone de dire¢oes viaveis, é valido para restri¢oes

de desigualdade.

Por outro lado, os resultados de dualidade local apresentados no mesmo apéndice indicam
que, um ponto satisfazendo as condigoes de ponto de sela pode ser obtido se a matriz
hessiana, em relagdao a x, da funcio Lagrangiana no ponto 6timo, VZ_L(x*, s*, A\*, v*),
for definida positiva. Ha, ainda, a forte relacao entre o problema primal, de minimizacao,

e o seu dual, que é um problema de maximizacao.

Neste contexto, a definigao de inércia de uma matriz é de fundamental importancia. Ela

se baseia no fato de que, para matrizes simétricas, os autovalores sao todos niimeros reais.

Definigao 5.1. A inércia de uma matriz simétrica A é a tripla ordenada Z(A) = (i, i, 1),
em que i, é o numero de autovalores positivos de A, i_ é o nimero de autovalores nega-

tivos, e 79 € o nimero de autovalores nulos.

O teorema a seguir é de grande utilidade quando a inércia de uma matriz simétrica precisa

ser determinada.

Teorema 5.1. (Teorema da Inércia de Sylvester) Seja A uma matriz simétrica e S

uma matriz ndo singular qualquer de mesma dimensao. Entao Z(A) = Z(SAS?).

Corolario 5.1. Qualquer permutagao simétrica de linhas e colunas preserva a inércia de

uma matriz.

Segundo Nocedal & Wright (2006), uma dire¢ao de descida para o sistema primal-dual

(5.24) ¢é obtida se a matriz
K 0
) o
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em que X = §;1Nk , for definida positiva no nicleo da matriz das restrigoes

Jg(x*) 0 (5.26)
Jh(z*) I, '

Esta condigao ocorre quando a matriz

K 0 Jg(x*)' Jh(zb)
0 b I
Ay = P (5.27)
Jg(z*) 0 0
Jh(z") I, 0
do sistema primal-dual (5.24) possui inércia
Z(Ax) = (n+p,m+p,0). (5.28)

Este resultado apontado por Nocedal & Wright (2006) estd em concordancia com os
resultados de dualidade apresentados anteriormente: em um ponto de sela da funcao
Lagrangiana, no qual o gap de dualidade é nulo entre as func¢oes primal e dual, espera-se
que a matriz hessiana possua n + p autovalores positivos, relacionados as variaveis primais
e ao problema de minimizacao, e m + p autovalores negativos, relacionados as variaveis

duais e ao problema de maximizacao.

Nocedal & Wright (2006) afirmam que, diante de situagbes em que a matriz Ay nao
possui a inércia desejada, uma modificacao pode ser feita na mesma, visando favorecer a
obtencao de diregoes de descida ao resolver o sistema. No trabalho de Pinheiro (2012),
uma estratégia deste tipo é adotada. Para tanto, o autor realiza uma perturbagao sobre a
matriz dual normal do problema de otimizacao, 0, que serd apresentada posteriormente
no texto (vide a equagao (5.49)), através da adigao de um multiplo da matriz identidade.
Na prética, este tipo de modificacao é bastante comum, sendo adotada em diversos pacotes
comerciais de otimizagao, como IPOPT e LOQO (Benson et al., 2004). O objetivo desta
modificagao é garantir que a condicao de positividade apresentada anteriormente seja
verificada e, consequentemente, que um decréscimo para algum tipo de fungao mérito ou
filtro seja obtido.

Neste trabalho, a modificacao realizada visando corrigir a inércia da matriz A sera ba-
seada em Nocedal & Wright (2006). Primeiramente, nota-se que a matriz 3 = ?,ZIN’“ é
sempre definida positiva. Por outro lado, para a matriz K = V2_£L(x*, s*, A* v*) nao ha
a mesma garantia. Portanto, a ideia é substituir esta matriz por K + 81, em que 5 > 0 é
escolhido suficientemente grande para assegurar que a inércia de Ay é igual & apresentada

em (5.28). O valor necessério para o parametro § nao é conhecido a priori, de modo que
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valores sucessivamente maiores devem ser testados, até que a inércia desejada seja obtida.

Além disso, a matriz A, pode se tornar singular devido a deficiéncia de posto da matriz
Jg(x¥). Este problema pode ser evitado através da utilizacdo de um parametro v > 0
além do termo (1, apresentado anteriormente. Desta forma, temos a seguinte matriz

primal-dual modificada:

K+p8IL, 0 Jg(x*)' Jh(zk)
~ 0 Py 0 I
= . P (5.29)
Jg(x®) 0 —vI, 0
Jh(z®) I, 0 0
O sinal “—” para a perturbacao —vI,,, além de evitar a singularidade pela deficiéncia de

posto de Jg(x*), também evita que um ntimero excessivo de autovalores positivos sejam

produzidos, o que prejudicaria a obtencao da inércia desejada.

5.1.2.1 Decomposicao de Matrizes Simétricas Indefinidas

Até o momento, foram apresentadas as modificagoes realizadas sobre a matriz A vista
em (5.27), de modo a obter A, apresentada em (5.29). Como dito anteriormente, esta
modificacao é realizada para valores crescentes de (3, até que a inércia desejada seja
atingida. Faz-se necessario, portanto, apresentar uma forma de computar a inércia de

uma matriz simétrica.

No trabalho de Pinheiro (2012), a perturbagao da matriz dual normal utilizando multiplos
da identidade é realizada até que a mesma se torne definida positiva. A fim de verificar
quando isto ocorre, o autor empregou a decomposigao de Cholesky, a qual é uma maneira
bastante efetiva de verificar se uma matriz é definida positiva. De fato, uma matriz é

definida positiva se, e somente se, a sua decomposi¢ao de Cholesky pode ser realizada.

Neste trabalho, o objetivo nao é que a matriz A, seja definida positiva, mas sim indefinida
com um numero especifico de autovalores positivos e negativos. Em geral, uma matriz
simétrica indefinida nao possui a decomposicao de Cholesky. Mesmo quando a decomposi-
¢ao & possivel, ela normalmente apresenta instabilidades numéricas. Dessa forma, quando
a matriz é simétrica e indefinida, a utilizacao de outros métodos para calcular a inércia é

necessaria.

A fim de determinar a inércia de Ay, a decomposi¢do em valores singulares (Singular
Value Decomposition — SVD) é, naturalmente, a forma mais 6bvia, uma vez que permite a
obtengao dos valores exatos dos autovalores. Entretanto, do ponto de vista computacional,

a SVD é cara, em especial considerando que esta decomposicao precisa ser realizada
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sucessivas vezes, até que se obtenha a inércia planejada.

Quando matrizes simétricas indefinidas precisam ser fatoradas, as decomposicoes do tipo
LDL' sao uma alternativa viavel. Nocedal & Wright (2006) apontam que qualquer matriz

simétrica A € R™*", definida positiva ou nao, pode ser escrita da forma
PAP'=LDL' (5.30)

em que L ¢ uma matriz triangular inferior, D é uma matriz diagonal por blocos, com blocos
diagonais de dimensao 1 x 1 ou 2 x 2, e P é uma matriz de permutacao. Diferentemente
da decomposicao de Cholesky, na decomposicao LDL!, em que D é uma matriz diagonal
por blocos 1 x 1 ou 2 X 2, pode-se garantir que a fatoragao (5.30) sempre existe e pode

ser computada de maneira estavel.

Pelo Teorema 5.1 (teorema da inércia de Sylvester) e seu corolério, a inércia da matriz A
deve ser igual & da matriz diagonal por blocos D. Além disso, os blocos 2 x 2 da matriz
D sao sempre construidos de modo que possuam um autovalor positivo e um autovalor
negativo. Assim, o ntimero de autovalores positivos da matriz A é igual ao nimero de
blocos positivos 1 x 1 acrescido do niimero de blocos 2 x 2. Por outro lado, o ntimero de
autovalores negativos ¢é igual ao niimero de blocos negativos 1 x 1 acrescido do nimero de
blocos 2 x 2.

Exemplo 5.1. Considere a matriz simétrica:

1 2 -1
A=|2 3 1]. (5.31)
-1 1 1

Esta matriz pode ser escrita na forma (5.30), tomando

L= s (5.32)

S

|
o ~ o
o o
=)
o ~ o
- o o

3
0

Wl Wy =

Observe que a matriz D possui um bloco 1x1 positivo e um bloco 2x 2, ao qual devem estar
associados um autovalor positivo e um negativo. Assim, espera-se que Z(A) = (2,1,0).
Computando os autovalores da matriz A, nota-se que valem aproximadamente —1,1326,

1,8595 e 4,2730, confirmando a inércia determinada ao contar os blocos da matriz D.

De acordo com Botta (2009), a decomposi¢cao LDL! é iniciada através de uma matriz de

permutacao II, que traz um elemento nao-nulo ou um bloco 2 X 2 nao-singular para o
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canto superior esquerdo de ITAII, isto é,

S n—s
t
nant = ° (g g) (5.33)
n—s

em que F é a matriz quadrada nao-singular de dimensao s = 1 ou 2. A matriz F é o
elemento pivo utilizado na fatoracao. Uma vez determinada a permutacao II, nota-se que,

sendo F inversivel,

I E I, E~'Ct
ITAIT" = ° 0 v ° ¢ : (5.34)
CE™ I,,)\0 B-CE'C')J\0 I,

Segundo Nocedal & Wright (2006), o proximo passo na fatoragao é aplicar o mesmo
procedimento & matriz B — CE~'C*, que é o complemento de Schur da matriz £ em
AIT". A matriz B— CE~'C" possui dimensao (n — 1) x (n — 1) ou (n — 2) x (n — 2),
dependendo da dimensao s do bloco FE. Assim, a aplicacao consecutiva dessa forma de

decomposi¢ao aos sucessivos complementos de Schur conduz a fatoragao (5.30).

A fatoragao simétrica indefinida delineada anteriormente apresenta o mesmo ntmero de

operagoes em ponto flutuante que a decomposicao de Cholesky, o qual é de aproxima-

3 ~ . .
damente %~ operacoes. Entretanto, a este nimero deve ser acrescentado o namero de
3 )

operagoes relacionadas & escolha dos elementos pivd e a realizagao das permutagoes. Na
literatura, diversas estratégias sao apresentadas para a escolha do elemento pivd e que

influenciam no numero de operacoes realizadas e nas propriedades numéricas do método.

Na estratégia proposta por Bunch & Parlett (1971), denominada Bunch-Parlett, o com-

plemento de Schur é examinado por completo de modo a determinar os elementos diagonal
1#]
&n
aceitavel, um pivo do tipo 1 x 1 é escolhido. Do contréario, um bloco 2 x 2, relacionado aos

e nao-diagonal de maiores magnitudes, &; e &,, respectivamente. Quando a razao < é
indices da linha e coluna do elemento nao-diagonal &,, é escolhido como pivo. Devido a
necessidade de determinar &, e &,, cada iteragao requer varias comparagoes entre nimeros,
de ordem O(n?). Por outro lado, além de estavel, esta forma de escolha dos pivos garante

que a matriz L possua elementos cujo valor absoluto é limitado por 2,781.

Em Bunch & Kaufman (1977), uma estratégia denominada Bunch-Kaufman, que visa ser
mais econdmica do ponto de vista do pivoteamento é apresentada. Nela, no méximo duas
colunas da matriz sao investigadas em cada etapa, reduzindo o nimero de comparacoes
para O(n?). Apesar de reduzir o nimero de operagoes de comparagao, nesta estratégia nao
existe um limitante para os elementos da matriz L, que podem se tornar arbitrariamente

elevados.
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Segundo Nocedal & Wright (2006), uma estratégia que visa encontrar um ponto de equili-
brio entre as estratégias de Bunch-Parlett e Bunch-Kaufman é a Bunch-Kaufman Limitada
(Bounded Bunch-Kaufman — BBK). Nesta estratégia, os elementos da matriz L sdo mo-
nitorados, e a escolha dos blocos pivd de Bunch-Kaufman ¢ feita quando o crescimento
provocado nos elementos de L nao é excessivo. Se isto nao é possivel, uma busca mais
profunda é realizada para determinar um pivo aceitavel. Com isto, o niimero de compara-
¢oes realizadas ¢ intermediario entre as estratégias de Bunch-Parlett e Bunch-Kaufman.
Na pratica, o custo desta estratégia é similar ao de Bunch-Kaufman, mas no pior caso

pode se assemelhar ao de Bunch-Parlett.

Neste trabalho, a decomposicao da matriz foi realizada utilizando o comando interno
do Matlab, denominado 1dl, que realiza a fatoracao LDL! de uma matriz simétrica.
O comando 1dl utiliza uma rotina da LAPACK (Linear Algebra Package), escrita em
Fortran 90, para realizar a fatoracao LDL!, através da estratégia de Bunch-Kaufman.
Segundo Druinsky & Toledo (2011), a estratégia de pivoteamento sintetizada no Algoritmo
5 é utilizada na matriz inicial e nos sucessivos complementos de Schur pela rotina da

LAPACK.

Algoritmo 5: Estratégia de Pivoteamento de Bunch-Kaufman (LAPACK)

1 Determine a posi¢ao r e a magnitude A do maior elemento nao diagonal da
coluna 1;
se |a11| = aA, em que a € (0,1) € uma constante entao

‘ Escolha a1; como elemento pivd e retorne;
senao
Determine a magnitude o do maior elemento nao diagonal da coluna r;
se |ai1| 0 > a)\? entao

L Escolha aq; como elemento pivo e retorne;

N O o N

se |a,.| > ao entao
9 ‘ Escolha a,, como elemento pivo e retorne;
10 senao

11 L Utilize o pivo 2 x 2: (an alr).

Ar1  App

Qo

ﬁ

1+v17
8

este valor garante um crescimento igual dos elementos, no pior cenario, em dois passos

Nesta regra de pivoteamento, o parametro o geralmente é escolhido para valer , pois

que utilizem pivo 1 X 1 ou um passo 2 x 2.

5.1.2.2 Algoritmo da Corregao de Inércia

Agora que ja abordamos uma forma de calcular a inércia de uma matriz, podemos delinear

um algoritmo para corrigir a inércia da matriz Ay, através da matriz modificada A;. Neste
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trabalho, foi adotada a seguinte heuristica para aumento do parametro 5 em (5.29), em
cada ciclo de correcao de inércia:
B =k, 6%, (5.35)

em que k1 > 1 é o fator de aumento.

Uma vez que a inércia desejada é obtida, o valor de 8 é reduzido através de um parametro
ko > 1 para a iteracao seguinte. Quanto ao paradmetro ~ presente na matriz modificada
gk, adotou-se v = 107°, sempre que este termo foi necessario, isto é, sempre que a matriz
modificada se mostrava proxima da singularidade. Isto porque Nocedal & Wright (2006)
sugerem que este termo seja acrescentado quando algum autovalor nulo é detectado na
decomposi¢ao. Na pratica, porém, dificilmente uma matriz é singular: o que ocorre é a
“quase” singularidade. Para avaliar o quao préxima uma matriz estava da singularidade,
o comando cond do Matlab foi utilizado, sendo que o termo 7 passou a ser acrescentado
quando o ntimero de condicionamento era superior a 10°. Esta opcao foi feita por pratici-
dade, uma vez que a decomposicao LDL! permite saber o sinal dos autovalores, mas nao

avaliar o quao préximo da singularidade a matriz fatorada esta.

O algoritmo para correcao de inércia aqui apresentado e que foi utilizado na obtengao dos
resultados deste trabalho, se baseia no trabalho de Nocedal & Wright (2006) que, por sua
vez, se baseou em um procedimento mais elaborado descrito por Wachter & Biegler (2006).
No Algoritmo 6, proposto a seguir, a principal diferenca em relagao aquele definido por
Nocedal & Wright (2006) é: na correcao de inércia proposta por Nocedal & Wright (2006),
a inércia da matriz Ay original é sempre testada em cada iteracao do método de ponto
interior, sendo utilizada caso possua a inércia desejada. No algoritmo aqui proposto isto
é feito inicialmente, mas a partir do momento em que o parametro 3 se faz necesséario, ele
sempre sera utilizado nas iteragoes seguintes (porém é reduzido assintoticamente, através

do parametro ko > 1).

Algoritmo 6: Corregao de Inércia

1 Inicializagao: faga 8 < 0 e escolha k1 > 1 e kg > 1;

N

Faca < [(/ks e v < 0;
3 Realize a decomposicao LDL! da matriz /le;
enquanto I(gk) # (n+p,m+p,0) faga
B < r1;
se zk possut autovalores nulos entao
| v 1075
8 se = 0 entao
| B+ 107%

10 | Realize a decomposicao LDL! da matriz Xk

[, BN
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A inicializagado do Algoritmo 6 foi separada dos demais passos porque somente é reali-
zada no inicio do cédigo programado, isto é, o valor de § nao é reiniciado em zero a
cada iteracao. O motivo para isto é que, nos testes realizados, verificou-se que se uma
matriz necessita de corregoes, entao ela provavelmente também precisard nas iteragoes

subsequentes, ainda que com menor intensidade.

Outro ponto fundamental a se destacar sobre a corre¢ao de inércia é que, apesar da mesma
em geral permitir que o método convirja apenas para minimos locais, ela também pode
ocasionar a divergéncia do método, caso os parametros nao sejam escolhidos de forma
apropriada. Por este motivo, pacotes computacionais comerciais que utilizam esta forma
de corre¢ao também implementam um método de restauracao como salvaguarda. Neste
trabalho, a implementagao realizada nao apresenta este tipo de procedimento, porém, os
resultados apresentados no Capitulo 6 mostram que ainda assim o método foi capaz de
convergir. Agora que a estratégia de correcao de inércia ja foi abordada, calcular-se-ao as

direcoes de busca utilizando a matriz modificada /le

5.1.3 Calculo das Direcoes

Consideremos, agora, o seguinte sistema primal-dual modificado:

K + I, 0 Jg(xF)'  Jh(zb)' Az* m”
0 SNt 0 I, Ast | |5, wk (5.36)
Jg(z*) 0 —~I,, 0 ANE| ¢ '
Jh(x") I, 0 0 AN u®
Este sistema pode, ser escrito da seguinte forma assimétrica:
K+pL, 0 Jg' Jh(zh Ax* m”
0 NF 0 Sk AsF B 7k (5.37)
Jg(z*) 0  —vl, 0 AXNE[ ] ¢ '
Jh(z®) 1, 0 0 AV* u®

Agora, com base no trabalho de Mehrotra (1992), apresentamos o procedimento previsor-
corretor do método PDPCBLM.

5.1.3.1 Procedimento Previsor

Um ponto importante a se notar é que, no residuo de (5.40), dado por
7wt = —SF + pé* — AsF o AV, (5.38)
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existem termos nao-lineares do tipo As?AV]'-“ que nao sao conhecidos a priori. Tendo
em vista este fato, no procedimento previsor estes produtos sao desconsiderados, isto €,
considera-se que AQS;?AI/J’-c = 0, para todo 7 = 1,...,p. Desta forma, utiliza-se o seguinte

residuo no passo previsor:
7 = — Sk + k. (5.39)

Na literatura, usualmente o passo previsor considera que p = 0 em (5.39), o qual é esti-
mado de maneira adaptativa para o passo corretor. Neste trabalho, entretanto, seguiu-se
a ideia apresentada em Pinheiro (2012), que considera o parametro de barreira no passo
previsor. A justificativa para a utilizacao do parametro de barreira, segundo Pinheiro
(2012) é o fato de que o mesmo possui influéncia nas condigdes de complementaridade,
de modo que é interessante nao depreza-lo no passo previsor. Além disso, como o método
proposto inclui uma estratégia de escolha entre dire¢oes do previsor ou corretor, a utili-
zagao do parametro de barreira se faz necessaria em ambos os procedimentos, pois nao se

sabe previamente qual direcao sera escolhida. Assim, o sistema a ser resolvido no passo

previsor é:
K+pL, 0 Jg(x*)" Jh(zH)"\ [Az* mF
0 N0 Sy Ast | | & (5.40)
Jg(x*) 0 —+I, 0 AN th
Jh(z*) I, 0 0 Av¥ uk

A fim de resolver (5.40), explora-se sua estrutura esparsa, o que permite a obtengao de
expressdes para cada uma das direcdes Ax*, Ask, AXF e Avk. Da tltima linha do sistema
(5.40), tem-se que:

Jh(zF) Az + Ask = u”, (5.41)

ou seja,
As* = u¥ — Jh(z")Azk, (5.42)

A segunda linha do sistema (5.40) permite a obtengao da diregao AV’“, como segue:
NFAsF + S ALk = 7, (5.43)

e, portanto,
Avk =5 (78 — NFAsh). (5.44)

Para calcular as duas direcoes remanescentes, Ax* e AN¥, considera-se a primeira linha
do sistema (5.40):

(K + BL)Az" + Jg(x")' AN + Jh(z") AvF = m". (5.45)
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Substitui-se a direcio Av¥, obtida em (5.44) na equagio (5.45):
(K + BI,)Az* + Jg(z*)' AN* + Jh(z*)'S, (7% — NFAsH) = m*. (5.46)
Agora, substituimos o valor de As*, determinado em (5.42) na equacio (5.46):
(K + BI,)Azk + Jg(z*) ' AN* + Jh(z*)'S, ' [7* — N*(ub — Jh(zF)Azh)] = m*, (5.47)
donde segue que,

K + BI, + Jh(z")'S; 'N* Jh(x")|Azk + Jg(xF) AN
F ——1
+ Jh(z")'S, (7F — NFuF) = m*. (5.48)

Define-se:
0p = K + BI, + Jh(x")'S, N*Jh(z") (5.49)

p* = Jh(z")'S, (F* — N*uh). (5.50)

Entao, a equagao (5.48) pode ser reescrita como:
O Az + Jg(z") AN = mP — p*. (5.51)

Assim, juntando a terceira equagao do sistema (5.40) com (5.51), temos o seguinte sistema,

conhecido como sistema reduzido:
k\t N ok E_ ~k
(o @)
Observe que da segunda equacao de (5.52), pode-se obter:
Jg(x®)Axh = yANF + tF, (5.53)
Da igualdade (5.51), obtém-se:
Jg(xF) AN = mF — pF — 0, Ax”. (5.54)
Multiplicando a esquerda pela matriz «9,;1, tem-se que (5.54) é equivalente a:

0,  Jg(x") AN = 6.1 (mF — p¥) — Ax”. (5.55)
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A multiplicagao de (5.55) a esquerda por Jg(z*), implica em:

Jg(xF)0: VI g () AN = Jg(x")0, (mF — p*) — Jg(aF)Ax”. (5.56)
Substituindo (5.53) em (5.56), tem-se que:

Jg(xF)0: T g () ANY = Jg(x")0, (mF — pF) — (YANF + ¢F). (5.57)
Agrupando os termos com a dire¢ao ﬁ)\k, conclui-se que:

[Tg(z")0; ! Tg(xb)! + L, | ANE = Jg ()0, (m* — p*) — t~. (5.58)

Portanto, isolando ﬁ)\k, obtém-se:

AXE = [Jg(x*)0,  Tg(ah) +vL] [ g(x*)0; ! (m" — p*) — ). (5.59)

Com isto, pode-se calcular Az* utilizando (5.51):

Azh = 0 m" — pF — Jg(x") ANF). (5.60)

5.1.3.2 Procedimento Corretor

De posse das diregoes do passo previsor, procede-se com o célculo das dire¢oes corrigidas.
Para tanto, as dire¢oes determinadas no procedimento previsor sao utilizadas, de modo a

considerar os termos de segunda ordem no residuo de complementaridade:
7t = —SwF 4+ ud* — Ast o AUF. (5.61)

Neste caso, o sistema a ser resolvido é:

K+p8L, 0 Jg(x*)' Jh(zH)"\ [Az* mF

0 NF 0 Sk Ast [ |t (5.62)
Jg(z¥) 0  —~I, 0 ANF th |’ '
Jh(z*) I, 0 0 AV* u®

Procedendo de modo anélogo ao do passo previsor, pode-se determinar as seguintes dire-

¢oes corrigidas:
AN = [Tg(a")0; Tg(x")" + 1] 7 [Tg(2")0; ! (m* — p*) — t¥] (5.63)

AxF =0, m" — p* — Jg(z") AN (5.64)
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As* = u* — Jh(x*)Ax* (5.65)
AvF =G (" — NFAsh) (5.66)

em que 0, = K + 51, + Jh(a:k)tg,;lNth(:ck) conforme definido em (5.49) e

p* = Jh(z")'S, " (m" — N*uk). (5.67)

5.1.4 Atualizacao do parametro de barreira, calculo do novo ponto

e do comprimento do passo

O parametro de barreira ¢é atualizado pela seguinte heuristica de reducao:

pFtt = pF (5.68)

em que 73 € (0,1). O valor inicial do parametro de barreira, u", deve ser tal que a

condicao s’

> —pu seja satisfeita, isto é, de modo que as folgas, no inicio do método,
satisfacam estritamente a restri¢ao de nao-negatividade relaxada (isto é, estao no interior
da regiao relaxada). De acordo com Stanzani (2012), o valor 7; nao deve ser escolhido
muito pequeno, a fim de evitar o comportamento oscilatério do método, nem muito grande,

evitando a parada prematura do método em pontos que nao sejam 6timos.

A direcao determinada pelo procedimento previsor nos métodos de pontos interiores clas-
sicos é sempre uma direcao de descida para uma funcao de mérito, conforme destacado por
Shanno & Vanderbei (2000). A ideia de utilizar a matriz do sistema de dire¢oes vérias
vezes para determinar direcoes aperfeicoadas ganhou popularidade a partir do método
previsor-corretor desenvolvido por Mehrotra (1992). Este método, inicialmente desenvol-
vido para problemas de programacao linear, logo foi estendido para problemas de pro-
gramagcao quadratica convexa. Entretanto, conforme destacado por Shanno & Vanderbei
(2000), em problemas de programagao nao-linear nao-convexos, a dire¢ao do procedimento

corretor pode nao ser adequada.

Investigagoes realizadas no trabalho de Nocedal & Waltz (2005) apontam que a utilizagao
do passo corretor pode ser prejudicial ao método, inclusive no caso linear e quadrético.
Segundo o autor, este efeito prejudicial usualmente se manifesta no aumento do valor da
complementaridade, a qual deveria se reduzir ao longo das iteracoes. Em seu trabalho,
Shanno & Vanderbei (2000) apresentam um algoritmo em que a dire¢ao do procedimento
corretor somente ¢ utilizada quando as corregoes de posto sobre as matrizes do sistema
nao aumentam por um fator (igual a 100) na passagem de uma itera¢ao para outra. Caso

isto ocorra, o procedimento corretor é completamente abandonado, e somente as dire¢oes
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do tipo previsor sao utilizadas.

Tendo em vista as observagoes destes autores, neste trabalho propoe-se atualizar a solucao
com o passo previsor ou corretor, dependendo dos valores de complementaridade obtidos.
Assim, apoés calcular as diregoes dos passos previsor e corretor, calculam-se duas solugoes

provisorias, uma para o previsor, expressa em (5.69)

+ .k k AN ok
wprev =T+ aP,prevAw
+ k k Nk
st =8+« As
prev P,prev
+ k k AN (5.69)
)‘prev =A + aD,prevAA
+ .k k Nk
Vprev =V + aD,prevAV
e outra para o COl"l"etOI", expressa em (570)
+ _ .k k k
Leor = & + aP,corAm
S(—:i;)r = Sk + O/]g,corAsk
(5.70)

ALy = A+ al) o AN

cor

+ _ .,k k k
Vigr =V + aD,corAV

Os escalares apprev € p prev 530 denominados passos primal e dual, respectivamente,
para o procedimento previsor. Ja os escalares apcor € pcor S0 denominados passos
primal e dual, respectivamente, para o procedimento corretor. Diversas estratégias para a
escolha do passo sao apresentadas na literatura. Neste trabalho, uma versao adaptada a
partir de Granville (1994) para levar em conta a utiliza¢ao da fungao barreira logaritmica

modificada é utilizada.

Estes passos devem ser determinados a partir das condi¢oes de fronteira da regiao factivel.
Isto é facil de ser feito para as variaveis duais, mas deve ser feito com um cuidado maior
para as variaveis primais quando se utiliza a fungao barreira logaritmica modificada, tendo
em vista que as condi¢oes de fronteira relacionadas as variaveis de folga, s, variam a cada
iteragao, juntamente com o parametro de barreira. Por simplicidade de notagao, omitire-
mos os termos indicativos do previsor e corretor na representagao do passo e direcoes de

busca na discussao a seguir.

Considerando que desejamos que o préoximo ponto determinado seja factivel, para cada

coordenada j =1, ..., p deve-se ter:

s?’“ > —phth (5.71)

isto é,
s? + o/}Asf > ik, (5.72)
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da qual se pode concluir que
a;%As? > —(sf + "), (5.73)

Assumindo que s;‘? + 7 > 0, a desigualdade é trivialmente verdadeira quando As? > 0.

Assim, o passo somente é calculado quando AséC < 0. Neste caso, deve-se ter:

et
A e A
As?

(5.74)

A fim de garantir que a fronteira da regiao relaxada nao seja atingida, um paradmetro
o € (0,1) usualmente é utilizado. Dessa forma, o passo primal para o previsor e o

corretor é calculado, respectivamente, por:

s k)~
O prey = 0N {1, —w Asy <0, (5.75)
’ Asf
sk 4 k
a%mr = o min {1, —% : Asf <0p. (5.76)
j

J& o passo dual para o previsor e o corretor é calculado, respectivamente, por:

k - ViR
D prey = o min 4 1, X AV <0 ), (5.77)
J
b = ormin {1~ Ak <0 5.78
AP cor = OMin 4 1, =727+ Avy <0 (5.78)
J

No caso de 3;‘? + ¥ < 0 para algum j, problemas podem ocorrer. Este é o caso em
que a solucao atual deixaria de estar no interior da regiao factivel relaxada ao atualizar
o parametro de barreira pela heuristica (5.68). Dois problemas principais podem vir a
ocorrer diante desse cenario: o comprimento do passo estar limitado por alguma outra
coordenada, de modo que impossibilitaria que o novo ponto se tornasse factivel para o
interior da nova regiao relaxada; ou porque a direcao gerada pelo método possui a j-ésima
componente negativa, o que significaria que nenhum passo dado permitiria que a desigual-
dade (5.73) ocorresse. Por este motivo, Nash et al. (1994) propde uma extrapolagdo nos
termos logaritmicos, de modo que a fun¢ao barreira modificada seja definida para todo
o espago. Neste trabalho, entretanto, preferiu-se adotar a estratégia mais simples apre-
sentada por Pinheiro (2012): realizar uma nova relaxacao da regiao factivel, se ocorrer
s?“ < —7pF para algum j = 1,...,p. Neste caso, o parametro de barreira ¢ atualizado
por:

Pt = —(147) 111111){5‘/;“1}. (5.79)

J=1L
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em que 75 > 0 é um parametro.

Assim, uma das contribuic¢oes deste trabalho é de que o novo ponto seja determinado com
base nos valores provisérios obtidos para as direcoes do previsor e do corretor, de acordo
com o seguinte critério, em que y > 0 é o parametro que controla a escolha entre os passos

previsor ou corretor, com base no valor de complementaridade:

® 5 (8her) Vprey < X(84) Vet entéo:

k+1 _ .+
T - wprev
k+1 +
S =S8
prev
5.80
Akz-l—l _ A-i- ( )
— “‘prev
k+1 _ .+
v - Vprev
e caso contrario:
k+1 _ .+
Z - mcor
Sk+1 Sz)r (5 81)
ARFL= S '
— “Ycor
VkJrl — U+

5.1.5 Critério de parada

Como a maioria dos métodos iterativos, o método PDPCBLM aqui apresentado nao de-
termina a solugao exata para o problema de otimizagdo nao-linear. Assim, é necessario
um critério de parada para decidir quando uma solucao de boa qualidade, isto é, suficien-
temente proxima de um 6timo, foi obtida. Neste trabalho, o critério de parada se baseia
em Pinheiro (2012), que considera que uma boa solugao foi obtida quando os residuos
forem suficientemente pequenos. Assim, dada uma precisao € > 0, o critério de parada é

dado por:

e Factibilidade Primal:

el << e o, < (552
e Factibilidade Dual:
|m*|| <e. (5.83)
e Folgas Complementares:
=¥ <e. (5.84)
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Estas trés condicoes sao equivalentes a dizer que:

VL (", 8" N M) <e. (5.85)

o0

5.1.6 Algoritmo do Método PDPCBLM

Tendo em vista todos os procedimentos que foram apresentados, o método PDPCBLM
pode ser sintetizado no Algoritmo 7. O procedimento de inicializagdo das variaveis se
baseia no trabalho de Pinheiro (2012), em que se assume que os residuos s@o nulos para
calcular uma estimativa inicial para as variaveis. Outras formas de inicializagao de varia-

veis primais e duais podem ser utilizadas.

5.2 Suavizacao Hiperbdlica

Nesta secao é apresentada a estratégia de suavizacao utilizada para a resolucao do PDE-
PV através do método PDPCBLM. Uma importante classe de fun¢oes comumente pre-
sentes em problemas de otimizagao é a das func¢oes modulares. Por exemplo, funcoes de
penalidade exata utilizam a norma da violacao das restricoes para computar o valor da
penalizacao. A funcao maximo, como vimos, também ¢é utilizada em func¢oes de penali-
dade, e ela pode ser escrita como uma funcao envolvendo termos modulares, através da

expressao max{x,y} = %u_y'

Problemas que possuem termos modulares em sua formulagao usualmente possuem uma
dificuldade adicional: a nao-diferenciabilidade nos pontos em que o argumento do moédulo
se anula. Em particular, o PDE-PV se enquadra nesta categoria de problemas, pois a
funcao objetivo de custo total envolvendo o efeito dos pontos de carregamento de valvula
apresenta termos modulares, além de ser nao-linear e nao-convexa. Todas estas caracte-
risticas fazem do PDE-PV um problema de otimiza¢ao com uma grande quantidade de

minimos locais, o que dificulta a obtencao do minimo global.

Os métodos classicos de otimizagao, entre eles o PDPCBLM, requerem a hipotese de dife-
renciabilidade das func¢oes envolvidas. Apesar de existirem métodos deterministicos para
a resolucao de problemas nao-diferenciaveis, como métodos baseados em subgradientes,
neste trabalho optou-se por outro caminho: a suavizagao dos termos modulares presentes
na funcao objetivo do problema. Isto porque métodos baseados nos gradientes generaliza-
dos de Clarke nao podem ser utilizados diretamente na analise de problemas cuja funcao
nao seja Lipschitz continua. Ademais, os métodos para otimizacao nao-diferenciével, ape-

sar de estarem em pleno desenvolvimento, por vezes nao sao muito eficientes.
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Algoritmo 7: Método PDPCBLM

1

Inicializacao: Forneca o valor do parametro de barreira inicial u° > 0, seu fator
de reducdo 7 € (0, 1), fator da nova relaxagao 1o > 0, fator de escolha entre passo
previsor e corretor y > 0, e estimadores dos multiplicadores de Lagrange 6° > 0;
Inicialize a variavel primal, ", bem como as varidveis para a correcao de inércia
conforme o passo 1 do Algoritmo 6. Faga k < 0;

Caleule: f(a), Vf(a"), gla*), Jg(@*), h(z*) e Jh(z"):

Calcule 8° +— —h(x?) e, em seguida, monte as matrizes S}, e 3,;1;

Caleule 10 < 105, 8% e A° « —[Jg(x°).Jg(x°)!] "L Tg(x®)[V f(x°) + Jh(x°)'v"];

6 Determine a matriz N¥;

7 Construa matriz A, e utilize a Correcao de Inércia do Algoritmo 6 para

determinar os parametros 3 e v de modo que A, tenha a inércia desejada;

s Calcule os residuos do previsor: m” (5.11), @* (5.39), t* (5.19) e u* (5.22);

10

11

12
13

14

15
16

17

18
19
20

21
22

23

24

25

26

27
28

29

30

Calcule o vetor p* e 0y;
Calcule as diregoes do procedimento previsor: AX* (5.59), Az* (5.60), Ask
(5.42) e Ak (5.44);

k k < o

Calcule os passos af ., (5.75) e ap, ., (5.77), bem como a solugao proviséria do
- + gt + + i .
PIevisor, Ty . s Sicys Aoy € Vprey, Utilizando (5.69);

Calcule o resfduo w* (5.61) e o vetor p* (5.67);
Calcule as diregoes do procedimento corretor: AXF (5.63), Ax* (5.64), As*
(5.65) e Av* (5.66);

Calcule os passos ., (5.76) e of

D.cor (5:78), bem como a solugao proviséria do
corretor, x , st . AL e vl  utilizando (5.70);

enquanto HmkHOO > ou |7t >e ou HtkHoo > € ou Hu’“HOO > ¢ faga
Atualize a solugao, obtendo &1, sk Akt e pF+1 ytilizando (5.80) ou
(5.81), de acordo com os valor da complementaridade;

Atualize o parametro de barreira utilizando (5.68) ou, caso exista algum
st < —7pk, utilize (5.79);

Atualize os estimadores dos multiplicadores de Lagrange: §*+! = v/++1;
Faca k < k + 1;

Calcule: f(z*), Vf(z*), g(z¥), Jg(x*), h(z*) e Jh(z");

Monte as matrizes S, §,;1 e N*:

Construa matriz Ay e utilize a Corregao de Inércia do Algoritmo 6 para

determinar os parametros 5 e v de modo que Avk tenha a inércia desejada;
Calcule os residuos do previsor: m* (5.11), 7% (5.39), t¥ (5.19) e u* (5.22);
Calcule o vetor p* e 0y;

Calcule as diregoes do procedimento previsor: AXF (5.59), Ax* (5.60), As*
(5.42) e Avk (5.44);

Calcule os passos o .., (5.75) € @} ., (5.77), bem como a solugao provisoria
do previsor, .., 8evs Ahey € Yy, utilizando (5.69);

Calcule o residuo w* (5.61) e o vetor p* (5.67);

Calcule as diregoes do procedimento corretor: AXF (5.63), Az (5.64), As”
(5.65) e AvF (5.66);

Calcule os passos ., (5.76) e af, . (5.78), bem como a solucéo provisoria

do corretor, &}, st AL e vl  utilizando (5.70);

cor’ cor’ cor cor’

Retorne a solugdo 6tima: z* = x¥, s* = sF, A* = AF e v* = VF,
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De acordo com Chen (2012), aproximagoes suaves para problemas de otimiza¢ao tém
sido estudadas hé décadas, incluindo problemas de complementaridade, desigualdadades
variacionais, problemas de complementaridade de cones de segunda ordem, programagao
semidefinida, programacao semi-infinita, controle 6timo, otimizagao de autovalores, méto-
dos de penalidade e problemas de programacao matematica com restricoes de equilibrio.
Tais métodos de suavizagao sao eficientes nao apenas em problemas com fungao objetivo

nao-diferenciavel, mas também em problemas com restri¢oes nao-diferenciaveis.

A titulo de exemplo, no trabalho de Chen & Mangasarian (1996), é apresentada uma forma
de suavizagao para a fungao (z); = max{0, z}, através de um procedimento de suavizagao
paramétrico relacionado a uma funcao densidade de probabilidade, com um parametro
n. A medida em que este parametro 7 se aproxima de zero, a funcio suave para (), se
aproxima de sua versao nao-diferencidvel. A forma de suavizacao proposta pelos autores
parte do fato que (z), = ffoo o(y)dy, em que o é a fun¢do degrau unitario. A fungado
degrau unitario, por sua vez, pode ser escrita como o(z) = ffoo d(y) dy, em que § é a
fungao delta de Dirac. Isto indica que a fungao (x) pode ser obtida pela integracao dupla
da funcao delta de Dirac. A fim de obter uma representacao suave, os autores aproximam
a funcgao delta de Dirac através das fungoes densidade de probabilidade, parametrizadas

em 7).

No trabalho de He et al. (2008), o PDE-PV é resolvido através de uma estratégia hibrida
envolvendo evolucao diferencial e programacao quadratica sequencial. A fim de aplicar
a programacao quadratica sequencial, os autores empregam uma funcao de suavizacao
entropica. Nesta estratégia, dadas fungoes ¢; : R™ — R diferenciaveis, com i = 1, ..., q,

defina a fungao ¢ : R™ — R por ¢¥/(x) = max 9;(x). Esta fungao pode ser suavizada por
i=1,....4

=1,...,

)
Y(x,n) =nln e n . (5.86)
i=1
De acordo com os autores, pode-se mostrar que
Y(x) < P(e,n) <P(x) +nlng, Ve eR"en>0. (5.87)

Desta forma, ¢(x,n) — 1(x) quando n — 0. Esta fungao também é apresentada no
trabalho de Bertsekas (1999).

Assim, seguindo esta mesma linha de resolugao para o problema, apresenta-se a defini¢ao

de fungao suavizante de acordo com Chen (2012).

Definicao 5.2. Seja f: R®™ — R uma funcao continua. Dizemos que f: R" xRy - R

é uma func¢ao suavizante para f, se f(-,n) é uma funcdo continuamente diferenciavel em
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R"™ para qualquer n > 0 fixado, e se para todo € R",

lim f(z,n) = f(x). (5.88)

z—ax,nl0

Dessa maneira, pode-se definir um método suave para minimizacao da funcao f utilizando
J? conforme o Algoritmo 8. A vantagem dos métodos de suavizagao é que através dos
mesmos podemos resolver problemas de otimizacao continuamente diferenciéveis, para os
quais existe uma rica teoria e métodos de solugao eficientes, com garantias de obtencao
de um minimo local ou de um ponto estacionario do problema nao-diferenciével original,
através da atualizagao do parametro de suavizagao n. A eficiéncia, contudo, depende da
funcao de suavizacao adotada, do método de solucao para o problema suave, e do esquema

de atualizacao do parametro 7.

Algoritmo 8: Otimizacao Suave

1 Inicializagao: Defina uma func¢ao de suavizagao paramétrica fv: R" xRy - R
para aproximar f;

2 [teragao interna: Utilize um algoritmo para encontrar uma solugao aproximada
(nao ha necessidade de ser uma solugao exata) para o problema de otimizagao
suave:

min f(, 1) (5.89)

xTe

para algum 7, > 0 fixo;

3 Iteracao externa: Atualize n, para garantir a convergéncia do método de
suavizagao para um ponto de minimo local ou ponto estacionario do problema
nao-diferenciavel original.

Neste trabalho, ao associar o método PDPCBLM a uma fungao de suavizagao, o parametro

de suavizacao foi atualizado pela seguinte regra:

Mie+1 = PkMk (5.90)
em que
1
- 5.91
Pe= (5.91)

com p; > 1 e py > 0. Esta atualizagao ¢é realizada juntamente com a atualizagao do
parametro de barreira, e visa garantir um decréscimo mais acentuado do parametro 7
nas primeiras iteracoes, e mais fraca ao final do processo. Isto porque se a atualizacao
for realizada de modo inapropriado, o método pode apresentar instabilidades, devido &

proximidade da natureza nao diferenciavel do problema.
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5.2.1 A técnica de suavizacao hiperboélica

Tendo em vista a definicao de funcao de suavizacao apresentada, nesta secao é introduzida
a técnica de suavizagao hiperbdlica, conforme os trabalhos de Xavier & Oliveira (2005),
Junior (2010), Souza (2010), Xavier (2010), Souza et al. (2011) e Xavier & Xavier (2011).

Na abordagem de suavizagao hiperbolica, a fun¢ao modulo |- | : R — R é suavizada pela

Wz, m) = 2?2 +n, (5.92)

em que > 0 é o parametro de suavizagao. A Figura 5.1 apresenta a fungao ¥ para

funcao

diferentes valores do parametro de suavizacao 7.

— . 4)
— Wz, 1)
— .0, 25)

i, 0, 04) P

o

Figura 5.1: Fungao 9 para diferentes valores de 7.

Seja, agora, f : R"™ — R uma fungao diferenciavel, e considere a fungao | f(x)|. Suponha,
ainda, que esta funcao possua alguma nao-diferenciabilidade, isto é, um ponto em que
f(x) muda de sinal. Claramente, esta fungao pode ser vista como a seguinte composigao:
|f(x)] = (|- |of)(x). Assim, uma forma suavizada desta fun¢ao pode ser obtida utilizando

a funcao ¥, o f, em que ¥, (z) = ¥(z, 7).

A seguir, sao apresentadas as principais propriedades da técnica de suavizacao hiperbodlica.
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5.2.2 Propriedades da suavizacao hiperbdlica

A fungao ¥ definida pela igualdade (5.92) goza das seguintes propriedades:
(i) ¥(-,n) é uma funcdo de classe C*°, para qualquer n > 0 fixado;

(i) Bm 9(zn) = |of

z—ax,nd0

(iii) J(x,n) > |z|, para todo n > 0;
(iv) se my > m9, entdo V(x,n,) > J(z, 1), para todo = € R;
(v) ¥(x,n) — |z| < /1 para todo n > 0;

(vi) Se {nx} ¢ uma sequéncia tal que klim n = 0, entdo a sequéncia de fungoes {J( -, nx)}
—00

converge uniformemente para a fungao |- |.

As propriedades (i) e (ii) indicam que a func¢ao ¢ satisfaz a definicdo de fungao suavi-
zante proposta por Chen (2012). A propriedade (iii) indica que a fungao ¥ estima por
excesso a funcao modulo, para qualquer valor adotado para o parametro de suavizacao.
A propriedade (iv) significa que a fung¢ao ¥ é crescente no parametro de suavizagao, isto
é, para x fixo, um aumento no pardmetro de suavizagao provocara um aumento na fun-
¢ao aproximante. A propriedade (v) estabelece um limitante para o erro ao utilizar a
aproximacao da fungao moédulo pela fungao 9, o qual apenas depende do parametro 7.
A propriedade (vi) é uma decorréncia imediata da propriedade (v), indicando que uma
sequéncia de fungoes geradas através da reducao do parametro de suavizagao converge
uniformemente para a funcao modulo. A demonstracao dessas propriedades é trivial.

Para demonstrar a propriedade (v), basta notar que, para quaisquer z,y € R,, vale a

desigualdade \/z +y < /z + /¥

Ao resolver um problema suavizado, o parametro n desempenha um papel crucial, uma
vez que é ele que controla o grau da suavizagao. Um valor pequeno para 7 significa a
resolucao de um problema proximo da nao-diferenciabilidade e, portanto, bastante dificil
e mal-condicionado préoximo das regioes em que o termo modular se anula. Por outro lado,
a escolha de um valor grande para n implica na suavizagao excessiva, descaracterizando
a fungao objetivo aproximada, que fica distante da funcao objetivo original. Por este

motivo, a escolha deste parametro e sua atualizagao deve ser feita de maneira cuidadosa.

Segundo Souza (2010), a funcdo ¥ também possui uma caracteristica convexificadora,
que pode eliminar alguns minimos locais que estejam mais distantes do minimo global,
de acordo com o valor de 7. Por este motivo, a escolha do parametro de suavizagao
deve expressar um compromisso harmonico entre a simplificacao do problema e a coerén-

cia da solucao. A titulo de exemplificacao, a Figura 5.2 apresenta o grafico da funcao
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Figura 5.2: Grafico da fungao f(z1,z2) = — |x1] — [321 — 15| + % |1 — 4| — |x2| com suas curvas
de nivel, em suas versoes suavizadas, para diferentes valores do parametro 7.

f(@1,22) = — 21| — |3z — 15| + 2 |21 — 4] — |22| e suas versdes obtidas através de suavi-

zagao hiperbolica, para diferentes valores do parametro 7.

Por fim, apresentamos o enunciado do resultado apresentado por Santos (1997) apud
Junior (2010), que justifica do ponto de vista tedrico a utilizagdo da suavizagao e sua
convergéncia para um ponto de minimo local do problema original: Para qualquer ponto
de minimo local do problema original e para qualquer vizinhancga § > 0 especificada, existe
um valor limitante T tal que, para todo 7, < T, ewmiste um ponto de minimo local do
problema suavizado ®; situado dentro dessa vizinhanca § desse ponto de minimo local T,

ou seja, |[€, — || < 0, para todo 7, < T.
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Capitulo 6
Resultados Numeéricos

Neste capitulo sao apresentados os resultados numéricos da aplicacao do método PDPC-
BLM ao PDE-PV nas trés variantes apresentadas no Capitulo 3. O método foi progra-
mado em linguagem Matlab, utilizando o Matlab 2011a. A execugao do programa foi
realizada em um computador com processador Intel Core i5, com 4GB de memoria RAM
e sistema operacional Windows 7 Home Premium. Como a linguagem de programagao é

interpretada, nao foram realizadas consideragoes acerca de tempo computacional.

O algoritmo proposto é uma extensao daquele proposto por Pinheiro (2012), com algumas
variagoes: o procedimento de correcao de inércia, que se baseia na proposta de Nocedal
& Wright (2006), na forma de fatoragdo da matriz, através da fatoracao LDL', o critério
de escolha entre passo previsor ou corretor, e no célculo do comprimento do passo, que
utiliza fatores menores que 1, ao invés de 1,01, e calcula o passo pela fronteira da regiao
relaxada na iteracao seguinte. Inclui-se, também, devido as caracteristicas do PDE-PV,
o procedimento de suavizagao da funcao objetivo, através da técnica de suavizagao hiper-

bolica.

A fim de evitar problemas de mau condicionamento, quando o parametro de suavizagao
¢ muito baixo, adotou-se a seguinte estratégia: fixou-se um valor 7 > 0, de modo que
a partir do momento em que n¥ < 7, o parametro nao é mais reduzido. Notou-se que
a escolha do valor 77 tem um papel fundamental no refinamento da solugao obtida. Os
resultados obtidos foram comparados com outros trabalhos disponiveis na literatura, em
particular Samed (2004) e Ravi et al. (2006).

k

Além disso, nas tabelas que exprimem os resultados das iteragoes, a coluna A fi; - apresenta
a diferenca absoluta entre a fungao objetivo original e a funcao aproximada:
Afips = [ F(@") = fye(2")]. (6.1)
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Jéa a coluna A [, apresenta a diferenca relativa percentual entre a fungao objetivo original

e a funcao aproximada, sendo calculada da seguinte forma:

po_ | f&) = fe(ah) |
Afk = ’ e 100. (6.2)

*)

A coluna “corretor” indica se a diregao do corretor foi utilizada na iteragao: um sinal “—

7

indica que o passo e dire¢ao do previsor foram utilizados, enquanto um sinal “+” indica

a utilizacao do passo e direcao do corretor.

6.1 PDE-PV

Nesta secao apresentam-se os resultados obtidos na resolu¢ao do PDE-PV. Foram explo-
rados trés sistemas distintos, com 3, 13 e 19 geradores. Verificou-se que a convergéncia

do método para cada caso esté associada a escolha dos parametros de inicializacao.

6.1.1 Caso 3 Geradores — Parte 1

Os dados deste caso foram extraidos de Sinha et al. (2003), sendo que os mesmos também
foram utilizados no trabalho de Samed (2004). Os coeficientes da curva de custo, incluindo
os efeitos dos pontos de carregamento de carregamento de valvula, bem como os limites
operacionais das unidades geradoras sao apresentados na Tabela 6.1. A formulagao do

modelo do PDE-PV para este caso possui:
e 3 variaveis;
e 1 restricao de igualdade;
e 6 restricoes de desigualdade.

O modelo é expresso por:

minimizar 0,001562P ; + 7,92Pg,1 + 561 + [300sen(0,0315(100 — Pg,1))]
+0,00482P% 5 + 7,97 P2 + 78 + |150 5en(0,063(50 — Pg )]
+0,00194 P 5 + 7,85P¢,3 + 310 + |200 sen(0,042(100 — Pg3))]

sujeito a  Pg1+ Poao+ Pos = 850 (6.3)
100 < Py, < 600
50 < Pg2 <200
100 < Pg3 < 400
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Tabela 6.1: Caracteristicas do sistema — PDE-PV: 3 geradores

Pgr  Pox ay by, cr e fr
Gerador (k) —2% ’
(MW)  (MW)  ($/MW?) (§/MW) ($) (8) (1/MW)
1 100 600 0,001562 7,92 561 300 0,0315
50 200 0,00482 7,97 78 150 0,063
3 100 400 0,00194 7,85 310 200 0,042

Demanda: D = 850 MW
Fonte: Sinha et al. (2003)

Tabela 6.2: Inicializagdo — PDE-PV: 3 geradores (Parte I)

Fatores de aumento/redugao da corre¢ao de inércia K1 = ko = 10
Fatores de reducao do parametro de suavizagao pr=>5epy=0
Limitante da atualizacao do parametro de suavizagao 7=10"%
Parametro de barreira/relaxacao inicial p® =20
Fatores de atualizagdo do parametro de barreira T =T =0,2
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor y =1
Fator de redugao do passo o =0,9995
Precisao de parada e=10"6

1 220
Poténcia inicial das unidades geradoras (MW) 2 110

3 280
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange 8 = 1,

Os parametros apresentados na Tabela 6.2 foram utilizados na inicializacao do método.

O vetor 1, denota um vetor coluna com p linhas, cujas componentes sao todas iguais 1,
em que p é o numero de restricoes de desigualdade. Ao aplicar o método PDPCBLM
para a resolucao do problema com os parametros especificados, verificou-se que o mesmo
convergiu em 13 iteragoes, conforme a Tabela 6.3. Na referida tabela, o valor f(xz*)
denota o valor da funcao objetivo original, enquanto fnk(ar:k) denota o valor da funcao
suavizada, pelo parametro n* indicado na respectiva coluna. Da mesma tabela, infere-se
que, na solucao 6tima, a diferenca percentual relativa entre a funcao objetivo original

(ndo-diferenciavel) e a fungao objetivo aproximada (suave) é de apenas 0,012199927%.

Na Tabela (6.3), a norma dos residuos, na solucio 6tima, é igual a 3,8071715 x 1077.
Nota-se, também, que na 8 iteragdo ocorreu penalizacao do parametro de barreira. A
maioria das iteracoes deram passo maximo, excetuando as iteragoes 5, 6 e 7. Outro
ponto que merece destaque é o fato de que houve alternancia entre a escolha das dire¢oes
do previsor e do corretor. O método utiliza, inicialmente, as dire¢oes do procedimento
previsor nas iteragoes 1 e 2. Nas duas iteracoes seguintes, utiliza-se a dire¢ao do corretor.

Na 5% iteracao, o método volta a utilizar as direcoes geradas no procedimento previsor
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Tabela 6.3: Resultados (Iteragoes) — PDE-PV: 3 geradores (Parte I)

Iteragao k f(xF) Tk (*) thum Dhﬁ& (%) _—Qh@wu sk XF k) :oo Nk uk Qwu c&w Corretor
0 6511,7011  6852,8035  341,1024  5,2382993 240 1 20 0 0 -
1 8592,5064  8996,2693  403,76291  4,6990121 82,661543 1 20 0,9995 0,9995 -
2 8580,249  8708,5463  128,29736  1,4952638 3,6635996 0,2 4 0,9995 0,9995 -
3 8536,2099  8579,9362  43,636260  0,51118481 5,3458391 0,04 0,8 0,9995 0,9995 +
4 8419,7459 84474791  27,733233  0,32938326 8,6503266 0,008 0,16 0,9995 0,9995 +
5 8256,0524  8270,3375  14,285052  0,17302521 9,0898045 0,0016 0,032 0,9995 0,7881581 -
6 8234,4123  8239,7617 5349344  0,064963276 3,247482 0,00032 0,0064 0,10717635  0,71692281 -
7 8234,0095 82353314  1,3219199  0,016054389 1,9926299 6,4 x 107° 0,00128 0,9995  0,99008296 -
8 8234,197 82352053  1,0083157  0,012245464 0,5589004 6,4x107°  0,32672583 0,9995 0,9995 -
9 8234,2281 82352075  0,97945053  0,011894868 0,0089980771 6,4x107°  0,065345166 0,9995 0,9995 -
10 8234,2114 82352055 0,99414378  0,012073333 0,0021973929 6,4x107%  0,013069033 0,9995 0,9995 +
11 8234,2032  8235,2052  1,0019436  0,01216807 0,00050966613 6,4 x107°  0,0026138066 0,9995 0,9995 +
12 8234,2008 82352051  1,0043567  0,01219738 4,8015957 x 1075 6,4 x10°  0,00052276132 0,995 0,9995 +
13 8234,2006  8235,2051  1,0045664  0,012199927 3,8071715 x 107 6,4 x 107°  0,00010455226 0,995 0,9995 +
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Tabela 6.4: Resultados — PDE-PV: 3 geradores (Parte I)

Método Pg1 (MW) Pga (MW) Pgs (MW) Fungao Objetivo ($)
AGH (Samed, 2004) 299,7595 150,4285 399,8120 8234,556
AGHCOE (Samed, 2004) 249,2786 101,4205 499,3009* 8233,979*
PDPCBLM 300,06712 149,94901 399,98387 8234,200

* A solugao da autora apresenta valor melhor da fungao objetivo, mas é infactivel.

para, finalmente, na 10* iteracao, voltar a utilizar a direcao do corretor, até atingir a

convergéncia.

Na Figura 6.1, pode-se ver a trajetoria de solucoes geradas pelo método proposto, na
resolucao desta instancia do PDE-PV. J4 na Figura 6.2 pode-se verificar a trajetoria dos
multiplicadores de Lagrange, da restricao de igualdade, relativa a satisfacao da demanda,
e das restricoes de desigualdade, relacionadas & canalizacao das variaveis. Por fim, a
Figura 6.3 apresenta o comportamento do parametro de correcao de inércia ao longo das
iteragoes do método. Nota-se que no inicio do método corregoes mais significativas sao
necessarias e que, & medida em que o método se aproxima da solucao 6tima, o parametro

de correcao é reduzido. Isto ocorre porque na regiao de minimo local a fungao é convexa.

A escolha do ponto inicial P° = (220,110,280) foi realizada de modo que o mesmo
pertencesse ao interior da regiao definida pelas restrigoes de desigualdade originais. Isto
significa que, neste caso, a relaxacao representada pela funcao barreira logaritmica modi-
ficada nao exerce nenhuma influéncia quanto a factibilizacao do ponto inicial. A Tabela
6.4 apresenta o despacho 6timo obtido pelo método PDPCBLM, junto aos resultados
apresentados em Samed (2004). Nesta tabela, pode-se notar que o método AGHCOE da
autora obteve um valor da funcao objetivo inferior ao do método PDPCBLM. Porém, o
limite da unidade geradora 3 foi violado, conforme destacado na Tabela 6.4. O método
PDPCBLM determinou uma solucao com o valor da funcao objetivo igual a $8234,20.
Trabalhos mais recentes, como o de Meng et al. (2010) indicam que o melhor valor mi-
nimo obtido para a funcao objetivo ¢ de $8234,07, que ¢é ligeiramente inferior ao obtido
pelo método PDPCBLM. De fato, isto ocorreu devido ao valor do limitante 7, conforme

veremos na proxima segao.

6.1.2 Caso 3 Geradores — Parte II

O problema do caso anterior foi resolvido novamente, utilizando um limitante 77 menor.
Isto permite que a funcao aproximante apresente valores mais proximos ao da funcao
original. Em contrapartida, sua resolugao se torna mais dificil, em virtude da proximidade

da natureza nao-diferenciavel do problema original, quando o valor de n é baixo.

99



——Pg1
—FPao
——FPa3

400 |- 2

350 | :

300 | :

250 2

200 ¢ :

Poténcia (MW)

150 |- 2

100 .

0 2 4 6 8 10 12 14
Iteragao k

Figura 6.1: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV de 3
geradores (Parte I).
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Figura 6.2: Evolucao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, ¥, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV de 3 geradores (Parte I).

100



0,8 .

ﬂk

04 .

0 2 4 6 g§ 10 12 14
Iteragao k

Figura 6.3: Sequéncia de parametros de correcao de inércia, 8, no método PDPCBLM para o
PDE-PV de 3 geradores (Parte I).

Tabela 6.5: Inicializagdo — PDE-PV: 3 geradores (Parte II)

Fatores de aumento/redugao da correcao de inércia K1 = Ko = 10
Fatores de redugao do parametro de suavizagao p1=25epy=0>5
Limitante da atualizacao do parametro de suavizagao 7=10"%
Parametro de barreira/relaxacao inicial p =10
Fatores de atualizagao do parametro de barreira m=7m7=05
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor x =1
Fator de reducao do passo o = 0,9995
Precisao de parada e=10"°

1 220
Poténcia inicial das unidades geradoras (MW) 2 110

3 280
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange =1,

Os parametros apresentados na Tabela 6.5 foram utilizados na inicializacao do método.

Assim, as inicas mudancgas realizadas além do limitante 77 foram nos fatores de reducao
do parametro 7, no parametro de barreira inicial, u°, e seu fatores de atualizacio, 71 e
To. Como ja mencionado, a redugao do limitante 77 permite a obtencao de solu¢oes mais
refinadas, porém ao custo de um ntimero maior de iteragoes. Neste caso, verificou-se que o
método convergiu em 21 iteracoes, cujos dados estao sumarizados na Tabela 6.6. Pode-se
notar a ocorréncia de oscilagdes na norma dos residuos. Isto ocorre porque o parametro
1 ja é bastante baixo e este efeito oscilatério somente acaba a partir do momento em que
o limitante é atingido. Uma busca unidimensional mais robusta, como a de Armijo, ou
um critério para aceitacao de passo baseado em alguma fungao mérito ou filtro poderia

ajudar na amenizacao deste efeito. Assim como no primeiro caso, ocorreram penalizacoes
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no parametro de barreira em algumas iteragoes, a saber as iteragoes 10, 11, 12, 13 e
14. A diferenca relativa entre a funcao objetivo original e aproximada, na solucao 6tima
determinada, é de 2,9103339 x 10~°%.

A restricao de demanda deste problema ¢é expressa por Pg 1 + Pg2 + Pas = 850, a qual
permite isolar, por exemplo, a variavel Fg 3. Com isto, pode-se reduzir o problema de

otimizacao a forma:

Minimizar 0,001562P(2;,1 + 7,92P¢ 1 + 561 + [300sen(0,0315(100 — Pg1))|
—1—0,00482]3&2 + 7.97Pg 2 + 78 + [150 8en(0,063(50 — Pg2))|
+0,00194(850 — Py 1 — PG72)2 + 7.85(850 — Pg1 — Pg2) + 310
+ /200 sen(0,042(100 — (850 — Pg1 — Pa2)))| (6.4)

sujeito a 100 < Py < 600
50 < Pg o < 200
100 < 850 — Pg1 — Pg 2 < 400

o qual é um problema de otimizacao apenas nas varidveis Pg; e Pgo. A trajetéria de
solugoes Py e Pg o obtidas na resolugdo do problema equivalente (6.4) e suas curvas de
nivel sao apresentadas na Figura 6.4. Nota-se que, para estes parametros, o método foi
capaz de refinar a solugao até atingir o melhor valor conhecido na literatura para a solucgao
otima, ou seja, $8234,07. Da mesma forma que no caso da Parte I, as Figuras 6.5, 6.6 ¢ 6.7
apresentam a trajetoéria de solugoes geradas pelo método, a trajetoria dos multiplicadores
de Lagrange e o comportamento do parametro de corre¢ao de inércia, respectivamente,
ao longo das iteragoes do método. A Tabela 6.7 apresenta as solugoes 6timas refinadas
obtidas pelo método PDPCBLM. O valor méximo necessario do parametro de corregao

de inércia foi igual 1, assim como na Parte I.

6.1.3 Caso 3 Geradores — Parte 111

Mais uma vez, o PDE-PV de 3 geradores foi resolvido, agora visando investigar a capaci-
dade da fungao barreira modificada tratar a infactibilidade, quando o ponto inicial viola
alguma restricao de desigualdade. Tendo em vista que o objetivo é analisar a capacidade
de convergéncia em uma situacao na qual a relaxacao promovida pela funcao barreira mo-
dificada é necessaria, e nao a capacidade de refinar a solugao, adotou-se o mesmo conjunto
de parametros da Tabela 6.2, excetuando o ponto inicial, que foi alterado para:

t

t
P' = (P3, P8, F2,) = (280 40 2s0)
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Figura 6.4: Trajetoria dos pontos (Pg,1, Pg2) — PDE-PV: 3 geradores (Parte II).
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Figura 6.5: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV de 3
geradores (Parte II).

Tabela 6.7: Resultados — PDE-PV: 3 geradores (Parte II)

Método Pg1 (MW)  Pgo (MW) Pgs (MW) Fungao Objetivo (3)
AGH (Samed, 2004) 299,7595 150,4285 399,8120 8234,556
AGHCOE (Samed, 2004) 249,2786 101,4205 499,3009* 8233,979*
QPSO (Meng et al., 2010) 300,27 149,73 400 8234,07
PDPCBLM 300,26298 149,73702 400 8234,07391

* A solucgao da autora apresenta valor melhor da funcdo objetivo, mas é infactivel.
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Figura 6.6: Evolucio dos multiplicadores de Lagrange das restricdes de igualdade, A¥, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV de 3 geradores (Parte II).
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Figura 6.7: Sequéncia de parametros de correcio de inércia, 5*, no método PDPCBLM para o
PDE-PV de 3 geradores (Parte II).
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Figura 6.8: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV de 3
geradores (Parte IIT).

Observa-se que, neste ponto inicial, a poténcia inicial P&Q = 40 viola o limite minimo
de geracao da unidade geradora 2. O método convergiu em 16 iteragoes, e os resultados
das iteragoes estao resumidos na Tabela 6.8. A diferenca relativa entre a fungao objetivo
original e aproximada, na solugao 6tima determinada, ¢ de 0,012199947%. A analise da
trajetoria das poténcias geradas, apresentada na Figura 6.8 indica que logo no inicio do
processo iterativo o método consegue trazer para o interior da regiao o ponto infactivel
para as restrigoes de desigualdade. J& as Figuras 6.9 e 6.10 apresentam a trajetoria dos
multiplicadores de Lagrange e do parametro de correcao de inércia, respectivamente, ao

longo das iteracoes.

Um ponto interessante a se notar, em todos os casos de 3 geradores, e que fica mais
evidente na Tabela 6.8 de resultados da Parte III é que, usualmente, o passo dual nao é
méaximo quando a dire¢ao do procedimento previsor € utilizada, enquanto o oposto é mais

comum nas iteragoes em que a direcao do procedimento corretor é utilizada.

6.1.4 Caso 13 Geradores — Parte 1

Os dados deste caso foram extraidos de Samed (2004). Os coeficientes da curva de custo,
incluindo os efeitos dos pontos de carregamento de valvula, bem como os limites operaci-
onais das unidades geradoras sao apresentados na Tabela 6.10. A formulagao do modelo

do PDE-PV para este caso possui:

e 13 variaveis;
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Figura 6.9: Evolucao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A¥, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV de 3 geradores (Parte III).
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Figura 6.10: Sequéncia de parametros de correcao de inércia, ¥, no método PDPCBLM para o
PDE-PV de 3 geradores (Parte III).

Tabela 6.9: Resultados - PDE-PV: 3 geradores (Parte I1I)

Método Pgi (MW)  Pgo (MW)  Pgs (MW)  Funcao Objetivo ($)
AGH (Samed, 2004) 299,7595 150,4285 399,8120 8234,556
AGHCOE (Samed, 2004) 249,2786 101,4205 499,3009* 8233,979*
QPSO (Meng et al, 2010) 300,27 149,73 400 8234, 07
PDPCBLM 300,06712 149,94901 399,98387 8234,20056

* A solucao da autora apresenta valor melhor da funcao objetivo, mas é infactivel.
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Tabela 6.10: Caracteristicas do sistema — PDE-PV: 13 geradores

Pq Pq i, ay b, cL ek T
Gorador (B) " S0W)  (MW)  (8/MW2) ($/MW)  (9) () (1/MW)
1 0 680 0,00028 8,1 550 300 0,035
2 0 360 0,00056 8,1 309 200 0,042
3 0 360 0,00056 8,1 307 200 0,042
4 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
5 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
6 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
7 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
8 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
9 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
10 40 120 0,00284 8,6 126 100 0,084
11 40 120 0,00284 8,6 126 100 0,084
12 55 120 0,00284 8,6 126 100 0,084
13 55 120 0,00284 8,6 126 100 0,084

Demanda: D = 2520 MW
Fonte: Samed (2004)

e 1 restricao de igualdade;
e 26 restri¢coes de desigualdade.
Os parametros apresentados na Tabela 6.11 foram utilizados na inicializacao do método.

Neste caso, a escolha do ponto inicial foi feita de modo a ficar proxima de satisfazer a
demanda total, de 2520 MW (a soma das poténcias iniciais ¢ de 2500 MW) e de modo
que geradores com limitantes superiores de geracao iguais fossem inicializados com o
mesmo valor de geracao. A Tabela 6.12 apresenta os resultados obtidos, nas 18 iteracoes
necessarias para a convergéncia. Nota-se que nao houve penalizacao do parametro de
barreira e, assim como no caso de 3 geradores, a redugao significativa dos residuos somente
ocorreu a partir do momento em que o parametro 7 atingiu o limitante 77. A diferenga
relativa entre a funcao objetivo original e aproximada, na solug¢ao 6tima determinada, é
de 0,016131898%.

Neste caso, notou-se que o método foi bastante sensivel a escolha dos parametros e, nos
testes realizados, uma escolha inadequada dos fatores de atualizacao do parametro de
suavizacao levavam a divergéncia. Por isso, escolheu-se um valor baixo para p;. Outra
dificuldade é a quantidade de minimos locais deste tipo de problema. Apenas para se ter
uma ideia, Borckmans et al. (2014) verificou que ap6s executar o seu algoritmo 10° vezes,
o método determinou cerca de 2 x 10° candidatos a solucdo, em uma instancia com apenas
15 geradores. Por isso, escolheu-se uma solucao relativamente proxima a reportada no
trabalho de Pothiya et al. (2010). Ainda assim, o método determinou um minimo local

proximo, diferente daquele que se esperava obter. As Figuras 6.11, 6.12 e 6.13 apresentam
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Tabela 6.11: Inicializagdo — PDE-PV: 13 geradores (Parte I)

Fatores de aumento/redugao da corre¢ao de inércia K1 = ko = 10
Fatores de redugao do parametro de suavizagao pr=2epy=0
Limitante da atualizacao do parametro de suavizagao 7=10"%
Parametro de barreira/relaxagao inicial p® =20
Fatores de atualizacao do parametro de barreira T1=7 =05
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor x =1
Fator de redugao do passo o =0,9995
Precisao de parada e=10"6
1 600
92-
Poténcia inicial das unidades geradoras (MW) 3 300
4-9 150
10-13 100
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange 80 = 1,

a trajetoria das poténcias geradas, dos multiplicadores de Lagrange e do parametro de
correcao de inércia, respectivamente. No caso do grafico das poténcias geradas, verificou-
se que aqueles que possuem caracteristicas iguais apresentaram a mesma trajetoria de

otimizacao, de modo que algumas linhas estao sobrepostas.

Pela analise da Tabela 6.13, nota-se que a solugao 6tima obtida pelo método PDPCBLM
melhora perceptivelmente as apresentadas no trabalho de Samed (2004). Por outro lado,
apresenta valor proximo, mas superior, ao apresentado no trabalho de Pothiya et al.

(2010), que utilizou a heuristica de colonia de formigas para resolver o problema.

6.1.5 Caso 13 Geradores — Parte 11

Da mesma forma que foi feita no caso de 3 geradores, investigamos o efeito da mudanca
dos parametros e a possibilidade de refinamento da solucao obtida. A inicializagao foi
realizada considerando alguns aspectos do resultado obtido na Parte I. Os parametros

apresentados na Tabela 6.14 foram utilizados na inicializagao do método.

Neste caso, alterou-se os parametros relacionados a suavizagao e o parametro de barreira
inicial, visando obter uma solugao refinada. A Tabela 6.15 apresenta os resultados obtidos,
nas 33 iteracoes necessarias para a convergéncia. Novamente, a reducao significativa dos

residuos somente ocorreu a partir do momento em que o parametro 7 atingiu o limitante
.

Como se pode notar nas Figuras 6.15 e 6.16, o método precisou de corre¢oes de inércia
mais significativas no inicio do processo iterativo: entre as iteragoes 1 e 6. Este fato, pro-

vavelmente, também esté relacionado ao comportamento dos multiplicadores de Lagrange

no inicio do processo. Os multiplicadores aparentemente encontraram uma trajetoria de
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Figura 6.11: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV de 13
geradores (Parte I).
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Figura 6.12: Evoluciao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV de 13 geradores (Parte I).
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Figura 6.13: Sequéncia de parametros de correcio de inércia, 8%, no método PDPCBLM para o
PDE-PV de 13 geradores (Parte I).

Tabela 6.13: Resultados — PDE-PV: 13 geradores (Parte I)

Métodos
Poténcia Gerada (MW) AGH AGHCOE ACO PDPCBLM
(Samed, 2004) (Samed, 2004) (Pothiya et al., 2010)
Paa 643,5755 617,1943 628,32 628,08088
Pgo 328,6986 300,4246 299,06 298,79312
Pa 3 310,0123 297,2810 299,17 298,79312
Pga 124,9541 165,6300 159,73 159,53795
FPas 145,0035 159,0019 159,73 159,563795
P e 150,8724 164,5568 159,73 159,53795
Pa 7 160,4046 140,7621 159,73 159,563795
Pag 172,1755 157,1320 159,72 159,53795
Pao 176,5106 165,9530 159,72 159,53795
Pa1o 62,44434 76,51676 75.47 76,92247
Pa i 92,61867 74,81078 77,33 76,92247
Pg a2 62,40476 80,65879 92,10 91,63009
Pg a3 90,32517 120,0779 90,59 91,63009
Fungao Objetivo ($) 25374,14 24799,03 24169,63 24173,81
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Tabela 6.14: Inicializagdo — PDE-PV: 13 geradores (Parte II)

Fatores de aumento/redugao da correcao de inércia K1 = Ko = 10
Fatores de redugao do pardmetro de suavizagao pr=15epy=2
Limitante da atualizacao do parametro de suavizagao 7=10""7
Parametro de barreira/relaxagao inicial p =10
Fatores de atualizacao do parametro de barreira m=7m7=05
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor y =1
Fator de redugéo do passo o =0,9995
Precisao de parada e=10"6
1 600
2
Poténcia inicial das unidades geradoras (MW) S 300
4-9 150
10-13 100
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange 80 = 1,

convergéncia a partir da 10* iteragao, isto é, assim que as correcoes de inércia mais sig-
nificativas ja haviam ocorrido. Além disso, pode-se perceber que, no final do processo
de convergéncia, o parametro de corre¢ao de inércia se elevou, um pouco, novamente. A
justificativa mais coerente para este fendmeno é o fato de que, conforme o processo de
convergéncia avanca, o problema torna-se mais mal-condicionado, em especial nas regioes
de nao-diferenciabilidade em que, provavelmente, encontram-se os pontos de minimo. Por
fim, a Tabela 6.16 apresenta os valores das geragoes de poténcia ativa determinadas pelo
método PDPCBLM.

Apesar do aumento no nimero de iteracoes, em decorréncia da reducao do limitante 7,
observa-se que, neste caso, mais uma vez foi possivel melhorar as solugoes apresentadas,
inclusive em relagao ao trabalho de Pothiya et al. (2010), o que nédo tinha acontecido na

Parte I, em que a solucao obtida era um pouco pior em termos de custo.

6.1.6 Caso 19 Geradores

Os dados deste caso foram extraidos de Balamurugan et al. (2014), que resolveu o pro-
blema de despacho econdémico e ambiental combinados, através de um método de evo-
lugao diferencial. Os coeficientes da curva de custo, incluindo os efeitos dos pontos de
carregamento de valvula, bem como os limites operacionais das unidades geradoras sao

apresentados na Tabela 6.17. A formulacao do modelo do PDE-PV para este caso possui:
e 19 variaveis;
e 1 restricao de igualdade;

e 38 restrigoes de desigualdade.
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Figura 6.14: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV de 13
geradores (Parte II).
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Figura 6.15: Evolucao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A¥, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV de 13 geradores (Parte II).
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Figura 6.16: Sequéncia de parametros de correciao de inércia, 8%, no método PDPCBLM para o
PDE-PV de 13 geradores (Parte II).

Tabela 6.16: Resultados — PDE-PV: 13 geradores (Parte II)

Métodos
Poténcia Gerada (MW) AGH AGHCOE ACO PDPCBLM
(Samed, 2004) (Samed, 2004) (Pothiya et al., 2010)
Paa 643,5755 617,1943 628,32 628,33045
Pgo 328,6986 300,4246 299,06 299,99307
Pa 3 310,0123 297,2810 299,17 299,99307
Pga 124,9541 165,6300 159,73 159,74125
FPas 145,0035 159,0019 159,73 159,74125
P e 150,8724 164,5568 159,73 159,74125
Pa 7 160,4046 140,7621 159,73 159,74125
Pag 172,1755 157,1320 159,72 159,74125
Pao 176,5106 165,9530 159,72 159,74125
Pa10 62,44434 76,51676 75.47 77.40922
Pa i 92,61867 74,81078 77,33 77,40922
Pg a2 62,40476 80,65879 92,10 92,40855
Pg a3 90,32517 120,0779 90,59 86,00891
Fungao Objetivo ($) 25374,14 24799,03 24169,63 24144,49
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Tabela 6.17: Caracteristicas do sistema — PDE-PV: 19 geradores

Par  Poyk ay b Ck €k Ik
Gondor®)§1w) aw) (sMW2) sMW) (8) (8) (1MW)
1 100 300 0,0097 6,8 119 90 0,72
2 120 438 0,0055 4 90 79 0,05
3 100 250 0,0055 4 45 0 0
4 8 25 0,0025 0,85 0 0 0
5 50 63,75 0 5,28 0,891 O 0
6 150 300 0,008 3,9 110 0 0
7 50 63,75 0 5,439 21 0 0
8 100 500 0,0075 6 88 50 0,52
9 200 600 0,0085 6 55 0 0
10 15 40 0,009 5,2 90 0 0
11 50 150 0,0045 1,6 65 0 0
12 25 75 0,0025 0,85 78 98 0,02
13 50 63,75 0 2,55 49 0 0
14 0 95 0,0045 1,6 85 0 0
15 20 220 0,0065 4,7 80 92 0,75
16 15 80 0,0045 1,4 90 0 0
17 15 80 0,0025 0,85 10 0 0
18 50 230 0,0045 1,6 25 0 0
19 400 500 0,008 9,9 90 0 0

Demanda: D = 2908 MW

Fonte: Balamurugan et al. (2014)

Os parametros apresentados na Tabela 6.18 foram utilizados na inicializacao do método.

A escolha do ponto inicial, neste caso, foi o valor médio entre os limitantes minimo e
maximo de saida de poténcia ativa de cada unidade geradora. A Tabela 6.19 apresenta os
resultados obtidos, nas 23 iteragoes necessarias para a convergéncia. Na referida tabela,
percebe-se que o pardmetro de barreira sofreu penalizacao nas iteracoes 4, 5, 6, 7, 8 e
9. O mesmo fato verificado nos casos anteriores se repete: a reducao significativa dos
residuos somente ocorreu a partir do momento em que o parametro 7 atingiu o limitante
7, na iteragao 21. A diferenga relativa entre a fungao objetivo original e aproximada, na
solugao o6tima determinada, é de 0,0015661004%.

Este caso difere dos demais, devido ao fato de haver geradores com caracteristicas va-
riadas: lineares, quadraticas e nao-diferenciaveis. Além disso, o artigo de Balamurugan
et al. (2014) néo resolveu apenas o PDE, mas sim uma versao do mesmo combinada com
o despacho ambiental. Por outro lado, na revisao bibliografica realizada verificou-se que
nenhum outro autor resolveu este exemplo. Por isso, a fim de verificar a consisténcia dos
resultados, o problema suavizado foi resolvido utilizando quatro diferentes pacotes com-
putacionais, considerados estado da arte em otimizacao nao-linear. Como nao podemos

alterar o valor do parametro 1 ao longo das iteragoes no pacote computacional, seu valor
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Tabela 6.18: Inicializagdo — PDE-PV: 19 geradores

Fatores de aumento/redugao da corre¢ao de inércia K1 = ko =10
Fatores de reducao do parametro de suavizagao pr=2epy=0
Limitante da atualizacao do parametro de suavizacao 7=10"
Parametro de barreira/relaxagao inicial p’ =10
Fatores de atualizagdo do parametro de barreira T1=T2=0,1
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor x =1

Fator de redugao do passo o =0,9995
Precisao de parada e =106

200
279
175
16,5
56,875
225
56,875
300
400
27,5
100
50
56,875
47,5
120
47,5
47,5
140
450

Poténcia inicial das unidades geradoras (MW)

—_ =
CE©o-uo otk wh e

el e e e el
© 00 N O U = W N

Estimadores dos multiplicadores de Lagrange 8°=10- 1,
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Figura 6.17: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV de 19
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Figura 6.18: Evolucao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV de 19 geradores.

foi fixado no valor final 9,5367432 x 10~7. Todos os pacotes foram executados com suas
opgoes no default e iniciados no mesmo ponto do método PDPCBLM. Os pacotes uti-
lizados foram: IPOPT (Interior Point OPTimizer), KNITRO (Nonlinear Interior point
Trust Region Optimization), MINOS (Modular In-core Nonlinear Optimization System)
e SNOPT (Sparse Nonlinear OP Timizer), em suas versoes de demonstragao, através da
interface do GAMS 24.3.3. As Figuras 6.17, 6.18 e 6.19 apresentam a trajetoria das po-
téncias geradas, dos multiplicadores de Lagrange e do parametro de correcao de inércia,

respectivamente, pelo método aqui proposto.

Pela analise da Tabela 6.20, nota-se que a solugao 6tima obtida pelo método PDPCBLM
é consistente quando comparada com as determinadas pelos pacotes computacionais tes-

tados. Além disso, a solu¢ao obtida é melhor do que as determinadas pelos pacotes,
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Figura 6.19: Sequéncia de parametros de correcao de inércia, ¥, no método PDPCBLM para o
PDE-PV de 19 geradores.

Tabela 6.20: Resultados — PDE-PV: 19 geradores

. Métodos

Poténcia Gerada (MW)  p0p1 KNITRO MINOS — SNOPT — PDPCBLM
Paq 204,72 100 300 204,72 200,35634
Pas 245,665 434,164 371,317 182,841  308,49096
Pg3 250 250 201,548 250 926,22324
Pa4 25 25 25 25 25
FPaps 63,75 63,75 63,75 63,75 63,75
Pag 211,234 300 169,814 260,122  186,77848
Pa 7 63,75 63,75 63,75 63,75 63,75
Pag 305,412 214,789 178,54 323,536 299,37001
Pg9 200 222,796 200 200 200
Pc.10 40 40 40 40 40
Pg 11 150 150 150 150 150
Pg 12 75 75 75 75 75
Pgas 63,75 63,75 63,75 63,75 63,75
Pg 14 95 95 95 95 95
Pgis 124,72 20 120531 120,531  120,53097
Pg 16 80 80 80 80 80
Paar 80 80 80 80 80
Pa s 230 230 230 230 230
Pa o 400 400 400 400 400

Funcao Objetivo ($) 17565,957 17407,540 17820,054 17689,949  17551,046
Nuamero de Iteragoes 107 163 119 241 23
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excetuando o KNITRO, que obteve a solucao de melhor qualidade. O elevado ntmero
de iteragoes dos pacotes mostra a dificuldade de resolucao do problema, quando o valor
do parametro n é baixo. Para se ter uma ideia, no trabalho de Ferreira (2013), o pa-
cote KNITRO foi utilizado para resolver problemas de FPO. Os resultados apresentados
pela autora indicam que o pacote resolveu o caso do sistema IEEE 118 barras, com seus
parametros no modo default, em 10 iteracoes. O FPO para o sistema IEEE 118 barras
possui um nimero maior de restrigoes e variaveis que este caso do PDE-PV. Ainda assim
o pacote realizou um numero significativamente menor de iteracoes para resolver o FPO

do que o que precisou para resolver esta instancia de 19 geradores do PDE-PV.

6.2 PDE-PPV

Agora, apresentam-se os resultados obtidos na resolucao de trés instancias distintas do
Problema de Despacho Econémico com representagao das Perdas e Ponto de Carregamento
de Valvula (PDE-PPV), a saber o sistema de 6 barras de Wood & Wollenberg (1996),
o sistema [EEE-14 barras e o sistema [EEE-30 barras. Os resultados aqui obtidos serao
comparados aos apresentados por Ravi et al. (2006). No artigo dos referidos autores, o
PDE-PPYV é resolvido através de um método heuristico, porém um ciclo externo atualiza os
coeficientes-B de acordo com o método apresentado por Saadat (1999) e que foi explicado

no Apéndice A.

Neste trabalho, a fim de realizar uma comparacao justa, a mesma estratégia foi adotada:
um ciclo externo utiliza o método de Newton para calcular a geracao de poténcia ativa
da barra slack, a geracao de poténcia reativa, as magnitudes e angulos de tensao do
sistema para, em seguida, calcularem-se os coeficientes-B. Apods o calculo dos coeficientes-
B, o método PDPCBLM é utilizado para resolver o PDE-PPV. A solugao obtida é, entao,
utilizada em um novo fluxo de carga (exceto a geragao da barra slack), para calcular novos
valores dos coeficientes-B. Considerou-se que a otimalidade é atingida quando, ao atualizar
os coeficientes-B para o do novo ponto, a restricao de igualdade continua satisfeita com
uma precisao € = 1075, Outro critério de parada viavel seria a diferenca entre as geracoes
de poténcia ativa da barra slack, determinada pelo método de pontos interiores e o fluxo
de carga, como feito no trabalho de Ravi et al. (2006). A Figura 6.20 apresenta um

esquema da metodologia considerada para os testes.

Assim, ocorre a resolucao de uma sequéncia de instancias do PDE-PPV, com coeficientes-
B atualizados. Para inicializar o algoritmo, os coeficientes-B do primeiro problema a
ser resolvido sao calculados com base no banco de dados. Para a resolucao do fluxo

de carga, empregou-se o pacote Matpower 4.1, o qual encontra-se disponivel no site:
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Figura 6.20: Esquema de resolugao do PDE-PPV.

http://www.pserc.cornell.edu/matpower/. O Matpower é um pacote de rotinas em
Matlab, para a resolucao de problemas de fluxo de carga e FPO. O ciclo interno do método
PDPCBLM ¢ sempre inicializado com a solugao final do ciclo interno anterior, incluindo
os estimadores dos multiplicadores de Lagrange. As tnicas varidveis reinicializadas sao

aquelas relacionadas a correcao de inércia.

6.2.1 Sistema 6 Barras de Wood e Wollenberg

Para a resolucao do PDE-PPV associado ao sistema de 6 barras, considerou-se que o
valor da demanda de poténcia ativa e reativa eram de, respectivamente, 65 MW e 65
MVAr, conforme o primeiro padrao de carga estudado no trabalho de Ravi et al. (2006)
(no trabalho de Wood & Wollenberg (1996), as poténcias sdo iguais a 70). Os dados
do sistema podem ser encontrados no Apéndice C. Os coeficientes de custo das unidades
geradoras sao apresentados na Tabela 6.21. A formulagao do modelo do PDE-PPV para

este caso possui:
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Tabela 6.21: Caracteristicas do sistema — PDE-PPV: 6 Barras

Pgr  Pok ay by, Ck ek fr
Gerador (k) —2% ’
(MW)  (MW)  ($/MW?) (§/MW) ($) ($) (1/MW)
1 50 200 0,00533 11,669 213,1 150 0,063
2 37,5 150 0,00889 10,333 200 75 0,0315
3 45 180 0,00741 10,833 240 110 0,042

Demanda (soma das demandas nas barras): D = 195 MW

Fonte: Ravi et al. (2006)

Tabela 6.22: Inicializagao — PDE-PPV: 6 Barras

Fatores de aumento/redugao da corre¢ao de inércia K1 = ko = 10
Fatores de redugao do parametro de suavizagao pr=25ep2=0
Limitante da atualizagdo do parametro de suavizagao 7=10"°
Parametro de barreira/relaxagao inicial ud =1
Fatores de atualizagdo do parametro de barreira T1=T2=05
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor x =1
Fator de redugao do passo o =0,9995
Precisao de parada e=10"6

1 125
Poténcia inicial das unidades geradoras (MW) 2 93,75

3 1125
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange o0 = 1,

e 3 variaveis;
e 1 restri¢ao de igualdade;
e 6 restricoes de desigualdade.

Os parametros apresentados na Tabela 6.22 foram utilizados na inicializacao do método.
As geragoes iniciais foram tomadas como sendo o valor médio entre o minimo e o ma-
ximo das unidades geradoras. A Tabela 6.23 apresenta os resultados obtidos, tendo sido
realizado um total de 22 iteracoes. As linhas separando algumas iteracoes indicam a
convergéncia do método PDPCBLM no ciclo interno e a subsequente atualizacao dos

coeficientes-B.

Desta tabela, é perceptivel que o primeiro ciclo interno é o mais custoso. Isto porque
é nele que o método busca encontrar uma regiao de minimo local. Nos ciclos internos
posteriores, nota-se que o numero de iteragoes passa a diminuir, pois o método ja se
encontra proximo do ponto de minimo local. As Figuras 6.21, 6.22 e 6.23 apresentam
a sequéncia de poténcias geradas, multiplicadores de Lagrange e parametro de correcao
de inércia, respectivamente, ao longo das iteracoes do método. Nota-se que a mudanca
de coeficientes-B na passagem da 15* para 16 iteracao permitiu a correcao da poténcia

P 3, enquanto as demais permaneceram praticamente no mesmo patamar. A partir dai,
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Tabela 6.23: Resultados (Iteragoes) - PDE-PPV: 6 Barras

Iteragao k f(zF) Ik (z*) AfE AFE (%) |VL(xk, sk, AF, twv__oo Nk uk ok, ok, Corretor
0 4811,0313  4986,3824 175,35107 3,6447709 118,76398 1 1 0 0 -
1 3188,4951  3361,0303  172,53524 5411181 44,020723 1 1 0,9995 0,9995 -
2 3204,3929  3290,2514  85,858491 2,6793996 5,8025513 0,4 0,5 0,9995 0,9995 +
3 3087,3965  3173,2589  85,862433 2,7810627 8,4013598 0,16 0,25 0,056159184  0,10480428 —
4 3034,0382  3107,3245 73,286324 2,4154714 0,76574186 0,064 0,125 0,068620393  0,24656448 —
5 3035,5358  3081,1907  45,654972 1,5040169 0,79593105 0,0256 0,41782268 0,9995 0,9995 -
6 3035,3951  3062,7337  27,338536 0,90065822 1,013797 0,01024 0,20891134 0,20029791 0,99410184 —
7 3035,6564  3051,6602 16,006204 0,52727368 0,4194437 0,004096 0,10445567 0,69552944 0,9995 -
8 3035,5778  3045,1899  9,6121385  0,31664939 0,33732884 0,0016384 0,052227835 0,9995 0,99947728 +
9 3035,4206  3041,3935 5,9728571 0,19677197 0,19397608 0,00065536 0,059841921 0,9995 0,9995 +
10 3035,351 3039,1037  3,7526773 0,1236324 0,074264618 0,000262144 0,02992096 0,9995 0,9995 +
11 3035,3331  3037,6889 2,3558072 0,077612808 0,021984723 0,0001048576 0,01496048 0,9995 0,9995 +
12 3035,3297  3036,8092 1,479525 0,048743471 0,0059865365 4,194304 x 1075 0,0074802401 0,9995 0,9995 +
13 3035,3291  3036,2599  0,93081579  0,030666058 0,0024008891 1,6777216 x 1072 0,00374012 0,9995 0,9995 +
14 3035,329 30359156  0,58660103  0,019325781 8,4348544 x 10~6 6,7108864 x 10~6 0,00187006 0,9995 0,9995 +
15 3035,329 3035,9156  0,58662934  0,019326713 5,3411894 x 10~7 6,7108864 x 106 0,00093503001 0,9995 0,9995 +
16 3003,4141  3003,9969  0,58285123 0,01940629 0,02915303 6,7108864 x 106 0,000467515 0,9995 0,93958934 —
17 3003,4312  3004,0154  0,58427428 0,01945356 1,5341077 x 10~° 6,7108864 x 106 0,0002337575 0,9995 0,99947525 -
18 3003,4312  3004,0154  0,58427687  0,019453646 7,6705593 x 10~° 6,7108864 x 106 0,00011687875 0,9995 0,9995 +
19 3003,6482  3004,2324  0,58427659  0,019452231 2,3836514 x 10~5 6,7108864 x 10~6 58439376 x 10~° 0,0995 0,99910767 -
20 3003,6483  3004,2325  0,58428274  0,019452435 1,1918791 x 10~8 6,7108864 x 1076  2,9219688 x 1075 0,9995 0,9995 +
21 3003,6458  3004,2301  0,58428268  0,019452449 1,4317624 x 10~7 6,7108864 x 1076 1,4609844 x 107> 0,9995 0,99949563 —
22 3003,6458  3004,2301  0,58428269 0,01945245 1,5447199 x 10~° 6,7108864 x 106 7,3049219 x 10~ 0,9995 0,9995 -
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Figura 6.21: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PPV de 6
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Figura 6.22: Evolucao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, ¥, no caso PDE-PPV de 6 Barras.

as iteracoes seguintes apenas refinam a solucao, até que a precisao desejada seja obtida.
Por fim, a Tabela 6.24 apresenta o despacho a ser realizado, as perdas e a funcao objetivo
de custo total, em comparagao ao apresentado por Ravi et al. (2006), enquanto a Tabela
6.25 apresenta os valores das magnitudes e angulos de tensao obtidos no ultimo fluxo de
carga executado para calcular os coeficientes-B. Nota-se que o método apresentou uma
melhora na funcao objetivo, além de ser factivel para o sistema elétrico, uma vez que o
despacho realizado satisfaz o fluxo de carga do ciclo externo com a precisao definida. A
diferenga relativa entre a funcgao objetivo original e aproximada, calculadas na solugao
6tima determinada, foi de 0,01945245%.
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Figura 6.23: Sequéncia de parametros de correcio de inércia, 8%, no método PDPCBLM para o
PDE-PPV de 6 Barras.

Tabela 6.24: Resultados — PDE-PPV: 6 Barras

Métodos
Poténcia Gerada (MW) IFEP PDPCBLM
(Ravi et al., 2006)
Pca 50 50
2 37,5 37,5
Pgs 114,01 113,5015
Perdas L (MW) 6,51 6,0015
Fungao Objetivo ($) 3007,77 3003,64

Tabela 6.25: Magnitudes e Angulos de Tensao — PDE-PPV: 6 Barras

Barra 14 0 (graus)
1 1,05 0
2 1,05 —0,9670899
3 1,07 1,3237134
4 0,99263929 —2,1507633
5 0,99074451  —2,075729
6 1,0105419  —1,401307
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Tabela 6.26: Caracteristicas do sistema — PDE-PPV: 14 Barras

Pgr  Poyk ay b ck ek Jr
Gorador () S0W)  (MW)  (8/MW2) ($/MW) (5) (§) (1/MW)
1 10 100 0,00375 2 0 80 0,073
2 20 50 0,0175 1,75 0 30 0,032
3 15 &0 0,0625 1 0 50 0,051
6 10 45 0,00834 3,25 0 25 0,026
8 10 45 0,025 3 0 25 0,026

Demanda (soma das demandas nas barras): D = 289 MW
Fonte: Ravi et al. (2006)

6.2.2 Sistema IEEE-14 Barras

Para a resolugao do PDE-PPV associado ao sistema de 14 barras, considerou-se os dados
do sistema que podem ser encontrados no Apéndice C. A demanda de poténcia ativa na
barra 8 foi alterada de 0 MW para 30 MW, conforme apresentado no artigo de referéncia
utilizado por Ravi et al. (2006), e também adotado no artigo de Arul et al. (2013). Outra
alteracao foi realizada nas poténcias geradas iniciais do banco de dados, igual ao ponto
inicial do método PDPCBLM. Isto porque o banco de dados possuia geracoes com valor
nulo, o que inviabilizava o calculo dos coeficientes-B, ja que este supoe que todas as
barras de geracao estao gerando alguma quantidade. Isto nao representa problema, jé
que nenhum dos geradores possui limitante minimo igual a 0, isto é, todos estao sempre
ligados. Os coeficientes de custo das unidades geradoras sao apresentados na Tabela 6.26.

A formulacao do modelo do PDE-PPV para este caso possui:
e ) variaveis;
e 1 restricao de igualdade;
e 10 restrigoes de desigualdade.

Novamente, as geragoes iniciais foram tomadas como sendo o valor médio entre o minimo
e 0 maximo das unidades geradoras, e os demais parametros de inicializacao sao apre-
sentados na 6.27. A Tabela 6.28 apresenta os resultados obtidos. Neste caso, o método
convergiu apos 24 iteragoes, ao longo de 4 ciclos externos. Observagoes analogas as veri-
ficadas no caso de 6 barras podem ser feitas: o ntimero de iteragoes internas se reduz a

medida em que novos ciclos externos sao iniciados.

As Figuras 6.24, 6.25 e 6.26 apresentam a sequéncia de poténcias geradas, multiplicadores
de Lagrange e parametro de correcao de inércia, respectivamente, ao longo das iteracoes
do método. E interessante perceber que, neste caso, nio foi necessaria a utilizacdo da

correcao de inércia. Este fato provavelmente também se manifesta no comportamento
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Tabela 6.27: Inicializagao — PDE-PPV: 14 Barras

Fatores de aumento/redugao da corre¢ao de inércia K1 = ko = 10
Fatores de redugao do parametro de suavizagao pr=3epy=0
Limitante da atualizacao do parametro de suavizagao 7=10""7
Parametro de barreira/relaxacao inicial pl =5
Fatores de atualizacao do parametro de barreira 1= =04
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor x =1
Fator de redugao do passo o =0,9995
Precisao de parada e=10"6

1 55

2 35
Poténcia inicial das unidades geradoras (MW) 3 47,5

6 27,5

8 27,5
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange §'=10-1,

menos erratico dos multiplicadores de Lagrange, em especial na ordem de grandeza dos
multiplicadores das restricoes de desigualdade. Também é importante notar que alguns
multiplicadores v nao sao nulos, ji que existem restri¢coes ativas na solucao 6tima deter-
minada. Isto estd em concordéancia com as condi¢oes de KKT. A diferenca relativa entre o
valor da fun¢ao objetivo original e aproximada, calculadas na solugao 6étima determinada,
foi de 0,00094470632%. Assim como nas instancias do PDE-PV, pode-se notar novamente
que o comprimento do passo tende a ser maximo em iteracoes que a dire¢ao do corretor
¢ utilizada. Por outro lado, quando a direcao do previsor é utilizada, o comprimento do

passo tende a nao ser o valor maximo.

Na Tabela 6.29, nota-se que o valor obtido pelo método PDPCBLM foi um pouco superior
ao do autor Ravi et al. (2006). Entretanto, ao substituir a solu¢ao do autor na fungao
objetivo, observamos que o resultado do autor também possui valor 1070,56. Como as
demais casas decimais nao sao apresentadas, nao pudemos ter certeza se o valor no artigo
realmente foi obtido. O comando rand do Matlab foi utilizado para gerar pequenas
perturbacoes na solucao do autor e calcular o valor da funcao objetivo, mas nenhum
valor determinado foi inferior a 1070. De qualquer modo, a soluc¢ao obtida pelo método
PDPCBLM é de boa qualidade. A Tabela 6.30 apresenta o valor das magnitudes e angulos

de tensao no tltimo fluxo de carga.

6.2.3 Sistema IEEE-30 Barras
Para a resolucao do PDE-PPV associado ao sistema de 30 barras, consideram-se os dados

do sistema que podem ser encontrados no Apéndice C. A mesma alteracao feita para o

sistema IEEE-14 foi aplicada neste caso: as poténcias geradas do banco de dados foram
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Figura 6.24: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PPV de 14
Barras.
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Figura 6.25: Evolucao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PPV de 14 Barras.

Tabela 6.29: Resultados — PDE-PPV: 14 Barras

Métodos
Poténcia Gerada (MW) IFEP PDPCBLM
(Ravi et al., 2006)

Pca 96,28 96,0739

Pa,2 50 50
Pa 3 56,39 56,6433

Pag 15 15

Pas 44,99 45
Perdas L (MW) 3,66 3,7172
Fungao Objetivo ($) 1064,27 1070,56
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Figura 6.26: Sequéncia de parametros de correciao de inércia, 8%, no método PDPCBLM para o
PDE-PPV de 14 Barras.

Tabela 6.30: Magnitudes e Angulos de Tensao — PDE-PPV: 14 Barras

Barra 14 0 (graus)

1 1,06 0

2 1,045 —1,7976297
3 1,01 —5,0501767
4 1,0254816 —4,8321096
5 1,0285438 —3,8673193
6 1,07 —4,9614839
7 1,063556  —5,9663423
8 1,09 —4,6603299
9 1,0555513 —7,4013548
10 1,0502495 —7,2589876
11 1,0560701 —6,2539031
12 1,0553895 —5,9358079
13 1,0499288 —6,1402754
14 1,0349325 —7,8559872
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Tabela 6.31: Caracteristicas do sistema — PDE-PPV: 30 Barras

Pq Pq . ay by, cL ek T
Gorador (B) " S0W)  (MW)  (8/MW2) ($/MW) (5) (5) (1/MW)
1 50 200 0,00375 2 0 120 0,073
2 20 &0 0,0175 1,75 0 50 0,032
5 15 50 0,0625 1 0 30 0,051
8 10 35 0,00834 3,25 0 25 0,026
11 10 30 0,025 3 0 25 0,026
13 12 40 0,025 3 0 30 0,048

Demanda (soma das demandas nas barras): D = 283,4 MW
Fonte: Ravi et al. (2006)

Tabela 6.32: Inicializacao — PDE-PPV: 30 Barras

Fatores de aumento/redugao da corre¢ao de inércia K1 = ko = 10
Fatores de redugao do parametro de suavizagao pr=2epy=0
Limitante da atualizacao do parametro de suavizagao 7=10"°
Parametro de barreira/relaxacao inicial =5
Fatores de atualizacao do parametro de barreira T1=77=05
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor x =1
Fator de reducao do passo o =0,9995
Precisao de parada e=10"6

1 125

2 50

T . 5 32,5

Poténcia inicial das unidades geradoras (MW) 3 99 5

11 20

13 26
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange 6°=10- 1,

alteradas para ficarem iguais ao ponto inicial do método PDPCBLM, a fim de evitar
divisao por 0 no algoritmo de calculo dos coeficientes-B. Os coeficientes de custo das
unidades geradoras sao apresentados na Tabela 6.31. A formulagao do modelo do PDE-

PPV para este caso possui:
e ( variaveis;
e 1 restricao de igualdade;
e 12 restrigoes de desigualdade.

As geracgoes iniciais foram tomadas como sendo o valor médio entre o minimo e o méximo
da saida de poténcia das unidades geradoras. Os parametros de inicializacao sao apre-
sentados na 6.32. A Tabela 6.33 apresenta os resultados obtidos. Neste caso, o método
convergiu apods 29 iteragoes, ao longo de 6 ciclos externos. A diferenga relativa entre a

funcao objetivo original e aproximada, na solucao 6tima determinada, ¢ de 0,040000394%.
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Figura 6.27: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PPV de 30
Barras.
T
4 [ |
z 2| : 2
= =
T~ ~
£ ® 2} a
< —4f . 2
| | | | 0 L | | | | i
0 10 20 30 0 10 20 30
Iteragao k [teragao k

Figura 6.28: Evolucao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PPV de 30 Barras.

Nas Figuras 6.27, 6.28 e 6.29 podemos observar a sequéncia de poténcias geradas, multi-
plicadores de Lagrange e parametro de correcao de inércia, respectivamente. Neste caso,
o gerador da barra 8 esta gerando sua poténcia méxima na solugao 6tima encontrada, o
que justifica a existéncia de um multiplicador v; que nao esta tendendo a 0 na solugao
6tima. Cabe salientar que, neste caso, o método PDPCBLM conseguiu determinar uma
solu¢do melhor que a apresentada por Ravi et al. (2006), conforme indica a Tabela 6.34.
Por fim, a Tabela 6.35 apresenta as magnitudes e angulos de tensao em cada barra, no

ultimo fluxo de poténcia executado.
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Figura 6.29: Sequéncia de parametros de correcao de inércia, 8, no método PDPCBLM para o
PDE-PPV de 30 Barras.

Tabela 6.34: Resultados — PDE-PPV: 30 Barras

Métodos
Poténcia Gerada (MW) IFEP PDPCBLM
(Ravi et al., 2006)
Pa 136,11 179,1104
Papo 64 31,082
Pas 97.53 16,8028
Pos 93,14 35
Pg 11 16,80 18,5226
Pag 3 23,32 12,0462
Perdas L (MW) 7,49 9,1641
Fungao Objetivo ($) 868,03 852,9911
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Tabela 6.35: Magnitudes e Angulos de Tensao — PDE-PPV: 30 Barras
Barra 14 0 (graus)

1 1,06 0
2 1,045 —3,6748744
3 1,0260585  —4,9045768
4 1,0175714 —6,0106255
5 1,01 —10,245512
6 1,0141101  —7,0137254
7
8
9
1

1,004684  —8,8655974

1,01 —6,9217869
1,0537672  —8,6469167

0 1,0488773  —10,557223

11 1,082 —6,7104989
12 1,060151  —9,9686714
13 1,071 —9,1176085

14 1,0453852  —10,846284
15 1,0408937 —10,928985
16 1,0478766  —10,479711
17 1,0435515  —10,746999
18 1,0316081 —11,488131
19 1,0292347 —11,630031
20 1,0333703  —11,418717
21 1,0364614 —11,027654
22 1,0369691  —11,023444
23 1,0304072  —11,328567
24 1,0248042 —11,519377
25 1,0197181 —11,351736
26 1,0020837 —11,769402
27 1,025157  —10,990686
28 1,0097908  —7,4112508
29 1,005359  —12,215962
30 0,99390794 —13,09533
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6.3 PDE-PV-RT

Nesta se¢ao, apresentamos os resultados obtidos ao resolver o PDE-PV-RT, para os siste-
mas de 6 barras de Wood e Wollenberg, IEEE-14 barras e IEEE-30 barras. O objetivo é
comparar os resultados da resolucao através das perdas calculadas de forma aproximada
pelos coeficientes-B, com a resolucao do modelo em que as equacoes de balanco de potén-
cia ativa sao consideradas explicitamente. Para o PDE-PV-RT, foram consideradas duas

situagoes em cada caso: sem sobrecarga e com sobrecarga em uma linha de transmissao.

6.3.1 Sistema 6 Barras de Wood e Wollenberg — Parte I

Como o modelo do PDE-PV-RT supoe conhecidas as magnitudes de tensao, para que
uma comparacao justa fosse realizada as magnitudes de tensao foram fixadas no valor do
ultimo fluxo de carga executado no caso PDE-PPV de 6 Barras. Além disso, como neste
problema existem restri¢oes de balango de poténcia, as unidades utilizadas foram pu, na
base de 100 MVA. Também, a funcao objetivo foi rescalada por um fator de 1000, isto
é, dividiu-se a fungao objetivo por 1000 para a resolucao do problema. Isto nao acarreta
diferencas na solucao obtida, e somente foi feito para que nao houvesse grandes diferencas
entre as magnitudes das variaveis e o valor da fungdao objetivo. Além disso, o valor do
angulo de tensao na barra slack foi fixado em 0. Os coeficientes da fungao objetivo sao

os mesmos apresentados na Tabela 6.21, devidamente convertidos para pu.

O objetivo desta secao é resolver o PDE-PV-RT, quando as linhas de transmissao estao
descongestionadas, a fim de verificar se a solugao do PDE-PPV de 6 Barras é coerente.
Para tanto assumiu-se que o limite para fluxo nas linhas é de 1 pu. Com isto, o sistema
de transmissao irda operar com folga, sem que haja congestionamento nas linhas de trans-
missao. Este valor foi escolhido porque, ao executar o tultimo fluxo de carga no PDE-PPV
de 6 Barras, constatou-se que o maior fluxo de poténcia ativa era de aproximadamente

0,6 pu. A formulagao do modelo do PDE-PV-RT para este caso possui:
e 8 variaveis;
e 6 restricoes de igualdade;
e 28 restricoes de desigualdade.

Para inicializagao do método, utilizou-se os parametros na Tabela 6.36. O método con-

vergiu em 8§ iteragoes, e os resultados estao resumidos na Tabela 6.37.

As Figuras 6.30, 6.31, 6.32 e 6.33 a seguir apresentam a trajetoria das poténcias geradas,

dos angulos de tensao, dos multiplicadores de Lagrange e do parametro de correcao de
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Tabela 6.36: Inicializagdo — PDE-PV-RT: 6 Barras (Parte I)

Fatores de aumento/redugao da corre¢ao de inércia K1 = ko = 10
Fatores de redugao do parametro de suavizagao pr=3epy=0
Limitante da atualizacao do parametro de suavizagao 7=10"°
Parametro de barreira/relaxagao inicial ud =1
Fatores de atualizacao do parametro de barreira 1=7m=01
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor x =1
Fator de redugao do passo o =0,9995
Precisao de parada e=10"6

1 1,25
Poténcia inicial das unidades geradoras (pu) 2 0,9375

3 1,125
Vetor de dngulos nas barras 6=0
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange 80 = 1,

inércia, ao longo do processo iterativo. Um ponto interessante a se notar é que a solucao
obtida, convertida em MW, convergiu para a mesma solu¢ao do caso PDE-PPV de 6
Barras, conforme indica a Tabela 6.38. Além disso, a diferenga relativa entre a funcao

objetivo original e aproximada, calculadas na solucao determinada, foi de 0,016050064%.

6.3.2 Sistema 6 Barras de Wood e Wollenberg — Parte II

Da mesma forma que na secao anterior, o PDE-PV-RT foi resolvido, considerando as
magnitudes de tensao obtidas no fluxo de poténcia final do PDE-PPV de 6 barras, apre-
sentadas na Tabela 6.25. O objetivo desta secao é investigar o que ocorre quando hé
sobrecarga em alguma linha de transmissao. Dessa forma, reduziu-se o fluxo maximo
de poténcia ativa permitido na linha 3-6, de 1 pu para 0,5 pu, uma vez que na solugao
encontrada previamente, na Parte I, o fluxo era de aproximadamente 0,6 pu na referida
linha. Esta linha foi escolhida porque era a que apresentava maiores valores para o fluxo
de poténcia. Para inicializacao do método, utilizou-se os mesmos parametros da Parte I
(Tabela 6.36). O método convergiu em 8 iteragoes, e os resultados estdo resumidos na
Tabela 6.39.

As Figuras 6.34, 6.35, 6.36 e 6.37 a seguir apresentam a trajetéria das poténcias geradas,
dos angulos de tensao, dos multiplicadores de Lagrange e do parametro de correcao de
inércia, ao longo do processo iterativo. Neste caso, a diferenca relativa entre a funcao
original e aproximada, na solugao 6tima, foi de 0,018483127%. Deve-se notar que, neste
caso, o método encontrou outra solucao, de custo maior. Porém, para essa nova solu-
¢ao, nenhuma linha se encontra congestionada, isto ¢, o fluxo na linha 3-6 na solugao
determinada nao se encontra no limite méximo. A Tabela 6.40 apresenta a solugao 6tima

determinada, em que os angulos de tensao estao expressos em graus.
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Figura 6.30: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de 6
Barras (Parte I).
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Figura 6.31: Sequéncia de dngulos de tensao nas barras (diferentes da slack) geradas pelo
método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de 6 Barras (Parte I).
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Figura 6.32: Evolucio dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV-RT de 6 Barras (Parte I).
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Figura 6.33: Sequéncia de parametros de correcao de inércia, 8%, no método PDPCBLM para o
PDE-PV-RT de 6 Barras (Parte I).

Tabela 6.38: Resultados — PDE-PV-RT: 6 Barras (Parte I)

Variavel PDE-PPV  PDE-PV-RT
Paa 50 50
Pgo 37,5 37,5
FPg3 113,5015 113,50149

01 0 0

0o —0,9670899  —0,9670899

03 1,3237134 1,3237134

04 —2,1507633 —2,1507633

0 2075720  —2,0757289

Og —1,401307 —1,401307
Fungao Objetivo ($) 3003,64 3003,64
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Tabela 6.39: Resultados (Iteragoes) — PDE-PV-RT: 6 Barras (Parte II)

Iteracao k flaF) \:iﬁf Afk AfE (%) _—QhAkumﬁv&aL\j:S Nk pk ok, ak Corretor
0 4,8110313  4,8139361 0,0029047961 0,060377824 1,1275092 0,01 1 0 0 -
1 3,1228952  3,1243863 0,0014910532 0,047745859 3,8191543 0,01 1 0,9995 0,9995 —
2 3,1342174  3,1348548  0,00063741973  0,020337445 0,20137909 0,0033333333 0,1 0,9995 0,9995 -
3 3,1106495  3,1127869 0,0021374114 0,068712704 1,1747561 0,0011111111 0,01 0,74649851  0,84915438 —
4 3,0065985  3,0092504 0,0026519375 0,088203914 0,74479102 0,00037037037 0,001 0,32961486  0,47271086 +
5 3,0092696  3,0107022 0,0014325398 0,047604234 0,072342101 0,00012345679 0,00027878055 0,9995 0,9995 +
6 3,0090309  3,0099527  0,00092183039  0,030635458 0,015429277 4,1152263 x 10~5  2,7878055 x 102 0,9995 0,99949204 +
7 3,0089866  3,0095398  0,00055318475  0,018384421 0,0020799693 1,3717421 x 10~5  2,7878055 x 10~6 0,9995 0,99949539 +
8 3,0089833  3,0095394  0,00055615418  0,018483127 8,9085802 x 10~7 4,5724737 x 10~6  2,7878055 x 107 0,9995 0,9995 +
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Figura 6.34: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de 6
Barras (Parte II).
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Figura 6.35: Sequéncia de dngulos de tensao nas barras (diferentes da slack) geradas pelo
método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de 6 Barras (Parte II).
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Figura 6.36: Evolucao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV-RT de 6 Barras (Parte II).
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Figura 6.37: Sequéncia de parametros de correcio de inércia, 8%, no método PDPCBLM para o

PDE-PV-RT de 6 Barras (Parte II).

Tabela 6.40: Resultados — PDE-PV-RT: 6 Barras (Parte II)

Variavel PDE-PPV  PDE-PV-RT (Parte I) PDE-PV-RT (Parte II)

Pg 1 50 50 50

Papo 37,5 37,5 105,90693

Pg3 113,5015 113,50149 45
01 0 0 0
02 —0,9670899 —0,9670899 —0,41191119
03 1,3237134 1,3237134 —1,9979328
04 —2,1507633 —2,1507633 —1,9798558
05 —2,075729 —2,0757289 —3,086489
O —1,401307 —1,401307 —3,329801

Funcao Objetivo ($) 3003,64 3003,64 3008,98
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Figura 6.38: Comparagao entre os pregos de energia obtidos ao resolver o PDE-PPV,
PDE-PV-RT (Parte I) e PDE-PV-RT (Parte II) para o sistema 6 Barras.

Nota-se que, no caso em que nao ha congestionamento nas linhas, os precos nodais de
energia obtidos pelo PDE-PV-RT sao semelhantes, porém inferiores, ao preco “médio”
obtido pelo PDE-PPV. Quando as linhas encontram-se em uma situagao de sobrecarga, os
precos da energia aumentam em todas as barras. Apesar da solugao do caso congestionado
apresentar valor da fungao objetivo préoximo ao do caso descongestionado, os precos variam
significativamente, conforme indica a Figura 6.38. Assim, a solu¢cao do PDE-PV-RT se
mostra mais conveniente do ponto de vista econdémico, ao menos do lado da demanda, ja

que os precos podem ser menores quando nao hé sobrecargas nos ramos do sistema.

Apesar de possuir um ntmero maior de restricoes e variaveis, a convergéncia deste caso
do PDE-PV-RT também se mostrou mais vantajosa, em termos de ntimero de iteracoes.
A isto, acrescenta-se o fato de que nao é necessaria a utilizacao de um fluxo de poténcia
externo ao método de pontos interiores para calcular coeficientes-B, ja que as perdas
ficam implicitas no modelo. Em contrapartida, o PDE-PV-RT requer que as magnitudes
de tensao sejam previamente conhecidas. Outra conclusao, ja esperada, é o fato de que

as barras que possuem gerador possuem pregos de energia menores que as demais.

6.3.3 Sistema IEEE-14 Barras — Parte I

Nesta segao e na proxima ¢ feita uma anélise semelhante ao caso de 6 barras do PDE-PV-
RT, para o sistema IEEE-14 barras. Comega-se investigando a convergéncia do método
PDPCBLM no caso em que as linhas de transmissao estao descongestionadas. As magni-

tudes de tensao foram fixadas nos valores apresentadas na Tabela 6.30. Os coeficientes da
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Tabela 6.41: Inicializagao — PDE-PV-RT: 14 Barras (Parte I)

Fatores de aumento/redugao da corre¢ao de inércia K1 = ko = 10
Fatores de redugao do parametro de suavizagao pr=3epy=0
Limitante da atualizacao do parametro de suavizagao 7=10""7
Parametro de barreira/relaxagao inicial ud =1
Fatores de atualizacao do parametro de barreira 1= =04
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor x =1
Fator de redugao do passo o = 0,995
Precisao de parada e=10"6

1 0,55

2 0,35
Poténcia inicial das unidades geradoras (pu) 3 0,475

6 0,275

8 0,275
Vetor de dngulos nas barras 6=0
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange 6% =100 - 1,

funcao custo estao apresentados na Tabela 6.26, e foram convertidos para pu. Novamente,

a funcao objetivo foi reescalada por um fator de 1000.

Assume-se que o limite para fluxo nas linhas de transmissao é de 1 pu, visando evitar
congestionamentos. Esta escolha, assim como no caso de 6 barras, foi realizada conside-
rando o maior fluxo determinado ao resolver o PDE-PPV| que era de aproximadamente

0,6 pu, na linha 1-2. A formula¢do do modelo do PDE-PV-RT para este caso possui:
e 18 variaveis;
e 14 restrigoes de igualdade;
e 50 restrigoes de desigualdade.

Para inicializagao do método, utilizou-se os parametros na Tabela 6.41. Nota-se que, ao
invés de utilizar o = 0,9995, utilizou-se ¢ = 0,995. Isto porque o método ficava proximo
da solucao com o fator de passo o = 0,9995, mas apresentava dificuldades de convergéncia
no final do processo iterativo (convergia com uma precisao € = 107°, mas nao £ = 1079).
Desta forma, o método convergiu em 15 iteragoes, e os resultados estao resumidos na
Tabela 6.42.

As Figuras 6.39, 6.40, 6.41 e 6.42 a seguir apresentam a trajetéria das poténcias geradas,
dos angulos de tensao, dos multiplicadores de Lagrange e do parametro de correcao de
inércia, ao longo do processo iterativo. Novamente, observa-se que a solucao obtida,
convertida em MW, convergiu para uma soluc¢ao préxima a obtido pelo modelo do PDE-
PPV de 14 Barras, conforme indica a Tabela 6.43. Além disso, a diferenca relativa

entre a funcao objetivo original e aproximada, calculadas na solug¢ao determinada, foi
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Figura 6.39: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de
14 Barras (Parte I).

de 0,00084316798%. Outro ponto que merece atencao ¢ o fato de que nao houve correcao

de inércia, assim como no caso de 14 barras do PDE-PPV.

6.3.4 Sistema IEEE-14 Barras — Parte 11

O objetivo desta secao é investigar o que ocorre quando hé sobrecarga em alguma linha de
transmissao, na resolu¢ao do PDE-PV-RT associado ao sistema IEEE-14 barras. Reduziu-
se o fluxo maximo de poténcia ativa permitido na linha 1-2, de 1 pu para 0,45 pu, a qual
era a linha com maior fluxo ao se executar o fluxo de poténcia na solucao final do PDE-
PPV. Para inicializagdo do método, utilizou-se os mesmos parametros da Parte I (Tabela
6.41). O método convergiu em 12 iteragoes, e os resultados estdo resumidos na Tabela
6.44.

As Figuras 6.43, 6.44, 6.45 e 6.46 a seguir apresentam a trajetoria das poténcias geradas,
dos angulos de tensao, dos multiplicadores de Lagrange e do parametro de correcao de
inércia, ao longo do processo iterativo. Neste caso, a diferenca relativa entre a funcao
original e aproximada, na solucao 6tima, foi de 2,5889845 x 1079%. Assim como ocorreu
no caso de 6 barras, apesar da reducao do limite de fluxo maximo imposto a linha de
transmissao 1-2, o método PDPCBLM determinou outra solugao, em que nenhuma linha
encontra-se em situagao de sobrecarga, ainda que com um custo maior. A Tabela 6.45
apresenta a solucao 6tima determinada, em que os angulos de tensao estao expressos em

graus.

Neste caso, quando nao hé congestionamento nas linhas, os precos nodais de energia
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Figura 6.40: Sequéncia de dngulos de tensao nas barras (diferentes da slack) geradas pelo
método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de 14 Barras (Parte I).
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Figura 6.41: Evolucio dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV-RT de 14 Barras (Parte I).
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Figura 6.42: Sequéncia de parametros de correcio de inércia, 8%, no método PDPCBLM para o
PDE-PV-RT de 14 Barras (Parte I).

Tabela 6.43: Resultados — PDE-PV-RT: 14 Barras (Parte I)

Variavel PDE-PPV  PDE-PV-RT
P 96,0739 96,07369
Paos 50 50
P s 56,6433 56,64359
Pag 45 45
Pos 45 45

01 0 0

62 —1,7976297 —1,7976232
03 —5,0501767  —5,0501545
04 —4,8321096  —4,8320998
05 —-3,8673193  —3,8673113
06 —4,9614839  —4,9614756
07 —5,9663423  —5,9663333
03 —4,6603299 —4,6603206
) —7,4013548  —7,4013459
010 —7,2589876  —7,2589787
011 —6,2539031  —6,2538945
012 —5,9358079  —5,9357995
013 —6,1402754  —6,140267
014 — 78559872  —7,8559785

Fungao Objetivo ($) 1070,56 1070,56
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Figura 6.43: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de
14 Barras (Parte II).
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Figura 6.44: Sequéncia de adngulos de tensao nas barras (diferentes da slack) geradas pelo
método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de 14 Barras (Parte II).
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Figura 6.45: Evolucao dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV-RT de 14 Barras (Parte II).
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Figura 6.46: Sequéncia de parametros de correcao de inércia, %, no método PDPCBLM para o
PDE-PV-RT de 14 Barras (Parte II).
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Tabela 6.45: Resultados — PDE-PV-RT: 14 Barras (Parte II)

Variavel PDE-PPV  PDE-PV-RT (Parte I) PDE-PV-RT (Parte II)
Pa1 96,0739 96,07369 74,24469
Pa2 50 50 49,99999
Pg3 56,6433 56,64359 77,61466
Pgg 45 45 44,99999
Pag 45 45 44,99999

01 0 0 0

05 —1,7976297 —1,7976232 —1,2512581
05 —5,0501767 —5,0501545 —3,1801169
0, —4,8321096 —4,8320998 —3,9911707
05 —3,8673193 —3,8673113 —3,1847377
06 —4,9614839 —4,9614756 —4,2301301
0, —5,9663423 —5,9663333 —5,1515849
Os —4,6603299 —4,6603206 —3,8455727
0o —7,4013548 —7,4013459 —6,6002806
610 —7,2589876 —7,2589787 —6,4696827
011 —6,2539031 —6,2538945 —5,4925272
012 —5,9358079 —5,9357995 —5,2001275
015 —6,1402754 —6,140267 —5,3984521
014 —7,8559872 —7,8559785 —7,0803389

Funcio Objetivo ($)  1070,56 1070,56 124921

obtidos pelo PDE-PV-RT ao preco “médio” obtido pelo PDE-PPV, sendo inferior em
algumas barras e superior em outras. Na presenca de sobrecarga na linha 1-2, além
de um aumento de cerca de 20% no valor da fungao objetivo, notou-se que o preco na
maioria das barras aumentou. Observa-se que o menor preco ocorre na barra 1, enquanto
0 maior ocorre na barra 2, exatamente aquelas relacionadas a linha de transmissao que
teve limite maximo de fluxo de poténcia reduzido. A Figura 6.47 apresenta os pregos
nodais do PDE-PPV, PDE-PV-RT (Parte I) e PDE-PV-RT (Parte II), para o sistema
de 14 barras. Testando outras situagoes de sobrecarga, notou-se que o método convergia
para outras solugoes, inclusive com prego negativo na barra 1. Isto pode ocorrer, segundo
Palma-Benhke et al. (2013), e indica uma situagao em que o custo pode ser reduzido pelo
aumento do consumo na barra. Os mesmos autores apontam que pregos negativos podem

indicar uma possivel perda de otimalidade, dificultando a convergéncia de algoritmos.

6.3.5 Sistema IEEE-30 Barras — Parte 1

A discussao feita para os sistemas de 6 e 14 barras é, agora, estendida para o sistema
IEEE-30 barras. Assume-se que o limite para fluxo nas linhas de transmissao é de 1
pu, exceto o da linha 1-2, que é de 1,5 pu visando evitar congestionamentos, ja que ao

resolver o PDE-PPV para este sistema, notou-se que o fluxo de poténcia na linha 1-2

156



| . PDE-PPV
4y | |-e PDE-PV-RT (Parte I)
= —e—PDE-PV-RT (Parte II)
= 12} |
~—~
®
s 10p l
20
]
g 80 l
<
09) 6 N
@]
g
o 4] }
2 L ! ! ! ! ! ! L
0 2 4 6 8 10 12 14

Barras

Figura 6.47: Comparagao entre os pregos de energia obtidos ao resolver o PDE-PPV,
PDE-PV-RT (Parte I) e PDE-PV-RT (Parte II) para o sistema 14 Barras.

era de aproximadamente 1,2 pu. A formulagao do modelo do PDE-PV-RT para este caso

possui:
e 35 variaveis;
e 30 restricoes de igualdade;
e 94 restricoes de desigualdade.

Para inicializacao do método, utilizou-se os parametros na Tabela 6.46. O método con-

vergiu em 31 iteragoes, e os resultados estao resumidos na Tabela 6.47.

As Figuras 6.48, 6.49, 6.50 e 6.51 a seguir apresentam a trajetéria das poténcias geradas,
dos angulos de tensao, dos multiplicadores de Lagrange e do parametro de correcao de
inércia, ao longo do processo iterativo. A solugao obtida melhora, levemente, aquela obtida
no caso do PDE-PPV, conforme indica a Tabela 6.48. Além disso, a diferenca relativa
entre a funcao objetivo original e aproximada, calculadas na solucao determinada, foi de
0,036194785%. Nota-se que o método precisou realizar correcoes de inércia em diversas
iteracoes, até que entre as iteragoes 20 e 25 ele consegue encontrar uma boa trajetoria

para convergéncia.

6.3.6 Sistema IEEE-30 Barras — Parte 11

Analisa-se, nesta secao, a influéncia de sobrecarga na transmissao para o PDE-PV-RT

associado ao sistema IEEE-30 barras. Reduziu-se o fluxo méximo de poténcia ativa per-
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Tabela 6.46: Inicializagdo — PDE-PV-RT: 30 Barras (Parte I)

Fatores de aumento/redugao da corre¢ao de inércia K1 = kg = 10
Fatores de reducao do parametro de suavizagao pr=2epy=0
Limitante da atualizacao do parametro de suavizagao n=10"°
Parametro de barreira/relaxagao inicial pwd =1
Fatores de atualizagdo do pardmetro de barreira 71 =19 = 0,6
Fator de controle da escolha entre passo previsor ou corretor x =1
Fator de redugao do passo o =0,95
Precisao de parada e=10""
1 1,25
2 0,50
5 0,325
P N . o e . 1 . Y
oténcia inicial das unidades geradoras (pu) 3 0.225
11 0,2
13 0,26
Vetor de angulos nas barras 6=0
Estimadores dos multiplicadores de Lagrange 8 = 1,
9| | |- FPga
—— PG,Q
—o— PG,E)
15| : FPag
P, G,11
——Pgas

Poténcia (pu)
—_
T

=
ot
T

0 5 10 15 20 25 30
Iteracao k

Figura 6.48: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de
30 Barras (Parte I).
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Figura 6.49: Sequéncia de dngulos de tensao nas barras (diferentes da slack) geradas pelo
método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de 30 Barras (Parte I).
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Figura 6.50: Evolucdo dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV-RT de 30 Barras (Parte I).
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Tabela 6.48: Resultados — PDE-PV-RT: 30 Barras (Parte I)

Variavel PDE-PPV PDE-PV-RT
Pgq 179,1104 179,10979
Pas 31,082 32,24451
Pas 16,8028 16,95909
Pag 35 35
Pa 18,5226 17,24442
Pgis 12,0462 12,03791

0 0 0

05 —3,6748744  —3,6665933
05 —4,9045768  —4,9279395
0, —6,0106255 —6,0396179
05 —10,245512  —10,249558
06 —7,0137254  —7,051465
0, —8,8655974  —8,8896209
05 —6,9217869  —6,9598469
0o —8,6460167  —8,7703249
010 ~10,557223  —10,6525
011 —6,7104989  —6,9675793
012 —9,9686714  —10,028264
013 —9,1176085  —9,1777904
014 —10,846284  —10,908922
015 —10,928985  —10,995959
016 ~10,479711  —10,555107
017 —10,746999  —10,835932
015 ~11,488131 —11,565105
019 ~11,630031  —11,712966
fa0 —11,418717  —11,504799
01 —11,027654  —11,12003
095 —11,023444  —11,11488
0o3 —11,328567 —11,400224
0o ~11,510377  —11,59733
0o ~11,351736  —11,414391
fog —11,769402  —11,832056
0o —10,990686  —11,043988
fos —7,4112508  —7,4508689
0o ~12,215962  —12,269264
030 ~13,09533  —13,148632

Funcdo Objetivo ($)  852,9911 852,9289
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Figura 6.51: Sequéncia de parametros de correcio de inércia, 8¥, no método PDPCBLM para o
PDE-PV-RT de 30 Barras (Parte I).

mitido na linha 1-2, de 1,5 pu para 0,8 pu, a qual era a linha com maior fluxo ao se
executar o fluxo de poténcia na solucao final do PDE-PPV. Para inicializagao do método,
utilizou-se os mesmos parametros da Parte I (Tabela 6.46). O método convergiu em 18

iteracoes, e os resultados estao resumidos na Tabela 6.49.

As Figuras 6.52, 6.53, 6.54 e 6.55 a seguir apresentam a trajetoria das poténcias geradas,
dos angulos de tensao, dos multiplicadores de Lagrange e do parametro de correcao de
inércia, ao longo do processo iterativo. Neste caso, a diferenca relativa entre a funcao
original e aproximada, na solucao 6tima, foi de 0,022734966%. Mais uma vez, o método
resolveu o problema com congestionamento na transmissao, determinando uma solucao,
de maior custo, em que nenhuma linha encontra-se em situagao de sobrecarga. A Tabela
6.50 apresenta a solucao 6tima determinada, em que os angulos de tensao estao expressos

em graus.

A Figura 6.56 apresenta os precos nodais de energia, obtidos pelas solu¢oes do PDE-PPV,
PDE-PV-RT (Parte I) e PDE-PV-RT (Parte II). Com a anélise deste grafico, percebe-se
que na situacao de linhas descongestionadas, a solucao determinada pelo PDE-PV-RT
apresenta precos nodais de energia menores, na maioria das barras. O preco da energia
na barra 1 é significativamente menor que nas demais, pois o gerador situado nesta barra
produz grande parcela da poténcia ativa despachada. Na situacao de sobrecarga, nota-se

que os precos nodais da energia aumentaram em todas as barras.

A anélise dos pregos nodais de energia obtidos nos testes do PDE-PV-RT permite con-
cluir que, em geral, os precos para o consumidor tendem a ficar maiores em situagoes de

congestionamento das linhas de transmissao. Este fato mostra a importancia da represen-
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Figura 6.52: Sequéncia de poténcias geradas pelo método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de
30 Barras (Parte II).
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Figura 6.53: Sequéncia de angulos de tensdo nas barras (diferentes da slack) geradas pelo
método PDPCBLM para o PDE-PV-RT de 30 Barras (Parte II).
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Figura 6.54: Evolucio dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de igualdade, A*, e
desigualdade, v*, no caso PDE-PV-RT de 30 Barras (Parte II).
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Figura 6.55: Sequéncia de parametros de correcao de inércia, %, no método PDPCBLM para o
PDE-PV-RT de 30 Barras (Parte II).
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Tabela 6.50: Resultados — PDE-PV-RT: 30 Barras (Parte II)

Variavel PDE-PPV  PDE-PV-RT (Parte I) PDE-PV-RT (Parte II)
Paa 179,1104 179,10979 93,045688
Pao 31,082 32,24451 80
Pgs 16,8028 16,95909 26,825704
Pag 35 35 35
Pan 18,5226 17,24442 30
Pgas 12,0462 12,03791 23,977385

01 0 0 0

05 —3,6748744 —3,6665933 —1,5400663
05 —4,9045768 —4,9279395 —3,0109351
0, —6,0106255 —6,0396179 —3,6573347
05 —10,245512 —10,249558 —7,2561564
06 —7,0137254 —7,051465 —4,3783301
07 —8,8655974 —8,8896209 —6,0861951
05 —6,9217869 —6,9598469 —4,2804439
0o —8,6469167 —8,7703249 —5,0303464
010 —10,557223 ~10,6525 —7,0823376
011 —6,7104989 —6,9675793 —1,8930735
015 —9,9686714 —10,028264 —6,3082685
015 —9,1176085 —9,1777904 —4,6140923
014 —10,846284 —10,908922 —7,2138833
015 —10,928985 —10,995959 —7,3364104
016 —10,479711 ~10,555107 —6,9014919
017 —10,746999 ~10,835932 —7,2391421
015 —11,488131 —11,565105 —7,9371501
019 —11,630031 —11,712966 —8,1038355
fa0 —11,418717 —11,504799 —17.9056063
01 —11,027654 —11,12003 —7,5682713
095 —11,023444 —11,11488 —7,5690877
023 —11,328567 —11,400224 —17,.825725
0o —11,519377 —11,59733 —8,1370401
0o —11,351736 —11,414391 —8,2540827
Oag —11,769402 —11,832056 —8,6717483
0o —10,990686 —11,043988 —8,0666479
Oos —7,4112508 —7,4508689 —4,741013
[ —12,215962 —12,269264 —9,2919236
030 —13,09533 —13,148632 ~10,171292

Funcdo Objetivo ($)  852,9911 852,9289 973,0825
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Figura 6.56: Comparagao entre os precos de energia obtidos ao resolver o PDE-PPV,
PDE-PV-RT (Parte I) e PDE-PV-RT (Parte II) para o sistema 30 Barras.

tagao da transmissao de maneira explicita para a operagao do sistema elétrico de maneira

adequada.

Com a introdugao dos mercados de energia do dia seguinte em diversos paises, os modelos
de despacho baseados em FPO passaram a ser substituidos por modelos de leilao, execu-
tados em base horaria. Visando a simplicidade e transparéncia para o mercado, diversos
modelos de leilao tendem a desconsiderar alguns aspectos, incluindo a transmissao, o que
leva a solucoes sub-6timas devido & necessidade de corregoes posteriores. Os resultados
obtidos nesta dissertagao corroboram a nocao de que os modelos de despacho devem in-
cluir a representacao da transmissao, a fim de evitar os desvios de otimalidade causados

pelas corregoes posteriores e para que os precos pagos pelos consumidores sejam justos.
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Capitulo 7
Conclusoes e Perspectivas Futuras

O problema de despacho econémico com ponto de carregamento de valvula é modelado
como um problema de programagao nao-linear, nao-convexo e nao-diferenciavel, com res-
tricoes de igualdade e desigualdade. Por tais motivos, sua resolucao na literatura usual-

mente é feita através de métodos heuristicos.

Neste trabalho, foi apresentado um método deterministico, a saber o método primal-dual
previsor-corretor barreira logaritmica modificada (PDPCBLM), baseado no trabalho de
Pinheiro (2012), associado a uma estratégia de corre¢ao de inércia e uma técnica de su-
avizagao hiperbolica, para a resolucao de problemas de despacho econémico com ponto
de carregamento de valvula, modelado de trés maneiras distintas: sem representagao das
perdas (PDE-PV), com representagdo das perdas através dos coeficientes-B (PDE-PPV)
e com representacao da transmissao (PDE-PV-RT). A estratégia de corre¢ao de inércia,
apresentada na Secao 5.1.2, previne a obtencao de pontos criticos que nao sao pontos
de minimos locais, como pontos de sela ou maximos locais, ao se aplicar as condigoes
necessarias de primeira ordem a fungao Lagrangiana associada ao problema. Os resulta-
dos obtidos apontam que a estratégia utilizada permitiu a obtencao de minimos locais,

evitando a parada do método em pontos indesejados.

Além disso, tendo em vista a nao-diferenciabilidade da fun¢ao objetivo do PDE-PV| na
Secao 5.2 apresentou-se uma estratégia de suavizacao de fungoes, baseada no trabalho de
Junior (2010) e Xavier & Xavier (2011). Esta estratégia, denominada suavizagao hiper-
bolica, permite a obtencao de aproximacoes suaves para fungoes obtidas pela composicao

de funcgoes diferenciaveis com a funcao modular, tal como a funcao custo do PDE-PV.

Os testes numéricos realizados e apresentados no Capitulo 6, através da linguagem de
programagao Matlab, apontam que o método PDPCBLM, associado as estratégias supra-

citadas, é capaz de resolver de modo eficiente e obter boas solugoes para o PDE-PV e suas
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variantes, PDE-PPV e PDE-PV-RT, quando comparado a outros trabalhos disponiveis
na literatura. Destaca-se que os resultados obtidos para o PDE-PV-RT, os quais nao
sao encontrados na literatura, mostraram o bom desempenho do método citado quando
comparados ao do PDE-PPV. O método determinou solugoes consistentes e semelhantes
para ambos os problemas em destaque, nas situagoes em que nao ha congestionamento

nas linhas de transmissao.

A principal dificuldade computacional do método proposto foi o controle do parametro
de suavizacao, sendo que uma escolha inadequada do mesmo pode levar a divergéncia
ou a instabilidade do método. Entretanto, os resultados tebricos e computacionais apre-
sentados mostram que a suavizacao hiperbolica é uma técnica viavel para a resolucao
de problemas nao-diferenciaveis devido a existéncia de termos modulares. A técnica de
suavizacao hiperbodlica aqui apresentada pode ser empregada para a resolucao de outros
problemas de otimizagao, como problemas de FPO em que a funcao objetivo é a minimi-

zagao dos desvios de tensao.

Além da resolugao desse problema, como propostas futuras de continuidade deste trabalho,

pode-se citar:

e estudar outras funcgoes de rescalamento nao-linear, além da funcao barreira modi-
ficada, para a resolugao de problemas de programagao nao-linear. Por exemplo, os
testes apresentados podem ser realizados utilizando alguma funcao de rescalamento

apresentada no capitulo 4;

e estudar a implementacao de algum critério para aceitagao de passo (como fungao
mérito ou método de filtros), visando melhorar a convergéncia e evitar oscilagoes
nos residuos, em decorréncia dos baixos valores do parametro 7, para os quais a

fungao aproximante se aproxima da natureza nao-diferenciavel da funcao original;

e investigar a possibilidade de associar um método de regiao de confianca ao método de
pontos interiores/exteriores que utiliza a fungao barreira modificada, visando torna-
lo mais robusto em situacoes nas quais as nao-convexidades do problema dificultam

o processo de convergéncia;

e propor formas adaptativas para a atualizacao do parametro n da suavizagao hiper-

bolica, visando reduzir a possibilidade de divergéncia ou instabilidades numéricas;

e comparar o desempenho do método com sua versao sem passo corretor, bem como
testar diferentes valores para o parametro y, que controla a escolha entre a direcao

do previsor e do corretor;

e resolver de maneira direta o sistema de dire¢oes, visando aproveitar a decomposicao

LDL! realizada, ao invés de utilizar a estratégia desenvolvida por Karmarkar (1984)
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de decomposicao das direcoes e solugao através do método dos minimos quadrados.
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Apéndice A
Calculo dos Coeficientes-B

O método apresentado a seguir para calculo dos coeficientes-B, extraido de Saadat (1999),

baseia-se no trabalho de Kron e que foi, posteriormente, adotado por Kirchmayer.

A poténcia complexa total injetada em uma barra i, denotada por S;, pode ser expressa

por:
Si =P+ jQi = Vil (A1)
em que:
Vi ¢ a tensao na barra 7;
17 ¢ o conjugado da corrente injetada na barra .

O somatoério das poténcias sobre todas as barras fornece o valor total das perdas no

sistema, isto &,

ROSS + leOSS - Z ‘/Z-[: - ‘/bfus-[;us (A2>
=1

em que P € Qloss denotam as perdas de poténcia ativa e reativa no sistema, respecti-
vamente. Vi, é o vetor coluna das tensoes nodais e Iy, é o vetor coluna das correntes
injetadas nas barras. De acordo com Monticelli (1983), as injegoes de corrente podem ser
obtidas através da matriz admitancia nodal (Yi.s) e do vetor de tensoes nodais, através
da expressao

Thus = YousVous (A3>

de modo que:
Viws = Y, 1T se, e somente se, Vius = ZpusIbus (A.4)

bus

A inversa da matriz admitancia, Zy, = Yb;;, ¢ a matriz impedancia. Substituindo Vi
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da equagao (A.4) em (A.2), obtém-se:
j:)loss + leoss = (Zbuslbus)t]{)kus = ]liuszéus]gus <A5>

. . . , . . , _ t ~ .
Desde que Zy,¢s ¢ uma matriz simétrica, isto €, Zp,s = Zy,,,, entao as perdas totais tornam-

Se:
Ploss + leoss = fﬁustusfgus (A6>

A expressao em (A.6) pode ser representada da seguinte maneira:
Ploss + jQuoss = > Y LiZyI; (A7)
i=1 j=1
Novamente, tendo em vista a simetria da matriz impedéancia, temos que:
. 1 - - * *
Ploss + ]Qloss - 5 Z Z ZZJ<]Z[] + Ijlz ) (A8>
i=1 j=1

O termo I;1 j* + [;I7 ¢ um ntmero real, de modo que, considerando Zypus = Rpus + 7 Xbus,

as perdas podem ser separadas em suas componentes real e imaginaria, ou seja:

1 n n

Ploss = 5 Z Z R'Lj(LIJ* + [J[1*> = [éustuslgus (A9>
i=1 j=1
1 n n

Quoss = 5 SN XL + L) = Iy X (A.10)
i=1 j=1

A fim de obter a féormula geral para as perdas de poténcia no sistema, definimos a corrente

de carga total como sendo a soma das correntes de carga individuais, isto é,
[L,1+IL,2+'--+[L,TL:[D (All)

em que n é o numero de barras do sistema, I é a corrente de carga da barra ke Ip é a
corrente de carga total. Assume-se que as correntes individuais variam como uma fracao

complexa da corrente de carga total, ou seja,

1
I, = U Ip se, e somente se, £, = %, k=1,...,n (A.12)
D

Por facilidade de notagao, assume-se que a barra 1 é a barra slack. Expandindo a primeira

192



linha em (A.4), obtém-se:
Vi= Z Zily = Z ZyvIgr + Ing)
k=1 k=1

N . (A.13)
= Z Zilar + Z Zudr g
=1 =1

em que /¢, denota a corrente de geragao da barra k. Substituindo (A.12) em (A.13):

Vi = Z Zilar + Ip Z&Zm
=1 =1

n (A.14)
= Z Zulay + IpT
k=1
em que i
T=> U7 (A.15)
=1

Define-se Iy como sendo a corrente fluindo a partir da barra 1 (slack), com as demais

correntes nulas. Esta corrente é denominada corrente de carga nula, e é tal que:
Vi=—Z111y (A.16)

Substituindo-se (A.16) em (A.14), e isolando Ip, obtém-se:

1 — 1
Ip = — ; Zielar — TZHIO (A.17)

Substituindo-se (A.17) em (A.12), as correntes de carga tornam-se:

U U,
Iny=—= ; Zwlay — = Znly (A.18)
Defina y
Entao n
Itk = px Z Zilgr + prZiilo (A.20)
k=1
Como
[bus - [G + IL (A21)
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e, além disso,

I 1 -0
o | Tex || 0 0
Ion 0 0 10
e, por (A.20),
[L,l P12 piZiz - P1lin
IL,2 p2Z11 p2liz v p2ldin
I = . = . . :
IL,n anll anlQ o anIn
segue de (A.21) que:
L+ p1Zn p1212 P1Z1n
pP2Z11 1+ pZip -+ P2Z1n
Ibus = . . . .
JSVAT P12 L+ pnZin

Seja

L+piZiu p1Zaz

A P2'Zu 1+ ?2212

an11 anIQ

em que
P1ZU<:
P22k

1+ pxZ1k

anIk

P1Z1n P12
P221n P21

1 + anIn PnZn
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I,
Ico
]G,n
Iy
I
p1Z11
Ico
pP2Z11
IGn
nZ ’
Pnéii I,
Ica
p1Z11
I
pP2211
. IG,n
Pni1 I,
_ ( al a2
=1,...,n

< k-ésima linha

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.26)



P12

n+1 p2211

PnZ11

(A.27)

Dentre as barras do sistema, podem ocorrer barras que nao possuem gerador. Se uma

barra k nao possui gerador, entao /g, = 0, de modo que essa corrente de geragao nao ¢

necessaria para determinar Iy, pela equacao (A.24). Seja B = {1,2,..

.,n} o conjunto

dos indices das barras do sistema e G = {g1, g2, ..., gg|} 0 conjunto dos indices das barras

geradoras de modo ordenado, isto é, g1 < g2 < ... < gg|. Tendo em vista as igualdades

(A.24) e (A.25), tem-se que:

n
L= a'lop+a" Iy => alg,+a"
k=1 keg

1
= a"lgg + 0"l + ..+ a9 g, + a

IG:gl
IG792
= ( agl aQQ e ag\g| an+1 ) :
[Gvgm
I
Definindo
C = ( adr a?%? ... a5 agnt! >
(&
[G,gl
]G792
[new = :
[Gagm
I
tem-se que
]bus = C]new

Substituindo-se (A.31) em (A.9), obtém-se

Ploss = (CInew)tRbus(CInew)* = [t CtRbusC*[*

new new

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

Se Saq € a poténcia complexa gerada, em uma barra de geragao g; € G, e o fator de
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poténcia é constante, a corrente de geracao é:

'QG,gi
I, = S¢. _ FPog —3Qc 1 I Py, Pq
59 * - * - * 9
Vs, Va Ve,
ou
]G,gi = ¢iPG,gi
em que
L-irg
Vi v
Dessa forma, pode-se escrever:
Ig g, Yvpr 0 -+ 0 0 Pa g,
Ic.g, 0 vy --- 0 O Pq g,
[G,g|g\ 0 0 - w\g| 0 PG,g\g\
Iy 0O 0 0 0 I 1
ou de modo compacto
[new - \IJPGI
em que
Pngl
PG792
Pg1 = :
PG g
1
e
P10 0
0 ¥ - 0 0
U= A I
0 0 - g O
o o0 --- 0 1

Substituindo-se (A.37) em (A.32), a equagao das perdas se torna:

Ploss = (\IIPGl)tCtRbuSC*(\I]PGl)*
= PélHPCt‘I
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(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)



em que

H = U'C! Ry, C7 0" (A.41)

Calculando o complexo conjugado da equagao (A.40), utilizando o fato de que Ploss = P,

e Pg1 = P}, e somando a expressao resultante com (A.40), conclui-se que:

H+ H*
t
Poss = Py (T P (A.42)
Pode-se verificar que a matriz H é uma matriz hermitiana e, além disso, R(H) = %,
ou seja, & EH " ¢ a parte real da matriz H, de modo que podemos escrever:
B0,91
Béh,gl thgQ T Bglyg|g\ 2
Bo,go
H + H* 892,91 392792 Bg27g|g\ 2
R(H) = = : : : (A.43)
2 B B B Bo.gig)
916),91 916192 9161-916| 2
Bo,, Bo,, 0.9)g]
e =z T\ By
Entao
Bo,g;
thgl Bg1,g2 thg\g\ 2 PG,91
0,92
392791 B92792 B9279\g\ 2 PG,g2
Poss = (Pg’gl Pg, + Paygyg, 1) : : - : : : (A.44)
By o B By g0 e | | B
961:91 29161:92 " Y61 916] T 2 G919
Bo,g, Bo,g, 0916 1
- 3> o =2 Do
ou, de modo equivalente,
B91791 391792 T Bglyg\g| PG791
p.—(p p p 392791 392792 Bgzyg\g| PG,Q2
loss — G.g1 4 Gyg2 " LGygg . . . .
Bg\g|,g1 Bg\g|792 T Bg|g\7g\g| PG79|<;\ (A 45)
Bovgl
B0792 B
+ PG,gl PG,gz T PG,g|g‘ . + 0,0
Bovgwg\
Dessa forma, pode-se escrever:
Pioss = E E Pq,B; jPa; + E By P, + Boo (A.46)
i€g jEG i€g
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Portanto, o calculo dos coeficientes-B pode ser sintetizado através do seguinte algoritmo:

Algoritmo 9: Coeficientes-B

1 Obtenha um estado de operagao inicial factivel (por exemplo, através de um fluxo
de carga).

A partir dos resultados, calcule as correntes de carga individuais, I, a corrente
de carga total, Ip e as fragoes complexas de cada corrente, .

Calcule a matriz Zy.

Calcule as matrizes de transformagao C', ¥ e H.

Obtenha a parte real da matriz H, R(H).

Utilize a igualdade apresentada em (A.43) para determinar os coeficientes-B.

N

(<2 IR L B N

Cabe ressaltar, novamente, que os coeficientes-B sao funcao do estado de operacao do
sistema. Se uma nova programagao ou despacho de geragao for realizado, de modo que nao
mude drasticamente a situacao de operacgao inicial, pode-se assumir que tais coeficientes
nao variam de modo significativo e, portanto, ainda podem ser utilizados para calcular,

de forma aproximada, as perdas para a nova situacao de operacao.
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Apéndice B

Revisao da Teoria de Otimizacao

B.1 Otimizacao irrestrita

Em problemas de otimizacao, é de fundamental importancia a capacidade de reconhecer
se determinado ponto é ou nao um minimo local. A partir da definicao de minimo local,
para tanto seria necessario investigar todos os pontos em alguma vizinhanca ao redor do
candidato a minimo, a fim de garantir que nenhum deles possui valor menor para a funcao

objetivo. Naturalmente, isto é inviavel para a maioria dos problemas.

Contudo, quando a hipotese de diferenciabilidade da funcao é acrescentada, existem re-
sultados muito mais praticos e eficazes para caracterizagdo de minimos locais. Estes
resultados sdo, usualmente, denominados condi¢des necessdarias e/ou suficientes de oti-
malidade. As condigoes necessarias sao aquelas que obrigatoriamente sao satisfeitas por
todos minimizadores locais, ao passo que as condigoes suficientes sao aquelas cuja veraci-
dade assegura que um ponto ¢ minimo local. Nesta secao, sao apresentados os conceitos

fundamentais de otimizagao irrestrita.

B.1.1 Conceitos basicos

De acordo com Bertsekas (1999), modelos mateméticos de otimizagao geralmente podem
ser representados por um conjunto de restrigoes, X C R, e uma funcao objetivo ou fung¢ao
custo, f : X — R. O conjunto X consiste de todas as variaveis de decisao & disponiveis e
o valor f(x) é uma medida escalar do quao desejavel ¢ a escolha de x. Dessa forma, um

problema de otimizacao pode ser escrito da seguinte maneira:
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minimizar x
/(@) )
sujeitoa ax € X CR"

Através do problema (B.1), podemos definir o que sdo pontos e conjuntos factiveis.

Definigao B.1. Seja um problema de otimizagao na forma (B.1). Dizemos que « € R"
é um ponto factivel quando & € X. O conjunto X, que é a colegao de todos os pontos

factiveis, ¢ denominado conjunto factivel.

No contexto dos problemas de otimizacao, sao de fundamental importancia as defini¢oes

de minimo local e minimo global, apresentadas a seguir.

Definicao B.2. Um ponto * € X é um minimo local de f sobre o conjunto X se existe

e > 0 e uma bola aberta B(x*,¢) tal que
f(x*) < f(x), Vxe B(x'e)NX.

Quando
f(x*) < f(®), Ve (Bx'e) —{z})NnX

dizemos que x* é um minimo local estrito.

Definicao B.3. Um ponto * € X é um minimo global de f sobre o conjunto X se
@) < f(@), Vae i

Quando
f@®) < f(z), VeeX—{z"}

dizemos que x* é um minimo global estrito.

Em geral, é dificil afirmar se existe ou nao um minimo global para uma funcao f sobre
um conjunto X. Por exemplo, a fungao f(x) = e* nao possui minimo global nem local,
quando definida sobre R. Contudo, sob determinadas hipdteses acerca da fungao objetivo
e da regiao factivel (ou dominio da func¢ao objetivo) do problema de otimizagao, pode-se

garantir a existéncia de um ponto de minimo global.

Definicao B.4. Seja X CR e f: X — R uma funcao real. Dizemos que f é coerciva se

lim f(xy) = o0
k—o0
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para toda sequéncia {xy} de elementos de X tal que ||xx| — oo, para alguma norma

-0

O teorema a seguir apresenta algumas condigoes sob as quais é possivel garantir a exis-
téncia de pelo menos um minimo global e, portanto, é de grande importancia na teoria

de otimizagao.

Teorema B.1. (Teorema de Weierstrass) Sejam ) 2 X CR" e f: X — R continua

sobre X. Assuma que uma das trés condi¢oes abaixo é valida:
(i) X é um conjunto compacto.
(ii) X é um conjunto fechado e f é coerciva.

(iii) Existe um escalar 7 tal que o conjunto de nivel

{xeX: f(z) <~}

¢ nao-vazio e compacto.

Entao existe um vetor € X tal que f(x) = in)f{f(z).
zE

B.1.2 Convexidade e suas implicacgoes

Funcoes convexas definidas sobre conjuntos convexos possuem importantes propriedades
relevantes para a teoria de otimizacao. Em especial, a garantia de que minimos locais sao
minimos globais para este tipo de problema faz das fun¢des convexas um tipo de funcao

ideal para problemas de otimizacao.
Definicao B.5. O conjunto K C R"™ é denominado conjunto convexo se
arx+ (l-a)ye K, Ve,yec K,Vae|0,1].

Definicao B.6. Seja K C R™ um conjunto convexo. Dizemos que a funcao f: K — R

& uma funcdo convexa se
flax+(1—a)y) <af(x)+(1—a)f(y), Vx,y € K,Va € [0,1].

A funcao f é dita estritamente convera se a desigualdade acima é estrita para todo

x,y € K com ¢ # y e todo a € (0,1). Dizemos que f é uma fun¢io concava se — f for

L As normas em R” sdo equivalentes, de modo que a norma utilizada nao altera a definicdo.
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uma funcao convexa, e que f é estritamente concava se — f for uma fungao estritamente

convexa.

Sob a hipotese de diferenciabilidade de uma func¢ao sobre um conjunto convexo, a con-
vexidade da mesma também pode ser caracterizada de maneira alternativa, através do

teorema a seguir.

Teorema B.2. Sejam K C R"™ um conjunto convexo e f : R™ — R uma funcao diferen-

ciavel sobre K. A fungao f é convexa sobre K se, e somente se,

fly) > f(x) + (y —2)'Vf(x), Vx,y<cK.

O teorema anterior pode ser interpretado geometricamente da seguinte maneira: o hiper-
plano tangente a uma funcao convexa f sobre um conjunto convexo K, em um ponto
x € K, assume valores inferiores ao da funcao sobre o conjunto K. Para funcoes de
classe C?, a caracterizacao de convexidade pode ser feita através de matrizes hessianas,

conforme o proximo teorema.

Teorema B.3. Seja K C R" aberto e convexo, f : K — R e f € C*(K). Entao f ¢

convexa se, e somente se, V2f(x) > 0 para todo = € K.

As matrizes hessianas generalizam, de certo modo, o conceito de curvatura de funcgoes.
O teorema B.3 afirma que uma fungao é convexa sobre um conjunto aberto convexo
se, e somente se, sua matriz hessiana é semidefinida positiva sobre o referido conjunto.
Isto significa que, do ponto de vista geométrico, uma funcao convexa possui curvatura
nao-negativa. O préoximo teorema é um forte resultado acerca de minimos de fungoes

convexas.

Teorema B.4. Se K C R" é um conjunto convexo e f : K — R é uma fungao convexa,
entao um minimo local de f também é um minimo global. Se, em adi¢ao, K é aberto e

f ¢é diferenciavel sobre K, entao qualquer ponto estacionario? de f ¢ um minimo global.

B.1.3 Condicoes de otimalidade

Segundo Martinez & Santos (1998), as condi¢oes de otimalidade s@o relagoes entre as
derivadas da funcgao objetivo e as derivadas das func¢oes que definem as restrigoes. Sao

elas que dizem se as derivadas envolvidas permitirao a redugao do valor da fungao objetivo.

2Um ponto x € X ¢ dito ponto estaciondrio de uma funcao diferenciavel f : X — R se Vf(x) = 0.
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Nesta segao, consideraremos o problema da forma (B.1). De acordo com os autores, as
curvas definidas no conjunto X sao fundamentais na obtencao das condi¢Oes praticas
de otimalidade. Estas condigoes de otimalidade a partir de curvas serao apresentadas
a seguir, com base no trabalho de Martinez & Santos (1998), e permitirao a obtencao
de resultados bastante conhecidos em otimizacao. Para tanto, assume-se que a funcao f

possui derivadas primeiras continuas em um conjunto aberto que contém o conjunto X.

Definicao B.7. Seja & € X. Chamamos de curva ou caminho em X de classe C*

partindo de T a uma funcao 7 : [0,¢] — X tal que e > 0, v(0) == e v € C*([0, ¢]).

Observacgao: quando as derivadas nos extremos do caminho forem mencionadas estare-

mos, naturalmente, considerando as derivadas laterais.

O teorema a seguir é a versao baseada em curvas das condi¢oes necessarias de primeira

ordem.

Teorema B.5. Sejam x* minimo local para o problema (B.1) e v uma curva em X de
classe C! partindo de z*. Entao V f(z*)'4/(0) > 0.

Demonstragao. Defina ¢ : [0,¢] — R tal que ¢(t) = f(7(t)). Como * é minimo local de
f, existe € € (0,¢) tal que ¢(t) > ¢(0) para todo t € (0,€). Dessa forma, w > 0,
para todo t € (0,€), de modo que a derivada quando ¢ | 0 é tal que ¢'(0) > 0. Aplicando

a regra da cadeia,

¢'(t) = Vf(v(1)''(1)
e, portanto, ¢/(0) = Vf(7(0))"7'(0) = Vf(z*)"v'(0) = 0. =

Geometricamente, o teorema B.5 indica que, em um minimo local, o vetor tangente & uma
curva partindo do ponto de minimo, na extremidade do minimo, deve formar um angulo

menor ou igual a 90° com o gradiente da func¢ao calculado no ponto de minimo.

O proximo teorema é a versao baseada em curvas das condigoes necessarias de segunda

ordem.

Teorema B.6. Sejam x* um minimo local para o problema (B.1) e f € C?(X).

(a) Para toda curva v em X de classe C? partindo de *, ¢'(0) = Vf(x*)'v'(0) > 0,
onde ¢(t) = f(y(1))-

(b) Se ¢'(0) = 0, entao ¢"(0) > 0.

Demonstragao. A prova do item (a) se encontra no teorema B.5. Ja para o item (b),

assumindo que ¢'(0) = 0 e aplicando a Formula de Taylor com resto infinitesimal, em
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Figura B.1: Representagdao geométrica do teorema B.5.

torno do valor ¢ = 0, tem-se que ¢(t) = ¢(0) + 2¢”(0)t* + r(0,t?) em que 11_{% 7"(2—’;2) = 0.
Logo,
t) — 1

t—0 t2 2

Como x* é minimo local, entao ¢(t) > ¢(0) para t suficientemente pequeno. Assim,
¢"(0) = 0. O

Assim como se pode definir uma curva partindo de um ponto, pode-se definir o que é uma

curva passando por um ponto.

Definicao B.8. Seja ® € X. Chamamos de curva em X de classe C* passando por T a

uma funcio v : [—¢,e] — X tal que e > 0, v(0) =T e v € CF([—¢, ¢]).

Lema B.1. Seja «* um minimo local para o problema (B.1) e v uma curva em X de

classe C'' passando por *. Entao V f(x*)'y(0) = 0.

Demonstragao. A partir da curva v, defina v, : [0,e] — X com 4 (t) = () e 2 : [0,¢] —
X com 7,(t) = y(—t). Pelo teorema B.5,

VA@)0) 20 o V@ )ih(0) > 0.

Como 7(0) = (0) ¢ 74(0) = —'(0), segue que V f(z*)'~'(0) = 0. =

Corolario B.1. Seja * um ponto interior de X e minimo local para o problema (B.1).

Entio V f(z*) = 0.

Demonstracao. Como x* é um ponto interior de X, existe uma bola aberta de raio ¢ > 0
tal que B(x*,e) C X. Seja d € R™, com d # 0. Defina a curva v : [—¢,¢] — X por
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y(t) = x* + tﬁ. Claramente a curva 7 esta contida na bola B(x* ¢) e, portanto, esta
bem definida. Pelo lema B.1,

d
V@) g = V@)Y =0 Vfla)d =
Como d é arbitrario, entdao V f(x*) = 0. O

Corolario B.2. Seja * um ponto interior de X e minimo local para o problema (B.1).

Se f tem derivadas parciais de segunda ordem continuas numa vizinhanca de x*, entao

Vf(x*)=0e V2f(z*) > 0.

Demonstragao. De fato, V f(x*) = 0 pelo corolario B.1. Utilizando a mesma curva v do
corolario B.1, defina a funcao ¢ : [—¢,¢] — R tal que ¢(t) = f(7(t)). Entao ¢'(0) =
Vf(x*)4/'(0) =0 e, pelo teorema B.6,

d! d
0 < ¢"(0) =~ (0)'V2f(2")(0) = 575 V2 (") 577
2|\d] 2|\d]
Dessa forma, d'V?f(x*)d > 0, para qualquer d. Assim, V2f(z*) > 0. O

Os resultados expressos pelos corolarios B.1 e B.2 sao usualmente denominados condicoes
necessdrias de otimalidade de primeira e sequnda ordem, respectivamente, uma vez que
estabelecem relagoes com as derivadas parciais de primeira ordem que compoem o vetor
gradiente e com as derivadas parciais de segunda ordem, presentes na matriz hessiana.
E importante ressaltar que o fato de um ponto satisfazer as condicdes necessarias nao

garante que o mesmo seja um minimo local.

Exemplo B.1. Seja a fungao f : R — R definida por f(z) = —2% Claramente o ponto
xr = 0 satisfaz a tese do corolario B.1, pois f/(0) = 0, mas este ponto ndo é um minimo

local. Na realidade, é um méximo local/global.

Exemplo B.2. Seja a funcao f : R? — R definida por f(z,y) = 2% — y*. O ponto
(z,y) = (0,0) satisfaz a tese do corolario B.2, pois Vf£(0,0) = (0,0)%, e V2£(0,0) = (29)

é semidefinida positiva. Entretanto, este ponto nao é um ponto de minimo.
O proximo teorema apresenta condicoes suficientes de segunda ordem, as quais garantem
que um ponto que as satisfaz é minimo local.

Teorema B.7. Sejam [ € C*(X) e =* um ponto interior de X C R"™ tal que V f(z*) =0

e V2f(z*) > 0. Entao «* ¢ um minimo local estrito para o problema (B.1).

Demonstragao. Defina a funcao € : R® — R dada por £(d) = d'V2f(x*)d. Como
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V2f(xz*) > 0, entao £(d) > 0, para todo d € R", com d # 0. Claramente a fungao £ ¢é
continua. Seja

Srl={z eR": |z| =1}

a esfera unitaria em R". A esfera unitaria S™~! ¢ um conjunto compacto, de modo que,
pelo Teorema de Weierstrass (B.1), existe v € S tal que £(v) = deiglf_lﬁ(d). Como
v € 8" ! entdo v # 0 e, portanto, £(v) = a > 0. Como V f(x*) = 0, aplicando a Férmula
de Taylor com resto infinitesimal, tem-se que f(x*+d) = f(x*)+3d'V?f(z*)d+r(z*, d),

com lim 2&-4 _ .
d—o gl
Pela definicao de limite, se lliirr(l) T(”j"g) = 0, existe 0 > 0 tal que, se 0 < ||d|| < §, entao
%
r(Hcf;”’Qd) — O‘ <$e-5< T(”jl’g) < 2. Assim, para 0 < [|d|| < J, tem-se que

fx"+d)=f(z*) + %dtVQf(a:*)d +r(x*, d)

_ $* M i ! 2 w* d 27’(.’13*,d>
IR 2[Qwovf(’gw>+ Ww]

s+ 156 foea () s 155

2
> fla) + 19 0= par)

Assim, f(x* 4+ d) > f(x*), para todo d tal que 0 < ||d|| < ¢, ou seja, * é minimo local

estrito. O

Portanto, pode-se garantir que um ponto estacionario de um problema irrestrito ¢ mi-
nimo local quando a matriz hessiana no referido ponto é definida positiva. Na proxima
secao serao discutidos alguns aspectos de otimizacao restrita, quando a regiao factivel é

determinada por um conjunto de equagoes e inequagoes algébricas.

B.2 Otimizacao restrita

A fim de discutir os resultados teéricos fundamentais de otimizacao restrita, comegaremos

com o problema de minimizacao de func¢oes com restricoes de igualdade.
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B.2.1 Restricoes de igualdade

Seja um problema de otimizagao da forma

minimizar f(x) (B.2)
sujeitoa  g(x) =0 '

emque g: R" = R"ex e CR" com () um conjunto aberto. Neste caso, o conjunto

factivel do problema é dado por X = {x € Q2 : g(x) = 0}.

No contexto da otimizacao restrita, os conceitos de conjunto tangente e de regularidade
sao de grande importancia e possibilitam a demonstragao do teorema relacionado aos

multiplicadores de Lagrange.

Definicao B.9. Seja ¢ € X. Chamamos de conjunto tangente a X em x, que sera
denotado por M (x), ao conjunto dos vetores tangentes as curvas em X passando por .

Assim,

M(x) = {v € R" : existe uma curva v em X passando por  com v =~'(0)}. (B.3)

A matriz jacobiana da funcao vetorial g no ponto @ serd denotada por

%(w) e %(m) Vgl(w)t

Definigao B.10. Seja A € R™*" uma matriz real. O nicleo da matriz A é o conjunto
N(A) ={x e R": Az = 0}.
A imagem da matriz A é o conjunto
R(A) ={be R™: Az = b, para algum x € R"}.

Definigcao B.11. Seja S um subconjunto nao vazio de um espago vetorial V munido
de produto interno. O complemento ortogonal de S, denotado por S+, é o conjunto dos

vetores de V que sao ortogonais a todos os vetores de S. Assim,

S+ ={v € V:vlw para todo w € S}.

Pode-se verificar sem muita dificuldade que S+ ¢ um subespaco vetorial de V. Podemos

207



relacionar o niicleo e a imagem de uma matriz através do teorema a seguir, que pode ser

encontrado em diversos livros de Algebra Linear.

Teorema B.8. Seja A € R™ " uma matriz real. Entao N (A)+ = R(A?).

O proximo lema estabelece uma relagao de inclusao entre o conjunto tangente M (x) e o
nucleo do jacobiano, N (Jg(x)).

Lema B.2. Para todo € X, M(x) C N(Jg(x)).

Demonstragao. Seja v € M(x). Entao existe uma curva v : [—¢,¢] = &, com 7(0) = «
e 7(0) = v. Defina I' : [—¢,¢] — R™ por I'(t) = g(7(t)). Como ~ é uma curva em
X ={x € R": g(x) = 0}, entao I'(t) = 0 para todo t € [—¢,e]. Assim I''(t) = 0, para
todo t € (—¢,¢). Pela regra da cadeia, temos que I"(t) = Jg(v(t))y(t). Logo,

I'(t) = Jg(y()Y'(t) = 0, Vi€ (=¢,¢).

Em particular, 0 = Jg(7(0))7/(0) = Jg(x)v, isto é, v € N(Jg(x)). Portanto, M(x) C
N(Jg(x)). O

E licito o questionamento natural se a reciproca do lema B.2 é valida. Como mostra o

exemplo a seguir, em geral, a volta do lema nao ¢é valida.

Exemplo B.3. Considere um problema de otimizacao em que a restricao de igual-
dade é dada por g(z1,22) = 22 — w3(wy — 1)?. Considere o ponto = = (0,1)!. Entao
Jg(0,1) = Vg(0,1)t = (0,0) e, portanto, N (Jg(0,1)) = R2 Por outro lado, pode-se
verificar facilmente que o conjunto factivel determinado por g pode ser parametrizado
pela curva v(t) = (t3 —t, )", cujos vetores tangentes em & = (0,1)" sdo 7/(—1) = (2, —2)*
e 7' (1) = (2,2)". Assim, conclui-se que M(x) = {k(1,1)" : k € R}U{k(1,-1)": k € R},
ou seja, N'(Jg(0,1)) € M(x). A Figura B.2 apresenta a regido factivel do problema, bem

como os vetores tangentes em (0, 1)".

A fim de estabelecer quando NV (Jg(x)) C M(x), introduz-se a definigao de ponto regular.

Definigao B.12. Sejax € X = {x € Q : g(x) = 0}. Dizemos que & é um ponto reqular
se o posto de Jg(x) é igual a m. De modo equivalente, isto quer dizer que o conjunto
{Vgi(x),...,Vgn(x)} é linearmente independente. E comum dizer que, neste caso, o

Requisito de Independéncia Linear das Restri¢oes é satisfeito no ponto .

O teorema a seguir, cuja demonstragao foge do escopo deste trabalho, sera utilizado para
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X2

—.1 1 x1 '

Figura B.2: Curva da regiao factivel e vetores tangentes em (0, 1), no exemplo B.3.

demonstrar que sob a hipotese de regularidade em um ponto, o conjunto tangente e o

ntcleo do jacobiano no referido ponto sao iguais.

Teorema B.9. (Teorema da Fungao Implicita) Seja f = (f1,...,f,) : U — R"
uma funcao vetorial de classe C* (k > 1) no aberto U C R™*". Suponha que no ponto
p = (xo,yo) € U (com ¢y € R™ e yo € R"), f(p) = ¢ e a matriz jacobiana n X n, em

relagao as variaveis vy,

dfi
dy;

1t )= (5i)) (i = 1)

seja nao-singular. Entao existem Z C U, aberto contendo p, V' C R™, aberto contendo

xg, e £V — R" de classe C*, com &(xg) = yo, com a seguinte propriedade:
(x,y)€Ze flz,y)=cexzeVey={()

Teorema B.10. Sejam X = {x € R" : g(x) =0}, g € C* (k > 1) e x € X um ponto
regular. Entdo para todo v € N'(Jg(x)), existe uma curva 7 de classe C* passando por
x, tal que 7/ (0) = v. Isto é, M(x) = N(Jg(x)).

Demonstragao. Tomemos v € N(Jg(x)). Isto significa que Jg(x)v = 0. Devemos

determinar uma curva v em X, passando por &, com +'(0) = v. Fixe x e v, e considere
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o seguinte sistema de equacoes nas variaveis t € R e u € R™:
F(t,u) =g(xz +tv+ Jg(x)u) =0 (B.5)

O sistema apresentado possui m equacoes e m + 1 varidveis. Claramente, este sistema
tem uma solucao particular para t = 0 e uw = 0. A matriz jacobiana de F' em relacao as
variaveis de w ¢ uma matriz m x m dada por J, F(t,u) = Jg(x + tv + Jg(x)'u)Jg(x)".
Assim, parat =0 e u = 0, J,F(0,0) = Jg(x)Jg(x)!, que ¢ uma matriz nao-singular
devido a regularidade de @. Pelo Teorema da Fungao Implicita (B.9), existe uma fungao
¥ : [—¢e,e] = R™ de classe C* (uma curva), com %(0) = 0, tal que a igualdade (B.5) &
satisfeita se, e somente se, u = 7J(t), para todo t € [—¢,¢] (a rigor, para um intervalo

aberto em torno de 0, o qual contém um intervalo fechado da forma [—¢, ¢]). Assim,
g(x +tv + Jg(x)7(t)) = 0 para todo t € [—¢,¢]. (B.6)

Derivando (B.6) em relagao a t, e calculando em ¢ = 0, obtém-se Jg(x)(v+Jg(x)7 (0)) =
0. Como Jg(x)v = 0, entao Jg(x)Jg(x)'7'(0) = 0. Mas Jg(x)Jg(x)" é nao-singular,
do que pode-se concluir que 7'(0) = 0.

Defina 7 : [—¢,e] = X por v(t) = x + tv + Jg(x)'7(t). Entéo,
Y(0) = v+ Jg(@)7(0) = v + Jg(x)'0 = .

Assim, 74 é a curva procurada. Como v é arbitrario, segue que N (Jg(x)) C M(x).

Combinando este resultado com o do lema B.2, conclui-se que N (Jg(x)) = M(x). O

Corolario B.3. Se * é um ponto de minimo local regular para o problema (B.2), entao

V(@) LN (Jg(x")).

Demonstragao. Seja v € N(Jg(x*)). Como x* é regular, entao N (Jg(x*)) = M(x*), de
modo que v € M (x*). Assim, existe uma curva y em X passando por x* tal que v'(0) = v.
Pelo lema B.1, V f(x*)'+/(0) = V f(x*)'v = 0. Logo, V f(x*) LN (Jg(x*)). O

B.2.1.1 Condicoes de otimalidade para restrigoes de igualdade

O seguinte teorema é de valor inestimavel para a teoria de otimizagao com restri¢oes de
igualdade, e possui uma versao estendida, para restri¢oes de desigualdade (as condi¢oes

de Karush-Kuhn-Tucker, que serdo apresentadas posteriormente).

Teorema B.11. (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Seja * um minimo

local regular para o problema (B.2). Entéo existem tnicos A}, ..., A, nimeros reais, de-
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nominados multiplicadores de Lagrange, tais que V f(x*) + > AiVg;(x*) = 0.
i=1

Demonstragdo. Pelo corolario B.3, Vf(x*) LN (Jg(x*)). Assim, Vf(z*) € N (Jg(z*))*.
Como, pelo teorema B.8, N'(Jg(x*))* = R(Jg(xz*)"), entao conclui-se que V f(z*) pode
ser gerado pelos vetores coluna de Jg(x*)*, que sdo os gradientes Vg, (x*), ..., Vg (*).
Assim, existe A* = (A},..., A5 tal que Vf(x*) + Jg(x*)'A* = 0. A unicidade de A*
decorre do fato de que &* é ponto regular, de modo que a matriz jacobiana Jg(x*) possui

posto completo. O

O Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (B.11) é o equivalente das condigdes neces-
sarias de primeira ordem, considerando restri¢oes de igualdade. A seguir, apresenta-se o

equivalente das condi¢oes necessarias de segunda ordem.

Teorema B.12. Suponha que f,g € C? x* é minimo local regular para o problema

B.2, e que A* é o vetor de multiplicadores de Lagrange, cuja existéncia é garantida pelo

teorema B.11. Entao v' (V2f(a:*) + > A;‘V2gi(m*)> v > 0, para todo v € N (Jg(z*)).
i=1

Demonstracao. Sabe-se, do teorema dos multiplicadores de Lagrange, que
Vi) + Y A\Vg(x) =0. (B.7)
i=1

Seja v € N(Jg(x*)). Aplicando o teorema B.10, existe um curva 7 de classe C? em X,
passando por x*, tal que v = 7/(0) € N (Jg(x*)). Defina ¢(t) = f(v(t)). Pelo lema B.1,
segue que ¢'(0) = Vf(x*)'9/(0) = 0. Aplicando o teorema B.6, temos que

¢"(0) =7/ (0)'V*f(x")7'(0) + Vf(=")"7"(0) = 0. (B.8)

Define-se as fungoes ®@;(t) = A\g;(y(t)), para i = 1,...,m. Observe que ®;(t) = 0 para
todo t no dominio [—¢, ¢] da curva =, pois 7 é uma curva em X. Assim, ®(t) = 0, para
todo t € (—¢,¢). Logo

®/(0) = 7'(0)' A7 V2gi(2")7'(0) + A Vgi(=*)'7"(0) = 0.

Portanto,
m

S 9/(0) = 7/(0)" <_Z A:Ww*)) 7(0) + (Z A:Vgxw*)t) V() =0. (B9

=1
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Somando (B.8) e (B.9), e considerando (B.7), temos que
v’ <V2f(€v*) + /\?V2gi(w*)> v=7(0)' <V2f(w*) + )\fvzgi(w*)> 7'(0) = 0.
i=1 =1

Como tomou-se v arbitrario, segue que v* (VQf(m*) + > )\;kVZQZ»(a:*)> v > 0, para todo
=1
veN(Jg(x)). O

Assim como no caso irrestrito, também pode-se introduzir condigoes suficientes de otima-
lidade para o problema com restrigoes de igualdade. A fim de demonstra-lo, utiliza-se o

seguinte resultado de Analise Real:

Teorema B.13. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R”

possui subsequéncia convergente.

Teorema B.14. Sejam f,g € C? z* € X e A* € R™ tais que
V@) +) A\ Vg(az) =0.
i—1

Suponha também que a matriz V2 f(x*) + Y A\ V2g;(x*) é definida positiva em N (Jg(x*)).
i=1

Entao «* é um minimo local estrito para o problema (B.2).

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que &* nao seja um minimo local estrito. Entao
existe uma sequéncia de pontos factiveis {y;}, com y; # @* para todo k, convergindo
para x*, tal que para cada k, f(yx) < f(x*) (isto é, toda vizinhanga de &* possui pelo
menos algum ponto factivel diferente de * com valor igual ou inferior ao de x* pela
fungao objetivo). Pode-se escrever cada y; como y, = T* + §iSy, em que s, € S"! =
{v € R": ||v|]| = 1} e 0; > 0 para cada k. Como yr — x* ¢ ||sg]| = 1, devemos
ter 6 — 0. Como {s.} é uma sequéncia limitada (sobre a esfera S"!), pelo teorema

de Bolzano-Weierstrass, ela possui uma subsequéncia {sj}rex que converge para algum

s*. Além disso, g(yx) — g(x*) = 0, de modo que w = 0. Observemos que,
devido & diferenciabilidade de g, tem-se que 0 = lim 29" _ i) 9@ +os)-g@’) _
k—o0 Ok k—o0 Ok
kek kek

Jg(x*)s*. Assim, Jg(xz*)s* = 0, isto ¢, s* € N(Jg(x*)). Observe, ainda, que sendo
|sk|| = 1, para todo k, deve-se ter que ||s*|| = 1. Pela formula de Taylor com resto de

Lagrange, temos que, para cada i = 1,...,m, existe §; € (0,1) tal que

52
0 = g;(yx) = gi(@* + Spsk) = gi(x™) + 5 Vgi(x*) 85 + Eksiv2gi(w* + 0;6rsk)sk  (B.10)
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e, como f(yg) < f(x*), existe Oy € (0,1) tal que

2

Multiplicando, para cada i, a equagao (B.10) por Af, somando com (B.11) e utilizando a

hipotese do teorema, de que V f(x*) + > AVgi(x*) =0 e g(x*) = 0, temos que
i=1

52 -
0 = Eksz <V2f(:1;* + 905k3k> + Z )\Z‘V2gl(a}* + Hléksk)> Sk
i=1
Pela continuidade de V2f e V2g;, aplicando limite para k — oo, com k € K, conclui-se

que:

0> (s}) (V2f<a:*) - ZA:Vngw*))
=1

o que ¢ um absurdo pois s* € N'(Jg(x*)), s* # 0 (jaque ||s*]| = 1) e V2f(x*) + > A\ V3gi(z*)
i=1
¢ definida positiva em N (Jg(x*)). O

Cabe destacar que a demonstracao do teorema B.14 nao requer a regularidade no ponto
x*, diferentemente das condig¢oes necessarias. Pode-se notar a similaridade do teorema
anterior com o das condigoes suficientes de segunda ordem para problemas irrestritos:

ambos requerem a positividade de alguma matriz relacionada ao problema.

B.2.2 Restricoes de desigualdade

Agora trataremos, brevemente, o problema de minimizacao com restri¢oes de desigual-

dade, isto é, o problema da forma:

minimizar T
/@) (B.12)
sujeito a  h(x) <0

em que h: R" - R? e x € 2 C R"”, com €2 um conjunto aberto. Neste caso, conjunto
factivel é expresso por X = {x € Q : h(x) < 0}. Segundo Luenberger & Ye (2008),
existem diversos estudos sobre condigoes de qualificagao e de regularidade para problemas
com restricoes de desigualdade. Entretanto, de acordo com o mesmo autor, os resultados
que advém destas teorias sao, normalmente, de interesse tedrico isoladamente, exercendo

pouca influéncia e contribuicao no desenvolvimento de algoritmos.

Nesta secao, aborda-se este problema de forma sucinta. Isto porque a teoria para otimi-

zagao com restricoes de desigualdade necessita de um ntimero bem maior de resultados
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para atingir as condig¢oes de otimalidade.

Definicao B.13. Seja x € X. O cone de direcoes factiveis em x é
Clx)={deR":d#0ex+ ad e X para todo a € (0,9) para algum 6 > 0}.

Nem sempre a nogao de diregao factivel representada pelo conjunto C(x) faz sentido. Por
exemplo, se a regiao factivel for apenas uma circunferéncia, a partir de um ponto sobre
a mesma nao existe uma direcao factivel: qualquer passo suficientemente pequeno ainda
levara a um ponto infactivel, que nao se situa sobre a circunferéncia. Por isso, utilizar-se-4
0 seguinte conjunto, cujos elementos sao as derivadas laterais sobre as curvas factiveis a

partir de a:
D(x) ={d € R":d = +(0),d # 0, para alguma curva v € C* em X a partir de x}.

Pode-se verificar, sem dificuldade, que o conjunto C(x) C D(x) (basta considerar a curva
como sendo um segmento de reta). Pode-se mostrar, também, que o conjunto D(x)

apresentado esta contido no conjunto de direcdes limite de sequéncias factiveis, definidas
em Nocedal & Wright (2006).

Definicao B.14. Seja f: R"™ — R uma funcao real. O conjunto
F(x)={d e R": f(x + ad) < f(x) para todo a € (0,0) para algum ¢ > 0}

é denominado cone de diregoes de descida em x. Um elemento do conjunto F(x) é

chamado direcao de descida em x.

Teorema B.15. Considere o problema (B.1). Suponha que f é diferenciavel em x* € X
e que * ¢ um minimo local. Entao Fy(x*) N D(x*) = 0, em que Fy(x*) = {d € R" :
Vf(z*)'d < 0}.

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo, que exista d € Fo(x*) ND(x*). Como d € D(x*),
existe uma curva v : [0,¢] — X, tal que d = +/(0). Também, d € Fo(x*), de modo que
Vi(x*)(0) = Vf(x*)'d < 0. Mas isto contradiz o teorema B.5, tendo em vista que x*
¢ minimo local. Logo, Fo(z*) N D(x) = 0. O

Lema B.3. Seja f : R — R uma fungao diferenciavel. Considere os conjuntos F(x),
Fo(x) (conforme o teorema B.15) e Fi(x) = {d € R" : d # 0 e Vf(x)'d < 0}. Entao
Folz) C F(x) € Fi(x).

Demonstragao. Seja d € Fy(x). Entdo V f(x)'d < 0. Pela férmula de Taylor com resto
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infinitesimal,
f(x+ad) = f(x) + aVf(x)'d+r(z,ad)

rzad) _ ) Pela definigdo de limite, existe 8, > 0 tal que se 0 < [jad|| < 6; <

com lim
ad—o llod|

61
llall’

para 0 < |a| <

1
O<oz<HdH,

deall 0| < — =V f(@)'d = [r(@,ad)| < —|a| Vf(@)'d. Tsto ¢,

tem-se que |a| Vf(x)'d < r(x,ad) < —|a| Vf(x)'d. Portanto, para

entao

61
lldll

0<lal <

r(x,ad) < — |a| Vf(z)'d = —aVf(z)'d < aVf(x)d+r(z,ad) <0,
de modo que
flx+ad) = f(x) +aVf(x)d+r(z ad) < f(x) +0= f(z).

Portanto, d € F(x), ou seja, Fo(x) C F(x). Analogamente, prova-se que F(x) C
Fi(x). -

Consideremos o problema do formato (B.12), isto ¢, quando X = {x € R" : g(x) < 0}.

Definigao B.15. Uma restricao de desigualdade h; é dita restricao ativa em x se hj(x) =
0. Caso contrario, isto é, hj(x) < 0, dizemos que h; é uma restri¢io inativa em x. O

conjunto A(x) = {j : hj(x) = 0} é o conjunto dos indices das restrigoes ativas em .

Lema B.4. Considere a regiao factivel X = {& € R" : h(x) < 0}, com h : R" — R”.
Dado um ponto factivel & € X, assuma que h; é diferenciavel em x se j € A(x) e que h;

¢ continua em x se j ¢ A(x). Defina os conjuntos
Ho(x) ={d € R" : Vh;(x)'d < 0 para cada j € A(x)}

Ho(x) ={d € R":d # 0 e Vhj(x)'d <0 para cada j € A(x)}.
Entéao Ho(x) C C(x) C D(x) C Hy(x).

Demonstra¢ao. Mostra-se que Ho(x) C C(x). Seja d € Ho(x). Se j ¢ A(x), entao
hi(x) < 0 e, pela continuidade de h;, tem-se que existe §; > 0 tal que h;(x + ad) < 0,
para todo a € (0,4;)%. Por outro lado, se j € A(x), entao tem-se que Vh;(z)'d < 0.
Utilizando o mesmo procedimento da demonstracao no lema B.3, mostra-se que existe
d2 > 0 tal que hj(x + ad) < hj(x) = 0 para todo a € (0,0s). Por fim, como € é aberto,
existe d3 > 0 tal que « + ad € Q para todo a € (0,d3). Tomando § = min{dy, do,d3},
segue que hj(x 4+ ad) < 0, para todo j = 1,....,p e a € (0,9), isto ¢ ¢ + ad € X, para
todo a € (0,9).

3Este resultado é conhecido como Teorema da Conservacio do Sinal.
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Mostra-se, agora, que C(x) C D(x). Sejad € C(x). Entao existe 6 > 0 tal que z+ad € X

5
12
uma curva factivel, com v(0) = & e 7/(0) = d. Assim, d € D(x) (d # 0 pela defini¢ao de

C(x)).

Finalmente, mostra-se que D(x) C Hy(x). Seja d € D(x). Entdo existe uma curva de

para todo o € (0,4). Defina a curva v : [0, ] — X por y(t) = @ + td. Claramente esta ¢

classe C' em X, v : [0,¢] — X, com v(0) = x e 7/(0) = d. Suponha, por absurdo, que
d ¢ Hy(x). Entao, existe j € A(x) tal que Vh;(x)'d > 0. Defina g; : [0,¢] — R por
gj(t) = hj((t)). Entdo a derivada lateral em 0 é g}(0) = Vh;(7(0))"7/(0) = Vh;(z)'d >
0. Logo, existe §, com 0 < § < ¢, tal que se t € (0,9), entao g;(t) > ¢(0) (a funcdo g,
deve crescer, localmente, & direita de 0, pois g3(0) > 0). Logo, para t € (0,0), h;(y(t)) >
h;(y(0)) = h;(x) = 0, uma vez que j € A(x). Por outro lado, a curva v é factivel, de
modo que para todo ¢t € (0,9) C [0, €], deve-se ter h;(v(t)) < 0, o que é uma contradicao.
Portanto, D(x) C H(x). O

Teorema B.16. Considere o problema (B.12). Seja * um ponto factivel tal que f e h;
sao diferenciaveis em x*, para j € A(x*), e h; é continua em x*, para j ¢ A(x*). Se x*
x

¢ um minimo local, entdo Fo(x*) N Ho(z*) = 0.

Demonstragao. Como a* é minimo local, pelo teorema B.15, Fo(x*) N D(x*) = (). Mas,
pelo lema B.4, Hy(x*) C D(x*). Logo, Fo(x*) N Ho(x*) = 0. u

B.2.2.1 Condicoes de otimalidade para restrigoes de desigualdade

A fim de demonstrar o teorema das Condigoes Necessarias de Fritz-John, utiliza-se o
seguinte teorema, cuja demonstracao sera omitida, tendo em vista que requer um estudo

mais aprofundado sobre convexidade.

Teorema B.17. (Teorema de Gordan) Seja A € R™*"™ uma matriz real. Entao

exatamente um dos seguintes sistemas tem solucao:
o Ax <0, para algum x € R";
e A'p=0ep >0, para algum p € R™ — {0}.

Teorema B.18. (Condigoes Necessarias de Fritz-John) Considere o problema (B.12).
Seja «* um ponto factivel tal que f e h; sdo diferenciaveis em a*, para j € A(x*), e h; é

continua em x*, para j ¢ A(x*). Se * ¢ um minimo local, entdo existem escalares v e
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Vi, para cada j € A(x*), tais que

Vi) + Y viVhi(z*) =0 (B.13a)
JeA(™)

vy, v; =0, para j € A(x") (B.13b)

(I/S, ijl(m*)) 7£ (07 O) (B13C>

em que I/_Z(m*) ¢ o vetor cujas componentes sao v;, com j € A(x*). Se, adicionalmente,
h; for diferenciavel em a*, para todo j ¢ A(x*), as condi¢oes supracitadas podem ser

escritas da seguinte forma:

V(@) + ) viVh(@®) =0 (B.14a)
j=1

vihj(z*) =0, paraj=1,...,p (B.14b)

vy, v; = 0, paraj=1,...,p (B.14c)

(5 v") £ (0,0) (B.14d)

em que v* € o vetor cujas componentes sao v;, para j = 1,...,p.

Demonstra¢ao. Como x* é ponto de minimo local, pelo teorema B.16 nao existe d € R"
tal que V f(x*)'d < 0 e Vh;(z*)'d < 0 para todo j € A(x*). Seja A a matriz cujas linhas
sao Vf(x*)! e Vh;(x*)!, com j € A(x*). Entao, pelo que foi dito, o sistema Ad < 0 néo
possui solu¢ao. Logo, pelo teorema de Gordan (B.17), existe um vetor nao-nulo p > 0,
tal que A'p = 0. Chamando as coordenadas de p de v e v}, para j € A(z*), obtemos as
equacoes (B.13). Quando h; ¢ diferenciavel em x*, para j ¢ A(x*), a forma equivalente
em (B.14) pode ser obtida fazendo v; = 0, para j ¢ A(z"). O

A partir das Condigoes Necessarias de Fritz-John, pode-se enunciar o seguinte teorema,

de fundamental importancia tedrica em otimizagao nao-linear.

Teorema B.19. (Condigoes Necessarias de Karush-Kuhn-Tucker para restri-
¢oes de desigualdade) Considere o problema (B.12). Seja * um ponto factivel tal que
f e h; sao diferenciaveis em a*, para j € A(x*), e h; é continua em x*, para j ¢ A(x*).
Suponha, ainda, que o conjunto {Vh;(x*)};ca+) ¢ linearmente independente (isto &, a*
é um ponto regular). Se x* é um minimo local, entao existem escalares v;, para cada

J € A(x*), tais que

Vi) + > vVhi(a*) =0 (B.15a)
JEA(z*)

S

>0, para j € A(x") (B.15Db)
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Se, adicionalmente, h; for diferenciavel em «*, para todo j ¢ A(x*), as condic¢oes supra-

citadas podem ser escritas da seguinte forma:

p

V@) + ) viVhi(a®) =0 (B.16a)
j=1

vihi(z*) =0, para j =1,...,p (B.16b)

vi 20, para j =1,...,p (B.16¢)

Demonstracao. Pelas Condigoes Necessarias de Fritz-John (B.18), existem reais ndo todos

nulos v >0 e V_]* >0, com j € A(x*), tais que

Vi) + Y viVhi(z) =0. (B.17)

JEA(z*)

Observe que deve-se ter 5 > 0 pois, caso contrario, o conjunto {Vh](ac*)}JeA z+) Seria

*
J

J € A(x*), obtém-se as equagoes (B.15). Quando h; é diferenciavel em a* para Jj ¢ Alx),

linearmente dependente. Dividindo a equagao (B.17) por 15 e fazendo v} = V*, para cada

a forma equivalente em (B.16) pode ser obtida fazendo v} = 0, para j ¢ A(x"). O

Do ponto de vista geométrico, as condi¢oes necessarias de KK'T dizem que o oposto do
vetor gradiente da fungao objetivo pode ser escrito como combinagao linear nao-negativa

dos gradientes das restrigoes ativas em um ponto de minimo local.

As condigoes necessarias de KKT também admitem uma versao de segunda ordem, bem
como condigoes suficientes que garantem que um ponto é de minimo local. Estes resultados

serao apresentados na proxima secao, com o problema de otimizagao no formato geral.

B.2.3 Restricoes de igualdade e desigualdade

Os resultados delineados nas duas segoes anteriores servem como base para enunciar as

condicoes de otimalidade para o problema na forma geral:

minimizar f(x)

sujeitoa  g(x) =0 (B.18)

emque f: R" >R, g:R"—- R™ h:R" - RPex c QCR" com () um conjunto

aberto.

Os resultados enunciados a seguir constituem a versao das condigoes de otimalidade para
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o problema de otimizagao com restricoes de igualdade e desigualdade. As demonstragoes
serao omitidas, uma vez que podem ser feitas combinando as ideias apresentadas nas

secoes anteriores.

Teorema B.20. (Condigoes Necessarias de Karush-Kuhn-Tucker) Considere o
problema (B.18). Seja * um ponto factivel tal que f, g e h; sdo diferenciaveis em
x*, para j € A(x*), e h; é continua em x*, para j ¢ A(x*). Suponha, ainda, que o
conjunto {Vgi(x*), ..., Vgn(x*)} U {Vh;(x*)};ca@*) € linearmente independente (isto &,
&* é um ponto regular). Se &* é um minimo local, entdo existem escalares unicamente

determinados A}, para i = 1,...,m e v}, para cada j € A(x"), tais que

(az*)—i—Z/\ngi(az*)—i— > ViVh(z') =0 (B.19a)

JeA(Z")
v; >0, para j € A(x") (B.19b)

J

Se, adicionalmente, h; for diferenciavel em «*, para todo j ¢ A(x*), as condicoes supra-

citadas podem ser escritas da seguinte forma:

)+ Z ANV gi(x*) + Z VIV h( (B.20a)
vihj(x*) =0, para j =1,...,p (B.20b)
v; 20, paraj=1,...,p (B.20c)

Por fim, se as fungoes f, g e h forem de classe C?, e V(z*) for a matriz cujas linhas sdo
os gradientes do conjunto {Vgi(x*), ..., Vgm(x*)} U{Vh;(x*)}jca@*), entdo

( )+ Z NiV2gi(x*) + Z viV2h,(x*) ) >0, para todo v € N(V(z*))

m p

isto ¢, a matriz V?f(x*) + > A/ V2gi(x*) + > v;V?h;(x*) ¢ semidefinida positiva em
i=1 j=1

NV ().

Assim como no caso das restrigoes de igualdade, os valores A e v} sao denominados

multiplicadores de Lagrange ou varidveis duats do problema.

Teorema B.21. (Condigoes Suficientes de Karush-Kuhn-Tucker) Considere o pro-
blema (B.18), em que as fungoes f, g e h sao de classe C?. Suponha, ainda, que para

um dado ponto =*, existam vetores A* = (A, ..., A%))" e v* = (v, ..., v5)" satisfazendo as
equagdes (B.20). Defina A (z*) = {j € A(x*) : v} > 0}, A%x*) = {j € A(z*) : v; = 0}
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€ O cone

S(x*)={deR":d#0, Vg (z*)'d=0, parai=1,...m
Vh;(z*)'d =0, para j € At (x*), Vhj(x*)'d < 0, para j € A°(x*)}.

Se
v <V2 )+ Z)\*Vzg, )+ ZV*VQ ) v > 0, para todo v € S(x*),
=1

entdo * é um minimo local estrito do problema (B.18).

B.3 A funcao Lagrangiana

Agora que ja foram apresentadas as condigbes necessérias e suficientes para problemas
de otimizagao com restrigoes de igualdade e desigualdade, pode-se questionar se existe
uma fungao que, em certo sentido, recupere as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
Observa-se que, nas condig¢oes de KKT, dado um ponto x* factivel (isto é, g(xz*) = 0
e h(z*) < 0), se * é minimo local, deve satisfazer a expressao V f(x*) + Jg(x*)'A\* +
Jh(x*)'v* = 0, para determinados vetores A* € R™ e v* € RP.

Assim sendo, considere a seguinte fun¢ao Lagrangiana nas variaveis @, A\ e v:

p
L(x, A\ V) )+ Z Nigi(x) + Z vihj(x) (B.21)
j=1

O gradiente dessa funcao assume a forma

VeLl(x, A\ V)
VL(x, A\ v)= | Val(z, A\ v)
V., L(x, A\, v)
em que
Viol(z, A\ v) =Vf(z)+ Jg(x)'X+ Jh(z)'v (B.22a)
Vil(z, A v)=g(x) (B.22b)
V., L(x, A\, v) = h(x) (B.22c¢)
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B.3.1 Jogos e a nocao de dualidade

A partir de agora, observa-se como a fun¢ao Lagrangiana (B.21) se relaciona com o pro-
blema de otimizagao original (B.18), conforme Griva et al. (2009). Para tanto, imagine
que dois individuos, A e B, disputam um jogo. O individuo A dispoe de um conjunto de
estratégias X, enquanto o individuo B dispoe de um conjunto de estratégias Y. Neste
jogo, o individuo A escolhe uma estratégia & € X e o individuo B uma estratégia y € Y,
as quais sao reveladas concomitantemente. Em decorréncia das estratégia envolvidas, o
individuo A paga uma quantia Q(x,y) para o individuo B (que pode ser negativa, o que

implicaria no individuo B pagar para o individuo A).

Considere que cada jogador deseja maximizar os ganhos obtidos. Para tanto, eles buscam

otimizar tomando como base o pior cenério possivel. Na pior hipétese, dado que o indivi-

duo A fez uma escolha @, seu pagamento para o individuo B serda Q*(x) = max Q(x, y)*.
yey

Assim, para minimizar o pagamento no pior caso possivel, o individuo A escolhe a estra-

tégia que resolve o problema

min Q*(x)

reX

o qual é um problema dito min-max, pois pode ser escrito como

sy Q=)
Diz-se que este problema a ser resolvido pelo individuo A é o problema primal, e que Q*(x)
é a funcao primal. Por outro lado, o individuo B estd preocupado que os pagamentos
efetuados pelo individuo A sejam baixos. No pior cenéario, se o individuo B escolhe uma
estratégia y, o individuo A lhe fard um pagamento Q,(y) = mi}rg Q(x,y). Assim, para
xre

maximizar seus ganhos, o individuo B escolhe a estratégia que resolve o problema

max Q.(y)

o qual é dito um problema max-min, ja que pode ser expresso por

maxmin Q(x, vy).
yey zeX Q. y)

A este problema resolvido pelo individuo B chamamos de problema dual, e Q.(y) ¢ a
fun¢ao dual. Os problemas apresentados sao ditos o dual um do outro. Observe que,

dadosxz € X ey eV,

Q.(y) = min Qz.y) < Q. y) < max Aa.y) = (@) (B.23)

4A rigor, deveria-se utilizar o supremo no lugar do maximo, pois pode ser que nio exista y € Y para
o qual o valor maximo é obtido.
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Este resultado é conhecido como dualidade fraca e significa que os valores da fungao dual
sao sempre menores ou iguais ao da funcao primal. Como consequéncia da dualidade
fraca, tem-se que

. o
max min Q. y) < minmax O(x, y),

isto é, o valor 6timo do problema max-min é um limitante inferior para o problema min-
max, ao passo que o valor 6timo do problema min-max é um limitante superior para o

problema max-min.

Definigao B.16. Um ponto (x*,y*) € X x Y satisfaz a condi¢cdo de ponto de sela para

0 se
Q(z*,y) < Q(z*,y") < Q(x,y"), paratodox € X ey €Y.

Isto significa que y* maximiza Q quando x esta fixo em x*, e que * minimiza Q@ quando

y esté fixo em y*.

Agora, pode-se questionar sob quais hipéteses o valor da fungao primal é igual ao valor da
funcao dual. O proximo lema indica que isso somente ocorre na existéncia de um ponto

de sela.

Lema B.5. (Dualidade Forte) A condigao

TR O y) = plpyax Q)

ocorre se, e somente se, existe um par (x*, y*) que satisfaz a condi¢ao de ponto de sela.

Demonstragao. Ver (Griva et al., 2009, p. 529). O

B.3.2 Dualidade Lagrangiana

Considere, agora, a fun¢ao Lagrangiana associada ao problema (B.18):
Lz, A v) = f(z)+ XNg(x) + v'h(z),

comzxz € QCR", Ae R"ev € R, v > 0. Verifica-se que o problema (B.18) pode ser

escrito da forma min-max, fazendo uma analogia da funcao £ com a funcao Q. Defina

* _ _ t t
L (x) = iléf{fz L(z, A v) = ;ggn[f(w) + XNg(z) + v h(z)].

Se g(x) =0 e h(x) <0, entdo A'g(x) = 0 e v'h(x) < 0, de modo que a expressdo acima

serd maximizada quando v'h(x) = 0. Isto pode ser feito tomando, por exemplo, v = 0.
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Neste caso, L*(x) = f(x). Por outro lado, se ocorrer g;(x) # 0, para algum ¢ = 1,...,m,
ou hj(x) > 0, para algum j = 1, ..., p, tomando \; ou v; (dependendo do caso que ocorre)

tao grande quanto se quiser, conclui-se que £*(x) = +oo. Assim,

I B

400, caso contrario

Desconsiderando as regides em que £*(x) = 400, entdo o problema mig L*(x) é equiva-
xre
lente ao problema original (B.18). Isto significa que o problema original pode ser escrito

como o seguinte problema min-max:

min max L(x, A, v).
zeQ AER™
v>0

Utilizando as ideias de dualidade apresentadas pode-se, portanto, estabelecer um pro-
blema dual relacionado ao problema de otimizacao a ser resolvido. Para tanto, considera-

se a seguinte funcao dual, para v > 0:

LA v) =minL(x, A\, v). (B.24)

xe)

O problema dual associado é expresso por:

ou, mais explicitamente,

max min L(x, A, v). (B.25)
AERT 20

Assim sendo, um ponto (Z, X, 7) serd dito dual factivel quando T € Q, 7 > 0 e T
minimizar £(z, X,7). Como na secdo anterior, podemos estabelecer relacdes entre os
problemas primal e dual. Do que foi exposto, sabemos que se x é factivel para o problema
primal, entdo L*(x) = f(x). Além disso, se (Z, A, D) for factivel para o dual, entdo
L,(A, D) = L(Z, X, V). Pela dualidade fraca, deve-se ter £, (X, 7) < L£*(x). Este resultado

¢ a versao do teorema da dualidade fraca para o problema (B.18).

Teorema B.22. (Dualidade Fraca) Seja « uma solu¢ao factivel para o problema primal

(B.18), e seja (%, A, ) uma solucdo factivel para o problema dual a ele associado. Entao

L.ND) = f(@) + XN g@) + T'h(Z) < f(z) = L£*(2).

Em decorréncia da dualidade fraca, tem-se o seguinte corolario.
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Corolario B.4.

o
Anelgécn L.\ v) < min f()
vz

emque X ={x € Q:g(x)=0c¢e h(x) <0}

Pode-se demonstrar que, em problemas convexos, a solucao 6tima do problema primal
apresenta mesmo valor que a solucao 6tima do problema dual. Este fato, contudo, pode
nao ocorrer em problemas nao-convexos. Neste caso, diz-se que ocorre um gap de duali-

dade. O exemplo a seguir ilustra este fato.

Exemplo B.4. Considere o seguinte problema primal

minimizar f(z) = —2* — 2?

sujeitoa T =2

reQ={reR:-1<z<3}

Naturalmente, a solugdo 6tima é z* = 2, e o valor 6timo é f(z*) = —20. A fungao

Lagrangiana associada ao problema é
L, \)=—a' -2+ Nz —2), 2€Q, INER.
A funcao dual é expressa por

L.(0) =minL(z,\) = min [—2* — 2% + Xz — 2)].

N —1<z<3

Observe que g%(x, A\) = —1222—2 < 0, para todo z € Q. Isto ¢, a funcao a ser minimizada

para obtencao da funcao dual, para A fixo, é concava. Isto significa que ela assume minimo

em algum dos extremos do intervalo [—1, 3]. Comparando os valores, conclui-se que:

—2 -3\ A= 22
L*()\):{ , se

=90+ A\, se A <22

Analisando o grafico da funcao dual, apresentado na Figura B.3, conclui-se que o méximo
da fungao dual ocorre para A* = 22. Neste caso, o valor 6timo da fungao dual é £,(\*) =
—68 < —20 = f(z*). O valor do gap de dualidade é a diferenga f(z*) — L,(\*) =
—20 — (—68) = 48.

O teorema da dualidade forte garante que os valores 6timos primal e dual sao iguais se, e
somente se, existe um ponto de sela. Por outro lado, o exemplo anterior mostra que um

ponto desse tipo pode nao existir, mesmo quando os problemas primal e dual tém solugao,
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—60+

Figura B.3: Grafico da fun¢ao £.(A) no exemplo B.4.

levando a uma distancia entre as solugoes nos espacos primal e dual — o gap de dualidade.
Apesar disso, a funcao dual apresenta a interessante propriedade de ser sempre concava,
independentemente das caracteristicas do problema primal. Em contrapartida, a carac-
teristica de diferenciabilidade nem sempre é verificada, como também mostra o exemplo

anterior. A seguir, enuncia-se o Teorema do Ponto de Sela, o qual é uma consequéncia da
Dualidade Forte.

Teorema B.23. (Teorema do Ponto de Sela) Considere o problema (B.18) e L(x, A, v)
a funcao Lagrangiana associada. Entao existem x* € X e (A*,v*), com v* > 0, satisfa-

zendo a condicao de ponto de sela, isto é,
L(x" A v) < L(x", N, v") < L(x, A", V)

para todo x € X e (A,v), com v > 0, se, e somente se, * e (A*, v*) sdo solugdes para

os problemas primal e dual, respectivamente, com gap de dualidade nulo.

De acordo com Griva et al. (2009), em alguns casos é possivel estabeler uma teoria de
dualidade local, isto é, através da restricao do problema & vizinhanca de uma solugao
6tima local. Sob algumas hipoteses é possivel garantir, localmente, a existéncia de um

ponto de sela e, portanto, que os valores 6timos do primal e do dual sao iguais.
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A fim de desenvolver as ideias de dualidade local, considere que as func¢oes do problema
(B.18) sdo de classe C?. Seja &* um minimo local regular, e A* e v* > 0 os vetores de

multiplicadores de Lagrange tais que
Vo L(x*, X v*) = Vf(z*) + Jg(x*)' X" + Jh(z*)'v* = 0.

Assume-se que a matriz hessiana da funcao Lagrangiana em relacao a x,
m p
V2 L@ X, v7) = V2 f(a) + Y N V2gi(a") + ) v Vh(x),
i=1 j=1

é definida positiva. Observe que esta hipotese é mais forte que a das condi¢oes suficientes
de KKT, em que essa mesma matriz apenas precisa ser definida positiva em um cone,

relacionado as restri¢goes ativas.

Analisando o sistema de equagOes expresso por
Vol(z, A\ v) =V f(z)+ Jg(x)'A+ Jh(z)'v =0,

sabe-se que (&*, A*,r*) é uma solugao conhecida e que a jacobiana em relagdo a @ no
referido ponto, a matriz V2_L(x*, \*,v*), ¢ definida positiva. Portanto, pelo Teorema
da Funcado Implicita existem vizinhancas de «* e (A*,v*), bem como uma fungao £ de
classe C?, tal que todo ponto (X,r) na vizinhanga de (A*,~*) possui um tnico ponto
correspondente £(X,v) = & que resolve o sistema. Além disso, V2, L(x, \,v) ¢ definida

*

positiva. Seja X tal vizinhanca de x*. Entdo todo (A, v) suficientemente proximo de

(A*,v*) possui um unico & correspondente que é minimo global de £(x, A, v) em X. Se

restringirmos nossa atengao a essa vizinhanca, o problema primal pode ser reescrito como:

minimizar f(x)
() =0
() <0
X.

sujeito a

8

g
h

8

m

xr

A funcao dual, neste caso, é dada por

L.\ v) = ;rg)r(lﬁ(ac, A V).

Para (A, v) suficientemente proximo de (A*,v*), tem-se que

L.Av) =LEA V), A v) = fEA ) + Ng(E(A v)) + V' h(E(A,v))
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em que (A, V) é o tnico ponto na vizinhanga X tal que
VIEN V) + JgEN V)X + Jh({(A,v))'v = 0.

O problema

maximizar L, (X, V)
v>0

restrito as vizinhancas citadas anteriormente, é chamado problema dual local. Neste caso,

pode-se garantir que os valores 6timos dos problemas primal e dual sao iguais.

Teorema B.24. (Dualidade Local) Considere o problema (B.18) em que as fungdes
envolvidas sao de classe C?. Seja * um ponto de minimo local regular e (A*,v*), com
v* > 0, os vetores de multiplicadores de Lagrange associados. Suponha, ainda, que
V2, L(x*, A", v*) ¢ definida positiva. Entdao (A*,v*), com v* > 0, ¢ uma solugao do
problema dual local, (x*, A*,»*) é uma solucao dual factivel, e os valores 6timos primal e

dual sao iguais.
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Apéndice C
Banco de Dados dos Sistemas

Este apéndice apresenta os dados dos sistemas elétricos utilizados nos resultados numéricos
para o PDE-PPV e PDE-PV-RT. Na coluna tipo de barra, a barra slack é representada
pelo nimero 3, as barras PV sao representadas pelo niimero 2 e as barras PQ pelo ntimero
1. Os dados sao apresentados em pu, em uma base de 100 MVA. Os valores nulos nas
colunas de tap indicam que ¢ linha de transmissao. No caso do sistema de 6 Barras de
Wood e Wollenberg, os dados das demandas de poténcia ativa e reativa foram alterados,
para que coincidissem com o artigo de Ravi et al. (2006). No caso dos sistemas IEEE-14
Barras e IEEE-30 Barras, as poténcias geradas do banco de dados foram alteradas para
coincidir com a do ponto inicial do método PDPCBLM, pois o calculo dos coeficientes-B
assume poténcias geradas nao-nulas nas barras de geragdo (no célculo dos elementos da

matriz V).

C.1 Sistema de 6 Barras de Wood e Wollenberg

Tabela C.1: Dados de Barra — 6 Barras
Dados de Barra

Barra Tipo V 0 Pz Q¢ Q Q P, Qp b
1 3 1,00 0 O 0 —-100 100 O 0 0
2 2 1,0 0 05 0O —100 100 O 0 0
3 2 1,07 0 06 0 —100 100 O 0 0
4 1 1 0 O 0 0 0 065 065 0
5 1 1 0 O 0 0 0 065 065 0
6 1 1 0 O 0 0 0 065 0656 0
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Tabela C.2: Dados de Linha — 6 Barras

Dados de Linha

Linha r x bh Tap
1 2 01 02 004 O
1 4 005 02 004 O
1 5 008 03 006 0
2 3 005 025 006 O
2 4 005 01 002 0
2 5 01 03 004 O
2 6 007 02 005 0
3 5 012 026 0,05 0
3 6 002 01 002 0
4 5 02 04 008 0
5 6 01 03 006 0

C.2 1IEEE-14 Barras

Tabela C.3: Dados de Barra — 14 Barras

Dados de Barra

Barra Tipo V 0 Pg Qc Q Q P Q. b
1 3 1,06 0 055 -0,169 0 01 0 0 0
2 2 1,045 —498 035 0424 —04 05 0217 0127 0
3 2 101 -12,72 0475 0,234 0 04 0942 019 0
4 1 1,019 -1033 0 0 0 0 0478 —-0,039 0
5 1 1,02 -878 0 0 0 0 0076 0016 0
6 2 1,07 -14,22 0275 0,122 —006 024 01112 0075 0
7 1 1,062 —1337 0 0 0 0 0 0 0
8 2 1,09 -13,36 0275 0,174 —0,06 024 0,3 0 0
9 1 1,06 —14,94 0 0 0 0 0295 0166 0,19
10 1 1,051 -151 0 0 0 0 009 0058 0
11 1 1,067 —14,79 0 0 0 0 0035 0018 0
12 1 1,05 —1507 0 0 0 0 006l 0016 0
13 1 1,05 -1516 0 0 0 0 0135 0058 0
14 1 1,036 —16,04 0 0 0 0 0149 005 0
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Tabela C.4: Dados de Linha — 14 Barras

Dados de Linha

Linha r T bsh Tap
1 2 0,01938 0,05917 0,0528 0
1 5 0,05403 0,22304 0,0492 0
2 3 0,04699 0,19797 0,0438 0
2 4 0,06811 0,17632 0,034 0
2 5 0,06695 0,17388 0,0346 0
3 4 0,06701 0,17103 0,0128 0
4 5 0,01335 0,04211 0 0
4 7 0 0,20912 0 0,978
4 9 0 0,55618 0 0,969
5 6 0 0,25202 0 0,932
6 11 0,09498 0,1989 0 0
6 12 0,12291 0,25581 0 0
6 13 0,06615 0,13027 0 0
7 8 0 0,17615 0 0
7T 9 0 0,11001 0 0
9 10 0,03181 0,0845 0 0
9 14 0,12711 0,27038 0 0
10 11 0,08205 0,19207 0 0
12 13 0,22092 0,19988 0 0
13 14 0,17093 0,34802 0 0
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C.3 IEEE-30 Barras

Tabela C.5: Dados de Barra — 30 Barras

Dados de Barra

Barra Tipo V 9 Pg Qa Q Q Py, Qr bsh
1 3 1,06 0 1,25 —0,161 0 0,1 0 0 0
2 2 1,043 548 05 0,5 -04 0,5 0217 0,127 0
3 1 1,021 —-7,96 0 0 0 0 0024 0012 0
4 1 1,012 —9,62 0 0 0 0 0076 0016 0
5 2 1,01  —14,37 0325 037 —04 04 0942 0,19 0
6 1 1,01 —11,34 0 0 0 0 0 0 0
7 1 1,002 -13,12 0 0 0 0 0228 0109 0
8 2 1,00 -12,1 0225 0373 -01 04 03 03 0
9 1 1,051 —14,38 0 0 0 0 0 0 0
10 1 1,045 —-1597 0 0 0 0 0058 0,02 0,19
11 2 1,082 —-1439 02 0,162 0,06 024 0 0 0
12 1 1,067 —1524 0 0 0 0 0,112 0075 0
13 2 1,071 -1524 026 0,106 —0,06 024 0 0 0
14 1 1,042 -16,13 0 0 0 0 0062 0016 0
15 1 1,038 -16,22 0 0 0 0 0,082 0025 0
16 1 1,045 —1583 0 0 0 0 0035 0018 0
17 1 1,04 —16,14 0 0 0 0 0,09 0058 0
18 1 1,028 -1682 0 0 0 0 0032 0009 0
19 1 1,026 —17 0 0 0 0 0095 0034 0
20 1 1,03 —16,8 0 0 0 0 0,022 0007 0
21 1 1,033 -1642 0 0 0 0 0175 0112 0
22 1 1,033 —-1641 0 0 0 0 0 0 0
23 1 1,027 —-16,61 0 0 0 0 0032 0016 0
24 1 1,021 -16,78 0 0 0 0 0,087 0,067 0,043
25 1 1,017 -16,35 0 0 0 0 0 0 0
26 1 1 —16,77 0 0 0 0 0,035 0023 0
27 1 1,023 -1582 0 0 0 0 0 0 0
28 1 1,007 —-11,97 0 0 0 0 0 0 0
29 1 1,003 —-17,06 0 0 0 0 0024 0009 0
30 1 0992 -1794 0 0 0 0 0,106 0019 0
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Tabela C.6: Dados de Linha — 30 Barras

Dados de Linha
r T bsh Tap

)
g
=
&

0,0192 0,0575 0,0528 0
0,0452 0,1652 0,0408 0
0,057 0,1737 0,0368 0
0,0132 0,0379 0,0084 0
0,0472 0,1983 0,0418 0
0,0581 0,1763 00374 0
0,0119 0,0414 0,009 0
0,046 0,116 00204 0
0,0267 0,082 0017 0
0,012 0,042 0,009 0
0 0,208 0 0978
0,556 0,969
0,208 0
0,11 0
0,256 0,932
0,14
0,1231 0,2559
0,0662 0,1304
0,0945 0,1987
0,221  0,1997
0,0524 0,1923
0,1073 0,2185
0,0639 0,1292
0,034 0,068
0,0936 0,209
0,0324 0,0845
0,0348 0,0749
0,0727 0,1499
0,0116 0,0236
01 0,202
0,115 0,179
0,132 0,27
0,1885 0,3292
0,2544 0,38
0,1093 0,2087
0,396
0,2198 0,4153
0,3202 0,6027
0,2399  0,4533
0,0636 0,2  0,0428
0,0169 0,0599 0,013
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