lvaldiney Garcia de Andrade

Localizacio Elipsoidal na Ana? e de Erro
Devido a égreﬁagaa de Varidveis

Programacio Linear




5

6

1910000941

LT

AVA
AVAVAY

; UNeSP ™ 1, 5 14 15

16

1L

18



u n es p A~ UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
ay Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE COMPUTAGAO E ESTATISTICA

Localizacao Elipsoidal na Analise
de Erro Devido a Agregacio de Variaveis
em Programacao Linear

Ivaldiney Garcia de Andrade

Dissertacao de Mestrado
Pos-Graduacao em Matematica Aplicada
MAP-045

Rua Cristévdo Colombo, 2265

Caixa Postal 136

15054-000 - S&o José do Rio Preto - SP - Brasil
Telefone: (017) 224-4966 - Ramais 232 e 249
Fax: (017) 224-8692




Localizagio Elipsoidal na Analise de Erro Devido a
Agregacdo de Variavels em Programacdo Linear

Ivaldiney Garcia de Andrade
Onentador: Prof. Dr. Roberto Andreani
Co-ortentador: Prof. Dr. Igor S.Litvinchev

Dissertagéio apresentada ao Instituto de Biociéneias, Letras e
Ciénceias Exatas da Universidade Estadual Paulista “Talio de
Mesquita Filho”,Campus de Séo José do Rio Preto (SP),
para a obtengdo do titulo de Mestre em Matematica
Aplicada ¢ Computacional.

Observagdo: [nformamos que esta tese, em principio, foi orientada pelo Prof.
Dr. Igor S. Litvinchev. Por razées do seu afastamento, a tese passou a ser
orientada pelo Prof. Dr. Roberto Andreani, na sua fase final de preparagio.

Sdo José do Rio Preto (SP)

Agosto de 1.999

AV
AVAVAY

Tk
1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 15 1o

17

18



”

unesp

. mas nada vai conseguir

mudar o que ficou”.

Renato Russo

F
AVAVAY

LT 12 13 14 15 16 .17 18



)

6

lunesp

A minha avd

AVA
AVAVAY
b/

LT 12 13 14 15 16 .17 18



Agradecimentos

A Deus, pela forga e iluminagao.

Ao Prof. Igor Litvinchev, que foi um grande incentivador durante a realizagdo desse trabalho.
Ao Prof. Roberto Andreani, que muito contribuiu com a resolugdo de diversos problemas
deste texto.

A Profa. Socorro Rangel, pelas sugestoes e criticas construtivas.

A FAPESP, pelo apoio financeiro.

A todas as demais pessoas, e, em especial, ao amigo Fernando, que, de uma forma ou de

outra, contribuiram para a realizagdo deste trabalho.

AV
AVAVAY

Tk
1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12: 13 14 15 16 17 18



RESUMO

Para estimar o erro causado pela utilizagdo de um modelo agregado aproximado ao invés
do modelo original, varias técnicas foram propostas para o caso de agregagao de variaveis
em Programacdo Linear. A maioria delas tenta melhorar o limite classico de Zipkin[1],
obtido sob a suposi¢ao da disponibilidade de uma localizagao tipo simplex do conjunto das
solucoes otimas.

Neste texto, o limite de Zipkin é alterado para tratar localizagoes convexas, com especial
atencao para as localizagoes elipsoidais.

A partir da abordagem de Choi-Goldfarb[10], sdo propostas varias técnicas para ob-
tencao de elipséides de tamanho reduzido, e as localizagoes elipsoidais resultantes sao apli-

cados na analise do erro agregacional.

Por fim, um estudo numérico é apresentado para comparar as diferentes abordagens de

calculo de erro e sao discutidas as dire¢des para pesquisas futuras.
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ABSTRACT

To estimate the error caused by using an approximate aggregated model instead of the
original one, various techniques were proposed for variable-aggregation in linear programm-
ming. Most of them try to improve the classical Zipkin’s bound [1], obtained under the
assumption that a simplex-like localization of the optimal solution set is available.

In this work Zipkin’s bound is revised to treat convex localizations. The attention is
focused on the solution-containing ellipsoids.

Starting with Choi-Goldfarb aproach [10], several techniques to reduce the size of the
solution-containing ellipsoids are proposed. The resulting ellipsoids are applied to aggrega-
tion error analysis.

A numerical study is presented to compare the different aggregation bounds. The direc-

¥

tions for future research are discussed.
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Capitulo 1

Introducao

Apesar do grande avango que se tem observado na tecnologia computacional, surgem si-
tuagoes, entretanto, em que se depara com recursos computacionais insuficientes para re-
solucdo de problemas de otimizagdo de grande porte, tdo comuns na pratica.

Surge, entao, a necessidade de se desenvolver ferramentas para tratar essas classes de
problemas. .

Com esse intuito, tém surgido técnicas como a decomposi¢do e a agregagao/desagregacao,
que procuram reduzir o tamanho dos problemas, e, portanto, o custo da obtencao da solugao.

Abordaremos, neste texto, as técnicas de agregacdo/desagregagao, que consistem, ba-
sicamente, de métodos de resolugdo aproximada de problemas de otimizacao através da
combinacao dos dados originais em um modelo auxiliar, de tamanho reduzido, cujos resul-
tados sdo analisados com o objetivo de se derivar uma estimativa para o valor 6timo da
funcao objetivo do problema original.

Tem-se, com isso, uma ferramenta para dosar o custo computacional da resolucao do
problema em funcao da precisao requerida para a sua solugao.

A abordagem agregacional tem sido empregada em uma grande variedade de problemas,
tais como planejamento da producao e gerenciamento da indistria florestal (vide [4] e suas
referéncias para maiores detalhes).

Além de fornecer solugdes aproximadas rapidas para problemas computacionalmente in-
trataveis, pode-se utilizar a técnica da agregacdo na analise dos varios niveis de detalhes
dos modelos sob otimizacao, de forma a se obter informagdes para os diferentes niveis de
tomada de decisao[4].

Essa abordagem pode ser empregada, ainda, para testar formulagdes alternativas para o

modelo, principalmente nos casos em que se tem dados iniciais aproximados [4].
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A metodologia da agregacdo desempenha, assim, papel de ferramenta auxiliar na mode-
lagem de problemas.

Pode-se, ainda, utilizar a metodologia agregacional para fornecer uma boa solucio inicial
para muitos tipos de problemas da Programagao Matematica, o que constitui ponto crucial
em muitos esquemas de otimizagao.

A redugao do tamanho do problema original é feita agrupando-se varidveis e/ou res-
trigoes em quantidades unicas, o que, conseqientemente reduz a ordem da matriz de res-
trigoes do problema.

Considere o problema original escrito como:

onde Ae R™*" beR™, ex,c€R".
O agrupamento de restrigoes é feito multiplicando-se a matriz A e o vetor b por uma

matriz T € R'™™, com | < m. O problema resultante é:

max z = c'z
s.a. TAz <Tb (1.2)
>0, zeR"

Observe que a matriz de restrigdes de (1.2) tem ordem [ X n, apresentando um numero
menor de linhas (restrigdes), e, portanto, uma dimensao menor que a dimensao da matriz
de restricées original. Nao houve alteracdo na dimensdo do vetor z.

Analogamente, podemos agrupar variaveis, utilizando uma matriz S € R"*?, p < n,

que, multiplicada pela matriz A e pelo vetor ¢, dd origem ao problema:

= 'Sz
ASz <b (1.3)
x>0,z €RP

Note que, agora, o vetor de varidveis z é tal que z € R? e a matriz de restrigoes de (1.3)

possui ordem m X p, e, portanto, apresenta um niimero menor de colunas (varidveis) que a
matriz original.

A agregacao simultanea de variaveis e restrigdes considera ambas as matrizes S e T', de

modo que o problema agregado resultante tem o formato:
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= PS5
TASz <Tb (1.4)
x>0,z €R?P
onde a matriz de restrigoes T'AS tem ordem [ x p.

As matrizes S e T sao genericamente chamadas de matrizes peso. O capitulo seguinte
analisa a obtengao dessas matrizes no caso de agregagao de varidveis em Programagao Li-
near.

Constitui ponto chave da metodologia da agregagao/desagregacao o fato de que o mo-
delo agregado deve ser aproximadamente consistente com o modelo original, isto é, se a
solugao obtida a partir do modelo reduzido ndo for étima para o problema original, ela deve
ser, no minimo, uma boa aproximagao para a sua solu¢ao 6tima.

Dessa forma, uma medida para o erro introduzido pela agregacio/desagregacio deve ser
calculada para avaliar a consisténcia dos modelos, de modo a se estimar o quanto se afastou
da soluc¢do 6tima do problema inicial.

Para estimar o erro causado pela agregagao, varias abordagens tém sido propostas (vide
[4, 5] e suas referéncias). A maioria delas tentam aperfeigoar os limites introduzidos por
Zipkin [1], obtidos para Programacao Linear.

Um dos pontos mais importantes no método de Zipkin é a suposicao da disponibilidade
de certa localiza¢dao da solu¢do 6tima do problema original.

No trabalho original de Zipkin, foi suposto que uma restrigdo linear tipo ‘mochila’ (ou
um numero independente de restrigoes desse tipo) se verifica para a solugao 6tima, e esta
localizagao pode ser obtida antes de o problema agregado ter sido construido.

Por outro lado, se o problema agregado ja foi solucionado, isto significa que obtivemos
informagao adicional sobre o problema original. Entdo, é natural tentar construir loca-
lizagoes melhores depois de resolver o problema agregado.

Tem este texto o objetivo de mostrar que, na computagido de limites para a fungio obje-
tivo utilizando agregagao, podemos usar diferentes tipos de localizagdes, e mais ainda, loca-
lizagoes elipsoidais para a solu¢do 6tima podem ser obtidas para o caso de Programagio Li-
near. Usando estas localizagdes nao-lineares, novos limites serao construidos.

O texto se acha estruturado como segue: o Capitulo 2 discorre sobre a estrutura da técnica
da agregacao aplicada a Programacao Linear, enquanto o Capitulo 3 discute a extensao do

calculo de limites a localizagbes genéricas, e utiliza alguns tipos de localizagdes lineares na

obtencao de expressoes analiticas para limites para o valor 6timo da funcao objetivo do

AV
AVAVAY

Tk
1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 15 I1e .17

18



problema inicial. O Capitulo 4 investiga as localizagbes nao-lineares tipo elipsoidais primais

e duais, enquanto o Capitulo 5 investiga as conseqiiéncias de sua aplicagdo na analise do erro
devido a agregacao de variaveis, e apresenta um estudo numérico para avaliar a qualidade
dos novos limites obtidos. Por fim, o Capitulo 6 tece as consideracoes finais a respeito do

trabalho.
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Capitulo 2

Agregacao em Programacao Linear

A aplicagao do esquema agregacional a problemas de programacio matematica tem estru-

tura esquematizada no diagrama abaixo.

Modelo

Original
— defini¢do dos dados a agregar

‘U' €— definicio da medida de similaridade

€— algoritmo de agrupamento

Formacao

dos clusters
U’ <— método de combinagao dos elementos
€— determinagio dos pesos

Caélculo : Problema

de Limites a Priort Reduzido
U €— solugdo do problema agregado
<— método de desagregagao

Solugao Aproximada

para o Mod. Original

U €— método de célculo dos Limites a Posteriori

Estimativa

para a fungao objetivo

do problema inicial

As segoes seguintes discutem cada um dos elementos da estrutura dessa metodologia
aplicada a Programacao Linear. A se¢do 2.1 aborda a construcdo do problema agregado a
partir do problema linear inicial, enquanto a se¢ao 2.2 descreve as técnicas de desagregagao,

e a secao 2.3 caracteriza as principais metodologias de analise do erro devido a agregagao.
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2.1 Construcao do Problema Agregado

Considere o par de problemas lineares, denominados problema primal e problema dual, res-

pectivamente:

blu
s.a. Atu>c (2.2)
u>0
ondec € R", A€ R™" be R™, eos vetoresz € R™ eu € R™ sdo os vetores de variaveis
dos problemas (2.1) e (2.2), respectivamente.

Uma abordagem completa sobre o relacionamento dos problemas acima pode ser encon-
trada em [18, 16].

A primeira considera¢do que deve ser feita para aplicar os métodos agregacionais a re-
solucao de (2.1) é sobre quais dados devemos agregar: variaveis, restri¢des, ou variaveis e
restricoes, simultaneamente.

A resposta a esta pergunta depende do problema sob resolu¢do e da metodologia de
solugao empregada, de modo que consideragbes genéricas ndo sdo possiveis.

Considere, por exemplo, que se esteja utilizando o Método Simplex na resolugio de (2.1).
Esse método possui complexidade algoritmica exponencial no pior caso (vide [21] para uma
discussao a respeito da complexidade desse método). Entretanto, na pratica, a sua comple-
xidade algoritmica média é de O(m?n) (vide [4] e suas referéncias). Tem-se, portanto, um
crescimento quadratico do esfor¢o computacional em fungao do niimero de restrigoes do
problema, o que sugere que a agregacdo de restrigdes é a melhor op¢do quando se estd uti-
lizando alguma implementagdo desse método. No entanto, a agregacio de restri¢oes pode
gerar solugbes infactiveis para o modelo original, conforme discutido em [9].

Neste texto, abordaremos somente a agregacdo de variaveis (ou colunas), embora muito
do que for considerado possa ser extendido, sem dificuldade, para a agregagao de restrigdes.
Para maiores esclarecimentos acerca de agregacio de restrigdes, vide [9].

Apoés a opgdo pelos dados (varidveis e/ou restrigdes) a agregar, é necessario considerar

como os dados originais serao classificados como similares, ou seja, necessita-se de uma

12
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medida de similaridade para identificar os dados candidatos a serem agregados em um mesmo
grupo (ou cluster).

No caso da agregagao de variaveis (colunas), podemos definir uma distincia métrica
para medir a similaridade entre duas colunas de (2.1) da forma descrita a seguir, conforme
proposto em [11].

Seja um vetor coluna definido por A7 = (cj,a1j,...,an;)!, onde ¢; é o coeficiente da
fungao objetivo referente a varidvel z; e ayj,...,an; sdo elementos da coluna j da matriz
de restrigoes.

Entao, uma medida da distancia entre duas colunas A’ e A* da matriz A é dada pela

métrica:

d(A?, A¥) = 1 — cos(A7, A¥) (2.3)

onde cos(A?, A¥) é o cosseno do angulo formado pelos vetores A7 e A*, que pode ser calculado

como ‘
< A AR >
|| AZ||[| A% °

em que <,> indica o produto escalar e ||.|| indica a norma euclidiana.

cos( A7, A¥)

Observe que, se a distancia (2.3) entre cada par de elementos do cluster é zero em todos
os clusters, entao a solugao obtida da desagregacao da solugdo étima do problema agregado
é otima para o problema original.

Estabelecida uma medida de similaridade, deve-se, em seguida, decidir sobre o nivel de
clustering, ou seja, o numero de clusters que sera empregado no processo de agrupamento,
bem como o procedimento de construcao desses clusters.

A determinagdo do numero de clusters envolve uma comparagao entre o esforco com-
putacional requerido para criar e resolver o modelo reduzido e a qualidade da solugdo obtida
para o problema original.

Em geral, o nivel ideal de agrupamento é dependente do contexto de resolu¢dao do pro-
blema.

Por exemplo, se o tamanho do problema original viola uma restricao do software a ser uti-
lizado para resolvé-lo, entdo a melhor estratégia pode ser agrupar o suficiente para satisfazer
esta restricao.

Passamos a descrever um procedimento para construgao dos clusters, sugerido em [11],
para o caso de agregacao de colunas, onde os clusters serao formados por colunas similares,
assim classificadas de acordo com a métrica definida em (2.3).

A primeira coluna selecionada em um cluster serd chamada de nicleo do cluster.

13
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Inicializagao - Tome a coluna j = 1 como micleo do cluster niimero 1.

Defina a tolerancia € aceitavel para a distancia entre duas colunas de um mesmo cluster,
isto é, se d(A’, A*) < ¢, entdo as colunas A’ e A¥ sio candidatas a pertencer ao mesmo

cluster.

Passo 1 - Tome a coluna A’ e compare-a com os micleos de todos os clusters ja definidos.
Se existem clusters k cujos nicleos A* satisfazem d(A’, A*) < €, entdo véa para o passo

2. Caso contrario, va ao passo 3.

Passo 2 - Escolha o cluster com o micleo mais préximo de A7, e adicione A’ ao cluster.
P )

Faca 7 =7+ 1 e, se 7 < n, volte ao Passo 1.

Passo 3 - Defina um novo cluster com niicleo A?. Faca j = j+1 e, se j < n, volte ao Passo

1.

Observe que o nivel de clustering é definido como resultado dessa construcao e depen-

dera, exclusivamente, da tolerancia ¢ utilizada, de forma que quanto menor o valor de ¢,

maior o nivel de clustering.

O algoritmo proposto fornece como resultado final uma parti¢ao do conjunto de indices
de variaveis, de forma que os clusters formados sdo disjuntos, ou seja, tém interseccao vazia,
e sua uniao recupera o conjunto de indices das variaveis do problema original.

Depois da construcao dos clusters, deve-se determinar o método de combinagao dos seus
elementos em quantias unicas, de modo que a cada cluster correspondera uma variavel
agregada.

O problema de combinacao desses elementos consiste na determinagao de pesos que refle-
tem a importancia relativa dos dados do problema original na criagdo do problema agregado.

Essa é a caracteristica da agregacao que a difere dos algoritmos de decomposi¢ao, uma
vez que esses Ultimos preservam os dados originais do problema na construcao de subpro-
blemas de ordem menor que o problema inicial, enquanto a agregacdo combina os dados
originais de forma a obter novos dados para a formagao do problema reduzido. Um trata-
mento completo acerca dos algoritmos de decomposigao pode ser encontrado em [7].

O procedimento da combinagdo de peso fizo[l, 4] propde uma combinagao linear convexa
dos elementos dos clusters, por meio da utilizagdo de um vetor de dimensao igual a cardi-

nalidade do cluster, com elementos nao-negativos e de soma unitaria. Estes vetores, aqui
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chamado vetores peso e denotados g*, para cada cluster k, dispostos numa matriz com for-
mato bloco-diagonal, constituem a matriz peso, que aqui denotaremos simplesmente por g,
e que é utilizada para multiplicar a matriz de dados original, de modo a derivar os dados
correspondentes para o problema reduzido.

Um procedimento simples para calcular os vetores peso ¢g* para cada cluster k é o

seguinte [4]:

Seja s¥ = ¥ jes, 2, onde Sk denota o cluster k. Entdo, define-se:

(2.4)

Segundo essa abordagem, os dados sio combinados de acordo com sua importancia na
fungio objetivo, de modo que quanto maior o valor de ¢;j, maior a influéncia da variavel z;
na construgao das restri¢des do problema agregado.

Outro método para determinar os coeficientes do problema reduzido é chamado com-
binagdo por domindncia[4].

Este método requer pouco esfor¢co computacional e consiste, basicamente, em se to-
mar como coeficiente da variavel agregada em cada restrigio do problema reduzido o maior

coeficiente das varidveis do cluster na correspondente restrigao original, ou seja,

a;p = l;ré%i{ aij, (25)

onde Sy denota o cluster k e a;;, é o coeficiente da variavel agregada correspondente ao
cluster k, na linha 2 do problema agregado, : =1,...,m.

Note que a selegao desses coeficientes garante a factibilidade do problema agregado re-
sultante.

Baseados nessas consideragdes acerca da construgao do problema agregado, descreve-
mos, a seguir, um procedimento para a agregacao de variaveis em Programagao Linear.
Sera utilizada notagao introduzida por Zipkin em [1].

Suponha que o problema (2.1) tenha solugao étima finita, e seja o = {Sk, k=1,...,K}
uma particdo arbitraria de {1,...,n}, tal que |Sk| = n.

Defina AF a submatriz de A formada das colunas de A cujos indices estio em Sk. Simi-

larmente, defina os subvetores ¢* e z¥, com elementos ordenados de acordo com a submatriz

Ap.
Agora, seja g* € R™, vetor peso com componentes nao negativas e de soma unitaria, e
defina A* = A*gk e & = c*g*, para k=1,...,K. Note que A¥ € R™ e ¢t € R.

15
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Defina, agora, a matriz A = (A!,..., AX) = (@y) e o vetor ¢ = (&,...,&"), e seja
X € RX um vetor com K variaveis.

Nestas condigoes, o problema agregado é:

max X
Bid. AXZH
X>0

e seu dual, que desempenha papel importante em nossa teoria, é escrito como:

min  b'U
s.aa. AU >e¢ (2.7)
U>0

A particdo o e o vetor peso, que podem ser obtidos conforme descrito anteriormente,
serao, daqui por diante, considerados fixos.

Ao longo do texto, os vetores z* e u* denotarao as solugdes otimas dos problemas origi-
nais (2.1) e (2.2), enquanto X* e U* denotardo as solugbes 6timas dos problemas agregados
(2.6) e (2.7), respectivamente. Além disso, z* indicard o valor étimo da func¢do objetivo
original, enquanto Z* indicara o valor 6timo da fun¢ao objetivo do problema agregado.

Apos a construcao de (2.6), deve-se considerar, em seguida, técnicas de obtengao de uma
solugdo aproximada para o problema original a partir da solugao de (2.6).

Esse processo é chamado desagregagdo e sera abordado na préxima segao.

2.2 Desagregacao

Chamamos desagregagao ao processo de obtengdo de uma solugdo factivel para o problema
original (2.1) a partir de uma solugao factivel do problema agregado (2.6).

Trata-se, portanto, de processo inverso ao da constru¢ao do problema reduzido.

O método mais comum de desagregaciao é andlogo ao método de combinacdo de peso
fixo e consiste em se tomar o mesmo vetor utilizado na agregagao dos dados para desagregar
a solugao do problema reduzido, com base na seguinte definigao:

Definigdo 2.1 (Desagregagio de Peso Fizo)[1] - Seja X factivel para (2.6) e defina z* €

k arranjados de

R™ tal que =¥ = ¢*X;, k = 1,...,K. Seja T a colegio dos vetores z
acordo com a ordem das varidveis de (2.1). Nestas condigées, T € chamado de solugio de

peso fizo obtida de X.
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A proposicao a seguir mostra que a desagregacio de peso fixo d4 uma solugio vidvel

para (2.1).

Proposicao 2.1 [1] - Se X € factivel para (2.6) e & € a solugio de peso fizo obtida de X,
entdo T € factivel para (2.1) e ¢’z = ' X.

Demonstragao - Considerando a construgdo do problema agregado e a defini¢io de desa-

gregacao de peso fixo, pode-se escrever:

Az = Thi AN X)) =(A "X

=K _ 2.8
YK AXy=AX<b (2:8)

Além disso,
K

K K
jzz ka Zktk Z

k=1

Como conseqiiéncia da Proposi¢ao (2.1), tem-se o seguinte corolario:

Coroldrio 2.1 [1] - Se X* € dtimo para (2.6), e € a solugao de peso fizo obtida de X*,

entdo c'z = Z* < z*.

Demonstragao - E imediata, se considerarmos que c'z < c'z* para todo z factivel para

(2.1), e se observarmos que a solugdo desagregada de peso fixo é factivel para o problema
original, conforme a proposigao (2.1). e

Dessa forma, o valor 6timo da funcao objetivo de (2.6) fornece um limite inferior para o
valor 6timo da fungdo objetivo de (2.1).

Uma solucao desagregada melhor que a solugao desagregada de peso fixo pode ser obtida
através da desagregagcio otima de X™ [5], que consiste na resolugio dos K subproblemas

dados por:

max c*tzk

s.a.  AfzF < ARXE (2.9)

k>0
A solugdo z** desses subproblemas da uma solucio desagregada que é, pelo menos,
tao boa quanto a solugdo desagregada de peso fixo, uma vez que a solugdo desagregada de
peso fixo Z = (z!,...,2%), obtida da solugdo 6tima X* de (2.6), satisfaz A*z* = A*g* X} =

AcX;,para k =1,..., K, e, portanto, define uma solucdo factivel para (2.9). Dai, podemos
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dizer que Z* = 'z = L0, fak < TK Kokt = K 2 (X}), onde zi(X}) é o valor da
fungao objetivo tima do k-ésimo subproblema (2.9).

Assim como a solugao desagregada de peso fixo, a solugdo desagregada étima é também
factivel para o problema (2.1).

Dessa forma, tanto o valor 6timo do problema agregado, quanto a soma dos valores
otimos das fungoes objetivo dos subproblemas (2.9), determinam limites inferiores para o
valor 6timo da fungao objetivo de (2.1).

De fato, podemos escrever:

z < SEiaEy € 2

desagregacao de peso fixo desagregagao 6tima problema original

Tendo os limites inferiores, conforme (2.10), faz-se necessaria a derivagdo de limites supe-
riores para 2. Na secao seguinte, focalizamos as principais abordagens de obtengao desses

limites.

2.3 Analise de Erro

O maior problema da metodologia da agregacao refere-se ao estudo da informagao perdida
devido a agregacao/desagregagdo das variaveis, uma vez que, quando um problema agre-
gado € solucionado, geralmente a solugio desagregada nao resulta em solu¢do Stima para
o problema original.

Tem-se, entdao, que introduzir ferramentas para estimar o erro cometido, de modo a
se obter uma medida aproximada da perda de precisio havida em fungido dos processos
agregacionais.

Uma maneira de medir a perda de precisdo é a diferenga entre os valores das fungées ob-
jetivo dos problemas original e agregado.

Desde que z* nao ¢ conhecido de antemao, podemos somente estimar z* — Z*, através
da derivagao de limites para esta diferenca.

Nao consideraremos mais a obtengao de limites inferiores para z*, uma vez que esses
podem ser obtidos de acordo com (2.10). Resta-nos, portanto, considerar a obtencao de
limites superiores.

Em geral, dois tipos de limites superiores sao freqientemente considerados:

18
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- Limites ‘a priori’, que sao estabelecidos sobre a func¢do objetivo étima do modelo original
depois de o problema agregado ter sido construido, mas antes de ele ter sido resolvido,

e

- Limites ‘a posteriori’, que sao estabelecidos depois de o problema agregado ter sido resol-

vido.

Devido ao fato de os limites a posterior: utilizarem a informacgao adicional da solugao do
problema agregado, estes sao mais precisos que os limites a priori, ficando a aplicagao desses
ultimos restrita a fase de construgdao do problema agregado, como ferramenta para se obter
o nivel de clustering desejado no processo de agregagiao (vide [4] e suas referéncias).

Neste texto, serao considerados somente os limites a posteriort, isto €, suporemos que
o problema agregado tenha sido resolvido e que conhecemos sua solu¢ao o6tima. Para uma
abordagem a respeito de limites a priori, vide [1].

O teorema a seguir da a chave para a obteng¢do de limites superiores para o valor de 2%,

a partir de dados do problema agregado (2.6).

Teorema 2.1 [1]- Seja 6 = {.5:;c § = 1,...,1%} qualquer particdo de {1,...,n}, ndo ne-
cessariamente a mesma partigio o utilizada na construgio de (2.6), e suponha que sao co-

nhecidos nimeros positivos {dy,...,d,} e nimeros ndo-negativos {p1,...,pg} tais que:
Y dizi<pi, k=1,...,K. (2.11)
J€SK

Entao:

K L tAj +
2 <u'b+ Y max [&] Pk (2.12)
k=1 J€Sk di

onde u € qualquer vetor ndo-negativo do R™, A’ € a j-ésima coluna da matriz de res-

tri¢goes do problema original (2.1), e [a]t = max{0,a}.

Demonstracgao - Considere o conjunto

W:{IER“/ Zdji'jipk, k=1,...,f(, 3:20},

J€Sk

onde os numeros dj,j = 1,...,n, pr,k=1,..., K, ea particdo & possuem as caracteristicas
definidas pela hipétese da proposigao.

Note que W # @, pois, devido a expressao (2.11), z* € W.
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Além disso, para todo vetor u > 0, u € R™, e para todo z factivel para (2.1), tem-se:

c'z™ + u'(b— Az™), devido a nio-negatividade de u e & factibilidade de z*

u'b+ (' —u'A)z”

u'b + max {(c‘ — u‘A);r} , devidoa z* e W

zeW

u’b—l—lxne%%{ {;(q ‘“‘UtAJ):L'j} (2.13)

onde A’ é a j-ésima coluna da matriz de restrigdes original.
Considere o problema de maximizagdo em (2.13), e seja Z a sua solugdo 6tima. Devido

a nao-negatividade do vetor z € W, se o coeficiente (¢; — u*A’) da varidvel z; em (2.13)

for negativo, entao podemos dizer que &; = 0. Dessa forma, o problema de otimizagao em

(2.13) pode ser simplificado para

max {i [ ; — u’Aj]+ a:j} , onde [o]t = max{0,a}. (2.14)

reW
=1

Dai, levando-se em conta a parti¢ao &, entdo, (2.13) pode ser escrito como:

”
F<utb+ Y Y o —uia]" 3 (2.15)

k=1 je8,
Considere, agora, os nimeros {d;,...,d,} com as caracteristicas definidas pela hipétese
da proposi¢ao. Como d; >0, j =1,...,n, entdo esses nimeros podem ser introduzidos na

expressao (2.15), sem influéncia no seu resultado, da seguinte forma:

—utAil?
‘b+ZZ lcj uAl d;&;

k= IJESk j

tb -+— Z max l—d"iﬁ—‘l z djij (216)

S e
k= ljek JESK

donde, levando-se em conta que & € W, ou, equivalentemente, 3", 5 d;%; < pi, k =

., K, obtém-se:

K c; —utAi?
2" <u‘b+Zmax [;J Dk,

k=1JESK dj

o que completa a prova da proposigao. .
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A suposigao (2.11) requer algumas restricbes em z* sem resolver (2.1). Tais restri¢des po-
dem aparecer explicitamente no problema (2.1) ou podem ser obtidas pela manipulacio de
suas restrigoes.

Um ponto chave para o calculo do limite proposto em (2.12) é a escolha do vetor u.

Zipkin[1l] tomou u = U™, ou seja, tomou a solu¢do 6tima de (2.7), obtendo, assim:

K et A1t
2" < U™+ ) max F= Pk (2.17)
k=13€5K d;

Observe que, se U* é factivel para (2.2), entdo ¢; — U*A? < 0, Vj = 1,...,n, j& que
U™ deve, necessariamente, verificar as restri¢des do problema dual (2.2). Dai, o problema
de maximizagao em (2.14) tem funcdao objetivo 6tima nula, e, portanto, de (2.10) e (2.17),
tem-se

U--tb= étX* et Zau S 2" S U*tb’

donde segue que z* = Z*, o que significa que a solugdo desagregada obtida da solugdo 6tima

de (2.6) é também étima para (2.1).

Mendelsohn (vide [4, 5] e suas referéncias) sugere a procura por solugdes duais na diregao do

vetor U™, ou seja, solugoes duais do tipo u = U™, onde § € R é o tamanho do passo na
direcao U™, e deve ser escolhido de modo a minimizar o limite resultante.

Dessa abordagem, resulta:

K L =t 4711
2" < min {OU*EIJ + ) max [M] pk} (2.18)

~ 620, 9€R o =8 d;

A expressao sob minimizacdao em (2.18) é convexa e linear por partes em 6, de modo
que somente os pontos de ndo diferenciabilidade dessa expressdo devem ser avaliados [4, 5],

ou seja,

Cj' — GU“AJ _

= =1,... 2.1
d_.'. Da J 1: y 1L, ( 9)

¢ — QU AT ¢ — QU AT
d; B d;

5 €Snk=1,... K. (2.20)

Outra alternativa a avaliacdo das expressoes (2.19) e (2.20) é a utilizagdo de métodos
de minimizac¢do para fungdes convexas, como por exemplo a Busca de Fibonacci[18]. Com
isso, evita-se a avaliacao dessas expressoes, que pode ser trabalhosa, principalmente quando

existem muitas varidveis em um mesmo grupo.
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Taylor e Shetty (vide [4, 5] e suas referéncias) propuseram outra diregao de busca por

solugoes duais nao negativas, de modo a melhorar o limite (2.12). A partir do vetor U~,
escolheram o vetor b como diregdo de busca, e tomaram solu¢des duais da forma u = U*+®b,
onde ® € R é o tamanho do passo, e, como no caso anterior, deve ser escolhido de modo a
minimizar o limite resultante.

Dessa forma, tem-se:

2 <U"b+ min {‘I’btb+ im@x {c;‘ — (U'd-l- d)b)tmrpk} _—
B4 1as 50 )45 2

Devido a convexidade e linearidade por partes (em ®) da expressao (2.21), a deter-
minagao da solu¢do 6tima do problema de minimiza¢do em (2.21) pode ser tratada similar-
mente ao problema (2.18).

Outras abordagens, tais como a utilizagao do vetor resultante da combinacao linear con-
vexa de duas ou mais solu¢des duais do problema (2.7) e a aplicagao de subgradientes para
minimizar (2.12), foram propostas em [5], inclusive com indica¢des numeéricas sobre a qua-
lidade dos limites resultantes. §

Nossa abordagem, neste trabalho, consiste em investigar expressoes alternativas para o
limite (2.12) através da extensdao da suposi¢do (2.11) para outros tipos de restrigdes sobre

z*. Esse € o assunto do proximo capitulo.
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Capitulo 3

Limites a Posterior: e

Localizacoes Lineares

Um dos passos mais criticos no calculo dos limites discutidos no capitulo anterior é a su-

posicao da disponibilidade de restricoes da forma:

3 dizi < p, k="1,...,K, (3.1)
JESk
para alguma partigao & = {S'k, b =T f{} do conjunto {1,...,n} de indices das varidveis.

Restri¢oes desse tipo definem um subconjunto do R™ que é genericamente chamado de
localizacao de x~.

Mais precisamente, se é conhecido um conjunto W C R", com a propriedade de que
z™ € W, entao W é referido como localizagdo de z*, ou, simplesmente, localizagdo.

Neste capitulo, extenderemos o calculo de limites superiores para localizagdes genéricas,
baseados na teoria desenvolvida em [2] para agregagdo de variaveis em Programagao Nao-
Linear.

A secao a seguir utiliza a teoria da dualidade em Programagdo Nao-Linear [18, 17] na
obtencao de limites superiores a partir de localiza¢bes quaisquer, enquanto a se¢dao 3.2 faz
um refinamento do limite obtido, através de alteragdes na solugao dual utilizada no célculo,
e, por fim, a se¢cao 3.3 considera a aplicacao de localiza¢bes lineares particulares na cons-

trugao de expressoes analiticas para o limite superior.
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3.1 Localizacoes Genéricas

Nesta segdo, investigamos o calculo de limites para o erro agregacional, em fungao de qual-
quer conjunto localizagao da solu¢do 6tima do problema inicial.
O teorema a seguir generaliza a abordagem de Zipkin, e fornece uma ferramenta para a

computagao de limites superiores a partir de localizagoes genéricas.

Teorema 3.1 [2] - Seja W C R", conjunto localizagio de z*, tal que W seja fechado,
convezo e limitado.

Entao para qualquer vetor u > 0, u € R™, tem-se:

2* <UB(u, W)

UB(u,W) = Zu;bg + max ij (cj- — Zﬁia{j) .
i=1 2EW i=1 1=1

Além disso,

z* = minUB(u, W). (3.4)

u>0
Demonstragio - Pela definicio do conjunto W, podemos acrescentar a condigao z € W

as restrigdes de (2.1), sem alterar a solugdo 6tima do problema.

A funcao Lagrangeana [17] associada ao problema (2.1) é definida como
L(z,u) = 'z — u'(Az — b), para algum u € R™, u > 0.

Desde que o conjunto W é compacto, o teorema do ponto de sela [7, 17, 18] se verifica, de

modo que:

i 3.5
max min L(z,u) (3.5)

m)i(:)} max L(z,u),devido a compacticidade de W (3.6)

max L(z,u) (3.7)

reW

max {(c' — u'A)z + u'b} (3.8)

zeW
> ubi + max { T (cj- - Zu;a{j) } = UB(u, W) (3.9)
1=1

=1

n

=1
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Além disso,

min max L(z,u)
uz0 zeW

min U B(u, W),
u>0
o que completa a prova do teorema. e

Corolario 3.1 [2] - Suponha que algumas restrigoes do problema original foram incluidas

na definicio de W, de modo que:
W = {33 € 'R"/Za;jxj —b;<0,1€1C {1,...,m} =M,z € W} (311)
i=1

onde W ¢ outra localizagcdo de z*.

FEntao, para qualquer u > 0, temos:
UB(u,W) = maxsew {c'z — Tiensui (Tiy aisz; — bi) }
2 MmaXzgew {C‘x = Ny uf.(E}Li a5 — bi)} > z".

Demonstragao - Observe que, se M = {1,...,m} e I C M, entdo:

1eM 1=1

UB(u, W) Ij‘cré%%c {ctx — Z u; (z aijz; — bg) }
cz — Z u; ( ai;T; — b;) — Zu‘- (Z a;T; — b,-)
=1 ' j=1

ieM\1I j €l

> 13;[}5%5 czr — E U; (Za;j:.cj—b;) ;
ieM\I 1=1
poIS ) e Ui (Z};l aiix; — b,-) <0, Ve W,eVu > 0,u € R™, o que valida a primeira
desigualdade de (3.12).

Considere, agora, a Lagrangeana definida como:

L(z,u) =c'z— Y wu; (Z ai;T; — bi) )

ieM\1 7=1

onde incluimos somente aquelas restrigoes que nao sdo usadas na definicao de W.
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Dai, similarmente & demonstragao do teorema (3.1), podemos escrever:

z max min L(z,u)
zeW u>0

min max L(z,u),devido a compacticidade de W
u>0 zeW

max L(z,u)

t

max ¢’z — 3w (Za{jx}- - b,') ;
ieM\1  \J=1

o que verifica a segunda desigualdade de (3.12), completando, assim, a demonstragao do

corolario. e

O corolario acima mostra que se a localizagao W é definida por alguma restrigao origi-
nal, entdo nao precisamos incluir esta restri¢ao na fungao objetivo do problema de maxi-
mizagdo em (3.3) para computar o limite superior.

Daqui para frente, a menos que mencionado o contrario, suporemos que a condi¢ao = > 0
sempre faca parte do conjunto W.

Suponha, agora, que o limite U B(u, W) tenha sido calculado para algum u > 0, digamos
u = U*. Entdo, é natural procurarmos por outro valor de u que forneca um melhor valor

para UB(u,W). Esse é o assunto da proxima segao.

3.2 Refinamento do Limite Superior

Consideramos, nesta se¢do, um processo de redugdo do valor do limite (3.3), através de
alteragoes nas solugoes duais utilizadas no seu calculo.

O processo de refinamento de UB(u, W) baseia-se na obtengao de u que resolva (apro-
ximadamente) o problema minyso UB(u, W).

Descrevemos, a seguir, um processo iterativo para tratar esse problema, proposto em [2]
para o caso de agregacao de variaveis em Programacao Nao-Linear, e aqui adaptado para
tratar o caso linear.

Denote por ©(u) a fun¢ao objetivo do problema de maximizacao em (3.3), ou seja,

=1

O(u) = %35{23:3 (cj = gu{a;j)}. (3.14)

Suponha que (3.14) tenha uma solugao tnica Z para u = U™.
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Entao, pelo teorema do valor marginal (vide [2] e suas referéncias), ©(u) é diferenciavel

em u = U*, de modo que:

V.,0(U") Za,JxJ (3.15)

onde V,, indica a z-ésima componente do gradlente de O(u).

Dessa forma,

VU‘UB(U‘,W)=bg—za;jf:j, i=1,...,m. (316)

Considere, agora, uma iteragao do método do gradiente projetado [7, 17, 18] aplicado ao
problema

min U B(u, W),
u>0

comecgando de u = U*. Isto da:
u(p) = 14 (Ur - pV UB(U™,W)), (3.17)

onde p > 0 é o tamanho do passo e II4(y) = {[’yg]+ s b= L .,m}, sendo, por definigao,
[v]t = max{0,7:}, o que garante que u(p) > 0.

¥

O tamanho do passo , associado com o método do gradiente projetado, pode ser definido

por uma pesquisa unidimensional:
5 = arg min {UB(u(p),W)/p 2 0}. (3.18)

Note que a fun¢io de p UB(u(p), W) é convexa e linear por partes Vp tal que u(p) > 0,

e, portanto, técnicas padroes, como a Busca de Fibonacci [18, 17], podem ser aplicadas.

A escolha @ = u(p) garante um decréscimo estrito do limite superior, isto é, ou UB(u, W) <

UB(u, W) ou UB(@, W) = minyso UB(u, W).
Essa abordagem proposta para decrescer o limite superior pode ser realizada iterativa-

mente. Abaixo, nds especificamos os passos basicos do algoritmo.

Passo 0 (Inicializagao) - Faga k:=0, e determine um valor inicial para u, por exemplo,
=,

Passo 1 - Para u = uF, resolva (3.14) e encontre sua solugédo d6tima #* (é suposto que z*

é inico). Compute o limite superior UB(u*, W) por (3.3):

UB Zukb ZZ: (—éufa,-j).
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Passo 2 - Para & = *, compute os componentes do gradiente em (3.16):

Vu,-UB(uk,W) = b{ e Za;_,-:?:f, g= 1,...,?’?’1.

i=1

Passo 3 - Para u*(p) =11, (uk — pV,UB(u, W)), compute

px = arg min {UB (uk(p), W) /p > 0}.

k+1

Passo 4 - Caso o critério de parada tenha sido atingido, pare. Senao, faca u**! := u*(p;)

ek:=k+1 e volte ao Passo 1.

Para terminar o algoritmo, podemos fixar um niumero maximo de iteragoes ou utilizar
outros critérios de parada, como, por exemplo, parar de iterar quando:

UB(u*, W) — UB(uk+!, W)
UB(uk, W) =7

onde v > 0 é uma precisao prefixada. X

Se a solugao Stima # de (3.14) é nao Wnica, entdo, pelo teorema do valor marginal (vide
(2] e suas referéncias), ©(u) é direcionalmente diferenciavel, e técnicas de subgradiente po-
dem ser aplicadas para decrescer o limite superior, similarmente ao método proposto em
[5].

Como vimos na se¢ao final do capitulo anterior, a idéia de melhorar limites superiores
através de mudangas no vetor dual tem sido usada por muitos autores. Mendelsohn utilizou
solugdes duais da forma u(p) = pU*, enquanto Shetty e Taylor tomaram u(p) = I1.(U*+ pb),
onde b é o lado direito das restrigdes lineares originais (vide maiores detalhes em [4, 5] e
suas referéncias).

Essas abordagens, entretanto, nao garantem decréscimo estrito do limite superior, como

acontece com a abordagem iterativa que acabamos de expor.

3.3 Localizagoes Lineares

A computagao do limite superior para z* proposto na se¢ao anterior requer o conhecimento
de um conjunto localizacao W.
De (3.3), segue que, quanto menor o conjunto W, melhor a estimativa para o erro come-

tido em virtude da agregagao dos dados iniciais.
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Sendo assim, definindo W pelas restrigdes originais, devemos utilizar tantas restricoes quanto
possivel, de modo a obter uma melhor precisao para o limite resultante.

Por outro lado, a localizagao W deve ser ‘simples’ o suficiente para garantir que o esforgo

computacional associado com o calculo do limite superior nao seja caro demais.

Abaixo, consideramos algumas escolhas de W' e as resultantes expressdes analiticas dos
limites superiores, ainda baseados no desenvolvimento feito em [2] para Programacao Nao-
Linear.

Vimos que, para computar o limite superior UB, deduzido na se¢ao 3.1, devemos maxi-
mizar uma fung¢ao linear sob a condi¢ao =z € W.

Para simplificar os calculos posteriores, denote por 8, os coeficientes do problema de
maximizagao em (3.3), ou seja, 6; = ¢; — Yty wiaij, j =1,...,n. Os valores §; dependem,
portanto, do vetor wu.

Suponha que W é definido como:

W:{$€Rn/2dj$j§p, p,d; 50, 3 =1, 50 :1:20} (3.19)

j=1
Restricoes lineares desse tipo podem ser tomadas diretamente das restrigées do problema
original e/ou por manipulacao dessas restrigoes.
Note que W assim definido é convexo, fechado e limitado para quaisquer valores de d; e
p, e, portanto, o teorema (3.1) se aplica.
Para computar o limite superior (3.3) usando a localizacdo (3.19), devemos resolver o
problema:
max ) i, 6;z;
sa. Y5, diz; <p (3.20)
£ 2 0:0'= Lot
que se trata do como o problema da mochila continuo [22].
Seja & a solu¢do otima de (3.20).
Observe que, se §; < 0 para algum j € {1,...,n}, entdo, a correspondente componente
de Z é tal que ; = 0, devido a ndo negatividade de z.
Considere §; > 0, para j € I C {1,...,n} e sejam f(z) = 7_, 6;z; € Tp41 = 0, de modo
que Y%, d;z; + zn41 = p. Como, por hipdtese, d; > 0, para j = 1,...,n, entao, podemos

escrever:

z=(p- > dj&":j)/dk—'m;—:l, para algum k€ I C {1,...,n}.

j=1
1#k
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Com isso, f(z) pode ser escrita como:

ok

2 6 6
f(z) Z 6;; +P > (554 25— | 55 ) Za
1=1 3=1 dk dk
1#k 1#k

o n ([ §idy — Sxd; 6 ,
P (dk) + Z { dk Ir; — d—k$ﬂ+1 (321]

j=1
17k
S h: bk ; MJ_ : x
uponha que Z = max;=1,.a . Dai <0, 7=1,...,n, e, devido a nao ne-
gatividade de z e de (3.21), podemos escrever:

flz) < j—k Ve e W, (3.22)

donde se observa que o maior valor admissivel para f(z) é p%i—.

Por outro lado, se tomarmos z tal que z, = ;": ¢dy =0, 7= Liveryk — 1K+
1,...,n+ 1, entdo, por (3.21), tem-se f(z) = p%i-, de modo que, por (3.22), segue-se que
essa solugao é otima para (3.20).

Portanto, tem-se:
(3.23)

de forma que (3.3) é facilmente computado utilizando-se esse resultado.
Suponha, agora, que sao conhecidos nimeros {ry,...,m.}, tal que 0 < z; < r;, 7 =

.,n, e defina W como:

i=1

Os limites superiores r; para as variaveis z; em (3.24) podem ser tomados diretamente
das restrigdes do problema original e/ou por manipulagido dessas restricoes.
Podemos fazer, por exemplo, r; = min;=;,_._m {bi/a:;}, para a;;,b; >0, j=1,...,n

O problema de maximizagido em (3.3) é agora escrito como:

max i 6;z;
sa. )0 1d;z; <p
Dnggrj) j=1,...,?’1

?

que é o problema da mochila continuo com limites para as variaveis.
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Uma solugao 6tima & de (3.25) é facilmente computada da solugdo do problema (3.20).
A forma da solucao reflete a bem-conhecida idéia da mochila: os objetos devem ser colocados
na mochila comeg¢ando do mais ‘caro’ até que o limite superior r; seja atingido ou a mochila
fique completamente preenchida.

Suponha que as variaveis estao ordenadas como:

Entédo, a solugdo otima & de (3.25) é tal que:

il ga
P~ Xi= 4t d’"""}, 7 (3.27)

6;%; = [6;]" min {T‘j, i
onde, por defini¢ao, [y]* = max {0,7}, e os termos [6;]* em (3.27) garantem que Z; = 0 para
6; < 0.

Se §; = 0, entao Z; é nao unico, e satisfaz:

(3.28)

—yI 145
ogijgmin{rj,p——z*ﬂ L ’},

7
mas isso nao influencia o valor 6timo da fungao objetivo de (3.25) ou de (3.20).
Considere, agora, que, em vez de uma restrigao linear em (3.19), ndés temos um nimero
qualquer de restrigoes lineares independentes.
Seja ¢ = {S*k: S ,I;'} qualquer particao de {l1,...,n}, ndo necessariamente a
mesma particao o, utilizada para construir o problema agregado, e suponha que W ¢é defi-

nido como:

W = {3: eRY S diz; <pe, k=1,...,K,2; >0,Vj € ék} (3.29)

J€Sk

Localizagoes do tipo (3.29) foram utilizadas por Zipkin [1] nos seus trabalhos pioneiros
sobre agregacao.
Utilizando-se a localizagao (3.29), entdo o problema (3.20) se decompde em K subpro-

blemas independentes do tipo:

max 3 c3, 0;7;
S.a. Z:J'Egk dj.’i',‘j S Pk
.’EJ' 2 0,] e Sk,
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e uma solugao 6tima para cada subproblema é computada por (3.23), para k = 1,..., K.
O objetivo étimo global é a soma dos objetivos 6timos dos subproblemas.

O mesmo ocorre se W for definido como:
W= {xeﬁ“/ > diz; Spi, 0S2;< 1), jESK, k= 11} (3.31)
J€Sk
sendo que, utilizando-se W dessa forma, o problema de maximizagao em (3.3) se decompoe

em K subproblemas com o formato:

max 3...3 0;T;

j€Sk
s.a.  Yies, d;T; < pr
OS'TJ grjaj ESk?

cuja solugao é computada analogamente a (3.27).
Observe que, se a localizagao é decomponivel, e pode ser escrita como

L
W =W; x Wy x --- x W, onde W; é convexo e limitado em R™, e Zn; =n,
=1

entdo, o problema de maximizagao em (3.3) também se decompde em L subproblemas inde-
pendentes, sendo que o [-ésimo subproblema tem n; variaveis.

Mesmo se nao for possivel resolver os subproblemas analiticamente, podemos tratar este
caso como um caso facil, uma vez que a dimensio desses subproblemas pode ser bem menor
que a dimensao do problema original.

Varios tipos de localizagoes decomponiveis podem ser obtidas de problemas com estru-
tura especial, e formam parte importante das técnicas de agregagao-decomposicao iterativa
(para informagoes, vide [3]).

Limites superiores mais precisos podem ser obtidos quando utilizamos um nimero maior
de restri¢coes na definicao da localizacao, pois isso pode reduzir o tamanho de W.

No entanto, j4 ndo é possivel garantir, dessa forma, a unicidade da solu¢do do problema
de otimizagao em (3.3), e nem obter expressdes analiticas para o limite resultante da uti-
lizagao desse tipo de localizagao.

Faz-se necessario, portanto, a defini¢io de localiza¢ées mais suaves, que garantam a
unicidade da solugao do problema de maximizagao em (3.3), além de fornecer expressoes de
facil computagdo para o limite (3.3).

Com esse intuito, no capitulo a seguir, investigamos as localizagées nao-lineares tipo

elipsoidais, e abordamos a sua aplicagdao na analise do erro devido a agregagao.
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Capitulo 4

Localizacoes Elipsoidais

Este capitulo introduz as localizagoes nao-lineares tipo elipsoidais, que serao, posterior-
mente, aplicadas a andlise do erro devido a agregacao de variaveis em Programacao Linear.

Considerando-se localizagoes elipsoidais em (3.3), entdo, a solugao 6tima do problema
de maximizagao em (3.3) é tnica e pode ser computada analiticamente (vide capitulo 5),
donde segue a grande vantagem da utilizagao desse tipo de localizagao na computagao de
limites superiores para a fungdo objetivo do problema original.

Chama-se elipsdide ou conjunto elipsoidal ao conjunto:
E= {x €R"/g+ hiz +2'Hz < constante}, (4.1)

onde g € R,h,z € R", e H € R™", H simétrica e definida positiva [20].
Os eixos dos elipséides assim definidos tém a direcao dos autovetores de H e comprimen-
tos iguais ao inverso dos autovalores correspondentes [20].

Neste trabalho, serao considerados conjuntos elipsoidais do tipo:
E={zeR"/(x-&)H(z - i) < R}, (4.2)

onde H é matriz diagonal e definida positiva, & € R™ é o centro e R > 0 é o raio do
elipsdide.

Observe que os eixos do elipséide (4.2) sao paralelos aos eixos coordenados do sistema
cartesiano, e tém comprimento igual ao inverso dos elementos diagonais de H.

Considere, agora, o problema (2.1), e suponha que a ele foram acrescentadas variaveis de
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folga r € R™, r >0, de modo que o problema fica com o seguinte formato:

max clz
sa. Az +r=05b
z,r =0,

que pode ser escrito, alternativamente, como:

max ?

s.a. z=5b (4.4)
z >0,

onde A € Rmx(m+n) A = [A I],Ié amatriz identidade de ordem m, ¢ € R™*", ¢ = [c 0],0
é o vetor nulo do R™, e £ € R™*", i = (z,r).

O dual de (4.4) é escrito como:

min bt

s.a. At —§=2¢
s >0,

u irrestrito,

onde & € R™,§ € R™*" e A e ¢ definidos como em (4.4).

As solugoes otimas de (4.4) e (4.5), serdo denotadas * e (4*, $"), respectivamente. No
que segue, sera suposto que as regides factiveis de (4.4) e (4.5) sdo limitadas e que seu
interior é nao vazio. Sera suposto, ainda, que posto(/i) =m.

Além disso, daqui por diante, X e S indicardo as matrizes diagonais cujos elementos
diagonais sao os elementos dos vetores Z e §, respectivamente, e ||.|| indicard a norma eucli-
diana.

A segao a seguir utiliza essa notagdo na construgdo de localizagoes elipsoidais de Z*.
Esses elipsoides, juntamente com elipsdides que contém todas as solugdes de folga duais
6timas de (4.5), tém sido aplicados na dedugao de critérios para identificar variaveis primais
basicas e ndo-basicas 6timas, o que é muito 1itil nas modernas técnicas de pontos interiores
aplicadas a resolugao de problemas de programacao linear (vide abordagens de Todd[14] e
Ye[15], além de Choi e Goldfarb[10]).

Neste texto, propomos a utilizagao desses elipséides na analise do erro devido a agrega-

¢ao das variaveis do problema (2.1) (vide capitulo 5).
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4.1 Elipsoides Primais

Apresentamos, nesta segao, os elipséides primais, assim chamados os elipséides que contém
todas as solugoes 6timas 2~ de (4.4).
O teorema a seguir caracteriza os elipséides desenvolvidos em [10], aqui chamados elipsdides

tipo Choi-Goldfarb.

Teorema 4.1 [10] - Sejam & e (4,8) solugdes factiveis para os problemas (4.4) e (4.5),

respectivamente, com § > 0. Entao, o elipsoide:
B ={z e R™"/|3(z - 2)|| <e}, (4.6)
onde
e? = (2'3)% + |54, (4.7)

contém todas as solugées dtimas &* do problema (4.4).
Demonstragao - Observe que, para todo #* 6timo de (4.4), tem-se:

135G - IP = 15277 + 1§21 — 2587
152%|* + ||S4||?, devido & ndo-negatividade de &*,& e §
3'3)% + ||S2||?, também devido as restricdes de nao-negatividade
(Atd — é)!i"r +]|52||?, devido & factibilidade de (4, §)
i —&a7)" + 193
)" +1192]1%, devido & factibilidade de &

2 A
'h— &) + ||S&|]%, pois 4'b > &'4" > &', Vi factivel para (4.4)

)2 + ||S'a:[|2, pois & é factivel para (4.4)
~ 2 -
(A'c - &)'z] + |5z

2 A
+ ||Sz||?, pois (,3) é factivel para (4.5)

o que completa a prova do teorema. e
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Observagao 4.1 -

1. Para a obtencao dos elipsdides descritos no teorema 4.1, sao necessarias solugoes T e
(@, 5) factiveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente.
A solucao z pode ser tomada como & = (Z,7), onde Z é a solugdo desagregada obtida
da desagregagao da solugao étima de (2.6), e 7 = b — AZ.

Para obter a solucdo (4, 3), basta aplicar a agregacdo de variaveis ao problema:

min b
sa.  A>é (4.8)
u irrestrito,

e tomar (4,3) = (4,3), onde u é a solugdo desagregada obtida da desagregacao da
solucio étima de (4.8), e 5 = Atu — &
Observe que, para que o elipséide do teorema (4.1) fique bem definido, é necessario

que S seja definida positiva, o que requer que § seja positivo.

Portanto, se acaso alguma componente de § se anular ao calcularmos § = A'u — ¢,
entao uma estratégia para obter § > 0 é alterar um pouco alguma componente de @ e

recalcular 5.

2. Note que, §'¢ — 0, quando & — &* e (u,8) — (4*,8*). Dessa forma, os elipsdides do

1
teorema (4.1) tém raio pequeno, se & e (1, §) estiverem préximos da solugdo 6tima de

(4.4) e (4.5), respectivamente.

3. Observe, ainda, que se é conhecido um limite inferior para o valor 6timo da fun¢ao ob-

jetivo de (4.4), ou seja, se se conhece LB tal que ¢'2* > LB, entao
0 < §'3" = (A'% — &)'2" = a'As™ — &3 < a'b— LB,

de modo que o raio dos elipséides descritos no teorema (4.1) também podem ser cal-

culados como

e’ = (a'b— LB)* + ||52|? (4.9)

E claro que, se o raio definido em (4.9) for menor que o raio proposto no teorema (4.1),
entdo é preferivel utilizar a forma (4.9), pois desejamos obter localizagoes tao peque-
nas e simples quanto possivel para aplicagdo na analise do erro devido a agregacao.

Note, entretanto, que essa situacao sé ocorrera quando LB for maior que Z~.
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Com o objetivo de obter localizagoes elipsoidais reduzidas, os teoremas a seguir propoe
algumas técnicas para diminuir o raio dos elipséides tipo Choi-Goldfarb, propostos no teo-

rema (4.1).

Teorema 4.2 [12] - Seja W C R™" um conjunto localizagdo de z* e sejam % e (4,8),8 >

0, solugoes factiveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente. Entdo, o elipsoide:
E={z e R™"/|S(z - )|l < e(W)}, onde (4.10)
e2(W) = min {eX(W),e(W)}, (4.11)
(W) = ||.§'§:||2+r;é%c{]|§x[[2 - 2(5%)'z}, e (4.12)

A2 a2 ata\2 i 52 ant
(W) = ||182]]” + (84)* - 2min {(5*2)'},
contém todas as solugoes otimas ™ de (4.4).

Demonstragao - Observe que, para todo £* 6timo de (4.4), tem-se:

15@* = &)> = 52>+ 152|* - 2($%5)'4"

< 11821° + max {IS=Il* —2(5%4)'=} = (W)

onde a desigualdade segue de ¥ € W.
Além disso, como §'¢* < §'Z, Vi e (4, 8) factiveis para (4.4) e (4.5), respectivamente
(vide demonstragao do teorema (4.1)), entao, de (4.14), tem-se:
IS@ - )P < 18] + (8'¢7)° — 2(5%%)'s”
154311° + (3'2)* — 2(5%2)"3"
< |IS2| + (82)% - 2mm{(.§'2§:)‘$} = (W),
onde a ultima desigualdade segue de £~ € W.

Tomando-se (W) = min {&*(W),£%(W)}, obtemos:

15(z* — 2)||* < ¥(W), (4.16)

o que completa a prova do teorema. e

As proposicoes a seguir obtém expressdes analiticas para os raios é(W) e é(W) do teo-

rema (4.2), com a utilizagao de algumas localizagées especificas.
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Proposigao 4.1 [12] - Considere o elipsdide definido no teorema (4.2) e suponha que o
conjunto W € definido como W = {z € R™*"/s'x < §'%, = > 0}, onde Z e (4,5),5 > 0
sao solugoes factiveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente. Entdo,
eX(W) = |52 + (3'2)? — 2(3'%) | min - §d;.
i=1,...m+n
Demonstragao - Note que, da demonstracdo do teorema (4.1), tem-se §'z* < §'z, Vi e
(@, 8) factiveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente. Conseqiientemente, podemos
dizer que ¥ € W, de modo que W define uma localizacao de Z*.
Além disso, considerando-se que § > 0, entao, Vz = (z;) € W, podemos escrever 0 <
%‘-:i, J=1,...,m+ n, donde segue que W é limitado.

Para calcular €(W) em (4.12), devemos resolver o problema:

max {I152)? - 2(8%¢)'=} (4.17)

A fungao objetivo do problema (4.17) é estritamente convexa, e, portanto, a solugao 6tima
¢ alcancada em um vértice de W.

Cada vértice 1 de W tém todas as componentes nulas, exceto a i-ésima componente, que
vale §'2/8;. Substituindo-se z em (4.17) pelo i-ésimo vértice de W, entdo o problema (4.17)

toma a forma:

max {(3'%)? — 2(8:4:)(5'%)} (4.18)
TeW

Observe que o vértice : de W que maximiza (4.18) é aquele que minimiza o produto $;Z;.

Portanto, (4.18) é equivalente a:

(3'2)* — 2(3'2)>  min (&) (4.19)

=1,....m+n

Dai, por (4.12), tem-se:
~2 - Sra2 at 4y 2 af A . R
ENW) = ||Sz||* + (8'2)° — 2(8'2) . min §;3;,
1=1,....,m+n
validando, assim, a primeira parte da tese da proposigao.
Considere, agora, a obten¢do do segundo raio. Para calcular é(W), devemos resolver o

problema:

géi#(é%)fz (4.20)

A solugao do problema (4.20) é, obviamente, o ponto z = 0, devido a nao-negatividade

dos vetores § e Z. Dessa forma, por (4.13), tem-se:
(W) = ||5z* + (5'2)?, (4.21)
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logicamente maior que o anterior, completando, assim, a demonstragao da proposicao. e
Note que, se & > 0 na proposigao (4.1), entdo (W) é menor do que o raio do elipséide
proposto no teorema (4.1), o que implica que obtivemos uma localizacio elipsoidal menor

que a equivalente localizagdo tipo Choi-Goldfarb.

Proposigao 4.2 [12] - Seja 7" djz; = p, dj,p > 0 uma das restrigies de (4.4), ou
uma combinagao linear delas, e considere o elipséide definido no teorema (4.2). Defina a
localizagao W como W = {3: E R TN djz; =p, x> U}. Entao:

5\’ d;z;
~2 = Ly A = _ 1dg
E(W)=|Sz m+n{(dl-) 1 210]}1

EW) = 1S3 + (3'%)" — 2p_ymin 2,

e(W) = min {&(W),&(W))

Demonstragao - Note que, pela maneira como W foi definido, tem-se 2* € W, de modo
que W define uma localizacao de 2. Além disso, Vo = (z;) € W,0 < z; < p/d;, j =
,m + n, donde segue que W é limitado.
Analogamente as consideragées da proposigao anterior, o valor 6timo da fungao objetivo
de (4.17) é atingido em um vértice de W.
O 1-ésimo vértice de W possui todas as componentes nulas, exceto a i-ésima componente,
que vale p/d;. Substituindo z em (4.17) pelo i-ésimo vértice de W, o problema (4.17) toma

a forma:

que é equivalente a

Dai, por (4.12), tem-se:

E(W) = |52 +5° _

1 - m+n

como afirma a primeira parte da tese da proposi¢ao.
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Agora, para obter (W), devemos resolver o problema:

s O2 a0t
nl;ré{{,l(s &) (4.23)

Esse problema pode ser tratado como um problema de mochila continuo, cuja resolucio foi
discutida na secao 3.3.
A solugao 6tima de (4.23) é um ponto que possui todas as componentes nulas, exceto a

k-ésima componente, que vale p/di, onde k é tal que:

(4.24)

o que, por (4.24), da:

. 2 Azt u
min(S“z)'z = min
( ) pj:l ..... m+n dj

donde segue, por (4.13), que:
(W) = ||S%|* + (52)?

Tomando-se o minimo entre os dois raios calculados, obtemos o resultado requerido. o

Observe que, se o conjunto localizagdo W do teorema (4.2) for definido como

m+n
W = {xeRm"'”/Zdjxj:p, v o S Rory > 0.R; >0, jzl,...,m+n},

i=1

Entao, para obter é(W), devemos resolver o problema:
oo 12 02 2\t
I;é%{{”Sx” - 2($%)'z} (4.25)

Observe que podemos acrescentar a constante ”S;c||2 a fungdo objetivo de (4.25) sem

alterar a sua solugao 6tima, ficando, assim, com o problema:
Gra )2 oo 12 G2 At
1;1%%{{”53:” + 15| - 2($%%) '« (4.26)

que € equivalente a
max ||S(z — 2)||? (4.27)

reW
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Observe, ainda, que a solu¢ao de (4.27) é atingida em um vértice de W, devido a conve-
xidade de W e devido ao fato de que a fungdo objetivo é um elipséide, cuja matriz hessiana
¢ definida positiva.

Se v; = z; —rj, tem-se ¢; = 7; + rj,j = 1,...,m + n, de modo que Y7 " d;z; = p
pode ser escrito como ;’;";“ d;(y; + r;) = p, ou, equivalentemente, Z?":;“ d;v; = p, onde
p=p— Y "djr;. Além disso, para cada j = 1,...,m +n, tem-se r; < z; < R;, o que
implica que 0 < 7; < R;, onde R; = R; — 1.

Portanto, o problema (4.27) é equivalente a

max [|S(y + r — £)|’
zeW

onde 5 = ('}‘j)! Tii= (?‘3‘), e W= {7’ € Rm+ﬂ/2?:+ln dJ"TJ' = ﬁao < Y3 = RJ}
Observe que o problema (4.28) pode ser escrito, alternativamente, como:

m+n
max Z 35(7}' +1r;— i‘j)z
reW j=1

Uma solugao de (4.28) pode ser computada com o seguinte algoritmo:
Passo 0 - Seja J = {1,...,m+n} ey =(0,...,0).
Passo 1 - Faca [; = min {f{j, é‘:—} ,Vied

Passo 2 - Obtenha k de modo que s?(lx + rx — k) = max;es{s3(l; +r; — &;)*}

Faca 4 = lx e redefina o vetor p e o conjunto J como p = p — dily, J = J — {k}
Passo 3 - Se p = 0, pare, pois ¥* é 6timo. Senao, retorne ao Passo 1.

Considere, agora, o cdlculo de é(W).
Para obter £(W), devemos resolver o problema:

géi&(é'ﬂa)fz (4.30)

Utilizando a mesma mudanga de varidveis y; = z; —rj, j = 1,...,m +n, o problema
(4.30) é transformado em:

min {($%4)"y + ($%2)'r}, (4.31)

yeEW,

onde vy = (7;), r=(rj), e W = {7 € R™" /YT djy; =p,0<9; < Rj}-
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Observe que o problema (4.31) é o problema da mochila continuo, com limites para as
variaveis, cuja solucio foi discutida na segao 3 do capitulo anterior.

Suponha que as variaveis de (4.31) estdao ordenadas de acordo com:

A2'\ A2A A2 -
3171 S S52%2 S s ‘sm+nxm+n

dl d-; - dm-i—n

j=l,...,m+n,

T W
7y; = min {RJ: lp Z:le k%] } y
;

de modo que
m+n

min {(5'2:%)!'}* + (S&f)t?"} = Z 5357:('7; $ 1)
yEW, j=1
onde 7} € calculado por (4.32).
Combinando esse resultado com (4.13), obtém-se:
. m+4n
EW) =|ISz|I* + (82)° — 2 3_ 8;2;(r; + ;)

3=1
onde 4} é dado por (4.32).
Com isso, podemos computar facilmente o raio do elipséide proposto no teorema (4.2).

Observagao 4.2

1. Note que a expressao para o raio ¢(W) em (4.12) é valida para quaisquer vetores
z, §do R™*", com § > 0, de modo que & e (@, 8) ndo precisam, necessariamente, ser

factiveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente.

Com base nessas consideragoes, podemos obter uma localizagao elipsoidal de z*, 6tima

de (2.1) da seguinte forma:

Sejam Z e § vetores do R™ com § > 0, e considere W C R" tal que z* € W, para todo

z* 6timo de (2.1).

Entao, podemos escrever:

IS =2)I* = 152+ ||1S="||* - 2&'5%2"
15%|1% + ﬂ%{nﬁx”? - 23'8%} = (W),

onde a desigualdade segue de z* € W.
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Portanto, podemos dizer que o elipséide:

E={zeR"/||S(z - z|* < (W)}, (4.34)

onde ¢(W) é definido por (4.33), contém todas as solugdes 6timas z* de (2.1).

Observe que o elipséide (4.34) tem dimensdo menor que os elipséides definidos nos
teoremas (4.1) e (4.2), e pode ser obtido com menor esfor¢o computacional, ja que &
e (i, 3) nao precisam, necessariamente, ser factiveis para os problemas (2.1) e (2.2),

respectivamente.

Note, entretanto, que W C E, pois ||S(z — 2)||? < ||SZ||? + max,ew {||.5~'3:H - 2:?:‘5'%},
Ve e W.

Por isso, a utilizagao do elipsdide assim definido na analise do erro agregacional pode
incorrer em um limite mais impreciso quando comparado com o limite obtido com a

utilizacao do conjunto W.

. Uma expressao mais simples para o raio do elipséide (4.34) pode ser obtida se consi-

derarmos > 0, de modo que:

135G - DIF = I53]° + 132" - 235%"
|15%||? + ||Sz*||?, devido a nao-negatividade de Z,5 e z~

152||? + (5'2%)?, também devido &s restricdes de nao-negatividade

S 2
|SZ||* + ( max 3'z ) , devido a z* € W
zeW

(4.35)
Podemos afirmar, portanto, que o elipséide:

E={zeR"/|5@=- DI < W)}, (4.36)

2

2 1 Oz2 ~t
e(W) = ||Sz||* + (le‘leap;cs :c) (4.37)
contém todas as solugdes Stimas z* de (2.1).

Observe que se W for definido por alguma restricdo de (2.1) ou uma combinagao dessas
restrigoes, entdo, o problema de maximizagdo em (4.37) se confunde com o problema

da mochila continuo, de facil resolucdo analitica, conforme discutido na segao 3.3.
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3. Podemos simplificar ainda mais o raio (4.37), se considerarmos # = 0 em (4.36), de

modo que:

e(W) = max §'z.
zeW

Dai, podemos dizer que o elipséide

E = {]|.§':c|| & max.%tx}
reW

define uma localizagao da solugado étima z* de (2.1).

O teorema a seguir apresenta outra técnica para reduzir o raio dos elipsdéides propostos

no teorema (4.1).

Teorema 4.3 [13] - Sejam & e (4,3),5 > 0, solugdes factiveis para os problemas (4.4) e
(4.5), respectivamente. Seja W C R™t" conjunto convezo e fechado, tal que * € W, Vi~

otimo de (4.4). Entao o elipsoide:
E={z e R™"/|$(z - z,)|l < (W)}, (4.39)
onde z, € a solugao otima unica do problema:

min || Sz|)?
zeW

(W) = (8'2)% — || Sz.|%,

contém todas as solugoes dtimas T~ de (4.4).
Demonstragao - Observe que, para qualquer v € R™*", temos:

I5(&" = )II? S&°|I* + || Sy||* — 2v'$%3"
(8'z%)? + ||8y? — 244 54"
< (82)2 4 |15 - 2+ 5%, (4.42)

onde a primeira desigualdade segue da nao-negatividade de § e %, e a ultima segue de
0 < 8'2* < §'2, Vi factivel para (4.4) , conforme demonstragao do teorema (4.1).
Considere W com as caracteristicas definidas pela hipdtese do teorema. De 2* € W e de
(4.42), tem-se:
15" = I < (3'2)° + max {I157]]* - 29'5%} (4.43)
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Note que (4.43) se verifica V v € R™",
Suponha que 7 é escolhido dentre as solugées do problema:

: o112 t &2
w9 }
_in | gnea,g{IIS'wII 7Sy,

de modo que (4.43) pode ser escrito como

Cif o 2 at A\2 : &2 t &2
I15(2" = II* < (8'%) +7€r;g},,r1mg‘gg;{llx9’rll ~2'75'x} (4.45)

A fungdo f(v,z) = ||Sv||> — 2v'S%z é convexa em 7 e linear em z, e o conjunto W é fe-
chado e convexo, por hipdtese. Supondo-se que o conjunto das solugdes S6timas do problema

max o(z) (4.46)

¢ limitado, onde

¢(z) = min f(v,2), (4.47)

entao, pelo teorema minimaz generalizado (vide [13] e suas referéncias), temos

¥

i = i 4.48
a0 e) = nar 0o ) (4.48)

As condigbes de otimalidade (condigées KKT) para o problema

min {Hfh”? - 27‘5’23:} (4.49)

A'.E‘Rm-fn

resultam em 292y — 2827 = 0, ou, equivalentemente, §§(7j — 5] =0, § =L.omdan
Desde que, por hipotese, § > 0, entdo, v; = zj, j = 1,...,m + n, donde segue que v = z,
na solugao o6tima de (4.49).
Consequentemente, por (4.48), temos:
. ad 2
maxp(z) = —
max p(z) = — min||Sz|%

de modo que (4.45) pode ser escrita como:

I15(&" = I < (8'3) - min || Sz|” (4.51)

Observe que v = z é a solu¢do do problema de minimizagao em (4.51). Dessa forma,

fazendo 4 = z, em (4.51), tem-se:
18(2" - 2.)||* < (3'3)* - ||S=.|I%,
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como afirma a hipdtese do teorema. e

Observe que os parametros raio e centro da localizacao elipsoidal proposta no teorema
(4.3), diferentemente dos elipséides propostos por Choi-Goldfarb, nao sdo fixos, e dependem
de algum conjunto localizagao da solugao 6tima Z*.

Além disso, nota-se da expressdao (4.41), que o raio do elipséide (4.39) é com certeza
menor que o raio do elipsdide proposto por Choi e Goldfarb (vide teorema (4.1)).

As proposigoes a seguir obtém expressoes analiticas para o centro e o raio dos elipséides

propostos no teorema (4.3), a partir de algumas localizagoes de Z~.

Proposigao 4.3 [13] - Considere o elipséide proposto no teorema (4.3) e seja W definido
como W = {:c € R™tm/ Az = b}. Entdo, o centro do respectivo elipsoide é€:

zor = ST2AHAS2 AN b (4.52)

e}(W) = (8'z)? b(AS X b, (4.53)
Demonstracgao - Observe que, da maneira como W foi definido, tem-se &* € W, de modo
que W define uma localizagao de &*. Para obter zp;, devemos resolver o problema:

min {0.5||S'x||2, tal que Az = b} , (4.54)
onde o multiplicador 0.5 foi acrescentado para simplificar expressoes posteriores.

As condigoes KKT aplicadas ao problema (4.54) dao:
525’3{); — /Altu =0

Azg, = b, (4.56)
para algum u > 0, u € R™.
De (4.55), tem-se zo; = S=2Atu, o que, substituido em (4.56) da AS-2Atu = b, donde
segue que u = (AS~2A)~1b,
Dessa forma, tem-se zo; = S~2A!(AS-2A!)~1b, conforme requerido pela tese da pro-

posigao.

Além disso,

||§$01||2
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o que finaliza a demonstra¢ao da proposigao. e

Proposicao 4.4 [13] - Considere o elipséide proposto no teorema (4.3) e sejam os vetores
dy = (AS72AY) "' e dy = —(AS-2AY)~Y(AS)e, para algum (4, §),3 > 0, factivel para (4.5),
ee=(1,...,1) € R™t". Sejam, ainda, UB e LB tais que LB < ¢'t* < UB. Considere a

localizagao W definida como
W = {z € R™"/Az = b,b's — UB < §'z < b4 — LB}

Considere, ainda, que v, indique a proje¢cdo do vetor v sobre o nicleo da matriz AS-1,
Entdo para o centro xop do respectivo elipsoide, tem-se:

(a) Se b'a — UB < —b'd; < b4 — LB, entdo zo2 = Toy

(b) Se —b'd, < b'u — UB, entdo:

Iz = f)“_l |\§_11‘it (d] +

tr t tr btd
bt UB+bd2d2)+bu UB + b'd,

llep|I? lep|I?

(b't — UB + b'd,y)?

llexll?

(W) = (3'2)% — (1521 + | (S2),l* -

(c) se =b'd; > b'u — LB, entdo:

€

a " e R t g o btd
$02=S_]lS_IAt(dl+bu LB—"bd? 2) bu LB+ 2

llex|I? lles|I?

(b'e — LB + btdy)?
llex ||

Demonstragao - Como §'¢* = (A4 — ¢)'a* = b'a — ¢'E*, entao, pela definigdo de UB e

(W) = (5'2)% — ||S2|1* + ||(S2),I* - (4.60)

LB, tem-se b't — UB < §'z* < b'a — LB, o que implica que 2* € W. Portanto, W define
uma localizacao de z*.

Para obter zg; de acordo com o teorema 4.3, devemos resolver o problema:
min {0.5]|Sz|*, = € W}. (4.61)

onde acrescentamos o multiplicador 0.5 para simplificar expressoes posteriores.
Observe que, se zo; dado pela proposicao (4.3) é factivel para (4.61), ele também é 6timo
de (4.61), uma vez que a localizagdo utilizada na proposi¢ao (4.3) é uma relaxagao da lo-

calizagao ora utilizada. Além disso, observando-se que §'zo; = —b'd,, entdo, se b'a — UB <
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—=b'd; < b4 — LB, tem-se que zo, é factivel para (4.61). Dai, podemos dizer que, se
b — UB < —b'dy < b'4 — LB, entdo zo; = z02, 0 que prova a parte (a) da proposicéo.
Considere, agora, as condigdoes KKT para (4.61):

Az =b (4.62)

bi — UB < §'z < b'a — LB (4.63)
S — Ath— (0-))35=0 (4.64)
A3tz + LB — b'd) =0 (4.65)

o(b'a — UB — §'z) =0 (4.66)
A>0, 0>0 (4.67)

De (4.64), temos:
z =872 [Au+ (0 - ))3]. (4.68)

Substituindo (4.68) em (4.62), obtemos @ = (AS 2 At)- [b = (0= X)AS™? ], onde e =
(1”1] = Rm+n_
Utilizando essa expressao em (4.68), obtemos:

-

= SRAASTAY T+ (0 - NS 1= STAASTPANTAS e (469)

Pela proposi¢ao 4.3, o primeiro termo aqui € z¢;, enquanto o segundo termo é igual a
(0 — A)S"lcp, onde e, indica a projecao do vetor e no espago nulo da matriz AS-1 (para
maiores informagoes acerca da operagido de projegio, vide [19]).

Portanto,

z=z01 4 (0 — NS e, (4.70)

e, dai,
§'z = 8'zo + (0 - A)é‘g_lcp = —b'dy + (0 — Ne'e, = —b'dy + (0 — /\)||ep||2 (4.71)

pois, pela definicao de projegao, (e — e,)'e, = 0, donde segue que e'e, = ||¢,||*.
Suponha —b'd; < b4 — UB. Entéo, (4.71) pode ser escrita como §'z < b'ad — UB + (6 —
A)lley]|?. Mas, de z € W, deve-se ter, também, §'z > b'a — U B, donde segue que 0 > 0.
Dai, §'z = b'a — UB por (4.66) e A = 0 por (4.65).

AYAYAY
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Combinando este resultado com (4.71), obtemos 8 = (b'@ — UB + b'd,)/||e,||?, de modo

que, por (4.70):
b — UB + b'd; A
Toz = Zoy + HeH: 25-1e, (4.72)
P

Como e, = [I — §~1A{(AS-2AY)"1AS e = e + $~' Ald,, tem-se, por (4.72):

b'a — UB + b'd, -
S71e
llep]|? g’

bt — UB + bd, - 2. B
e e+ § i)
P

b'a — UB-&-b‘dgd ) bte — UB + b'd,
2

lep]l? lep||?

Zoz SEAAST A

SBA &

= [5,4 (d, "

Observe que:

S AN ASAN

71 [§1 AN AS2 A1 A8 8

§71[1 - (1- 8§ AH(A82 A" 1 A8 8z
$71 [S& — (Si),]

Dai, por (4.72) e devido a ortogonalidade dos vetores e, e S& — ($2),), e utilizando,
ainda, o teorema de Pitagoras, temos:
b'a — UB + b'd,

lepl?

bt — UB + b'd,

ISzoall® = 15 — (52), +

esz

bt — UB + bd,
les 12

ep)!(éi - (Si)p +

llesl|

X X X X ta btd.)?

(5% — (82),)(5% — (83),) + L& ﬁfﬁ;’ 2)
P

(b — UB + b'dy)?

lles|I? ’

— (8%), +

ep)

lexll*

152> = [1(S2),)1* +

donde se obtém
(b'a —UB + b‘d2)2

llesI? ’

eX(W) = (8'2)% — ||S21* + ||(S2),/I* -

o que prova a parte (b) da proposi¢ao.
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Suponha, agora, —b'd; > b't. — LB. Entao, de stz < b'a— LB e (4.71), segue que A > 0.
Portanto, stz = btd — LB por (4.65) e =0 por (4.66).

Dai, de (4.71), obtemos A = —(b'd — LB + btd;)/|lepl|?, de modo que, por (4.70):
bta — LB + b'd, 2) bta — LB + b‘dge

lles|I? llexll®

o2 = .C;Y_l [S_]At (d] +

(btd — LB + b'd,)?

llep||? ’

|15zeall® = [I51* = (58)5 11" +

donde se obtém
(b'a — LB + btdg)z

llep|I? ’

(W) = (8'¢)" — |IS&[* + [|(S2),/I* -
o que completa a demonstragao da proposigao.
Observagao 4.3

1. Seja § € R™*", com § > 0. Seja, ainda, W conjunto localizagido da solugao 6tima z*
de (4.4). Entao, de
§'%" < max$'z
zeW

e da demonstragao do teorema (4.3), podemos dizer que o elipséide
E={zeR™"/|5(z - z,)|* < (W)},
onde z, é a solugao 6tima unica do problema min {||S':c||2, g W}, e
2 -
e2(W) (max é’m) — ISz, |3, (4.74)
zeW
contém todas as solugdes 6timas &* de (4.4).

. A forma (4.74) para o raio do elipsdide é interessante porque nao requer (u, ) factivel
para (4.5), de modo que o elipséide (4.73) pode ser obtido com menor esfor¢o compu-

tacional que o elipséide proposto no teorema (4.3).

3. Note que se W em (4.73) for definido por uma restricio do problema (4.4) ou por
uma combinagdo dessas restrigdes, entdao, o problema de maximizagdo em (4.74) se
confunde com o problema da mochila continuo, de facil resolucao analitica, conforme

discutido na secao 3.3.

A secdo a seguir investiga as localizagdes das variaveis de folga §* 6timas de (4.5).




4.2 Elipsoides Duais

Analogamente ao desenvolvimento feito na se¢ao anterior, podemos definir os elipsdides
duais, aqui chamados os elipséides que contém todas as variaveis de folga $* 6timas de (4.5).

O teorema a seguir caracteriza os elipséides duais tipo Choi-Goldfarb.

Teorema 4.4 [10] - Sejam & > 0 e (4, 8) solugdes factiveis para os problemas (4.4) e (4.5),

respectivamente. Fntao, o elipsoide :

E={seR™"/|X(s-3)| <e}, (4.75)

e’ = (8'3)" + | X3, (4.76)

contém todas as solu¢ées duais de folga §* otimas de (4.5).

Demonstracgio - Observe que, para todo §* 6timo de (4.5), e V& factivel para (4.4) e (a, 8)

factivel para (4.5), tem-se:

IX(E =l = X7+ 11X3)1° — 25' X25"
X 5*|* + || X3||%, devido a ndo-negatividade de 3,2 e §"
345*)? + ]])2'3”2, também devido as restri¢des de ndo-negatividade

i* — &))" + IIX3]1%, devido & factibilidade de (4", 5%) para (4.5)

A

2 Iy
i b

! | X5||?, pois #* é factivel para (4.4)

2 -
)|+ 1|1 X3)?
5'2)% + || X §||%, devido & factibilidade de (4, $) para (4.5)

o que finaliza a demonstragao do teorema.
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Observacgao 4.4

1. As solugdes & e (1,3) factiveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente, re-

queridas para a obtencao do elipséide (4.75), podem ser obtidas similarmente as con-

sideragoes do item 1 da observagao (4.1).

. Se é conhecido UB tal que ¢'3* < UB, entdo, podemos escrever 0 < #'3* < &'(Aa~ —

¢) =u"'b—c't < UB — &%, e, portanto, o raio do elipséide (4.75) pode ser calculado,
alternativamente, como:

et = (UB —&2)* + || X3 (4.77)

. A mesma técnica de reducao do raio dos elipséides primais proposta no teorema (4.2)

pode ser aplicada também aos elipséides duais.

Observe, por exemplo, que 0 < #'§* < #'§ (vide demonstragiao do teorema (4.4)).
Com isso, podemos dizer que o conjunto {s € R™*"/z's < '3, s > 0} define uma
localizagao de §*. Dai, utilizando os mesmos argumentos do teorema (4.2) e da pro-
posigao (4.1), obtemos a localizagdo elipsoidal de 3*:

E = {||X(s — 3|12 < 18212 + (84)* — 2(3'%) . min 5,—@,—} (4.78)

=1,....m4+n

Observe que, se § > 0 em (4.78), entao o elipséide (4.78) é menor que o elipséide

proposto por Choi e Goldfarb (compare com o teorema (4.4)).

. Suponha que é conhecido V C R" tal que s* € V, onde s* é a variavel de folga 6tima

de (2.2). Sejam, ainda, z e 5 vetores do R"*, com Z > 0. Entao, podemos dizer que
0 < z's™ < max{z's,s € V}.

Com isso, podemos afirmar que o elipséide:

E= {s e R/||X(s —3)|? < (%x :efs)2 & J|X§||2} (4.79)

contém todas as variaveis de folga s* étimas de (2.2).

Observe que o elipséide (4.79) tem dimensio menor que o elipséide definido pelo teo-
rema (4.4), e pode ser obtido com menos esfor¢o computacional, uma vez que nao re-

quer a factibilidade de = e (u,3) para os problemas (2.1) e (2.2), respectivamente.

O teorema a seguir, similarmente ao teorema (4.3), propde uma técnica para reduzir o

raio dos elipsdides propostos no teorema (4.4).
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Teorema 4.5 [12] - Sejam & > 0 e (4, §) solugées factiveis para os problemas (4.4) e (4.5),
respectivamente. Considere, ainda, o conjunto V. C R™", de modo que V € convezo,

fechado e limitado, e §* € V, V§* 6timo de (4.5). Entdo, o elipsdide:
E={seR™"/|X(s — sl < e(V)}, (4.80)
onde s, € a solugdo otima unica do problema:

min || X s||?
seV

(V) = (8'2)" — | Xsoll?,
contém todas as solugées de folga §* dtimas de (4.5).
Demonstragao - Observe que, para qualquer 4 € R™*", temos:

IX@E —IF = X+ X — 29 K28
§*)? + || X7||* — 27' X?5%, devido a nio-negatividade de #,3" e

(2"
(215)% + || X7||* — 27 X?5", devido a 0 < '5* < 2'§, vide teorema (4.4)
(2

t8) +ma.x{||X'y||2 27tX2} devidoa 5" € V (4.83)

O problema de maximizagdao em (4.83) pode ser tratado similarmente ao problema de
maximizagao em (4.43), donde resulta a expressdo (4.82) para o raio do elipséide (4.80)
(vide demonstragao do teorema (4.3)). e

Similarmente ao proposto para os elipséides primais, as proposi¢des a seguir utilizam
algumas localizagoes de §* na obtencao de expressées analiticas para o centro e o raio do
elipséide (4.80).

Proposigao 4.5 [13] - Considere o elipséide definido no teorema (4.5), e seja V definido
como V = {b € R™" /A — s = c} onde a matriz A e o vetor ¢ sdo definidos como em

(4.4). Entao, o centro so1 do respectivo elipséide € dado por:
So1 = —X‘lép,
onde ¢, indica a proje¢io do vetor ¢ = Xé no espago nulo da matriz AX', e
e’ (V) = (2'3)" = ll&|I*.
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Demonstragao - Observe que, do modo como V foi definido, tem-se §* € V, de modo que
V define uma localizacao de §*.

Para obter so;, devemos resolver o problema

min {O.5||Xs|]2, tal que Alu — s = é} ;

onde o multiplicador 0.5 foi acrescentado para simplificar expressoes posteriores.

A aplicacao das condigées KKT ao problema (4.84) resulta em:

X%s— =0

AB=0

onde 3 é o multiplicador de Lagrange étimo para (4.84).
De (4.85), segue que s = X~2B. Dai, de Atu — § = ¢, segue que:

Aty — X_Zﬁ e

Multiplicando (4.87) por AX?, vem: ’

(AX?Au — AB = AX%c

o que, por (4.86), da:
u=(AX?AY)TAX%¢
Substituindo (4.89) nas restrigdes de (4.84), obtemos:
%1 ANAXPANTAX - ¢

—(I - AY(AX?AYTAXY)e

X - RAARRAYTAR) K

=

Além disso, || Xso1]|* = ||,|?, de modo que, por (4.82), (V)

afirma a tese da proposicao. e

Proposigio 4.6 [13] - Considere o elipséide definido no teorema (4.5), e seja V definido
como V = {s € R [AY — s =& LB — &% <3's<UB- é‘!sﬁ}. Considere, ainda, que v,
indique a projeg¢io do vetor v no nicleo da matriz AX,e=Xéee=(1,...,1) € R™".

Entdo, para o centro soz do respectivo elipséide, temos:
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(a) se LB — &'¢ < —e'c, < UB — &z, entdo soy = So1;

(b) se —e'c, > UB — ¢'z, entdo:

5 ¢!t — UB —e'c
s02 = X! [(Cx ecp) (emep)—épj‘.

lle = eplf?

¢z —UB - ¢'c,

lle = e

2
) gl

(V) = (89)" - (

(c) se —e'c, < LB — é'%, entdo:
LB — &z + €'

le = esll?

so2 = X~ { (C—ep)—fp]-

ik _\ 2

vy = @y - (LR g,
lle — el

Demonstragéio - Observe que #'§* = #'(A'* — &) = 4*b — é2. Dai, considerando LB e

UB com as caracteristicas definidas pela hipétese da proposigao, tem-se LB — ¢z < #'§* <

UB — &, o que significa que §* € V. Portanto, V define uma localizagao de 3*.

Para encontrar sg; pelo teorema (4.5), deve-se resolver o problema:
- O o112
mip {0.51Xs]1?}, (4.90)

onde usamos o multiplicador 0.5 para simplificar expressdes subseqiientes.

Desde que a localizacao ora utilizada é uma relaxacao da localizacao utilizada pela pro-
posi¢ao (4.5), se so; é factivel para o problema (4.90), entdo so; ¢ também a solugdo 6tima
de (4.90). Observando, ainda, que Z'sg; = —:E‘X_lép = —e'¢,, podemos dizer que, se
LB — &% < —e'c, < UB — &'z, entdo so € factivel para o problema (4.90), de modo que
S02 = So1, O que prova a parte (a) da proposigao.

As condi¢oes KKT para (4.90) sao:
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De (4.93), temos:
= X=7[8+ (0 - N3]
Substituindo (4.98) em (4.91), obtemos:

= (AX2AY) "V (AX%E + (6 — \)b).

Usando esta expressiao em (4.91), obtemos:

= AYAXPAYTAX%e+ (0 — NAYAX2AY) b —¢
= (0- A)A‘(,&f(? A4 X - XAAR AT AR R
= (@—=NAYAXPAY b X6,

onde ¢, representa a proje¢do do vetor ¢ = X ¢ no micleo da matriz AX.

Pela definigao de projegao sobre o espago nulo, tem-se:

AYAX2AY b

XY - (I - XA AX?AYHTAX)e

f(‘l(e — €p),

de modo que, por (4.99), tem-se:

1[(0 A)(e — ep) — &).

Dai,

0< #s = (8- Alle— el - B,

pois e'(e — e,) = ||e — ¢,||?, devido as propriedades de projegao.

(4.101)

(4.102)

Suponha que —e'¢, > UB — ¢'Z. Entao, combinando a desigualdade &'s < UB — ¢'z, da

definicao de V, e a expressao (4.102), obtemos

(0= Nle —ep> — e'e, < UB — &3

(4.103)

Mas, por hipétese,—e'c, > UB — &'z, donde segue que (6 — A)||e — ¢,||* deve ser negativo em

(4.103), o que exige que A > 0.
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Com isso, &'s = UB — ¢'& por (4.95) e, supondo-se UB # LB, tem-se 6 = 0 por (4.96).
Substituindo este resultado em (4.102), obtemos A = (¢4 — UB — €'¢,)/||e — ¢, ||?, e, por

(4.101), tem-se:
)(e“ep)_ép:r‘

Dai:
UB—E&+5%%6_
le = epll

UB — & + e'e, \' (UB - &+ e'c, )
(e e wa) (PRt e

UB — &t t= \2

( e C—Ie-lhf &) lle — e,||* = ||G,]|*, devido & ortogonalidade de e — ¢, e ¢,
P

(UB — &% + e'cy)?

le = epll?

I Xsoal® = |

- ||'§P”2

Portanto, por (4.82), tem-se:

" &% —UB —ete,\2 . _
(V) = (843" — ( ) T

lle = e

o que prova a parte (b) da proposigao.
Agora, seja —e'c, < LB —¢'z. Entédo, devido a factibilidade de s, tem-se 2's > LB —¢'z.

Dai, por (4.102), segue que
(0 = N)|le — e,||* — e'c, > LB — '3 (4.104)
Mas, por hipdtese, —e'c, < LB — &'&, o que implica que (0 — ))|le — ¢,||* deve ser positivo
em (4.104), o que exige que ¢ > 0.
Dai, &'s = LB — ¢'% por (4.96), e, supondo-se UB # LB, tem-se A = 0 por (4.95). De
(4.102), temos 8 = (LB — &'z + €'¢,)/||e — e,||?, o que, substituido em (4.101), da:

N LB — &'z + e'c
802=X_1l p(e—e)wél.
lle — eyl v

Dai, da mesma forma que no caso anterior, por (4.82), tem-se:

LB — &3 + €'c,

lle — el

s%vy:@%f-(

2
) el

o que completa a demonstracdo da proposigao. .
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O capitulo a seguir aborda a aplicacdo das localizagdes elipsoidais que acabamos de

analisar na metodologia de cédlculo do erro agregacional.
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Capitulo 5

Limites a Posterior: e

Localizacoes Elipsoidais

Aplicamos, neste capitulo, as localizagoes elipsoidais abordadas no capitulo 4, a analise do
erro devido a agregagao de variaveis em Programagao Linear.

Uma das formas de se utilizar os elipséides na anélise de erro é tomar W em (3.3)
como um conjunto elipsoidal, com o intuito de se obter uma expressao analitica para o erro
resultante dessa abordagem, o que sera feito na secao 5.1.

Pode-se, ainda, utilizar os elipsdides na constru¢ao de localizagGes tipo caixa para aplica-
¢ao no célculo de limites superiores para z*. Esse é o assunto da secao 5.2.

Por fim, a secao 5.3 apresenta um estudo numérico para avaliar a qualidade dos limites

obtidos com a aplicacao das localizagoes elipsoidais na andlise do erro agregacional.

5.1 Analise de Erro sob Localizacao Elipsoidal

Considere a localizagao W definida como W = {sc/||.§'(a: —-3)|? < 62}, obtida por alguma
das técnicas expostas no capitulo anterior.

O célculo do limite a posteriori dado por (3.3) requer a resolugdo do seguinte problema:

max 3% 6;;

sa. |15z -2) <e 54

onde §; = ¢c; — u' A7, para algum & > 0, & € R™ e A’ indica a j-ésima coluna da matriz de
J J » P g i

restrigdes do problema (2.1).
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A resolugdo do problema (5.1) é facilmente obtida com a utilizagdo das condigdes KKT,

que dao:

§—2)8*(z-%)=0 (5.2)

N(z — )5%(z—%)—€Y] =0
Multiplicando (5.3) por (z — &), tem-se:
8z — &) — 2\(z — %)'8%(z — %) = 0
o que, por (5.3), d& é'(z — ) — 2Ae? = 0, donde segue que:

8z — %)
2e?

E evidente que A # 0, pois a restri¢io elipsoidal deve estar ativa, de modo que, de (5.2),

A= (5.4)

tem-se:

(5.5)

o que, por (5.4) da:

(5.6)
Multiplicando (5.6) por &*, tem-se:
[6'(z — £)]? = £26'5726

e, dai,

8z — ) = e(6'5726)"/?

o que implica que o valor étimo da fungao objetivo do problema (5.1) é

m g\ 1/2
'z =6%+e¢ Z (%)
i=1 'sj

Dessa forma, tomando-se a localizagao W = {x/||.§'($ - )2 < 62}, o limite UB(u, W),

dado por (3.3), é calculado como:

i x3+5{26/53)] , (5.7)
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onde §; = ¢; — u'A’, para algum @ > 0, @ € R™.

Por outro lado, se §; =0, Vj =1,...,n, entdo (5.1) nao tem solu¢io 6tima tinica, mas,
nesse caso, a sua funcao objetivo étima é nula.

Dessa forma, o limite (3.3) se torna z* < @'b.

Dai, se tomarmos u = U*, entao por (2.10) podemos escrever U*b = Z* < z* < U*tb,
donde segue que z* = U*'b, e a solugdo desagregada obtida da solugio 6tima de (2.6)
¢ também dtima para (2.1).

Portanto, podemos concluir que, utilizando-se localizagdes elipsoidais, o problema de
maximizagao em (3.3) tem solugdo Gtima tnica, exceto para o caso trivial onde §; = 0, Vj =
l,...,n, caso em que a solugdo do problema agregado, quando desagregada, recupera a
solugao do problema original.

Isto significa que O(u) em (3.14) é diferenciavel em u = U*, e nés podemos decrescer
o limite (3.3) por alteragdes no vetor dual (vide secdo 3.2, onde foi proposto um processo
iterativo que trata dessa abordagem).

Considere, agora, que o centro & do elipséide seja a solugdo factivel obtida da desa-
gregagao da solugao d6tima do problema agregado, e que u = U*. Considere, ainda, que g
indique a matriz peso, com estrutura bloco-diagonal, formada pelos elementos dos vetores
peso utilizados na obtengao do problema agregado.

Entao:
8'z (c— A'U™)'z
' — U™ Az
ctgX™ — U™ AgX™, pela definigio de desagregacio
¢ X™ —U™AX", devido & construcio do problema agregado
(= A'U) X"

0, pelo teorema das folgas complementares

Dessa forma, a expressao (5.7) se torna, simplesmente:

Z S ﬁtb+ E [i(éj/gj)zl 2 3

i=1

onde §; = ¢; — U™ A7 e A’ indica a j-ésima coluna da matriz de restri¢des original.
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Observagao 5.1

1. Observe que o calculo do limite (3.3) é definido no espaco R”", e alguns dos elipséides

descritos no capitulo 4 sao do espagco R™*".

Entretanto, a utilizagao desses elipsdides ndo resulta em qualquer dificuldade na re-
solugao do problema de maximizagao em (3.3), que pode ser escrito como:
5 .
max )% 6;%;

5.9
S.a. zeW =3

onde W é um elipséide do R™*",

Se & € R™™ é a solugao étima de (5.9), entdo, podemos dizer que z; = 0, j =
n+1,...,m + n; as outras componentes de & podem ser calculadas similarmente ao

problema (5.1).

2. O vetor 5§ desempenha papel significativo na computagido do limite (5.7). Esse vetor

influi no calculo do raio do elipséide, de modo que, quanto menor o valor das com-
ponentes de §, menor o raio do elipséide resultante (vide capitulo 4). Por outro lado,
nota-se, da expressao (5.7), que valores pequenos para as componentes de § tendem a

aumentar o limite para z*.

Existe, portanto, um valor 6timo para o limite (5.7) em fungao do vetor § utilizado no

seu calculo.

Se o vetor § nao precisa ser factivel para o problema (4.5), como acontece com alguns
dos elipséides abordados no capitulo 4, entdao é possivel definir suas componentes 3;

em fungao de ¢;. Podemos, fazer, por exemplo:

(5.10)

B min;=1,.» {6;}, seéd; <0
S5, =
? 6; se §; > 0

Essa abordagem nao garante, entretanto, que o limite (5.7) seja minimo. Outras es-
colhas de § sao possiveis. De fato, pode-se utilizar uma abordagem heuristica para
minimizar o limite (5.7) em fungdo do vetor §. Nao desenvolveremos essa abordagem
aqui. No entanto, maiores detalhes sobre algoritmos heuristicos podem ser encontrados

em [22].
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5.2 Localizagoes tipo caixa

Aplicamos, nesta segao, as localizagoes elipsoidais na construgao de localizagoes de z*, 6timo
de (2.1), do tipo:
W={zeRl;<z;<L;, j=1,...,n} (5.11)

e localizagoes de s*, 6timo de (2.2), do tipo:
V:{.‘SERR/TJ'SS:;SRJ', j=1,...,n} (512)

A localizagao (5.11) sera aqui chamada de localizag@o primal tipo caiza , enquanto (5.12)

sera referida como localizagdo dual tipo caiza .

5.2.1 Localizagao primal tipo caixa

Observe que localizagdes do tipo (5.11) podem ser obtidas facilmente das restri¢des de (2.1)
se considerarmos [; = 0 e L; = minj=y, . {f";, bi,ai; > 0} o o= by auei¥h

Entretanto, esses limites para as varidveis podem se tornar mais precisos quando con-
sideramos as localizacoes elipsoidais e um corte para o valor da fungdo objetivo. As pro-

posigoes a seguir discutem essa abordagem.

Proposigao 5.1 [10, 12] - Considere o conjunto elipsoidal E = {x e R™/||S(z - 2)||* < 62},
obtido por alguma das técnicas da se¢do 4.1, com centro & tal que A% = b. Considere, ainda,

para cada 1 = 1,...,m + n, os problemas:

min el
s.aa. ||S(z — &) < €2

onde e; € R™t™ € o i-€simo vetor unitdrio.

Entao, a solugao étima x; do i-ésimo problema (5.13) é como seque:

t 2\2
(etPjg-1€)
= - As-1 At
T, =T —€ CSPA_E;-HC,'—;;'-",—, SBCPA_.;_lC{)U,
¢'Pjsc

—ze )\‘ t s . ~t — .
T; = &; — €y\JejPjs-16i, se &€ Pjze; <0,

onde Pﬁg_.l = 5'2[1 — /it(/isv—2/it)—1 AS'—?]-

63
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Demonstragao - A Lagrangeana associada com (5.13) é:

L(x,\,,0) = ez + X [(z — )'5%(z — &) — €?] + @'(Az — b) + (&' — &'z)

As condigoes de otimalidade de primeira ordem (condigées KKT) para (5.13) dao:
e; + 205%(z — ) — ¢ + A'Q
N(z — 2)t8%(z — &) — €]

0('z — &'2)

Multiplicando (5.16) por z — & e observando que A(z — &) = 0, obtemos:

obtemos
b Al

A=
2e?

Multiplicando (5.16) por AS~2, tem-se:
o= —(AS 2AY) T AS % (e; — 0¢)
De (5.16), temos:
NE —z) = S7YAh + e — 08)
= Pjg-1(ei —0¢),

onde P;s, = S~2[I — AY(AS-2AY)-1A5-7).

Multiplicando (5.21) por ¢', obtemos:
0 2 2/\(’?(& — x) — E’PAS_,e{ — 8&‘}3@3_16. (5.22)

Se ¢'Pjs-1e; > 0, entdo, segue de (5.22) que § > 0, e, portanto, pelas condigdes de

11 . i
complementaridade, tem-se é(& — z) = 0. Entao, de (5.22), temos 6 = %ﬁsﬁ.
Ag§-1¢

Substituindo as expressoes para A e § em (5.21), vem:

o[ Ei—Zi) . ¢'Pysrei,
2( 522 )(a:—:c)—PAS_l (e,— é‘P,qg_léc)'

Multiplicando (5.23) por €!, tem-se:

(33:' = 37;‘) (i‘, _ ;I,‘,') > 6EP/’1.§—1€" —

62

(efPjg-1¢)°

At - -~ bl
¢ PraaC
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pois Pjs-1 € simétrica e, portanto, efPj;5_,¢ = ¢'Pjz_,e;.
t 2
! BT e i L :
Dai, (#; — z:)? = €? |e!Pjs-.€; — (e Pas=197 | qonde segue que:

GPg1¢

(€iPjs-1¢)?

At . -~ .
¢tPsis

Ty =T — E\Je“-Pjg_,e; -

Suponha, agora, que ¢'Pj4_,¢; < 0, e que relaxamos a restricio é'z > ét¢ em (5.13), ou,
equivalentemente, ponha § = 0 na Lagrangeana.

Entao, similar a (5.21), obtemos:
2/\(5& — ."L') = PAS—1ef (5.24)

Observe que, A > 0, pois a restrigao elipsoidal deve estar ativa.

Multiplicando (5.24) por ¢, da hipétese de que ¢ Pj;s-,¢; < 0, segue que ¢'z < &'Z, o que
implica na factibilidade da solugdo do problema relaxado para o problema (5.13).

Portanto, desde que a solugdo do problema relaxado é factivel para (5.13), entdo pode-
mos afirmar que ela é também a solu¢ao 6tima de (5.13).

Dessa forma, multiplicando (5.24) por e! e substituindo A, obtemos:

ii — Ty n _ tp. .
2 ( 5e? ) (Zi — z:i) = e; Py,

donde segue que z; = ; — €y/e{P;4-1€;, como afirma a tese da proposigao.

Observe que, para que a solugdo do problema (5.13) esteja bem definida, é necessario
que os termos da raiz quadrada de (5.14) e (5.15) sejam nao-negativos.

Para mostrar que isso sempre acontece, provemos, antes, que a matriz P;s_, é definida
positiva, ou seja, ' Pz z > 0, Yz € R™" z # 0.

Note que, Vz € R™*", temos:
2 Pisaz =287 — 'SP AY(AS2A) " AS %
Seja y = $~'z. Entdo, de (5.25):

t
z'Pss sz

y:

Seja K = AS1, Dai, de (5.26), tem-se:
z'Pisz = y'[l - K{(KK') ' Kly
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Observe que, como I — K'(KK')"'K indica a matriz de projecio sobre o micleo de
K, entao y'[l — KY(KK')"'K]y > 0, Yy € R™*",y # 0 (vide propriedades das matrizes
de projegao em [19]). Portanto, z'Pis_,z > 0, Vo € R™", z # 0, de modo que P;;-,
¢ definida positiva e admite uma decomposi¢ao de Cholesky da forma P;3-, = L'L, onde
L é triangular superior (vide [19]).

Dai, tomando-se v = Le; e u = L¢, tem-se:
(&'Pig-1€:)®

TR
&' PryqC

(e!LtLé)?
CMLLe
Jof? - &)

|2
[u|?[lv]|* = (v'u)? = 0
[|u]|? -

ethLe,-

t = I Q—
e;Pis1€;

devido a desigualdade de Cauchy-Schwarz [19], o que mostra a positividade do termo sob a
raiz quadrada em (5.14).

Da mesma forma, em (5.15), temos e!P;5-.1e; = etL'Le; = ||v||* > 0.

Observe o que acontece, agora, quando ¢*Pjz_.e; <0 e c'Pjg_,¢ = 0. Nessas condigdes,
devido as propriedades das matrizes de projecao, ‘tem-se que y = S§-1¢¢é ortogonal ao nicleo
da matriz K = AS~', o que implica que Jw tal que y = Kw, ou seja, $-1¢ = §~'Aw, ou,

equivalentemente, ¢ = Aw, para algum w € R™*". Dali,

(5.27)

&d = w'Az = w'b (5.28)

at A

de modo que podemos desconsiderar a restrigdo ¢'z > ¢'Z em (5.13), o que significa tomar
6 = 0 na Lagrangeana.

Dai, multiplicando (5.24) por ¢ e utilizando (5.27) e (5.28), tem-se éPjs-1€; = 0, 0 que
contraria nossa hipétese de que ¢Pj;s_,e; < 0, de modo que as situagoes ¢P;z_.e; < 0 e
¢'P;s-1¢ = 0 ndo podem ocorrer simultaneamente.

Portanto, com base nessas consideragoes, podemos dizer que as expressoes (5.14) e (5.15)
estao bem definidas, finalizando, assim a demonstragao da proposi¢ao. e

Considere, agora, a obteng¢ao de limites superiores para *.

Proposigao 5.2 [10, 12] - Considere a localizagdo elipsoidal £ = {x e R™/||S(z — 2)||? < 62}

obtida por alguma das técnicas propostas na se¢do 4.1, com centro & tal que Az =b. Entao,
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para cada i =1,...,m +n, a solugio dtima 7 do problema:

max elz
s.a. ||S(z—2)|? < ée?

€ como segue:

~t AY
(¢ Pjss-16;)
- S—1%1 at
LL‘j- =z —+—€J BEPAS._IC" = “-a‘tjg—é, se C PAS‘;_le,‘ < 0,
A§—1

A ot 4
i =& + s\/m, g€ Pygat 2 0

onde Pjs_, € definida como na proposi¢io (5.1).
Demonstragao - A Lagrangeana associada com (5.29) é:
L(z,@,),0) = elz — X [(z — £)'5%(z — &) — €?] + 4'(Az — b) — 0(&' — &'z)
Da mesma forma que na proposi¢ao (5.1), obtemos:
A= (x‘- — i")/QEz,
i@ = —(AST2AYTAS2(0¢ + ¢), e
2Mz —2) = Pga_i(e:+0¢),
onde Pjs., = S72[I — AY(AS~2AY)1AS-).
Multiplicando (5.34) por é', obtemos:
0<2\z—2)=¢&"Psgnei+ 08 Pss e (5.35)
Se ¢'Pjg-1e; < 0, entdao deve-se ter § > 0. Dai, pelas condigdes de complementaridade,

A s &P e e
tem-se é'z = ¢'&, donde segue, por (5.35) que 0 = —Cc—,;,ﬁ;%
T

Substituindo as expressées de A e § em (5.34), e multiplicando o resultado por e, tem-se,

analogamente a proposigao (5.1),

(zi — &)’ =€ (ef‘PAS—lei -

(¢'Pjs-1 6«)2)

e
il 2

’ i HP a1 6:)? .
Dai, z} = &; + 6\/cfpi§_1€,- - {C—.,ASL.], o que demonstra a primeira parte da pro-
# c PAS_]C

posicao.
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Considere, agora, que é'Pjs_.€; > 0 e que relaxamos a restrigao ¢'z > é'Z em (5.29), ou,
equivalentemente, ponha # = 0 na Lagrangeana.

Entao, similar a (5.34), obtemos:

2Mz — &) = Psg-1(ei)

+

Observe que, se A = 0, entdo, por (5.20), tem-se z] = ;.

Considere A > 0 em (5.36). Entdo, da hipdtese de que ¢'P4z-,e; > 0, segue que &z > &1,
donde se observa que a solu¢io do problema relaxado é factivel para (5.29), e, portanto,
também é étima para (5.29).

Dessa forma, multiplicando (5.36) por ef, e substituindo a expressao de A, obtemos

= &; + €\/e!Pj -, €;, conforme requerido. Note que essas solugoes estdao bem definidas
por que a matriz Pj5-, é definida positiva, completando, dessa forma, a demonstragao da
proposicao. e

Com os resultados fornecidos pela proposigdes (5.1) e (5.2), o conjunto (5.11) é facil-
mente construido. Basta fazer [; = [z7]* = max {0,3:}7} elij=zf, j=1...,m+n

A localizacao (5.11) pode ser utilizada diretamente no célculo do limite (3.3) ou pode
ser utilizada em conjunto com outra localizagao.

Podemos, por exemplo, acrescentar a localizagao (5.11) a i-ésima restrigao do problema

original, ficando assim com a localizagao:

Wz{xER"/Za;j:chb;, ;<z;<Lj; j=1,...,n, ealgumi¢ {l,...,m}

s=1

(5.37)
Podemos, em seguida, utilizar a localizagao (5.37) no cdlculo da expressao (3.3), resul-

tando, dessa abordagem, o seguinte problema:

max Y7, 6;z;
s.a. iy ai;z; < b, para algum i € {1,...,m} (5.38)

L<z; < L;, 3=1,...,n

que é facilmente transformado no problema da mochila continuo com limites superiores para

as variaveis, se tomarmos, em (5.38), y; = ¢ — J — [}, ficando, assim, com o problema:

max Y7oy 85y; + 2o 65l
sa. Yoy aiiy; < by — Y7 aijl;, para algum ¢ € {1,...,m} (5.39)
Ugyj < Lj_gja jzla"':n
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cuja resolugao foi discutida na secao 3.3.
Outra alternativa seria utilizar a localizagao (5.11) juntamente com uma restricao do

tipo ¢z < UB, onde UB ¢ tal que c'z* < UB, obtendo, assim, a localizagao:

W:{JEE'R“/ZC_;IijUB, fjsijLj, 25 2 0, j=1,...,n} (540)

i=1
A utilizagao da localizagao (5.40) em (3.3) d4 origem ao seguinte problema:

max Y7, 6;z;
sa. Yy ciz; <UB (5.41)

i=1
Lga sl 0= Lot

Considere y; = z; — l; em (5.41). Com isso, o problema (5.41) pode ser reescrito como:

max YU, 8;y; + >0 655
S.4a. Z?:l C.?yj S UB - Z:_?:l CJIJ (5’42)
0<y; < Ly—Lby 7= 15,0050,

¥

cuja solugao é facilmente computada de acordo com as consideragoes da secao 3.3.

Observe que o calculo de limites superiores para z* utilizando essa iltima abordagem
pode ser feito iterativamente. De fato, se se conhece um valor inicial para U B, entao, pode-
se utilizar esse valor em (5.41) e computar um novo valor para UB por (3.3). Em seguida,
podemos utilizar esse novo valor de UB em (5.41) e recalcular o limite por (3.3). Esse
processo continua até que o valor de UB permaneca inalterado.

Entretanto, nao podemos garantir a convergéncia de UB para z*. Note, porém, que
esse processo pode resultar em um melhoramento significativo para o valor de UB (vide

resultados dos testes computacionais na secao 5.4).

5.2.2 Localizagao dual tipo caixa

As proposigoes a seguir consideram a obtencao de localizagoes duais tipo caixa a partir dos

elipsdides duais.

Proposigao 5.3 [10] - Considere o conjunto elipsoidal E = {s € R™"/||X(s - 3)| < 5},

obtido por alguma das técnicas descritas na se¢do 4.2. Considere, ainda, para cada 1 =

l,...,m+n, os problemas:
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min els

s.a. || X(s—3)|?<e?
s=Atu—¢
btu < b'u

Entdo, a solugio otima s; do i-éstmo problema (5.43) € como segue:

_ B(AX2AY)-1 Ae;
bt(AX2At)-1b

i —e\leffi‘(/ﬁiX2/i‘)‘1 (/ic,-

sy =8 — E\/efz-’i‘(/i)pfi‘)—llee{, se b'(AX?A")™! Ae; > 0.
Demonstragao - A Lagrangeana associada com o 2-ésimo problema acima é:
L(u,s,,7,0) = els + A [(s = §)'X?(s — 3) — €?] + 7(s — A'u+ &) + o(b'u — b'dd).
As condi¢oes KKT para (5.43) sao:

e + 1 + 2A[X?(s — §)]
—Ar + ob

ob'(u — 1)

A (s — 8)'X%(s — 3) — €7
A>0, 020

De (5.45) e de (5.46), tem-se:
wt(s — 8) = mAl(u — i) = obl(u— 1) =0
Multiplicando (5.44) por (s — §), temos:
si— &+ mi(s—8)+2\(s — 5)X* (s —5)=0.

Portanto, por (5.49) e (5.47), obtemos s; — 3; + 2Ae? = 0, donde segue que:

A 2¢e2

Agora, multiplicando (5.44) por A, tem-se:
Ae; + ob+ 22AX?A(u — ) = 0

70

AVA
AVAVEY

cm 1 2 3 4 5 6 d unespwll 12 13 14 15 16

b), se H(AX2AY) " Ae; <0,

17

18



Dai,

Multiplicando (5.51) por b, vem:
0> (u— i) = 5B (AX?4) 7 (dei + o)

Portanto, se b'(AX2A!)~! Ae; < 0 em (5.52), deve-se ter o > 0.
Entdo, por (5.46), tem-se b'(u — @) = 0, de modo que, por (5.52),
_B(AX2AY) Ae
= T ARIA)

Dai, de (5.51), temos:

2 .. R tAX?2 A1 Ae:
U—U=—- = (AX2AYH~! (Ae;- .. (A‘AXAA,) L‘b)
Si — 8i bt(AX2AY)-1b

Multiplicando (5.54) por efle“, tem-se:

<&.2

LAl — 1) = — A (AKX AY (A _

L H S

b(AX2AY)1 Ae; b)
bt(AX2At)-1b
que € equivalente a

2 A . b‘z&X?At_lzji;
el(s—s) = :jﬂ—efAt(AXzAt)_l (Ae,- . ~ ) c b) ,
8i — 8i bt(AX2AY)-1b

ou seja,

e (e B(ARPAY A
(;1 _ “5")2 — 5‘2 e::At(AXZAt)—l (AB; _ ( > .) € b)] ,
b(AX2AY)-1b

donde segue que:

bt(A.XA'Z:‘i!)_lﬁﬁ,‘ b)
bt(AX2AY)-1b

s; =8 — E\J et At(AX2AY)1 (z‘iei -

o que demonstra a primeira parte da proposigao.

Considere, agora, que b'(AX2A!)~'Ae; > 0, e suponha que relaxamos a restrigio b‘u <
b'i em (5.43), ou, equivalentemente, suponha o = 0 na Lagrangeana.

Entéo, de (5.51), segue que:

62

U—10=—= _(Aj(z/it)_lﬁeg

S — 8¢
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dai, como §; — s; > 0 em (5.55), e da hipétese de que b‘(z‘ikzﬁt)“lﬁe; > 0, multiplicando
(5.55) por b, segue que b'u < bi.

Logo, como a solugao s; do problema relaxado é factivel para o problema (5.43), entao,
ela é também 6tima para (5.43).

Dai, multiplicando (5.55) por ef/i‘, obtém-se:
et A (AX?A") ! Ae;

que € equivalente a

-

IAAR A Ax,
ou seja,
3 —s:)? = 2t AHAX2 AN Ae;
(8i — s1) iAY( )" Aei,

donde segue que:

s; = §; — g\/efﬁt(ﬁﬁiﬁf)-lﬁe;,

1
completando, assim, a demonstracao da proposi¢ao. e

A proposi¢ao a seguir considera a obtengao de limites superiores para §*.

Proposicao 5.4 - Considere o conjunto elipsoidal E = {3 e R™" /|| X (s — 3)| < E}, 0b-
tido por alguma das técnicas descritas na se¢io 4.2. Considere, ainda, para cada 1 =

l,...,m+n, os problemas:

max els

sa. | X(s—3)|* <€
s= Atu —¢
btu < bt

Entdo, a solugdo dtima s} do i-ésimo problema (5.56) € como segue:

5 i i (efﬁz(ﬁjzﬁz)-%)z
S: = 'y i . 1 C" = . -
' bt(AX?2AY)-1b

, se B(AX2AY ! Ae; > 0,

st = & + e\t Al AX2At)1 Ae;, se bY(AXPAY Ae; < 0.
Demonstragao - A Lagrangeana associada com o i-ésimo problema (5.4) é
L(u,s,\,7,0) = eis — A [(s —8)'X%*(s—38) - 62] + (s — Atu + &) — o(b'u — b'a)
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Da mesma forma que na proposigdo (5.43), obtemos:

i

A=
2e?

A_L“z‘:q‘,_
u u—Q/\(AXA) (Ae; — ob)

Multiplicando (5.58) por b, vem:

0> b(u—a)= %b‘(ﬁf(?,ﬁi‘)“(ﬁei — ob) (5.59)

Portanto, se bt(;lf@/it)‘lfle; > 0 em (5.59), segue de ¢ > 0. Dai, das condigoes de
complementaridade, tem-se b'u = b'd, donde segue, de (5.59), que o = %.

Dai, utilizando as expressoes obtidas para A e o em (5.58), tem-se:

62

-

_5;

i (1 B(AK2AY A
(AR 44 (Ae‘-— Ll ) eb)
bt(AX2At)-1b

Multiplicando (5.60) por e!At, vem:

(5i — )% = 2l AU AR?AY)! (A

b‘(AX%‘)"‘/let—b)
BAX2ZAN-1b )’

donde segue que

(et At(AX2At)-1b)?
bH(AX2At)-1b

sf = é,‘-i-sd et At(AX2At)1 Ae; — A
completando, assim, a demonstra¢ao da primeira parte da proposigao.

Considere, agora, b*(,&f(?ﬁ )_1146,; < 0, e suponha que relaxamos a restrigio b'u < b'd
em (5.4), ou, equivalentemente, suponha o = 0 na Lagrangeana.

Entao, de (5.58), segue que:
sl = 51;(,4;22,@)—1,46,, (5.61)

Como, por hipétese, b'(AX2A")~1Ae; < 0, entdo, multiplicando (5.61) por b, tem-se
blu < b'i, donde segue que a solugdo 6tima do problema relaxado é factivel para (5.56), e
portanto, é também 6tima para (5.56).

-

Dai, multiplicando (5.61) por e!A?, vem:
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donde segue que:

§; = 5" -+ E\/effit(AX;ZAt)_l/ie",
o que finaliza a demonstracao da proposicio. e
A localizagao (5.12) pode ser obtida facilmente do resultado das proposigoes (5.3) e (5.4).
Basta fazer r; = [s7]* = max{[],sj'} eR; = .5_7-+, j=1,...,n.
Dispondo da localizagao (5.12), se tomarmos os vetores s~ e s do R", dados por s~ =
([s7]7) e st = (s]), entao, com base nas restrigbes do problema (2.2), temos Au* < ¢+ s™.

Como s~ < s* < s*, entdo, podemos escrever:
c+s” <AW" <c+sT, Yu* 6timo de (2.2) (5.62)

Observe que a expressdao (5.62) define uma localizagdo de u* e pode ser utilizada para
orientar a busca por solugbes duais a serem utilizadas no célculo do limite (3.3).
Podemos, por exemplo, considerar, similarmente a abordagem proposta na secao 3.2, o

vetor u que resolva (aproximadamente) o problema:
min{UB(u,W)/c+s™.< A'u < c+ st} (5.63)

Para simplificar o problema (5.63), podemos considerar somente uma restri¢io do sistema

(5.62) na definicao da localizacdo de u*. Com isso, o problema (5.63) pode ser escrito como:

min{UB(u, W)/e;+s; < Zalju‘- <c+ sj’} , para algum j € {1,...,n}. (5.64)
i=1

e pode ser tratado pelo processo iterativo sugerido na se¢ao 3.2

5.3 Exemplo

Passamos, agora, a exemplificar os conceitos desenvolvidos anteriormente, considerando o

problema abaixo, extraido de Zipkin [1]:

max 2.5zy + 3z + dx3 + Sy
s.a. 4z; 4+ 5z9+ Tzz + 1024
T+ 2x9 + 3 + 214

T1,T2,T3,T4 2 0

que tem solugdo dtima z* = (32,0, 3,0), o que dd z* = 32.
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Tomando a partigao o = {{1,2},{3,4}} e os vetores peso g' = g2

problema agregado é dado por:

max 2.75X; +4.5X,
s.a. 4.5X; +8.5X,
1.5X; + 1.5X,
X120,X,2>0

A solugao 6tima de (5.66) é X* = (2,6), e, conseqiientemente, Z* = 282. O dual do
problema (5.66) tem solugao U* = ;(21,25).
Uma solucao desagregada z, obtida da desagregagao de peso fixo de X*, é dada por

Z; =gk X7,5 € S, k=1,2, ou seja,

I, = Q}Xf
I, = g3X;
I3 = ¢;X;

B3 B3 B3| B =
X X X XK
S Y Wi W
W W W= wie

2w ol
Ty = g3X3

Observe que z = (3, 3,3,3) ¢ factivel para (5.65) e

nl‘!-
B
I
]
oo
@l

= /~, conforme afirmam a
proposi¢ao (2.1) e o corolario (2.1).
Obtivemos, desse modo, um limite inferior para z*. Consideremos, agora, a obtengao de

limites superiores.

487 487487 48

Nos calculos a seguir, consideraremos o vetor §, dado por § = c— AU~ (“ 1L 20 E).

Considerando-se a parti¢do & = {1,2,3,4}, e os nimeros p, e d;,j = 1,2,3,4 tomados
da primeira restricao do problema (5.65), entdo, o limite (2.17), proposto por Zipkin [1],
¢ dado por:
K «t A7 F
c; — U"A
U:tb + z qu [J—l Pk

k=1J€ESK dj
5 11 20
282 {55570 36,0} %54
6 T,02% 192’ " 336" S *°
— 32,0476

Suponha, agora, que tomamos os nimeros pi, e d;,7 = 1,...,4, da segunda restricao do

problema original. Dai, por (2.17), temos:

K : ttAj 2
z‘§U%+EmwF_i_lm

k=1J€SK d;

5
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5 11 20
285+ mex, {550, g0 % 10

5 20
98~ 4+ ==
86+48X10

33

Dessa forma, a utilizagdo da primeira restri¢do de (5.65) resulta em mais precisao para
o limite proposto por Zipkin. Para computar os limites (2.18) e (2.21), propostos por
Mendelsohn[4, 5] e Taylor/Shetty[5], respectivamente, podemos aplicar a Busca de Fibonacci
aos problemas de minimizagao dessas expressoes. Nao descreveremos aqui esse processo de
busca. Deixamos, entretanto, como referéncia, os textos de Bazaraa[l7] e Luenberger[18],
onde se pode encontrar uma descricao detalhada desse algoritmo.

Tomando-se os nimeros p; e d;,7 = 1,...,4, da primeira restri¢dio do problema original,
entdo, aplicando-se a Busca de Fibonacci aos problemas de minimizagao em (2.18) e (2.21),
obtemos 2* < 32,0004 com 6* = 0,96, para o limite de Mendelsohn, e 2z* < 32, com
®* = —0,0021, para o limite proposto por Taylor/Shetty.

Da mesma forma, se os numeros pi e d;,J ='1,...,4, forem tomados da segunda res-
tri¢do de (5.65), entdo, como resultado da Busca de Fibonacci, obtemos z* < 32,1860, com
0* = 1,1162, para o limite de Mendelsohn, e z* < 32,07221, com ®* = 0,001074, para o
limite de Taylor/Shetty.

Considere, agora, a aplicagao do algoritmo proposto na segao 3.2.

Tomando-se u® = U* e o conjunto W definido pela primeira restrigao de (5.65), entao, o

problema (3.14) se torna:

11 11 20 20
18%1 — 3g%2 1 35%3 — §3T4

4z, 4529 + Tz + 1024 <
1:1:201 1.:1,...,4,

cuja solu¢ao é o ponto #° = (0,0, %,3,0). Dessa forma,

2 4 2
UB(‘U.G,W) ZU?b{+Zij(Cj —Zufa,-j)
=1 i=1 1=1

5 54 20
2864—?}(@

32,0476
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Por (3.16), temos:

4
Vu,.UB(u", W) = b" - Z:ngff?, 1= 1,2,
=1

3 54 —7 x 3 0
V. UB(u®, W) = =1 .
10— 7

Dali, se fizermos u(p) = u® — pV,UB(u°, W), de modo que u(p) > 0, entdo, aplicando

e, portanto,

a Busca de Fibonacci ao problema min,sou(,)>0 {UB(u(p), W)}, obtemos p* = 0.009113
e 2 < UB(u(p*),W) = 32. Observe que é impossivel melhorar esse limite com mais
iteragdes do algoritmo, pois o limite obtido é igual ao valor étimo da funcdo objetivo do
problema original. Entretanto, essa situagao nem sempre acontece na pratica. Nesses ca-

! = u(p") e reiniciar o algoritmo até que o valor de UB(u(p*),W)

sos, podemos tomar u
permaneca inalterado.
Considerando, agora, o conjunto W definido pela segunda restricio do problema (5.65),

o problema (3.14) se torna:

11 11 20 20
max gT1 — ggT2 + 5%3 — 33%4

s.a. T, + 229 + 23 + 214
2, >0, i=1,...,4,

cuja solugao é o ponto #° = (0,0,10,0). Com isso,
2 4 2
UB(w,W) = Y ulbi+> &i(c; =) uiai;)
i=1 j=1 i=1
b} 20
28—+ 10 x —
FT10%%

33

Por (3.16), temos:
7?

4
VH‘UB(‘U.O, W) — bt‘ - Za;jft" g= 1,2,
i=1

e, portanto,

54 — 70
V.UBu’, W) =
10 — 10
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Dai, fazendo u(p) = u® — pV,UB(u°, W), de modo que u(p) > 0, entido, aplicando a
Busca de Fibonacci ao problema min,3g,.(,)>0 {UB(u(p), W)}, obtemos p* = 0.00372, o que
da 2* < UB(u(p*), W) =~ 32,04762. Podemos reiniciar o algoritmo com u! = u(p*) até que
o valor de UB(u(p*), W) permaneca inalterado, ou por um nimero fixo de iteracoes.

Considere, agora, o problema original escrito no formato de igualdade:

max 2.5z; + 3z, + 423 + 54

s.a. 4z + 59+ Txs + 1024 x5
T, + 2x9 + T3 + 274 +x¢
20, =100

O dual de (5.67) é escrito como:

min 544, + 104,
s.a. 41y + Uy
5Uy + 21,
Tl + Uy
104, + 24,
> 0,1 >0

vV IV IV IV

Agregando-se as variaveis de (5.68) em um unico cluster, conforme sugerido na ob-
servagao (4.1), e tomando-se pesos iguais a % para cada variavel, obtemos o seguinte pro-

blema agregado:
min 320

s.a.

i
o

v IV IV IV IV

cuja solugao ¢, obviamente, U* =1.

Desagregando a solugio détima de (5.69) segundo a proposicao (2.1), obtemos @ = (3, 3),
que ¢é factivel para (5.68).

Computando o vetor § por § = A4 — &, obtemos § = (0, %,0, 1, %,% t. Como o vetor §
possui algumas componentes nulas, vamos alterar a primeira componente de @ para %, ou

seja, vamos tomar @ = (2,1). Dai, § = Ad — ¢ = (4,1,5,2,2, 1)Y. Observe que, agora,

5772 541 107%1 512

AVA
AVAVEY

2 3 4 5 6 d unespwll 12 13 14 15 1l .17

18



o vetor § possui todas as componentes positivas, e podemos, dessa forma, obter o elipséide

tipo Choi-Goldfarb descrito no teorema (4.1), ou seja,

E={zeR%|S(z - )|* < e’}

[ 2/5

0
0 0
0
0

3/5 0
\ 0 1/2)

3,3,0,0), ee=[(#8)+]9%|?* ~ (73.39 + 40.54)7 ~ 10.67.

0
0
0
2
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
0
0
11

3’3

Dai, computando-se o limite (5.8) com esses parametros elipoidais, e tomando u = U™,

3= (z,Az — b) = (

obtemos:

< a'b+te i(%/ﬁj)zl

J=1
s 28% + 10.67 x 0.79
~ 38.30

Note que esse limite é bastante impreciso em comparagdo com os demais ja calculados.
Podemos, entretanto, melhoré-lo utilizando algumas iteragdes do procedimento descrito no

final da secao 5.2.1, e que consiste em considerar o seguinte problema:

11 11 20, 20
max g1 — 3z%2 t 33%3 — 35%4

s.a. 2.5z, +3z,+4z3+ 524 < UB (5.70)
T 201 3= 1:"'141

Tomando-se, inicialmente, U B = 38.30, entdo, a solugdo de (5.70) é o ponto (0,0,9.575,0),
o que d4 um objetivo 6timo de 3.99. Com isso, por (3.3), temos z* < 28% + 3.99 ~ 32.82.
Substituindo esse novo limite no problema (5.70), e computando a sua solugao, obtemos um
objetivo 6timo igual a 3.42, o que, novamente por (3.3), da 2™ < 32.25.

Esse processo pode continuar até que a fungdo objetivo étima de (5.70) fique inalterada,

ou por um numero fixo de iteragoes.
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Observe que com essas duas iteragdes, obtivemos uma melhora significativa no limite
calculado com utilizagdo dos parametros elipsoidais. Ressaltamos, entretanto, que essa si-
tuagao nem sempre se verifica na pratica, ou seja, nem sempre é possivel obter uma maior
precisdo para um limite superior qualquer utilizando o processo sugerido na segao 5.2.1.

Como o centro & do elipsdide que construimos possui algumas componentes nulas, entao o
resultado da proposigao (4.1) nao produzird nenhuma redugdo no seu raio. Verifiquemos
se 0 mesmo ocorre quando consideramos a proposigao (4.2).

Para isso, suponha que a restri¢ao 2?21 d;x; = p foi obtida da soma das restriges do

problema (5.67), ou seja, considere W definido como:
W = {2 € R®/521 + Tz + 823 + 1224 + 75 + 26 = 64, 2;20,j =1,...,6}

Entao, de acordo com a proposigao (4.2), temos:

e (W) 1 m+n{(

~ 40.54 + (64)* x max {0.006,0.019,0.002, —0.003,0.36,0.25}
~ 40.54 + 4096 x 0.36
~ 1515.10

Portanto, §(W) = 38.92 e, como & possui algumas componentes nulas, entdo o raio (W)
coincide com o raio calculado para o elipséide proposto no teorema (4.1), ou seja, é(W) =
10.67.

Tem-se, portanto, e(W) = min{38.92,10.67} = 10.67, de modo que esse processo
também nao resultou em reducio no raio do elipséide tipo Choi-Goldfarb, e, entao, o limite
(5.7), calculado com esses parametros, se confunde com o limite que ji haviamos obtido.

Considere, agora, a obtengao do elipséide descrito na proposigao (4.4).

Para tanto, tomaremos LB = 28% e UB = 38.30, ou seja, tomaremos UB como o limite
superior calculado com a utilizagio dos parametros do elipséide tipo Choi-Goldfarb. Note,
entretanto, que qualquer outro valor para UB, conhecido de antemdo, pode ser utilizado
nesse processo.

Suponha, ainda, A= [4 57101 0] eb= 54, ou seja, suponha que estamos conside-
rando somente a primeira linha da matriz de restrigdes do problema (5.67), para facilitar os
calculos.

Entao, de acordo com a proposigao (4.4),

2275

2275\ ! 486
—) X H4

dy = (AS72AY) 1 = ( .
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Aot - 2275\"! 95 a7
d —_—— =2 A1 -1 = — (——) —_— e —
2 = —(AS72AY)"1(AS) e 3 ps

5 —

3/5
Observe que —b'd; = 54 x (E) = 22, Além disso, como b'i = [54 10] [ 1/2 ] = &

(observe que aqui devemos tomar o vetor b completo, como exige a proposigao), entao,

temos bt — UB < —b'd; < b4 — LB, de modo que recaimos no caso (a), ou seja,

[ 5.341
1.068
3.052
0.534
0.593

0

z, = 5T2AY(AS2AY) b ~

e} (W) = (5'%)? — b'(AS~2AY)™'b ~ 73.39 — 54 x % x 54 ~ 61.85,

de modo que e(W) = 7.86, o que representa um melhoramento significativo sobre o raio do
elipsoide tipo Choi-Goldfarb.

Aplicando-se, agora, esses novos parametros elipsoidais a expressido (5.7), obtemos:

1
2

u'b+ Y 63 +e | (6;/35) ]
1=1 j=1

5
286 +2.04 + 7.86 x 0.79
37.08

o que da um limite melhor que o que haviamos obtido com o elipséide tipo Choi-Goldfarb,
mas que ainda é muito impreciso em comparac¢ao com os demais ja calculados.

Podemos, entretanto, aplicar o processo iterativo da secao 5.2.1 para melhorar a sua
precisao, conforme ja ilustrado.

Considere, agora, a segunda linha da matriz de restrigdes do problema (5.67), ou seja,
tome A = 12120 1]eb=10. Entao:
3389) ! « 10 = 1960

_ [ AG=2 At\—1p __ -
= [457d) b_(l% 3389
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e 3380\~! 125 12250
dy = —(AS—2 At)-1 —1:_(_) i .4
2 =—(ASTA)T(AS) e 196/ = 14 23723

12259 ' e, da mesma forma que o anterior, temos btt—UB < —b'd; <

23723
b'd — LB, de modo que recaimos, novamente, no caso (a), ou seja,

Observe que —b'dy =

[ 0.313 |
0.498
1.018
0.125
1.385
| 1.995

, A 169
e’ (W) = (3'2)* — b'(AS™2AY) b ~ 73.39 — 10 x 3359 < 10 = 68.40,

de modo que e(W) = 8.27, que é pior que o raio calculado utilizando a primeira restricao do

problema (5.67). Entretanto, utilizando esses parametros na expressao (5.7), obtemos:

@b+ 5 e [i(éj/sj)”]

j:} 3=1

ol 282 +0.33 +8.27 x 0.79
35.70

que é mais preciso que o limite obtido no caso anterior, mas ainda bastante impreciso em
comparagao com os demais ja obtidos. Entretanto, a utilizacdo do processo sugerido ao
final da secao 5.2.1 produz melhoramento significativo nesse limite, conforme ja ilustrado
no caso do elipséide Choi-Goldfarb.

Evidentemente, poderiamos utilizar todas as restrigdes do problema (5.67), incorrendo-

se, entretanto, num maior custo computacional, resultante do calculo da inversa da matriz

AGHARE,

5.4 Estudo Numérico

Nesta secao, consideramos os resultados de um pequeno estudo numeérico, feito com o in-
tuito de avaliar a performance das localizagoes elipsoidais aplicadas a analise de erro devido

a agregacao de variaveis em Programacao Linear.
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Observamos, entretanto, que ndo pretendemos obter conclusdes genéricas a respeito do
comportamento do erro agregacional calculado com a utilizagao de elipséides, devido a pe-
quena quantidade de problemas considerados, bem como a sua dimensao reduzida.

No experimento realizado, consideramos 50 problemas do tipo (2.1), com n = 100, divi-
didos em 5 grupos de 10 problemas com m = 5,10, 15, 20, 25 restricoes.

Os problemas considerados foram gerados aleatoriamente, com coeficientes a;;, c;, b; > 0

e de tal modo que a matriz de restrigdes e o vetor ¢ assumiram a seguinte estrutura:
A=[N' N* N> N* N¥ec=[c" ¢ & ' ¢
onde N' € R™*P e ¢l ¢ R?, |=1,...,5, tal que

0 < |nf; — n| <10, Vni,ni, € N, I=1,...,5 (5.71)

0 < |ci; — cixl <10, Ve, e €, I=1,...,5 (5.72)

Observamos que essa estrutura nao restringe, de modo algum, a aplicabilidade dos
métodos de calculo de limites desenvolvidos, uma vez que qualquer problema pode ser dis-
posto em estrutura semelhante & utilizada, bastando, para isso, construir as submatrizes N'

e os subvetores ¢' através da aplicagio de (5.71) e (5.72) ao problema original.

Nao estamos, entretanto, propondo os esquemas (5.71) e (5.72) como critério de formagao de

clusters, uma vez que existem outros critérios muito mais adequados, como, por exemplo,
o algoritmo proposto na se¢ao 2.1, com a utilizacdo da métrica (2.3) (vide experimentos
numéricos de [11]). Ao invés disso, interpretamos (5.71) e (5.72) simplesmente como o
critério utilizado para gerar os problemas considerados neste experimento.

As variaveis de cada problema foram agrupadas em 5 clusters com 20 variaveis cada um,
de modo que, de cada problema original, obtivemos um problema agregado de dimensao m x
5.

Ao l-ésimo cluster corresponderam as 20 variaveis da [-ésima submatriz N', e essas

variaveis foram agregadas tomando-se pesos iguais a 1/20 para cada variavel do cluster.

No que segue, 27 indicard o valor 6timo da fungao objetivo do j-ésimo problema original

considerado no experimento.

Cada um dos problemas agregados foi resolvido, e tomamos o seu objetivo 6timo como
um limite inferior para o respectivo problema original, de acordo com (2.10).

A coluna correspondente aos Limites Inferiores na Tabela Resumo, a seguir, apresenta,

para cada m = 5,10, 15,20, 25, a média e o desvio-padrao dos valores percentuais dos limites
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inferiores obtidos com esse processo, ou seja, para cada m = 5,10, 15, 20, 25, a coluna relativa

aos Limites Inferiores apresenta os valores:

1/2

. n (f:—_Z;_M)?
-_7 =1 z*
M:IDUX(Zi)/lOeDP— !

1=1 J 10

onde Z} indica o valor étimo da fungao objetivo do j-ésimo problema agregado, para cada
m = 5,10, 15,20, 25.
Observamos que nao computamos os tempos de obtencdo desses limites inferiores porque
estamos interessados somente na comparagio dos métodos de cédlculo de limites superiores.
As colunas correspondentes aos Limites Superiores, na Tabela Resumo, a seguir, apre-
sentam, para cada m = 5,10, 15,20,25, os valores:
1/2

n [UB;—z 4
1 UB; g (5 - M) Bt
leUOx(Ez—)/](} DP = - eT=( N )

. (5.73)
correspondentes a média, desvio-padrao e tempo médio de calculo dos limites U B;, segundo

as seguintes abordagens:

1. Limite de Zipkin - Para calcular o limite (2.17), proposto por Zipkin [1], consideramos

¢ = {{1,2,...,n}} e tomamos 3.5 d;z; < px como cada uma das restricdes dos

problemas originais, de modo que foram calculados m limites do tipo (2.17) para cada

problema.

A coluna correspondente ao Limite I na Tabela Resumo a seguir apresenta os valores
(5.73), onde U B; corresponde a média dos m limites de Zipkin, calculados para cada
uma das restrigdes do problema j, 7 =1,...,10 e para cada m = 5,10, 15,20,25, e ¢;

é o tempo (em segundos) gasto na obtengao de UB;.

. Limites de Mendelsohn e Taylor/Shetty - Para calcular os limites (2.18) e (2.21), pro-
postos por Mendelsohn[4, 5] e Taylor/Shetty[9, 5], respectivamente, analogamente ao
item anterior, consideramos & = {{1,2,...,n}} e tomamos Y iedx d;jz; < px como cada
uma das restri¢des dos problemas originais, de modo que foram calculados m limites
do tipo (2.18) e (2.21) para cada problema e para cada valor de m. Para minimizar as

expressoes (2.18) e (2.21), utilizamos a Busca de Fibonacci[17]. Um intervalo inicial
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para o processo de busca foi obtido atribuindo-se valores aleatorios para 6 e @, até se

obterem os intervalos I e I, de modo que 6* € [ e ®* € I.

As colunas correspondentes aos Limites II e III na Tabela Resumo, a seguir, apresen-
tam, os valores (5.73), onde UB; corresponde a média dos m limites de Mendelsohn e
Taylor/Shetty, calculados para cada uma das restrigdes do problema j, 53 =1,...,10
e para cada m = 5,10,15,20,25, e t; é o tempo (em segundos) gasto na obtengao de
U B;.

. Limite obtido com uma iteragao do algoritmo proposto na se¢ao 3.2. - Analogamente

ao célculo dos limites do item anterior, tomamos o conjunto W como cada uma das

restrigoes dos problemas originais.

O tamanho do passo p* foi obtido similarmente aos métodos do item anterior, com a

utilizacao da Busca de Fibonacci.

A coluna correspondente ao Limite IV na Tabela Resumo, a seguir apresenta, os valores
(5.73), onde UB; corresponde a média dos m limites computados de acordo com o
algoritmo proposto na secao 3.2 para cada uma das restricbes do problema j, 3 =
1,...,10 e para cada m = 5,10,15,20,25, e t; é o tempo (em segundos) gasto na

obtencao de UB,;.

. Limite sob Localizacao Elipsoidal (1) - Para calcular o limite (5.7), consideramos o

elipséide descrito no teorema (4.1).

As solugoes I e (1,3) requeridas para construir o elipséide, foram obtidas de acordo

com o item 1 da observagao (4.1).

Para obter (i,35), o problema (4.8) foi agregado de modo que todas as variaveis ocu-

passem um unico cluster, resultando, assim, em um problema de facil resolugéo.

A coluna correspondente ao Limite V na Tabela Resumo, a seguir, apresenta os va-
lores (5.73), onde UB; corresponde ao limite (5.7), calculado para cada problema
7, 7=1,...,10 e para cadam = 5,10, 15, 20, 25, com os parametros elipsoidais obtidos
conforme acima, e refinados de acordo com o processo proposto ao final da se¢do 5.2.1,
tomando-se [; =0 e L; = oo, e t; ¢ o tempo (em segundos) gasto na obtenciao de UB;,

ai incluido o tempo gasto para a obtengao da localizagao elipsoidal.

. Limite sob Localizagdo Elipsoidal (2) - Para calcular o limite (5.7), consideramos o

elipséide descrito na proposi¢ao (4.2), onde os vetores & e (i, §) foram tomados iguais
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ao item anterior.

A localizagao W = {I R TNy =p, dip >0z 2 0} foi obtida somando-

se todas as restrigoes dos problemas originais, no formato (4.4).

A coluna correspondente ao Limite VI, na Tabela Resumo, apresenta os valores (5.73),
onde U B; corresponde ao limite (5.7), calculado de acordo com a abordagem acima para
cada problema j, j =1,...,10 e para cada m = 5,10, 15,20, 25, e refinado de acordo
com o processo proposto ao final da se¢dao 5.2.1, tomando-se [; =0e L; = oc0,et; é o
tempo (em segundos) gasto na obtengao de U B;, incluido o tempo para construgao dos

elipsdides.

. Limite sob Localizagao Elipsoidal(3)- Tomamos o elipséide definido na proposigio (4.4)
no céalculo do limite (5.7). Os valores LB e U B, requeridos por essa proposi¢ao, foram
tomados, respectivamente, como sendo o valor 6timo da funcao objetivo do problema

agregado e o limite obtido no item anterior, para cada problema.

O centro z, do elipséide foi calculado tomando-se, em separado, cada uma das res-
tricoes do problema original, de modo que, para cada problema e para cada m =

5,10,15,20,25, foram obtidas m localizacoes elipsoidais do tipo descrito no teorema

(4.3), com centro e raio definidos pela proposigao (4.4).

Em seguida, foram calculados m limites do tipo (5.7), utilizando-se os elipséides as-
sim obtidos, e refinados de acordo com o processo proposto ao final da secao 5.2.1,

tomando-se [; =0 e L; = oo.

A coluna correspondente ao Limite VII, na Tabela Resumo, a seguir, apresenta, os
valores (5.73), onde U B; corresponde ao limite (5.7), calculado de acordo com a abor-
dagem acima para cada problema j, j =1,...,10 e para cada m = 5,10, 15, 20,25, e t;
¢ o tempo (em segundos) gasto no célculo de U Bj;, incluindo o tempo de obtencao dos

elipsédides.

Observamos, por fim, que tanto na computacido da expressiao (3.3), quanto na com-
putacao da expressdo (5.7), utilizou-se u = U*, ou seja, tomou-se # igual & solugdo 6tima
do problema (2.7).

A seguir, apresentamos a tabela contendo o resumo dos resultados do teste.
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TABELA RESUMO - Limites em % (M=média, DP=desvio-padrao, T'= tempo (em segundos))

Restrigoes

Indices

Limites

Inferiores

Limites Superiores

I

IT

111

v

v

VI

M

90.63

131.43

1.77

37.62

11.62

3.07

DP

0.03

3.11

0.03

0.66

0.22

0.06

11\

*

0.04

1.77

4.09

3.57

0.45

M

84.05

221.14

1.75

103.52

48.47

2.18

DP

0.09

2.36

0.03

1.22

0.68

0.04

i &

*

0.04

1.78

6.62

5.41

0.70

M

77.95

1066.51

4.72

407.71

151.58

5.11

DP

0.16

15.09

0.07

6.55

2.39

0.08

*

0.04

1.82

10.04

7.46

1.00

M

85.68

328.47

0.68

118.26

52.15

0.72

DP

0.13

3.07

0.02

1.08

0.43

0.02

T

*

0.04

1.81

12.60

9.47

1.35

M

85.87

422.76

2.39

139.00

61.62

2.54

DP

0.06

5.96

0.05

1.18

0.56

0.06

41

*

0.04

1.79

13.82

11.34

1.66

Limite [
Limite 11
Limite III
Limite IV
Limite V
Limite VI
Limite VII

Média dos limites de Zipkin, computados por (2.17)

Média dos limites de Mendelsohn, computados por (2.18)
Média dos limites de Taylor/Shetty, computados por (2.21)
Média dos limites computados com uma iteragio do algoritmo da segio 3.2

Limite (5.7), computado com o elipsdide descrito no teorema (4.1)

Limite (5.7), computado com o elipséide descrito na proposicio (4.2)

Limite (5.7), computado com o elipsdide descrito na proposigio (4.4)

Resultados - Com base nos dados listados na Tabela Resumo acima, podemos obter as

seguintes conclusoes:

1. A estrutura que utilizamos para o vetor custo e a matriz de restrigées dos problemas-

testes, bem como a forma como o problema agregado foi construido, forneceram limites

inferiores razoavelmente bons para z*, conforme se pode constatar da coluna referente

aos limites inferiores na tabela acima.

2. Os limites superiores dispostos na Tabela Resumo, ordenados pela sua precisao, para

cada m = 5, 10, 15, 20, 25, verificam

5

6

IHH<V=VI=VII<IV<III<]

unesp

87

AVA
AVAVAY
VAY
LT

12

13 14

15

16

17

18



Se considerarmos, entretanto, o tempo de execucio, o ordenamento se torna:

P VI<II<IV <III <VII, param =5,10,15
IT<VI<IV<VII<III param=20,25

Ressaltamos, entretanto, que se trata de um comportamento médio, que deve ser inter-

pretado cuidadosamente, em virtude dos varios parametros que influenciam a andlise

do erro agregacional.

. Com a colegao de problemas considerados, o Limite II mostrou-se o mais preciso entre

todos os demais. Isto se deve ao fato de que o método de Mendelsohn propde a
busca por vetores duais na diregao do vetor U*, e, nos problemas considerados, os
problemas agregados forneceram solugdes duais razoavelmente boas para o processo de
busca. Observamos, entretanto, que outros experimentos tém demonstrado que essa
situagao nao se mantém quando a solugdo desagregada nido € boa (vide, por exemplo,

os experimentos de Leisten[5] e Litvinchev-Rangel[2]).

. Os limites V,VI e VII também se apresenfaram bastante precisos, e com a vantagem

de que os limites V e VI sao calculados com reduzido custo computacional, em com-

paragao com os demais.

Observamos, novamente, que esse ¢ um comportamento médio, e nao deve ser ge-
neralizado, devido ao pequeno nimero de problemas analisados, bem como a sua
dimensao reduzida. Acreditamos, entretanto, que esse comportamento venha a se
manter em situagoes genéricas, sempre que o problema agregado fornecer solugoes de-
sagregadas razoavelmente boas, pois isso tende a reduzir o raio dos elipsoides que

abordamos, o que influi consideravelmente na obtencao de limites mais precisos.

Podemos afirmar, desse modo que a utilizacdo de elipséides na analise do erro devido

a agregacao se apresenta como uma boa alternativa computacional.

. Os limites gerados com as localizagoes elipsoidais se mostraram bastante superiores,

em precisao, aos correspondentes limites de Zipkin e Taylor/Shetty e ao limite obtido da
aplicagao do algoritmo da se¢ao 3.2. Observe que as localizagoes elipsoidais utilizadas
no calculo do limite VII foram geradas por processo semelhante ao do célculo do limite
de Zipkin, pois consideramos, no calculo do centro e do raio dos elipséides, somente uma
restrigao do problema original. Além disso, as localizagdes elipsoidais dos limites V e

VI foram obtidas com menor custo computacional, pois s se necessitou dos vetores &
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e (4,3), factiveis para (4.4) e (4.5), respectivamente, que podem ser obtidos facilmente

com a aplicagao da metodologia da agregacao.

Com esta série de problemas, obtivemos os mesmos limites para os trés tipos de loca-
lizagdes elipsoidais analisadas. Isto mostra que as técnicas de reducéo do raio apre-
sentadas no Capitulo 4 nao influenciaram no limite final, obtido com o processo de
refinamento sugerido ao final da segdo 5.2.1, o que sugere que o esquema proposto no
teorema (4.1) se apresenta como a melhor alternativa para calculo de limites sob loca-
lizagao elipsoidal, devido ao seu reduzido custo computacional, em comparacio com

os demais métodos.

Devido ao seu alto custo computacional, resultante da manipulagio de matrizes de
projecao, acreditamos que o esquema proposto pelo teorema (4.3) seja mais aplicavel
as técnicas de pontos interiores, conforme proposta de Choi-Goldfarb[10]. Entretanto,
voltamos a salientar que ndo podemos generalizar esta conclusio, devido ao contexto

sob o qual o experimento foi realizado.

. Verificamos, ainda, que é de fundamental importéancia a utilizagdo de algum esquema
de refinamento do limite obtido com localizagoes elipsoidais. Ressalte-se, porém, que
esse esquema deve ser simples e barato computacionalmente, como o esquema iterativo
que propusemos ao final da segao 5.2.1 e que utilizamos com sucesso neste experimento.
Observamos, entretanto, que o método sugerido nem sempre garante decréscimo do

limite inicial e depende muito da qualidade do vetor U* utilizado na obtengdo do vetor
d=c—U"A.

. Por fim, observamos que nao queremos ressaltar aqui a superioridade de um método
sobre o outro, mesmo porque isso é impossivel,ja que algum método pode nao funcio-

nar bem com problemas com certas estruturas, mas pode apresentar uma performance

muito boa com problemas com estruturas particulares. E o caso, por exemplo, do

Limite IV, que apresentou um resultado muito bom no experimento realizado em [2],

com problemas com restrigées do tipo 0 < z; < 1.

O capitulo a seguir tece as consideragoes finais a respeito do trabalho.
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Capitulo 6

Conclusao

A técnica da agregagao apresenta um campo muito vasto para pesquisa. Sio inimeras as
areas que merecem estudo, com o intuito de aprimorar essa metodologia.

Pesquisas futuras deveriam investigar, por exemplo, novas técnicas de agrupamento dos
dados e de determinacao de pesos para formar o problema agregado, além de novos métodos
para obter solugbes desagregadas mais préximas a solugao Gtima do problema original, sem,
entretanto, aumentar o custo computacional do processo.

Focalizamos, com esse trabalho, as metodologias de anélise do erro devido & agregagiao de
variaveis em Programacao Linear.

A abordagem de Zipkin [1], discutida na se¢do 2.3, foi extendida, no Capitulo 3, para
tratar os casos em que se conhece um conjunto localiza¢do genérico, fornecendo, assim,
outras alternativas para andalise do erro agregacional.

Uma das conseqiiéncias dessa abordagem é a possibilidade de se utilizar localiza¢ées nao-
lineares na computagdo de limites superiores para z*. Com esse intuito, discutimos, no
Capitulo 4, as localizagbes nao-lineares tipo elipsoidais, e apresentamos varias técnicas de

derivagao dessas localizagbes para o caso de Programacgao Linear.

A partir dos elipséides tipo Choi-Goldfarb [10], apresentamos varios métodos de redugao do

raio dessas localizagoes elipsoidais, com o objetivo de se obter uma maior precisio para o

limite calculado com a utilizagao dessas localizacdes.

Conforme demonstrado pelo estudo numérico da secao 5.3, a aplicacao das localizacoes elip-

soidais na analise do erro agregacional se mostrou uma boa alternativa para a obtencio de

limites superiores para z*.

Além de garantir a unicidade da solu¢do do problema de maximizac¢do em (3.3)(vide

secao 5.1), as localizagbes elipsoidais facilitam o calculo da expressdo (3.3), sem exigir um

90

AV,
AVAVAY

h
1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 15 I1e .17

18



alto custo computacional, o que ¢ uma grande vantagem em relacio as abordagens existentes
na literatura (vide [4, 5, 2]).

Acreditamos que o esquema proposto para calcular limites com a utilizagao dos elipséides
funcionara muito bem sempre que for possivel obter boas solucoes desagregadas a partir
da solugao 6tima do problema agregado. Isso pode ser conseguido, por exemplo, com a
aplicagdo do algoritmo de construgio de clusters proposto na secio 2.1, que reduz bas-
tante a diferenca z* — Z*, conforme demonstrou o experimento numérico realizado por
Weintraub[11].

Deixamos em aberto, entretanto, varios tdpicos para pesquisas futuras, como por exem-
plo, a derivagao de outros tipos de elipsédes, como uma alternativa aos elipséides (4.2),
que focalizamos neste texto, bem como a exploracdo dos elipséides duais desenvolvidos no
Capitulo 4, e a investigagdo de estruturas para a sua aplicagdo na andlise do erro agregacio-
nal, além do desenvolvimento de novas técnicas para tornar mais eficiente a aplicagao dos

elipsdides na metodologia da agregacao.

E interessante, também, investir em pesquisas que visem a redugao da distancia entre a

solucao desagregada e a solugao 6tima do problema original, conforme ja vem sendo pro-
posto, por exemplo, pelos esquemas de agregacao/desagregacao iterativa, que produzem a
convergéncia da solugdo desagregada para a solugdo 6tima do problema original (vide abor-
dagem de [23]). Ter pontos factiveis préximos a solu¢ado 6tima dos problemas (4.4) e (4.5)
¢ importante porque, devido as relagdes de complementaridade, teriamos melhores valores
para os raios dos elipsoides que abordamos.

Apesar de nao podermos obter conclusdes genéricas a respeito do comportamento do
erro devido a agregacao, ja que uma grande variedade de parametros influem no processo
agregacional, como, por exemplo, a dimensdao dos problemas, os algoritmos de formagao do
problema agregado e os métodos de desagregagao, acreditamos que as localizagoes elipsoidais
se mostram uma boa opgao para o calculo de limites superiores, ¢ merecem o enfoque de

pesquisas futuras para tornar cada vez mais precisos os limites obtidos com sua utilizagao.
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