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RESUMO

Para estimar o erro causado pela utilização de um modelo agregado aproximado ao invés
do modelo original, várias técnicas foram propostas para o caso de agregação de variáveis
em Programação Linear. À maioria delas tenta melhorar o limite clássico de Zipkin[1],
obtido sob a suposição da disponibilidade de uma localização tipo simplex do conjunto das
soluções ótimas.

Neste texto, o limite de Zipkin é alterado para tratar localizações convexas, com especial
atenção para as localizações elipsoidais.

A partir da abordagem de Choi­Goldfarb[10], são propostas várias técnicas para ob­
tenção de elipsóides de tamanho reduzido, e as localizações elipsoidais resultantes são apli­
cados na análise do erro agregacional.

Por fim, um estudo numérico é apresentado Para comparar as diferentes abordagens de
cálculo de erro e são discutidas as direções para pesquisas futuras.
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ABSTRACT

To estimate the error caused by using an approximate aggregated model instead of the
original one, various techniques were proposed for variable­aggregation in linear programm­
ming. Most of them try to improve the classical Zipkin's bound [1], obtained under the
assumption that a simplex­like localization of the optimal solution set is available.

In this work Zipkin's bound is revised to treat convex localizations. The attention is
focused on the solution­containing ellipsoids.

Starting with Choi­Goldfarb aproach [10], several techniques to reduce the size of the
solution­containing ellipsoids are proposed. The resulting ellipsoids are applied to aggrega­
tion error analysis.

À numerical study is presented to compare the different aggregation bounds. The direc­
E

tions for future research are discussed.
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Capítulo 1

Introdução

Apesar do grande avanço que se tem observado na tecnologia computacional, surgem si­
tuações, entretanto, em que se depara com recursos computacionais insuficientes para re­
solução de problemas de otimização de grande porte, tão comuns na prática.

Surge, então, a necessidade de se desenvolver ferramentas para tratar essas classes de
problemas. +

Com esse intuito, têm surgido técnicas como a decomposição e a agregação/desagregação,
que procuram reduzir o tamanho dos problemas, e, portanto, o custo da obtenção da solução.

Abordaremos, neste texto, as técnicas de agregação/desagregação, que consistem, ba­
sicamente, de métodos de resolução aproximada de problemas de otimização através da
combinação dos dados originais em um modelo auxiliar, de tamanho reduzido, cujos resul­
tados são analisados com o objetivo de se derivar uma estimativa para o valor ótimo da
função objetivo do problema original.

Tem­se, com isso, uma ferramenta para dosar o custo computacional da resolução do
problema em função da precisão requerida para a sua solução.

À abordagem agregacional tem sido empregada em uma grande variedade de problemas,
tais como planejamento da produção e gerenciamento da indústria florestal (vide [4] e suas
referências para maiores detalhes).

Além de fornecer soluções aproximadas rápidas para problemas computacionalmente in­
tratáveis, pode­se utilizar a técnica da agregação na análise dos vários níveis de detalhes
dos modelos sob otimização, de forma a se obter informações para os diferentes níveis de
tomada de decisão[4].

Essa abordagem pode ser empregada, ainda, para testar formulações alternativas para o
modelo, principalmente nos casos em que se tem dados iniciais aproximados [4].
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À metodologia da agregação desempenha, assim, papel de ferramenta auxiliar na mode­
lagem de problemas.

Pode­se, ainda, utilizar a metodologia agregacional para fornecer uma boa solução inicial
para muitos tipos de problemas da Programação Matemática, o que constitui ponto crucial
em muitos esquemas de otimização.

A redução do tamanho do problema original é feita agrupando­se variáveis e/ou res­
trições em quantidades únicas, o que, consequentemente reduz a ordem da matriz de res­
trições do problema.

Considere o problema original escrito como:

onde A E RM*", be RM, exrn,cE Rº.
O agrupamento de restrições é feito multiplicando­se a matriz À e o vetor b por uma

matriz T E RX", com | <m. O problema resultante é:

= cz

TAxr <Tb (1.2)
x >0,xEeR

Observe que a matriz de restrições de (1.2) tem ordem !| x n, apresentando um número
menor de linhas (restrições), e, portanto, uma dimensão menor que a dimensão da matriz
de restrições original. Não houve alteração na dimensão do vetor x.

Analogamente, podemos agrupar variáveis, utilizando uma matriz S E R"*P, p<n,
que, multiplicada pela matriz À e pelo vetor c, dá origem ao problema:

= cSr

AST <b (1.3)
1 >0,x ER

Note que, agora, o vetor de variáveis r é tal que z € RP? e a matriz de restrições de (1.3)
possui ordem m x p, e, portanto, apresenta um número menor de colunas (variáveis) que a
matriz original.

À agregação simultânea de variáveis e restrições considera ambas as matrizes 5 e T, de

modo que o problema agregado resultante tem o formato:
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= Sr

TASx < Tb

1 >0,x Ee R?

onde a matriz de restrições TAS tem ordem | x p.
As matrizes 5 e T são genericamente chamadas de matrizes peso. O capítulo seguinte

analisa a obtenção dessas matrizes no caso de agregação de variáveis em Programação Li­
near.

Constitui ponto chave da metodologia da agregação/desagregação o fato de que o mo­
delo agregado deve ser aproximadamente consistente com o modelo original, isto é, se a
solução obtida a partir do modelo reduzido não for ótima para o problema original, ela deve
ser, no mínimo, uma boa aproximação para a sua solução ótima.

Dessa forma, uma medida para o erro introduzido pela agregação/desagregação deve ser
calculada para avaliar a consistência dos modelos, de modo a se estimar o quanto se afastou
da solução ótima do problema inicial.

Para estimar o erro causado pela agregação, várias abordagens têm sido propostas (vide
[4, 5] e suas referências). À maioria delas tentam aperfeiçoar os limites introduzidos por
Zipkin [1], obtidos para Programação Linear.

Um dos pontos mais importantes no método de Zipkin é a suposição da disponibilidade
de certa localização da solução ótima do problema original.

No trabalho original de Zipkin, foi suposto que uma restrição linear tipo “mochila' (ou
um número independente de restrições desse tipo) se verifica para a solução ótima, e esta
localização pode ser obtida antes de o problema agregado ter sido construído.

Por outro lado, se o problema agregado já foi solucionado, isto significa que obtivemos
informação adicional sobre o problema original. Então, é natural tentar construir loca­
lizações melhores depois de resolver o problema agregado.

Tem este texto o objetivo de mostrar que, na computação de limites para a função obje­
tivo utilizando agregação, podemos usar diferentes tipos de localizações, e mais ainda, loca­
lizações elipsoidais para a solução ótima podem ser obtidas para o caso de Programação Li­
near. Usando estas localizações não­lineares, novos limites serão construídos.

O texto se acha estruturado como segue: o Capítulo 2 discorre sobre a estrutura da técnica
da agregação aplicada à Programação Linear, enquanto o Capítulo 3 discute a extensão do
cálculo de limites a localizações genéricas, e utiliza alguns tipos de localizações lineares na
obtenção de expressões analíticas para limites para o valor ótimo da função objetivo do
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problema inicial. O Capítulo 4 investiga as localizações não­lineares tipo elipsoidais primais
e duais, enquanto o Capítulo 5 investiga as consequências de sua aplicação na análise do erro
devido à agregação de variáveis, e apresenta um estudo numérico para avaliar a qualidade
dos novos limites obtidos. Por fim, o Capítulo 6 tece as considerações finais a respeito do
trabalho.
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Capítulo 2

Agregação em Programação Linear

A aplicação do esquema agregacional a problemas de programação matemática tem estru­
tura esquematizada no diagrama abaixo.

Modelo

Original
— definição dos dados a agregarJ €— definição da medida de similaridade
€— algoritmo de agrupamento

Formação
dos clusters

J €<— método de combinação dos elementos
€— determinação dos pesos

Cálculo
é Problema

de Limites a Priori Reduzido

WU) €— solução do problema agregado
€— método de desagregação

Solução Aproximada

para o Mod. Original

J €— método de cálculo dos Limites a Posteriori

Estimativa

para a função objetivo
do problema inicial

As seções seguintes discutem cada um dos elementos da estrutura dessa metodologia
aplicada à Programação Linear. À seção 2.1 aborda a construção do problema agregado a
partir do problema linear inicial, enquanto a seção 2.2 descreve as técnicas de desagregação,
e a seção 2.3 caracteriza as principais metodologias de análise do erro devido à agregação.

11
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2.1 Construção do Problema Agregado

Considere o par de problemas lineares, denominados problema primal e problema dual, res­
pectivamente:

min bu

sa. Au>c (2.2)
u>O

onde c E Rº", AE RM", be RM, eos vetores xr E Rº eu E R" são os vetores de variáveis
dos problemas (2.1) e (2.2), respectivamente.

Uma abordagem completa sobre o relacionamento dos problemas acima pode ser encon­
trada em [18, 16). .

A primeira consideração que deve ser feita para aplicar os métodos agregacionais à re­
solução de (2.1) é sobre quais dados devemos agregar: variáveis, restrições, ou variáveis e
restrições, simultaneamente.

À resposta a esta pergunta depende do problema sob resolução e da metodologia de
solução empregada, de modo que considerações genéricas não são possíveis.

Considere, por exemplo, que se esteja utilizando o Método Simplex na resolução de (2.1).
Esse método possui complexidade algorítmica exponencial no pior caso (vide [21] para uma
discussão a respeito da complexidade desse método). Entretanto, na prática, a sua comple­
xidade algorítmica média é de O(mº?n) (vide [4] e suas referências). Tem­se, portanto, um
crescimento quadrático do esforço computacional em função do número de restrições do
problema, o que sugere que a agregação de restrições é a melhor opção quando se está uti­
lizando alguma implementação desse método. No entanto, a agregação de restrições pode
gerar soluções infactíveis para o modelo original, conforme discutido em [9].

Neste texto, abordaremos somente a agregação de variáveis (ou colunas), embora muito
do que for considerado possa ser extendido, sem dificuldade, para a agregação de restrições.
Para maiores esclarecimentos acerca de agregação de restrições, vide [9].

Após a opção pelos dados (variáveis e/ou restrições) a agregar, é necessário considerar
como os dados originais serão classificados como similares, ou seja, necessita­se de uma

12
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medida de similaridade para identificar os dados candidatos a serem agregados em um mesmo
grupo (ou cluster).

No caso da agregação de variáveis (colunas), podemos definir uma distância métrica
para medir a similaridade entre duas colunas de (2.1) da forma descrita a seguir, conforme
proposto em [11].

Seja um vetor coluna definido por A = (cj,a153,...,Ami)!, onde c; é o coeficiente da
função objetivo referente à variável 1; e a1;,...,amj; São elementos da colunaj da matriz
de restrições.

Então, uma medida da distância entre duas colunas A? e A“ da matriz A é dada pela
métrica:

d(AI,AP) = 1 — cos(A, A*) (2.3)

onde cos( A!, A*) é o cosseno do ângulo formado pelos vetores A e AF, que pode ser calculado
como

A
|

jcos(A, AF) = <A >— AA
em que <,> indica o produto escalar e ||.|| indica à norma euclidiana.

Observe que, se a distância (2.3) entre cada par de elementos do cluster é zero em todos
os clusters, então a solução obtida da desagregação da solução ótima do problema agregado
é ótima para o problema original.

Estabelecida uma medida de similaridade, deve­se, em seguida, decidir sobre o nível de
clustering, ou seja, o número de clusters que será empregado no processo de agrupamento,
bem como o procedimento de construção desses clusters.

A determinação do número de clusters envolve uma comparação entre o esforço com­
putacional requerido para criar e resolver o modelo reduzido e a qualidade da solução obtida
para o problema original.

Em geral, o nível ideal de agrupamento é dependente do contexto de resolução do pro­
blema.

Por exemplo, se o tamanho do problema original viola uma restrição do software a ser uti­
lizado para resolvê­lo, então a melhor estratégia pode ser agrupar o suficiente para satisfazer
esta restrição.

Passamos a descrever um procedimento para construção dos clusters, sugerido em [11],
para o caso de agregação de colunas, onde os clusters serão formados por colunas similares,
assim classificadas de acordo com a métrica definida em (2.3).

A primeira coluna selecionada em um cluster será chamada de núcleo do cluster.

13
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Inicialização ­ Tome a coluna j = 1 como núcleo do cluster número 1.

Defina a tolerância e aceitável para a distância entre duas colunas de um mesmo cluster,
isto é, se d(A', A) < e, então as colunas A? e A* são candidatas a pertencer ao mesmo
cluster.

Passo 1 ­ Tome a coluna À? e compare­a com os núcleos de todos os clusters já definidos.
Se existem clusters k cujos núcleos A* satisfazem d( A”, A") < e, então vá para o passo
2. Caso contrário, vá ao passo 3.

Passo 2 ­ Escolha o cluster com o núcleo mais próximo de A, e adicione A? ao cluster.

Faça j=j+1e,sej<n,volteao Passo 1.

Passo 3 ­ Defina um novo cluster com núcleo A?. Faça j =j+1e,sej<n,volteao Passo
1.

Observe que o nível de clustering é definido como resultado dessa construção e depen­
derá, exclusivamente, da tolerância e utilizada, de forma que quanto menor o valor de e,

Rm

maior o nível de clustering.
O algoritmo proposto fornece como resultado final uma partição do conjunto de índices

de variáveis, de forma que os clusters formados são disjuntos, ou seja, têm intersecção vazia,
e sua união recupera o conjunto de índices das variáveis do problema original.

Depois da construção dos clusters, deve­se determinar o método de combinação dos seus
elementos em quantias únicas, de modo que a cada cluster corresponderá uma variável
agregada.

O problema de combinação desses elementos consiste na determinação de pesos que refle­

tem a importância relativa dos dados do problema original na criação do problema agregado.
Essa é a característica da agregação que a difere dos algoritmos de decomposição, uma

vez que esses últimos preservam os dados originais do problema na construção de subpro­
blemas de ordem menor que o problema inicial, enquanto a agregação combina os dados
originais de forma a obter novos dados para a formação do problema reduzido. Um trata­
mento completo acerca dos algoritmos de decomposição pode ser encontrado em [7].

O procedimento da combinação de peso fizo[1, 4) propõe uma combinação linear convexa
dos elementos dos clusters, por meio da utilização de um vetor de dimensão igual à cardi­
nalidade do cluster, com elementos não­negativos e de soma unitária. Estes vetores, aqui
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chamado vetores peso e denotados gq", para cada cluster k, dispostos numa matriz com for­
mato bloco­diagonal, constituem a matriz peso, que aqui denotaremos simplesmente por 49,
e que é utilizada para multiplicar a matriz de dados original, de modo a derivar os dados
correspondentes para o problema reduzido.

Um procedimento simples para calcular os vetores peso g* para cada cluster kéo
seguinte [4]:

Seja st = DVjes, c, onde 5, denota o cluster k. Então, define­se:

gj=,VjeS, (2.4)

Segundo essa abordagem, os dados são combinados de acordo com sua importância na
função objetivo, de modo que quanto maior o valor de c;, maior a influência da variável x;
na construção das restrições do problema agregado.

Outro método para determinar os coeficientes do problema reduzido é chamado com­
binação por dominância|(4].

Este método requer pouco esforço computacional e consiste, basicamente, em se to­
mar como coeficiente da variável agregada em cada restrição do problema reduzido o maior
coeficiente das variáveis do cluster na correspondente restrição original, ou seja,

onde S, denota o cluster k e a;, é o coeficiente da variável agregada correspondente ao
cluster k, na linha 1º do problema agregado, + = 1,...,m.

Note que a seleção desses coeficientes garante a factibilidade do problema agregado re­
sultante.

Baseados nessas considerações acerca da construção do problema agregado, descreve­
mos, a seguir, um procedimento para a agregação de variáveis em Programação Linear.
Será utilizada notação introduzida por Zipkin em [1].

Suponha que o problema (2.1) tenha solução ótima finita, e seja o = (51, k=1,...,K)
uma partição arbitrária de f1,...,n), tal que |SJ]=nx.

Defina A“ a submatriz de À formada das colunas de A cujos índices estão em S,. Simi­
larmente, defina os subvetores c* e x*, com elementos ordenados de acordo com a submatriz
Ar.

Agora, seja gd” E R"*, vetor peso com componentes não negativas e de soma unitária, e
defina At= Atgt e ch = ct, para k=1,...,K. Note que A E RM ec ER.

15
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Defina, agora, a matriz À = (A',...,A”) = (ax) e o vetor é = (dL,...,0dÉ), e seja
X Ee RP um vetor com K variáveis.

Nestas condições, o problema agregado é:

max EX

sa. AX<)b
X>O0

e seu dual, que desempenha papel importante em nossa teoria, é escrito como:

min EU

sa. AU>c (2.7)
U>O0

A partição o e o vetor peso, que podem ser obtidos conforme descrito anteriormente,
serão, daqui por diante, considerados fixos.

Ao longo do texto, os vetores r* e u* denotarão as soluções ótimas dos problemas origi­
nais (2.1) e (2.2), enquanto X* e U* denotarão as soluções ótimas dos problemas agregados

*(2.6) e (2.7), respectivamente. Além disso, z* indicará o valor ótimo da função objetivo
original, enquanto Z* indicará o valor ótimo da função objetivo do problema agregado.

Após a construção de (2.6), deve­se considerar, em seguida, técnicas de obtenção de uma
solução aproximada para o problema original a partir da solução de (2.6).

Esse processo é chamado desagregação e será abordado na próxima seção.

2.2 Desagregação

Chamamos desagregação ao processo de obtenção de uma solução factível para o problema
original (2.1) a partir de uma solução factível do problema agregado (2.6).

Trata­se, portanto, de processo inverso ao da construção do problema reduzido.
O método mais comum de desagregação é análogo ao método de combinação de peso

fixo e consiste em se tomar o mesmo vetor utilizado na agregação dos dados para desagregar
a solução do problema reduzido, com base na seguinte definição:

Definição 2.1 (Desagregação de Peso Fizo)[1] ­ Seja X factível para (2.6) e defina x* €
k. arranjados deRº* tal que xº* = 9"X'., k=1,...,K. Seja X a coleção dos vetores x

acordo com a ordem das variáveis de (2.1). Nestas condições, x é chamado de solução de
peso fixo obtida de X.
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Á proposição a seguir mostra que a desagregação de peso fixo dá uma solução viável
para (2.1).

Proposição 2.1 /1] ­ Se X é factível para (2.6) e X é a solução de peso fixo obtida de X,
então X é factível para (2.1) ecdx=cX.

Demonstração ­ Considerando a construção do problema agregado e a definição de desa­
gregação de peso fixo, pode­se escrever:

DE, AX, = AX <b

Além disso,

K Kcs = >: c(9"Xx) = S((Hg) X, = > FX,=02X
k=1k=1

Como consequência da Proposição (2.1), tem­se o seguinte corolário:

Corolário 2.1 /1] ­ Se X* é ótimo para (2.6), ex é a solução de peso fixo obtida de X*,
então cix=Z"<z".

Demonstração ­ E imediata, se considerarmos que c'r < c'r* para todo x factível para
(2.1), e se observarmos que a solução desagregada de peso fixo é factível para o problema
original, conforme a proposição (2.1).

Dessa forma, o valor ótimo da função objetivo de (2.6) fornece um limite inferior para o
valor ótimo da função objetivo de (2.1).

Uma solução desagregada melhor que a solução desagregada de peso fixo pode ser obtida
através da desagregação ótima de X* [5], que consiste na resolução dos K subproblemas
dados por:

max c*txX

sa Atzt< AX: (2.9)
1º >O

A solução x** desses subproblemas dá uma solução desagregada que é, pelo menos,
tão boa quanto a solução desagregada de peso fixo, uma vez que a solução desagregada de
peso fixo X = (x!,...,x*), obtida da solução ótima X”* de (2.6), satisfaz Atx" = AFg*XT =,

AxX?, para k = 1,..., K, e, portanto, define uma solução factível para (2.9). Daí, podemos
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dizer que Z" = cx = YE tt < E dat =X>XE z(X), onde zE(X1) é o valor da
função objetivo ótima do k­ésimo subproblema (2.9).

Assim como a solução desagregada de peso fixo, a solução desagregada ótima é também
factível para o problema (2.1).

Dessa forma, tanto o valor ótimo do problema agregado, quanto a soma dos valores
ótimos das funções objetivo dos subproblemas (2.9), determinam limites inferiores para o
valor ótimo da função objetivo de (2.1).

De fato, podemos escrever:

Z < LDiaa(X) < 2º

desagregação de peso fixo desagregação ótima problema original

Tendo os limites inferiores, conforme (2.10), faz­se necessária a derivação de limites supe­
riores para z*. Na seção seguinte, focalizamos as principais abordagens de obtenção desses
limites.

2.3 Análise de Erro

O maior problema da metodologia da agregação refere­se ao estudo da informação perdida
devido à agregação/desagregação das variáveis, uma vez que, quando um problema agre­
gado é solucionado, geralmente a solução desagregada não resulta em solução ótima para
o problema original.

Tem­se, então, que introduzir ferramentas para estimar o erro cometido, de modo a
se obter uma medida aproximada da perda de precisão havida em função dos processos
agregacionais.

Uma maneira de medir a perda de precisão é a diferença entre os valores das funções ob­
Jetivo dos problemas original e agregado.

Desde que 2” não é conhecido de antemão, podemos somente estimar 2* — Z*, através
da derivação de limites para esta diferença.

Não consideraremos mais a obtenção de limites inferiores para z*, uma vez que esses

podem ser obtidos de acordo com (2.10). Resta­nos, portanto, considerar a obtenção de
limites superiores.

Em geral, dois tipos de limites superiores são frequentemente considerados:
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­ Limites “a priori”, que são estabelecidos sobre a função objetivo ótima do modelo original
depois de o problema agregado ter sido construído, mas antes de ele ter sido resolvido,
e

­ Limites “a posteriori”, que são estabelecidos depois de o problema agregado ter sido resol­
vido.

Devido ao fato de os limites a posteriori utilizarem a informação adicional da solução do
problema agregado, estes são mais precisos que os limites a priori, ficando a aplicação desses
últimos restrita à fase de construção do problema agregado, como ferramenta para se obter
o nível de clustering desejado no processo de agregação (vide [4] e suas referências).

Neste texto, serão considerados somente os limites a posteriori, isto é, suporemos que
o problema agregado tenha sido resolvido e que conhecemos sua solução ótima. Para uma
abordagem a respeito de limites a priori, vide [1].

O teorema a seguir dá a chave para a obtenção de limites superiores para o valor de 2”,
a partir de dados do problema agregado (2.6).

Teorema 2.1 /1)­ Seja 5 = SS. :k= 1...,K) qualquer partição de (1,...,n), não ne­
cessariamente a mesma partição o utilizada na construção de (2.6), e suponha que são co­
nhecidos números positivos (da,...,dn) e números não­negativos (p1,...,pÊR) tais que:

SD diet <p, k=1,...,ÉK. (2.11)
jeSx

K oa tAj]+tz" <u'b+ S max Gu Px (2.12)
k=1 jes, d;

onde u é qualquer vetor não­negativo do R", A! é a j­ésima coluna da matriz de res­
trições do problema original (2.1), e [a]* = max(0,a).

Demonstração ­ Considere o conjunto

jeSx

onde os números d;,7 = 1,...,n, pe,k=1,..., K,ea partição & possuem as características
definidas pela hipótese da proposição.

Note que W É OQ, pois, devido à expressão (2.11), x* E W.
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Além disso, para todo vetor u > 0, u € R”', e para todo x factível para (2.1), tem­se:

2º = ca" cx" +u'(b— Ax*), devido a não­negatividade de u e à factibilidade de x*
u'b+(e WAIT"

u"b + max (e — u'A)z) , devidoa x* € W

j=1

' ;u rm Eo (2.13)

onde A' é a j­ésima coluna da matriz de restrições original.
Considere o problema de maximização em (2.13), e seja X a sua solução ótima. Devido

a não­negatividade do vetor x E W, se o coeficiente (c; — u*A') da variável x; em (2.13)
for negativo, então podemos dizer que 2; = 0. Dessa forma, o problema de otimização em
(2.13) pode ser simplificado para

rEeW
1=1

max” le; — ut Ai]? ” , onde [a]? = maxf0,a). (2.14)

Dai, levando­se em conta a partição à, então, (2.13) pode ser escrito como:

ÉK
+zZ*<ub+X XY le; — ut A X; (2.15)

k=1 je$S,

Considere, agora, os números fdi,...,dn) com as características definidas pela hipótese
da proposição. Como d; > 0, j =1,...,n, então esses números podem ser introduzidos na
expressão (2.15), sem influência no seu resultado, da seguinte forma:

2.16
k=1 JESx

| )

donde, levando­se em conta que Z7 € W, ou, equivalentemente, >> djã; < pre, k =jEeS, =

1..., K, obtém­se:

d;

K tAjT+tc;=uAaev <úb+ Do ma EEE Dk,k=1 jeSx

o que completa a prova da proposição. º
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A suposição (2.11) requer algumas restrições em x* sem resolver (2.1). Tais restrições po­
dem aparecer explicitamente no problema (2.1) ou podem ser obtidas pela manipulação de
suas restrições.

Um ponto chave para o cálculo do limite proposto em (2.12) é a escolha do vetor u.
Zipkin[1] tomou u = U*, ou seja, tomou a solução ótima de (2.7), obtendo, assim:

K
.

 TIT*tA) +

k=1 J€ESK d;

Observe que, se U* é factível para (2.2), então c; — UA? < 0, Vj = 1,...,n, já que
U"* deve, necessariamente, verificar as restrições do problema dual (2.2). Daí, o problema
de maximização em (2.14) tem função objetivo ótima nula, e, portanto, de (2.10) e (2.17),
tem­se

Utb= AX =2Z7"<z2<U"),

donde segue que 2* = Z*, o que significa que a solução desagregada obtida da solução ótima
de (2.6) é também ótima para (2.1).

Mendelsohn (vide [4, 5] e suas referências) sugere a procura por soluções duais na direção do
vetor U”, ou seja, soluções duais do tipo u = 9U*, onde 0 E R é o tamanho do passo na
direção U", e deve ser escolhido de modo a minimizar o limite resultante.

Dessa abordagem, resulta:

* : st c; — OU“ Az< 95 ER fou b+ > max= Dr (2.18)

À expressão sob minimização em (2.18) é convexa e linear por partes em 0, de modo
que somente os pontos de não diferenciabilidade dessa expressão devem ser avaliados [4, 5],
ou seja,

Cc; — OU*t A —=0, j=1,... 2.1

c; ­OU“*Ai  c.— OUtAS
= ij eS k=L...,É. 2.2

d; d;
2 13) E Sr, , , ( 0)

Outra alternativa à avaliação das expressões (2.19) e (2.20) é a utilização de métodos
de minimização para funções convexas, como por exemplo a Busca de Fibonacci[18]. Com
isso, evita­se a avaliação dessas expressões, que pode ser trabalhosa, principalmente quando
existem muitas variáveis em um mesmo grupo.
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Taylor e Shetty (vide [4, 5] e suas referências) propuseram outra direção de busca por
soluções duais não negativas, de modo a melhorar o limite (2.12). A partir do vetor U”,
escolheram o vetor b como direção de busca, e tomaram soluções duais da forma u = U*+&),
onde $ E R é o tamanho do passo, e, como no caso anterior, deve ser escolhido de modo a
minimizar o limite resultante.

Dessa forma, tem­se:

2 <U"b+ min foro + > max É = (U" + en) (2.21)
Devido à convexidade e linearidade por partes (em D) da expressão (2.21), a deter­

minação da solução ótima do problema de minimização em (2.21) pode ser tratada similar­
mente ao problema (2.18).

Outras abordagens, tais como a utilização do vetor resultante da combinação linear con­
vexa de duas ou mais soluções duais do problema (2.7) e a aplicação de subgradientes para
minimizar (2.12), foram propostas em [5], inclusive com indicações numéricas sobre a qua­
lidade dos limites resultantes.

>

Nossa abordagem, neste trabalho, consiste em investigar expressões alternativas para o
limite (2.12) através da extensão da suposição (2.11) para outros tipos de restrições sobre
x". Esse é o assunto do próximo capítulo.

E
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 3

Limites a Posterior: e

Localizações Lineares

Um dos passos mais críticos no cálculo dos limites discutidos no capítulo anterior é a su­
posição da disponibilidade de restrições da forma:

Do djet <p kE=1L..,É, (3.1)
JESx

para alguma partição 5 = Em k=1,..., K) do conjunto f1,...,n) de índices das variáveis.
Restrições desse tipo definem um subconjunto do R” que é genericamente chamado de

localização de x*.

Mais precisamente, se é conhecido um conjunto W C R”, com a propriedade de que
x1* E W, então W é referido como localização de x*, ou, simplesmente, localização.

Neste capítulo, extenderemos o cálculo de limites superiores para localizações genéricas,
baseados na teoria desenvolvida em [2] para agregação de variáveis em Programação Não­
Linear.

A seção a seguir utiliza a teoria da dualidade em Programação Não­Linear [18, 17] na
obtenção de limites superiores a partir de localizações quaisquer, enquanto a seção 3.2 faz
um refinamento do limite obtido, através de alterações na solução dual utilizada no cálculo,
e, por fim, a seção 3.3 considera a aplicação de localizações lineares particulares na cons­
trução de expressões analíticas para o limite superior.

E
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12 13 14 15 16 17 18



3.1. Localizações Genéricas

Nesta seção, investigamos o cálculo de limites para o erro agregacional, em função de qual­
quer conjunto localização da solução ótima do problema inicial.

O teorema a seguir generaliza a abordagem de Zipkin, e fornece uma ferramenta para a
computação de limites superiores a partir de localizações genéricas.

Teorema 3.1 /2] ­ Seja W E R”, conjunto localização de x*, tal que W seja fechado,
convexo e limitado.

Então para qualquer vetor u > 0, u E RM”, tem­se:

z" <UB(u,W)

UB(u,W)=>"uibit+ max (Es (6 ­ ovas | '
i=1

7
j=1 1=1

Além disso,
E

2" = min UB(u, W). (3.4)
u>O0

Demonstração ­ Pela definição do conjunto W, podemos acrescentar a condição x € W
às restrições de (2.1), sem alterar a solução ótima do problema.

A função Lagrangeana [17] associada ao problema (2.1) é definida como

L(x,u)=c$—­u'(Ar — Db), para algum u E R", u>O0.

Desde que o conjunto W é compacto, o teorema do ponto de sela [7, 17, 18] se verifica, de
modo que:

max min L(x,u)
sEW u>O0

min max L(z,u), devido à compacticidade de W
u>0 xrEW

max L(x,u)
max fe —u'A)r + ub)
sEW

1=1

m n

1

u;b;+ max1 o reW á:
I1=
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Além disso,

min max L(x,u)
u>0 rxreW

min UB(u,W),
o que completa a prova do teorema.

Corolário 3.1 /2] ­ Suponha que algumas restrições do problema original foram incluídas
na definição de W, de modo que:

j=1l

onde W é outra localização de x*.

Então, para qualquer u > O, temos:

UB(u,W) = maxzew fez — DjeM Ui (Et ajcj; — bi))
> maxrew fez — Ejem u; (E1 Ui; — bi)) >> z*

Demonstração ­ Observe que, se M = (1,...,m)e IC M, então:

UB(u,W) max feXu >at; — À |1tEM 1=1

ex — ”» Ui (Eeso­ À — Us. >AX — ÀeliEeMV! I= j=1

> max cx — ”» ui (Eess, — À ;ieMV NA!

pois Vier Ui (E aj; — bi) <O0O0, VreW,eVu>0,ue R”, o que valida a primeira
desigualdade de (3.12).

Considere, agora, a Lagrangeana definida como:

Líiz,ju)=cCr= NX u >aj; À ,ieMV j=1

onde incluímos somente aquelas restrições que não são usadas na definição de W.
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Daí, similarmente à demonstração do teorema (3.1), podemos escrever:
* .

z max min L(r,u)
TEW u>O0

min max L(r,u),devido à compacticidade de W
u>0 reW

max L(x,u)

max cx Nou >ao; À ,EMO NA

o que verifica a segunda desigualdade de (3.12), completando, assim, a demonstração do
corolário. — e

O corolário acima mostra que se a localização W é definida por alguma restrição origi­
nal, então não precisamos incluir esta restrição na função objetivo do problema de maxi­
mização em (3.3) para computar o limite superior.

Daqui para frente, a menos que mencionado o contrário, suporemos que a condição x > O
sempre faça parte do conjunto W.

Suponha, agora, que o limite UB(u, W) tenha sido calculado para algum u > O, digamos
u=U*., Então, é natural procurarmos por outro valor de u que forneça um melhor valor
para UB(u, W). Esse é o assunto da próxima seção.

3.2 Refinamento do Limite Superior

Consideramos, nesta seção, um processo de redução do valor do limite (3.3), através de
alterações nas soluções duais utilizadas no seu cálculo.

O processo de refinamento de UB(u, W) baseia­se na obtenção de u que resolva (apro­
ximadamente) o problema min,>o UB(u, W).

Descrevemos, a seguir, um processo iterativo para tratar esse problema, proposto em [2]
para o caso de agregação de variáveis em Programação Não­Linear, e aqui adaptado para
tratar o caso linear.

Denote por O(u) a função objetivo do problema de maximização em (3.3), ou seja,

Suponha que (3.14) tenha uma solução única £% para u = U”.
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Então, pelo teorema do valor marginal (vide [2] e suas referências), O(u) é diferenciável
em u = U*, de modo que:

j=1

onde V,, indica a t­ésima componente do gradiente de O(u).
Dessa forma,

VauUB(U",W) =b =X ajã;o, i=1...,m. (3.16)
j=1

Considere, agora, uma iteração do método do gradiente projetado [7, 17, 18) aplicado ao
problema

min UB(u, W),
u>O0

começando de u = U*. Isto dá:

u(p) = MM, (U* = pv. UB(U", W)), (3.17)

onde p > 0 é o tamanho do passo e IlL1(7) = (lt, i=1l,... im), sendo, por definição,
[7:]"* = max (0,7%;), o que garante que u(p) >O0.

O tamanho do passo à, associado com o método do gradiente projetado, pode ser definido
por uma pesquisa unidimensional:

p=argmin (UB(u(p),W)/p>20]. (3.18)

Note que a função de p UB(u(p), W) é convexa e linear por partes Vp tal que u(p) > O,
e, portanto, técnicas padrões, como a Busca de Fibonacci [18, 17], podem ser aplicadas.

A escolha & = u(5) garante um decréscimo estrito do limite superior, isto é, ou UB(4, W)<
UB(u,W) ou UB(u,W) = mini>o UB(u, W).

Essa abordagem proposta para decrescer o limite superior pode ser realizada iterativa­
mente. Abaixo, nós especificamos os passos básicos do algoritmo.

Passo O (Inicialização) ­ Faça k:=0, e determine um valor inicial para u, por exemplo,
uº = U".

Passo 1 ­ Para u = u", resolva (3.14) e encontre sua solução ótima 3º (é suposto que Z*
é único). Compute o limite superior UB(u*, W) por (3.3):

UB(u",W) =XN"uibit+ ka.
i=1

]

j=1

27

E
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12 13 14 15 16 17 18



Passo 2 ­ Para X = Zº, compute os componentes do gradiente em (3.16):

JIVu UB(u",W) = b; = ND ajjão, 1= l,. e. TM.
j1=1

Passo 3 ­ Para ut(p) = Il, (ut — pV .U B(ur, W)), compute
Pk = arg min (UB (ut(p), W) lp > o :

k+1Passo 4 ­ Caso o critério de parada tenha sido atingido, pare. Senão, faça ut+t! := ut" (px)
ek:i=k+1evolte ao Passo 1.

Para terminar o algoritmo, podemos fixar um número máximo de iterações ou utilizar
outros critérios de parada, como, por exemplo, parar de iterar quando:

UB(u", W) — UB(u*4!,W) <
UB(u*,W) =?

onde y > 0 é uma precisão prefixada.
­

Se a solução ótima Z de (3.14) é não única, então, pelo teorema do valor marginal (vide
[2] e suas referências), O(u) é direcionalmente diferenciável, e técnicas de subgradiente po­
dem ser aplicadas para decrescer o limite superior, similarmente ao método proposto em

Como vimos na seção final do capítulo anterior, a idéia de melhorar limites superiores
através de mudanças no vetor dual tem sido usada por muitos autores. Mendelsohn utilizou

soluções duais da forma u(p) = pl/*, enquanto Shetty e Taylor tomaram u(p) = IL, (U*+pb),
onde b é o lado direito das restrições lineares originais (vide maiores detalhes em [4, 5] e
suas referências).

Essas abordagens, entretanto, não garantem decréscimo estrito do limite superior, como
acontece com a abordagem iterativa que acabamos de expor.

3.3 Localizações Lineares

À computação do limite superior para z* proposto na seção anterior requer o conhecimento
de um conjunto localização W.

De (3.3), segue que, quanto menor o conjunto W, melhor a estimativa para o erro come­
tido em virtude da agregação dos dados iniciais.
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Sendo assim, definindo W pelas restrições originais, devemos utilizar tantas restrições quanto
possível, de modo a obter uma melhor precisão para o limite resultante.

Por outro lado, a localização W deve ser “simples o suficiente para garantir que o esforço
computacional associado com o cálculo do limite superior não seja caro demais.

Abaixo, consideramos algumas escolhas de W e as resultantes expressões analíticas dos
limites superiores, ainda baseados no desenvolvimento feito em [2] para Programação Não­
Linear.

Vimos que, para computar o limite superior UB, deduzido na seção 3.1, devemos maxi­
mizar uma função linear sob a condição x € W.

Para simplificar os cálculos posteriores, denote por 6; os coeficientes do problema de
maximização em (3.3), ou seja, 6; = ce; — 22, uai, J=1,...,n. Os valores 6; dependem,
portanto, do vetor u.

Suponha que W é definido como:

W= 2 ER /X de So p,d;> 0, j=1,...,n, 2) (3.19)
j=1

Restrições lineares desse tipo podem ser tomadas diretamente das restrições do problema
original e/ou por manipulação dessas restrições.

Note que W assim definido é convexo, fechado e limitado para quaisquer valores de d; e
p, e, portanto, o teorema (3.1) se aplica.

Para computar o limite superior (3.3) usando a localização (3.19), devemos resolver o
problema:

max 32 60jX;
sa. XT djr;<p (3.20)

1; > 0,7 =1,...,n,

que se trata do como o problema da mochila contínuo [22].
Seja 3 a solução ótima de (3.20).
Observe que, se ó; < O para algumj € (1,...,n), então, a correspondente componente

de 3 é tal que X; = O, devido a não negatividade de cr.
Considere 6; > 0, paraj € 1 € (1,...,n) e sejam f(x) =327 ójr; e tn41 2 O, de modo

que 372, dit; + Tn+1 =p. Como, por hipótese, d; > 0, para j =1,...,n, então, podemos
Escrever:

rr=(p— XY dias) [di — ZE, para altumk E 1 C (1,...,n).
j=1
jzk
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Com isso, f(x) pode ser escrita como:

f(x) 22 it; +PF­ — > (Es) tj; (É) Lnt+1
j=1 j=1
jZk jZk

Óx n? ó;dr — óxd; Ókp (=) + X | d ”ma (3.21)
j=1
jrk

56 6; , 6jdç—6xd; : : ­Suponha que 3É = maxj=1,...n (XL Daí, .—.—— <0, j=1,...,n, e, devido a não ne­
gatividade de x e de (3.21), podemos escrever:

Óx
f(r)< proNE EW, (3.22)

k

. e... , 6donde se observa que o maior valor admissível para f(x) é PÉ
Por outro lado, se tomarmos 7 tal que 17, = de exr;=0 7 =1...,k—­1,k+

1,...,n +1, então, por (3.21), tem­se f(x) = DE, de modo que, por (3.22), segue­se que
essa solução é ótima para (3.20).

Portanto, tem­se:

RNA Nr
ôx ó;(8) = 2 = Pq onde zex (É ) (3.23)

de forma que (3.3) é facilmente computado utilizando­se esse resultado.
Suponha, agora, que são conhecidos números fri,...,Tn), tal que O < x; < ri, ] =

1,...,n, e defina W como:

W=(26R/E da <pnd 0, 0<zx;<r;, r;>O, jehon) (3.24)
j=1

Os limites superiores r; para as variáveis x; em (3.24) podem ser tomados diretamente
das restrições do problema original e/ou por manipulação dessas restrições.

Podemos fazer, por exemplo, r; = mini=1,..,m (b:/ai5), para a.,b;>0, j=1,...,n.
O problema de maximização em (3.3) é agora escrito como:

max 37 6jT;
sa. Di djr;j<p

0<x;<r, j7=1...,n,

que é o problema da mochila contínuo com limites para as variáveis.

30

E
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12 13 14 15 16 17 18



Uma solução ótima Z de (3.25) é facilmente computada da solução do problema (3.20).
A forma da solução reflete a bem­conhecida idéia da mochila: os objetos devem ser colocados
na mochila começando do mais “caro' até que o limite superior r; seja atingido ou a mochila
fique completamente preenchida.

Suponha que as variáveis estão ordenadas como:

ó ó: n

Então, a solução ótima z de (3.25) é tal que:

TitoPp Lia dêa), jel..,n, (3.27)6;X; = [6;])* min qr d;

onde, por definição, [7]" = max (0,71, e os termos [6;]* em (3.27) garantem que X; = O para
ó; <O.

Se 6; = 0, então %; é não único, e satisfaz:

— il oz0 <ã;<min fr E) ; (3.28)
)

mas isso não influencia o valor ótimo da função objetivo de (3.25) ou de (3.20).
Considere, agora, que, em vez de uma restrição linear em (3.19), nós temos um número

qualquer de restrições lineares independentes.

Seja O = Em k=l,.. 5 K) qualquer partição de (1,...,n), não necessariamente a
mesma partição a, utilizada para construir o problema agregado, e suponha que W é defi­
nido como:

W = E ER" > dir; < pr, k= L,...,K,x; >0,VjE 5.) (3.29)
jes,

Localizações do tipo (3.29) foram utilizadas por Zipkin [1] nos seus trabalhos pioneiros
sobre agregação.

Utilizando­se a localização (3.29), então o problema (3.20) se decompõe em K subpro­
blemas independentes do tipo:

max >:cs, ÓjTj
s.a. Dies DjtTj <P
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e uma solução ótima para cada subproblema é computada por (3.23), para k = 1,..., K.
O objetivo ótimo global é a soma dos objetivos ótimos dos subproblemas.

O mesmo ocorre se W for definido como:

jes,

sendo que, utilizando­se W dessa forma, o problema de maximização em (3.3) se decompõe
em K subproblemas com o formato:

max Vijes, 6;X;
s.a. Ljes, djx; < Dk

0O<x;<r,]€ESk,

cuja solução é computada analogamente a (3.27).
Observe que, se a localização é decomponiível, e pode ser escrita como

L

W=W xW2ax­ x Wr, onde Wi é convexo e limitado em R"', e VM =n,
=l

"

então, o problema de maximização em (3.3) também se decompõe em L subproblemas inde­
pendentes, sendo que o I­ésimo subproblema tem n,; variáveis.

Mesmo se não for possível resolver os subproblemas analiticamente, podemos tratar este
caso como um caso fácil, uma vez que a dimensão desses subproblemas pode ser bem menor
que a dimensão do problema original.

Vários tipos de localizações decomponíveis podem ser obtidas de problemas com estru­
tura especial, e formam parte importante das técnicas de agregação­decomposição iterativa
(para informações, vide [3]).

Limites superiores mais precisos podem ser obtidos quando utilizamos um número maior
de restrições na definição da localização, pois isso pode reduzir o tamanho de W.

No entanto, já não é possível garantir, dessa forma, a unicidade da solução do problema
de otimização em (3.3), e nem obter expressões analíticas para o limite resultante da uti­
lização desse tipo de localização.

Faz­se necessário, portanto, a definição de localizações mais suaves, que garantam a
unicidade da solução do problema de maximização em (3.3), além de fornecer expressões de
fácil computação para o limite (3.3).

Com esse intuito, no capítulo a seguir, investigamos as localizações não­lineares tipo
elipsoidais, e abordamos a sua aplicação na análise do erro devido à agregação.
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Capítulo 4

Localizações Elipsoidais

Este capítulo introduz as localizações não­lineares tipo elipsoidais, que serão, posterior­
mente, aplicadas à análise do erro devido à agregação de variáveis em Programação Linear.

Considerando­se localizações elipsoidais em (3.3), então, a solução ótima do problema
de maximização em (3.3) é única e pode ser computada analiticamente (vide capítulo 5),
donde segue a grande vantagem da utilização desse tipo de localização na computação de
limites superiores para a função objetivo do problema original.

Chama­se elipsóide ou conjunto elipsoidal ao conjunto:

E = E ER"/g+hz+XHz< constante ) ; (4.1)

onde g ER, ,h,z ER",e HER”, H simétrica e definida positiva [20].
Os eixos dos elipsóides assim definidos têm a direção dos autovetores de H e comprimen­

tos iguais ao inverso dos autovalores correspondentes [20].
Neste trabalho, serão considerados conjuntos elipsoidais do tipo:

E=Í7eER/(z­E)H(z­8)<R), (4.2)

onde H é matriz diagonal e definida positiva, X E R" é o centro e R > 0 é o raio do

elipsóide.
Observe que os eixos do elipsóide (4.2) são paralelos aos eixos coordenados do sistema

cartesiano, e têm comprimento igual ao inverso dos elementos diagonais de H.
Considere, agora, o problema (2.1), e suponha que a ele foram acrescentadas variáveis de
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folga r E R”, r > 0, de modo que o problema fica com o seguinte formato:

max cx

sa Artr=b

T,r>O0,

que pode ser escrito, alternativamente, como:

max (3

s.a. = b (4.4)
XT>DO,

onde À E Rmx(m+n) À — [A 1), Té a matriz identidade de ordem m, ê E R"*", à =[c 01,0
é o vetor nulo do R", e XE RPM", 3 =(x,r).

O dual de (4.4) é escrito como:

min ba

—ê=êA

8 >O0O, à irrestrito,

s.a.

onde à E R",ê E R"+", e À e à definidos como em (4.4).
As soluções ótimas de (4.4) e (4.5), serão denotadas £* e (à*,5*), respectivamente. No

que segue, será suposto que as regiões factíveis de (4.4) e (4.5) são limitadas e que seu
interior é não vazio. Será suposto, ainda, que posto( À) =m.

Além disso, daqui por diante, X e $ indicarão as matrizes diagonais cujos elementos
diagonais são os elementos dos vetores £ e 8, respectivamente, e ||.|| indicará a norma eucli­
diana.

À seção a seguir utiliza essa notação na construção de localizações elipsoidais de £*.
Esses elipsóides, juntamente com elipsóides que contêm todas as soluções de folga duais
ótimas de (4.5), têm sido aplicados na dedução de critérios para identificar variáveis primais
básicas e não­básicas ótimas, o que é muito útil nas modernas técnicas de pontos interiores
aplicadas à resolução de problemas de programação linear (vide abordagens de Todd[14] e
Ye[15], além de Choi e Goldfarb[10]).

Neste texto, propomos a utilização desses elipsóides na análise do erro devido à agrega­
ção das variáveis do problema (2.1) (vide capítulo 5).
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4.1  Elipsóides Primais

Apresentamos, nesta seção, os elipsóides primais, assim chamados os elipsóides que contêm
todas as soluções ótimas £* de (4.4).

O teorema a seguir caracteriza os elipsóides desenvolvidos em [10], aqui chamados elipsóides
tipo Choi­Goldfarb.

Teorema 4.1 /10] ­ Sejam X% e (à,8) soluções factíveis para os problemas (4.4) e (4.5),
respectivamente, com 8 > O. Então, o elipsóide:

E=(17ER"*"/|S(z (4.6)

onde

e? = (4'8)º+ [|5a]]?, (4.7)

contém todas as soluções ótimas X* do problema (4.4).

Demonstração ­ Observe que, para todo X* ótimo de (4.4), tem­se:
À

S&a)? = [82 +88]? — 228?
|15&*|[? + |152]/?, devido à não­negatividade de 2º,& e é

a — cs S2|/?, devido à factibilidade de (à, 8)

es)
") +|$8|?, devido à factibilidade de à*
Y + |1$2]2, pois 4º'b > a'$* > é'2, Vê factível para (4.4)

É. |152||2, pois 2 é factível para (4.4)

,3) é factível para (4.5)

o que completa a prova do teorema.
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Observação 4.1 ­

l. Para a obtenção dos elipsóides descritos no teorema 4.1, são necessárias soluções 2 e
(4,8) factíveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente.

À solução Z pode ser tomada como £ = (Z,r), onde z é a solução desagregada obtida
da desagregação da solução ótima de (2.6), er =b— Ar.

Para obter a solução (ud, 3), basta aplicar a agregação de variáveis ao problema:

bl

Ata > & (4.8)
à irrestrito,

e tomar (4,8) = (u,s), onde u é a solução desagregada obtida da desagregação da
ES

u

solução ótima de (4.8), es=A'u—&.
Observe que, para que o elipsóide do teorema (4.1) fique bem definido, é necessário
que S seja definida positiva, o que requer que 3 seja positivo.

A
" 2

Portanto, se acaso alguma componente de à se anular ao calcularmos 8 = A'u — &,
então uma estratégia para obter 8 > 0 é alterar um pouco alguma componente de u e
recalcular 5.

2. Note que, 8'% — 0, quando $ — 2* e (4,8) — (à*,S*). Dessa forma, os elipsóides doú,

(àteorema (4.1) têm raio pequeno, se £ e (à, 8) estiverem próximos da solução ótima de
(4.4) e (4.5), respectivamente.

3. Observe, ainda, que se é conhecido um limite inferior para o valor ótimo da função ob­
jetivo de (4.4), ou seja, se se conhece LB tal que &'£* > LB, então

0 < 3 =(Ala dit = AR dA <0b­ LB,

de modo que o raio dos elipsóides descritos no teorema (4.1) também podem ser cal­
culados como

e? = (bh — LB)º + ||$a||? (4.9)

É claro que, se o raio definido em (4.9) for menor que o raio proposto no teorema (4.1),
então é preferível utilizar a forma (4.9), pois desejamos obter localizações tão peque­
nas e simples quanto possível para aplicação na análise do erro devido à agregação.
Note, entretanto, que essa situação só ocorrerá quando LB for maior que Z*.
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Com o objetivo de obter localizações elipsoidais reduzidas, os teoremas a seguir propõe
algumas técnicas para diminuir o raio dos elipsóides tipo Choi­Goldfarb, propostos no teo­
rema (4.1).

Teorema 4.2 [12] ­ Seja W E R"+" um conjunto localização de %&* e sejam X e (0,3),ê >
0, soluções factíveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente. Então, o elipsóide:

E=(7ER"º/$(z— &)|| < e(W)), onde (4.10)

Eº(W) = min féº(W),6º(W)), (4.11)

EºW) = |[$&]|/? + max MSc? — 2$ºE)'a), e (4.12)

Eº(W) = || $a]? + (32)? — 2min (($S%5)'0),
xEW

contém todas as soluções ótimas X* de (4.4).

Demonstração ­ Observe que, para todo 1* ótimo de (4.4), tem­se:
(Ga)? = |[Se|?+ [Sá]? — 2(Sã'ã”

< 188]? + max (Il$x|? — 2(S%8)')
onde a desigualdade segue de 2* E W.

Além disso, como 8'%* < 3'%£, Vi e (u,8) factíveis para (4.4) e (4.5), respectivamente, , , P

(vide demonstração do teorema (4.1)), então, de (4.14), tem­se:

ESETA? < [524 (88? — 2(5%
[58]? + (88)? — 208%98)'á*

[84]? + (84)? — 2 min ((S8)'2) = E(W),
onde a última desigualdade segue de 2* E W.

Tomando­se eº(W) = min (8º (W), éº(W)), obtemos:

58º = 2)? <e(W),
o que completa a prova do teorema.

As proposições a seguir obtêm expressões analíticas para os raios E(W) e Eé(W) do teo­
rema (4.2), com a utilização de algumas localizações específicas.
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Proposição 4.1 /12/ ­ Considere o elipsóide definido no teorema (4.2) e suponha que o
conjunto W é definido como W = (x €E RM" /s'r <8'%, x >0), onde 2 e (1,83),8 > O
são soluções factíveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente. Então,

eEº(W) = ||$&|[? + (82)? — 2(8'&) in, dês.
Demonstração ­ Note que, da demonstração do teorema (4.1), tem­se 8'%* < 3'£, Vit e
(4, $) factiveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente. Conseqientemente, podemos
dizer que X* E W, de modo que W define uma localização de £*.

Além disso, considerando­se que 3 > O, então, Vr = (r;) € W, podemos escrever 0 <
ão J=1,...,m+n, donde segue que W é limitado.

Para calcular Eé(W) em (4.12), devemos resolver o problema:

max (Il$0|/? — 2(SºE)'a) (4.17)

A função objetivo do problema (4.17) é estritamente convexa, e, portanto, a solução ótima
é alcançada em um vértice de W.

Cada vértice 1 de W têm todas as componentes. nulas, exceto a 1­ésima componente, que
vale 3'%/8;. Substituindo­se x em (4.17) pelo i­ésimo vértice de W, então o problema (4.17)
toma a forma:

max ((3'2)º — 2(8;2;)($'4)) (4.18)
sEW

Observe que o vértice 1 de W que maximiza (4.18) é aquele que minimiza o produto 8;%;.
Portanto, (4.18) é equivalente a:

(4.19)

Dai, por (4.12), tem­se:

ENW) = ||$E||? + (82)?— 2(8'3) min, dês,
validando, assim, a primeira parte da tese da proposição.

Considere, agora, a obtenção do segundo raio. Para calcular é(W), devemos resolver o
problema:

RODA

A solução do problema (4.20) é, obviamente, o ponto x = 0, devido a não­negatividade
dos vetores 8 e X. Dessa forma, por (4.13), tem­se:

Eº(W) = ||Sa|[? + ($'$)?, (4.21)
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logicamente maior que o anterior, completando, assim, a demonstração da proposição. — e
Note que, se 2 > O na proposição (4.1), então E(W) é menor do que o raio do elipsóide

proposto no teorema (4.1), o que implica que obtivemos uma localização elipsoidal menor
que a equivalente localização tipo Choi­Goldfarb.

Proposição 4.2 /12] ­ Seja IX" dia; = p, dip > O uma das restrições de (4.4), ou
uma combinação linear delas, e considere o elipsóide definido no teorema (4.2). Defina a
localização W como W = E E Reto /3o7mdo dit; =p, x > o). Então:

ENW)=|[S&|º+p”. max (1=1,...,m+n

EW) =|[$|? + (82)?

e(W)= min (E(W), é(W))

Demonstração ­ Note que, pela maneira como W foi definido, tem­se X* E W, de modo
que W define uma localização de £*. Além disso, Vr = (x1;) € W0 < x; < p/di, j =
1,...,m + n, donde segue que W é limitado.

Analogamente às considerações da proposição anterior, o valor ótimo da função objetivo
de (4.17) é atingido em um vértice de W.

O 1­ésimo vértice de W possui todas as componentes nulas, exceto a 1­ésima componente,
que vale p/d;. Substituindo x em (4.17) pelo i­ésimo vértice de W, o problema (4.17) toma
a forma:

(4.22)

que é equivalente a

Daí, por (4.12), tem­se:

EW) = ||$8|2 + p? 2 max f(
como afirma a primeira parte da tese da proposição.
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Agora, para obter E(W), devemos resolver o problema:

ss /R2At

Esse problema pode ser tratado como um problema de mochila contínuo, cuja resolução foi
discutida na seção 3.3.

A solução ótima de (4.23) é um ponto que possui todas as componentes nulas, exceto a
k­ésima componente, que vale p/d,, onde k é tal que:

a2A ADA
SEKTk : Sitj

=." Cr 4.24

Substituindo esse ponto na função objetivo de (4.23), obtemos:
A

min(5S?&)'x

o que, por (4.24), dá:
. Q2AtE, — .min(5Sº“£)'z = p. min,

E

donde segue, por (4.13), que:

. sã;

EºW) = [54]? + (88)? —2p, min, É
Tomando­se o mínimo entre os dois raios calculados, obtemos o resultado requerido. e
Observe que, se o conjunto localização W do teorema (4.2) for definido como

m+nW = fer No djej=p, r; <x; < Rir;>0,R;>O, jshoimaa),js

Então, para obter E(W), devemos resolver o problema:
Sn

2 QC2Qatmax (l$=| — 2($Sºã)'z) (4.25)

Observe que podemos acrescentar a constante $a? à função objetivo de (4.25) sem
alterar a sua solução ótima, ficando, assim, com o problema:

Sa/2 S2 2 atmax (|[$a|? + |1$x|? — 2(8º8)'z) (4.26)

que é equivalente a

max |[$(2 — &)| (4.27)
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Observe, ainda, que a solução de (4.27) é atingida em um vértice de W, devido à conve­
xidade de W e devido ao fato de que a função objetivo é um elipsóide, cuja matriz hessiana
é definida positiva.

Se 4; = 1; — 17, tem­se 1; = 47; +r,]7 = 1,...,m+mn, de modo que Di djr; = p
pode ser escrito como DAL d;(7; +rj;) = p, ou, equivalentemente, 27º jYj = DB, onde
à =p­—X7X"dir;r. Além disso, para cadaj= 1,...,m+mn, tem­se r; < x; < Rj, o que
implica que 0 <7y; < Ê,, onde Ê; = Rj; — rj.

Portanto, o problema (4.27) é equivalente a

max ||S5(7 +r — &)|/?
rEeW

onde 7 = (195), r=(r;), eW=Í7ERMA/TMAºdaj=p0<7< Ê;).
Observe que o problema (4.28) pode ser escrito, alternativamente, como:

Uma solução de (4.28) pode ser computada com o seguinte algoritmo:

Passo O ­ Seja J=(1,...,m+nk) e" =(0,...,0).

Passo 1 ­ Faça l; = min (hi, É) VIEJ
Passo 2 ­ Obtenha k de modo que s2(lk + rx — &4)º = maxjes (si(l; +r; — 2;)º)

Faça 74, = ly, e redefina o vetor à e o conjunto J como É = à — dx, J=J—ík)

Passo 3 ­ Se à = O, pare, pois 7* é ótimo. Senão, retorne ao Passo 1.

Considere, agora, o cálculo de é(W).
Para obter é(W), devemos resolver o problema:

ss /O2At

Utilizando a mesma mudança de variáveis 1; = 1; —r;, J=1,...,m+n, o problema
(4.30) é transformado em:

min 1(SE)'7 + ($Sã)'r) ; (4.31)
1€W2

onde 7 = (75), r=(r;), eWa=17ERMM/LTº dad, 0<7;< Ê;).
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Observe que o problema (4.31) é o problema da mochila contínuo, com limites para as
variáveis, cuja solução foi discutida na seção 3 do capítulo anterior.

Suponha que as variáveis de (4.31) estão ordenadas de acordo com:
a2Aa ADA ao A

siT] < 83X2 << Sm+ntm+n
d, d, dm+n

2 [=X delvsmin( É e... e h j=Ll,...j

de modo que
.

m+n

min (($Sº8)'y + (Sº$)'r) =X S8;(7 +73),
1€EW2 j=1

onde 7? é calculado por (4.32).
Combinando esse resultado com (4.13), obtém­se:

. 2 2 m+n .E(W)=||[5a||* +(8'8)º 23) âjês(r; +77)
=
”

onde 47 é dado por (4.32).
Com isso, podemos computar facilmente o raio do elipsóide proposto no teorema (4.2).

Observação 4.2

l. Note que a expressão para o raio e(W) em (4.12) é válida para quaisquer vetores
£, 8 do RM", com 3 > O, de modo que £ e (4,8) não precisam, necessariamente, ser
factíveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente.

Com base nessas considerações, podemos obter uma localização elipsoidal de x*, ótima
de (2.1) da seguinte forma:

Sejam Z e $ vetores do R" com 8 > 0, e considere W € R” tal que x1* E W, para todo
x* ótimo de (2.1).

Então, podemos escrever:

|= a) = |SE2+ Sa"? — 258º

< |SE|º + max (ll$z|? —28'$ºz) = eº(W),
onde a desigualdade segue de x* E W.
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Portanto, podemos dizer que o elipsóide:

E=fzER"/|S(z­ |? <e(W)), (4.34)

onde e(W) é definido por (4.33), contém todas as soluções ótimas x* de (2.1).

Observe que o elipsóide (4.34) tem dimensão menor que os elipsóides definidos nos
teoremas (4.1) e (4.2), e pode ser obtido com menor esforço computacional, já que Z
e (4,5) não precisam, necessariamente, ser factíveis para os problemas (2.1) e (2.2),
respectivamente.

Note, entretanto, que W € E, pois |[5(x — =)|[? < ||[5£|? + maxzew Sc — 28º $?*x),
vr E W.

Por isso, a utilização do elipsóide assim definido na análise do erro agregacional pode
incorrer em um limite mais impreciso quando comparado com o limite obtido com a
utilização do conjunto W.

. Uma expressão mais simples para o raio do elipsóide (4.34) pode ser obtida se consi­
derarmos % > O, de modo que:

15(2* — &)|/? [[5a|? + [$a]? — 258º"
|[15E|[? + ||$x*||?, devido a não­negatividade de £,5 e nº
1158]? + (8'x*)?, também devido às restrições de não­negatividade

­

2|1SE? + (maxã'o) , devido a * € WsEW

(4.35)

Podemos afirmar, portanto, que o elipsóide:

E=ÍfzeER"/|S(z­5)|º <e(W)), (4.36)

2
2 — 6x2 ­e“(W) = ||S5Z||* + (max z) (4.37)

contém todas as soluções ótimas x* de (2.1).

Observe que se W for definido por alguma restrição de (2.1) ou uma combinação dessas
restrições, então, o problema de maximização em (4.37) se confunde com o problema
da mochila contínuo, de fácil resolução analítica, conforme discutido na seção 3.3.

43

E
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12 13 14 15 16 17 18



3. Podemos simplificar ainda mais o raio (4.37), se considerarmos % = O em (4.36), de
modo que:

e(W) =max3ã'r.
xEW

Daí, podemos dizer que o elipsóide

E = [10] < maxã's) (4.38)
xsEW

define uma localização da solução ótima x* de (2.1).

O teorema a seguir apresenta outra técnica para reduzir o raio dos elipsóides propostos
no teorema (4.1).

Teorema 4.3 /13] ­ Sejam % e (0,8),8 > O, soluções factíveis para os problemas (4.4) e
(4.5), respectivamente. Seja W E R"*+" conjunto convexo e fechado, tal que 2* E W, Vi"
ótimo de (4.4). Então o elipsóide:

E=f1ER""/|$(x—x)|| <e(W)), (4.39)

onde x, é a solução ótima única do problema:

s & 2minllSa| (4.40)

eEº(W) = (8'8)º — ||$xo]/, (4.41)

contém todas as soluções ótimas X* de (4.4).

Demonstração ­ Observe que, para qualquer y E R"*”, temos:

|S(&* =)? I15E"|2 + [8912 = 2! Sá
< (8a) +|[$9|º = 2/8"
< (88) +|â7|? = 27/82", (4.42)

onde a primeira desigualdade segue da não­negatividade de 3 e X7*, e a última segue de
0<s'*<3't, Vi factível para (4.4) , conforme demonstração do teorema (4.1).

Considere W com as características definidas pela hipótese do teorema. De X2* E W e de
(4.42), tem­se:

[88 =)? < (88)? + max (1871? — 27$º0) (4.43)
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Note que (4.43) se verifica V 4 E RM+",
Suponha que 7 é escolhido dentre as soluções do problema:

;
S&a

N2 tãoEnio, maxf|S71|? = 278º),
de modo que (4.43) pode ser escrito como

(at NI < (ta)? ;
Sa 12 — 94tã2158 =P < (88) + min max (871º = 27'$%0) (4.45)

A função f(7,x) = ||[$7|? — 27º $?r é convexa em 7 e linear em 1, e o conjunto W é fe­
chado e convexo, por hipótese. Supondo­se que o conjunto das soluções ótimas do problema

maxço(0) (4.46)

é limitado, onde

(x) = min (7,2), (4.47)

então, pelo teorema minimarx generalizado (vide [13] e suas referências), temos
E

;

­
: 4.48minmax f(7,2) = max min f(7,2), (4.48)

As condições de otimalidade (condições KKT) para o problema

min (|/$7|? — 27º$ºx) (4.49)
€RmM+n

resultam em 28º4 — 28ºx = O, ou, equivalentemente, (7; —x;)=0,7=1...,m+mn.
Desde que, por hipótese, $ > O, então, 1; = 7;, J=1,...,m+mn, donde segue que y = 0,
na solução ótima de (4.49).

Consequentemente, por (4.48), temos:

= —m On /2maxi(z)= — min ||Sz|l,
de modo que (4.45) pode ser escrita como:

[58 = 7)|P? < (88)? — min 82]? (4.51)

Observe que y = x é a solução do problema de minimização em (4.51). Dessa forma,
fazendo 7 = x, em (4.51), tem­se:

|$(8* = xo)|[? < (88)? — ||$xo]P,
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como afirma a hipótese do teorema. "e

Observe que os parâmetros raio e centro da localização elipsoidal proposta no teorema
(4.3), diferentemente dos elipsóides propostos por Choi­Goldfarb, não são fixos, e dependem
de algum conjunto localização da solução ótima £*.

Além disso, nota­se da expressão (4.41), que o raio do elipsóide (4.39) é com certeza
menor que o raio do elipsóide proposto por Choi e Goldfarb (vide teorema (4.1)).

Às proposições a seguir obtêm expressões analíticas para o centro e o raio dos elipsóides
propostos no teorema (4.3), a partir de algumas localizações de Z2*.

Proposição 4.3 [13] ­ Considere o elipsóide proposto no teorema (4.3) e seja W definido
como W = E € Ro+tr/Àx = b). Então, o centro do respectivo elipsóide é:

toi = S?PA(ASPAN)TO (4.52)

Eº(W) = (83)? — (ASPÀ) OO. (4.53)

Demonstração ­ Observe que, da maneira como W foi definido, tem­se 2* € W, de modo
que W define uma localização de £”. Para obter x91, devemos resolver o problema:

min (0.5//$x|/?, tal que Àr = b) ; (4.54)

onde o multiplicador 0.5 foi acrescentado para simplificar expressões posteriores.
As condições KKT aplicadas ao problema (4.54) dão:

Árzo =), (4.56)

para algum u > 0, u € R”.
De (4.55), tem­se 101 = $­? Á!u, o que, substituído em (4.56) dá AS­?Ãtu = b, donde

segue que u = (AS2Â!)O.
Dessa forma, tem­se roi = S7?2A'(AS­2A!)!b, conforme requerido pela tese da pro­

posição.
Além disso,

I$xo1|/?

A
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o que finaliza a demonstração da proposição. — e

Proposição 4.4 /13] ­ Considere o elipsóide proposto no teorema (4.3) e sejam os vetores
da = (ASA) e da = (ASPAY) (AS De, para algum (4,8),8 > O, factível para (4.5),
ee=(1,...,1) E RP”, Sejam, ainda, UB e LB tais que LB <&1* <UB. Considere a
localização W definida como

W=Í7ER"M/Àr=b,Va­UB<s'T<ta­LB)
Considere, ainda, que vp, indique a projeção do vetor v sobre o núcleo da matriz ASA,
Então para o centro xo2 do respectivo elipsóide, tem­se:

(a) Se ta — UB < —b'da < à — LB, então xo0o2 = To
(b) Se —b'da <V'à — UB, então:

To2 = So Ex (4 + btú Ed bt — UB + bd,2
Hepll? Hepll?

A NS bt— UB + bd)?e)= (8)? ­ [821º + (8a?­ ZCIT
Pp

(c) se —b'da > à — LB, então:
. .

tá t bt — tdem = 8 8a (as E a,) LB+ td,

Hepll? Hepll?

(b'ú — LB + b' da)?
Hepll?

|

Demonstração ­ Como 8'%* = (A'é — c)'£* = b'ú — d'4*, então, pela definição de UB e
LB, tem­se 4 — UB < 8'%* < btu — LB, o que implica que 2* E W. Portanto, W define
uma localização de Z*.

eEº(W) = (8'8)? — [54]? + |[(5),|? — (4.60)

Para obter rx92 de acordo com o teorema 4.3, devemos resolver o problema:

min f0.5|$x|?, z EW). (4.61)

onde acrescentamos o multiplicador 0.5 para simplificar expressões posteriores.

Observe que, se rxo1 dado pela proposição (4.3) é factível para (4.61), ele tambémé ótimo
de (4.61), uma vez que a localização utilizada na proposição (4.3) é uma relaxação da lo­
calização ora utilizada. Além disso, observando­se que 8*ro1 = —b'da, então, se Ba — UB <
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—b'dy < b'ú — LB, tem­se que xo) é factível para (4.61). Daí, podemos dizer que, se
b'ú — UB < —b'dy < bV'à — LB, então 191 = £02, O que prova a parte (a) da proposição.

Considere, agora, as condições KKT para (4.61):

Âr =)

Va ­UB<sztT<VO­LB

De (4.64), temos:

Substituindo (4.68) em (4.62), obtemos à
(1,1...,1) E REF”,

Utilizando essa expressão em (4.68), obtemos:

x = 5? ?AVÇASPPA) DA (0 = 9)S79 [1 SOANASPAN) AS Je. (4.69)

Pela proposição 4.3, o primeiro termo aqui é ro1, enquanto o segundo termo é igual a
(6 — 1)$e,, onde e, indica a projeção do vetor e no espaço nulo da matriz AS) (para
maiores informações acerca da operação de projeção, vide [19]).

Portanto,

e, daí,

'r = Sta + (9 —2)e, = —b'da + (0 — A)ete, = —bida + (9 — A)ilez||? (4.71)

pois, pela definição de projeção, (e — ep,)'e, = O, donde segue que e'e, = llep||?.
Suponha —b'da, < b'àá — UB. Então, (4.71) pode ser escrita como à'r < b'àá — UB + (0 —

Mllepll?. Mas, de z € W, deve­se ter, também, âà'r > b'úá — U B, donde segue que 0 > O.
Daí, $'r = b'ú — UB por (4.66) e À = O por (4.65).
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cem 1 2 3 4 5 6

Combinando este resultado com (4.71), obtemos 9 = (b'ã — UB + b'd2)/||ep||l?, de modo
que, por (4.70):

b'á — UB +b'da a

p

ESComo e, = [1 — 57A'(ASP2A)1 ÀS e = e + 5! Àtda, tem­se, por (4.72):
ba — UB+b da,

So!
les? “ú

S(e+ 5!À'do)
tA t tA tb ada) +? UB+6d,.Hell? Hepll?

Toa = S?2PA(AS?PAÁNO
gadig, 4 PEZUBA VA,

Hepll?

Observe que:

(ASPANO
SP ANÇASPA)ASO | Sa
1 (1— 89AÇASPANO AST)Sa
Sã — (5ã),)

Daí, por (4.72) e devido à ortogonalidade dos vetores e, e Sã — (5$),), e utilizando,
ainda, o teorema de Pitágoras, temos:

Pa ­UB+tda
Tee

ta t
. .

tá tdo en) (d8 — (88), + Dat)
p

. .
tá ta 2:— (85),)'(8s— (85), ) + CAZUVB+PA e

i i lepllô i
Pp

(b'úá — UB + tda)?
Hepll?

I1$x02|/? &— (5), +

)o +" Hepll?

[58]? = (Sã),|? + ,

donde se obtém

. . ba— UB + b'da)?e) = (8) ­ [8a] + [689,2 — PATR HO,
Pp

o que prova a parte (b) da proposição.
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Suponha, agora, —b'd7 > b'á — LB. Então, de tr < b'á — LB e (4.71), segue que À > O.
Portanto, $'r = b'4 — LB por (4.65) e 9 = O por (4.66).

Daí, de (4.71), obtemos à = —(b'úá — LB + b' dz) /llep||?, de modo que, por (4.70):

b'á — LB + bd, do) b'à — LB + bd,Nepll? Hepll?

(tá — LB + b'd,)?
Heplil? '

To2 = Ss Ex (a +
I[$xo2l? = |[$E|[? — I[(S&),5]|l? +

donde se obtém

(bd — LB + b' da)?
lepl? 'Eº(W) = (8'2)? — [58]? + (Sã),|? —

o que completa a demonstração da proposição.

Observação 4.3

1. Seja 8 € RT", com 8 > O. Seja, ainda, W conjunto localização da solução ótima 2*
de (4.4). Então, de

$'3* < maxi'r
rEW

e da demonstração do teorema (4.3), podemos dizer que o elipsóide

E=Í(1 ER" //$(z =x)? <e(W)),
onde r, é a solução ótima única do problema min (||$2|/?, Tê W), e

2
Aeº(W) = (maxi's) — 8x], (4.74)

rEW

contém todas as soluções ótimas £* de (4.4).

. A forma (4.74) para o raio do elipsóide é interessante porque não requer (4, 8) factível
para (4.5), de modo que o elipsóide (4.73) pode ser obtido com menor esforço compu­
tacional que o elipsóide proposto no teorema (4.3).

. Note que se W em (4.73) for definido por uma restrição do problema (4.4) ou por
uma combinação dessas restrições, então, o problema de maximização em (4.74) se
confunde com o problema da mochila contínuo, de fácil resolução analítica, conforme
discutido na seção 3.3.

A seção a seguir investiga as localizações das variáveis de folga 8* ótimas de (4.5).



4.2 Elipsóides Duais

Analogamente ao desenvolvimento feito na seção anterior, podemos definir os elipsóides
duais, aqui chamados os elipsóides que contém todas as variáveis de folga 8* ótimas de (4.5).

O teorema a seguir caracteriza os elipsóides duais tipo Choi­Goldfarb.

Teorema 4.4 /10/­ Sejam 2 > O e (41,8) soluções factíveis para os problemas (4.4) e (4.5),
respectivamente. Então, o elipsóide :

E=Í(seR"//X(s­3)||<e), (4.75)

onde

e? = (3'8)º + ||Xs], (4.76)

contém todas as soluções duais de folga 8" ótimas de (4.5).

Demonstração ­ Observe que, para todo 8* ótimo de (4.5), e V£ factível para (4.4) e (4,38)
factível para (4.5), tem­se:

|[X(8" — 5)? [Ka]? + NXs|? — 28X6º
I1Xs"|? X 2||º?, devido a não­negatividade de 8,2 e &*

($'8*)º ++ 1 também devidoàs restrições de não­negatividade(Atá* — êJE + ||X8|?, devidoà factibilidade de (4, 8") para (4.5)
â)ar — ê5) + ||Xal?

u”b— tê2)” + ||X8]?, pois £* é factível para (4.4)

t Às — ea) + ||Xáll?, devido à factibilidade de & para (4.4)

[E
[á
(
(ab — 4) + ||X8|?, pois 0 <d"b— 8 <ab— da
E
[de(Ata ia] + [Xsl?
(8'%)º + ||[X8$]?, devidoà factibilidade de (à,8) para (4.5)
e,

o que finaliza a demonstração do teorema.
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Observação 4.4

1. As soluções £ e (4,8) factíveis para os problemas (4.4) e (4.5), respectivamente, re­
queridas para a obtenção do elipsóide (4.75), podem ser obtidas similarmente às con­
siderações do item 1 da observação (4.1).

. Se é conhecido UB tal que &t2* < U B, então, podemos escrever 0 < 28" < 2'(A'ú* —
ESo) =d1"b—CI<UB— E, e, portanto, o raio do elipsóide (4.75) pode ser calculado,

alternativamente, como:

e? =(UB — &&)º + ||[Xs|? (4.77)

. A mesma técnica de redução do raio dos elipsóides primais proposta no teorema (4.2)
pode ser aplicada também aos elipsóides duais.

Observe, por exemplo, que 0 < £*8* < £*'8 (vide demonstração do teorema (4.4)).

Com isso, podemos dizer que o conjunto (s € R"+"/2's < 2'8, s > 0) define uma
localização de 8". Daí, utilizando os mesmos argumentos do teorema (4.2) e da pro­
posição (4.1), obtemos a localização elipsoidal de $*:

E=(X(s­ |? < Sa? +(84) 268%), min &ã) (478)
i=1l,...,m+n

Observe que, se $ > 0 em (4.78), então o elipsóide (4.78) é menor que o elipsóide
proposto por Choi e Goldfarb (compare com o teorema (4.4)).

. Suponha que é conhecido V & R" tal que s* € V, onde s* é a variável de folga ótima
de (2.2). Sejam, ainda, Z e 3 vetores do R", com x > 0. Então, podemos dizer que
0 <'s* <max(T's,s€ V).

Com isso, podemos afirmar que o elipsóide:

—

2
—E = (s ER"/|NX(s­3|P < (maxz's) + [st) (4.79)

contém todas as variáveis de folga s* ótimas de (2.2).

Observe que o elipsóide (4.79) tem dimensão menor que o elipsóide definido pelo teo­
rema (4.4), e pode ser obtido com menos esforço computacional, uma vez que não re­
quer a factibilidade de z e (4,5) para os problemas (2.1) e (2.2), respectivamente.

O teorema a seguir, similarmente ao teorema (4.3), propõe uma técnica para reduzir o
raio dos elipsóides propostos no teorema (4.4).
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Teorema 4.5 /129/ ­ Sejam 2 > O e (à,8) soluções factíveis para os problemas (4.4) e (4.5),
respectivamente. Considere, ainda, o conjunto V E RH", de modo que V é convexo,
fechado e limitado, e 5º E V, Vê* ótimo de (4.5). Então, o elipsóide:

E =(seER""//X(s­so)l| < e(V)), (4.80)

onde s, é a solução ótima única do problema:

.

õ

2min |[Xs| (4.81)

EV) = (88)? — ||Xso]?, (4.82)

contém todas as soluções de folga à" ótimas de (4.5).

Demonstração ­ Observe que, para qualquer y E R"+", temos:

I[X(8" =)? I[X8"|P + [DX]? — 2, Xº8*

(88)? + || X4|[2 = 279º X?8*, devido a não­negatividade de 2,8" e 7
(88)? + |[X94|[? — 294 X?8*, devido a O < 2'8* < 8, vide teorema (4.4)

(8'8)º + max 11X? — 27X? s) , devido a * E V (4.83)

O problema de maximização em (4.83) pode ser tratado similarmente ao problema de
maximização em (4.43), donde resulta a expressão (4.82) para o raio do elipsóide (4.80)
(vide demonstração do teorema (4.3)). e

Similarmente ao proposto para os elipsóides primais, as proposições a seguir utilizam
algumas localizações de 8* na obtenção de expressões analíticas para o centro e o raio do
elipsóide (4.80).

Proposição 4.5 /13] ­ Considere o elipsóide definido no teorema (4.5), e seja V definido

como V = ds ER"r/Átg o s= ê), onde a matriz À e o vetor à são definidos como em
(4.4). Então, o centro so, do respectivo elipsóide é dado por:

“ol.891 = —X [63

onde c, indica a projeção do vetor é = Xê no espaço nulo da matriz AX, e
2 stav2 x 2e*(V) =(4'8)* — |len||*.
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Demonstração ­ Observe que, do modo como V foi definido, tem­se à* E V, de modo que
V define uma localização de &*.

Para obter so1, devemos resolver o problema

min $0.5|/Xs]?, tal que Áu — s = ê) ;
onde o multiplicador 0.5 foi acrescentado para simplificar expressões posteriores.

A aplicação das condições KKT ao problema (4.84) resulta em:

Xºs­B=0

ÃB=O

onde À é o multiplicador de Lagrange ótimo para (4.84).
De (4.85), segue que s = X­?6. Daí, de Átu — à = à, segue que:

Áu=X ºB=tê

Multiplicando (4.87) por AX?, vem: ?

(AX? A)u— AB = AX?c

o que, por (4.86), dá: u = (AX2A)2 AR:
Substituindo (4.89) nas restrições de (4.84), obtemos:

—(1— A(AXCAN)OAX ê
XX (1 XAÇ(AXANDO AX) Xe
Xe.

Além disso, || X so1|[2 = ||&5||l2, de modo que, por (4.82), eº(V)
afirma a tese da proposição. — e

Proposição 4.6 /13] ­ Considere o elipsóide definido no teorema (4.5), e seja V definido
como V = ds ERm+º/Atg—­ s=ô,LB—CE<is<UB­ Es). Considere, ainda, que vp
indique a projeção do vetor vu no núcleo da matriz AX, c=Xêee=(1,...,1) E RMºHº,

Então, para o centro so2 do respectivo elipsóide, temos:
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A tz ata ­

— .XE <—­ec<UB—tI, então so2 = Sa;

(b) se —e'c, > UB — &&, então:
.

ata tsso =X" [E UB | (ee) 5].le — epll?

us
CE UB—ekNºev) = (89 ( ) +51,le — epl|

(c) se —e'c, < LB — &&, então:

LB—ti+el,
lle—epl?so2 =X" | (ee) 5].

À
LB—&&+ekNºeºNV) = (à E ) +15,lle — epl|

Demonstração ­ Observe que 2*8* = 2(Ato* — O) = db — cc. Daí, considerando LB e
UB com as características definidas pela hipótese da proposição, tem­se LB — 28 < 2'8* <
UB — CX, o que significa que 8* E V. Portanto, V define uma localização de 8”.

Para encontrar so2z pelo teorema (4.5), deve­se resolver o problema:
.

+

2mia (o.51Xs|?), (4.90)

onde usamos o multiplicador 0.5 para simplificar expressões subsequentes.
Desde que a localização ora utilizada é uma relaxação da localização utilizada pela pro­

posição (4.5), se so, é factível para o problema (4.90), então so1 é também a solução ótima
de (4.90). Observando, ainda, que Z*s91 = —itX o, = —e'c,, podemos dizer que, se
LB—C3<—­ellc<UB— ti, então sm é factível para o problema (4.90), de modo que
So2 = So1, O que prova a parte (a) da proposição.

As condições KKT para (4.90) são:

Abs
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De (4.93), temos:
s=X *[8+(9—)3.

Substituindo (4.98) em (4.91), obtemos:

à = (AX?A) (AX? +(0—)D).

Usando esta expressão em (4.91), obtemos:
AS ANAXCA)O AR E A+ (0 = N)ANARA) Do à

onde c, representa a projeção do vetor cd= Xê no núcleo da matriz AX.
Pela definição de projeção sobre o espaço nulo, tem­se:

ANAXCAN)TOD = XIKAÇARA)OAX 0a
XI[XA(AXA) AX |X 0a
RX AÇÃRAN 2 A Xe
XI (1XAÇAXÃIOAX) Je
X (e = ez),

de modo que, por (4.99), tem­se:

= X (0 — A)(e—e,) — Gl.

Dal,

0<i's=(0— MN) een? — e'&,

pois e'(e — en) = ||e— ep|]?, devido às propriedades de projeção.

(4.101)

(4.102)

Suponha que —e'c, > UB — d'£. Então, combinando a desigualdade 4*'s < UB — &'Z, da
definição de V, e a expressão (4.102), obtemos

(O9— Mle­ep)|?—­ etc, <UB—&& (4.103)

Mas, por hipótese,—e'c, > UB — &'%, donde segue que (6 — A) ||e — ep||? deve ser negativo em
(4.103), o que exige que À > O.
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Com isso, X's = UB — &'% por (4.95) e, supondo­se UB £ LB, tem­se 9 = O por (4.96).
Substituindo este resultado em (4.102), obtemos À = (6% — UB — et't,)/||e — ep||º, e, por

(4.101), tem­se:
RN B — ata tzso2 = XX [2 e) le­e)a|.lle— epll?

Dai:

UB—&i+el,IXsol?= | le — ezl/? (e— ep) E?

UB—ii+el, 'I(UB—tt+El
(e­e)—c P(e—e,))—ê&Í lle — ezl|? ? , lle — epll? i i

UB — atos ta 2( Tee &) lle — ep|lº — Il&7|l?, devido à ortogonalidade de e — e, e &,
p

(UB — && + etc)?
le— ep|/? — le?

Portanto, por (4.82), tem­se:

Cs UB— ec 2

rd

o que prova a parte (b) da proposição.
at aAgora, seja —e'c, < LB—c'£. Então, devido à factibilidade de s, tem­se 2's > LB— Cí.

Daí, por (4.102), segue que

(0 —­ Me— ep)? — elo, > LB— (4.104)

Mas, por hipótese, —e'c, < LB — &£, o que implica que (0 — A)||e — ep||? deve ser positivo
em (4.104), o que exige que 0 > O.

Daí, 2's = LB — &% por (4.96), e, supondo­se UB £ LB, tem­se À = O por (4.95). De
(4.102), temos 9 = (LB — é*% + e'c,)/||e — ep|l?, o que, substituído em (4.101), dá:

LB—Ci+ec,
lle—eplh?ms | (ee) 5).

Daí, da mesma forma que no caso anterior, por (4.82), tem­se:

LB—&G&4ekNº:) +51,Ile — epl|eº(V) =(2"8)º— (
o que completa a demonstração da proposição. e
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O capítulo a seguir aborda a aplicação das localizações elipsoidais que acabamos de
analisar na metodologia de cálculo do erro agregacional.
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Capítulo 5

Limites a Posterior: e

Localizações Elipsoidais

Aplicamos, neste capítulo, as localizações elipsoidais abordadas no capítulo 4, à análise do
erro devido à agregação de variáveis em Programação Linear.

Uma das formas de se utilizar os elipsóides na análise de erro é tomar W em (3.3)
como um conjunto elipsoidal, com o intuito de se obter uma expressão analítica para o erro
resultante dessa abordagem, o que será feito na seção 5.1.

Pode­se, ainda, utilizar os elipsóides na construção de localizações tipo caixa para aplica­
ção no cálculo de limites superiores para z”. Esse é o assunto da seção 5.2.

Por fim, a seção 5.3 apresenta um estudo numérico para avaliar a qualidade dos limites
obtidos com a aplicação das localizações elipsoidais na análise do erro agregacional.

5.1. Análise de Erro sob Localização Elipsoidal

Considere a localização W definida como W = EJARIE: —EINI< eº), obtida por alguma
das técnicas expostas no capítulo anterior.

O cálculo do limite a posteriori dado por (3.3) requer a resolução do seguinte problema:

n
. .max 1 ÓjTj

sa. |S(r—­$)||<e
6)

onde 6; = c; — 4º A), para algum 4 > 0, 4 € R" e À? indica a j­ésima coluna da matriz de
restrições do problema (2.1).
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A resolução do problema (5.1) é facilmente obtida com a utilização das condições KKT,
que dão:

6—2)5º(x—ã)=O0

M(z — 2)'(1 E) —­e]=O0
Multiplicando (5.3) por (x — £), tem­se:

(x —X) ­2X(1 — &)' (1­3) =O

o que, por (5.3), dá ó'(x — X) — 2%e? = O, donde segue que:

(x — X)
2€º?

É evidente que À é O, pois a restrição elipsoidal deve estar ativa, de modo que, de (5.2),

2 = (54)

tem­se:

LH 2 8 5.5” E 6 (5.5)

o que, por (5.4) dá:
—i= —Ê ão (5.6)7 — (rã) |

Multiplicando (5.6) por 6º, tem­se:

[6(x — &)]?º = 82656

e, daí,
(x — &) = e(6'$ 26)?

o que implica que o valor ótimo da função objetivo do problema (5.1) é:

n (EN? 1/2Gr=6'E+e >» (É)j=1 Sj

Dessa forma, tomando­se a localização W = dx/|S(z E) P< e), o limite UB(u, W),
dado por (3.3), é calculado como:

942268 te 6/5)| | (5.7)
I=1
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onde 6; = c; — u' A), para algum 4 > 0, au € R”.
Por outro lado, se 6; = 0, Vj =1,...,n, então (5.1) não tem solução ótima única, mas,

nesse caso, a sua função objetivo ótima é nula.

Dessa forma, o limite (3.3) se torna z* < u'b.
Daí, se tomarmos à = U”*, então por (2.10) podemos escrever U*'b = /Z" < z* < U"*tb,

donde segue que z* = U*'b, e a solução desagregada obtida da solução ótima de (2.6)
é também ótima para (2.1).

Portanto, podemos concluir que, utilizando­se localizações elipsoidais, o problema de
maximização em (3.3) tem solução ótima única, exceto para o caso trivial onde 6; = 0, Vj =
1,...,n, caso em que a solução do problema agregado, quando desagregada, recupera a
solução do problema original.

Isto significa que O(u) em (3.14) é diferenciável em u = U*, e nós podemos decrescer
o limite (3.3) por alterações no vetor dual (vide seção 3.2, onde foi proposto um processo
iterativo que trata dessa abordagem).

Considere, agora, que o centro £X do elipsóide seja a solução factível obtida da desa­

gregação da solução ótima do problema agregado, e que u = U"”. Considere, ainda, que gq
indique a matriz peso, com estrutura bloco­diagonal, formada pelos elementos dos vetores
peso utilizados na obtenção do problema agregado.

Então:

8% (c— A'U*Y'&
dE —U“AZ

c'gX* — U*AgX*, pela definição de desagregação
cdX* — U" AX”, devido à construção do problema agregado
(6 AUX"
O, pelo teorema das folgas complementares

Dessa forma, a expressão (5.7) se torna, simplesmente:

I=1

onde 6; = c; — U*'A? e A? indica a j­ésima coluna da matriz de restrições original.
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Observação 5.1

1. Observe que o cálculo do limite (3.3) é definido no espaço R”, e alguns dos elipsóides
descritos no capítulo 4 são do espaço R"+”,

Entretanto, a utilização desses elipsóides não resulta em qualquer dificuldade na re­
solução do problema de maximização em (3.3), que pode ser escrito como:

n ãomax 3% 6ójã;
5.9

s.a. tEeEW
6.)

onde W é um elipsóide do R"*+”,

Se Xz E R"*" é a solução ótima de (5.9), então, podemos dizer que 2; = 0, j =
n + 1,...,m+mn; as outras componentes de X podem ser calculadas similarmente ao

problema (5.1).

. O vetor 5 desempenha papel significativo na computação do limite (5.7). Esse vetor
influi no cálculo do raio do elipsóide, de modo que, quanto menor o valor das com­
ponentes de 3, menor o raio do elipsóide resultante (vide capítulo 4). Por outro lado,
nota­se, da expressão (5.7), que valores pequenos para as componentes de $ tendem a
aumentar o limite para 2z*.

Existe, portanto, um valor ótimo para o limite (5.7) em função do vetor 3 utilizado no
seu cálculo.

Se o vetor 5 não precisa ser factível para o problema (4.5), como acontece com alguns
dos elipsóides abordados no capítulo 4, então é possível definir suas componentes &;
em função de ó;. Podemos, fazer, por exemplo:

(5.10)­ mMinNj=1,..n1 (63) , se ó; < O
Ss; ='

ó; se Ó;j > 0

Essa abordagem não garante, entretanto, que o limite (5.7) seja mínimo. Outras es­
colhas de 3 são possíveis. De fato, pode­se utilizar uma abordagem heurística para
minimizar o limite (5.7) em função do vetor 8. Não desenvolveremos essa abordagem
aqui. No entanto, maiores detalhes sobre algoritmos heuriísticos podem ser encontrados
em [22].
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5.2 Localizações tipo caixa

Aplicamos, nesta seção, as localizações elipsoidais na construção de localizações de x*, ótimo
de (2.1), do tipo:

e localizações de s*, ótimo de (2.2), do tipo:

V=(seR"/r; <s;< R;, j=l...,7n) (5.12)

A localização (5.11) será aqui chamada de localização primal tipo caixa , enquanto (5.12)
será referida como localização dual tipo caixa .

5.2.1 Localização primal tipo caixa

Observe que localizações do tipo (5.11) podem ser obtidas facilmente das restrições de (2.1)
se considerarmos |; = 0 e L; = mMinha1..m (&, b;,ai; > ot, J=1lL....,n.

Entretanto, esses limites para as variáveis podem se tornar mais precisos quando con­
sideramos as localizações elipsoidais e um corte para o valor da função objetivo. As pro­
posições a seguir discutem essa abordagem.

Proposição 5.1 /10, 12)­Considere o conjunto elipsoidalE = E E Rm+º/||S(8 — E)? < e),
obtido por alguma das técnicas da seção 4.1, com centro 2 tal que Az =b. Considere, ainda,
para cada 1 = 1,...,m +n, os problemas:

min eir
sa. |S(r=)|?<e

Âx =»

&x > E,

onde e; E RM" é o i­ésimo vetor unitário.

Então, a solução ótima x; do i­ésimo problema (5.13) é como segue:

(eiPisnsºC)? atau” ——, sec Piase;>O0,Passe

­— A tTt =Xi> ã eiPig1ei—
— Fei at17 =let Pigi€i, se CPiag1e; <O,

onde Pias = SP] — A(ASPAN)O AS.
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Demonstração ­ À Lagrangeana associada com (5.13) é:

L(x,1,8,0) = er + à [(2 — &)'Sº(2 — &) — e] + º(Ár — b) + 0(82 — &'x)
As condições de otimalidade de primeira ordem (condições KKT) para (5.13) dão:

e; + 245º%(1 — 4) — dê + A'ú
M(z — &)'Sº(x — 2) — e?)

O(&x — E)

Multiplicando (5.16) por x — £ e observando que A(z — £) = 0, obtemos:
obtemos

ÀÃ=
26?

Multiplicando (5.16) por À$7?, tem­se:

à = —(ASPAY)AS (e; — 02)
De (5.16), temos:

2M& x) = $$º(Á'ú+e— 0)
= Pisgs(e;— 02),

onde Pi8, = S?2[]1— A(AS?PA) ASA.
Multiplicando (5.21) por &, obtemos:

0 >22XC(E—x)=&Pisgse;— OCPigit. (5.22)

Se cC'Pig1e; > O, então, segue de (5.22) que 0 > O, e, portanto, pelas condições de
complementaridade, tem­se é(X — x) = 0. Então, de (5.22), temos 6 = CPas1ei[ Pis—1t

Substituindo as expressões para À e 0 em (5.21), vem:

2 Ei Xi
s

— Passei,
282 EPissê )'

Multiplicando (5.23) por e!, tem­se:

(eiPig­10)?
po a A ,c'Pigsle2

=X; RN( :) (&;: =x) =ePigieimr
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pois Pig, é simétrica e, portanto, e!Pig1ê=&Pigse:.
, a 2 2 t (etP; —,6)?Daí, (f; —rx;º=e [etPagos e; — Expia o , donde segue que:

(eiPis1C)?
at a A .CC Pisgsê

— — A tTt; =Í7;— ã eiPig1e:—
Suponha, agora, que éP;3­,e; < O, e que relaxamos a restrição &x > &'& em (5.13), ou,

equivalentemente, ponha 0 = O na Lagrangeana.
Então, similar a (5.21), obtemos:

2M(Z — x) = Pis e; (5.24)

Observe que, À > O, pois a restrição elipsoidal deve estar ativa.
Multiplicando (5.24) por &, da hipótese de que C'Pig­,e; < O, segue que &x < d'X, o que

implica na factibilidade da solução do problema relaxado para o problema (5.13).
Portanto, desde que a solução do problema relaxado é factível para (5.13), então pode­

mos afirmar que ela é também a solução ótima de (5.13).
Dessa forma, multiplicando (5.24) por e! e substituindo A, obtemos:

2 ( ao ]) (ix) =ePigiês,
donde segue que x; = 2; — e /et Pig, como afirma a tese da proposição.

Observe que, para que a solução do problema (5.13) esteja bem definida, é necessário
que os termos da raiz quadrada de (5.14) e (5.15) sejam não­negativos.

Para mostrar que isso sempre acontece, provemos, antes, que a matriz Pia, é definida
positiva, ou seja, t'P;ia1x7>0, Ve E R"MF,IT A0.

Note que, Vr E R" +", temos:

t'Pigix =x SPANASPPAIAS x
Seja y = $­'r. Então, de (5.25):

x'Pigst = |y|?=y[S9 AÇASIAN) VASO]
= y[1= SIAASPANO AS

Seja K = AS­!. Daí, de (5.26), tem­se:

t'Pis1r=yY'[1— K(KK)'Ky
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Observe que, como 1 — K'(KK*)!K indica a matriz de projeção sobre o núcleo de
K, então y'[[ — K(KK)K]y > 0, Vvy E RºHPº,y £ O (vide propriedades das matrizes
de projeção em [19]). Portanto, z'Pig1t > O, Ver E RM", x £ O, de modo que Pis
é definida positiva e admite uma decomposição de Cholesky da forma P;31 = L*L, onde
L é triangular superior (vide [19]).

Daí, tomando­se v = Le; e u = Lê, tem­se:

(EPig1e)?
DOCCPisnsl

(e! L'Le)?
eLtLe

loja —
TuJ?

Iel2laIE = (042
ue 0?

eiPig1ei— eiL'Le; —

devido à desigualdade de Cauchy­Schwarz [19], o que mostra a positividade do termo sob a
raiz quadrada em (5.14).

Da mesma forma, em (5.15), temos e!P;g.,e; = eiL'Le; = ||u|? > O.
Observe o que acontece, agora, quando cC' Pião e; <O0 ec'Pisg1ê=0. Nessas condições,

devido às propriedades das matrizes de projeção, tem­se que y = Sé ortogonal ao núcleo
da matriz K = ÀS­!, o que implica que 3w tal que y = Kw, ou seja, $7!ê = SS! Áu, ou,
equivalentemente, à = Áu, para algum w € R"+”", Daí,

a

Cxr=w'Ar=w'b (5.27)

E = wW'ÁZ=w'b (5.28)

de modo que podemos desconsiderar a restrição &'r > c'XZ em (5.13), o que significa tomar
0 = O na Lagrangeana.

Daí, multiplicando (5.24) por à e utilizando (5.27) e (5.28), tem­se CP;a1e; = 0, o que
contraria nossa hipótese de que CPia1e; < O, de modo que as situações CPia, e; < O e
C'Pig16=0não podem ocorrer simultaneamente.

Portanto, com base nessas considerações, podemos dizer que as expressões (5.14) e (5.15)
estão bem definidas, finalizando, assim a demonstração da proposição. — e

Considere, agora, a obtenção de limites superiores para £*.

Proposição 5.2 /10, 12]­Considere a localização elipsoidalE = E E Rm+º/||S(r = 82 < eº)
obtida por alguma das técnicas propostas na seção 4.1, com centro X tal que Ag =). Então,
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para cada à = 1,...,m+mn, a solução ótima x+ do problema:

max eir
sa. |5(r=2)|?<e

Àxr =

Ex >

é como segue:

(Piso)? at

o — , secPigune:<O,CC Pigsl+ = 1;+ ã el Pigse: —
a atx+ = &iteVeiPigue, seê Pigse: 20,

onde Piã—, é definida como na proposição (5.1).

Demonstração ­ À Lagrangeana associada com (5.29) é:

L(2,8,2,0) = er — A (4 = 8)Sº(2 = &) — e] + a(Àr — bd) — 088 — Ex)
*

Da mesma forma que na proposição (5.1), obtemos:

À = (x; — &,)/2€?,
à = —(AS?PAÁY)IAS º(dê+e), e

2)(r—%) = Pisg1(e;+00),

onde Pig, = S?[1 — A(ASPA)ILASAA.
Multiplicando (5.34) por &!, obtemos:

0o< 2M(r — X) = CPiss e; + OE PissÊ (5.35)

Se C'Pig1e; <O, então deve­se ter 9 > O. Daí, pelas condições de complementaridade
abr — At& — EPis1e:tem­se Cx = &'Z, donde segue, por (5.35) que 0 = EPRê

H

Substituindo as expressões de À e 0 em (5.34), e multiplicando o resultado por ei, tem­se,
analogamente à proposição (5.1),

, (EPiso)?(x; — 1)? = e? (eiPagne, — Ebigiê .
, R EtPigie)? DooDaí, 2] = &£; + e/etPasaes — (EPagoie))1) , o que demonstra a primeira parte da pro­Cc Pign1t

posição.
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Considere, agora, que 6! P;81e; > O e que relaxamos a restrição dx > d% em (5.29), ou,
equivalentemente, ponha 0 = O na Lagrangeana.

Então, similar a (5.34), obtemos:

+Observe que, se à = 0, então, por (5.20), tem­se 1; = &Z;.
Considere À > 0 em (5.36). Então, da hipótese de que &' P;g­1e; > O, segue que ê'x > CZ,

donde se observa que a solução do problema relaxado é factível para (5.29), e, portanto,
também é ótima para (5.29).

Dessa forma, multiplicando (5.36) por e, e substituindo a expressão de À, obtemos
1º = &, + e /e!Pis1e;i, conforme requerido. Note que essas soluções estão bem definidas
por que a matriz Pia, é definida positiva, completando, dessa forma, a demonstração da
proposição. — e

Com os resultados fornecidos pela proposições (5.1) e (5.2), o conjunto (5.11) é facil­
mente construído. Basta fazer |; = |x7 Tt =max (10,257) eLl;= a, J=l,...,m+n.

A localização (5.11) pode ser utilizada diretamente no cálculo do limite (3.3) ou pode
ser utilizada em conjunto com outra localização.

Podemos, por exemplo, acrescentar à localização (5.11) a 1­ésima restrição do problema
original, ficando assim com a localização:

Ww= (2 6R IX ao Sb, ll<x;<Lj, j=l...,n, ealgumi€ (l,...,m)j=1
(5.37)

Podemos, em seguida, utilizar a localização (5.37) no cálculo da expressão (3.3), resul­
tando, dessa abordagem, o seguinte problema:

max 2% 6ÓjT;
s.a. 7, ar; <bi, para algum 1 € (1,...,m) (5.38)

l<x; <L, qj=1l,...,n

que é facilmente transformado no problema da mochila contínuo com limites superiores para
as variáveis, se tomarmos, em (5.38), y; = x — J — l;, ficando, assim, com o problema:

max 3% 6ójyYj +2j=1 il;
s.a. 272, ay; <bi­ >, al, para algum + E (1,...,m) (5.39)

0<y; <L;—L, j=l...,n
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cuja resolução foi discutida na seção 3.3.
Outra alternativa seria utilizar a localização (5.11) juntamente com uma restrição do

tipo cr < UB, onde UB é tal que cix* < UB, obtendo, assim, a localização:

Ww=f2eR/ Lo <a G<x;<L; x; >O, sho) (5.40)j=1

A utilização da localização (5.40) em (3.3) dá origem ao seguinte problema:

max 3% 6ójx;
s.a. Viicit;<UB (5.41)

Considere y; = x; — |; em (5.41). Com isso, o problema (5.41) pode ser reescrito como:

max 25 0;y;+2 21 ójl
S.a. Ljs1 C;Yj < UB­— Dj cjl; (5.42)

0<y; <L;—l, Jj=l....,n,
nm

cuja solução é facilmente computada de acordo com as considerações da seção 3.3.
Observe que o cálculo de limites superiores para 2* utilizando essa última abordagem

pode ser feito iterativamente. De fato, se se conhece um valor inicial para U B, então, pode­
se utilizar esse valor em (5.41) e computar um novo valor para UB por (3.3). Em seguida,
podemos utilizar esse novo valor de UB em (5.41) e recalcular o limite por (3.3). Esse
processo continua até que o valor de UB permaneça inalterado.

Entretanto, não podemos garantir a convergência de UB para 2*. Note, porém, que
esse processo pode resultar em um melhoramento significativo para o valor de UB (vide
resultados dos testes computacionais na seção 5.4).

5.2.2 Localização dual tipo caixa

As proposições a seguir consideram a obtenção de localizações duais tipo caixa a partir dos
elipsóides duais.

Proposição 5.3 /10] ­ Considere o conjunto elipsoidal E = ís ER"+r/|X(s—8)||< e),
obtido por alguma das técnicas descritas na seção 4.2. Considere, ainda, para cada à =
l,...,m+mn, os problemas:
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min eis
sa. |X(s­á)|?<e?

s=Álu­ê

bu < bad

Então, a solução ótima s; do i­ésimo problema (5.43) é como segue:

DN( AX?At)Ãe;
BR(AX? À!) ). se BIÂAXPÃNO ei <O,

s7 = 8, = eyVet(AX?At)­1 Ãe,, se (AX AN)! Ãe; > O.t

Demonstração ­ À Lagrangeana associada com o 1­ésimo problema acima é:

L(u,s,A,n,0) = eis + À [(s — 8)X?º(s— 8) e + n(s— Áu+ô)+o(bu— bl).
As condições KKT para (5.43) são:

estr+2ah?s—s))
—Ar+ob

ob(u—ã)

a [(8=8)'X?º(s— 8) e]
A>0,0>O0

De (5.45) e de (5.46), tem­se:

n(s—8)=nrn7"A(u­d)=ob(u­d)=O

Multiplicando (5.44) por (s — 8)”, temos:

si; &i+n(s—8)+2N(s— S)Xº(s— 8) =O0.

Portanto, por (5.49) e (5.47), obtemos s; — 8; + 24€? = O, donde segue que:

À=
26º?

Agora, multiplicando (5.44) por À, tem­se:

Ae; +ob+29AX?A(u­ú)=O

TO
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Dai,

u­ú= (AX? A) (Ae, + ob).
Multiplicando (5.51) por bº, vem:

1

0>b(u­i)= 2)B(AX?AN) (Ae;+ ob)

Portanto, se B'(AX?A!) ! Ãe; < O em (5.52), deve­se ter o > O.
Então, por (5.46), tem­se bº(u — à) = 0, de modo que, por (5.52),

BNCAX? AO Ae;
bB(AX2Át)ID

Daí, de (5.51), temos:

2 AA A A

z (AX? A) (Ae;Si;8; DARIA) Àe; o)bB(AX?PÁ)1O

Multiplicando (5.54) por et À, tem­se:
&2etÁ(u=a)= 2 etA(AR2ANO (Ae ­8; 5; B(AXIAN Ãe, )B(AX2AD=6 0)

que é equivalente a

e? RS 2 BR(AX2A!) ! Ãe;et A(AX2A)O [Àe;— (AXA) “o).,is Bt(AX2Á!)IO

ou seja,

(8; si)? = 2 aa ato)|B(AX2A)DID
donde segue que:

+Ss = 8;— ã et At(AXAt)) (Ae; " BARCA) 2 Ãe; o)bt(AX?At) IO
o que demonstra a primeira parte da proposição.

Considere, agora, que b'(AX?A!) ! Ãe; > O, e suponha que relaxamos a restrição bu <
b'ú em (5.43), ou, equivalentemente, suponha o = O na Lagrangeana.

Então, de (5.51), segue que:
2

(ARA)Àe;A

8x8;
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daí, como 8; — s; > 0 em (5.55), e da hipótese de que bB'(AX?A!)1 Ãe; > O, multiplicando
(5.55) por db, segue que bu < bia.

Logo, como a solução s; do problema relaxado é factível para o problema (5.43), então,
ela é também ótima para (5.43).

Daí, multiplicando (5.55) por et À', obtém­se:
2

a PS " a

OS: etAAX?AI) Ae;
que é equivalente a

­ elAN(AX?A) e,,
ou seja,

(8; — si)? = e?e(AX?A) e,
donde segue que:

s =8$;— evet AAA!) Àe,,+

completando, assim, a demonstração da proposição.

À proposição a seguir considera a obtenção de limites superiores para 3*.

Proposição 5.4 ­ Considere o conjunto elipsoidal E = ds ER" /|X(s—&)|< ed, ob­
tido por alguma das técnicas descritas na seção 4.2. Considere, ainda, para cada à =
l,...,m+n, os problemas:

max eis
sa. |X(s­â)|?<e

s= Álu­tê

bu <ba

Então, a solução ótima s* do i­ésimo problema (5.56) é como segue:

t At/ À X 2 Át)10)2
A RNeÃÃ E , se B(AX2A!)ei> O,st=3+ e etA(AX2A!)­1Àe; —

st =8;+ eet A(AX AN)! Àe,, se PAX? ADO e; < O.
Demonstração ­ À Lagrangeana associada com o i­ésimo problema (5.4) é:

L(u,s,A,n,0) =eis— A l(s — 8)'X(s — 8) — e + n(s — Au + à) — o(bu — Did)
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Da mesma forma que na proposição (5.43), obtemos:

ss;8;À=
2e? (5.57)

1 445 a

u­à= ax (AXPAN) (Ae; — ob) (5.58)

Multiplicando (5.58) por b!, vem:

0>b(u­d)= (ARA) (Ae, — ab) (5.59)

Portanto, se BN(AX?A!) ! Ãe; > O em (5.59), segue de o > O. Daí, das condições de
complementaridade, tem­se bu = bd, donde segue, de (5.59), que o = a EDER DEATas

Daí, utilizando as expressões obtidas para À e o em (5.58), tem­se:

e?
a

— Ss;

tr À X2 Atl À,(AX2ÃY)O (Ae; — PAXA) Ae ")(AX A)

Multiplicando (5.60) por et À!, vem:
E

tr AXV2Ati­lA,.(s; = 8)? = ee AÇAK ANO (de; — PIAXA AS ") ;BN(AX2Á)I1O

donde segue que

(etA(AX2Â!)1b)2
bBt( AX? Ah)ID ,ses eAAA)Ão, —

completando, assim, a demonstração da primeira parte da proposição.
Considere, agora, B'(AX?A!)­1Ãe; < O, e suponha que relaxamos a restrição bu < b'à

em (5.4), ou, equivalentemente, suponha o = O na Lagrangeana.
Então, de (5.58), segue que:

u­iú= ax (AXPA) O Ae (5.61)

Como, por hipótese, B(AXPADO e; < 0, então, multiplicando (5.61) por db, tem­se
bu < b'ú, donde segue que a solução ótima do problema relaxado é factível para (5.56), e
portanto, é também ótima para (5.56).

Daí, multiplicando (5.61) por et À!, vem:
Pr

—s = " e! AN(AX? À MH e;,
8;8;
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donde segue que:

s;= 8; + evVetA(AX A) Àe,,
o que finaliza a demonstração da proposição. — e

A localização (5.12) pode ser obtida facilmente do resultado das proposições (5.3) e (5.4).
Basta fazer r; = [s;]|* = max (0,57) eRj=sh, j=lL...,m

Dispondo da localização (5.12), se tomarmos os vetores s” e s* do R", dados por s” =
([s;]*) e st = (s*), então, com base nas restrições do problema (2.2), temos A'u* <c+s".
Como s” < s" < s*, então, podemos escrever:

c+s<AuU<ct+st!, Vu" ótimo de (2.2) (5.62)

Observe que a expressão (5.62) define uma localização de u” e pode ser utilizada para
orientar a busca por soluções duais a serem utilizadas no cálculo do limite (3.3).

Podemos, por exernplo, considerar, similarmente à abordagem proposta na seção 3.2, o
vetor u que resolva (aproximadamente) o problema:

min (UB(u,W)/c+ s=< Au < e+s*) (5.63)

Para simplificar o problema (5.63), podemos considerar somente uma restrição do sistema
(5.62) na definição da localização de u”. Com isso, o problema (5.63) pode ser escrito como:

min TU B(4,W)/e; +s; <YX agjuí<cj;+ sf) , para algumj € (1,...,n). (5.64)
1=1

e pode ser tratado pelo processo iterativo sugerido na seção 3.2

5.3 Exemplo

Passamos, agora, a exemplificar os conceitos desenvolvidos anteriormente, considerando o
problema abaixo, extraído de Zipkin [1]:

max 2.577) +3r2+4xt3+5xa

s.a. 4x7, +5r2+7r3+ 10x,

11 + 2x2 + 13 + 274

11,72, T3,T4 2 O

que tem solução ótima x” = (2$,0, 44,0), o que dá 2” = 32.
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Tomando a partição o = ((1,2),(3,4)) e os vetores peso g' = gº =(
problema agregado é dado por:

11
2º2

max 92.715X, +4.5X,

15X, +1.5X, 10,
(5.66)

A solução ótima de (5.66) é X* = (2,6), e, consequentemente, Z* = 28º. O dual do
problema (5.66) tem solução U* = (21,25).

Uma solução desagregada , obtida da desagregação de peso fixo de X*, é dada por
tj = EXE) E Sr, k=1,2, ou seja,

= NX
Xi
IX; =

= 1X; =

x

x

x 6

x 6

N
m
0

u
e
1

O
O

O
O

o
m

w
uj

m
=

Observe que z = (1,1,3,3) é factível para (5.65) e C! fa
U

1 [5
]

c
o

o
l = Z*, conforme afirmam a

proposição (2.1) e o corolário (2.1).
Obtivemos, desse modo, um limite inferior para z*. Consideremos, agora, a obtenção de

limites superiores.

Nos cálculos a seguir, consideraremos o vetor 6, dado por 6 = c­ A'U* = (4 — dão ão —).
Considerando­se a partição ô = (1,2,3,4), e os números py, e d;,]j = 1,2,3,4 tomados

da primeira restrição do problema (5.65), então, o limite (2.17), proposto por Zipkin [1],
é dado por:

K o ITmtaAjr+t

d;
5 11 2028 5 + max, (795: 0 336
5 20

28— + — 4ECC
= 32,0476

k=1 1€SK

o) x54

Suponha, agora, que tomamos os números px, € dy,7= 1,...,4, da segunda restrição do
problema original. Daí, por (2.17), temos:

K 1 *t AI +

tn iesx d;
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5 1. 2
282 2 9 Ê&Ê5 + max (50 ns

5 2098º 4 E8 Tg x 10
33

0) x 10

Dessa forma, a utilização da primeira restrição de (5.65) resulta em mais precisão para
o limite proposto por Zipkin. Para computar os limites (2.18) e (2.21), propostos por
Mendelsohn[4, 5) e Taylor/Shetty[5], respectivamente, podemos aplicar a Busca de Fibonacci
aos problemas de minimização dessas expressões. Não descreveremos aqui esse processo de
busca. Deixamos, entretanto, como referência, os textos de Bazaraa[17] e Luenberger|[18],
onde se pode encontrar uma descrição detalhada desse algoritmo.

Tomando­se os números px e d;y,] = 1,...,4, da primeira restrição do problema original,
então, aplicando­se a Busca de Fibonacci aos problemas de minimização em (2.18) e (2.21),
obtemos z* < 32,0004 com 6* = 0,96, para o limite de Mendelsohn, e z2* < 32, com
$* — —0,0021, para o limite proposto por Taylor/Shetty.

Da mesma forma, se os números p, e d;,j =1, ...,4, forem tomados da segunda res­
trição de (5.65), então, como resultado da Busca de Fibonacci, obtemos 2z* < 32, 1860, com
0* = 1,1162, para o limite de Mendelsohn, e z* < 32,07221, com $* = 0,001074, para o
limite de Taylor/Shetty.

Considere, agora, a aplicação do algoritmo proposto na seção 3.2.
Tomando­se uº = U* e o conjunto W definido pela primeira restrição de (5.65), então, o

problema (3.14) se torna:

u
48

4x, + 5x2 + Tra +10%, <

1; >0, 1=1,...,4,

20u 20T1 — 7g%2 + Igt3 — 874

54cuja solução é o ponto %º = (0,0, 2,0). Dessa forma,
2 4 2

UB(uº,W) = NV uhit+)X Ele) ufa)
i=l j=l 1=1

5 54 20

32, 0476
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Por (3.16), temos:

4

VuUB(uº, W) = b; — Do ai5ão, 1= 1,2,
j=1

o
54 7x2 )

10— À 18

7

e, portanto,

Daí, se fizermos u(p) = uº — pV.U B(uº, W), de modo que u(p) > O, então, aplicando
a Busca de Fibonacci ao problema min,>o,u(t6)>o (UB(u(p),W)), obtemos p* = 0.009113
e2z* < UB(u(p*),W) = 32. Observe que é impossível melhorar esse limite com mais
iterações do algoritmo, pois o limite obtido é igual ao valor ótimo da função objetivo do
problema original. Entretanto, essa situação nem sempre acontece na prática. Nesses ca­

1sos, podemos tomar u' = u(p") e reiniciar o algoritmo até que o valor de UB(u(p*),W)
permaneça inalterado.

Considerando, agora, o conjunto W definido pela segunda restrição do problema (5.65),
o problema (3.14) se torna:

nm

1u u 20max 35%1 > 175%2 + is
s.a. T1 + 2xr2 + 13 + 2x,

Tt; 20, 1=1,...,4,

cuja solução é o ponto %º = (0,0,10,0). Com isso,
2 4 2

UB(uº,W) ND udb;+ NS Ej(c;=X utais)
i=1 j=1 i=1

5 20

28 + 10 x 18
33

Por (3.16), temos:

e, portanto,
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Daí, fazendo u(p) = uº — pV.U B(uº, W), de modo que u(p) > O, então, aplicando a
Busca de Fibonacci ao problema min,>o,u(9)>o (UB(u(p), W)), obtemos p* = 0.00372, o que
dá 2* < UB(u(p"), W) = 32,04762. Podemos reiniciar o algoritmo com u! = u(p*) até que
o valor de UB(u(p"), W) permaneça inalterado, ou por um número fixo de iterações.

Considere, agora, o problema original escrito no formato de igualdade:

max 2.517 + 3x2 +4x3 + 5x.

sa. 4dr,y+5ra+7xXa3+l0O%x., +oxs

x1 + 2x2 + 13 + 274 +T6

1; >0, 1=1,...,6

O dual de (5.67) é escrito como:

min 544, + 10%,

s.a. 404, + Us

Su, + 2u2

Td, + do

104, + 247

41 > 0,42 >O0

IV
W

IW
IV

Agregando­se as variáveis de (5.68) em um único cluster, conforme sugerido na ob­
servação (4.1), e tomando­se pesos iguais a à para cada variável, obtemos o seguinte pro­
blema agregado:

&min 32

Mm &s.a.

V
IN

N
il
o

o
O

P
P

e
.

[em
os

[am
s]

[u
t

IV
IV

IV
IW

IV

SO
M

m
&

&

cuja solução é, obviamente, Ú* =.
Desagregando a solução ótima de (5.69) segundo a proposição (2.1), obtemos à = (1,3),

que é factível para (5.68).
Computando o vetor 8 por 8 = A'ú — à, obtemos â = (0, 3,0,1,3,2)*”. Como o vetor 8

possui algumas componentes nulas, vamos alterar a primeira componente de à para à, ou
seja, vamos tomar à = (8,3). Daí, à = A't — à = (2,1,2,,2,3,3)'. Observe que, agora,
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o vetor ê possui todas as componentes positivas, e podemos, dessa forma, obter o elipsóide

tipo Choi­Goldfarb descrito no teorema (4.1), ou seja,

E=Í17€eR/|/S(z

2/5 0

0

0

0

3/5
o 1/2

0

1

0

o

0

0

11

3 3
Daí, computando­se o limite (5.8) com esses parâmetros elipoidais, e tomando à = U*,

a
1

: =(17,AzT —b) = ,3,3,0,0), ee=[(8'8)º +52]? = (73.39 + 40.54)? = 10.67.

obtemos:

abre [Bs]1=1

a 287 + 10.67 x 0.79
— 38.30

Note que esse limite é bastante impreciso em comparação com os demais já calculados.
Podemos, entretanto, melhorá­lo utilizando algumas iterações do procedimento descrito no
final da seção 5.2.1, e que consiste em considerar o seguinte problema:

max Er — eo + E
s.a. 2.57) + 3ra +4ta3 +5%xa, < UB (5.70)

1;>0, i=1L...,4,

Tomando­se, inicialmente, UB = 38.30, então, a solução de (5.70) é o ponto (0,0,9.575,0),
o que dá um objetivo ótimo de 3.99. Com isso, por (3.3), temos z* < 28º + 3.99 — 32.82.
Substituindo esse novo limite no problema (5.70), e computando a sua solução, obtemos um
objetivo ótimo igual a 3.42, o que, novamente por (3.3), dá 2* < 32.25.

Esse processo pode continuar até que a função objetivo ótima de (5.70) fique inalterada,
ou por um número fixo de iterações.
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Observe que com essas duas iterações, obtivemos uma melhora significativa no limite
calculado com utilização dos parâmetros elipsoidais. Ressaltamos, entretanto, que essa si­
tuação nem sempre se verifica na prática, ou seja, nem sempre é possível obter uma maior
precisão para um limite superior qualquer utilizando o processo sugerido na seção 5.2.1.

Como o centro £ do elipsóide que construímos possui algumas componentes nulas, então o
resultado da proposição (4.1) não produzirá nenhuma redução no seu raio. Verifiquemos
se o mesmo ocorre quando consideramos a proposição (4.2).

Para isso, suponha que a restrição DIA d;x; = p foi obtida da soma das restrições do
problema (5.67), ou seja, considere W definido como:

W = E E Rô/5x]) + Txa +8ra + 127, + xs +r.e=64, 1; >0,]j= 1,...,6)
Então, de acordo com a proposição (4.2), temos:

Eº(W) 1522 + p? 2 max
=1l oh,

40.54 + (64)? x max (0.006,0.019,0.002,—0.003,0.36, 0.25)
40.54 + 4096 x 0.36

= 1515.10

Portanto, E(W) = 38.92 e, como & possui algumas componentes nulas, então o raio é(W)
coincide com o raio calculado para o elipsóide proposto no teorema (4.1), ou seja, é(W) =
10.67.

Tem­se, portanto, e(W) = min (38.92,10.67) = 10.67, de modo que esse processo
também não resultou em redução no raio do elipsóide tipo Choi­Goldfarb, e, então, o limite
(5.7), calculado com esses parâmetros, se confunde com o limite que já havíamos obtido.

Considere, agora, a obtenção do elipsóide descrito na proposição (4.4).
Para tanto, tomaremos LB = 28º e UB = 38.30, ou seja, tomaremos UB como o limite

superior calculado com a utilização dos parâmetros do elipsóide tipo Choi­Goldfarb. Note,
entretanto, que qualquer outro valor para UB, conhecido de antemão, pode ser utilizado
nesse processo.

Suponha, ainda, À = [4 5 7 10 1 0) e b = 54, ou seja, suponha que estamos conside­
rando somente a primeira linha da matriz de restrições do problema (5.67), para facilitar os
cálculos.

Então, de acordo com a proposição (4.4),

— 2275
2 ­ 4862275) x 54di = (A82ÂN)DID = ( .
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2 ­ ES 95 57
d, — [= = —

3 455o
—

Ob bd = 54 x (E) = 3, Além di bi= [54 10 3/5 =serve que —bda = 54 x (E) = Tsg. Além disso, como [ ] 1/2 | = =
(observe que aqui devemos tomar o vetor b completo, como exige a proposição), então,
temos b'à — UB < —b'da < b'àá — LB, de modo que recaímos no caso (a), ou seja,

| 5.341
1.068

3.052

0.534

0.593

0
L

Eº(W) = (3'8)º — (ASPAS)Db o 73.39 — 54 x = x 54 = 61.85,
de modo que e(W) = 7.86, o que representa um melhoramento significativo sobre o raio do
elipsóide tipo Choi­Goldfarb.

Aplicando­se, agora, esses novos parâmetros elipsoidais à expressão (5.7), obtemos:

ub+S 6;E;++65)i
1=1 I=1

287 + 2.04 + 7.86 x 0.79
37.08

o que dá um limite melhor que o que havíamos obtido com o elipsóide tipo Choi­Goldfarb,
mas que ainda é muito impreciso em comparação com os demais já calculados.

Podemos, entretanto, aplicar o processo iterativo da seção 5.2.1 para melhorar a sua
precisão, conforme já ilustrado.

Considere, agora, a segunda linha da matriz de restrições do problema (5.67), ou seja,
tomeÀ =[1 2 120 1]Jeb=10. Então:

­e) x 10 1960—/A8­2At­Lh
—= (A5TA) b = (Sos 3389
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e) 125 12250— —(AS­2At­1/AONI o —da= (AS 2A9)I(AS)e (x TA O 237293
12250 e, damesma forma que o anterior, temos B'4—UB < —b'da <ONA —Observe que —bda = Z=ã53,

b'à — LB, de modo que recaímos, novamente, no caso (a), ou seja,

| 0.313
0.498

1.018

0.125

1.385

1.995

To = SA2A(AS?P2ÂN)TOAO ­

Eº(W) = (8'4)º — (AS PAN) OD 2 73.39 — 10 x E AN x 10 = 68.40,
de modo que e(W) = 8.27, que é pior que o raio calculado utilizando a primeira restrição do
problema (5.67). Entretanto, utilizando esses parâmetros na expressão (5.7), obtemos:

+

< ub+)X ójfj+e [926/57j=l j=1

2

­ 28 + 0.33 + 8.27 x 0.79
= 35.70

que é mais preciso que o limite obtido no caso anterior, mas ainda bastante impreciso em
comparação com os demais Já obtidos. Entretanto, a utilização do processo sugerido ao
final da seção 5.2.1 produz melhoramento significativo nesse limite, conforme já ilustrado
no caso do elipsóide Choi­Goldfarb.

Evidentemente, poderiamos utilizar todas as restrições do problema (5.67), incorrendo­
se, entretanto, num maior custo computacional, resultante do cálculo da inversa da matriz
ASP AL,

5.4 Estudo Numérico

Nesta seção, consideramos os resultados de um pequeno estudo numérico, feito com o in­
tuito de avaliar a performance das localizações elipsoidais aplicadas à análise de erro devido
à agregação de variáveis em Programação Linear.
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Observamos, entretanto, que não pretendemos obter conclusões genéricas a respeito do
comportamento do erro agregacional calculado com a utilização de elipsóides, devido à pe­
quena quantidade de problemas considerados, bem como a sua dimensão reduzida.

No experimento realizado, consideramos 50 problemas do tipo (2.1), com n = 100, divi­
didos em 5 grupos de 10 problemas com m = 5,10,15,20,25 restrições.

Os problemas considerados foram gerados aleatoriamente, com coeficientes a;;,c;,b; > O
e de tal modo que a matriz de restrições e o vetor c assumiram a seguinte estrutura:

A=[N' Nº Nº Nº Nlec=[2L 2 PÉS]

onde N' E RX? e cleRºO [=1,...,5, tal que

O <|ni;—nil<10, Voi,n EN, l=1,...,5 (5.71)

0 <|di; ch] <10, Vel,ei, EC, =1,...,5 (5.72)

Observamos que essa estrutura não restringe, de modo algum, a aplicabilidade dos
métodos de cálculo de limites desenvolvidos, uma vez que qualquer problema pode ser dis­
posto em estrutura semelhante à utilizada, bastando, para isso, construir as submatrizes Nº
e os subvetores c' através da aplicação de (5.71) e (5.72) ao problema original.

Não estamos, entretanto, propondo os esquemas (5.71) e (5.72) como critério de formação de
clusters, uma vez que existem outros critérios muito mais adequados, como, por exemplo,
o algoritmo proposto na seção 2.1, com a utilização da métrica (2.3) (vide experimentos
numéricos de [11)). Ao invés disso, interpretamos (5.71) e (5.72) simplesmente como o
critério utilizado para gerar os problemas considerados neste experimento.

As variáveis de cada problema foram agrupadas em 5 clusters com 20 variáveis cada um,
de modo que, de cada problema original, obtivemos um problema agregado de dimensão m x
3.

Ao Lésimo cluster corresponderam as 20 variáveis da l­ésima submatriz Nº, e essas
variáveis foram agregadas tomando­se pesos iguais a 1/20 para cada variável do cluster.

No que segue, 2º indicará o valor ótimo da função objetivo do j­ésimo problema original
considerado no experimento.

Cada um dos problemas agregados foi resolvido, e tomamos o seu objetivo ótimo como
um limite inferior para o respectivo problema original, de acordo com (2.10).

A coluna correspondente aos Limites Inferiores na Tabela Resumo, a seguir, apresenta,
para cada m = 5,10,15,20,25, a média e o desvio­padrão dos valores percentuais dos limites
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inferiores obtidos com esse processo, ou seja, para cada m = 5,10,15,20,25, a coluna relativa
aos Limites Inferiores apresenta os valores:

* *
2

menox (DEZ |) ne pDr­ :

1/2

10

onde Z; indica o valor ótimo da função objetivo do j­ésimo problema agregado, para cada
m = 5,10,15,20,25.

Observamos que não computamos os tempos de obtenção desses limites inferiores porque
estamos interessados somente na comparação dos métodos de cálculo de limites superiores.

As colunas correspondentes aos Limites Superiores, na Tabela Resumo, a seguir, apre­
sentam, para cada m = 5,10,15,20,25, os valores:

1/2
UB;

?

10 il (Pr M) DA tM =100 x (225) /10, DP= To eT= (EO :)
" (5.73)

correspondentes à média, desvio­padrão e tempo médio de cálculo dos limites UB;, segundo
as seguintes abordagens:

1. Limite de Zipkin ­ Para calcular o limite (2.17), proposto por Zipkin [1], consideramos
à = ((1,2,...,n)) e tomamos > ..a,djr; < p, como cada uma das restrições dos
problemas originais, de modo que foram calculados m limites do tipo (2.17) para cada
problema.

À coluna correspondente ao Limite I na Tabela Resumo a seguir apresenta os valores
(5.73), onde U B; corresponde à média dos m limites de Zipkin, calculados para cada
uma das restrições do problema 7, j =1,...,10 e para cada m = 5,10,15,20,25, e t;
é o tempo (em segundos) gasto na obtenção de U B;.

. Limites de Mendelsohn e Taylor/Shetty ­ Para calcular os limites (2.18) e (2.21), pro­
postos por Mendelsohn[4, 5] e Taylor/Shetty[9, 5], respectivamente, analogamente ao
item anterior, consideramos 5 = ((1,2,...,n)) e tomamos 3”.­2,, djr; < px como cada
uma das restrições dos problemas originais, de modo que foram calculados m limites
do tipo (2.18) e (2.21) para cada problema e para cada valor de m. Para minimizar as
expressões (2.18) e (2.21), utilizamos a Busca de Fibonacci[17]. Um intervalo inicial
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para o processo de busca foi obtido atribuindo­se valores aleatórios para 0 e O, até se
obterem os intervalos ! e [, de modo que 0º E Te Pr EL.

As colunas correspondentes aos Limites II e III na Tabela Resumo, a seguir, apresen­

tam, os valores (5.73), onde UB; corresponde à média dos m limites de Mendelsohn e
Taylor /Shetty, calculados para cada uma das restrições do problema 7, 7 =1,...,10
e para cada m = 5,10,15,20,25, e t; é o tempo (em segundos) gasto na obtenção de
UB;.

. Limite obtido com uma iteração do algoritmo proposto na seção 3.2. ­ Analogamente
ao cálculo dos limites do item anterior, tomamos o conjunto W como cada uma das
restrições dos problemas originais.

O tamanho do passo p* foi obtido similarmente aos métodos do item anterior, com a
utilização da Busca de Fibonacci.

A coluna correspondente ao Limite IV na Tabela Resumo, a seguir apresenta, os valores
(5.73), onde UB; corresponde à média dos m limites computados de acordo com o
algoritmo proposto na seção 3.2 para cada uma das restrições do problema 7, 7 =

1,...,10 e para cada m = 5,10,15,20,25, e t; é o tempo (em segundos) gasto na
obtenção de U B;.

. Limite sob Localização Elipsoidal (1) ­ Para calcular o limite (5.7), consideramos o
elipsóide descrito no teorema (4.1).

As soluções $ e (4,8) requeridas para construir o elipsóide, foram obtidas de acordo
com o item 1 da observação (4.1).

Para obter (4,8), o problema (4.8) foi agregado de modo que todas as variáveis ocu­
passem um único cluster, resultando, assim, em um problema de fácil resolução.

A coluna correspondente ao Limite V na Tabela Resumo, a seguir, apresenta os va­
lores (5.73), onde UB; corresponde ao limite (5.7), calculado para cada problema
1, ]7=1,...,10e para cada m = 5,10,15,20,25, com os parâmetros elipsoidais obtidos
conforme acima, e refinados de acordo com o processo proposto ao final da seção 5.2.1,
tomando­se |; = 0 e L; = 00, et; é o tempo (em segundos) gasto na obtenção de U B;,
ai incluído o tempo gasto para a obtenção da localização elipsoidal.

. Limite sob Localização Elipsoidal (2) ­ Para calcular o limite (5.7), consideramos o
elipsóide descrito na proposição (4.2), onde os vetores £ e (à, 3) foram tomados iguais
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ao item anterior.

A localização W = E E Rr /yNiº dj; =p, d,p>0,1;> o) foi obtida somando­
se todas as restrições dos problemas originais, no formato (4.4).

À coluna correspondente ao Limite VI, na Tabela Resumo, apresenta os valores (5.73),
onde UB; corresponde ao limite (5.7), calculado de acordo com a abordagem acima para
cada problema 7, j = 1,...,10 e para cada m = 5,10,15,20,25, e refinado de acordo
com o processo proposto ao final da seção 5.2.1, tomando­se l; = 0 e L; =c0o, etj é o
tempo (em segundos) gasto na obtenção de U B;, incluído o tempo para construção dos
elipsóides.

. Limite sob Localização Elipsoidal(3) ­ Tomamos o elipsóide definido na proposição (4.4)
no cálculo do limite (5.7). Os valores LB e UB, requeridos por essa proposição, foram
tomados, respectivamente, como sendo o valor ótimo da função objetivo do problema

agregado e o limite obtido no item anterior, para cada problema.

O centro x, do elipsóide foi calculado tomando­se, em separado, cada uma das res­
trições do problema original, de modo que, para cada problema e para cada m =
5,10,15,20,25, foram obtidas m localizações elipsoidais do tipo descrito no teorema
(4.3), com centro e raio definidos pela proposição (4.4).

Em seguida, foram calculados m limites do tipo (5.7), utilizando­se os elipsóides as­
sim obtidos, e refinados de acordo com o processo proposto ao final da seção 5.2.1,
tomando­se |; = 0 e L; = co.

À coluna correspondente ao Limite VII, na Tabela Resumo, a seguir, apresenta, os
valores (5.73), onde U B; corresponde ao limite (5.7), calculado de acordo com a abor­
dagem acima para cada problema 7, j = 1,...,10 e para cada m = 5,10,15,20,25, e t;
é o tempo (em segundos) gasto no cálculo de U B;, incluindo o tempo de obtenção dos
elipsóides.

Observamos, por fim, que tanto na computação da expressão (3.3), quanto na com­
putação da expressão (5.7), utilizou­se u = U"*, ou seja, tomou­se u igual à solução ótima
do problema (2.7).

A seguir, apresentamos a tabela contendo o resumo dos resultados do teste.
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TABELA RESUMO ­ Limites em % (M =média, DP=desvio­padrão, T= tempo (em segundos))
Restrições | Índices | Limites Limites Superiores

Inferiores I is IM IV VI VI

M 90.63 131.43 | 1.77 | 37.62] 11.62 | 3.07
0.03 3.11 | 0.03 0.66 0.22 | 0.06

* 0.04 | 1.77 4.09 3.57 | 0.45
84.05 221.14 | 1.75 | 103.52 | 48,47 | 2.18
0.09 2.36 | 0.03 1.22 0.68 | 0.04

* 0.04 | 1.78 6.62 5.41 | 0.70
77.95 1066.51 | 4.72 | 407.71 | 151.58 | 5.11
0.16 15.09 | 0.07 6.55 2.39 | 0.08

+ 0.04 [| 1.82 [| 10.04 7.46 | 1.00
85.68 328.47 | 0.68 | 118.26 | 52.15 | 0.72
0.13 — 3.07 | 0.02 1.08 0.43 | 0.02

* 0.04 | 1.81 | 12.60 9.47 | 1.35
85.87 422.76 | 2.39 [ 139.00 | 61.62 | 2.54
0.06 5.96 | 0.05 1.18 0.56 | 0.06

* 0.04 | 1.79 | 13.82| 11.34 | 1.66
Limite | ­ Média dos limites de Zipkin, computados por (2.17)
Limite II . Média dos limites de Mendelsohn, computados por (2.18)
Limite III ­ Média dos limites de Taylor/Shetty, computados por (2.21)
Limite IV ­ Média dos limites computados com uma iteração do algoritmo da seção 3.2
Limite V ­ — Limite (5.7), computado com o elipsóide descrito no teorema (4.1)
Limite VI ­ Limite (5.7), computado com o elipsóide descrito na proposição (4.2)
Limite VII ­ Limite (5.7), computado com o elipsóide descrito na proposição (4.4)

Resultados ­ Com base nos dados listados na Tabela Resumo acima, podemos obter as
seguintes conclusões:

l. A estrutura que utilizamos para o vetor custo e a matriz de restrições dos problemas­
testes, bem como a forma como o problema agregado foi construído, forneceram limites
inferiores razoavelmente bons para z*, conforme se pode constatar da coluna referente
aos limites inferiores na tabela acima.

. Os limites superiores dispostos na Tabela Resumo, ordenados pela sua precisão, para
cada m = 5,10,15,20,25, verificam

N<V=VI=VII<IV<1III<1
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Se considerarmos, entretanto, o tempo de execução, o ordenamento se torna:

VI<II<IV<III<VIL, para m=5,10,15
IT<VI<IV<VII<III param=20,25<<

Ressaltamos, entretanto, que se trata de um comportamento médio, que deve ser inter­
pretado cuidadosamente, em virtude dos vários parâmetros que influenciam a análise
do erro agregacional.

. Com a coleção de problemas considerados, o Limite II mostrou­se o mais preciso entre
todos os demais. Isto se deve ao fato de que o método de Mendelsohn propõe a
busca por vetores duais na direção do vetor U”, e, nos problemas considerados, os
problemas agregados forneceram soluções duais razoavelmente boas para o processo de
busca. Observamos, entretanto, que outros experimentos têm demonstrado que essa
situação não se mantêm quando a solução desagregada não é boa (vide, por exemplo,
os experimentos de Leisten[5] e Litvinchev­Rangel[2]).

. Os limites V,VI e VII também se apresentaram bastante precisos, e com a vantagem
de que os limites V e VI são calculados com reduzido custo computacional, em com­
paração com os demais.

Observamos, novamente, que esse é um comportamento médio, e não deve ser ge­
neralizado, devido ao pequeno número de problemas analisados, bem como a sua
dimensão reduzida. Acreditamos, entretanto, que esse comportamento venha a se
manter em situações genéricas, sempre que o problema agregado fornecer soluções de­
sagregadas razoavelmente boas, pois isso tende a reduzir o raio dos elipsóides que
abordamos, o que influi consideravelmente na obtenção de limites mais precisos.

Podemos afirmar, desse modo que a utilização de elipsóides na análise do erro devido
à agregação se apresenta como uma boa alternativa computacional.

. Os limites gerados com as localizações elipsoidais se mostraram bastante superiores,
em precisão, aos correspondentes limites de Zipkin e Taylor/Shetty e ao limite obtido da
aplicação do algoritmo da seção 3.2. Observe que as localizações elipsoidais utilizadas
no cálculo do limite VII foram geradas por processo semelhante ao do cálculo do limite
de Zipkin, pois consideramos, no cálculo do centro e do raio dos elipsóides, somente uma
restrição do problema original. Além disso, as localizações elipsoidais dos limites V e
VI foram obtidas com menor custo computacional, pois só se necessitou dos vetores £
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e (à,à), factíveis para (4.4) e (4.5), respectivamente, que podem ser obtidos facilmente
com a aplicação da metodologia da agregação.

Com esta série de problemas, obtivemos os mesmos limites para os três tipos de loca­
lizações elipsoidais analisadas. Isto mostra que as técnicas de redução do raio apre­
sentadas no Capítulo 4 não influenciaram no limite final, obtido com o processo de
refinamento sugerido ao final da seção 5.2.1, o que sugere que o esquema proposto no
teorema (4.1) se apresenta como a melhor alternativa para cálculo de limites sob loca­
lização elipsoidal, devido ao seu reduzido custo computacional, em comparação com
os demais métodos.

Devido ao seu alto custo computacional, resultante da manipulação de matrizes de
projeção, acreditamos que o esquema proposto pelo teorema (4.3) seja mais aplicável
às técnicas de pontos interiores, conforme proposta de Choi­Goldfarb[10]. Entretanto,
voltamos a salientar que não podemos generalizar esta conclusão, devido ao contexto
sob o qual o experimento foi realizado.

. Verificamos, ainda, que é de fundamental importância a utilização de algum esquema
de refinamento do limite obtido com localizações elipsoidais. Ressalte­se, porém, que
esse esquema deve ser simples e barato computacionalmente, como o esquema iterativo
que propusermos ao final da seção 5.2.1 e que utilizamos com sucesso neste experimento.
Observamos, entretanto, que o método sugerido nem sempre garante decréscimo do
limite inicial e depende muito da qualidade do vetor U* utilizado na obtenção do vetor
ó=c—­ UA.

. Por fim, observamos que não queremos ressaltar aqui a superioridade de um método
sobre o outro, mesmo porque isso é impossível, já que algum método pode não funcio­
nar bem com problemas com certas estruturas, mas pode apresentar uma performance
muito boa com problemas com estruturas particulares. É o caso, por exemplo, do
Limite IV, que apresentou um resultado muito bom no experimento realizado em [2],
com problemas com restrições do tipo O <r; < 1.

O capítulo a seguir tece as considerações finais a respeito do trabalho.
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Capítulo 6

Conclusão

À técnica da agregação apresenta um campo muito vasto para pesquisa. São inúmeras as
áreas que merecem estudo, com o intuito de aprimorar essa metodologia.

Pesquisas futuras deveriam investigar, por exemplo, novas técnicas de agrupamento dos
dados e de determinação de pesos para formar o problema agregado, além de novos métodos
para obter soluções desagregadas mais próximas à solução ótima do problema original, sem,
entretanto, aumentar o custo computacional do processo.

Focalizamos, com esse trabalho, as metodologias de análise do erro devido à agregação de
variáveis em Programação Linear.

À abordagem de Zipkin [1], discutida na seção 2.3, foi extendida, no Capítulo 3, para
tratar os casos em que se conhece um conjunto localização genérico, fornecendo, assim,
outras alternativas para análise do erro agregacional.

Uma das consequências dessa abordagem é a possibilidade de se utilizar localizações não­
lineares na computação de limites superiores para z*. Com esse intuito, discutimos, no
Capítulo 4, as localizações não­lineares tipo elipsoidais, e apresentamos várias técnicas de
derivação dessas localizações para o caso de Programação Linear.

À partir dos elipsóides tipo Choi­Goldfarb [10], apresentamos vários métodos de redução do
raio dessas localizações elipsoidais, com o objetivo de se obter uma maior precisão para o
limite calculado com a utilização dessas localizações.

Conforme demonstrado pelo estudo numérico da seção 5.3, a aplicação das localizações elip­
soidais na análise do erro agregacional se mostrou uma boa alternativa para a obtenção de
limites superiores para z*.

Além de garantir a unicidade da solução do problema de maximização em (3.3)(vide
seção 5.1), as localizações elipsoidais facilitam o cálculo da expressão (3.3), sem exigir um

90

E
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12 13 14 15 16 17 18



alto custo computacional, o que é uma grande vantagem em relação às abordagens existentes
na literatura (vide [4, 5, 2]).

Acreditamos que o esquema proposto para calcular limites com a utilização dos elipsóides
funcionará muito bem sempre que for possível obter boas soluções desagregadas a partir
da solução ótima do problema agregado. Isso pode ser conseguido, por exemplo, com a
aplicação do algoritmo de construção de clusters proposto na seção 2.1, que reduz bas­
tante a diferença 2* — Z*, conforme demonstrou o experimento numérico realizado por
Weintraub[11].

Deixamos em aberto, entretanto, vários tópicos para pesquisas futuras, como por exem­
plo, a derivação de outros tipos de elipsódes, como uma alternativa aos elipsóides (4.2),
que focalizamos neste texto, bem como a exploração dos elipsóides duais desenvolvidos no
Capítulo 4, e a investigação de estruturas para a sua aplicação na análise do erro agregacio­
nal, além do desenvolvimento de novas técnicas para tornar mais eficiente a aplicação dos
elipsóides na metodologia da agregação.

E interessante, também, investir em pesquisas que visem a redução da distância entre a
solução desagregada e a solução ótima do problema original, conforme já vem sendo pro­
posto, por exemplo, pelos esquemas de agregação/desagregação iterativa, que produzem a
convergência da solução desagregada para a solução ótima do problema original (vide abor­
dagem de [23]). Ter pontos factíveis próximos à solução ótima dos problemas (4.4) e (4.5)
é importante porque, devido às relações de complementaridade, teríamos melhores valores
para os raios dos elipsóides que abordamos.

Apesar de não podermos obter conclusões genéricas a respeito do comportamento do
erro devido à agregação, já que uma grande variedade de parâmetros influem no processo
agregacional, como, por exemplo, a dimensão dos problemas, os algoritmos de formação do
problema agregado e os métodos de desagregação, acreditamos que as localizações elipsoidais
se mostram uma boa opção para o cálculo de limites superiores, e merecem o enfoque de
pesquisas futuras para tornar cada vez mais precisos os limites obtidos com sua utilização.

E
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12 13 14 15 16 17 18



Bibliografia

[1] P.H.Zipkin, Bounds on the effect of aggregating variables in Linear Programming,
Ops.Res., 1980, vol. 28, pp 403­418.

[2] 1.8.Litvinchev and S.Rangel, Localization of optimal solution and a posteriori bounds for
aggregation, Computers Ops. Res., 1999, V26, N10­11, pp 967­988.

[3] L.S.Litvinchev, Decomposition­Aggregation method for conver programming problems,
Optimization, 1991, vol 22, pp 47­56.

[4] D.F.Rogers, R.D.Plante, R.T.Wong and J:R.Evans, Aggregation and Disaggregation te­
chniques and methodology in optimization, Ops. Res. 39, 1991, pp 553­582.

[5] R.Leisten, A posteriori error bounds in Linear Programming aggregation, Computers
Ops. Res., 1997, vol 24, pp 1­16.

[6] L1.S.Litvinchev, Bounds on the suboptimalization of aggregation in conver programming,
Comp. Maths. Math. Phys. 33, 1993, pp 1007­1015.

[7] L.S.Lasdon, Optimization Theory for Large Systems, Macmillan, London, 1973.

[8] R. Mendelsohn, Improved bounds for aggregated linear programs, Ops. Res. 28, 1980, pp
1450­1453.

[9] C.M.Shetty and. R.W.Taylor, Solving large­scale linear programs by aggregation, Com­
puters Ops. Res. 14, 1987, pp 385­393.

[10] 1I.C.Choi and D.Goldfarb, On solution containing ellipsoids in Linear Programming,
JOTA 80, 1994, pp 161­173.

[11] A.Weintraub G.S. and M. Yadlin, Aggregation procedures in forest manegement planning
using cluster analysis, Forest Science, 43(2), 1997, pp274­285.

92

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12 13 14 15 16 17 18



[12] L.S.Litvinchev, On improved Goldfarb­Choi solution containing ellipsoids in Linear Pro­
gramming, Relatório Técnico TR98003­O0C ­ DCCE ­ UNESP ­ São José do Rio Preto

(SP) ­ 1998.

[13] L.S.Litvinchev, On solution­containing ellipsoids in conver optmization ­ Part 1, Re­
latório Técnico TR98004­O0C­ DCCE ­ UNESP ­ São José do Rio Preto (SP) ­ 1998.

[14] M.J.Todd, Improved bounds and containing ellipsoids in Karmarkar's Linear Program­
ming Algorithm, Maths. Oper. Res. 13, 1988, pp 650­659.

[15] Y.Ye, Recovering optimal basic variables in Karmarkar's polynomial algorithm for Li­
near Programming, Maths. Oper. Res. 15, 1990, pp 564­572.

[16] M.S.Bazarra, J.J.Jarvis and H.D.Sherali, Linear Programming and Network Flows, John
Wiley & Sons,Inc., 2a. edição, 1990, 684 pp, ISBN 0­471­63681­9.

[17] M.S.Bazaraa, H.D.Sherali and C.M.Shetty, Nonlinear Programming, John Wiley &
Sons,Inc., 1993.

[18] D.G.Luenberger, Linear and Nonlinear Programming, Addison­ Wesley Publishing Com­
pany, 2a. edição, 1984, 491 pp, ISBN 0­201­15794­2.

[19] B.Noble and J.W.Daniel, Álgebra Linear Aplicada, Prentice Hall do Brasil, 1986, ISBN
85­7054­022­1.

[20] C.C.Gonzaga, Algoritmos de Pontos Interiores para Programação Linear, 170. Colóquio
de Matemática, IMPA, CNPq, 1989.

[21] Alexander Schrijver, Theory of Linear and Integer Programming, la. edição, John Wiley
and Sons, 1986, ISBN 0­471­90854­1.

[22] Rui Eduardo Campelo e Nelson Maculan, Algoritmos e Heurísticas, Editora da Univer­
sidade Fluminense, Niterói(RJ), 227 pp, 1994.

[23] K.Jórnsten, R.Leisten and S.Storéy, Gradient Schemes in Iterative Aggregation Proce­
dures for Variable­Aggregated LP­Problems, Optimization, 1994, vol. 30, pp.251­268.

1 2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12 13 14 15 16 17 18



(2
)

E
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp *.. 12


