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RESUMO

Geralmente, em processamento digital de sinais, quando um sinal vai ser analisado usando
a transformada wavelet, algumas ou varias fungoes wavelets sao testadas e aquela que me-
lhor se adapta no tempo e na frequéncia com o dado sinal é a escolhida. Entretanto, sabe-
se que propriedades, como regularidade, suavidade e suporte compacto sao determinantes
na escolha da funcao wavelet a ser usada. Func¢bes com suporte maior aumentam a reso-
lugdo em frequéncia, mas diminuem a resolu¢ao temporal do sinal transformado. Assim,
deve-se escolher uma funcao wavelet cujo suporte nao comprometa nenhuma das reso-
lugoes. Momentos nulos e suavidade estao matematicamente relacionados, pois quanto
maior o nimero de momentos nulos de uma wavelet, mais suave ela é. Quanto maior a
suavidade da wavelet, maior a probabilidade de reconstrucao perfeita do sinal decomposto
pela transformada wavelet. Segundo a formulagdo de Sherlock & Monro o espaco de wa-
velets ortonormais é parametrizado por um conjunto de parametros angulares, adaptando
o trabalho com matrizes paraunitarias. Esta parametrizacao pode ser usada para ajustar
a wavelet, a fim de melhorar o indice de desempenho de algumas aplicacoes relacionadas
ao processamento de sinais em questao. A formulagdo de Sherlock & Monro fora esten-
dida para até dois momentos nulos em trabalhos anteriores e, respectivamente, para trés
momentos nulos neste trabalho. Além da extensao dessa formulacao, este texto apresenta
uma aplicacdo da mesma em relagao ao diagnéstico de falhas em sinais elétricos.

Palavras-chaves: Transformada Wavelet. Parametrizagdo Angular. Banco de Filtros
Ortonormais. Deteccao de Falhas. Sinais Elétricos.



ABSTRACT

Generally, in digital signal processing when a signal is to be analyzed using the wavelet
transform, some or several wavelet functions are tested and the one that best matches in
time and frequency with the given signal is chosen. However, it is known that properties
such as regularity, smoothness and compact support are decisive in the choice of the
wavelet function to be used. Functions with greater support increase frequency resolution,
on the other hand decrease the temporal resolution of the transformed signal. Thus, one
should pick a wavelet function which support does not compromise any of the resolutions.
Vanishing Moments and smoothness are closely connected, since the greater is the number
of vanishing moments the smoother is the wavelet. And how much smoother is the
wavelet, the greater is the probability of perfect reconstruction of the signal decomposed
by wavelet transform. According to the formulation of Sherlock and Monro the space of
orthonormal wavelets is parameterized by a set of angular parameters, adapting the work
of factorization of paraunitary matrices. That parameterization could be used to adjust
the wavelet in order to improve the performance index of some applications related to
signal processing. The formulation of Sherlock and Monro was extended for up to two
vanishing moments in previous papers and, respectively, and to up to three vanishing
moments in this work. Beyond the extent of this formulation, this text presents an
application of the constructed wavelets for the diagnosis of faults in electrical signals.

Keywords: Wavelet Transform. Angular parameterization. Orthonormal filter banks.
Fault Detection. Electrical Signals.
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1 INTRODUCAO

Em pesquisas nas engenharias e na matematica, uma area com uma gama de apli-
cagoes é o processamento de sinais, em especial o PDS (processamento digital de sinais),
que consiste na elaboracao e melhoramento de técnicas para analisar ou modificar sinais
que, por sua vez, sao de interesse em diversas aplicagoes, tais como o som, imagens e da-
dos de sensores, sinais de eletrocardiogramas, sinais de transmissao de telecomunicacgoes,

entre outros (MISITT et al., 2007; OLIVEIRA, 2007; OPPENHEIM; SCHAFER, 1989).

Entre as ferramentas utilizadas para o estudo e processamento de sinais se en-
contra a transformada wavelet que pode ser utilizada em uma infinidade de aplicagoes.
Além disso, é um assunto muito estudado e pesquisado, mas que continua a aumentar
e ser explorado teoricamente (BLATTER, 1998; DAUBECHIES, 1990, 1992; HERNAN-
DEZ; WEISS, 1996; MALLAT, 1989, 1998; MEYER, 1993). A transformada wavelet
surgiu e continua sendo discutida por muitos autores como uma alternativa a transfor-
mada de Fourier (GOMES; VELHO; GOLDENSTEIN, 1997; OLIVEIRA, 2007; VELHO;
CARVALHO, 2000).

Na andlise de um dado sinal, ainda nao foi suficientemente explorada a discussao
sobre a wavelet que deve ser usada. Propriedades como regularidade, suavidade e suporte
compacto sdo determinantes nesta decisao, o que é constatado por diversos teéricos (BUR-
RUS; GOPINATH; GUO, 1998; DAUBECHIES, 1992; HELLER, 1995; TIAN; WELLS,
1996; VETTERLI; KOVACEVIC, 1995).

Uma parametrizagdo angular para bancos de filtros ortonormais foi desenvolvida
por Sherlock e Monro (1998) e expandida por Paiva et al. (2009), também foi aproveitada e
recebeu contribuicoes de Paiva et al. (2008), Froese et al. (2006), Hadjiloucas et al. (2004)
e Galvao et al. (2004). Esta parametrizacdo pode ser usada para ajustar a wavelet, a fim
de melhorar o indice de desempenho de algumas aplica¢oes relacionadas ao processamento

de sinais em questao.

O objetivo deste trabalho é contribuir com o estudo da regularidade wavelet, mais
especificamente sobre a obtencdo de momentos nulos, seguindo a formulagdo proposta
por Sherlock e Monro (1998). Paiva et al. (2009) obtiveram resultados para garantir dois
momentos nulos, seguindo a parametrizagao de Sherlock & Monro. Neste texto sao obtidos
resultados que asseguram o terceiro momento nulo. Uma aplicacao se faz necessaria para
ilustrar a utilidade e funcionalidade dos resultados mateméaticos obtidos, essa aplicacao

também é apresentada.

O segundo capitulo consiste em um resumo da teoria wavelet, que tem por objetivo
esclarecer o intuito deste trabalho e indicar fontes que possam levar a um estudo mais

aprofundado do assunto. No entanto, esse resumo é direcionado inicialmente para o estudo
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da regularidade wavelet, logo apresenta-se brevemente conceitos sobre DWT, FWT e, de
forma mais ampla, sobre a formulagao proposta por Sherlock e Monro (1998). Na ultima
secao apresenta-se uma discussao sobre o interesse no que concerne ao estudo de suavidade
e momentos nulos. Esse estudo, porém, nao é matematicamente aprofundado, contudo,

varias fontes sdo indicadas para isto.

No terceiro capitulo é apresentada a obtencao de resultados para assegurar pelo
menos trés momentos nulos. Para um e dois momentos, sao extensoes de Sherlock e Monro
(1998) e Paiva et al. (2009), e para o terceiro todos os passos da obtengao sao apresentados,
pois nao héa outra fonte a ser indicada para isto. Este capitulo esta organizado de forma
didatica: cada segao para o estudo das restrigoes que garantem um, dois e trés momentos
nulos, respectivamente. Ha ainda uma se¢do para discussao geral sobre essas restrigoes,

que facilitara o entendimento das se¢oes anteriores ao concluir o capitulo.

No capitulo 4 sao apresentados subsidios no sentido de reforcar a discussao e a
obtenc¢ao de resultados anteriores. Traz algumas aplicagoes dos resultados obtidos a res-
peito da detecgao de falhas em sinais. Assim, para estas aplica¢oes é usada a formulagao

de Sherlock & Monro com a extensao realizada neste trabalho.

Apébs o capitulo 4 sdo apresentadas as consideracoes finais do trabalho, que con-
templam, além das principais ideias propostas e dos resultados alcancados, a importancia
do referido estudo, entre outras observagoes pertinentes. Também sao apontadas as pos-

sibilidades de trabalhos futuros utilizando ou melhorando a metodologia apresentada.

Apoés as referéncias que norteiam a pesquisa e o texto apontadas nas referéncias
bibliograficas, nos apéndices se encontram algumas demonstracoes que foram evitadas
durante a redacao do texto propriamente dito. O intuito de que as mesmas apresentem-se
separadas reside no fato de tentar tornar a redagdo mais didatica possivel, facilitando a
leitura e deixando-a mais agradavel. No apéndice E discute-se como incluir wavelets de

Sherlock & Monro na caixa de ferramentas do Matlab.
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2 TEORIA WAVELET

2.1 PROCESSAMENTO DE SINAIS

O processamento de sinais é um campo de estudo, muito explorado em engenha-
ria, matematica, e outras areas, sendo voltado para a elaboragao e aperfeicoamento de
técnicas de analise ou modificacdo de sinais para aplicagoes. Trata-se de sinais como: o

som, imagens, dados de sensores, sinais de eletrocardiogramas, sinais de transmissao de
telecomunicagoes, entre outros (OPPENHEIM; SCHAFER, 1989).

Fazem parte dos objetivos do processamento de sinais a anélise ou modificacao dos
mesmos, tais como, aquisigao e reconstru¢ao de um sinal, melhoria do mesmo (redugao de
ruido, por exemplo), compressao e extracao de caracteristicas de sinais. O estudo deste
campo da ciéncia é de muita utilidade no controle e analise de sistemas fisicos para en-
genheiros eletricistas, engenheiros mecéanicos, quimicos e fisicos. Atualmente profissionais
de outras areas tém sido atraidos pelo estudo de técnicas de processamento de sinais, entre
eles estao, profissionais de economia, biologia e saide (MISITT et al., 2007; OLIVEIRA,
2007).

O estudo de sinais e métodos para sua andlise ndao é recente, porém, nas tultimas
décadas tem-se tornado muito mais explorado, bem como as ferramentas para tal. Toda
a teoria de processamento digital de sinais (PDS) foi desenvolvida ao longo de anos, mas
pode ser apreciada sem perda de informagoes em uma seleta e efetiva lista de referéncias,
sendo algumas das principais: Oppenheim e Schafer (1975, 1989), Proakis e Manolakis
(1996) e Hayes (1999).

2.2  TRANSFORMADA DE FOURIER E TRANSFORMADA WAVELET

No estudo para analise de sinais é bastante comum iniciar a tratativa utilizando a
transformada de Fourier (FT), (HAYES, 1999; OPPENHEIM; SCHAFER, 1975, 1989).
A anélise de sinais via F'T é uma ferramenta antiga, mas muito eficiente e apresenta um

grande nimero de trabalhos relativos aos estudos de sinais digitais.

A transformada de Fourier, cujo nome homenageia Jean-Baptiste Joseph Fourier
(Franga, 1768-1830), pode ser vista como um caso particular da transformada Z. Ambas
sao técnicas utilizadas em larga escala em processamentos de sinais, além de serem podero-

sas ferramentas, ja conhecidas e utilizadas ha um longo tempo, continuam a desempenhar

um papel importante nos dias atuais (OPPENHEIM; SCHAFER, 1975, 1989).

A FT de uma fungao f(t), satisfazendo condigoes adequadas, é definida, (DAU-
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BECHIES, 1992; RIOUL; VETTERLI, 1991), como:

FN) = = [ 10t 0

A anadlise de sinais com a transformada de Fourier se limita, basicamente a sinais
estacionarios, Figura 1. Todo o sinal durante —oo < t < oo é levado em consideracao,
isto significa que, embora seja eficiente para determinar o contetido de frequéncias em um
sinal ndo é muito eficiente para determinar a localizacdo no intervalo de tempo em que

elas ocorrem, (OLIVEIRA, 2007).

Figura 1 — a) sinal possivelmente estaciondrio e b) possivel sinal ndo estacionario
o
ao A f
S e AVA SN AVeVs \"\fﬂl. \ v'ﬁ\." \ u,f\.f“w'\/*'\z-/v\—f» J\ /

§ — i L | A (a)

-2.00

-4.00 ' T | T T T b
0.00 020 040 0.60 080 1.00 ( )

Fonte: Oliveira (2007).

Uma forma encontrada para contornar este inconveniente é o uso da transformada
janelada de Fourier (STFT), (ALLEN; RABINER, 1977; GOMES; VELHO, 2000; OP-
PENHEIM; SCHAFER, 1989), que ‘observa’ o sinal através de uma pequena faixa de

tempo dentro da qual o sinal permanece aproximadamente estacionario,

(TP, t) = [ F(s) gls = e "ds @)
que é a transformada de Fourier com janela (STFT), uma técnica padrao para localizacao
tempo-frequéncia. Para a versao discretizada, t e w sao atribuidos a valores regularmente
espagados: t = nty, w = mwy, onde m, n € 7Z, e tg,wy > 0 sdo fixos. Logo (2) torna-se

TN = [ () gls = nto)e s, (3)

—00

(DAUBECHIES, 1992).

Na Figura 2 exemplifica-se como é feita a andlise do sinal através de janelas,
isto é, usando a STFT. Enquanto na Figura 3 exibe-se um sinal, como exemplo, e sua

transformada de Fourier.
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Figura 2 — Analise local no tempo: o uso de janelas

Fonte: Oliveira (2007).

Figura 3 — Sinal a esquerda e sua transformada de Fourier a direita

Fonte: Gomes e Velho (2000).

A STFT usa escala fixa que, uma vez determinada, nado pode ser alterada. A
relacdo entre tempo e informacao de frequéncia é util. A desvantagem é que, uma vez
escolhido um tamanho particular para a janela de tempo, esta mesma janela estara fixada
para todas as frequéncias. Muitos sinais requerem uma abordagem mais flexivel, aquela

em que podemos variar o tamanho da janela para determinar com mais precisao o tempo
ou frequéncia, (OLIVEIRA, 2007).

De acordo com Paiva (2003), ideias para contornar esta deficiéncia surgiram ao
longo do século XX e podem ser apontadas em Haar (1910), Franklin (1928), Littlewood
e Paley (1937) e Calder6on (1964). A andlise wavelet representa o préximo passo légico,
no sentido de que usa uma técnica de janelas variaveis ao longo da regiao de analise.
Essa técnica permite o uso de longos intervalos de tempo, onde se queira informacao
de frequéncia mais baixa, e intervalos mais curtos onde se queira informacao de alta
frequéncia (DAUBECHIES, 1990; GOMES; VELHO; GOLDENSTEIN, 1997; VELHO;
CARVALHO, 2000).

Define-se como wavelet uma funcio ¥ (t) € L'(R) N L*(R) tal que a familia de
funcoes
Yin(t) = 27227t — k),
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onde j e k sdo inteiros arbitrarios, seja uma base ortonormal para L*(R). Se ¢ (t) é uma
wavelet entdo ;1 (t) também é, para quaisquer j, k € Z. Dizer que ¢(t) € L*(R) é

equivalente a afirmar que

|t < . @
Se a funcdo ¢(t) € L*(R) é uma wavelet entdo sua FT, denotada por ¢)(w) satisfaz
° [P(w)]?
Oy = / dw, (5)
Y e

que é conhecida como condigao de admissibilidade (DAUBECHIES, 1992), a qual implica
que lig(l) z@(w) = 0. Assim, sendo &(w) continua, tem-se

/ Y(t)dt = 0. (6)
O resultado (6) estabelece que () deve oscilar de modo a cancelar as dreas positivas e

negativas a fim de anular a integral. Isto sugere que o gréfico de ¢ (t) tem a forma de uma

onda de curta duracao. A Figura 4 ilustra este fato.

Figura 4 — O gréfico de uma wavelet (Wavelet de Morlet)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Para a transformada wavelet temos uma forma anéloga a (2),

(VA f)(a,b) = a7 [

—00

£(t) (H) i a0, )

Em (7) restringido-se os valores de a e b para os valores discretos a = ag' e b = nbpay',

onde m,n € Zeag>1, by > 0 sado fixos, tem-se

THA () = ag™ [ F(t) wlag™t ~ nbo)d. ®)
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Em ambos os casos, (DAUBECHIES, 1992),

/ W(t)dt = 0. 9)
A funcao ¢(t) que equivale a v o(t) é chamada de ‘Wavelet Mae’ enquanto as
outras fungoes 1, ,(t) sdo chamadas de ‘Wavelets Filhas’ A transformada wavelet pode

ser vista como o produto interno das fungoes f(t) e 14(t)

(T4 F)(a,b) = (£, usl®)) = [ FOas(t)it (10)

O parametro b indica a translagdo de comprimento b no eixo t, conclui-se que (7) fornece
uma descri¢ao tempo-frequéncia para f(¢). O pardmetro a é conhecido como parametro

|—1/2

de escala. O termo |a ¢ um fator de normalizac@o que garante que a energia de 1), (%)

¢ independente de a e b, ou seja,
| st = [ ).

Na Figura 5 é ilustrado como se comporta o grafico de uma wavelet quando se varia
o parametro a. E na Figura 6 ¢ mostrado o comportamento do parametro b. Conforme se
observa nas figuras 5 e 6, respectivamente, o parametro a causa a compressao ou dilatagao

da wavelet enquanto o parametro b causa o deslocamento ao longo do eixo horizontal.

Figura 5 — Diferentes valores de a para (8), a < 1, a =1 e a > 1, respectivamente

Fonte: Gomes e Velho (2000).

Figura 6 — Variacao do parametro b

Fonte: Misiti et al. (2004).
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Na STFT as fungoes g, +(t), equagdo (3), sdo transladadas para uma localizagdo
no tempo apropriada e preenchidas com oscilagoes de altas frequéncias e, independente
de w, tém a mesma largura. Ja para as fungdes ¢,,(t) tem-se tempo e largura adaptados
a sua frequéncia: 1,,(t) de altas frequéncias sdo mais ‘estreitas’, enquanto para baixas
frequéncias sao mais amplas. Isso faz com que a transformada wavelet seja mais eficiente
que a transformada janelada de Fourier para andlise local em fenomenos de curta duracao

com alta frequéncia, que nao caracterizam sinais estacionarios, tais como transitérios em

sinais, (DAUBECHIES, 1992).

2.3 TRANSFORMADA WAVELET CONTINUA

Sejam, por hora, os parametros a e b de dilatacao e de translacao, respectivamente,
variando continuamente sobre R sendo a # 0. A transformada wavelet continua (CWT)
é dada pela formula (7). Uma funcao pode ser reconstruida a partir da CWT por meio

da chamada ‘resolucao de identidade’

10 =5 [T 7 S U baa) vasda (1)

onde Y (t) = |a]"Y% (t;b> e (f,%as) denota o produto interno sobre L*(R). A

constante Cy, < co depende apenas de () e é dada por (5). Se ¢(t) € L*(R) entao th(w)

A oo
¢ continua, de modo que Cy, s6 pode ser finito se lir% (w) = 0, ou seja, / Y(t)dt = 0.
w— oo
A equagdo (11) pode ser vista aqui como uma forma de reconstruir f(¢) uma vez
que conhecemos a transformada wavelet, T4V f (a,b), mas também pode ser vista como
uma forma de escrever f(t) como uma superposicao de wavelets 1, ;(t), onde os coeficientes
sao dados exatamente pela transformada wavelet de f(t). Conclui-se entdo que a equagao

(11) representa a transformada wavelet continua inversa (ICWT), (DAUBECHIES, 1992).

2.4 TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA

A forma proposta em (7) requer grande esforgo computacional por ser altamente
redundante, pois os parametros de rotacao e translagao variam continuamente em R.
Uma maneira de evitar este esforco computacional é utilizar transformada wavelet discreta

(DWT) que refere-se a discretizacao dos parametros de escala e translagao.

Neste caso, os valores dos parametros a, dilatagao, e b, translagao, sao discretos,
conforme a equagao (8). De modo que a = qaf', para diferentes valores de m temos
diferentes larguras. O parametro b depende de m: wavelets estreitas (altas frequéncias)

sao transladadas por pequenos passos a fim de cobrir todo intervalo de tempo, enquanto
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wavelets mais largas (baixa frequéncia) sdo transladadas por grandes passos. Uma vez
que a largura de ¢ (a,™x) é proporcional a ag', b é discretizado como b = nbyag’, com
by > 0 fixo, n € Z. Assim

Umn(t) = ag"*(ag™ (t = nboay)")
= ay™*P(ag™t — nby). (12)

Para uma dada funcao f(t), o produto interno (f, ¥, ») nos dé exatamente a transformada
wavelet 7 4V (f), (DAUBECHIES, 1992) .

2.5 TRANSFORMADA WAVELET RAPIDA

A transformada rapida wavelet (FWT) é o instrumento bésico para o cdlculo com-
putacional com wavelets. O sinal no dominio do tempo é convertido para uma representa-
¢ao na base wavelets. Por outro lado, a transformacao inversa (IFWT) reconstrdi o sinal
da sua representacao wavelet para o dominio do tempo. Estas duas operacoes a serem

realizadas sao chamadas andlise e sintese do sinal que é processado em aplicagoes com
wavelet, (VELHO; CARVALHO, 2000).

O algoritimo para trabalhar com a DWT foi desenvolvido por Mallat (1989,1998),
método que utiliza bancos de filtros digitais em estrutura de arvore, Figura 7 (DAUBE-
CHIES, 1992; STRANG; NGUYEN, 1996; VETTERLI; KOVACEVIC, 1995). Na Figura

8 é apresentada a estrutura inversa (IDWT).

Figura 7 — Transformada wavelet rapida (Arvore de Anélise)

([ 2)
— H_,l2i.f,_,

{f(kTs)} G

12 .

{di'."]}

Y

{a")

Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Figura 8 — Transformada wavelet réapida Inversa (Arvore de Sintese)

{c®)
oo . T 2 ~ H-

(cy
LANneyE
{d*1} {7(kTs)}
—{T 2 - Gr i ol
{d"}

12—~ G

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

As figuras 7 e 8 mostram a arvore de decomposicao wavelet, onde G e H sao,
respectivamente, filtros passa-altas e passa-baixas. T é o periodo de amostragem, Cc)
e dY) representam a aproximacdo e o detalhe em um nivel j. Na Figura 7 tem-se o fator
(4 2) e em 8 tem-se (1 2), que representam, respectivamente, o operador de subamos-
tragem (downsampling) e de sobreamostragem (upsampling). Esses operadores consistem
em remover uma em cada duas amostras sequenciais do sinal e inserir um zero entre cada
duas amostras sequenciais, respectivamente, para evitar o fen6meno de ‘aliasing’ (OPPE-
NHEIM; SCHAFER, 1989; STRANG; NGUYEN, 1996). Os filtros G e H, nem sempre
sdo os mesmos para a decomposicdo e para a reconstrugdo, neste caso na sintese Gr e
Hr. Isso s6 acontece quando o banco de filtros é ortogonal, além disso, mesmo sendo os

mesmos, na reconstrugao eles sao aplicados em ordem inversa (NIEVERGELT, 1999).

A reconstrugao através de filtros de quadratura espelhada (QMF) iniciou-se com
o trabalho de Croisier, Esteban e Galand (1976), mas as condigdes necessarias e sufi-
cientes para obter a reconstrucao perfeita de bancos de filtros ortogonais com resposta
finita ao impulso (FIR), chamadas filtros de quadratura espelhada, foram encontradas
pioneiramente nos trabalhos de Smith e Barnwell (1984) e Mintzer (1985). A teoria ficou
completa com as equagoes biortogonais de Vetterli (1985) e Vetterli (1986) e a teoria geral
de matriz paraunitaria de Vaidyanathan (1987).

Os pesos do filtro passa-baixas H e do filtro passa-altas G do banco de filtros

apresentado na Figura 7 sao hz(»N) e gZ(N), e as funcoes de transferéncia desses filtros sao
dadas respectivamente por
e
HV () = 3 mYe, (13)
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o1
GM(z) = 3 g™, (14)
i=0
sendo que o banco de filtros tem comprimento 2N

)

Os pesos dos gz-(N sao obtidos a partir de hZ(N) por meio de um método chamado

de ‘Alternate Flip’ em Strang e Nguyen (1996),
g = (=R i=0,1,---,2N — 1, (15)

para garantir a condi¢ao de complementaridade entre H e G, de forma que a FWT seja

invertivel.

Segue-se que os pares ortogonais de filtros pode ser completamente parametrizados
por N angulos «;, 1 <17 < N, que pode assumir qualquer valor no conjunto de niimeros
reais, (PAIVA et al., 2009).

Na formulagao de Sherlock e Monro (1998), a partir de Vaidyanathan (1993),

Strang e Nguyen (1996) sao apresentadas formulas recursivas para expressar os coeficientes
RN

)

pVTD = cos(aNH)h(()N)
Ky = cos(anyi)hs) — sen(ani1)h .
(N+1) (N) 1=0,1,---,2N — 1. (16)
hon' ' = —sen(ani1)hon
RN = sen(ozNH)héN)
hh = sen(an1)hSY + cos(an1)hs,
N+1 N
thJ-rH) = COS<04N+1)héN)—1

A parametrizagao baseada em (16) satisfaz as condig¢oes de ortonormalidade apre-

sentadas em Strang e Nguyen (1996),

2
1=0
2N—1-2m
=0

A demonstragao deste fato estd no Apéndice A.

Nas figuras 9 e 10, tém-se o procedimento e a geracao recursiva dos pesos dos

Y em funcao de hEN) pela adicao de um parametro angular adi-

. N+
filtros passa-baixas hl(-
cional de cada vez. S; e C; representam o seno e o cosseno do parametro angular «;,

respectivamente.
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Figura 9 — Procedimento para a parametrizacao do banco de filtros wavelet
o Q

X «

Fonte: Adaptado de Froese et al. (2006).

h(N+1) )

Figura 10 — Geragao recursiva dos pesos dos filtros passa-baixas em funcao de hz(»N

Fonte: Froese et al. (2006).

2.6  REGULARIDADE E MOMENTOS NULOS

A gama de aplicagoes da W'T é um assunto muito estudado, mas continua a aumen-

tar. Por outro lado, toda a teoria do ponto de vista matematico, ja foi estudada exausti-

vamente (BLATTER, 1998; DAUBECHIES, 1990; DAUBECHIES, 1992; HERNANDEZ:
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WEISS, 1996; MALLAT, 1989; MALLAT, 1998), em muitos casos apontando a WT como
alternativa a FT (GOMES; VELHO; GOLDENSTEIN, 1997; OLIVEIRA, 2007; VELHO;
CARVALHO, 2000). Com base nos estudos realizados por esses autores pode-se observar
que propriedades de analise de multirresolucao e de andlise tempo-frequéncia tornam a
WT superior a FT quando se trata de detectar e localizar transitorios e falhas em sinais

elétricos ou sistemas dinamicos.

Um fator importante a ser considerado é a escolha da wavelet que deve ser usada
na analise de um determinado sinal. Estudos neste sentido podem ser tteis para que a
determinacao de uma funcao nessas condigoes seja mais formal e menos trabalhosa. Em
outras palavras, propriedades das wavelets podem tornar sua escolha para analise de um
sinal mais intuitiva, deixando de lado métodos que incluam esta escolha por exaustivos
testes. Mas, na decomposicao de um sinal pela WT, propriedades como regularidade,
suavidade e suporte compacto sao determinantes na escolha da wavelet a ser usada. Wa-
velets com suporte maior aumentam a resolu¢do em frequéncia, mas diminuem a resolucao
temporal do sinal transformado, por isso deve-se escolher uma wavelet que tenha um su-
porte que nao comprometa nenhuma das resolugoes. Momentos nulos e suavidade estao
matematicamente relacionados, pois quanto maior o nimero de momentos nulos de uma
wavelet, mais suave ela é. E quanto maior a suavidade da wavelet, maior ¢ a probabilidade

de reconstrucao perfeita do sinal decomposto pela WT.

O estudo da regularidade requer conhecimento sobre analise de multirresolucao
(MRA) e das propriedades que garantem a ortogonalidade ou existéncia da fungao escala
ou wavelet (DAUBECHIES, 1988, 1992, 1993). Importantes discussoes que relacionam
a quantidade de momentos nulos com a regularidade sdo encontradas em Steffen et al.
(1993), Heller (1995).

Um elevado niimero de momentos nulos permite melhor compressao das partes re-
gulares do sinal, entretanto, o aumento do nimero de momentos nulos aumenta também
o tamanho do suporte das wavelets, o que pode ser, em partes, problematico, quando o
sinal é singular (por exemplo, descontinuo). De acordo com Mallat (1998), para medir
a regularidade local de um sinal, nao é muito importante utilizar uma wavelet com um
suporte de frequéncias baixas, mas momentos nulos sao cruciais. Se a wavelet tem um
dado nimero de momentos nulos entdo a transformada wavelet pode ser interpretada

como um operador diferencial multiescala de ordem igual ao niimero de momentos nulos.

Uma funcao wavelet com decaimento rapido tem p momentos nulos se, e somente
se, existe uma funcao 6(t) diferenciavel que satisfaz (MALLAT, 1998)

N0

o(t) = (-1

(19)

Assim
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dp
(T F)(a,b) = @' = (f + 0a) (b) (20)
onde 8,(t) = a=/20(—t/a). A funcdo 1(t) é dito ter no méximo p momentos nulos se, e

somente se

/_°O 0(t)dt # 0. (21)

Disto segue que, quando a wavelet tem p momentos nulos, ela corresponde a um
operador diferencial multi escala de ordem p. Desta forma a wavelet com p momentos

nulos pode ser escrita como uma fungao 6(t) com derivada de p-ésima ordem.

Por outro lado, de acordo com Mallat (1998), seja p um inteiro positivo e § < p,
se f(t) € L*(R) é Lipschitz 3 em by, entdo existe uma constante A tal que, para todo

ponto b em uma vizinhanca de by e para qualquer escala a,

(T f)(a,b)| < Aa” +[b = bol”). (22)

Ou ainda, seja § < p um valor nao inteiro. A fungao f(t) é Lipschitz § em by, se
existe um € > 0 e duas constantes A e B de tal modo que, para todos os pontos b numa

vizinhanca de by e para qualquer escala a,

(T f)(a,b)] < Ad (23)
(T )(a,b)] < B (ﬂ”"b‘ﬁ) (24)
T |log |b—bol| )

Disto segue que se ¥(t) tem apenas p momentos nulos para a funcao f(t) cujo
Lipschitz § > p, a WT nao pode dar alguma informacao sobre regularidade Lipschitz de
f(t). Neste caso, para a detecgao de sinal com a singularidade de forma eficaz, é necessario
momentos nulos suficientes, contudo, muitos deles resultarao em equagoes mais complexas
e computagdo mais lenta. Logo, é por este motivo que a wavelet deve ser escolhida
adequadamente (TAO et al., 2007).

De acordo com Tao et al. (2007), geralmente a singularidade de um sinal pode ser
dividida em dois tipos. Em um caso, a amplitude do sinal ‘salta’ de uma s6 vez, o que
resulta na interrupc¢ao do fluxo do sinal, em outro caso, a amplitude do sinal é suave,
mas é descontinua na primeira ordem de diferenciabilidade. Para o segundo caso, se a
wavelet escolhida nao é regular, o ponto de descontinuidade nao pode ser detectado. Nas
aplicagoes, a funcao wavelet deve ser escolhida em funcao da singularidade do sinal. E
geralmente a wavelet de Haar é suficiente para detectar a descontinuidade do sinal, e para
a deteccao de descontinuidade do p-ésimo diferencial é necessario uma wavelet regular

com pelo menos p momentos nulos.
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Neste trabalho ¢é estudada a regularidade através da obtengao de restrigoes que ga-
rantem um certo nimero de momentos nulos seguindo a formulagao proposta em Sherlock
e Monro (1998), Paiva et al. (2009).
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3 RESTRICOES ADICIONAIS PARA GARANTIR TRES MOMEN-
TOS NULOS

Neste capitulo sao apresentadas as restrigoes que asseguram um, dois e trés mo-
mentos nulos, respectivamente. Desta forma, cada se¢do tem um resultado como o mais
importante. Esses resultados combinados e aplicados a formulacao de Sherlock e Monro
(1998) dao opgao para escolher wavelets para andlise de um dado sinal. Algumas de-
monstragoes podem ser longas e trabalhosas entao, para facilitar a leitura do texto, elas
sao apresentadas nos apéndices. O referido apéndice é indicado apods cada resultado em

questao.

3.1 RESTRICOES ADICIONAIS PARA GARANTIR UM MOMENTO NU-
LO

Para o banco de filtros caracterizar uma W'T, a seguinte condi¢ao de regularidade
GM(2)]21 =0 (25)

deve ser satisfeita, (PAIVA et al., 2009).

Fazendo z = 1 em (14) tem-se
2N—1

GV = 3 o,
1=0

e substituindo (15) nesse resultado se obtém

2N—1
G (e)]em = X0 (~D) RN (26)
=0
Para o banco de filtros caracterizar a transformada wavelet, a condicao de regula-

ridade (25) leva a seguinte férmula

G™(2)],21 = cos [i ai] ~sen [ﬁ 041-1 . (27)

i=1
A demonstragao de (27) estd no Apéndice B.
De (25) e (27) tem-se

cos 3o —sen[Sa] = 0 (28)
en [ﬁl o| = ws[3al
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] - o]

=1

any = arcsen {COS lz ai]} - z:l Q. (29)

=1

O ftnico sentido da equagao (29), neste momento, é para que se note nas segoes
seguintes que os valores de ay,an_1 € ay_o, serdao dados por uma funcao arcsen. Neste

caso, para que (29) tenha solugao real é necessario que

<1

N
—1 < cos [Z o

=1

Logo esta restricio define um regido nao convexa em RY!. Isto pode levar a dificuldades

na programagao de uma fungdo dependente de {«;}.

Para obter o valor de ay de outra forma, pode-se a partir de (28) realizar os

calculos seguintes

o N
——> a; = arcsen(0)
4 =
N—1
E — a; — oy = 0
4 =
o N-1
ay =, - > . (30)
i=1

Esta formulagdo garante apenas um momento nulo (PAIVA et al., 2009), e (30)

reduz o nimero de parametros livres para N —1. Entretanto, para garantir dois momentos

dGWN)(2)
————| =0, (DAUBECHIES, 1992; MALLAT, 1998).
¥ z=1

Pode-se notar que (30) define uma regido convexa e por isso nao necessita de mais

nulos é necessario que

adaptagoes para melhorar sua possivel programacao.
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3.2 RESTRICOES ADICIONAIS PARA GARANTIR DOIS MOMENTOS
NULOS

Para garantir um segundo momento nulo é preciso que a condigao

dGWN)(z2)

- =0 (31)

z=1

seja satisfeita.

Derivando (14) tem-se

dG ( 2N—1 1
— Z

E dai segue
dG(N)(Z) 2N-1 N
a4 = gz( )(—2)7 (33)
z=1 =1
e substituindo (15) em (33) vem
dG™M(2) ey 12, (N
e A DI G V[ N (34)

i=1

Usando as equagoes (16), (34) e as propriedades trigonométricas necessarias obtém-

se
N-1

= —Ncos By + (N — 1)sen Sy — Y (cos B + sen ), (35)

z=1 i=1

dGM) ()
dz

onde

k N
:ZO@— Z Q;, 1§]€§N—1,

" i=k+1 (36)
By = Z Q.
i=1
As demonstragoes de (35)-(36) estao no Apéndice C.

A partir de (30) tem-se

N—1 N
an T_ aljz:Zal (37)
4 4 I
entdo, usando (35)-(36) segue
dG(N) N-1
dz<2) = —N cos Z) + N sen (Z) — sen <Z) — 2 (cos Bk, + sen ()
9 N-1
= —i— ﬂsen<5k—|—ﬂ>
2 — 4
5 N-1 k N N
= _£— V2 sen Zozi— Z Oéz—i-ZOéz
2 k=1 i=1 i=k+1 =1
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Das condigoes (31) e (38) segue que

S lseni?ozi] _ —;, (39)

k=1 i=1

donde, pode-se obter uma férmula para an_1:

1 N-2 k N-1
—5 = > [senz 20@-] + sen Z 20 (40)
k=1 i=1 =1
N-1 ] N-2 k
sen Z 200, = —= — [senz 20@1
i=1 2 = i=1
N-1 1 N-2 k
2c; = arcsen {— — lsen Z 20@] }
=1 2 k=1 =1
N—2 ] N-2 k
Z 200 + 2ay_1 = arcsen {— — Z [sen Z 20@-] }
i=1 2 O i=1
2

1 1 - k N-2
ay-1 = garcsen {—2 — [senZQai] } — Z Q. (41)
i=1

-

E importante notar que (41) tem solugao real, se e somente se, os dngulos «;,
1 << N — 2 satisfazem

1 N—-2 k
—1<—=—> |sen) 24| <1
2 = i=1
que implica a seguinte condig¢ao
3 N—-2 k 1
—— < senZQal < - (42)
2 k=1 i=1 2

De acordo com Paiva et al. (2009), as restrigdes expressas em (42) definem uma
regido nao convexa em R Figura 11. Se h& um interesse em otimizar a funcdo, no
que diz respeito aos parametros «;, a nao convexidade pode ser um inconveniente, entao

Paiva et al. (2009) propoem a mudanga de varidveis apresentada a seguir.

Fazendo

k
Xk:SGHZQQi, 1<k<N-2, (43)

=1

e usando essa mudanga de varidveis, (42) pode ser escrita como

3 1
2 = &~ 2 (44)
1
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Figura 11 — Regido de valores admissiveis para a; e ay pela restricao (42) para N = 4.

T
T T
i il

Fonte: Adaptado de Paiva et al. (2009).

Na Figura 11 “upper” and “lower” indicam que a soma expressa em (42) excede o

maximo e o minimo valor permitido, respectivamente.

Figura 12 — Regiao de valores admissiveis para X} e X5 pela restricao (44) para N = 4.

] Admissible
: N
0.5
B xdbd
E

h N

=1 \
- -05 o 05 i
x'l

Fonte: Paiva et al. (2009).

Usando a mudanga de varidveis dada em (43), se obtém as restrigoes descritas em
(44), que sao mostradas na Figura 12, neste caso o banco de filtros é parametrizado por
X, e X,. Para a ilustracao de a; e ap ou de X} e X5, os pontos associados a Daubechies

(db4) e Symlet (sym4), sdo mostrados nas imagens das figuras 11 e 12.
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Sejam os N — 2 parametros &; dados em (43) satisfazendo (44). Os valores de o,
1 <i< N —2, podem ser obtidos de (43):

k
X, = sen Z 20y
> 2a; = arcsen{X;}

1 i—1
@; = arcsen {X;} — Z Q. (45)
k=

3.3 RESTRICOES ADICIONAIS PARA GARANTIR TRES MOMENTOS
NULOS

Seguindo a metodologia apresentada por Daubechies (1992), Mallat (1998), para

garantir o terceiro momento nulo é preciso que esteja satisfeita a seguinte condicao:

d?G™M)(z)
Derivando (32) tem-se
dQG(N) ¥4 2t . . —i—
= i e ()
i=1
E dai: > () N1
d*G - N
SO =Y -, (49
2= i=1

Por (15) sabe-se que g = (—1 )”%g%) 1_i, entao, (48) pode ser escrita assim

2N—-1

= 3 ()R (P + ). (49)

=1 =1

d?GWN)(2)

Usando o diagrama de fluxo, Figura 10 e/ou equagao (16), da equagao (49) obtém-

se

(N? 42N —1)cos B — (N? — 1) sen B+
N-—

>_A

(2N +1)cosB; + (2N — 1) senﬁ,}%—

Y
Il
—
2 <.
[y

N—j—1

>4
1{ ,; (2cos B — 28enﬁjk)}

<.
Il
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onde
N
p= Z Q;
B .
=Zaz-—2 > 1<j<N-1 (51)
i=(N—j)+1
k+j
@k_zm—zz% 1<j<N-1lel<k<N-1
i=k+1
A demonstracao de (50)-(51) se encontra no Apéndice D.
N
Sabe-se que = Zai = % (PAIVA et al., 2009). Logo,
i=1
(N2+2N—1)cos6—(N2—1)sen6:2Ncosg (52)
E entao §; e B, podem ser escritos como
N N T N
i=1 i=(N—j)+1 i=(N—j)+1
e
N k-+j k+j
ﬁj,kzzai_QZ@i—Z—2ZO{z (54)
i=1 i=k+1 i=k+1
Usando (53) e a seguinte propriedade trigonométrica:
N N N
cos 2—2 > + sen %—2 > aZ-]:ZcosZcos[Q >
i=(N—j)+1 i=(N—j)+1 i=(N—j)+1
tem-se
N-1 N-1
> {(QN +1)cos B + (2N — 1) sen @} = {2 cos 3 + (2N — 1)(cos B; + sen Bj)}
j=1

M7 T

1

<.
Il

N
onde \; = [2 > al} .

i=(N—j)+1
Considerando (54) e a seguinte propriedade trigonométrica:
k+j T k+j k+j
cos ——22204Z — sen ——220@ —2cos—sen 220@ ,
4 1=k+1 4 i=k+1 4 i=k+1

tem-se

N—j— N—j—1

N_j{ kzj: 1 (2cos B — 2sen k) } = N_Q{ D (4 o8 % sen Ak) }’

= -1 j=1 % k=1

{2 cos B; +2(2N — 1) cos % Ccos )\j}g55)
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k+j
onde A\, = Z 20;.
i=k+1

Com as manipulagoes feitas em (52), (55) e (56), a equacao (50) pode ser escrita

como:
?GW) =
F*GT(2) — 9N cos & + > {2C085j+2(2N—1)COS7TCOS>\J‘}+
dz?  |.=1 4 1 4
Noj1 (57)

>

(4 Cos — sen )\k> }
k=1

N k+j
onde \; = [2 Z l] e\, = [2 Z aZ].

bl

i=(N—j)+1 i=k+1
Aplicando a restrigao (46) ) tem-se
T Nl T N-2  N—j-1 T
0 = 2N cos 1 + 3 {QCosBj +2(2N —-1) COS4COS/\j} + 3 { <4cos 1 sen)\k> },
j=1 j=1 % k=1
(58)

e considerando que

T al T N
cos |[——2 Z ;| =cos— | cos |2 Z
4 )+1 4 i=(

i=(N—j =(N—j)+1

pode-se continuar com a simplificagdo de (58):

2 N—-2 , N—j—1 2
0 = 2N-——-+ > {QCOSBJ +2(2N — 1)\2_ )\j} + { 4\g_sen/\k> }
N—

NG) N-2 j—1 5
0 = N—+ { [cos \; +sen \;] + (2N —1)—cos \; » + { > (2= sen X }
2 -1 L2 2 -1 Y k=1
= i= =
N-1 N-2 (N—j-1
0 = N+ {[COS)\ + sen \;] + (2N—1)cos/\}—i— { (QSGD/\k)}
j: =1 % k=1

N
0 = N+ {sen)\ +2Ncos)\}+

J=1 J=

12{ z]: QSen/\k)} (59)

Observe que (59) foi obtido a partir de (50)-(51). Agora a partir de (59) serd

obtida uma férmula para ay_s. Primeiramente é necesséario reescrever a equagao (59)

k+j
substituindo A, por [ Z 2ai] ;

i=k+1

N-1 N-2 , N—j-1 ktj
Z{sen)\j+2]\/cos/\j}—|—2{ 2sen | > 2qy }+N:0. (60)
=1 =1 = i=k+1

Decompondo a segunda parcela de (60) tem-se



Capitulo 3. RESTRICOES ADICIONAIS PARA GARANTIR TRES MOMENTOS NULOS 39

N-1 N—1 N—3  N—j-1 k+j
Z{sen)\j+2NCOS)\j}+28en[Z 20@]%—2{ 2sen | Y 2q }:—N (61)
= =2 j=1 % k=1 i=k+1

e seguindo o raciocinio obtém-se:

N-1 N-3 , N—j—1
2senlz 20, | = {sen)\ +2Ncos)\}+ { Z ZSen/\k}+N
j=1 j=1 % k=1
N-1 N-1 N-3 ,N—j—1 N
senlz 20; | = { en)\j+Ncos>\J}+ { sen)\k}—i—
=2 j=1 2 j=1 k=1 2
N-1 N-1 g N—3 , N—j—1 N
Z 20y; = arcsen { sen \; —i—Ncos)\J} { sen)\k}—
=2 =1 2 j=1 % k=1 2
N-1 N-1 4 N—3 , N—j—1 N
Z 20; + 2ay_9 = arcsen { sen \; +Ncos)\]} { Z sen)\k} - —
i=2,i#£N—2 =2 j=1 % k=1 2
N-1 q N-3 , N—j-1 N N-1
200n_9 = arcsen { — {2 sen \; + IV cos /\j} — { Z sen )\k} S Z 20
j=1 j=1 b k=1 i=2,i£N—2
1 N-1 N-3 , N—j—1 N N-1
aN_9 = —arcsen { sen \; + N cos \; } { Z sen /\k} - — 5 — Z Q.
2 j=1 j=1 % k=1 2 i=2,iAN—2
(62)

A equagdo (62) tem solucao real se, e somente se, os dngulos «; satisfazerem a
condigao
N-1 N-3  N—j—1 N
1< —Z{Qsenkj+Ncos)\j}— { sen)\k}—z <1
j=1 j=1 k=1

que pode ser reescrita como

N-1 N-3 , N—j—1 N
-1< Z{sen)\j—l—Ncos)\j}—l— { sen)\k}—i— <1,
-1 L2 =1 k= 2
J= 1= =1
ou ainda
N N-1 4 N-3 , N—j—1 N
—-1-—=< {sen)\j—l—NcosAj}—i— { Z sen)\k} <1-——, (63)
2 o L2 j=1 % k=1 2

i=k+1

N
lembrando que A\; = [2 > O@} e\ =

i=(N—j)+1

k+j
2 Z OZZ‘].
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3.4 DISCUSSOES ADICIONAIS SOBRE A OBTENCAO DE MOMENTOS
NULOS

A condicao de ortonormalidade para os bancos de filtros foi satisfeita pela formu-
lacao de Sherlock & Monro, cuja discussao se encontra no capitulo 2, e um estudo mais
aprofundado sobre condigoes de ortonormalidade de banco de filtros e sobre a formulacao

proposta pode ser visto em Vaidyanathan (1993), Strang e Nguyen (1996).

As principais equagoes do ponto de vista da formulacao de Sherlock & Monro
e suas importancias sao discutidas nesta se¢ao, com o intuito de concluir a ideia deste

capitulo.

Para a obtengao do primeiro momento nulo foram obtidas as equagoes (27) e (30).
Na verdade, esta segunda é uma implicacdo da primeira e é por ela que o conjunto de

angulos {«;} deve ser parametrizado.

Grosso modo pode-se dizer que dado um conjunto de angulos que parametrizam
um banco de filtros ortonormais segundo a formulacao de Sherlock & Monro, a restrigao
(30),

anN =

N-1
S
i=1

N

garante um momento nulo.

Como pode ser visto, a restrigao que garante o primeiro momento nulo, o faz usando
o angulo ay, assim, para um segundo momento nulo, é feito usando o ay_1. Seguindo a
metodologia proposta em Daubechies (1992), Mallat (1998) obtém-se a equagao (35)-(36)

e a partir da mesma (41),

1 1 N-2 k N-2
anN_1 = Earcsen {—2 — [SGHZQO“] } — Z Q;,
i=1 i=1 i=1

esta ultima é a restricao que garante o segundo momento nulo.

Para assegurar o terceiro momento nulo foi obtida a equagio (62),

1 N-1 1 N-3 , N—j—1 N N-1
aN_2:§arcsen — Z {QSen)\j—l-NCOS)\j}— Z { Z sem/\k}—2 — Z a;,
j=1 j=1 ~ k=1 i=2,i#N—2

que é escrita usando o angulo ay_5. Assim, dado um conjunto de angulos que parame-
trizam um banco de filtros ortonormal, para se garantir, seguindo esta metodologia, trés
momentos nulos, aplica-se primeiro (62), ao conjunto de parametros obtidos aplica-se (41)
e depois (30).

E importante ressaltar que, no texto, quando ¢ mencionado que a restrigdo garante
um dois ou trés momentos nulos, pode ser que uma wavelet gerada usando esta restricao

tenha mais momentos nulos. Em outras palavras, estas restrigoes garantem pelo menos
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este nimero de momentos, mas nada impede que mais regularidade seja alcancada quando

se gera aleatoriamente uma wavelet obedecendo estas restrigoes.
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4 APLICACOES

Antes de serem feitas as aplicagdes dos resultados do capitulo 3 para deteccao
de falhas, é interessante retomar a discussao feita no final do capitulo 2, que discorre
sobre propriedades como: regularidade, suavidade e suporte compacto. E bom relembrar
que wavelets que tenham suporte maior aumentam a resolucdo em frequéncia, porém,
diminuem a resolucdo temporal do sinal transformado. Assim, deve-se escolher uma

funcao wavelet cujo suporte nao comprometa nenhuma das resolugoes.

H& uma ligacdo matematica entre a suavidade de uma func¢ao wavelet e o nimero
de momento nulos da mesma, pois a fungao sera mais suave quanto maior for o nimero de
momentos nulos. Para a reconstrucao perfeita do sinal é muito importante a suavidade
da funcdo. Desta forma, se a wavelet tem um alto nimero de momentos nulos, as partes
regulares do sinal sdo melhor comprimidas, entretanto, ha que se cuidar com o aumento
do ntimero de momentos nulos, pois isso aumenta o tamanho do suporte das funcgoes
wavelets (TAO et al., 2007).

4.1 WAVELETS DE DAUBECHIES PARA ANALISAR UM SINAL COM
SINGULARIDADES

Uma analise de sinais com singularidades, usando as wavelets da familia de Daube-
chies, precede a analise de sinal com falha usando a parametrizacao de Sherlock & Monro.
Desse modo, esta parte do texto desempenha um papel didatico e mostra resultados que

podem ser comparados com aqueles da formulacao de Sherlock & Monro.

Os nomes das wavelets da familias de Daubechies sdo escritos como dbN, onde N' é
a ordem, e db o ‘sobrenome’ da wavelet (MISITI et al., 2004). A wavelet dbl é a mesma
wavelet de Haar. Esta é uma familia de wavelets de grande importancia, pois, como
principal caracteristica, elas sao ortogonais e tem suporte compacto. A regularidade
das wavelets de Daubechies aumentam com seu indice N, sendo necessario aumentar o

comprimento do suporte para tal. O suporte das wavelets @Dég) = dbN ¢é o intervalo
[1 — N, N|, (DAUBECHIES, 1992).

Seja um sinal, y = f(¢) com duas singularidades, nos instantes t = 420s e t = 777s.
Este sinal é a soma de duas senoides com dois impulsos acrescidos, conforme a Figura
13, sua representacao tem 1000 amostras. A representacao deste sinal no dominio da

frequéncia é mostrada na Figura 14.

1 Note que N se refere ao indice de uma wavelet dbN e N se refere ao comprimento do conjunto de

parametros angulares de uma wavelet de Sherlock & Monro
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Figura 13 — Sinal com singularidades

(1)

0.9

0.8

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
t (segundos)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Figura 14 — Sinal y no dominio da frequéncia

N |

600
Frequenua (Hz)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Usando a dbl equivalente a wavelet de Haar, que é a wavelet com menor regula-

ridade na familia de Daubechies, os impulsos podem ser detectados, embora a decompo-

sicao do sinal no primeiro e segundo niveis ainda preserve coeficientes de detalhes com
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alta magnitude além das singularidades. Na Figura 15, pode-se ver a andlise do sinal
usando a wavelet db1l no segundo e primeiro nivel de decomposic¢ao, respectivamente. O

escalograma do sinal analisado usando a dbl é mostrado na Figura 16.

Figura 15 — Identificagdo de singularidades com db1, no segundo e primeiro nivel de de-

composicao, respectivamente

3C \ \ \ \ \ \ \ \ \
100 200 30 400 500 600 100 800 900 1000

t(sequndos)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Figura 16 — Escalograma do sinal analisado com db1
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time (or space) b

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

O mesmo sinal foi decomposto usando a db2 que é mais regular que a dbl, porém

ainda é uma das wavelets da familia de Daubechies menos regular. A analise do sinal
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com a db2 estd na Figura 17, a decomposicao esta feita para o segundo e primeiro nivel,

respectivamente. Na Figura 18 tem-se o escalograma do sinal decomposto.

Figura 17 — Identificagdo de singularidades com db2, no segundo e primeiro nivel de de-

composicao, respectivamente

46
43
40
37
34
31
28
25
22
19
16
13
10

scales a

100

20 300 40 500 600 0 800 90 1000
t (segundos)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Figura 18 — Escalograma do sinal analisado com db2
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

O mesmo sinal foi analisado também utilizando a db4, que ¢ mais regular que as

duas wavelets utilizadas anteriormente. O resultado desta andlise esta na Figura 19, para
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o segundo e primeiro nivel de decomposicao, respectivamente. Na Figura 20 é mostrado

o escalograma do sinal decomposto com a db4.

Figura 19 — Identificacdo de singularidades com db4, no segundo e primeiro nivel de de-

composicao, respectivamente

d, o \ﬂf‘—
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Figura 20 — Escalograma do sinal analisado com db4

Absolute Values of Ca,b Coefficients fora= 12345...
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

900

Este sinal (Figura 13) tem suas singularidades bem detectadas para todas wavelets

testadas, porém essa deteccao fica mais clara quanto maior é a regularidade da fungao.

Este fato é evidenciado pelas figuras 15, 17 e 19. Em todos os casos a melhor representa-

¢ao do sinal para a deteccao dos impulsos é no segundo nivel de decomposi¢ao, no qual
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a amplitude dos coeficientes de detalhes é menor e se tem boa representacao do sinal.
Nota-se também que o suporte da onda que evidencia a singularidade aumenta conforme
mudamos da dbl para db2 e para db4, isto causa perda de informacao no dominio tem-
poral. Deve se levar em consideracao que a boa deteccao feita pela db4 e o tamanho
do suporte naquele caso, ainda fornece uma boa localizacdo do transitério em dominio

temporal.

Até agora foi feita uma explanacgao sobre o uso de wavelets de Daubechies segundo
sua regularidade para detectar os impulsos em um sinal. No préximo exemplo é feita a
analise de um sinal com falhas, onde serao testadas wavelets com diferentes regularidades.
Isto dard uma ideia do papel da regularidade na escolha de uma wavelet para a deteccao
de falhas.

Seja um sinal y = f(t)

t se 0<t<377

o

_ ] (t—0.001

J(t) = ?t> se 378 <t <995 (64)
e

0.3683 se 996 <t <1200
representado por 1201 amostras com duas falhas, em ¢t = 377s e t = 995s. Este sinal
aparenta ser uma curva suave, mas nao ¢ continua. Pois além das falhas é descrito por
uma fungdo exponencial até t = 377s, e por outra exponencial até t = 995s, a partir dai é

descrito por uma funcao constante até t = 1200s. A Figura 21 ilustra o sinal no dominio

do tempo e a Figura 22 no dominio da frequéncia.

Figura 21 — Sinal com falhas
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Figura 22 — Sinal y no dominio da frequéncia
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Da mesma forma que no exemplo anterior o sinal com falhas é analisado com db1,
db2 e db4. Nas figuras que ilustram estas analises (23, 24 e 25) é mostrada a decomposicao

no segundo e primeiro nivel, respectivamente.

Figura 23 — Tentativa de identificacao de falhas com db1, no segundo e primeiro nivel de

decomposicao, respectivamente
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Figura 24 — Identificagao de falhas com db2, no segundo e primeiro nivel de decomposicao,

respectivamente

x10"

x10°

| | | | |
-
200 400 600 800 1000 1200

t (segundos)

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 25 — Identificagao de falhas com db4, no segundo e primeiro nivel de decomposicao,

respectivamente
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Em deteccao de falhas percebe-se que quanto mais regular, melhor é a deteccao
da falha. Por exemplo, na Figura 23 onde a analise utilizou a db1, que é a wavelet menos

regular da familia de Daubechies, a falha nao é bem detectada. Para este sinal, é possivel
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determinar a falha a partir da db2, sendo que a deteccao melhora enquanto o indice N

aumenta, pois aumenta a regularidade.

Outro fato interessante que é evidenciado na analise desta falha, é que conforme
aumenta N, aumenta-se o suporte da onda, logo na analise utilizando a db4, percebe-se
uma pequena imprecisao na deteccao da segunda falha no segundo nivel de decomposicao.
Na verdade, mesmo na db2 observa-se que para niveis de decomposicao mais elevados,
o suporte da onda vai aumentando e, consequentemente, a imprecisao no dominio do
tempo. Assim, conforme aumenta-se N, mesmo os primeiros niveis comegam a apresentar

uma pequena perda de informacao no dominio temporal.

Ap0s estes exemplos de identificacao de singularidades usando wavelets da familia
de Daubechies, devido ao fato de sua regularidade aumentar com seu indice N, o texto

volta-se para as wavelets parametrizadas segundo o capitulo 3, na proxima segao.

4.2 EXEMPLOS ILUSTRATIVOS DE WAVELETS SEGUNDO A PARA-
METRIZACAO DE SHERLOCK & MONRO, (PAIVA et al., 2009)

Paiva et al. (2009) mostram alguns exemplos de wavelets parametrizadas seguindo
a formulacao de Sherlock & Monro, explicitando como essas wavelets se comportam com
a imposicao de nenhum, um ou dois momentos nulos. Nesta secao vamos explorar um

daqueles exemplos e estender para trés momentos nulos.

Seja um banco de filtros ortonormal com comprimento 8 (N = 4), com parametri-
zagao inicial a = {—1.5708, 0.0698, —0.2618, —1.0472}, esta parametrizacao nao satisfaz

nenhum momento nulo. Esta wavelet pode ser vista na Figura 26.

Figura 26 — Parametrizacao inicial a = {—1.5708, 0.0698, —0.2618, —1.0472}

Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Na Figura 27 pode-se ver a resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com
p = 0. A frequéncia de amostragem é denotada por ws = 27/T's. Note que o ganho
nao chega a zero em w = 0.5w, porque a condigao de regularidade (30) nao foi satisfeita.

Desta forma uma funcdo wavelet associada nao pode ser definida.
Figura 27 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com p = 0

0.5

0.2 0.3 0.4 0.5
00/0)S

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Para que o banco de filtros caracterize uma wavelet e também para assegurar um

momento nulo, p = 1, ay deve satisfazer (30), o que implica em

a = {—1.5708, 0.0698, —0.2618, 2.5482},
Figura 28. A resposta em frequéncia do filtro passa-baixas é mostrada na Figura 29.

Figura 28 — Parametriza¢ao com p = 1, a = {—1.5708, 0.0698, —0.2618, 2.5482}

_2r

Fonte: Elaboracao do préprio autor.



52

Capitulo 4. APLICACOES

Figura 29 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com p =1
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Para assegurar dois momentos nulos, p = 2, a3 deve satisfazer (41) e ay satisfazer

(30), além disso a3 tem de cumprir a restrigdo (42). Assim

a = {—1.5708, 0.0698, 1.3160, 0.9704},

Figura 30. A resposta em frequéncia do filtro passa-baixas é mostrada na Figura 31.

Figura 30 — Parametrizagao com p = 2, a = {—1.5708, 0.0698, 1.3160, 0.9704}

w(t)

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 31 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com p = 2
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Por fim, para assegurar trés momentos nulos, p = 3, as deve satisfazer (62), as

deve satisfazer (41) e oy cumprir a condicao (30), assim

a = {—1.5708, 0.8631, 0.9625, 0.5306},
Figura 32. A resposta em frequéncia do filtro passa-baixas é mostrada na Figura 33.

Figura 32 — Parametrizagao com p = 3, a = {—1.5708, 0.8631, 0.9625, 0.5306}

w(t)

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 33 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com p = 3
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

43 OUTROS EXEMPLOS DE WAVELETS SEGUNDO A PARAMETRI-
ZACAO DE SHERLOCK & MONRO

Nesta secao sao apresentados alguns exemplos de wavelets parametrizadas de
acordo com a formulagdo de Sherlock & Monro. Os bancos de filtros caracterizam wave-
lets com p = 1 e serdo estendidos para p = 2 e p = 3, também serao mostrados os graficos

para essas wavelets.

No primeiro exemplo, seja um banco de filtros com comprimento 6 (N = 3), para
p = 1 o conjunto de pardmetros angulares é a,—; = {—1.4223, 0.4882, 1.7195}, Figura
34. Para p = 2 e p = 3 tem-se, respectivamente, a,—o = {—1.4223, 1.3177, 0.8899}
e ap_g = {—1.3233, 1.3107, 0.7980}, figuras 36 e 38. A resposta em frequéncia do
filtro passa-baixas é indicada nas figuras 35, 37 e 39, respectivamente. A frequéncia de

amostragem é denotada por ws = 27/T's.
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Figura 34 — Wavelet o, = {—1.4223, 0.4882, 1.7195}
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 35 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com a,—;
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 36 — Wavelet a,,—o = {—1.4223, 1.3177, 0.8899}

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 37 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com c;,—2
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 38 — Wavelet a,,—3 = {—1.3233, 1.3107, 0.7980}

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 39 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com a;,—3
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Em um segundo exemplo, seja um banco de filtros com comprimento 12 (N = 6),
onde a parametrizagdo com p = 1 é o=y = {—0.2255, 1.1174, —1.0889, 0.0325, 0.5524, 0.3976},
Figura 40, com p = 2 é a,—o = {—0.2255, 1.1174, —1.0889, 0.0325, —0.0052, 0.9552},
Figura 42, e para p = 3, a,—3 = {—0.2255, 1.1174, —1.0889, —0.5035, 0.8681, 0.6178},

Figura 44. A resposta em frequéncia do filtro passa-baixas é indicada nas figuras 41, 43

e 45, respectivamente.
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Figura 40 — Wavelet a,,—q = {—0.2255, 1.1174, —1.0889, 0.0325, 0.5524, 0.3976}
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 41 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com a,—;
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 42 — Wavelet a,,—o = {—0.2255, 1.1174, —1.0889, 0.0325, —0.0052, 0.9552}

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 43 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com c;,—2
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 44 — Wavelet a,—3 = {—0.2255, 1.1174, —1.0889, —0.5035, 0.8681, 0.6178}

0.5

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 45 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas com ;-3
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

O que os exemplos anteriores ilustram é a construcao de wavelets seguindo a for-

mulacdo proposta por Sherlock e Monro (1998), expandida em Paiva et al. (2009) e
também neste trabalho, visando a obtencdo de um terceiro momento nulo. O préximo

passo consiste em utilizar esta formulagao para detectar falhas de um sinal.
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4.4 IDENTIFICACAO DE FALHAS COM WAVELETS PARAMETRIZA-
DAS

Para este exemplo vamos usar o mesmo sinal, cuja analise foi feita com a db4 na
secao 4.1. O sinal é dado por (64) e é ilustrado na Figura 21. O sinal é representado por
1201 amostras com duas falhas, em ¢t = 377s e t = 995s. Este sinal é descrito por uma
funcao exponencial até t = 377s, e por outra exponencial até t = 995s, a partir dai é
descrito por uma funcao constante até t = 1200s. A Figura 22 ilustra o sinal no dominio

da frequéncia

Considere um banco de filtros com comprimento 8 (N = 4), sendo inicialmente um
conjunto de parametros angulares que nao satisfaca a condi¢do que define uma wavelet,

isto é, a restrigao (30) nao esta satisfeita. Seja
a,_o = {—0.3033, 0.2037, —0.7871, —1.0999}.

Cabe lembrar que, desta forma, uma wavelet nao pode ser definida. Veja que o ganho
nao chega a zero em w = 0.5w, porque a condicao de regularidade (30) nao foi satisfeita
(Figura 47). A frequéncia de amostragem ¢é denotada por w, = 27/T's. O resultado da

parametrizacao ¢ mostrado na Figura 46.

Figura 46 — Parametrizagao inicial a,,—o = {—0.3033, 0.2937, —0.7871, —1.0999}

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 47 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas apresentado na Figura 46
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Se o sinal for analisado usando esta parametrizacao é impossivel localizar as falhas,

na verdade nenhuma outra informacao importante serd evidenciada, Figura 48.

Figura 48 — Tentativa de identificagao de singularidade com «,—¢, no primeiro e segundo

nivel de decomposicao, respectivamente

Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Como fora mencionado, é possivel que uma wavelet escolhida de forma aleatéria
tenha um ou mais momentos nulos, e que as restrigoes obtidas neste trabalho e em seus
precursores garantam que pelo menos um certo niimero de momentos nulos sejam satisfei-
tos. Porém, no caso do conjunto de parametros angulares escolhido na Figura 46, sequer

a condi¢do para que o mesmo seja uma wavelet foi satisfeita.

Levando em consideracao que a,—o nao caracteriza uma wavelet, entao o exemplo
de tentativa de detecgdo de singularidades feito na Figura 48, tem apenas um proposito
didatico e de comparagao com -1, Q=2 € q,—3. Percebe-se, na Figura 48, que nenhuma
informacao no sentido de detectar singularidades pode ser extraida no primeiro e segundo
nivel de deteccdo. Mais do que isso, se for decomposto em mais niveis, estes também nao

apontarao qualquer informacao importante neste sentido.

Aplicando a restri¢ao (30), a parametrizagdo terd pelo menos um momento nulo.
Desta forma
a,—1 = {—0.3033, 0.2937, —0.7871, 1.5821},

Figura 49. A resposta em frequéncia do filtro passa-baixas pode ser vista na Figura 50.

Figura 49 — Wavelet a,,—1 = {—0.3033, 0.2937, —0.7871, 1.5821}

oL ! ! ! ! ! !

Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Figura 50 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas apresentado na Figura 49
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.
Na Figura 51 pode-se ver a analise do sinal y utilizando a wavelet cy,—;. A presenca

de singularidades nao esta bem clara.

Figura 51 — Tentativa de identificagao de singularidade com «,—;, no primeiro e segundo

nivel de decomposicao, respectivamente

Aplicando a restrigao (41) ao conjunto de parametros angulares, a parametrizagao
terd pelo menos dois momentos nulos a,—5 = {—0.3033, 0.2937, 0.0545, 0.7405}, Figura
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Figura 52 — Wavelet a,,—o = {—0.3033, 0.2937, 0.0545, 0.7405}
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 53 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas apresentado na Figura 49
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Na Figura 53 é mostrada a resposta em frequéncia do filtro passa-baixas apresen-

tado na Figura 52, e a andlise do sinal y usando a,—2 ¢ mostrada na figura 54.



Capitulo 4. APLICACOES 66

Figura 54 — Identificacao de singularidade com -, no primeiro e segundo nivel de de-

composicao, respectivamente
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

A detecgao das falhas é boa para o sinal y analisado com a wavelet o,—,. Mas
ainda pode-se aumentar a regularidade da onda aplicando (62) a wavelet inicial e obtendo

o conjunto de parametros angulares

a,—s = {—0.3033, —0.8243, 1.6308, 0.2822},

Figura 55.

Figura 55 — Wavelet ap,—3 = {—0.3033, —0.8243, 1.6308, 0.2822}

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Figura 56 — Resposta em frequéncia do filtro passa-baixas apresentado na Figura 55
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A resposta em frequéncia do filtro passa-baixas apresentado na Figura 55 é mos-

trada na Figura 56. Na Figura 57 tem-se a analise do sinal y utilizando a wavelet a;,—s.

Figura 57 — Identificacao de singularidade com -3, no primeiro e segundo nivel de de-

composicao, respectivamente

x10°
1

x10°
1

1200

400 600
t (segundos)

-1
200 800 1000

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Comparando as figuras 57 e 54 percebe-se que, apesar da boa identificacao das

falhas utilizando oy—2, a andlise com a,—3 fornece um resultado melhor. Os coeficientes

de detalhes além das falhas que aparecem nos primeiros niveis de decomposigao com o—y
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diminuem no caso de ay—3. A presenca de coeficientes de alta frequéncia evidenciando as

falhas sao ligeiramente mais destacadas quando a andlise é feita utilizando a;,—s.

Através deste exemplo pode-se perceber que as wavelets de Sherlock & Monro
sao eficazes na deteccao de falhas, principalmente quando tem uma regularidade de pelo

menos dois momentos nulos.

No caso em que a parametrizacao satisfaz pelo menos trés momentos nulos obteve-
se a melhor identificacdo da falhas. Isto sustenta a ideia de que quanto mais regular for

a wavelet melhor sera a deteccao das falhas de um dado sinal.

Relembrando que o mesmo sinal y foi analisado na secao 4.1 utilizando wavelets
de Daubechies, que, assim como as wavelets de Sherlock & Monro tem suporte compacto,
sao ortonormais e altamente regulares. Os resultados daquela analise foram bons no que

se refere a detectar a falha sem perda significativa de informacao temporal.

A regularidade é um critério importante na escolha de uma wavelet. Tanto a db4, é
suficientemente regular para esta andlise, quanto a,,—3 = {—0.3033, —0.8243, 1.6308, 0.2822}.
Percebe-se tanto naquele caso quanto usando as wavelets de Sherlock & Monro que quanto

maior a regularidade da wavelet, melhor a detecgao das falhas.

No caso das wavelets de Daubechies, conforme se aumenta o indice N, aumentando
a regularidade, aumenta-se o comprimento do banco de filtros, aumentando também o

aumento do suporte. O comprimento do banco de filtros é 2N.

No caso das wavelets de Sherlock & Monro pode-se conseguir p = N momentos nu-
los para uma wavelet com N parametros angulares, cujo banco de filtros tem comprimento

2N, lembrando que as restri¢coes asseguram pelo menos p = 3 momentos nulos.

Como casos particulares, os exemplos deste capitulo usaram wavelets formadas
por 4 parametros angulares, cujo comprimento do banco de filtros é oito. Em relacao as
wavelets de Daubechies, a db4 tem o mesmo comprimento. Em outras palavras, para que
se aumente a regularidade da dbN para db ‘N+1’ paga-se um prego de aumentar o tamanho
do suporte. No caso das wavelets de Sherlock & Monro pode-se aumentar a regularidade

adicionando as devidas restricoes aos parametros e observando apenas se p < N.

4.5 DETECCAO DE FALHAS NA SIMULACAO DE UM SINAL REAL

Os exemplos anteriores tiveram um papel didatico e de comparacao entre wave-
lets com diferentes regularidades. Nesta secao considera-se a simulacao de um sinal real
para testar wavelets de Sherlock & Monro com diferentes nimeros de momentos nulos, e

compara-las de acordo com a sua regularidade.

Nesta segao utiliza-se um exemplo baseado em Paiva, Galvao e Yoneyama (2008),
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Paiva, Galvao e Rodrigues (2008), que é o modelo latero-directional de um Boeing 747

(BRYSON, 1994) em configuracao de aterrizagem.

De acordo com Bryson (1994) a estrutura geral do modelo é

¥ —0.089 —2.19 0.328 0.319 | | v 0  0.0327
il | 0076 —0217 —0.166 0 r 0.0264 —0.151 | | 4,
pl | —0602 0327 —0975 0 p 10227 00636 lér
) 0 0.150 1 0 ¢ 0 0
onde
v
b | —4.15 7.6 536 557 r
[&]__[ 343 —14.24 0.62 —0.24] »
¢

que pode ser escrito de forma equivalente como

& = Ax + Bu + Fd, u=—Ku, y==x

0.089
—0.076
0.602

(65)

onde x, u, y e d representam os estados, sinais de controle, saidas e turbuléncias externas,

respectivamente. Neste modelo, v é a velocidade de escorregamento (sideslip velocity), r

é a velocidade angular de guinada (yaw rate), p é a velocidade angular de rolamento (roll

rate) e ¢ é o angulo de rolamento (roll angle). Os sinais de controle sio u = [§, 6,]7,

sendo que ¢, é o angulo do aileron (aileron angle) e 6, é o angulo do leme (rudder angle),

Figura 58. A perturbacio externa d é a velocidade do vento lateral (lateral wind velocity).

Figura 58 — Aeronave Boeing 747
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Fonte: Paiva (2005)
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De acordo com Paiva, Galvao e Yoneyama (2008), Paiva, Galvao e Rodrigues
(2008) os polos do sistema em malha-fechada estdo localizados em —2, —1 e —1 + 2j.
Cada estado é corrompido por um ruido branco aditivo cujo desvio padrao é igual a 2%
do desvio padrao da saida do sensor ideal. A perturbacgao externa d foi gerada como um

ruido Gaussiano de desvio padrao de 10 pés/s, filtrado por um filtro passa-baixas.

O problema simulado consiste em detectar uma reducao de ganho na taxa do
girdbmetro responsavel pela medi¢ao da taxa de guinada r. Os dados para os testes foram
adquiridos a uma frequéncia de amostragem f; = 100Hz. A Figura 59 apresenta um

exemplo de uma falha no instante ¢ = 120s.

Figura 59 — Sinais de controle e saidas da planta para uma das simula¢es de falhas do

Boeing 747. As linhas verticais tracejadas indicam a ocorréncia da falha, em
t=120s
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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As decomposigoes do sinal r sem falhas mostrada na Figura 59, nos primeiro e
segundo nivel, utilizando a wavelet a;,—; = {—0.3033, 0.2937, —0.7871, 1.5821} com um
momento nulo, a,—o = {—0.3033, 0.2937, 0.0545, 0.7405} com dois momentos nulos e
ap—3 = {—0.3033, —0.8243, 1.6308, 0.2822} com trés momentos nulos, podem ser vistas
nas figuras 60, 61 e 62.

Figura 60 — Decomposicao do sinal sem falhas usando ay—1, nos dois primeiros niveis
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Figura 61 — Decomposicao do sinal sem falhas usando a,—s, nos dois primeiros niveis
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Figura 62 — Decomposicao do

0.01

sinal sem falhas usando «a,—3, nos dois primeiros niveis
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Nota-se diferencas nas figuras 60, 61 e 62, pois as mesmas foram decompostas

utilizando diferentes filtros, todavia elas nao indicam a presenca de falhas, pois o sinal foi

obtido em condigoes normais de operagao.

A seguir o mesmo procedimento é aplicado para o caso em que o sinal tem uma

reducao de 50% no ganho do sensor da taxa do girdmetro responsavel pela medi¢ao da

taxa de guinada r. A falha ocorre em ¢t = 120s e a decomposi¢ao nos dois primeiros niveis

com a,—1 ¢ mostrada na Figura 63.

Figura 63 — Decomposigao do sinal com redugao de 50% usando a,—1, nos dois primeiros

niveis
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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O mesmo sinal com uma reducao de ganho de 50% a partir de t = 120s é analisado
com wavelets mais regulares. Na Figura 64 tem-se a decomposi¢ao nos dois primeiros

niveis com o,,—5 e na Figura 65 a decomposicao nos dois primeiros niveis com a,—3.

Figura 64 — Decomposi¢ao do sinal com redugao de 50% usando a,—s, nos dois primeiros

niveis
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Figura 65 — Decomposi¢ao do sinal com redugao de 50% usando a,_3, nos dois primeiros

niveis
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Praticamente nao ha diferencas visuais quando se compara as figuras 63, 64 e 65.
Para as trés wavelets houve a identificacao da falha. Porém, o aumento da regularidade

causa maior eliminagao do ruido presente no sinal.
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O mesmo procedimento é aplicado para o caso em que o sinal tem uma reducao
de 30% no ganho do sensor da taxa do girometro responsével pela medi¢ao da taxa de
guinada r. A decomposi¢do no primeiro e segundo nivel é apresentada para a,—;, a,—2 €

a,—3, nas figuras 66, 67 e 68, respectivamente.

Figura 66 — Decomposigao do sinal com redugao de 30% usando c,—1, nos dois primeiros

niveis
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 67 — Decomposigao do sinal com redugao de 30% usando a,—s, nos dois primeiros

niveis
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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Figura 68 — Decomposigao do sinal com redugao de 30% usando c,—3, nos dois primeiros

niveis
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Novamente, percebe-se que quanto maior a regularidade, ou seja, o nimero de
momentos nulos da wavelet usada para andlise do sinal, melhor é a eliminacao do ruido,

causando uma melhor énfase da falha.

Este mesmo exemplo foi explorado por Paiva, Galvao e Yoneyama (2008) para
detectar uma reducao de ganho de 50% em ¢ = 100s no sinal r e por Paiva, Galvao e
Rodrigues (2008) para detectar uma redugdo de ganho de 70% e 30% em ¢t = 100s no

sinal r seguindo outras metodologias.

O sinal r foi analisado sem falhas, também com uma reducao de ganho de 50% e
com uma reducao de ganho de 30%, ambas as falhas em ¢ = 120s. Conforme esperado,
no caso em que nao ha falhas nada foi identificado e as falhas nos outros dois casos foram
bem detectadas. Em ambos os casos pode-se notar que conforme usa-se wavelets mais

regulares melhor é evidenciada a falha.

Conforme fora explicitado na se¢ao 4.4, as wavelets usadas nestes exemplos tém
o comprimento do filtro igual a oito (IV = 4). Assim, observa-se que o suporte da onda
nao aumentou para que se aumentasse a regularidade, o que evidencia que nao foi preciso

perder informagoes no dominio temporal.

Conclui-se que a metodologia apresentada é eficaz na localizacao de uma mudanca
em um sinal. Esta eficicia aumenta na medida em que aumenta o nimero de momentos
nulos da wavelet utilizada, e para que isso se dé, nao é necessario que ocorra aumento

de tamanho do suporte da funcio wavelet. Duas falhas foram analisadas e, em ambos os
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casos, os resultados foram eficientes.

Independente do niimero de momentos nulos da wavelet usada, a falha foi identi-
ficada. Porém, para o caso de trés momentos nulos, houve uma maior reducao de ruido,

proporcionando uma melhor énfase da falha.

Todos resultados ilustrados aqui podem ser verificados utilizando os dados apre-

sentados, observando o Apéndice E e usando o Matlab®.



7

5 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi estudar a regularidade de fungoes wavelets, obede-
cendo a parametrizagao angular de Sherlock & Monro, que garante a ortonormalidade do
banco de filtros. A intencao de estudar sobre momentos nulos e regularidade wavelet se
deve ao fato de propriedades como regularidade, suavidade e suporte compacto, serem

determinantes na escolha da funcao wavelet.

Quando se trabalha com fungoes que tenham um suporte maior, elas aumentam a

resolucao em frequéncia, porém, diminuem a resolucao temporal do sinal transformado.

Conclui-se que é interessante escolher uma funcao wavelet cujo suporte nao com-
prometa nenhuma das resolugdes. Como fora mencionado (se¢do 2.6), quanto maior o
nimero de momentos nulos de uma wavelet mais suave ela é. E quanto maior a sua su-
avidade, maior a probabilidade de reconstrucao perfeita do sinal decomposto pela trans-

formada wavelet.

A formulacao de Sherlock & Monro consiste em descrever o espaco das wavelets
ortonormais por um conjunto de parametros para os quais a recorréncia simples gera os
coeficientes para todos os filtros FIR ortonormais de comprimento arbitrario e de recons-
trucdo perfeita. Este trabalho foi estendido por Paiva et al. (2009), de forma que um
e dois momentos nulos possam ser levados em conta pela parametrizacao, constituindo

assim um aspecto importante em relagao a suavidade da wavelet.

Neste trabalho, na se¢do 3.3, obteve-se restri¢coes que asseguram trés momentos
nulos, podendo, assim, estender-se aos dois trabalhos anteriores de forma que wavelets
mais suaves possam a ser testadas para analise de um sinal. Desta forma aumenta-se a

probabilidade da wavelet permitir uma reconstrugao perfeita do mesmo.

Além de obter resultados que asseguram trés momentos nulos, foram discutidos
os resultados anteriores para um e dois momentos. Além disso, alguns calculos que estao
omissos nas referéncias anteriores estao dispostos neste trabalho (capitulo 3). Visando
construir um texto de leitura agradavel e de facil compreensao, foi feita a inclusao de

algumas demonstragoes nos apéndices, inseridas separadamente por questoes didaticas.

Uma aplicacao com a extensdo feita neste trabalho é interessante para concluir
a aplicabilidade do método. Partindo desse pressuposto, pode-se considerar a deteccao
de falhas em sinais uma maneira de testar a formulagdo e os resultados obtidos neste
trabalho.

Os exemplos apresentados (capitulo 4) mostraram que a formulacdo obtida para
trés momentos nulos gera wavelets que obedecem as propriedades de regularidade e su-
avidade. Além disso, estas wavelets foram capazes de detectar singularidades nos sinais

apresentados, assim como as wavelets com um ou dois momentos nulos. Porém no caso de
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trés momentos nulos houve uma maior reducao do ruido presente no sinal, proporcionando

uma maior evidencia da falha.

Cabe ressaltar que, através dos exemplos e comparagdes (capitulo 4), percebe-se
que, além de detectar as singularidades com precisao, estas wavelets nao perdem tanto em
informacao temporal quando se procura aumentar a regularidade. Isto porque aumentou-
se o numero de momentos nulos sem que fosse necessario aumentar o comprimento do

banco de filtros.

Este trabalho evidencia a importancia da formulacao de Sherlock & Monro quando
expandida para, pelo menos, trés momentos nulos. Inicialmente esta formulagdo nao
garantira boa suavidade da funcao, porém, isto muda com as extensoes de Paiva et al.

(2009) e deste trabalho, conforme os resultados obtidos no capitulo 4.

Trabalhos futuros podem ser desenvolvidos em relagao as aplicagoes desta extensao
a formulacao feita neste trabalho. O estudo de aplicagdes também pode ser feito de forma

mais geral, sem restringir-se apenas ao estudo de sinais unidimensionais.

Contribuig¢does matematicas também podem ser apresentadas futuramente a este
trabalho, entre elas, a obtencao de restricoes que assegurem mais momentos nulos ou até

mesmo uma possivel generalizagao.
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APENDICE A - DEMONSTRACAO DA VALIDADE DE (17) E (18)
PARA (16)

Proposicao 1 A parametrizagao (16) satisfaz as condigoes de ortonormalidade, (STRANG;
NGUYEN, 1996),

2N—-1 A2
S M =1 N1, (66)
=0
2N—-1-2m
SR, =0, m=1,2--- N—1, N>2 (67)
=0

Demonstracdo: Demonstrando (66):
Para N =1 (66) pode ser verificada de imediato a partir de (16)

i [hz(l)r _ {h((]1)}2 " {hgl)r — cos? o + sen? oy =1

Tese de indugao:

2NZ1 g 2NHL
Se > {hi )] = 1 demonstrar que » {hﬁ * )] =1.

i=0 1=0
De (16) tem-se

2N+1 ) , N-1 ) )
Z [hENH)} = [cos aNh(()N)} + [cos aNhgi.V) — sen aNhgi-V_)l} + [sen aNhg]\\f,)_l] +
=0 =1

[ 2N~ ) ) 12 YRE

sen ayhy } + [sen anhy; * 4 cos aNhQi_l} + [COS OzNhQN_J

=1
= (sen®ay + cos® ay) [ } + (sen? ay + cos® ay) {hg]\\[,)_ﬁr +

N-1

Z {cos an [hgf)r — 2senay cosayh N)hzl | +sen” ay [hgiv,)lr +

i=1

2
sen? ay [hgﬁv)} + 2sen oy cos ozNh(N)h(N)l + cos? ay [hg\f_)l} }

- [ P

Z { sen’ a + cos® ay) [h(N)r + (sen® ay + cos® ay) {h;ﬁy_)lr}

=1

= T ) X (T 0]

.

IR NeY N[0
[ho}‘Fhmﬁ’}*’Z[ }
=1

2

2N—-1 _
=1 )

2N+1

2
entdo » [hZ(NH)} = 1 conforme se queria demonstrar.
i=0
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Demonstrando (67):

Para N =2 (67) pode imediatamente ser verificada a partir de (16)

> h§2)hz+2 hPnP + P pfY = (cos ag cos o ) (— sen ag sen vy )+(sen ap cos ) (cos ag senay ) = 0
i=0

Tese de indugao:

Se
IN—1— Ny, (V)
> wVni, =0 (68)
=0
demonstrar que
ANHL—2m (V1)
Xm0 (69)

para N > 2 N € Z.

A demonstragao sera feita em trés momentos:

a) m=N:

A equagao (69) pode ser escrita da forma
ZhN+1hf\—fi-J£]1V —h N+1)h(N+1 + h (N+1) hg%j-ll) (7())

Substituindo (16) em (70) tem-se

1
SN = (cos(an)hy)(= sen(an)hiy",) + (sen(an)hg" ) (cos(an )y’
= (—sen(ay) COS(aN)h(N)hé]X,) 1) + (sen(ay) COS(O./N)h(N)h2N 1)=0

conforme se queria demonstrar.

b) m=N-1:

Neste caso a equagdo (69) pode ser escrita da forma
3
N+1), (N+1 N+1) , (N+1) | 5 (N+1) , (N+1) | 5 (N+1) 3 (N+1) | 5 (N+1) 1 (N+1
th(' RN s = hG RSN+ RV RG Y YUY R VREEY (71)
i=0

Substituindo (16) em (71) obtém-se
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3
STANIRNID = (cos(an) RS (cos(an SN, — sen(an)hSN5) + (sen(an)h§™)
1=0

(sen(aN)hg]\\f,)_Q + Cos(aN)h%)_g) + (cos(aN)th) - sen(aN)th))

(—sen(an )iy’ 1) + (sen(an)hy") + cos(an)hi™) (cos(an)hsy )
= cosz(aN)th)hg%)_Q —sen(ay) cos(aN)h(()N)hg]\\[,)_g + serlz(()q\/)h(()N)hgjl\\[])_2 +
sen(ay) cos(oq\f)h(()N)hg%l3 — cos(ay) sen(aN)h(N)hgx) s

LRI RSN L+ cos? iV RN

sen’(a 1+ cos(an) sen(an)h
= (cos*(ay) + sen?(« ))h( héN) 5 + (sen(ay) cos(ay) — sen(ay) cos(ay))
h(N h(N 5 + (cos®(a) + sen (aN))h(N)hQN L+

(sen(ay) cos(ay) — Sen(aN)cos(aN))h hgx, 1
= b6V haN s+ gy ZhEN hifay -2 (72)

Pela hipétese de indugao (68), no caso especifico em que m = N—1 Z h ; +2) N_g =

=0
0, logo

3
(N+1) p (N+1) (N,
Zh z+2N 2 = th z+2N 2 =0, (73)
=0
conforme se queria demonstrar.

c) 0<m<N-—1:

2N+§1: th N+1) hz—]&\—[;ni _ AR OED h(N+1)h1]—X;_n17, [ Nzl:zmh (N+1) hz—]&\—[;ni 1 N
LI 4 )
_ ROHDRHD N VD) Z [ (VHDRNHD) VA1) VD) T
Pion oy +h2%:11 ol 51

_ héN-l—l N+1 [ Z hN+1 511\5:5717)11 +h2]]\\[,+12mhé%+l)+
(N+1); (N+1) N_:n b v BN+ (N+1) (N+1)
hy™ " hiL e, + [ Z h27,+1 21+1+2m] +h2N+1 amPaN+1 - (74)
Substituindo (16) em (74) vem

2N+1-2m
3 h(N+1 hz(f;np = (COS(OZN)hg)N))(COS(aN)hg]r\r[L) - sen(ozN)th) 1)+
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N—m—1

> [(cos(an)hsy” — sen(an)hGy) (cos(an ) hsan — sen(an)hsi o]
=1

+(cos(an SN pm — sen(an) Aoy om_1)(—sen(an)hsy. ;) +

sen(aN)héN))(sen(aN)h( )+ cos(OzN)hgl)_l +
N—m—1
> [(sen(an)hly” + cos(an)hi ) (sen(an ) Ay, + cos(an) b o)
=1

F(sen(an ) SN om + Cos(an ) SN am_1) (cos(an ) SN )

= cosQ(aN)h(()N)hg],Vn) — sen(ay) COS(O{N)h(()N)hgﬁ?,l +
N-—m—1
> [cos*(an)s By — sen(an) cos(an) s hE, o —
=1

sen(ay) COS(aN)hg]zV)lth\Q2m + sen (aN)hg]i\i)lhgz'\i)l+2m} -
sen(ay) COS(QN)hQN—1h2N—2m =+ sen (@N)hgx) 1hg%)—2m—1 +

B )

sen®(ay) + sen(ay) cos(aN)h 'nSN |+

m—1
Z [sen ay) h(N)hQﬁ)Qm + sen(ay) cos(aN)hgiV)hgiy_)HQm +
i=1
(N) (N
sen(ay) cos(a ) 2i )lh;z—&—)Qm + cos?(a )h(z )1h21 )1+2m] -

(an)
(N N N) (N
sen(ay) cos(an)h 2N) 1th) om T C08” (@ )th 1h2N) 29m—1

= Cosz(aN)h[()N)hg — sen(aN) COS(CYNVIéN h(QJXl) 1

sen(ay) COS(OZN)%N lhg]\\fl 2m+Sen2(aN)h2N 1h(N om—1 T

senz(aN)héN)hg,Vn) + sen(ay) cos(aN)h I 4

sen(an) cos(an ) hsn BN o + cOs2(an ) hSN hSN a1 +
N—m—1

S [cosP(an)hS RS, — sen(an) cos(an)hSY RS, 4o —
=1

Sen( N) COS(aN)hg]zV)lh;]z\—[&-)Qm + Sen2( )hgz lhgz—l—i—Qm +

sen2(an)hsy By am + sen(an) cos(an ) hsy hs gy +

sen(ay) COS(QN)hgiy—)lh;ﬁgm + cos (aN>h2i—1h2i+2m—1}

= (cos*(an) +sen®(an))hSV RSN 4 (cos?(an) + sen?(an) ) ASn 1 hSN - am_1
N—m—1
> [(cos? (o) + sen?(aw) sy By, +

<cos (an) + sen2<aN>>h;i-V>lh§i-V’mm]

N); (N N) (N (N); (N N) (N
= h§RS) 4 WS BN 5+ Z { S + BES, o

IN—2m—2
N) (N N) (N N)
S AR N NP D Vol T
i=1
2N—2m—1

= Z B, (75)
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A partir de (75) e (68) decorre de forma direta que
aNflzom
=0

conforme se queria demonstrar.



APENDICE B - DEMONSTRACAO DE (27)

Proposicao 2 Seja a equagao

2N—-1

GM(2)mr = > (DAY, i=0,1, 2N -1,
i=0
e
hY = cos(ay)
pY = sen(ay)
pNVTD = cos(OzNH)h(()N)
hiy ™ = cos(ania)hly ) — sen(a1)hG .
hoy' ' = —sen(any1)hon
RN — sen(aN+1)h0N)
RSy = sen(a )RS + cos(an )5,
N+1 N
thJ—rH) = COS(@NH)héN)—l
entao

N-1 N-1
G(N)(z)|zzl:cosZai—senZa,- i=0,1,---,2N — 1.
i=0 i=0

Demonstracao: Por inducao:

Para N =1 segue que

1 0 0
Z(—l)i“hgl}i = - 4 nlh = cos Y _a; —sen »  a.
i=0 i=0

=0

Assumindo a hipotese de indugao

2N—1 A N-1 N-1
> (1) R8N | = cos > a;—sen Y i=0,1,---,2N —1
=0 i=0 =0

mostrar que

2N+1 ) N+1 N+1
> (—1)Z+1hé%fl)_i =cos Y o —sen Yy qy i=0,1,---,2N 4+ 1.
i=0 i=0 i=0

Entao para N > 1:

2N+1
> DY = N Rt T e g Y g
=0

N-1

= sen(an )iy y — cos(ani)hin 4 + D [cos(an )bl = sen(an)hs |

=1

88

(77)

(79)

(80)

(81)
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N-1

Z [sen(aNH)hg]iV) + cos(aNH)h%-V_)l} - sen(aNH)h(()N) + COS(QN+1)h((]N)
i=1
= — (sen(an41) + cos(ani1)) 2N .+ Z [(cos QN+1) hé]iv) — sen(aNH)thy_)l) —

(V)

(sen(aNH)h% N)

+ cos(aNH)hgzyJIH + (cos(an+1) — sen(aNH))h(()

N—
= — (sen(an41) + cos(ant1)) th) 1+ Z [ cos(ani1) —sen(ani1)) hgjiv)—i-

(= sen(ant1) = cos(ant)) S | + (cos(an 1) — sen(ant))hl)
N-—

= — (sen(an41) + cos(any1)) 2N 1+ { cos(any1) —sen(an1)) hg]iv)]
=0

>_A

N-2

Z [ sen(an41) + cos(any1)) hgﬁ)l}

N-1 N-—
N)

= [(COS(QNH) —sen(an41)) } [ sen(an41) + cos(any1)) hgi—i—l}
i=0 i=0

,_.

N-1
= cos(ani1) h( ) _sen (an+1) Z h (M) _ gen (an+1) Z h2z_
i =0
cos(an+1) Y A5,

0=
X N
= cos(ani1) [Z th hgz )11 —sen(any1) [Z h2Z + Z th 11

2N -1
(N)

= cos(ani1) th 1 — sen(an+1) Z( DRI SN
i=0 1=0

segue da hipotese de inducao que

N N

> (DTN = cos(ani) (cosZaz—senZaz>—sen a1 (cosZ%HmZ%)

=1 =1

N N
= (cos(aN+1) cos Z a; — sen(an41) sen Z ai> —

i=1 =1

N N
(cos(aN+1) sen Z a; + sen(an41) cos Z ai>

i=1 =1

N N
= cos (O&N_H + ZO‘Z) — sen <QN+1 + Z%) (82)
i=1 i=1

N+1 N+1

= COoS Z ; — sen Z ;.
i=1 =1

Obs.: A igualdade (82) foi obtida usando as relagoes cosseno e seno da soma

respectivamente. [
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Proposicao 3 Seja a equagao

GO R
T ds . = Z (=1) +2Zth)717i
z= i—1
e

hY = cos(ay)

pY = sen(ay)

pVTD = cos(aNH)h(()N)

hiy Y = cos(ay1)hly ) — sen(any1)hb, .

hyy' ' = —sen(any1)hon_y

RN — sen(aNH)h(()N)

RSy = sen(a )RS + cos(an1) s,

N+1
thJ—ri-l) = COS(@NH)héN)—l

implicam em

dG(N)(Z) N-1
— = —Ncosfn + (N —1)sen By — > (cos By + sen f),
S k=1
onde
k N
Br=Y — > a, 1<k<N-1,
i=1 i=k+1
N
By = ZOéi-
i=1

90

(84)

(86)

Antes da prova da proposi¢ao 3 vamos apresentar dois lemas que serdo tteis para

demonstra-la.

Lema 4 Seja (84) entao

N
hgi ) = cos Z Q;
1=0 Li=1
€
N-1 - rN
hy; 1 = sen Z oy
=0 Li=1
Demonstracao:

A prova serd por indugao:

No caso em que N = 1, para (87) e (88), respectivamente tem-se:

hY = cos(ay),
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niY = sen(ayq).
Demonstrar que se
N-1 N
A = cos [Z ai] : (89)
=0 =
N-1
hV| = sen [Z al] (90)
=0
entao
N+ N+1
35 = cos | Y, o)
=0 i=1
N+ N+1
Z héﬁ:” = sen [Z ozi] (92)
i=0 i=1
a) Demontrar que a validade de (89) e (90) implica na validade de (91):
N
Z h T = 3 [eos(ania)hly — sen(an1)h5 )
i=0
N N
= cos(any1) Y [héz )] —sen(an41 Z[ il 1}
i=0 1=0
N N
= cos(apyy1)cos [Z Oéi] —sen(ay.1)sen [Z ai]
i=1 i=1
N+1
= cos laNH + Zazl = Cos [Z Oél] (93)
=1 =1
b) Demontrar que a validade de (89) e (90) implica na validade de (92):
T (v al N) N)
Z 2z+JE )= {SGH(OZNH)héi + COS(O‘N-&-l)hgi—l]
=0 1=0
N N
= sen(ayy1) Z [héz )] + cos(ani1 Z {hél_)l}
i=0 =0
N N
= sen(ayy1)cos [Z Ozi] + cos(an1) sen lz ai]
i=1 i=1
N+1
= sen [(QNH + Zall = sen [Z Ozl] (94)
=1 =1
|
Lema 5 Considerando as equagoes de (84) sequem as expressoes:
N-1T k N-1 N
3 [Zhgﬁ_ S hgfiv)] z cos [Sa— 3 a (95)
i=1 Li=0 i=0 i=1 i=k+1
N-1 k N-1 N— k N
S T = S sen Y- > ol (96)
i=1 L =0 i=0 i=1 i=1 i=k+1
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Demonstragao:

Para N > 1 mostrar que se

Para N = 1 a verifica¢ao da validade de (95)

e (96)¢ imediata.

N-1[ & N-1 k N
Z [Z h2z Z h2z ] - Z 0S [Z QG — Z ai]
i=1 |i=0 i=k+1 i=1 i=1 i=k+1
entao
N+1 [ & (N41) (N41) N+1 k N+2
Zh Zh = > cos > ai— Y o,
i=1 [i=0 i=k+1 i=1 i=1 i=k+1
€5 N-1 k -1 N-1 k N
[ ZhZ—H + h2+11 =D sen [Z a— ) ai]
i=1 i=0 i=0 i=1 i=1 i=k+1
entao
N+1 (1) L) N+1 k N+2
Z l ZhZ—H Z 244 1 = Z sen Z Z . (
i=1 i=0 =0 i=1 i=1

i=k+1

Demonstrando que a validade de (97) implica na validade de (98):

=1 |i=0

NZ—H [ZhN—H Z hN+1]

i=k+1

Do lema 4 vem que

=1 |i=0 i=k+1

N+1 oy
= > [cos(ozNH) Zhgi)

N+1 N+1
Z Zh(N—I—l) Z h(N—i—l)] _

N+

—_

k
— [Z [cos any )Y — sen(aNH)hgx)l} —
i=1 Li=0

N+1

> [eos(ani)hs” - sen(aNH)h;i”J]

i=k+1

=1 i=0

N+1

1=0

1=k+1

(97)

(98)

(99)

100)

k
—sen(an1) 3 hy

N+1
cos(any1) Z hgﬁy)+sen(a1\7+1) Z hé]zv_)ll

1=k+1

N+1 k k
> [COS(QN+1) cos Y a; —sen(ayy1)sen Y oy;—
i=1 =0 =0
N+1 N+1
cos(ant1)cos Y a; +sen(ayyir)sen » ai]
i=k+1 i=k+1
N+1 N+1
Z [cos <aN+1 + ZO‘%> — COS (aN+1 + Z o
i=1 =0 i=k+1
N+1

Z cos [Z o — fo ai] .

i=k+1

Demonstrando que a validade de (99) implica na validade de (100):

)
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93
N-1 LA v N-1 k
_ h(2+2 + Z h;ﬂ)-] = > [ > [sen QN1 hgz + Cos(ozNH)h22 1] +
i=1 L =0 i=0 i=1 L =1
: (V) (V)
> {SGD(O&NJrl)hQi +Cos(aN+1)h2i,1}
i=k+1
-1 k )
= [— sen(an1) Zhgl — cos(an1 th 1+
=1 =1
N : N)
sen(ay 1) Z hsY + cos(ansr) Y. s,
i=k+1 i=k+1
Do lema 4 vem que
N-1 k N-1 N-1 k k
Z h2+Z + h2+l] Z [— sen(apy 1) €OS Z a; — cos(any1) senz o+
=1 =0 =0 =1 =0 =0
N+1 N+1
sen(a 1) cos Z a; + cos(ayy1) sen Z o
i=k+1 i=k+1
N+1 k k
= Z [— sen (aNH + Zozi> + sen <04N+1 + Zaiﬂ
i=1 i=1 i=1
N+1 N+2
= Z sen ZO‘% > .
i=k+1
|
Demonstracao da proposicao 3.
A equagao (83) equivale a
dGWN)(2) N N N
L —hiN-g + BSN-s — hin-q + (2N = 2)hY — 2N = DA™, (101)
que pode ser escrita como
= k U e
(N) -N Z h21 - Z Zth - Z h‘2z
dG'"V(z) =0 =1 Li=0 =0
dz |y = N (;) “No1 K ) N-1 " (102)
HN =1) > haita — ) [_ > hoii+ h?-i-z]
1=0 i=1 =0 1=0
Reescrevendo (102) tem-se
N-1 N-1
N ~N Yy + (N =1) Y ki
dGM) () = =
dz ) =  NT([k ) N-1 Z(;V) ) o (103)
SR DO ST EH S RS ot 13
i=1 (Li=0 i=0 i=0
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que pelos lemas 4 e 5 da

como se queria demonstrar.
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Proposicao 6 Sejam

RV — COS(aN+1)h(()N)
hs ™ = cos(an )R
hin™ = —sen(an41)hix

@ +1)h(()N)

N
honyi = COS(OCNH)th)q

G (z2)
dz?

entao

(N? 42N — 1) cos 3 —

N—

,_.

A2GWN) (2

<.
Il
-

i

o
|2
[\

¥
|

1

<.
Il

onde

N

D

N

B = ZOév;

3
= ZOQ‘ -2

i=(N—j)+1

k+j

5]16_2@7,_2 Z a4,

i=k+1

a;,

Demonstracgao:
A equagao (106) equivale a

?GM)(z)
dz?

z=1

—sen(ay)h s

.

N N
= 2h{}) ,—6hS) 4+~

i=0,1,-,

)RS + cos(ani)he,

l+1h2N 1% +17)

(N? — 1) sen B+

(2N +1)cos B; + (2N — 1) sen@-}%—

N

1
2cosﬁjk—28enﬁjk)}

>

k=1

1<j<N-1

1<j<N-1lel<k<N-1.

(2N=2)2+(2N—2))hM 4 (2N —1)?

2N — 1.

+(2N—

95

(105)

(106)

(107)

(108)

1D)hg",

(109)
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que com uma observagao mais criteriosa pode ser vista como

(N? 42N — 1) Z hM ¢

=0
N-1 N1 N-1 N
(2N + 1) Zh Soa |+
i=1 i=0 i:N—j+1
N—2N—j—-1 |[N-1 ™) k+j )
2 Z h2’L - 2 Z h2l -
dQG(N)<Z> _g=1 k=1 =0 i=k+1 (110)
I P R
(N"—1) haig1+
i=0
- W ~ W
(2N —1) haify — 2 Z haity
i=1 =0 i=N—j+1
N—2N—j—1 [N-1 - j -
Z 2 hyify — 2 Z hait1
j=1 k=1 i=0 i=k+1
Dos lemas 4 e 5 do Apéndice C, decorre que (110) pode ser escrita como
N
(N? + 2N — 1) cos [Zai] — (N —1)sen [Z%]
i=1
N-1 N ]
(2N +1)cos > ;=2 > o+
i=1 i=1 i=(N—j)+1 |
2,(N) N-1 N
CGETE)| (2N —1D)sen | o, —2 > |+ (111)
dz? .= = i=1 i=(N—j)+1 |
N—2N—j-1 k+j
Z 2 cos Z%—Q Z Q;
j=1 k=1 i=1 i=k+1
N—2N-j-1 N k+j
2 sen ZCYZ—2 Z a; |,
=1 k=1 1=1 i=k+1
reescrevendo (111) temos
(N?* +2N —1)cos 8 — (N? — 1) sen 3+
N-1
d?GWN)(2) B {(QN +1)cosB; + (2N — 1) senﬁj}+ (112)
a5 = j=1
dz? z=1 N2 N-j-1
{ Z (2cos B —2senﬁjk)}
7j=1 k=1
onde
N
6 = Zaiu
3 y
=Zaz~—2 > 1<j<N-1, (113)
i=(N—j)+1
k+j
Bjk_zaz_ZZazy 1§]§N_161§kSN_1a
i=k+1
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conforme se queria demonstrar.
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APENDICE E - INCLUINDO NA TOOLBOX DO MATLAB® UMA
SUBFAMILIA WAVELET SEGUNDO A PARAMETRIZACAO DE
SHERLOCK & MONRO

Este apéndice trata de como incluir uma familia wavelet na Toolbox do Matlab,
mais especificamente sobre wavelets obtidas utilizando a parametrizacao de Sherlock &

Monro. Neste tutorial foi incluida uma subfamilia com trés funcoes wavelets.

A subfamilia wavelet é composta de trés wavelets, que aparecem neste texto na
segao 4.4 do capitulo 4, a1 = {—17.38°,16.83°, —45.10°,90.65°} que tem pelo menos um
momento nulo, a,—o = {—17.38°,16.83°,3.12°,42.43°} com pelo menos dois momentos

nulos e a,—3 = {—17.38°, —47.23°,93.44°,16.17°} com no minimo trés momentos nulos.

Antes de adicionar estas wavelets é preciso escolher um nome para a familia, um
nome curto para designar uma wavelet da familia e também classifica-la segundo alguma
propriedades. A seguir sao elencados os passos a serem seguidos.

1. Escolher um nome para a familia wavelet: neste caso “Sherlock Monro BR”;

2. Escolher um nome curto para designar uma wavelet: aqui “smu”;

3. Classificar a familia wavelet seguindo algumas propriedades (MISITI et al., 2004,
p.493): aqui ‘17;

4. Definir a ordem N das wavelets desta familia: para Sherlock Monro BR temos ‘1 2
3%

5. Criar uma funcao com os coeficientes do filtro passa baixa, foi nomeada por smuwavf.

A funcao smuwavf .m foi escrita como a seguir.
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function w = smuwavf (wname)

if nargin==
w = 3;
return
end

if isequal(lower (wname(1:2)), ‘ha’)

num = 1;

else
lw = length(wname); ab = abs(wname);
ii = 1lwt+l;

while (ii>1) && (47<ab(ii-1)) && (ab(ii-1)<58) , ii = ii-1; end
num = wstr2num(wname(ii:1lw));

end

switch num
case 1

w = wrev(-orthogen(alphal));

case 2

w = wrev(-orthogen(alpha?2));

case 3

w = wrev(-orthogen(alpha3));

otherwise
errargt (mfilename, ‘Invalid Sherlock Monro BR’, ‘msg’);

error(‘Wavelet:Invalid_ArgVal Or_ArgType’, ‘Invalid Sherlock Monro BR’);
end

Neste cédigo a funcdo orthogen é a mesma apresentada em Sherlock e Monro

(1998), Taswell (1998) e alphal é a,—1, alpha2 é a,_5 e alpha3 corresponde a a,_s.

Usando o comando wavemngr (‘read’) sao mostradas as familias wavelets presen-

tes na Toolbox:

ans =
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Haar haar
Daubechies db
Symlets sym
Coiflets coif
BiorSplines bior
ReverseBior rbio
Meyer meyr
DMeyer dmey
Gaussian gaus
Mexican hat mexh
Morlet morl

Complex Gaussian cgau

Shannon shan
Frequency B-Spline fbsp
Complex Morlet cmor

Para adicionar a nova subfamilia basta usar a seguinte linha de comando:
wavemngr (‘add’, ‘Sherlock Monro BR’, ‘smu’,1,‘1 2 3’, ‘smuwavf’)

em seguida pode-se verificar se a subfamilia foi adicionada com sucesso usando wavemngr (‘read’)

ans =
Haar haar
Daubechies db
Symlets sym
Coiflets coif
BiorSplines bior
ReverseBior rbio
Meyer meyr
DMeyer dmey
Gaussian gaus
Mexican_hat mexh

Morlet morl
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Complex Gaussian cgau
Shannon shan
Frequency B-Spline fbsp
Complex Morlet cmor

Sherlock Monro BR smu

outras informagoes sdo obtidas com wavemngr(‘read’,1).

A partir deste passo esta subfamilia pode ser utilizada via linha de comando ou

usando a Toolbor. Um exemplo ¢é usar a funcao wfilter, veja a seguir.

>> [h,g]l=wfilters(‘smu3’)

h ==

-0.0374 -0.0108 0.5042 0.8197 0.2438 -0.1134 -0.0034 0.0117
g =

-0.0117 -0.0034 0.1134 0.2438 -0.8197 0.5042 0.0108 -0.0374
>>

Note que a fungao wfilters déd o valor de h equivalente a fungdo orthogen.

Para acessar esta subfamilia wavelet usando a Toolboz, basta inicia-lo com wavemenu.
Acesse o menu Wavelet Display, na janela que aparecer escolha a wavelet smuN ,onde

N=1, 2 ou 3. No caso em que N=3, terd a Figura 69.
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Figura 69 — ap—3 na Toolbox do Matlab

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Na Figura 70 é mostrado a analise de um sinal via wavemenu usando a wavelet

smu3.
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Figura 70 — Andlise de um sinal usando ay,—3 na Toolbox do Matlab

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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