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RESUMO

A dinamica do Sistema Solar exibe caos e instabilidade inerentes. Ferramentas matematicas, como o
maximo Expoente Caracteristico de Lyapunov (ECL) e o Tempo de Lyapunov (7},), desempenham um
papel crucial no fornecimento de uma compreensdo do caos na dinamica de objetos celestes, como
asteroides e luas. Corpos celestes com tempos de Lyapunov relativamente curtos atrairam interesse de
pesquisa significativo devido a suas 6rbitas estdveis, um fendmeno conhecido como caos estavel ou
caos confinado. Exemplos notdveis incluem os satélites de Saturno: Atlas, com tempo de Lyapunov da
ordem de 10 anos, Prometeu e Pandora. Trabalhos recentes calcularam o tempo de Lyapunov para o
cometa 1P/Halley, e ha resultados onde essa escala de tempo € curta e aproximadamente um periodo
orbital do objeto. Mesmo assim o cometa ainda permanece em sua 6rbita e ainda ndo foi ejetado
mesmo transcorrido tal faixa de tempo. Este trabalho tem como objetivo estudar o comportamento
caotico do satélite Atlas e do cometa 1P/Halley e seus tempos de Lyapunov relativamente curtos.
Apresentamos uma abordagem do modelo tridimensional para isolar a contribui¢do radial do méximo
ECL e avaliar a sua contribuicdo no maximo ECL. Nossa investigacdo se concentra no sistema de
Saturno, que compreende o proprio Saturno, juntamente com seus satélites Atlas, Prometeu, Pandora e
Mimas, e no Sistema Solar, contendo todos os planetas, exceto Merctrio, e alguns corpos menores.
Para estimar o contribui¢do radial do maximo ECL de Atlas, encontramos a projecdo do vetor radial de
um Atlas fantasma (um Atlas ligeiramente deslocado) no vetor radial do Atlas, que nos permite calcular
a diferenca entre os vetores radiais. O mesmo foi feito para o cometa Halley, levando em conta os
planetas do sistema solar, exceto Mercurio. Esta metodologia nos permite estimar a contribuicio radial
do maximo ECL e o valor do tempo de Lyapunov. Notavelmente, os nossos resultados demonstram
que, para Atlas, as Orbitas permanecem confinadas mesmo para tempos de integracdo com duragdo
superiores ao 77,. Além disso, investigamos o comportamento temporal da posicao angular satélite em
sua Orbita, potencialmente langando luz sobre a dinamica angular cadtica. Para o cometa, um estudo
inicial foi realizado para tentar expandir o método para um caso que apresenta elevada inclinacdo e
excentricidade. Com isso, as componentes do maximo ECL foram utilizadas para tentar entender a
dindmica cadtica do cometa, além do mais. Por fim, iniciamos um estudo sobre os encontros proximos
entre Halley e Jupiter, a fim de relacioné-los com o caos radial e angular apresentados nas simulac¢des

para o cometa.

PALAVRAS-CHAVE: caos. mecanica celeste. evolu¢do dindmica. estabilidade.



ABSTRACT

The dynamics of the Solar System exhibit inherent chaos and instability. Mathematical tools, such as
the maximum Lyapunov Characteristic Exponent (LCE), and Lyapunov Time (77), play a crucial role
in providing an understanding of chaos in dynamics of celestial objects, such as asteroids and moonlets.
Celestial bodies with relatively small Lyapunov times have garnered significant research interest due
to their stable orbits, a phenomenon referred to as stable or confined chaos. Notable examples include
the Saturn’s satellites: Atlas, with a Lyapunov time on the order of 10 years, Prometheus and Pandora.
This work aims to study the chaotic behavior of the Atlas satellite and its relatively small 77. Recent
work has calculated the Lyapunov time for the comet 1P/Halley, and there are results where this time
scale is short and approximately a period orbital of the object. Even so, the comet still remains in
its orbit and has not yet been ejected. even after such a period of time. This work aims to study the
behavior chaos of the Atlas satellite and comet 1P/Halley and their relatively short Lyapunov times.
We present a three-dimensional model approach to isolate the radial contribution of the maximum LCE
and evaluate your contribution to the maximum LCE. Our investigation focuses on the Saturn system,
which comprises Saturn itself, together with its satellites Atlas, Prometheus, Pandora and Mimas, and
in Solar System, containing all the planets except Mercury and some minor bodies. To estimate the
radial contribution from the maximum LCE of Atlas, we find the radial vector projection of a phantom
Atlas (a slightly displaced Atlas) in the Atlas radial vector, which allows us to calculate the difference
between the radial vectors. The same was done for Comet Halley, taking into account the planets in
the system solar, except Mercury.. This methodology enables us to estimate the radial contribution of
the maximum LCE and calculate the Lyapunov time. Remarkably, our results demonstrate that, for
Atlas, its orbits remain confined even for integration times exceeding 7. Furthermore, we investigate
the temporal behavior of Atlas’s angular position in its orbit, potentially shedding light on chaotic
angular dynamics. For the comet, an initial study was carried out to try to expand the method to a case
that has high inclination and eccentricity. With this, the components of the maximum ECL were used
to try to understand the chaotic dynamics of the comet, in addition. Finally, we began a study of the
close encounters between Halley and Jupiter, in order to relate them to the radial and angular chaos

presented in the simulations for the comet.

KEYWORDS: chaos. celestial mechanics. dynamical evolution. stability.
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1 INTRODUCAO

Entender a dindmica das coisas e como sua evolu¢do ocorre ao longo do tempo sempre foi um
interesse da Fisica. De Galileu Galilei, passando por Isaac Newton e Henri Poincaré, o movimento e
as suas causas ganharam um elegante tratamento matematico, o qual extrapolou as fronteiras de uma
area de conhecimento e se difundiu ao longo de todas as outras (DEVANEY, 2021).

Quando pensamos nas palavras dindmica, mecanica ou movimento, logo vem a ideia algo que esta
se movendo sob a acdo de alguma forga, tal como uma macga caindo a partir de uma certa altura, um
satélite natural orbitando o seu planeta ou bloquinhos deslizando em um plano inclinado com atrito.
Entretanto, o terreno fértil da Matemadtica permitiu o estudo de outros sistemas que também evoluem
com o tempo, tal como as oscilacdes de um péndulo duplo, do escoamento de um fluido ao redor da
asa de um avido ou do espalhamento de um virus em uma pandemia. A essa area foi dado o nome de
Sistemas Dinamicos.

Ap6s o desenvolvimento da Mecanica Newtoniana, acreditava-se que, dado um instante inicial,
passado e futuro estariam determinados. Ou seja, a evolucdo temporal do sistema ja seria pré-
definida, isso é, previsivel. Foi ai que Pierre-Simon Laplace concebeu a ideia de que o presente €
uma consequéncia das acdes do passado e o futuro seria completamente determinado pelo presente
(HUTCHINS; ADLER, 1963).

Porém, no final do século XIX, uma importante descoberta dentro de Sistemas Dindmicos aconteceu.
Estudando a estabilidade do Sistema Solar, Poincaré investigou o problema de trés corpos e percebeu
que as Orbitas mudavam drasticamente quando as condicdes iniciais sofriam pequenas alteragcdes
(MURRAY; DERMOTT, 2000). Mais tarde, o meteorologista Edward Lorentz percebeu que, com
pequenas mudangas nas condi¢des iniciais, as suas previsdes meteoroldgicas variavam drasticamente.
Lorentz acabou criando a famosa analogia de que um bater de asas no Brasil seria suficiente para
causar um tornado no Texas depois de um certo tempo (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 2000).

Com isso surgiu um novo campo de pesquisas dentro dos Sistemas Dinamicos: a teoria do Caos.
Um sistema € dito cadtico se o mesmo apresenta uma sensibilidade as condi¢des iniciais, isso &, dois
resultados finais de um mesmo sistema s@o completamente diferentes se houver uma pequena variagao
nas condig¢des iniciais. Tendo as suas origens na Mecénica Celeste, o caos ainda permanece sendo
estudado na dinamica de corpos celestes. Novos estudos sobre a evolugdo do Sistema Solar, movidos
pelo interesse de saber sobre a sua estabilidade abriu portas para diversas outras pesquisas (MURRAY;
DERMOTT, 2000), (LASKAR, 1996).

Os planetas internos do sistema solar possuem um comportamento cadtico em larga escala (LAS-
KAR, 1996). Esse comportamento € caracterizado por uma forte variacdo em suas Orbitas. Um
exemplo dado é o de Mercurio, o qual pode ser ejetado para além de sua 6rbita ou colidir com um
planeta pr6ximo, como Vénus.

Para estudar o caos, diversas ferramentas matematicas foram desenvolvidas ao longo do tempo. Tais
ferramentas matematicas foram criadas para dar uma nogao qualitativa e quantitativa do comportamento

de um sistema dinamico. Dentre todas, podemos citar algumas como o maximo Expoente Caracteristico
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de Lyapunov (ECL), o Indicator Rapido de Lyapunov, ou Fast Lyapunov Indicator (FLI), Secao de
Poincaré, Anélise de Frequéncia e outros (DEVANEY, 2021) (MURRAY; DERMOTT, 2000) (GUZZO;
LEGA, 2021). O maximo Expoente Caracteristico de Lyapunov mede a divergéncia entre duas drbitas
inicialmente proximas no espacgo de fase.

Se o valor retornado pelo méximo ECL € positivo, o sistema estudado € cadtico, ou seja, as Orbitas
no espago de fase divergem exponencialmente. Caso contrario, o sistema é dito regular, ou nao cadtico.
Além de saber se um sistema € cadtico, também é possivel saber a escala de tempo que o sistema
passa a mostrar o comportamento cadtico. Essa escala de tempo € conhecida por Tempo de Lyapunov,
T}, o qual € o inverso do maximo ECL. Para tempos menores do que 77, o sistema se comporta de
forma regular, mesmo sendo cadtico. Apds atingir 77, as drbitas passam a divergir exponencialmente
e tomam evolucdes completamente diferentes (GREINER, 2010). Um tempo relativamente curto de
Lyapunov indica que o sistema cadtico possui uma rapida difusdo no espaco. Em Dinamica Orbital,
isso sugere que o comportamento radial das orbitas dos corpos celestes passam a sofrer variagdes
significativas em um tempo relativamente curto. O tempo de Lyapunov relativamente curto possui uma
relacdo com o tempo de cruzamento, isso €, o tempo que um corpo leva para cruzar a érbita do maior
perturbador (SOPER; FRANKLIN; LECAR, 1990).

O tempo de Lyapunov também esté relacionado com o tempo de instabilidade macroscopica Tg
(MORBIDELLI; FROESCHLE, 1996). Morbidelli e Froeschelé (1996) mostraram uma anélise de
dois regimes diferentes que relacionam os dois tempos: o regime de Nekhoroshev e o regime de
sobreposicdo ressonante. O primeiro regime mostra que o tempo de instabilidade macroscopica é
exponencialmente relacionado com o tempo de Lyapunov, ou seja, T ~ exp(77). No segundo regime,
a relacdo entre os dois regimes € dada na forma polinomial, isso €, T ~ 77 , onde 3 é um coeficiente
positivo.

Ao contrério da expectativa de vari¢des radiais significativas na érbita de um corpo que possui
tempo de Lyapunov relativamente curto, existem corpos no Sistema Solar que possuem uma Orbita
estavel, mas os indicadores de caos mostram que o sistema € cadtico. Alguns corpos menores do
Sistema Solar mostram um tempo de Lyapunov relativamente curto, na ordem de dezenas até milhares
de anos.

O fendmeno onde o corpo possui comportamento cadtico, mas nao demonstra variagdes radiais
significativas, € chamado caos estdvel, ou caos confinado (MILANI; NOBILI, 1992). Esse tipo de
comportamento foi observado pela primeira vez por Milani e Nobili (1992), onde foi mostrado que o
asteroide 522 Helga possui um comportamento cadtico, com 77, proximo de 6900 anos, porém possui
a sua Orbita estavel ao longo do tempo. Esse trabalho chama aten¢do devido ao fato de mostrar um
tempo de Lyapunov relativamente curto para a dinamica do asteroide, mas os resultados ndo mostram
nenhum cruzamento de Orbita.

Também foi feito um estudo sobre a presenga de caos confinado em asteroides troianos (MILANI;
NOBILI; KNEZEVIE, 1997). Os autores apresentaram diversos asteroides que possuem tempo de
Lyapunov relativamente curto, onde 77, < 10000 anos, mas onde nao ha evidéncias de variagcdes
significativas em suas Orbitas.

O primeiro modelo analitico desenvolvido para testar a apari¢cdo de caos estdvel em sistemas
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dinamicos foi aplicado ao caso do asteroide 490 Veritas, e outros asteroides como o 564 Dudu
(LEMAITRE, 1997).

Foram realizados estudos sobre os satélites de Saturno Prometeu e Pandora. Os dados do estudo
mostraram que Prometeu possui um atraso de 18.82° 4+ 0.04° em sua longitude. Ja Pandora foi
encontrado em uma posi¢ao avancada relativa a efemérides geradas pela Voyager (MCGHEE et al.,
2001).

Prometeu e Pandora possuem um comportamento cadtico (GOLDREICH; RAPPAPORT, 2003).
Os autores mostraram que o maximo Expoente Caracteristico de Lyapunov para o sistema Prometeu-
Pandora € da ordem de 0.3, e o comportamento cadtico € devido a ressonancia de movimento médio
entre os dois satélites.

Atlas, um satélites de Saturno, € significantemente perturbado por Prometeu e também por Pandora,
este com uma intensidade menor (SPITALE et al., 2006). Esses dois satélites possuem comportamento
cadtico, o que motivou a busca pelo mesmo comportamento orbital de Atlas.

Atlas tem um tempo de Lyapunov relativamente curto de ~ 10 anos, quando estd sob a influéncia
gravitacional em sistemas diferentes: Saturno, Atlas e Prometeu; Saturno, Atlas, Prometeu, Pan-
dora e Mimas (COOPER et al., 2015). Os autores mostraram que o comportamento cadtico € uma
consequéncia direta da interacdo ressonante com Prometeu.

A origem do caos de Atlas € devido ao acoplamento ressonante, Corotation Eccentricity Resonance
(CER) e Eccentricity Resonance (LER), com Prometeu (RENNER; SICARDY, 2006). Os autores
usaram analise de frequéncia para entender os efeitos do acoplamento entre as duas ressonancias 54:53.

O cometa Halley é possui um comportamento caético (MUAOZ-GUTIERREZ; REYES-RUIZ;
PICHARDO, 2015), (BOEKHOLT et al., 2016). Entretanto o tempo de Lyapunov para estudos
envolvendo o cometa sdo variados. Mufioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e Pichardo (2015) encontraram um
tempo de Lyapunov préximo de 70 anos, ja Boekholt el al. (2016) encontraram um tempo préximo
de 300 anos. E notivel que no primeiro caso o tempo de Lyapunov é muito préximo do seu periodo
orbital, que é proximo de 76 anos, o que caracteriza um 77, curto. Os trabalhos mostraram que o planeta
Japiter exerce uma perturbagdo significativa no movimento de Halley. Além disso, Mufioz-Gutiérrez,
Reyes-Ruiz e Pichardo (2015) fizeram um teste com 10 mil particulas simulando o cometa Halley em
um problema de n-corpos por 100 mil anos. Cada uma delas com diferentes condi¢des inciais. Os
autores mostraram que, das 10 mil particulas, 90% delas permaneceram confinadas no sistema solar,
enquanto que o resto foi ejetado ou sofreu colisao.

O primeiro estudo da contribui¢do radial do Expoente de Lyapunov para caos confinado apresenta
um estudo sobre as luas perturbadas por Prometeu e Pandora (WINTER et al., 2007). A contribui¢cdo
radial do ECL, para T}, ~ 10°T", é menor do que a contribui¢do azimutal, com 7}, ~ 1007, o que
sugere que o caos estd presente no movimento angular dos pequenos satélites.

O primeiro modelo bidimensional para analisar a contribuicao radial do ECL foi aplicado para
pequenas luas do anel F de Saturno, perturbadas por Prometeu e Pandora (WINTER; MOURAO;
GIULIATTI WINTER, 2010). Os autores também fizeram o caso para asteroides perturbados por
Japiter, os quais possuem tempos de Lyapunov na ordem de 10 periodos orbitais do perturbador

principal do sistema.
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Casos onde o comportamento do corpo do sistema € caético, com tempo de Lyapunov relativamente
curto, e a contribuicdo radial do ECL € insignificante, indicam que o caos € confinado, ou estdvel.

Nos casos onde a componente radial possui uma contribui¢ao significativa no ECL, e o tempo de
Lyapunov € relativamente curto, o corpo estudado pode cruzar a drbita vizinha e deixar o sistema.

No presente trabalho, nés propomos uma extensdao do modelo de Winter, Mourdo e Giuliatti Winter
(2010) para estimar a contribuicao radial do maximo ECL para sistemas tridimensionais que exibem
caos confinado. Adicionalmente, pretendemos mostrar que o movimento angular dos corpos é cadtico,
ou seja, embora as variacdes radiais ndo sejam significativas a ponto de ejetd-los, torna-se dificil prever
a posi¢cdo angular dos mesmos em suas respectivas Orbitas.

Para estudar o comportamento cadtico de Atlas, é apresentada a integrac@o dos sistemas baseados
no trabalho de Cooper et al. (2015). O primeiro sistema contém Saturno, Atlas e Prometeu (sistema de 3
corpos), e o segundo contém Saturno, Atlas, Prometeu, Pandora e Mimas (sistema de 5 corpos). Embora
a inclinacdo de Atlas seja pequena, esse caso € relevante para a aplicagdo do método tridimensional
pois Mimas e Pandora estdo em ressonancia do tipo inclinacdo. E como Pandora afeta Prometeu, e
Prometeu afeta Atlas, € importante levar em consideracdo a presenca do satélite Mimas, que possui
uma inclinagdo que nao € desprezivel (aproximadamente 1.5°). Para expandir o método, aplicamos
um caso onde a inclinag¢do do objeto estudado ndo pode ser desconsiderada e a sua érbita possui uma
elevada excentricidade. Para isso, escolhemos o cometa Halley. Nesse caso queremos aplicar o método
tridimensional para tentar entender o caos do cometa. Para estudar o comportamento caético do cometa
Halley, € apresentada a integracao do sistema baseado no trabalho de Muioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e
Pichardo (2015).

No capitulo 2 apresentamos a fundamentacao matemaética do trabalho. No capitulo 3 sdo apresenta-
dos alguns dados e informagdes sobre os dois corpos de interesse, a fim de motivar os préximos passos.
No capitulo 4 € apresentado o método bidimensional e alguns comentdrios sobre alguns resultados
obtidos por Winter, Mourao e Giuliatti Winter (2010) antes de entrar no método tridimensional. E
no capitulo 5 finalmente apresentamos o método tridimensional para entdao apresentar a metodologia
no capitulo 6. Os resultados obtidos para Atlas e Halley sdo expostos no capitulo 7. E, por fim, as

conclusdes sdo discutidas no capitulo 8.
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2 MOTIVACAO

Neste capitulo vamos fazer uma ripida apresentagdo dos corpos que temos interesse em estudar.
O primeiro € Altas, um dos satélites de Saturno, e o segundo € o cometa 1P/Halley, que possui a sua
orbita ao longo do nosso sistema solar. Sao objetos distintos, com Orbitas completamente diferentes,
mas que possuem algo em comum. Hé trabalhos na bibliografia que mostram que esses dois corpos
possuem uma dinamica cadtica e que passariam a demonstrar esse tipo de comportamento apés um
determinado tempo (um tempo relativamente curto). Porém, mesmo apds transcorrido esse tempo, o0s

objetos ainda permanecem em suas Orbitas.

2.1 ATLAS

Atlas é uma das luas de Saturno e que chama atencao para além do seu formato peculiar, como
mostrado na Figura 1. Com uma massa de, aproximadamente, 5.75 x 10 kg, a qual &, aproxima-
damente, 27 vezes menor do que a massa da lua vizinha, Prometeu. Embora a massa de Atlas seja

relativamente pequena, ela ndo pode ser desconsiderada.

Figura 1 — Altas, um dos satélites de Saturno, e o seu formato peculiar. Fotografia retirada durante a
missdo Cassini-Huygens.

Fonte: https://photojournal.jpl.nasa.gov/target/atlas

A inclina¢do do plano orbital de Atlas € relativamente pequena, proxima de 0.001°. Entao, Atlas
caminha sempre muito proximo do plano equatorial de Saturno, nas bordas do anel A, como visto na
Figura 2. Além disso, o seu periodo orbital € de aproximadamente 0.6 dia.

Conforme foi estudado por Cooper et al. (2015), a lua de Saturno, Atlas, tem um comportamento
cadtico e o seu tempo de Lyapunov € aproximadamente 10 anos. A missdo Cassini-Huygens, durante

2004 a 2017, monitorou o planeta Saturno e suas luas. Durante esse periodo ndo foi observado grandes
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Figura 2 — Fotografia retirada durante a missdo Cassini-Huygens que mostra o satélite Atlas na borda
do anel A de Saturno.

Fonte: https://photojournal.jpl.nasa.gov/target/atlas

variacOes radiais na Orbita de Atlas, ou seja, embora cadtica, o movimento da lua ainda é confinado em
uma determinada regido da borda do anel A de Saturno.

Atlas, entdo, possui uma dindmica de caos confinado. Além disso, é vélido ressaltar que Atlas
sofre uma perturbacido de Prometeu, o qual é afetado por Pandora. Pandora e Mimas estdo em uma
ressonancia de movimento médio (GOLDREICH; RAPPAPORT, 2003). Por isso que é importante

levar em conta a influéncia gravitacional desses satélites ao analisar a dinamica de Atlas.

2.2 HALLEY

O cometa 1P/Halley, que chamaremos de cometa Halley ao longo deste trabalho, € um cometa que
possui um diametro proximo de 11 km, e que pode ser visivel a olho nu a partir da Terra e que possui
um periodo orbital relativamente curto, isso €, aproximadamente 76 anos. A Figura 3 mostra uma
fotografia feita pela nave espacial europeia Giotto, a qual mostra o nicleo do cometa Halley durante o
seu afastamento do Sol. A ultima apari¢do do cometa foi no ano de 1986, e tem o seu retorno previsto
para acontecer em 2061, onde voltard a ser visivel a partir do nosso planeta.

Esse cometa possui uma orbita extremamente excéntrica, com excentricidade por volta de 0.9.
Além disso, a sua Orbita possui uma elevada inclinagdo, ultrapassando os 160°. O periélio de sua 6rbita
¢ de aproximadamente 0.5 unidades astrondmicas, enquanto o seu afélio € por volta de 35 unidades
astrondmicas. Na sua tltima passagem visivel a partir da Terra, a distancia atingida pelo cometa foi de
aproximadamente 0.4 unidades astrondmicas. Vale destacar que o cometa é perturbado por planetas do
sistema solar, como o caso de Jupiter em um encontro proximo (COWELL; CROMMELIN, 1908).
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Figura 3 — Fotografia do cometa Halley feita pela nave espacial europeia Giotto.

Fonte: https://https://science.nasa.gov/solar-system/comets/1p-halley/

Em cada 6rbita ao redor do sol, estima-se que o cometa perde cerca de 1 a 3 metros de seu material.
A medida que o cometa envelhece, esse pode perder a sua aparéncia brilhante e o gelo de seu nucleo.
O cometa Halley estd em sua 6rbita por pelo menos 16 mil anos e, até entdo, nao apresentou fortes
sinais de envelhecimento em cada apari¢do (NASA, 2024).

Além disso, os trabalhos apresentados na bibliografia indicam que o cometa tem um comportamento
cadtico, com alguns resultados diferentes sobre o seu tempo de Lyapunov. O menor deles encontrado
até agora foi de aproximadamente 70 anos por Muioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e Pichardo (2015). Na
Figura 4 € possivel ver a 6rbita do cometa Halley em Azul, a qual € a mais inclinada e excéntrica de

todas. As outras representam as Orbitas dos planetas do sistema solar, exceto Mercurio.



Figura 4 — Esquema da 6rbita do cometa Halley no Sistema Solar.
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3 FUNDAMENTACAO MATEMATICA

Estudar a evolucdo temporal de sistemas de forma matematica € do interesse de diversas dreas da
ciéncia, tais como a Fisica, Biologia, Quimica e Astronomia. A descricao desses sistemas baseada em
Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDO) da origem a um ramo de extrema importancia dentro das
ciéncias matemadticas: os sistemas dindmicos. Um sistema dinamico, que € descrito por n EDOs, é
chamado de sistema dindmico de ordem n, e aparecem em diversos problemas da ciéncia. A ideia
basica por trds dos problemas de sistemas dinamicos €é: dada uma condig¢do inicial, faca a integracdo
desse sistema de EDOs e encontre a solugdo que fornega a evolucdo temporal do sistema estudado
(ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 2000).

Um sistema que tem o seu passado ou futuro univocamente determinado pelas condi¢des iniciais
do presente é chamado de sistema deterministico. A mecanica cldssica apresenta diversos problemas
deterministicos, tal como a queda de uma massa sob efeito do arrasto atmosférico. Porém, se ndo é
possivel determinar o estado em que se encontra o sistema no futuro, ou em qual se encontrava no
passado, entdo esse sistema ¢ chamado de sistema nio deterministico. Um sistema dindmico também
pode ser caracterizado a partir da forma que ocorre a evolucio temporal. Os sistemas que evoluem de
forma discreta no tempo sdo chamados de sistemas dinamicos discretos. Esse tipo de comportamento
aparece quando queremos estudar a evolucao do sistema em tempos especificos e de forma pontual.
Quando o tempo evolui de forma continua, dizemos que o sistema dindmico € continuo, sobre o qual
manteremos o foco neste trabalho.

Especificamente, um sistema dinamico continuo pode ser descrito por um conjunto de equacdes
diferenciais no qual a solu¢ao é uma fun¢io do tempo, e o dominio, ou seja, o tempo, varre tempos
dentro do conjunto dos nimeros reais. O numero de graus de liberdade do sistema € igual ao
nimero minimo de varidveis independentes, as quais descrevem, de forma independente, o sistema por
completo.

De forma geral, um sistema dinamico continuo com | grau de liberdade € descrito pelo conjunto de

equagoes diferenciais do tipo

)'(:f(X), (1)

onde x € Rle f = (fi, ..., fi) é uma funcdo de R! — R'. Esse sistema dindmico é dito autbnomo, por
f ndo depende explicitamente do tempo. Um sistema dindmico ndo-autdbnomo é aquele que depende

do tempo explicitamente, e € dado pelo seguinte sistema de equagdes diferenciais

x = g(x,1), (2)

onde g = (g1, ..., g;) € € uma fungdo R*! — R!. A solugdo da Eq.(1), para um dado tempo ¢ e uma
condi¢do inicial x( € dada por
x = X(xo, 1), 3)

com t € R. Para sistemas que sdo descritos por equagdes diferenciais de ordem superiores, uma
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estratégia para resolvé-los é decompor todo o sistema em equagdes diferenciais de primeira ordem
(CELLETTI, 2010).

Ja uma 6rbita de um fluxo continuo refere-se a trajetéria que uma particula segue ao longo do
tempo sob acdo de um sistema dinamico que também € continuo. O que gera esse fluxo € uma equagao
diferencial autonoma e que descreve o estado do sistema de forma continua no tempo. Uma defini¢cio
matematica de 6rbita é dada por: uma 6rbita comecando a partir de xy € o conjunto de todos os
pontos que o sistema atinge ao evoluir a partir do ponto inicial. Seja ¢; € o nosso fluxo continuo, e
¢ : X — X, onde X € onosso espaco de fases e t € R. Seja xy o ponto inicial da orbita, entdo a orbita
de xy € X é representada pelo conjunto O(xg) = {¢:(z¢)|t € R} (HIRSCH; SMALE; DEVANEY,
2004).

Uma importante ferramenta para detectar se um sistema dinamico € cadtico ou ndo esta baseada
na divergéncia exponencial de trajetorias no espaco de fase. O maximo Expoente Caracteristico de
Lyapunov (ECL) faz o célculo dessa divergéncia exponencial com relacdo a uma separacao inicial entre
as trajetdria, ou seja, isso nada mais € do que a verificacao da sensibilidade as condicdes iniciais do
sistema dindmico (MURRAY; DERMOTT, 2000), (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002). Ha outras
importantes ferramentas para estudar o caos em sistemas dindmicos, como o Fast Lyapuonv Indicator,
o Mapa de Poincaré e as séries temporais. Como o objetivo do presente trabalho estd centrado na
utilizacdo do méximo ECL, ndo vamos entrar em detalhes dos outros métodos, ficando apenas com a
mencdo a cada um deles.

Um método numérico para o cilculo do maximo Expoente de Lyapunov foi desenvolvido por
Benettin et al. (1980), onde ~y é dado por

k
.1
=i 3om (). @

onde 7 é o passo de tempo fixo usado em cada integracdo, dy € a distancia inicial que separa as

d(ir)
do

trajetdrias, d(i7) € a distncia que separa as duas trajetérias no espaco de fase ap6s i7 passos de tempo,
e k € o nimero de iteracdes realizadas na simulacdo. Para tempos finitos, podemos reescrever a Eq.(4)

na seguinte forma
k .
1 d(ir)
= — E In{ ——=). 5
! kT =0 n< d() ) ( )

E possivel notar que, se d(iT) é maior do que dy em cada integracdo, entdo as Orbitas estdo
distanciando-se exponencialmente, e y tende a um valor para um dado tempo de integragao.

Porém, se d(i7) € menor do que dy em cada passo de tempo, entdo as Orbitas estdo se aproximando
e o valor de vy vai decaindo com o passar do tempo.

Ao tomar o inverso do maximo ECL, temos o tempo de Lyapunov (7}). Esta quantidade é dada por

1
: (6)

Ty =~
2l

e € a escala de tempo para que um sistema cadtico ainda exiba comportamento regular, ou seja, para

tempos maiores do que 77, o sistema exibe o seu comportamento cadtico.
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A Figura 5 mostra o esquema de como sdo feitos os cdlculos para obter o mdximo ECL. A particula
original representa o corpo que temos interesse em estudar e saber sobre o seu comportamento. A
particula fantasma é o mesmo corpo que estamos estudando, porém hd, em suas condi¢des iniciais, uma
pequena alteracdo, que na figura é denotada por d. A ideia é medir a divergéncia exponencial de duas
trajetdrias que iniciam de forma razoavelmente proximas. Apds cada passo de tempo, reaproximamos
a particula fantasma da original de uma distancia dy novamente, e assim seguimos fazendo a integracao

até atingir o tempo final desejado.

Figura 5 — Esquema para o cédlculo do maximo ECL. A particula em preto € a original do sistema,
ou o corpos de interesse do estudo. Em branco, a particula fantasma, que € inicialmente
vizinha da original. A reposi¢do da particula fantasma € feita em cada passo de tempo da
integracao.

Original ,

Fantasma

Fonte: Adaptado de (MURRAY; DERMOTT, 2000)

A Figura 6 mostra o comportamento do log(7) ao longo do tempo. E possivel ver que, para 6rbitas
cadticas, o log(~y) parece estabilizar ao longo de log(t), enquanto que, para érbitas regulares, tem um
comportamento decrescente.

Em dinamica orbital, hd casos onde os corpos apresentam um 77, relativamente curto, mas as suas
Orbitas ndo apresentam variacdes radiais expressivas. Mesmo apds a passagem do tempo de Lyapunov,
o corpo ainda continua confinado em uma regido bem determinada do espago. A isso se d4 o nome de
caos confinado.

Possuir uma variagdo radial pouco expressiva nos motiva a buscar o entendimento do comporta-
mento radial da dérbita a partir da andlise do maximo ECL. Uma ideia é reescrever o maximo ECL
usando a distancia radial da 6rbita, ou contribuicao radial do méximo ECL, e ver o qudo préximo
estd do maximo ECL "completo". Se a contribuicdo radial estiver muito préxima do méximo ECL,
podemos concluir que o caos da oOrbita se expressa radialmente, ou seja, apos o 17, 0 comportamento
da drbita passa a apresentar variagdes radiais expressivas. Caso contrdrio, se a contribuicao radial é
tratada como irrelevante perto do maximo ECL, podemos concluir que o caos radial € fraco e, mesmo

apos passar o 17, a Orbita apresentard um comportamento radial regular.
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Figura 6 — Grafico do log v em funcao de log ¢ para dois tipos de trajetérias: regular e cadtica. Para
a trajetéria regular, o comportamento de log(~y) decai com o tempo, enquanto que para o
cadtico hd uma estabilizacao.
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Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 2000)

Nos dois préximos capitulos serdo mostrados os métodos bi e tridimensionais para entender a

contribuicao radial do maximo ECL para casos de caos confinado.

3.1 CONTRIBUICAO RADIAL DO MAXIMO EXPOENTE DE LYAPUNOV EM DUAS DIMEN-
SOES

Winter, Mourdo e Giuliatti Winter (2010) mostraram uma aproximagao para extrair a contribui¢ao
radial do Expoente de Lyapunov em casos bidimensionais onde ha caos confinado.

A Figura 7 mostra o sistema de coordenadas do espaco de fase utilizado pelos autores para encontrar
o maximo ECL. O referencial XOY é chamado de referencial inercial, enquanto o referencial £On é
chamado de referencial girante. A ideia do método bidimensional € fazer as conversdes das posi¢des
e velocidades das coordenadas inerciais para coordenadas girantes e escrever o maximo ECL nessas
novas coordenadas e, a partir dai, extrair a contribui¢do radial do mesmo.

Considere que o objeto que temos o interesse de estudar a sua dindmica tenha as coordenadas
iniciais de posi¢do em (X1, Y7) e velocidade em (Vx1, V31). O objeto de interesse no nosso estudo
percorre uma trajetdria que chamaremos de trajetdria original. O eixo £ sempre estard acompanhando
o objeto de interesse, e serd considerado que esse eixo sempre estard na dire¢do radial do movimento
do mesmo. Agora considere que as coordenadas (X5, Y5) e (Vya, Vy2) sejam as coordenadas iniciais
da trajetdria inicialmente espacada de d da trajetdria original do objeto que estamos estudando. A
trajetdria inicialmente espagada serd chamada de trajetdria alterada.

O célculo da distancia entre as duas trajetdrias no espaco de fase é dada por

d= \/(Xl — X0)2+ (Y1 = Y2)2 + (Vx1 — Vx2)?2 + (Vi1 — Wa2)2 (7
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Figura 7 — Referencial girante bidimensional.
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Fonte: Winter, Mourdo e Giuliatti Winter (2010).

A Figura 7 mostra que o eixo £ faz um angulo ¢, com o eixo X. Para converter as coordenadas do

referencial inercial nas coordenadas do referencial girante, basta tomar a matriz de rotacio levando em

(9+(3)

onde M ¢é a matriz de rotacao entre os sistemas de referéncia

M — < cos(¢1) sin(qﬁﬂ) ' ©)

conta o angulo ¢y, ou seja

—sin(¢1) cos(¢1)

O mesmo acontece para as velocidades no novo referencial

()-u()
V;h' VYz‘

Portanto, € possivel calcular a distancia entre as trajetdrias no espaco de fases para o sistema de

referéncia girante na seguinte forma

d= /(6 = &)+ (n — m)? + (Ve — Ve )2+ (Vi — Vin)2. (an

De acordo com a Figura 7, as coordenadas do objeto estdo sempre sobre o eixo ¢ do referencial
girante, entdo o movimento do objeto € seguido pela rotacdo do referencial girante. A diferenca entre
&1 e & é chamada de variagdo radial. Com isso, é possivel saber quanto a trajetdria alterada difere da

trajetoria original radialmente. Matematicamente, temos
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rad(lT) |§1 - §2| (12)

que indica a varia¢do radial entre as duas trajetorias em cada passo de tempo. Com isso, € possivel

escrever o cdlculo do maximo ECL para a diferenca da distincia radial na seguinte forma

O maximo ECL sem a contribui¢do radial é dado por

Ve = i Zln \/(771 - 772)2 + (V€1 B V€2)2 + (Vm B %2)2 ' (14)
kT do

A ideia desse método € decompor as coordenadas de posicado em componentes radial do movimento
e ver o quao forte € a contribui¢do do caos radial no médximo ECL. Se o caos radial € fraco, entdo a
Eq.(14) deve assumir valores préximos daquelas produzidos pela Eq.(??).

Winter, Mourdo e Giuliatti Winter (2010) aplicaram o método bidimensional para pequenos corpos
do sistema solar, tal como asterdides perturbados por Juipiter e luas de Saturno. A Figura 8 mostra a
variacao radial e a aplicacdo do método bidimensional para o caso de um asteroide perturbado por
Japiter. E possivel ver que a 6rbita do asteroide, em vermelho, tem uma variaco radial irregular,
porém permanece confinada dentro de uma regido limitada pelo semieixo maior de Jupiter. Embora
tenha variagdes irregulares, a diferenca na amplitude da variagdo radial apresenta pouca diferenca,
indicando que o caos € confinado.

Para confirmar isso, os autores aplicaram o método bidimensional para o asteroide. Os pontos
vermelhos e azuis representam, respectivamente, 0 maximo ECL e o médximo ECL sem a contribui¢do
radial. E possivel perceber que os pontos caminham muito préximos ao longo do tempo, o que torna
quase imperceptivel a diferenca entre um e outro. Os pontos em verde representam a contribuicao
radial do maximo ECL, e podemos perceber que os pontos em verde sdo ordens de grandezas menores
do que os outros, indicando que as variacdes do movimento radial do asteroide ndo possuem elevadas
amplitudes.

A Figura 9 mostra o caso em que o asteroide apresenta grandes variagdes radiais e cruza com
a orbita de Jupiter. Da aplicacdo do método bidimensional é possivel ver que os pontos em verde,
dessa vez, enquanto a Orbita estava confinada, os pontos azuis permaneceram proximos dos pontos
vermelhos, mas, quando o asteroide cruza a Orbita, temos que os pontos verdes se aproximam € 0s
pontos azuis se afastam. Ou seja, quando o asteroide passou a ter um movimento radial cadtico, a
contribui¢do radial do maximo ECL se aproximou do maximo ECL, indicando que o caos era, de fato,
radial, e ndo confinado.

A vantagem de se utilizar esse método é que podemos entender os casos onde o tempo de Lyapunov
¢ relativamente curto, mas a 6rbita do objeto ndo apresenta varia¢Oes radiais significativas, ou seja,
embora tenha uma dinamica cadtica, o objeto permanece confinado em uma regiao bem determinada
do sistema.

Porém, o método bidimensional ndo cobre todos os casos do sistema solar, o que torna necessario
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Figura 8 — Asteroide perturbado por Jupiter retirados de Winter, Mourdo e Giuliatti Winter (2010).
Esse caso mostra um asteroide que nao cruza a 6rbita do seu perturbador. Os ponto em
vermelho no grafico do médximo ECL mostram os resultados para v, em azul os resultados

radial distance (AL

para v, € em vermelho para ,..

50 - 0
asterold ——
Jupiter
45 -0.5
40 et
B l _,4—‘—‘%__-.-\*-_\
35
30 -1.3
-
25 Eﬂ -2
20 15
15
-3 (d)
10 (c)
5 - . i 3.3 Imzloy% v
S \__r\‘l‘lf.jlll'll ‘1|| 'QW . g?"i .
0 -4 -
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 1 1.5 2 2.5 335 4

log t log t

Fonte: Winter, Mourao e Giuliatti Winter (2010).

Figura 9 — Asteroide perturbado por Jupiter retirados de Winter, Mourdo e Giuliatti Winter (2010).
Esse caso mostra um asteroide que cruza a orbita do seu perturbador e é ejetado. Os
ponto em vermelho no grafico do maximo ECL mostram os resultados para 7, em azul os

rachal distance (AU)

50
45
40
35
30
25
20
15
10

resultados para 7y, e em vermelho para .

asteroid ——
Jupiter )
|| 0.5
-1
-1.5
-
Eﬂ -2
2.5
-3 (b)
(a)
.IJ, 3.5 . |qrg‘r
A AN 02 Yrad \
\\\." e A . |OgrYx
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 1 1.5 2 25 35 4
log t logt

Fonte: Winter, Mourao e Giuliatti Winter (2010).
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expandir a formulacdo matemadtica para o caso tridimensional, o qual serd visto no préximo capitulo.

3.2 METODO TRIDIMENSIONAL

Ao estudar a dindmica de corpos do sistema solar, nem sempre temos sistemas que sdo planares,
ou seja, hd muitos casos em que a inclinag¢do da orbita de tais objetos nao podem ser aproximadas para
zero. A formulagdo matemdtica anterior trata de sistemas bidimensionais. Embora seja uma ferramenta
extremamente ttil para encontrar a contribui¢ao radial do maximo ECL, ela ndo abrange todos os casos
do sistema solar. Para isso, neste capitulo serd apresentada a formulagdo tridimensional para encontrar
a contribui¢do radial do mdximo ECL em casos onde o tempo de Lyapunov é relativamente curto.

Sejam (X4, Y, Za, Vxa, Vya, Vza) as posigdes e velocidades do corpo original e (X, Yr, Zp,
Vxr, Vyr, Vzr) as posigdes e velocidades do corpo fantasma que percorre a trajetéria vizinha. Os
vetores de posi¢ao do corpo original e do fantasma, em coordenadas cartesianas, sdo dados por
ra = (Xa,Ya,Za) erp = (Xp,Yr, Zr). Lembrando que o maximo ECL pode ser calculado na
seguinte forma

e d(ir)
W—EZID< a ), (15)

onde a distancia no espago de fase € escrita como

d(ir) = [(XA — Xp)? + (Ya = Yp)? + (Z4 — Zr)?
1/2 (16)
+(Vxa — VXF)2 + (Vya — VYF)2 + (Vza — VZF)2:| .

Expandindo os seguintes termos
(X4 — Xp)? = X3 —2XXp + X7,

(Y —Yp)? =Y3 -2V, Yp + Y3,
(Za—Zp)? =25 =224 7p + 77

e lembrando que os mddulos dos vetores distancia do corpo original (r4) e do corpo fantasma (ry) em
relacdo a origem sdo dados por

ral = /X3 + Y2+ 22, (17)

vl = /X2 + Y2+ 22, (18)
podemos somar as expansées € reescrever Como
(Xa—Xp)24 (Ya—Yr)2+ (Z4 — Zp)?

(
= XA YR+ 2 XE YR+ 25— 2 X Xp + YaYE + ZaZr) (19)

= [eal o+ ref — 2
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Lembrando que o produto vetorial entre dois vetores pode ser escrito como

ra-rp = |ral|rp| cos(f), (20)

onde # é o angulo entre os vetoresr4 € rp.

Entdo, a distancia no espaco de fase pode ser reescrita como

d(ZT) = \/|I‘A|2 + |I‘F|2 —2r - Irp COS(@) + (VXA — VXF)2 + (VYA — VYF)Q + (VZA — VZF)2-

21
Vamos reescrever a Eq.21 na seguinte forma
d(it) = {\rAIQ + |rg[*(sin®(6) + cos?(#)) — 2r4 - rp cos(f)
12 (22)
+(Vxa = Vxr)? + (Voa— Vor)? 4+ (Vza — VZF)2‘| ;
que pode ser desenvolvida de acordo com os seguintes passos
d(it) = {|1"A|2 + |rg|? sin?(0) + |rp|? cos?() — 2r4 - rxcos(f)
o (23)
+(Vxa—Vxr)? + (Vea — Vop)? + (Vza — VZF)2:| ;
d(it) = [|rA|2 + |rg|* cos?(8) — 2r4 - rp cos(f) + |rg|| sin(6)]
(24)

1/2
+(Vxa — Vxr)? + (Vya — Vyr)? + (Vga — VZF)Q] ,

d(ir) = \/l[eal — [r[[ cos(0)[| + [rp|[sin(0)] + (Vxa — Vxr)? + (Vya — Vyr)? + (Vza — Vzr)?,
(25)
A Eq.25 mostra algo interessante. Os dois primeiros termos da soma que ha dentro da raiz
quadrada mostram a soma do que parece ser a decomposi¢do do vetor rp no vetor r 4 € a componente
perpendicular do vetor rx. Com isso, podemos partir para o passo onde extraimos a componente radial
do méximo ECL. A ideia central deste desenvolvimento € escrever o maximo ECL usando apenas a
distancia radial, a qual devera ser extraida da distincia no espago de fase.
Agora vamos mostrar os passos para obter a componente radial do méaximo ECL. Como foi visto,
podemos encontrar os médulos das distancias do corpo original e do corpo fantasma, com relagdo a

origem do sistema de coordenadas, respectivamente, na seguinte forma

ral = /X3 + Y3+ 23, (26)

rrl = /X2 + YR+ 23, 27)

Vamos adotar o vetor r 4 como o vetor radial de referéncia. A ideia € avaliar o quanto rx vai variar,
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em moédulo, em relagdo ao vetor r 4, mas como r4 € o vetor radial de referéncia, entdo poderemos
comparar a variagdo do corpo fantasma em relagdo ao original. Para encontrar a contribui¢do radial do
maximo ECL, precisamos decompor rz em r4 € ver quanto o vetor radial do corpo fantasma variou

em relacdo ao vetor radial do corpo original. A Figura 10 mostra o esquema grafico.

Figura 10 — Esquema para representar 0s vetores r 4 € r'x € as suas respectivas trajetorias.

Fonte: Produgdo do préprio autor.

O angulo entre r 4 e rx € dado por

AG, = cos™* <M ) ) (28)

ealler]

Com isso, podemos encontrar a projecao de rr em r 4 fazendo
dproj = |tr|cos(AG,). (29)

A Figura 11 mostra, em vermelho, a representagio de d,,,;. Sendo assim, a distancia radial € dada

pela diferenca entre r 4 € dp,,;, Ou seja
dyaqg = ||ra| — |rr| cos(AB,)]. (30)
Consequentemente, podemos encontrar a distancia perpendicular entre r4 € rz na seguinte forma
d; = |rp|sin(A6,). (31)

Lembrando que

g d(ir)
2 @2
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Figura 11 — Projecdo de r» em r 4 para separar a contribui¢do radial do maximo ECL.

e

»

Fonte: Produgado do préprio autor.

» Ia

Finalmente, a contribuicio radial do médximo ECL, que também poderd ser chamado de "Lyapunov

Radial", é dada por
k )
1 drad<27-)
ad = — In [ 222}, 33
Yrod = 7 ; n ( > ) (33)

Percebemos que a distancia radial j4 estd inserida na distancia no espaco de fase de acordo com a
Eq.25. A ideia até aqui € avaliar somente essa componente separada do resto, € ver o quanto ela se
aproxima do valor real do maximo ECL, ou o maximo ECL completo. Para encontrar o maximo ECL
sem a contribui¢ao radial, que também podera ser chamado de "Lyapunov Resto"ou apenas "Resto",

basta excluir a distancia radial da Eq.(25), ou seja,

L d, (i7)
Y= ZZln (d—o) : (34)

onde d € a distancia inicial que separa as 6rbitas de Atlas e Atlas fantasma e

1/2

d.(it) = [[dL(T)* + (Voa — Vi) + (Vyu = Via)* + (Vaa — Vig)?] (35)

Com isso, espera-se que, se o sistema apresenta um regime de caos confinado, a Eq.(33) seja muito
menor do que os valores obtidos pela Eq.(32), e que a Eq.(34) apresente valores mais proximos do

maximo ECL.
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4 METODOLOGIA

Para realizar as integragdes numeéricas para o caso Atlas, foi utilizado o integrador GAUSS-
RADAU, desenvolvido por Everhart (1985).0 trabalho de Cooper et al. (2015) trouxe um estudo
sobre o caos de Atlas, onde foram adotadas as condic¢des iniciais das integracdes na seguinte época:
2454252.50075446 JD TDB (1 de Junho de 2007, as 00:00:00.0 UTC). A fim de comparar os nossos
resultados com os resultados encontrados por eles, e de avaliar a contribui¢ao radial no movimento
cadtico de Atlas, todas as condi¢des iniciais usadas nesse trabalho também foram tomadas em 1 de
Junho de 2007, as 00:00:00.0 UTC. As posi¢Oes e velocidades das condi¢des iniciais foram extraidas
do JPL Horizons para essa época. Para extrair todas as coordenadas, nds consideramos o centro do
sistema de coordenadas cartesiano no centro de Saturno, com o plano x-y localizado ao longo do seu
equador, e o eixo z ao longo do polo norte de Saturno.

As tabelas 1 e 2 mostram todas as condig¢des iniciais para cada satélite envolvido nesse estudo.
Assim como Cooper et al. (2015), foram realizadas integracdes no sistema de 3 corpos, contendo
Saturno, Atlas e Prometeu, porém neste trabalho foram feitas integragdes usando o sistema de 5 corpos,

contendo Saturno, Atlas, Prometeu, Pandora e Mimas.

Tabela 1 — Posicoes retiradas do JPL Horizons para a época 2454252.50075446 JD TDB (1 de Junho
de 2007 as 00:00:00.0 UTC), onde o centro de coordenadas esta localizado no centro de
Saturno, com o plano x-y ao longo do equador do planeta, e o eixo z na mesma dire¢do do

polo norte.
’ | Posicao (km) ‘
Atlas
X 8.906558866712821-10%
Y -1.047730525162559-10°
Z -5.232363527045891
Prometeu

X 8.819608548135853-10*
Y 1.082601236696416-10°
Z -1.005150868315468-10"

Pandora
X 2.628002001934099-10*
Y -1.396503290056520-10°
Z -1.052551033149084-10?

Mimas
X -1.281298230245274-10°
Y 1.387520241317965-10°

Z 2.889491311051997-103

Fonte: Produgao do Préprio Autor.

As integracdes numéricas do problema de 3 corpos realizadas por Cooper et al. (2015) foram
suficientes para mostrar a caoticidade de Atlas. Logo, a perturbacdo causada por Prometeu em Atlas ja
¢ suficiente para causar irregularidades em sua Orbita. Para ser consistente com o trabalho desenvolvido

por Winter, Mourdo e Giuliatti Winter (2010), o tempo escolhido para cada passo de integracdo foi de
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Tabela 2 — Velocidades retiradas do JPL Horizons em 2454252.50075446 JD TDB (1 de Junho de 2007
as 00:00:00.0 UTC), onde o centro de coordenadas esta localizado no centro de Saturno,
com o plano x-y ao longo do equador do planeta, € o eixo z na mesma dire¢do do polo
norte.

| | Velocidade (km-s™!) |

Atlas

Vx 1.268791452210001-10!

Vy 1.079208341123546-10!

Vy 2.399153952759026-10~4
Prometeu

Vx -1.278314052022474-10"

\% 1.043946959628510-10!

Vy 1.689500778111253-1073
Pandora

Vx 1.606042898477623-10!

%% 3.074416688732564

Vy 7.509997929307122-10~3

Mimas
Vx -1.040629135325750-10*
% -9.450700257680051

Vz -3.165819028912453-10*

Fonte: Produgdo do Préprio Autor.

10 periodos orbitais de Prometeu. O tempo total de integracdo para avaliar o Expoente de Lyapunov
foi de 107 perfodos orbitais de Prometeu, o que é aproximadamente 16 mil anos. Para poder calcular
as distancias no espago de fase, todas as coordenadas de posi¢ao e velocidade foram normalizadas pelo
semieixo maior (139350 km) de Prometeu e o seu periodo orbital (0.6 dias). A distancia da separacao
inicial entre Atlas e o Atlas fantasma, ou seja, o dy que aparece nas equacdes descritas anteriormente,
foi de 107 vezes o semieixo maior de Prometeu.

Para realizar a integragdo numérica, os efeitos originados da forma ndo esférica de Saturno foram
considerados. Levamos em conta os harmonicos esféricos .J5, J4 € Js. As componentes da forga
gravitacional que um corpo experimenta ao orbitar um corpo oblato em cada uma das componentes

considerando J2, J4 e J6 é dada por:
GM 3 2 4
F=— {1+ J2—< - 2—2) ——J4— (1—14z—2+21z—4)
73 r r

105 1 22 1 143,
+ o <+9Z——33Z—+ Z)]x

16 3 72 ré 516

R? 2 1 R4 52 4
1430 (152 ——5J4— 1—14—+21—
2 “r2 r2 8 " rt

105 R"( 22 24 14326)}

G, {
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GM, 3 R 22 5 R 22 24
F =— p{ —J2—<3 52 )—§J4—<25—7O +63= )

105 R (7 22 231z% 14326 >]
+ z.

Ty 212 —
167676 (3752 5 576

A tabela 3 mostra os dados utilizados para Saturno em todas as integragdes. Vale ressaltar que, para
simplificar os cdlculos, as massas dos satélites foram normalizadas pela massa de Saturno, portanto, a

massa de Saturno nas integracdes € igual a 1.

Tabela 3 — Constantes de Saturno usadas nas integragdes numéricas.

’ Constantes de Saturno ‘
GM(km?- s~?) 3.793120706585872-10"

Raio (km) 60330
Jo 1.629084747205768-10~2
Jy -9.336977208718450 -10~*
Jg 0.643662444877887-10~°

Fonte: Extraidos de Cooper et al. (2015).

Por fim, para realizar a conversdo dos vetores de estado em elementos geométricos € necessario
levar em conta os harmonicos esféricos (RENNER; SICARDY, 2006). Esse passo foi feito para realizar
a comparacao dos nossos resultados com os resultados obtidos por Cooper et al. (2015).

Para realizar as integra¢cdes numéricas para o caso Halley foi utilizado o pacote REBOUND e o
integrador ias15. A mudanca de pacote e integrador foi feita devido a facilidade que o REBOUND
traz para adicionar e trabalhar com uma quantidade elevada de corpos. As condicdes iniciais adotadas
nessa etapa foram tomadas do JPL Horizons, na mesma data em que Mufioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e
Pichardo (2015) tomaram, ou seja, no dia 1 de Outubro de 2012. O sistema adotado pelos autores €
formado pelo Sol e pelos planetas do sistema solar, exceto o planeta Merctirio, ou seja: Vénus, Terra,
Marte, Jupiter, Saturno, Urano e Netuno. Levou-se em conta também: Eris, Ceres, Orcus, Quaoar,
Varuna e Ixion.

O caso do cometa 1P/Halley € relativamente mais simples do que o caso Atlas por ndo foram
levados em conta os efeitos de achatamento planetario. Todos os corpos foram considerados como
massas pontuais.

O tempo escolhido para cada passo de integrac@o nesse caso foi de 100 anos, assim como fizeram
Muiioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e Pichardo (2015), e o tempo total de integragdo foi de 1 milhdo de
anos. Para encontrar as distancias no espaco de fase e para poder calcular o maximo ECL, fizemos a
normalizacdo das coordenadas de posicdo pelo semieixo maior do cometa, que € de aproximadamente
2.66 x 10° km. A distAncia de separagio inicial entre Halley e o Halley fantasma foi de 10~ unidades
astronOmicas. Essa separacao inicial foi aplicada em cada uma das coordenadas de posi¢ao das
condi¢des inciais do cometa Halley.

Com isso, temos os dados para prosseguir com as simulagdes e os resultados, que serdo mostrados

no proximo capitulo.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo vamos apresentar os resultados obtidos nesta dissertacdo para os sistemas estudados

envolvendo o satélite de Saturno Atlas e o cometa Halley.

5.1 ATLAS

Como mencionado anteriormente, vamos realizar as integracdes de dois sistemas, um com trés e
outro com cinco corpos. Para saber se um sistema € cadtico ou ndo, precisamos computar o ECL para
os dois sistemas e analisar a contribui¢ao radial em cada caso.

Vamos considerar o sistema de trés corpos. Na Figura Figura 12, € mostrado o gréfico obtido a
partir das Egs.(32), (33) e (34), todas do capitulo 4. Os pontos em amarelo representam o miximo ECL
de Atlas, ou v dado pela Eq.(32). Os pontos em preto representam o maximo ECL sem levar em conta
a contribui¢do radial, que sdo dados pela Eq.(34). Analisando os dois resultados, podemos ver que
v € ¥, sdo muito proximos, e isso indica que, mesmo retirando a contribui¢do radial do Expoente de
Lyapunoyv, o sistema ainda permanece cadtico, ou seja, as irregularidades no movimento radial de Atlas
pode ser desprezado. Para melhor visualizar isso, mostramos os pontos em vermelho que representam
v, dado pela Eq.(33). Com isso € possivel ver que a contribui¢do radial do ECL para Atlas no sistema
com 3 corpos € ordens de magnitude menores do que o ECL completo. No inicio da integracdo nao é
possivel ver os outros pontos vermelhos devido ao fato de que seus valores sdo menores do que 10719,
Mesmo aparecendo algumas vezes durante a integragao, esses pontos indicam que o movimento radial
de Atlas ainda permanece sem irregularidades significativas.

O tempo de Lyapunov do Atlas para o problema de 3 corpos, depois de integrar por 107 periodos
orbitais, € de aproximadamente 8.9 anos, o qual é da mesma ordem do tempo de Lyapunov encontrado
por Cooper et al. (2015) € de aproximadamente 10 anos. Para esse sistema, Renner et al. (2016)
explicaram que o caos do movimento de Atlas € causado por um acoplamento ressonante (CER/LER)
com Prometeu.

O problema de 5 corpos também foi integrado, e os mesmos passos foram feitos para esse caso.
A Figura 13 mostra o maximo ECL, também representado pelos pontos amarelos, e 0os pontos pretos
que também representam o ECL sem a contribui¢do radial. Assim como anteriormente, 0s pontos
amarelos e pretos estdo muito proximos, mostrando que, mesmo retirando a contribuicao radial, o
ECL permanece praticamente inalterado. Neste caso, alguns pontos em vermelho, que representam o
contribuicdo radial do ECL, aparecem ao longo da integracdo, e também possuem ordens de magnitude
menores do que o ECL completo. Para esse segundo caso, o tempo de Lyapunov encontrado foi de
aproximadamente 9,4 anos, da mesma ordem do tempo encontrado por Cooper et al. (2015).

O maximo ECL dos dois sistemas que foram integrados anteriormente € o0 ECL sem a contribui¢ao
radial assumiram valores muito préximos uns dos outros, enquanto os valores do ECL do movimento
radial ficou ordens de magnitudes menor. Isso é uma indicacdo de que o caos de Atlas pode ser
confinado. Para confirmar isso, devemos analisar a evolucao do raio orbital de cada satélite ao longo

do tempo de integracdo. Na Figura 14, temos a variacao radial das orbitas de Atlas e Prometeu,
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Figura 12 — Expoente de Lyapunov para o sistema de 3 corpos. Os pontos em amarelo representam o
ECL de Atlas, dados por v, em preto representam o ECL sem levar em conta a contribui¢io

radial, dados por 7., € em vermelho a contribui¢do radial do ECL, dados por 7;..
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Fonte: Produg¢do do Préprio Autor.

Figura 13 — Expoente de Lyapunov para o sistema de 3 corpos. Os pontos em amarelo representam o
ECL de Atlas, dados por v, em preto representam o ECL sem levar em conta a contribui¢io

radial, dados por 7., € em vermelho a contribui¢do radial do ECL, dados por 7;..
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Fonte: Produg¢do do Préprio Autor.
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Figura 14 — Evolu¢do temporal da variacdo radial da 6rbita de Atlas e Prometeu, com rela¢do ao centro
de massa do sistema de 3 corpos. A distancia neste grafico € normalizada pelo semieixo
maior de Prometeu. A curva em azul corresponde a distancia radial de Atlas, e em verde,
a distancia radial de Prometeu.
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Fonte: Produgdo do préprio autor.

normalizadas pelo semieixo maior de Prometeu, no sistema de trés corpos. Nesse caso, o tempo de
Lyapunov € préximo de 8.9 anos, ou 5.4 mil periodos orbitais de Prometeu. Podemos notar na figura
que, entre 10% e 10° periodos orbitais, diversas protuberancias ocorreram na evolucio radial de Atlas,
e elas ocorreram de forma aperiddica, caracterizando um comportamento cadtico do satélite, assim
como foi mostrado por Cooper et al. (2015) e Renner et al. (2016). E valido notar que as variacdes
radiais apresentadas possuem amplitudes relativamente pequenas, e sdo aproximadamente 3 x 10?
vezes menor do que o semieixo maior de Prometeu.

Entre 10° e 107 perfodos orbitais, é possivel ver um acréscimo da ocorréncia de tais protuberancias
na variacao radial de Atlas. Essas pequenas irregularidades estdo de acordo com o aparecimento dos
pontos em vermelho na Figura 12. Entretanto, mesmo com a presencga desses pontos em vermelho, as
amplitudes da distancia radial de Atlas ndo possuem variagdes significativas. Mesmo apresentando
essas irregularidades, Atlas possui a sua érbita confinada entre 137.5 x 10 km e 137.8 x 103 km. Além
disso, a 6rbita de Atlas ficou confinada apds o tempo da integracdo ultrapassar o tempo de Lyapunov.

Na Figura 15, a mesma andlise foi realizada para o sistema de cinco corpos. As Orbitas de todos os
satélites permanecem bem comportadas e confinadas durante toda a integracdo numérica, mesmo apds
um tempo muito além do que o tempo de Lyapunov para esse caso, ou seja, 9.4 anos. Assim como
na Figura 14, a distancia radial de Atlas apresentou pequenas variagdes em sua amplitude, as quais
ficaram em torno de 103 vezes menor do que o semieixo maior de Prometeu. Além disso, a sua Orbita
ficou confinada numa regido de aproximadamente 0.6 x 10? km de comprimento.

A Figura 16 € apresentada no trabalho de Cooper et al. (2015) e mostra evolu¢do temporal do
semieixo maior de Atlas e de sua excentricidade.

Os autores fizeram a integracdo numérica partindo de 1 de Janeiro de 2000 até 1 de Janeiro de
2020. Para encontrar a variacdo do semieixo maior e excentricidade, os autores usaram o método

desenvolvido por Renner e Sicardy (2006), que leva em consideragdo as perturbacoes devido a ndo
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Figura 15 — Evolugdo temporal da variacio radial da 6rbita de Atlas, Prometeu, Pandora e Mimas com
relag@o ao centro de massa do sistema de 5 corpos. A distancia neste grafico é normalizada
pelo semieixo maior de Prometeu. A curva em azul corresponde a distancia radial de Atlas,
em verde a distancia radial de Prometeu, em vermelho a distancia radial de Pandora e em
amarelo a distancia radial de Mimas. Um zoom foi inserido no grafico para uma melhor

visualizacdo.
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Fonte: Produg¢do do préprio autor.

Figura 16 — Evolucdo do (a) semieixo maior e (b) excentricidade de Atlas no sistema de 3 corpos, a
partir de 1 de Janeiro de 2000, usando as condi¢des iniciais correspondentes aos da tabela
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Figura 17 — Evolucdo do (a) semieixo maior e (b) excentricidade de Atlas no sistema de 3 corpos,
a partir de 1 de Janeiro de 2000, usando as condi¢des iniciais da tabela 1. As curvas
apresentadas sdo muito similares com as curvas apresentadas por Cooper et al. (2015).
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esfericidade de Saturno. Os dois elementos geométricos apresentaram variacdes aperiddicas no sistema
de 3 corpos. No presente trabalho também foi feita a evolucao temporal desses elementos geométricos
para o sistema de 3 corpos, também utilizando o algoritmo de Renner e Sicardy (2006). As Figuras 17a
e 17b mostram a evolugdo dos dois elementos geométricos ao longo do tempo. A reproducdo possui
boa aproximacao com os resultados encontrados na Figura 16.

O comportamento irregular dos elementos orbitais estdo de acordo com com a variagdo das
amplitudes encontradas na evolucao temporal da distancia radial de Atlas. Portanto, com base nos
resultados obtidos na Figura 12, € possivel concluir que, mesmo que os elementos geométricos
apresentem irregularidades em sua evolucao temporal, a sua contribui¢do no movimento cadtico de
Atlas é muito pequena, vide resultados envolvendo o ECL.

ApOs todas as andlises envolvendo o ECL e a evolucdo do raio orbital, finalmente podemos concluir
que o comportamento de Atlas se encaixa na definicao de caos estdvel lancada por Milani e Nobili
(1992). O tempo relativamente curto de Lyapunov e as pequenas variacdes nas amplitudes da distancia
radial motivaram o estudo do movimento angular de Atlas, o qual serd apresentado abaixo.

Como o plano orbital de Atlas possui uma inclinagdo pequena, é possivel calcular sua posi¢cao

angular aproximada na drbita usando a relacao trigonométrica

0 = tan™* (;;—’:) (1)

em cada passo de integracdo. Esse resultado é chamado de evolucao angular original, pois ela parte das
condig¢des iniciais mostradas na tabela 1. Agora, uma pequena variacdo = 1072 km (ou equivalente
a 1077 vezes o semieixo de Prometeu) é introduzida na coordenada x das condi¢des inciais de Atlas.
Esse passo € realizado para detectar a sensibilidade a condi¢des iniciais do movimento angular. Esse
caso serd chamado de evolugao angular alterada. Como j4 foi visto, uma das definicdes de sistemas
cadticos € baseada na sensibilidade as condicdes iniciais. Entdo, se 0 movimento angular é cadtico,

é esperado que os valores dos angulos # da evolugdo original e da evolugdo alterada sofram uma
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Figura 18 — Diferenca da evolug¢do angular no tempo de Atlas no sistema de 3 copos. (a) O grafico
mostra a diferenca angular de Atlas entre a evoluc¢io angular original e a evolu¢do angular
alterada. (b) Zoom do gréfico (a) em um intervalo de tempo.
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divergéncia entre si, € passem a assumir valores completamente distintos ao longo do tempo.

Para detectar essa divergéncia entre as posicdes angulares, foram realizadas as integragdes numéri-
cas e, em cada passo de tempo, foram medidas as diferencas entre os valores angulares da evolucao
angular original e da evolugdo angular alterada. Caso o sistema ndo seja cadtico angularmente, é
esperado que a diferenca entre os dois valores angulares seja relativamente pequena.

Na Figura 18a € apresentada a diferenca entre a posi¢do angular da evolugdo original e da evolucio
alterada para o sistema com 3 corpos. Para tempos de integracao menores do que o tempo de Lyapunov
para esse caso, ou seja, tempos menores do que log(t) ~ 3.37, a diferenca entre as posi¢des angulares
¢ relativamente pequena e possui pouca variacao durante a integracdo. Isso quer dizer que mesmo com
uma pequena variacao nas condi¢des iniciais, e para tempos de integracdo menores do que o tempo de
Lyapunov, o sistema permanece regular. Porém, para tempos de integracdo maiores do que o tempo de
Lyapunov, a diferenca entre as posi¢des angulares passa a crescer, e essa divergéncia dos resultados
indica que Atlas passa a ter uma imprevisibilidade na sua posi¢ao angular, ou seja, o sistema passa
a ser cadtico. Com isso, podemos inferir que o caos indicado pelo maximo ECL € principalmente
constituido pelo caos angular do satélite, e, apds um determinado tempo, o sistema perde a memoria, e
com isso ndo podemos saber onde Atlas estard em sua prépria Orbita.

Para log(t) = 6.0, a posi¢éo angular do caso original, ou sem a pequena mudanga nas condi¢oes
iniciais, foi de aproximadamente —109°, enquanto que, para o caso alterado, com a varia¢ao nas
condicdes iniciais, a posicao angular encontrada foi de aproximadamente —173°. A diferenca angular
nesse instante de tempo foi de aproximadamente —64°.

Na Figura 18b, as oscilagdes em A comecam a ocorrer, ainda que em pequenas amplitudes, apos
log(t) =~ 3.7, que é préximo do tempo de Laypunov encontrado para esse sistema.

A Figura 19a mostra que 0 mesmo ocorre para o sistema com cinco corpos. Porém, nesse caso, a
diferenga angular comeca a divergir, mesmo que em pequenas amplitudes, a partir de log(¢) ~ 3.75,
também préximo do tempo de Lyapunov para esse caso, o qual foi encontrado a partir da Figura 13.

Antes da integragdo atingir o tempo de Lyapunov, a diferenca entre as duas posi¢des angulares é da
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Figura 19 — Diferenca da evolucao angular no tempo de Atlas no sistema de 5 corpos. (a) O grafico
mostra a diferenca angular de Atlas entre a evoluc¢io angular original e a evolu¢do angular
alterada. (b) Zoom do gréfico (a) em um intervalo de tempo.
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ordem de 10~2. A diferenca expressiva entre os dois valores angulares passa a ocorrer por volta de
log(t) ~ 4.0. Em log(t) ~ 4.7, a posi¢ao angular para a evolugdo original é de aproximadamente 46°,
enquanto que, para a evolugdo alterada, a posi¢do angular é de aproximadamente —92°, e a diferenga
angular entre esses dois casos é de aproximadamente —138°.

Na Figura 19b, as oscilagdes em Af comecar a ocorrer ap6s log(t) ~ 3.7, e assim como foi no
sistema de trés corpos, esse tempo também € proximo do tempo de Lyapunov encontrado na Figura 13.

E interessante notar as subidas e descidas na evolu¢do do comportamento angular no sistema de
trés corpos entre log(t) = 5.0 e log(t) = 7.0. O aumento de Ad indica que a evolugdo angular alterada
assume valores maiores do que a evolucgdo angular original. Quando A6 decresce, o inverso acontece.

Esse tipo de comportamento ocorre de forma irregular, sem um padrao periddico de repeticao para
as amplitudes da varia¢ao angular. E de acordo com os resultados obtidos anteriormente, podemos
ver que o caos radial existe, porém a sua contribui¢do no ECL € desprezivel. A principal contribui¢do
do caos medido vem do movimento angular de Atlas, como mostrado pela sensibilidade as condi¢des
inicias. Portanto, o caos angular esté inserido em +,, mas ainda segue sendo um desafio encontrar
uma forma explicita para calcular apenas a contribui¢ao angular do ECL tal como foi feito com a
contribui¢do radial.

Como foi mostrado em Renner et al. (2016), para o problema de trés corpos contendo Saturno,
Atlas e Prometeu, a evolu¢cdo dos argumentos ressonantes apresentam um comportamento cadtico.
A partir das Figuras 18a e 19a do presente trabalho, nés podemos ter uma nocdo do movimento
cadtico dos argumentos ressonantes, pois como as longitudes apresentam um comportamento cadtico, €
esperado que os angulos ressonantes para esse mesmo sistema também apresentem um comportamento
cadtico.

A relevancia desses primeiros resultados da dissertacdo estdo no fato de que, assim como o
comportamento de Prometeu e Pandora descrito por Goldreich e Rappaport (2003), Atlas também
apresenta uma diferenca em sua posi¢ao angular quando ha uma pequena variacao em suas condi¢des

iniciais. Os resultados apresentados aqui mostram que esse tipo de diferenca aparece mesmo quando o
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problema € relativamente simples, como foi o caso do problema com apenas trés corpos. O método
tridimensional funcionou para esse estudo, mostrando que o caos apresentado é confinado.
O anexo A contém a publicacdo dos resultados obtidos para o satélite Atlas no periédico Montlhy

Notices of Royal Astronomical Society.

5.2 HALLEY

Como j4 foi visto, o cometa Halley tem uma dindmica cadtica e, como foi apresentado no trabalho
de Mufioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e Pichardo (2015), tem um tempo de Lyapunov relativamente curto.
Nesta se¢do vamos mostrar os resultados obtidos para o cometa levando em conta que, ao contrario do
satélite Atlas, a 6rbita do Halley possui uma elevada excentricidade e inclinagdo. Além disso, devemos
levar em consideracao que o cometa cruza as Orbitas dos planetas do sistema solar diversas vezes. Com
isso, pretendemos verificar como o método vai responder quando aplicado em casos mais extremos
como do Halley, além disso buscamos tentar entender o caos do cometa analisando as componentes
separadas do maximo ECL.

Para este caso, o sistema que vamos utilizar € o mesmo utilizado por Mufioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz
e Pichardo (2015), o qual contém o Sol, os planetas do sistema solar, exceto Mercurio, e os planetas
andes. Primeiramente, precisamos calcular o maximo ECL, para poder fazer a comparagdo com
os resultados obtidos por Munoz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e Pichardo (2015). A Figura 20 mostra os
resultados para o comportamento do maximo ECL ao longo do tempo obtido pelos autores. O tempo
de integracdo utilizado por eles é de aproximadamente 3100 anos, o que é um pouco mais do que 40
periodos orbitais do cometa Halley. O tempo de Lyapunov encontrado por eles € de aproximadamente
70 anos. O tempo de Lyapunov encontrado € relativamente curto para esse periodo de integragao.
Para obter uma visdo mais detalhada de como se comporta 0 maximo ECL ao longo do tempo, neste

trabalho vamos fazer as integracdes por 1 milhdo de anos.

Figura 20 — Gréfico do log v em fun¢do de log ¢ para seis tipos de variagdes nas condi¢des iniciais.
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Para isso, seguiremos o mesmo método adotado por Mufioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e Pichardo
(2015) para calcular o méximo ECL: aplicar uma pequena variacao em uma condi¢do inicial por vez
em cada integragdo, ou seja, primeiro somamos somente dy na condicao inicial X e deixamos as
outras varidveis na forma original para depois integrarmos. Depois somamos d na condi¢ao inicial
Y, e matemos as outras condi¢des inciais sem alteracdo para a integragdo. O mesmo € feito com a
coordenada Z somando d; e integrando.

Com isso, obtivemos trés resultados distintos para a evolu¢do do mdximo ECL no tempo. Em cada
uma delas, aplicamos a aproximac¢ao matematica para separa a parte radial do maximo ECL completo
e avaliamos o quao préximo uma estéd da outra.

As Figuras 21, 22 e 23 mostram a evolu¢dao do méximo ECL ao longo do tempo para os trés casos
comentados. Como podemos ver nessas trés figuras, hé regides onde v, (pontos em preto) se aproxima
de v (pontos em amarelo), assim como ocorreu no caso Atlas, mas € possivel ver um descolamento
entre os dois resultados apés um determinado tempo. Mesmo ocorrendo esses descolamentos, ainda
percebemos que -, estd préximo de . Isso pode estar indicando que ha contribui¢do do caos angular,
assim como ocorreu com Atlas. Além do mais, podemos ver que, ao contrdrio do que foi estudado com
Atlas, nessas figuras temos que a contribuicao radial do maximo ECL nao € desprezivel. Porém, nao
estamos trabalhando com um caso circular, como foi com Atlas. Como j4 foi dito, a érbita do cometa
Halley € altamente excéntrica, entdo naturalmente o0 movimento sobre esse tipo de Orbita apresenta
maior variagdo radial do que no caso circular. Porém, ter uma variacao radial grande nao significa ter
um caos radial. Esse ¢ um problema que precisa ser trabalhado nesse novo estudo.

Na Figura 21 temos a marcagdo de duas setas em roxo com a marcagao dos numeros 1 e 2. Essas
marcacoes foram feitas para destacar dois instantes importantes na evolu¢do do maximo ECL e suas
componentes ao longo do tempo. A seta nimero 1 estd apontando para um salto que ocorre nos trés
resultados mostrados. Adiante serd mostrado um breve estudo sobre encontros proximos do cometa
Halley com o planeta Jupiter, o que pode explicar a ocorréncia dos saltos. A seta niimero 2 aponta
para o inicio do descolamento entre v e v,. Apds a seta nimero 2, ¥ € 7, parecem decair de modo
semelhante, enquanto que -y, decai mais rapido e se aproxima cada vez mais de y,.. Assim como foi dito
anteriormente, mais adiante serd mostrado que alguns encontros préximos ocorrem aproximadamente
no mesmo tempo em que o descolamento comegou a ocorrer, podendo ser um dos motivos para esse
comportamento acontecer.

Além disso, chama atenc¢do a divergéncia do comportamento de v, nos trés resultados. Para fins de
comparagdo, o tempo de Lyapunov para a condicio inicial Y + d é de aproximadamente 97 anos, da
mesma ordem daquele encontrado por Muiioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e Pichardo (2015). Para X + d,
temos que 77, =~ 77 anos e para Z + dy ~ 68 anos. Percebemos, entdo, que os tempos de Lyapunov
sdo menores do que duas vezes o periodo orbital do cometa Halley.

A Figura 24 mostra a variacao radial do cometa, considerando o Sol na origem do sistema de
coordenadas. Os valores de distancia foram normalizados pelo semieixo maior da 6rbita do Halley.
Primeiramente € valido observar que por volta de log(t) ~ 3.5 temos o inicio de varia¢des radiais
considerdveis da 6rbita do cometa Halley. A partir dai, a variacao radial passa a oscilar de forma

irregular durante todo o resto da integra¢do, com a amplitude do movimento chegando em um pouco
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Figura 21 — Expoente de Lyapunov para o cometa Halley para X + d;. Os pontos em amarelo
representam o ECL do Halley, dados por v, em preto representam o ECL sem levar em
conta a contribui¢do radial (ou resto), dados por ., € em vermelho a contribui¢do radial
do ECL, dados por 7.
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mais de duas vezes a amplitude inicial do seu movimento. Por fim, podemos ver os cruzamentos da
orbita de Halley com as orbitas de Jupiter acontecendo em diversos instantes de tempo.

Muiioz-Gutiérrez, Reyes-Ruiz e Pichardo (2015) e Boekholt et al. (2016) mostraram que Jupiter
possui uma grande influéncia perturbativa no movimento cadtico do cometa Halley. A Figura 25 mostra
a distancia entre Halley e Jupiter, em preto, e o raio de Hill de Jupiter em azul (aproximadamente
53 milhdes de quildmetros). A ideia desse passo € ver quando ocorrem 0s encontros proximos entre
Halley e Jupiter usando o raio de Hill como referéncia. A Figura 26 apresenta um zoom préximo
ao raio de Hill para mostrar quando que a distincia entre os dois corpos sdo iguais ou menores do
que esse valor. A partir daf, podemos ver que, em aproximadamente log(t) ~ 3.5, ocorrem encontros
préximos entre os dois corpos. Entre log(t) = 4.0 e log(t) = 5.0 os encontros sdo menos frequentes,
mas ainda ocorrem. A partir de log(tf) = 5.0, os encontros ocorrem com mais frequéncia. Esses
resultados podem indicar que os saltos e os descolamentos ocorridos nas Figuras 21, 22 e 23 podem
ser ocasionadas por encontros proximos entre Halley e Jupiter. Essa foi uma anélise preliminar, e
por questdes de custo computacional, o tempo de saida das integracdes foi de uma semana e apenas
procuramos por encontros proximos entre Halley e Jupiter. Para completar a anélise, serd necessario
reduzir o passo de saida e ver os encontros com outros planetas, como Saturno, Terra e Vénus. Essa
etapa serd futuramente realizada.

A Figura 27 mostra a variagdo do pericentro e do apocentro da 6rbita. Podemos perceber que
a variacdo do pericentro € relativamente pequena ao longo do tempo. Na figura foi assinalado um
ponto que chama atencao, que € indicado pela seta e mostra um salto na evolugao do apocentro. Se

compararmos o tempo em que a seta indica esse salto com o que é mostrado na Figura 26, percebemos
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Figura 22 — Expoente de Lyapunov para o cometa Halley Y + d;. Os pontos em amarelo representam
o ECL do Halley, dados por ~, em preto representam o ECL sem levar em conta a
contribui¢do radial (ou resto), dados por -, € em vermelho a contribui¢do radial do ECL,
dados por 7,.
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que possivelmente a grande variagdo do apocentro € ocasionado por um encontro préximo do cometa
com o planeta Jupiter.

Agora, precisamos avaliar a evoluc¢do angular do cometa. O procedimento adotado € um pouco
diferente daquele que foi usado no caso do Atlas, pois agora temos que a inclinacdo orbital € bem mais
elevada. Fizemos, entdo, a integracao do sistema original a cada 100 anos. Em paralelo, fizemos a
integracdo do mesmo sistema, mantendo as mesmas condicdes iniciais, variando somente a condi¢ao
inicial em Y, ou seja, Y + dy. Queremos saber a diferenca angular entre a primeira e a segunda
integracdo, também com o intuito de saber a divergéncia da posi¢ao angular apds aplicar uma pequena
diferenca nas condic¢des iniciais. Aplicando a Eq.28, encontramos a diferenga angular entre o Halley
dos dois sistemas, onde o sub-indice A representa os dados do sistema original e o sub-indice F’
representa os dados do sistema com a variagao nas condi¢des iniciais.

Em cada passo de integracdo, calculamos a diferenca entre as posicdes angulares do Halley e do
Halley fantasma. Se essa diferenca for relativamente pequena, préximo de d, entdo podemos concluir
que uma pequena alteragcdo nas condi¢des iniciais nao produzem defasagens angulares, logo, ha boa
previsibilidade de onde e quando o corpo vai estar em sua 6rbita no futuro. O contrario ocorre quando
a diferenca angular passa a ser considerdvel. Ou seja, produzir grandes diferencas angulares para uma
pequena diferenca nas condi¢des iniciais mostra que o movimento angular também é cadtico.

A Figura 28 mostra Af em func¢do do tempo a cada 100 anos. Podemos perceber que até perto
de log(t) = 3.2, a variag@o angular é préxima de zero, logo depois hd o crescimento da varia¢ao
até atingir aproximadamente 180° de diferenga perto de log(t) ~ 5.5. Isso quer dizer que, em

determinado momento, os corpos estarao em lados opostos da mesma 6rbita. A figura nos mostra que
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Figura 23 — Expoente de Lyapunov para o cometa Halley Z +dj. Os pontos em azul representam o ECL
do Halley, dados por «, em preto representam o ECL sem levar em conta a contribui¢ao
radial (ou resto), dados por -, € em laranja a contribuicdo radial do ECL, dados por .
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o comportamento angular do cometa Halley € cadtico, tal como ocorreu com Atlas. A figura também
mostra 0s tempos em que ocorreram os encontros proximos entre o cometa Halley e o planeta Japiter
e que estdo representados pelos pontos em preto. Podemos observar que préximo de log(t) = 3.5
temos um salto em Af. Nesse mesmo tempo ocorre o encontro préximo com Jupiter, que afeta
significativamente a érbita do cometa, assim como foi visto na variagao radial. Logo, ao contrario do
que ocorreu com Atlas, a variacdo angular ndo tem o crescimento suave até atingir a evolugao irregular,
ela tem saltos pois estd sendo influenciada pela ocorréncia do encontro préoximo.

Como foi citado anteriormente, faz-se necessario a realizacdo de mais simula¢des para encontrar 0s
outros encontros préximos com Vénus, Terra e Saturno. Uma vez feita esse levantamento de quando
ocorrem os encontros proximos, vamos poder ter uma visao mais precisa se sdo esses encontros que

estdo causando os outros saltos na variacdo angular.



49

Figura 24 — Evolucdo temporal da variacio radial da érbita do cometa Halley e dos planetas Japiter e
Terra com o Sol na origem. A distancia neste grafico é normalizada pelo semieixo maior
de Halley. A curva em preto corresponde a distancia radial de Halley, em azul a distancia
radial de Jupiter, em vermelho a distancia radial da Terra.
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Figura 25 — Evolugdo temporal da distancia entre o cometa Halley e o planeta Jipiter e a sua compara-
cdo com o raio de Hill de Jupiter.
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Figura 26 — Zoom da evolucdo temporal da distancia entre o cometa Halley e o planeta Japiter e a sua
compara- ¢ao com o raio de Hill de Jupiter.
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Figura 27 — Evolugdo temporal do pericentro e do apocentro da orbita de Halley. Em preto representa

Distance [au]

a evolucdo do apocentro e em vermelho a evolugdo do pericentro.
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Figura 28 — Diferenc¢a da evolug@o angular no tempo do Halley. O gréifico mostra a diferenga angular
de Halley entre a evolucao angular original e a evolug@o angular alterada. Os pontos em
preto representam onde ocorreram os encontros proximos entre Halley e Jupiter.
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6 CONCLUSOES

O caos estavel € um comportamento que j4 foi detectado no movimento de varios corpos menores
do Sistema Solar. Este tipo de fendmeno € caracterizado por fazer com que os corpos apresentem
estabilidade radial e um tempo de Lyapunov relativamente curto. Neste trabalho, foi apresentada
uma abordagem tridimensional para detectar a contribui¢do radial do maximo ECL em sistemas que
possuem caos estdvel.

Também foi feito um teste da abordagem usando o satélite Atlas, que tem um tempo de Lyapunov
relativamente curto, em dois sistemas dinamicos diferentes. Primeiro, a abordagem mostrou que a
contribuicdo cadtica para a direcao radial do movimento do Atlas € insignificante e, portanto, o satélite
deve apresentar uma distancia radial confinada ao longo do tempo.

Foi mostrado também que, apesar de ter uma natureza cadtica, a 6rbita do satélite permaneceu
confinada ao longo dos 107 periodos orbitais do Prometeu. Portanto, mostramos como a posi¢do radial
do Atlas se comportou ao longo do tempo.

O comportamento angular € sensivel as condi¢des iniciais, € apds passar um tempo aproximado de
17, as posi¢oes angulares para dois casos com condi¢des iniciais muito proximas divergiram. Este tipo
de comportamento € semelhante ao movimento angular de Prometeu e Pandora.

Portanto, foi possivel mostrar que mesmo com uma distancia radial quase regular durante um deter-
minado tempo, o comportamento ainda € cadtico devido a influéncia da sensibilidade das condi¢des
iniciais na descricdo da posi¢ao angular apds o tempo de Lyapunov.

Os resultados para o satélite Atlas mostraram que o método tridimensional respondeu bem para
situacdes onde a 6rbita do corpo possui pequenas excentricidades e inclinagdes.

Depois foi realizado o estudo para o cometa 1P/Halley, que apresenta um tempo de Lyapunov
curto, aproximadamente um periodo orbital. Esse caso serve como um teste para expandir o método
tridimensional para situacdes onde a inclinacio da 6rbita € elevada e a sua excentricidade nao pode ser
considerada circular.

O objetivo, entdo, foi avaliar as contribui¢des do maximo Expoente de Lyapunov e tentar entender
a dindmica cadtica do cometa.

Também foi apresentada a variac@o radial do cometa, mostrando que a mesma oscila de forma
irregular e que pode ser devido a influéncia dos encontros proximos com Jupiter e/ou outros planetas.

E por fim, foi realizado o estudo do caos angular do cometa. Assim como Atlas, o cometa Halley
tem um comportamento angular cadtico. Entretanto, a variagdo angular apresenta saltos expressivos e
ndo suave. Assim como na variagdo radial, espera-se que os encontros proximos tragam uma possivel
explicacdo para tal resultado.

Portanto, o préximo passo do presente trabalho é dar continuidade na busca pelos encontros

préximos e ao estudo do caos da dindmica do cometa Halley.
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ANEXO A - CONFINED CHAOS AND THE CHAOTIC ANGULAR MOTION OF ATLAS,
A SATURN’S INNER SATELLITE
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ABSTRACT

The dynamics of the Solar system exhibit inherent chaos and instability. Mathematical tools, such as the maximum Lyapunov
characteristic exponent (LCE) and Lyapunov time (71), play a crucial role in providing a qualitative understanding of chaos
within celestial objects, such as asteroids and moonlets. Celestial bodies with relatively small Lyapunov times have garnered
significant research interest due to their stable orbits, a phenomenon referred to as stable or confined chaos. Notable examples
include Saturn’s satellites: Atlas, with a Lyapunov time on the order of 10 yr, Prometheus, and Pandora. This work aims to
study the chaotic behaviour of the Atlas satellite and its relatively small 71.. We present a three-dimensional model approach
designed to isolate the radial contribution from the LCE and assess its influence within the LCE. Our investigation focuses on
the Saturn system, comprising Saturn itself, along with its satellites Atlas, Prometheus, Pandora, and Mimas. To estimate the
radial contribution of the LCE, we find the projection of the radial vector of a ghost Atlas (a slightly displaced Atlas) onto
the Atlas radial vector, which allows us to calculate the difference between the radial vectors. This methodology enables us to
estimate the radial contribution of the LCE and calculate the Lyapunov time. Remarkably, our results demonstrate that orbits
remain confined even for integration times exceeding 71 . Furthermore, we investigate the temporal behaviour of Atlas’ angular

position in its orbit, potentially shedding light on chaotic angular dynamics.

Key words: chaos—methods: numerical — celestial mechanics — planets and satellites: dynamical evolution and stability.

1 INTRODUCTION

Chaos is embedded in the dynamic evolution of the Solar system.
Laskar (1996) showed that the inner planets experience large-
scale chaotic behaviour. This behaviour is characterized by strong
variations in orbits, such as the behaviour of Mercury, which can be
ejected far away or even collide with a closer planet, such as Venus.

Mathematical tools have been developed over time to give a
quantitative and qualitative notion of the behaviour of dynamic
systems. One of them is the maximum Lyapunov characteristic
exponent (LCE), which measures the exponential divergence of
orbits that are initially very close together. For positive LCE values,
the analysed system is chaotic. For negative values, the system has no
signs of chaos, so it is regular. The inverse of the LCE results in the
Lyapunov time, 7}, which provides the time-scale for the system to
begin showing chaotic behaviour. A relatively short 77 indicates that
the chaotic system has a quick diffusion in the space. In general, this
suggests that there is a significant radial variation in the trajectory.

Soper, Franklin & Lecar (1990) showed that there is a connection
between the short Lyapunov time and the event time, or crossing
time 7§, i.e. the time that a body would take to cross the orbit of the
system’s largest perturber.

Morbidelli & Froeschlé (1996) related the Lyapunov time, 71, with
the macroscopic instability time, 7. The authors showed an analysis

* E-mail: lucas-soares.pereira@unesp.br

of two different regimes that relate the two times: the Nekhoroshev
regime and the resonant overlapping regime. The first regime shows
that the macroscopic instability time is exponentially related to the
Lyapunov time, i.e. Tz ~ exp(7L). In the second regime, the relation
between the two times is given in polynomial form 7 ~ TLﬁ , where
B is a positive coefficient.

In contrast to the expectation of significant orbital variations when
Lyapunov times are small, as seen when one body crosses another’s
orbit, there are bodies in the Solar system that have a stable orbit
over time, but indicators of chaos, such as the maximum LCE, show
that there is a presence of chaos in these movements. Some smaller
bodies in the Solar system point to a relatively short Lyapunov time,
on the orders of tens to thousands of years.

This type of behaviour was first observed by Milani & Nobili
(1992), where it was shown that the asteroid 522 Helga has a chaotic
behaviour, but has a short Lyapunov time, on the order of 6.900 yr,
and a stable orbit over time. The authors called this event stable
chaos.

Milani, Nobili & Knezevi¢ (1997) also carried out a study on
the presence of stable chaos in asteroids. The authors presented
several asteroids that have a relatively short Lyapunov time, where
T1. < 10000 yr, but that do not have significant variations in their
orbits.

The first analytical model to test the appearance of stable chaos
found by Milani et al. (1997) was developed by Lemaitre (1997).
The model was applied to the case of 490 Veritas and associated
asteroids, in addition to 564 Dudu.

© 2024 The Author(s).

Published by Oxford University Press on behalf of Royal Astronomical Society. This is an Open Access article distributed under the terms of the Creative
Commons Attribution License (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/), which permits unrestricted reuse, distribution, and reproduction in any medium,

provided the original work is properly cited.

20z Jequieoaq 61 U0 158N Aq 62€209./2101/2/6ZS/910IE/SEIuW/WOo0"dNo"dILUSPEoE/:SAJIY WOI) POPEOJUMO(


http://orcid.org/0009-0004-7941-9388
mailto:lucas-soares.pereira@unesp.br
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

McGhee et al. (2001) presented a difference in the longitudes of
Saturn’s satellites Prometheus and Pandora. The data showed that
Prometheus had a delay of 18282 £ 0204 in its longitude. Pandora
was found in a forward position relative to Voyager’s ephemeris.
Goldreich & Rappaport (2003) showed that the Prometheus and
Pandora satellites have chaotic behaviour. They showed that the
Lyapunov exponent for the Prometheus—Pandora system is on the
order of 0.3 and the chaotic behaviour is due to a mean motion
resonant interaction between the two satellites.

Spitale et al. (2006) showed that Atlas, one of Saturn’s satellites,
is significantly perturbed by Prometheus, and less so by Pandora.
These two satellites have chaotic behaviour, which motivated the
search for the same type of orbital behaviour for Atlas. Cooper
et al. (2015) showed that Atlas has a Lyapunov time of ~10 yr
for two different systems: Saturn, Atlas, and Prometheus and Saturn,
Atlas, Prometheus, Pandora, and Mimas. The authors showed that the
chaotic behaviour is a direct consequence of the 54:53 resonant inter-
action with Prometheus. Renner et al. (2016) have confirmed that the
origin of the Atlas chaos is due to the coupling resonant interaction,
corotation eccentricity resonance (CER) and Lindblad eccentricity
resonance (LER), with Prometheus. They used frequency analysis
to understand the effects of the coupling between the two 54:53
resonances. They also showed that, by virtue of Pandora, the effect
of the four 70:67 overlapping apse-type mean motion resonances is
much weaker in Atlas.

Winter et al. (2007) carried out a study on moonlets perturbed
by Prometheus and Pandora. The authors analysed the radial con-
tribution of the LCE separately for the cases studied. The LCE
contribution from the radial part, with 7, ~ 10°7, is smaller than
the azimuthal contribution, with 7y, ~ 1007, which suggests that
chaos is present in the angular motion of the small satellites.

Winter, Mourdo & Giuliatti Winter (2010) showed the develop-
ment of a two-dimensional model to analyse the radial contribution of
the LCE in small moons in Saturn’s F ring, perturbed by Prometheus
and Pandora, and asteroids perturbed by the Jupiter, which have
Lyapunov times of the order of 10 orbital periods of the system
perturber. For cases where the behaviour was chaotic and with
a small Ti, the radial contribution of the LCE was insignificant,
suggesting that the chaos is confined. In cases where the radial
component made a significant contribution to the LCE, and the
Lyapunov time was found to be short, the studied body would
cross the orbits of neighbouring bodies and ultimately leave the
system.

In this work, we propose an extension of the Winter et al. (2010)
approach to estimate the radial contribution of the LCE for three-
dimensional systems that exhibit confined chaos. To study the
chaotic behaviour of Atlas, we integrated the systems based on
the work by Cooper et al. (2015). The first of which contained
only Saturn, Atlas, and Prometheus (three-body system), and the
second containing Saturn, Atlas, Prometheus, Pandora, and Mimas
(five-body system). Section 2 presents the mathematical formulation
for calculating the radial contribution of the Lyapunov exponent.
Section 3 describes the dynamical systems and presents the initial
conditions used. Section 4 provides the results for each chosen
dynamical system. Finally, Section 5 provides our final remarks and
comments.

2 METHODOLOGY

The maximum LCE (y) is used in this work to detect the divergence
of orbits in phase space, and, consequently, whether the system is
chaotic or not.

Chaotic angular motion of Atlas 1013

The maximum LCE measures the exponential divergence of two
trajectories that are initially close. If y > 0, the system is chaotic,
and if y = 0, the system is regular.

A way to numerically calculate the value of y was presented by

Benettin et al. (1980), where the maximum LCE is approximated by
the following expression:

k .
o1 d@it)
= lim — 1 , 1
Y kin;okt;n( do) ()

where 7 is the fixed time-step, dj is the initial distance that separates
the two trajectories, d(it) is the distance that separates the two
trajectories after it time-steps, both in phase space, and k is the
number of iterations performed by the integrator. In this work, to
calculate the LCE, we analyse the exponential divergence between
two initially nearby trajectories of Atlas. For a finite integration time,
we can rewrite equation (1) as

g d(it)
y_h;m( @ ) ()

and the Lyapunov time is given by

=1 @)

The approximation made by Winter et al. (2010) has been applied
to small bodies, such as asteroids, which have much smaller masses
than the masses of the system’s perturbers, Jupiter and Saturn. In that
case, it is reasonable to disregard the mass of the body of interest to
calculate the LCE.

In this study, it is not possible to disregard the mass of the body
of interest, which is the Atlas satellite. This is due to the fact that
the mass of Atlas is just about 27 times smaller than the mass of
Prometheus, and only 23 times smaller than the mass of Pandora.

Therefore, to calculate the LCE of a three- or five-body system,
we need to take the difference between the trajectory of an Atlas and
an Atlas with a small change in its initial conditions in phase space
(which we will call the ghost Atlas from now on), i.e. the value of dy
from equation (2). Then, we numerically integrate two independent
equal sets of equations of motion in parallel. The initial conditions of
the two sets are almost exactly the same. The only difference is the
initial conditions of Atlas. In one case we have those of the nominal
Atlas, while in the other we use those of the ghost Atlas (Atlas with
a very small change in its initial conditions). After integrating both
sets of equations for one time-step, we measure the distance d(it)
between the two trajectories in phase space, and the LCE is calculated
using equation (2). The position of the ghost Atlas is rescaled in order
to continue measuring the divergence of neighbouring trajectories.
The positions and velocities of the other satellites in the ghost Atlas
system receive the respective positions and velocities of the other
satellites in the Atlas system, and then the integration continues and
the process is repeated.

To calculate the distance between trajectories in phase space, we
will consider the coordinates (X, Y, Z) and (Vy, V,, V) to describe the
position and velocity components in a three-dimensional Cartesian
system of coordinates, where the origin is centred on the system’s
centre of mass.

The distance between Saturn and Atlas is given by

1/2
ra=[X3+12+ 23", )
and the distance between Saturn and the ghost Atlas is given by

re = [X3+v2+22]'". )
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Then, we can calculate the distance between the trajectories of
Atlas and the ghost Atlas in the phase space:

d(it) = [(Xa — Xo)* + (Ya — Y6)* + (Za — Zg)*
+(Vea = Vi) + (Vya — Vi6)? + (Voa — Vi)',

where the subscript A represents the Atlas coordinates in phase space
and the subscript G represents the coordinates of the ghost Atlas.

To find the radial contribution of the LCE at each time-step, it
is necessary to project rg onto ra vector. With this, just find the
magnitude of the difference between the two and we have how much
they change radially. This distance calculated in each time interval
is equivalent to d(it) in the maximum LCE definition.

The angle 6, between the vectors r and rg can be found using
the dot product between the two vectors,

6

r'a- TG
lrallral’
Therefore, the radial distance between Atlas and the ghost Atlas is
given by

cosf(it) =

@)

draa = |lral — |rglcos 6| . ®)
Since equation (8) is varying at each time-step, we can rewrite it in
the following form:

draa(iT) = |IFA(iT)] — |rg(iT)| cos O (i T)] . ©))
The magnitude of the rg component perpendicular to the orbit is
given by

di(it) = ||lrg(it)|sinb6:(iT)]| . (10)

Substituting equation (8) into equation (2), we find

k .
yrzli;ln<dmdd(;ﬂ). (11)
Equation (11) computes the divergence of the radial distance between
Atlas and the ghost Atlas in relation to the initial distance dj, and
this is the radial contribution of the maximum LCE. If y, > 0, then
there is the occurrence of radial chaos, and if y, = 0, then the radial
behaviour is regular. The LCE without the radial contribution is given
by

g d.(it)
V*—Ezln< e > (12)

i=0

in which
dy(it) = [([dLGD) + (Vea = Vio) + (Via — Vo) + (Vea — Vi?] 2. (13)

If y, << y, then Atlas is confined radially in its orbit, without
presenting significant irregularities. If y > 0, Ty is relatively short
and y, << y, then we have the case known as stable chaos, or
confined chaos. In case that y, << y and short Ty, Winter et al.
(2010) discussed that the orbital system is in the regime of effective
stability, as well as in the Nekhoroshev regime.

3 DYNAMICAL SYSTEMS

In this section, the results of numerical simulations of the radial
contribution in the Lyapunov exponent are shown. In addition, the
radial variation and angular variation of Atlas are presented. To per-
form the numerical simulations, we employed the RADAU integrator
developed by Everhart (1985), which is implemented within the
MERCURY package (Chambers 1999). The initial conditions, which
define the initial state of the satellites, are associated with the epoch

MNRAS 529, 1012-1018 (2024)
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Table 1. State vectors taken from JPL Horizons at Epoch 245 4252.50075446
JD TDB (2007 June 1 00:00:00.0 UTC), with centre of coordinates in Saturn’s
body centre, with the x—y plane in Saturn’s equator, and z-axis along Saturn’s
north pole.

Initial conditions

Atlas

Position (km)

X 8.906558866712821 x 10*
y —1.047730525162559 x 10°
z —5.232363527045891
Velocity (kms™")

X 1.268791452210001 x 10!
¥y 1.079208341123546 x 10!
4 2.399153952759026 x 104
Prometheus

Position (km)

X 8.819608548135853 x 10*
y 1.082601236696416 x 10°
z —1.005150868315468 x 10!
Velocity (km s~!)

X —1.278314052022474 x 10!
¥ 1.043946959628510 x 10!
b4 1.689500778111253 x 1073
Pandora

Position (km)

X 2.628002001934099 x 10*
y —1.396503290056520 x 10°
z —1.052551033149084 x 102
Velocity (km s™!)

X 1.606042898477623 x 10!
y 3.074416688732564

Z 7.509997929307122 x 1073
Mimas

Position (km)

X —1.281298230245274 x 103
y 1.387520241317965 x 10°
z 2.889491311051997 x 103
Velocity (km s~!)

X —1.040629135325750 x 10!
y —9.450700257680051

b4 —3.165819028912453 x 107!

of 245 4252.50075446 JD TDB (2007 June 1 00:00:00.0 UTC), the
same one used by Cooper et al. (2015), and were extracted from
the JPL Horizons. However, in this work, we adopt the centre of
coordinates in Saturn’s body centre, with the x—y plane in Saturn’s
equator, and z-axis along Saturn’s north pole.

Table 1 displays the initial conditions for each of the satellites
involved in our study. In Cooper et al. (2015), the three-body
problem involving Saturn, Atlas, and Prometheus was sufficient
to demonstrate the chaotic behaviour of Atlas. Therefore, the dis-
turbance of just one neighbouring satellite is enough for Atlas to
begin to behave irregularly. Consistent with the approach in Winter
et al. (2010), we selected the integration period to be a multiple
of the orbital period of the perturbing body, in this instance, the
Prometheus satellite. The chosen integration time was equivalent to
107 times the orbital period of Prometheus, which is approximately
16 000 yr. The time-step used in calculating the Lyapunov exponent
was 10 Prometheus orbital periods. The initial separation between
Atlas and ghost Atlas in phase space is dy = 1077. We use the
normalized initial conditions to perform the interaction. This nor-
malization is made with respect to the semimajor axis of Prometheus

202 Joquiaoaq 6 U 1senb Aq 6.€209./Z101/2/62S/101E/SeIUW /W00 dNo01Wapede)/:Sdjy WOl PapEojuMod



Table 2. Saturn constants used in numerical integrations (Cooper et al. 2015).

Saturn constants

GM (km?> s72) 3.793120706585872 x 107
Radius (km) 60330

I 1.629084747205768 x 1072
J4 —9.336977208718450 x 10~*
Js 9.643662444877887 x 1073

fogly)

=y 4
log(t)

Figure 1. Lyapunov exponents for the three-body system. The dots in yellow
represent the LCE of Atlas, given by y, the dots in black represent the LCE
without taking into account the radial contribution, given by y ., and the dots
in red represent the radial contribution of the LCE, given by y..

(139350.0 km), as well as the orbital period of Prometheus
(0.6 d).

To perform the numerical integration, we take into account the
influences of the gravitational attraction force between the selected
bodies. In addition, we considered perturbative effects arising from
Saturn’s spherical harmonics J», J4, and Jg, which affect the gravita-
tional interactions in our simulations.

Table 2 provides a summary of the Saturn data utilized in this study.
Furthermore, the mass of the Saturn is normalized to be equal to 1. To
maintain consistency and facilitate simulations, we normalized the
masses of the satellites by the mass of the Saturn, which simplifies
calculations and comparisons.

We perform integrations for the two dynamical systems. The first
of these is the three-body system, which contains Saturn, Atlas, and
Prometheus, and the second is the five-body system, which contains
Saturn, Atlas, Prometheus, Pandora, and Mimas.

4 RESULTS

In this section, we present the results of our simulations for the three-
and five-body system. The main goal of the analysis is to identify the
radial contribution of LCE, and its connections to the radial and the
angular orbital evolution of the satellite Atlas.

4.1 Radial component of LCE

First, let us consider the three-body system. In Fig. 1, we present
a log—log plot of the results obtained from equations (2), (11), and
(12). The yellow dots represent the maximum LCE of Atlas, or y
(equation 2). The black dots give the maximum LCE without radial
contribution, or y, (equation 12). It is possible to see that yellow and
black plots are close to each other, which shows us that extracting
the radial contribution from the LCE provides results close to that
of the LCE. In this case, some red dots of y, (equation 11) appear
sporadically, but they are orders of magnitude smaller than y. The
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Figure 2. Lyapunov exponents for the five-body system. The dots in yellow
represent the LCE of Atlas, given by y, the dots in black represent the LCE
without taking into account the radial contribution, given by y .., and the dots
in red represent the radial contribution of the LCE, given by y,.

1.020

—— Prometheus
1.015 — Atlas

1.010

,_.
@
S
o

s/ VU

0.995

istance

Radial Di

0.990

A

0.985

079801 i
logit)

Figure 3. Temporal evolution of the radial variation of the orbits of Atlas
and Prometheus relative to the centre of mass of the three-body system. The
distance in these graphs is normalized by the semimajor axis of Prometheus.
The curve in blue, corresponds to the radial distance of Atlas, and in green,
the radial distance of Prometheus.

other red dots do not appear in the plot because their values are
smaller than 10710,

The Lyapunov time of Atlas found after integrating for 107 orbital
periods of Prometheus was approximately 8.9 yr, which is of the same
order as the time found by Cooper et al. (2015). For this system, as
seen in Renner et al. (2016), Atlas’ chaos is caused by coupling
resonant interaction (CER/LER) with Prometheus.

The same was made for the five-body system. Fig. 2 shows the
maximum LCE represented by the yellow dots, and the black dots
represent the LCE without the radial contribution. In this case, some
red dots appear too, which represent the radial contribution of the
LCE, the radial contribution is also insignificant in the LCE. In this
case, the Lyapunov time of Atlas was approximately 9.4 yr. In the
two cases integrated in this work, 71, was close, or of the same order,
to the Lyapunov times found by Cooper et al. (2015).

4.2 Evolution of orbital radius

The maximum LCE of the two integrated dynamical systems and the
LCE without radial contribution are very close, therefore the radial
contribution of LCE can be neglected, and this indicates that chaos
is confined. To confirm this, we provide an analysis of the temporal
evolution of orbital radius of each satellite. In Fig. 3, the graph depicts
the normalized radial variation of the orbits of Atlas and Prometheus
of the three-body system. In the first case, the Lyapunov time was
about 8.9 yr, approximately 5.4 thousand Prometheus orbital periods.
We can note that, between 10* and 10° orbital periods of Prometheus,
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Figure 4. Temporal evolution of the radial variation of the orbits of Atlas,
Prometheus, Pandora, and Mimas relative to the centre of mass of the five-
body system. The distance in these graphs is normalized by the semimajor
axis of Prometheus. Each colored curve represents the temporal evolution of
the satellites’ radial distance: in blue is for Atlas, in green is for Prometheus,
in red is for Pandora and in yellow is for Mimas. A zoom is inserted for better
visualization.

several protuberances occur in the radial evolution of Atlas, and
they occur in an aperiodic manner, which characterizes the chaotic
behaviour of Atlas as shown by Cooper et al. (2015) and Renner et al.
(2016). It is noteworthy that the variations in its radial evolution have
relatively small amplitudes, and are approximately 3 x 10° times less
than the normalization distance used in this work.

Between 10° and 107 Prometheus orbital periods, it is possible to
see an increase in the occurrence of radial variation bulges, which
is in line with the appearance of more red dots in Fig. 1. However,
even with the presence of some points in red, the amplitudes of the
Atlas radial distance do not have significant variations. Even though
it shows irregular behaviour, Atlas has its orbit confined between
approximately 137.5 x 10° and 137.8 x 10* km. This result is
compatible with the negligible radial contribution of the LCE found
in Fig. 1.

In Fig. 4, the same analysis was carried out for the five-body
system. The orbits of all satellites remain well confined throughout
the entire integration, even after 7, = 9.4 yr. As in Fig. 3, Atlas’
radial distance showed small variations in its amplitude, on the order
of 1073 times less than the normalization distance, and its orbit was
confined in a region with a thickness of 0.6 x 103 km.

137667.5

137667.0

137666.5

137666.0

137665.5

137665.0

Semi-major axis (km)

137664.5

137664.0

137663.5
2000.0 20025 2005.0 2007.5 2010.0 20125 2015.0 2017.5 2020.0
t

(a)

L. S. Pereira, D. C. Mourdao and O. C. Winter

Fig. 13 by Cooper et al. (2015) showed that the temporal evolution,
from 2000 January 1 to 2020 January 1, of the semimajor axis and
eccentricity of Atlas behave aperiodically in the three-body system.
We also perform the temporal evolution of these geometrical orbital
elements for the three-body system, based on the initial conditions
in Table 1, and using the algorithm of Renner & Sicardy (2006).
Figs 5(a) and (b) show the evolution of the semimajor axis and
eccentricity over time. They reproduce very well those shown in fig.
13 of Cooper et al. (2015).

The aperiodic behaviour of the orbital elements is in accordance
with the variation in the amplitudes of the temporal evolution of
the Atlas radial distance. Therefore, based on the results obtained
in Fig. 1, we can conclude that, even if the orbital elements present
an irregular evolution, this contribution to Atlas’ chaotic behaviour,
measured by its maximum LCE, is very small.

After all the analysis of the LCE, and the evolution of orbital
radius, we can conclude that Atlas’ behaviour fits the definition of
stable chaos by Milani & Nobili (1992).

The relatively short Lyapunov time and the small variations in the
amplitudes of the radial distance motivated the study of the angular
evolution of Atlas, which will be presented below.

4.3 The angular variation

Since Atlas’ orbital plane has a small inclination, we can calculate
its approximate angular position using § = arctan(Ys/Xa) at each
time-step throughout the integration. These results will be called
original angular evolution. Now, we again introduced a small change
8, equal to 1072 km (equivalent to 10~7 when normalized), to the
coordinate x of Atlas’ initial conditions to assess the sensitivity of
the angular movement to initial conditions. And in this case, the
results will be called altered angular evolution. As chaotic systems
are sensitive to initial conditions, if the angular movement is chaotic,
it is expected that the angular positions will diverge and assume
completely different values over time.

To detect this divergence between angular positions, we performed
numerical integrations and measured the difference between the
results of altered angular evolution and original angular evolution
at each time-step.

In Fig. 6(a), we present the difference between the angular
positions for altered and original angular evolution for the three-body
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(b)
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Figure 5. Evolution of the (a) semimajor axis and (b) eccentricity of Atlas in the three-body system from 2000 January 1 using data from Tables 1 and 2. These

plots show evolutions very similar to those generated by Cooper et al. (2015).
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Figure 7. Difference of the temporal angular evolution for the five-body system. (a) The plot shows the Atlas angular difference between altered angular

evolution and original angular evolution. (b) Zoom of plot (a).

system. For integration times shorter than Lyapunov time (log (7) &
3.73), the difference between the angular positions is relatively small
and varies little throughout the integration, and from that time on, the
difference starts to increase. The increase in the difference between
angular positions beyond log (f) ~ 3.7 shows the onset of chaotic
behaviour in the angular motion of Atlas. Therefore, we can infer that
the chaos indicated by the maximum LCE is mainly due to angular
motion, and then, after a certain time, the system loses memory and
we would not know where in its own orbit Atlas would be.

For log (f) & 6.0, the angular position for the case with no change
in the initial conditions was approximately —109°, while for the
case where there was a small difference in the initial condition x, the
angular position found was larger than —173°. The angular difference
is approximately —64°. In Fig. 6(b), the oscillations in A@ start
to occur, although with small amplitudes, after log (r) =~ 3.7, i.e.
approximately the Lyapunov time.

In Fig. 7(a), the same occurs for the five-body system. However,
in this case, the angular difference starts to diverge, even though the
amplitude of the angular difference is relatively small, at log (f) &~
3.75, i.e. approximately the Lyapunov time found in Fig. 2. Before
the Lyapunov time, the angular difference is of the order of 10~2. The
expressive difference between the angular positions begins at log (¢)
~ 4.0. For log () & 4.7, the angular position for the case with no
variation in the initial conditions was approximately 46°, while for
the case where there was a small difference in the initial condition x,
the angular position found was approximately —92°, and the angular
difference between these two case is about —138°. In Fig. 7(b), the

oscillations in A@ start to occur after log (rf) ~ 3.7, which is close to
the Lyapunov time for the five-body system.

It is interesting to see the ups and downs in the evolution of the
angular behaviour of the three-body system between log(f) = 5
and log (r) = 7. The increase in A6 means that the altered angular
evolution takes on greater angular values than the original evolution.
However, when A6 decreases, the original angular evolution starts
to assume greater angular values than in the altered evolution. This
occurs irregularly, without having a periodic pattern for the repetition
of the amplitudes of the angular variation.

Therefore, the radial chaos is visible, but its contribution to the
LCE is of very small scale. The main contribution of the measured
chaos comes from the angular motion of Atlas, as shown by the y,,
and sensitivity to initial conditions.

As shown in fig. 6 by Renner et al. (2016), for the three-body
problem containing Saturn, Atlas, and Prometheus, the evolution of
the resonant arguments presents a chaotic behaviour, where chaos is
visible in the random CER/LER separatrix crossing. From Figs 6(a)
and 7(a), we can get a sense of the chaotic behaviour of the resonant
arguments, because as longitude presents chaotic behaviour due to
small changes in initial conditions, it is expected that the resonant
angles for this same system also present irregular behaviour

The relevance of these results lies in the fact that, just like the
behaviour of Prometheus and Pandora described by Goldreich &
Rappaport (2003), Atlas also presents a lag in its angular position
when there is a small change in its initial conditions. The results
show that this type of lag appears even when the problem is relatively
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simpler, which is the case where only three bodies were taken into
account.

5 CONCLUSIONS

Stable chaos is a behaviour that has already been detected in the
movement of several smaller bodies in the Solar system. This type
of phenomenon is characterized by causing bodies to present radial
stability and a relatively short Lyapunov time. In this work, a three-
dimensional approach was presented to detect the radial contribution
of the LCE in systems that have stable chaos.

We test our approach using the Atlas satellite, which has a
relatively short Lyapunov time, in two different dynamical systems.
First, the approach showed that the chaotic contribution to the radial
direction of Atlas’ movement is negligible, and therefore the satellite
must present a confined radial distance over time, even indicating the
existence of chaos.

It was also shown that, despite having a chaotic nature, the orbit
of the satellites remained well confined over 107 Prometheus orbital
periods. Therefore, we show how Atlas’ radial position behaved over
time.

The angular behaviour is sensitive to the initial conditions, and
after passing a time of approximately 71, the angular positions for
two cases with very close initial conditions diverged. This type of
behaviour is similar to the angular movement of Prometheus and
Pandora.

Therefore, it was possible to show that even with an almost regular
radial distance for a certain time, the behaviour is still chaotic due to
the influence of the sensitivity of the initial conditions in describing
the angular position after the Lyapunov time.
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