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RESUMO

Este trabalho apresenta o estudo de um sistema de suspensão ativa, um equipamento didático da
Quanser®, com foco na modelagem dinâmica e no projeto de controladores. Inicialmente, são
deduzidas as equações dinâmicas do sistema, resultando em um modelo matemático em espaço
de estados. A estabilidade assintótica do sistema duplo massa-mola amortecido é verificada
com base no Teorema da Estabilidade de Lyapunov. Em seguida, são empregadas e compara-
das técnicas de controle robusto e controle gain-scheduling, visando avaliar e otimizar critérios
de performance em sistemas lineares com parâmetros variantes no tempo (do inglês, Linear

Parameter Varying - LPV ), considerando uma falha de 30% no atuador do sistema. As condi-
ções de D-estabilidade são aplicadas para a alocação de autovalores, utilizando desigualdades
matriciais lineares (do inglês, Linear Matrix Inequalities - LMIs), com o objetivo de garantir
características de desempenho dinâmico desejáveis. Os resultados demonstram a eficácia dos
controladores propostos na atenuação de vibrações e na melhoria da resposta do sistema de
suspensão ativa.

Palavras-chave: Controle gain-scheduling, Alocação de autovalores, Suspensão ativa.



ABSTRACT

This work presents the study of an active suspension system, a didactic equipment from Quan-
ser®, focusing on dynamic modeling and controller design. Initially, the system’s dynamic
equations are derived, resulting in a mathematical model in state space. The asymptotic stabi-
lity of the double spring-mass damped system is verified based on Lyapunov’s Stability The-
orem. Subsequently, robust control and gain-scheduling control techniques are employed and
compared, aiming to evaluate and optimize performance criteria in Linear Parameter Varying
(LPV) systems, considering a 30% fault in the system actuator. D-stability conditions are ap-
plied for eigenvalue allocation, utilizing Linear Matrix Inequalities (LMIs), with the objective
of ensuring desirable dynamic performance characteristics. The results demonstrate the effecti-
veness of the proposed controllers in attenuating vibrations and improving the active suspension
system’s response.

Keywords: Gain-scheduling control, Eigenvalue allocation, Active suspension
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1 INTRODUÇÃO

Observa-se um constante aumento da complexidade nos sistemas de engenharia modernos,
associado à necessidade de realizar tarefas cada vez mais complexas e que exigem maior pre-
cisão (Ogata, 2010). Como solução para o controle de sistemas não lineares, é atrativo o uso
da técnica gain-scheduling, que explora métodos de projeto de controle linear que envolvem
procedimentos de síntese computacionalmente eficientes (Bett, 2005).

Essa demanda por precisão e eficiência torna-se crítica em aplicações que envolvem a in-
teração humana, como nos sistemas de transporte. A esse respeito, a norma ISO2631-1 esta-
belece efeitos da exposição contínua de vibrações entre 0,5 e 80 Hz para o ser humano, como
lesões de vértebras na região lombar e, consequentemente, perdas no funcionamento de seus
nervos (Rizvi et al., 2018). Tendo em vista a proeminência de diversos meios de transporte
para a locomoção coletiva diária, torna-se evidente a necessidade de conduções mais cômodas
e meios de minimizar possíveis vibrações originadas de irregularidades nas pistas. Além dos
problemas relacionados à saúde, a vibração é considerada um problema de engenharia, visto
que afeta tanto a estrutura dos veículos como as cargas transportadas, interferindo na estabi-
lidade e segurança do transporte. Este fato indica a crescente demanda de conforto em todos
os segmentos de veículos e a propensão a direções cada vez mais automatizadas para a área de
controle (Theunissen et al., 2021).

Nesse contexto, o sistema de suspensão do veículo se mostra indispensável, sendo respon-
sável por interligar a carroceria do veículo aos pneus e transmitir as forças entre a carroceria e
a estrada (Rizvi et al., 2018). Dentre suas variações, o sistema de suspensão ativa se sobressai
como uma opção para garantir a aderência à estrada e o conforto de condução (Viadeiro-
Monasterio et al., 2022), sendo composto por atuadores que adicionam ou dissipam ener-gia
ao sistema de modo controlado (Rizvi et al., 2018), suprimindo as vibrações mecânicas
oriundas das irregularidades da estrada.

O Sistema de Suspensão Ativa no qual pretende-se aplicar as técnicas de controle é um
equipamento em escala de bancada que representa o modelo de um quarto de carro. Em uma
suspensão convencional, as molas e amortecedores constituem de elementos passivos de amor-
tecimento, isto é, apenas reagem a compressão de forma autônoma. Em contrapartida, ao incluir
um motor de corrente contínua (CC), é possível construir um elemento ativo, que atua a partir
de um controle externo para minimizar as oscilações. O sistema consiste em duas massas, sendo
cada uma sustentada por uma mola e um amortecedor. A massa suspensa representa um quarto
da massa do corpo do veículo e a massa não suspensa constitui a massa de um dos quatro pneus.
Uma mola e um amortecedor suportam o peso da carroceria sobre o pneu. Outra mola e outro
amortecedor modelam a rigidez resultante do contato do pneu com a estrada.

O intuito do projeto em questão é o de estudar técnicas de controle para sistemas lineares
cujos parâmetros são variantes no tempo, usualmente referidos na língua inglesa como Linear
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Parameter-Varying (LPV) systems. Considerando a variação das condições as quais o sistema é
submetido, busca-se implementar um controlador gain scheduled dependente de parâmetro para
estabilizar o sistema, uma vez que estejam disponíveis as medidas em tempo real dos parâme-
tros. Em particular, a abordagem de projeto de controle a ser empregada ao longo dos estudos
propostos neste plano é baseada na teoria de desigualdades matriciais lineares, do termo em
inglês Linear Matrix Inequalities (LMIs), que tem se consolidado ao longo das últimas déca-
das, como pode ser constatado em uma extensa variedade de problemas na teoria de controle
(Boyd et al., 1994).

No campo de sistemas automotivos, o controle de suspensão ativa representa um desafio
significativo devido à sua natureza inerentemente não linear e às variações paramétricas em
tempo real, como mudanças na massa do veículo e nas condições da pista. Sistemas de controle
lineares tradicionais, projetados para um ponto de operação específico, perdem eficiência diante
dessas variações. Nesse contexto, a abordagem de sistemas LPV surge como uma solução pode-
rosa. Este trabalho explora essa fronteira ao projetar e analisar um controlador gain-scheduled,
que ajusta dinamicamente seus ganhos com base em parâmetros variáveis. Utilizando uma
metodologia baseada em LMIs para a alocação de autovalores, busca-se não apenas garantir
a estabilidade, mas também otimizar o desempenho dinâmico, comparando diretamente essa
abordagem adaptativa com uma estratégia de controle robusto de ganho fixo.

1.1 Objetivo

O objetivo geral deste trabalho é projetar e simular controladores gain-scheduled utilizando
realimentação de estados com alocação de autovalores.

1.1.1 Objetivos Específicos

Para atingir o objetivo geral, os seguintes objetivos específicos são propostos:

• Investigar a abordagem de alocação de autovalores para o caso de sistemas LPV (Linear

Parameter-Varying);

• Avaliar como a inclusão desta restrição no projeto de controle contribui para a melhora
da performance dinâmica do sistema de controle gain-scheduling.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Nesta seção, serão apresentados os conceitos teóricos fundamentais que servem de base
para o desenvolvimento e análise dos controladores de sistema de suspensão ativa, com ênfase
nas técnicas de controle robusto e gain-scheduling. Inicialmente é apresentado o conceito de
modelagem em espaço de estados, seguido pela estabilidade segundo Lyapunov e especifica-
ções de desempenho da resposta transitória. Por fim, são apresentados os teoremas com base
em LMIs, que permitem uma formulação convexa do problema de controle, garantindo a ob-
tenção de uma solução ótima de forma computacionalmente eficiente e permitindo a inclusão
simultânea de múltiplas especificações de desempenho.

2.1 Espaço de Estados

O modelo em Espaço de Estados é o pilar da teoria de controle moderna, oferecendo uma
descrição robusta e completa dos sistemas dinâmicos.

Um sistema dinâmico de n-ésima ordem é transformado em um conjunto de n equações
diferenciais de primeira ordem, que definem a evolução do vetor de estados x(t). Segundo
Ogata (2010), essa representação matricial de forma compacta é dada por:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(2.1)

sendo,

• x(t) ∈ Rn e ẋ(t) ∈ Rn são, respectivamente, o vetor de estados e sua derivada. Neles
estão contidas as variáveis que descrevem completamente o estado interno do sistema,
como posições e velocidades.

• u(t) ∈ Rm é o vetor de entrada, ou sinal de controle.

• y(t) ∈ Rq é o vetor de saída, com as variáveis medidas.

• A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rq×n e D ∈ Rq×m são matrizes que contêm os parâmetros
do sistema, definindo sua dinâmica, a forma como a entrada afeta os estados e como os
estados são transformados nas saídas.

Em uma representação expandida, teremos:
ẋ1(t)

ẋ2(t)
...

ẋn(t)

 =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann



x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

+


b11 b12 · · · b1m

b21 b22 · · · b2m
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnm

u(t) (2.2)
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y(t) =


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
...

... . . . ...
cq1 cq2 · · · cqn



x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

+


d11 d12 · · · d1m

d21 d22 · · · d2m
...

... . . . ...
dq1 dq2 · · · dqm

u(t) (2.3)

2.2 Estabilidade de Lyapunov

O teorema de Lyapunov nos diz que um sistema é assintoticamente estável se a função
energia for positiva definida e se sua derivada tende a diminuir até o ponto de equilíbrio, como
enunciado:

Teorema 1 (Teorema de Lyapunov) (Boyd et al., 1994) Considere o sistema descrito por:

ẋ = Ax(t) (2.4)

sendo x(t) ∈ Rn o vetor de estado e A ∈ Rn×n uma matriz constante não-singular. Uma

condição necessária e suficiente para que o estado de equilíbrio xe = 0 seja assintoticamente

estável é que exista uma matriz simétrica:

P > 0 (2.5)

e que:

ATP + PA < 0 (2.6)

2.3 Definição das especificações da resposta transitória

Para caracterizar o comportamento dinâmico e a eficácia de um sistema de controle, é es-
sencial analisar suas métricas de desempenho em regime transitório. Um método padrão para
essa análise consiste em submeter o sistema a uma entrada em degrau unitário, que simula
uma variação súbita na entrada de referência (Ogata, 2010). A resposta resultante, que ge-
ralmente manifesta oscilações amortecidas antes de se estabilizar em seu valor final, é avaliada
quantitativamente por um conjunto de parâmetros bem definidos que descrevem sua velocidade,
estabilidade relativa e precisão.

As principais métricas utilizadas para especificar as características da resposta transitória a
uma entrada degrau são (Ogata, 2010):

1. Tempo de atraso (td): O tempo necessário para a resposta atingir 50% do seu valor final
pela primeira vez.

2. Tempo de subida (tr): O tempo que a resposta leva para ir de 10% a 90% de seu valor
final.
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3. Tempo de pico (tp): O tempo necessário para a resposta atingir o primeiro pico do so-
bressinal.

4. Máximo sobressinal (Mp): O valor de pico máximo da curva de resposta medido a partir
do valor final. Geralmente é expresso em porcentagem.

5. Tempo de acomodação (ts): O tempo necessário para que a curva de resposta permaneça
dentro de uma faixa específica (geralmente 2% ou 5%) do valor final.

Essas especificações são mostradas graficamente na Figura 1.

Figura 1 – Curva de resposta em degrau unitário que mostra especificações de resposta transi-
tória para um sistema de 2ª ordem.

Fonte: Ogata (2010).

2.4 Alocação de autovalores utilizando D-estabilidade

Visando garantir características de performance na resposta transitório, tais como o tempo
de acomodação e sobressinal, utiliza-se o conceito de D-estabilidade, com as restrições em (2.7)
ilustradas no plano complexo na Figura 2.

S(γ, r, θ) =


a < −γ < 0,

|a+ jb| < r,

tan(θ) ∗ a < −|b|.

(2.7)
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Figura 2 – Região S(γ, r, θ) para alocação de autovalores.

Fonte: Silva et al. (2012).

A formulação LMI que garante a alocação na região de interesse é apresentada nos Teoremas
2, 3 e 4, baseados em (Llins, 2015) e (Montagner; Peres, 2004), sendo compilados de forma
estruturada em (Cadalso, 2016). As matrizes do controlador obtidos através das LMIs podem
ser dadas por:

K(α(t)) = Z(α(t))W−1 (2.8)

É importante ressaltar que esta alocação de autovalores na região especificada nos Teoremas
2, 3 e 4 são válidas no sentido frozen, ou seja, a cada valor congelado, fixo, de α.

Teorema 2 (Restrição de Taxa de Decaimento) (Cadalso, 2016) Dado que γ > 0, se exis-
tirem uma matriz simétrica positiva definida W ∈ Rn×n, matrizes Zj∈ Rm×n e uma constante

real γ ≥ 0 com j = 1, 2, ..., N , tais que:

WAj
T + AjW − Zj

TBj
T −BjZj + 2γW < 0, (2.9)

j = 1, 2, ..., N

WAi
T + AiW +WAj

T + AjW − Zi
TBj

T − Zj
TBi

T −BiZj −BjZi+ 4γW < 0, (2.10)

i = 1, 2, ..., N − 1; j = i+ 1, ..., N
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então o sistema é estabilizável, com uma taxa de decaimento maior ou igual a γ, para todo

α(t).

Teorema 3 (Restrição de Raio) (Cadalso, 2016) Dado r > 0, se existirem uma matriz si-
métrica positiva definida W ∈ Rn×n, matrizes Zj ∈ Rm×n e uma constante real r ≥ 0 com

j = 1, 2, ..., N , tais que: [
−rW AjW −BjZj

∗ −rW

]
< 0, (2.11)

j = 1, 2, ..., N[
−2rW AiW + AjW −BiZj −BjZi

∗ −2rW

]
< 0, (2.12)

i = 1, 2, ..., N − 1; j = i+ 1, ..., N

então o sistema é estabilizável com autovalores, dentro do círculo de raio r, para todo α(t).

Teorema 4 (Restrição de Ângulo) (Cadalso, 2016) Dado 0 < θ < 90, se existirem uma
matriz simétrica positiva definida W ∈ Rn×n, matrizes Zj ∈ Rm×n e uma constante real θ

com
j = 1, 2, ..., N , tais que:[

sen(θ)(AjW −BjZj +WAT
j − ZT

j B
T
j ) cos(θ)(AjW −BjZj +WAT

j + ZT
j B

T
j )

∗ sen(θ)(AjW −BjZj +WAT
j − ZT

j B
T
j )

]
< 0,

(2.13)

j = 1, 2, ..., N[
sen(θ)(AiW + AjW −BiZj −BjZi+WAT

i +WAT
j − ZT

i B
T
j )− ZT

j B
T
i )

∗

cos(θ)(AiW + AjW −BiZj −BjZi−WAT
i −WAT

j + ZT
i B

T
j ) + ZT

j B
T
i )

sen(θ)(AiW + AjW −BiZj −BjZi+WAT
i +WAT

j − ZT
i B

T
j )− ZT

j B
T
i )

< 0,

(2.14)

i = 1, 2, ..., N − 1; j = i+ 1, ..., N

então o sistema é estabilizável com autovalores, dentro de uma região limitada por θ, para todo

α(t).
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3 MODELAGEM DO SISTEMA

Nesta seção é apresentado o sistema de suspensão ativa, sua estrutura e modo de funcio-
namento, assim como a dedução das equações que regem sua dinâmica, utilizadas para obter
o modelo em espaço de estados do equipamento. Também é realizada a análise da estabili-
dade assintótica do sistema de massas, e são apresentadas as LMIs utilizadas para projetar os
controladores robusto e gain-scheduled.

3.1 Sistema de Suspensão Ativa Quanser®

O Sistema de Suspensão Ativa é um equipamento em escala de bancada que representa o
modelo de um quarto de carro controlado por um mecanismo de Suspensão Ativa. Em uma
suspensão convencional, as molas e amortecedores constituem de elementos passivos de amor-
tecimento, isto é, apenas reagem a compressão de forma autônoma. Em contrapartida, ao incluir
um motor CC, é possível construir um elemento ativo, que atua a partir de um controle externo
para minimizar as oscilações.

Identificam-se na Figura 3 as placas azul, vermelha e branca, representando a massa sus-
pensa para a superior (chassi do automóvel e assento do motorista) e a massa não suspensa para
a intermediária (conjunto do pneu), enquanto que a excitação causada pela estrada é caracteri-
zada pelo deslocamento vertical da placa inferior (representando, assim, o perfil da pista). As
três placas que compõem o modelo, são apoiadas por quatro hastes de aço, através das quais
podem deslizar suavemente na direção vertical por meio de rolamentos lineares (Quanser,
2013b).

Figura 3 – Modelo real do Sistema de Suspensão Ativa Quanser®.

Fonte: Quanser (2013b).
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O sistema modelado consiste em duas massas, sendo cada uma sustentada por uma mola
e um amortecedor. Entre estas massas é posicionado um motor CC (numerado como "15"),
conforme apresentado na Figura 4, e ao redor do seu eixo são enrolados dois cabos (numerados
como "6") que são conectados às placas azul e vermelha. Este motor é um componente de alta
qualidade cuja corrente de acionamento é controlada eletronicamente, utilizado para emular
um mecanismo de suspensão ativa através do controle da distância entre as placas superior
e intermediária à ele conectadas (Quanser, 2013b). A placa superior é equipada com um
acelerômetro, posicionado para medir a aceleração da carroceria do veículo em relação à base
da planta.

Figura 4 – Motor CC de suspensão ativa.

Fonte: Quanser (2013b).

A placa inferior é conectada a um outro motor CC de resposta rápida (numerado como 17),
apresentado na Figura 5, possibilitando ao projetista simular diferentes perfis de pista (Quanser,
2013b).

Figura 5 – Motor CC da placa inferior.

Fonte: Quanser (2013b).
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O movimento vertical da placa inferior é produzido através do giro do motor conectado a
ela, cujo torque no eixo de saída é convertido, através do parafuso de avanço (numerado como
"18") e mecanismo de engrenagem ilustrados na Figura 6, para uma força linear (Quanser,
2013b). O movimento das duas placas inferiores é rastreado diretamente por dois
codificadores ópticos de alta resolução, enquanto um terceiro codificador mede o movimento
da placa superior em relação à placa do meio (Quanser, 2013b).

Figura 6 – Sistema de movimento da placa inferior.

Fonte: Quanser (2013b).

3.2 Dedução das Equações Dinâmicas

Nesta seção serão deduzidas as equações dinâmicas gerais para o Sistema de Suspensão
Ativa, objetivando a obtenção de um modelo dinâmico que torne possível representar o sistema
real e aplicar estratégias de controle com a finalidade de melhorar a performance do sistema.
Serão considerados como índices de performance o conforto sentido pelo motorista e passagei-
ros, o deslocamento relativo entre a carroceira do veículo e a roda, e as forças de contato entre
a estrada e o pneu (Quanser, 2013b).

Na Figura 7 é apresentado o Diagrama de Corpo Livre utilizado para obtenção das equa-
ções dinâmicas gerais do Sistema de Suspensão Ativa, modelado como um duplo massa-mola
amortecido. A massa suspensa Ms (sprung mass) representa um quarto da massa do corpo do
veículo e a massa não suspensa Mus (unsprung mass) constitui a massa de um dos quatro pneus.
A mola Ks e o amortecedor Bs suportam o peso da carroceria sobre o pneu. A mola Kus e o
amortecedor Bus modelam a rigidez resultante do contato do pneu com a estrada (Quanser,

2013a).
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Figura 7 – Modelo esquemático do sistema duplo massa-mola amortecido.

Fonte: Apkarian e Abdossalami (2013).

Nesta abordagem, as duas entradas do sistema consideradas são o comando de controle Fc

e a posição da superfície da estrada zr(t), definidas pelo projetista por meio da atuação sobre
os dois motores CC já mencionados. Não obstante, em uma situação prática, a entrada zr(t)

caracteriza o perfil da pista, uma entrada exógena sobre a qual o usuário não tem controle. A
coordenada x1(t) representa o deslocamento do pneu (massa não suspensa) e x2(t) representa
o deslocamento da carroceria do veículo (massa suspensa), ambos com relação ao solo. Para
encontrar as equações de movimento do sistema, que regem a dinâmica do equipamento, serão
determinados os diagramas de corpo-livre para as duas massas do modelo de dupla massa-mola
amortecido. São assumidas condições iniciais nulas.

Além do comando de controle Fc, outras forças atuam sobre as massas do sistema. A força
elástica exercida pela mola é variável, formulada pela Lei de Hooke e resultante do produto
da constante elástica com a posição relativa; a força exercida pelo amortecedor é resultante
do produto da constante de amortecimento com a velocidade relativa; por fim, tem-se a força
gravitacional (g), constante desde que a massa do veículo não seja alterada, pois depende apenas
do produto desta com aceleração gravitacional. Considerando-se inicialmente a massa suspensa
(Ms), tem-se o diagrama de corpo livre apresentado na Figura 8.
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Figura 8 – Diagrama de corpo-livre para Ms.

Fonte: Apkarian e Abdossalami (2013).

De acordo com o Princípio Fundamental da Dinâmica, enunciado pela Segunda Lei de New-
ton, a força resultante é igual ao produto da massa pela aceleração. Igualando esse produto ao
somatório das forças atuantes sobre Ms, tem-se:

Msẍ2 = −gMs + Fc +Bsẋ1 −Bsẋ2 +Ksx1 −Ksx2 (3.1)

Evidenciando a aceleração, tem-se a equação de movimento em (3.2).

ẍ2 = −g +
Fc

Ms

+
Bsẋ1

Ms

− Bsẋ2

Ms

+
Ksx1

Ms

− Ksx2

Ms

(3.2)

Posteriormente, considera-se a massa não suspensa (Mus), cujo diagrama de corpo livre é
apresentado na Figura 9.
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Figura 9 – Diagrama de corpo-livre para Mus.

Fonte: Apkarian e Abdossalami (2013).

Realizando um procedimento matemático análogo ao caso anterior, tem-se:

Musẍ1 =− gMus − Fc − (Bs +Bus)ẋ1 +Bsẋ2 +Busżr

− (Ks +Kus)x1 +Ksx2 +Kuszr
(3.3)

Portanto, tem-se a equação de movimento para Ms em (3.4).

ẍ1 =− g − Fc

Mus

− (Bs +Bus)ẋ1

Mus

+
Bsẋ2

Mus

+
Busżr
Mus

− (Ks +Kus)x1

Mus

+
Ksx2

Mus

+
Kuszr
Mus

(3.4)

A força gravitacional muda apenas o ponto de equilíbrio para o Sistema de Suspensão Ativa,
não afetando a dinâmica do sistema (Quanser, 2013a). No ponto de equilíbrio estático (x1 =

xeq1 e x2 = xeq2), todas as derivadas de x1 e x2 de qualquer ordem são zero. Ainda, a
superfície da pista zr e suas derivadas, assim como a força de controle Fc, são zero.
Considerando-se o ponto de equilíbrio e anulando esses termos em (3.2) e (3.4), tem-se:

−g +
Ksxeq1

Ms

− Ksxeq2

Ms

= 0 ⇒ Msg −Ksxeq1 +Ksxeq2 = 0 (3.5)

−g − (Ks +Kus)xeq1

Mus

+
Ksxeq2

Mus

= 0 ⇒ Musg +Ksxeq1 +Kusxeq1 −Ksxeq2 = 0 (3.6)

Como resultado do sistema linear composto por (3.5) e (3.6), os pontos de equilíbrio devido
à gravidade serão:

xeq1 = −g(Ms +Mus)

Kus

(3.7)
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xeq2 = −g(KsMs +KsMus +KusMs)

KsKus

(3.8)

A fim de remover as forças de gravidade das equações de movimento, aplica-se a mudança
de variáveis em (3.9) nas equações de movimento (3.2) e (3.4) :

x1 = zus −
g(Ms +Mus)

Kus

, x2 = zs −
Msg

Ks

− g(Ms +Mus)

Kus

ẋ1 = żus, ẋ2 = żs

ẍ1 = z̈us, ẍ2 = z̈s

(3.9)

Desse modo, obtêm-se as relações (3.10) e (3.11), que descrevem a dinâmica do Sistema de
Suspensão Ativa sem o efeito da gravidade (Apkarian; Abdossalami, 2013).

Msz̈s = Bsżus + Fc −Bsżs − (zs − zus)Ks (3.10)

Musz̈us = −Bsżus −Busżus − Fc +Bsżs +Busżr − (zus − zs)Ks − (zus − zr)Kus (3.11)

Têm-se o ponto de equilíbrio do sistema na posição em que as molas estão relaxadas, ou
seja, zs = 0 e zus = 0. Ainda, as duas entradas são a força de controle Fc e o perfil da pista zr.

3.3 Modelo Matemático em Espaço de Estados

Partindo do sistema de suspensão ativa descrito em suas variáveis de estado, as duas equa-
ções diferenciais lineares e invariantes no tempo foram representadas na forma matricial em
espaço de estados conforme (3.12).

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du
(3.12)

Os vetores de estados (x), de entrada (u) e de saída (y) são apresentados em (3.13).

x =


zs − zus

żs

zus − zr

żus

 , u =

[
żr

Fc

]
, y =

[
zs − zus

z̈s

]
(3.13)

Os estados refletem os parâmetros de desempenho do sistema que devem ser otimizados,
sendo eles deflexão/deslocamento da suspensão, velocidade vertical da carroceria do veículo,
deflexão e velocidade vertical do pneu. As entradas são a velocidade da superfície da estrada e
força de controle, enquanto as saídas medidas são o curso da suspensão e aceleração da carro-
ceria.

As matrizes com parâmetros do sistema são apresentadas em 3.14.
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A =


0 1 0 −1

−Ks

Ms

−Bs

Ms

0
Bs

Ms

0 0 0 1
Ks

Mus

Bs

Mus

−Kus

Mus

−Bs +Bus

Mus

 , B =


0 0

0
1

Ms

−1 0
Bus

Mus

− 1

Mus


C =

 1 0 0 0

−Ks

Ms

−Bs

Ms

0
Bs

Ms

 , D =

 0 0

0
1

Ms


(3.14)

Os valores desses parâmetros são constantes e encontram-se especificados na Tabela 1.

Tabela 1 – Parâmetros do sistema de suspensão ativa.

Parâmetros Símbolo Valor
Massa de ¼ do corpo total do veículo Ms 2,45 kg
Massa do conjunto do pneu Mus 1 kg
Constante de rigidez da suspensão Ks 900 N/m
Constante de rigidez do pneu Kus 1250 N/m
Coeficiente de amortecimento da suspensão Bs 7,5 Ns/m
Coeficiente de amortecimento do pneu Bus 5 Ns/m

Fonte: Adaptado de Apkarian e Abdossalami (2013).
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4 PROJETO E ANÁLISE DOS CONTROLADORES

Neste capítulo, o foco é o projeto e a análise de desempenho dos controladores que atua-
rão no sistema de suspensão ativa, dando continuidade à modelagem do sistema apresentada
no Capítulo 3. O objetivo principal é sintetizar e comparar as técnicas de Controle Robusto
e Controlador Gain-Scheduled (GS) , aplicando a alocação de autovalores para garantir ca-
racterísticas de desempenho dinâmico desejáveis e implementando-as no módulo didático em
laboratório. A abordagem de projeto é baseada na teoria das LMIs apresentada na fundamen-
tação teórica. O desenvolvimento deste capítulo está estruturado iniciando-se com a análise
de estabilidade do sistema, aplicação dos conceitos de controle para projeto dos controladores
robusto e gain-scheduled, apresentação e análise dos resultados obtidos. Por fim, é realizada
simulação com frequência variável, visando obter uma visualização gráfica do comportamento
do sistema mesmo sem aplicação no modelo didático de laboratório.

4.1 Análise de Estabilidade do Sistema

Avaliou-se a estabilidade assintótica do sistema utilizando-se dois métodos distintos, com
uso do software Matlab®. Considera-se em ambos os casos um sistema linear contínuo no
tempo descrito na equação 4.1, no qual foram desconsideradas entradas exógenas.

ẋ = Ax(t), A ∈ Rn×n (4.1)

O cálculo dos autovalores da matriz A resultou em (4.2). Sendo que a parte real de todos é
negativa, conclui-se que o sistema é assintoticamente estável.

λi(A) =



λ1(A) = −6, 9453 + 58, 7246j

λ2(A) = −6, 9453− 58, 7246j

λ3(A) = −0, 8353 + 16, 1843j

λ4(A) = −0, 8353− 16, 1843j

(4.2)

Utilizando o método de solução de LMIs, com uso do pacote Sedumi, verificou-se a exis-
tência de uma matriz simétrica P tal que:

P > 0

A′P + PA < 0
(4.3)

Portanto, segundo o Teorema da Estabilidade de Lyapunov, chegou-se a mesma conclusão
de que o sistema é assintoticamente estável.
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4.2 Projeto dos Controladores

Ainda que o sistema seja estável para parâmetros fixos, é necessário que este também se
estabilize considerando incertezas no modelo da planta, mesmo quando submetido a entradas
que perturbem seu equilíbrio. É criado um sinal variante no tempo ρ(t) = 0, 85+0, 15sen(2π ∗
0, 05t), que modifica o ganho do amplificador, ilustrando um sistema LPV. Ele foi projetado
para considerar uma atenuação de até 30%, resultando em um modelo de espaço de estados
descrito em termos de um politopo com dois vértices, atribuídos aos valores máximo e mínimo
da matriz B.

Diante disto, projetou-se via LMIs um controlador robusto de vetor de ganhos fixos K e um
controlador de ganhos variáveis gain-scheduled K(α), ambos com base na Lei de Controle que
está associada à realimentação de estados:

u(t) = −Kx(t) (4.4)

A alocação dos autovalores dos controladores foi de acordo com o uso das LMIs apresenta-
das nos Teoremas 2, 3 e 4. A alocação dos autovalores em malha aberta, do controlador robusto
e do controlador gain-scheduled é apresentada na Figura 10. Nela também está ilustrada a
região que visa distanciar os autovalores do eixo imaginário (melhorar tempo de resposta) e
aproximar do eixo real (diminuir amplitude de oscilação), objetivando a melhora dinâmica do
sistema. Para ambos os controladores foram consideradas as restrições γ = 6, r = 50 e θ = 70.

Figura 10 – Alocação dos Autovalores e Região de D-estabilidade.

Fonte: Próprio Autor.
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O controlador robusto obtido a partir da alocação de valores é apresentado em (4.5) e o
código do programa desenvolvido consta no Anexo A.

KR = [−436, 1479 72, 4263 −101, 3476 −24.1008] (4.5)

O controlador gain-scheduled KGS em (4.6) em é obtido a partir da combinação convexa
dos controladores de ganhos fixos K1 e K2 apresentados em (4.7). O código do programa
desenvolvido para o cálculo dos ganhos é apresentado no Anexo B.

KGS = α1K1 + α2K2 (4.6)

onde α1 + α2 = 1 , α1 e α2 são não negativos e:

K1 = [−634, 5670 36, 9823 −5, 0514 −23, 7468]

K2 = [−888, 5560 54, 1414 −30, 5427 −34, 1916]
(4.7)

Os controladores K1 e K2 foram projetados para os vértices do politopo que descreve a
incerteza do sistema. A lei de controle adapta-se dinamicamente às variações do parâmetro
ρ(t), que representa o ganho do amplificador, através dos pesos de interpolação α1(t) e α2(t).
Dessa forma, tem-se para os extremos da variação de ganho:

• Controlador K1: Projetado para o sistema com ganho nominal, para ρmax = 1, 0.

• Controlador K2: Projetado para o sistema com o ganho máximo atenuado, para ρmin =

0, 7.

Os pesos α1 e α2 são calculados em tempo real, garantindo que sua soma seja sempre
unitária (α1 + α2 = 1). A interpolação linear entre os valores extremos de ρ(t) define o valor
de cada peso. A expressão para α1, associado ao controlador K1, é dada por:

α1(t) =
ρ(t)− ρmin

ρmax − ρmin

(4.8)

Consequentemente, o peso α2 é calculado como:

α2(t) = 1− α1(t) (4.9)

Substituindo os valores de ρmin = 0, 7 e ρmax = 1, 0 utilizados na simulação, obtêm-se as
expressões exatas para os pesos de interpolação:

α1(t) =
ρ(t)− 0, 7

1, 0− 0, 7
=

ρ(t)− 0, 7

0, 3
(4.10)

A implementação prática desta lógica assegura uma transição suave e adaptativa do controle.
Quando ρ(t) atinge seu valor mínimo de 0, 7, os pesos tornam-se α1 = 0 e α2 = 1, fazendo
com que o controlador ativo seja KGS = K2. Inversamente, quando ρ(t) está em seu valor
máximo de 1, os pesos são α1 = 1 e α2 = 0, e o controlador ativo passa a ser KGS = K1. Para
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qualquer valor intermediário de ρ(t), o controlador KGS será uma mistura ponderada de K1 e
K2, otimizando a resposta do sistema para a condição operacional corrente.

4.3 Resultados e Análise de Desempenho

Na Figura 11 são apresentadas as respostas dinâmica do sistema à uma série de desloca-
mentos verticais de 0, 02m no perfil da pista, intercalando o sentido para cima e para baixo. As
posições foram medidas no sistema de suspensão ativa da fabricante Quanser®, operando em
malha aberta e em duas situações em malha fechada, utilizando-se os controladores apresenta-
dos em (4.5) e (4.6).

Figura 11 – Resposta do sistema de massas ao deslocamento vertical do perfil da pista com
atenuação do sinal de controle.

Fonte: Próprio Autor.

Na Figura 12 são destacados valores de pico com a utilização do controlador robusto e gain-

scheduled, cujos deslocamentos no eixo y foram de 0, 02143 m e 0, 01944 m respectivamente.
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Isso mostra que, para o caso analisado, o deslocamento máximo vertical utilizando controle
gain-scheduled foi 9,29% menor quando comparado ao controle robusto. Isso se deve ao fato
de que o controlador robusto, por precisar garantir estabilidade para toda a faixa de incerteza
com um ganho fixo, resulta em um projeto mais conservador. Em contraste, o controlador
adaptativo ajusta seus ganhos, permitindo uma resposta menos conservadora e mais otimizada
para cada ponto de operação.

Figura 12 – Visão comparativa de performance utilizando controladores robusto e gain-
scheduled.

Fonte: Próprio Autor.

O sinal variante no tempo, que multiplica o ganho do amplificador, é descrito em 4.11 e
identificado por ρ(t) na Figura 13.

ρ(t) = 0, 85 + 0, 15sen(2π ∗ 0, 05t) (4.11)
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Figura 13 – Comportamento da variável ρ.

Fonte: Próprio Autor.

Os valores que α1 e α2 assumem ao longo do tempo amostrado para a simulação, para que
o controlador gain-scheduled tenha ganho variável, são apresentados na Figura 14.

Figura 14 – Comportamento das variáveis α.

Fonte: Próprio Autor.

O sinal de controle em volts [V] é apresentado na Figura 15. É possível notar que no
período entre 10 e 18 segundos, onde ρ(t) é menor, o sinal de controle robusto também dimi-
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nui, enquanto o sinal de controle gain-scheduling se mantém próximo aos valores do início da
simulação.

Figura 15 – Sinal de controle do atuador para controladores robusto e gain-scheduled.

Fonte: Próprio Autor.

4.4 Simulação com Frequência Variável (Entrada chirp)

A fim de avaliar e comparar a eficácia dos controladores projetados, o sistema foi submetido
a uma entrada de perturbação na forma de um perfil de pista senoidal com frequência variável,
conhecida como entrada chirp. Esta simulação não foi implementada no modulo didático, es-
tando seus resultados condicionados à simulação.

Conforme explicitado no código apresentado no Anexo C, a entrada (zr) possui uma am-
plitude de 0, 05 m e sua frequência aumenta linearmente de 1 Hz para 4 Hz ao longo de 5
segundos de simulação. Este tipo de sinal é particularmente útil para analisar o comportamento
do sistema em uma ampla faixa de frequências de operação. A perturbação efetiva que atua
sobre o sistema é a velocidade da pista (żr), que é numericamente derivada do perfil de deslo-
camento.

A Figura 16 apresenta os resultados comparativos do deslocamento vertical da massa sus-
pensa (zs) para três cenários: o sistema em malha aberta (sem controle), o sistema com o
controlador robusto e o sistema com o controlador gain-scheduled.



Capítulo 4. PROJETO E ANÁLISE DOS CONTROLADORES 32

Figura 16 – Resposta no tempo do deslocamento da massa suspensa (zs) para a entrada de per-
turbação do tipo chirp

Fonte: Próprio Autor.

A análise do sistema em malha aberta revela um comportamento instável e divergente, com
o deslocamento da massa suspensa atingindo amplitudes da ordem de 1, 5 m. Tal oscilação é
fisicamente inadmissível, pois levaria ao colapso completo da suspensão, ressaltando a necessi-
dade fundamental de um sistema de controle ativo para garantir a estabilidade e a segurança.

Em contrapartida, ambos os controladores, robusto e gain-scheduled, demonstram excelente
capacidade de atenuação da perturbação. Eles mantêm o deslocamento da massa suspensa em
níveis muito baixos e controlados ao longo de toda a simulação, validando a eficácia de ambas
as estratégias de controle.

Para uma análise mais detalhada do desempenho em altas frequências — a condição mais
desafiadora da simulação —, a Figura 17 apresenta um detalhamento da resposta dos sistemas
controlados no intervalo entre 4 e 5 segundos.
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Figura 17 – Detalhamento da resposta dos controladores no intervalo de 4 a 5 segundos.

Fonte: Próprio Autor.

Neste intervalo, onde a frequência de excitação se aproxima de 4 Hz, observa-se que os
dois controladores continuam a apresentar um desempenho muito semelhante e eficiente. A
capacidade de ambos em limitar as oscilações, mesmo sob a perturbação de maior frequência,
confirma sua robustez e adequação para a aplicação. A similaridade nos resultados sugere que,
para a trajetória de perturbação testada, a estratégia robusta de ganho fixo e a estratégia adapta-
tiva do gain-scheduling (que neste caso varia seus ganhos em função do tempo, acompanhando
a variação da frequência da entrada) convergem para uma solução de controle com eficácia
equivalente.
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho de graduação se propôs a projetar, simular e analisar controladores para um
sistema de suspensão ativa Quanser®, com o objetivo de comparar o desempenho de uma abor-
dagem robusta de ganho fixo com uma estratégia adaptativa gain-scheduling. A metodologia
foi fundamentada na modelagem do sistema em espaço de estados e no uso de Desigualdades
Matriciais Lineares (LMIs) para a alocação de autovalores em regiões pré-definidas do plano
complexo, conhecidas como regiões de D-estabilidade.

Os resultados demonstraram a superioridade do controlador gain-scheduled em cenários de
resposta a degrau, com uma redução de 9,29% na amplitude máxima de oscilação em com-
paração ao controlador robusto]. Nas simulações com perturbação do tipo chirp, ambas as
estratégias de controle em malha fechada foram eficazes em atenuar as vibrações, contrastando
com a instabilidade do sistema em malha aberta e validando a eficácia dos métodos projetados.

Como continuação e aprofundamento desta pesquisa, sugerem-se as seguintes frentes de
trabalho:

• Validação Experimental na Plataforma Didática: Sugere-se a utilização de múltiplos
perfis de pista (degrau, senoidal com varredura de frequência e perfis estocásticos) para
uma análise completa da robustez.

• Projeto de Controladores com Realimentação de Saída: Investigar o projeto de con-
troladores baseados em realimentação estática e dinâmica de saída. Esta abordagem eli-
mina a necessidade de medir todos os vetores de estado — uma condição muitas vezes
impraticável em sistemas reais —, utilizando apenas as saídas disponíveis dos sensores.
Isso representa um avanço significativo em direção a uma implementação mais realista e
economicamente viável.

• Expansão do Modelo LPV e da Estratégia Gain-Scheduling: Explorar a inclusão de
outros parâmetros variantes no projeto do controlador, como a variação da massa suspensa
(Ms), que simula diferentes condições de carga do veículo (passageiros e bagagem). Isso
permitiria explorar ainda mais o potencial da abordagem adaptativa, ajustando o controle
a uma gama mais ampla de pontos de operação.

• Análise Comparativa com Outras Técnicas de Controle: Estender a análise de desem-
penho para incluir outras estratégias de controle avançado, como o Controle por Modos
Deslizantes (Sliding Mode Control), conhecido por sua robustez a incertezas, e o Controle
Preditivo Baseado em Modelo (Model Predictive Control - MPC), que pode otimizar o
desempenho futuro do sistema considerando restrições de atuadores e estados.
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ANEXO A – CONTROLE ROBUSTO
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ANEXO B – CONTROLE GS
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ANEXO C – SIMULAÇÃO COM FREQUÊNCIA VARIÁVEL
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