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Resumo

Nesse trabalho, consideramos o conceito de variedades topologicas. Porém, nos
especializamos nas variedades conexas de dimensao 2, as chamadas superficies.

Nosso objetivo é o estudo da classificacao topologica das superficies compactas.
Para isto, enunciamos e demonstramos o Teorema de classificacao das superficies com-
pactas. Desta maneira, mostramos que toda superficie compacta orientavel é homeo-
morfa & esfera ou a uma soma conexa de toros, e que toda superficie compacta nao-

orientavel é homemorfa a uma soma conexa de planos projetivos.

Palavras-chave: Espaco topolégico compacto, Superficie, Soma conexa de superficies.






Abstract

In this work, we consider the concept of a topological manifold. However, we focus
on the connected 2-dimensional manifolds, the so-called surfaces.

Our goal is the study of the topological classification of the compact surfaces. In
this direction, we state and prove the classification Theorem of compact surfaces. That
is, we show that every orientable compact surface is homeomorphic to the sphere or to
a connected sum of torus, and every non-orientable compact surface is homeomorphic

to a connected sum of projective planes.

Keywords: Compact topological space, Surface, Connected sum of surfaces.
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1 Introducao

O conceito formal de superficie (ou variedade conexa bidimensional) pode ser visto
como uma abstragao para a nossa experiéncia familiar com superficies feitas de papel,
folha metalica, plastico, ou qualquer outro material fino e moldével.

Uma variedade bidimensional ¢ um espaco topolégico com as mesmas propriedades
locais do plano euclidiano. E a generalizacao para dimensoes superiores sao as varie-
dades de dimensao n, que sao espagos topolégicos com as mesmas propriedades locais
do espaco euclidiano de dimensao n.

A formalizacao do conceito de variedade topoldgica de dimensao n é apresentada
no Capitulo 3. Nos demais capitulos, nos especializamos no caso n = 2, com especial
atencao ao teorema de classificacao das superficies compactas. Como consequéncia
desse resultado, mais o conceito de caracteristica de Euler de uma superficie, chega-se
a um procedimento algébrico simples para decidir quando duas superficies compactas

dadas sao homeomorfas ou nao. Tal situacao nao ocorre em dimensoes superiores.
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2 Preliminares

Esse capitulo é baseado na referéncia [4], e tem o intuito de estabelecer a nomen-
clatura, definicoes e resultados basicos da Topologia Geral que serao utilizados nos

capitulos seguintes.

Definigao 2.1. Seja A um conjunto. Dizemos que uma funcio d: A x A — R é uma

métrica sobre A se satisfaz:

1. d(a,b) > 0,Va,be A e
d(a,b) =0« a = b;

2. d(a,b) =d(b,a),Va,b € A;
3. d(a,c) <d(a,b) +d(b,c),Va,b,c € A.
Nessas condigoes, o par (A,d) é chamado espag¢o métrico.

Defini¢ao 2.2. Sejam (A,ds) e (B,dg) espacos métricos. Uma funcio [ : A — B,
entre 0s espacos métricos (A,da) e (B,dg), € dita ser uma fungdo continua em xo € A
se: Ye > 0,39 > 0 tal que, da(z,z0) < = dp(f(x), f(xg)) < e.

Se f € continua em todo xo € A, dizemos que [ € continua.
Definigao 2.3. Seja (A, da) um espago métrico. Sejam xg € A er > 0. A bola aberta
de centro xqy e raio r > 0, B,(xq), € definida por
B,(xg) ={x € A | da(x, ) <1}

Definicao 2.4. Seja (A,d4) um espago métrico e seja U C A. Dizemos que U é um

subcongjunto aberto do espago métrico (A, da) se:

Ve eU,3r, >0 tal que Bry(x) CU

21



22 Preliminares

Teorema 2.1. Sejam (A,ds) e (B,dp) espacos métricos. Dada f : A — B, f €
continua se, e somente se, f~H(U) é um subconjunto aberto de A para todo subconjunto

aberto U de B.
Demostracao: Ver [4], pagina 9.

Definicao 2.5. Um espago topoldgico é um par (X,7) onde X € um conjunto e 7 é

uma familia de subconjuntos de X que possui as sequintes propriedades:

1. 0,X e ;
2. Se Al,AQ, 7An € 7 entao A1 N AQ n... ﬂAn €T,

3. Se {Ai},c; € uma familia de elementos de T entao UAZ- € um elemento de T.
iel

Os elementos de T sao chamados conjuntos abertos do espago topoldgico (X, T)

Definicao 2.6. Um subconjunto C' de um espaco topoldgico X é chamado conjunto

fechado se, e somente se, X — C' é um conjunto aberto.

Definicao 2.7. Seja X um espaco topolégico. Um subconjunto N C X com x € N €

chamado uma vizinhanca de x se existe um conjunto aberto U tal que v € U C N.

Definicao 2.8. Uma funcio f: X — Y entre dois espacos topoldgicos, X eY, € dita
ser continua se, para cada conjunto aberto U de'Y, a imagem inversa f~Y(U) é aberto
em X.

Definicao 2.9. Uma funcdao que leva conjunto aberto em conjunto aberto é chamada

funcao aberta.

Definicao 2.10. Uma funcao que leva conjunto fechado em conjunto fechado é cha-

mada funcao fechada.

Teorema 2.2. Sejam X,Y e Z espacos topologicos. Se f: X —Y eg:Y — Z sao

funcoes continuas entao go f : X — Z € continua.
Demostragao: Ver [4], pagina 18.

Definicao 2.11. Sejam X e Y espacos topologicos. Dizemos que X e Y sdao homeo-
morfos se existem funcoes continuas f : X — Y eg:Y — X tais que fog =1y e
go f = 1x. Neste caso, escrevemos X ~Y e dizemos que f e g sao homeomorfismos
entre X e Y.
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Definicao 2.12. Seja X um espaco topoldgico e seja S C X. A topologia sobre S
induzida pela topologia de X € a familia dos conjuntos da forma U NS, onde U € um

conjunto aberto em X.

Definicao 2.13. Suponha que f : X — Y € uma funcao sobrejetiva de um espacgo
topoldgico X sobre um conjunto Y. A topologia quociente sobre Y com respeito a f €

a topologia que tem como abertos a familia
7 ={UCY | fYU) é aberto em X}.

Teorema 2.3. Seja f : X — Y uma funcao sobrejetiva e suponha que Y possui a
topologia quociente com respeito a X. Entao, uma funcao g : Y — Z de'Y num espaco

topoldgico Z é continua se, e somente se go [ : X — Z ¢é continua.
Demostragao: Ver [4], pagina 28.

Definicao 2.14. Sejam (X,7x) e (Y, 7y) espagos topoldgicos e considere o produto

cartesiano
XxY={(z,y)|lzeXeyeY}

A topologia produto nesse conjunto consiste do sequinte: os conjuntos abertos sao todos

0s conjuntos da forma UAZ' X By, onde A; € aberto em X e B; € aberto em Y.

el
Teorema 2.4. Sejam A, X e Y espacgos topoldgicos e sejam f: A— X eg: A—=Y
fungées. Defina h = (f,g) : A — X XY por h(a) = (f(a),g(a)). Entdo, h é continua

se, e somente se, f e g sao continuas.
Demonstracao: Ver [4], pagina 41.

Definicao 2.15. Dado um espaco topologico X e um subconjunto S de X, uma cober-

tura de S € uma familia {U;}jc; de subconjuntos de X tal que S C U Uj.
jet
No caso que J € finito, dizemos que essa cobertura € finita.

Defini¢ao 2.16. Dadas coberturas {U;}jcs e {Vitrer, dizemos que {U;}jc; € uma

subcobertura de {Vi}rex se para todo j € J existe um k € K tal que U; = V.

Definicao 2.17. Dados X espago topoldgico, S C X e {U,;},es cobertura de S, dizemos

que essa € uma cobertura aberta de S se U; é aberto em X, Vj € J.

Definicao 2.18. Um subconjunto S de X é chamado compacto se toda cobertura aberta

de S possui subcobertura finita que cobre S.
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Teorema 2.5. Todo intervalo da forma |a,b], com a,b € R e a < b, é um subconjunto

compacto de R.
Demonstracao: Ver [4], pagina 46.

Teorema 2.6. Seja f : X — Y uma funcao continua. Se S C X é um espago compacto

entao f(S) é compacto em'Y .
Demonstracao: Ver [4], pagina 46.

Teorema 2.7. Um subconjunto fechado de um espaco compacto é compacto.
Demonstracao: Ver [4], pagina 47.

Teorema 2.8. Sejam X e Y espacos topologicos. Entao, X eY sao compactos se, e

somente se, X XY € compacto.
Demonstracao: Ver [4], pagina 47.

Definicao 2.19. Um subconjunto S de R™ € dito limitado se existe um nimero real
k > 0 tal que para cada ponto v = (x1,...,2,) € S, | z; |< k parai=1,2,...n. Em

outras palavras, S "vive" dentro do cubo de dimensao n, [—k, k| x ... x [k, k.
Teorema 2.9. Um subconjunto fechado e limitado de R™ € compacto.
Demonstragao: Ver [4], pagina 48.

Definicao 2.20. Um espaco topologico X é um espaco de Hausdorff se para todo
z,y € X,x #y, existem abertos Uy, U, de X tais que x € Uy, y € U, e U, NU, = 0.

Teorema 2.10. Se X ¢ um espago de Hausdorff e Y C X ¢é um espaco compacto,
entao Y ¢é fechado em X.

Demonstracao: Ver [4], pagina 52.

Teorema 2.11. Suponha f : X — Y uma funcao continua, com X espaco compacto e

Y espaco de Hausdorff. Entao, f é um homeomorfismo se, e somente se, f € bijetora.
Demonstracao: Ver [4], pagina 52.

Definicao 2.21. Um espaco topoldgico X € um espaco conexro se seus unicos subcon-

Juntos simultaneamente aberto e fechado sao apenas o ) e X.

Teorema 2.12. X € conexo se, e somente se, X nao pode ser escrito como a reuniao

disjunta de dois abertos nao vazios.

Demonstragao: Ver [4], pagina 58.



3 Variedades topologicas

Definicao 3.1. Seja n um inteiro positivo. Uma variedade topoldgica de dimensao n
(ou n-variedade) é um espago de Hausdorff onde cada ponto possui uma vizinhanga
homeomorfa ao disco aberto de dimensio n, U" = {x € R" | |z| < 1}.

Usaremos somente o termo variedade para referenciarmos a uma variedade topolo-

gica.

Observacao 3.1. Por definicao, se U é aberto em R" e z € U entao existe uma bola
aberta em R" com centro em x e que esta contida em U. Portanto, podemos enfraquecer
a condicao na definicao pondo: “cada ponto possui uma vizinhanca homeomorfa a um

aberto de R™.”

Exemplo 3.1. O espaco euclidiano R™ é obviamente uma variedade de dimensao n.
Basta verificar que a funcao identidade ¢ um homeomorfismo de R™ sobre um aberto

de R™, a saber, ele mesmo.

Exemplo 3.2. A esfera
St ={r=(x1,...,Tpp1) ER"™ |27+ 422, =1}
¢ uma variedade de dimensao n. Para a prova de tal fato, note primeiramente que

S" = S"\{P}US"\{Q},

onde P = (0,...,0,1) e @ = (0,...,0,—1). (No caso n = 2, P e Q sao os polos
norte e sul, respectivamente). Provaremos agora que S" \ {@} ¢ homeomorfo a R™.
(Analogamente, prova-se que S™\ { P} é homeomorfo a R", de modo a concluirmos que
S™ ¢ uma n-variedade).
Defina f: ™\ {Q} — R" por
flxy, .. xpa) = (L .. L) )

1‘*‘£n+17 .’1+xn+1
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Variedades topolégicas

A interpretacdo para o ponto f(z) € R" é que o ponto Y = (f(x),0) € R*"*! &
exatamente o ponto de intersecao entre a reta r determinada pelos pontos z e ) e o
hiperespaco x,4+1; = 0. De fato, dado x € S™ \ {Q}, considere a reta r determinada
pelos pontos = e Q, i.e.,

r:Y=x+tQ—x), teR.

Temos que a reta r atravessa o hiperespaco z,y; = 0 num dnico ponto Y. Para
determinarmos as coordenadas de Y, seja x = (z1,...,2,41). Entao
YV=(1=t)z, ..., (1= )20, Tps1 + (=1 = Tnp1))

e devemos entao resolver a equacao em ¢:
Tt H (1 = Zye1) = 0,

a qual nos fornece t = ———.
I+ Tnt1
Conhecendo agora o valor de t, temos que o ponto Y de intersecao entre o hipe-

respaco x,.1 = 0 e a reta determinada pelos pontos z e () é escrito em coordenadas

y=(—2 I ).
1+, I+ 241

Nesse ponto, definida a funcao f e explicitada a sua interpretacao, provaremos que

cartesianas como

f ¢ um homeomorfismo. A verificacao de que f é continua é imediata, pois cada uma de
suas fung¢oes coordenadas o sao. Para concluirmos que f é homeomorfismo, definiremos
uma fun¢ao g : R® — S\ {Q} de tal sorte que g seja continua, g o f = idsm (g} €
fog=r1idrn. A funcao g é definida por:

2a, 2ay, 1—(ai+---+a)
g(a): 2 ... 2 T a2 4. 2 a4 2 ’
aij+---+az+1 ai+---+a2+1 aj+---+a;+1

onde a = (ay,...,a,) € R". A fungdo g é continua pois cada uma de suas fungoes
coordenadas o sdo. Ademais, verifica-se que g estd bem definida, i.e., que g(a) € S™
para todo a € R". Também nao ¢é dificil verificar as igualdades g o f = idgn gy
f og=1dgn. Logo, f ¢ um homeomorfismo.

Portanto, a esfera S™ é uma variedade de dimensao n.

Exemplo 3.3. Se M™ é uma variedade de dimensao n, entao qualquer subconjunto

aberto de M" é também uma variedade de dimensao n. A prova é imediata.

Exemplo 3.4. Se M é uma variedade de dimensao m e N é uma variedade de dimensao

n, entdao o produto M x N é uma variedade de dimensao (m+n). De fato, mostraremos
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que dado um ponto z € M x N, existe um aberto U, x U, C M x N homeomorfo a um
aberto em R™"". Seja z = (p,q) € M x N. Como M é uma variedade de dimensao
m, existe um homeomorfismo ¥, : U, — R™, sendo U, uma vizinhanca aberta de p em
M. Analogamente, existe um homeomorfismo ¥, : U, — R", sendo U, uma vizinhanga
aberta de ¢ em V.

O conjunto U, x U, é¢ uma vizinhanga aberta de z = (p,q) em M x N e a fungédo f :
U, xU; = R™xR" = R™" definida por f(a,b) = (V1(a), ¥2(b)) é um homeomorfismo
de U, x U, sobre R™*™.






4 Variedades bidimensionais -

orientavels e nao-orientaveis.

Uma defini¢ao formal de orientacao em variedades bidimensionais nao esta no nosso
alcance nesse momento. Assim, nos renderemos a um tratamento intuitivo. Para definir
o conceito de variedade bidimensional nao-orientavel, comecaremos com o exemplo
classico: a faixa de Md&bius.

A faixa de Mobius é construida a partir de uma tira de papel colando-se suas
extremidades depois de realizar uma torcao de 180° em uma delas. Como espago
topologico, ela é obtida por topologia quociente do seguinte modo:

Seja X o retangulo
X={(z,y) eR?| —10<2<10,-1<y<1}.

Formamos agora um espago quociente de X identificando os pontos (10,y) e (—10, —y)
para cada y no intervalo aberto (—1,1).

Observe que a linha central da faixa retangular X torna-se um circulo apo6s a iden-
tificacao das duas extremidades. Um ser imaginirio que comecou um percurso em
qualquer ponto neste circulo com uma escolha de orientacao definida e carregou esta
orientacao com ele em torno do circulo, volta para seu ponto inicial com sua orientacao
invertida. Este tipo de percurso fechado recebe a classificacao de inversor de orien-
tacao. Um percurso que nao possua essa propriedade é denominado preservador de

orientacao.

29



30 Variedades bidimensionais - orientaveis e nao-orientaveis.

Figura 4.1: Faixa de Mdobius.

A figura 4.1 foi retirada de [1], pagina 17.

De modo geral, uma variedade bidimensional que contenha um percurso fechado
inversor de orientacao é denominada uma variedade bidimensional nao-orientavel. Caso
contrario, é chamada orientavel.

Assim, a faixa de Mobius é um exemplo de variedade bidimensional nao-orientéavel.



5 Exemplos de superficies compactas.

Chamaremos uma 2-variedade conexa abreviadamente de superficie.

Um exemplo de uma superficie compacta é a 2-esfera S?. A esfera S? é orientavel.

Outro exemplo é o 2-toro T2. O toro T? pode ser descrito como sendo a superficie
de uma camara de pneu cheia de ar. E pode ser definido com o rigor matematico de

uma das seguintes maneiras:

(a) Qualquer espago topologico homeomorfo ao produto de dois circulos, ST x S'.

(b) Qualquer espago topologico homeomorfo ao seguinte subconjunto do R3:

{(x,y,z) c R? | (x2+y2—2)2+22: 1}

(este conjunto é obtido pela rotacao do circulo (z — 2)2 + 22 = 1, situado no plano zz,
em torno do eixo z).

(c) Seja X o quadrado unitario no plano R?
{(z,y) eR?*|0<2<1,0<y <1}

Um toro é qualquer espaco homeomorfo ao espaco quociente de X obtido pela identi-

ficacao dos lados opostos do quadrado X de acordo com as seguintes regras:

1. Para cada y no intervalo [0, 1], os pontos (0,y) e (1,y) se identificam.

2. Para cada x no intervalo [0, 1], os pontos (z,0) e (z, 1) se identificam.

Essas identificacoes estao representadas no diagrama abaixo:

31



32

Exemplos de superficies compactas.

Figura 5.1: Toro.

Lados identificados sao rotulados com a mesma letra do alfabeto, e as identificacoes
devem ser feitas segundo as setas.
Provaremos agora que os espagos topologicos descritos em (a), (b) e (¢) sdo home-

omorfos.

Primeiro, tome I = [0,1] e considere o espaco quociente , onde ~ denota a

Y

identificacao dada no item (c¢). Definimos um homeomorfismo

I x1I

~Y

g: —>{(x7y,z)€R3|(m2+y2—2)2+z2:1}

por

g((u,v)) = (\/2 + cos(2mu) cos(2mv), \/ 2 + cos(2mu) sen(27v), sen(27wu)).

Pode-se provar que a funcao g esta bem definida. Para isso, deve-se provar que g((u,v))

independe do representante (u,v) € I x I da classe (u,v), o que obviamente é verdade,

e que g((u,v)) pertence de fato ao subconjunto
{(:U,y,z) cR?| (2% +9* — 2)2 + 2% = 1}
de R3. Para essa tiltima afirmacao, temos que verificar a seguinte igualdade:
(V2 + cos(27ru)2 cos?(2mv) + /2 + (:08(27ru)2 sen’(27v) — 2)2 + sen’(27u) = 1

De fato,

2
(V2+ COS<27TU)2 cos®(2mv) + /2 + (:o,'s.(27ru)2 sen®(27mv) — 2) + sen®(27u) =

= ((2 + cos(2mu)) cos?(2mv) + (2 + cos(27u)) sen*(27v) — 2)2 + sen?(2mu) =

= [(2 + cos(2mu))(cos® (2mv) + sen?(2mv)) — 2]2 + sen?(2mu) =
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= (2 + cos(2mu) — 2)* 4 sen?(2mu) = cos*(2mu) + sen?(2mu) = 1
I'x1

~Y

Prova-se também que ¢ é injetora. De fato, sejam (u,v), (v/,v') € tais que

g((u, U)) = g((ulﬁ U’)).

Entao,

(/2 4 cos(2mu)cos(2mv), \/2 + cos(2mu)sen(2mv), sen(2mu)) =
= (/2 + cos(2mu ) cos(2mv ), /2 + cos(2mu)sen(2mv'), sen(2mu)).

Olhando para a igualdade das duas primeiras coordenadas temos:

2 + cos(2mu)cos(2mv) = /2 + cos(2mu’)cos(2mv’),
2 + cos(2mu)sen(2mv) = \/2 + cos(2mu’)sen(27mv").
Resolvendo o sistema temos que:
[\/mCOS(QWU)f + [\/Z—FTS(ZWu)sen(Zﬂv)f =
= [\/Z%—T(QWU')COS(ZW'U/)}Z + [\/HTWS@H(QTFU,)]Q =
= [2 + cos(27u)][cos?(2mv) + sen?(27v)] = [2 + cos(2mu’)][cos? (2mv") + sen?(27v)] =
= 2 + cos(2mu) = 2 + cos(2mu’) = cos(2mu) = cos(2mu’).
Isso, unido a igualdade das tltimas coordenadas, sen(2mu) = sen(2mu’), nos da
que w = v ou {u,u'} = {0,1}. Agora, sabido que cos(2ru) = cos(27u’), retornamos
a ignaldade das duas primeiras coordenadas e obtemos que cos(2mv) = cos(2mv’) e

sen(2mv) = sen(2mv'), seguindo que v = v’ ou {v,v'} = {0,1}.

Portanto, (u,v) = (v, ).
Para provar que g é sobrejetora, seja (z,y,z) € R3 tal que (2% + 32 — 2)° + 2% = 1.
Entao, z € [-1,1]. Como a fungdo seno assume todos os valores entre —1 e 1 no

intervalo [0, 27], existe ¢ € [0, 27] tal que z = sen . Assim,
2?2+ 9y —2=cosy

e, portanto,

? +y* =2+ cosp.

Fazendo uso de coordenadas polares, existe 6 € [0, 27] tal que

(z,y) = /2?2 + y?(cos f,sen ).

Portanto,

x=1+/24cospcosf | y=+/24+cospsen e z=senp.
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0
Logo, tomando u = P clev="cI tem-se g((u,v)) = (z,y, 2).
27 2T

Portanto, g é sobrejetora.

Mostremos agora que g é continua.

I xI
Sejam: I x I — Lk definida por 7(u,v) = (u,v) a projecao natural. O espaco
I x1I

~

Veja que gom: I x I — {(z,y,2) € R3/(22 + 2 — 2)° + 22 = 1} ¢ dada por

(u,v) = (/2 4+ cos(2mu) cos(2mv), /2 + cos(2mu) sen(27wv), sen(27uw)),

que é continua, pois cada funcao coordenada o é. Logo, pela propriedade universal de

possui a topologia quociente determinada por 7.

topologia quociente, conclui-se que g é continua.

Para concluirmos que g ¢ um homeomorfismo, basta notarmos que é compacto

(pois é imagem de compacto por func¢ao continua) e que
{(wy.2) eRY/(@® +° =2)" + 27 = 1)

¢ de Hausdorff (pois ¢ um subconjunto do R?) e aplicar o resultado de topologia geral
que diz que toda bijecao continua de um espago compacto sobre um espaco de Hausdorff

& homeomorfismo, (Ver Teorema 2).

I xI

~

Portanto, provamos que os espacos {(z,y,2) € R3/(z2 +y2 —2)° + 22 =1} ¢

sao homeomorfos.

Agora, iremos provar que S x S!e sao homeomorfos. Para tal, definimos a
I xI

~

~Y

— S x St por

funcao h :

h((u,v)) = (cos(2mu), sen(2mwu), cos(2mv), sen(27wv)).

A funcao h é obviamente bem definida e sobrejetora.

Também, mostra-se sem dificuldades que A é injetora.

A continuidade de h é, como no caso anterior, uma aplicacdo da propriedade uni-
versal de topologia quociente.

Para concluirmos que A é um homeomorfismo, novamente, basta observarmos que

I x]T

~Y

é compacto e que S! x S é de Hausdorff.

sao homeomorfos.

Portanto, os espacos S* x S! e

~Y

Um toro T? é uma superficie orientavel.



O proximo exemplo de uma superficie compacta, mas nao orientavel, que apresen-

taremos é o plano projetivo real, ou simplesmente plano projetivo.

Definicao 5.1. O espaco quociente da 2-esfera S* obtido através da identificacio de
cada par de pontos diametralmente opostos € chamado de plano projetivo. Todo espaco
homeomorfo a este espaco quociente também é chamado de plano projetivo.

Seja H = {(x,y,2) € S? | 2> 0} o hemisfério superior fechado de S?. E claro que,
de cada par de pontos diametralmente opostos em S?, pelo menos um ponto esta em
H. Se os dois pontos estao em H, entao eles estao no equador, que é o bordo de H.
Assim, poderiamos também definir o plano projetivo como o espaco quociente de H
obtido pela identificacao dos pontos diametralmente opostos que estao no bordo de H.

Como H é homeomorfo ao disco unitario fechado E? do plano,
E? ={(z,y) e R* | 2” +¢* < 1},

o espaco quociente de E? obtido pela identificacao dos pontos de S' que sdo diame-
tralmente opostos é um plano projetivo. Por E?, podemos substituir qualquer espaco
homeomorfo, por exemplo, um quadrado.

Seja X o quadrado unitario no plano R?
{(z,y)) eR* |0<2<1,0<y <1}

O plano projetivo é qualquer espaco homeomorfo ao espaco quociente de X obtido pela

identificacao dos lados opostos do quadrado X de acordo com as seguintes regras:
1. Para cada y no intervalo [0, 1], os pontos (0,y) e (1,1 — y) se identificam.
2. Para cada x no intervalo [0, 1], os pontos (x,0) e (1 — x, 1) se identificam.

Essas identificagoes estao representadas no diagrama abaixo:

Figura 5.2: Plano projetivo.



Exemplos de superficies compactas.

Podemos ver que o plano projetivo é nao-orientavel pela observacao feita na figura

5.3, de que ele contém uma faixa de Mobius.

C C
A B A B
b b b b
B A o t
C a G

Figura 5.3: Plano Projetivo contém uma faixa de Mdobius.



6 Soma conexa

Descreveremos como dar outros exemplos de superficies compactas ao formar o que
sao chamadas somas conexas.

Sejam S; e Sy superficies disjuntas. Sua soma conexa, denotada por S;#S5s, é
formada cortando e removendo uma pequena regidao circular de cada uma das duas
superficies. Isto criard um pequeno bordo circular em cada uma delas e entao cola-se
as duas superficies ao longo dos bordos circulares.

Para ser mais preciso, escolhemos subconjuntos D; C Sy e Dy C Sy tal que Dy e
D, sao discos fechados (isto é, homeomorfo a E?). Seja S! o complemento do interior
de D; em S; para1=1¢€ 2.

Escolha um homeomorfismo A da fronteira de D; sobre a fronteira de Ds.

Entao S1#5, é o espago quociente de S] U S} obtido pela identificacdo dos pontos
x e h(z), para todos os pontos x da fronteira de Dy, com S;#55 resultando uma nova

superficie.

Exemplo 6.1. Soma Conexa de Toros.

Sejam 17 e Ty toros, representados cada um por um quadrado com os lados opostos
identificados como mostra a figura 6.1(a), sendo os quatro vértices de cada quadrado
identificados em um s6 ponto no toro correspondente.

Para formar a sua soma conexa, devemos primeiramente recortar um buraco circular
em cada toro, nomeando de ¢; e ¢y as fronteiras destes buracos, e eles sao identificados
como indicado pelas setas. Podemos também representar o complemento dos buracos
nos dois toros por pentagonos mostrados na figura 6.1(b).

Identificamos os segmentos ¢; e ¢y, obtendo o octogono da figura 6.1(c), no qual os
lados estao identificados aos pares, segundo as orientacoes das arestas.

Note que todos os oito vértices deste octogono sao identificados num tnico ponto

em T1 #Tg .
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bl bz az
a az b,
bl bz az
ay az by
()
by
bl az
ay b,
a;

a;
by
a;
b,
a
by
©

(@

Figura 6.1: Soma Conexa de dois toros.

Repetindo esse processo, podemos mostrar que a soma conexa de trés toros é o
espaco quociente do dodecagono, quando as arestas sao identificadas aos pares como

indicado na figura 6.2

Figura 6.2: Soma Conexa de trés toros.
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Por inducao finita, provaremos que, para qualquer inteiro positivo n, a soma conexa
de n-toros ¢ homeomorfa ao espaco quociente de um poligono de 4n lados, cujas arestas
estao identificadas aos pares, obedecendo certa orientacao das arestas nos poligonos.

Consideremos S = T?#...#T? a soma conexa de n toros, n > 2.

Se n = 2, sabemos pela figura 6.1, que a soma conexa de dois toros é homeomorfa
ao espaco quociente do octégono, ou seja, € homeomorfa ao espaco quociente de um
poligono de 4 x 2 lados.

Suponhamos que a afirmacao seja valida para um certo n. A soma conexa de n
toros é homeomorfa ao espaco quociente de um poligono de 4n lados.

Seja S = T?*#..#T? a soma conexa de (n + 1) toros, que pode ser vista como
S = (T?#..#T?)#T?, a soma conexa de n-toros com um toro.

Pela hipotese de inducao, temos que a soma conexa de n-toros ¢ homeomorfa ao
espaco quociente de um poligono de 4n lados. Fazendo a soma conexa do poligono de
4n lados com um toro obtemos um poligono de (4n + 4) lados, ou seja, a soma conexa
de (n+ 1) toros é homeomorfa ao espaco quociente de um poligono de 4(n + 1) lados.

Portanto, por inducao finita, a soma conexa de n toros é homeomorfa ao espaco

quociente de um poligono de 4n lados.

Exemplo 6.2. Soma Conexa de Planos Projetivos.

O plano projetivo é definido como sendo o espaco quociente de um disco circular,
identificando os pontos diametralmente opostos na fronteira. Ao escolher um par de
pontos diametralmente opostos na fronteira como vértices, a circunferéncia do disco
circular é dividida em dois segmentos. Assim, podemos considerar o plano projetivo
como obtido de um poligono pela identificacao de seus lados opostos como mostra a

figura 6.3

Figura 6.3: Construgao do plano projetivo como espago quociente de um poligono de
dois lados.

O método para obter a soma conexa de dois planos projetivos P, e P, é basicamente
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o mesmo usado para obter a respresentacao da soma conexa de dois toros como um

espaco quociente de um octogono.

a; az
a; (a) az
ay az
Py C1 C2 P
ay az
(b)

a; az
ay az
()
Figura 6.4: Soma Conexa de dois planos projetivos.

Ao repetir este processo, vemos que a soma conexa de trés planos projetivos é o

espaco quociente de um hexégono com os lados identificados aos pares, como mostra a

112 aZ
a;
a; asz

figura 6.5

Figura 6.5: Construcao da soma conexa de trés planos projetivos.
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Por inducao finita , provaremos que, para qualquer inteiro positivo n, a soma conexa
de n-planos projetivos é o espago quociente de um poligono de 2n lados, com os lados
identificados aos pares, obedecida a orientacao das arestas do poligono. Onde todos os
vértices deste poligono sdo identificados em um tinico ponto.

Consideremos S = P?#...#P? a soma conexa de n planos projetivos, n > 2.

Se n = 2, sabemos pela figura 6.4 que a soma conexa de dois planos projetivos
¢ homeomorfa ao espaco quociente do quadrilatero, ou seja, ¢ homeomorfa ao espaco
quociente de um poligono de 2 x 2 lados.

Suponhamos que a afirmacao seja valida para um certo n. A soma conexa de n
planos projetivos é homeomorfa ao espaco quociente de um poligono de 2n lados.

Seja S = P?#...#P? a soma conexa de (n+ 1) planos projetivos, que pode ser vista
como S = (P?*#..4#P?)#P? a soma conexa de n planos projetivos com um plano
projetivo.

Pela hipoétese de inducao, temos que a soma conexa de n planos projetivos é home-
omorfa ao espago quociente de um poligono de 2n lados. Fazendo a soma conexa do
poligono de 2n lados com um plano projetivo obtemos um poligono de (2n + 2) lados,
ou seja, a soma conexa de (n+ 1) planos projetivos ¢ homeomorfa ao espa¢o quociente
de um poligono de 2(n + 1) lados.

Portanto, por inducao finita, a soma conexa de n planos projetivos ¢ homeomorfa

ao espaco quociente de um poligono de 2n lados.

Exemplo 6.3. Soma Conexa de uma Superficie com uma Esfera.
Sejam S? a esfera bidimensional e M uma superficie qualquer. Entao M#S? é

homeomorfa a M.

=) J= Q@
"D@Q@C@

Figura 6.6: Soma Conexa de M e a esfera.

A figura 6.6 foi retirada de [1], pagina 18.
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Representaremos a esfera como o espaco quociente de um poligono com dois lados

identificados aos pares como mostra a figura 6.7.

Figura 6.7: Construgao da esfera.

Podemos imaginar uma esfera com um ziper sobre ela, como uma bolsa, quando o

ziper é aberto a bolsa pode tornar-se plana.

Exemplo 6.4. Se S; e Sy sao planos projetivos entao S1#S5, é uma "Garrafa de
Klein", isto é, homeomorfa a superficie obtida pela identificagao dos lados opostos de

um quadrado como na figura 6.8.

Figura 6.8: Garrafa de Klein.

1. Para cada y no intervalo [0, 1], os pontos (0,y) e (1,1 — y) se identificam.
2. Para cada x no intervalo [0, 1], os pontos (z,0) e (z, 1) se identificam.

Podemos provar isto pela técnica do "cortar" e "colar", como segue. Se .S; é o plano
projetivo, e D; ¢ um disco fechado tal que D; C S;, entao S, o complemento do interior
de D; em S;, ¢ homeomorfo a uma faixa de Mébius (incluindo o bordo), i = 1,2.

De fato, se pensarmos S; como o espaco obtido pela identificacao dos pontos dia-
metralmente opostos na borda do disco unitario £? em R?, entao podemos escolher D;

1
para ser a imagem do conjunto {(z,y) € E*:|y |> 5}
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TN N = 7
)t =
T T O s = O

Figura 6.9: O complemento do interior de D; em S; é homeomorfo a uma faixa de
Mébius.

Disto segue que S1#S5s é obtido colando as duas faixas de Mdobius juntas ao longo
de seus bordos.
Por outro lado, a figura a seguir mostra como cortar a garrafa de Klein para obter

duas faixas de Mobius.

b B

A B B
b b 1
a
B A c———— > ——— c
1 i
c > c A B

Figura 6.10: Corte da Garrafa de Klein para obter duas faixas de M&bius.

Outra maneira de mostrar que a soma conexa de dois planos projetivos é homeo-
morfa a garrafa de Klein é pela técnica de "cortar" e "colar", como segue:

Devemos primeiramente recortar um buraco circular em cada plano projetivo, no-
meando de ¢ as fronteiras destes buracos. Representamos o complemento dos buaracos
nos dois planos projetivos por triangulos.

Identificamos os segmentos ¢ obtendo um quadrilatero, no qual podemos fazer um
corte ao longo de d e entao identificamos os segmentos b, obtendo a representacao

poligonal da Garrafa de Klein.
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a

jo

o

Figura 6.11: A soma conexa de dois planos projetivos é a garrafa de Klein.

A figura 6.11 foi retirada de [1], pagina 18.

Propriedades da Soma Conexa

Consideremos agora algumas propriedades dessa operacao de formar somas conexas.
a) Nao existe distingdo entre S1#Ss e So#S1, isto é, a operacdo é comutativa.

b) (S1#52)#S3 e S1#(527#S3) sao homeomorfos.

¢) O exemplo 6.3 mostra que a esfera é um elemento neutro ou unitario para a
operacao de formar somas conexas.

Assim, vemos que a soma conexa é uma operacao comutativa, associativa e que pos-
sui elemento neutro no conjunto das classes de homeomorfismos de superficies compac-
tas. Nao devemos saltar para a conclusao que o conjunto de classes de homeomorfismo
formam um grupo sobre esta operacao. Nao existem os elementos inversos.

A soma conexa de duas variedades orientaveis é também orientavel. Por outro lado,

se S7 ou Sy é nao orientavel, entao S1#S5 é nao orientavel.



7 Para cada superficie compacta, uma

“palavra’.

No capitulo 9, provaremos que toda superficie compacta ¢ homeomorfa a um po-
ligono com as arestas identificadas aos pares. A cada representacao poligonal de uma
superficie compacta, podemos associar uma '"senha'" ou "palavra" que guarda toda
informacao acerca dessa configuracao poligonal plana, bem como das letras e setas
etiquetando suas arestas. Tal senha ¢ chamada de palavra representacao da superficie.

Seja um poligono no qual esteja indicado como se identificam as arestas. Partindo de
um determinado vértice, percorremos a fronteira deste poligono, anotando em sequéncia
uma a uma, as letras que aparecem no poligono. Se a seta aponta em alguns pontos
para mesma direcao que estamos percorrendo em torno da fronteira, entao escrevemos
a letra correpondente a aresta sem expoente, se a seta indicar direcao contraria, a letra
correspondente a esta aresta serd representada com expoente menos um.

Observando os exemplos anteriores, podemos escrever:

a) Esfera: aa™1;

b) Soma conexa de n toros: a;bia; by ’...a,bpa; bt
¢) Soma conexa de n planos projetivos: ajajasas...a,a,.
O Teorema da Classificagao de Superficies Compactas que enunciaremos e provare-

mos no capitulo 9 nos garante que, com estes exemplos, esgotam-se todas as possibili-

dades de construir novas superficies.
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8 Triangularizacao de Superficies

Compactas.

Para provar o Teorema de Classificacao de Superficies Compactas, assumiremos
que a superficie dada é triangularizavel, isto é, dividida em triangulos que se encaixam

muito bem.

Definicao 8.1. A triangularizacao de uma superficie compacta S consiste de uma
familia finita de subconjuntos fechados {T1, Ty, ..., T,} que cobrem S, e uma familia de
homeomorfismos ; : T, — T;, i+ = 1,...,n, onde cada T, ¢ um tridngulo no plano
R? (isto é, um subconjunto compacto de R* limitado por trés retas distintas). Os
subconjuntos T; sao chamados "tridngulos”. Os subconjuntos de T; que, sequndo o
homeomorfismo 1;, sao as imagens dos vértices e arestas do tridingulo Ti/, sao chamados
de "vértices"e "arestas”, respectivamente. Por fim, € necessdrio que quaisquer dois
tridngulos distintos, T e Ty, ou sejam disjuntos, ou possuam apenas um vértice em,

comum, ou tenham uma das arestas inteiramente em comum.

A figura 8.1 mostra trés tipos inadmissiveis de intersec¢ao de triangulos

T, <| T

\ >

Figura 8.1: Tipos inadimissiveis de interseccao de triangulos.

O fato de dois triangulos distintos nao possuirem os mesmos vértices permite que a
triangularizagao completa de uma superficie seja determinada pela simples enumeragao

dos vértices, e pela associagao de cada tripla de vértices a apenas um triangulo.
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Exemplos de triangularizagoes:

1. A superficie de um tetraedro ordinario no espaco tridimensional Euclidiano é
homeomorfa a esfera S? e os quatro triangulos satisfazem todas as condicoes
tri larizagao de S?. Nest ist tro vérti d

para uma triangularizacao de S¢. Neste caso, existem quatro vértices e cada

tripla de vértices é o conjunto de vértices de um triangulo.

2. Uma triangularizagao de um plano projetivo, considerado como o espaco quoci-
ente obtido pela identificacao de pontos diametralmente opostos na borda de um
disco, esta representada na figura 8.2, onde os vértices estao enumerados de 1 a

6, e os dez triangulos sao: 124,245,235, 135, 156, 126, 236, 346, 134, 456.

3

Figura 8.2: Triangularizagao do plano projetivo.

3. Uma triangularizacao de um toro, considerado como um quadrado com os lados
opostos identificados, esta representada na figura 8.3, onde os vértices estao nu-

merados de 1 a 9, e os 18 triangulos sao:

124,245,235, 356, 361, 146, 457, 578, 658, 689, 649, 479, 187, 128, 289, 239, 379, 137.
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Figura 8.3: Triangularizacao do toro.

Concluimos essa discussao com as seguintes observagoes:

1. Cada aresta é uma aresta de exatamente dois triangulos.

2. Seja v um vértice de uma triangularizacao. Podemos entao organizar o conjunto
de todos os triangulos que tem v como vértice em ordem ciclica, Ty, 11, 15, ..., Ty,—1, T, =

Ty, tal que T; e T;11 tem um aresta em comum para 0 <7 <n — 1.

A afirmacao 1 segue do fato que cada ponto na aresta em questao deve ter uma
vizinhanca homeomorfa ao disco aberto U2. Se uma aresta fosse aresta de apenas um
triangulo ou de mais de dois triangulos isso nao seria possivel.

A afirmacao 2 segue da afirmacdo 1 e do fato de que cada vértice possui uma

vizinhanca homeomorfa ao disco D?.






9 Teorema da Classificacao de

Superficies Compactas.

Teorema 9.1. Toda superficie compacta é homeomorfa a uma esfera, a soma conexa

de toros, ou a soma conexa de planos projetivos.

Demonstra¢ao. Demonstraremos o teorema em partes, provando que toda superficie
compacta S é homeomorfa a um poligono com as arestas identificadas aos pares, se-
gundo alguns dos simbolos:

aa_l;

—17—-1 —17—-1,
arbyay by . anbpa, b
a1a1a209...QpAy,.

Passo 1

Seja K uma triangularizacdo de uma superficie compacta S. Enumeramos os tri-
angulos {71, T5, ..., T, } de modo que o triangulo T; tenha uma aresta e; comum com ao
menos um dos triangulos 71,75, ..., T; 1,2 < i < n.

Para demonstrar isto, escolnemos um triangulo qualquer do conjunto acima a ser
11, escolhemos como 75 qualquer triangulo que tenha alguma aresta em comum e; com
T1, T3 qualquer triangulo que tenha uma aresta em comum e, com 77 ou 75, e assim
por diante. Suponhamos que, em algum momento nao fosse possivel continuar esse pro-
cesso. Logo teriamos dois conjuntos de triangulos {71, Ts, ..., Tk} € {Trs1, Trros -y Tn},
tal que nenhum triangulo do primeiro conjunto teria uma aresta ou vértice em comum
com nenhum triangulo do segundo conjunto, com isto teriamos uma particao de S em
dois conjuntos fechados disjuntos e nao vazios, contrariando a hipotese de que S é
conexa. Utilizaremos a ordenacao dos triangulos 17,75, ..., T,, junto com a escolha das
arestas e, e, ..., e, para construir um modelo da superficie S no plano cartesiano. Este

modelo serd um poligono cujos lados estao identificados aos pares.

51
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. A . . n .. /
Sabemos que, para cada triangulo 7}, existe um triangulo ordinario 7; em R? e um
/ A / ’ L
homeomorfismo v; de T; sobre T;. Suponhamos que os triangulos 7,75 ,...,T,, sao

disjuntos dois a dois, se nao forem podemos transladar alguns deles para outras partes

do plano R2. Seja T' = UT/, T’ é um subconjunto compacto de R2. Definimos a
i=1
aplicacdo ¢ : T' — S como sendo wa/ =1);. A aplicacao 1 é continua e sobrejetora.

Como T é compacto e S & um espaco de Hausdorff, 1) é uma aplicacio fechada.

De fato, seja ' C T' um subconjunto fechado qualquer de 7. Como 1" é com-
pacto, temos que F' é também compacto. Como 1 é continua, temos que ¥ (F) é um
subconjunto compacto de S. Como S é de Hausdorff conclui-se que 1 (F") é fechado em
S. Portanto, v é uma aplicacao fechada.

S tem a topologia quociente determinada por . Isto é, A C S é aberto se, e
somente se, 1)~ 1(A) ¢ aberto em 7.

De fato, suponhamos que A C S é aberto. Como v é continua, entao ¢~1(A) é
aberto em 71"

Reciprocamente, se ¢)~*(A) é aberto em 7", temos [T" — ¢~*(A)] fechado em 7.

Como 1) é uma aplicacdo fechada, entdo ¥[T" — ¢~*(A)] é fechado em S. Logo,
S —[T" —~'(A)] & aberto em S.

Seja x € S — [T — =1 (A)], qualquer

x = 1(y), para algum y € T

Entao,

V() T = YA =y el —v ' (A)]=yed H(A) =Yy)c A=z € A

Portanto, S — ¢[T" — ¢~ '(A)] C A

Seja x € A.

x = 1(y) para algum y € T".

Suponha que z € P[T" —~1(A)].
Entao,

ye[T =y (A)] =y g (A) = (y) gA= o ¢A

0 que é uma contradicao, pois x € A por hipodtese.

Logo, x ¢Y[T" =y~ (A)] =z € S — [T — ¢~ (4)].

Portanto, A C S — [T" — ¢~ (A)]

Concluimos que, A = S — [T" — =1 (A)].

Logo, A é aberto.
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O poligono desejado sera construido como um espaco quociente de 7. Para cada 1,
2 <1 < n, escolha uma aresta e; de T;, que é também aresta de algum 7}, 1 < j < n.
Entao ¢ ~!(e;) consta de duas arestas, uma de T, e outra de Tj/.

Tdentificamos estas duas arestas dos triangulos 7} e le do seguinte modo: identifi-
camos aqueles pontos que se aplicam por 1) em um mesmo ponto de e;. Intuitivamente,
colamos os triangulos T, e Tj'.

Fazendo estas identificacoes para cada uma das arestas es,es, ..., e,, obtemos o
espaco quociente de T' que representaremos por D.

Como D é o espaco quociente de 77, ¢ : T — S induz uma aplicacdo a de D em
S. Como D é compacto e S é de Hausdorff, o ¢ uma aplicacao fechada. Concluimos
que S tem a topologia quociente induzida por «.

O espago D ¢ topologicamente equivalente a um disco fechado. A demosntracao
desta afirmacao depende de duas consideracoes:

a) Tomamos dois espacos disjuntos F; e FEy, topologicamente equivalentes a um

disco fechado

E? ={(z,y) e R* | 2? + 4> < 1}.

Sejam A; e Ay, subconjuntos da fronteira de F e E», respectivamente, homeomorfos
ao intervalo [0,1] e h : A — Ay um homeomorfismo.

Identificando os pontos de E; e E, através de h, obtemos o espaco quociente de
E1 U FE;. Entao o espaco quociente também ¢ topologicamente equivalente a um disco.
Isto significa que se colarmos dois discos ao longo de um segmento comum em suas
fronteiras, obtemos um novo disco.

b) Ao formar o espaco quociente D de 7', podemos fazer as identificacdes de uma
s6 vez, ou primeiro a identificagdo correspondente a ey, em seguida a es, etc.

Apos estas consideragoes provaremos que D é um disco da seguinte maneira:

T e Ty sio topologicamente equivalentes a um disco fechado, portanto o espaco
quociente T1/UT2/ obtido ao identificar os pontos 1)~ !(e3) é novamente um disco segundo
a).

Formamos um espaco quociente da uniao deste disco com T; fazendo as identifica-
coes correspondentes a aresta ez, e assim por diante. Naturalmente S é obtido de D

identificando certos pares de arestas da fronteira de D.

Passo 2: Eliminacao das arestas adjacentes de primeira espécie.
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Faremos a identificacao das arestas de um poligono D, que d& origem a uma super-
ficie, por meio de letras. Se a letra que indica um par de arestas aparece no simbolo
com os dois expoentes +1 e —1 dizemos que este par de arestas é de primeira espécie,
caso contrario de segunda espécie.

O diagrama abaixo mostra como eliminar um par de arestas adjacentes de primeira

espécie, supondo que o poligono tenha pelo menos quatro arestas.

Figura 9.1: Eliminagao de Arestas Adjacentes de Primeira Espécie.

A figura 9.1 foi retirada de [1], pagina 23.

Continuaremos este processo até que sejam eliminados todos os pares deste tipo,

1

ou até obtermos um poligono com dois lados, cujo simbolo é aa™" ou aa, sendo a esfera

ou o plano projetivo.

Passo 3: Transformagao em um poligono tal que todos os vértices estao identifica-
dos em um sé.

Mesmo as arestas do nosso poligono estando identificadas aos pares, os vértices
podem estar identificados em conjuntos de um, dois, trés...

Diremos que dois vértices de um poligono sao equivalentes se estao identificados.
Algumas classes de equivaléncia podem conter um sé vértice, enquanto outras conter

dois ou mais vértices.



Suponhamos que realizamos a segunda parte quantas vezes foram possiveis, obtendo
um poligono S'. Mostraremos que podemos transformar nosso poligono S em outro,
com todos os vértices pertencentes a uma s6 classe de equivaléncia. Admitamos que
exista pelo menos duas classes de equivaléncia distintas, logo existe um par de vértices
P e () adjacentes que nao sao equivalentes.

Como por hipotese, realizamos a segunda parte e os vértices P e () nao sao equiva-
lentes, entao as arestas a e b nao podem ser identificadas.

Facamos um corte ao longo da linha ¢, desde o vértice () até o outro vértice da
aresta a, (isto é, até o outro vértice de a, distinto de P), como na figura 9.2

Colamos em seguida as arestas designadas por a, resultando um poligono com um
vértice a menos na classe de equivaléncia de P e uma a mais na classe de equivaléncia
de Q.

Se for possivel, realizamos novamente o passo 2. Entao realizamos o passo 3, para
diminuir o ntimero de vértices da classe de equivaléncia de P.

Desta maneira, alternando entre o passo 2 e o passo 3, a classe de equivaléncia de

P sera eliminada.

Figura 9.2: Transformagao em um poligono com todos os vértices numa mesma classe

de equivaléncia.

A figura 9.2 foi retirada de [1], pagina 24.

Passo 4: Como fazer adjacentes todo par de arestas de segunda espécie.

Podemos transformar nosso poligono de maneira que todo par de arestas de segunda
espécie sejam adjacentes.

Seja o par de arestas de segunda espécie nao adjacentes no poligono abaixo. Cor-

tamos ao longo da linha pontilhada a, identificamos as arestas b e entao obtemos duas
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arestas de segunda espécie adjacentes.

o

Figura 9.3: Como fazer adjacentes todo par de segunda espécie.

A figura 9.3 foi retirada de [1], pagina 24.

Quando todos os pares de segunda espécie estiverem adjacentes, e se nao existir
pares de primeira espécie, o poligono resultante tera como simbolo aia;asas...a,a, e,
portanto, a superficie é a soma conexa de planos projetivos.

Vamos supor que existe pelo menos um par de arestas de primeira espécie, repre-
sentado por c¢. Afirmamos que exista pelo menos outro par de arestas de primeira
espécie tal que estes dois pares separam-se um do outro, isto é, ao percorrer a fronteira
do poligono, as arestas destes dois pares aparecem alternadamente. O simbolo que
representa o poligono sera da forma c...d...c™!..d7t...

Para provar esta afirmacao, suponhamos que exista um poligono, como o da figura
9.4, onde as arestas de primeira espécie nao estao separadas por nenhum outro par
de arestas de primeira espécie. Logo A e B s6 possuem arestas de segunda espécie.
Mas, como por hipétese ja foi realizado o passo 4, todos os pares de arestas de segunda
espécie sao adjacentes. Portanto, nenhuma aresta de A é identificada com uma aresta
de B. Isto contradiz o fato de que os vértices inicial e final de cada uma das arestas c

devem estar identificados, devido ao passo 3.



57

N

c Ne

W

Figura 9.4: Poligono em que as arestas de primeira espécie nao estao separadas por

nenhum outro par de arestas de primeira espécie.

A figura 9.4 foi retirada de 3], pagina 58.

Passo 5: Pares de primeira espécie.

Suponhamos que em nosso poligono exista dois pares de primeira espécie que se
separam um do outro. Podemos transformar o poligono de maneira que os quatro
lados em questao sejam consecutivos ao longo da fronteira do poligono.

Ao longo da linha ¢, fagcamos um corte. Colamos ao longo de b, obtendo a figura

9.5

Figura 9.5: Processo de corte e colagem para obter um poligono com pares de primeira

espécie adjacentes.

A figura 9.5 foi retirada de [1], pagina 25.

Feito isto, fazemos um corte ao longo de d e colamos ao longo de a, obtendo o

poligono desejado.
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Figura 9.6: Poligono com todos os pares de primeira espécie adjacentes.

A figura 9.6 foi retirada de [1], pagina 25.

Continuamos este processo até que todos os pares de primeira espécie estejam em
grupos adjacentes de quatro arestas, tal como cde='d™!..., que representa o resultado
procurado. O simbolo sera arbya; byt anbya,th, T e a superficie é a soma conexa
de n toros.

Resta considerar o caso em que, depois de realizadas as cinco partes, tenhamos
pares de arestas de primeira e de segunda espécie simultaneamente. O lema seguinte

resolve a situacao.

Lema 9.1. A soma conexa de um toro e um plano projetivo é homeomorfa a soma

conexa de trés planos projetivos.

J& vimos no exemplo 6.4 que a soma conexa de dois planos projetivos é homeomorfa
a garrafa de Klein. Assim, mostraremos que a soma conexa de um plano projetivo e
um toro é homeomorfa a soma conexa de um plano projetivo e a garrafa de Klein.

Para isto, serd conveniente dar uma construcao alternativa para a soma conexa de
qualquer superficie S com um toro ou com uma garrafa de Klein. Podemos representar
o toro e a garrafa de Klein como retangulos com os lados opostos identificados como

mostra a figura 9.7.
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b 4 B b A B
o A2 aY Aa
b A’ B’ § A’ B’

Figura 9.7: Toro e a Garrafa de Klein.

A figura 9.7 foi retirada de [2], pagina 2.

Para formar a soma conexa, primeiro cortamos o disco sombreado nos diagramas,
depois cortamos um buraco similar em S e colamos a borda do buraco do toro ou
da garrafa de Klein na borda do buraco de S. Contudo, em vez de fazer a colagem
sobre o toro ou sobre a garrafa de Klein em uma etapa, podemos fazer em duas etapas:
primeiro, colamos a superficie na parte do toro ou da garrafa de Klein que é a imagem
do retangulo ABB’ A" sobre a identificacio,(que sera um tubo com dois furos) e depois
cole o resto do toro ou da garrafa de Klein. Na primeira etapa, formamos a soma conexa
de S com um tubo aberto ou cilindro. Tal tubo aberto ou cilindro é homeomorfo a
uma esfera com dois furos e, formando a soma conexa de S com uma esfera, obtemos a
superficie S. Assim, o espaco resultante no primeiro estagio é homeomorfo a superficie
original S com dois furos. Na segunda etapa, conectamos as bordas destes dois buracos
com um tubo que é o restante do toro ou da garrafa de Klein. A diferenca entre os
dois casos depende se conectamos as bordas para que eles tenham a mesma orientagao
ou orientacao opostas. Isto é ilustrado nas figuras 9.8 e 9.9, onde S é uma faixa de

Mobius.

Figura 9.8: Soma Conexa da Faixa de Mo6bius com o Toro.

A figura 9.8 foi retirada de [2]|, pagina 3.
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Figura 9.9: Soma Conexa da Faixa de Mdbius com a Garrafa de Klein.

A figura 9.9 foi retirada de [2], pagina 3.

Agora, afirmamos que os dois espacos mostrados nas Figuras 9.8 e 9.9, isto é, a
soma conexa de uma faixa de M&bius com um toro e a soma conexa de uma faixa
de Mobius com uma garrafa de Klein, sao homeomorfos. Para ver isto, imagine que
cortamos cada um destes espacos topolégicos ao longo da linha AB. Em cada caso, o
resultado ¢ a soma conexa de um retangulo com um toro, com as duas extremidades
do retangulo identificadas com uma tor¢ao, como mostra a figura 9.10. Portanto, os

dois espacos sao homeomorfos.

o4

Figura 9.10: Soma Conexa de um Retangulo com o Toro.

A figura 9.10 foi retirada de [2|, pagina 3.

A soma conexa do plano projetivo com o toro e a soma conexa do plano projetivo
com a garrafa de Klein também serao feitas em duas partes.

Como afirmado anteriormente, obtemos o plano projetivo colando as bordas de um
disco com a borda da faixa de M&bius.

Portanto, na primeira parte da soma conexa do plano projetivo com o toro, for-
mamos a soma conexa da faixa de Mobius com o toro e na segunda etapa colamos o
disco.

Do mesmo modo, fazemos a soma conexa do plano projetivo com a garrafa de Klein.

Primeiro formamos a soma conexa da faixa de Md&bius com a garrafa de Klein e em
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seguida colamos o disco.

Procedendo desta maneira e sabendo que a soma conexa da faixa de Mo6bius com o
toro ¢ homeomorfa a soma conexa da faixa de M6bius com a garrafa de Klein, conclui-
mos que a soma conexa do plano projetivo com o toro é homeomorfa a soma conexa

do plano projetivo com a garrafa de Klein.

Deve ficar claro que esse Lema cuida do caso restante. Suponha que, ap0s o passo
5 ter sido completado, o poligono tem m pares (m > 0) de segunda espécie, tal que os
dois lados de cada par sdo adjacentes, e n quadruplas (n > 0) de lados, cada quadrupla
consiste de dois pares de primeira espécie, que sao separados um do outro.

Entao, a superficie ¢ a soma conexa de m planos projetivos e n toros, que pelo
Lema 9.1 é homeomorfo a soma conexa de m + 2n planos projetivos.

De fato, sejam m planos projetivos e n toros. Provaremos, por inducao em n, que

(P2#...#P%)#(\T2#...#T2/) = (m + 2n) planos projetivos.

m—UVezZES n—vezes

Sen=1
(P?*#..4P*)#T? = 3 planos projetivos +(m — 1) planos projetivos = (m + 2 x 1)
~—_———

m—uvezes

planos projetivos = (m + 2n) planos projetivos.

Suponha que (P?#...# P?)#(T?#...#T?) ¢ homeomorfa a (m + 2n) planos projeti-

~~

VOS. m—uvezes n—vezes
Entao:
(P24 4 POF(T24 . T?) = (P P (T #T)#T? = (m + 2n) planos
mf?)rezes (n+1;:vezes mfzrezes nf;gzes

projetivos -+ 1 toro = 3 planos projetivos + (m+2n—1) planos projetivos = (m+2n+2)

planos projetivos = m + 2(n + 1) planos projetivos.

Isto, completa a prova do Teorema 9.1.

]

Exemplo 9.1. Vamos realizar o processo descrito no teorema 9.1 para cada uma das

superficies cuja as triangularizacoes sao dadas abaixo:

124 236 134 246 367 347
469 459 698 678 457 259
289 578 358 125 238 135

Passo 1
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4 8
r 3 Tis T
[ 9 5 3
Ty Ty Ts Ty Ty
T; E Ts T; Ty
2 4 7 8 2 !
T 11 T}g TF T13
Tz T
6 9 5 3 6

Figura 9.11: Triangularizacao da superficie 1.

Passos 2 e 3.

Passo 2
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Passo 3

Passo 3
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Passo 2

Passo 3

Passo 2
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Passo 2

Passo 2
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Passo 2

Figura 9.12: Aplicagao dos passos 2 e 3, obtendo o toro.

2..123 234 341 412

Passo 1
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Figura 9.13: Triangularizacao da superficie 2.

Passo 2

az

Figura 9.14: Aplicagdo do passo 2, obtendo a esfera.

3. 123 234 345 451 512
136 246 356 416 526

Passo 1
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Ty
6
Ts
T,
3
T,
T T3 Tg
z 6
T4 T1o
Ts

Figura 9.15: Triangularizacao da superficie 3.

Passos 2 e 3

Passo 2

Passo 3
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Passo 2

Passo 3

[3X]

Passo 3
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Passo 2

Figura 9.16: Aplicagao dos passos 2 e 3, obtendo o plano projetivo.

Teorema 9.2. Toda superficie compacta orientdvel é homeomorfa a uma esfera, ou
a soma conexa de n toros. Toda superficie compacta nao-orientdvel é homeomorfa a
soma conexa de uma superficie compacta orientdvel com um plano projetivo ou com

uma garrafa de Klein.

Demonstracao. Sabemos pelo Teorema 9.1 que toda superficie compacta nao-orientavel
M ¢é homeomorfa a soma conexa de m planos projetivos, para algum m.

Assim, provaremos, por inducao, que a soma conexa de m planos projetivos é home-
omorfa a soma conexa de uma superficie compacta orientavel com um plano projetivo
ou com a garrafa de Klein.

Se m =1, entao M = P? ~ S?# P2,

Suponha que P%#...#P? ¢ homeomorfa a S#N, onde S é uma superficie orientavel

n—uvezes

e N é ou o plano projetivo ou a garrafa de Klein.
Entao:
P24 H#P? = SHNH#P?.
(n+1)
n+1)vezes

Se N é o plano projetivo, entao:

P2 4 P% = S#PHP? = SHK?.
N———

(n+1)vezes
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2. Se N ¢ a garrafa de Klein, entao:
P24 4P? = SHK?4P? = S4 P24 P24 P?,
—_—————

(n+1)vezes

Vimos no Lema 9.1 que P%# P24 P? = T4 P2,
o PP #P? = SHT?4#P? onde S#T? é uma superficie orientavel.
————
(n+1)vezes
Logo, por inducao finita, toda superficie compacta nao-orientavel ¢ homeomorfa a
soma conexa de uma superficie compacta orientavel com um plano projetivo ou com

uma garrafa de Klein.
O






10 A Caracteristica de Euler de uma

Superficie.

Embora tenhamos mostrado que qualquer superficie compacta é homeomorfa a uma
esfera, a soma conexa de toros, ou a soma conexa de planos projetivos, nao sabemos se
todos estes sdo topologicamente diferentes. E concebivel que existam inteiros positivos
m e n, m # n, tal que a soma conexa de m toros é homeomorfa a soma conexa
de n toros. Para mostrar que isto nao pode acontecer, introduziremo um invariante
topologico chamado caracteristica de Euler.

Primeiro, definimos a caracteristica de Euler de uma superficie triangularizada.

Sejam M uma superficie compacta com triangularizagao {11, T5,...,T,}, € v 0 ni-
mero total de vértices de M, e o nimero total de arestas de M e t o nimero total de
triangulos de M.

Entao, x(M) = v — e+t é chamado a caracteristica de Euler da superficie M.

As figuras abaixo sugerem um método uniforme de triangularizacao da esfera, do
toro, do plano projetivo e da garrafa de Klein, para que possamos fazer o nimero de

triangulos tao grande quanto nos agrade.

C

Figura 10.1: Esfera: arestas 126, vértices 44, triangulos 84
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A Caracteristica de Fuler de uma Superficie.

2

X(E)=v—e+t=44—-126+84 =2

=

=

a

Figura 10.2: Esfera: arestas 168, vértices 58, triangulos 112

2

X(E)=v—e+t=>58—168+ 112 =2

Figura 10.3: Toro: arestas 12, vértices 4, triangulos 8

YT )=v—e4+t=4-1248=0
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Figura 10.4: Toro: arestas 27, vértices 9, triangulos 18

XTI )=v—e4+t=9—-27+18=0

Figura 10.5: Plano Projetivo: arestas 18, vértices 7, triangulos 12

2

X(P)=v—e+t=18—-7+12=1
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Figura 10.6: Plano Projetivo: arestas 84, vértices 29, triangulos 56

2

X(P)=v—e+t=29—-84+56=1

g

'

Figura 10.7: Garrafa de Klein: arestas 27, vértices 9, triangulos 18

(K )=v—e+t=9—-274+18=0



7

by

N

Figura 10.8: Garrafa de Klein: arestas 84, vértices 28, triangulos 56

2

X(K')=v—e+t=28—-84+56=0

Analisando tais triangularizacdes podemos verificar que a caracteristica de Euler
sao independentes do ntimero de linhas divisérias verticais e horizontais nos diagramas
da esfera, do toro e da garrafa de Klein, ou do nimero de linhas radiais e dos circulos
concéntricos no caso do plano projetivo. Isto é, a caracteristica de Euler depende
somente da superficie M e nao da triangularizacao escolhida.

Além disso, verificamos também que as caracteristicas de Euler da esfera, do toro,

do plano projetivo e da garrafa de Klein sao 2, 0, 1 e 0 respectivamente.

Proposigcao 10.1. Sejam Sy e Sy superficies compactas. As caracteristicas de Euler

de S1 e Sy e da soma conexa delas, S1#52, sao relacionadas pela formula

X(S1#£S2) = x(51) + x(S2) — 2.

Demonstrag¢ao. Denotemos por 17 e Ty triangularizacoes de S; e Sy, respectivamente.
Sejam x(S1) = v1 —e; +11 e x(52) = vo —ea+t5 as respectivas caracteristicas de Euler.
Seja T =T, —A{ag, a1, as} ¢ uma triangularizacao de S; —intD?, onde {ag, a1, as}
sao os vértices de um tridngulo e T, =T, — A{by, by, by} € uma triangularizacao de
Sy —intD?, onde {bo,’ b1, b%} sdo os vértices de um triangulo.
Tomemos T = %, onde a; ~ b;, i = 0,1,2 e a;a; ~ bib;, 1,5 =0,1,2.
Como T' é uma triangularizagao para S1#Ss, entao:
X(S1#S2) = (v1+ve—3)—(e1+e2—3)+(t1+t2a—2) = (v1—e1+11)+(va—eg+ta) —3 =

x(S1) + x(S2) — 2. O
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Teorema 10.1. A caracteristica de Euler da esfera é 2, da soma conexa de n toros é
2 —2n, da soma conexa de n planos projetivos é 2 — n, da soma conexa de um plano
projetivo e n toros € 1 — 2n e, por fim, da soma conexa de uma garrafa de Klein e n

toros € —2n.

Demonstragao. i) Sabemos que x(S5?%) = 2.

ii) Consideremos M = T?#... #T? a soma conexa de n toros, n > 1.

Sen =1, entdo x(M) =x(T?*) =2—-2x1=0

Suponhamos que a afirmacao é vilida para um certo n. Ou seja, se M = T?4.. #T?
¢ a soma conexa de n toros, entdo x(M) =2 —2n

Seja M = T?*#..#T? a soma conexa de (n + 1) toros, que pode ser vista como
M = (T*#..#T?)#T?, a soma conexa de n toros com um toro. Logo x(M) =
X((T?3#. #THHT?) = x(T?*#.. #T*) +x(T?) -2 =2-2n+0-2 = —2n = 2—2(n+1).

Portanto, por inducao finita, a caracteristica de Euler da soma conexa de n toros é
2 —2n.

iii) Consideremos M = P?#...#P? a soma conexa de n planos projetivos, n > 1.

Se n =1, entdo x(M) =x(P?)=2—-1=1

Suponhamos que a afirmacao ¢ valida para um certo n. Ou seja, se M = P24 .. # P>
é a soma conexa de n planos projetivos, entdo x(M) =2 —n

Seja M = P?#...#P? a soma conexa de (n + 1) planos projetivos, que pode ser
vista como M = (P?*#...4#P?)#P? a soma conexa de n planos projetivos com um
plano projetivo. Logo x(M) = x((P*#...#P%)#P?) = x(P*#..#P?%) + x(P?) — 2 =
2-n+1-2=-n+1=2—-(n+1)

Portanto, por inducao finita, a caracteristica de Euler da soma conexa de n planos
projetivos é 2 — n.

iv)Consideremos M = (T?#...#T?)#P? a soma conexa de n toros com um plano
projetivo, n > 1.

Sen =1, entao x (M) = x(T*#P?) = x(T?)+x(P?)-2=04+1-2=—-1=1-2x1.

Suponhamos que a afirmagao é valida para um certo n. Ou seja, se M = (T?#...#T?)# P>
é a soma conexa de n toros com um plano projetivo, entdo x(M) =1 —2n

Seja M = (T?*#...#T?)# P? a soma conexa de (n+1) toros com um plano projetivo,
que pode ser vista como M = ((T?#...#T%)#T?)# P>

Logo X(M) = x((T*#.. #T*)#T?)# %) = (X(T*#..41%) + x(T?) — 2) + x(P*) —
2=2-m+0-2+1-2=—-1—-2n=1-2(n+1)

Portanto, por inducao finita, a caracteristica de Euler da soma conexa de n toros

com um plano projetivo ¢ 1 — 2n.
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v) Consideremos M = (T?#... #T?)#K? a soma conexa de n toros com uma garrafa
de Klein, n > 1.

Sen =1, entdo x(M) = x(T?*#K?) = x(T?*)+x(K?)—2 = 0+0-2 = —2 = (—2)x1.

Suponhamos que a afirmagao é valida para um certo n. Ou seja, se M = (T?#..#T?)# K>
é a soma conexa de n toros com uma garrafa de Klein, entdo x(M) = —2n

Seja M = (T?#..#T?%)#K? a soma conexa de (n + 1) toros com uma garrafa de
Klein, que pode ser vista como M = ((T?#...#T?)#T?)#K>.

Logo x(M) = x((T?*#.. #T*)#T?)#K?) = (x(T*#..41%) +x(T?) — 2) + x (K?) —
2=2-2m+0-2+0-2=-2n—2=—2(n+1).

Portanto, por inducao finita, a caracteristica de Euler da soma conexa de n toros

com uma garrafa de Klein é —2n. O]

Observacao 10.1. Podemos notar que a caracteristica de Euler de uma superficie
orientavel é sempre par, enquanto que a caracteristica de Euler de uma superficie nao

orientavel pode ser par ou impar.

Assumindo que a caracteristica de Euler é um invariante topologico e pelo teorema

9.1 temos o seguinte importante resultado.

Teorema 10.2. Sejam S1 e Sy superficies compactas. Entao Sy e Sy sao homeomorfas
se, e somente se, suas caracteristicas de Euler coincidem e as duas superficies sao

orientdvess ou ambas sao nao orientdvess.

Demonstra¢ao. (=) Se S; e Sy sdo homeomorfas, provar que suas caracteristicas de
Euler coincidem passa pelo fato de que a caracteristica de Euler independe da trian-
gularizacao da superficie.

Para a orientabilidade, veja que, segundo nossa definicao, S; é nao orientavel se, e
somente se, S; contém uma superficie homeomorfa a faixa de Mdobius.

(<) Sejam S; e Sy superficies compactas, ambas orientéaveis, tais que x(S1) = x(S2).

Suponhamos que S7 nao seja homeomorfa a S,, ou seja, S; 2 Ss.

Pelo Teorema 9.1 temos as seguintes opgoes para S; e Sa:

. Sy = T?%#..#T? sendo a soma conexa de n toros e Sy = S? sendo a esfera. Ou, S; = S?
sendo a esfera e Sy = T%#...#7T? sendo a soma conexa de n toros.

Ou ainda, podemos ter:

. Sy = T?*#.. #T? sendo a soma conexa de m toros e Sy = T?#..#T? sendo a soma

conexa de n toros, com m # n.
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Analisando o caso 1, se uma delas ¢ a esfera, por exemplo, S; = S?, entdo Sy =
T?#..#T? ¢ a soma conexa de n toros. Mas, por hipotese x(S1) = x(S2), logo 2 =
2 — 2n, o que implica n = 0. Absurdo!

Analisando o caso 2, se uma delas é a soma conexa de m toros, S = T?#.. #12,
entao Sy = T?#...#T? é a soma conexa de n toros, com m # n. Ora, se x(S1) = x(S2),
entao 2 — 2m = 2 — 2n, o que implica m = n. Contradigao!

Agora, sejam S; e Sy superficies compactas, ambas ndo orientaveis, tais que x(S1) =
X(52).

Suponhamos que 57 nao seja homeomorfa a S,, ou seja, S; 2 Ss.

Assim, segundo o teorema 9.1, podemos ter: S; = P?#...#P? sendo a soma conexa
de m planos projetivos e Sy = P?#...#P? sendo a soma conexa de n planos projetivos,
com m # n. Como x(S1) = x(S2), entdo 2 —m = 2 —n, o que implica m = n.
Contradicao!

Assim, provamos que duas superficies compactas, ambas orientaveis ou ambas nao
orientaveis, que possuem a mesma caracteristica de Euler sao homeomorfas.

]

Aplicacao: a caracteristica de Euler da esfera e a classificacao

dos poliedros regulares.

Existem apenas cinco poliedros regulares: o tetraedro, o cubo, o octaedro, o dode-
caedro e o icosaedro.

Considere um poliedro (convexo) regular P, com V vértices, A arestas e F' faces.
Denotemos por n o nimero de lados do poligono que forma cada face e por p o niimero

de arestas concorrentes em cada vértice P. Temos entao a relagao:
2A=nF e 2A =pV

que nos déa:

A=y ok
2 p

Substituindo A e V' na relagao de Euler, temos:

F nF IF — pnF + 2pF
V—A+F:2<:>n——n7+F:2<:> n p; 2P
p p

=2& F(2n—pn+2p) =4p

4p

F=———
2p —pn+2n

(10.1)
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Uma vez que o nimero de faces F' e o niimero p de arestas concorrentes em cada

vértice sao numeros naturais, devemos ter:

2
2p+2n—pn >0 2n>pn—2p < 2n>p(n —2) & "

> p.
9 p

Como o niimero de arestas p concorrentes em cada vértice em um poliedro deve ser

maior ou igual a 3, temos entao:
2n 2n 2n —3n+6 6—n

3&—-3>0¢——— >0 —— >0
n—2> n—2 - n—2 n—2 ’

de modo que 2 < n < 6, ou seja o numero de lados do poligono que forma cada face
deve ser n = 3,4 ou 5.
Analisemos assim os possiveis valores de p e F, para n natural, satisfazendo a

desigualdade acima.

(I) Observemos que quando n = 3 o poliedro é formado apenas por tridngulos.

Substituindo em 10.1, temos entao

de modo que 3 < p < 6.
Para p = 3, temos que F' = 4, ou seja, obtemos o tetraedro.
Para p = 4, temos que F' = 8, ou seja, obtemos o octaedro.

Para p = 5, temos que F' = 20, ou seja, obtemos o icosaedro.

(1) Observemos que, quando n = 4, o poliedro é formado apenas por quadrados e

14 L. . ,
temos F' = e Dessa forma, o tnico valor possivel para p é 3.

Para p = 3, temos que F' = 6, ou seja, o poliedro é o cubo.
(IIT) Observemos que quando n = 5 o poliedro é formado apenas por pentiagonos e,
dp
de 10.1, temos F' =

10— 3p
Para p = 3, temos que F' = 12, ou seja, obtemos o dodecaedro.

. Novamente, o tinico valor possivel é p = 3.

Dessa forma, tem-se entao que ha apenas cinco poliedros regulares: o tetraedro, o

cubo, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro.
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