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RESUMO

O método dos crondmetros cdsmicos € um dos diversos métodos de medicao do pardmetro de
Hubble. Embora apresente grandes vantagens, o método ainda enfrenta desafios significativos,
como, principalmente, as altas incertezas associadas aos dados. Este trabalho busca mostrar que
essas incertezas estdo superestimadas, propondo um método bayesiano para corrigi-las. Entao,
com os dados corrigidos, os parametros dos modelos ACDM plano e OACDM sio restringidos.
Para o ACDM plano, obteve-se Hy = 67.1 £3.8 km s~ Mpc~—! e Q,, = 0.33 &= 0.05. J4 para
o modelo OACDM, H, = 67.0 £ 4.6 km s~ Mpc™!, Q,, = 0.36 £0.16 e 2, = 0.70 & 0.32.
A redug@o nas incertezas desses resultados vdo de 22% a 30% quando comparados com os

resultados para os modelos sem correcao.

Palavras-chave: crondmetros césmicos; estatistica bayesiana, pardmetro de Hubble.



ABSTRACT

The cosmic chronometers method is one of several methods for measuring the Hubble parameter.
Although it has important advantages, it still faces significant challenges, especially the large
uncertainties associated with the data. This work shows that these uncertainties are overestimated,
proposing a Bayesian method to correct it. Then, with the corrected dataset, the flat ACDM
and OACDM parameters are constrained. For the flat ACDM, it was found Hy = 67.1 4+ 3.8
km s~! Mpc! and ©,, = 0.33 £ 0.05. While for OACDM, H, = 67.0 & 4.6 km s~ Mpc™1,
Q,, =0.36 £0.16 and 2, = 0.70 & 0.32. The uncertainty reduction for these results goes from

22% to 30% when compared to the uncorrected models.

Keywords: cosmic chronometers; Bayesian statistics; Hubble parameter.
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1 INTRODUCAO

O objeto de estudo da cosmologia é o proprio Universo em sua totalidade. Por ser a
interacao que prevalece em tais escalas, € necessdrio termos uma teoria de gravitacdo para
estuda-lo. Assim, a Teoria da Relatividade Geral somada ao Principio Cosmoldgico, que diz
que o Universo € homogéneo e isotrépico em escalas cosmoldgicas, nos possibilita construir o
atual Modelo Cosmolégico Padrao ACDM. Suportado pela radiagdo césmica de fundo (CMB),
pela abundancia de hidrogénio, hélio e deutério, pelas estruturas em larga escala e pela expansao
acelerada observada por meio de supernovas, este modelo € o que melhor explica a evolugdo do
Universo.

Existem cinco ingredientes que formam o modelo ACDM: f6étons; neutrinos que, em conjunto
com os foton, constituem a matéria relativistica; matéria baridnica, composta por quarks, elétrons
e demais particulas elementares; matéria escura fria, uma forma desconhecida de matéria que
interage somente gravitacionalmente; e a energia escura, outra componente desconhecida do
modelo, que seria uma forma de energia responsdvel pela aceleracdo da expansao.

Apesar do sucesso e da aceitacdo pela comunidade cientifica, ha alguns problemas ainda
ndo resolvidos que desafiam o modelo. Um deles é o Problema da Coincidéncia, referente as
densidades de matéria e de energia escura que, atualmente, possuem valores muito préximos
(Steinhardt, 1997; Zlatev; Wang; Steinhardt, 1999; Velten; Marttens; Zimdahl, 2014). Como
ambas as densidades exibem comportamentos diferentes e possuiram valores distintos no passado,
surge a divida do porqué elas sdo tdo préoximas no presente. Outro enigma € o Problema da
Constante Cosmolégica, que aponta para uma grande discrepancia (de dezenas de ordens de
grandeza) entre o valor previsto para a densidade de energia do véacuo pela Teoria Quantica de
Campos e o valor observado (Zel’dovich, 1968; Weinberg, 1989; Martin, 2012). Um terceiro
problema que vem recebendo grande atenc¢do nos dltimos anos € a tensdo de Hubble (para uma
revisdo, ver Valentino et al. (2021b), Perivolaropoulos & Skara (2022)).

O parametro de Hubble /7 € uma das grandezas mais relevantes para a cosmologia, ja que
fornece informacdes sobre a taxa de expansao do Universo, sendo, portanto, essencial para
estudar sua histéria. Devido a isso, muitos sdo os esfor¢os para obter uma medida do seu atual
valor, a chamada constante de Hubble H,. Pode-se dividir os métodos de medi¢do em dois
grandes grupos: os que utilizam objetos distantes (altos redshifts), baseando-se, portanto, em
um Universo jovem; e os que utilizam objetos mais préoximos (baixos redshifts), baseando-se no
Universo mais recente. A tensdo de Hubble surge dos resultados das medidas desses dois grupos.
Enquanto missdes que utilizam altos redshifts tendem a valores mais baixos para H,, medicdes
em baixos redshifts apontam para valores mais elevados. Os dados indicam uma tensdo entre 40
e 5o (Perivolaropoulos; Skara, 2022), podendo exceder os 5o dependendo do conjunto de dados
usado (Wong et al., 2019; Valentino et al., 2021b).

Com medidas cada vez mais precisas ampliando a tensdo, inimeras hipéteses surgem visando
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solucionar a tensdao de Hubble: modelos com graus de liberdade extras, modelos de interagdes
extras, gravitacdo modificada, energia escura primordial ou tardia e uma série de modelos
alternativos (Valentino et al., 2021b). Diante de tantas possiveis solucdes, novas medidas e
métodos de medic¢ao do parametro de Hubble sdo essenciais para distinguir entre bons modelos
em meio a tantas possibilidades. Um método que se mostra interessante, embora ainda enfrente
dificuldades, € o método dos crondmetros césmicos (CC) (Jimenez; Loeb, 2002).

O método dos CC ¢é fundamentado em uma relacido entre um intervalo de tempo e um
intervalo de redshift que permite obter o parametro de Hubble em funcao do redshift z. Enquanto
a medicdo de z € trivial e feita com boa precisdo, medir o intervalo de tempo € um desafio. Essa
medida é feita por meio da datacdo de populacdes de galdxias massivas e passivas, sendo estas as
melhores candidatas para crondmetros cosmicos. Como nesse tipo de galdxia ndo hd mais sintese
estelar em quantidades significativas, comparar a idade de populagcdes em diferentes redshifts
possibilita estimar quanto tempo passou no Universo. Finalmente, a partir da relacao entre as
duas medidas, obtém-se o pardmetro de Hubble H (z).

O maior beneficio do uso dos CC € a independéncia do modelo cosmoldgico assumido. Como
hd uma relagdo direta entre H(z) e z, a dindmica do modelo ndo afeta a estimativa do pardmetro
de Hubble. Assim, este método é um forte candidato para restringir parametros cosmoldgicos
e testar modelos alternativos. Apesar disso, as dificuldades para seu uso ainda sdo grandes. A
maior barreira enfrentada € a falta de dados. Como € necessdrio um conjunto de galdxias passivas
ao longo de um intervalo de z, a sele¢do de galdxias candidatas € uma tarefa complexa que exige
grande rigor, resultando em baixa quantidade de dados. Além disso, os dados de CC possuem
incertezas elevadas, diminuindo seu poder estatistico.

As fontes de erros sistematicos foram estudadas e, como resultado, estimou-se toda a matriz
de covariancia dos dados de CC (Moresco et al., 2020). As origens desses erros sao diversas. As
principais investigagdes foram sobre quatro fontes: a contaminagdo por possiveis populacdes
jovens em galaxias selecionadas, o modelo de sintese de populagdo estelar, o modelo de histéria
de formacao estelar e, também, a metalicidade estelar.

Podemos resumir, entdo, os problemas dos CC em falta de dados e grandes incertezas. O
primeiro pode ser resolvido com surveys dedicadas a buscar galdxias passivas e com melhorias
nas formas de selecdo de candidatos a cronometros cosmicos. Como essas solucdes nio se
mostram possiveis a curto prazo, uma alternativa € realizar uma andlise estatistica das incertezas
a fim de verificar se € possivel melhorar suas estimagdes.

Por meio de um teste de 2, nota-se uma possivel superestimacdo das incertezas. Com essa
motivacdo, inserimos um fator de corre¢cdo multiplicativo f nas incertezas dos dados, deixando-o
como parametro livre. Ajustando esse novo modelo aos dados, espera-se determinar um valor
para f de modo a determinar se uma corre¢ao de fato é necessaria (Jesus et al., 2018; Kvint;
Jesus; Pereira, 2025).

Os proximos capitulos foram organizados como se segue. No capitulo 2 € feita uma breve

revisdo do modelo ACDM, deduzindo as equagoes de Friedmann na se¢io 2.1 e construindo o
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modelo de fato na se¢do 2.2. O capitulo 3 € reservado para desenvolver o ferramental estatistico
necessdrio para realizar as andlises de dados, com as se¢des de 3.1 a 3.4 voltadas a estimacdo de
parametros por meio do teorema de Bayes, e a secdo 3.5 dedicada ao método de Monte Carlo
via cadeias de Markov. No capitulo 4, € apresentado o método dos crondémetros cdsmicos, com
a secdo 4.1 mostrando como H(z) é obtido a partir desses dados, e a se¢do 4.2 introduz as
principais fontes de erros sistemdticos, para, na se¢do 4.3, motivar a correcao nas incertezas
devido a uma superestimacgdo. No capitulo 5, passamos para o método de corre¢do, com a
secdo 5.1 apresentando-o, seguida por testes de validacdo na se¢do 5.2, com o capitulo sendo
finalizado com a aplica¢dao do método nos dados de crondmetros césmicos na se¢iao 5.3 e uma
breve comparacao com outros resultados na secao 5.4. Finalmente, no capitulo 6, compilamos os

resultados obtidos e sdo feitos os comentarios finais.
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2 0 MODELO COSMOLOGICO PADRAO

Poucos anos apo6s a publicacio da Teoria da Relatividade Geral, Albert Einstein propds um
primeiro modelo cosmoldgico: um universo estatico e com uma distribui¢ao uniforme de matéria
(Einstein, 1917; O’Raifeartaigh et al., 2017). Foi durante a construcao deste modelo que ele
introduziu sua famosa constante cosmoldgica A, que dd nome ao modelo atual. Porém, em
1929, Edwin Hubble divulga sua grande descoberta: a distancia até uma galdxia € proporcional
a sua velocidade radial (Hubble, 1929). Poucos anos antes, em 1927, Georges Lemaitre havia
publicado um estudo em que ndo sé previa a relacdo entre distancia e velocidade como também
estimava seu valor com os dados disponiveis na época (Lemaitre, 1927). Devido a isso, a
expressao matemadtica que relaciona a taxa de expansdo com a distancia e velocidade leva o
nome de lei de Hubble-Lemaitre, como sugere a Unido Astronomica Internacional depois de uma
votacdo em 2018. Apds a publicacdo de Hubble em 1929, estudos que tratavam de um Universo
em expansdo publicados alguns anos antes por Alexander Friedmann (e o proprio estudo de
Lemaitre) comecaram a ganhar atencdo (Friedmann, 1922; Friedmann, 1924). Esses modelos
baseiam-se no principio cosmoldgico, que supde um Universo homogéneo e isotrépico em larga
escala. Foi entdo que, também de forma independente, Howard Robertson e Arthur Walker
concluiram haver somente uma métrica capaz de criar um Universo homogéneo, isotrépico
e em expansdo (Robertson, 1935; Walker, 1937). Essa é a métrica fundamental do Modelo
Cosmoldégico Padrdo e é conhecida como métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker ou,

simplesmente, métrica FLRW (para uma revisao histérica mais completa, ver Longair (2006)).

2.1 AS EQUACOES DE FRIEDMANN

Para chegar as equacdes fundamentais da cosmologia moderna, devemos assumir o principio
cosmoldgico: o Universo deve ser homogéneo, ou seja, o contetido é o mesmo independente da
regido observada; e deve ser isotrépico, ou seja, observacdes sao as mesmas, independente da
direcdo observada (Weinberg, 2008).

Finalmente, iniciamos a dedu¢@o das equagdes de Friedmann partindo da defini¢do da métrica

FLRW em coordenadas esféricas, cujo elemento de linha € dado por

2

.

ds® = —dt* + d*(t) Tt r2d6* + r? sin?(0)d¢? | . 2.1)
— kr

O termo a(t), chamado fator de escala, contém a informag¢do de como distincias se alteram ao

longo da histéria do Universo. Ja o termo £, a constante de curvatura, carrega a informacao sobre

a geometria do Universo: se € esférico, plano ou hiperbdlico. Essa constante pode assumir os
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valores
—1, Universo hiperbdlico

k=4 0, Universo plano : (2.2)
+1, Universo esférico

Como demonstrado por Robertson e Walker, a métrica FLRW € a tinica capaz de descrever
um Universo homogéneo e isotropico. Assim, vemos que o principio cosmologico simplifica
muito a descricdo do Universo em sua totalidade, basta conhecermos o valor de £ e a fungao
a(t) para conseguirmos reconstruir a evolugdo do Universo. Atualmente, dados observacionais
reforcam essa suposi¢do (inicialmente tomada como um postulado) indicando que, em escalas
suficientemente grandes, o Universo € homogéneo (Yadav et al., 2005; Hogg et al., 2005; Sarkar
et al., 2009).

Tomando a Relatividade Geral como formulacio da gravidade, podemos aplicar as equacdes

de campo de Einstein,

1
R, — EQWR + g\ = 87GT,,, (2.3)

para a métrica FLRW. Para isso, precisaremos, primeiro, determinar o tensor e escalar de Ricci,

R, e R, respectivamente, e o tensor de energia-momento 7,,,.

2.1.1 O tensor e escalar de Ricci

O tensor de Ricci € definido como uma contrag@o do tensor de Riemann R*,

R,u,l/ = Raupy.QOﬁp? (2'4)
que, por sua vez, pode ser definido como

R® 0 90p = 01, — 0,10, + 10,10, — T, T (2.5)

pv= po po= vp*

Juntando a (2.4) com a (2.5) e separando a componente temporal das espaciais, temos

Roo == 8PF80 - 8(]on + FSOFZU - Fgang (26)
Rij == 8prJ - 8JFZZ + Ffjfza - F;-DJF?ID (27)

Os simbolos de Christoffel [, sdo definidos como

1
FZZ/ = §gpa (&Jgau + a,ugozz - aaQ,uzz) . (2.8)
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Utilizando essas defini¢des em conjunto com a métrica FLRW, obtemos que

Ryo = —3% (2.9)
Ri; = Rij + 243, + dagi; (2.10)
Rip =0 (2.11)
Ri; = gij(da + 2a* + 2k), (2.12)

com g;; sendo dado por

(1—Fkr*)"t 0 0
Gij = 0 r? 0 . (2.13)
0 0 r%sin?(f)

Com o tensor de Ricci em maos, podemos calcular o escalar de Ricci. Para isso, basta fazer a

contra¢do dos dois indices do tensor de Ricci:

00 iy a a® k
R=¢g"R,, =g Rop+g’Ri; =6 2 + po) + . (2.14)

CL2
2.1.2 O tensor energia-momento e as equacoes de Friedmann

O proximo ingrediente que precisamos € o tensor energia-momento 7),,,. Ele € definido por
T = (p+p)UU, + PGy, (2.15)

em que p representa a densidade total, p, a pressao total e
U,=(-1,0,0,0). (2.16)

As contribuicdes consideradas para a densidade e pressdo totais sdo devido a radiacdo (p, e p,) e

matéria baridnica e escura (p,, € p,,,) somente, de modo que

p=pr+ pPm (2.17)
D = Dr + Dm- (2.18)

Calculando entdo as componentes de 7},,,, temos

Too=p (2.19)
T =0 (2.20)
Ty = pgis. 2.21)
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Voltando, agora, para a equacao (2.3) e substituindo os resultados considerando somente a

componente temporal, temos

1
Ry — 5900]% + gooA = 87 GTy

a*  8rG A k
- =— — | - =. 2.22
a? 3 ('0 * 87TG) a? (2.22)

Podemos, ainda, definir um novo termo de densidade p, como

A
= 2.23
PA= 3 (2.23)
e adiciond-lo ao termo ja existente de densidade para redefinir a densidade total como
P = pr+ pm + pa- (2.24)
Com essa mudanca, obtemos
a*(t) 8nG k
=—0p(t) — . 2.25
Resultando na primeira das duas equacdes de Friedmann.
Para obter a segunda, consideramos a parte espacial da equacdo (2.3):
1 8rG
Rij = 59 R + gy = =Ty, (2.26)
resultando em s 1/ k A
a a
—— ==+ =4 ——. 2.27
a? 2 <a2 +a2> WG( 87TG) 227)

Podemos redefinir aqui a pressao total para incluir a contribui¢do da constante cosmoldgica

definindo um termo p, como

A
= —— 2.28
PA G (2.28)
de modo que
P = Pr + Pm + PaA- (2.29)
Fazendo essa substituicdo e usando o resultado em (2.25), chegamos a
8O — 217 ) + 3p(1) (2.30)
aty ~ 3 ¥ s '

Também conhecida como equacao da desaceleracao, esse resultado € a segunda equacao das
chamadas equacgdes de Friedmann.

Podemos obter ainda uma terceira equacgdo a partir das duas ja obtidas. Multiplicando a
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(2.25) por a? e entdo derivando em relagdo ao tempo, obtemos

T (). (2.31)

Usando, agora, a (2.30), obtemos a equacao de continuidade:

p+ 3%@ +p)=0. (2.32)

Considerando uma equagdo de estado da forma p = wp, com w sendo uma constante definida
pelo tipo de fonte de energia, podemos resolver a equagdo (2.32) para obter p em funcio de a.

Assim, a evolugdo da componente p; da densidade de energia evolui como

a —3(14w)
Pi = Pi0 (a_> ) (2.33)

0

com p; o sendo a densidade atual da componente 7, e a, sendo o fator de escala a(t) calculado no
instante ¢, atual.
Os valores de w para cada componente é
0, para matéria nao-relativistica
w =

5, para radiagdo (2.34)

—1, para a constante A.

Como resultado, temos que p,,, x a2, p, x a~%, e pp é constante.

2.1.3 Os parametros de densidade

Definindo o parametro de Hubble / como

alt)
i) (2.35)

podemos reescrever a equagdo (2.25) de outra forma:

H{(t)

G k

HQ(T’> = Tp<t) - ag(t)'

(2.36)

Essa versdo da equacdo de Friedmann, como sera visto adiante, é mais util ja que a grandeza que
conseguimos medir € justamente o parametro de Hubble, ndo o fator de escala.

Um questionamento interessante pode ser feito sobre valor da densidade de energia total p:
qual deve ser seu valor para termos um Universo plano? Isso pode ser facilmente respondido

resolvendo a equacdo (2.36) para p com k = 0. Esse resultado é chamado de densidade critica



23

Perit-
3H?(t)
eri t) = . 237
peria(?) 8rG (2.37)

Sendo assim, a densidade critica torna-se um valor comparativo para determinar a geometria do
Universo. Dado um instante ¢ da histéria, havera uma densidade critica especificada por (2.37).
Caso a densidade total p(t) dessa época seja maior, menor ou igual a p..;;, a geometria serd
esférica, hiperbdlica ou plana, respectivamente.

E conveniente usar a densidade critica p.,; o do instante ¢, atual,

- 3H*(ty) 3H}
pcmt,O - 87TG - 87TG7

(2.38)

para reescrever a equagdo (2.36) em termos de pardmetros adimensionais. Separando a densidade

total em suas diversas contribui¢des e usando o resultado em (2.33), temos

81 k
H?> = —(pr + pm - —
5 (Pr Pt pa) =
H*(t) = Hg [Qea™(t) + Qna > (t) + Qua™(t) + Q] , (2.39)

em que se tomou ay = 1 e definiu-se

Q=0 . (2.40)
Perit,0
k
Q= ——. 2.41
k 2 (2.41)

Ao resolver a equacdo (2.39) em ¢t = t,, obtém-se a seguinte restri¢ao:
Q. +Q, +Q+ Q) =1. (2.42)

2.1.4 O redshift cosmologico

O desvio para o vermelho, comumente chamado de redshift, ¢ uma alteracdo que ocorre na
frequéncia da luz devido a perda de energia dos fétons. Ha trés formas desse fendmeno ocorrer:
efeito Doppler simples, quando hd movimento relativo entre a fonte emissora e o observador;
efeito de um potencial gravitacional; ou entdo devido a expansdao do Universo que, em outras
palavras, acaba gerando um movimento relativo entre a fonte e o observador.

A luz € a fonte de toda informagao observacional astrondmica. Sendo assim, é essencial
que conhecamos o qudo desviada a frequéncia de uma fonte estd para podermos analisi-la

corretamente. Com esse objetivo, definiu-se o redshift z como

a=lo "% (2.43)
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que pode ser reescrito em funcdo do fator de escala

te 1
alt) _ 1 (2.44)
a(t,) 14z
que, para a normaliza¢do a(t,) = 1 e para um instante ¢ qualquer, reduz-se a
(t) : (2.45)
a(t) = . .
142

Com essa relacdo em maos, podemos retornar para a equagao (2.39) e reescrevé-la como

uma func¢ao do redshift z:

H(z) = Ho/Q (14 2)4 + Qp(1 4 2)3 + Qu(1 + 2)2 + Q. (2.46)

A expressdao dada por (2.46) nos fornece a possibilidade de extrair informacdes sobre a
evolucdo do Universo a partir de dados astrondmicos e, desses dados, determinar o valor dos

parametros de densidade e da constante de Hubble.

2.2 O MODELO ACDM

Faremos agora uma breve revisdo do Modelo Padrao ACDM, passando pelas principais
evidéncias que o sustentam para, na préxima secao, revisitar seus principais problemas.

Como ja mencionado antes, algumas suposicdes sao necessarias para a constru¢do do modelo.
Algumas das mais essenciais sdo o principio cosmoldgico e o conteudo de energia existente.

Atualmente temos trés componentes:

* Matéria relativistica (radiacdo): constituida de fétons e neutrinos, essa componente foi
predominante no Universo primordial, contribuindo mais significativamente que as outras
duas (Ryden, 2016). No cendrio atual, no entanto, sua densidade € muito menor que

qualquer outra, tornando-a desprezivel.

* Matéria ndo-relativistica: divide-se em baridnica e escura, sendo responsaveis pela for-
macao de estruturas. A matéria escura (CDM, do inglés Cold Dark Matter) é de grande
importancia para o modelo por ser fundamental na formacao de estruturas em grande
escala (Peebles, 1982; Blumenthal et al., 1984; Popolo, 2007). Um primeiro indicio de sua
existéncia foi a andlise das massas de galdxias por Fritz Zwicky (Zwicky, 1933; Zwicky,
1937) que, décadas depois, foi corroborado por observagdes de rotacdo de galaxias feitas
por Vera Rubin (Rubin; Ford Jr.; Thonnard, 1980).

* Energia escura: uma forma desconhecida de energia que € responsdvel pela atual expan-
sdo acelerada do Universo. Sua densidade € constante ao longo de toda a histéria. E

implementada no modelo por meio da constante cosmoldgica A.
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A for¢a do modelo ACDM estad na simplicidade. Com poucas suposi¢des foi capaz ndo sé de
fornecer explicacdo para fendmenos observados como também foi capaz de realizar previsoes.
Dentre as diversas evidéncias que o sustentam, as mais relevantes sdo a radiagdo cosmica de
fundo em micro-ondas (CMB, do inglés Cosmic Microwave Background), a expansao acelerada,
as estruturas em larga escala (Bernardeau et al., 2002) e a abundancia de elementos leves (Cyburt
et al., 2016).

A radiacdo césmica de fundo € um sinal na regido de micro-ondas que permeia todo o espaco,
sendo detectado independente da dire¢do observada. Foi prevista teoricamente por Ralph Alpher,
Robert Herman e George Gamow (Alpher; Herman, 1948; Gamow, 1948) e detectada por Arno
Penzias e Robert Wilson (Penzias; Wilson, 1965; Dicke et al., 1965). E uma das evidéncias
que consolidou o modelo do Hot Big Bang, que prevé um Universo quente e denso no passado.
Devido a grande uniformidade da CMB, mesmo ao medir em duas direcdes opostas, espera-se
que essas regides estivessem em contato no passado e, com o tempo, foram distanciando-se,
indicando uma expansao.

Descoberta por meio de supernovas do tipo Ia (SNe Ia) (Riess et al., 1998; Perlmutter
et al., 1999), a expansao acelerada do Universo foi facilmente inserida no modelo por meio
da ja existente constante cosmoldgica. Embora a natureza de sua causa seja desconhecida, é
comumente atribuida a energia do vicuo ou a algum tipo ainda desconhecido de energia (energia
escura).

Outra informacao obtida por meio de observacdes introduzida no modelo € a geometria do
Universo. Dados observacionais indicam uma geometria plana (Bernardis et al., 2000; Efstathiou;
Gratton, 2020; Aghanim et al., 2020) e, portanto, na equagdo em (2.46) toma-se €2, = 0.

Ao longo deste trabalho, serdo usados dois modelos: o modelo padrio (ACDM plano)
e 0 modelo ACDM com curvatura (OACDM). Em ambos os modelos desconsideraremos a
contribui¢do da radiagc@o, com a distin¢@o entre os modelos sendo a presenga ou ndo do termo de

curvatura €2 na equagio (2.46). Matematicamente, entdo, o modelo plano é

H(z) = Hon/Qun(1 4 2)3 + Qn, (2.47)

que, com a relacdo em (2.42) para €2, = (), = 0, torna-se

H(z) = Hoy/Qu(1 4+ 2)3 — Q,, + 1. (2.48)

Ja para o modelo com curvatura, temos

H(2) = Hor/Qn(1+ 2)3 + Qi (1 + 2)2 + Qa, (2.49)

que, novamente, por meio da relacdo em (2.42) para €2, = 0, adquire a forma

H(2) = Ho/Q(1+ 2)3 + (1 — Qp — Q) (1 4 2)2 + Q4. (2.50)
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2.2.1 Problemas do modelo ACDM

Como todo modelo fisico ndo passa de uma mera aproximac¢do da realidade, espera-se
que todos eles (ou, pelo menos, a grande maioria) eventualmente falhem em explicar novos
fendmenos. Com o modelo cosmolégico padriao ndo foi diferente. Dentre seus problemas mais
antigos, estido os problemas da constante cosmoldgica e o da coincidéncia.

Resumidamente, o problema da constante cosmoldgica diz respeito a discrepancia entre os
valores observado e tedrico para a energia do vacuo, cuja diferenca é de 60 ordens de grandeza
(Zel’dovich, 1968; Weinberg, 1989; Waga, 2000; Sola, 2013; Burgess, 2015; Lima; Basilakos;
Sola, 2013; Perivolaropoulos; Skara, 2022; Martin, 2012). J4 o problema da coincidéncia esta
relacionado com as densidades de matéria e energia escura tendo valores proximos na época atual,
embora tenham propriedades de evolugao distintas (Steinhardt, 1997; Zlatev; Wang; Steinhardt,
1999; Perico et al., 2013; Perivolaropoulos; Skara, 2022; Velten; Marttens; Zimdahl, 2014).

Mais recentemente, grandes problemas observacionais tém se intensificado. As chamadas
tensdes cosmoldgicas referem-se a discrepancia dos dados cosmoldgicos e astrofisicos obtidos
com os resultados do experimento Planck CMB (Aghanim et al., 2020), que assume a validade
do modelo ACDM. Em outras palavras, diversos dados observacionais estdo em conflito com
o modelo padrao. Para uma revisao sobre as principais tensdes, ver Perivolaropoulos & Skara
(2022), Valentino et al. (2021a), Abdalla et al. (2022). Dentre as atuais tensoes, a que mais se
destaca € a tensdo de Hubble: uma divergéncia no valor da constante de Hubble /{y medida em
altos e baixos redshifts.

Medidas a altos redshifts implicam no uso de objetos de um Universo jovem. Devido a isso,
esses métodos apresentam alta dependéncia de uma série de suposicdes relacionadas a evolugdo
do Universo. No meio dessas suposigdes, estd justamente aceitar o modelo ACDM plano como
adequado para descrever essa época. Portanto, uma das possiveis explica¢des para desacordos
com essas medi¢des € alguma falha no modelo cosmoldgico padrao. Em geral, os resultados
obtidos por esses métodos tendem a apontar valores mais baixos para a constante de Hubble,
com um dos mais notéveis sendo o resultado Hy = 67.4 £ 0.5 km s~! Mpc~! do experimento
Planck (Aghanim et al., 2020) baseado em observa¢des de anisotropias na CMB.

Ja as medidas em baixos redshifts sdo, logicamente, o contrdrio: baseiam-se em objetos de
um Universo mais recente. Diferentemente do caso anterior, esses métodos ndo dependem de
suposicdes acerca do modelo cosmolégico, mas podem depender, eventualmente, de modelos
astrofisicos. O método da escada de distincias cosmicas € bastante utilizado nessa categoria. Ele
consiste em utilizar diferentes métodos de medicao de distancia sucessivamente, com um método
sendo usado para calibrar o proximo. Isso possibilita a medi¢do de distancias cada vez maiores.
Finalmente, por meio da relacdo entre distancia e redshift estima-se o valor da constante de
Hubble. Um resultado notdvel pertencente a essa categoria € Hy = 73.04 + 1.04 km s~! Mpc™!
(Riess et al., 2022), obtido por meio de SNe Ia calibradas por cefeidas pelo SHOES.

Considerando as duas medidas citadas anteriormente, a tensdo estd por volta de 50. Porém,
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esse valor pode ser superado dependendo da combinagao de dados locais usada (Wong et al.,
2019; Valentino, 2021). A figura Figura 1 mostra os valores de f, para diversos métodos de
medic¢do, evidenciando a tendéncia geral: valores mais baixos para métodos usando o Universo
jovem (representado na figura por early), enquanto os métodos tardios (na figura, late), tendem a
valores mais altos. Também torna-se notdvel a incompatibilidade entre diversas medidas, com
varias barras de erro ndo estando no alcance de alguns resultados.

Esses resultados evidenciam a crise que afeta o atual modelo cosmoldgico. Ha muitas
propostas de modificagdes nas suposi¢cdes sobre o Universo jovem, uma das categorias sao
modelos alternativos (ou modifica¢des) ao modelo ACDM. E importante, entdo, que tenhamos

boas maneiras para distinguir os modelos promissores diante de todas as possibilidades.
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Figura 1 — Valores da constante de Hubble Hy em km s~! Mpc~! obtidos por diferentes métodos
com nivel de confianca de 68%. A barra vertical laranja representa a medida obtida
pelo SHOES, e a barra vertical roxa representa a medida obtida pelo Planck. Grafico
retirado de (Perivolaropoulos; Skara, 2022).
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3 ESTATISTICA BAYESIANA

Este capitulo € dedicado ao desenvolvimento do ferramental estatistico utilizados nas andlises
de dados. Essas ferramentas sdo essenciais para conectarmos os dados observacionais coletados
com as teorias fisicas que conhecemos. O objetivo central deste capitulo é mostrar como o
teorema de Bayes nos permite obter informagdes de um modelo matematico a partir dos dados e,

como a partir disso, podemos estimar os valores mais provaveis para seus parametros.

3.1 O TEOREMA DE BAYES

O fisico Richard Cox, em 1946, derivou as regras da teoria de probabilidade utilizando
légica booleana a partir de axiomas bdsicos (Cox, 1946a; Cox, 1946b). Primeiro, ele define
probabilidade como sendo quanto acredita-se que determinada proposi¢do seja verdadeira. A
partir disso, ele conclui que probabilidades devem possuir propriedade transitiva, isto €, se a
probabilidade de A é maior que a de B, e ade B é maior que a de C, entdo a probabilidade de A
deve ser maior que a de C'. Em seguida, ele conclui que a maneira mais fécil de garantir que
probabilidades tenham essa propriedade € se elas forem associadas a nimeros reais. Desse modo,
podemos associar o valor 1 a certeza de que uma proposicao € vélida, e o nimero 0 a certeza de
que ela € falsa, fazendo com que a probabilidade de uma proposicdo sempre seja um ndimero
entre 0 e 1.

Cox, entdo, percebe que ao especificarmos quanto cremos que determinada proposicao é
verdadeira, implicitamente especificamos também quanto ndo cremos que ela seja verdadeira.

Disso, e usando o ferramental da 16gica booleana, ele formula que
PX)+P(X) =1, 3.1

em que P(X) é a probabilidade da proposicdo X ser verdadeira, e P(X) é a probabilidade de
X ser falsa. Essa relacdo € conhecida como a regra da soma que, essencialmente, diz que temos
certeza que a proposi¢do X ou € verdadeira ou € falsa.

Seguindo essa légica, ao especificarmos a probabilidade de uma proposi¢do Y e também
especificarmos a probabilidade de uma proposi¢do X dado que Y € verdadeira, implicitamente
especificamos a probabilidade de que ambos X e Y sejam verdadeiras. Novamente, usando a

l6gica booleana, Cox formula a relacao
P(X,Y)=PX]|Y) - P(Y), (3.2)

em que P(X,Y') é a probabilidade de ambas X e Y serem verdadeiras, P (X |Y") é a probabilidade

de X ser verdadeira dado que Y € verdadeira. Essa € a chamada regra do produto.
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Dessas duas regras, podemos deduzir outras relagdes muito uteis. Por exemplo, partindo da

regra do produto, podemos dizer que

PX,Y)=PX|Y) - PY) (3.3)
PY,X)=PY|X)- - P(X). (3.4)

Obviamente, a probabilidade de X e Y serem verdadeiras ¢ a mesma que a probabilidade de Y e
X serem verdadeiras, ou seja, P(X,Y) = P(Y, X). Assim,

PX|Y)-PY)=PY|X)-PX). (3.5)

Isolando P(X|Y'), chegamos ao teorema de Bayes, dado por

P(YIX) - P(X)

PIXIY) = =555

(3.6)

Os termos nessa expressao possuem nomes € interpretacoes especificas.

* P(X|Y) recebe o nome posterior e representa a probabilidade de X ser verdadeira dado

que Y € verdadeira.

* P(Y|X) recebe o nome de verossimilhanga (ou em inglés, como é mais conhecida,

likelihood) e representa a probabilidade de Y ser verdadeira dado que X € verdadeira.

* P(X) é chamado prior e representa a probabilidade de X ser verdadeira antes de obser-

varmos Y, em outras palavras, representa todo o conhecimento prévio sobre X.

* P(Y) recebe o nome de evidéncia e representa a probabilidade de Y ser verdadeira. Muitas
vezes este termo € ignorado, pois € constante em relagdo a X, sendo apenas uma fator de

normalizacdo.

A grande vantagem do teorema de Bayes € possibilitar que troquemos as probabilidades
condicionais, isto €, nos permite relacionar P(X|Y) com P(Y|X). No contexto de andlise
de dados, a utilidade torna-se evidente quando X € um modelo e Y é um conjunto de dados.
Nesse caso, nosso objetivo seria determinar a probabilidade (posterior) de um modelo X ser
verdadeiro dado que certo conjunto de dados Y foi observado. Fazemos isso utilizando o prior e
a likelihood, que nada mais € do que a probabilidade de observarmos aquele conjunto de dados
se assumirmos o0 modelo X. De forma simplista, usamos a likelihood para atualizar o prior
conforme novos dados sido observados.

Podemos obter uma segunda expressao bastante util partindo da regra da soma. Podemos

escreveé-la de outra maneira. Seja X e Y duas proposi¢des quaisquer, entdo

P(X)=PX,Y)+P(X,Y). 3.7)
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A equacdo (3.7) acima admite apenas o caso em que ha duas possibilidades para Y. Podemos

generalizar facilmente para qualquer numero de possibilidades por meio da expressao
P(X) =) P(X,Y). (3.8)

Podemos substituir o termo P (X, Y;) usando a regra do produto, obtendo

P(X) =) PYIX) - P(X)=> PY|X)=1. (3.9)

O resultado em (3.9) € a chamada condi¢do de normalizacdo. Para que ela seja valida, é necessario
que o conjunto de possibilidades {Y;} seja exaustivo, isto é, contém todas as possibilidades
possiveis para Y, e exclusivo, os elementos do conjunto sdao mutuamente excludentes.
Até agora, lidamos apenas para o caso de possibilidades discretas. Para generalizar para o
caso continuo, basta promover a soma para uma integral:
+00
P(X) = P(X,Y)dY. (3.10)
—o00
A expressao (3.10) € conhecida como marginaliza¢do sobre Y. No contexto de analise de dados,
ela é util para eliminar a dependéncia de parametros que ndo sdo de interesse, os chamados
parametros de nuisance (ou parametros de ruido). Vale reiterar que a marginalizacdo € valida

apenas se a condi¢do de normalizacdo for satisfeita.

3.2 ESTIMACAO DE UM PARAMETRO

Como mencionado anteriormente, o teorema de Bayes nos dd uma relacdo entre duas
probabilidades condicionais. No contexto de andlise de dados, essa vantagem € evidenciada
ao tratarmos nossas proposi¢des como sendo modelos e dados. Dessa forma, conseguimos
usar estatistica bayesiana para extrair informagdes sobre um modelo a partir dos dados. Mais
especificamente, podemos obter os valores para os parametros de um modelo que sdo mais
provaveis de gerar os dados observados.

Considere um modelo X que depende de um tnico parametro . Considere também que
temos um conjunto de dados Y. Nosso objetivo € usar o teorema de Bayes para obter o melhor
valor para @ , isto é, qual € seu valor mais provavel dado Y. Como a posterior é uma distribui¢do
de probabilidades, ela nos informa a probabilidade de cada valor de @ ser o valor correto. Sendo
assim, se buscamos o valor mais provavel, estamos interessados no valor de § que maximiza a

posterior, ou seja,
dP

—| = 3.11
do |,, 0 -11)

em que a distribuigdo posterior é P = P(0|Y), e 6 é o valor de § que maximiza a posterior.
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Além da condi¢do da primeira derivada, que garante um extremo da func¢do, precisamos também

verificar a segunda derivada para garantir que o extremo seja um maximo. L.ogo, precisamos que

d’pP

| <o (3.12)
ae? |,

Tratando-se de uma dentre vérias possibilidades, o valor 6, por si s, ndo € tao ttil como
resultado. Junto ao melhor valor, precisamos também de alguma medida de sua confianca. Sendo
0y o valor que resulta no pico da posterior, uma forma de medir sua confiabilidade é quantificando
a largura da posterior, de modo que quanto mais estreita for, mais confidvel é o valor obtido.
Podemos obter uma expressao para isso por meio da expansao da posterior em série de Taylor.
Devido ao seu formato, € mais facil trabalhar com o logaritmo da posterior, que definimos como
L(0) = In[P(0|Y)]. Assim, expandindo em torno de 6, temos

drL 1 d’L
L(O) = L(6o) + —| (0—060)+ 5 ——| (
2 de? |,

2
_ cee 1
0 " 0 60) (3 3)

Usando a regra da cadeia na defini¢do de L(6), nota-se que o termo de primeira ordem é nulo
devido a condicdo de extremo da primeira derivada. O termo de ordem zero é uma constante, ou
seja, ndo possui influéncia na forma da distribui¢@o posterior. Assim, desconsiderando os termos
de ordem maior que dois, podemos dizer que

1 d°L

L(#) x = —

2 d62 (6 —60)°

0o

1 &L

(0 —60)*], (3.14)
0o
em que A € uma constante de normalizagio.
O resultado obtido na expressao (3.14) significa que podemos aproximar a forma da distribu-

icdo posterior por uma distribuicdo gaussiana, cuja forma é dada por

1 1(x — p)?
P(x|p, o) = or exp {—5%] , (3.15)

em que 4 € o valor médio (pico da distribui¢do) e o € o desvio padrdo, que é uma medida de sua

largura. Comparando com a expressao (3.14), podemos identificar que

d2L -1/2
w==0y e az( ) ) (3.16)
0o

do?
Com isso, conseguimos definir uma medida para a confianga do valor 6, sendo este dado por o.

Finalmente, podemos expressar o resultado final da estimagdo do pardmetro ¢ dada a observacio
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dos dados Y como 0 = 6, & 0.

3.3 ESTIMACAO DE MULTIPLOS PARAMETROS

Em esséncia, a estimag@o de uma posterior multivariada, isto €, dependente de mais de um
parametro, € andloga a estimacao de uma posterior univariada. O processo € 0 mesmo: minimizar
o x? a fim de maximizar a posterior e determinar os valores mais provdveis para os parAmetros. A
principal diferenca no caso multivariado é que, como serdo obtidas distribuicdes de probabilidade
para cada parametro, precisamos também determinar a correlacdo entre os pardmetros, ou seja,

como a variacdo de um parametro influencia a variacdo do outro.

3.3.1 O caso bivariado

Inicialmente, trataremos do caso com apenas dois pardmetros, a generalizacao para multiplos
parametros serd direta apds isso. Ento, sejam « e § os dois parAmetros de interesse, sabemos

que a condicao
oL

da

0,80 % N

em que o e [3y sdo os valores de o e 3 que maximizam a posterior, e L(«, 5) = In[P(«, 5|Y)],

0 , (3.17)

a0,B80

com Y sendo o conjunto de dados. Expandindo L(«, ) em série de Taylor em torno de (v, ),

temos
_ 1|0°L , , 0L 2
L(a, B) = L(aw, o) + 5 | a2 - (@ — )™ + o -, (B = Bo)"+
0L
+2 9000 - (o — ) (B — 50)] ) (3.18)

em que ja desconsideramos os termos de primeira ordem e de ordens maiores que dois.

Como pode ser visto na expressdo (3.18), a expansdo de Taylor de L(«, ) torna-se cada vez
maior conforme o nimero de parametros aumenta. Por este motivo, € muito util utilizarmos a
notagdo matricial para lidar com o caso multivariado. Entao, reescrevendo a expressao (3.18),
temos (Sivia; Skilling, 2006)

1
L(8) = L(60) + 516 — 60]" Ho, [6 — 6], (3.19)
em que 0 = (o, 3) é o vetor de pardmetros, 8y = (v, o) € o vetor de pardmetros que maximiza

a posterior, e H|g, é a matriz hessiana de () avaliada em 6y, que é dada por

A C

: 3.20
c B (3.20)

|90 =
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em que
_9’L

== ’
da a0,80

2 2
2L Lol 0L

A T 952 = 9adp

B

a0,B0 a0,B0

Para o caso multivariado, além de obtermos a posterior de cada parametro, obtemos também
as distribui¢des conjuntas dos parametros. Essa distribuicdo é representada por uma elipse no
plano o — 3 centrada no ponto (ayp, By) cujas caracteristicas (excentricidade, orientacdo etc) sdo
determinadas pela matriz hessiana. Mais especificamente, se € = (e, €,) é 0 vetor que define a

direcdo dos eixos da elipse, entdo ele deve satisfazer uma equac@o de autovalores dada por
Hlg,e = Xe, (3.21)

em que os autovalores \ sdo inversamente proporcionais a largura de cada eixo da elipse. Além
disso, como o ponto (ag, fy) é um ponto de maximo, os autovalores necessariamente serdo
negativos, implicando que A < 0, B < 0 e AB > C? (Sivia; Skilling, 2006).

Encontrado o ponto de maximo da posterior, precisamos medir, agora, a confiabilidade deste
resultado. Para isso, precisamos determinar a largura da posterior para cada um dos parametros.
Como a posterior € multivariada, para determinar a largura referente a cada parametro, precisamos
marginalizar sobre os outros. No caso, se estivermos interessados em determinar a confiabilidade

do parametro «, precisamos marginalizar sobre 3. Logo,

+o00o
PalY) = / P(a, f|Y)dS. (3.22)

o0

Considerando a aproximacao gaussiana para a posterior, a integral resulta em (Sivia; Skilling,

20006)

1 B
P(Oé|Y> X exp {Em(& — O[())Q:| . (323)

Comparando com a forma original da distribuicdo gaussiana em (3.15), podemos identificar o,

/| —B
Oq = m (324)

Analogamente, podemos repetir o processo para o parametro 3, obtendo

/| —A

Estes mesmos resultados poderiam ser obtidos através do célculo da variancia da posterior

como

em relacdo a cada parametro pela expressao

o = (@ — a)?) = / - / +OO(oa — ag)*P (e, BIY)dadp. (3.26)

Esta abordagem para o célculo do desvio padrdo ¢ interessante quando queremos analisar a
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correlacdo entre 0s parametros, isto €, como a variagdo de um influencia a variacdo do outro.

Nesse caso, queremos calcular 0,3, que € dado por

oo = (00— a0)(B — f)) = /_ OO/_ T(a—ag)(B— Bo)P(a BV )dadB.  (3.27)

A integral acima nos fornece um resultado semelhante as anteriores:

C

Oap =

Com os resultados de (3.24), (3.25) e (3.28), podemos resumi-los a uma matriz dada por

2
O-a Oq, B

-B C
c -A

1

C= T AB— (2

(3.29)

Oap 0'223

Essa matriz recebe o nome de matriz de covariancia, sendo ndo s6 uma medida da confiabilidade
das estimativas dos parametros, mas também de sua correlacdo. Notando que o termo mais
a direita na expressdo (3.29) € a inversa da matriz hessiana, podemos escrever a matriz de
covariancia como

C = —(Hlo,) " (3.30)

3.3.2 O caso multivariado

Como mencionado no inicio desta se¢do, a generalizag@o para o caso multivariado € imediata.
Considere um modelo com M parametros contidos no vetor coluna @ cujos valores de melhor
estimacdo estdo contidos no vetor coluna 8. Repetindo os processos anteriores, a condi¢cdo da

primeira derivada nos diz que

oL
00;

=0, parab; € {6;}. (3.31)

6o
Expandindo em série de Taylor, temos

2

1 M M
L(6) = ao+§zz 50,007

=1 j=1

—00,)(0; — 00 5) +--- . (3.32)

Ignorando os termos de ordem maior que dois e reescrevendo em notagdo matricial, ficamos com
1
L(8) = L(Bo) + 5 [0 — 60]' Hlg, [0 — 6o], (3.33)

expressdo idéntica aquela obtida em (3.19), mas com a suposi¢do de um nimero arbitrario de

pardmetros. Novamente, como o termo L(6,) € constante, ele ndo influencia a forma da posterior.



36
Assim, podemos aproximar a posterior pela expressao
1
P(B|Y) o exp (5 [0 — 6y " H|g, [6 — 00]) : (3.34)

Para que a equacdo (3.34) seja andloga a uma distribui¢do gaussiana multivariada, podemos
usar a relag@o entre a matriz de covariancia C e a matriz hessiana H dada por (3.30). Finalmente,

temos que

P(0]Y) o< exp <—% 6 —6,]"C o - 90]> : (3.35)

Para finalizar, podemos integrar a expressao (3.35) e aplicar a condi¢ao de normalizagdo a
fim de obtermos a constante de normalizagdo A. Fazendo isso, obtemos que (Sivia; Skilling,
2006)

A = (2n)"M/2 det(C~H) Y2, (3.36)

Assim, a forma final e mais geral da posterior € dada por
PO]Y) = (27) M2 det(C1) V2 X/2, (3.37)

3.4 ESTIMANDO A POSTERIOR VIA LIKELIHOOD

As secdes anteriores foram dedicadas a mostrar que € possivel aproximar uma posterior com
um nuimero arbitrrio de parametros por uma distribuicao gaussiana. Como consequéncia disso,
conseguimos obter estimativas para os valores dos parametros de um modelo e qual o nivel de
confiabilidade dessas estimativas. No entanto, o que temos em maos para estimar a posterior
€, usualmente, um conjunto de dados. Com esses dados, calculamos a likelihood e, usando o
teorema de Bayes, estimamos a posterior.

Antes de tratarmos da likelihood em si, precisamos falar sobre o prior, que é um dos desafios
da inferéncia bayesiana. Como ja foi dito, ele serve para refletir o que nés sabemos sobre
os parametros antes de observarmos os dados. Em outras palavras, ele € a distribui¢cao de
probabilidades dos possiveis valores dos pardmetros levando em consideracao o que sabemos
antes de olharmos para os dados. Um dos priors mais comuns € o uniforme (também chamado
de plano), que associa a mesma probabilidade para todos os valores possiveis para os parametros.
A escolha desse prior representa o maior grau de desconhecimento sobre os pardmetros, ou seja,
¢ uma escolha neutra e conservadora. Uma forma de definir este prior é por meio de uma fungao
do tipo (Sivia; Skilling, 2006; Gregory, 2005)

#7 se emin,i < 91 < emax,i Vo
P(6) = q T , (3.38)

0, caso contrario

em que O, e O« s30 vetores que contém, respectivamente, os limites inferiores e superiores

para cada pardmetro contido no vetor 6.
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Apesar de ser a escolha mais conservadora e, aparentemente, segura, o prior uniforme nem
sempre € a melhor op¢do. Dependendo da situacao outro prior pode ser mais adequado, como,
por exemplo, o prior de Jeffreys. Para os objetivos deste apéndice, a suposicao de um prior
uniforme € suficiente, para mais detalhes sobre a escolha do prior, consulte as referéncias Sivia
& Skilling (2006), Gregory (2005) e Trotta (2008). Portanto, supondo um prior uniforme, pelo
teorema de Bayes, temos que

POIY) x P(Y|8), (3.39)

sendo Y o vetor do conjunto de dados. Considerando a aproximacao da posterior dada por

(3.35), a expressao (3.39) nos diz que

1
—N/2 —1 \1/2 T ~—1
P(Y|0) (8 (271') / det<Cdados) / exXp (_5 [Y - YO(O)] Cdados [Y - YO(O)]) ) (340)
em que Y (6) é o vetor dos dados previstos pelo modelo para o vetor de pardmetros 8, Cgy,dos €,
agora, a matriz de covariancia dos dados, e IV € a quantidade de dados.

O termo entre parénteses pode ser mais facilmente entendido se olharmos para o caso em
que a matriz de covariancia € diagonal, isto €, a covariancia entre os dados € nula. Nesse cendrio,

podemos escrever que

2 2
P(Y]6) x Hexp [—% (—y" _g?’i(e)) ] = exp [—% Z (—y" _g?”'(e)) ] . (341
em que y; € yo,; a0 os i-€simos elementos de Y e Y respectivamente, e o; € o desvio padrao
do dado y;. E importante notar que, aqui, foi considerado que as probabilidades P(y;|0) sdo
independentes, ou seja, que a medi¢do de um dado ndo influencia a préxima medida. Para casos
em que hé correlagdo entre as medidas, deve-se usar a forma nao-diagonal dada por (3.40). O
somatorio da equacdo (3.41) é a soma dos quadrados dos residuos dos dados. Isso nos permite

escrever a likelihood como

P(Y]6) o< exp (—X2§0)) , (3.42)

em que
2
2 Yi — Yo,i
0) = — . 3.43
o =3 () 6.4
Com este resultado, podemos voltar para a expressao (3.39). A multiplicagdao matricial nada

mais é do que uma generaliza¢do do x* dado por (3.43), ou seja, podemos escrever que

2
P(Y|0) = (27r)_N/2 det(Cga%iOS)l/2 exp (—#) , (3.44)

em que
X(8) = [Y = Yo(6)]" Cyrios [Y — Y (6)] (3.45)
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Sendo assim, podemos estimar a posterior calculando a likelihood por meio da estatistica de
x2. Desde que as medigdes dos dados sejam independentes entre si, para maximizar a posterior,

basta maximizar a likelihood através da minimizacdo do x? dos dados.

3.4.1 A validade da likelihood gaussiana

Sobre a suposicdo de um prior plano, vimos que, como a posterior pode ser aproximada por
uma gaussiana, a likelihood também pode. Porém, ha um problema neste raciocinio. Como
a likelihood diz respeito a distribui¢do dos dados, ndo podemos simplesmente aproximar seu
formato e supor que € valido. Para que a likelihood possa ser aproximada por uma gaussiana, €
necessario que os dados estejam associados a ruidos gaussianos.

A suposi¢ao de que os dados podem ser associados a ruidos gaussianos estd fundamentada
no Teorema Central do Limite. De forma resumida e simplificada, se as incertezas de nossas
medi¢des forem compostas por diferentes fontes de erros independentes entre si, a sobreposi¢ao
dessas fontes tende a uma distribui¢ao gaussiana (Hogg; Bovy; Lang, 2010; Jaynes, 2003).

Outra caracteristica da distribui¢do gaussiana € ser a distribui¢do de maior entropia, que
€ uma consequéncia do Principio de Mdaxima Entropia (Jaynes, 2003; Sivia; Skilling, 2006;
Gregory, 2005). Ser a distribuicao de maior entropia significa que € a distribui¢ao que representa
a menor quantidade de conhecimento sobre o objeto em questdo. Em outras palavras, a distri-
buicdo gaussiana exige que facamos a menor quantidade de suposi¢des possivel, tornando-a a
distribui¢cdo que representa o maior grau de desconhecimento.

A unido dessas duas caracteristicas suportam a aproximacao gaussiana da likelihood. Como
dito, nossas medi¢des, usualmente, possuem diversas fontes de incertezas independentes. Além
disso, associd-las a uma distribui¢do gaussiana exige menos suposicdes sobre os valores medidos.
A aproximacdo gaussiana, entdo, torna-se valida e aceitdvel em uma vasta quantidade de situagdes
diferentes.

Em resumo, temos trés diferentes frentes que reforcam a validade da aproximacio gaussiana:
uma analitica, uma com bases experimentais, € uma relacionada ao nosso conhecimento e
suposi¢cdes. A primeira refere-se a aproximacgao da posterior que, sobre um prior uniforme,
€ proporcional a likelihood. A segunda, ao Teorema Central do Limite e aos procedimentos
experimentais de medicao e suas diversas fontes de incerteza. E a terceira diz respeito ao grau
de conhecimento e quantidade de suposi¢des necessdrias para adotar a distribui¢do, estando
fundamentada no Principio de Mdxima Entropia.

Concluimos, entdo, que a ado¢do de uma likelihood gaussiana e, portanto, com a forma
dada por (3.39), é bem fundamentada e vélida em muitas situagdes. E importante ressaltar,
porém, que mesmo diante dessas diferentes validagdes, a aproximagao por uma gaussiana nao é
universalmente adequada, isto €, existem casos que exigem outra forma para a distribuicdo, seja
porque os dados estdo associados a uma distribuicdo nao-gaussiana ou porque a suposi¢do de um

prior plano ndo € valida. No caso tratado neste trabalho, a suposic¢ao € valida, principalmente,
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por usar dados cujas incertezas sdo provenientes de diferentes fontes independentes (Moresco et
al., 2022).

3.5 O METODO DE MONTE CARLO VIA CADEIAS DE MARKOV

Nas secOes anteriores vimos como usar o teorema de Bayes para estimar a distribui¢do
posterior de um modelo a partir de um conjunto de dados. No entanto, a inferéncia bayesiana
por si s6, pode ndo ser suficiente para obter a posterior. Dependendo do nimero de parametros e
da complexidade do modelo, buscar o ponto de maximo e a forma da posterior pode ser uma
tarefa dificil. Uma das formas de contornar essa dificuldade € usando o método de Monte Carlo
via cadeias de Markov (MCMC, do inglés Markov Chain Monte Carlo).

3.5.1 O método de Monte Carlo

A forma mais intuitiva de buscar os parametros que maximizam a posterior (e, consequente-
mente, estimar sua forma) € por meio de tentativa e erro. Poderiamos criar uma grade de valores
para os parametros, calcular a likelihood para cada ponto da grade, e, em conjunto com o prior,
obter a posterior. Obteriamos os valores mais provaveis para os parametros a partir do ponto
que resultasse no maior valor para a posterior € montariamos sua forma a partir dos valores
obtidos para cada ponto da grade. O problema surge quando o nimero de parametros do modelo
¢ grande, pois isso aumentaria drasticamente a quantidade de pontos na grade.

O método de Monte Carlo surge para resolver o problema que a alta dimensionalidade
de pardmetros traz. Ele consiste em sortear valores aleatérios para os parametros, calcular
a likelihood para cada ponto sorteado, e, juntamente com o prior, obter a posterior. Como
resultado, obtemos uma amostra representativa da posterior e, isto é, um conjunto de pontos
que representam o padrio da posterior. E a partir dessa amostra que obtemos os valores mais
provdveis para os parametros e também a forma da posterior. A grande vantagem em relagdo ao
método da grade de pontos € que podemos obter uma amostra de qualquer posterior sem precisar
calcular a likelihood para uma quantidade enorme de pontos. Isso o torna um método eficiente
para realizar a amostragem da posterior mesmo para grande quantidades de parametros (Sivia;
Skilling, 2006).

Apesar disso, 0 método de Monte Carlo ainda possui uma grande ineficiéncia. Como os
pontos sdo sorteados aleatoriamente, muitos desses pontos estardo em regides cujo valor da
posterior € muito baixo e, portanto, ndo sdo regides de interesse. Consequentemente, o custo
computacional para obter a amostra representativa serd maior. Somado a isso, como muitos
pontos estardo em regides de baixo valor, a amostra obtida nio representard a posterior € os
resultados obtidos a partir dela terdo um alto nivel de incerteza (Press et al., 2007; MacKay,
2003).
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3.5.2 Monte Carlo via cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov nada mais € do que uma sequéncia de varidveis aleatérias em que
a proxima varidvel na sequéncia depende apenas da varidvel atual. Em outras palavras, a
probabilidade de transi¢ao de um estado x,, para qualquer outro estado possivel depende apenas

de z,, e ndo dos estados anteriores (Sivia; Skilling, 2006). Assim,
P(xpi1|Tn, Tpn1,. .., T0) = P(Tni1|Tn)- (3.46)

O objetivo € usar cadeias de Markov para guiar o processo de amostragem, evitando que
os pontos sorteados deixem de ser completamente aleatérios. Para que isso seja possivel,
€ necessario que a cadeia de Markov convirja para um estado de equilibrio, isto €, que os
préximos elementos da cadeia percorram o espaco de pardmetros com frequéncia proporcional a
probabilidade de cada regido. Portanto, € preciso que a cadeia de Markov tenha uma distribui¢io

estaciondria. Uma distribui¢ao 7 € estaciondria se satisfizer
m(x) = /P(x]ac/)w(x’)dac/. (3.47)

Podemos entender essa relac@o intuitivamente: o termo P(x|z’) representa a probabilidade
de transi¢do de uma varidvel 2’ para uma varidvel x. Ao multiplicar essa probabilidade pela
distribuigdo 7(z’), o que fazemos nada mais € do que calcular a probabilidade de obtermos a
varidvel 2’ e que ela transicione para a varidvel z. Ao integrar sobre todas as possibilidades de
x’, obtemos a distribui¢ao de x a partir da distribui¢ao de x’. Se x seguir a mesma distribuigio 7
de 7/, entdo 7 é uma distribuicéo estacionaria (Sharma, 2017; Press et al., 2007).

Uma ultima propriedade importante que uma cadeia de Markov precisa ter para que seja
possivel usar o método de Monte Carlo € ser irredutivel, isto é, a partir de um estado inicial
qualquer € possivel alcancgar qualquer outro estado em um numero finito de passos. Se a cadeia
de Markov for irredutivel, ndo-periddia e tiver uma distribui¢do estaciondria, essa distribui¢do é
a distribuicao de equilibrio (Sharma, 2017). Isso significa que, independente do ponto inicial da
cadeia, para um ndmero suficiente de passos, a distribui¢do dos pontos da cadeia irdo convergir
para a distribui¢do estaciondria.

Cadeias de Markov podem ser, também, reversiveis. Isso significa que a probabilidade de
transicionar de um estado x para outro x’ € igual a probabilidade de transicionar de z’ para .
Matematicamente,

7(z)P(2'|x) = w(x')P(z|2"). (3.48)

Essa € a chamada condig¢@o de equilibrio detalhado, e a existéncia dela garante que a distribui¢io
de equilibrio existe e € a distribuicdo dada por 7 (Sharma, 2017). Embora cadeias de Markov nao-
reversiveis possam ter uma distribuicdo de equilibrio, impor a condi¢@o de equilibrio detalhado é

uma forma simples de garantir que tal distribui¢do de fato exista e que, eventualmente, a cadeia
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convergird para ela.
Finalmente, pela lei dos grandes niimeros, o valor esperado de uma fun¢do f qualquer em
relacdo a distribui¢ao de equilibrio se aproxima ao valor médio da fun¢ao calculada em cada

ponto da cadeia (Sharma, 2017):

() = / F()m(e)de ~ lim =3 (). (3.49)

Essa € a propriedade que nos permite usar o método de Monte Carlo via cadeias de Markowv.
Primeiro, criamos uma cadeia de Markov que satisfaca as condi¢des necessdrias para que a
distribuicdo de equilibrio exista e seja a posterior. Depois de realizada a amostragem, podemos
usar a lei dos grandes nimeros para obter os valores de interesse (como os parametros mais

provaveis) a partir dos pontos da cadeia obtida.

3.5.3 Algoritmos de amostragem

Uma vez que a cadeia de Markov € construida, para que o realizar o processo de amostragem,
€ preciso um algoritmo que defina as regras de transic@o entre os elementos da cadeia. Um dos
algoritmos mais usados e simples € o algoritmo de Metropolis-Hastings, proposto por Metropolis
et al. (1953) e generalizado por Hastings (1970). Primeiro, propdes-se uma distribuicio ¢(z’|z),
da qual serd amostrada a varidvel x’ dado que a variavel atual é x. Uma forma comumente
adotada para a distribuicdo ¢ é uma gaussiana centrada em x. A nova varidvel 2’ sera aceita

como préximo passo da cadeia com uma probabilidade dada por

(L r@g(ale)
o (1L70E0) 320

Apds uma quantidade suficiente de passos, a distribuicao da cadeia convergird para a distribuicao
de equilibrio w. Dessa forma, conseguimos realizar a amostragem da posterior e, pela lei
de grandes numeros, calcular os valores de interessa a partir da cadeia de Markov retornada
(MacKay, 2003; Press et al., 2007; Foreman-Mackey et al., 2013; Sharma, 2017).

O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser ineficiente para amostrar distribui¢des com
formas complexas, como, por exemplo, quando ha forte correlacdo entre os parametros. O
algoritmo de MCMC invatiante afim, proposto por Goodman & Weare (2010), surge para
resolver esse problema. Seu grande diferencial € usar vérias cadeias de Markov (chamados
walkers) para percorrer o espaco de parametros. O proximo passo de cada walker € proposto a
partir da posicao atual dos outros walkers. Isso torna o processo de amostragem mais eficiente,
tendo em vista que walkers em diferentes regides da distribui¢do tenham acesso as diferentes
informagdes sobre a distribui¢do que os outros walkers obteram. Dessa maneira, mesmo tendo
uma forma complexa, o MCMC invariante afim consegue amostrar a posterior de forma eficiente

e convergir para a distribuicdo de equilibrio (Goodman; Weare, 2010; Foreman-Mackey et
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al., 2013; Sharma, 2017). As andlises feitas neste trabalho utilizaram este algoritmo, que foi
implementado em Python através software emcee implementado por (Foreman-Mackey et al.,
2013).
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4 0S CRONOMETROS COSMICOS

4.1 O METODO DOS CRONOMETROS COSMICOS PARA OBTENCAO DE H (z)

A equacdo (2.46) nos fornece o parametro de Hubble como uma funcdo do redshift. No
entanto, podemos obter outra relacdo entre i e z. Derivando a equacgao (2.45) em relacdo ao

tempo, obtemos

1 dz
1= 4.1
¢ (14 2)%dt @D

Pela prépria relagdo (2.45), podemos chegar em

a 1 dz
Z = = 4.2
a 1+ zdt’ 42)
que, pela definicdo do parametro de Hubble em (2.35), torna-se
1 dz
H(z)=-— —. 4.3
(2) 14 2zdt (4.3)

A expressdao em (4.3) € ainda mais interessante que a (2.46), tendo em vista que estabelece uma
relacdo direta entre o parametro de Hubble e dados observacionais.

Para obter-se o pardmetro de Hubble por meio da expressdo (4.3), precisamos medir o termo
dz/dt, em outras palavras, a variacdo do redshift em relagdo ao tempo. Quando o método foi
proposto pela primeira vez, sugeriu-se “inverter” essa medida, isto €, medir quanto a idade do
Universo variou entre dois redshifts proximos (Jimenez; Loeb, 2002). Para estimar esse valor,
basta conhecermos a idade de alguns objetos ao longo de um pequeno intervalo Az e, entio,
compararmos suas idades para obtermos o intervalo de tempo At. As medidas atuais de redshift
por meio de espectroscopia sdo extremamente precisas, com erros relativos da ordem de 0.1%,
ndo sendo, portanto, um desafio para este método (Moresco, 2024b). Estimar as diferencgas nas
idades, por outro lado, é o grande desafio. Idealmente, precisariamos de objetos astrondmicos ao
longo de diferentes redshifts que se formaram simultaneamente, de modo que, ao comparar suas
idades, saberiamos quanto a idade do Universo variou (At) ao longo desse intervalo de redshift
Az, sendo este 0 motivo do nome “crondmetros césmicos”.

Para que o método seja aplicavel de fato, ainda € preciso determinar quais tipos de objetos
astrondmicos sdo vélidos como CC. Vale lembrar que a ideia dos crondmetros cdsmicos é medir
quanto tempo passou ao longe de um intervalo de redshift. Para isso, € necessdrio que sejamos
capazes de datar objetos que estejam nos redshifts que definem os extremos desse intervalo.
Além disso, esses objetos devem envelhecer "juntos"com o Universo, isto é, a diferenca de
idade entre esses objetos deve refletir quanto o Universo envelheceu. Atualmente, os melhores
candidatos sdo galdxias massivas e passivas.

Galaxias passivas s@o aquelas em que nao ha mais sintese estelar expressiva. Essa carac-
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teristica € essencial, pois, se ndo hi mais formacgdo de estrelas, a populacio estelar da galdxia
envelhece juntamente com o Universo. Isso permite que, ao datar duas populacdes em diferentes
redshifts, possamos comparar suas idades e estimar quanto tempo passou nesse intervalo. Ideal-
mente, o Unico requisito € que a galdxia seja passiva e, embora populagdes estelares velhas sejam
bem caraceterizadas pela auséncia de linhas de emissao fortes de determinados gases ionizados,
utilizar apenas esse critério para a selecdo dessas galdxias ndo € suficiente.

Haé evidéncias que indicam que galdxias massivas, com log,,(M/My) > 10.5 ~ 11,
formaram-se em altos redshifts (z > 2 — 3) e em um curto intervalo de tempo (menor que
0.3 - 10° anos) (Moresco, 2024b). A rdpida formagdo implica que a maioria das estrelas dessas
galaxias formaram-se, aproximadamente, a0 mesmo tempo. Como consequéncia, espera-se que
tais galdxias tenham consumido a maioria de seu gds logo no inicio de sua evolucdo, ou seja,
0 gas serd escasso demais para que novos eventos de sintese estelar ocorram em quantidade
significativa. Isso faz com que o espectro galactico seja dominado por tracos de populagdes
velhas. Ha ainda uma segunda implicacdo: com a maioria das estrelas tendo sido formadas ao
mesmo tempo, a idade da galdxia pode ser bem definida a partir da idade dessas populacdes
estelares. A formacgdo em altos redshifts também é relevante, pois isso garante que a galdxia esta
evoluindo passivamente (sem novas populacdes estelares) ha algum tempo e, consequentemente,
que seu espectro seja dominado por estrelas velhas de fato.

Portanto, a galdxia ser massiva pode ser encarado como um primeiro critério, tornando
mais provdvel que a galdxia tenha sido formada rapidamente em altos redshits que, por sua vez,
torna provavel tal galdxia evoluir passivamente. Selecionadas essas galdxias massivas, deve-se
proceder para o segundo critério: a passividade. Deve-se verificar, dentre as massivas, quais sao
aquelas que apresentam um espectro velho e passivo. Satifeitos tais requisitos, a galdxia pode ser
considerada uma amostra de crondmetro cdsmico.

Este método apresenta algumas vantagens significativas quando comparado aos outros.
Primeiro, sua simplicidade tedrica: a Unica suposi¢do que devemos tomar como verdadeira
¢ a validade da métrica FLRW, ou seja, independe de modelos cosmoldgicos. Além disso,
baseia-se nas diferencas de idade, fazendo com que erros sistemdticos associados a estimagdo
das idades absolutas desaparecam no processo. No entanto, suas desvantagens ainda sdo grandes
desafios para uso mais disseminado. Embora ndo dependa de modelos cosmolédgicos, depende
fortemente de modelos astrofisicos, mais especificamente, de modelos de sintese de populacdes
estelares, contribuindo para o aumento da incerteza associada ao método. Outro grande desafio é
a quantidade de dados disponiveis, que ndo sd@o muitos. Isso se deve a dificuldade em selecionar
amostras adequadas, como serd discutido em seguida, e a falta de levantamentos de dados
especificamente voltados para crondmetros cosmicos. A soma desses dois problemas resulta em
incertezas consideravelmente altas na estimativa final de H(z).

H4 dois grandes problemas provenientes da etapa de selecio. O primeiro é o viés do
progenitor, referindo-se ao fato de que galaxias selecionadas em baixos redshifts podem nao ser

as “descendentes” das galaxias selecionadas em altos redshifts. Este problema surge da suposi¢dao
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de que as galdxias de uma populacdo em determinado redshift formou-se simultaneamente,
evoluindo em conjunto desde entdo. Obviamente isso ndo retrata a realidade, uma galdxia passiva
em baixo redshift pode ser o resultado da evolu¢ao de uma galdxia que, em alto redshift, ainda
ndo havia tornado-se passiva. O outro problema relaciona-se com a evolu¢do da massa da galdxia
por meio de fusdes. Nesse caso, galdxias menores € passivas em alto redhift, que ndo seriam
selecionadas devido ao critério de massa, podem, ao longo do tempo, sofrer fusdes com outras
galdxias menores, tornando-se massivas em baixo redshift. Em ambos os casos, a esséncia do
problema estd na diferenca entre as amostras em baixo e alto redshifts, isto é, as populagdes ndo
sdo representativas uma da outra em diferentes épocas (Moresco et al., 2012).

Para que o método dos crondmetros césmicos seja efetivo, precisamos que a amostra de
galdxias passivas seja o mais pura possivel. Portanto, é de extrema importancia termos formas
rigorosas de determinar se uma populacao de galdxias € passiva ou ndo. Existem diversos critérios
de selecdo, indo desde aspectos morfoldgicos até espectroscépicos. Um pequeno resumo desses
critérios pode ser encontrado em Moresco (2024a). A fim de maximizar a qualidade da selecao,
a melhor estratégia consiste em usar uma combinag¢do desses diversos critérios, pois eles nio sdo,
em geral, equivalentes entre si(Moresco, 2024a). Esses critérios, no entanto, por si s6 ndo evitam
os dois problemas mencionados anteriormente. Para mitiga-los, o ideal é comparar populacdes
galdcticas separadas por um intervalo de redshift que seja suficientemente pequeno para que o
tempo transcorrido seja curto demais para que qualquer um dos dois efeitos ocorra.

Uma vez selecionada a amostra, podemos estimar a idade diferencial. Como mencionado
anteriormente, fazer essa estimativa ¢ bem mais complicado que estimar o intervalo de redshift. O
maior obstdculo estd na degenerescéncia de alguns pardmetros em relacio ao espectro galactico,
isto €, varios parametros podem influenciar o formato do espectro. A mais significativa dessas
degenerescéncias € entre a idade e a metalicidade (Moresco, 2024b), ja4 que o espectro de
uma galdxia pode ser avermelhado tanto por ser velha quanto por apresentar alta metalicidade.
Portanto, é importante que as técnicas de estimagdo do intervalo At busquem quebrar tais
degenerescéncias a fim de obter uma estimativa mais precisa. Atualmente, ha duas técnicas

principais para estimar o intervalo dt.

4.1.1 Estimando a idade diferencial

Uma das técnicas mais usadas € o ajuste do espectro total (FSF, do inglés full spectrum fitting),
que, basicamente, consiste em comparar o espectro observado de uma galdxia com uma biblioteca
de modelos de espectros. Primeiro, € criado um espectro galdctico simulado a partir da soma
de diferentes modelos de populagdes estelares tinicas (SSP, do inglés single stellar population)
ponderados por um peso associado a taxa de formacao estelar. Apds isso, € feita uma andlise
estatistica comparando esses modelos com o espectro observado para estimar o valor do peso de
cada modelo de SSP. Com os valores dos pesos, pode-se reconstruir a taxa de formacao estelar e,
disso, estimar as propriedades astrofisicas das estrelas, como a idade, metalicidade, entre outras

(Cappellari, 2017). A grande vantagem dessa técnica estd no uso de toda a informacao disponivel



46

sobre o espectro da galdxia, possibilitando que diversas propriedades sejam restringidas em
conjunto. Além disso, dependendo das caracteristicas dos dados (razdo sinal-ruido, bandas de
frequéncia observadas etc.), é possivel quebrar a degenerescéncia entre os parametros (Moresco,
2024b).

Outra técnica bastante utilizada € analisar uma caracteristica especifica do espectro galéctico:
a quebra de 4000 A. Esse efeito surge devido a presenga de fons metalicos em atmosferas de
estrelas velhas. Por terem uma temperatura atmosférica mais baixa, o espectro dessas estrelas
apresenta uma concentracao de linhas de absor¢do em um estreito intervalo de comprimentos de
onda em torno de 4000 A. Como consequéncia, observa-se uma queda abrupta na intensidade
do fluxo nessa regido do espectro. Essa caracteristica espectral é especialmente interessante
devido a sensibilidade em relacdo a idade e metalicidade estelares, sendo um bom indicativo
dessas duas propriedades (Bruzual, 1983). Foi mostrado por Moresco et al. (2011) que, a uma
metalicidade fixa, uma relacdo linear entre a amplitude D4000 da quebra e a idade ¢ é uma 6tima

aproximacao, podendo ser escrita como
D4000(Z,SFH) = A(Z,SFH) -t+ B(Z,SFH), 4.4)

em que Z ¢ a metalicidade, SF'H representa a dependéncia da histéria de formacao estelar, e A
e B sdo coeficientes constantes para dada metalicidade Z e SF H.

Para relacionar com H(z), basta derivarmos a equag@o (4.4),
dD4000 = A(Z,SFH) - dt, 4.5)

e substituir dt na equacdo (4.3),

. A(Z,SFH) d=
HG) === 4paooo (4.6)

Assim, para estimar H(z), basta medirmos a evolu¢do da amplitude D4000 ao longo de um
intervalo de redshift dz. Quanto ao coeficiente A(Z, SF H), ele é obtido a partir de modelos de
sintese de populagdes estelares (Moresco, 2024a; Moresco et al., 2012).

O método D4000 possui vantagens quando comparado ao ajuste do espectro total. Primeiro,
esse método baseia-se em duas quantidades observaveis, dz e dD4000, enquanto o ajuste do
espectro total precisa estimar dt a partir dos dados, tornando a medida de dt dependente dos
modelos astrofisicos. Apesar disso, ¢ importante ressaltar que a dependéncia dos modelos astrofi-
sicos ainda existe no método 4000, ela apenas foi desacoplada dos erros estatisticos dos dados.
Portanto, uma outra vantagem € justamente essa: na equagao (4.4), o termo dD4000 contém
as incertezas estatisticas, enquanto o termo A(Z, SF' H) contém as incertezas sistemdticas. Ou
seja, a dependéncia dos modelos astrofisicos surge devido a necessidade de calibrar o pardmetro
A(Z,SFH).

Ha ainda dois outros métodos, por meio dos indices de Lick e por meio de machine learning.
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Eles nao serdo discutidos aqui, pois nenhum dos dados utilizados foi obtido por meio dessas

técnicas. Um breve resumo de cada um deles pode ser encontrado em Moresco (2024a).

4.1.2 Os dados de crondometros cosmicos

Este trabalho utilizou um conjunto de dados levemente distinto daquele usado em Kvint,
Jesus & Pereira (2025). Uma das diferencas € a inclusdo do dado mais recente de Tomasetti et al.
(2023). Além disso, optou-se por usar o dado de Jiao et al. (2023) (z = 0.8, H(z) = 113.1e
OH(z) = 25.22) no lugar do dado de Borghi, Moresco & Cimatti (2022) (z = 0.75, H(z) = 98.8
€ o) = 33.6). A substitui¢do de um dado pelo outro € vilida, pois ambos foram obtidos a
partir da mesma amostra de galdxias, com a diferen¢a sendo somente o método de obtencao de
H(z) (Borghi, Moresco & Cimatti (2022) utilizou o método dos indices de Lick), e foi motivada
devido a maior robustez do método usado por Jiao et al. (2023). Além disso, fazendo essa
substitui¢ao, o conjunto de dados pode ser separado em dois grupos com base no método de
estimacao, possibilitando estudar qual o impacto de cada método nas incertezas. O conjunto
de 33 dados de crondmetros césmicos usados podem ser encontrados em Moresco (2024a) e
estdo apresentados na tabela 1. A Figura 2 mostra o melhor ajuste (curva laranja) dos dados
ao modelo ACDM plano. A figura mostra também o intervalo de 1o dos resultados da missao
Planck 2018, Hy = 67.4 4+ 0.5 km s~ Mpc~! e Q,, = 0.315 & 0.007, em verde (Aghanim et
al., 2020) e dos resultados da anélise do Pantheon+&SHOES, Hy = 73.6 = 1.1 kms~! Mpc~'e
Q,, = 0.334 + 0.018, em rosa (Brout et al., 2022).

Como pode ser visto na Figura 2, o alcance das barras de erros sdo amplos. Os erros relativos
vao de 5.3% a 63.9%, com a maioria estando entre 10 e 25%. Outra caracteristica notavel,
especialmente para z < 1, € que as medidas por FSF apresentam incertezas consideravelmente
maiores que as medidas por D4000, ilustrando que a separag@o dos erros estatisticos e siste-
maéticos do método D4000 ajuda levemente a melhorar a precisdao dos dados. Apesar disso,
as barras de erro sdo grandes o suficiente para que 23 dos 33 dados contenham as curvas do
Planck e do Pantheon+&SHOES em 1o. Sendo assim, apesar da vantagem de ser uma medida
independente do modelo, esses dados ndo possuem poder estatistico o suficiente para distinguir
os dois resultados. Essa ampla concordancia estatistica dos crondmetros cosmicos € o que motiva

uma investigacao mais profunda acerca de suas incertezas.

4.2 FONTES DE INCERTEZAS

A for¢a do método dos crondmetros cdsmicos reside na sua independéncia de modelos
cosmoldgicos. No entanto, isso é compensado por uma intensa dependéncia de modelos astrofi-
sicos. Para que sejamos capazes de estimar as idades das galdxias, € essencial que conhecamos
tanto os processos de evolugdo galdctica quanto os processos de evolucdo estelar. A escolha

de como modelar esses processos traz uma série de erros sitematicos que influenciardo o valor
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2 H(z) oy método referéncia

0.07 69.0 19.6 FSF (Zhang et al., 2014)

0.09 69 12 FSF (Simon; Verde; Jimenez, 2005)
0.12 68.6 26.2 FSF (Zhang et al., 2014)

0.17 83 8 FSF (Simon; Verde; Jimenez, 2005)
0.179 75 4 D (Moresco et al., 2012)
0.199 75 5 D (Moresco et al., 2012)

0.20 729 29.6 FSF (Zhang et al., 2014)

0.27 77 14 FSF (Simon; Verde; Jimenez, 2005)
0.28 88.8 36.6 FSF (Zhang et al., 2014)

0.352 83 14 D (Moresco et al., 2012)

0.38 83 135 D (Moresco et al., 2016)

04 95 17 FSF (Simon; Verde; Jimenez, 2005)
0.4004 77 102 D (Moresco et al., 2016)

0425 87.1 112 D (Moresco et al., 2016)

0445 928 129 D (Moresco et al., 2016)

0.47 89.0 49.6 FSF (Ratsimbazafy et al., 2017)

04783 809 9 D (Moresco et al., 2016)
0.48 97 62 FSF (Stern et al., 2010)
0.593 104 13 D (Moresco et al., 2012)
0.68 92 8 D (Moresco et al., 2012)
0.80 113.1 25.22 FSF (Jiao et al., 2023)
0.781 105 12 D (Moresco et al., 2012)
0.875 125 17 D (Moresco et al., 2012)

0.88 90 40 FSF (Stern et al., 2010)

0.9 117 23 FSF (Simon; Verde; Jimenez, 2005)
1.037 154 20 D (Moresco et al., 2012)

1.26 135 65 FSF (Tomasetti et al., 2023)

1.3 168 17 FSF (Simon; Verde; Jimenez, 2005)
1.363 160 336 D (Moresco, 2015)

1.43 177 18 FSF (Simon; Verde; Jimenez, 2005)
1.53 140 14 FSF (Simon; Verde; Jimenez, 2005)
1.75 202 40 FSF (Simon; Verde; Jimenez, 2005)
1.965 186.5 504 D (Moresco, 2015)

Tabela 1 — Os 33 dados de CC e suas respectivas incertezas, com H(z) em km s~ Mpc~.
Os métodos de medicao listados sdo o ajuste do espectro total (FSF), a quebra em
4000A(D).

final das incertezas de H(z). A seguir, exploraremos quais sdo as principais fontes de incertezas

sistemdticas e como mitigar seus efeitos.

4.2.1 Viés do progenitor

O principal objetivo da etapa de selecdo de crondmetros césmicos € obter amostras que sejam,
na média, representativas uma da outra. Em outras palavras, dado um intervalo de redshift, é

necessario que a populagcdo em redshift mais baixo (amostra 1) represente o resultado da evolucio
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250 Melhor ajuste dos dados de CC ao modelo ACDM plano

Planck 2018
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Figura 2 — Melhor ajuste dos dados de CC ao modelo ACDM plano (linha laranja). As areas em
verde e rosa representam, respectivamente, o intervalo de 1o dos resultados do Plank
2018 e do Pantheon+&SHOES.

da populacdo em redshift mais alto (amostra 2) apés passar um intervalo At correspondente
a Az. Desse modo, poderiamos comparar as idades de cada populacdo justamente por uma
representar o que a outra se tornard (Moresco et al., 2012).

Para que a amostragem atinja o padrdo exigido, precisa-se de cuidado para selecionar, para
a amostra 1, apenas aquelas galdxias que sdo representantes da evolucdo da amostra 2. Sem
critérios de selecao rigidos, a tendéncia € pegar o maximo de galdxias passivas em cada redshift
a fim de ter grandes amostras. No entanto, ao fazer isso, podemos incluir na amostra 1 galdxias
que tornaram-se passivas mais recentemente, isto €, na época do redshift da amostra 2, a galdxia
da amostra 1 ainda ndo teria tornado-se passiva. Desse modo, essa galdxia ndo representaria
nenhum elemento da amostra 2. O impacto disso estd na estimativa das idades de cada populagao:
a estimativa para a idade da amostra 2 seria artificialmente maior que a idade da amostra 1, sendo
este o viés do progenitor (Dokkum et al., 2000; Moresco, 2024a).

Esse efeito pode ser mitigado considerando apenas as galdxias mais antigas de cada amostra
(o chamado red envelope). Isso garante que tais galdxias terdo um redshift de formacao alto e
representardo uma a outra. Junto a isso, € ideal que o intervalo de redshift entre as amostras seja
consideravelmente pequeno, pois isso assegura que pouco tempo terd passado, garantindo que as
amostras irdo representar-se de forma adequada.

Moresco et al. (2012) estimou o impacto do viés do progenitor nas medidas de H(z),

mostrando que o aumento no erro total pode ir de 0.8% a 2.5%. A influéncia é, portanto, minima.
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O baixo impacto no erro total somado as duas principais estratégias de mitigacdo citadas acima

tornam o viés do progenitor desprezivel.

4.2.2 Contaminacao por populacoes jovens

O ponto central do método dos crondmetros cosmicos € estimar a idade das galdxias. No
entanto, como ja mencionado, realizar esta medida de maneira precisa € um de seus grandes
desafios. Dentre as inimeras dificuldades, estd a contaminacao da amostra por populagdes
estelares jovens. Por menor que seja essa contaminagdo, seu impacto na estimativa das idades
pode enviesar sua interpretacio (Moresco et al., 2018). E de extrema importancia, portanto, que
saibamos identificar a presenca de tais populacoes.

Em Moresco et al. (2018) € feito um estudo rigoroso sobre a influéncia e o impacto de
possiveis populagdes jovens em amostras de crondmetros césmicos. Como resultado, foi
elaborado um processo de selecdo rigoroso para que a amostra final seja a melhor possivel.
Também foi calculado qual a contribui¢do dessa fonte de incerteza para o erro total da medida de
H(z). Abaixo é descrito, resumidamente, o processo de sele¢do para mitigar esse efeito.

Primeiramente, faz-se uma selecdo baseada na emissao na regido do ultravioleta, que sdo
sensiveis a populagcdes indo de algumas centenas de milhdes até cerca de um bilhdo de anos. O
segundo passo € uma andlise espectroscéopia a fim de determinar se ha presenga de linhas de
emissao Ha e [O II]. Essas linhas sdo provenientes de populacOes estelares com idade de 10 a
100 milhdes de anos e, portanto, sdo um indicativo de formagdo estelar. Apds selecionar apenas
galdxias que ndo possuem as linhas de emissdo Ha e [O II], deve-se buscar pela linha de absor¢do
Hé. Se ha presenca dessa linha de absorcao for acentuada, trata-se de um forte indicio de que
a galdxia em questdo passou por um processo de formacgao estelar recente. A ultima analise
espectroscépica consiste em calcular a razao entre as linhas Ca Il H e Ca II K. Em populag¢des
velhas, a linha K € mais profunda que a linha H. Quando hé a presenca de populacdo jovem, a
linha He sobrepde-se a linha Ca II H. Portanto, H/K< 1 € um indicativo de contamina¢do. Como
ultima etapa, seleciona-se as galdxias mais massivas dentre aquelas que sobreviveram a todo o
processo de selecdo.

Ao fim da anélise, Moresco et al. (2018) conclui que a contaminacdo por populagdes jovens
poderia, no maximo, impactar o valor estimado de H(z) de 0.4% a 1% em 1o. Como as barras
de erro desconsiderando esse efeito sd3o muito maiores que isso, 0 impacto da contaminacao
€ desprezivel. O rigoroso processo de selecao garante que apenas as amostras mais puras de

crondmetros césmicos entrem na determinagio de H(z), explicando o baixo impacto.

4.2.3 Modelos estelares astrofisicos

Os modelos estelares sdo o ingrediente fundamental para estimar a idade das galéaxias. Neles
estao contidas todas as informagdes e suposicdes necessdrias sobre a formacao e evolugdo estelar

que sao usadas para estimar suas idades. Em geral, podemos separar os modelos astrofisicos
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usados nos crondmetros césmicos em quatro componentes: a fun¢do de massa inicial (IMF), a

metalicidade estelar, a biblioteca estelar e o modelo de sintese de populacdes estelares (SPS).

4.2.3.1 Funcdo de massa inicial

A IMF € um dos elementos fundamentais para modelar populacdes estelares. A formagao
de estrelas da-se pelo colapso gravitacional de gigantescas nuvens de gés. Por meio de dados
observacionais, foi descoberto que a quantidade de estrelas formadas por intervalo de massa
e por unidade de volume da nuvem de gis depende fortemente de sua massa (Carroll; Ostlie,
2014). E essa relacio entre o "tamanho"da nuvem e quantidade de estrelas formadas que recebe
o nome de fun¢do de massa inicial.

H4 diferentes formas funcionais para a IMF e, em Moresco et al. (2020), foi analisado o
impacto dessa escolha nos dados de CC. O resultado obtido é uma contribui¢do média de 0.4%
para a incerteza total dos dados, o menor impacto dentre as outras componentes dos modelos.
Apesar de ser o menor valor, os autores ndo recomendam ignora-lo, pois € uma fonte de incerteza
que, pelo menos por agora, ndo € possivel mitigar mais que isso. Portanto, devemos considera-la

ao montar a matriz de covariancia.

4.2.3.2 Metalicidade estelar

A metalicidade de uma estrela representa a fracdo de sua massa que é composta por elementos
mais pesados que o hélio, que sdo todos chamados de metais nesse contexto. A presenga de metais
na atmosfera estelar serve como uma fonte de elétrons livres. Esses elétrons livres, por sua vez,
recombinam-se com fons de hidrogénio, formando hidrogénio neutro ou até mesmo o ion negativo
H™!. Isso faz com que f6tons vindos do interior da estrela, ao atingirem a atmosfera, sejam
absorvidos, 1onizando novamente os 4tomos. Em outras palavras, a opacidade da estrela aumenta,
implicando que € mais dificil para fétons escaparem de seu interior. Consequentemente, a pressao
da radiacdo aumenta no interior da estrela, fazendo seu raio aumentar levemente e sua temperatura
superficial diminuir. O resfriamento causa um "avermelhamento'no espectro da estrela. Além
disso, os elementos metdlicos possuem alta densidade de linhas de absorcao na regiao do azul
e ultravioleta do espectro eletromagnético, intensificando o "avermelhamento"(Carroll; Ostlie,
2014).

A metalicidade trds um desafio adicional. Como discutido acima, a presenca de metais
em uma estrela deixa seu espectro mais vermelho. Esse é o mesmo efeito que ocorre quando
um estrela envelhece, ou seja, um espectro vermelho pode ser tanto devido a uma estrela
antiga quanto a uma estrela rica em metais. A degenerescéncia idade-metalicidade representa,
portanto, um grande desafio na modelagem estelar e galdctica. Uma das maneiras de quebrar
a degenerescéncia € buscar por indices especificos no espectro estelar (ou galdctico) (Carroll;
Ostlie, 2014; Moresco, 2024a).
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O estudo sobre o impacto da escolha da metalicidade estelar foi feito em Moresco et al.
(2020). A contribuicdo dessa componente para a matriz de covariancia varia conforme a incerteza
da metalicidade considerada. Um dos resultados encontrados, por exemplo, foi que hd um erro
de 9% nos dados para incertezas de 10% na metalicidade. Essa sistemadtica, no entanto, é mais
controldvel que a anterior, bastando que a observagdo possua alta qualidade para reduzir seu
impacto. E importante mencionar que o erro associado 4 metalicidade é contabilizado no erro

estatistico, ndo sendo possivel isolar essa contribui¢io das outras.

4.2.3.3 Biblioteca estelar

As bibliotecas estelares sdo 0 que nos permite associar determinados valores de parametros
a espectros especificos. H4 dois tipos de bibliotecas: as tedricas e as empiricas. As tedricas
recebem valores que definem o espectro estelar (a gravidade superficial e temperatura efetiva em
funcao da metalicidade) e, por meio de simulagdes, retornam o espectro previsto para uma estrela
com tais caracteristicas. A vantagem € que nos permite criar espectros para valores arbitrarios
dos parametros, mas a precisao dos espectros previstos dependem das incertezas dos valores
usados nos parametros que, muitas vezes, sdo elevadas. As bibliotecas empiricas sdo baseadas
em observacoes reais e, a partir deles, estima-se quais devem ser os parametros e caracteristicas
daquela estrela. O beneficio deste tipo € ser baseado em dados reais e, justamente por isso,
sua fraqueza estd em ser dificil estimar uma variedade de pardmetros para 0 mesmo espectro
(Conroy, 2013). Assim, em resumo, usamos as bibliotecas para comparar com espectros reais
observados e, a partir dos espectros da biblioteca, estimar o valor de seus parametros.

Moresco et al. (2020) estimou que o impacto das bibliotecas estelares é de aproximadamente
6.5% independentemente do redshift. A contribui¢éo dessa sistemadtica ja é bem maior do que
as outras tratadas até agora, mas, apesar disso, os autores sugerem que os efeitos podem ser

fortemente mitigados usando bibliotecas estelares mais modernas.

4.2.3.4 Modelos de sintese de populacdes estelares

A ultima componente sdo os modelos SPS, que une as trés sistematicas discutidas anterior-
mente para fornecer o modelo final do espectro. Primeiro, é necessdrio um modelo de populacio
estelar simples (SSP), isto €, um modelo do espectro de uma populagdo estelar cujas estrelas
nasceram todas ao mesmo tempo e com mesma metalicidade. Para construir um modelo SSP,
precisamos justamente de uma IMF, bibliotecas estelares e uma teoria para a evolugdo estelar
(Conroy, 2013).

Como uma galdxia possui um espectro complexo, precisamos usar os modelos SSP para
construir modelos de populacdes estelares compostas (CSP). A diferenca entre essas duas
populacdes € evidente: nas CSPs, hd estrelas com diferentes idades e metalicidades, além de
incluir, também, a presenca de poeira. O espectro de uma CSP € apenas o espectro integrado

de varias SSPs ponderadas pela taxa de formacao estelar da galdxia (chamada de histérico de
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formacao estelar) em conjunto com o espectro devido a poeira. Com isso, somos capazes de
gerar espectros galdcticos e compard-los com os espectros observados a fim de estimar seus
parametros.

Os modelos SPS sdo os maiores contribuintes para o erro final dos dados de CC, podendo
chegar ao valor médio de 9%. Diferente do caso das bibliotecas estelares, a contribui¢do dos
modelos SPS apresentam uma tendéncia a diminuir com o redshift (Moresco et al., 2020). O
alto valor do erro associado a esses modelos, muitas vezes, resulta da inclusdo de modelos
discrepantes na andlise. Em Moresco et al. (2020), foi identificado a presenca de alguns poucos
desses modelos e, ao retird-los da andlise, foi possivel reduzir a contribuicdo do erro para
4.5%. Como também ndo ha formas de mitigar ou reduzir drasticamente os erros associados aos

modelos, a inclusdo dessa componente na matriz de covariancia é essencial.

4.2.4 A matriz de covariancia

Uma vez conhecido os impactos de cada fonte de incerteza, pode-se estimar a matriz de co-
variancia total para os cronometros cosmicos. Para isso, € necessario decidir quais contribui¢des

incluir, tendo em vista que ha diferentes niveis de contribuicdes. H4 trés abordagens possiveis:

* Combinacgao 1: considerar as sistemdticas vindas da metalicidade, da IMF e dos modelos
SPS retirando os modelos discrepantes. Essas sdo as maiores contribuicdes e que nao
podem ser evitadas por outras maneiras. Aqui, a contribuicdo por contaminag¢do por
populagdes jovens e pelo viés do progenitor sdo desconsideradas, pois podem ser evitadas
por uma selecao de amostras rigorosa. A escolha das bibliotecas estelares também ¢ des-
considerada com base no argumento de que bibliotecas modernas reduzem a contribuicao

dessa sistematica.

* Combinagdo 2: considerar as sistemadticas vindas da metalicidade, da IMF, dos modelos
SPS retirando os modelos discrepantes e das bibliotecas estelares. Apesar do argumento
sobre as bibliotecas modernas, a contribuicio estimada para essa sistemadtica é equipardvel

aos outros resultados.

* Combinacgao 3: considerar as sistematicas vindas da metalicidade, da IMF, dos mode-
los SPS e das bibliotecas estelares. Essa € a escolha mais conservadora, pois leva em

consideracdo todos os modelos SPS, mesmo aqueles discrepantes.

Neste trabalho, todas as trés combinacdes foram analisadas a fim de estudar o impacto da
escolha das sistematicas no valor do fator de corre¢do f. Apesar disso, a principal combinagao

sugerida na literatura e adotada em Kvint, Jesus & Pereira (2025) € a combinagéo 1.
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4.3 A SUPERESTIMACAO DAS INCERTEZAS

Para determinarmos se a correcdo das incertezas é necessdria, precisamos, primeiro, analisar
a qualidade do ajuste dos dados. Isso é feito por meio da estatistica de x? que, devido a matriz

de covariancia nao-diagonal, nos fornece a expressao

=y | Hobsi = Huoa(z2, 0)] €5 [ Honss = Hnoa(21,0)] “.7)

1,J

em que g = (Hop, 2, Q) € 0 vetor de pardmetros cosmoldgicos, H,s ; representa os dados
de H(z), Hpod(zi, 5) representa o valor previsto pelo modelo no redshift z; dado o vetor de
parametros 6.

Uma das maneiras de avaliar qudo bem € o ajuste € analisando a fun¢@o de densidade de

probabilidade (PDF) do x? reduzido, definido como

2
Xmin
Xo = : (4.8)
14

em que x?2,;, representa o menor valor de x?, e v = n — p representa o nimero de graus de
liberdade, com n sendo o nimero de dados, e p o nimero de parametros livres. A distribui¢ao do
X2 é dada por

v (x3)30 D o

D= ; (4.9)
2:T (%)

ho(xp) =

em que [' € a funcdo gama completa (Vuolo, 1996; Bevington; Robinson, 2003). Disso, podemos

definir, também, a fun¢do distribui¢do acumulada (CDF) como

Q
Pu%xwzéfmawq. 4.10)

Ou seja, a CDF nos fornece a probabilidade de obter um valor de 2 menor que dado valor Q.
Como o valor esperado para o x; € 1 (Vuolo, 1996; Bevington; Robinson, 2003), valores
muito distantes disso sdo considerados improvaveis. No entanto, podemos ser mais precisos se

usarmos a expressao
(B =1 ~, (4.11)
v
em que (x2)mp € 0 valor mais provavel para o x2 (Vuolo, 1996). Portanto, para averiguarmos
a qualidade do ajuste dos dados, analisaremos o Y2 dos modelos ajustados. O conjunto de
dados possui 33 pontos, e os modelos ACDM plano e OACDM possuem dois e trés pardimetros

livres, respectivamente, de modo que os graus de liberdade serdo, seguindo a mesma ordem,
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v=33—2=3lev =233 — 3= 30. Assim, obtemos que

146185 _ () 4716, para ACDM plano
I P P (4.12)

14.7080 _
5 = 0.4903, para OACDM.

Calculando a CDF de cada um dos modelos, obtemos que P(x? < 0.4716) = 0.55% e
P(x2 < 0.4903) = 0.87%. E evidente, entdo, que ambos os valores de y2 sdo altamente
improvéveis. A Figura 3 mostra os graficos das distribui¢des do x? de cada modelo juntamente
com sua CDF correspondente. Nos graficos, € visivel que os valores obtidos encontram-se muito

proximos a cauda da distribui¢do, ilustrando a improbabilidade desses valores.

ACDM plano OACDM
— hy — h
151 CDF 151 CDF
T (X%)mp: 0.935 - (X%)mP: 0.933
-== x2=0472 --= x2=1049
1.04 1.04
= =
-~ -~
0.5+ 0.5+
0.0 T T T ; 0.0 ; T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
2 2
Xv Xv

Figura 3 — Distribui¢do do x?2 e sua CDF para cada modelo. Esquerda: modelo ACDM plano
com v = 31. Direita: modelo OACDM com v = 30.

Um Y2 menor que o valor mais provédvel implica em um x?2,. menor que o esperado. Este,
por sua vez, implica que as incertezas sao maiores que seus valores reais. O resultado dessa

andlise nos fornece uma evidéncia de que as incertezas dos dados estdo superestimadas.
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5 CORRIGINDO AS INCERTEZAS DE H(z)

5.1 O METODO DE CORRECAO

Com a suspeita de uma superestimacao nas incertezas, o0 método de corre¢do proposto
consiste em inserir um fator de corre¢ao cuja fun¢ao € multiplicar a matriz de covariancia, ou
seja, cada incerteza serd multiplicada por esse novo fator. A fim de obter um método agndstico,
o fator de correcao serd introduzido no modelo como um novo parametro livre a ser estimado
juntamente com os parametros cosmoldgicos. Rigorosamente, deveria haver um fator de correcao
individual para cada um dos 33 dados. Como isso resultaria em mais parametros que dados,
a possibilidade de haver um sobreajuste seria elevada. Tomaremos isso como uma motivacao
inicial para supor que todas as incertezas devem ser corrigidas pelo mesmo fator de correcao.

Este método foi primeiramente introduzido por Jesus et al. (2018), com a diferenca que,
na época, a matriz de covaridncia total dos crondmetros césmicos ainda ndo havia sido esti-
mada. Além disso, em Jesus et al. (2018), o conjunto de dados usado foi uma combinacdo de
crondmetros césmicos e oscilacdes acusticas de barions (BAO).

O método consiste em modificar a matriz de covariancia inserindo um parametro multiplica-
tivo. Como a likelihood que buscamos maximizar depende da matriz de covariancia, é esperado
que sua forma seja levemente diferente da forma usual apresentada na expressao (3.44). Entao,
considerando que, agora, cada incerteza esta sendo multiplicada por um fator de correcéo f,

podemos definir a matriz de covariancia corrigida C¢,, como
2
Ceor. = f°C. (5.1)
Disso, obtemos facilmente a inversa da matriz de covariancia corrigida:

cl=f2ct. (5.2)

cor.

Com a inversa da matriz de covariincia corrigida em maos, podemos definir o x? corrigido a

partir da equagdo (4.7) como

—

33
X(zzor. = Z [Hobs,i - Hmod<zi7 0):| (C<;r1)z] [Hobs,j - Hmod(zj> 9) = f72X2- (53)
2%

Usando a expressdo (5.3) em conjunto com a forma gaussiana multivariada da likelihood
dada por (3.44), podemos obter sua versao corrigida. Entdo, representando a likelihood por L

por simplicidade, temos que

Leor = (21) N2 det(Croy ) "2 Xen/2 = (27) N2 det (f20) Ve T2 (5.4)
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Como a matriz de covariancia possui dimensdo N, o determinante da matriz corrigida serd dado
por

det(f2C) = f* det(C), (5.5)

e, portanto,
Lo = (27) N2 =N det(C) 21X/, (5.6)

Tomando o logaritmo de L, obtemos
_ 1 N 2 X2
In(Leor) = —§ln [(2m)" det(C)] — NIn(f) — f 5 (5.7)

Maximizar a likelihood com base na equagdo (5.7) nos possibilita determinar os parametros
cosmoldgicos de melhor ajuste em conjunto com o fator de corre¢@o f, nos fornecendo o modelo
que melhor descreve os dados. Obtida a expressdo para a likelihood corrigida, podemos realizar

sua amostragem via emcee.

5.2 TESTE DO METODO

Antes de aplicar o método de correcio aos dados de crondmetros cosmicos, é importante
verificarmos se o método terd o comportamento esperado. Para isso, serdo feitos dois testes
utilizando o conjunto de dados de supernovas Ia do Pantheon. Como os dados do Pantheon possui
uma matriz de covariancia muito bem estudada, espera-se que o ajuste aos dados seja muito bom,
isto €, que seu x2 seja préximo de 1. Nesse contexto, a ideia do primeiro teste € analisar se o
método de corre¢do € capaz de retornar f =~ 1 caso o conjunto de dados tenha incertezas bem
estimadas. Feito este teste, o proximo consiste em multiplicar a matriz de covariancia por um
valor arbitrério e, depois, aplicar o método de correcdo a esse conjunto de dados simulados a fim
de recuperar o valor pelo qual a matriz foi multiplicada.

Para ambos os testes, o modelo ajustado foi 0o OACDM e, como € comum em conjuntos de

dados de supernovas, o pardmetro de Hubble e a magnitude ndo sdo restringidos.

5.2.1 Primeiro teste: deteccao de incertezas bem estimadas

Como dito brevemente, um dos motivos so conjunto de dados do Pantheon ter sido escolhido
para o teste € suas incertezas muito bem estudadas e estimadas. Isso significa que é esperado
que o 2 resulte em um valor muito préximo de 1. Nesse cendrio, se aplicarmos o método,
esperamos encontrar um valor também préximo de 1 para o fator de corre¢do f, implicando
que as incertezas nao estdo nem subestimadas nem superestimadas. Resumidamente, buscamos
investigar se o método € capaz de identificar incertezas que estejam bem estimadas, evitando que
o método insira algum viés nos dados.

A Figura 4 mostra os resultados da andlise. E visivel que os contornos e as posteriores

marginalizadas de ambos os modelos, com e sem corre¢do, sdo praticamente idénticos. Isso



58

mostra que este conjunto de dados ndo precisa ter as incertezas corrigidas, como era esperado.

A Tabela 2 mostra os resultados numéricos obtidos para cada pardmetro livre. Novamente,
podemos ver que nao ha diferenga significativa entre os valores (tanto para os valores médios
quanto para as incertezas) obtidos de cada modelo, indicando, mais uma vez, que os dados
ndo necessitam de uma corre¢do. Olhando para o parametro de correcio, seu valor médio é
f =0.99 4+ 0.02 com 68% de nivel de confianga, evidenciando a validade do método.

Em resumo, o resultado final € o esperado: ao aplicar o método a um conjunto de dados com
X2 ~ 1, obtemos que f ~ 1. Sendo assim, 0 método passou no teste € € funcional, podendo ser

usado para corrigir o valor das incertezas em outros conjuntos de dados.

—— Com correcdo

—— Sem correcdo
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Figura 4 — Resultado da andlise dos dados do Pantheon SNe Ia. A diagonal contém as poste-

riores marginalizadas para cada parametro. Abaixo da diagonal estao os contornos
marginalizados para cada par de pardmetros para niveis de confianca de 68% e 95%

5.2.2 Segundo teste: recuperacao do fator multiplicativo

Para o segundo teste, iremos multiplicar cada incerteza dos dados por um fator multiplicativo
arbitrdrio, isto €, iremos simular incertezas mal estimadas. Assim, multiplicou-se cada incerteza

por um fator f, = 1.25, implicando que, agora, as incertezas dos dados do Pantheon estdo
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Pantheon SNe Ia
Parametro Sem correcdo Com correcao
Qum 0.32+0.07£0.14 0.32£0.074+0.14
Qp 0.73+0.14+0.2 0.74+0.14+0.2
f — 0.99+0.02£0.04

Tabela 2 — Valores médios dos pardmetros do modelo OACDM para os dados do Pantheon SNe
Ia sem e com o fator de corre¢@o f nas incertezas. As incertezas correspondem a 68%
e 95% de nivel de confianca.

superestimadas em 25%. O objetivo deste teste € investigar se 0 método de correcéo realmente
tem a capacidade de recuperar uma suposta superestimacgdo (ou subestimagdo) nas incertezas.
Além disso, o resultado também nos permitird investigar o impacto do método de correcao na
qualidade do ajuste, isto é, no valor do x2.

A Figura 5 mostra os contornos dos resultados obtidos. De imediato, podemos notar que os
contornos sem correcio, em preto, sao mais largos que os contornos com corre¢do, em vermelho.
Isso € um indicativo de que o método cumpriu seu objetivo de reduzir as incertezas. Além disso,
percebe-se que os picos das distribui¢des marginalizadas ndo apresentaram um deslocamento
significativo, ou seja, o método nao afeta significativamente os valores médios dos parametros.

Os resultados numéricos s@o mostrados na Tabela 3. O valor obtido para o parametro de
correcdo foi f = 0.7940.02, o que resultada no valor f; = 1.26+0.03 para o fator multiplicativo
inserido na matriz de covariancia, ambos em 1o. Esse resultado mostra que o método de correcio
€ capaz de recuperar o valor do fator multiplicativo, com a possibilidade de f = 1 sendo
fortemente desfavorecida em 2¢. Isso indica que o método funciona e possui a capacidade de

identificar e quantificar potenciais superestimacdes ou subestimacgdes nas incertezas dos dados.

Pantheon SNe la
Parametro Sem correcao Com correcao
Qn, 0.32700:007 0.3240.07 4 0.14
O 0.73 50117050 0.7351170%s
f — 0.7975:0" 0,03
fo — 1.26%5:03% 0,05

Tabela 3 — Valores médios dos parametros do modelo OACDM para os dados do Pantheon
SNe Ia sem e com o fator de correcdo f nas incertezas simuladas. As incertezas
correspondem a 68% e 95% de nivel de confianca.
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—— Sem correcdo

—— Com corregédo
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Figura 5 — Resultado da andlise dos dados do Pantheon SNe Ia para o teste com incertezas
simuladas. A diagonal contém as posteriores marginalizadas para cada parametro.
Abaixo da diagonal estdo os contornos marginalizados para cada par de parametros
para niveis de confianca de 68% e 95%

5.3 APLICACAO AOS DADOS DE CRONOMETROS COSMICOS

Com o método tendo sido validado pelos teste feitos no conjunto de dados Pantheon, podemos
aplica-lo aos dados de CC. Foram realizados dois tipos de andlises: uma separando os dados
com base no método de aquisi¢ao e ajustando cada grupo separadamente; e outra usando cada

uma das trés combinag¢des de matriz de covariancia.

5.3.1 Separacao por método de aquisicao

Primeiro, vejamos os resultados obtidos para cada método de medi¢@o dos dados. O objetivo
deste teste € estudar o impacto de cada método no valor de f. Como visto se¢do 4.1, o método FSF
apresenta incertezas consideravelmente maiores que o método D4000, levantando a possibilidade
de cada conjunto de dados exigir um fator de correcao distinto. Portanto, além de estudar o
impacto do método no valor de f, essa andlise também nos fornecera evidéncias a respeito da

suposi¢ao de um mesmo fator de correcao para todos os 33 dados. Como a quantidade de dados
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¢ pequena (18 para FSF e 15 para D4000), esta andlise foi realizada assumindo o modelo ACDM
plano (j4 que possui um paradmetro a menos) € a matriz de covariancia adotada foi a combinacdo
1.

A Figura 6 mostra os resultados obtido para o modelo ACDM com corre¢do para cada con-
junto de dados, com os contornos em preto representando os resultados obtidos com o conjunto
FSF, e os contornos em vermelho, aqueles obtidos com o conjunto D4000. Olhando diretamente
para o parametro f, vemos que as distribui¢des marginalizadas quase estdo sobrepostas. Além
disso, podemos notar também como as incertezas menores do método D4000 em relacdo ao
método FSF impactam a estimativa de Hj: a distribui¢cdo da constante de Hubble obtida do

conjunto de D4000 possui menor largura que a distribuicao obtidas do conjunto FSF.

—— FSF

—— D4000
0.6}

s

C 04f
0.2f
1.5}
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0.5
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Figura 6 — Resultado da andlise do modelo ACDM plano para ambos os métodos, com H, em
km s~! Mpc~!. A diagonal contém as posteriores marginalizadas para cada parametro.
Abaixo da diagonal estdo os contornos marginalizados para cada par de parametros
para niveis de confianca de 68% e 95%.

Os resultados numéricos sdo mostrados na Tabela 4. Como podemos ver, do ponto de vista
estatistico, ambos os valores obtidos para f sdo equivalentes. Inicialmente, a escolha de aplicar

um unico fator f para toda a matriz de covaridncia foi motivada para evitar um sobreajuste.
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Agora, com o resultado desta andlise, podemos concluir que, para o atual conjunto de 33 dados,

aplicar um unico fator de corre¢do € uma acao valida.

ACDM plano
Parimetro FSF D4000
H, 709781124 664753215
Q03055075005 0.362005 %014
f 0.77+3145937  0.751012+042

Tabela 4 — Valores médios dos pardmetros do modelo ACDM plano com corre¢do para cada
conjunto de dados de CC, com Hy em km s~ Mpc™!. As incertezas correspondem a
68% e 95% de nivel de confianga.

5.3.2 Diferentes combinac¢oes da matriz de covariancia

Seguimos agora para uma andlise de como a combina¢ao da matriz de covaridncia afeta o
valor estimado para o pardmetro f. Mais que isso, buscamos estudar se existe alguma sistematica
que contribui de maneira mais significativa para a superestimagdo. Como j4 discutido, ha trés

combinacdes sugeridas para a matriz de covariancia, a relembrar:

e Combinagdo 1 (C): contribui¢des estatistica (stat), IMF e modelos SPS retirando os

discrepantes (Spso0o0)

* Combinacido 2 (C): contribui¢des estatistica, IMF, bibliotecas estelares (slib) e modelos

SPS retirando os discrepantes.

* Combinagdo 3 (C3): contribuicdes estatistica, IMF, bibliotecas estelares ¢ modelos SPS

completo (sps).

A Figura 7 mostra os resultados obtidos para cada combina¢do. Podemos ver que o maior
impacto da escolha das sistematicas estd no valor de H,, com cada combinag¢do fornecendo um
valor médio consideravelmente diferente dos outros. E perceptivel, também, que a inclusdo dos
modelos SPS discrepantes (contornos vermelhos, matriz C5) gera instabilidades na distribui¢do da
constante de Hubble, reiterando que a melhor escolha é, de fato, excluir os modelos discrepantes
da andlise. Comparando os contornos das matrizes C (azul) e C5 (preto), vemos que a inclusio
das incertezas associadas as bibliotecas estelares tende a resultar em valores médios mais
baixos para Hj, além, € claro, de deixar a distribuicdo mais larga. Finalmente, as distribui¢cdes
marginalizadas para o parametro f, assim como no caso anterior, estdo quase sobrepostas.
Até mesmo a inclusdo dos modelos SPS discrepantes nao resultou em mudangas significativas
na distribui¢do, nos levando a concluir que a escolha das contribuicdes sistematicas possuem

baixissimo impacto no valor do fator de corregdo.
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Figura 7 — Resultado da andlise do modelo ACDM plano para diferentes combina¢des para a
matriz de covariancia, com Hy em km s~! Mpc~!. A diagonal contém as posteriores
marginalizadas para cada parametro. Abaixo da diagonal estdo os contornos margina-
lizados para cada par de pardmetros para niveis de confianga de 68% e 95%.

Quanto aos resultados numéricos, eles sdo mostrados na Tabela 5. Esses resultados reforcam
as conclusdes que os contornos ja trouxeram. Para a matriz Cj3, devido a presenga de modelos
discrepantes, foi obtido um valor médio para H, muito abaixo dos valores aceitos na literatura
atual. A matriz C; também retornou um valor consideravelmente baixo para a constante de
Hubble, mas, diferentemente da C's, € possivel chegar a valores presentes na literatura ainda em
lo. Ainda assim, isso evidencia que a inclusdo das sistemadticas das bibliotecas estelares traz
grande impacto para a andlise dos dados.

Quanto ao valor do fator de corre¢do, vemos que para os trés casos foram obtidos valores
médios estatiscamente equivalentes. Mais do que isso, os valores obtidos nesta andlise estdo de
acordo com os valores obtidos na andlise anterior em que foi feita a separagdo por métodos (em
que, relembrando, usou-se a matriz C'7). O resultado desta andlise indica que, ao contrario do

que poderia ser pensado, a superestimacao reside nos erros estatisticos € ndo nos sistematicos.
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ACDM plano
Parametro 4 Cy Cs
H, 67173508 62.71321102 59 7HEATIs9
Q. 0.337505 005 0-357003 070 0-38%007 013
fo 0TIEGGT0E  0.7055 10 0T 068050 015

Tabela 5 — Valores médios dos parametros do modelo ACDM plano com correcdo para cada
combinagdo para a matriz de covariancia, com Hy em km s~ Mpc™!. As incertezas
correspondem a 68% e 95% de nivel de confianca.

5.3.3 Analise dos modelos ACDM plano e OACDM

Com essas breves andlises preliminares, concluimos que, para este conjunto de dados, é
vélido aplicar um tnico fator de correcdo para toda a matriz de covariancia e que as sistematicas
ndo influenciam significativamente a intensidade da superestimagao. As anélises seguintes, entao,
consistem no uso total dos 33 dados de crondmetros cdsmicos com a matriz de covaridncia dada
pela combinagdo 1. Essa escolha para a matriz de covariancia € motiva, principalmente, por ser a
sugerida por Moresco et al. (2020).

Primeiro, aplicou-se ao modelo ACDM plano. A Figura 8 mostra que a introducio do para-
metro de correcdo f diminui o intervalo de valores possiveis para os parametros cosmolégicos,
com os contornos do modelo corrigido (em preto) sendo mais fechados. Além disso, ndo houve
mudanca significativa no valor médio de cada parametro, indicando que o efeito do parametro de
correcdo afetou apenas as incertezas. Olhando para os contornos do parimetro f, vemos que eles
sdo consideravelmente circulares, indicando baixa correlagdo com os pardmetros cosmoldgicos.

A Tabela 6 resume os resultados numéricos obtidos. Novamente, € visivel que os valores
médios dos pardmetros mantiveram-se inalterados apds a corre¢do. Ja as incertezas, por outro
lado, diminuiram. Em 10, para Hy, a incerteza foi de 5.4 km s~ Mpc~! para 3.8 km s~ Mpc™1,
uma redugdo de 30%, e, para §2,,,, de 0.07 para 0.05, uma redugdo de 29%. Aqui, o pardmetro
Q25 foi derivado a partir da normaliza¢do dada pela equagdo (2.42). Quanto ao pariametro de
correcdo, obteve-se f = 0.71 4 0.09, sugerindo que as incertezas estdo superestimadas em 41%.
Outro resultado importante € que a possibilidade de f = 1 é fortemente desfavorecida em 20,
reforcando a hipétese de que as incertezas estdo superestimadas.

A Figura 9 mostra o valor corrigido para o x? reduzido, sendo este x> = 0.95. Como o
novo valor é muito mais préximo de 1, a introdu¢do do parametro de corre¢do de fato melhorou
o valor das incertezas. Olhando para a CDF, espera-se que, conforme Y2 aproxima-se de
1, a probabilidade P(x? < Q) se aproxime de 50%. Para o valor em questdo, foi obtida a
probabilidade P(x2 < 0.953) ~ 46.1%, validando novamente a melhoria nas incertezas.

Partindo para o modelo OACDM, vemos resultados muito similares. A Figura 10 mostra

um gréfico com aparéncia muito semelhante aquele visto na Figura 8. Os contornos do modelo
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Figura 8 — Resultado da andlise do modelo ACDM plano, com H, em km s~! Mpc~!. A diagonal
contém as posteriores marginalizadas para cada parametro. Abaixo da diagonal estdo
os contornos marginalizados para cada par de parametros para niveis de confianca de
68% € 95%.

corrigido (em preto) mostram, mais uma vez, que 0s parametros sao mais restringidos, com
o centro dos contornos praticamente na mesma posicdo. Assim como no caso anterior, 0s
contornos do parametro de corre¢ao apresentam formato circular, indicando baixa correlacao
com 0s parametros cosmoldgicos.

A Tabela 7 mostra os resultados numéricos. Como j4 visto na Figura 10, os valores médios dos
parametros ndo apresentam alteracdes significativas. Quanto as incertezas em 1o, H, apresentou
uma reducdo de 28%, indo de 6.4 km s~ Mpc~! para 4.6 km s~ Mpc~!; ©,, teve uma reducio
de 22%, indo de uma incerteza média de 0.205 para 0.16; e €25, uma redugdo também de 22%,
com a incerteza indo de um valor médio de 0.405 para 0.325. O parametro 2, foi derivado a
partir da normalizagdo dada pela equacdo (2.42). O valor médio para o parametro de corre¢ao
obtido aqui, f = 0.72 &£ 0.10, foi muito similar ao resultado anterior, com a possibilidade de
f = 1 também sendo desfavorecida em até 20. Este valor sugere uma superestimagio de 39%
nas incertezas dos dados.

Jd na Figura 11, vemos que o novo valor para o x? reduzido é x2 = 0.956, estando, agora,
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ACDM plano
Parametro Sem corre¢do Com corregéo
H, 66.7+54+108  67.1455418
QO 0.34%007 012 0-33%005 000
O 0.6679-97+0-12 0.67%00201%
/ — omes

Tabela 6 — Valores médios dos pardmetros do modelo ACDM plano para os dados de crondmetros

césmicos sem e com o fator de corre¢do f nas incertezas, com H, em km s~ Mpc—.

As incertezas correspondem a 68% e 95% de nivel de confianca.
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Figura 9 — Distribui¢do do 2 e sua CDF para o modelo ACDM plano.

préximo de 1. A CDF para esse caso fornece que P(x% < 0.956) ~ 46.7%. Estes resultados,
assim como os do modelo ACDM plano, indicam fortemente que as incertezas dos dados de
crondmetros cosmicos estao superestimadas e sugerem também que o método de corre¢do nao

s6 € valido como melhora consideravelmente as incertezas dos parametros cosmoldgicos.

5.4 COMPARACAO COM OUTRAS ANALISES E RESULTADOS

A comparacdo mais direta a se fazer € com o trabalho de Jesus et al. (2018), ja que a andlise
feita é analoga apesar do conjunto de dados ser diferente. Para o modelo ACDM plano, eles
obtiveram um parametro de corregio f = 0.714 + 0.082, e f = 0.7237005: para o modelo
OACDM. Como esses valores foram obtidos sem considerar os erros sistematicos € ambos sdo
consistentes com os resultados obtidos neste trabalho, hé fortes indicios de que a superestimagao
nas incertezas vém, principalmente, dos erros estatisticos, com baixa ou até nenhuma contribui¢ao
vinda dos erros sistematicos.

Quanto ao valor dos pardmetros cosmoldgicos, os resultados de Jesus et al. (2018) também
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—— Com correcdo
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Figura 10 — Resultado da analise do modelo OACDM, com Hy em km s~ Mpc~!. A diagonal
contém as posteriores marginalizadas para cada parametro. Abaixo da diagonal estdo

os contornos marginalizados para cada par de parametros para niveis de confianca
de 68% e 95%.

estdo, em geral, de acordo com os obtidos aqui. Para o modelo ACDM plano, eles obtiveram
Hy =704+12kms ! Mpc~te(, = 0.256 £ 0.014. O valor de (,, estd em desacordo
por aproximadamente 1.430, ndo apresentando diferenca muito significativa. Para o modelo
OACDM, eles obtiveram Hy = 69.5 & 2.5 km s™* Mpc™!, Q,, = 0.242 4 0.036, € Q) =
0.66 £ 0.14, com todos os resultados estando de acordo com os obtidos neste trabalho.

Antes da correcdo, o resultado para Hy do modelo ACDM plano apresentava uma tensao
de 0.130 com o resultado da missdo Planck (Hy = 67.4 & 0.5 km s~! Mpc™!) e uma tensdo
de 1.250 com o resultado do Pantheon+&SHOES (H, = 73.6 £ 1.1 km s! Mpc™!). Apés a
correcdo, houve leve melhora na concordancia com o resultado do Planck, com a tensao caindo
para 0.080, enquanto a tens@o com o Pantheon+&SHOES aumentou para 1.640. A tensd@o com
os dados de supernova nao € alta o suficiente para ser significativa, demonstrando apenas que
ha uma tendéncia dos dados de crondmetros césmicos concordarem mais com o resultado do
Planck. Apesar disso, esse resultado €, no minimo, curioso, tendo em vista que crondmetros

cOsmicos sdo sondas de baixo redshift, assim como as supernovas, enquanto a missao Planck
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OACDM
Parametro Sem corre¢do Com corregao
H, 66.5+644+124  67.0+40+93
O, 0.37+020+041 0.3610 165051
o\ 0.691041+076 0.70"0 55067
O, —0.06505517%  —0.055 040 0%
f — 0.725510 017

Tabela 7 — Valores médios dos pardmetros do modelo OACDM para os dados de crondmetros

c6ésmicos sem e com o fator de corre¢io f nas incertezas, com Hy em km s~ Mpc™.

As incertezas correspondem a 68% e 95% de nivel de confianca.
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Figura 11 — Distribui¢do do x?2 e sua CDF para o modelo OACDM.

trabalha em alto redshift.
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6 CONCLUSAO

Para entendermos a histéria do Universo, é fundamental que saibamos seu comportamento
ao longo do tempo, isto €, conhecer como a expansao do espaco ocorre. O parametro de Hubble
H (%) nos fornece justamente a taxa de expansdo. Portanto, é fundamental conhecermos seu
valor atual, a constante de Hubble H|,, para que seja possivel extrapolar para o passado.

Ha diversos métodos para medir H, com os dois principais sendo por meio de supernovas la
(SHOES) e CMB (Planck). Ambos os métodos oferecem enorme precisao, mas, apesar disso,
estdo protagonizando um dos grandes problemas do modelo cosmoldgico padrido: a tensdo
de Hubble. A tensdo consiste na discrepancia entre os valores encontrados em cada método,
chegando a uma diferenca de até So. Em meio aos métodos de medicao alternativos que buscam
resolver a tensdo de Hubble, os crondmetros cdsmicos destacam-se pela independéncia de
modelos cosmoldgicos. Devido a isso, sao fortes candidatos a um método alternativo que valide
a medic¢ao do Planck ou do SHOES. Apesar de independerem de modelos cosmoldgicos, eles
dependem fortemente de modelos estelares astrofisicos.

A dependéncia dos modelos estelares € refletida na estimativa da idade das amostras de
galdxias que, junto com o redshift compdem as duas medi¢des necessdrias para estimar H (z)
via crondmetros césmicos. Enquanto o redshift pode ser obtido com grande precisao, a idade
das galédxias oferece grande desafio. Além de exigir uma selecdo criteriosa, tornando uma tarefa
ardua encontrar novas amostras, sofre com grandes incertezas. As barras de erro sdo grandes o
suficiente para ofuscar a maior qualidade do método, impedindo-o de descartar uma das duas
medidas de H, que configuram a tensido de Hubble, estando de acordo com ambas.

A fim de melhorar o poder estatistico dos crondmetros cosmicos (que ja sofrem com a baixa
quantidade de dados), este trabalho buscou reduzir suas incertezas. Fez-se a suposicao de que
essas incertezas estdo superestimadas e, por meio de uma anélise do x? reduzido, verificou-se
tal suposi¢do ao constatar que o x? reduzido para ambos os modelos testados (ACDM plano e
OACDM) eram baixos demais. Entdo, o método de corre¢do aplicado em Jesus et al. (2018) foi
refinado para ser aplicado aos dados de crondmetros césmicos incluindo a matriz de covariancia.

A nova versiao do método foi aplicada ao conjunto de dados de supernovas Ia do Pantheon a
fim de testd-lo. O primeiro teste tinha o objetivo de verificar se 0 método era capaz de identificar
conjuntos de dados que ndo necessitam de corre¢do. Como os dados do Pantheon ajustam-se bem
aos modelos (X,% ~ 1), o resultado do método, um parametro de correcdo f ~ 1, é consistente,
Ja que isso indicada que as incertezas estdo bem estimadas e ndo precisam de correcdo. O
segundo teste buscava verificar se 0 método seria capaz de recuperar um fator multiplicativo
de 1.25 inserido na matriz de covariancia para inflar artificialmente as incertezas dos dados. O
valor obtido para o fator de correcdo, f = 0.79 £ 0.02, implica que o fator multiplicativo é
1.26 £ 0.03, sendo consistente com o valor inserido. Ambos os resultados fornecem evidéncias

de que o método € capaz de cumprir seu propdsito de identificar e recuperar superestimagdes nas
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incertezas dos dados.

Duas andlises preliminares foram realizadas para verificar quais caracteristicas dos dados
poderiam impactar no valor estimado de f. A primeira delas consistiu em separar os 33 dados
de CC em dois conjuntos: um contendo os dados obtidos via FSF, outro contendo os dados
obtidos via D4000. O objetivo era verificar se algum dos métodos de obtencdo dos dados era o
responsdvel principal pela superestimagdo. Os resultados obtidos foram frgr = 0.77 = 0.14 €
fpaooo = 0.75 4+ 0.15, ambos indicando a mesma intensidade de superestimagao. Esse resultado
sugere que ¢ vélido, para este conjunto de dados, assumir um fator de correcdo f global. A
segunda andlise buscou analisar o impacto de diferentes combinac¢des da matriz de covariancia.
Foram testadas trés combinagdes possiveis, com os resultados sendo fo; = 0.71 +0.09, foo =
0.70 £0.10 e fo3 = 0.68 £ 0.09. Novamente, esses resultados mostram valores consistentes
entre si, indicando que a composicdo da matriz de covariancia ndo possui impacto significativo
no valor de f. Isso é um indicativo de que a superestimagao reside nas incertezas estatisticas e
ndo nas sistematicas.

Ap6s as andlises preliminares, o método foi aplicado aos modelos ACDM plano e OACDM,
encontrando-se f = 0.714+0.09¢e f = 0.724+0.10 em 1o, respectivamente. Como f < 1 em até
20 para ambos os modelos testados, hé fortes indicios de que as incertezas estdo superestimadas.
Os resultados obtidos indicam uma superestimagdo em torno de 40% nas incertezas dos dados.

Quanto aos parametros cosmoldgicos, para 0 modelo ACDM plano, foi obtido Hy = 67.1 &
3.8kms ! Mpc~te(, =0.33+£0.05 em lo, representando reducdes nas incertezas de 30%
e 29%, respectivamente. J4 para o modelo OACDM, temos que H, = 67.0 &= 4.6 km s~ !
Mpc, Q,, = 0.36 £ 0.16 e Q4 = 0.707032 em 10, representando redugdes nas incertezas de
28%, 22% e 22%, respectivamente. Isso mostra que a introducéo do fator de corre¢do melhora
consideravelmente a qualidade dos ajustes dos dados de crondmetros c6smicos.

Baseado no trabalho de Jesus et al. (2018) e nas andlises preliminares, o melhor candidato
para a superestimacgdo sao os erros estatisticos, € ndo os erros sistematicos. Além disso, como o
método de obtengdo também ndo parece impactar significativamente o valor de f, € possivel que
a superestimacao seja causada por uma etapa da estimacdo de incertezas que os dois métodos
compartilham ou por alguma etapa da selecdo das amostras de galdxias.

De todo modo, mesmo com a aplicacdo do método de corre¢do e consequente melhoria nas
incertezas, o poder estatistico dos crondmetros cdsmicos manteve-se baixo, ndo sendo capaz de
distinguir entre os resultados do Planck e do Pantheon+&SHOES. Apesar disso, o resultado de
H para 0o modelo ACDM plano apresentou uma tendéncia a ser mais compativel com o valor do
Planck, com a tensd@o entre os dois resultados diminuindo enquanto a tensdo com o resultado
do Pantheon+&SHOES aumentou levemente. Isso evidencia que, mesmo se as estimativas das
incertezas fossem menos conservadoras, sdo necessarias mais amostras de crondmetros cosmicos

para que esses dados possam, sozinhos, apontar uma direcao diante da tensao de Hubble.
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