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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar a densidade de estados para
o modelo de Anderson discreto multidimensional. Tal modelo constitui uma familia de
operadores de Schrédinger aleatérios e ergddicos. Primeiramente estudamos propriedades
espectrais, ergodicas e determinamos explicitamente o espectro do modelo de Anderson,
o qual é um conjunto nao aleatério q.t.p.. Abordamos também condi¢bes de fronteira
simples, de Neumann e de Dirichlet para tais operadores atuando no espaco [? restrito a
cubos finitos. Em seguida discutimos a medida densidade de estados com duas abordagens
diferentes e a sua conexao com o espectro do modelo de Anderson, mais geralmente com o
espectro de um operador ergodico. Além disso, estudamos o fendémeno chamado Lifshitz
tails para o modelo de Anderson discreto, que descreve o comportamento assintético da
densidade integrada de estados proximo ao infimo (ou supremo) do espectro. Por fim
estudamos a subarmonicidade do expoente de Lyapunov, a formula de Thouless e a log-
Holder continuidade da densidade integrada de estados.

Palavras-Chave: Modelo de Anderson discreto, Densidade de estados, Ergodicidade,
Lifshitz tails, Formula de Thouless.






Abstract

The present work have as main objective to study the density of states for the discrete
multidimensional Anderson model. Such model constitutes a family of ergodic and random
Schrodinger operators. First we study ergodic and spectral properties, and explicitly
determine the spectrum of the Anderson model, which is a non-random set almost surely.
We also deal with simple boundary conditions, Neumann and Dirichlet for such operators
acting in the space [? restricted to finite cubes. Later we discuss the density of state
measure with two different approaches and the connection between the spectrum of an
ergodic operator and this measure. In addition, we study the phenomenon called Lifshitz
tails for the discrete Anderson model, which describes the asymptotic behavior of the
integrated density of states near the infimum (or supreme) of the spectrum. Finally we
study the subharmonicity of the Lyapunov exponent, Thouless formula and log-Holder
continuity of the integrated density of states.

Keywords: Discrete Anderson model, Density of states, Ergodicity, Lifshitz tails,
Thouless formula.
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CAPITULO

1

Introducao

Os operadores de Schrodinger tém sido um assunto importante em varias pesquisas
na area de Fisica-Matematica. Tais operadores sao usados para descrever a evolucao
temporal do estado quantico de um sistema fisico. A equagao de Schréodinger dependente
do tempo, dada por 10;%) = H, determina uma evolucao dindmica do sistema dada por
Y(t) = e™M1)(0) (ou seja, a evolucio temporal do vetor ¥(t) no espago de Hilbert descreve
o movimento do elétron), onde H = Hy+ V' é um operador de Schrédinger sobre o espago
de Hilbert L2(R%) ou I?(Z%), em que Hy ¢ o Laplaciano e V um potencial.

Algumas classes de potenciais tém interesse particular, tais como potenciais periddicos,
quase-periodicos ou aleatérios. Os operadores de Schrodinger com potenciais peridédicos
sao modelos quanticos adequados para o estudo de cristais solidos perfeitos e com poten-
ciais quase-periddicos para o estudo de quase-cristais. Por outro lado, os operadores de
Schroédinger com potenciais aleatorios sao usados como modelos para sistemas mecanicos
quanticos desordenados, como ocorrem em ligas de metais desordenadas, s6lidos amorfos
ou liquidos.

Os operadores de Schréodinger podem ser classificados, do ponto de vista espectral ou
dindmico, de acordo com a natureza do potencial V. O caso estudado nesta disserta-
¢do aborda uma classe de operadores de Schrodinger aleatérios sobre [2(Z?) denominada
modelo de Anderson discreto.

A maior parte dos modelos referentes a solidos levam em conta que os mesmos possuem
uma estrutura ordenada dos atomos e que possuem uma estrutura periddica perfeita.
Porém, todos os materiais, estejam eles na natureza ou sejam fabricados em laboratorio,
possuem algum tipo de desordem, seja ela pela presenca de atomos diferentes dos d&tomos
da rede principal, ou até mesmo devido a uma distorcao.

O problema de localizacao de estados quéanticos tem atraido muita atencao nas tultimas
décadas na tentativa de explicar a propriedade de transporte de um elétron em um soélido
amorfo. O modelo béasico para o estudo dessa propriedade é o modelo proposto pelo fisico
Anderson em 1958, que descreve os efeitos da mecénica quantica de desordem como os
presentes em ligas de metais e meios cuja estrutura nao tem uma ordenagao, ou seja,
nao possuem estruturas atomicas definidas. Tal modelo ficou conhecido como modelo
de Anderson, sendo apresentado pela primeira vez em [2]. Anderson percebeu que o
transporte de um elétron era suprimido devido a desordem, e assim impurezas aleatorias
poderiam transformar os condutores em isolantes; em termos matemaéticos significa que
certas partes do espectro do operador energia potencial consiste de espectro pontual puro
(para mais detalhes veja [39]). A partir deste modelo, foi possivel iniciar um estudo mais
aprofundado sobre os estados eletronicos de soélidos amorfos, ou seja, solidos que nao
possuem uma periodicidade na rede Z<.

13



1. Introducao 14

Agora vamos introduzir o modelo de Anderson que estamos interessados em estudar
nesta dissertagao (ver [19]).

Definicao 1 O modelo de Anderson discreto d-dimensional, d > 1, € a familia de opera-

dores de Schradinger aleatorios
H,=Hy+V, (1.1)

atuando sobre o espago de Hilbert 1*(Z%), em que Hy é o Laplaciano discreto dado por

(Hou)(n) = — Y (ulm) —u(n)), (1.2)

m:|lm—n|[1=1

onde ||.||1 € a norma da soma definida na Se¢ao 3.1 e cada V,, € um potencial aleatorio
atuando sobre u € (*(Z) como operador de multiplicagdo, isto €, (V,u) (n) = v,(n)u(n),
em que {V,(n)}, cqa € uma sequéncia a valores reais de varidveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d.) com uma medida de probabilidade comum Py definida
por

Py(A) =P ({w : v,(n) € A})

para todo n € Z¢ e para qualquer conjunto de Borel A C R, onde P € a medida de
probabilidade sobre conjuntos borelianos cilindricos de €2 = RZ",

Daremos uma atencao especial para o espectro desses operadores H,, uma vez que,
fisicamente, este representa as possiveis energias de um elétron movendo-se na rede Z% e
governado pelo operador H,,.

O teorema seguinte, cuja demonstracao encontra-se no Capitulo 3, descreve explicita-
mente o espectro do modelo de Anderson, o qual é um conjunto nao aleatorio P-q.t.p..

Teorema 1 O espectro do modelo de Anderson H, € P-q.t.p. dado por
o(Hy,) = [0,4d] + supp Py. (1.3)

No Capitulo 4 estudaremos alguns conceitos e resultados envolvendo teoria ergédica,
os quais serao usados no Capitulo 5. Essa teoria estuda o comportamento de sistemas
dindmicos com medidas que permanecem invariantes sob a acao da dindmica. As raizes
da teoria ergodica iniciam-se na primeira metade do século XIX. De fato, em 1838 o
matematico francés Joseph Liouville observou que todo sistema da Mecanica Newtoniana
(com conservagao de energia) admite uma medida invariante natural no seu espago de
configuragoes. Além disso, em 1845 o matematico e fisico alemao Carl Friedrich Gauss
observou que uma certa transformacao no intervalo admite uma medida invariante que
¢ equivalente & medida de Lebesgue. Trés teoremas bastante importantes desta teoria
sao o teorema ergddico subaditivo de Kingman, o teorema multiplicativo de Osceledec e o
teorema de Birkhoff. No Capitulo 5 usaremos o teorema ergddico de Birkhoff (Teorema@
para demonstrar a existéncia da densidade de estados, que é o nosso principal objeto de
estudo. Também usaremos no Capitulo 7 o teorema ergbédico subaditivo de Kingman
(Teorema no estudo do expoente de Lyapunov.

No Capitulo 5 estudaremos a medida densidade de estados (veja [14] [16} 18 20} 44])
que é uma quantidade de fundamental importancia para certos modelos fisicos da matéria
condensada. A medida densidade de estados v([E}, Es]), definida abaixo (Definigao [2)),
fornece o nimero de estados por unidade de volume com energia entre F; e Fy. A
primeira demonstracao da existéncia da densidade de estados foi apresentada em 1973
por Pastur [33] e a demonstragao via limite termodinamico foi feita por Avron e Simon [3]
para operadores quase-periddicos.



1. Introducao 15

Como sistemas tipicos que surgem na fisica do estado sélido tém potenciais periddicos
ou ergodicos, entao o espectro do Hamiltoniano correspondente nao ¢é discreto, logo nao
podemos apenas contar os autovalores dentro de um intervalo [F1, Es], o que é o mesmo
que tomar a dimensao da projecao espectral correspondente, ja que a dimensao de qualquer
projegao espectral de H,, é zero ou infinito (Veja Lema . Por outro lado, o niimero de
elétrons em tal sistema é infinito. Por essas duas razoes, o principio de exclusao de
Pauli nao faz sentido imediato, pois ele estabelece que dois elétrons nao podem ocupar o
mesmo estado energético do sistema. No entanto, ha uma possibilidade que esse principio
faz sentido, que é quando restringe-se o sistema a um cubo finito Aj.

Devido aos fatos mencionados acima tomamos a projecao espectral de H, no cubo
finito Az, em seguida tomamos a dimensdo de Ranxa,(H,) e dividimos por |AL| =
(2L+1)? Finalmente, tomamos o limite quando L — co. Este procedimento é chamado
limite termodindmico (veja detalhes na Segao 5.1 e a Proposigao .

Definicao 2 A medida v definida por
v(A) =E({(09, xa(Hy,)d0)) ,  para conjuntos de Borel A C R | (1.4)
€ chamada densidade de estados para H,. A func¢do distribuicao N de v dada por
N(E) = v((—oc, E]) (1.5)
€ chamada densidade integrada de estados para H,,.

Na definicao acima, os vetores ¢; constituem a base ortonormal canoénica do espago
[?(Z%), a qual esta definida no Capitulo 3 e E(X) := [ XdP denota o valor esperado da

variavel aleatoria X. Notemos que a medida densidade de estados v é nao-aleatoria e é
uma medida de probabilidade, pois v(R) = 1.

Um fato interessante é a conexdo que existe entre o espectro do operador H, (mais
geralmente, de um operador ergodico) e a sua medida densidade de estados v. Tal conexao
é descrita no resultado a seguir, cuja demonstragao encontra-se no Capitulo 5.

Proposicao 1 Para o modelo de Anderson H, definido acima tem-se que

supp(v) = o(H,)

onde supp(v) denota o suporte da medida v.

Outro topico que abordaremos neste trabalho s@ao as condigoes de fronteira para ope-
radores de Schrodinger atuando no espaco [? restrito a cubos finitos (veja Se¢ao 5.2). O
principal motivo para estudar tais condigoes é porque usaremos como ferramenta na de-
monstracao do Teorema [2| abaixo, o qual descreve o fendmeno Lifshitz tails para o modelo
de Anderson H,,.

O intervalo previsivel dos espectros de operadores aleatorios com potenciais i.i.d. mui-
tas vezes nao é compativel com o calculado via método numérico. A razao esti no interes-
sante fendmeno chamado Lifshitz tails, que foi descoberto na década de 1960 pelo fisico
I. Lifshitz (veja [30]). Ele observou que a densidade integrada de estados N(E) decai
exponencialmente quando a energia F estd muito préximo do infimo do espectro, o que
significa que operadores de Schrodinger com potenciais aleatorios tém estados (autofun-
¢Oes) com energias baixas em regioes onde os potenciais alcangam valores extremamente
baixos (veja [I]). Esse fenomeno pode ser descrito matematicamente da seguinte forma,
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para um sistema ordenado (ou seja, para operadores de Schrodinger H com potenciais
periodicos):

d
3

N(E) ~C(E —Ey)"2 quando E \  E (1.6)

onde Ey = inf o(H) e para um sistema desordenado (ou seja, para operadores de Schro-
dinger H com potenciais aleatorios) como

_d
N(E) ~ C1eCF=E0) "% quando E \, E,. (1.7)

Neste trabalho apresentamos uma forma mais fraca de ([1.7]) para o modelo de Anderson
discreto dada pelo teorema a seguir, cuja demonstracao encontra-se no Capitulo 6. Para
resultados sobre Lifshitz tails para outros modelos aleatorios veja, por exemplo, [41].

Teorema 2 (Lifshitz tails). Para o modelo de Anderson H, definido acima com a

medida Py nao-trivial e tendo suporte limitado inferiormente, a densidade integrada de

estados N(FE) satisfaz

In|ln N(E)| d
—_—— = — = . 1.
EI\JI%O lIl(E — E()) 2 ( 8>

E importante notar que na relacio a energia converge para o infimo Ey do
espectro o(H,) (E \, Ey). E possivel obter um comportamento similar para N(E)
quando a energia converge para o supremo do espectro de H,, (veja detalhes em [40)]).

Finalmente, no Capitulo 7 estudamos alguns resultados relacionados ao expoente de
Lyapunov do modelo de Anderson unidimensional, sendo nosso objetivo principal mostrar
a formula de Thouless (relagdo do expoente de Lyapunov com a densidade integrada de
estados) e a log-Holder continuidade da densidade integrada de estados.



CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados de Anélise Funcional, que serao uti-
lizados nos proximos capitulos, os quais podem ser encontrados nas referéncias |7, 12 13
211, 23, 137, (38, 43].

2.1 Resultados de Analise Funcional

Defini¢ao 3 (i) Sejam X eY espagos vetoriais. Um operador linear é uma aplicagdo A :
D(A) ¢ X = Y, em que seu dominio D(A) é um subespago vetorial e A({ + an) =
A(€) + aA(n) para quaisquer ,m € D(A) e a € F.

(ii) Dizemos que um operador linear A € limitado se existe C° > 0 de modo que

A < ClI€ll para todo & € D(A).

Seja A : D(A) C H — H operador linear num espago de Hilbert H. O conjunto
resolvente de A, denotado por p(A), é o conjunto dos A € C para os quais o operador
resolvente de A em A\, dado por

Ra(A): H — D(A), Ry(A):=(A— 1)1,

existe e é limitado. Por simplicidade usaremos a notagdo A — A1 = A — \.
O operador resolvente satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Se 21,22 € p(A) entdo

(A — 21)_1 — (A — 2’2)_1 = (21 — ZQ)(A — 21)_1(A — 22)_1
= (21 — ZQ)(A — 22>_1(A — Zl>_1. (21)

(i) Se D(A) = D(B) e z € p(A) N p(B), entao

(A-2)'—(B—-2' = (A-2)"'(B-A)(B-2)"!
= (B—2)"(B-A)(A-2)"" (2.2)

Definicao 4 O espectro de um operador linear A € o conjunto o(A) = C \ p(A).

Para z € C e M C C, definimos a distancia do ponto z ao conjunto M como

dist(z, M) :=inf{|z — (| : ¢ € M}.

17



2. Preliminares 18

Seja A um operador auto-adjunto e z € p(A). Tem-se que

1

14 =271 = G oy

Em particular, para o operador auto-adjunto A e z € C\ R,

1

Tmz|

I(A=2)7" <

Seja P um polinémio complexo em uma variavel real. Se P(\) = E}LO a, N, entao

n

P(A) =) a,A.

j=0
Proposicao 2 Seja A um operador auto-adjunto. Entao

[P(A)|| = sup [P(A)].
A€o (A)

Demonstragao.

PP = [[P(A)P(A)]
= [I(PP)(A)]
= sup )|

Ao (PP(A))

— swp [PPOV)]
A€o (A)

2
= (Sup IP(A)|> :
A€o (A)

Seja A um operador auto-adjunto sobre um espaco de Hilbert H. Denotemos por
C(0(A)) o conjunto de todas as fungdes continuas f : 0(A) — C e por B(H) o espago
dos operadores lineares limitados de H em . Existe uma tnica aplicagao ¢ : C(0(A)) —
B(H) satisfazendo as seguintes propriedades para f,g € C(c(A)) (veja [31]):

(a) 6(fg) = o(flelg) , oA =2o(f), o) =T, o(f)=(d(f));

(b) ¢ & continua, ou seja, ||¢(f)||pmr) < C||f]ls para alguma constante 0 < C' < oo;
(¢) Se f é a funcéo tal que f(z) = z, entdo ¢(f) = A;

(d) Se A(¢) = A, entao ¢(f)y = f(A)¢;

(e) alo(N] ={f(NIX € a(A)};

(f) Se f > 0, entao ¢(f) > 0.
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Defini¢ao 5 (a) Seja X um conjunto nao vazio. Uma familia A de subconjuntos de X
€ uma o-dlgebra se satisfaz:

o0
1. Se {E;}ien € uma sequéncia de conjuntos em A, entdo U E; e A;
i=1

2. Se E € A, entao E° € A.
(b) Seja X um conjunto nao vazio e A uma o-dlgebra. Dizemos que a fun¢ao
u: A— [0, 400]
€ uma medida se
1. u() = 0;
2. para toda sequéncia {E;}ien de conjuntos disjuntos em A tem-se
i=1 i=1

O teorema a seguir garante a existéncia da medida espectral, cuja demonstracao desse
importante resultado pode ser encontrada em [6].

Teorema 3 (Representagao de Riesz) Seja X um espago compacto de Hausdorff e
C(X) o espago de fungdes continuas de X em R. Para qualquer funcional linear positivo
¢ em C(X), existe uma unica medida p em X tal que

o(f) = /X f(x)du(x). (2.3)

Sejam H um espago de Hilbert, A : H — H um operador auto-adjunto limitado e
Y € H. Existe uma tnica medida positiva p,, em o(A) dependendo de A e 1 tal que
para todo f € C(a(A)),

(W, F(A)) = / T ).

A medida iy ¢ chamada de medida espectral associada ao vetor 1. Usando a identidade
de polarizagao obtemos

W, F(A)g) = / T )

Para um conjunto de Borel M C R, x,; denota a fungao caracteristica definida por

1 se Ae M,
XM(/\)Z{

0 se AN¢gM.

Definicao 6 Seja A um operador auto-adjunto limitado e Q C R um conjunto de Borel.
Po = xa(A) € chamado projecao espectral de A, onde xo(A) € a fungao caracteristica de
o(A) no conjunto .
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A familia { Py} de projegoes espectrais de um operador auto-adjunto limitado A sa-
tisfaz as seguintes propriedades:
(a) Cada Py, é uma projecao ortogonal;
(b) Py = 0;
(c) Pa,Pa, = Po,nq,;
(d) Se @ =7, Q, com Q, NQ,, = & para todo n # m, entao

Nh—n>1c>o Z Pﬂn

A familia de projegoes ortogonais satisfazendo (a)-(d) é chamada projegao a valor de
medida do operador A.

Proposigao 3 \ € 0(A) se, e somente se, P_cxie) 7 0 para todo € > 0.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [12].
O operador A chama-se positivo se (¢, Ap) > 0, V¢ € D(A), e é dito limitado
inferiormente se (¢, Ap) = —M (¢, p), V¢ € D(A) e para algum M € R.

Defini¢ao 7 Seja H um espago de Hilbert e {&, }neny uma base ortonormal de H. Para
um operador positivo A : H — H define-se o traco de A por

trA= (6, AL).

n=1

O trago é linear, ou seja, tr(A+ B) = trA+trB e tr(AA) = Mr(A) para todo A € C.
Além disso, tr(AB) = tr(BA) e o trago independe da base ortonormal.

Teorema 4 (Identidade de Parseval) Sejam H um espago de Hilbert e {&,}nen uma
base ortonormal de H. Entao para todo £ € H tem-se

£= (& E)én (24)

neN

I€l” = "1 (2.5)

neN

Se T', S sao operadores lineares fechados em H, diz-se que T' é S-limitado se D(S) C
D(T) e existem a, b > 0 de forma que ||T¢|| < al|S¢||+0|/£]], para todo & € D(S); o infimo
dos valores de a > 0 que tal relagao vale é chamado de S-limite de T

Teorema 5 (Kato-Rellich) Sejam H um espago de Hilbert, T uwm operador linear auto-
adjunto em D(T) C H e B um operador linear simétrico e fechado em D(B) C H que é
T-limitado com T-limite < 1. Entao T + B € auto-adjunto em D(T) e é essencialmente
auto-adjunto em todo cerne de T'.

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [35].
Para um operador A sobre o espago de Hilbert A com dominio D(A), o conjunto dos
autovalores de A é dado por

e(A) ={A e C: Ap = A p para ¢ € D(A)\{0}}.
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A multiplicidade de um autovalor A de A é a dimensao do auto-espago {¢ € D(A) :
Ap = A\p} associado a A. Se p é uma projecao a valor de medida do operador A, entao
a multiplicidade de X\ ¢ igual ao tru({A}). Um autovalor de A chama-se simples ou
nao degenerado se tem multiplicidade 1, e ¢ finitamente gerado se seu auto-espaco tem
dimensao finita. Um autovalor A é chamado isolado se existe um € > 0 tal que

oc(A)N(A—e, A +e)={\}.

Definigao 8 Seja A um operador auto-adjunto.

(a) O espectro discreto de A € o conjunto c45(A) de todos os autovalores de multiplicidade
finita.

(b) O espectro essencial de A é o conjunto oess(A) = a(A) \ 04is(A).

Para um operador A definimos

po(A) = inf{(p, Ag) : ¢ € D(A), [l¢] =1}

e para k > 1,

p(A) = sup inf{(6,46) : ¢ € D(A), 6]l = 1, 6Libr, ot}
G €H
O operador A ¢ limitado inferiormente se, somente se, po(A) > —oo e po(A) é o
infimo do espectro de A. Se A é limitado inferiormente e tem espectro puramente discreto
(ou seja, 0.55(A) = &), podemos ordenar os seus autovalores F, (A) em ordem crescente,
repetindo-os de acordo com suas multiplicidades, como

Eo(A) < Ei(A) < Ea(A) < ...

Teorema 6 (Principio Min-max) Se o operador auto-adjunto A tem espectro pura-
mente discreto e € limitado inferiormente, entao

Ep(A) = up(A), para todo k > 0.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [36].
Sejam A e B dois operadores lineares. A notagao A < B significa que D(A) C D(B)

e (9, A¢) < (¢, B¢), V¢e D(B).

Corolario 1 Sejam A e B dois operadores auto-adjuntos, limitados inferiormente e que
tém espectro puramente discreto. Se A < B, entio Ei(A) < Ex(B) para todo k > 0.

Seja Coo(R) = {f € C(R): Eg: flz)=0 e ilr_l flz) = O}. Um subconjunto

D é chamado subalgebra involutiva de C (R) se f, g € Dentdo f-g € De f € D. Dizemos
que D separa pontos se para x,y € R existe uma fungdo f € D tal que f(z) # f(y) e
f(x), fly) #0.

O proximo teorema, cuja demonstra¢ao encontra-se em [37], ¢ um dos resultados im-
portantes deste capitulo.

Teorema 7 ( Stone-Weierstrass) Se D ¢é uma subalgebra involutiva de Coo(R) que se-
para pontos, entao D € denso em Cx(R) com a topologia da convergéncia uniforme.

Exemplo 1 O conjunto das combinagoes lineares das fungoes f,(x) = i para todo
z € C\ R, formam uma subalgebra involutiva de C(R) que separa pontos. Logo, pelo
teorema acima, este conjunto € denso em Cu(R).






CAPITULO

5

Espectro do Modelo de Anderson

Neste capitulo estudaremos o espectro do Laplaciano discreto, algumas propriedades
de potenciais aleatorios, em especial sobre os potenciais do modelo de Anderson, e apre-

sentaremos a demonstragao do Teorema (1| da Introdugao.

3.1 Laplaciano Discreto

Nesta secao estudaremos o Laplaciano discreto, que é um operador de Schrédinger livre
(modela uma particula livre sem agao de potenciais) atuando sobre o espaco de Hilbert
I>(Z%), d > 1. Os resultados aqui estudados podem ser encontrados em [5] [10} 19, 4T].

O espago [*(Z%) ¢é definido por

12(2%) = {u 28 C | fu(n) < oo}

nezd

e a norma de um vetor u nesse espaco é dada por

1/2
[[ull = (Z IU(n)!2> ,

nezd

a qual ¢ induzida pelo produto interno

() =Y wn)ib(n), para p,9 € (27,

nezad

Dado n = (n1, ny,...,nq) € Z4, define-se a norma do supremo

e a norma da soma .
Infl =) Inu| -
v=1
Definigao 9 O operador Hy : I*(Z%) — 12(Z¢) definido por
(Hou)(n) = — > (u(m) —u(n))

m:|lm—n|1=1

€ chamado Laplaciano discreto.

23
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E importante notar que o operador Hy esta bem definido, é linear e limitado. De fato,
para todo u € [*(Z%) tem-se

[Houl| = (Z I(HoU)(n)\2>

nezd

= (Z > (uln+5) ))2)2

nezd ||jlli=1

> (Z (lu(n +7)] + Iu(n)!)2>

<
lil1=1 \nezd
3
<y (zww) (3 oo
ll7]li=1 nezZd nezd
< Adfu.

A forma quadratica do operador H, é dada por
(w Hoy = 537 37 Tl — i) (v(i) — (7). (3.2)
zEZd lli—ill=1

Mostraremos isto para dimensao d = 1; os argumentos podem ser generalizados para
d > 1. Com efeito,

2(u, Hyv) = 22 Y(Hov) (3

- zzm(_m — 1) —w(i+ 1) + 2v(d))
— _QZ @—1—22 v(i+1) —|—4Z

Por outro lado,

>3 @) —ul)) () —v()))

i€ ||j—illi=1

- Z (u(z)v(z) — (i — Do(i) — u(@)oli — 1) +ui — Do(i — 1))
> (mu(@') — 4@+ Do) — ul@oli + 1)+ uli + Do(i + 1))
= —22 2—1—22 v(i +1) +4Z
Segue que

(u, Hov) = Z > @) = u() (o) — o).

zGZ l7—i]l1=1

Deste ultimo resultado concluimos que o operador Hy é auto-adjunto.
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Usando a transformada de Fourier

F @) = 120,20, (Fu)(k) = Y u(n)e ™™,

nezd

mostra-se que o espectro do operador Hy ¢é o intervalo [0,4d] . De fato, considerando

inicialmente d = 1 temos

F(Hou)(k) = Z(—U(n — 1) —u(n+ 1) + 2u(n))e ™"

nel

— _Zu(n_l)e—in-k_z (n+1) —znk+22 —m~k

nez neZ neL
_ Z 'L(n+1 Z u(n)efi(nfl)-k +9 Z u(n>e
nez nez nez
= —e Z u(n)e "k — etk Z u(n)e ™k 42 Z u(n)e
nez nez nez

= —e "R F(u(k)) — " F(ulk)) + 2F (u(k))
= (—2cos(k) + 2)F(u(k)).

Generalizando este resultado para d > 1 obtemos que

(FHoF ') (k) = (My) (k),

onde M, denota o operador de multiplicagio em L?([0, 27]%) pela fungio g(k) = 2 3¢, (1—
cosk;) para k = (ki,...,kq) € [0,27]%. Assim, Hy é unitariamente equivalente a M,, o

que implica que seu espectro é dado por
o(Hy) = o(My) =1Im(g) = [0, 4d]

e que Hy tem espectro absolutamente continuo puro.

Sejam 4, j € Z?. Define-se a base ortonormal canoénica {4;} do espaco I*(Z?) por

. 1 se 1=y,
6i(j) = -
0 se i#j].

Dado um operador A : [?(Z%) — 1?(Z¢) define-se seus elementos de matriz por
A(i, j) = (bi, Adj).
A partir dos elementos de matriz, recupera-se o operador de forma tinica como
= > AG, julj)
jezd
Os elementos de matriz do Laplaciano discreto sao
2d  se i=j,

Ho(i,j) = =1 se [li—jli=1,
0 se |i—jlh1>1
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3.2 Potenciais Aleatoérios e Espectro do Modelo

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades importantes da teoria de probabi-
lidade, as quais ser@ao usadas nos potenciais do modelo de Anderson e demonstraremos
o Teorema [T} o qual determina explicitamente o espectro deste modelo. Tais resultados
podem ser encontrados em |4} 18] [26].

Definicao 10 Uma varidvel aleatoria € uma func¢ao real mensurdvel num espago de pro-

babilidade (2, F,P).

Se X é uma variavel aleatoria e A um conjunto de Borel, chama-se distribuicao de X
a medida de probabilidade Py de A dada por

Po(A) = P({w|X (w) € A}).

Sejam X, Y variaveis aleatorias. Se a distribuicao de X e Y sao iguais, dizemos que
elas sao identicamente distribuidas.

Uma familia {X;};c; de variaveis aleatorias ¢ dita independente se para qualquer sub-
conjunto finito {i,...,i,} de I,

P ({w]X;, (w) € [ar, b1, Xi, (@) € [az, bs], ..., Xi, (@) € [an, bu]})
=P({w|X;, (w) € [ar,b1]}) - ... - P({w] Xy, (w) € [an, bul}).

Se X; sao variaveis aleatorias identicamente distribuidas com uma medida de probabili-
dade comum Py, entao

P ({w]| X}, (w) € [a1,b1], X, (w) € [ag, bs], ..., X (W) € [an, by]})
= Py([a1, b1]) - Po([ag, b2]) - . .. - Po([an, by)).

A seguir apresentaremos um teorema importante da teoria de probabilidade, cuja

demonstragao pode ser encontrada em [20].

Teorema 8 (Lema de Borel-Cantelli) Sejam (2, F,[P) um espaco de probabilidade e
{A; }nen uma sequéncia de conjuntos em F. Denotamos por Ay, o conjunto

A = {w € Qw € A, exceto para um nimero finito de pontos n}.

(1) Se > | P(A,) < oo, entdo P(Ay) = 0;
(2) Se {A,} sao independentes e >~ P(A,) = oo, entdo P(Ay) = 1.

Consideremos agora o modelo de Anderson H, = Hy + V,, definido na Introducao,
conforme a Definicao [T}

O suporte da medida Py (medida de probabilidade da sequéncia {v,(n)}, czq de po-
tenciais) é, por definigdo, o conjunto

supp Po ={x e R: Po((x —e,24+¢)) >0 Ve > 0}. (3.5)
Se supp Py é compacto, entao cada operador H,, é limitado w P— q.t.p. e auto-adjunto

em [2(Z%). Por outro lado, se supp Py ndo é compacto, o operador de multiplicacdo V,, é
auto-adjunto no dominio D,, = {p € I>(Z%) : V,,p € I>(Z?%)}. De fato,

(Vo) = > va(n)e(n)p(n)

nezd

= > w(m)p(n)p(n)

nezd

= > wm)le().

nezd
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Como a fungao v, assume valores reais, entdao (V,p,p) € R, logo V,, é auto-adjunto em
D,,. Além disso, Hy é V_-limitado pois

|Hop|l < al|Voell + 4d||¢]l, para todo 0 < a < 1. (3.6)

Dai, pelo Teorema de Kato-Rellich (Teorema [5)), H, é auto-adjunto em D, e essencial-
mente auto-adjunto sobre o espaco

(2% = {¢ € I*(Z%) : p(n) = 0 exceto para um nimero finito de pontos n}.
O proximo resultado sera usado na demonstragao do Teorema [I]

Proposicao 4 Eziste um conjunto €2y com probabilidade 1 tal que a sequinte afirmacao é
verdadeira: para qualquer w € Qy, qualquer conjunto finito A C 1?(Z2), qualquer sequéncia
{gi}ien com q; € supp Py e para todo ¢ > 0, existe uma sequéncia {j,} C Z* com
l7nlloc —> o0 tal que

sup |q; — v, (i + jn)| < €.
ich

Demonstragao. Fixemos um conjunto finito A, uma sequéncia {¢; };ca, com ¢; € supp Py
e € > 0. Defina o conjunto

A= {w osup v, (i) — ¢i] < €} .
ieA
Como v, (n) s@o variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas temos
P(A) = P{w:|v,(i) —q| <e VieA}
= (Po(qi—e.q:+2)™ >0.

Agora tomamos a sequéncia {j,} C Z¢ tal que a distancia entre quaisquer j,, jm, com
m # n, seja maior que o dobro do diametro de A. Entao os eventos

A=A, (A {qitien,e) = A= {w : su/}\) v, (1 + Jn) — @] < 5}
1S

sao independentes e P(A,) = P(A) > 0. Além disso, A, é invariante pela familia de
operadores shift {7}, },,cze. De fato, mostremos que T, ' A,, = A,.
(i) Sejaw € T, ' A,,. Entao T,,w € A,, donde

sup v, w(@+ 7n) — qi] < €.
SN

Como vr,,,(n) = v,(n —m), entao

sup |Uw<i +jn - m) - Qi’ <g,
iEA

logo w € A,,. Portanto, ;1 A, C A,.
(ii) Seja w € A,,. Entao

sup v, (i + jn) — @] < e,
ieA

o que implica

sup |vp,w(i + jn +m) — qi| <e.
ich
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Entao T,w € A,. Assim, w € T;' A, e portanto, 4, C T,.1A,,.
De (i) e (ii) obtém-se T),' A, = A,. Como A, ¢ invariante por T,,, entdo P(4,) = 1,
o que implica Y " P(A,) = co. Pelo Lema de Borel-Cantelli (Teorema |8) o conjunto

Qn {1}, = {w|w € A, exceto para um nimero finito de pontos n}

tem probabilidade 1. O conjunto supp Py C R é separéavel, consequentemente contém um
conjunto denso e enumerével Ry. Além disso, a cole¢ao = de todos os subconjuntos finitos
de Z4 & enumerével. Assim, o conjunto

QO = ﬂ QA?{Q!‘}?%
AeE
{¢:}€Ro,neN
tem probabilidade 1. Este ¢ uma interse¢ao enumeravel de conjuntos de probabilidade 1.
O conjunto €2 satisfaz os requerimentos da afirmacao da Proposicao.

Finalizamos esta secao apresentando a demonstragao do Teorema [1| enunciado na In-
trodugao (para informagoes adicionais veja também as referéncias 1), 25] 41]).

Demonstragao. (Teoremal|[l]). O espectro o(V,,) do operador de multiplica¢ao V,, pela
fungao v,(n) é dado por Im(v,), portanto o(V,,) = supp Py, P- q.t.p.. Por outro lado,
para operadores A, B : D(A) — H sobre um espago de Hilbert H tem-se

dist(c(A),o(B)) < ||A - B|. (3.7)

Considere A= H,, ¢ B=1V,+2d. Entao |A— B| <2d ecomo o(B) = supp Py+2d
temos
o(H,) C supp Py + [0, 4d].

Para demonstrar a inclusao contraria usaremos o seguinte critério de Weyl ( veja [1]):
A€ o(H,) <= F¢, € Dy, ||onl| =1 tal que ||(H, — N)pn| — 0,

onde Dy é um espago vetorial em que H,, é essencialmente auto-adjunto. A sequéncia ¢,
é chamada sequéncia de Weyl.

Seja A € [0, 4d] +supp Py. Entao A = A\g+ A com \g € o(Hy) = [0,4d] e Ay € supp Py,
Tomemos uma sequéncia de Weyl ¢,, para Hy e Ao, isto &, ||[(Ho — Ao)en| — 0 com
|¢nl] = 1. Como H, é essencialmente auto-adjunto sobre o espago Dy = I3(Z%) podemos
supor ¢, € Dy.

Seja 9 (i) = (i — 7). Entdo

Hop" = (Hop)". (3.8)
De fato,

HopP(n) = — > (¢9(m) =9 (n))

lm=n]l =1

= — > (pm—j)—p(n—j)

[lm—n|1=1
- > (p(m —j) —p(n—j))
I (m—)=(n=3)ll1=1

= = > (i) = pk)) (3.9)

lli=kll1=1
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onde usamos a mudanca de varidveis ¢ = m — j e k = n — j. Por outro lado,

(Hop)V (n) = (Hop)(n—j)
= = > (em)=pn—-j)

[[m—(n—7)ll=1

= = 3 (plm) (k). (3.10)

Im—Hkll1=1
De (3.9) e (3.10]) obtemos que ‘
Hogt) = (Hyp)®. (3.11)

Usando a Proposigio {4} para A = suppyp, e ¢; = \; existe uma sequéncia {j,} C Z4
com ||jnl|lec —> 00 tal que

S 1
sup ‘Uw(2+jn)—>\1‘<ﬁ.

1ESUpp ¥n

Definindo 1, = @’ temos

1(Ho — Ao)¢nll = [[(Ho— Xo)l|

1

= [ IHoei ) ) - <Aosoz‘:><i>|2>

i€Z4

- (Z |(Howpn) (i = jin) — (Aogn) (i — jn)\2>

i€Z4
1

= Z |(Ho — Xo)en(i — ]n)’2>

i€Z4

= [[(Ho — Ao)enll- (3.12)

Além disso,

IV = Al = IVl = Moyl

- (Z VI (1) — Ml (2)|2>

i€Zd

— (Z [0 (1)n (i — Jn) — Mpn(i — jn)|2>

i€Z4

1
2

1

= (Z (Ve (2) — A1) n (i _]n)|2>

1€74
1

- (Z [0,(3) = M|?|n(i — jn)|2)

< osup ue(m+ ) — Ml (3.13)
mESUppYn

onde usamos a mudanca de variavel m = k — j,,.
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Por outro lado, temos

I(Ho + Vi = (Ao + A1) ¢bnl I(Ho = Ao)¢onll + [(Vie = Av)nll

<
< (Ho = Ao)enll + sup uu(i+Jjn) — Ai|. (3.14)

1ESUPP ¥n

Usando as relagoes (3.12) e (3.13]) concluimos que ||(Hy, — A)¢y|| — 0, logo ¢, ¢ uma
sequéncia de Weyl para H,. Portanto, A € o(H,) e assim

supp Py + [0,4d] C o(H,).



CAPITULO

4

Propriedades Ergodicas

A teoria ergddica é uma area da Matemética que estuda sistemas dindmicos muni-
dos de medidas invariantes. Neste capitulo estudaremos alguns conceitos e resultados
importantes para uma familia de operadores ergddicos, em particular mostraremos que o
modelo de Anderson é ergddico. Usaremos tais resultados nos proximos capitulos. Para
mais detalhes veja [10], 22 27, [31].

4.1 Variaveis Aleatoérias Ergoédicas

Uma familia {X;};cz¢ de variaveis aleatorias ¢ chamada de processo estocéstico. Seja
(Q, F,P) um espago de probabilidade. Uma fungdo mensuravel 7' : Q@ —  é dita ser
uma transformagao que preserva medida se

P(T 'A) =P(A), paratodoA € F. (4.1)

Dado uma familia de transformagoes {T;};cze que preservam medida, um conjunto A é
invariante por {T;} se

TT'A=A, Vie7Z

Defini¢ao 11 Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade. Uma familia {T;} de transfor-
macoes que preservam medida € chamada ergddica se todo conjunto invariante A € F tem
probabilidade P(A) = 0 ou P(A) = 1. Isto equivale a dizer que o sistema é dinamicamente
indivisivel.

Defini¢ao 12 Uma familia {X;}icga de varidveis aleatorias é chamada ergddica se existe
uma familia ergddica de transformagoes que preservam medida {T;};cza tais que X;(Tiw) =

Um exemplo importante disso é a familia de operadores shift {7;};cze definidos por
(Tiw); = wj_;. Uma variavel aleatéria Y é dita invariante por 7; se Y (Tjw) = Y (w), para
todo i € Z4.

Proposicao 5 Seja {T;},cza uma familia de transformagées que preservam medida num

espago de probabilidade (2, F,P). Se uma varidvel aleatoria f : @ — R € invariante por
{T;}, entao f € constante P-q.t.p..

31
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Demonstragao. Mostraremos que P({w|f(w) = My}) = 1 para alguma constante M.
Seja Qy = {w|f(w) < M} = f~Y(~o00,M]}. Como f ¢é invariante por {T;}, entdo
f(Tw) = f(w).

Vejamos que Q) ¢ invariante por {T;}.

(i) Seja x € T, *Qy. Entdo Ty(x) € Qy. Por definicdo, f(Tiz) < M. Como f(Tiw) =
f(w), entdo f(z) < M, donde x € Q. Portanto, T, 'Qu C Q.

(ii) Seja y € Q. Entéo f(y) < M. Como foT; = f segue que foT;(y) < M, logo
Tiy € ;. Consequentemente, y € TflﬁM e portanto, Q, C T[IQM.

De (i) e (ii) obtemos que T, 'Qy = Qp. Assim, o conjunto €, é invariante por
{T;}. Como os operadores {T;} s@o ergodicos e 2y, é invariante, entdo P(2y,) = 1 ou
P(Qy) = 0.

Consideremos M; < M,. Entao {w|f(w) < M} C {w|f(w) < Mz}, o que implica que
QMl C QM2.

Agora vejamos que UprerQy = Uprezfar.

(a) Como Z C R temos que Uprezn C Uprer€ar-

(b) Seja x € Uperfy. Entao existe um M’ € R tal que x € Q. Logo existe um
inteiro M"” > M’, entao Qyr € UprezQar. Como Qppr C Qpur, entao Qppr € UpnrezQr.
Assim, x € UprezQu.

De (a) e (b) segue que UperQn = Uprezur-

Analogamente obtém-se NyerQa = Narez -

Mostremos que P(Nper€2y) = 0. De fato, suponha que P(NyerQy) = o # 0.
Como Qur D NMarer€lyr para qualquer M, P(Qy) > P(NperQar), entao P(Qy) > o > 0
para qualquer M. Como P(£2y) = 1 ou P(Qy) = 0, implica que P(2);) = 1 para
qualquer M, o que contradiz o fato que f(w) é finito. De fato, se P(2y) = 1, entao
P({w|f(w) < M}) =1 para qualquer M, o que implica que f(w) < M para qualquer M,

consequentemente, f(w) = —oo P — g.t.p.. Portanto, concluimos que P(Nyer$2rs) = 0.
Definamos M, = » énf) X M. Vejamos que M, é finito. De fato, suponhamos que M,
M)=

¢ infinito. Entao My = oo ou My = —oo. Suponhamos que My = oo. Entao P(2y,) # 1
para todo M. Como P(2,,) = 1 ou P(2y) = 0, implica que P(2,) = 0. para todo M.
Entao {w| f(w) < M} tem medida 0 para todo M, o qual implica f = coP — ¢.t.p., que é
uma contradi¢do. Portanto, M, # co. Agora supondo que My = —oo, entao P(2y,) =1
para todo M, o que é uma contradigdo com o fato que f(w) é finito como no caso anterior.
Portanto, M, é finito.

Notemos que

Qs = m QMOH%)'
neN
Definimos )
Qo = {wlf (w) < Mo}
Notemos também que

QMO — U QMO_%.
neN
Como My = P(énf) M, temos que P(€2;, 1) = 1 para todo n € N, pois Mo—i-% > M.
Mm)=1 n
Além disso, P(2,, 1) = 0 pois P(Q,,,_1) # 1. Assim,

P(Qur,) = P(() Qusyery)

neN

P(ur,) = P Quy2):

neN
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Temos Qy, = {w|f(w) < Mo} e Qus, = {w|f(w) < My}. Notamos que {w|f(w) =
Mo} = Qg \ Qg € como Qpyy D Qyy, temos

P({w|f(w) = Mo}) = P(Qus, \ Qusy) = P(Qngy) = P(Qngp) =1 -0 = 1.
Portanto f é constante P — q.t.p..
[ ]

A seguir serd enunciado o teorema de Birkhoff, cuja demonstragao pode ser encontrada
em [20]. Tal resultado sera usado no proximo capitulo.

Teorema 9 (Teorema ergddico de Birkhoff) Se {X;};cza € uma familia de varidveis
aleatorias ergodicas e E(| Xo|) < oo, entdo

_ 1

€A,

onde E(Xy) := /XO dP.

4.2 Operadores Ergoédicos

Seja {v,(n) }heze um processo estocastico ergodico. Entao existe uma transformagao
que preserva medida {7;} em € tal que

VTwn) = V(N — 1) (4.3)

e qualquer subconjunto A de Q invariante por {7;} tem probabilidade P(A) = 0 ou
P(A) = 1.

A seguir daremos uma definicdo que é a no¢ao natural de isomorfismos entre espacos
com produto interno.

Defini¢ao 13 Um operador linear U : (X, (.,.)x) — (Y, {.,.)y), entre dois espagos
produto interno, € unitdrio se for sobrejetor em Y e ({,m)x = (U, Un)y para todos
&n € X. Se emiste tal operador unitdrio, entao os espagos X e Y sao chamados de
unitariamente equivalentes.

Proposigcao 6 Se A é um operador positivo e U um operador unitdrio, entao
tr(UAU ™) = tr(A). (4.4)

A seguir daremos uma importante defini¢ao que foi introduzida pela primeira vez por
Pastur.

Definigao 14 Sejam (Q, F,P) um espago de probabilidade e {T),}ner transformagoes que

preservam medida. Uma familia de operadores {H, },cq sobre um espago de Hilbert H é
chamada de ergddica se existem operadores unitdrios {U, }ner sobre H tais que

Han - UnHquja
onde U} denota o adjunto de U,.

O proximo resultado nos diz que o modelo de Anderson H,, é ergodico.
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Proposicao 7 A familia de operadores {H,},cq, onde H, = Hy + V,,, é ergddica.

Demonstragao. (i) Para ¢ € [>(Z%) e n,m € Z%, seja (U,p)(m) = ¢(m+n) a sequéncia
de operadores translacoes (unitarios) sobre I2(Z?) com seus correspondentes adjuntos
(Urp)(m) = p(m —n). Temos que Vr,,, = U, V,,U*. De fato, para todo ¢ € I*(Z%)
(UnVoUpe)(m) = U,V,Uzé(m)

= Un(Vop)(m —n)

= U,v,(m —n)p(m —n)

= ty(m —n)(Ung)(m —n)

— wu(m - n)o(m)

= vrw(m)e(m)

Logo, pela Definicao V,, é ergddico.
(ii) Notemos que HoU, = U, Hy. De fato, para todo ¢ € [*(Z%) e k € Z¢ temos

(HoUnp)(k) = D (Uap)(m) = (Unp) (k) = D (plm —n) = p(k —n)).

[m—k[1=1 [m—k[1=1

Por outro lado,

(UnHop) (k) =Un [ D~ (p(m) = (k) | = > (p(m—n)—o(k-n)).

lm—kll1=1 lm—k|l1=1
Logo, HyU,, = U, Hy. Assim, por (i) e (ii) temos

UnHwU:; = UnHOU: + UanU;
= HoUnU; + UanU:;
= Hy+ Van

Portanto, pela Definicao H, ¢ ergodico.

Teorema 10 (Projegao Ortogonal) Se E é um subespago vetorial fechado de um es-
paco de Hilbert H, entdo
H=E®E".

O subespaco E+ é chamado de complemento ortogonal de E em H.
A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [13].

Definicao 15 Seja H = E @ E+. Define-se o operador Py de projecio ortogonal sobre
E por

P : H— FE
§ — Ppl =g,

sendo € = &g +Epy, com g € F e &gy € B,
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Defini¢ao 16 Dizemos que uma familia {P,}weq de operadores limitados sobre um es-
pago de Hilbert H € fracamente mensurdvel se a aplica¢io w — (p, P,) for mensurdvel
para quaisquer @, € H.

Lema 1 Suponhamos que {P,},cq seja uma familia fracamente mensurdvel de projegoes
ortogonais satisfazendo

Pr.,=U,PR,U",
onde U, sao operadores unitdrios. Entao dimRan(P,) = 0P—q.t.p. ou dimRan(P,) = o0

P—q.tp..

Demonstragao. Como (P, &) = (P2,&) = ||P.£|J? > 0 para todo &, os opera-
dores P, sdo positivos; segue-se que trP, é unicamente definido (possivelmente como
+00). Fixado w e escolhendo uma base ortonormal a;(w), az(w),... de Ran(F,) e uma
base ortonormal b;(w),by(w),... de (Ran(P,))*, pelo Teorema [10| temos que [*(Z?) =
Ran(P,) ® Ran(P,)*, logo

tr(R,) = Z(ai(W)’Pwai(w»+Z<bz(W)’wai(w)>

= dimRan(P,).

Seja {e;},c, a base ortonormal canonica de (*(Z?). Como a familia de operadores
{P,}ueq é fracamente mensuravel, entdo trP, =) (e;, P,e;) ¢ uma variavel aleatoria.
Vejamos que trP, ¢ invariante por T;. De fato, usando a Proposigao [6] temos que

tr(Pry,) = tr(U;P,U;) = tr(U;P,U; ") = tr(P,)
ou seja, trP, é invariante por T;. Logo, pela Proposigao [ temos que
dimRan(P,) = tr(F,)

é constante P — q.t.p..
Por outro lado

trP, = E(trP,)

= E (Z@i, Pwei>>

— ZE«@,Pwe,.»
> Y E((es, Poer))

lil<N

= Z E(<€Z,UZ*PTZWU16,L>)

lil<N

— Z E((Use;, Pr,uUse;))

i<

> E({eo, Pruco))

iI<N
> E({eo, Poeo))
iI<N

= (2N + 1)?E({eg, P,eo)) P —q.t.p..

v

v
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Como N pode ser tomado arbitrariamente, segue que ou trP,, = 0 se E({eq, P,e0)) =0
ou trP, = oo se E({eg, P,eg)) > 0.

O resultado a seguir caracteriza o espectro de operadores ergodicos auto-adjuntos (em
particular, aplica-se para o modelo de Anderson) como um conjunto néao aleatoério q.t.p..
Compare com o Teorema [I}

Teorema 11 (Pastur) Se H, é uma familia de operadores ergddicos auto-adjuntos, en-
tao existe um conjunto ¥ C R tal que o(H,) =3, para w P- q.t.p..

Demonstragao. Denotemos por Ea(w) a projegao espectral de H, sobre um conjunto
de Borel A. Como o operador H,, é ergbdico, entao

Hrp, =UH,U;.
Aplicando a funcao caracteristica e usando o Lema [2| temos
Xa(Hrw) = Uixa HLU;
Da definigao de projegao espectral tem-se
EA(Hrw) = U;EAHLU;.

Agora mostraremos que para um conjunto de Borel A fixo, Ea(w) é fracamente mensu-
ravel, ou seja, a aplicacdo w — (p, FA®) é mensuravel para todos ¢, 1, € H. De fato,
como w — (¢, H,1) é mensuravel para todos ¢,1 € H e pela propriedade de bases

ortonormais temos que {(p, H2) = (H*p, H,Y) = Z(g@,Hw(Sn)((Sn,wa), (veja [13]),

entao a aplicagao w — (@, H21)) é mensurével para todos ¢, € H. Logo, por indugao,
H ¢é fracamente mensurével para cada n € N.

Por outro lado, é possivel aproximar Ea(w) por w-polinémios independentes em H,,,.
Assim, Fa(w) é fracamente mensuravel, ja que todo polinémio de H, o é. Como a familia
{EA(w)}ueq satisfaz as condigdes do lema [1 entdao dimRan(Ea(w)) = 0 P — g.t.p. ou
dimRan(Fa(w)) =00 P —q.t.p..

Agora, para cada par (p,q) de nimeros racionais definamos a fungao 7 por

(p.q) 0 se dimRan(Egq(w)) =0 P —q.t.p.
TPU =N 00 se dimRan(E g (w)) = 0o P —q.t.p.

Note que a fungao 7 estd bem definida devido ao Lema [I}
Definamos os conjuntos

Qp g = {w|dimRan(Ey,q)(w)) = n(p,q)}

Qo= Q-

,q€Q

Uma vez que cada (2, , tem probabilidade 1 e a interseccao sobre p,q € Q é enumeréavel,
temos que P(€) = 1.
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Agora mostremos que se wy, ws € €y, entdo o(H,,) = o(H,,). De fato, se A ¢ o(H,,),
pela Proposicao 3| para todo A1, Ay com \; < A < Ag suficientemente proximos de A, temos

Eo ) (wi) =0 = dimRankE, »,)(w1) = 0.

Como wy,wq € €2y, implica que wy,wy € €, ,, para todos p,q € Q. Logo para cada par
p,q €Q,
dimRanEq, ) (w1) = n(p, q) = dimRank, g (w2) P —q.t.p..

Em particular, para A;, Ay € Q, com \; < A < )\, suficientemente proximos de A,
dimRanE, »,)(w1) = dimRanEy, »,)(w2) = 0.

Logo
E(M A2) (w2) = 0.

Pela Proposicao 3| A ¢ o(H,,). Portanto, o(H,,) C o(H,,). Invertendo-se os papéis
de w; e wy no argumento anterior, demonstra-se que o(H,,) C o(H,,). Como wy,wsy sdo
elementos arbitrarios de g com P(€y) = 1, segue-se que o(H,) é constante P-q.t.p., o
que demonstra o teorema.

O resultado a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [19], sera usado no
proximo capitulo.

Lema 2 Sejam A um operador auto-adjunto e U um operador unitdrio. Para qualquer
fung¢ao mensurdvel f tem-se

FIUAU*) = Uf(A)U*






CAPITULO

9

A Densidade de Estados

Neste capitulo estudamos a medida densidade de estados, introduzida no Capitulo 1
(veja Definigao . Os conceitos e resultados abordados aqui podem ser encontrados nas
referéncias |1} [10], 19, 41].

5.1 Definicao e Existéncia

Sejam ng € Z% e L € N. Define-se o cubo de centro ng e raio L por
Ap(ng) :={n € AR IIn — nglleo < L}

e denotamos Az (0) = Ay.
Para qualquer funcao mensurével limitada ¢ define-se a quantidade

£(p) = ﬁ tr(xap0(Ho)xay) = ﬁ tr(o(Ho)xa, ) (5.1)

onde y, denota a fungao caracteristica do conjunto A e o operador ¢(H,) ¢é definido via
teorema espectral. Como & é um funcional linear positivo sobre o espago das fungoes
continuas limitadas, pelo Teorema de Representagao de Riesz (Teorema [3)) existe uma
medida vy, tal que

£(p) = / o\ dvi(N). (5.2)

Definicao 17 Uma sequéncia v, de medidas de Borel em R converge vagamente para
uma medida de Borel v se

/gp(m)dl/n(x) — /gp(x)dl/(x) para toda p € Co(R),

onde Co(R) denota o conjunto das fungoes continuas com suporte compacto.

O teorema a seguir mostra a convergéncia vaga da medida v, para a medida densidade
de estados v (veja Defini¢ao [2| da medida v).

Teorema 12 A medida v, converge vagamente para a medida v P—q.t.p., isto €, existe
um congunto g com probabilidade 1 tal que

[ ety — [ oo,
para toda ¢ € Co(R) e para todo w € Q.

39
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Demonstragao. Tomemos um conjunto enumeravel e denso Dy C Cy(R) com a topologia
da convergéncia uniforme. Seja o conjunto €2, com P(€2,) = 1 para o qual o teorema acima
¢ valido. Logo, o conjunto

— ﬂ Q,

p€Do

tem probabilidade 1, pois )y é intersegao enumeravel de conjuntos de probabilidade 1.
Como Dy é denso em Cy(R), se ¢ € Cy(R) existe ¢, € Dy tal que p,, —> © uniformemente
e usando a desigualdade triangular temos

’ / p(\)dv(X) — / (N dv (A ' ‘ / N)dv(\ / %Q)dm)’

| o) = [ o
| e - [ ey

< e — SOn”oo -v(R) + HSD — ©nlloo - VL(R)

+ | [eaam = [o,anm).

Como ¢, € Dy e ¢, —> ¢ uniformemente, segue que

[ o) — [enaon.

para toda ¢ € Cy(R) e para todo w € €.
[

A seguir enunciamos e demonstramos um resultado que sera usado posteriormente.
Tal resultado pode ser usado como motivagao para introduzir a medida densidade de
estados (veja Capitulo 1).

Proposicao 8 Se ¢ € uma fun¢dao mensurdvel limitada, entao para w P-q.t.p.

li
Lo AL |

tr(p(Hu)xa,) = E((do, p(He)do)).

t,r ()é ]i ’L7
GAL

Note que familia de variaveis aleatorias X;(w) = (d;, ¢(H,)d;) € ergodica, pois os opera-
dores H, sao ergddicos. Assim, tem-se que

Xi(Tjw) (i, p(Hry00)0:)
= (0;, Ujo(H,,)U56;)
= <U] 0i, 90( )U 5>
{

5i—j7 ¢(Hw)5z—J>
Xij(w),
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onde utilizamos a igualdade U3 d;(n) = 6;(n + j) = d;—;(n). Por outro lado, como
[ Xil = 1(0:, (Ho)ds)]
= [ eWds s
o(H,

w)
< max|p(V)| / dy15,5,()|
o(Hwy)
< 1@l

as variaveis aleatorias X; sdo integraveis (com respeito a medida IP). Aplicando o Teorema
de Birkhoff (Teorema [9)) temos

1 1

AL | tr(e(Ho)xa,) = (

GLTT Z Xi — E(Xo) = E((b, p(Hw)d)) ,

i€EAL
quando L — oo.

Lema 3 Se uma funcao F : R — R € mondtona crescente, entao F' tem uma quantidade
enumerdvel de pontos de descontinuidade.

Demonstracao. Como F'é monoétona existem F'(t_) = lim, ~ F'(s) e F(t}) = limg, F(s).
Se I & descontinua em t € R, entdo F(t.) — F(t-) > 0. Seja o conjunto

D, = {t ER| F(t,) - F(t) > %}
O conjunto D dos pontos de descontinuidade de F' é dado por | J, .y Dr- Suponhamos que
D é nao enumeréavel. Entao existe n € N tal que D,, é nao enumeravel. Como a fungao
F & monodtona e definida em todo R, ela serd limitada em qualquer intervalo. Logo,
D,, [=M, M] ¢é finito para qualquer M € R. Dai segue que D,, = J;en(Dn ([—M, M])
é enumeravel, o que é uma contradicao.

Seja N(E) = v((—oo, E]) a densidade integrada de estados para H,, (veja Defini¢ao[2).
Corolario 2 Para w P— g¢.t.p., o sequinte resultado € valido: para todo E € R tem-se

N(E) = lim vy ((—o0, E]).
L—so00
Demonstragao. Inicialmente mostraremos o resultado para energias £ em que N ¢é
continua. Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de N. Como N é mono6tona
crescente, pelo Lema 3| D é no méximo enumeréavel. Logo D é magro em R e, consequen-
temente, R\ D é denso em R, ja que o complementar de todo subconjunto magro em R
¢ denso em R (veja[I3]). Como R é separavel, entdao R\ D é separavel, logo existe um
conjunto contavel S de pontos de continuidade de N denso em R. Pela Proposi¢ao [ existe
um conjunto com probabilidade 1 tal que

/X(_M,E](A)dVL(/\) — N(E) quando L — oo,

para todo E € S, onde usamos a relagao ((5.2)).
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Tome ¢ > 0. Seja ¥ um ponto de continuidade arbitrario de N. Pela densidade
de S em R e continuidade de N, existem F_,E, € S com F_. < E < E, tais que
N(Ey) — N(E_-) <e/2. Como N ¢é crescente temos

NE) = [XmmWdrn(h) < N(E = [ Xeomr Wdne(Y)

< N(E,) - N(E)+ ]N(E_> -/ x<oo,E_]<A>de<A>‘
< e

Por outro lado,

NE) = [ xConWdn) > NE) = [ Xempg W)
> N(ED) = NE = V(B ~ [ XempgWin )
= —c.

Logo o resultado ¢ vélido para todo E pertencente ao conjunto de pontos de continuidade
de N. Como os pontos de descontinuidade de N sdo enumeraveis, pela Proposigao [§]
tem-se o resultado para estes pontos, portanto para todos os pontos E.

A seguir serd demonstrada a Proposicao [I] enunciada no Capitulo 1. Tal resultado
relaciona o espectro o(H,) com a densidade de estados v.

Demonstracao. (Proposigao [1)). (i) Seja A ¢ o(H,). Entao existe ¢ > 0 tal que
XO—eate)(Hy) = 0 P—q.t.p.. Como v((A — e, A+ ¢€)) = E[(0o, X(r—er+e)(Hw)do)] = 0,
segue da definigao de supp(v) que supp(v) C o(H,,).
(i) Seja A € o(H,). Entao, para todo ¢ > 0, x(—ente)(Hy) # 0 P—q.t.p.. Como
X(r—ete) (H,) € uma projecao, existe n € Z% tal que

E[<5m X()\fs,A+5)<Hw)5n>] # 0.
Por outro lado, como H,, é ergddico temos
Hr,,=U,H,U..
Além disso, X(x—e,a+¢) € mensuravel. Entao, pelo Lema

X(A—e, +¢) (Han) = UnX()\—a,)\—i-a) (Hw)UZ .

Dalf,
0 # E[(6n, X(r-erte)(Ho)On)]
= E[{0n, X(r—erte)Upy (H1,0) Un6i)]
= E[(d0, X(r—ert2) (Hos)o)]
= v((A—¢g, A +¢)).

Da definigao de suporte obtemos o(H,,) C supp(v). O resultado segue de (i) e (ii).
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O lema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [19], sera fundamental na
demonstracao do Teorema

Lema 4 Se V) ¢ o auto-espago para H, associado ao autovalor X\, entao
dim(xa, (V) < CL*!
para alguma constante 0 < C' < 0.

Nao é dificil ver que a densidade integrada de estados N(A) é uma fungao continua,
0 que é equivalente a afirmacao que v ndo tem atomos, ou seja, v({A}) = 0 para todo A
(veja [10]). Isto é o resultado do préximo teorema.

Teorema 13 Para todo A € R, v({\}) =0.

Demonstragao. Aplicando a Proposicao [§ temos

VM) = Jim s o, o (L))

Se f; ¢ uma base ortonormal de x4, (V) e g; uma base ortonormal de ya, (Vy)*, temos

trxa X (Ho)) = ) (fixaoXon (Ho) fi) + X (95 Xar oy (Ho)gj)

- Z<f“ XALX{\} (Hw)fz>

2

< dim(xa,(Wy) < CLY,

onde na tltima desigualdade usamos o Lema [4] Dai,

d—1

1
. < 1 _— =
i or e i () < € lim ormmg = 0

Portanto, v({\}) = 0.

5.2 Condicoes de Fronteira

Condigoes de fronteira sao usadas para definir operadores diferenciais sobre conjun-
tos M com fronteira. Denotamos por —AY, e —AP o Laplaciano em L?*(M), M C R?
com condigao de fronteira de Neumann e Dirichlet, respectivamente.

Para nosso proposito o ponto mais importante das condi¢oes de fronteira de Neumann
e Dirichlet é o chamado bracketing Dirichlet-Neumann, que é o seguinte: Se My, M, sao
dois subconjuntos abertos disjuntos em R¢ e M = int(M; U M), entdo

— AN @ -ON, < -AY <AL <AL oA, (5.3)

Nosso objetivo nesta se¢ao é obter relagoes analogas a ([5.3) para o Laplaciano discreto
Hy, as quais serao usadas no proximo capitulo na demonstracao de Lifshitz tails.
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Definicao 18 O Laplaciano discreto com condicdo de fronteira simples sob A C Z% € o
operador Hy sobre o espago 1*(A) definido por

(H())A(TZ, m) = <5n7 H05m>a
onde n,m € A.

Dado o conjunto A C Z¢ e H = Hy + V, define-se o operador Hy = (Hp)a + V, onde
V' é o operador de multiplicacao pela funcao v restrito a A.
A fronteira de A é o conjunto JA definido por

ON={(n,m)€ZxZ* : |n—m|i=1encAm&AoundgAmecA}
Além disso, definem-se a fronteira interior de A por
OA={necZ |ncA, Im¢gA com (n,m) € O\}
e a fronteira exterior de A por
OPA={mecZ' |m¢gA, IncA com (n,m)c IA}.

Das defini¢des acima note que 9*A = 9~ (CA).
Para um conjunto A C Z¢ define-se o operador de fronteira I'y por

—1 se (n,m) € IA,
0 se (n,m)¢OA.

Assim, o operador de Schrodinger discreto H = Hy + V' pode ser escrito como
H:HA@HEA+FA, (54)
com [2(Z4) = I2(A) @ I?(CA) e

Hy(n,m) se n,meA,
(HA @ HEA)<n7 m) = HEA<n7 m) se n,m ¢ A,

0 caso contrario.
O numero de pontos adjacentes a i € A é dado por
np(t) ={g e |lj =iy =13 (5.5)

onde |B| denota o numero de elementos do conjunto B.
Define-se a matriz adjacéncia restrita a A por

-1 se mymeA, |n—m|;=1

0 caso contrario.

AA(na m) = {
Da matriz adjacéncia, usando a relagao (3.4), temos o operador A, dado por

(Apu)(i) = — Z u(j) paratodosi,j € A
Jilli—illi=1

e daf o operador (Hp)a sobre [?(A) pode ser escrito como

(Ho)a = 2d + Ay.
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Definicao 19 O Laplaciano discreto com condicio de fronteira de Neumann sob A C 7%
¢ o operador Hy sobre I?(A) definido por

(Ho)y = na + Ax,
onde ny € o operador de multiplicagcdo pela fungio ny (7).

Definicao 20 O Laplaciano discreto com condicdao de fronteira de Dirichlet sob A C 7.2
¢ o operador Hy sobre I?(A) definido por

(Ho)Y = 2d + (2d — ny) + Ax.

A definicao acima do Laplaciano discreto de Dirichlet garante um analogo discreto
da desigualdade (5.3]). A seguir apresentaremos alguns resultados sobre os trés tipos de
Laplaciano. Dado o conjunto A C Z tem-se

(Ho)y < (Ho)a < (Ho)y

e
Hy = (Hy)y @ (Ho)gy + T
(Ho)R ® (Ho)gy + T
onde
(2d —np(i)  sei=j, i €A,
. 2d — ngp(i) sei=j, i €CA,
LY (i, 5) = (0 -
-1 se (1,7) € OA,
L 0 caso contrario
e
(2d —np(i) sei=j, i €A,
. nea(i) —2d  se i =3, i € CA,
Mo, = ¢ "0 -
-1 se (i,7) € OA,
L 0 caso contrario.

A forma quadratica do operador I'Y é dada por

Ty =5 3 Tl —wG) () —v()
(3,7)€0A
e do operador '} por
(. TRe) = —3 37 Tl + D) + ()

(i,5)€0A

Note que o operador I'Y' & definido positivo e I'? ¢ definido negativo. Como consequéncia
imediata deste fato temos o seguinte resultado (analogo discreto de (5.3])): para um
conjunto A C Z¢ tem-se

(Ho)y @ (Ho)é\/f\ < Hy < (Ho)} @ (Ho)g\.
Dado o conjunto A e o operador H = Hy + V', definimos os operadores

HY = (Ho)y +V
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HY = (Ho)R + V.

Estes operadores satisfazem

HY @ HY) < H < H{ ® H{,.

Sejam os conjuntos Ay, Ay C Z% com A; C Ay. Definimos a fronteira relativa, O, Ay

de A em A, por

8A2A1 = 8A1ﬂ(A2><A2)
— () li—jlh=TeicA,jeA\ Ay ouic€ A\

Com isso, temos que
Hy, = Hp, @ Hppa, + Fﬁf,
AoV
HY, = Hy, & Hy,, +T30,
D D D A D
HA2 = HAl@HAQ\A1+FA? 9

onde
( 0 sei=y7, 1€ A,
0 Sei:j,iEAg\Al,

A2 1,]) =
a1 (0 7) —1  se (i,7) € O\,
\ 0 caso contrario,
(naa(i) =, () sei=j i€ Ay,

n/\2(l’) - n/\2\1\1(i) set =], 1€ Ay \ Ayq,
—1 se (i,7) € O, A4,

L 0  caso contrario,

N ,. .
T (i, 7) =

( n/\l(i)_n/b(i) se 1= J, i € Ay,
na\a; (1) = na, (i) sed=j, i € Ay \ Ay,
—1 se (i,j) € Op, A1,

L 0  caso contrario.

D,. .
T2 (i,5) = <

Em particular, para A = A; U Ay com A; e Ay disjuntos, temos
HY, ® Hy, < HY < HY < HY @ H,
pois 4 M >0 e I 7 <.
O corolario a seguir generaliza a relagao ((5.9)).

Corolario 3 Seja A, C Z% a unido disjunta de conjuntos Ay, k = 1,2,

Ay, j e A}
(5.6)
5.7)
(5.8)
(5.9)
...,m. Entao
(5.10)
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5.3 Enfoque Alternativo para a Densidade de Estados

Nesta secao apresentaremos uma definicao alternativa para a medida densidade de
estados. Na primeira se¢ao deste capitulo definimos a densidade de estados iniciando com
uma fungao ¢ do operador H,, tomando seu traco restrito a um cubo Ay e normalizando
esse traco. Nesta segunda abordagem, primeiro restringimos o operador a Ay com con-
digbes de contorno apropriadas, aplicamos a funcao ¢ ao operador H,, restrito e depois
tomamos o traco normalizado.

Para um conjunto A denotemos por HY qualquer um dos seguintes operadores: Hy,
HY ou HY. Define-se a medida X (isto ¢, v, v, 7P) por

/ SN () = ﬁ tro(HY ). (5.11)

Note que o operador H /)\(L atua sobre o espago de Hilbert [?(Az) de dimensao finita, logo
o espectro de H /{(L é formado por seus autovalores, que podem ser enumerados em ordem

crescente
Eo(Hy ) < Ey(HR) < ...

Usando esta notagao na relagao (5.11)) temos
N 1
/¢(A)du§(A) =a Z e(Eq(HR)). (5.12)

Definimos a fung¢ao contagem de autovalores para o operador H I{i por
N(Hy,,E) = [{n: E,(Hy,) < E}|,

—N(Hy ,E) é a fungao distri-

onde |M| denota o nimero de elementos de M. Entao, sl

bui¢ao da medida 75, ou seja,

RN B) = [ XM (),

Teorema 14 As medidas vy, vY e 0P convergem vagamente P-q.t.p. para a medida

densidade de estados v.

Demonstragao. Mostraremos o resultado para a medida 7y para 7Y e 7P sdo anélogos.

Para mostrar que 7y, converge vagamente para v ¢ suficiente mostrar que

/go()\)dﬁ,;()\) — /go(/\)dv(/\) quando L — oo,

para toda ¢ da forma
(N =r,(\) = =, Paaze C\R,

uma vez que a combinagao linear dessas fungoes é uma subalgeba involutiva de Co.(R)
que separa pontos (veja exemplo (1)), consequentemente ¢ densa em Cy (R) pelo Teorema
de Stone-Weierstrass (Teorema[7). Note que

[0 0) = G i, =297 = G 3 (=2 )
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1

[ ) = G s (7= 2)7) QLHdZ )

Usando a equagao do resolvente ([2.2)) e relagao ((5.4]), temos para n € Ap:

(Ha, =)™ (n,m) = (H = 2)(n, )
= (Ha, = 2) " (H = Hy,)(H = 2) " (n,n)
= Y (Ha, =) (k) Ta (b K) (H = 2)7 (W,m)

(k,k"YeOAL
keAr k'eCAp

com 'y, (k, k") = —1, pois (k, k") € OAL. Dai, segue que

| Y (Ha, —2)(n,n) — (H — 2) 7 (n,n)|

neAy,

= 1> > (Hy—2)7'nk) (H-2)'(K.n)

neAr (k,k')€OAL

keAr, k‘IEEAL
1/2 1/2

< > (ZI Hy, —2)7 (0, k)] ) : (ZI(H—Z)‘I(k’,n)F)

(k,k/)eaAL n

keAr ,k'eCAL
= > (Ha, =)l (I = 2) o

(k,k’)eBAL

k‘GAL,kIEEAL
< eLTY[(Hay —2)7 Y - II(H = 2)71
< c d—1
S (Imz)? ’

onde usamos a identidade de Parseval (Teorema |4]). Portanto,

/
1
‘/ A)dop (A / ()\)dy()\)‘ ([772 DL —0 quando L — oo.

Como o conjunto das fungdes continuas com suporte compacto Cy(R) é denso em Coo(R)

temos o resultado para toda ¢ € Cy(R).



CAPITULO

6

Lifshitz Tails

Neste capitulo estudaremos o fenomeno chamado Lifshitz tails para o modelo de An-
derson discreto, o qual estabelece um decaimento exponencial para a densidade integrada
de estados N(F) quando a energia E converge para o infimo (ou supremo) do espectro.
Referéncias gerais para este capitulo sao [II, 19, 20, [40] 4T].

6.1 Resultados Preliminares para a Densidade Integrada
de Estados

Comecaremos enunciando e demonstrando alguns resultados que serao utilizados neste
capitulo.

Teorema 15 Seja H,, uma familia de operadores ergodicos em 1*(Z%) e (Hp)ren uma
sequéncia de operadores tais que para w P-q.t.p. tem-se

1. xpHp = Hpxr;
2. tr|xtHp — xp Hy| < o0 e im LA, |tr]XLHL xrH,| =0.

Entao existe um conjunto g com probabilidade 1 de modo que

1
lim ——trxpf(Hp) = /f Ydv(u

L—o0 |A ‘
para toda f € Ch(R) e w € Qp, onde v é a medida densidade de estados.

Demonstragao. Definimos a medida uy, por

/f Ydur,(u |A ’trXLf(HL)

Para demonstrar o teorema devemos mostrar que a medida u;, converge vagamente para v.
Para isto é suficiente demonstrar que

/ Fu)dug (1) —s / Flu)dv(u), quando L — oo,

para toda funcao f da forma

flu) =r.(u) = —, baraz€ C\R,
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uma vez que a combinagao linear dessas fungoes é uma subalgeba involutiva de Cy(R)
que separa pontos (veja exemplo [1f), consequentemente é densa em Cy (R) pelo Teorema
de Stone-Weierstrass (Teorema 7). Usando que

1
[ r-wdunw) = St ()

1
[ ) = il (i)

temos

L trxp(r.(Hp)) — ! trxo(rz(Hy,))

’|AL|

ALl
1
= WHTXL[T’Z(HL) —r(H,)]]
— \AL\ —|trxplr.(Hp)(H, — Hp)r.(H,)]|

N

Iy ‘|Imz] *tr|xg(H, — Hp)] — 0, quando L — oo,

onde utilizamos a equagao do resolvente e a desigualdade ||r,(H)|| < m Assim,

‘ [ retwdusta) = [ r.wdn o

Mas do Teorema [12|sabemos que existe um conjunto €2y com probabilidade 1 de modo

. / v (w)dvy (1) — / ro(w)dv(u

para todo w € 2y. Logo, usando a desigualdade triangular temos

‘ [ rtwdust = [r.avta)
‘ / . (u)dug () — / . () (1)

o que implica
\ [ retwdust) - [ r-(ivw

Portanto, concluimos que uj; converge vagamente para v P-q.t.p..

— 0, quando L — oo.

4 ‘ / o (u)dv (u) — / - (u)dy (u)

— 0, quando L — oc.

Corolario 4 Com as condi¢oes dadas no Teorema [1] tem-se

N(E) = lim ug((—00, E]) = lim —— N(H,, E)

L—o0 L—o0c0 |AL|

para w P-q.t.p. e para todo E € R.
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Demonstracao. Inicialmente mostraremos o resultado para energias F onde N(E) é
continua. Como N é monotona crescente, pelo Lema [3l o conjunto dos pontos de descon-
tinuidade de N é no maximo enumeravel; dai existe um conjunto contéavel S de pontos de
continuidade de N denso em R. Como

/f dUL |A |tTXLf(HL>
entao ]
up((—o0, E]) = |AL|757”XLX( o0,5](HL).

Pelo Teorema [15] existe um conjunto com probabilidade 1 tal que

/ Yoo (w)dur, (1)) — N(E)

para todo E' € S. Logo, prosseguindo de forma analoga como no Corolario [2| trocando a
medida vy, pela medida vy, e usando a igualdade

ﬁN(HL,E) :/X(—oo,E](u)duL(u)’

conclui-se a demonstragao do resultado.

Lema 5 Considere o modelo de Anderson H,, = Hy+ V,,. Para todo | > 0 e para cada

E € R tem-se . .
—E[N(Hy,E)] < N(E) < ——E[N(HY,E)].
Ayl Ayl
Demonstracao. Para L > [ > 0, consideremos o cubo Ay grande sendo a uniao disjunta
de cubos menores A;; com comprimento lateral ! fixado. Pelo Corolario [3| e Corolario

obtemos

NON@HD, E) < NHP E)< N(HY E)< > N(HY . E).
k k

Tomando o valor esperado,

E[Y N(HD,. B)) < E[N(HY, )| < E[N(HY,, E)) < E[Y N(HY,. E)]

1,k
k

Como existem A || termos independentes e identicamente distribuidos em cada soma,

segue que
—| L|ENHDE <E[N(HP E)<E[NHY E <| z| E[N(HY,E
“ll [ ( A )]— [ ( Ap>» )]— [ ( Ap» )] |Al’ [ ( Ay )]

Dividindo por Ay,

’/i | E[N(HY ,E)] < LE[N(H,{VL,E)] < LE[N(H}QZ,E)].

E[N(HP E)] <
[ ( Ay )]— |AL‘ |Al’

AL

Tomando o limite quando L — oo e aplicando o Corolario [4], segue o resultado.
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Lema 6 Seja H, = Hy+V,, 0 modelo de Anderson. Para todo L > 0 e para cada E € R
tem-se

ﬁE[MHXVLaE)] < P(By(HY,) < B)
‘ ]‘ D 1 D
ME[N(HAL,E)] > MP<EO(HAL)<E>

Demonstracgao. Pela definicao de N (Ht, E), onde # denota as condigoes de fronteira,
temos

[AL|-1
E[N(H} ,E)] = E X(—oo) (Ei(HE,))

Como IP’(Ei(HfL) < E) > 0 temos
E[N(HE, )| > P(Eo(HE) < B).
Por outro lado,
P(E(HY,) < E) < P(Eo(Hf,) < E).
Dali,
E[N(HT,, E)] < |AL|P(Eo(HY,) < E).
[ ]

O proximo resultado é a desigualdade de Temple, que serd usada na Secao 6.2 para
obter um limite superior para a densidade integrada de estados N(FE).

Lema 7 (Desigualdade de Temple). Sejam A um operador auto adjunto, Ey =
info(A) um autovalor nao degenerado e Ey = inf(o(A) \ {Eo}). Se v € D(A) com
|v|| =1 satisfaz
(v, AY) < Eq
entao
(v, A%) — (¥, Ay)?
By =, Ay)

Demonstragao. Pelo teorema espectral temos

EO > <¢7A1/}> -

(A—E)(A - Ep) > 0.
Dai, para qualquer ¢ € D(A) com [|¢|| = 1 tem-se
(¥, A%) — Ex(¢), AY) — Eo(), Ap) + ErEg > 0.
Logo,
E\Ey — Eo(¢, AY) > Er(y, A) — (¢, A)? — ((, A%) — (), Ap)?).
Como Ey — (1, A) > 0, obtemos

(b, A%) — {4, Ap)?
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A seguir apresentaremos a demonstragdo do Teorema [2| (Lifshitz tails) enunciado no
Capitulo 1 e para isso assumiremos as seguintes condic¢oes:

1. As varidveis aleatorias (v,,(n)),c, s801.i.d. com distribuicdo comum Py, cujo suporte
¢ limitado inferiormente, isto é, ay := inf supp Py > —oo. Pelo Teorema (1| temos
Eo = infO'(Hw) = dop.

2. A distribuigao Py é nao-trivial, ou seja, para algum C,x > 0 e todo € > 0 suficien-
temente pequeno,
Po([ag, ap +€)) > Ce". (6.1)

3. Sem perda de generalidade, suponhamos que E; = 0. Entao, v,(n) > 0. Caso
contrario, basta considerar o operador H,, — agl no lugar de H,,,.

Com estas condi¢oes mostraremos o Teorema [2| nas proximas duas se¢oes. Primeiro
estabeleceremos um limite superior para a densidade integrada de estados N(FE) e depois
um limite inferior para N(E).

6.2 Limite Superior

Nesta parte da demonstracao sera mostrado a seguinte desigualdade:

, In|In N(E)| d
limsup ——m+= < —— . 6.2
rool In(B) 2 (6:2)

Demonstragao. Pelos Lemas 5] e [6] temos

N(E) < M—ZE(N(HAVL,E»
< P(Eo(Hy) < E). (6.3)

Para estimar o tltimo termo da desigualdade acima usaremos a desigualdade de Temple
(Lema [7]) com a funcao vy dada por

1
Po(n) = AL para todo n € Ay.

Note que (Ho)y 1o = 0. De fato, como (Hp)y, = na + A, temos

((Ho)x,%o)(n) = (nato)(n) + (Axto)(n)
= ma(n)o(n) — D ¥o(j)
. Jilli—nlli=1
Logo,
(o, HY o) = (tho, Vortbo)

1 :
= QLT 1)¢ Z v, (7).

1€EAL,
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Pelo Teorema ergodico de Birkhoff (Teorema E[) ,

1
lim —E =E(v,(0)) >0 P—gq.tp.
i€AL

Para aplicar a desigualdade de Temple precisamos que

1
QL 2 ) < i),

€A,

0 (ue nao ocorre, pois Llim E\(H /]\VL) = 0. De fato, pelo Corolario |1| e um célculo direto
—00

(veja [40]) tem-se
Ei(HY,) > Ex((Ho)y,) > cL™? (6.4)

para alguma constante ¢ > 0.
Definimos entao uma nova sequéncia de potenciais

o) (i) = min {vw(z’), gL‘Q} .

Para L fixo, as variaveis aleatorias vﬁ,L)(z') sao independentes e identicamente distribuidas
com sua distribuicao dependendo de L.

Além disso, se
HYY = (Hy)y, + VY

com (VuEL)u)( ) = vo(JL)( Ju(i), entao pelo Corolario , Eo(HY ) > EO(H ) Da definigao
de V¥ segue que

(o, H{o) = 2L+ LT S o) < L1 (6.5)

€A
Das relagoes (6.4)) e (6.5) obtemos
(Yo, HP1ho) < 3L < E\((Ho)y,) < Ea(HY).

w |

Agora podemos aplicar a desigualdade de Temple (Lema } para g e ae:
Eo(Hy,) > Eo(HY)

w

(o, (HS" )24,
cL=2 — (1o, H(L)@/Jo>

2L+ dZUL

> (ho, H ) —

> (L i€A],
c —2
(L 3

> dz I (g )

( i€AL 2L+1 i€AL 3 -

1
> 6.6
= 22L+1d2” (6.6)

Das relagoes (6.3)) e temos

N(E) <P(Eo(Hy,) < E) < ( 2L 1 1) Z B < 2E>
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Usando o Lema [§] abaixo temos

N(E) < (2L+1dz () ( <2E>

€A
e IALl

IN

o~ (2LBE" 2 41y

—y(2|BE2 J9+41)

IN

e

_d
—'E”2
)

IN

e

para algum +' > 0. Aplicando o logaritmo natural na desigualdade, tem-se

InN(E) < —~E%
In|In N(E)| < Iny — ¢In(E)
In(E) - In(E)
Finalmente, tomando o limite superior obtém-se

, In|In N(E)| d
limsup ——— < —— .
ENO ID(E) 2

Agora vamos mostrar o resultado usado na demonstracao acima.
Lema 8 Para L = LBE_%J com 3 pequeno e L suficientemente grande,

(]A ‘ Z vy (i) < QE) < ezl (6.7)

€A

para algum v > 0.

Demonstragao. Por hipotese L < BE~2, o que implica 2F < 232L~2. Entéo

(’AL‘Z’U <2E> < (!ALIZUL) <252L>

1€EAL icAr
< P (h{z’|v£f)(z') < gL‘2} > (1 - 6—ﬁ2> |AL|>

onde ¢ é a constante da relagdo (6.4). Na tltima desigualdade usamos que

4 . c._ 632
ﬁ{@w)(z) <l 2} (1—7) AL = ’A | S 0B > 287072

1€ENL,

De fato, se D := {z o (i) < £L7?} entao

L) = (L)(
\ALr 2w rAL| 2 U \AL\ 2

i€EAT, €D i€CD
>
N |AL| Z
i€CD
1 632
> b —A L‘
[AL] ¢

= 28°L72.
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Como IP’(USJL) (1) > 0) > 0, existe v > 0 tal que ¢ := IP’(UL(UL) (i) <) < 1. Defina

&:{1 se ul (i) <,

0 caso contrario.
As variaveis aleatorias &; sao independentes e identicamente distribuidas. Além disso,
E(&) = ¢

Sejar =1— ﬁ Tomando f suficientemente pequeno podemos garantir que ¢ < r < 1.
Entao, para L suficientemente grande temos

<| A 3 o) < 2E> < IP’(]j{z’|vaL)(z') < 51—2} > r|AL\>

i€,
< P (#{ilP (i) < v} > r|AL))

1
< P (m z;fz > T‘) : (6.8)

Por outro lado, para uma variavel aleatoria X tem-se
P(X >a) <e ™ E(e") parat>0. (6.9)

De fato,

P(X >a) = [ xgxsap(w)dP(w)

IA

\\

e ' tXX{X>a}< )dP(W)

< e_t“/ethIP).

Logo, usando com X =) & na estimativa , obtemos

1
D) <2E] < P|— >
<| APIEE ) < Plmg2sz
< €|AL|7"tE<H€t&>
1€EAL

e~ |ALlrt E(elAth&O)

IA

o~ ALl (rt—InE(e*0)) (6.10)

Seja f(t) = rt — InE(e®). Mostremos que existe ¢t > 0 tal que f(t) > 0, donde segue o
resultado. De fato,

etéo
fH=r= EJE%Z%)) '

Logo f'(0) =7 —q >0 e como f(0) =0, entao existe ¢t > 0 tal que f(t) >0



6. Lifshitz Tails 57

6.3 Limite Inferior

Nesta secao mostraremos a seguinte desigualdade:

liminfM > _d : (6.11)
ENO In B 2
Demonstragao. Pelos Lemas 5] e [6] temos
1
N(E) > ——E(N(H ,E))
A
1
> P(Ey(HY) < E). (6.12)
[AL]
Pelo principio min-max (Teorema [6)
Eo(HY,) < (¢, HY )
= (¢, (Ho)R,¥) + > va(i) (i) (6.13)

1€EAL

para qualquer ¥ com |[¢)|| = 1. Agora trataremos de minimizar o lado direito de (6.13)).
Comecaremos pelo termo

<w7 (HO)/QLw%

para o qual tomamos

b
[

Para n € Ay temos que L — |n]lsc > £. Entéo,

2
D lnm)P = Y [a(n)? = AL (g) > cL™?, (6.14)

neAr neA g
2

Y(n) = P1(n), com Pi(n) =L —|nfe, n€ AL

para alguma constante ¢ > 0.
Por outro lado, usando a forma quadratica de (Hp),, tem-se

(1, (Ho)x 1) = (1, (Ho)a,th1) + (41, (2d — na)ebn)

< Z Y1 (n') — i (n)[?
(n,n)EAL
ln—n'||;=1
< Hn,n') € Ap x At |ln—n/||y = 1}]
< ol (6.15)

onde utilizamos que |[¢1(n) — 1 (n')| < 1se|n—n|; = 1.

Das relagoes ((6.14)) e (6.15]) obtemos

(1, (Ho)R, ¢1)

(41, 11)
coL ™2, (6.16)

Eo((Ho)Y,) <

IN



6. Lifshitz Tails 58

para a constante cg = < > 0. Usando (6.12)), (6.13)) e (6.16)) segue que

1
NE) > —— P[> u,@)(i)’ < E—cL™
|AL| 1€EAL
1 Co . _9
> — P — V(1) < B — ¢
Aol | ALl S
2
1 . : 1 2
> —— P (paratodoi € AL, v,(i) < —(E —col™7)
ALl 2 Ca
1 1 o\
= — Plv,(0) < —(E —col™
(w0 < E-ar)
1
> Py ([0, E/2)""".
ALl
Agora usando a hipotese (6.1)) com € = E/2 tem-se
N(E) > e, L B = ¢y de(nBlesnL? (6.17)

2¢
para constantes cs,cq > 0. Tomando L = 4/ FO temos

N(E) > ¢, B~ (6.18)

com constantes ¢4, ¢, > 0. Aplicando o logaritmo natural e usando que 0 < N(F) < 1,
segue que

InN(E) > Ind, +InEY* 4 ¢(In E)E~?

— |InN(E)| < |Ind,|+|InEY?| + |cy(In E)E~%?|
In|In N(E)| In (|Ind)| + |In E¥?| + |dy(In E)E~%/?)

InFE InFE '

Como In(a +b) > 1(Ina + Inb) para todo a,b > 0, entdo

| N(E) (|| + |In E2]) + Injch (in E)E—?))

v

InFE - 2In B
In|lnd,| In|lnE¥?| 1In(|cy(In B)E~%2|)
4In E 4InE 2InE '
Tomando o limite inferior temos
.. In|InN(E)| .. . [In|Ind,| In|InEY? In(|c(In E)E~Y?|)
1 f———— > 1 f
B T mE RS | dmE | 4mE I
.. In|InN(E)| d
il Bl S R SO
= ptmE T 2
]
Dos limites superior (6.2)) e inferior (6.11]) obtidos nas Segoes 6.2 e 6.3 concluimos que
d .. In|InN(E)| . In|In N(E)| d
% < Qiminf R o il Bl ) s
2 = "B Wm(E)  © pe’ m(B)  — 27

o que implica

In|In N(E
 m|mNE)_ d

ENO  In(E) 2’
como queriamos demonstrar.



CAPITULO

/

Expoente de Lyapunov e Densidade
Integrada de Estados

Neste capitulo consideraremos o modelo de Anderson H,, (Defini¢ao (1)) unidimensional
(dimensao d = 1) e estudaremos o expoente de Lyapunov e algumas de suas propriedades,
dentre elas sua relagdo com a densidade integrada de estados N(E), conhecida como
formula de Thouless. Usando essa féormula mostraremos a log-Hélder continuidade de
N(E). Referéncias gerais para este capitulo sao [10, 11, 24] 25| [42].

7.1 O Expoente de Lyapunov

O modelo de Anderson H, em dimensao d = 1 é a familia de operadores de Schrodinger
sobre [2(Z) definida por

(Hyu)(n) = —u(n+1) —u(n — 1) + V,(n)u(n),

com os potenciais V,,(n) = v,(n) + 2 como na Defini¢ao
Para esta familia de operadores H,, escrevemos a equacao de autovalores

—u(n+1)—u(n—1)+ V,(n)u(n) = Eu(n), (7.1)

onde £ € C e u € I*(Z).

Consideremos a fungao vetorial

e definimos a matriz
Voin)—FE -1
SE“(”):( EER )

A equagao de autovalores ([7.1)) é equivalente a equagao matricial dada por
u(n) = Sgw(n)u(n —1), Vn > 1.
Segue desta relagao de recorréncia que, para todo n > 1,

u(n) = Sgw(n) - Sew(l)u(0). (7.2)

29
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Para n = 0 notemos que
u(0) = Lyu(0), (7.3)

sendo I, a matriz identidade de ordem 2.
Para n < —1, da equagao (7.1]) obtemos

( u(;l(:)l) ) = (Spw(n+1))* ( 52213 ) (7.4)

onde

Seao = (g )
Assim, podemos escrever que
u(n) = (Spu(n+1)"'u(n+1), Vn < —1.
Segue desta relagao de recorréncia que, para todo n < —1,
u(n) = (Spwn+1))71 - (Spw,(0) " u(0).
O procedimento acima motiva a seguinte definigao.

Definigao 21 Dado n € Z, o produto matricial

Spw(n) -+ Spu(l) sen>1
Ppw(n) =L sen=>0
(Spwn+1))7" - (Spw(0)™ se n < —1

€ chamado matriz de transferéncia associada ao operador unidimensional H,,.

Da definico acima concluimos que a sequéncia u = {u(n)}, ., ¢ uma solugao da
equacao ([7.1) se, e somente se,

u(n) = Pg,(n)u(0), VneZ. (7.5)
E importante notar as seguintes propriedades:
1. O espago vetorial das solucoes de ([7.1)), para cada E fixo, possui dimensao 2.

2. det(®g(n)) = 1, para todo n € Z, pois essas matrizes sdo produtos de matrizes
Sgw(n) com determinantes iguais a 1.

3. Considerando duas solugdes u1 e uy de ([7.1)), com condigoes iniciais
u1(0) = uz(1) =0, ui(1l) =us(0) =1,
obtemos que

ui(n+1) ug(n+1) )
ui(n) ug(n) '

vitn) =
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Devido a relagao notemos que se tivermos limitagao sobre ||® g, (n)|| obteremos
limitacao sobre ||u(n)|| para toda solugao u da equagao de autovalores.

Para estudar o crescimento da norma ||®g,(n)| define-se os expoentes de Lyapunov
superior e inferior, respectivamente, por

1
¥ (w, E) := limsup — In || @z, (N)]], (7.6)
Ne—stoo | V]|
1
4+ L . .
7 (w, B) = liminf i In || ®p.,(N)|, (7.7)

sendo E € C fixo e ||®g,(n)| denota a norma da matriz ®g(n). No entanto, os limi-
tes ([7.6) e (7.7) independem da norma considerada, devido as normas serem equivalentes
em espagos vetoriais de dimensao finita.

Definigao 22 Uma sequéncia {Fy}nen de varidveis aleatorias € chamada um processo
subaditivo se para quaisquer inteiros positivos N e M tem-se

Frnim(w) < Fy(w) + Fu(TVw),
onde T € uma transformagao que preserva medida.

O teorema a seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [32], sera usado na
demonstracao de um resultado da préoxima secao.

Teorema 16 (Teorema Ergodico Subaditivo de Kingman) Se Fy é um processo

E(|F
subaditivo satisfazendo E(|Fy|) < oo para cada N e I'(F) := i%f (‘NND

F 1
n(w) convergirda P—q.t.p.. Se, além disso, T for ergddico, entao lim — Fy(w)=T(F).
N N—soo N

> —00, entao

O teorema a seguir, cuja demonstracao pode ser encontrada em [I0], garante a exis-
téncia do expoente de Lyapunov.

Teorema 17 (Furstenberg-Kesten) Para E € C fizo e w P-q.t.p.,

+ o : 1
TH(E) = lim n[@p (V)] (7.8)

N—+oc0

existe, é independente de w e y*(E) =~ (E).

Definicao 23 Para E € C fizo, o nimero v(E) = vT(FE) = v (E) € chamado expoente
de Lyapunov.

7.2 Subarmonicidade do Expoente de Lyapunov e a
Foérmula de Thouless

Defini¢ao 24 Uma fun¢io f: C — [—o0,00) € chamada

a) submédia se, somente se, para todo zg € C er > 0 tem-se

2

f(z0) < ) f(zo + re?)db;

27 ),
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b) superiormente semicontinua se, somente se, para cada sequéncia z, — 2y tem-se
limsup f(z,) < f(20);

c) subarmonica se, somente se, for submédia e superiormente semicontinua.
Uma consequéncia da definicao acima é dada pelo teorema seguinte.

Teorema 18 Se f ¢ submédia entdo

|
f(z0) < liminf —3 |zfz0|§rf(2)dz (7.9)

e se f € subarmonica tem-se

f(20) = lim 1 f(2)dz. (7.10)

2
r—0 7T |Z—Z0|ST’

Proposigao 9 i) Se {f.} € uma sequéncia de fungées submédias com sup |f.(z)] < 0o
|z|]<R

para todo R e fo(z) = limsup f,(z), entao fo também ¢é submédia.

ii) Se {fn} € uma sequéncia decrescente de fungoes subarmonicas, entao fo(z) = inf f,,(2)

também € subarmonica.

Demonstracgao.

i) Para quaisquer n, N <ner >0, como {f,} é submédia entao

1 [?r .
fnlz0) < %/ fn(zo+7"e’9)d9
1 027r

IN

— sup fi(zg + re'?)db.
27 Jo jZJI\)ffJ( ’ )

Logo

f(z0) = _lim sup f;(2o)

1 2

— i ; 9 do
am I fy RSt

IA

1 2w )
= %/0 fo(zo + re®)do

onde usamos o Teorema da convergéncia monotona.

ii) Segue-se de do item (i) que fo(z) = inf f,,(2) é submédia e o infimo de uma familia

de fungoes superiormente semicontinuas é uma fun¢ao superiormente semicontinua (veja
demonstracgao em [15]). Portanto, fo(z) = inf f,,(z) é subarmonica.
n

Teorema 19 (Craig-Simon) i) ¥ (w, E) definido em (7.6) sio submédias VE € C e
Yw € €
it) O expoente de Lyapunov y(E) é uma fungdo subarmonica.
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Demonstragao.

i) Como a fungao a valores matriciais @, (V) (Definigao é analitica em F € C
para qualquer N € New € Q, temos que In | g, (V)| é subarmoénica (veja este resultado
no Capitulo 7 de [29]).

Logo pela item (i) da Proposigao [9] temos que

1
(w0, B) = limsup - n [, (V)]
N+oo IV

sao submédias VE € C e Vw € Q) .
ii) Pelo teorema ergodico subaditivo (Teorema temos que

o1
Y(E) = inf LE(In|®g(N)])-

Vejamos que E(In ||® g, (N)]]) é submédia. De fato, da parte (i) temos que In || P g, (V)]
é submédia. Além disso,

1 2
e < o [ I[N
T Jo
1 2
— Blnes M) < B(5 [ ilem. )
0
1 2w

- B0 ([0 5.0, (V)]

27 Jo

Na tltima desigualdade usamos o teorema de Fubini.
Agora mostremos que E(In || ® g, (NN)||) é semicontinua superiormente. Seja (£,,) uma
sequéncia arbitraria tal que F,, — E. Entao, aplicando o lema de Fatou, temos

limsup E(ln || @5, ,(V)]) < Efimsupln [, . (N)])
= E( lim In[|®p,.(N)])
n——:oo
= E(n|[®g.(N)])-

Assim, como E(In ||® g, (N)||) é submédia e superiormente semicontinua, entao é su-
barménica. Pela Proposigao [J] (i) temos que 7(E) é subarmonica.

Lema 9 A fungio f : C — [—00,00) definida por f(E) := [In|E — E'|[dN(E') (com

f(E) = —o0 se a integral diverge a —o0) € subarmonica.

Demonstracao. A fun¢ao ¢(E) = In|E — E’| é subarmoénica. De fato, como ¢(FE) é
continua, consequentemente é superiormente semicontinua. Usando a relagao (3.2) do
Capitulo III de [17] temos

1 2 ]
In|E—E'< —/ In|E — E' +re|df. (7.11)
0

2T

Logo ¢ é submédia, portanto subarmonica. Aplicando o teorema de Fubini em ([7.11])
temos

1 27 )
/ n|E ~ BAN(E) < o / / W|E — B +re®| dN(E)d0.  (7.12)
T Jo
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Portanto, f é submédia.
Por outro lado, para cada M > 0 a funcao f,; definida por

fu(E) = /max{ln |E — E'|,—M}dN(E")

¢ continua e ¢ mono6tona decrescente. Usando o teorema da convergéncia monotona ob-
temos que

inf fu(E) = lim fu(E) = / lim max{In|E — |, —M}IN(E') = f(E).
M>0 M — o0 M —oc0

Como cada fy; é superiormente semicontinua, entao f é superiormente semicontinua,
ja que o infimo de uma familia de fungoes superiormente semicontinuas é uma funcao
superiormente semicontinua (veja demonstragao em [15]) . Portanto, f é subarmonica.

O proximo resultado estabelece uma importante relagao entre a densidade integrada
de estados e o expoente de Lyapunov.

Teorema 20 (Férmula de Thouless) Para cada E € C tem-se
(E) = / In|E — E'|AN(E). (7.13)

Demonstragao. Mostraremos primeiro o resultado para £ € C\R. Para esses pontos F
a funcdo f(E') = In|E — E'| é continua sobre supp(dN).
Devido a Definicao [21| temos que ®g (L) é da forma (para L > 1 grande)

PLw,E) Qri(w,E)
o= (105 G

em que P, e () s@o polindmios monicos de grau L. Além disso, Pr(w, E) = 0 se, e
somente se, a equagao de autovalores tem uma solugdo u satisfazendo u(0) = 0,
uw(L+1)=0e Qr(w, E) = 0 se, e somente se, existe uma solugdo u tal que u(l) =0 e
u(L +2) = 0. Assim,

L L
Pw,BE)=[(E-E") e Quw B)=][E-E") (7.14)

j=1 j=1
onde EJ(~L) sdo os autovalores de HY'™" (operador H,, restrito ao conjunto {1,---, L} com
condigoes de fronteira u(0) = u(L+1) =0) e E](-L) sdo os autovalores de H ™ (operador

H,, restrito ao conjunto {2,---, L + 1} com condigdes de fronteira u(1) = u(L + 2) = 0).
Segue de que

L
n|P(w,B)| =Y In|E—E"| = /m |E — E'|dp, (E')
j=1

L
n|Q(w, B)| =Y In|E—E"| = /m |E — E'|dps11(E"),
=1
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onde p; (A) =t {)\ € A: )\ é autovalor de HO(JI’L)} percorre {1,--- , L} e atribui peso 1

aos autovalores de HS"Y (analogamente para pa r41).
Logo, obtém-se que (veja [10])

L—o0

1
lim zln\PL(w,E)\ = /ln]E— E'|dN(E")

1
lim L 1n[Qp(w, B)| = /1n|E—E’|dN(E’).
L—o00 L

Pela defini¢ao do expoente de Lyapunov v(E) e devido ao fato que Pp(F) e QL(E) sao
as entradas da matriz ®p (L), segue o resultado para os pontos £ € C\ R.
Seja I/ € C arbitrario. Da primeira parte da demonstragao temos

7@%i/m@—EWN@%

para todo E € C \ R. Logo obtemos
1 ~ - 1 N N
— WE)dPE = — f(E) @E |

2 ~ 2 ~
e JIE-E|<r e JIE-E|<r

( d®E denota que a integral é sobre o dominio complexo) com f(E) = JIn|E—E'|dN(E")
(lembre-se que a intersec¢ao do dominio D,(E) = {E : |[E—E| < r} e R tem medida nula
em C).

Tomando-se o limite r — 0 em ambos os lados da igualdade acima e usando a
relacao do Teorema [18| obtemos que

wmszwa/mw—Ewva,

pois v e f sao fun¢oes subarmonicas pelo Teorema [I9 e Lema [9] respectivamente.

7.3 Log-Holder Continuidade da Densidade Integrada
de Estados

No Capitulo 5 estudamos algumas propriedades da medida densidade integrada de
estados N(E), dentre elas mostramos a continuidade dessa medida (Teorema [13). Nesta

segao estudaremos a log-Holder continuidade de N(E) para o modelo de Anderson H,
unidimensional. Para mais detalhes desta segao veja [9].

Definicao 25 Uma funcgao [ € dita log-Holder continua se para todo R > 0 existe um
C > 0 tal que se |z| < R, [z —y| < 3, entdo

[f(2) = f(y)] < Clnfz —y|~H)~".

Teorema 21 Considere o modelo de Anderson H,, com o potencial V,, limitado, ou seja,
Vil oo == suppez [vw(n)| < co. A densidade integrada de estados N(E) para H, € log-
Hélder continua, isto €, para Fo, F1 € R com |Ey — Ey| < % tem-se

[N(E1) = N(Ey)| < C(In|Ey — Eo| ™)~
com a constante C' = In (| Eo| + || Vio]loo + 4)-
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Demonstracao. Sem perda da generalidade, suponhamos que E; > FEj,. Devido a
positividade do expoente de Lyapunov e pela formula de Thouless (Teorema [20]), temos

0 < ~(E) = / In| By — E'[dN(E')

£y
_ / In|Ey — E'|AN(E') +  ln|By— E'JAN(E)
Ey ‘EO_E IS]-
{E'<Eo}U{E1<E'}

+ / In|Ey — E'|dN(E').
|Eo—E'|>1

Como a segunda integral é negativa e In|Ey — E'| < In|E; — Ey| para Ey < E' < E),
obtemos da desigualdade acima que

Eq

—/ In|Ey — E\|dN(E') < / In|E, — E'|dN(E").

Fo |Eo—E/|>1

Além disso, temos que supp(dN) = o(H,) C [— ||[Vullo » [[Vull +4]. Entao
Ey

B - B | dAN(E) < / In|Ey — E'|dN(E')
|Eo—E'|>1

Ey
< In([Eo| + [[Vallo +4)
o que implica

IN(E1) = N(Eo)| < In(|Eo| + [[Volloo +4)/ In [ Ey — Ex|

Portanto, N(E) é log-Hélder continua.



CAPITULO

8

Consideracoes Finais

Nesta dissertagao estudamos o modelo de Anderson discreto d-dimensional, o qual é
uma familia de operadores aleatérios que aparecem em determinados problemas da Fi-
sica Matematica, e mostramos que tais operadores tém como espectro um conjunto nao
aleatorio P-q.t.p.. Estudamos também algumas propriedades de operadores ergodicos, a
ergodicidade do modelo de Anderson e condigoes de fronteira simples, de Neumann e de
Dirichlet para operadores de Schrodinger discretos, restritos a cubos finitos. Posterior-
mente estudamos a medida densidade de estados para o modelo de Anderson, onde vimos
a continuidade da densidade integrada de estados (Teorema [L3)). Além disso, estabelece-
mos o fenomeno Lifshitz tails para o modelo de Anderson discreto, usando as condig¢oes
de fronteira de Neumann e de Dirichlet para obter limites superior e inferior, respectiva-
mente, para a densidade integrada de estados. Finalmente, estudamos alguns resultados e
propriedades importantes para o expoente de Lyapunov associado ao modelo de Anderson
unidimensional, em especial a relagao entre o expoente de Lyapunov e a densidade inte-
grada de estados dada pela formula de Thouless (Teorema . E importante comentar
que a log-Holder continuidade da densidade integrada de estados estudado neste traba-
lho para o caso unidimensional é valida também no caso multidimensional; neste caso a
abordagem ¢ usando a férmula de Thouless para faixas em Z? (veja [g]).

Outra propriedade importante que nao foi apresentada neste trabalho e que vale a pena
mencionar é o fato que para o modelo de Anderson discreto unidimensional, a densidade
integrada de estados ¢ Holder continua, isto é, satisfaz a desigualdade

IN(E1) — N(£)| < ClEL — Ey|®

para algum « > 0 (veja [2§]).

Como trabalho futuro podemos estender os resultados estudados nesta dissertacao
para uma classe de operadores de Dirac aleatorios, chamada modelo de Dirac Anderson
discreto, estudada recentemente pelo orientador e outros em [34].
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