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RESUMO 

 

Nozaki, Ricardo, sobre a dinâmica não linear e caótica em um modelo matemático de um 

microscópio de força atômica, Bauru: Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade 

Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”, 2010, 84 pp., Dissertação (Mestrado). 

 

O sistema de microscopia de força atômica se tornou um instrumento popular e útil para 

medir as forças intermoleculares com resolução atômica que pode ser aplicado em 

eletrônica, análises biológicas, engenharia de materiais, semicondutores, etc. Este trabalho 

estuda o comportamento da dinâmica não-linear da ponta da sonda causada pelo tipo da 

amostra e os modos de funcionamento de um microscópio de força atômica. Utilizando-se 

de simulações numéricas, busca-se uma solução analítica aproximada, através do método 

de perturbação de múltiplas escalas e teoria de controle linear ótimo consegue-se um bom 

entendimento do trabalho feito e explicado a seguir. 

Este trabalho está dividido em três partes, na primeira parte apresentou-se o problema, 

mostrando a necessidade de se controlar o comportamento caótico no sistema a ser 

estudado. Mostrou – se o funcionamento do microscópio atômico com todas suas variáveis 

de funcionamento. Foram geradas as equações de movimento e os resultados são obtidos 

através de integrações numéricas das equações de movimento, obteve-se oscilações 

regulares e irregulares (caóticos), os quais dependem da escolha dos parâmetros do 

sistema. Na segunda parte do trabalho, utilizou-se o método das múltiplas escalas, efetuou-

se a busca de uma solução analítica aproximada para o movimento estacionário do sistema, 

que foi obtida através da análise de técnicas de perturbações. Este método foi desenvolvido 

por [10] para controlar estes sistemas.  

 

 

 

Palavras chave: Microscopia de força atômica, Técnicas de Perturbação, força de Van der 

Waals, Controle Linear Ótimo. 
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ABSTRACT 

 

Nozaki, Ricardo, non-linear dynamics and chaos in atomic force microscope, Bauru: 

Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita 

Filho”, 2010, 84 pp., Dissertação (Mestrado). 

The atomic force microscope system has become a popular and useful instrument to 

measure the intermolecular forces with atomic-resolution that can be applied in electronics, 

biological analysis, materials, semiconductors etc. This work studies the complex 

nonlinear dynamic behavior of the probe tip between the sample and cantilever of an 

atomic force microscope using numerical simulations, method of multiple scales, and 

optimal linear control. 

This work concerns of three parts, in the first we will make the presentation of the AFM, 

showing various models of AFM. In second part, regular and irregular (chaotic) behaviors 

depend of the physical parameters and can be observed when a numerical integration is 

performed. When the dynamic system of the AFM becomes a chaotic oscillator, a 

computational and analytical study of the nonlinear dynamic behavior of the AFM 

oscillator is proposed and it is obtained by perturbations method. The third part is 

dedicated to the application and performance of the linear feedback control for the 

suppressing of the chaotic motion of a non ideal system, theses systems are numerically 

studied. We use the method developed by [10] to control both the non-ideal system. This 

method seeks to find an optimal linear feedback control where they find - if conditions for 

the application of linear control in non - linear, ensuring the stability of the problem.  

 

 

Key words: Atomic Force Microscope, Perturbations techniques, Van der Waals Force, 

Linear feedback control. 
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CAPÍTULO 1 

INTRODUÇÃO 

 

 

Este é o primeiro trabalho realizado que aborda o assunto de microscopia de força atômica na 

área de dinâmica não linear e caos no Brasil e representa o início de um estudo na área de 

NEMS (Nano-eletro-mechanical-system) dentro do grupo de pesquisas do professor Doutor 

José Manoel Balthazar.  

 

Com o passar do tempo houve a necessidade de se criar diversas técnicas para observação de 

detalhes ampliados de superfícies, como, por exemplo, as lentes, usado em um microscópio 

óptico, inventado no século XVIII, para o uso na medicina, engenharia, e pesquisas em geral. 

Neste século, foram desenvolvidos métodos de visualização baseados em feixes de íons ou de 

elétrons, mas a idéia dos microscópios de sonda é totalmente diferente. 

 

Os microscópios eletrônicos são caríssimos e, requerem muito trabalho na preparação das 

amostras e sua utilização.   

 

O STM foi inventado por Gerd Binnig e Heinrich Rohrer, da IBM de Zurich, em 1981 e foi o 

primeiro instrumento capaz de gerar imagens reais de superfícies com resolução atômica. Em 

1986 os inventores ganharam por ele, o Prêmio Nobel de Física. 

 

A partir de uma modificação do microscópio de tunelamento, combinado com um 

profilômetro Stylus (aparelho para medir rugosidade em escala microscópica) Binnig, Quate e 

Gerber, desenvolveram o AFM em 1986. 

 

É por isso que os microscópios de varredura por sonda ou SPM (“scanning probe 

microscope”), isto é, sem utilização de elétrons e, sim de uma micro-ponteira que varre a 

amostra, têm-se tornado tão populares nos últimos 20 anos.  
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Seu princípio de funcionamento é muito simples e a sua melhor propriedade, não 

compartilhada com nenhum outro aparelho de observação nessa escala, é a visão da superfície 

dos objetos em três dimensões.  

 

De um modo simplificado, um (AFM) é composto basicamente por uma ponta ou sonda, que 

varre a superfície da amostra em estudo.  

 

Mede-se a força de interação entre os átomos da ponta e os da superfície e, utilizando recursos 

computacionais, os resultados são transformados em imagens da amostra.  

 

Essas forças são de vários tipos, mas fundamentalmente resumem-se a forças atrativas de 

“Van der Waals”, de origem química, que agem a distâncias entre 100 e algumas unidades de 

nanômetros (1nanômetro) e, forças repulsivas que provêm do princípio de exclusão de “Pauli” 

e, que agem quando a ponta aproxima-se muito da superfície e, os átomos da sonda e da 

amostra estão tão próximos que começam a se repelir [1].  

O principal objetivo norteador do estudo consiste em apresentar e formalizar, dentro de uma 

abordagem matemática e física, o estudo da dinâmica dos componentes de um microscópio de 

força atômica, mostrando e buscando soluções para se obter uma melhor imagem através de 

uma sonda que faz a topografia da amostra, isto é, uma sonda que determina analiticamente as 

medidas de área e perímetro com variações no relevo, e ainda representá-as graficamente em 

imagens.   

Para se chegar a este objetivo busca-se formalizar uma quantidade de ferramentas teóricas.  

Esta formalização toma como referência as técnicas de perturbação de múltiplas escalas, 

expoentes de Lyapunov, órbitas homoclinicas, teoria de Melnikov, dinâmica não linear 

apresentadas no livro Perturbation Methods e o Nonlinear Oscilations de Ali Hasan Nayfeh. 

Basicamente ou resumidamente tem como problema o fator “melhorar a resolução da 

imagem” varrida ou examinada pela sonda do AFM. Para se melhorar a imagem é proposto 

modelar matematicamente através de equações diferenciais, que representarão através de 

retratos, a dinâmica do problema e buscar soluções para o momento em que a dinâmica do 

AFM torna se um movimento caótico. 
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Tem crescido o número de estudos abordando este assunto e os principais autores e artigos 

são os de Binning, Gerber e Quate [1], Wang et al.[3], Jalili e Laxminarayana [2], Ashab 

[53],e  Hu e Raman [55].    

Para citar alguns dos melhores trabalhos do grupo de pesquisa do professor Doutor José 

Manoel Balthazar pode-se indicar a leitura de Dinâmica Não Linear e Controle de um Sistema 

Vibratório Modelado com Memória de Forma e, Excitado por Fontes de Energia do Tipo 

Ideal e Não Ideal de autoria de Vinícius Piccirillo [18]. 

Neste capítulo, introdutório, cita – se a história e os tipos de problemas que aparecerão neste 

trabalho e sua organização para atingir os objetivos que serão propostos. 

 

1.1 PRELIMINARES 

 

Vem de longa data o interesse do homem em ampliar imagens, a fim de poder observar o 

comportamento do mundo microscópico e relacioná-lo com os acontecimentos nas dimensões 

sensíveis diretamente às percepções humanas.  

A resolução dos olhos humanos, que é a menor distância distinguível entre dois pontos, está 

entre 0,1 e 0,2 mm. A utilização de um microscópio aumenta esta resolução para distâncias 

muito menores, podendo chegar a níveis atômicos. 

Em 1931, na Alemanha, Knoll e Ruska [58] desenvolveram o primeiro microscópio 

eletrônico, com base no experimento de Bush (1926) que provou que era possível focalizar 

um feixe de elétrons utilizando uma lente eletromagnética circular.   

Em 1938 a Siemens Corporation construiu o primeiro modelo comercial do MET 

(microscópio eletrônica de transmissão), o qual exerceu, em meados do século XX, uma 

imensa influência sobre a biologia e a ciência, ao permitir estudos  das ultra-estruturas dos 

materiais. 

A primeira aplicação da microscopia eletrônica de transmissão no estudo dos materiais foi a 

constatação de defeitos cristalinos não observáveis por microscopia óptica ou por microscopia 

eletrônica de varredura, tais como discordâncias e defeitos de empilhamento. 

Os microscópios de força atômica, AFM em inglês “atomic force microscope”, vem se 

tornando um popular instrumento para se obter a topografia de uma amostra através de forças 

intermoleculares com resolução atômica e utiliza-se no estudo de materiais eletrônicos, 

análises biológicas como em tecidos humanos, materiais semicondutores etc.   
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Existem diversas técnicas para observação de detalhes ampliados de superfícies, como, por 

exemplo, com lentes, usando um microscópio ótico, inventado no século XVIII. Neste século, 

foram desenvolvidos métodos de visualização baseados em feixes de íons ou de elétrons, mas 

a idéia dos microscópios de sonda é totalmente diferente. 

Um microscópio eletrônico de varredura SEM (Scanning Electron Microscope), apenas capaz 

de trabalhar em vácuo, pode resolver escalas nanométricas (1 nm = 10-9 m) mas, em geral, 

com efeitos destrutivos para a amostra. Além disso, um SEM não é capaz de dar uma boa 

informação sobre profundidade. 

Um microscópio de varredura por sonda, ou SPM (Scanning Probe Microscope) é na 

realidade um grupo de instrumentos compostos basicamente de sonda sensora, cerâmicas 

piezelétricas para posicionar o objeto amostra e fazer varreduras, circuitos de realimentação 

para controlar a posição vertical da sonda e um computador para mover os scanners de 

varredura, armazenar dados e os converter em imagens por meio de softwares específicos para 

esse fim.  

Há diversos tipos de microscópios de sonda: o de tunelamento ou STM (Scanning Tunneling 

Microscope), o de força ou AFM (Atomic Force Microscope), o de campo próximo ou SNOM 

(Scanning Near-Field Optical Microscope) e todos os derivados. 

A AFM ou microscópio de força atômica [1], ou, SFM (Scanning Force Microscope) foi 

inventado por Gerd Binnig em 1986, pode ser operado através da medição da deflexão de um 

suporte cuja extremidade livre está montada sobre a sonda.  

 

1.2 CARACTERÍSTICAS PRINCIPAIS DO AFM 

 

O microscópio de força atômica é composto basicamente por uma pequena ponta, que pode 

ser de Silício, nitreto de silício ou diamante, que varre linearmente a superfície da amostra a 

ser analisada e que é presa a uma ponteira que se deforma conforme a força de interação 

produzida entre a ponta e a superfície.  

A ponta de prova montada na extremidade de um braço de apoio (micro-viga) possui baixa 

constante elástica, que geralmente é menor que uma dezena de N/m. [12] 

Introduzindo uma micro-esfera na ponta da micro-viga, a geometria das interações entre a 

sonda e a superfície permite “escanear” e construir a imagem através de forças de interação. 
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Essas forças de interação aparecem entre a ponta e os átomos da superfície da amostra 

analisada provocando a deflexão da micro-viga (cantilever). Esta interação resultante pode ser 

atrativa ou repulsiva.[12] 

Quando há uma mudança na topografia da superfície (aclives, declives, decorrentes de 

rugosidades) temos uma mudança na deflexão da micro-viga. As grandes distâncias entre a 

ponta e a superfície, a interação é predominantemente atrativa, devida principalmente à força 

de Van der Waals.  

Ao aproximarmos ainda mais a ponta da superfície, os orbitais eletrônicos dos átomos da 

ponta e da superfície ficam próximos e começam a se repelir.  

O AFM oferece a possibilidade de obter imagens de resolução atômica com um mínimo de 

preparação prévia das amostras. As forças de interação acontecem entre a ponta e os átomos 

da superfície da amostra analisada.  

As forças de atração são da ordem de 10-9 Newtons e provocam uma deflexão da micro-viga 

onde a ponta está montada, fazendo variar a posição de um feixe LASER sobre um quadro 

fotodiodo, gerando sinais elétricos que são processados e geram um mapeamento da 

superfície em escala nanométrica [12]. 

A seguir pode se observar  

 
Figura 1.2.2 - Constituição básica de um AFM. A ponteira (probe) feita de Silicio ou Nitreto 

de Silício está fixada em uma micro-viga que está fixada na base de coordenadas x,y,z (Chip) 

feita de um cristal piezzoelétrico (corpos maciços semelhantes às utilizadas em isoladores 

elétricos) que permite que a posição da sonda possa ser movida em relação a amostra. A 

deflexão da microviga é acompanhada por um feixe de laser HeNe (Helium-Neon) que atinge 

um fotodetector situada acima da ponteira que automaticamente calcula a quantidade de 
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deflexões da ponteira ocasionadas pelas forças que interagem entre a ponteira e superfície a 

ser analisada [12]. 

O AFM mede as forças entre a amostra e a ponteira, visando gerações de imagens da 

superfície da amostra. No AFM  um sensor detecta a deflexão da micro-viga. 

O controle de movimentos em distâncias tão pequenas é possível graças ao uso de cerâmicas 

piezo elétricas. As cerâmicas funcionam como dipolos. 

Nestes materiais ocorre uma mudança (deformação) em suas dimensões quando é aplicado 

uma tensão elétrica. São obtidos movimentos em (x,y,z) na ordem de alguns nanômetros, o 

suficiente para que a ponteira possa varrer a superfície sofrendo interações com os átomos do 

material ( atrativas /repulsivas ) [37].  

A varredura é feita em linha podendo ser realizada de três modos básicos. No modo contato, 

intermitente ou não contato dependendo da possível topografia da amostra e dos objetivos de 

analise. 

A tentativa de classificação de forças é bem extensa.  

Por exemplo, as forças intermoleculares podem ser classificadas em três categorias: forças de 

origem puramente eletrostáticas (forças coulombianas entre cargas, dipolos permanentes ou 

quadrupolos), forças de polarização (provenientes dos momentos dipolares induzidos nos 

átomos e nas moléculas por campos elétricos de cargas vizinhas e/ou dipolos permanentes) e 

forças de natureza mecânica quântica, que dão lugar às ligações covalentes – incluindo as 

interações de transferência de cargas – e às interações repulsivas de intercâmbio (devidas ao 

princípio de exclusão de Pauli) e que são as que equilibram as forças atrativas a distâncias 

muito curtas.  

Esta classificação não é rígida e, por exemplo, nela não estão incluídas as forças magnéticas 

pois, se comparadas com as anteriores – dentro de sua região de interação – são muito fracas 

[37].  

 

 

1.3 AS VANTAGENS, DESVANTAGENS E APLICAÇÕES DO AFM 

 

O AFM é utilizado na análise morfológica da superficie de vários polímeros comerciais [59]. 

Pode ser utilizado, por exemplo, no estudo microtribológico (atrito) em filmes comerciais de 

politereftalato de etileno [59]. 

 



7 
 

Uma aplicação interessante é a de medir a força de adesão em adesivos de, por exemplo, látex 

de poliestireno preparados a partir da dispersão de partículas por vários métodos em 

multicamadas. A força de interação da agulha com o adesivo é analisada medindo-se o 

amortecimento da vibração da micro-viga durante a varredura da amostra pelo método de 

contato intermitente [60]. 

Um dos pontos mais importantes da técnica de microscopia de força atômica é que ela pode 

gerar imagens em diferentes condições, como: amostra imersa em líquidos estudadas em [69], 

[67], [68], a vácuo [70], [71] em baixas temperaturas [72], [73] e principalmente nas 

condições ambientais. A vantagem inerente de se trabalhar em diferentes condições é a de 

realizar estudos das propriedades de diversos materiais nas condições ideais para os mesmos, 

por exemplo: operando em líquidos, pode-se observar a dinâmica de reações químicas e de 

processos biológicos no espaço real e no tempo com resolução molecular [74] e [75]. 

Os trabalhos envolvendo estudos de AFM de polímeros têm crescido significativamente dia a 

dia. Estes estudam a influência de diferentes processos nas características morfológicas e 

estruturais superficial de uma grande variedade de polímeros tais como poli (tereftalato de 

etileno), policarbonato, náilon, poliéster, poliuretanas, polímeros acrílicos, ABS, poliestireno, 

polipropileno, polietileno, proteínas, fibras vegetais, polímeros condutores, entre outros. [61] 

A estrutura de biopolímeros (principalmente proteínas e ácidos nuclêicos) e seus complexos 

supramoleculares (vírus, complexos proteínas/ácidos nuclêicos envolvidos em transcrição, 

tradução etc.) contém a informação que os pesquisadores de biotecnologia, eletrônica 

molecular e nanotecnologia necessitam para realizar trabalhos com alta eficiência na escala 

atômica/molecular. [61] 

Dentre os biopolímeros, as proteínas têm sido os mais estudados do ponto de vista estrutural, 

pois têm estrutura tridimensional altamente definida e singular, o que leva à necessidade da 

determinação da estrutura de cada proteína individualmente. 

As técnicas que podem associar rapidez e resolução estão associadas às técnicas 

microscópicas de alta resolução, como a microscopia eletrônica de varredura (MEV). Essa 

técnica já vem sendo usada nos estudos de algumas proteínas, principalmente as de grande 

massa molecular e estrutura quaternária. A principal dificuldade da técnica MEV está na 

necessidade de recobrimento da amostra com material condutor [76] e [77]. Com isso, o MVT 

(microscópio de varredura por tunelamento), e posteriormente o microscópio de força atômica 

(AFM), estão sendo usados no estudo de proteínas. A principal vantagem do AFM sobre o 

MVT é que pode ser usado tanto em amostras condutoras quanto isolantes, como as proteínas. 

Alguns resultados de AFM foram obtidos com Lisozima e Glutamina sintetase. A lisozima 
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está sendo estudada na Embrapa Instrumentação Agropecuária, na produção de filmes 

ultrafinos para aplicações em biosensores e filtros biologicamente ativos. [80] 

A desvantagem do uso do AFM fica por conta de que ele analisa apenas a superfície do 

material. 

 

1.4 OBJETIVOS DO TRABALHO 

 

O objetivo deste trabalho é o de pesquisar, buscar e simular a dinâmica de uma sonda (micro-

viga) do AFM através de modelos matemáticos, usando o software Matlab®. 

Um microscópio de forças atômicas pode ser representado matematicamente por uma micro-

viga, uma mola de constante elástica k, e forças que atraem a viga até a amostra. 

Deste modo, os principais objetivos desta dissertação podem ser resumidos entre os seguintes 

tópicos: 

1) Adotar um modelo matemático para um oscilador AFM.  

2) Obter da solução analítica aproximada de um oscilador AFM, para este fim, utiliza – se 

uma técnica de perturbação (método das múltiplas escalas). 

3) Método de controle ótimo linear com realimentação proposto por Rafikov e Balthazar 

(2007) [45]. 

A seguir, descreve – se como será esquematizado texto. 

 

1.5  APRESENTAÇÃO DOS CAPÍTULOS 

 

Esta dissertação de mestrado é desenvolvida em oito capítulos, que abrange os seguintes 

conteúdos: 

No capítulo 1, é apresentada uma breve visão tanto do surgimento bem como as propriedades 

e funcionamento dos microscópios.  

No capítulo 2 são apresentados os diversos trabalhos e um histórico do AFM. Podemos citar 

as forças de Van der Waals, o modo de funcionamento (contato, não contato e contato 

intermitente) como propriedades primordiais a serem explicados nesta sessão. 

No capitulo 3 é apresentada uma revisão de alguns modelos matemáticos constitutivos dos 

microscópios de força atômica, inclusive o modelo que será adotado para a formulação das 

equações matemáticas dos capítulos seguintes deste trabalho. 

No capítulo 4, são apresentadas simulações numéricas visualizando a dinâmica não linear do 

sistema, tais como retratos de fase, espectros de freqüência, expoentes de Lyapunov.  
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No capítulo 5, é apresentada a equação de movimento do sistema. Resultados numéricos são 

apresentados utilizando a integração direta usando o integrador Adams – Bashforth – 

Moulton, ODE 113 do MATLAB®, com passo de integração variável. É utilizado o método 

das múltiplas escalas visando à obtenção de uma solução analítica do oscilador, e é relevante 

aqui destacar o desempenho deste método na obtenção da solução. 

No capítulo 6 é apresentado a teoria de Melnikov para órbitas homoclínicas. Os parâmetros 

para obtenção do comportamento caótico são encontrados a partir desta técnica.  

No capítulo 7 é apresentada a técnica para encontrar um controle ótimo linear.  

No capítulo 8 apresenta – se as discussões finais, conclusões e sugestões para trabalhos 

futuros. A seguir, lista – se as principais referências bibliográficas utilizadas no decorrer desta 

pesquisa e, os apêndices que completam o trabalho. 
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CAPITULO 2 – ESTADO DE ARTE 

DESCRIÇÃO DO PROBLEMA AFM 

 

Inicialmente serão apresentados alguns conceitos importantes sobre o funcionamento do 

AFM. Estes conceitos serão abordados neste capítulo devido a sua importância para o 

entendimento do problema a ser estudado.  

 

2.1  APRESENTAÇÃO DO AFM 

 

São inúmeras as aplicações que decorrem neste tipo de pesquisa. Investigar a superfície de 

uma amostra resulta no conhecimento de propriedades chamadas tribológicas como 

rugosidade, dureza, rigidez, elasticidade, atrito, que serão utilizadas na indústria, por exemplo, 

para obter revestimentos de alto impacto, películas protetoras, etc.  

O microscópio de força atômica pode ser separado em partes como se mostra a seguir: 

 

 
 

Figura 2.1.1 – Ilustração de um micro-manipulador típico. É constituída de um estágio móvel 

(A) montado abaixo de um microscópio óptico (B). Movimento da base pode ser controlada 

através de um console de controle eletrônico (C), mostrada aqui no lado esquerdo. A micro-
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viga e a interação de partículas também pode ser acompanhada por uma câmera digital de 

vídeo (D) montado no microscópio. A micro-viga do AFM é introduzida debaixo de uma 

lâmina de microscópio montado no suporte a esquerda. O controle do balanço é feita através 

do joystick manipulador e vertical da unidade (E), isto é, mantém o nível ou inclinação do 

microscópio. No monitor, AFM uma micro-viga V-shaped (com ponteira em V) é visível. A 

foto foi tirada em laboratório da Departamento de Química e Engenharia Ambiental da 

Universidade de Nottingham.[12] 

 

Para um bom funcionamento, também devem ser levados em conta os fatores externos ao 

aparelho: os ambientais, como umidade e temperatura, e vibrações provenientes do entorno 

onde está localizado o aparelho, que podem vir a causar interferências. Informa-se que no 

(AFM) convencional, um detector capta a deflexão da “micro-viga”.   

As mudanças na saída do foto-detector, também são utilizadas para realimentação, isto é, para 

ajustar uma cerâmica piezelétrica , na direção vertical z, cujo valor é registrado em função das 

coordenadas (x,y), para depois ser traduzido em topografia z(x,y). As coordenadas (x,y), 

também são monitoradas através, de tensões aplicadas às  cerâmicas piezelétricas colocadas 

nos “drives” (x,y) do ”scanner”, assim como em z.[62]  

O controle de movimentos em distâncias tão pequenas é possível graças ao uso dessas 

cerâmicas piezelétricas. Estes materiais comportam-se de forma, tal que ocorre uma mudança 

em suas dimensões quando neles é aplicada uma tensão elétrica. (PZT é um dipolo que se 

deforma fisicamente quando há uma ddp entre seus terminais. Por outro lado, se deformada, 

apresenta uma ddp, gerada por um campo elétrico com um eixo transversal àquele onde foi 

aplicada a pressão.) 

A seqüência de figuras a seguir, ilustram o procedimento, exposto, logo acima: 
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Figura 2.1.2: Esquema da ação do “microcantilever” durante a operação  em “AFM”( extraída 

de : Sebastian et al. ; 2007) [15]. 

 

Esses desvios são causados por forças que agem entre a sonda e a amostra. As diferentes 

técnicas fornecem diversas oportunidades para mostrar imagens de diferentes tipos de 

amostras e para gerar uma ampla gama de informações.  

Os métodos de produção de imagens, também chamado de digitalização ou modos de 

operação, referem-se principalmente a distância mantida entre a sonda (que chamamos de 

ponta) e da amostra no momento da digitalização, e as formas para mover a ponta sobre a 

superfície. [62] 

Há muitas formas possíveis de fazer imagens, devido às interações diferentes, dependendo da 

distância entre a ponta e a amostra, bem como o regime de detecção utilizado.  

A escolha do modo apropriado depende da aplicação específica do que se quer fazer. Quando 

a ponta se aproxima da primeira amostra é atraído para a superfície, devido a uma ampla 

gama de forças atrativas da região, como as forças de Van der Waals.[62] 

Esta atração aumenta até que, quando a ponta é muito próxima da amostra, os átomos de 

ambas estão tão próximos que seus orbitais eletrônicos começam a repelir. Esta repulsão 

eletrostática enfraquece a força atrativa à medida que aumenta a distância.[37]  

A força é nula quando a distância entre os átomos é de cerca de alguns angstroms 

(aproximadamente a distância característica de uma ligação química). Quando as forças se 

tornam positivas, podemos dizer que os átomos da ponta e da amostra estão em contato e as 

forças repulsivas, eventualmente dominar.[37] 
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2.2 FORÇA DE VAN DER WAALS 

 

Certas forças, como as de van der Waals, são forças intermoleculares atrativas de longo 

alcance e repulsivas de curto alcance [37]. 

 

Figura 2.2.1 - Nesta figura podemos observar as forças interagindo entre a esfera e a 

superfície da amostra. 

 

Em 1873 Van der Waals postulou a existência das forças intermoleculares, que ficaram 

conhecidas pelo seu nome. Fritz London descreveu a natureza delas e as atribuiu ao 

movimento dos elétrons dentro das moléculas.  

As interações das forças de van der Waals devidas especificamente às flutuações dos elétrons 

em moléculas ficaram conhecidas com o nome de London, de flutuação de cargas, 

eletrodinâmicas, ou de dispersão, estão presentes até em moléculas polares permanentes e são, 

em geral, a maior contribuição para as forças intermoleculares.  

É por isso que elas têm um papel muito importante em fenômenos diversos tais como adesão, 

tensão superficial e muitos outros. Este tema é muito extenso e pode ser visto em [13]. 

As forças de van der Waals agindo entre dois átomos ou moléculas podem ser classificadas 

em forças de orientação, de indução e de dispersão vista na figura 2.2.2.[13] 
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As forças de orientação resultam da interação entre duas moléculas polares com momentos 

dipolares permanentes. As forças de indução se devem à interação de uma molécula polar e 

uma não polar, onde a polar induz uma polaridade nas vizinhanças da outra. [13] 

O campo elétrico da molécula polar destrói a simetria da distribuição de cargas da molécula 

não polar, resultando em uma atração semelhante à registrada entre moléculas polares. 

 

 
 

Figura 2.2.2. Forças de van der Walls. a) Forças de orientação; b) Forças de indução; c) 

Forças de dispersão. [13] 

 

As moléculas não-polares possuem dipolos flutuantes finitos e momentos multipolares 

grandes em intervalos de tempo muito curtos, os quais interagem, dando lugar a forças de 

dispersão entre eles. Para as moléculas não polares, a distribuição eletrônica é, em média, 

simétrica. Mas, a cada instante, uma parte da molécula possui mais elétrons que outra [14]. 

Assim, cada molécula (ou átomo) se comporta como polar, mas esta "polarização" varia 

constantemente em grandeza e direção. Temos, então, momentos flutuantes. As forças de 

dispersão geralmente são maiores que as de orientação e de indução, exceto no caso de 

moléculas polares muito fortes como as de água. As forças de dispersão ou, em geral, as 

forças de van der Waals são normalmente atrativas e crescem rapidamente quando as 

moléculas, átomos ou corpos se aproximam uns dos outros.[13] 

 

 

2.3 MODOS DE FAZER IMAGENS NO AFM 
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O AFM pode ser operado de diversos modos, os quais fornecem grande variedade de opções 

para a construção de imagens de diferentes tipos de amostras, gerando diferentes tipos de 

informação. 

Os modos de se fazer imagens podem ser classificados em dois tipos – operação em contato 

ou em não-contato – dependendo das forças líquidas entre a ponteira e a amostra. Quando o 

aparelho é operado na região atrativa, o método chama-se não-contato. Nesta região, a micro 

viga do AFM se enverga na direção da amostra. A operação na região repulsiva chama-se 

contato e a micro viga se dobra, afastando-se da amostra. Na figura 2.3.1 é mostrada a 

deflexão da micro-viga em ambos os modos. No modo de não-contato ele é atraído pelas 

forças de capilaridade da camada de contaminação ou pelas forças de Van der Waals, quando 

a amostra é limpa. No modo de contato, vê-se como a deflexão da micro-viga é na direção 

oposta à da amostra.[62] 

 

 
 

Figura 2.3.1 - Deflexão da micro-viga operando em não-contato e em contato. A figura da 

esquerda mostra a micro viga se aproximando da superfície da amostra e provavelmente 

quando estivesse próxima a alguns micrometros da amostra ela começaria a se afastar da 

amostra. A figura da direita mostra a micro viga tocando a amostra. Figura extraída de [62] 

 

 

2.4      MODOS DE OPERAR 

 

Modo Contato (Direct contact) 

 

Este é o modo mais utilizado para fazer imagens em AFM. A força é repulsiva e a micro viga 

(cantilever), em geral em V, é mole, para conseguir uma boa flexão sem deformar a amostra.  

A constante de elasticidade “K” da mola das micro-vigas moles mais usados varia entre 0,02 e 

0,05 N/m. Eventualmente, podem ser utilizadas micro-vigas duras. Entretanto, devem ser 

operados a altas forças. Neste caso, durante a aproximação da ponteira, a micro-viga é atraída 
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fortemente para a superfície, podendo distorcê-la ou danificá-la se a amostra for pouco 

resistente a pequenos impactos. As constantes de mola das micro-vigas duras mais utilizadas 

variam entre 20 e 80 N/m. [62] 

Este modo é muito eficiente também para a construção de imagens de amostras submersas ou 

em meio líquido. O processo é útil para preservação de amostras mais moles, pois há um certo 

amortecimento em meio líquido. 

Em resumo, se espera que as medidas com AFM no regime de contato explorem 

fundamentalmente as forças de repulsão íon-íon, que decaem rapidamente com o aumento da 

separação ponteira-superfície. 

A forte dependência com a distância das forças repulsivas íon-íon, fornece a chave para a 

grande resolução espacial atingida pela microscopia de força de contato. 

No modo contato, a haste sobre a qual está presa a ponta, varre nas direções planas x e y, e a 

altura z. A varredura é feita por uma cerâmica piezo-elétrica presa à haste ou à amostra. A 

interação ponta - amostra é monitorada por um laser, que é incidida sobre a haste e refletido 

para dois pares de foto-detectores. A deflexão da haste pode ser medida devido diferença de 

sinal dos fotodetectores. [62] 

Durante a varredura, através de uma realimentação com o computador, são realizadas 

correções na direção z para manter a deflexão da haste constante. Deste modo os valores de z 

são armazenados na memória, para cada posição xy, formando uma imagem completa da 

morfologia da superfície. [62] 

 

MODO CONTATO INTERMITENTE 

 

No modo contato intermitente a haste oscila próximo a sua freqüência de ressonância, o sinal 

obtido dos fotos-detectores mede a amplitude de oscilação, que deve ser mantida constante. 

Neste caso, a ponta toca suavemente a superfície da amostra, e elimina a força de atrito 

presente no modo contato. É frequentemente chamado de tapping. Neste caso os constantes 

toques da esfera na amostra podem danificar a estrutura física da amostra. [62] 

 

MODO NÃO-CONTATO 

 

Quando a ponteira se aproxima da amostra, é primeiramente atraída pela superfície, devido a 

uma ampla gama de forças atrativas existentes na região, como as forças de Van der Waals. 

Esta atração aumenta até que, quando a ponteira aproxima-se muito da amostra, os átomos de 
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ambas estão tão próximos que seus orbitais eletrônicos começam a se repelir. Esta repulsão 

eletrostática enfraquece a força atrativa à medida que a distância diminui. A força anula-se 

quando a distância entre os átomos é da ordem de alguns ângstroms (da ordem da distância 

característica de uma união química), isso se repete sucessivamente (atração e repulsão), 

fazendo com que não haja contato. [62] 

 

Os modos de se fazer imagens são divididas em modos não contato, contato e contato 

intermitente e por isso pode se dividir graficamente na figura 2.4.1, quando é feito um estudo 

da força de atração nem relação a distância da micro-viga até a amostra. 

 

 
 

Figura 2.4.1 Diagrama ilustrando os regimes de força do AFM e os três modos de operar. 

Modo contato de operação está no regime de força de repulsão, em que a sonda é pressionada 

contra a superfície da amostra, causando uma deflexão para cima da micro-viga. O modo não-

contato repele as forças antes do contato real com a superfície. Com o contato intermitente, a 

sonda oscila perto da superfície e vem repetidamente para dentro e fora da superfície. Figura 

retirada de [12]. 

 

2.5 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA DE MODELOS CONSTITUTIVOS USUAIS 

PARA O OSCILADOR DO AFM 

 

É sabido que a dinâmica não-linear de microscopia de força atômica (AFM) é um tema 

emergente de pesquisa em Ciências e Engenharia, desde a sua descoberta por [1] e de acordo 

com uma série de autores como [2, 4, 5, 6, 7], os modelos matemáticos que regem a dinâmica 
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da micro- vigas dos AFM, geralmente, tem uma das duas seguintes simplificações: supondo 

que a micro viga curva-se quando uma carga estática é aplicada na ponta dessa micro viga 

(ponteira)  e com a rigidez estática correspondente para obter um único grau de liberdade do 

modelo massa-mola ou então um modelo de discretização da equação clássica da viga com 

base em seu modo normal de vibrar conduzindo a graus de um ou vários graus de liberdade. 

De acordo com [2], um modelo matemático para uma interação amostra micro-viga de um 

processo AFM, pode ser apresentada, como mostrado na (Figura 2.5.1). A micro-viga é 

tomada como um sistema massa-mola único, com uma constante k da mola e de massa 

equivalente m. A micro-viga interage com a amostra, através de uma ponta, que é montada no 

fim da micro-viga. O sistema ponta da micro-viga (ponteira) até a amostra é considerada com 

uma esfera de raio R e massa me, que está suspenso por uma mola de rigidez k. (refere-se 

massa me como sendo a ponta da micro-viga). Forças de Van der Waals denotam a atração / 

repulsão em vigor (isto é, as forças de interação), entre a esfera e a superfície da amostra. Z 

representa a distância entre a estrutura de base fixa para coordenar a amostra. 

Obtêm-se a órbita periódica, usando o método de múltiplas escalas que vai controlar o 

movimento caótico através de um o controle linear ótimo, periódico, e com sucesso. 

Os resultados obtidos estão em completo acordo com os experimentos, publicados na 

literatura atual. Citam se Wang, Pai e Yau (2009) [3], Ashab, Salapaka, Dahleh e Mezic 

(1987) [53] e [54], Jalili e Laxminarayana (2004) [2], Yabuno [78],   

Destaca-se que, devido à simplicidade na configuração e implementação, o controle de 

realimentação linear de estado, é especialmente atraente [9]. Esta abordagem é analítica, 

sendo usadas as técnicas de perturbação (múltiplas escalas), teoria de Melnikov e controle 

linear ótimo. 

De acordo com [2], o modelo matemático do microscópio de força atômica que representa 

bem o problema é apresentado a seguir: 
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Figura 2.5.1. Oscilador AFM de [2] 

 

A seguir é mostrada uma foto de uma ponteira e assim pode-se ter a idéia do problema 

matemático proposta por um sistema massa mola. 

 

 

 

 

 

Figura 2.5.2. Foto de uma sonda com uma esfera fixada em sua ponta. Figura extraída do livro 

microscopy in process engineering, an introdution to afm for improved processes and 

products, 2009 USA. [12] 

 

Como se pode observar na figura 2.5.1, o AFM, ou microscópio de força atômica, ou ainda, 

SFM (Scanning Force Microscope) [12] funciona a partir de medições das deflexões de um 
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suporte (de 100 a 200 μm de comprimento) em cuja extremidade livre está montada a sonda. 

Basicamente, é possível descrever que a força de Van der Waals no sentido atrativo faz com 

que a esfera de massa me, seja puxada para baixo, e consequentemente a mola de constante 

elástica k puxa a micro-viga, ocasionando essas deflexões.  

Estas deflexões são causadas pelas forças de capilaridade e de Van der Waals que agem entre 

a sonda e a amostra. As diferentes técnicas (não contato, contato e contato intermitente) 

fornecem diversas possibilidades para fazer a topografia de diferentes tipos de amostras e para 

gerar uma ampla gama de informações.  

Os modos de fazer as imagens, também chamados modos de varredura ou de operação, 

referem-se fundamentalmente à distância mantida entre a sonda (que chamaremos ponteira) e 

a amostra, no momento da varredura, e às formas de movimentar a ponteira sobre a superfície 

a ser estudada.  

Para entender o funcionamento de um AFM devemos então ter conhecimento das forças que 

agem entre os sistemas microscópicos a distâncias muito pequenas e cuja interação é o 

princípio que o microscópio utiliza para funcionar. Na figura, estão representadas as forças 

que agem entre a ponteira e a amostra em função da distância que as separa. 

 
 

 

Figura 2.5.4. Forças entre a ponteira e a amostra em função da distância entre elas.  

 

Na área abaixo da linha de força nula, as forças são atrativas. Acima da linha do zero, as 

forças são repulsivas. Este tipo de força é proveniente do potencial de interação entre dois ou 

mais átomos (que pode ser Lennard-Jones, ou qualquer outro potencial de interação entre 

átomos, com uma dependência desse tipo em r, sendo r a posição da ponteira em relação à 

superfície). 
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MICRO-VIGA 

 

A ponteira é apoiada num suporte chamada micro viga que pode ter forma de V ou de haste, 

em geral retangular. A força que a amostra exerce sobre a ponteira é determinada pela 

deflexão do micro viga, dada pela lei de Hooke F = -kx , sendo x o deslocamento do micro 

viga e k a sua constante de mola própria, determinada pelas características de construção. [62] 

O componente mais importante do AFM é, sem dúvida, a micro viga. São necessárias grandes 

deflexões para atingir alta sensibilidade. Portanto, a mola deve ser bem mole. Por outro lado, 

é preciso uma alta freqüência de ressonância para diminuir a sensibilidade a vibrações 

mecânicas, especialmente quando se está fazendo a varredura. Como a freqüência de 

ressonância do sistema da mola é dada por f = (k/m)1/2, onde m é a massa efetiva que carrega 

a mola, é claro que um grande valor para uma mola relativamente mole (k pequeno) pode ser 

conseguido mantendo pequena a massa m e, portanto, a dimensão do sensor deve ser tão 

pequena quanto possível. Estas considerações levam diretamente à idéia de utilização de 

técnicas de micro fabricação para produção de micro vigas.[62] 

As micro-vigas em forma de V vistas na figura 2.5.5 possuem uma dureza lateral grande, se 

comparados com os de forma retangular. Isso reduz a sensibilidade a forças laterais de atrito 

que poderiam resultar em séria degradação das imagens, especialmente de superfícies 

topográficas com variações grandes em altura e inclinação. 
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Figura 2.5.5. Tipo de ponteiras. A superior a esquerda mostra a ponteira piramidal. A superior 

a direita mostra uma ponteira cônica para alta performance. A inferior esquerda mostra 

ponteiras em V para modo contato, e a sua direita mostra ponteiras com diversos tamanhos. 

Figura extraída de [12]. 
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CAPÍTULO 3 - MODELOS MATEMÁTICOS DO AFM 

 

Neste capítulo apresentam-se uma série de modelos matemáticos de osciladores do AFM que 

serão importantes na visualização e compreensão da dinâmica do movimento produzido pelo 

AFM quando se está fazendo a varredura da amostra. O estudo dos AFM ainda é recente e 

pode se dividir em alguns segmentos como controle de caos em osciladores AFM no modo 

contato, não contato e tapping, o estudo de diagrama de bifurcações, mapas de poincaré, 

atratores caóticos, estudo da teoria de Melnikov, técnicas de perturbação etc. Há extensos 

tópicos a se explorar sobre os AFMs. Alguns modelos são diferenciados pelo tipo de material 

a se fazer a varredura e outros fazem uma análise do material em meio líquido. Os modelos 

apresentados a seguir são os de Jalili, Dadfarnia, e Dawson (2009), Wang, Pai e Yau (2009) e 

Jalili e Laxminarayana (2004). 

 

3.1 MODELO DE JALILI, DADFARNIA E DAWSON 

 

O modelo apresentado por Jalili, Dadfarnia, e Dawson, (2009) em [64] relata o microscópio 

de força atômica (AFM) em modo não contato e que o AFM sem contato oferece vantagens 

únicas sobre outras técnicas contemporâneas de digitalização da sonda como o AFM contato e 

o microscópio de tunelamento. Técnicas de imagem atual AFM são muitas vezes baseadas em 

um modelo discreto, parâmetros e equações diferenciais ordinárias (ODE) que modelam o 

funcionamento das micro-vigas juntamente com um método para a estimativa de interação 

atômica (especialmente no modo sem contato). Uma vez que a magnitude da força de 

interação está dentro da faixa de nano-Newtons, a estimativa da força atômica é crucial para a 

imagem precisas. Este trabalho visa a melhorar a técnica de medição de corrente AFM através 

do desenvolvimento de uma distribuição geral, os parâmetros se aproximam de modelagem 

base que revela um maior conhecimento sobre as características fundamentais da interação 

amostra à micro-viga. Para isso, as equações governantes do movimento são obtidas através 

do Princípio de Hamilton.  
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Figura 3.1. Modelo físico a parâmetros concentrados proposto por Jalili, Dadfarnia, e 

Dawson, 2009 [2]. 

 

O modelo com duas equações que simulam a dinâmica do sistema do microscópio de força 

atômica mostrado na figura 3.1 pode ser representado da seguinte forma: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0e II

md t b d t x t k d t x t f t

m x t b x t d t k x t d t f t

+ − + − =

+ − + − + =

�� � �

��� �
                      (3.1) 

Onde 

x(t) denota a distancia da base fixa de coordenadas até a ponta da esfera. 

d(t) denota o relativo deslocamento da viga para a base fixa de coodernadas. 

M denota a massa da viga. 

Me denota a massa da esfera. 

K é a constante elástica da mola. 

b é o coeficiente de amortecimento. (obtida pela corrente de ar) 

F(t) representa a força de controle introduzida. 

( )IIf t  Denota a força de Van der Waals (forças de interação, repulsão e atração) para este 

modelo, a qual é explicitamente definido na seguinte forma.[53,54,64] 

 
6

2 8
0 0

( )
( ( ) ( )) 30( ( ) ( ))II

Dk Dkf t
z t x t z t x t

σ
= −

− −  
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1
0 )( ℜ∈tz   Representa a distância da base fixa à coordenada de amostra. A base de coordenadas 

em que desce. Existe a coordena x e y, conseqüentemente sentidos longitudinais e transversais 

da base fixa. 
)()()( 00 txtztZ −=  é a distancia a entre o extremo da esfera até a amostra 

1, ℜ∈σ   denota o diâmetro da molécula, e o parâmetro do modelo, 

1ℜ∈D  é definido da seguinte forma 6
HA RD
k

=
 onde 

1ℜ∈HA  denota a constante de Hamaker  , 
1ℜ∈R representa o raio da esfera, além disso a diferença dos deslocamentos de (z0(t) - x(t))  

deve ser positivo, para que não haja contato ( modo não contato).     

 

A seguir o modelo viga-amostra a partir do potencial Lennard–Jones, segundo Nader Jalili 

et.al, 2004. 

 

3.2 MODELO DE NADER JALILI E KARTHIK LAXMINARAYANA 

 

Os autores em [2] formalizaram um modelo matemático através do potencial de Lennard-

Jones. Neste esquema de modelagem, a micro-viga é modelado pela interação entre a ponta e 

a amostra, e é descrita por uma força em potencial (Van Der Waals ) [53,54,65]. A dinâmica 

forçada do sistema é analisada utilizando o método de Melnikov, afim de projetar um 

controlador que elimina a possibilidade de caos no sistema e, assim, substancialmente 

melhora o comportamento do sistema de imagens. A micro-viga é modelada como um único 

grau de liberdade em um sistema massa-mola. O potencial de Lennard-Jones foi usado para 

contabilizar as forças de interação entre as moléculas. 

O modelo [2] apresenta um estudo no modo não-contato e é operado com a micro-viga perto 

de sua freqüência de ressonância natural. Além disso, a aplicação de controle feedback têm 

sido desenvolvidas a fim de melhorar a operação da região do AFM. O trabalho propõe o 

seguinte modelo apresentado pela figura: 
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Figura 3.2.1 AFM modelo físico a parâmetros concentrados de [2] a partir do potencial 

Leonard-Jones. 

 

 

O modelo se baseia no potencial Lennard–Jones entre duas moléculas, que é dado por: 

 
1 2 6

1 2
1 2 6( ) 4c cw r

r r r r
σ σβ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦  

 

Onde r é a distancia entre as moléculas, σ  é o diâmetro molecular, c1 e c2 são as constantes 

de interação e –β é o mínimo do potencial.  Assumindo que a amostra e a esfera tem 

moléculas por unidade de volume de ρ2, ρ1, respectivamente, o número de moléculas é uma 

região de amostras onde tem espessuras dy e comprimentos dx seria 2πy(dy)(dx)ρ2. 

Conseqüentemente, o potencial de interação entre a simples molécula localizada na distancia 

z da amostra pode ser equacionada usando w(r). 
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Agora a interação entre a energia e a esfera e a amostra pode ser mostrada com a relação a 

seguir: 

 

Observando a figura, as moléculas na distancia x+ Dx da superfície falsa na secção circular de 

área π y2 e espessura dx. O número de moléculas nesta seção pode ser dado como ρ1π y2 dx 

= ρ1 π (2R – x) x dx. Utilizando a equação anterior, a interação da energia pode ser escrita 

como: 

 

 
 

 

 

Figura 3.2.2. Esquema da molécula e a geometria da superfície da amostra, segundo Nader 

Jalili et. AL, 2004. 

 

 

 
 

 

Figura 3.2.3. Esquema interação ponta da esfera- amostra segundo Nader Jalili,et. al, 2004 

[2]. 
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Sobre a suposição que R≥ Dx ( no qual resulta em 2Rx ≥ x2 ). A1 = π2ρ1 ρ2 c1 e      A2 = π2 

ρ1 ρ2 c2  são contantes de Hamacker para potenciais de atração e repulsão, respectivamente, e 

Dx representa a distancia entre a esfera e a superfície como mostrado na figura. 

 

A interação extremidade da esfera à amostra pode ser modelada pela interação da energia 

potencial dada por: 

 

1 2
0 7

0 0

( , )
12 6 0( ) 6( )

A R A RV z z
z z z z

= −
− −   

 

A energia do sistema balanceado por uma efetiva massa me pode ser escrita como: 
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m
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K
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=
 

 

Definindo as variáveis x1 = z e x2 = z’, então o sistema dinâmico da extremidade da esfera à 

amostra deriva em relação a energia Hamiltoniana e que pode ser reescrita como se mostra a 

seguir: 
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3.3 MODELO DE WANG, PAI e YAU 

 

De acordo com Wang, Pai e Yau (2009) em [3] a micro-viga do AFM pode exibir um 

movimento caótico em certas condições. Esta questão tem sido experimentalmente observada 

em [51, 52]. Estudos teóricos, com base nas técnicas da teoria de Melnikov, foram realizados 

em [53,54] para provar a existência de conjuntos de invarianças caóticas e para determinar a 

região no espaço de parâmetros físico onde movimento caótico está presente. Em 2006, Hu e 

Raman [55] utilizando experiências sistemáticas em uma variedade micro-vigas em uma 

ampla gama de condições operacionais e mostrou que as respostas dinâmicas de AFM micro-

vigas podem ter bifurcações periódicas às oscilações caóticas perto a transição do não-contato 

e o tapping.  

O comportamento caótico em AFM é altamente indesejável e traz efeitos negativos uma vez 

que este tipo de movimento irregular faz com que o AFM funcione medindo imprecisamente 

e tornando baixa a resolução da topografia da amostra. Para garantir o bom desempenho do 

microscópio e eliminar a possibilidade do movimento caótico das micro-vigas, é necessário 

alterar as condições de funcionamento do AFM para uma região, em que os parâmetros façam 

o movimento ser regular ou então projetar um controlador ativo que estabilize o sistema em 

uma de suas órbitas periódicas estáveis. Em 1999, Ashhab et al. [6] aplicaram um controlador 

proporcional e derivativo dos AFMs que calcula a função de Melnikov, em termos dos 

parâmetros do controlador. Usando essa relação, é possível projetar controladores que vai 

eliminar a possibilidade de caos em AFMs. Além disso, em 2008 Arjmand, et al. [8] utilizou 

um controle feedback não-linear para controlar o caos em AFMs, na qual mostrou 

que o comportamento caótico do AFMs é suprimida por um de seus estabilizadores de 

primeira ordem em órbitas periódicas estáveis através de “sliding mode control”. Salarieh e 
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Alasty [9] e Yamasue e Hikihara [10] também utilizaram um “feedback control” por atraso de 

tempo para controlar um sistema AFM (time delay feedback control). Em 2009, Salarieh e 

Alasty [9], fez um estudo sobre o controle de caos no modo “tapping” e o chamou de 

“delayed feedback method”. Sabe-se que se um sistema de AFM operando em movimento 

caótico resultará em uma vibração com grandes amplitudes a qual levará a uma maior 

probabilidade de falha por fadiga. Suprimir o movimento caótico nos AFMs é muito 

importante. Publicações referentes ao controle de caos em AFMs assumiram que os 

parâmetros do modelo precisam estar disponíveis para a linearização feedback e o sistema não 

pode estar sujeito a perturbações externas. No entanto, a condição ideal não pode ser sempre 

fornecida. Neste trabalho [3], uma estratégia de controle foi desenvolvida para a supressão de 

caos, mesmo com as incertezas do modelo e perturbações externas. A estratégia proposta 

pertence a um esquema de controle de entrada / saída que herda as vantagens da via SMC o 

processo de “design backstepping”. O modelo estendido é formulado para obter um contínuo 

controle de entrada. Os resultados da simulação verificam que o controlador proposto pode 

suprimir o caos em AFMs, apesar de o modelo haver incertezas e perturbações externas. Os 

resultados mostraram que as vibrações não síncronas (síncronas se refere à sincronia durante 

uma transmissão) do sistema de AFM pode ser suprimida através da implementação de um 

controle de malha aberta. O esquema proposto pode ser aplicado a outros tipos de sistemas de 

AFM.  

A modelagem matemática 

Micro-viga é a principal parte para o regime de detecção utilizada pelo microscópio de força 

atômica. 

É essencial que a dinâmica da micro-viga seja totalmente compreendida, antes de tentar 

desdobrar a complexa dinâmica que é introduzida devido à interação da amostra à micro-viga, 

modelada como mostrado na figura. 3.3.1. A micro-viga é modelada como um 

sistema massa-mola. A micro-viga interage com a amostra através da ponteira da sonda que 

está montada na micro-viga. Assim, o potencial para o conjunto da amostra de ponta é dada 

por Ashhab et al. [6] 
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Onde bZ é a posição de equilíbrio da ponteira, X é o deslocamento da ponteira, 

1 22c cH lπρ ρ= é a constante de Hamaker, cl é a constante de interação. O potencial é modelado 

como uma atração da ponteira de raio sR com densidade 1ρ pela amostra de densidade 2ρ  

A rede de energia do sistema dimensionado pela massa ms da micro-viga é dada por  

( , ', )bE X X Z  com: 

 
2

2 2 21 1( , ', ) '
2 2 ( ) '

s

b

E X X Z X X
Z X
ζω

ω= + −
+

 

Onde ()’= ()
'

d
dt

, /s s sk mω = é a primeira freqüência modal do sistema e / 6c s sH R Kζ = .  

 

 
Figura 3.3.1. AFM de [3]. 
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CAPÍTULO 4 

PROBLEMA PESQUISADO DE AFM 

 

4.1 MODELANDO O AFM 

 

A dinâmica não-linear das micro-vigas dos AFMs durante o processo de varredura é 

altamente não-linear e tem sido investigada por vários autores na literatura atual como  (Wang 

et al. 2009) [3], (Garcia e São Paulo, 2000) [4], (Jalili e Laxminarayana, 2004) [2], (Hu e 

Raman, 2007) [55], (Raman et al. 2008) [6], ( Ashab et al. 2008) [53], [54] , (Farrrokh et al. 

2009) [7], (Lozano e Garcia, 2008) [5]. A interação da viga até a amostra via uma sonda é 

conhecia como um sistema viga – sonda – amostra na qual é modelada matematicamente por 

uma esfera de raio sR  e massa sm  presa por uma mola de coeficiente
ss nll kkk += .  

Então, o potencial do sistema é dado por: 

 

 ( )
42

4
1

2
1

6
XkXk

XZ
RAP

ss nll
b

cc ++
+

−=                                                              (4.1.1) 

 

 Energia do sistema é dada pela letra E : 

 

 ( )XZ
DXXXE
b −

−++=
2

142
2

22
1

2

4
1

2
1

2
1 ωωω�                                                       (4.1.2) 

 

onde: 
slk  é a constante elástica linear, 

snlk  é a constante elástica não linear, 
m
k

sl=1ω  

frequencia de primeira ordem, 
m

k
snl=2ω , 

sl

cc

k
RAD

6
= , onde D  é o diâmetro molecular, cA  é 

a constrante de Hamaker e cR  é o raio da esfera da sonda, e bZ  é a distancia da sonda até 

amostra.  

 

Se XX =1  e XX �=2 .  

A dinâmica do sistema é derivada a partir da formulação Hamiltoniana e é dada por:  
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A dinâmica não linear do sistema descreve a operação do AFM como na figura 3.3.1, e é 

obtida através do modelo proposto por [3], e também pela inclusão da não linearidade cúbica 

proposto por [78] e [79]. Substituindo (4.1.1) and (4.1.2) in (4.1.3): 
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                                                                             (4.1.4) 

 

Esta formulação mostra apenas a parte repulsiva da força de Van der Waals. Em [3] mostra 

que a maioria dos modelos matemáticos de AFMs são amortecidos devido a quantidade de ar 

entre a sonda e a amostra, e de tão pequena pode ser desprezada, se tornando um sistema 

Hamiltoniano. O sistema é forçado por uma pequena força senoidal na qual é dada 

por cosmf tω , onde, w  toma o valor da frequencia natural 1ω do sistema. Yabuno em [78] faz 

o estudo de AFMs utilizando o incremento da não linearidade cúbica para o controle da 

amplitude da microviga do AFM. Os sistemas mecânicos podem ter um comportamento 

indesejável, inesperado e instável devido aos efeitos da não-linearidade dos sistemas. A força 

de Van der Waals é altamente não linear. Sua formulação matemática possui a variável de 

deslocamento no denominador da fração, e alguns autores [79], [52] sugerem a transformação 

da força em série de Taylor para uma melhor visualização dos termos cúbicos, quadráticos do 

sistema. 

Como em [79], o modelo difere dos modelos [14, 15, 16] pela inclusão do termo cúbico que é 

altamente não linear. As equações não lineares do movimento são derivadas do princípio de 

Hamilton. Parâmetros para estabilidade são totalmente viáveis e físicos sendo deduzidos a 

partir do critério de Melnikov [79], [53]. Para o critério são considerados amortecimentos de 

pequeno porte. Este modelo difere de modelos padrão [53],[2] pois há inclusão do termo 

cúbico não-linear elástico que faz o sistema incorporar a influência da dispersão da micro-

viga [79].  
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 A equação diferencial governante do sistema pode ser escrita como: 

 

 
( ) 22

1

2
13

1
2
21

2
12

21

cos Xwtf
XZ

DXXX

XX

b

φωωω −−
−

−−−=

=

�

�

                                        (4.1.5) 

 

Onde a força de amortecimento 2Xφ , é inserida devido ao amortecimento do ar entre a sonda 

e amostra. Então o sistema pode ser adimensionalizado com ( ( )'cos 2542 XabaX −=φ ) e o 

sistema segue em (4.1.7): 

 

 
( )

τsin2
1

3
12112

21

c
xz

bxaxax

xx

+
+

−−−=

=

�

�
                                                                (4.16) 

 

onde: 
sZ

Xx 1
1 = , 

ssZ
Xx
ω

2
2 = , 

s

b

Z
Zz = , ( )3

1
2

2
3 DZs =  and wt=τ .  

Considerando os parâmetros: 17602.0=b , 6364.2=c  e 5.2=z , 14668.01 =a , 1269.22 =a . 

Obtêm se o seguinte retrato de fase: 

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
-4

-3

-2
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0

1

2

3

4

x1

x 2

 

Figure 4.1.1. Phase portrait of atomic force microscope 

 

 Considerando (4.1.6) : 
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( )
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sin
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32
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3
12112

21
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+
+

−−−=

=

x

xc
xz

bxaxax

xx

�

�

�

                                                             (4.1.7) 

 

 Obtêm se os expoentes de Lyapunov: 
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Figure 3. Exponents of Lyapunov: 336.01 =λ , 336.02 −=λ  and 03 =λ  

 

O modelo estudado pode ser definido desta forma com as constantes elásticas definidas. 

. 

1 2

3
2 1 1 2 1 2

1

'

' ( ) sin
( )

X X
BX A a X a X C b

Z X

=⎧
⎪
⎨ = − + − +⎪ +⎩  
 

Onde 

)1(
,

)1(
,

)1( 53

43

53

21

53

1

aa
aaC

aa
aaB

aa
aA

−
=

−
=

−
=

 
 

         

A técnica do cálculo do expoente de lyapunov é uma ferramenta poderosa que serve para 

distinguir os atratores individuais, a partir da convergência ou divergência exponencial no 

comportamento de trajetórias vizinhas no espaço de fase. Um atrator para um sistema 
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dissipativo com um ou mais expoente de lyapunov é dito ser caótico. Os expoentes de 

lyapunov avaliam a sensibilidade ás condições iniciais, verificando a divergência exponencial 

no tempo de trajetórias vizinhas, e representa um dos critérios mais importantes utilizados 

para definir o caos em sistemas dinâmicos. 

O artigo [65] é dedicado ao efeito do ruído sobre o célebre welloscillator duplo qual é o 

modelo básico para o estudo de ativação térmica entre dois estados estáveis (problema de 

Kramers). O conceito de expoentes de Lyapunov é aplicada ao modelo. No 

quadro de uma análise de estabilidade linear, expoentes de Lyapunov medem a 

média propriedades de estabilidade de órbitas. Estes expoentes desempenham um papel 

essencial na teoria do caos determinístico. Em sistemas determinísticos os expoentes de 

Lyapunov podem ser consideradas como uma definição de caos. 
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CAPÍTULO 5 

BUSCA DA SOLUÇÃO ANALÍTICA APROXIMADA 

 

5.1 MÉTODO DAS MÚLTIPLAS ESCALAS 

 

Adota-se o método das múltiplas escalas para a busca de uma solução aproximada, para isso é 

realizado um balanço de ordem da seguinte forma: 

Na equação (5.1), fazemos x = εu, onde ε é o parâmetro responsável por este balanço, Nayfeh 

(1980). 

   

1 2

3
2 2 1 1 1 2

1

( ) sin
( )

X X
BX A a X a X C b

Z X

⎧ =
⎪
⎨ = − + − +⎪ +⎩

�

�                                                         (5.1)                               

                     
 

 5.2  FORÇA DE VAN DER WAALS 

 

A força de Van der Waals é o fator mais importante na formulação matemática do modelo de 

AFM. Autores sugerem a transformação dessa função em uma aproximada pela série de 

Taylor. A seguir deve-se fazer uma aproximação em série de Taylor buscando a visualização 

dos termos cúbico, quadrático, linear e a constante para uma melhor manipulação dos 

parâmetros assim como a aplicação da técnica do método de Melnikov e a técnica de 

perturbação (método das múltiplas escalas). 

 

Utiliza-se a expansão em série de Taylor até o quarto termo em torno do ponto x=1, temos a 

seguinte transformação da força de van der waals: 

 

( )
3
1

2
112

1

0013.00075.00192.00274.0 xxx
xz

b
−++−=

+
−     (5.2) 

 

E substituindo  (5.1) in (5.2): 
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τsin3
1

2
112

21

cHxIxJxLx
xx

+−−−−=

=

�
�

                                                                       (5.3) 

 

Onde: 0274.0=L , 12748.0=J , 0075.0−=I , 1282.2=H  and 6364.2=c . 

 

Obtém-se: 

 

 
Figura 5.2.1 Retrato de fase com a nova Van der Waals 

 

Para x= εμ: 

 
3 3 2 2'' sin 0H I J L C wtλ λ λ λε μ ε μ ε μ ε μ+ + + + − =  

 

A expansão no ponto x=0 fica: 

 

3 3 2 3 4
2 3 4 5 6

1 2 3 4 5'' ( ) ( ) ( ) sin 0
7 7 7 7 7

A B C wtεμ ε μ εμ εμ εμ εμ⎛ ⎞+ + − + − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠  

 

Com epsilon variando de 0.1 a 0.01 temos um retrato de fase quase periódico. 
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Figura 5.2.2. Retrato de fase para Para ε = 0.1 

 

 

 

Para x=1, tem-se: 

 

0sin)1)(
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6
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⎠
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⎜
⎝
⎛ −−+

−
−−+

−
+−−++ wtCBA εμεμεμμεεμ

 
 

 
Figura 5.2.3. Retrato de fase para Para ε = 0.8 

 
Figura 5.2.4. Retrato de fase para Para ε = 0.95 
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5.3 SOLUÇÃO ANALÍTICA APROXIMADA UTILIZANDO TÉCNICAS DE 

PERTURBAÇÃO 

 

Sob certas circunstâncias é possível obter soluções analíticas aproximadas das equações 

diferenciais do sistema na forma de séries de potência.  

Este pode ser o caso quando as equações diferenciais são quase lineares ou fracamente não 

lineares, e autônomas, isto é, quando os termos que tornam o sistema não linear e não 

autônomos são relativamente pequenos.  

Tais termos, conhecidos como perturbações, representam efeitos de segunda ordem 

identificados como um pequeno parâmetro multiplicando os termos não lineares e não 

autônomos.  

Para tais sistemas é possível obter uma solução em termos de séries de potência para os 

pequenos parâmetros, em particular se o sistema é harmônico, Meirovitch (1970), Nayfeh e 

Mook (1979).  

A técnica para tratar este tipo de sistema fracamente não linear é o método de perturbação. 

Embora Poisson tenha usado a técnica de perturbação para investigar problemas de mecânica 

celeste, a teoria de perturbação moderna é atribuída a Poincaré.  

No inicio a tentativa de utilizar a técnica de perturbação pelos astrônomos foi frustrada devido 

ao surgimento de termos que aumentavam com o tempo.  

Tais termos destroem a convergência da solução e são referidos como termos seculares. Uma 

grande quantidade de métodos de perturbação tem sido desenvolvida para tentar solucionar o 

problema do aparecimento dos termos seculares, inclusive um método atribuído a Poincaré.  

Outros métodos que dedicam – se a este tema, podem ser encontrados em Nayfeh e Mook 

(1979) e Nayfeh (1980). 

Assim, neste capítulo o objetivo é à busca de uma solução analítica aproximada para as 

equações de movimento de um oscilador AFM, a técnica de perturbação adotada para a 

obtenção da solução analítica é o método das múltiplas escalas (MME).  

A escolha do método depende do problema a ser analisado, o método das múltiplas escalas 

(MME) é amplamente usado no caso ideal, Nayfeh e Mook (1979) e o método da média no 

caso não ideal, Kononenko (1969), mas exceções são sempre possíveis, como mostrado em 

Bolla et. al. (2007) e Fenili e Balthazar (2007). 
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Este capítulo apresenta resultados obtidos através de simulações numéricas da solução 

analítica aproximada obtida através do MME, com esses resultados, é possível ter um melhor 

entendimento da dinâmica não linear do sistema.  

Observe que a equação é uma função εf(μ, μ’). Onde ε é um pequeno parâmetro e os pontos 

denotam a derivada com relação ao tempo adimensional t, e u é a variável dependente 

adimensional. A função f é contínua. 

No método das múltiplas escalas, a idéia principal é aplicar uma transformação na equação 

diferencial em estudo, sendo ela linear ou não, gerando uma série de equações diferenciais 

lineares acopladas. Para tornar mais explícito esta definição o método define n variáveis Tn de 

tempo, dadas por Tn= εnt, logo substituindo 

 
2

0 1 2, ,T t T t T tε ε= = =  

 

Onde estas variáveis são interpretadas como diferentes escalas de tempo (múltiplas escalas) e 

tomadas como independentes, desde que o parâmetro ε assuma um valor pequeno, ε =0.01. 

Para estas diferentes escalas de tempo, observamos que as derivadas na variável t também 

devem ser reescritas em termos das derivadas de nT  na forma 

 

2 2
0 1 2

0 1 2

... ...d D D D
dt T T T

ε ε ε ε∂ ∂ ∂
= + + + = + +

∂ ∂ ∂
 

2
2
0 0 12 2 ...d D D D

dt
ε= + +  

n

n
n

dD
dT

=  

 
2 3 2 2 2'' s inH I J L C w tλ λ λ λμ ε μ ε μ μ ε ε+ + + + =  

 

substituindo 

 
2 2 2 2 2 2 2

0 1 2( ) sinD D D H I J L C w tε ε μ ε μ εμ μ ε ε+ + + + + + =  
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Resolvendo o quadrado da soma de três termos 

 
2 2 3 2 2 4 2 2 2 3 2 2 2
0 1 0 0 2 1 2 1 2( 2 2 2 ) sinD DD D D DD D D H I J L C wtε ε ε ε ε μ ε μ εμ μ ε ε+ + + + + + + + + =  

 

Onde: 0274.0=L , 12748.0=J , 0075.0−=I , 1282.2=H  and 6364.2=c . 

 

Reagrupando os termos da equação e separando as equações por ordens, temos três equações 

separadas por ordem zero, um e dois. 

Sendo  

 

 

 

 

 

 

Uma possível solução para a primeira equação é: 

 

0 0
0 1 1( ) ( )i jT i jTA T e A T eμ −= +  

 

Substituindo na segunda equação obtêm-se: 

 

0 0 0 02 2
0 1 1 1 0 1 1 1 12 (( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )i jT i jT i jT i jTD J D D T e A T e I A T e A T eμ μ − −+ = − + − +  

0 0 0 0 0 02 2 2
0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 12 ( ( ) ( ) ) (( ( ) ) 2 ( ) ( ) ( ( ) ) )i jT i jT i jT i jT i jT i jTD J DD AT e AT e I AT e AT e AT e AT eμ μ − − −+ =− + − + +  

0 0 0 0 0 02 2 2
0 1 1 1 1 1 1 12 ( ' ' ) (( ( ) ) 2 ( ) ( ) ( ( ) ) )i jT i jT i jT i jT i jT i jTD J D A e Ae I AT e AT e AT e AT eμ μ − − −+ =− + − + +  

 

Eliminando os termos seculares temos: 

 

0 0 0
22 22

0 1 1 1 12 ' ( 2 ( ) )i jT i jT i jTD J D A e I Ae AA T A eμ μ −+ = − − + +  
 

Sendo DA = 0  tem se que A é constante 

 

2
0 1 2 3 1 0 1 2

2
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0 0 0
22 22

0 1 1 1 12 ' ( 2 ( ) )i jT i jT i jTD J D A e I Ae AA T A eμ μ −+ = − − + +  

0 0
22 22

0 1 1 1( 2 ( ) )i jT i jTD J I Ae A A T A eμ μ −+ = − + +  

0 0
22 22

0 1 1 ( 2 )i jT i jTD J I Ae A A A eμ μ −+ = − + +  

0 0
22 22

1 1
1 12 ( )
3 3

i jT i jTA e IA A T A eμ −= − − −
 

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

2
0 2 2 0 2 1 1

22 2
1 1 1 0 1

2 2 3
1 1 1

22
1 1

2 ( ( ) ( ) ) ...
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i jT i jT

i jT i jT i jT

i jT i jT i jT

i jT i jT i jT

D J D D A T e A T e

D A T e A T e D D A e

IAA T A e H A T e A T e

I A T e A T e A e IAA
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−

− −

−

+ = − + −

− + − − −

− − − + −

− + − − 0
2 2

1
1( ) ) sin
3

i jTT A e L C Wt−− − +
 

 

Fazendo  

 

1 0 1 1 0D Dμ μ= =  
 

Tem se: 

 

0 0 0 0 0

0 0 0

2 3
0 2 2

22 22

2( ' ' ) ( ) 2 ( ...
1 1... )( 2 ) sin
3 3

i jT i jT i jT i jT i jT

i jT i jT i jT
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0 0 0 03 32 3 3 2 2
0 2 2

22 ' 4 sin
3

i jT i jT i jT i jTD J iA e HA e IAe I A Ae L C Wt CCμ μ+ =− − + + − + +
 

0 032 2 2 3 3
0 2 2

2( 2 ' 4 ) ( ) sin
3

i jT i jTD J iA I A A e HA IA e L C Wt CCμ μ+ = − + + − + − + +
 

 

Eliminando os temos divergentes tem-se: 

 
2 22 ' 4 0iA I A A− + =  

 

A possível solução para esta equação é: 
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1
2

i jA ae β=
 

 

Substituindo tem se: 

 

22 21 1' ' 4 ( ) 0
4 2

i j i j i j i jia e a e I a e aeβ β β ββ −− + + =
 

2 31' ' 4 0
8

i j i j i jia e a e I a eβ β ββ− + + =
 

2 31' ' 4 0
8

i a a I aβ− + + =
 

 

Como  

 

 

2 3

' 0
1' 4
8

a

a I aβ

=

= −
 

 

Integrando tem-se: 

 

2 2
2 0

1( 4 )
8

I a Tβ β= − +
 

 

Substituindo A na equação 1μ : 

 

0 02 22 2
1

1 1 1 1 1 1( ) 2 ( )( ) ( )
3 2 2 2 3 2

i j i jT i j i j i j i jTae e I ae ae ae eβ β β βμ − − −= − − −
 

 

0 02 2 22 2
1

1 1 1 1 12 ( )( ) ( )
6 2 2 3 2

i j i jT i j i j i j i jTa e e I ae ae ae eβ β β βμ − − −= − − −
 

0 02 2 2 22 2 2
1

1 1 1
6 2 1 2

i j i jT i j i jTa e I a a eβ βμ + − −= − − −
 

0 02 ( 2 () )2 2 2
1

1 1 1
6 2 1 2

i j i jT Ta e I a a eβ βμ −+ += − − −
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2 2 2
1 0 0

1 1 1cos(2 2 ) cos( 2 2 )
6 2 12

a j jT Ia a j jTμ β β= − + − − − −
 

2 2 2
1 0 0

1 1 1cos(2 2 ) cos(2 2 )
6 2 12

a j jT Ia a j jTμ β β= − + − − +
 

2 2
1 0

1 1 1( ) c o s ( 2 2 )
6 1 2 2

a j j T I aμ β= − − + −
 

2 2
1 0

3 1cos(2 2 )
12 2

a j jT Iaμ β= − + −
 

 

Chega em: 

 

2
1 0

3 1( cos(2 2 ) )
12 2

j jT I aμ β= − + −
 

 

Sendo 0 1 em função de  e μ μ μ  

 
2

0 1 2 3 1 0 1 2( , , ) ( , , ) ( )T T T T T T Oμ μ εμ ε= + +  
 

Substitui-se pelas equações obtidas:  

 

2
1 0

3 1( cos(2 2 ) )
12 2

j jT I aμ β= − + −
 

 

E  

 

0 c o s ( )a tμ β= +  
 

Chega-se à: 

 

2 2
0

3 1cos( ) ( cos(2 2 ) ) ( )
12 2

a t j jT I a Oμ β ε β ε= + + − + − +
 

 

2 23 1cos( ) ( cos(2 2 ) ) ( )
12 2

a wt jwt j I a Oμ β ε β ε= + + − + − +
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E substituindo β  achamos: 

2 2 211 ( 4 ) ...
8

w I a ε= + − +
 

 

Obtem-se a órbita 

 

 
Figura 5.3.1. Orbita obtida através das múltiplas Escalas 

 
Figura 5.3.2.  Retrato de fase do AFM 

 

O processo de busca de uma solução analítica é bem sucedido encontrando uma órbita na 

qual será necessária para o controle ótimo linear realizado no capítulo 7. Foi mostrado que 

o método das escalas múltiplas transforma as equações diferenciais do problema a ser 

abordado, sendo ela linear ou não, em uma série de equações diferenciais lineares solúveis 

de forma interativa, isto é, um sistema de equações onde uma possível solução é 

determinada e como foi visto, a identificação das ordens de perturbações do problema 

fornecem os elementos necessários para a correta determinação das equações diferenciais. 

Para a equação do oscilador AFM foi apresentado um valor muito pequeno para a 

perturbação (ε< 1), cujos efeitos estão inteiramente determinados por suas amplitudes 

A(T1). 
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CAPÍTULO 6 

PARÂMETROS OBTIDOS ATRAVÉS DA TEORIA DE MELNIKOV. 

 

6.1 TEORIA DE MELNIKOV  

 

O método de Melnikov é uma das poucas técnicas analíticas disponíveis para a detecção de 

caos homoclínico. Em [56] relata-se as propriedades do emaranhado homoclínico e afirma-se 

que os emaranhados homoclínicos estão associados com um mapa de ferradura de Smale, qual 

a presença de um número infinito de diferentes movimentos periódicos e não periódico pode 

ser estabelecida. Nayfeh e Mook (1979) [57] relatam que em muitas aplicações, a existência 

de um emaranhado homoclínico pode ser verificado por uma perturbação regular simples 

método nomeado por Melnikov. Também pode ser usado para provar a existência de outros 

tipos de órbitas homoclínicas e heteroclínicas no contexto dos sistemas de quase-integrável, 

isto é, sistemas que são pequenas perturbações de sistemas Hamiltonianas completamente 

integráveis. 

 

Seja o modelo 

 

( )
τsin2

1

3
12112

21

c
xz

bxaxax

xx

+
+

−−−=

=

�

�
                                                                                     (6.1) 

 

Onde: 1xx =  and 2xx =�  

 

( ) ( )τε sin2
3

21 cF
xz

bxaxax =
+

+++��                                                                                    (6.2) 

 

Quando Epsilon é zero, a equação se torna: 

 

( )
02

3
21 =

+
+++

xz
bxaxax��                                                                                                   (6.3) 
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Onde: 

 

( ) 1
2

1

3
12112

2
21

x
H

xz
bxaxax

x
Hxx

∂
∂

−=
+

−−−=

∂
∂

==

�

�
                                                                                     (6.3) 

 

Então o sistema é hamiltoniano com: 

 

( )1

4
12

2
11

2
2

422 xz
bxaxaxH
+

−++=       (6.4) 

 

O nível 0=H  consiste em duas órbitas homoclínicas, e um ponto de sela em 021 == xx : 

 

( ) 0
422 1

4
12

2
11

2
2 =

+
−++

xz
bxaxax       (6.5) 

 

Isolando 2x : 

 

( )
4

2 2 1
2 1 1

1

2
2

a x bx a x
z x

= ± − − +
+

                                                                                            (6.6) 

 

Para 02 =x  tem-se: 

 

( ) 02
2 1

4
122

11 =
+

+−−
xz

bxaxa        (6.7) 

 

Na qual obtem as raízes e observa-se onde 1x  intersecta: 
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1

1

1

1

1
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0 .0 3 3 6 2 3 3 9 0 2 5 + 0 .6 5 5 3 5 5 0 6 3 5 .I
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-2 .4 9 1 5 9 7 1 1 8
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x
x
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=
=
=
=  

 

Em termos de  e x x�  é reescrito como: 

 

( )1

4
122

11
2

2 xz
bxaxax

+
+−−±=�       (6.8) 

 

Usando a separação de variáveis e considerando a parte de sinal negativa, tem-se: 

 

( )
∫

+
+−−

=+−

1

4
122

11
2

2 xz
bxaxa

dxct        

 

A órbita homoclinica do lado direito do plano é dado por: )(sec5189245518.01 uhx =  and 

2 0.5945742144sec ( ) tanh( )x h t t= − .  

 

A órbita homoclínica do lado esquerdo do plano é dado por: 1 0.5189245518sec ( )x h u= −  and 

2 0.5945742144sec ( ) tanh( )x h t t= .  

 

 

Usando  1x  e 2x , reescreve-se: 

 

1 2

3
2 1 1 2 1 22

1

'

' ( ) ( . sin )
( )

x x
Bx A a x a x F C wt x

Z x
ε μ

=

= + + − +
+

 

 

Então; 
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3
2 1 1 2 1 2

1

, ( )
( )

T
Bf x A a x a x

Z x
⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥+⎣ ⎦  
 

[ ]20, . sin( ) Tg F C wt xε μ= +  
 

Usando  1x  e 2x : 

 
3

1

2 2

[ 0.5945742144sec ( ) tanh( ), (( 0.5189245518sec ( ))

0.5189245518sec ( )) ]
( 0.5189245518sec ( ))

[0, ( . .sin ( 0.5945742144sec ( ) tanh( ))]

T

T

f h t t A a h u
Ba h u

Z h u
g C F wt h t tμ

= − +

+
+

= + −

 

2

( ) 0.5945742144sec ( ) tanh( ). . .sin[ ( )] ...

... ( 0.5945742144sec ( ) tanh( ))

M h t t C F t

h t t dt

θ θ

μ

∞

−∞
= − Ω + +

+ −

∫    (6.9) 

2 2

( ) 0.5945742144.( . .sec ( ) tanh( ) ( ( )) ...

... 0.3535184964 sec ( ) tanh ( ) )

M C F h t t sin t dt

h t t dt

θ θ

μ

∞

−∞

∞

−∞

= − Ω + −

−

∫
∫

 

Tomando sin[ ( )] sin( ) cos( ) cos( )sin( )t t tθ θ θΩ + = Ω Ω + Ω Ω  

( ) 0.5945742144. . .sec ( ) tanh( )[( ( )cos( ) cos( )sin( )] ...M C F h t t sin t t dtθ θ θ
∞

−∞
= − Ω Ω + Ω Ω −∫  

2 2... 0.3535184964 sec ( ) tanh ( )h t t dtμ
∞

−∞
− ∫  

( ) 0.5945742144.cos( ) . sec ( ) tanh( )( ( ) ...M C F h t t sin t dtθ θ
∞

−∞
= − Ω Ω −∫  

... 0.5945742144.sin( ) . sec ( ) tanh( )cos( )) ...C F h t t t dtθ
∞

−∞
− Ω Ω −∫  

2 2... 0.3535184964 sec ( ) tanh ( )h t t dtμ
∞

−∞
− ∫  

Se 0 sec ( ) tanh( )( ( )h t t sin t dt
∞

−∞
= Ω∫  

e 1sec sec ( ) tanh( )cos( ))
2

h h t t t dtπ π
∞

−∞

⎛ ⎞Ω Ω = Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫  

e 2 22 sec ( ) tanh ( )
3

h t t dt
∞

−∞
= ∫  
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1 0.3535184964 .2( ) 0.5945742144.cos( ) . sec
2 3

M C F h μθ θ π π⎛ ⎞= − Ω Ω Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                  (6.10) 

1 0.3535184964 .20.5945742144.sin( ) . sec
2 3

C F h μθ π π⎛ ⎞Ω Ω Ω < −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

0.1503500264
sin( )sec (0.5 )

F
hμ θ π π

< −
Ω Ω

 

10.1503500264cosh
2F
π

μ π

Ω⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠< −  

0.075175cosh
2

F π
μ

Ω⎛ ⎞< − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                       (6.11) 

 

Soluções para F 

 

 

10.075175cosh 0
2

10.075175cosh 0
2

F

F

π μ
μ

π
μ

μ

Ω⎛ ⎞< − ⇔ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

Ω⎛ ⎞> − ⇔ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

O retrato de fase que se pode obter são: 

 

  

Figure 6.1. Retrato de fase para 0.1056,  1,  1,  500F tμ ε= − = = =  
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Figura 6.2. Expoentes de Lyapunov. 

 

Figura 6.3. Retrato de fase para 0.01,  =-0.001056Fε εμ=  

 

 

Figura 6.4. Retrato de fase para 0.2 and 0.001056Fε εμ= = −  
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CAPÍTULO 7 

 

CONTROLE LINEAR ÓTIMO 

 

7.1 INTRODUÇÃO 

 

Há quase três décadas, o comportamento atípico da dinâmica não linear e caos têm atraído a 

atenção de diferentes campos científicos. O comportamento caótico de sistema tem sido 

observado em inúmeras situações diferentes como em modelos físicos, químicos, biológicos 

etc.  

Aplicações em engenharia estão sendo desenvolvidas em áreas como engenharia mecânica e 

química. Assim não é surpreendente que o assunto em questão, o controle de sistemas 

caóticos, tem sido investigado com detalhes tendo sido publicados inúmeros artigos durante a 

ultima década. 

Surpreendentemente, o desenvolvimento deste campo foi desencadeado pela publicação de 

um artigo dos autores E. Ott, C. Grebogi e J. Yorke, (1990), onde o termo controle de caos foi 

criado e é hoje amplamente usado. Talvez, a façanha deste artigo foi à demonstração do fato 

de que uma significante mudança no comportamento do sistema caótico pode ser feita por 

pequenos ajustes dos parâmetros.  

Esta observação abriu possibilidades para mudar o comportamento do sistema sem interferir 

em suas propriedades inerentes, Fradkov e Evans (2005). 

Desde então, varias estratégias de controle vem sendo desenvolvidas e utilizadas na literatura 

na busca de soluções de problemas em ciências de engenharia e sistemas complexos. 

No caso de problemas não ideais poucos esforços foram feito nesta direção. 

Entre os trabalhos de controle para problemas não ideais, mencionam- se os publicados por 

Yamakawa e Murakami (1989) que utilizou a técnica dos gradientes conjugados em um 

problema de rotores; Diemetenberg et. al. (1997) que utilizou métodos heurísticos no controle 

da amplitude de vibração quando a passagem pela ressonância em um problema de um grau 

de liberdade, Balthazar et. al. (2001) utilizou a técnica de Tikhonov na obtenção de tempo 

mínimo de passagem pela ressonância de um problema vibratório não ideal de dois graus de 

liberdade;  
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Pontes Jr.(2003) desenvolveu um procedimento de controle de sistemas com atrito adere - 

desliza utilizando um controle chaveado inspirado na técnica de controle de estrutura variável, 

Palácios (2002) apresentou resultados numéricos da técnica de controle por saturação aplicado 

em um problema do pórtico plano excitado por um motor não ideal e Peruzzi et. al. (2007) 

utilizou a teoria de Floquet na solução de um problema não ideal baseado em técnicas de 

controle desenvolvidos por Sinha et. al. (2000). 

Neste capítulo o objetivo é utilizar o controle desenvolvido por Rafikov e Balthazar (2004, 

2005, 2007) para controlar tanto o sistema ideal quanto o não ideal. Este método visa 

encontrar um controle ótimo linear realimentado onde encontram – se condições para a 

aplicação do controle linear em sistemas não – lineares, garantindo a estabilidade do 

problema. 

Recentemente, foi utilizado em problemas biológicos com sucesso, Chavarette et. al. (2007) e 

Rafikov et. al. (2007a) 

Nota - se que na teoria do controle existem dois tipos de problemas, sendo o primeiro deles à 

função do controle u(t), que deve ser encontrada como uma função do tempo, ou seja, nesse 

caso a função de controle ótimo determina uma trajetória ótima que corresponde a uma 

condição inicial dada do sistema.  

No segundo caso, a função de controle ( , )u t x , que depende do tempo e de variáveis de 

estado; este tipo de controle é chamado controle com realimentação podendo ser aplicado para 

qualquer condição inicial. 

 

Se as variáveis do sistema são desvios do regime desejado, o controle ótimo estabiliza em 

torno da trajetória desejada, minimizando o funcional que caracteriza os desvios quadrados da 

trajetória e do controle do regime desejado Rafikov e Balthazar (2005, 2007). 

 

A seguir, apresenta - se esta formulação do controle ótimo com realimentação, para a 

aplicação no problema de interesse. 

 

7.2  FORMULAÇÃO LINEAR PARA SISTEMAS NÃO LINEARES 

 

Considera – se um sistema não linear controlável 
( ) ( )x A t x g x Z= + +�       (7.2.1) 
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Onde nx R∈  é um vetor de estado, ( ) nxnA t R∈  é uma matriz constante, nZ R∈  é o vetor 

controle e ( )g x  é um vetor formado de funções contínuas não lineares. 

 

Aqui a escolha de ( ) nxnA t R∈  não é única, e esta influência o desempenho do resultado do 

controle. Quando o termo de controle Z é anulado, o sistema 6.1 tem um atrator caótico para 

um dado conjunto de parâmetros. 

Em diversos problemas da engenharia, física, economia, ecologia, etc., o objetivo é encontrar 

a lei Z de controle que leva o sistema do regime perturbado a um ponto fixo de equilíbrio ou a 

uma órbita periódica ou não periódica (caótica) desejada. Considerando o vetor função x�  que 

caracteriza a órbita desejada. O vetor controle consiste de duas partes 

 

fZ z z= +�        

Onde a parte z�  do vetor de controle que mantém o sistema controlado na trajetória desejada, 

pode ser escrito como 

 

( )z x Ax g x= − −�� � ��  

E o vetor de controle fz  que estabiliza o sistema em torno da trajetória desejada tem a 

seguinte forma, 

fz Bz=  

Onde n nB R ×∈ é uma matriz constante 

 

Definindo 

 

y x x= − �  
 

Como o desvio da trajetória do sistema (5.3.1) da trajetória desejada, e admitindo (7.2.2)-

(7.2.4), 

Chega-se à equação em desvios: 

 

( ) ( )y Ay g x g x Bz= + − +� �  
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Assumindo que 

 

( ) ( ) ( , )( )g x g x G x x x x− = −� � �  

Onde ( , )G x x�  é uma matriz limitada, cujos elementos dependem de y  e x� . Admitindo 7.7, o 

sistema 6.6 tem a seguinte forma 

 

( ) ( , )y A t y G y x y Bz= + +� �                       (7.2.8) 

 

Rafikov e Balthazar (2004, 2005) formularam o seguinte teorema: 

 

Teorema: Se existem as matrizes Q(t)e R(t), definidas positivas, sendo Q(t) simétrica, tais que 

a matriz 

 

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )TQ t Q t G y x P t P t G y x= − −� � �                                                      (7.2.9) 

 

Seja definida positiva para G limitada, então o controle com realimentação 

 
1 ( )Tz R B P t y−= −                                                                               (7.2.10) 

 

é ótimo para transferir o sistema não linear (6.8) de qualquer estado inicial ao estado final 

 

( ) 0fy t =                                                                                                                           (7.2.11) 

Minimizando o funcional 

0

( )T TJ y Qy z Rz dt
∞

= +∫ ��
                    (7.2.12) 

 

onde a matriz simétrica P(t) é calculada através da equação algébrica não linear de Riccatti. 

 
1 0T TP PA A P PBR B P Q−+ + − + =�

                                                    (7.2.13) 

 

Satisfazendo a seguinte condição final 
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( ) 0fP t =                       (7.2.14) 

 

Prova: Seja o controle linear com realimentação 7.10 com a matriz P determinada pela 

equação 7.13 que transfere o sistema não linear 7.8 de qualquer estado inicial ao estado final 

7.11 minimizando o funcional 7.12 onde a matriz Q�  necessita ser determinada. 

Conforme programação dinâmica (Bellman, 1957) se o mínimo do funcional (7.12) existe e V 

é uma função suave de condições iniciais, então ela satisfaz a equação de Hamilton – Jacobi – 

Bellman: 

 

0T T

z

dVmin y Qy z Rz
dt

⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
                                                 (7.2.15) 

 

Considera – se a função de Lyapunov 

( )TV y P t y=                                                                                            (7.2.16) 

 

Onde P(t) é matriz positiva definida, simétrica e satisfaz a equação de Ricatti (7.2.13). 

A derivada da função V, calculada na trajetória ótima com o controle (7.2.9) é 

 

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

T T T

T T T T T T T T

V y P t y y P t y y P t y

y A t y G y x y P t BR B t P t y y P t y y P t At y G y x y BR B P t y− −

= + + =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� �� � �
�� � �

          
                                                                                                                                       (7.2.17) 

 

 

Então substituindo V�  na equação de Hamilton – Jacobi – Bellman 7.15 obtém – se 

 
1 ( , ) ( , ) 0T T T Ty P A P PA PBR B P G y x P PG y x Q y−⎡ ⎤+ + − + + + =⎣ ⎦

�� � �
             (7.2.18) 

 

deste modo tem – se que 

 

( , ) ( , )TQ Q C y x P PG y x= − −� � �                 (7.2.19) 
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Note que para as matrizes definidas positivas Q� e R, o sistema controlado 6.8 é 

assintoticamente estável, pois existe uma função de Lyapunov 6.16 cuja derivada é dado por 
T TV y Qy z Rz= − −��

, calculada nas trajetórias ótimas do sistema 6.8 e é definida negativa. 

 

Observando que conforme a teoria de controle ótimo de sistemas lineares com funcional 

quadrático, a equação não-linear algébrica de Riccati (6.10) possui única solução positiva 

simétrica p(t) para quaisquer r(t) e q(t) dadas, conclui-se então a demonstração do teorema. 

Se o intervalo de tempo é infinito e A , B , Q e R são matrizes com elementos constantes, a 

matriz positiva definida P é a solução da equação algébrica não linear de Riccatti. 

 
1 0T TPA A P PBR B P Q−+ − + =                                     (7.2.20) 

 

Recordando que para um intervalo de tempo infinito, o sistema 6.6 tem sido 

completamente controlável, isto é, a matriz de controlabilidade 

 
1... nK B AB A B−⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                  (7.2.21) 

 

Deve ser não singular ou contém n vetores coluna linearmente independentes. 

A seguir, discute – se a aplicação do controle ótimo no sistema com excitação ideal com o 

objetivo de demonstrar a eficiência desta técnica de controle. 

 

 

 

 

 

7.3 APLICAÇÃO DO CONTROLE LINEAR ÓTIMO PARA A EXCITAÇÃO 

COMO SENDO DO TIPO IDEAL 

 

Aplicando agora o método proposto na seção anterior na equação do movimento do 

microscópio de força atômica com excitação do tipo ideal. Lembrando que esta técnica de 
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controle esta atuando sob a força externa do sistema. A equação que descreve o movimento de 

forma com a lei de controle U(t) é descrito pela seguinte equação diferencial não linear: 

 

 

 

( )
( )

bC
xz

bxaxaAx

xx

sin2
1

3
12112

21

+
+

−+−=

=

�

�

                     (7.3.1) 

( )
bC

xz
bxAaxAax

xx

sin2
1

3
12112

21

+
+

−−−=

=

�

�

                     (7.3.2) 

 

Com controle: 

 

 

( )
UbC

xz
bxAaxAax

xx

++
+

−−−=

=

sin2
1

3
12112

21

�

�

                    (7.3.3) 

Onde: 

 

uuU += ~  
 

Sendo u� o controle feedforward, e dado por: 

 

( )
bC

xz
bxAaxAaxu sin~

~~~~
2

1

3
12112 −

+
+++= �

                                                       (7.3.4) 

 

e μ o controle feedback. 

 

Substituindo (7.3.4) em (7.3.3) e definindo os desvios da trajetória desejada como: 

 

)~( xxy −=                        (7.3.5) 
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Onde x~  é a órbita desejada, obtêm-se o sistema (7.3.3) em função dos desvios (7.3.5). 

 

 

( )
( ) ( )

u
xz

b
xyz

bxAaxyAayAay

yy

+
+

+
++

−++−−=

=

2
1

2
11

3
12

3
112112

21

~~
~~�

�

                               (7.3.6) 

 

Considerando o sistema (7.3.6) na seguinte forma: 

 

 

BuxgxgAyy +−+= )~()(�                       (7.3.7) 

 

 

Onde: 

 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0
10

1Aa
A

; 

 

( )
( ) ( ) ⎥

⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

++
−++−==−

2
1

2
11

3
12

3
112 ~~

~~
0

)~,()~()(
xz

b
xyz

bxAaxyAaxxGxgxg

 
 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

B
; 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

y
y

y
 

 

 

Conforme [1], se existirem matrizes Q e R, definidas positivas com matriz Q simétrica, tal 

que a matriz: 

 

 

)~,()~,(~ xxPGPxxGQQ T −−=                                         (7.3.8) 
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seja definida positiva com matriz G limitada, então o controle u é ótimo e transfere o sistemas 

não-linear (1) de qualquer estado inicial ao estado final: 

 

0)( =∞y                                                                                            (7.3.9) 

 

Minimizando o funcional: 

 

dtuRuyQyJ TT )~(
0

+= ∫
∞

                                                   (7.3.10) 

 

O controle u pode ser encontrado resolvendo a equação: 

 

yPBRu T1−−=                                                                                   (7.3.11) 

 

Sendo a matriz P simétrica, e pode ser encontrada da equação algébrica de Riccati: 

 

01 =+−+ − QPBPBRPAPA TT
                                       (7.3.12) 

 

 

Definindo a trajetória desejada como a órbita periódica (5.3.1) obtida utilizando as técnicas de 

perturbação em: 

 

2 23 1cos( ) ( cos(2 2 ) ) ( )
12 2

a wt jwt j I a Oμ β ε β ε= + + − + − +
 

               (7.3.13) 
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Figura 7.3.1. Órbita obtida da solução analítica (6.1.1) obtida através do método das múltiplas 

escalas e considerando os valores dos parâmetros; 17602.0=b , 6364.2=c  e 5.2=z , 

14668.01 =a , 1269.22 =a , 0274.0=L , 12748.0=J , 0075.0−=I  e 1282.2=H . 

 

A matriz A e B tem a seguinte forma: 

 

0 1
0.14668 0

A
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦  e 
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
0

B
 

 

E definindo: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

200
0250

Q
, [ ]0.1R =  

 

Utilizando o comando lqr do matlabr obtêm-se: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

7312.19853.4
9853.45602.86

P
 e [ ]3120.178535.49=K  

 

Substituindo em (7.3.11) obtêm-se o controle: 

21 3120.178535.49 yyu −−=                     (7.3.14) 

 

Em relação a x pode ser escrito o controle acima: 
( ) ( )2211

~3120.17~8535.49 xxxxu −−−−=                    (7.3.15) 
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Retrato de fase do microscópio atômico para o sistema (7.3.3), sem o controle (7.3.15), pode 

ser visto na figura 7.3.2. 

 

 

 
Fig. 7.3.2. Retrato de fase para o sistema (7.3.15) 

 

É difícil analisar analiticamente a matriz Q� te caso. A próxima figura mostra a função positiva 

yQytL T ~)( = calculada na trajetória ótima. 
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Fig. 7.3.3. L(t) calculado na trajetória ótima 

Nesta figura nós podemos ver o deslocamento da micro viga considerando t = [0:100] e t = 

[400:500) 
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Fig. 7.3.4. Deslocamento da micro viga 

Nesta figura, nós podemos ver o deslocamento da micro viga considerando a aplicação do 

controle (7.3.15) 
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Fig. 7.3.5. Deslocamento da micro viga com controle (7.3.15) 

Nesta figura, pode-se ver o retrato de fase da micro viga, considerando a aplicação do controle 

(7.3.15) 
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Fig. 7.3.6. Retrato de fase para o sistema  com controle na trajetória (5.3.1) 

Nesta figura nós podemos ver o retrato de fase da micro viga, considerando a aplicação do 

controle (7.3.15), e o não que não foi aplicado controle (com e sem controle). 
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Fig. 7.3.7. Retrato de fase sem e com controle (7.3.6) 
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CAPÍTULO 8 

 

CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 

 

8.1 CONCLUSÃO 

 

Esta dissertação abordou a pesquisa da dinâmica não linear e controle de um sistema 

dinâmico sujeito a alterações devido as forças de Van der Waals. 

  

Obteve – se a partir dos resultados apresentados nos diversos capítulos os seguintes 

resultados: 

 

Foi considerado um oscilador AFM, constituído por uma sonda conectada a uma viga em uma 

base de coordenadas percorre movimentos longitudinais, transversais e para cima ou para 

baixo.  

 

Observou o surgimento de um movimento caótico para certos parâmetros em que a força de 

Van der Waals atua com forças de repulsão. O enfoque para o controle foi à utilização do 

método das múltiplas escalas (“method of multiple scales”) na busca de uma solução analítica 

aproximada do oscilador, isto é, uma busca por uma órbita ótima, visto que o problema já 

havia sido tratado anteriormente na literatura de forma numérica.  

 

Foram realizados ensaios numéricos de integração direta das equações de movimento, 

utilizando o integrador ODE113 do MATLAB® (Adams – Bashforth – Moulton) no sistema 

de equações de primeira ordem, tomadas como sendo as variáveis de estado.  

 

Utilizou – se como ferramentas o Expoente de Lyapunov para se ter resposta da 

caracterização do sistema ter ou não movimentos regulares e irregulares para certos valores do 

parâmetro de controle. 
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O objetivo desta pesquisa foi mostrar situações em que o microscópio de força atômica 

operou com movimentos caóticos, e assim através de técnicas de controle alterar o seu 

movimento caótico em um movimento previsto dentro de uma órbita.  

 

Para isso, desenvolveu-se uma solução analítica para mostrar a melhor possível órbita, e 

portanto controlar dentro de uma trajetória desejada. Foi usado a técnica de perturbação 

desenvolvida por Nayfeh [8], e o controle linear ótimo por Rafikov e Balthazar [9]. O método 

de controle linear ótimo foi muito bem sucedido, e pode se observar uma pequena aceleração 

que logo se estabiliza na órbita. Algumas tentativas anteriores ocorreu um deslocamento 

maior que 2.5, fisicamente falando, estaria destruindo a amostra, pois a distância z=2.5 

significa distancia da sonda até a amostra.  

 

8.2 TRABALHOS FUTUROS 

 

Finalmente, citam – se alguns trabalhos futuros que poderão ser desenvolvidos: 

Pretende-se trabalhar com as energias produzidas antes e após o controle ótimo linear para se 

obter uma resposta à otimização do controle.  

Bacias de atração, mapas de poincaré, e diagramas de bifurcação serão apresentados em um 

futuro artigo. 
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8.4 APÊNDICE 1 

PROGRAMAS MATLAB 

 

M FILE para retrato de fase 
 

function dx = japones1(t,x) 

  

  

A = 0.14668; 

B = 0.17602; 

C = 2.6364; 

Z = 2.5; 

a1 =1; 

a2 = 14.5; 

w =1; 

epsilon = 1; 

F = 1; 

mi = -0.1056; 

dx = zeros(2,1); 

  

dx(1)=x(2); 

  

dx(2)= -A.*(a2*x(1).^3+a1*x(1))+B./((Z+x(1) 
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clear all  

clc 

close all 

  

  

t = 0:0.01:40; 

x0=[0 -0.1]'; 

options = odeset('RelTol',1e-3,'MaxStep',1e-2); 

[t,x]=ode113('japones1',t,x0,options); 

y1=t; 

y2=x(:,1); 

y3=x(:,2); 

plot(y2,y3,'k') 

  

hold on 

x0=[-0.01 0]'; 

options = odeset('RelTol',1e-3,'MaxStep',1e-2); 

[t,x]=ode113('japones1',t,x0,options); 

y1=t; 

y2=x(:,1); 

y3=x(:,2); 

plot(y2,y3,'k') 

  

hold on 

x0=[-0.001 0.001]'; 

options = odeset('RelTol',1e-3,'MaxStep',1e-2); 

[t,x]=ode113('japones1',t,x0,options); 

y1=t; 

y2=x(:,1); 

y3=x(:,2); 

plot(y2,y3,'k') 

  

hold on 

x0=[-0.5 0.5]'; 
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options = odeset('RelTol',1e-3,'MaxStep',1e-2); 

[t,x]=ode113('japones1',t,x0,options); 

y1=t; 

y2=x(:,1); 

y3=x(:,2); 

plot(y2,y3,'k') 

  

hold on 

x0=[0 0]'; 

options = odeset('RelTol',1e-3,'MaxStep',1e-2); 

[t,x]=ode113('japones1',t,x0,options); 

y1=t; 

y2=x(:,1); 

y3=x(:,2); 

plot(y2,y3,'k') 

  

 

Lyapunov via matlab 
 

function f=AFM(t,X) 

  

  

% Valor dos parametros  

  

z = 2.5; 

A = 0.14668; 

B = 0.17602; 

C = 2.6364; 

w =1; 

a=1; 

b=14.5; 

  

x=X(1); y=X(2); tt=X(3); 
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Y= [X(4), X(7), X(10); 

    X(5), X(8), X(11); 

    X(6), X(9), X(12)]; 

  

f=zeros(9,1); 

  

%Equacao de Lorenz  

  

%z = w*t 

  

f(1)=y; 

f(2)=-A*(a*x+b*x^3)-B*(z+x)^(-2)+C*sin(tt); 

f(3)=w; 

  

% Sistema Linearizado  

  

 Jac=[                                   0,     1,     0; 

         -A*(3*b*x^2+a)+B*2*((z+x)^-3),        0,     C.*cos(tt); 

                                         0,     0,     0]; 

   

%Equacao Variacional     

f(4:12)=Jac*Y; 

  

% Saida do vetor coluna Os dados de saida deve ser um vetor coluna Output data must be a 

column vector 

 

function [Texp,Lexp]=lyapunov(n,rhs_ext_fcn,fcn_integrator,tstart,stept,tend,ystart,ioutp); 

  

  

%       n=  numero de equaçoes nao lineares do sistema  

%       n2=n*(n+1)= numero de equaçoes acrescido da parte linear  

% 
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n1=n; n2=n1*(n1+1); 

  

%  Numero de passos  

  

nit = round((tend-tstart)/stept); 

  

% Memoria   

  

y=zeros(n2,1); cum=zeros(n1,1); y0=y; 

gsc=cum; znorm=cum; 

  

% Valores iniciais  

  

y(1:n)=ystart(:); 

  

for i=1:n1 y((n1+1)*i)=1.0; end; 

  

t=tstart; 

  

% Loop principal  

  

for ITERLYAP=1:nit 

  

% Solucao do sistema de equacoes  

  

  [T,Y] = feval(fcn_integrator,rhs_ext_fcn,[t t+stept],y);   

   

  t=t+stept; 

  y=Y(size(Y,1),:); 

  

  for i=1:n1  

      for j=1:n1 y0(n1*i+j)=y(n1*j+i); end; 

  end; 
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% 

%       construcao de uma nova base ortonormal pelo metodo de Gram-schmidt 

% 

  

  znorm(1)=0.0; 

  for j=1:n1 znorm(1)=znorm(1)+y0(n1*j+1)^2; end; 

  

  znorm(1)=sqrt(znorm(1)); 

  

  for j=1:n1 y0(n1*j+1)=y0(n1*j+1)/znorm(1); end; 

  

  for j=2:n1 

      for k=1:(j-1) 

          gsc(k)=0.0; 

          for l=1:n1 gsc(k)=gsc(k)+y0(n1*l+j)*y0(n1*l+k); end; 

      end; 

  

      for k=1:n1 

          for l=1:(j-1) 

              y0(n1*k+j)=y0(n1*k+j)-gsc(l)*y0(n1*k+l); 

          end; 

      end; 

  

      znorm(j)=0.0; 

      for k=1:n1 znorm(j)=znorm(j)+y0(n1*k+j)^2; end; 

      znorm(j)=sqrt(znorm(j)); 

  

      for k=1:n1 y0(n1*k+j)=y0(n1*k+j)/znorm(j); end; 

  end; 

  

% 

%       Magnitude dos vetores  

% 
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  for k=1:n1 cum(k)=cum(k)+log(znorm(k)); end; 

  

% 

%       calculo dos expoentes 

% 

  

  for k=1:n1  

      lp(k)=cum(k)/(t-tstart);  

  end; 

  

% Saida  

  

  if ITERLYAP==1 

     Lexp=lp; 

     Texp=t; 

  else 

     Lexp=[Lexp; lp]; 

     Texp=[Texp; t]; 

  end; 

  

  if (mod(ITERLYAP,ioutp)==0) 

     fprintf('t=%6.4f',t); 

     for k=1:n1 fprintf(' %10.6f',lp(k)); end; 

     fprintf('\n'); 

  end; 

  

  for i=1:n1  

      for j=1:n1 

          y(n1*j+i)=y0(n1*i+j); 

      end; 

  end; 

  

end; 
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M FILE 

EXEMPLO CONTROLE DUFFING 

 

function y=duffing(t,x) 

  

f = 1; 

w = 1; 

alpha = -1; 

qsi = 0.125; 

r = 2*cos(t)+sin(t); 

z = -2*sin(t)+cos(t); 

  

  

y=[x(2);-alpha.*x(1)-(x(1).^3)-2.*qsi.*x(2)+f.*cos(w.*t)-2.4142*(x(1)-r)-2.1771*(x(2)-z)]; 

 

A=[0 1; 1 -2*0.125]; 

B=[0;1]; 

Q=[1 0; 0 1]; 

R=[1]; 

  

[K,P,p]=lqr(A, B, Q, R) 

 

 

clear all  

clc 

close all 

  

  

t = 0:0.1:1000; 

x0=[0 0 ]'; 

options = odeset('RelTol',1e-3,'MaxStep',1e-2); 

[t,x]=ode45('duffing',t,x0,options); 

y1=t; 

y2=x(:,1); 
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y3=x(:,2); 

plot(y2,y3,'k') 

 

 

MATLAB SIMULINK 

 

Modelo cúbico, FFT, Energia, Van der Waals  
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