#% UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
unesp 4ULIO DE MESQUITA FILHO" ‘ﬂ@i‘

Campus de Sao José do Hio Preto

Eduardo Granado Garcia

Diferentes Maneiras de Definir a Funcao Logaritmica
Natural

Sao José do Rio Preto
2014



Eduardo Granado Garcia

Diferentes Maneiras de Definir a Funcao Logaritmica
Natural

Dissertacao de Mestrado Profissional apresentada
como parte dos requisitos para obtencao do titulo
de Mestre em Matematica, junto ao Programa de
Poés-Graduagao em Matematica Profissional em Rede
Nacional - PROFMAT, do Instituto de Biociéncias,
Letras e Ciéncias Exatas da Universidade Estadual
Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Campus de Sao
José do Rio Preto.

Orientadora: Prof?. Dr?. Luciana de Fatima Martins

Sao José do Rio Preto
2014



Garcia, Eduardo Granado.

Diferentes maneiras de definir a fungio logaritmica natural /
Eduardo Granado Garcia. -- Sdo José do Rio Preto, 2014

54 f. il

Orientador: Luciana de Fatima Martins

Dissertacdo (mestrado profissional) — Universidade Estadual
Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Instituto de Biociéncias, Letras e
Ciéncias Exatas

1. Matematica - Estudo e ensino. 2. Matematica (Ensino médio)
3. Fungdes (Matematica) - Estudo e ensino. 4. Logaritmos — Estudo e
ensino. 5. Numeros reais. I. Martins, Luciana de Fatima.
II. Universidade Estadual Paulista "Julio de Mesquita Filho". Instituto
de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas. III. Titulo.
CDU - 51(07)

Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca do IBILCE
UNESP - Campus de Sao José do Rio Preto




Eduardo Granado Garcia

Diferentes Maneiras de Definir a Funcao Logaritmica
Natural

Dissertagao de Mestrado Profissional apresentada
como parte dos requisitos para obtencao do titulo
de Mestre em Matematica, junto ao Programa de
Pos-Graduagao em Matematica Profissional em Rede
Nacional - PROFMAT, do Instituto de Biociéncias,
Letras e Ciéencias Exatas da Universidade Estadual
Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Campus de Sao
José do Rio Preto.

Banca Examinadora

Prof®. Dr®. Luciana de Fatima Martins
UNESP - Sao José do Rio Preto

Orientador

Prof*. Dr®*. Ana Claudia Nabarro
USP - Sao Carlos

Prof. Dr. Parham Salehyan
UNESP - Sao José do Rio Preto

Sao José do Rio Preto
2014



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus pela oportunidade, forca, fé e protecao concedida a
mim para realizar este sonho. Em segundo lugar, a minha esposa Mara, que neste periodo
esteve presente comigo incentivando-me e apoaindo-me nos momentos mais dificeis dentre
viagens, estudos e provas. Aos meus pais, pela ardua e sofrida vida que levaram para
propiciar a mim e aos meus irmaos uma formacao digna e decente. Agradeco também a
todos os professores e colegas do Ibilce que participaram deste momento da minha vida.

Agradeco a CAPES pelo concessao da bolsa de estudos.

Agradeco, em especial, a minha orientadora professora Dr* Luciana de Fatima Martins,
pela paciéncia, pelos ensinamentos e sugestoes de pesquisa que acabaram por constituir-se

neste trabalho.



Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar diferentes formas de definir a
funcao logaritmica natural. Mais especificamente, a partir da funcao exponencial, como
sua inversa; como area de uma regiao do plano e, por fim, como limite de uma sequéncia
de ntimeros reais.

Além disso, procuramos no tltimo capitulo, realizar uma andlise de algumas questoes
que exercem influéncia sobre o ensino de logaritmos na Educagao Bésica. Para embasa-
mento tedrico, recorremos a algumas fontes que abordam o processo de Educacao Ma-
tematica em nosso pais, e também as diretrizes oficiais, como PCNs e o Curriculo Oficial do
Estado de Sao Paulo. Neste tltimo, trazemos uma analise das situacoes de aprendizagem
que compoem o material que é disponibilizado aos alunos da rede estadual, verificando o

tipo de abordagem evidenciada para o ensino de logaritmos.

Palavras-chave: Funcao Logaritmica Natural; Funcao Exponencial, nimeros reais,

sequeéncias.



Abstract

The main objective of this paper is to present different forms of defining the natural
logarithm function. And, more specifically, start from the exponential function; its inverse;
as an area of a region on the plane and finally as the limit in a real number sequence.

Besides that, on the last chapter we aimed at doing an analysis of some issues that
influence the teaching of logarithm in Basic Education. As theoretical basis we have
employed some sources that approach the process of Mathematics Teaching in our country
as well as official directives such as the PCN - National Curricular Parameters and the
Sao Paulo State Official Educational Curriculum. Based on the latter we have done an
analysis of the teaching sequences that make up the material which is made available to
the students of the state public schools and verified the kind of approach employed for
the teaching of logarithms.

Keywords: Natural logarithmic function, exponential function, real numbers, sequences
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Introducao

Neste trabalho procurou-se estruturar melhor o que sao os logaritmos naturais, estu-
dando trés diferentes maneiras de definir tal funcao. Essa multiplicidade de abordagens
que desenvolvemos ao longo desta dissertagao é extremamente valiosa quando o que que-
remos ¢é possibilitar uma maior compreensao do saber, ou seja, a compreensao das fungoes
logaritmicas naturais.

Uma abordagem muito utilizada e que geralmente é o escopo da maioria dos livros
didaticos e materiais desenvolvidos para a Fducacao Basica, utiliza como ponte para
construcao do significado de funcao logaritmica o estudo inicial das poténcias de 10.
Define-se que um ntmero N pode ser representado como uma poténcia de base 10, ou
seja, N = 10". Estabelece-se uma relagao direta entre o nimero N e o expoente n da
base 10, definindo assim que n é o logaritmo decimal de N. Esta situagao também é
explorada posteriormente para outras bases p diferentes de 10, e que mais tarde dard
respaldo para definir as fungoes logaritmicas na base p, dentre elas a funcao logaritmica
natural (base e), que representa o foco deste trabalho. Nessa abordagem o que evidencia-
se € a definicao da funcao logaritmica como sendo a fungao inversa da exponencial. Esta
forma de apresentagao do conceito é mais natural para o aluno da escola bésica, visto
que parte-se do conhecimento de funcao exponencial, algo que ja foi abordado em outras
séries/anos e ja foi assimilado pelos alunos.

A possibilidade de se conhecer no ensino basico o logaritmo natural por meio da
definicao geométrica representaria também uma iniciativa extremamente promissora e
importante. Apesar dessa perspectiva nao ser observada com naturalidade nos materiais
do Ensino Médio, é perfeitamente possivel de ser introduzida e estudada nas séries finais.
O conhecimento de areas e da proporcionalidade sao capazes de explicar, por exemplo,
a transformacao T}, que envolve a preservacao de areas de figuras no plano. Trazendo

para o contexto geométrico do logaritmo natural, dizer que a area sobre o ramo positivo



da hipérbole equilatera y = 1 compreendido entre 1 e um numero real e ser igual a 1,
torna-se uma proposta interegsante para entender e conhecer o nimero neperiano, visto
que soO ele tem essa propriedade.

Neste trabalho também é discutido uma nova abordagem da func¢ao logaritmica na-
tural, dada a partir do estudo da sequéncia de nimero reais x, = n({/a —1). Neste
caminho, demonstrou-se que a funcdo ¢(a) = nh_}rzlo T, apresenta todas as propriedades da
funcao logaritmica natural, e conclui-se que se trata efetivamente da funcao logaritmica
natural. Ficard evidente aos leitores que a abordagem supracitada talvez seja incom-
pativel para ser estudada na maioria das escolas de educagao bésica, visto que se apre-
sentam conhecimentos ligados a limites e integrais, entre outros, que nao pertencem a
grade de conteidos previstos neste nivel. Para o Ensino Superior, principalmente para a
formacao destinada as licenciaturas, é valido enfatizar o quanto tal proposta é importante
e favorece o estudo de muitas propriedades ligadas aos niimeros reais como, por exem-
plo, R ser um corpo ordenado completo. Esta propriedade diz, entre outras coisas, que
um subconjunto de R, limitado superiormente e/ou inferiormente, possua um elemento
do subconjunto sendo supremo e/ou infimo, entendimento fundamental que possibilitou
definir a convergencia de sequéncias de nimeros reais.

Por fim, procurou-se no ultimo capitulo refletir sobre o ensino de logaritmos na Educa-
cao Basica. Neste contexto, levantou-se uma série de questoes que sao plenos indicadores
das dificuldades encontradas neste nivel de ensino que impedem alcancar as expectativas
de aprendizagem do conceito de uma forma plena e satisfatoria. Recorreu-se também
a analise do material pedagdgico utilizado pela escola piblica do Estado de Sao Paulo,

verificando a forma como sao abordados os contetidos ligados ao ensino de logaritmos.



Capitulo 1

Sequéncia de Numeros Reais

Neste capitulo revisamos os conceitos, principais resultados e exemplos de sequéncias de
nimeros reais que sao necessarios para os capitulos seguintes. O material consultado ¢é o

livro [7] e o artigo [10]. Omitimos as demonstracoes que podem ser encontradas em [7].

1.1 Numeros reais

Nesta secao fazemos uma breve revisao das principais propriedades do conjunto R dos
nimeros reais, juntamente com suas consequéncias. Maiores detalhes podem ser encon-

trados no Capitulo 2 de [7].

e R é um corpo, isto é, estao definidas em R duas operacoes, chamadas adicao e mul-

tiplicacao, que fazem corresponder a cada par de elementos =,y € R, a soma x +y € R,

como também o produto x -y € R.

+:RxR—»R - :RxR—R
(z,y) =z +y (z,y) = a-y

Os axiomas a que essas operagoes obedecem sao:

1. Associatividade: para quaisquer z,y,z € R; (z4+y)+z=z+4+ (y+2)e(x-y) -z =
x-(y-2).

2. Comutatividade: para quaisquer z,y ER;z+y=y+zex-y=y-z.



3. BElementos Neutros: existem em R dois elementos distintos 0 e 1 tais que x +0 ==

e x -1 =z, para qualquer z € R.

4. Inversos: todo x € R possui um inverso aditivo —x € R tal que z + (—z) =0 e, se

x # 0, existe também um inverso multiplicativo v~ € R tal que z -z~ ! = 1.
5. Distributividade: Para z,y,z € R quaisquer, tem-se - (y + 2) =z -y +x - 2.

Desses axiomas, seguem todas as propriedades familiares com os nimeros reais. Como

exemplos, podemos citar:
(a) 0+z=xze(—2)+2x=0,Vz eR
(b) l-z=x,VzeERex - z2=1VeeRex#0
(c) z-0=0,VzeR
(d) Sex,yeRez-y=0,entdo x =0ouy =0
(€ z-(-y) = (=2)-y=—(z-y) (-2) - (~y) =zy e —(—z) =z, Vr €R

(f) Se z,y € R, tais que 2% = y?, entdao x = +y

e R € um corpo ordenado, isto é, existe um subconjunto R C R, chamado conjunto

dos numeros reais positivos, que cumpre as seguintes condicoes:

P1. A soma e o produto de nimeros reais positivos sao positivos. Ou seja, z,y € RT =

r+yeR"exyeR,
P2. Dado x € R, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre: ou = = 0, ou

r € RT ou —x € RT.

Escrevemos = < y e dizemos que x é menor do que y quando y — z € RT, ou seja,
existe z € RT, tal que y = z + z. Desse modo, escrevemos y > z e dizemos que y é maior
do que x. A notagao = < y significa que z é menor ou igual y. Sao validas as seguintes

propriedades da relacao de ordem em R:
O1. Transitividade: se v < y e y < z entao = < z.

02. Tricotomia: dados x,y € R, ocorre exatamente uma das alternativas r =y, * < y

ouy < x.



03. Monotonicidade da adicao: se x < y entao, paratodo z € R, v+ 2 <y + 2.

O4. Monotonicidade da multiplicacao: se x < y entao, para todo z > 0 tem-se xz < yz.

Se, porém, z < 0 entao x < y implica yz < zz.

Dados a,b € R, com a < b, definimos as seguintes notacoes para os intervalos - in-
tervalo aberto: (a,b); itervalo fechado: [a, b]; intervalo semiaberto ou semifechado: [a,b),

(a, b].

e R € um corpo ordenado completo.

Definicao 1.1.1. Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe
algum b € R tal que v < b para todo x € X. Neste caso, diz-se que b é uma cota su-
perior de X. Analogamente, diz-se que o conjunto X C R ¢ limitado inferiormente
quando existe a € R tal que a < x para todo v € X. O numero a chama-se entdio uma
cota inferior de X. Se X € limitado superior e inferiormente, diz-se que X €é um
conjunto limitado. Isto significa que X estd contido em um intervalo limitado |a,b] ou,
equivalentemente, que existe r > 0 tal que se x € X entao |z| <r.

11

Exemplo 1.1.2. Tomemos o conjunto X = {1, 2’3

Lo } Entao X é limitado superior-

mente pois, tomando b = 1:
Vee X =x< 1,

assim b = 1 é cota superior de X. Além disso, X também é limitado inferiormente, pois
tomando a = 0:
Vee X=x2>0.

Definicao 1.1.3. Seja X C R limitado superiormente e ndao-vazio. Um numero b € R

chama-se o supremo do conjunto X quando b for uma cota superior de X e
Ve>0, dreX; b—e<u,

ou seja, b € a menor das cotas superiores de X. FEscrevemos b = sup X para indicar que

b € o supremo do conjunto X. Isto equivale dizer que b deve cumprir as duas condicoes:

S1. Para todo x € X, tem-se x < b;

10



S2. SeceR étal que x < ¢,Vxr € X, entao b < c.

Analogamente, se X C R € um conjunto nao vazio, limitado inferiormente, um nimero

real a chama-se infimo do conjunto X, e escreve-se a = inf X, quando:
Ve>0, dreX; z<a+e,

ou seja, a € a maior das cotas inferiores de X. Isto equivale dizer que a deve satisfazer

as duas condigoes:
I1. Para todo x € X tem-se a < x;
2. Sec<x,Vxr e X, entao c < a.

Exemplo 1.1.4. Tomando o conjunto X do exemplo anterior temos que b = 1 é supremo
de X pois:

i. Para todo x € X, tem-se = < 1;

ii. Para todo € > 0 existe x € X tal que 1 — ¢ < z. Basta tomar x = 1.
Também podemos concluir que a = 0 é infimo de X pois:

iii. Para todo x € X tem-se 0 < x;

1
iv. Para todo € > 0 existe x € X tal que z < 0 4 ¢. Basta tomar z = —, onde n é um
n

numero satisfazendo n > —. O
€

Axioma 1.1.5. (Axzioma do Supremo ou Postulado de Dedekind) O corpo or-
denado R é completo, isto €, todo subconjunto nao-vazio de R, limitado superiormente,

POSSUL SUPTEMO.
A partir do Axioma do Supremo podemos provar que:

Corolario 1.1.6. Todo subconjunto nao vazio X C R limitado inferiormente possui

infimo.

11



Demonstragao. Com efeito, considere o conjunto Y = {—z;z € X}. Entao Y é nao vazio
e limitado superiormente pois, se a é cota inferior de X, temos a < z,Vx € X entao
—a > —x,Vr € X, ou seja, —a é cota superior para Y. Logo Y possui um supremo b € R.
Afirmamos que o nimero —b é o infimo de X. De fato, como X = {—y;y € Y} e b é

supremo de Y, entao:
y<bVyeY=—-y>-bVyeY =ux>-bVrelX,

ou seja, —b é cota inferior de X. Além disso, se ¢ < z,Vx € X, temos —c > —x,Vr € X
edal —c > y,Vy € Y, o que implica que b < —c, ja que b é supremo de Y. Logo ¢ < —b,

0 que prova a afirmagao. O

1.2 Sequéncia de niimeros reais

Neste trabalho N denota o conjunto dos nimeros naturais {1,2,3,---}.

Definicao 1.2.1. Uma sequéncia de numeros reais ¢ uma funcao x : N — R que
a cada numero natural n associa um numero real x,, = x(n) chamado n-ésimo termo da

SEqUENCILa.

Denotaremos por (1, X2, T3, ..., Tp, ...), OU pOr (T, )nen , OU simplesmente por (z,), a
sequéncia = : N — R. Note que X = {1, %9, 23,...,%,,...} é 0 conjunto formado pelos

termos da sequéncia x, ou seja, pelas imagens da funcao z : N — R.
Exemplo 1.2.2.

(a) (1,1,1,1,..

z(n) =z, = 5. O

Algumas sequéncias possuem propriedades especiais como, por exemplo, as que apre-

sentamos a seguir.

12



Definicao 1.2.3. Uma sequéncia (x,,) € dita

limitada, se existe ¢ > 0 tal que |x,| < ¢, para todo n € N. Quando uma sequéncia

() nao € limitada, dizemos que ela é ilimitada.

decrescente, se x,.1 < x, para todo n € N. Diremos que a sequéncia é nao

crescente, se r,.1 < x, para todon € N.

crescente, se r,,1 > x, para todo n € N. Diremos que a Sequéncia é nao de-

crescente, se r,.1 > x, para todon € N.

As sequéncias crescentes, nao decrescentes, decrescentes ou nao crescentes sao chama-

das de sequéncias mondtonas. Classificando as sequéncias apresentadas no Exemplo
1.2.2, temos:

(a)

E fécil observar que a sequéncia x,, = 1 é limitada, pois |z,| < 2, ou seja, todos os
termos da sequéncia estao no intervalo —2 < z,, < 2. Além disso, trata-se de uma
sequéncia mondtona (pode-se defini-la tanto como nao crescente ou nao decrescente),

poIiS T, = Tppi1-

uéncia x, = == ¢é limi is com = < = enta mando ¢ = m
A sequéncia 21 ¢ limitada, pois co 00<21 <§etao,to ando 1 temos

—1 < 55 < 1. Além disso, como 35 > 57, OU S€ja, T, > Tn4 para todo n € N,

temos que a sequéncia é monétona decrescente.

Definigao 1.2.4. Dada uma sequéncia (z,)nen de nimeros reais, uma subsequéncia de

(xn) € a restricao da funcdo x que define (x,) a um subconjunto infinito Ny = ny < ng <

ng < ...< x, <..}. Denotemos a subsequéncia por (T, )nen,, 0U (Tny, Tngy Tagy -ovs Tnyy --)

ou ainda (x,,)ien, -

Exemplo 1.2.5. Tomando a sequéncia do Exemplo 1.2.2 (b) e o subconjunto N; =

{3n;n € N} do conjunto N entdo, os elementos formados pela sequéncia z(n) =

1 1 1 1

restrita a Ny, é a subsequéncia (53, 55, 39+ s 537, ---), com n € N. O

1.3 Limites de sequéncias de ntimeros reais

Definigao 1.3.1. Sejam (x,) uma sequéncia de nimeros reais e | um nimero real. Di-

zemos que (x,) converge para l, ou é convergente, e escreve-se lim x, = [, quando

n—oo

13



para qualquer intervalo aberto I contendo l, existe ng € N, de modo que x, € I para
todo n > ng. Quando ndo existir um numero | para o qual x,, convirja, dizemos que a

sequéncia x,, diverge, ou que é divergente.

Exemplo 1.3.2. Mostremos que a sequéncia do Exemplo 1.1.2, x, = %, converge para

0. Seja I um intervalo aberto contendo 0 e seja r = min (|sup I|, |inf I|). Para qualquer
ng > 1, temos n > ng = % < nio Tome ng > % Logo, r > nio Deste modo, para n > ng,
1 1

temos - < ny ST, 0U seja, }%} < r, o que garante que (x,) estd contido no intervalo

(—r,7) C I, para todo n > nyg. ]

Alguns resultados vélidos sao:

Proposicao 1.3.3.  a) Se existir um nimero real | tal que lim x, = [, entdo ele é
n—oo

tnico.
b) Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao. Ver [7], p. 24. O

O seguinte resultado foi adotado como um axioma na disciplina do PROFMAT que
tratou sobre sequéncias. Aqui o formulamos como um teorema e apresentamos sua de-

monstracao.
Teorema 1.3.4. Toda sequéncia mondtona e limitada de numeros reais é convergente.

Demonstragao. Tomemos uma sequéncia (x,) nao decrescente (z7 < xo < x3 < ... <
x, < ...). Da hipdtese de ser limitada, temos que X = {x, 2, -} possui um supremo
S (pelo Axioma do Supremo). Afirmamos que nh_}rgo x, = S. De fato, tomando qualquer
r > 0, temos S —r < S. Como S = sup X, entao existe ng tal que S —r < z,, < 5,
ou seja, S — r nao é cota superior. Como =z, é monodtona nao decrescente entao, para
todo n > ng temos z,, < x, e, portanto, S —r < z,,. Como z,, < S para todo n, assim,
T, < S+r. Logo x, € (S—r,S+r). Como r é aleatério, segue que 7}1_{2037" =S5 A

demonstracao é andloga para (x,) nao crescente (x1 > xg > T3 > ... > x, > ...). O

Segue da demonstracao do teorema acima, o seguinte resultado:

Corolario 1.3.5. i) Toda sequéncia de nimeros reais crescente e limitada superior-

mente é convergente.

14



i) Toda sequéncia de nimeros reais decrescente e limitada inferiormente é convergente.

O seguinte exemplo, além de aplicar os resultados vistos até o momento, é muito

importante para os capitulos seguintes.

Exemplo 1.3.6. Consideremos a sequéncia x,, = n({/a — 1), com a > 1 um nimero real.
Mostremos que (x,) é convergente. Se a = 1, isto é imediato pois (z,) é uma sequéncia
constante. Se a > 1, mostraremos que (x,,) é limitada inferiormente e decrescente e entao
basta aplicar o Coroldrio 1.3.5 ii). Vamos também obter uma cota inferior para (z,,), pois

esta informacao nos sera 1til posteriormente (ver Exemplos 1.3.9 e 1.3.11).

1) (z,) € decrescente:

Para mostrarmos tal relacao de ordem dos termos de x,, consideremos inicialmente

uma progressao geométrica de razao b, com b > 1:
1,b,b%,...,b", ...

Consideremos R? com um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais z0y. Re-
presentemos por P, o ponto (n,b"), para n = 0,1,2,.... Obtemos assim a sequéncia de
pontos:

Py, P, Py, ..., Py, ...

Os pontos Py e P, determinam uma reta do R? que representaremos por r,. Para
n =1,2,..., obtemos retas
1,79y ceey Ty e

com interseccao em F,, como mostra a Figura 1.1.

Chamando de a, o angulo entre o eixo Ox e a reta r,, temos que 0 < «a,, < 7 e
Qp < Qpyp, paran =1,2,....

De fato, sejam P e @), respectivamente, as interseccoes de r, e r,y; com a reta das
abscissas. Considerando o triangulo PQ P, temos que a1 é o angulo externo do angulo

P@PO, logo o angulo interno a,, = QﬁPO ¢ menor que Q1.

-5, %), entao tga, < tga,i1, para

n=12,... Com R=(n,1)e S=(n+1,1) e, sendo Py, P, e P,;1 com coordenadas,

respectivamente, (0,1), (n,b") e (n+ 1,0"""), concluimos que:

Uma vez que a funcao tangente é crescente em (

PbR=n; PBS=n+1 RP,=b"—1; SP,, =b""—1.
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Figura 1.1: Exemplo 1.3.6

Logo,
; RP, b"—1 ; SP,.1 btt—1
& PR n i1 PSS n+1
Assim,
-1 bt -1
< )
n n+1

ou seja,

(n+1)(" —1) —n(" —1) <0. (1.1)

Seja b = "*V/a, ou seja, b é o ntimero real que satisfaz a = ™™+, Como a > 1,

entdao b > 1. Temos {/a = b""' e "/a = b".

Logo:
Tpi1 —Tp=Mn+1)("Va—-1)—n(Va—1)=(n+ )" —1) —nB"t - 1),

Portanto, segue de (1.1) que z,4+1 —z, < 0, ou seja, (z,) é uma sequéncia decrescente,

como afirmamos.

2) (xy,) € limitada inferiormente:
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De fato, sendo a > 1 entao {/a > 1. Logo, /a — 1 > 0. Deste modo, concluimos que

todos os termos de x,, sao positivos. Portanto, x,, é limitada inferiormente.

Concluimos de i) e ii) que a sequéncia (z,) é também convergente para a > 1.

1
3) &

¢ uma cota inferior de (x,):

a
A afirmacao é imediata para o caso em que a = 1. Suponhamos a > 1. Considere

a reta determinada pelos pontos P, e P, 1, com coeficiente angular igual a tg8. Por
construcao, f > «a,, n = 1,2,..., uma vez que 3 é angulo externo de um triangulo
tendo «, como angulo interno nao adjacente a . Como tg é uma funcao crescente
entao tgf > tgay,, n = 1,2,.... Do triangulo P,HPF,; onde H = (n+ 1,b"), segue que

HP,
tgh = Aontl

7P - b" 1 —b". Obtemos, portanto, a desigualdade

" —1

<b"(b—1) (1.2)
valida para todo b > 1.

Como a > 1, seja C' = /a > 1. Entao a desigualdade (1.2) é vélida para C, ou seja,

obtemos
cr—1

n

< C"(C —1).

Agora, como C" = a, obtemos:

a—1
<a(a—1)
n
ou,
a—1
<n(Ya—1) =z,
ou seja, — 6 uma cota inferior para a sequéncia (z,), com a > 1. Il

Algumas operacoes e propriedades vélidas para sequéncias de ntimeros reais e impor-

tantes para os capitulos seguintes sao:

Proposigao 1.3.7. Sejam lim z, =1 e lim y, = k entao:
n— o0 n— o0

(a) lim cx, = c lim x, = cl, para ¢ constante.
n—oo n—oo

(b) lim (x, +y,) = lim z, + lim y, =+ k.
n—00 n—00 n—o00
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(¢) lim z,y, = (lim z,)(lim y,) = (k.
n—oo

n—oo n—oo
o, T
(d) lim — = = —, com k # 0.

n—ooy,  limy, Kk’
n— o0
Demonstracao. Ver [6] p. 27. O

Proposicao 1.3.8. Se (x,) € uma sequéncia convergente satisfazendo x,, < b para todo

n € N (respectivamente, x, > b para todo n € N), entdo lim x, < b (respectivamente
n—oo

lim z, > b).

n—oo

Demonstracao. Seja lim x,, = [, com x,, < b, para todo n € N. Suponhamos por absurdo
n—oo

que [ > b. Tomemos r > 0, suficientemente pequeno, tal que [ — r > b. Por definicao de
limite de uma sequeéncia, existe um inteiro positivo ng tal que para todo n > ng, tem-se
que z, € (I —r,l+r). Mas isso significa que para todo n > ng tem-se que =, > b,
contradizendo a hipdtese x, < b para todo n € N. Entao, lim x,, < b, como queriamos

n—oo
demonstrar. O raciocinio é analogo para o caso de x, > . (]

Exemplo 1.3.9. Consideremos a sequéncia x,, = n ({/a — 1), para a > 1, dada no Exem-
a—1

plo 1.3.6. Observemos que, como é cota inferior para z,, e a — 1 é cota superior,

a
uma vez que (x,) é decrescente e r1 =v/a — 1 < a — 1 pois y/a < a (y/a < a pois, se
Vva = b entao b*> = a, com b > 0, logo

a>1=0>1=b>1=b>1=V>b=a>b=a).

Entao, segue da Proposicao 1.3.8 que

a—1

< lim z, <a-—1. (1.3)

a n—00

Teorema 1.3.10. Sejam (x,), (yn) e (z,) trés sequéncias satisfazendo x, < y, < zn,

para todo n € N, e suponha que lim x, =1 = lim z,. Entao lim y, = [.
n—oo n—oo n—oo

Demonstragao. Ver [6], p. 26. O]

18



Exemplo 1.3.11. A sequéncia z, = {/a, com a > 0 converge para 1.
De fato, suponhamos primeiramente que a > 1. Consideremos a sequéncia x, =
n({/a — 1). Pelo Exemplo 1.3.9,

a—1

<ap,<a-—1,
a

ou seja,

a

—1\1 —1
(‘” )+1§%§“ +1
n n

1
Como lim — =0 (pelo Exemplo 1.3.2), entao

n—oo N
1\ 1 1 1
lim <(a )+1):(‘” )hm+hm1:1
n—00 a n a n—oo M, n—00

onde usamos a Proposi¢ao 1.3.7 (a) e (b).

Cl/ R
Além disso, lim [ —— + 1) = 1, pelos mesmos argumentos.
n—00 n
Consequentemente lim /a = 1, pelo Teorema 1.3.10.
n—oo

1 n
Suponhamos agora que 0 < a < 1. Seja b = — > 1. Entao, lim Vb = 1. Logo,
a

n—oo
lim Va = lim — = 222 _ =~ =1,
n—oo
onde usamos a Proposi¢ao 1.3.7 (d). Quando a =1 o exemplo ¢é imediato. U

Exemplo 1.3.12. Consideremos novamente a sequéncia z, = n({/a — 1) do Exemplo
1.3.6. Vimos que ela é convergente quando a > 1. Mostraremos agora que a sequéncia

dada também converge quando 0 < a < 1.

1
Seja b = — > 1. Entao:
a

xn:n(%—l):nC/E(l—%)zn%(l—%)z—%ﬂ(%—l). (1.4)
1

ez, ="n \"/B—l).Entéoxn: 2
o= :

Portanto, basta mostrar que y, e 2z, sao sequéncias convergentes pois, usando a Pro-

Sejam ¥, = —

posicao 1.3.7 (¢), concluimos que z,, é convergente.
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1)

Yn € convergente

De fato, pelo Exemplo 1.3.11 temos que /b converge para 1. Logo, pela Proposicao
1

1.3.7 (d), como y,, = ——=, concluimos que lim y, = —1.
n— o0

)
Vb
z, € convergente

E imediato pois z, é a sequéncia do Exemplo 1.3.6, uma vez que b > 1.
Concluimos assim que x,, é convergente para 0 < a < 1 e que

lim z, = (lim yn> <lim zn> = — lim z,,
n—oo n—oo n—oo n—oo

ou seja,
n . et
1imn(€/&—1)=—limn<\/l_)—1>:—hmn<\/j—1>. (1.5)
n—00 n—00 n—o00 a
Esta informacao é usada nos préoximos capitulos. O
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Capitulo 2
Funcao Logaritmica Natural

Neste capitulo revisamos definigoes e propriedades das func¢oes exponenciais e logaritmicas

naturais, tendo como referéncias principais os livros [6] e [9].

2.1 Funcao exponencial

Seja a um numero real positivo, com a # 1. A fun¢ao exponencial de base a é a
funcao f : R — R} dada por f(z) = a*. Para detalhes sobre a defini¢do de a*, para z
racional e irracional, ver Capitulo 8, Segdes 2 e 3 de [6]. A fungao exponencial f satisfaz

as seguintes propriedades, para quaisquer z,y € R:
1) f0)=1e f(1) =a
2) flx+y)=[flx)- f(y);
3) f é crescente para a > 1, e decrescente para 0 < a < 1, logo injetora;
4) A funcao f ¢ ilimitada superiormente.
5) f é continua e sobrejetora.

As fungdes exponenciais sao modelos matematicos extremamente importantes, prin-
cipalmente no que concerne a sua capacidade de representar problemas de aplicagoes em
situagoes reais. Deste modo, para verificar se o modelo exponencial realmente modela o
problema em questao, é preciso conhecer as propriedades que a caracterizam. O teorema

a seguir fornece informagcoes importantes neste sentido.
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Teorema 2.1.1. (Caracterizagao da fungao exponencial) Seja f : R — R uma fungao

mondtona injetiva. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) f(nx) = f(x)", para todon € Z e todo x € R;
i) f(z) =a", para todo x € R, onde a = f(1);
iii) f(x+y) = f(x)f(y), para quaisquer x,y € R.
Demonstragao. Ver [6], p. 183. O

Entre as fungoes exponenciais de base a € R}, a # 1, h4 uma mais importante nas

aplicagoes. Sua base é o numero real denotado por e, que definimos a seguir. Antes

porém, vejamos um exemplo motivador.

Exemplo 2.1.2. Consideremos o seguinte problema: Em uma cultura de bactérias, sabe-
se que a populacao dobra num periodo k de tempo. Seja Ny a populacao inicial. Assim
ao final de um periodo k, a populagao que inicialmente era de Ny bactérias transformara
numa populacao Ny = 2Ny, ou seja, a populacao cresce a uma taxa t = 100% no periodo

de tempo k. A Figura 2.1 ilustra o problema em questao.

t = 100%
—
No f Ny = 2N,
Figura 2.1:

Um possivel entendimento desta situacao sugere que a populacao inicialmente Ny,
permaneceu estaciondria (sem modificagoes) durante o periodo, atingindo somente no
final do tempo k a populacao de N; = 2N,. Note que esta proposta de entendimento
nao é natural, pois concebe que a transformagao (crescimento) ocorre somente no final do
tempo k. A forma natural de conceber o problema é a de que a transformacao ocorra de
forma continua no passar do tempo k.

Suponhamos entao que na metade do tempo k a populacao seja atualizada, conforme
a Figura 2.2.

Deste modo, a populagao na metade do tempo k (N %) ficaria:
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50% 50%

—
Ny k N1 k Ny
2 2 2
Figura 2.2:

1 1

1 1 1\?
Ny = N1 +50%N. = N1+ -N. =N <1+—) :N0(1+—)
2 2 2 92 2 2 2 2

2
Note que Ny <1 + ;) = 2,25Ny, ou seja, a populagao no final do tempo k passa a
nao ser mais 2/Ny. Apesar dessa proposta ser mais compreensivel do que a primeira, ainda
nao parece ser natural, pois consideramos o tempo ainda fragmentado em duas partes e
nao continuamente.
Esse mesmo processo poderia ser estendido agora de modo que dividissemos o tempo
k em 4 partes. Deste modo teriamos as populacoes atualizadas em {N%, N%, N%, N1}, ou

seja:
i_ 0 y é_ 0 y i_ 0 y 1_ 0

4
Neste caso, a populagao atualizada em N; = N <1 + Z) equivale a aproximada-

mente 2,44 Nj.
Dividindo continuamente £ em n partes, com n natural, as populacoes atualizadas

Ni,Nz2,---Nn-1, Nn = N; serao:

i,
n
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1 n—1
NLfl :NO <1—|——)
n n

1 n
Nn:N1:N0<1+—)
n n

1
Tomando n suficientemente grande, entao (1 + — se aproxima do numero real
n

2,7182.... Este nimero é conhecido como Niumero de Euler, denotado pela letra e e igual

n
ao lim (1 + —) , 0 qual existe, conforme mostramos a seguir:
n—00 n

- o 1N"
Proposicao 2.1.3. A sequéncia x, = <1 + —) € convergente.
n

1 n
Demonstracao. Vamos provar que a sequéncia x, = | 1+ —) que define e é crescente e
n

limitada superiormente. Logo, pelo item i) do Corolério 1.3.5 tal sequéncia é convergente.

- !
Utilizando o Bindémio de Newton (a + b)" = ; CEa* b" ™ onde CF = 71{;‘(””_ A1k temos:
1 n
Ty = (1 + )
n
~ 1an l_i_n(n—l) ‘i+ ”+n(n—1)~-~[n—(n—l)] 1
n 2' TL2 n‘ nm"

(-0 (-2) (-2, o)

1 n+1
n - 1
Trtl < +n—i—1>




Desenvolvendo o binémio em z,, e x,,1 chegamos as expressoes (2.1) e (2.2), respec-
tivamente. E fdcil observar que, além do termo a mais que conterd a segunda expressao
(Zna1), todos os outros termos sdo maiores aos correspondentes em z,. Deste modo,
provamos que x, < T,.1, isto é, a sequéncia x,, é crescente.

Agora, provaremos que x,, é limitada e para isso basta observarmos que cada parénteses

que esta escrito em (2.1) é menor do que 1. Deste modo, podemos escrever:

11 1 11 1
Ta=ldld gttt <Iltot oot <3

21 3l 2 22 2n—1
11 1

Na tultima desigualdade, basta observar que (1, 3792 gt

) é uma progressao

geométrica de razao 3 logo a soma .S,, dos seus n primeiros termos é dada pela féormula

1 n
1 1 1_(2) 1
=92

Sp=14 2 =
n=ld gttty = i T
2

o que mostra que S,, < 2.

Paran=1en =2, - = Pelo Principio da Indugao Finita, temos que para todo
n!

2n—1"
n >3, 1 < . Para n = 3, a desigualdade 1 < 1 ¢é valida. Para n > 3, supondo
n! 2n—1 3! 22
a hipdtese de inducao ] < 2711—1 valida para n, mostremnos que também é vélida para
n+ 1: '
1
al Sl
1 1
~ nl(n+1) < 2n=l(n+1) ~
1 1 1
= < —

< .
(n+1)! 2 Y(n+1) 27
Mostremos agora que
1 1 2"

— < — & — 1)>2"sn>1.
pint1) S T g (0 FD "

1 1, . :
Como propomos para n > 3, temos que m < on ¢ verdadeiro, mostrando assim
n !
1 1
que ﬁ < on—1 .
Concluimos assim que x,, é convergente. O
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Observacao 2.1.4.

1) Denotamos por e o limite da sequéncia dada na proposigao anterior, ou seja,

1 n
e = lim <1—|——) .
n—00 n

2) Como e > 1 (pois z, > 2 entao lim z,, > 2, pela Proposicdo 1.3.8), temos bem

n—oo
definida a func¢ao exponencial f : R — R, que tem como base o nimero e, ou seja,

f(z) =e".

Outras consideragoes sobre o niimero e poderao ser vistas na Secao 2.3.

2.2 Funcao logaritmica

Sejam [ e J conjuntos tais que I, J C R. Recordemos que a funcao g : J — I é a inversa
da funcdo f : I — J quando se tem g(f(z)) = x e f(g(y)) = y para quaisquer z € [ ¢
y € J. Quando g : J — I é uma funcao inversa de f : I — J, denotaremos g = f~!.

Além disso temos:

e f éinvertivel < f é bijetiva, ou seja, f é uma correspondéncia biunivoca entre I e
J.

e Se g é ainversa de f, tem-se g(y) =z < f(x) =y.

e Se f: I — J éinvertivel, onde I,.J C R sao intervalos abertos, entao f é mondtona

crescente ou decrescente.

Como a fungao exponencial f(x) = a” é bijetora, logo invertivel, temos a seguinte

definicao.

Definigao 2.2.1. Dado a € R}, a # 1, a fung¢ao logaritmica na base a € a fung¢do

* 7

wmversa da funcdao exponencial de base a,
log, : Rf — R

que associa a cada numero real positivo x o niumero real log, x, chamado o logaritmo de
x na base a. Chamamos de fungao logaritmica natural a funcao logaritmica cuja base
¢ o nimero e dado na Observagao 2.1.4, ou seja, f(xr) = log,x, Vo € Rf. Denotamos

log, z por Inx e dizemos que Inx € o logaritmo natural de x.
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Observacao 2.2.2. Como a fungao logaritmica é a inversa da funcao exponencial, entao:
log,x =y < a’ = .
Além disso:
nz=y<e =u.
Portanto,
Ine=1.
Vale também notar que In1 = 0 pois e’ = 1.

A funcao logaritmica, por ser a inversa da funcao exponencial, tem a propriedade de
transformar produtos em somas, isto é, vale log, xy = log, = +log, y, para todo z,y € R,

e, por indugao sobre n € N, prova-se que
nlog, v = log, "

também é valida. Dentre as fungoes injetivas, somente a fungao logaritmica apresenta essa

caracteristica. O teorema a seguir caracteriza a fungao que apresenta tal propriedade.

Teorema 2.2.3. (Caracteriza¢do das fungéoes logaritmicas) Seja f : R} — R
uma fungao injetiva tal que f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R}. Entao existe
a > 0 tal que f(x) =log, z, para todo x € R} .

Demonstragao. Ver [6], p. 194. O

2.3 Propriedade geométrica dos logaritmos naturais

Apresentamos agora uma maneira geométrica de tratar os logaritmos naturais.
Seja k € Rt e T, : R? — R? a funcdo que associa a cada ponto (x,y) o ponto
B Y

Ti(z,y) = /m,% :

Esta transformacao preserva areas de figuras do plano, isto é, transforma toda figura
F do plano numa figura F’ = Ty (F) tal que F e F’ tém a mesma &rea. Para maiores
detalhes, ver [8] p. 22 e 49. Por exemplo, seja um retangulo X, de lados paralelos aos
eixos, e com medidas da base valendo b e da altura a. Ele é transformado por T} num

retangulo X’ = T (X), ainda com os lados paralelos aos eixos, entretanto com medidas
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a
da base igual a kb e altura —. As &areas das figuras X e X’ s@o equivalentes, pois a
transformacao T}, redimensiona de forma inversamente proporcional os lados do retangulo
X em relagao a X', pelo fator k£ na horizontal e pelo fator — na vertical, o que preserva

as medidas das areas, conforme ilustra a Figura 2.3.

NY NY
Ty,
A
y +af---
Yy +a
[ B S A A
Ao A I S S S
y 1 1 E 1 1
1 1 1 1
X X S, X X \
0 o 2 +b 4 0 ka' k(z" +0b) 4
Figura 2.3:
Seja

{2

o ramo positivo da hipérbole equildtera zy = 1, ou seja, H é o grafico da funcdo f : R} —
1

R, f(z) = -

Seja H? a faixa da hipérbole que contém o conjunto dos pontos (z,y) tais que z estd
entreaebe <y < —, conforme a Figura 2.4.

A transformacao 7{; : R? — R? leva a faixa H? na faixa H¥, para todo k > 0, de
modo que H? e H’ tém a mesma &rea, conforme a Figura 2.5.

Definimos também “dreas orientadas”como sendo areas com sinal positivo (4) ou
negativo (—) para a éarea da faixa da hipérbole quando a < b ou b < a, respectivamente.
A darea é zero quando a = b. Para representar estas areas escreveremos AREA H 5 com

letras maitsculas, logo:
AREAHi’:dreaHg>0, se a < b;
AREAH;’:—dreaH2<O, se b < a;

AREAH® =0
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Figura 2.4:

E valido para operacoes com areas as seguintes propriedades:
i) area HS + drea Hf = drea HS, com a <b<c e a,b,c € R};
i) AREAH® = —AREA HY,
iii) AREAH? + AREAHt = AREA HE, para quaisquer a,b,c € R

Para iii) é facil mostrar a validade da operacao paraa <b<c¢,a <c<b, b<c<a,
b<a<cc<b<aec<a<hb

Consideremos a funcao F : R — R que associa a cada ntumero real > 0 a drea

orientada da faixa da hipérbole equilatera compreendida 1 e x, ou seja,
F(z) = AREAH?.
Podemos observar:
a) Para x > 1, temos F(z) = AREA HY = drea HF > 0;
b) Para 0 < z < 1, temos F(z) = AREA HY = —area HY < 0;
¢) Para z = 1, temos F(1) = drea H{ = 0;
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Figura 2.5:

A seguinte propriedade da funcao F' é de fundamental importancia.
Proposigao 2.3.1. F(zy) = F(x) + F(y).

Demonstragio. Por definicio F(xy) = AREA H™. Pelo item iii) desta se¢do, podemos

escrever:
AREAHY = AREAH? + AREAH™

Como AREA H* = HY, segue o resultado. ]

Observacgao 2.3.2. Como F claramente é mondtona crescente (logo injetiva) e satisfaz
F(zy) = F(x) + F(y), Vz,y € R}, seque do Teorema 2.2.3 que existe a > 0, tal que
F(z) =log, x, Vx € Rf.

Teorema 2.3.3. O numero a da Observacao 2.3.2 é o numero e dado na Observacao
2.1.4, isto é, F(x) =Inzx, Vo € Rf.

1
Demonstracao. Considerando a Figura 2.6 e o retangulo menor com base medindo — e

n
1

. . 1+t ,
14+ L para algum n € N, contido na faixa H1+", que por sua vez esta

n

altura igual a
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1 .
contida no retangulo maior, com base medindo — e altura igual a 1. Comparando as areas
n

dessas figuras, temos:

NY

[t
+
3=

1+ % n
Multiplicando por n:
L < nlog <1+l)<1
1 +% — a n — 9
ou ainda,
L < log (1+l)n<1.
I n

Assim,

3l

1 1 n
altn < <1+—) < a.
n

se aproxima de 1 (ver Exemplo 1.3.2), logo a'+#

S

Quando n tende ao infinito, o
eorema que:

—+

converge para a. Portanto, segue do
a=e,
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como queriamos demonstrar.
O

Concluimos do teorema acima que, geometricamente, a funcao logaritmica natural In
calcula a area orientada da faixa da hipérbole y = — compreendida entre 1 e z.
x

Notemos também que AREA Hf = area Hf = F(e) = lne = 1, uma vez que e > 1.

Portanto o nimero e ¢ o tnico real z tal que AREA H? = 1.

Observacao 2.3.4. Segue das consideragoes anteriores que

1
Inx :/ ;dt, Vo € R},
1

T 1 ;
uma vez que / ;dt = ARFAHY.
1
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Capitulo 3

Funcao Logaritmica como Limite de

Sequéncias de Numeros Reais

Consideremos a sequéncia:

rn =n(Va—1),

com a > 0 real.
Vimos nos Exemplos 1.3.6 e 1.3.12 do Capitulo 1 que essa sequéncia é convergente.

Como o seu limite depende apenas de a, podemos definir uma funcao

o:RF =R
dada por:
o(a) = lim x,, (3.1)
n—o0

onde R denota o conjunto dos niimeros reais positivos (excluindo o zero).
O objetivo deste capitulo é estudar a relagao entre a funcao ¢ e a funcao logaritmica
natural. Mostremos que tratam-se da mesma funcao.

Pela Observagao 2.3.4 basta provar que

ola) = /la ;dac.

A principal referéncia para este capitulo é o artigo [10].
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3.1 Propriedades da funcao ¢ = lim n ({L/ﬁ — 1)

n—oo

Claramente a funcao ¢ é positiva para a > 1 (ver o Exemplo 1.3.6, onde mostramos que

—1
ola) > a2 0, j& que a > 1). Quando 0 < a < 1, usando a Equacao 1.4 do Exemplo
a

o) =—¢ (1)

Logo ¢ é negativa para 0 < a < 1. Além disso ¢(1) = 0.

1.3.12, concluimos que:

Proposigao 3.1.1. Dados a,b € R, tem-se:

p(a) +¢(b)

=

S

—~
Q
S

~—
I

Demonstragao. i) Por definigao,

o(ab) = lim n(Vab—1).

n—oo

Podemos escrever:

Vavb—1=a—1)(Vb—=1)+ (Va—1)+ (Vb-1).

Logo, pela Proposigao 1.3.7 (b) e (c¢) e o Exemplo 1.3.11,

p(ab) = ¢(a) lim (Vb — 1) + p(a) + ¢(b) = ¢(a) + ¢(b),

n—oo

como queriamos.

ii) Temos,

onde a tltima igualdade segue do item 1i).

Logo,



Assim,

CcOo1mo queriamos

iii) Mostremos, por inducao, que:

p (@) = pla) +pla) + ... + v(a) = pp(a),

~~
p vezes

onde p é um numero natural.

ara p = 1, temos ¢ (a') = a) = p(a). Suponhamos ¢ (a?) = pp(a) e mostremos
P 1 % 1 1%) % S h  (a? %

que ¢ (a’*1) = (p + 1)¢(a).
Utilizando 1) e a hipétese de indugao, temos:

o (a"™) = ¢ (aPa) = ¢ (a”) + p(a) = po(a) + (a) = (p+ 1)p(a).

Entao, pelo Principio da Indugao Finita, temos ¢ (a?) = pp(a) é valido para qualquer

p natural.

Mostremos agora ¢ (as) = gw(a), com p,q € N.
q

Seja ¢ = a. Logo a = ¢?. Assim podemos escrever:

o(a) = ¢ (%) = qp(c) = qp (Va)

ou seja,

Portanto,

o 6) =2 () = 01 = ot

onde a tltima igualdade segue da igualdade (3.2), como querfamos.

Vamos estudar agora o grafico da funcao ¢.
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3.1.1 Grafico da funcao ¢

Sejam a e b dois niimeros reais positivos, com a > b. Logo ¢(a) — ¢(b) = ¢ <—) > 0
a
pois n > 1. Consequentemente, concluimos que ¢ é crescente.
Analisemos se ¢ é limitada. Recorde que:

e Dizer que lim f(z) = oo significa que VM > 0,34 > 0tq x > a = f(z) > M;

T—r00

e e dizer que lim —oo significa que VN > 0,30 > 0tq 0 <z <= f(x) < —N.

z—0t

O primeiro significa que ¢ nao ¢é limitada superiormente e, no segundo, que ¢ nao é
limitada inferiormente.
Afirmamos que ¢ nao é limitada superiormente e nem inferiormente.

De fato, seja M > 0 um nimero real qualquer e n um natural satisfazendo ¢ (2™) > M.

Observemos que n existe pois basta tomar n > @, pois, como p(2) > 0 ja que p(1) =0
¥

e ¢ é crescente, entao

M
n>——=np2)>M=¢2") > M,
(2)
onde usamos a Proposigao 3.1.1 (iii). Assim tomando a > 2", temos M < ¢(2") < ¢(a),
ja que @ é crescente. Deste modo, a funcao ¢ nao é limitada superiormente, ou seja,

lim ¢(a) = +o0.

a—r0o0

De modo andlogo, dado um numero real qualquer N > 0, seja n um natural satis-
N
fazendo ¢(27") < —N. A existéncia de n é garantida pois basta tomar n > 20 que
2
teremos:

n > N = —np(2) < —-N = ¢ (27") < —N.

v(2)
Logo, tomando a < 27" temos p(a) < ¢ (27") < —N, pois ¢ é crescente. Concluimos
assim que liné ola) = —o0.
a—

Portanto ¢ nao ¢ limitada. Passemos a estudar a derivada da fungao ¢.

Das desigualdades (1.3) dada no Exemplo 1.3.9, temos a4 < p(a) < a—1, para

1
a>1. Quando 0 < a < 1, entao — > 1 e dai vale:
a

1_1 1 1
te— <l - )< -1,
p a a
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ou seja,

1 1—a
l—a<ep|- )< :
a a

Como ¢ (—) = —p(a), entao substituindo na expressdo acima e multiplicando por
a

(—1), obtemos
a—1

1> >
a—12>¢(a)> .

(3.3)

Portanto, as desigualdades sao validas para todo a > 0.

Calculemos a derivada de ¢, por definicao. Substituindo a nas desigualdades dadas

, obtemos:

a+h a+h wth 1
. —1290< . )2 ah

a

em (3.3) por o

Realizando manipulagao algébrica e utilizando a Proposi¢ao 3.1.1 ii), obtemos:

h h
> pla+h) — pla) >

a

1
Multiplicando as desigualdades por W entao

L _ glath) —ola)

<
a+h — h -

Q|

Fazendo h — 0, segue do Teorema 1.3.10 que:

d 1

@@(@) = a0

1
A derivada segunda de ¢(a) é ——,, que ¢ sempre negativa. Logo o grafico de ¢ é

concavo para baixo, como mostra a Figura 3.1.

3.1.2 O numero ¢
Representemos por € a solugao de ¢(a) = 1. Substituindo a = € na desigualdade da
esquerda em (3.3), obtemos
ple)<e—1=1<e—-1=2<e.
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y=1Ina

Figura 3.1:

Fazendo a =v/€ na desigualdade da direita de (3.3) temos

Ve—1 1 1 2
<—:>\/§<2:><65) <2 =e<4.
ve 2

Logo 2 <e < 4.
Fazendo-se a = /€ nas desigualdades (3.3) temos:
Ve—1 1

< =nVe—n<Ve=m-1Ve<n=>
e - ( )

1 n 1\ " n " 1\ ™"
= (e)r < = ((e)~) < >e<|(1——
@ < 2y <(e)) (n—l) ‘ ( n)
1 1 1 1 " 1\" 1 "
—<"€—1:>—+1<(E)n:><—+1) <<(E)5) :>< +1) <
n n n n
Logo:
" _ "
(1+—> <e<(1——> , paran > 1.
n n
Como

€.

lim (1—1) = lim (n—l) = lim ( i ) = lim (n—1+1)
n—00 n n—00 n n—oo \ N — 1
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1 \"! 1
1 1 —
( +n—l) < +n—l)]
1 k
=,}£20<1+k) )

concluimos que

Portanto, segue da Observagao 2.1.4 que € = e, ou seja, p(e) = 1.

3.2 Relacao entre a funcao ¢ e a funcao In

Vimos que a fungao ¢ é crescente e satisfaz p(z - y) = ¢(x) + ¢(y). Logo, segue do
Teorema 2.2.3 que existe ¢ € R} tal que ¢(x) = log,z,Vx € Rf. Vamos mostrar que

¢ =e, ou seja, que p(r) =Inx, Vo € Rf. Vimos na Se¢ao 2.3 que:
. ( “1
e se a > 1entao Ina = Area H :/ —dz,
LT

1

, 1
ose0<a’<1entéolna’:—AreaK:—/ —dzx,
x

a/

onde H e K sao as regioes dadas na Figura 3.2.

Portanto, basta mostrar que

“1
e se a > 1 entao go(a):/ —dz,
LT

1
1
e se 0 <a <1entdo p(d) = —/ —dzx.

o T

Note que (1) =0=1In1.
Suponhamos a > 1.

Consideremos a decomposicao
1 2 n—1 n
D= {1,aﬁ,cﬂ, ...,aT,cﬂ}
do intervalo [1, a], veja Figura 3.3.
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Figura 3.2:

. ) r—1 T .~ , .
Tomemos um intervalo genérico [a n ,an} desta composicao. Observe que ha dois
retangulos com base nesse intervalo, como mostra a Figura 3.4.

O primeiro aproxima a area de H por falta e a segunda por excesso. A altura do
. . ~ , _r ; _r=1 ’
primeiro retangulo é a”» e a do segundo é a~ = . Portanto a soma das areas de todos os

retangulos por falta (sp), determinados pela decomposicao D, é dada por:

n

_r T r—1
SD:ECL"CL”—CL" .

r=1

Analogamente, a soma das areas dos retangulos por excesso (Sp) é:
n
_r—1 T r—1
Sp = E a [an—a }
r=1

Operando as expressoes, temos:

n

SD:Z<1—CL_%>:TL<1—G,_%>

r=1

n

SD:Z<(1%—1):H<CL%—1).

r=1
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N e

o F---

Figura 3.3:

a
Como a area procurada ¢ dada pela integral / —dx, obtemos a desigualdade:
1T

“1
SDS/ —dx < Sp
LT

isto é,

n(l—a_rlb>§/laidx§n<ai—1>.

Como

. — = . 1 n—oo
fimn (1) = i n o (Va 1) =" o =)

visto que lim {/a = 1, obtemos:
n—o0o

“1
o< [ do< )
LT
Portanto,

“1
cp(a):/ —dx =Ina.
1

T
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y=1

T

Figura 3.4:

1
Suponhamos agora 0 < @’ < 1. Entao — > 1 e, portanto,
a

1 1
gp(/) =In (/) =Inl—Ind =—1nd .
a a

Por outro lado,

Portanto,

p(a") =1Ind,

como queriamos.

Portanto, a funcao ¢ ¢é a funcao logaritmica natural.
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Capitulo 4

Logaritmos na Educacao Basica

4.1 Consideracoes Iniciais

Ao questionarmos a relevancia do tema logaritmos a uma determinada parte de pro-
fessores que atuam no Ensino Médio em nosso pais provavelmente ouviriamos um certo
desprestigio pelo ensino e aprendizagem deste conteudo. E comum ainda verificar, em
grande parte das avaliagoes em larga escala destinadas aos alunos da Educagao Basica,
como ENEM, SARESP (Estado de Sao Paulo), Avaliagdo da Aprendizagem em Processo
(Estado de Sao Paulo), entre outros, a auséncia, total ou parcial, da abordagem deste
contetido em problemas e questoes da prova, mesmo sabendo que o ensino de logaritmos
pertence a grade de conteidos voltados para o Ensino Médio.

Essas percepcoes nos remetem a alguns questionamentos: Qual o motivo do conhe-
cimento de logaritmos ser tao pouco prestigiado no Ensino Médio na Educacao Basica?
Por que os mecanismos avaliativos das instituicoes que aferem a qualidade da Educacao
Basica nao contemplam com maior importancia o conhecimento de logaritmos em seus
exames?

Comecemos inicialmente pontuando alguns fatores que estao presentes no cendrio da
escola basica e que representam um empecilho para a melhoria da qualidade do ensino da
matematica e, consequentemente, dos logaritmos em nosso pais.

Um primeiro aspirante para essa condicao encontra-se na formacao inicial que os fu-
turos professores recebem na Educagao Superior. De acordo com [3], é comum encontrar

alunos nos terceiros e quartos anos dos cursos de licenciatura em Matematica que nao

43



sabem responder perguntas como: O que é area? O que é logaritmo? O que é inte-
gral? Para que servem? A forma pouco funcional e superficial conferida aos contetidos
matematicos na graduacao tornam o ensino e aprendizagem dos mesmos fortemente cen-
trados na técnica em detrimento da formacao de conceitos. Esta pratica nao contribui
nem para a aprendizagem da Matematica, de um modo geral, muito menos para a dos
logaritmos. A este momento de formacao inicial de professores que nos referimos, prova-
velmente caracterizard a forma de atuar desse docente em sala de aula, desenvolvendo um
efeito em cadeia que futuramente recaira sobre os alunos da Educacao Basica. Apesar de
haver um enorme empenho por parte de universidades, secretarias de educacao e outras
instituicoes para alterar o quadro desfavoravel que caracteriza o ensino de Matematica no
Brasil, consequentemente o ensino de logaritmos, pouco tem contribuido para a formacao
inicial quanto continuada dos professores para o exercicio da docéncia, conforme explica
2].

Outro fator importante que possivelmente justifica a visao conturbada dos logaritmos
na escola basica encontra-se na histéria da Educacao Matematica em nosso pais. E perti-
nente salientar, conforme traz [4], que a Matematica ensinada por aqui sempre apresentou
uma forte e estreita ligagdo com as propostas de ensino desenvolvidas no continente eu-
ropeu, o que posteriormente sé viria a ser rompido pelas ideias da Etnomatematica, do
mesmo autor, fundamentada na tendéncia socioetnocultural defendida também por [5].
Deste modo, em 1950, o Brasil adere ao movimento internacional de reforma do curriculo
escolar que ficou conhecido como Movimento da Matematica Moderna, que epistemo-
logicamente trouxe mudancas significativas ao modo como educadores e pesquisadores
pensavam o ensino da Matematica no pais. Dentre elas, podemos ressaltar o formalismo
da linguagem Matematica e a preocupacao excessiva com a simbologia, o rigor, e os aspec-
tos estruturais e légicos centrados principalmente em nogoes da teoria dos conjuntos. Este
movimento segregou o ensino da Matematica em diversos niveis, algébrico, geométrico e
aritmético, descontruindo a ligacao estreita entre os mesmos, promovendo a falta de sen-
tido e significado no aprendizado dos conteudos matematicos. Muitos especialistas na
Educacao afirmam que ha ainda uma forte presenca das ideias pregadas naquele periodo
em livros e publicacoes nos tempos atuais, obras que sao amplamente divulgadas em es-
colas e instituicoes de ensino e servem de apoio para formagao de professores que atuam
na Educacgao Bésica. Para os logaritmos a realidade nao é nada diferente, vista por todos
como um conteuido abstrato, complexo, carregado de propriedades e sem utilidade no co-

tidiano, é percebida como dificil de ser aprendida e questionada por especialistas da area
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da Educacao sobre sua aplicabilidade dentro da Educacao Bésica.

A busca por contextos e de aplicabilidade para o ensino de logaritmos apresenta-se
também como um grande desafio aos educadores. E necessdrio buscar a compreensao
do significado das mudancas conceituais historicamente e nao somente o significado dos

conceitos fundamentais.

Os logaritmos, por exemplo, que inicialmente eram instrumentos fundamentais
para a simplificacao de cédlculos, hoje nao se destinam precipuamente a isso, sendo
imprescindiveis no estudo das grandezas que variam exponencialmente: decom-
posicao radiativa, crescimento exponencial, potencial hidrogenionico, escala Ri-
chter para terremotos, decibéis etc. Quem ignorar hoje a riqueza de significados
presente na ideia de logaritmo e se dirigir a uma sala de aula do Ensino Médio
pretendendo ensiné-la tendo em vista a simplificacdo de cdlculos nao serd com-
preendido pelos alunos, que poderao até mesmo considerar estranha a intencao
do professor. ([13], p. 45)

A mudanga ao qual descreve o documento norteador do Estado de Sao Paulo esta relaci-
onada ao modelo interdisciplinar que deve ser adotado para o ensino de logaritmos junto
as ciéncias, ou seja, seu tratamento deve partir de problemas que envolvam aplicagoes em
situagoes reais, conforme destaca os PCN para o Ensino Médio.

Para se conduzir o ensino de forma compativel com uma promocgao das com-
peténcias gerais, além da consciéncia de que, em cada aula de cada ciéncia, se
desenvolvem linguagens, se realizam investigagcoes e se apresentam contextos, é
preciso que o professor tenha a percepcao de linguagens comuns entre a sua dis-
ciplina e as demais de sua drea para auxiliar o aluno a estabelecer as sinteses
necessarias a partir dos diferentes discursos e praticas de cada uma das disci-
plinas. Isso propicia a composicdo de uma ideia mais ampla de Ciéncia para
além das diferentes ciéncias, de forma que os instrumentos gerais de pensamento

reforcem e ampliem os instrumentos particulares. ([1], p. 26)

Em relacao a producao de significados temos que destacar que nao representa apenas um
movimento de buscar uma utilidade pratica em outras areas que produzird um ensino
de logaritmos mais atraente aos olhos dos alunos, mas sim a busca por apresentar um

significado ou um sentido para aquilo que pretendemos que aprendam. Neste sentido,
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os logaritmos se apresentam como um potente catalisador para producao de centros de
interesse que estejam associados ao estudo de varios fenomenos reais onde se aplicam
taxas de variacao exponencial.

A compreensao das ideias apresentadas até o momento sao fortes indicadores que
traduzem de certo modo um possivel cenario do ensino e a aprendizagem dos logaritmos
em nosso pais. Uma maneira importante de conhecer como ela se apresenta para os
alunos de uma escola é entender o que um curriculo prescreve em relagao as diretrizes
de seu ensino em sala de aula. Referenciaremos a partir de agora o curriculo oficial do
Estado de Sao Paulo, material que sera analisado para entendermos melhor a realidade

dos logaritmos na Educacao Basica.

4.2 O estudo dos logaritmos segundo o curriculo do
Estado de Sao Paulo

A proposta de um curriculo unificado foi implementada no Estado de Sao Paulo em
2008, nos niveis de Ensino Fundamental (Ciclo II) e Ensino Médio, com o principal obje-
tivo de garantir a todos uma base comum de conhecimentos e competéncias de modo que
as escolas funcionassem como uma rede. Isto quer dizer que todo aluno que estude na rede
estadual de ensino, nao importando a regiao ou cidade ao qual ele reside, tem garantido
o estudo da mesma matriz de contetidos voltados ao ano/série ao qual faz parte.

Junto a essa proposta, foi desenvolvido um material de apoio pedagdgico ao profes-
sor intulado de Cadernos do Professor e Cadernos do Aluno, que apresentam situagoes
de aprendizagem (SA) diversificadas, com foco na metodologia do desenvolvimento de
habilidades e competéncias. Sao apresentadas quatro SA por caderno/volume (bimes-
tre), que constituem quatro centros de interesses a serem desenvolvidos com os alunos.
Em cada uma delas é apontado ao professor, de maneira sugestiva, o periodo de tempo
para o seu desenvolvimento, o conteido abordado, as competéncias e habilidades a serem
desenvolvidas e as estratégias adotadas.

Os contetdos sao organizados na matriz curricular tomando como caracteristicas trés
grandes blocos tematicos: Numeros, Geometria e Relagoes. Os contetidos de logaritmos
e funcoes logaritmicas encontram-se nos blocos NUMERO e NUMERO/RELAQ()ES,

respectivamente, estando organizadas dentro da matriz de contetidos no terceiro bimestre
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da 1% série do Ensino Médio, sendo retomada novamente, com maior aprofundamento, no
terceiro bimestre da 3* série do Ensino Médio.

O Curriculo do Estado de Sao Paulo: Matematica e suas Tecnologias no Ensino Fun-
damental Ciclo II e Ensino Médio, propoe que a exploracao dos conteidos mateméticos

levem o aluno a desenvolver:

e capacidades de expressao, que pode ser avaliada por meio da producao

de registros, de relatérios, de trabalhos orais e/ou escritos etc.;

e capacidade de compreensao, de elaboragao de resumos, de sinteses, de

mapas, da explicacao de algoritmos etc.;

e capacidade de argumentacgao, de construcao de andlises, justificativas

de procedimentos, demonstracoes etc.;

e capacidade propositiva, de ir além dos diagnosticos e intervir na reali-

dade de modo responsavel e solidario;

e capacidade de contextualizar, de estabelecer relacoes entre os conceitos

e teorias estudados e as situacoes que lhe dao vida e consisténcia;

e capacidade de abstrair, de imaginar situagoes ficticias, de projetar si-

tuagoes ainda nao existentes. ([13], p. 54)

Abordaremos agora o que cada uma das situacoes de aprendizagem apontam como
ideais para o desenvolvimento da compreensao do logaritmo. E importante salientar que o
escopo deste trabalho residira em verificar se as nogoes encerradas no material propiciam
um entendimento satisfatorio do conceito e, além disso, pontuar se ha ocorréncias do
estudo do logaritmo natural nas séries mencionadas anteriormente.

No caderno volume 3 (3° bimestre) da 1* série do Ensino Médio, a situagao de apren-
dizagem 1 traz atividades que exploram situagoes que envolvem crescimento exponencial
do tipo y = a®. As atividades propostas estao relacionadas a resolucao de problemas e a
construcao de graficos. Observa-se que ha uma preocupacao de propiciar ao aluno uma
exploracao do crescimento dessas fungoes quando variamos a constante a, com valores al-
ternando entre niimeros inteiros, racionais e irracionais. Para este ultimo tipo de ntimero
ha a atividade de se trabalhar com um software plotador de gréficos.

A situagao de aprendizagem 2 do mesmo volume traz atividades que exploram a repre-

sentacao de niimeros como poténcias do nimero 10. Todo ntimero N pode ser representado
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Tempo previsto: 2 semanas.

Contetidos e temas: significado da potenciagao com expoentes naturais,
inteiros, racionais e reais; funcdo exponencial, com a construgao de seu grafico
e o destaque para suas propriedades relativas ao crescimento e decrescimento;
fungGes exponenciais em diferentes contextos.

Competéncias e habilidades: expressar e modelar diversos fenémenos
naturais envolvendo poténcias, compreendendo-os nos diversos contextos em que
eles surgem; enfrentar e resolver situagoes-problema envolvendo expoentes

e funcdes exponenciais.

Estratégias: articulagdo das nogoes sobre poténcias ja estudadas em séries/
anos anteriores; destaque de alguns fatos fundamentais, considerados
especialmente importantes para a compreensao da natureza da funcgao

exponencial; apresentacao de exemplos ilustrativos e proposicao de exercicios

exemplares.

Tabela 4.1: Quadro referéncia de uma Situagao de Aprendizagem (SA) do Curriculo de Ma-
tematica - Ensino Médio, contendo o tempo previsto, os conteidos e temas, as competéncias e

habilidades e as estratégias da referida SA.

como uma poténcia 10", ou seja, N = 10". Os alunos sao levados a perceber a estreita
ligagao entre o expoente n da poténcia de 10 e o nimero N. Deste modo, define-se que
n é o “logaritmo de N”. Algumas observagoes e propriedades do “logaritmo de N”sao
trabalhadas nesta situacao de aprendizagem. E explorado também que existem outras
bases de forma que é possivel escrever N = a", sendo a uma base qualquer maior que zero
e diferente de 1. As atividades propostas, em sua maioria, estao relacionadas a resolucgao
de problemas.

A situagao de aprendizagem 3 do mesmo volume traz atividades que exploram o grafico
das funcoes do tipo y = a” e z = log, y, onde x é logaritmo de y na base a. A esta ultima
fungdo denomina-se, na SA, de fungao logaritmica e representa-se por f(z) = log, . E
evidenciado para os alunos os tipos de crescimento tanto da funcao y = a” quanto da
funcao y = log, z, tomando a > 1 inicialmente e 0 < a < 1 posteriormente. Define-se na
SA o que é uma funcao inversa, e os alunos sao levados a perceber que a funcao logaritmica
é a funcao inversa da funcao exponencial. As atividades propostas estao relacionadas a
resolucao de problemas e também a utilizagao de software plotador de graficos.

A dltima situagao de aprendizagem (SA4), também do mesmo volume, traz atividades

(situagoes-problema) envolvendo equagoes e inequagoes em diferentes contextos. O foco
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das mesmas é trabalhar problemas que se utilizam do conhecimento de poténcias e de
logaritmos.

Passando agora para o caderno volume 3, da 3* série do Ensino Médio, encontramos
na situagao de aprendizagem 1 as atividades 3 e 4 (situagoes-problema) que utilizam do
conhecimento de fungao exponencial e fungao logaritmica.

A situagao de aprendizagem 2, da 3* série do Ensino Médio - volume 3, traz ativida-
des que envolvem transformagoes em fungoes. O aluno deve construir diversos gréficos,
observando o que cada transformacao leva a produzir de efeitos no grafico da funcao.

A situacao de aprendizagem 3, do mesmo volume e série, traz atividades de exploracao
e estudo dos tipos de crescimento e decrescimento de cada funcao. Nesta vertente, os
alunos compreendem a diferenca entre fungoes que “crescem a taxas constantes”, por
exemplo, as fungoes de 1° grau; as fungoes que “crescem a taxas crescentes”, por exemplo,
as funcoes exponenciais; e as fungoes que “crescem a taxas decrescentes”, por exemplo,
a funcao logaritmica. As atividades propostas, em sua maioria, estao relacionadas a
resolucao de problemas.

A situagao de aprendizagem 4, do mesmo volume, traz atividades (situagoes-problema)
que envolvem fendmenos naturais, que em sua maioria sao modeladas por fungoes expo-
nenciais e logaritmicas na base e (logaritmo natural de z). As atividades propostas estao
relacionadas a resolucao de problemas e também a utilizacao de softwares plotadores de

graficos.

Conclusoes finais:

Observa-se que a proposta de estudo dos logaritmos e das fungoes logaritmicas no
curriculo do Estado de Sao Paulo contemplam uma variedade enriquecida de situacoes de
aprendizagem que constroem de maneira bem consistente os conceitos ligados a estes
contetidos. As atividades propoem a todo momento a construgao de relagoes, sejam
elas por meio da observagao de exemplos e/ou dos comportamentos de fungdes do tipo
exponencial, inicialmente de base 10, chegando a sua relagao com a funcao logaritmica
decimal.

Em relacao a funcao logaritmica natural, constatamos que sua introducao é realizada
apenas na ultima situacao de aprendizagem do volume 3 da 3* série do Ensino Médio.
Nao ha uma discussao mais aprofundada da importancia deste tipo de funcao para as
ciéncias, principalmente para a modelagem de diversos fendmenos naturais que tem como
caracteristica o seu crescimento.

Contudo, ha no material analisado uma preocupacgao em trazer o logaritmo de uma
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forma nao mecanizada, explorando por meio de situagoes problemas a relacao viavel que
tem com outras areas, principalmente relacionadas a Biologia, Quimica, Fisica. Este
tipo de encadeamento de ideias e relagoes fortalecem o estudo do logaritmo no curriculo
de Matematica, sobretudo, promovendo um ensino de mais qualidade para os alunos da
escola basica.

Neste trabalho procuramos apresentar 3 formas diferentes de se abordar o conheci-
mento de logaritmos, sendo a primeira relacionada a apresentacao como funcgao inversa
da funcao exponencial, a segunda, investida na sua importante definicao geométrica, e a
ultima, na definicdo como limite de uma sequéncia de nimeros reais. Das trés perspec-
tivas somente a pautada na funcao inversa da exponencial é explorada nos cadernos do
Curriculo do Estado de Sao Paulo. Observando os conceitos e propriedades que eviden-
ciamos em cada um dos capitulos e que sustentaram a argumentagao de cada uma das
perspectivas apontadas, ¢ evidente que aquela que necessitamos de conhecimentos ligados
a limites e integrais nao estariam realmente adequadas a realidade da grade de contetdos
para o Ensino Médio. Desta maneira, acreditamos que seria uma excelente opgao para re-
forgar o significado de logaritmos no Ensino Médio, a abordagem geométrica apresentada
neste material, que fortaleceria a correspondéncia estreita que ha entre os eixos algébricos
e geométricos na Matematica.

Para o Ensino Superior, as trés perspectivas sao especialmente importantes de serem
estudadas. A partir da problematizacao que realizamos neste inicio de capitulo, a pro-
posta articulada entre estas trés formas de conhecimento de logaritmos na formagao inicial
de professores dentro das universidades favoreceria a construgao de elos, conexdes e sig-
nificados necessarios para a atuagao segura do docente, nos niveis didaticos, pedagogicos

e conceituais, na Educacao Bésica.
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