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Resumo

Nesta dissertagao estudamos o mecanismo atrator e a funcao entropia para bu-
racos negros. Depois de revisarmos alguns aspectos de Relatividade Geral e buracos
negros do tipo Schwarzschild, Reissner-Nordstrom e Kerr-Neumann demonstraremos
detalhadamente como sao deduzidas a lei zero e a primeira lei das chamadas Leis da
Termodinamica de Buracos Negros. Apresentaremos também a segunda e a terceira
destas leis e discutiremos a relagao entre as Leis da Termodinamica e as Leis da
Termodinamica de Buracos Negros. Apoés isso, apresentaremos um exemplo para
demonstrar como ocorre o chamado fenémeno atrator, que faz com que todos os
campos escalares admitam o mesmo valor sobre o horizonte de eventos do buraco
negro, fazendo-os entao perder toda a memoria de suas condicoes iniciais no in-
finito. Finalmente, apresentaremos a deducao da chamada funcao entropia de Sen,
e demonstraremos sua importancia no que se refere ao estudo dos campos escalares
de um buraco negro para a geometria proxima ao horizonte de eventos, ou seja,
para o mecanismo atrator. Demonstraremos a validade deste formalismo através da
solugao de Reissner-Nordstrom usual em 4 dimensoes e de uma teoria correspon-

dendo a parte bosonica de uma acao da supergravidade a baixas energias.

Palavras Chaves: termodinamica de buracos negros; mecanismo atrator; funcao

entropia de Sen.

Areas do conhecimento: Relatividade Geral; Teoria de Campos.
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Abstract

In this Master Thesis we study the attractor mechanism and the entropy function
for black holes. After reviewing some aspects of General Relativity and black holes
solutions of the Schwarzschild, Reissner-Nordstrom and Kerr-Newmann type, we
give a detailed derivation of the zeroth and first of the so-called Laws of Black
Hole Thermodynamics. We will also present the second and third laws and discuss
the relation between The Laws of Thermodynamics and The Laws of Black Hole
Thermodynamics. Then we will present an example of how the so-called attractor
phenomena occurs, which makes all the scalar fields assume the same value on
the black hole event horizon, forcing them to lose all the memory of their initial
conditions at the infinity. Finally, we will present the derivation of the so-called
Sen’s entropy function, and we will show its importance concerning the study of
scalar fields of a black hole for the near horizon geometry, or in other words, for
the attractor mechanism. We will show the validity of this formalism through the
usual Reissner-Nordstrom solution in 4 dimensions and a theory corresponding to

the bosonic part of a low energy supergravity action.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1915 Einstein apresentou ao mundo a Teoria da Relatividade Geral. Utilizando-
se de certos limites de campo gravitacional fraco e de experimentos pensados por ele,
Einstein deduziu uma equacao tensorial que relaciona a geometria do espagotempo,
cuja informacao estd contida no tensor de curvatura, com a matéria que faz com
que a geometria do espagotempo tome essa forma, cujo contetido é dado pelo tensor
energia-momento. Em sua teoria Einstein pode explicar por exemplo o problema da
precessao do periélio de Mercurio, cuja mecanica Newtoniana nao bastava para dar
uma explicagao concreta. Porém, um dos maiores triunfos da Relatividade Geral é
sem duvida a chamada solucao de Schwarzschild, que é uma solucao das equacoes
de Einstein para um espagotempo estacionario e esfericamente simétrico. Uma das
previsoes que podia ser feita desta solugao era que a luz poderia mudar sua trajetoria
a0 passar proxima a corpos massivos como planetas e estrelas. De fato, esta previsao
foi confirmada alguns anos ap6s Einstein ter apresentado ao mundo a sua teoria, o
que confirmou ainda mais a validade da Relatividade Geral. Varios experimentos
sao feitos ainda hoje com a intencao de servirem de testes para a teoria e verificar
seus limites, como por exemplo a medida do deslocamento para o vermelho de um
raio de luz enviado para a lua e refletido de volta para a Terra, sendo este efeito

causado pela acao do campo gravitacional sobre os ftons do raio de luz.

A solugao de Schwarzschild apresenta algumas peculiaridades como a presenca
de uma singularidade em r = 0 e um horizonte de eventos, que é uma superficie
da qual nada que esteja em seu interior escapa. Isso levou a introducao do termo
buraco negro para designar tais solucoes , e é este o principal objeto de estudo desta
dissertacao . A solugao de Schwarzschild é vélida quando o tensor energia-momento,
que carrega informagao sobre os campos do corpo que colapsou em um buraco negro,
¢ nulo. Podemos admitir que um buraco negro possa ter também cargas elétricas
e magnéticas, o que faria que o tensor energia-momento fosse diferente de zero, e

assim somos levados a chamada solugcao de Reissner-Nordstrom, que é uma solucao



das equagoes de Eintein que representa um buraco negro carregado. Uma diferenca
com relagao a solucao de Schwarzschild é a de que a solucao de Reissner-Nordstrom
possui dois horizontes de eventos quandos certos limites sobre a massa e a carga sao
tomados, como demonstraremos nos préximos capitulos. Além do mais, depois de
um trabalho muito mais arduo, podemos ainda demonstrar que é possivel se obter
uma solucao que representa um buraco negro em rotagao , ou seja, possui momento
angular. Esta é a chamada solucao de Kerr-Newmann.

Desde de sua descoberta buracos negros tém sido alvo de muito estudo e espec-
ulacao . Varias foram as descobertas tedricas que impulsionaram os fisicos Bardeen,
Carter e Hawking a formular em 1973 as chamadas Leis da Termodinamica de Bu-
racos Negros. Em seu artigo, eles descobriram que existe uma forte analogia entre
as leis da Termodinamica usuais e as Leis da Termodinamica de Buracos Negros.
Mais tarde Hawking demonstrou que é possivel associar ao buraco negro uma tem-
peratura, que passou a ser chamada de Temperatura Hawking, que deixou claro
que a area do buraco negro esta diretamente relacionada com a entropia. Apds
essa descoberta Hawking fez a incrivel descoberta de que processos quanticos fazem
com que buracos negros emitam radiacao, sendo que esta passou a ser chamada de
Radiacao Hawking. Estas descobertas demonstraram que de fato buracos negros se
comportam como sistemas termodinamicos e que por suas caracteristicas serviriam
como um laboratorio ideal para se testar teorias de gravitacao quantica. Muito
avancgo foi feito mas o que se tem certeza atualmente é de que sabemos muito pouco
sobre a termodinamica de buracos negros.

Apesar de sabermos definir a entropia para um buraco negro nao sabemos ainda
contar seus microestados, pelo menos sem o uso de ferramentas mais avancadas
como a teoria de cordas. O conteido microscopico de um buraco negro é ainda
um mistério e varios esforgos sao feito para se entender melhor como definir esses
microestados. Caso soubéssemos disso, seria possivel obter informacoes sobre o
contetddo microscopico de um buraco negro através de suas grandezas macroscopicas
que podemos medir, reforcando a idéia de que eles sao o laboratorio ideal para se
estudar teorias de gravitacao quantica.

O horizonte do buraco negro tem algumas propriedades interessantes. O que
¢é entendido é que independentemente dos valores assintoticos para os campos, no
horizonte eles tomam valores especificos, um fenomeno conhecido como mecanismo
atrator. Uma maneira de se encontrar este fenémeno é definir uma fungao entropia
como a proposta por Sen [1] e outros, cujo extremo nos da o atrator, e a funcao
entropia tomada no extremo nos dé a entropia do buraco negro.

Nesta dissertacao estudamos o mecanismo atrator e a funcao entropia, e os apli-

camos para o caso de quando o horizonte é do tipo AdS,x S?, e em geral AdSyx SP~2.



A organizacao da dissertacao é dada como se segue. KEscreveremos as leis da
termodinamica e mostraremos como se pode definir a entropia de Boltzmann, bem
como suas diferentes defini¢coes para a distribuicao microcanonica. Mostraremos em
seguida como estas diferentes definigoes convergem para o mesmo valor. Discutire-
mos as ferramentas necessarias para se estudar buracos negros como congruéncias
geodésicas, condigoes de energia, horizontes de Killing e defini¢oes de massa e mo-
mento angular para buracos negros. Apresentaremos a deducao da lei zero e da
primeira lei da Termodinamica de buracos negros, e também apresentaremos a se-
gunda e a terceira lei e discutiremos a relacao entre essas leis e as leis da ter-
modinamica apresentadas no capitulo 2. Estudaremos teorias invariantes por trans-
formagao de dualidade cujo fundo corresponde a uma solu¢ao do tipo buraco negro
extremo. Demonstraremos como se dé o fenomeno atrator para uma teoria de gravi-
dade acoplada a campos de gauge e ao campo escalar do dilaton. Deduziremos o
formalismo da funcao entropia de Sen e como ele é usado para o estudo do fenémeno
atrator e para uma deducao da entropia do buraco negro. Aplicaremos esse formal-
ismo para a solucao de Reissner-Nordstrom usual em 4 dimensoes e também para o
exemplo de uma teoria em 5 dimensoes . Por fim, demonstraremos como se escrever

a funcao entropia de Sen para uma teoria em D dimensoes .



Capitulo 2

Leis da Termodinamica e funcao entropia

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados referentes a termodinamica usual.
Primeiro vamos enumerar as Leis da Termodinamica, que estao relacionadas com-
pletamente com o contetido macroscopico de um sistema. Apds isso, apresentaremos

a definicao estatistica da entropia, através da férmula de Boltzmann
S = kB In 2.

A entropia escrita nessa forma relaciona as quantidades macroscépicas de um sis-
tema com seu estado microscépico, que é descrito pelo niimero total de microestados
). Vamos demonstrar a relacao entre o espaco de fase classico e o niimero total de
microestados €2. Entao aplicaremos nossas idéias para o calculo de ) para uma
particula quantica numa caixa cubica. Apresentaremos uma breve discussao sobre
a hipdtese ergédica que diz respeito as grandezas médias calculadas classicamente
e no contexto da fisica estatistica. Estenderemos o calculo do niimero total de mi-
croestados para um sistema de /N particulas quanticas numa caixa cubica, e também
calcularemos a densidade de microestados. Finalmente, apresentaremos as possiveis
definicoes estatisticas da entropia para este caso e demonstraremos que no limite

termodinamico, isto é, N — oo, todas defini¢oes convergem para o mesmo valor.

2.1 As leis da termodinamica

Nesta secao vamos apresentar as leis da termodinamica. Basicamente existem 4
leis, e, algumas vezes, diferentes formas de apresenta-las. Seguiremos as referéncias
2], [3] e [4].

0. Lei zero da termodinamica:

Todos os sistemas que estao em equilibrio térmico com um dado sistema também
estao em aquilibrio térmico entre si.

1. Primeira lei da termodinamica:

A mudanca de energia interna para uma mudanga de estado (reversivel ou irre-



versivel) é dada pela soma do trabalho W e do calor §Q) trocados com os arredores

do sistema

dU = W + 6Q. (2.1)

A primeira lei é simplesmente uma expressao para a conservagao da energia de um
sistema termodinamico, e a escrevemos usando os diferenciais § para representar
o fato de que o trabalho e o calor trocados com os arredores podem depender do
processo termodinamico envolvido.
2. Segunda lei da termodinamica:

Um macroestado de equilibrio de um sistema pode ser caracterizado por uma quan-
tidade S chamada de entropia, a qual tem as seguintes propriedades:

a. em qualquer processo no qual um sistema isolado termicamente vai de um

macroestado para outro a entropia tende a crescer, isto é
AS > 0; (2.2)

b. se um sistema nao ¢é isolado e passa por um processo infinitesimal quasi-estatico

no qual ele absorve calor @), entao
oQ
T )

onde T é a temperatura absoluta do sistema.

ds = (2.3)

Para sistemas isolados, () = 0, o que implica que dS = 0, indicando que nesta
situacao de equilibrio a entropia tem um extremo. Todo experimento confirma que
este extremo é um maximo.

3. Terceira lei da termodinamica:

A entropia S de um sistema tem a propriedade limitante de que, conforme
T =04, S— 5, (2.4)

onde Sy é uma propriedade independente de todos os parametros do sistema partic-

ular.

2.2 Espaco de fase e nimero de microestados

Para fixar o estado de movimento de um sistema cldssico basta conhecer todas
as coordenadas generalizadas ¢, (t) e p,(t) para todo ¢, onde v = 1,...,3N quando
nao ha vinculos para as coordenadas e momentos. O conjunto (g,,p,) do espago
de fase 6/N-dimensional é interpretado como o microestado deste sistema. Um
ponto definido no espaco de fase corresponde a um estado microscopico do movi-

mento do sistema inteiro. A evolugao temporal do sistema corresponde a uma curva



(q,(t), p,(t)) do espaco de fase, também chamada de trajetéria no espago de fase,

que ¢é determinada pelas equagoes de movimento de Hamilton

_0H . 0H
_apya pl/_ 8qy7

onde H(q,(t),p,(t)) é a hamiltoniana do sistema. Em um sistema fechado no qual

Gy (2.5)

a hamiltoniana nao depende do tempo, a energia total

E = H(q,pv) (2.6)

¢ uma quantidade conservada, e, ao longo de uma trajetoria do espaco de fase, ela
sempre assume o mesmo valor F independente do tempo.

Chamamos de célula do espaco de fase ao elemento de espaco de fase d*Vqd*"p.
Ela relaciona o volume de certas regioes do espaco de fase, isto é, a regiao entre as
elipses £ e E+ AFE. A célula também é chamada de elemento de volume no espaco
de fase, que abreviaremos para dw. O volume correspondendo a regiao entre E e
E+ AFE, é dado por

Aw = / dw = / d*N qd*N p. (2.7)
E<H(qu,pv)<E+AE E<H(qv,pv)<E+AE

Da mesma forma, podemos definir a area por

o(E) = / do (2.8)
E:H(QVypu)

e relaciond-la a hipersuperficie de energia, onde do representa o elemento de su-
perficie. Considere um sistema termodinamico caracterizado pelas varidveis natu-
rais £, V e N. O volume do reservatorio restringe as possiveis coordenadas das
particulas, e o fato da energia ser dada faz com que somente pontos no espaco de
fase sejam permitidos. Como temos a area da hipersuperficie de energia a nossa
disposicao, assumiremos que o nimero de microestados é proporcional a essa area.
Entao , para um dado macroestado existe um niimero grande de diferentes microes-

tados, dado por

E, VN
0o
co1m
o(E,V,N) z/ do (2.10)
E:H(QVzpu)

e 0y sendo uma constante de proporcionalidade que nao influenciara na dinamica
do sistema, ja que veremos futuramente que estaremos interessados nas razoes entre
diferentes estados microscépicos. Para um estado macroscépico o volume total do
espago de fase é dado por

W(E,V,N) = / PN gdPNp, (2.11)

H(qu,pv)<E



onde a fronteira é a hipersuperficie de energia E = H(q,,p,). Para AE pequeno o
volume entre £ e E + AFE é dado por

Oow

Aw=w(E+AF)—w(E) = —
OFE
V,N

AE. (2.12)

O volume entre duas superficies vizinhas (veja [3]), com édrea o(FE) e distancia AE
¢é dado por
Aw =o(E)AE. (2.13)

Comparando as expressoes 2.12 e 2.13 verificamos que

Ow
E)=— 2.14
o(E) = 52, (214)
o que nos fornece para a equacao 2.9
1 dw
QFEV,N)=—— 2.15
(BV.N)= 2%, (2.15)

onde w é dado por 2.11.

2.3 Definicao estatistica de entropia

Considere um sistema fechado que consiste de um subsistema 1 e um subsistema

2, cujas variaveis de estado sao F,V e N, de forma que

E=FE +FE,=const dE, =—dE,
V=Vi+V,=const dV,=—dV, (2.16)
N = Ny + Ny = const dN; = —dNs.

Isto equivale a dizer que os sistemas podem trocar energia ou particulas, ou podem
alterar seus volumes. Porém, em equilibrio, F;,V; e N;, com i = 1,2, se adaptarao
a certos valores médios. O nimero total de microestados deste sistema Q(E, V|, N)

sera o produto do numero de estados de cada subsistema, isto é,
Q(E, V, N) - Q(E17%7N1)9<E2,‘/2,N2). (217)

O estado de equilibrio corresponde ao estado com maior nimero de microestados,

isto é, Q2 = Q0 € dQ2 = 0. Usando 2.17 podemos formar os diferenciais
dQ = QQdQl + QldQQ, (218)
ou, se dividirmos essa equacao por 2.17, teremos

dlnQ = dInQ; + dnQy. (2.19)



A condicao de equilibrio é escrita como
dInQ2 =0, InQ =1InQ,4z. (2.20)

Quando a energia interna U de um sistema fechado é identificada com a energia
total E podemos considerar este sistema do ponto de vista termodinamico, para o

qual a entropia total sera a soma das entropias dos dois subsistemas
S(E,V,N) = S(Ey, Vi, Ny) + S(Ey, V3, Ns). (2.21)
O diferencial dessa expressao é escrito como
dS = dS; + dSs. (2.22)

De acordo com a segunda lei da termodinamica estamos em equilibrio termodinamico
se a entropia é maxima

dS =0, S= Smas- (2.23)

Podemos comparar as equagoes 2.20 e 2.23 e verificar que existe de fato uma analogia
entre a entropia e In€2. De fato, as duas quantidades devem ser proporcionais uma

a outra, ou seja, podemos definir a entropia do sistema como
S(E,V,;N)=kglnQ(E,V,N), (2.24)

onde kg é identificada como sendo a constante de Boltzmann. Vale ressaltar que
poderiamos ter definido a entropia da forma acima mais uma constante, porém, a
constante poderia ser absorvida por S.

A funcao 2.24 possui extrema importancia no sentido em que podemos calcu-
lar propriedades termodinamicas de um dado sistema de muitos corpos usando a
hamiltoniana H(q,,p,). Apesar ds simplicidade da equagao 2.15 o célculo de € nao
¢é trivial. Usamos em geral a teoria do ensemble para nos dar um método pratico

para o calculo de €) para sistemas mais complicados.

2.4 Contagem pseudo-quantica de (2

Consideraremos agora o caso do gas ideal e contaremos o nimero de estados
quanticos para uma determinacao direta de €.
Do problema da particula quantica em uma caixa cubica de comprimento L

temos que sua funcao de onda é dada por

. MTT . NyTY . N2
Vo nym. = Asin 7 sin T sin 7

(2.25)



onde ng,ny,n, = 1,2, ... e sua energia ¢ dada por

h2
E =
8mL2

(n2 +n. +n2). (2.26)

No caso classico o microestado da particula era fixado pela varidveis canonicas ¢ e
p. Agora para o caso quantico cada estado de uma tnica particula é fixado pelos
nimeros quanticos (n,,ny,n.). A energia total para o problema de N-particulas é

determinada pelos 3N nimeros quanticos dos estados ocupados,

h? % )
E = n?. (2.27)
8mL?

Estamos agora lidando com um espaco 3/N-dimensional que contém uma esfera de
energia (3N — 1) dimensional. O estado de menor energia corresponde ao estado
para o qual todos niimeros quanticos sao iguais a 1. O proximo estado é aquele em
que somente um dos numeros quanticos assume valor igual a 2 e os demais iguais a
1. Se o sistema contivesse 3 particulas por exemplo, haveria 2 = 9 estados possiveis
para esta configuracao de energia. Isto na realidade nao corresponde a um célculo
quantico, ja que as particulas sao idénticas e nao podemos distinguir exatamente
qual delas assumiu o valor de n; = 2. Tudo que fizemos foi usar o calculo estatistico
classico para contar estados. Em um calculo quantico deve-se levar em conta no
inicio do problema a indistinguibilidade das particulas.

Nos sistemas termodinamicos em geral ha sempre troca de energia com o am-
biente, por isso ¢ interessante definir o nimero de microestados médio €2 sobre um
intervalo de energia AFE. Para isso considere o niimero de todos microestados no
interior da esfera de energia,

S(E,V,N)= Y Q(E',V,N). (2.28)

E'<E

Podemos aproximar ¥ para uma fungao média > continua, que diferenciada com
relacao a energia nos fornece a densidade média de estados, que corresponde ao

nimero médio de estados por intervalo de energia

0

em analogia com o calculo cldssico da superficie de energia o(E) por meio de o(E) =
Ow/OE. No limite para o qual N — oo temos ¥ ~ ¥, que corresponde a um célculo
classico. O fator de correcao de Gibbs N! é introduzido com o intuito de descontar

a contagem dos estados extras que sao provenientes do fato das particulas serem



indistinguiveis. Entao, introduzindo o fator de corregdo de Gibbs para X (FE), a

entropia absoluta é dada por
S(E,V,N)=kInQ(E,V,N), (2.30)

com as seguintes defini¢oes

Q(E,V,N) = g(E,V,N)E, (2.31)
OX(FE
o) = 208 (2.32)
1
2(E) = v || W g 2.
() = s fy o (2.33)

h3N

onde o fator ¢ a unidade de volume do espaco de fase.

2.5 Distribuicao Microcanonica e limite termodinamico

Os parametros termodinamicos que especificam o niimero de microestados de um
sistema isolado sao a energia E, o volume V' e o niimero de particulas N. O postu-
lado bésico da mecanica estatistica nos diz que todos os microestados da superficie
de energia de um sistema fechado podem ser assumidos como sendo igualmente
provaveis. A colecao dos sistemas em diferentes microestados e valores especificados
de E, V e N é chamado de ensemble microcanonico. Para um sistema quantico
a energia F deve ser sempre especificada em alguma faixa de energia, pois se ela
fosse especificada exatamente, o sistema teria que estar em um de seus possiveis
autoestados, e permaneceria neste autoestado indefinidamente. Se isso acontecesse
um tratamento estatistico nao faria sentido. Além do mais, a energia em geral é
considerada como sendo uma varidvel continua. Conhecendo-se a funcao entropia
¢é possivel fazer a conexao com a termodinamica através das defini¢oes gerais de

temperatura 7T, pressao p e potencial quimico pu, que sao dadas por

1 95 p 08 w o 0S

= = _B_~" 2.34

T OE T 0V T ON (2:34)
O que precisamos agora é especificar como podemos definir a entropia para um

sistema cuja energia é uma variavel continua.

2.5.1 Densidade de espaco de fase e hipétese ergddica

Para sistemas nao-fechados o postulado basico da mecanica estatistica deixa de
ser valido. Para este caso o microestado deve ser multiplicado por uma fungao peso

p(q, p,) que depende da energia do estado. Portanto teremos uma fungao peso para
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cada ponto do espaco de fase (g,,p,), que pode ser interpretada como a densidade
de probabilidade para o microssistema alcancar este ponto do espago de fase. Entao,
para um sistema fechado p seria nulo dentro e fora da superficie de energia, e seria
constante sobre a superficie de energia. A densidade de probabilidade p é chamada

de densidade de espaco de fase e é normalizada a 1,

/dBquBNpp(q,,,p,,) =1. (2.35)

Sendo f(q,,p,) qualquer observavel do sistema, entdo, em geral, pode-se observar
um valor médio < f > desta quantidade em um dado macroestado, no qual o

microestado contribui com seu peso correspondente p(q,,p,):

< f>= /d?’qu?’pr(qy,py)p(qu,pu)- (2.36)

Como o ponto do espago de fase (g,,p,) pode ser identificado com uma cépia do
sistema macroscépico real em um certo microestado, a equacao acima é simplesmente
uma média sobre o conjunto de tais copias idénticas a tempo fixo. A quantidade
< f > é chamada de média de ensemble da quantidade f e a densidade de espaco
de fase p é a funcao de peso do ensemble.

A densidade de espaco de fase de um sitema fechado corresponde a um certo
ensemble de possiveis microestados e o chamaremos simplesmente de um ensemble
microcanonico, que denotaremos pelo indice mc. Entao, para um sistema fechado,

o ensemble microcanonico é dado por

t, E<H(q,p,) <E+AFE
Pime = { const, B < Higp) < Bt (2.37)
0, outro caso.
A constante em 2.37 é determinada pela normalizagao 2.35,
- ! (2.38)
const = B, V. Ny :

onde incluiremos o fator de correcao de Gibbs, N!, somente se formos corrigir o

fato das particulas serem distinguiveis. Por comodidade incluiremos o fator A3V

no elemento de volume para que a definicao da densidade de espago de fase seja

adimensional. Entao nossas defini¢oes passam a ser

1
M—N/d3qu3Npp(ql,,pl,) =1, (2.39)

1
< f>= hTN/dSquSpr(qmpy)p(qy,py)- (2.40)

A densidade de espaco de fase normalizada do ensemble microcanonico sera

, :{ L E<H(g,p)<E+AE

(2.41)
0, outro caso.
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Para calcular a média temporal de uma certa quantidade f no laboratério geralmente
tomamos a média de varios valores de amostra de f em um intervalo de tempo

razoavelmente grande, 7. Matematicamente isso corresponde a calcular
dtf(t). (2.42)

A hipétese ergodica consiste basicamente em assumir que, no equilibrio, esse

mesmo valor pode ser obtido de uma média no espaco de fase,

_ S f(aw.p)pav, p)d* qd*Np
J (G, po)d*Nqd*Np

onde o ensemble é tomado sobre todos os microestados acessiveis ao sistema. Para

< f>

(2.43)

que haja a igualdade entre as duas grandezas é necessario assumir que, para um
sistema fechado a uma dada energia, durante sua evolucao temporal, a trajetéria
do espaco de fase passa através de cada ponto da superficie de energia um nimero
igual de vezes. De fato, para sistemas com muitas dimensoes pode-se demonstrar
matematicamente que a trajetoria do espaco de fase, a principio, nunca pode passar
por todos pontos da superficie de energia. Para estes casos entao é necessario invocar
a hipotese quasi-ergdédica, que diz que a condigao necessaria para que haja a
igualdade entre as médias temporais e as médias de ensemble é que a trajedria do

espaco de fase passe arbitrariamente perto dos pontos da superficie de energia.

2.5.2 Numero de microestados de N particulas nao -interagentes

Vamos agora calcular o nimero de microestados de um sistema de N particulas
distinguiveis e dividir por N! para corrigir a contagem dos estados extras. Para
o caso de uma particula em uma caixa tridimensional o niimero de microestados
com energia menor ou igual a FE é igual ao volume do octante positivo da esfera
de energia. O que faremos agora é generalizar esse caso para um sistema de N
particulas.

O volume de uma hiperesfera n-dimensional é dado por

Vo = dridry...dr,,. (2.44)

r%—i—r%—&-...#—r%gRQ

Para valores inteiros de n pode ser mostrado que este volume é dado por

27.[_71/2
V, = ——=R", 2.45
nl'(n/2) (2.45)
onde, por 2.26,
2 2 2 2 2L\?
R*=n,+n, +n; = <h> 2mE. (2.46)
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Como estamos interessados em calcular o volume somente para o caso em que 0s
valores de n sejam todos positivos, temos que acrescentar um fator de correcao ao
volume. Entao, o volume da parte correspondente ao ”octante” positivo de uma

hiperesfera n-dimensional é dado por
S(R) = () Vi (R). (2.47)

Usando as propriedades da fungao gama, I'(n) = (n — 1)!, I'(n + 1) = nI'(n), e que
I'(1/2) = /7/2, podemos facilmente demonstrar que para o caso em que n = 3N

este volume é dado por

N (9rmE)3N/2
Z(E,V,N):qg) % (2.48)

Incluindo o fator de correcao de Boltzmann temos

Y(E,V,N) =

_ ]\1” <V)N (2rmE)3N/? (2.49)

h3 (3N/2)!

Este volume do ”octante” positivo da hiperesfera de energia corresponde ao niimero
de microestados de um sistema de particulas nao -interagentes com energia menor
ou igual a FE.

Para o caso em que o nimero de particulas é muito grande, temos que N > 1, o
que nos permite usar a aproximacao de Stirling, In N! = NIn N — N, e o logaritmo

da expressao 2.5.2 se torna

vV 3 mE 5
MY(E.V.N)= Nln— + °Nln =~ _ 4+ 2N 2.50
nx(E, V. N) ny TN Mgy gz Tt (2.50)

onde 2mh = h. Podemos também calcular a densidade de estados 2.32, que é escrita

como v Jono
1 /V 2mm
E)y= —(—) =27  pBN/2)-1 251
9(E) = 5 <h3) [(3N/2) — 1! (2:51)
Tomando o logaritmo desta expressao temos
N N N
Ing(E) = —lnN!+N1nV—3N1nh+321n(27rm)—ln (32 — 1)!—1—(32 - 1) InE.

(2.52)
Quando o valor de N é grande podemos usar a aproximacao de Stirling novamente

€ escrever

N
Ing(F) = —NlnN—i—N—i—Nan—SNlnh—i-?)z1n(27rm)

_(3;\[_1>1n(3;v—1>+(3év—1>—|—(3év—1)lnE. (2.53)
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Como podemos notar X(E,V, N) e g(E) sao fungoes de E,V e N que crescem muito
rapidamente.

Uma vez que conhecemos o nimero de microestados podemos escrever a en-
tropia 2.30 deste sistema. Apos isso podemos calcular as grandezas macroscépicas,
que sao a temperatura, a pressao e o potencial quimico através das expressoes ap-
resentadas na introducao da segao, 2.34, responsaveis por fazer essa conexao com a

termodinamica.

2.5.3 Diferentes definicoes de entropia

Apoés todas essas definicbes podemos nos perguntar como devemos definir a en-
tropia para um sistema no qual a energia é uma variavel continua. Note que temos

3 possibilidades:

S=kglng(E)E, (2.54)
S =kplnX(E,V,N), (2.55)
S =kglng(FE). (2.56)

Como estamos no limite para o qual o valor de N é muito grande, 3N/2 > 1, e

deste modo o logaritmo da densidade de estados 2.53 é escrito como

vV 3 mkE 5
ng(E)=Nln— + °Nln 2~ 4 2N, 2.
ng(B) = Nln g+ N owoe +5 (2:57)

Esta defini¢ao é idéntica a 2.50. Além do mais, como vimos por 2.31, no limite para

o qual N — oo a definicao do niimero de microestados pode ser escrita como
O(E,V,N) = g(E,V, N)E. (2.58)

Calculado o logaritmo desta expressao e usando a aproximacao de Stirling, podemos
novamente demonstrar que o resultado serd uma expressao idéntica a 2.50. O que
demonstramos foi que, no limite termodinamico, as definicoes de entropia dadas
pelas equacoes 2.54, 2.55 e 2.56 sao as mesmas. Em outras palavras dizemos que as
diferentes defini¢oes de entropia convergem para o mesmo valor para N grande. E
importante lembrar disso no caso gravitacional que serd discutido mais tarde. Uma
definicao de entropia mais clara e nao-ambigua para este caso somente é possivel

para valores grandes de entropia.
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Capitulo 3

Resultados de Relatividade Geral

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados conhecidos da relatividade geral
com o intuito de fixar a notagao e preparar o campo para o estudo de buracos negros e
sua termodinamica. Primeiro descreveremos brevemente o transporte paralelo. De-
pois descreveremos geodésicas que sao parametrizadas afim e também as que nao
sao parametrizadas afim, pois estas ultimas sao importantes para a definicao de
uma grandeza chamada gravidade superficial que aparecera nos proximos capitulos.
Estudaremos as isometrias, os vetores de Killing e o desvio geodésico que servirao
de base para se definir a derivada de Lie e demonstrar a relacao entre a derivada
de Lie e a equacao de Killing. Apos isso falaremos sobre as condigoes impostas
ao tensor energia momento de uma teoria, que sao chamadas de condicoes de en-
ergia. Como demonstraremos ao longo de toda a dissertacao, a derivada de Lie
¢é de extrema importancia nas varias deducoes feitas para a obtencao das Leis da
Termodinamica de Buracos Negros bem como as condigoes de energia. O estudo
feito sobre congruéncias geodésicas tem como intencao deduzir a chamada equagao
de Raychaudhuri, que juntamente com certas condicoes de energia é usada para
demonstrar o chamado teorema da focalizacdo, que nos da uma prova de que a
gravitacao é uma forca atrativa. Por fim, deduziremos a solugao de Schwarzschild
que corresponde a um buraco negro sem carga e sem momento angular, e a solugao
de Reissner-Nordstrom, que corresponde a um buraco negro com carga e sem mo-
mento angular. Apresentaremos a solucao de Kerr-Newmann, que corresponde a
um buraco negro carregado e com momento angular. Discutiremos a maneira de se
definir o chamado horizonte de eventos, as superficies nulas e a relacao que ambas
possuem com os chamados horizontes de Killing. Ao longo de nossas discussoes
falaremos sobre o teorema “no hair”, que diz que o buraco negro é descrito por um
conjunto muito pequeno de parametros. Devido a esse teorema vamos mostrar como
se escreve as expressoes para a massa, a carga e o momento angular do buraco negro,

todos vistos por um observador no infinito.
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3.1 Nocoes basicas

3.1.1 Transporte paralelo

Cosidere um caminho z(\), onde A é o parametro ao longo deste caminho. Um
tensor T é transportado paralelamente ao longo de z(\) se sua derivada covariante

ao longo do caminho ¢é nula:

D\ HH2 ik dz°
<d)\T> - dm)\ W, Than ), (3.1)
ViVs...y)

Para um vetor V* essa exigéncia nos leva a

D I o da o
( V) G e =B e e e

d\ d\ d\ 7 AN
d dx®
—VHr 4T P =0. 2
y )\V +1%, N VP =0 (3.2)
Se a conexao é compativel com a métrica, a métrica é sempre transportada parale-
lamente D 4
x
I =gy VoI =0 (3.3)
Dessa forma o produto interno de dois vetores transportados paralelamente é preser-
vado:
D D D
G VW = ( ) VWY + g (v) WY + gu V" (W)
o o 9w\ RS VY
D v
g VW) = 0. (3.4)

O transporte paralelo com respeito a uma conexao compativel com a métrica preserva

a norma e a ortogonalidade de vetores.

3.1.2 Geodésicas

. ’ dxt
O vetor tangente a uma curva parametrizada z#(\) é dado por %-. Uma

geodésica é uma curva na qual o vetor tangente é transportado paralelamente ao

longo de z#(\), i.e.

D dx*
Escrevendo explicitamente
d?aH dx? dx?
H _— =
e ey (3:6)

Esta é a chamada equagao da geodésica. Essa é uma escolha de parametrizacao es-

pecifica na qual a curva z#(\) foi parametrizada com o que chamamos de parametro
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afim. Qualquer parametro A que se relaciona com o tempo proprio através da relagao
linear

A=ar+b (3.7)
é chamado de parametro afim. A equacao da geodésica mais geral é escrita como

d?z* dx® @ dxt

T = fla)—— .
do? t o da do fle) do (3.8)

para algum parametro a(\).
A equacao da geodésica com parametro afim pode ser escrita em termos da

quadrivelocidade U* = df—: da seguinte forma

UAV,U* =0, (3.9)
ou em termos do quadrimomento p* = mU*,

P Vpt = 0. (3.10)

Esta equacao ¢é valida para trajetorias do tipo tempo. Para trajetorias nulas o tempo
préprio 7 é nulo, o que quer dizer que ele nao é um parametro afim apropriado. Se
uma trajetéria nula é uma geodésica para um parametro A ela também sera uma
geodésica para um parametro da forma aX + b. Uma normalizacao conveniente do

parametro afim é escolher A de forma que o quadrimomento seja dado por

B dxt

po G 11
P= (3.11)

Uma particula com quadrimomento p* medido por um observador com quadrive-

locidade U* tera sua energia medida por esse mesmo observador dada por
E=—p,U" (3.12)

independentemente se p* é nulo ou do tipo tempo. Como vimos o carater da tra-
jetéria é determinado pelo produto interno do vetor tangente com ele mesmo. Uma
propriedade importante das geodésicas em um espacotempo com métrica de Lorentz
é que o carater da geodésica, relativa a uma conexao compativel com a métrica,
nunca muda.

3.1.3 Isometrias e conservacao do quadrimomento

Considere a métrica no espago de Minkowski em quatro dimensoes

ds® = ndrtde” = —dt* + do* + dy* + dz*. (3.13)
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Facilmente notamos que essa métrica é invariante sob translacoes, isto é

at — at +a¥, (3.14)
e da mesma forma por transformagoes de Lorentz

at — Aot (3.15)

pois
ds® = ndrtde” — 0, NN daPdx’ = n,,dz’dxC.

Uma variedade M possui uma simetria se a geometria é invariante sob certas
transformacoes que mapeiam M para si mesma. Em outras palavras M possui uma
simetria se a métrica nao muda de um ponto a outro. Simetrias da métrica sao
chamadas de isometrias. Sempre que os coeficientes da métrica forem indepen-
dentes de uma coordenada individual 7%, ou melhor, J,.g,, = 0 para um ox* fixo,

haverd uma simetria sob translacao ao longo de ox, isto é
Oos Gy = 0= 27" = 27" +a”" (3.16)

¢ uma simetria. Utilizando a equacao da geodésica para trajetorias do tipo tempo

temos
P Vapu = p0rpu + 3,0 ps = 0
dz? 1.,
= m?a/\pu = _59 (8>\g;w + 8ugu/\ - augku) p/\pa
dp 1 5 1 5
= m = =2 (Ogu + Ougor — Dugra) PP = =5 (0u902) (3.17)

Se para uma direcao especifica 7%, 0.9, = 0, a equagao da geodésica implica na

conservagao do componente do momento p,.:

Apos
dr

= 0. (3.18)

Em 4 dimensoes ha quatro tipos de translagoes e seis tipos de transformacoes de

Lorentz, o que corresponde a um total de 10 isometrias.

3.1.4 Desvio geodésico

Agora consideraremos curvas geodésicas que se encontram inicialmente paralelas
e mostraremos como elas se comportam conforme caminhamos sobre os diferentes
pontos de cada geodésica. Considere uma familia de geodésicas dependentes de

um parametro afim ¢, v4(t), onde o subscrito s é um ntmero real, e, para cada
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s temos somente uma unica geodésica associada. A colecao de todas essas curvas
forma uma superficie suave bidimensional M. As coordenadas sobre essa superficie
podem ser escolhidas de forma que sejam s e t, desde que tenhamos uma familia
de geodésicas que nao se cruzam. A superficie inteira é formada pelo conjunto de

pontos z#(s,t) € M. Os dois campos vetoriais sao o vetor tangente a superficie

oxt
T = — 3.19
e o vetor de desvio, que mede o desvio entre duas geodésicas préximas, dado por
oxH
St = —. 3.20
R (3.20)

Figura 3.1: Representacao dos vetores tangente e de desvio.

A velocidade relativa e a aceleracao entre geodésicas sao definidas respectiva-

mente por

V= (V2S) = TPV, ", (3.21)
Al = (VgV) = TPV V. (3.22)
Usando o fato de que [S,T] = 0 temos

[S, T]* = SAO\TH — TAO\S" = SV ,\TH — TAV, 8" = 0. (3.23)

Logo
SAV,\TH = TV, S*, (3.24)

Assim podemos calcular a aceleracao
Al =TPV VP =TV ,(T°V,S5") =TV ,(5°V,T")

= (T*V,S7)(V,T*)+1T°5°(V,V,T")
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= (T*V,5°)(V,TH) + T?S7 [V oV, T" + R, s T
= (T*V,5°)(V,TH) + STV (TPV ,T*) — (SN, TP\ ,T" + R, T T" 5°

Usando o fato de que T" é o vetor tangente, isto ¢ T*V ,T" = 0, a aceleragao entre
as geodésicas é dada por

A¥ = RF,  T"T? S (3.25)

Esta aceleragao é uma manifestacao das forcas de marés gravitacionais. Esta é a
chamada equacao do desvio geodésico e, usando a notagao de derivada ao longo da
curva x(t), ela é escrita como
D2
At = —St =R, ,TVTPSC. (3.26)
dt? e
Pelo resultado vemos que a aceleracao entre duas geodésicas é proporcional a cur-

vatura.

3.1.5 Vetores de Killing e equagao de Killing

Seja ¢,,, a métrica independente da coordenada 2%, e seja o vetor unitario asso-

ciado a essa direcao dado por K = 0,., tal que
K" = (0,.) = o, (3.27)

K* é o vetor que gera a isometria do espacotempo. O componente do momento

associado a essa direcao pode ser escrito como
Pox = K'p,. (3.28)

Como vimos anteriormente essa ¢ uma quantidade conservada. Essa lei de con-
servacao € o equivalente a afirmar que a derivada direcional ao longo da geodésica é

nula, isto ¢é
dpos

o PV (Dos) = 'V (KYp,) = 0. (3.29)

De fato,
PV (K, p") =p'p"(V,.K,) + K,p"(V,.p") =0.

O segundo termo é nulo pela definicao da geodésica 3.10. No primeiro termo os
componentes do momento sao simétricos pela troca dos indices u e v, logo podemos

simetrizar o termo que multiplica esses componentes de forma a obter

PV (Kp”) = p'p"V (i, Ky = 0. (3.30)
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Como os componentes do momento sao arbitrarios a equacgao que resulta dessa
condicao ¢é dada por

VK, +V,K,=0. (3.31)

Esta é a chamada equacao de Killing e qualquer vetor K, que satisfaca essa
equacao implica que K,p" seja uma quantidade conservada ao longo da geodésica.

Os vetores que satisfazem a equacao de Killing sao chamados de vetores de Killing.

3.1.6 Derivada de Lie

Para introduzir o conceito de derivada de Lie considere a lei de transformacao

da métrica sob transformacoes de coordenadas

P ox'P 0x'°
g/,l,l/(‘x) = Ot ngg(x)- (332)

Podemos escrever a transformagao como
' =t + e (3.33)
" " a .

onde € é o parametro infinitesimal e & é o gerador da transformacao . Note que

ox'r
o =00+ €0,8" (x),

oxH
e a expansao da métrica até primeira ordem em € é escrita como
9po (T) = Gpo(2") — €610,y ().
Substituindo estes resultados em 3.32 temos
9 (@) = G0 (7)) = (€009 + GpwOuE” + Gpu0sE”) + O(€). (3.34)
Se a transformagao de coordenadas corresponde a uma isometria entao devemos ter
9y (7)) = gpo(2") = 0, (3.35)
e, devido a arbitrariedade do parametro €, consequentemente teremos
Leguw = 0w + 9o 0u&” + 9pu0,€” = 0, (3.36)

que é a chamada derivada de Lie da métrica. Se a conexao é compativel com a

métrica temos
6pg;w = F;ugcru + F;‘;ygau‘

Substituindo na expressao 3.36 teremos

V., +V,6, =0, (3.37)
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que é a equacao de Killing 3.31, o que demonstra que o vetor que gera a trans-
formagao 3.33 é um vetor de Killing. A derivada de Lie é um conceito definido para
tensores de quaisquer tipos, como veremos. Considere agora uma curva -y cujo vetor
tangente é £* = dz®/d)\. Podemos escrever a transformacao de coordenadas com

parametro infinitesimal d\ como
2’ =x% + £¥dN. (3.38)

Sob essa transformacao um vetor contravariante A® se torna

Ao(w) = %5 A%)

= (05 + 0pE¥dN) AP () (3.39)
= A%(x) + 05E*(z)dA.

Por outro lado, o valor desse mesmo vetor no ponto x’ é escrito como

A%()) = A(2® + £%dN)

= A%(x) + POz AY(z)d. (3.40)

Em geral, A(2") e A%(2’) nao serao iguais. A diferenca entre eles define a derivada

de Lie de um vetor A% ao longo da curva ~:

A(@) — A*(a')

LAY = 3.41
¢ N (3.41)
Combinando as duas equacoes anteriores a essa temos

LAY = P9A* — APgpee, (3.42)

ou seja, a derivada de Lie de um vetor contravariante A% por £¢ é igual ao comutador
entre £* e A®. Partindo dos mesmos principios podemos estender a idéia de derivada

de Lie para escalares, que é escrita como
Lef = €°0ul, (3.43)
e para um vetor covariante A,, a derivada de Lie é escrita como
LeAy = EP05A, + APORE,. (3.44)

Por inducao podemos verificar que a derivada de Lie de um tensor de ordem m em

seu indice contravariante, e de ordem n em seu indice covariante é escrita como

LTy g, = &NV T g g, =TT gy 5, VAE™ —
TV g, g, VaEom 4 T 5 Vg & 4 4 Ty Vg &7 (3.45)
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3.1.7 Condigoes de Energia

As equacoes de Einstein relacionam as propriedades geométricas do espacotempo,
embutidas no tensor de Einstein G, com o conteido de energia da matéria, embu-
tido no tensor energia-momento. De fato, para certos tipos de matéria ha uma certa
arbitrariedade na escolha de fontes de energia momento. Chamamos de condigoes
de energia as condigoes impostas sobre o tensor energia-momento de forma a limitar
essa arbitrariedade. Acredita-se por exemplo, que todos os sistemas fisicos satis-
fazem a condicao de energia fraca, enquanto que para outras condic¢oes isso ja nao é
muito claro. Porém, os tipos de matéria usuais, como poeira e radiagao por exemplo,
satisfazem todas as condigoes de energia que apresentaremos. Seja t* um quadrive-
tor do tipo tempo e [* um quadrivetor do tipo nulo. As condigoes de energia mais
comumente encontradas na literatura sao :

1. condicao de energia fraca
Twt't” >0 (3.46)

para todo vetor do tipo tempo t#;
2. condigao de energia nula
T,,M" >0 (3.47)

para todo vetor nulo [*;

3. condicao de energia dominante
T "t >0, T,,T"\t"t* <0, (3.48)

que equivale a dizer que exigimos a condicao de energia fraca e que 7,,t" seja um
vetor do tipo nulo ou do tipo tempo;

4. condicao de energia dominante nula
T, 1"" >0, T,,T"\M* <0, (3.49)

que equivale a dizer que exigimos a condicao de energia dominante para vetores
nulos somente;

5. condicao de energia forte

T,

1
Vt”t'/ >
D

2T*At#t“ (3.50)

para todos vetores do tipo tempo t*.
Como exemplo de aplicagao das condigoes de energia vamos tratar do caso de

um fluido perfeito, descrito pelo tensor energia-momento

T,u,y - (P +p)UuUl/ +pg,u,l/7 (351)
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onde U* ¢ a quadrivelocidade do fluido, tal que U,U* = —1, e o espago ¢ isotrépico,
de forma que a pressao tem o mesmo valor nas diregoes espaciais. Como U#* é um

vetor do tipo tempo temos
1,,UrU" = (p+p)UU*UU" + pg,, UMU”
=(p+p) —p=p=
T, U*UY = p, (3.52)
T = (p+ p)UPULLY + pgpnll”
= (p+p)(UL") =
LM = (p+ p) (UM, (3.53)
T,, T \U*U* = (p + p)*U,U"U,U"U\U*
+(p + p)pU,UU,U” + p(p + p)U U UU + p*g,, UU”
=—(p+p)+2p(p+p) —p*=-p" =
T, T \UMU» = —p*. (3.54)
T =(D—1)p—p. (3.55)
Como t* é um vetor qualquer do tipo tempo, isto ¢, t,t# < 0, podemos escolher a
decomposicao t# = U* + al#, sendo o uma constante. Porém ¢,t* < 0 implica em
1
aU,l" < 7 (3.56)
A condicao de energia fraca estabelece que
p = 20p(U1¥) + a*(p + p)(U1*)? > 0. (3.57)

Escolhendo o = 0 implica em p > 0, e escolhendo av = 1 podemos escolher U,l* =
—1/2 de forma que 3.56 seja satisfeita e isso implica em p +p > 0. A condicdo de
energia fraca estabelece entao que p > 0 e que p+ p > 0, ou seja, que a densidade
de energia seja positiva e que a pressao nao seja grande demais se comparada com
a densidade de energia. Por 3.53 vemos que a condicao de energia nula estabelece
somente que p+ p > 0, ou seja, que agora a densidade de energia pode ser negativa
sendo compensada com uma pressao positiva. A condicao de energia dominante

estabelece que
—p? + 20 p* (U M) + o2(—p* + p*) (UM <0, (3.58)
Ja sabemos que p > 0, entdo podemos escolher U,l* = —1 e o > 1/2, o que nos

fornecerd a condicao p* — p* < 0, ou seja, que p > |p|. Entao a condigao de energia
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dominante estabelece que p > |pl, ou seja, que a densidade de energia seja maior que
a pressao em modulo permitindo a pressao assumir valores negativos. A condicao

de energia forte estabelece que

(D=3)p—20p(D=3)(Unl#)—202p(D—1) (U} +(D—1)p-+a(p-p) (D-2) (Ul 2 0.
(3.59)
Para a = 0 temos (D —3)p+ (D —1)p > 0. Paraa =1 e U,l"* = —1 temos

—p(D =3)+3(D—1)p+(D=2)(p+p) 0.

Pela condicao (D — 3)p+ (D — 1)p > 0 os dois primeiros termos dessa expressao
sao claramente maior ou igual a zero, o que resulta em (D — 2)(p +p) > 0. Logo, a
condi¢ao de energia forte esbelece que (D —3)p+ (D —1)p > 0 e que (p+p) > 0.
A condicao de energia forte implica que a gravitacao é atrativa, como veremos na

secao a seguir que trata de congruéncias geodésicas.

3.1.8 Congruéncias geodésicas

Uma congruéncia geodésica é um conjunto de curvas em uma regiao aberta do
espagotempo tal que cada ponto desta regiao se encontra precisamente sobre uma
Unica curva, o que equivale a dizer que as curvas nao se cruzam. Para o estudo
da evolucao de uma congruéncia geodésica é necessario introduzir tensores que nos
dao ideia de alguns conceitos referentes a cinemética de um meio deformavel, o que
nos dard uma visao geométrica, porém mais fisica, a respeito do comportamento da
congruéncia em questao . Considere o movimento interno de um meio deformével
bidimensional, o qual analisaremos de um ponto de vista puramente cinematico.
Para um deslocamento suficientemente pequeno £* sobre um ponto de referéncia O
podemos escrever
dge
—— = B%(t)¢" + 0(¢?) (3.60)
dt

para algum tensor B“s(t). E a dindmica do meio que determina a dependéncia

temporal deste tensor. Para pequenos intervalos de tempo a relacao abaixo é valida

§%(t1) = £%(to) + A& (to), (3.61)

onde

AL (tg) = B 5(t0)€" (to) + O(A), (3.62)

e At = t; —tg. A agao de B pode ser visualizada geometricamente através de
um exemplo simples, um circulo, descrito por £%(ty) = (rg cos ¢, rgsin ¢). Separada-

mente considere o caso em que B,” é proporcional a matriz identidade na seguinte
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forma:
19 0
B = ( 2 ) , (3.63)

com # = B“,. Entao temos a variacao
1
A&, = iﬁroAt(cos ¢, sin @), (3.64)
o que, por 3.61, correspondera a uma variacao no raio do circulo
1
T =7+ §9TOAt, (365)

o que demonstra que o circulo estara se expandindo, para At > 0, ou se contraindo,
para At < 0. Essa mudanca no raio correspondera a uma mudancga na area, AA =
Ay — Ay = mr20At. De fato, essa mudanca na drea nos d4 uma interpretagao para

0, que pode ser escrito como

184
Ay At

Apesar de ser uma funcao do tempo a quantidade 6 é chamada de parametro de

9 (3.66)

expansao, ou simplesmente expansao, e por 3.66 corresponde a mudanca fracional
de area por unidade de tempo.

Suponha agora que B“g seja simétrico e com traco nulo, escrito na seguinte

By = ( T+ Ox ) . (3.67)

Entao, sendo «, 5 = 1,2, temos

forma:

AEt = BYEYAL + BYLYEAL = rgAt(oysin ¢ + 0y cos @)
A& = B* €' At + B?E2 At = roAt(0y cos ¢ — o, sin @),
que de forma reduzida é escrita como
ALY = rgAt(oy sing + oy cos ¢, 05 cos ¢ — o4 sin @) (3.68)
Entao 3.61 nos fornece

r1(Cos ¢, sin @) = ro(cos ¢, sin @) + roAt(oy cos ¢ + oy sin ¢, —o, sin ¢ + o, cos @).
(3.69)
Multiplicando o primeiro componente por cosf, o segundo componente por sin € e
depois somando os resultados chegamos a equacao paramétrica que descreve a nova
figura
ry = 1o(1 4+ 04 At cos 2¢ 4+ o« At sin 2¢). (3.70)

26



Considerando o caso em que At > 0 e 0, > 0y, esta figura representa uma elipse
com semieixo maior dado por 79(1+ 0 At) e semieixo menor dado por ro(1—o At).
A drea da figura, que antes era 773, nao muda até a primeira ordem em At. O tensor
B“ 5 representa nesse caso a distorgao da figura (o termo em inglés usado nesse caso
é "shear”) e os parametros o, e oy sao chamados de parametros de distor¢ao . Uma
caracteristica interessante desta transformacao da figura é que a area da figura é a
mesma antes e depois, até a primeira ordem em At.

Como ultimo caso, suponhamos agora que B%g seja antissimétrico, de forma que

B = ( _Ow ‘(‘; ) . (3.71)

Da mesma forma que antes obtemos
AEY = rowAt(sin ¢, — cos ¢). (3.72)
Como At é pequeno podemos escrever
£%(t1) = ro(cos(¢ — wAt),sin(¢p — wAt)). (3.73)

De fato, isto representa uma rotagao global da figura original e essa rotagao nao
altera a area da figura. Por este motivo chamamos w de parametro de rotacao . O

caso geral corresponde a B3 sendo igual a soma dos trés casos anteriores, isto é

19 g 0
By=[2 D)+ 7 )+ “, (3.74)
0 350 ox —04 —w 0
que pode ser escrito em termos de componentes como

1
Baﬁ = 505045 + Oag + Wagp- (375)

Nesta expressao 0 = B®, corresponde ao trago de B,g e ¢ chamada de expansao,
Oap = Bg) — %Qéaﬁ corresponde a parte simétrica e de trago nulo de B,gz, que ¢
chamada de distorcao, e finalmente w,s = B corresponde a parte antissimétrica
de B, e ¢ chamada de rotacao. A agao deste tensor mais geral corresponde a uma
combinagao linear da expansao, distor¢ao e rotagao. Podemos facilmente generalizar

a equagao 3.75 para o caso tridimensional, que serd expressa como
1
Baﬁ = 505046 + Oap + Wag, (376)

onde agora teremos § = B%,, 0o = B(ag) — 3000 € was = Bjag. Para o caso

tridimensional, 6 é a mudanca fracional do volume por unidade de tempo
1 AV

= ——. 3.77

VAL (3.77)
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Podemos verificar essa expressao ao considerar a relagao
£%(t) = (5% + B s A1)  (to) (3.78)

como uma transformacio de coordenadas de £7(ty) para £°(t;). O jacobiano da

transformacao sera
J = det[6°s + BYsAt] = 1+ Tr[BsAt] = 1+ 0At,
o que implica que o volume em ¢, e t; sao relacionados por
Vi =(1+60At)V,

que implica a equagao 3.77. Este resultado também mostra que o volume nao é
afetado pelos tensores de distorcao e de rotacgao.

Estes sao, a principio, os ingredientes essenciais para se estudar congruéncias
geodésicas. Estudaremos primeiro a congruécia de geodésicas do tipo tempo, que
facilmente pode ser estendido para geodésicas do tipo espaco. O caso nulo serd
tratado separadamente. Queremos determinar como uma dada congruéncia se com-
porta com o tempo, ou, mais precisamente, queremos estudar o comportamento do
vetor de desvio £¢ entre duas geodésicas vizinhas em uma congruéncia como uma
fungao do tempo proprio. Sendo u® = dz®/dr o vetor tangente as geodésicas do
tipo tempo (o0 mesmo que o vetor T em 3.19) e o vetor de desvio £* transversal ao
fluxo da congruéncia (o mesmo que o vetor de desvio S* em 3.20) as relagoes abaixo

sdo validas
u®u, = —1, uﬁvﬁuo‘ =0, u*, =0, §5V5ua = uﬂV5§a. (3.79)

A métrica g,3 é decomposta em uma parte longitudinal, —u,ug, e uma parte tran-

versal, hag,

Jop = haﬁ — U Ug- (380)

A métrica transversal é puramente espacial, no sentido em que ela é ortogonal a u®,
isto é
U*hap = hasu” = 0. (3.81)

Ela é puramente tridimensional. Para um referencial de Lorentz em um ponto P
da congruéncia, u® = (1,0,0,0), gag = diag(—1,1,1,1), logo has = diag(0,1,1,1).

Introduzimos nesse ponto o campo tensorial

Bag = Vg, (3.82)
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que também é puramente transversal, pois
[e% o 1 (6%
u®Bag = u*Vau, = §V5(u uqy) =0,

Basu”® = u’Vau, = 0.

De uV 3£ = PV 5u® temos
U’V 5> = BsEP. (3.83)

Por 3.8 dizemos que B%s ¢ um tensor que mede a ”falha” de £* em ser transportado
paralelamente ao longo da congruéncia. Essa equacao ¢ andloga a 3.60 e o tensor B3
¢é dado por 3.76, ja que estamos considerando caso de uma congruéncia de geodésicas
do tipo tempo, e a interpretacao da expansao, distorcao e rotacao é a mesma que a
anterior. Se # > 0 a congruéncia estara divergindo e se # < 0 a congruéncia estard
convergindo. Todo esse formalismo foi apresentado para que pudssemos deduzir uma
equacao para a evolucao de 6 com respeito ao tempo préprio. Como Bg, = Vjgu,
temos
utV,Bag = utV,Vgu,

= uMVgV Uy — Royppu’u®

= ViUV, ue) — V,u,Vaut — Ry,p utu”

= —B.,B"s — Ry utu”.

Tomando o trago desta expressao temos

de
= —B*’ Bso, — Rapuu®. (3.84)

Separadamente temos

1 1
B**Bg, = (395@5 + 0% + waﬁ) (39% + 0pa + Wﬁa)

1
BOC/BBBQ = 592 + Uaﬁa'aﬁ — waﬁw/ga,

onde usamos o fato de que o delta de Kronecker multiplicado pelo tensor de rotacao
¢ nulo por ser um produto de um tensor simétrico com um antissimétrico e que
o tensor de distorcao tem traco nulo. Substituindo esse resultado em 3.84 temos
finalmente

W Lgp g o Ropuu’ 3.85

=30 —¢ Tap + WPwWa — Ropu®u”. (3.85)
Esta é a chamada equacao de Raychaudhuri para uma congruéncia de geodésicas do
tipo tempo. A importancia desta equacao para a relatividade geral é revelada pelo

seguinte teorema: Seja uma congruéncia geodésica ortogonal a hipersuperficie, de
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forma que w,s = 0 e que seja vélida a condigdo de energia forte 3.50, i.e. Rnsu®u® >

0. Entao, a equacao de Raychaudhuri 3.85 implica que

flf = —:1))92 — 00,5 — Rapu®u’ < 0. (3.86)
A expansao deve portante decrescer durante a evolucao da congruéncia. Entao
uma congruéncia que inicialmente estd divergindo, isto é, 6§ > 0, divergirda menos
rapidamente no futuro, enquanto que uma congruéncia que esta convergindo, isto
é, 0 < 0, convergird mais rapidamente no futuro. Este é o chamado teorema de
focalizagao (focusing theorem). A interpretacao fisica deste teorema é que quando
a condicao de energia forte é valida a gravitacao é uma forca atrativa, e
que as geodésicas se focalizam como resultado desta atracao. Também da equagao

de Raychaudhuri sob as condi¢oes do teorema de focalizagao vale a relagao

do 1
— <= 3.87
dr — 3 (3.87)
que pode ser facilmente integrada, fornecendo
1 1 7
— > —+ = 3.88
0r) = 6o 3 (3.88)

sendo 0y = 0(ty) a constante de integracao. Isto mostra que para uma congruéncia
que estd inicialmente convergindo (fy < 0), entao 6(7) — —oo quando o intervalo
de tempo préprio for 7 < 3/|6y|. Isso quer dizer que as geodésicas se encontrardo
em um ponto, chamado de caustica. A caustica é uma singularidade da congruéncia
e a equagao de Raychaudhuri perde o significado em tais pontos.

Partiremos agora para o caso de uma congruéncia de geodésicas nulas. O ve-
tor tangente as geodésicas serd k®, e serd um vetor nulo. As geodésicas serao
parametrizadas por um parametro afim A. O vetor de desvio novamente sera £,
e também serd ortogonal as geodésicas e Lie transportado ao longo delas. Logo, é

valido o conjunto de equacoes
ko =0, KPVpk® =0, KV = PVk™ =0, k%€, = 0. (3.89)

Se a métrica transversal fosse dada por uma férmula similar a 3.80, usando k% em
vez de u®, claramente ela ndo seria ortogonal ao vetor k%, j& que hogk” = k,. Para

resolver esse problema introduzimos as coordenadas nulas
u=t—x, v=t+uz. (3.90)
O elemento de linha num referencial de Lorentz sera

ds* = —dudv + dy* + d=°. (3.91)
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Como k“ é um vetor nulo poderiamos escolhé-lo de forma que ele fosse tangente
s curvas u = const, e 3.91 seria entao dado por ds? = dy? + dz?, o que represen-
taria uma métrica transversal bidimensional. Este serd o nosso caso, pois ds?> = 0
para deslocamentos ao longo da direcao v. Para poder isolar a parte transversal da
métrica introduzimos outro vetor nulo N, que serd o vetor auxiliar com a normal-
izacdo N, k“ = —1. Poderiamos por exemplo escolher k, = —0u e N, = —%aav em
um referencial de Lorentz que essa normalizacao serd satisfeita. Por construcao, a

métrica transversal pode ser escrita como
haﬁ = Gap + kaNﬁ + Nak’g, (392)
satisfazendo
hagk® = hog NP =0, h%, =2, h®,h"5 = h%. (3.93)

Essa métrica é ortogonal a k% e N¢, e efetivamente bidimensional. Para descrever
a evolucao da congruéncia de geodésicas nulas introduzimos novamente o tensor
B,s = V gk, como sendo uma medida da falha de k* ser transportado paralelamente

ao longo da congruéncia, através da relagao
kPV s> = B5€P. (3.94)

B4 é ortogonal a ao vetor tangente, isto é, k*B,s = 0, mas nao ¢é ortogonal a N,
o que nos diz que a equacao acima tem um componente tranversal que deve ser
removido. Para isso, projetamos o vetor de desvio £“ usando a métrica transversal

3.92, o que nos dara sua parte puramente transversal éa:

% = h*u 8" =€ + k*(E"N,) + N*(£"k,)

§8 ="+ R (E"N,). (3.95)

A velocidade relativa entre duas geodésicas é dada pela derivada covariante do vetor

de desvio transversal na direcao k%

KONV €8 = KPVghH, - € + ¥, - kKPV 5¢"
= KOVght, - & + ht, - PV kY
= kPVsht, - & + hH, - BY5EP.

Fazendo o mesmo calculo para o lado direito de 3.95 temos

k’BV5£M — kﬁvgé" + ]{;BVBNV EVKH 4 NP - kﬂvggv LN kﬁvgk“
= kﬁvgé“ + kﬁvﬂNV CEVEM,
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de onde notamos que k” Vgé“ tem um componente ao longo de k*. Para removeé-lo

temos que projeta-lo usando h%,, o que nos dara

Bk g8 = h® bty - B e
= h*,B*¢"
= h*uB", (€ — (Ns&”)k")
= he,Br&
= he,h"sB", &P

para os componentes transversais da velocidade relativa. Podemos escrever o resul-
tado como
h® kY g€ = B§EP, (3.96)

onde definimos a parte puramente tranversal de B,,, como

Bop = h*oh” 3B, (3.97)
A equagao 3.96 é a equacao que governa o comportamento tranversal de uma con-
gruéncia de geodésicas nulas, e ngﬂ pode ser interpretado como a velocidade rel-
ativa transversal entre duas geodésicas vizinhas. Usando 3.97 e as relacoes 3.92 e

3.94 podemos facilmente expressar Bag como

Bap = Bap + kaN" By + kg BapN* + koks B, N*N”. (3.98)

A decomposicao do tensor Baﬁ em suas partes irredutiveis é similar a 3.75:

~ 1
Baﬁ = 50}1&5 -+ Oap + Wag, (399)

onde 0, 0,5 € wypg possuem interpretacgoes similares ao caso anterior. Explicitamente,

a expansao escalar é escrita como

0 = ga’BBag
= ¢*Bug (3.100)
= V%,.

Este resultado nos diz que, apesar da arbitrariedade da escolha de um vetor nulo N¢,
a expansao nao depende dessa escolha, o que demonstra que ela é inica. De forma
similar a 3.66, a interpretacao de # é a de que ele representa uma taxa de variacao
fracional por unidade de parametro afim da area da se¢ao transversal da congruéncia.
Seguindo os mesmos passos apresentados para o caso de congruéncias de geodésicas
do tipo tempo podemos deduzir a versao nula da equacao de Raychaudhuri. De

fato,
do

= —B*’Bgy — Rapu®u”, (3.101)
-
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e como ]
BaﬂBﬁa = Baﬁéﬁa = 502 + Uaﬁdaﬁ — waBW5a,
teremos
db 1

i —592 — oaﬂaag + Waﬁw,é’a - Raﬁuauﬁ- (3.102)
-

Esta é a equacao de Raychaudhuri para uma congruéncia de geodésicas nulas. Pelo
fato dos tensores de rotacao e distorcao serem puramente transversais, aaﬁaaﬁ >0e
w“ﬁwga > 0, com a igualdade valendo somente se os tensores sao nulos. O teorema
da focalizagdo também possui uma versao nula. Considere uma congruéncia de
geodésicas nulas ortogonais a hipersuperficie, de forma que w,3 = 0, e que seja a
vélida a condigdo de energia nula, i.e. R,sk®k® > 0. A equagao de Raychaudhuri
implica que
g1

& = 38— 00— Ragu®u <0, (3.103)

que significa que as geodésicas se focalizam durante a evolucao das congruéncias.

Integrando % < —%92, temos

1

509 : (3.104)

| >

>1+
=

onde 6§y = 0(0). Este resultado mostra que, para uma congruéncia que esta inicial-
mente convergindo (6y < 0), § — —oo, dentro de um intevalo de parametro afim

A < 2/6y, o que também sinaliza a ocorréncia de uma cdustica.

3.2 Buracos negros

Nesta segao apresentaremos as solugoes do tipo buraco negro para as equagoes
de Einstein. A primeira e mais simples de todas essas solugoes, chamada de solugao
de Schwarzschild em homenagem a Karl Schwarzschild que a descobriu em 1916,
corresponde a uma solucao esfericamente simétrica das equagoes de Einstein com
conteido de matéria nulo, isto é, T),, = 0. A solucao de Reissner-Nordstrom corre-
sponde a solucao de um buraco negro carregado e sem momento angular. A solucao
de Kerr-Neumann é a mais geral de todas essas solugoes pois descreve um buraco
negro carregado e com momento angular.

Basicamente seguiremos as referéncias [5], [7] e [9]. Somente por completeza es-
creveremos algumas solugoes em diferentes sistemas de coordenadas. Uma discussao
sobre o comportamento dos cones de luz nas regioes de dentro e fora do horizonte
de eventos bem como alguns fenomenos fisicos que ocorrem devido a cada geometria
como o desvio da luz e o atraso no tempo também sao encontradas nas referéncias
citadas acima.
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Uma discussao sobre superficies nulas, horizontes de Killing e a maneira como
se define massa, carga e momento angular na regiao assintética também sao apre-

sentadas nesta secao.

3.2.1 Solugao de Schwarzschild

Um campo gravitacional apresentara simetria esférica quando a distribuicao de
matéria é esfericamente simétrica e quando o movimento da matéria ocorre somente
na direcao radial. A simetria esférica implica que a métrica é a mesma para todos
pontos que se localizam a mesma distancia do centro. A expressao para o elemento

de linha com simetria esférica mais geral em coordenadas esféricas é escrita como
ds® = I(r, t)dt* + a(r,t)drdt + h(r,t)dr® + k(r,t)(d6” + sin® 0d¢?), (3.105)

onde a, h, k e [ sao fungoes arbitrarias de r e t. Devido a arbitrariedade da escolha de
sistemas de coordenadas na relatividade geral podemos escolher um sistema de co-
ordenadas que nao estrague a simetria esférica do problema. Usando transformacoes
do tipo

t— fi(r', 1), r— fo(r', 1) (3.106)

podemos escolher um sistema de coordenadas em que a(r,t) = 0 e k(r,t) = r%
Essa escolha implica que a coordenada r é definida de forma que a circunferéncia

do circulo com centro na origem seja 27r. Por conveniéncia escrevemos
I(r,t) = —€”, h(r,t) = e, (3.107)

onde A\ e v sao funcgoes de r e t, e tomamos ¢ = 1. Entao o elemento de linha toma
a forma

ds® = —e’dt* + e dr® + r*(df* + sin’® 0dg?). (3.108)
Definindo as coordenadas 2° =t, 2! = r, 22 = 0 e 23 = ¢, os elementos da métrica

e da métrica inversa serao respectivamente

Goo = —¢€”, g1 = 6/\7 922 = 7’27 g33 = r? sin? 0,
1 1
00 —v 11 X 22 33
=—e 7, =e 7, = —, = —. 3.109
I g g 29 r2 sin’ ( )

Definindo as derivadas temporais com pontos e derivadas com respeito a coordenada

radial com prima, os simbolos de Cristoffel nao nulos sao

v v b\ P N

F80_§7 F(I)OZF81:§7 1—W‘:1)1:§6 ( )7 27 1—‘(1)(): € s
. N

F%O = Ftl)l = Iy, = bR Iy = —re Fég = —re *sin?4,

1
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Os tensores de Ricci sao dados por

AN A2 VA VA V5 N 7 A
Rypy=—+—+ — 4 Z e Ry =2
0 2+2+4+<2+2 4+r>e LT

A A2 o I 7 D
2 4 T 4

)\/ / )\/ /
Ry = <7° o 1) e 41, Ras = (T o 1) e sin? 0 +sin?6. (3.111)

As equagoes de Einstein que nao sao identicamente nulas sao

Y 2 1
8rGT} = —e (r + 7“2> + 2 (3.112)
1 / Y B\ 1 . )’\2 )\
8nGTy = 8rGT; = —ie_A (V" - % Y — - V2 ) + 56_” (/\ +5 - I;) :
(3.113)
X 1
8TGTy = —e |5 — = |+ 3.114
7GT e <7’2 7’) + 2 ( )
A
8GT) = —e* ™. (3.115)
r

Essas equacgoes tém solugoes exatas no caso de um campo gravitacional com simetria
esférica no vacuo, isto é, quando T*” = 0. Isso equivale a dizer que nao ha matéria
fora das massas que produzem o campo gravitacional. Nesse caso a equacao 3.115
implica que .
—e’\i =0,
r
ou seja, A=0. Logo A é independente do tempo. De fato, apds a escolha de tensor

energia-momento nulo, as equagoes de Einstein se reduzem a

A=0, (3.116)
e 1 1
v = 11
e (T + r2> 3=0 (3.117)
N1 1
- _—— — _— =
e (T 7"2> + = 0. (3.118)

Somando 3.117 e 3.118 chegamos a equagao
N+v =0, (3.119)
que quando integrada com relagao a coordenada radial fornece

A+ v = f(b). (3.120)
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Devido a invariancia da métrica podemos efetuar uma transformacao na coordenada

temporal de forma que v — v + f(t), o que nos fornece
A+v=0. (3.121)

Este resultado demonstra que o campo gravitacional esfericamente simétrico é au-
tomaticamente estatico. Usando o resultado anterior podemos resolver a equacao

resultante para A,

N1 1
-2
—— = — =0. 3.122
e (r 7’2> + 2 ( )
Essa equacao pode ser facilmente integrada se for escrita como
TEg e )T =0
Integrando essa equagao temos
t
et =1+ 25 (3.123)
r

Lembrando que v + A = 0, note que, no limite de » — oo, a métrica descreve um

espaco plano com métrica de Minkowski, isto é
ds® = —dt* + dr* + r*(d6* + sin® 0d¢?). (3.124)

Para determinar o valor da constante cte devemos tomar o limite para grandes
distancias, onde o campo gravitacional é fraco e a lei de Newton deve valer, isto é,

a métrica deve ser escrita da forma
ds® = —(1+2U)dt* + (1 — 2U)[dr* + r*(df* + sin® 0do?)], (3.125)

onde U = GNTM é o potencial gravitacional de Newton (veja por exemplo [9]). Em

outras palavras, devemos ter

2G N M
goo =1 - = (3.126)

onde M é a massa do corpo que produz o campo gravitacional. Comparando ggy de

ambas solugoes temos o valor da constante de integragao
cte = =2G N M. (3.127)

Finalmente podemos escrever o elemento de linha que representa a solucao esferica-

mente simétrica,

2GN M 2G N M\ 1
ds2:_<1_ G;V >dt2+(1_ Giv ) dr? 4+ r2dQ?, (3.128)
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onde dQ? = df? + sin®0d¢?. Essa é a chamada solucao de Schwarzschild e o
valor da constante de integracao recebe o nome de raio de Schwarzschild, que
denominaremos por rg. A superficie completa é chamada de horizonte de eventos.

Aparentemente a solugao se torna singular em dois pontos: r =0 e rg = 2G Ny M.
De fato, a fonte do campo gravitacional se encontra exatamente em r = 0, como
pode ser determinado pelo limite newtoniano. Isso representa uma singularidade
natural da métrica. Um critério para a determinacao das singularidades verdadeiras
da métrica é que, se qualquer escalar (porém nao todos eles) construido a partir
do tensor de curvatura se torna singular em um ponto, esse ponto representa uma
singularidade da métrica. Os valores desses escalares para r = rg sao finitos, o
que nao caracteriza rg como sendo uma singularidade pelo nosso critério, que cor-
responde a resolver a equacao ¢ = 0. Esse critério é valido para a solucao de
Scwarzschild, para a qual assumimos que nao ha matéria fora do horizonte de even-
tos, e nao funcionaria para estrelas como o Sol por exemplo, ja que o horizonte
de eventos se encontra dentro delas. A solucao de Schwarzschild é véalida mesmo
para objetos como o Sol, porém ela deve ser tomada na regiao externa a regiao con-
tendo matéria. Uma regiao que contém toda sua matéria dentro de seu horizonte
de eventos é chamada de buraco negro.

Apesar de termos iniciado o problema com elementos da métrica dependentes
do tempo, naturalmente provamos que a métrica é estaciondria, isto é d;g,, = 0.
Porém, como ja foi dito anteriormente, podemos efetuar uma transformacgao na
coordenada temporal de forma a obter coeficientes da métrica dependentes do tempo,
resultando em uma métrica nao -estacionaria que contém elementos provenientes de
termos cruzados no elemento de linha, do tipo go (dtdr — drdt). Uma propriedade
mais restritiva da métrica é impor que ela seja estatica, isto é, que ela possua um
vetor de Killing do tipo tempo ortogonal a familia de hipersuperficies definidas pela
condigao t = constante. Se adaptarmos as coordenadas de forma que a métrica seja
estacionaria e que possua um vetor de Killing do tipo tempo ortogonal a familia
de superficies definidas por t = constante, os elementos da métrica nao conterao
termos cruzados envolvendo as coordenadas de espaco e tempo, isto é, go; sera
nulo. Portanto, a solugcao de Schwarzschild é uma solucao das equacoes de Einstein
para um espacotempo estatico e esfericamente simétrico. De fato, o teorema
de Birkhoff estabelece que a métrica de Schwarzschild é a tnica solugao para as
equagoes de campo de Einstein que descreve o espacotempo de vacuo fora de um
corpo de massa M esfericamente simétrica. O teorema é valido mesmo quando a
distribuicao de massa possui uma dependéncia temporal, desde que o espagotempo
externo seja necessariamente estatico e a métrica seja dada por 3.128.

As coordenadas de 3.128 cobrem a geometria do espagotempo somente fora do
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horizonte de eventos. O conjunto de coordenadas que cobrem toda a geometria foi
descoberto por Kruskal e Szekeres e o apresentaremos aqui. Primeiro se introduz as

coordenadas r, (tortoise coordinates) ao se impor

1:.22151” —dr, > =1+ QGNMln(QGTNM ~1), (3.129)
que nos fornece a métrica
ds? — (1 _ QG;VM> (=df + dr?) + r2(r,)d2. (3.130)
Apoés isso introduzimos as coordenadas nulas
u=t—r,, v==t-+r,, (3.131)

de forma que a luz (ds?) viaja com velocidade u = constante ou v = constante.

Finalmente introduzimos as coordenadas de Kruskal,
U= —AGyMe NV | T = AGNMeCn™, (3.132)

A métrica neste sistema de coordenadas se torna
2GNM
r

ds? = ¢~ TN dudp + r2d02, (3.133)

onde r = r(u,v). Essa é a solu¢do de Schwarzschild em coordenadas de Kruskal.

3.2.2 Solucao de Reissner-Nordstrom

Apresentaremos agora outra solugao estatica, esfericamente simétrica cujo contetido
de energia é dado pelo tensor energia-momento do campo de Maxwell. Assumindo a
existéncia de monopdlos magnéticos, essa solucao representa um buraco negro car-
regado com cargas elétricas e magnéticas. As equagoes de Eintein para esse caso

serao :

1
R, — ig,ﬂ,R =81GNT W, (3.134)

onde ) .
T = 4= (FWFJ — 4gWFaﬂFa/3) : (3.135)

As equacgoes de Maxwell correspondem as equagoes de Euler-Lagrange mais as iden-
tidades de Bianchi
V. " =0, (3.136)

ViuFo =0 (3.137)

Como exigimos que a métrica seja estatica e esfericamente simétrica os tinicos com-

ponentes dos campos elétricos e magnéticos sao os componentes radiais, que por
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sua vez devem ser independentes das coordenadas 6 e ¢. Porém, admitiremos a
principio que os componentes de do campo eletromagnético possam ter dependéncia
temporal, isto é, F,, = F,,(r,1).

Os componentes dos campos elétrico e magnético vistos por um observador com

quadrivelocidade v* sao dados respectivamente por
v 1 8,8
E,=F,", B, = §€a5 v F,s, (3.138)

onde definimos o tensor de Levi-Civita por

1 éocﬁws

Vo

e o simbolo de Levi-Civita por é*%7 = 41 se o370 é permutacao par de 0123,

g8 — (3.139)

Eapys = —1 se afByo é permutacao impar de 0123, e €435 = 0, para os outros casos.
Para manter a simetria esférica exigimos que os observadores de Killing com
v x 0, atribuam projegoes nulas dos componentes dos campos elétrico e magnético

na esfera S2, isto é
(0p)E" = Ep = Fpv" = Fyppv' = Fp, = 0,
(0p)uB* = Ey = Fyv” = Fyo' = Fyy = 0,
(9p),B" = By = ;5957%535 =9 Fpy =0,

1
(0y)uB" = By = 5%/37%61‘776 =e4""Fop = 0.

Apés essas exigéncias os tinicos componentes que nao sao nulos serdo F.(r,t) e

Fys(r,t). Denominaremos o campo elétrico por
E, = F,.(r,t) = —F.(r,t) = f(rt). (3.140)

Para definir o campo magnético precisamos usar a defini¢ao do tensor de Levi-Civita
3.139,
B, = 3e,370°F,;
= g7V Fy (3.141)
= LPjgd).

Entao, para que o campo magnético nao tenha dependéncia angular precisamos que

o componente Fy, do campo eletromagnético tenha a forma

ngg = —Fqgg = g(r, t)T2 sin 0, (3142)
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para alguma fungao g(r,t), j4 que v/—¢g x r?sinf. Usando a identidade encontrada

no apéndice

1
Lin = =50V 9,

a equacao de Maxwell 3.136 é entao escrita como
Vo= 9, Fr +Th For 4 17 Fre
= Ou I + =0ay/—gF ™ + Ty F1e
1 av v «

= ﬁaa(\/__gF ) + FuaF'u :
Como os coeficiente de conexao sao simétricos nos indices p e a e FH* é antis-
simétrico, o segundo termo é nulo e podemos reescrever 3.136 como

1

V=9

A métrica tem a mesma forma que a métrica da secao anterior, portanto essa equacao

V= Ba(v/—gF°") = 0. (3.143)

nos permite escrever o componente do campo elétrico como
1 .
&(62 (I/+)\)7,,2 San egttgrrFtr) -0

=0, (e 22 E,) =0 =
K,
2
onde K; é uma constante de integracao. Seguindo os mesmos procedimentos pode-

Fyp = —Leztth), (3.144)

mos determinar, para Ky também sendo uma constante de integracao
Fyp = Kye2" ™12 sin 6, (3.145)

que é consistente com 3.142.

Podemos agora encontrar os componentes do tensor energia-momento por 3.135

29, 24
T —_ v — TT‘T = —_—— - = V’
& 87r€ + 87T€ ’ 87r6 87Te

— — i 2 —
W —|— W, T¢¢ — T@g S1n 0, T?“t — O (3146)

Facilmente podemos demonstrar que o traco do tensor energia-momento é nulo, o
que implica que o escalar de Ricci também é nulo pelas equacoes de Einstein. As
equacoes de Einstein se reduzem ao mesmo conjunto de equacoes da solugao de
Schwarzschild, de 3.112 a 3.115. Novamente, como T}; = 0, isso implica que A= 0,

e as equacoes de Einstein se reduzem ao conjunto

A =0, (3.147)
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DU 1
8WGNgWEt:—%fA<—+ )4 (3.148)

ro o2 r2’
v 1 1
87TGNgTTTM, = —6_)\ <7’ =+ 7’2> + ﬁ (3149)

Como ¢"Ty = ¢g""T,, podemos subtrair as equacoes 3.148 e 3.149, o que novamente

fornece N + v/ = 0. Integrando com respeito a varidavel r temos
A+rv=f(t). (3.150)

Seguiremos o procedimento idéntico ao da secao anterior e faremos uma trans-

formagao no parametro v de forma que v — v + f(t), e dessa forma obter
At v =0. (3.151)

Devido a essa escolha, todos elementos da métrica serao independentes do tempo,
e como ¢g; ¢ igual & zero, novamente teremos uma solucao estatica das equacgoes
de Einstein. Com essa escolha podemos resolver as equacoes de Maxwell e obter a

forma do tensor F,,. O componente ¢ de 3.136 nos da
atﬂr - F;Far - F?er =0.

Como a métrica é independente do tempo I't, =0 e I'} = /2 = 0 temos O, F}, = 0,
que integrando nos d&
Fy. = f(r). (3.152)

Para determinar a forma de f usamos 3.143, ou seja

v 1 2 : v
V, F' = - sin@aﬂ(r sin 0 F*) = 0.
Essa equacao implica que

3T(T2F”) = 8T(r2grrgttF,,~t) = —8T(T2Frt)0,

que integrada nos d&
K
ﬂm:;g. (3.153)

Como Fy; = E, o valor da constante K; = () é interpretada como sendo a carga

elétrica do buraco negro, que denominaremos por (). Agora, usando 3.149 temos
oF,, +0,F,, + 0,F,, =0.

Para pp =t,v =10, p = ¢ temos 0;Lys = 0, o que demonstra que Fjy, é independente
do tempo. Usando 3.138, temos

aT(T2g> = 07
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que integrando nos d&

g(r) = (3.154)

=l
Da mesma forma podemos interpretar a constante de integracao K, como sendo a
carga magnética do buraco negro, que denominaremos por P. Logo, os componentes
nao-nulos do tensor de campo eletromagnético serao

Q

Fyy ==, Fps = Psin6. (3.155)
T

Estamos agora equipados para resolver a equagao 3.148 (ou 3.149), j4 que conhece-

mos a forma das fungoes f e g. Usando 3.146, podemos escrever esta equacao como

1 d B 1

ﬁ%(m )‘) = 772 - GNf2 - GN92>
d ) GNQ2 Gy P?

a(re )=1-— R

Integrando com respeito a variavel r temos finalmente

t G 24 p?
e — 1+ﬁ+]\I(Q—2—H. (3.156)
r r
Novamente no limite newtoniano, cte = —2G yr. Logo a solugao da equacgao sera
2GNM G 24 p?
N —q - 2w Gn(@ ;L ), (3.157)
r r

onde () é a carga elétrica e P é a carga magnética do buraco negro. O elemento de

linha sera

ds? = — (1 — 26y M + GN(Q2 + P2)> dt2—i—<1 - 2GNM n GN(Q2 + P2)

-1

r 72 r r2

(3.158)

onde d2? = d#? + sin® 0d¢?. Essa é a chamada solugao de Reissner-Nordstrom.
Para determinar a posicao do horizonte de eventos resolvemos para r a equagao

g"" = 0. Para unidades em que Gy = 1 a solugao sera

re=M=£ /M2 - (Q? + P2), (3.159)

ou seja, existem trés casos a serem analisados:

Caso 1: M? < (Q* + P?).
Ha uma singularidade em r = 0 e nao ha horizonte de eventos, ou seja, o que
temos é uma ”singularidade nua”. Esse caso é excluido por motivos fisicos: existem
alguns teoremas dizendo que uma singularidade nua nao deveria ocorrer sob certos
pressupostos razoaveis, sendo um deles que a contribuicao do campo gravitacional

para a energia ¢ menor que a contribuicao somada dos campos elétrico e magnéticos.
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Caso 2: M? > (Q* + P?).
Neste caso ha dois horizonte de eventos, ry e r_, que por sua vez sao superficies
nulas, como sera discutido nas préximas segoes . Neste caso a contribuicao do
campo gravitacional para a energia é maior que a contribuicao dos campos elétrico
e magnético, o que torna essa solucao mais fisica.

Caso 3: M? = (Q* + P?).
Neste caso, os dois horizontes de eventos coincidem exatamente sobre a mesma
superficie. A solugao apresenta a singularidade em r = 0 e horizonte de eventos em
r = Gy M, onde restauramos a constante de Newton por andlise dimensional. A

condicao de extremalidade implica que a métrica possui a forma

M \? M\ 2
ds? = — (1 _Gn +> de? + (1 _Gn ) dr? + r2dQ>. (3.160)

T T

Definindo a coordenada radial como p = r — Gy M a métrica passa a ser escrita em

coordenadas isotropicas, isto é,

ds* = —H?(p)dt* + H*(p)|dp® + p*dS23), (3.161)
onde Gl
H(p) =1+ ]:) . (3.162)

Como dp? + p?dQ3 é a métrica plana no espago tridimensional, podemos igualmente
escrever
ds* = —H*(Z)dt* + H *(Z)[da* + dy* + d2?], (3.163)

onde agora a funcao H é dada por

(3.164)

Neste ponto é interessante salientar que o fato da massa ser igual a carga, também
conhecido como condi¢ao BPS, de Bogomol'nyi-Prasad-Somerfield, implicar que a
posicao dos dois horizontes de eventos coincidam, conhecido como condi¢ao de ex-
tremalidade, é um fato inerente ao espagotempo quadridimensional. Em teorias
envolvendo buracos negros em dimensoes mais altas essa coincidéncia pode nao

ocorrer, forcando-nos a diferenciar o caso extremo do caso BPS.

3.2.3 Solucao de Kerr-Neumann

A solugao mais geral do tipo buraco-negro é a chamada solucao de Kerr-Neumann.
Ela representa a solugao de um buraco negro carregado e que contém momento angu-

lar J. Pelas discussoes das secoes anteriores notamos que essa solugao nao descreve
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um espacotempo estatico. Sua dedugao foge do escopo dessa dissertacao e apenas a

escreveremos por completeza. Ela é dada por

ds? = — (A — a?sin® ) dt* — 2a sin’ Mdtdgb
by )Y
(r? + a?) — Aa*sin® 0 by
+ ( S ) sin? 0d¢? + Ker + 2d6?, (3.165)

onde
A(r) =r? —2GNMr + a* + €

Y(r) =1 + a® cos? 6.

Os trés parametros da solucao sao a massa do corpo, M , o parametro a, que é o
momento angular por unidade de massa,
J

TEA

e a carga do corpo, e, dada por

NS

Uma discussao muito bem detalhada sobre esta solugao é encontrada em [12].

3.2.4 Superficies nulas e horizontes de Killing

Seja S(x) uma fungao suave das coordenadas do espagotempo z*. Considere
uma familia de hipersuperficies para as quais S = constante. Os vetores normais a
hipersuperficie sao

L= Fa)(¢"0,5) 2 (3.166)

oxr’
onde f(z) é uma funcdo arbitréria diferente de zero. Se [ é um vetor nulo, isto
é, 11" = 0, para uma dada superficie N, entao dizemos que N é uma superficie
nula. Como exemplo de aplicacao da equacgao 3.166, considere o caso da solucao de
Schwarzschild nas coordenadas de Eddington-Finkelstein ”ingoing”, (r,v, 0, ¢),
2GNM

r

ds> = — (1 _ ) dv? + 2drdv + 12d92, (3.167)

e S=r—2M. Usando 3.166 temos

~ 0 0
| = flx) [(g”ars £ g708) 5+ (9705 +970.8) 5|

Separadamente, os elementos do tensor métrico sao

2GyM

Gov = — <]— - ) y Gro = 17 Gur = L. (3168)
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Usando g,,9"7 = 0y, temos para p =v =r,
99"+ grg” =1=9" =1
Para p = v, 0 = r temos
9org" + gwg” =0=9" = —gu.

Usando esses coeficientes métricos e o fato de que S é independente de v podemos

escrever o vetor nulo como

= f(z) [(1 - 2GNM> 9, a] . (3.169)

Como [,* = 0, temos
1LI" = f*¢"9,80,5 =0
~ 2GNM
7 (1 _%ow ) —0
r

Como a funcao f é arbitraria, o valor de r que resolve esta equagao ¢ portanto

(3.170)

r = 2G M. Logo a superficie nula N, que se encontra em r = 2G y M, possui vetor

normal

)
l|r:2GNM - f% (3.171)

Um vetor tangente ¢ & superficie nula N, e com vetor normal [ dado por 3.166,
satisfaz t - | = 0. Pelo fato de [ ser um vetor nulo, ele é portanto normal e tangente

a superficie ao mesmo tempo. Logo podemos escrever o vetor tangente como

daxt
M= —, 3.172
o (3.172)
para alguma curva nula x(\). Vamos considerar o caso geral para o qual S = const
¢ uma familia de hipersuperficies (ndo necessariamente nulas). Usando a definigao

de vetor normal, note que

PV IE = 1PV, (fg"0,S)
= 1°0,f - ¢"d,S + flrg"'V 0,8
= 1°9,(In f)I* + f1°g"V ,0,S.

Separadamente temos
Pg"'~ ,0,S = 1Pg" 0,0, + 1P g 17,055 = 1P g""V 0,5 = l”V“(f_llp).
Este resultado nos permite escrever

PVl = 1P9,(In f)I + fIrvE(f1,)
(& f) I+ 1PVH, — LPo" In (3.173)
(I f)1n+ 30412 — (0" In F)I2.
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Sendo A um membro dessa familia para o qual S = 0. Sabemos que [?| » = 0, porém
isso nao implica que 9*(I*) = 0 a menos que a familia toda de hipersuperficies
= constante seja nula. Pelo fato de [? ser constante em N podemos escrever
t*9,0* = 0 para qualquer vetor tangente ¢ a hipersuperficie. Como 1, = 0, isso

implica que
9|, < by (3.174)

Definindo a constante de proporcionalidade como cte, a equacao 3.173 serd

PV = (&Inf+ L) L= @ e

= K| F+VH,,

v (3.175)

onde K|,  é uma constante e V*|,- é um vetor, sobre N. O que demonstramos de

fato foi que
1PN 1"\, o IH, (3.176)

ou seja, que z#(\) é uma geodésica, com vetor tangente [ por 3.8. Podemos escolher

a funcao f de forma que
PV 1"\, = 0, (3.177)

isto é, de forma que A seja um parametro afim.

Uma hipersuperficie nula N é um horizonte de Killing de um campo vetorial
de Killing ¢ se, em N, £ é normal a N. Seja [ o vetor normal & N de forma que
[-VI* = 0 (parametrizagao afim). Entao, sobre N, o vetor de Killing £ é proporcional

ao vetor nulo [ da seguinte forma
& = [, (3.178)
para alguma funcgao f das coordenadas z”. A equagao [ - VI* = 0 resulta em

IV = T, (fen)
= [P0, + [T (3.179)
FEEPDpf TN+ FREPOLEH + fRETIEY.

Como esta expressao € igual a zero, isso resulta em

§P0E" + P18 = £P(9,1n f)Er

(3.180)
§PV 81 = KK,

onde a constante k = £°(0,In f) é chamada de gravidade superficial. Pela
equagao 3.8 vemos que a gravidade superficial é uma medida da ”falha” do ” parametro
temporal de Killing” coincidir com o parametro afim. Isso demonstra que podemos

associar a cada horizonte de Killing essa quantidade chamada gravidade superficial.
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A nocao de horizonte de Killing é puramente geométrica, e, a principio, é inde-
pendente da no¢ao de horizonte de eventos, mas para um espagotempo com simetria
translacional elas estao relacionadas. Seguindo a classificagdo apresentada em [7]
temos:

- todo horizonte de eventos em um espagotempo estacionario, assintoticamente
plano é um horizonte de Killing para um campo de Killing I#;

- se o espagotempo é estatico, [ = (0;)" representa translagbes temporais na
regiao assintotica;

- se 0 espagotempo ¢é estacionario mas nao estatico, ele sera axisimétrico com um

campo de Killing rotacional ¥*, e
=&+ Quyt, (3.181)

para alguma constante (2g.
Os argumentos para a validade dessa classificacao segue dessa mesma referéncia,

e das referéncias 14 citadas.

3.2.5 Massa, carga e momento angular

Na relatividade geral existe um teorema, chamado de no-hair theorem, que diz
que solucoes estacionarias do tipo buraco negro, assintoticamente planas, acopladas
ao eletromagnetismo e nao-singular fora do horizonte de eventos sao completamente
caracterizadas pela massa, cargas elétrica e magnética e momento angular. Em out-
ras palavras, o teorema nos diz que qualquer outro parametro do buraco negro deve
ser escrito em termos desses trés parametros. Por este motivo apresentaremos nesta
secao as expressoes para a massa, carga e momento angular de um buraco negro na
regiao assintotica. Apresentaremos a maneira mais simples de deduzir essas quan-
tidades, ja que a mais formal exigiria um estudo sobre o formalismo hamiltoniano
da Relatividade Geral. Porém, as discussoes apresentadas aqui servirao ao nosso
propésito.

O quadrivetor corrente elétrica J¥ é definido a partir da equagao de Maxwell
V, " = Jk. (3.182)

A carga passando através de uma hipersuperficie ¥ do tipo espaco é dada pela

integral sobre as coordenadas z’ em X
Q=— / T hdie = — / Y, Fn VR, (3.183)
) )

onde h;; é a métrica induzida sobre ¥ com determinante h e n* é o vetor normal

unitario. Usando o teorema de Stokes B.8 temos

0=— /(‘9 Frn ki, d1/o, (3.184)
>

47



onde agora o;; ¢ a métrica em duas dimensoes induzida sob a superficie de fronteira
0%, com determinante o, e k* é o vetor normal a 9%. Para verificar que esta integral
de fato representa a carga considere o espaco de Minkowski, cujo elemento de linha
¢é dado por

ds® = —dt* + dr* + r*d0* + r* sin® 0d¢?, (3.185)

e considere que o campo elétrico é escrito como

Fir = BT = 47fr2. (3.186)
Os vetores normais unitarios sao escritos como
n* =(1,0,0,0), o"=1(0,1,0,0). (3.187)
Separadamente, temos
n,o, F* = no F" = gug. F'" = —E"
Vo =r?siné.
Substituindo na expressao 3.184 temos
Q = —lim, .. /8 . (‘45#) r? sin 0d0d = g (3.188)

Dessa forma demonstramos que nossa defini¢cao de carga esté correta.
Para um espacotempo assintoticamente plano, uma definicao de corrente conser-

vada sera

Jh = &, T (3.189)

onde & é um campo vetorial de Killing do tipo tempo. A conservacao pode ser

facilmente checada, pois
VuJp =V,6 - T +,V,T" =0,

onde o primeiro termo é nulo por ser a multiplicacao de um tensor antissimétrico
por um tensor simétrico, e o segundo pela conservacao do tensor energia-momento.

Sendo ¥ uma hipersuperficie do tipo espaco, a definicao de energia portanto sera
Er— / TR de. (3.190)
b

Para a geometria de Schwarzschild o tensor energia-momento é nulo em todo espaco,
porém a energia nao é nula, ja que um buraco negro possui massa. Precisamos de

uma definicao alternativa de energia. Note que a corrente, definida por

Jh = &,R" (3.191)
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é conservada, pois

VuJg=V,& R +¢&, -V, R" =0,

pois o primeiro termo do lado direito é nulo por ser uma multiplicacao de um tensor
simétrico por um antissimétrico, e o segundo é nulo porque a derivada direcional
do tensor de Ricci é nula ao longo de um vetor de Killing. A energia conservada
associada com esta corrente sera

1
_47TGN

Ex / R“n, &,V hd*x. (3.192)
b

A energia é independente da escolha da hypersuperficie 3, ja que ela é uma quan-
tidade conservada. Pelo fato de & ser um vetor de Killing podemos escrever a

expressao

Vuvugu = VM<VV£M) = SMR;U/? (3193)

ou seja, a corrente € escrita em termos de uma derivada total. A expressao para a

energia sera portanto

Epe / 1e\ vV hde.
R = e (V€)Y Vhd*z
Usando o teorema de Stokes novamente temos
1
B, — VHEn, koJod . 3.194
Definindo o elemento de superficie bidimensional como —2ky,n Vodlz = >,
escrevemos a energia da seguinte forma
1
Er = VHEY Y, . 3.195
R 87G N Jox &by ( )

Esta expressao é conhecida como integral de Komar para a energia. Como exemplo
de aplicagao dessa formula considere o caso de Schwarzschild, cujo elemento de
linha é dado por 3.128. O tnico componente nao-nulo do vetor unitario normal,
cuja normalizacao ¢ dada por n,n* = —1, é encontrado por

0,0 (1_2GNM> non® — 1

n,n' = non® = goon’n® = — .

2G N M\ 2 2GNMN
n°:<1— ;V ) ,n0:—<1— JTV ) (3.196)

Da mesma forma, o tinico componente nao-nulo do vetor unitario normal k", com

normalizagao k,k* = 1, sera

2GN M\ 2 2GN M\ 2
k1:(1— G;V ) ,k1:<1— G;Y ) . (3.197)
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Sendo o vetor de Killing do tipo tempo &* = (1,0, 0,0), separadamente
vOgl — 900v0§1
= 9%(0&" + &Y
= gooréofo

_ 2ay M\ L Gy M 2G N M
= --7=") 7= -7
_ _GNnM
— M

O determinante da métrica bidimensional ¢ dado por y/o = r?sin 6, e, substituindo

essas expressoes na integral de Komar temos

Er = ﬁ Jos, dOdpr? sin?0(—1) (_G]TVQM)
= M [ dfdpsing
= M

’

o que demonstra que a escolha do fator de normalizacao da integral de Komar é
conveniente. Em unidades de ¢ = 1 as defini¢oes de massa e energia em relatividade
geral sao equivalentes, como deduzimos do resultado acima.

A definicao de momento angular segue da corrente de Killing
JE =, RM, (3.198)

que também é conservada

1
V,.Jy =V, - R + 4,V ,R" = 51/1,,V”R =0,

onde o primeiro termo é nulo por ser uma multiplicacao de um tensor antissimétrico
por um tensor simétrico. Para demonstrar que o segundo termo ¢ nulo, utilizaremos
o chamado lema de Killing 4.14, demonstrado no préximo capitulo, que contraido é

escrito como

VNVU?/J“ = Rauwy' (3199)

Contraindo a identidade de Bianchi, V|, R, g5 = 0, com g*7 temos
V,.Rgs — VR,s + V*Rguas = 0.
Contraindo com " e em seguida contraindo ¢?° temos
V'V, R — 20"V R, = 0.
Usando a regra da cadeia e usando o lema de Killing temos

V'V R = 2V°(V V' ps),
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e usando o fato de que ¥* é um vetor de Killing temos
YV, R =0, (3.200)

o que demonstra finalmente que Jéj é uma corrente conservada. O momento angular

¢é entao definido pela integral dessa corrente

1
J=- / b,k od . 3.201
8GN asznu Vod's ( )
Usando a defini¢ao de elemento de superficie bidimensional d¥,,, = —2v/ony, k, d’x,

podemos escrever essa expressao de uma forma mais elegante, isto é

1
J =
167TGN ox

VEYrdy,,, (3.202)

que ¢ a integral de Komar para o momento angular. Para verificar que esta expressao

de fato representa o momento angular usamos o teorema de Gauss B.1,

1
167TGN

/2 YYRE, Y, (3.203)

Note que, usando as equacoes de Einstein

Jr = YRM, =7 (8TGNT™, — §To",)

— SrGNTH Y — ST,

Como escolhemos ¥ como sendo a hipersuperficie para ¢t = const e P = (0y)",

YrdY,, = 0, e o momento angular sera
J= /Z T0,4" dS. (3.204)
Em coordenadas cartesianas
0y = 20, — y0, = V' 0, + 1?9,

logo
J= /E (100" — T°0?) d.

No espaco assintético g, =~ 1),,, 0 terceiro componente do momento angular de um

campo no espagotempo de Minkowski com tensor energia-momento 7),, ¢ dado por
T~ e / PTG, (3.205)
)

Assim demonstramos que a integral 3.202 representa o momento angular.
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Finalmente apresentaremos a chamada energia ADM, que em certos limites se
reduz as integrais de Komar. Para deduzir uma expressao para a energia consider-
amos que na regiao assintotica a métrica pode ser escrita como uma perturbacao da

forma

guy ~ nuy - Ehuya (3206)

onde € é um parametro infinitesimal, e h,,, ¢ de O (%) Observamos que nesse caso
h, nao é a métrica induzida, como nos casos anteriores. Comumente se usa a letra
h para expressar a perturbacao da métrica. Vamos usar as equacoes de Einstein

escritas na forma |
R,, = 871Gy (TW - 29,“,> . (3.207)
Usando a aproximacao 3.206 o tensor de Ricci é escrito como
1
R, ~ 56[77”"8,;80@” + 0,0, hy — 0,0°hyy, — 0,0 hy). (3.208)
Também devido a essa aproximacao o tensor energia momento serd
Ty =0+ €Ty (3.209)
Facilmente as equacoes de Einstein sao escritas como
1
[1°°0,05hy + 0,0, by — 0,0°hy,, — 0,0°hy,,| = 167G N (T — 577“”7-). (3.210)

Para fontes estacionarias a métrica é independente do tempo, logo para puv = 0, essa

equagao resulta em

1 B
Upgapaohoo = 167Gy [7'00 - 57)00(?7007'00 + 77“7'2'2')]-

Como estamos na regiao assintotica o valor dos componentes temporais do tensor
energia-momento sao muito maiores que o valor dos espaciais, e isso nos permite

escrever

17 0p0shoo = —8mG N Top. (3.211)

Tomando o traco da equacao 3.210, temos
1”7 0,0,h — 170" 0phy;, = —8TGNT. (3.212)

Expandindo os indices e fazendo a mesma consideracao sobre os componentes tem-

porais de 7 temos

npaapgghgo + npaap&,hii — &@hw = —87TGN7'00. (3213)
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Somando as equagoes 3.211 e 3.213 temos

1

Too =

A energia é escrita como a integral de 7oy sobre todo o espaco para t = constante.

1

E=— / (Bihy; — O;hay)dP, 21
167TGN t‘:consta(a I aj ]) o (3 5)

Usando o teorema de Gauss B.1 temos

1

Eapy = ———r
ADM 167TGN

Essa é a chamada energia ADM do espacotempo assintoticamente plano, deduzida
por Arnowitt, Deser e Misner. Veremos a importancia desta expressao no proximo
capitulo onde calcularemos uma expressao diferencial para a massa de um buraco
negro contendo momento angular, que sera identificada como uma das leis da ter-

modinamica de buracos negros.
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Capitulo 4

As leis da termodinadmica de buracos negros

Em 1973 Bardeen, Carter ¢ Hawking demonstraram em [6] que existe uma analo-
gia muito proxima entre os sistemas termodinamicos, descritos pelas leis da ter-
modinamica, e os sistemas envolvendo buracos negros. Em seu artigo original eles
demonstraram que os buracos negros obedecem um conjunto de leis muito parecidas
com as leis da termodinamica, chamadas a principio de ”as quatro leis da mecanica
de buracos negros”. A lei zero estabelece que a grandeza chamada de gravidade
superficial, introduzida na se¢ao anterior, é constante sobre o horizonte de eventos.

A primeira lei da mecanica de buracos negros estabele que
SM = / 08T + / f6dN + / 055 + Qo Jy + 8£5A, (4.1)
T

onde o significado de cada parametro desta expressao serd apresentado no desen-
volvimento deste capitulo. A segunda lei, também chamada de lei da area, diz que

a area do horizonte de eventos do buraco negro nao decresce com o tempo, isto é,
0A >0, (4.2)

ou, em outras palavras, que a area final do horizonte de eventos é maior que a area
dos horizontes de eventos iniciais, Az > A; + As. A terceira lei estabelece que se o
tensor energia-momento ¢ "bounded” e satisfaz a condicao de energia fraca, entao
a gravidade superficial de um buraco negro nao pode ser reduzida a zero por uma
sequéncia finita de operacoes .

Apresentaremos primeiramente uma expressao para a gravidade superficial es-
crita em termos do vetor normal a hipersuperficie, partindo do teorema de Frobe-
nius. Usando essa expressao provaremos em seguida que a gravidade superficial é
constante sobre o horizonte de eventos. Deduziremos entao a primeira lei seguindo
[6]. A dedugao original da primeira lei foi feita usando-se técnicas covariantes, imag-
inando uma perturbacao de uma solucao estaciondria e axisimétrica das equacoes de

Einstein-Maxwell para outra. Atualmente, deducoes mais modernas, as quais nao
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discutiremos aqui, foram dadas utilizando-se o formalismo hamiltoniano, o qual se
aplica para perturbagoes mais gerais. Por fim, apresentaremos a segunda e a terceira

lei, e discutiremos algumas de suas implicagoes .

4.1 Gravidade superficial e lei zero da termodinamica de

buracos negros

Considere o vetor de Killing nulo normal ao horizonte de eventos de uma solucao

estacionaria e axisimétrica,

X" =&+ Qpryt, (4.3)
onde &* é o vetor de Killing que gera a isometria temporal e ¥ é o vetor de Killing
que gera a isometria por rotagoes . O teorema de Frobenius diz que a condigao
necessaria e suficiente para um campo vetorial ser ortogonal a uma hipersuperficie
é que

X(u VuX, = 0. (4.4)

Como x* é um vetor de Killing, podemos escrever essa expressao como

XPVMXV = _XMVVXP - XI/VPXM‘

Contraindo com V#x” e usando a equacgao de Killing temos

Xo (VX)W Vuxe = =Xu(VEX")Vuxo = xu (VX)) VpXu (4.5)
= =2xu(VEX")VuX).
A definicao de gravidade superficial, sendo o vetor de Killing normal x*, é
Xu VX" = kX". (4.6)

Usando essa definicao e a equacao de Killing temos

Xp(VEXI)Vuxe = —2(kx")Vux,
= —2/{2)(,).

Logo, para Y, arbitrario, a gravidade superficial escrita em termos do vetor normal

a hipersuperficie é dada por
1
K2 = —i(VMXV)(VuXV)- (4.7)

Como foi dito na introducao do capitulo, a gravidade superficial de um buraco
negro é constante no horizonte de eventos. Para provar essa afirmacao considere a

definicao do tensor de Riemann

vvaXp - VuvuXp = R,uupUXa' (48)
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Usando a equagao de Killing e fazendo permutacoes com os indices podemos escrever

as identidades

VuvuXp + Vuvau = R/u/pUXU (49)
VoVoXu + VoViuxy = Rupu”Xo (4.10)
vauXu + VMVVX/) = Rp;ngcr- (4'11)

Somando 4.9 com 4.10 e subtraindo 4.11 temos
2V Voxu = (B’ + Rupp” — Bp”) X (4.12)
Usando a identidade de Bianchi na forma
Ry, + Ryp” + Ry =0 (4.13)
a equacao 4.12 pode ser escrita como
VoVoxy = —Rop’ Xo- (4.14)

Esta equagao é conhecida como lema de Killing. Agora aplicamos o operador

X[o V 4 Pelo lado direito da equagao 4.6,

(Xto VX ) Vo + X X1 V 5 Vo Xos = XXt V 15+ 5o V X (4.15)

Usando 4.14 o segundo termo do lado esquerdo dessa equagao pode ser reescrito
como
XX VaVexy = 5 (XX VoVixu — X' XoVeViXyu)
= %XV (=Xo Bupp Xy + XpPopo ' X)
= —X"Ruup MXU}Xv-
Novamente usando o teorema de Frobenius, podemos escrever o primeiro termo do

lado esquerdo da equacao 4.15 como

(e Vax") Voxu = =3 (X'Vox,) Voxu
= =5 (Voxp) fXu
= KXo Vo Xp
que é igual ao segundo termo do lado direito dessa mesma equacao. Fazendo o

cancelamento o resultado da expressao 4.15 sera

XuXlo V ok = XVRW[/?MXU]X% (4.16)
Agora aplicamos x|, V,] a igualdade proveniente de 4.4, x,Voxy = —2X[o V 4]Xps
logo
(Xtr V21%0) Vi txoXto Vo Ve = =2 (Xl VX0 ) Vo1X2 (Xio Vo) Vi Xiol) X -

(4.17)
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Usando a equacao de Killing e novamente a igualdade x,Vox, = —2X[s VX, POde-

mos escrever o primeiro termo do lado esquerdo de 4.17 como

(e Vo) Vixe = =3 (6:Voxs) Vi
= %(Xu (Vuxp) Voxy = xv (ViXp) Voxo)
= - (X[av'y}Xu) VX, + (X[JVV]XV) Viuxp
= —2 (X[aVﬂXmVu]) Xp-

Logo o primeiro termo do lado esquerdo de 4.17 se cancela com o segundo termo do
lado direito da mesma equacao . Podemos reescrever o outro termo do lado esquerdo

de 4.17 como

9]

XpXfo V41 VuXy = _XpRlu/hl X o] X385

e o outro termo do lado direito da equagao pode ser reescrito como

s
=2 (Yo Vo) Vi X)) X = =200 Rojolty "X o1,
o que faz com que a expressao inicial resulte em
Xp Ry "X a1X5 = 2X0 R ooty X o1 X (4.18)

Multiplicando a expressao toda por ¢g”7 o termo do lado esquerdo é nulo, pois

1
QPWX,DR/U/[VM'XJ}X& = 5 (RMV’Y(SXO' - Ruua5X'y) X’YX(S =0,

ja que o vetor y* é um vetor nulo. Logo,
5
9" (X Rty X o1x5) = 0. (4.19)
Expandindo esta expressao temos
oY é é _
g (X[uRu}p'y Xo X6 — X[uRu]pcr X'yX6> =0

= X[ Ru]pvw(;XoX& — X[p Ru]paéXpX(S =0
= X[ RV]6X0X6 = X[uRu]p05X|p|X5~ (420)

Facilmente podemos rescrever o lado direito dessa expressao de modo a obter

— X RujsXo X' = Rosi "X XX’ (4.21)

Agora, usando 4.16, o lado direito de 4.21 é escrito como

Rm;[l,pxu]xpx‘s = Xo X[V vk (4.22)
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Finalmente chegamos a expressao

X RujsXo X" = XoX(u V i,

que para X, arbitrario nos fornece

X[uvu]/{ = _X[uRu](;X(S- (423)

Considere agora a congruéncia geodésica gerada por y* sobre o horizonte de eventos.
Pelo fato de x* ser sempre ortogonal ao horizonte isso implica que 0, w,, e o,
sao todos nulos para essa congruéncia. Portanto, da equacao 3.102 resulta que no
horizonte de eventos

R x"x" =0. (4.24)
A condicao de energia dominante 3.54 nos diz que T#,x” deve ser um vetor do tipo
tempo ou nulo dirigido para o futuro. Usando as equagoes de Eintein temos

1
87 (T — iTguV)X#XV =0

L, 1
TMVXMX - §TXMXM = U

Considerando o fato de que y* é um vetor nulo essa expressao resulta em

T.x"x" =0. (4.25)
I

Isto implica que 7T}, x” ¢ um vetor nulo, logo ele aponta na direcao de x*, e também

que

Xp L X" = XpuLowX” = X(pTpppx” =0

1 1 1 1
= Xp (R;w + Tguu) X" = Xp (Rpl/ + Tgp”) X" =0

8 2 8 2
1 , 1 1 L, 1
= XLt X"+ STXpXn — Xt X" = 5TXuX, =0
1 4
= 8?X[0RM]VX =0. (4.26)
Entao, da equagao 4.23 concluimos que

Multiplicando pela esquerda por x* resulta em x*x,V,k = 0, e como X, € arbitrario
temos
X'V, k=0, (4.28)

o que estabelece que a gravidade superficial é constante no horizonte de eventos do

buraco negro.
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4.2 A férmula integral

Nesta secao deduziremos uma férmula integral para a massa de um buraco ne-
gro, apresentada em [6]. Para tanto, considere um espagotempo estaciondrio, ax-
isimétrico e assintoticamente plano, para o qual hd somente um tnico vetor de Killing
associado a isometria temporal, £#, o qual é do tipo tempo no infinito com normal-
izagao £,£" = —1, e um unico vetor de Killing associado a isometria por rotagoes, v,
cujas érbitas sao fechadas com parametro de comprimento 27. A equagao de Killing

3.31 e o lema de Killing 4.14 nos permitem escrever

V,ufz/ = V[u£V}7 V;ﬂ/’u = V[,uwu] (4'29>
Vuéu : ?W = Vuwu : 5“ (430)
V. VI = —RV 8", VNV = =R 8, (4.31)

onde R,, = R% . Sendo d¥, o elemento de superficie de S e dX,, o elemento de
superficie de 0.5 podemos integrar a primeira das equacoes 4.31 sobre a superficie S
e obter

/ V,VHEdS, = — / R £1d3,.
s S
Usando o teorema de Stokes o lado esquerdo desta expressao é escrito como

1
V VIS, = 5§ VRS,
/S nVie 2 Jos ; g
e a integral acima pode ser reescrita como
1
5 b Veds, = - [ R8s, 4.32
3§ Ve, =~ [ R (4.32)

A férmula da quadriaceleragao em um espaco curvo é dada por

w_ §VLEN

= ) 4.33
(_fa{a) ( )
Na regiao assintotica a normalizagao do vetor de Killing do tipo tempo implica que
£V, &
F= 2 YV, M 4.34
e 3y
Da mecanica classica sabemos que
V.-a=—4mp. (4.35)
Integrando a expressao sobre um volume V' temos
/ V. ddV = —4nlM. (4.36)
s

29



Usando o teorema da divergéncia temos
/ V- adv = j{ G- fdA. (4.37)
S as

Na regiao assintotica as derivadas temporais sao pequenas se comparadas com as
derivadas espaciais, e além disso, para todo o espaco, o vetor normal a hipersuperficie

¢é do tipo espaco, entao podemos reescrever a integral acima como

1
?{ a'n, /o d?0 = f £,V €M, \od?0 = ~ ]{ VY ERdS, (4.38)
aS a8 2 Jas

onde d¥,, = 2ny,£,)\/odf, com ¢ sendo o determinante da métrica bidimensional,
e 02, 03 as coordenadas do espaco bidimensional. A superficie 9S é fechada, logo
a integral sobre toda a superficie contém uma contribuicao positiva de 0%, e uma
contribuicao negativa de 0B, ja que no tultimo caso o vetor normal a superficie
aponta na direcao oposta ao sentido do vetor £* . Podemos entao escrever a integral
do lado direito de 4.38 como

1 1 1
il REVAS,, = — MVZV_f/ reEYdY,,,. 4.
3 o VM =g [ VD [ VD (039)
Voltando a expressao 4.32 temos
1 1
I ”dzyzf/ v ”dEV—/R” mdy,. 4.40
2 Jos. §dx, 2 JoB §rdx, s ué (4.40)

Usando 4.36 podemos escrever a expressao acima como
1
~arM = [ Vreds,, — [ R£1dS,, 4.41
n 2 Jon 3 Jz s u€ ( )
Usando as equagoes de Einstein facilmente podemos escrever o tensor de Ricci como
RY, = —4n(T6", —21",). (4.42)
Substituindo acima temos
1
M= [T, = T0,)¢ S, + o [ V'¢"dS,,. 4.43
[or, — 1o eas, + o [ vreds,, (1.43)

A primeira integral do lado direito é identificada como a massa da matéria fora do
buraco negro e a segunda como a massa do buraco negro.
Seguindo o mesmo procedimento para a segunda das equacoes 4.31 podemos

escrever a equacao

1
i T 7/ VRS, 4.44
J /s vrdz, 167ranwd“ (444)

onde usamos a féormula para o momento angular 3.202. De modo semelhante a

primeira integral do lado direito ¢ identificada como o momento angular da matéria
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fora do buraco negro e a segunda integral é considerada como o momento angular
do buraco negro.

Na secao anterior discutimos os casos em que o horizonte de eventos era consid-
erado um horizonte de Killing, bem como o modo de definir um vetor normal ao
horizonte de eventos para um espaco tempo estacionario e axissimétrico. O vetor

nulo tangente aos geradores do horizonte de eventos pode ser expresso por
" =& 4+ Quyt, (4.45)

onde Qg é a velocidade angular do buraco negro, que é a mesma em todos os pontos

do horizonte de eventos. Substituindo £ expresso acima em 4.43 temos

1 Oy
M= / TV, — To" erdS, + — | VAdS,, — 2L [ vryrds,
s< " wé + 8 Jon B 8r Jo v H
12 1% 1 1%
M = /S(?T w— T16%,)EMd%, +2Qp Ji + @/ag VAV dY,,. (4.46)

O elemento de superficie d%,,, pode ser expresso como 2lj,n,j\/od*d, onde n, é o
outro vetor nulo ortogonal a superficie 0B, normalizado de forma que n,l” = —1.

A 1ltima integral do lado direito acima pode ser expressa como

1 1 1
o, VS = o [ V2 (L, — )V od

8T JoB T JoB
1 v 2 1 v 2
:7/ v -lynu\/EdH——/ VA - 1y /od0.
81 JoB 81 JoB

Usando a equacao de Killing e renomeando os indices na segunda integral temos

1 1
b kv = — Bv-. 2
VAT, = /aB LV /o d20.

81 JoB
Usando 4.6 temos

1 1
= [ — = (. 2
rds,, . /83( KIM) - n/od*0

& JoB

1 1
[ weras,, = — [ wda. 4.4
VA AS,, = /aB“d (4.47)

8w JoB s
Como k é constante sobre o horizonte de eventos a férmula integral da massa se

torna

M= /S (21", = T6",)§"d5, + 20 J + A (4.48)
T

onde A é a area do horizonte de eventos.
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4.3 A formula diferencial

Considere duas solugoes do tipo buraco negro estacionarias e axisimétricas leve-
mente diferentes. Seja 0 M a diferenga de massa entre as duas solugoes e considere
também que a matéria fora do horizonte de eventos seja um fluido perfeito. A densi-
dade de energia do fluido € é escrita em fungao da densidade por nimero de particula
n e da densidade de entropia s. Sendo p a pressao do fluido a equagao de estado é
escrita como

p=pun+0s—¢, (4.49)

onde 6 é a temperatura e u é o potencial quimico dados por

Oe Oe
0=—, = —, 4.50
as” "~ on (4.50)
O tensor energia momento para um fluido perfeito é dado por
T;w = (8 + p)v,uvl/ +pg;wa (451)
onde v*, que é escrito como
ut
= (4.52)
(V—uyu)
¢é o vetor tangente as linhas de fluxo
ut' =& + QpH, (4.53)

sendo () a velocidade angular do fluido. O momento angular, a entropia do fluido e

o numero de particulas sao dados respectivamente por

- / TV dS,, (4.54)
/ svtdy,,, (4.55)
/ notds,. (4.56)

Escolhemos as superficies .S, os horizontes de eventos e os vetores de Killing £# e ¢*

de forma que sejam os mesmos para as duas solugoes, logo
ot =0, ' =0. (4.57)
Sendo 6¢,, = h,., as variagoes dos vetores covariantes serao

56# = huV§V7 5¢u — hm/d)y' (458)
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A variacao do vetor nulo [#, com indices contravariantes e covariantes serd
ol = (092 )M (4.59)

8L, = hyl” + G (80", (4.60)

Como os horizontes de eventos estao na mesma posi¢cao nas duas solugoes os vetores

covariantes normais a eles devem ser paralelos
ol l,y =0, onltn”l (4.61)

Além disso a derivada de Lie de 6, por [" é zero

L0, =1"V,8l,+ 01,V , 0" =0. (4.62)
Contraindo l, = —1V,(,I*) com n* temos
1 y L
K= ivu(z,,z ) - nt. (4.63)

Logo, calculando a variacao dessa equacao temos

5r = ;5[v#(zym] o ;vu(zym ont

= 6k = ;(vuézy)l"nué(5zy)(v#zy)n“+;(vﬂzy)al”nwr;zy(vﬂmwnﬂﬂyv“z”.anﬂ.
(4.64)

Usando 4.62 podemos escrever a identidade

L, , 1 o

il V.0l -n” + §5lﬂ(vyl n” =0,
e soma-la a expressao acima e obter

1 1 1
0Kk = §(VM5ZV)(l”n“+l”n”)+(5ll,)(Vul”)n”+§(Vuly)él”n“—kill,(Vuél”)n“—f—ll,vul”-én“.
(4.65)
Note que, usando a equacao de Killing, podemos escrever o terceiro termo do lado

direito como ) )
551”(Vull,)n“ = —gél"(vyl#)n“.

Agora usamos a derivada de Lie de [, por 41, isto é,
" (Vul,) + 1,V 00" =0,
e o termo acima se torna

1 14 1 14
SOV (V) = 21V,
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Reescrevendo a expressao 4.65 temos
1
ok = §(Vﬂély)(l”n“ +1'n") 4+ (0L,) (V1) + 1, (V00 )n* + 1,(V,17)dnt. (4.66)
Agora usamos a expressao 4.59,
1
oKk = i(Vuély)(l”n“ +1'n") + (V,I)[(0L,)n* + (dn*),] + 0Qu (V") ,n*. (4.67)

Usando a normalizagao [,n* = —1, podemos multiplicar 6l,1,) = 0 por n* e snltnY

por [, para obtermos as relagoes
ol, = —(6l,)l,n", dnt = —(dn")n"l,. (4.68)

Usando o fato de que 6(,n*) = 0, podemos escrever (§l,)n* = —,(dn*), e com este

resultado podemos demonstrar que o termo entre colchetes em 4.67 é nulo, pois
(0l,)nt 4+ (0n")l, = —(=1,6n"),n" — (6n”)n"1,l, = 0.
Assim, a equacao 4.67 é reescrita como
51 = ;<vu(szy>(zvnﬂ ) 4 50 (VY (4.69)

Usando a normalizagao do tetrado, isto é,

g = —ntl" — n¥I* + mfmY +mtm?, (4.70)
temos ]
0k = 5 (Vuly) (=g + mm” +7"m") + 0Qu (V") lyn”,
Os vetores estao normalizados de forma que [,m* = [,m* = 0, [,n* = —1, e como

dl,, ¢é proporcional a [, no horizonte, V,6l, - m"m” = 0, e a expressao anterior se
torna

1
O = =5 V" + 8l + 0 (V") Ly
1

0k = =5 V" (hyul” + gudQut”) + 0 (V") lyn”

1
5li = —§V”hw . ZV + 5QH(vay)lunM‘ (471)

Este resultado sera utilizado futuramente para o cdlculo da forma diferencial para a
massa de um buraco negro.
Para calcular M precisamos da férmula integral da massa encontrada na secao

anterior, 4.48. A variagao da massa é escrita como

0K

14 1 14
SM =35 /S (21", + o= RS, )" dS, + 20Qu Ty + 228 T + 1

K
At A (4.72)
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O que vamos fazer é calcular a variagao de cada termo desta expressao separada-
mente e assim obter a expressao para 0 M escrita em termos da variagao dos outros
parametros que estao do lado direito da férmula integral.

A variagao do termo contendo o escalar de curvatura, R = g®* R, é escrita como
1 v 1 4
5 [ <R§ dEl,> = [ o(/=gR)d's.
5 \87 8w Js
Separadamente temos
3(v=gR) = 6(v/=9)R + V=9(39*") Rap + V=99"" (0 Rap)- (4.73)

Do apéendice temos
1 4
0(V=9) = =5V ~99u(09").
Para calcular a variagao do tensor de Ricci escolhemos um sistema de coordenadas

onde os simbolos de Cristoffel sao nulos, ou seja
(0Rap) = 0(0uLh 5 — 0pI'h ). (4.74)

Como g*’ R,s ¢ uma equagao tensorial podemos substituir as derivadas parciais por

derivadas covariantes e assim escrever a variagdo como
970 Ras = 9" V"(9u (0T 05) — 9us(6T%,))- (4.75)

Separadamente, a variacao dos simbolos de Cristoffel sao

1 1
oles = 39”7 [5‘5(5gga)+8a(5gaﬁ)—80(59a5)]+§(59”")[aﬁgawaﬁgaﬁ—@agaﬁ], (4.76)

1 1
ory, = igw [0a(6901)] — 5(591/0)[804901/]' (4.77)

Como dito anteriormente estamos lidando com uma equagao tensorial, logo os termos
que contém derivadas parciais podem ser transformados em derivadas covariantes.

Usando o fato de que V,g5, = 0, 4.75 é escrita como

gaﬂéRaﬁ = V¢ [gaﬁg/u/((srgﬁ) - 53(5F2u)]
= 3197V 5(0gus) + 9*°Va(0908) — 9*°V u(39as) — 959" Va(0gov)]

= 9°°V5(69,8) — 9*°V,.(0gap)-
(4.78)

Separadamente, cada termo dessa expressao é reescrito como
N 5(89u8) = V3(9*69u8) — (V59°°)09us = V(9*" hyus)
g Vplo9us B\g " 0Gup 89 )09us s\g ),

gaﬁvu(‘;gaﬁ) = vu(ga’gégaﬁ) - vu(gaﬁ)(sgaﬁ = vu(gaﬁhaﬁ)v

65



e isso nos permite escrever 4.78 como
ap — UK B _ By — ok B
g0 Rs3 = V*(Vsh, Vuhs”) = =2VIV, hg. (4.79)

Finalmente, com este resultado podemos escrever a variagao do termo contendo o

escalar de curvatura da seguinte forma

1 1 1
5/5 (87ngde”) B _87/5 {(Raﬁ = 5 9as )N + 29"V | £7d,. (4.80)

Podemos reescrever o segundo termo de dentro da integral do lado direito da ex-

pressao acima. Para isso note que

VIV b & = 2VH(V,hg - €)= 2V hg - Ve

4.81
= QV”(V[MhB]B . g) _ V“hgﬁ . v“g 4 Vﬂh"g . ng_ ( )

Para reescrevermos a expressao acima como uma derivada de um tnico termo vamos
demonstrar algumas identidades. Pelo fato da derivada de Lie da métrica com
relagao ao vetor £ ser zero, a mesma derivada com relacao a variagao da métrica

também é zero, ou seja
Le(09p7) = E"Vahgy + hgaVE" + hay V€ = 0. (4.82)
Multiplicando essa expressao por ¢°7 temos
£V ohs” = 0. (4.83)
Aplicando o operador V,, pela direita temos
V£ Vahg® + €2V, Vo hs” = 0.

Como hBﬁ ¢ um escalar as derivadas covariantes que o multiplicam comutam, e,

usando a equacao de Killing e em seguida a regra da cadeia temos
£V V,hs? — Va6, - Vohs? = 0.

= Va(gavuhﬁﬁ) - vozgu : vahﬁﬁ = 0. (484)

Agora vamos demonstrar uma outra relagao , sendo essa um pouco mais complicada

que a anterior. Podemos reescrever a expressao 4.82 da seguinte forma
'V, hg" + hg, VY + h,"V gt = 0. (4.85)
Aplicando o operador V# pela direita temos

VAR -V hg + VPV b + VP, - VVEH 4 hg, VPVYER + VPR, - Vet
+h, VPV 5" = 0.(4.86)
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O primeiro e o quinto termo desta expressao se cancelam pois, usando a equacao de

Killing temos
VP -V, hg? + VPR, - Vet = VI¢H -V, hg" — Vgh,” - VP = 0.
O segundo termo da expressao 4.86 é reescrito como

§VIN g = &MV, VPR + fuRﬂuﬂgh&j + f”Rﬂuyéhw
VM<€HV5}LIB'Y) + guRﬂuﬂdh(SV + guRﬂuy(ghﬂé-

Com estes resultados a expressao 4.86 pode ser reescrita como

V. (6"VPhg") — VPhg, VHE” + €9 R, ;% + € Rg,” sh™ + hg, VPV ¢
+hg" VIV P = 0. (4.87)

Usando a equacgao 4.31 podemos reescrever os quatro ultimos termos como

" Rp,”sh®™ + € R sh™° + hg, VIV E" — hg"R,gt €° =

—hﬁﬂvﬁvvgﬂ - hﬁyfuRuéﬁé + hﬁyéuRﬁwé + hﬁéfﬂRﬂu% =

—hg VPV E" + hgs€H Rg,” 5. (4.88)
Agora, aplicando o operador Vz na equagao de Killing, temos
VpVu" +VeViE, =0,
= VsV, 4+ V'V, + Ryus5"¢" = 0.
Multiplicando esta expressdo por h?* temos
WPV 6V € + RPNV 5€, + RPH R 557 €0 = 0.

O segundo termo ¢ nulo pois A?* é um tensor simétrico e V¢, é antissimétrico pela

equacao de Killing. Logo
WPV 5V W88 + WP Ry57 €0 = 0, (4.89)

que é a mesma equacao que 4.88. Logo, a ultima identidade que precisavamos

demonstrar é escrita como
V. (6"VPhg") — VPhg, VHEY = 0. (4.90)

O que demonstramos portanto é que os objetos V”hﬁﬂ = A” e VP15 = B* sao Lie

transportados por &,

LAY = MV, A — APV &7 = €'V V" hs” — V'R - V.87 =0,
LeBY = ¢V, B — B"V & = ¢V VPR g — VPh's -V, = 0. (4.91)
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Usando a regra da cadeia em cada equagao temos

V('Y hgP) — VFhe? -V, =0
V. (VPR ) — VPRt -V 8" =0, (4.92)

Com este resultado 4.81 pode ser reescrita como

QV”V[M hmﬁ : f” = QVM(V[H}LB}B : fl’) - vu(fﬂvyhﬁﬁ) + vu(fuvﬁhyﬁ)

4.93
= QVM[V[“hB],B &V — 5uv[uhﬁﬂl]_ ( )

O 1ultimo termo da integral 4.80 serd entao

1
81

1
/S 2VVuhg] €dS, = _E/SVM[V[”Z% & — &V hgdz,

1 1
= —8—/5 [QVMV[#hBﬂ &dy, = ~ar }és[v[uhﬂ]ﬁ e f“v[”hgm]dilw, (4.94)

T

onde na ultima passagem usamos o teorema de Stokes. A contribuicao para esta
expressao da superficie S é proveniente da fronteira na regiao assintotica, que de-
nominaremos por 0%, e do horizonte de eventos, que denominaremos por 0B.
Note que, na regiao assintotica, o vetor de Killing do tipo tempo possui somente o

componente temporal diferente de zero, e isso implica que
erdy,, = £0dX;, (4.95)

ja que o vetor de Killing é ortogonal ao vetor normal a 0¥.,. Isso nos permite

escrever

1

~ - 1 |
_§/ag (V107 ydSo; — Vb s, = L[ avERn,. (a0

T Jo%e
Na regiao assintotica as derivadas covariantes podem ser aproximadas para derivadas

parciais, ja que la o espaco é aproximadamente plano, portanto

1 . 1 : .

—— [ 2VERIdsy ~ 7/ 0P 5 — P hi5)dSy. 4.97
8 Josa prso 8T azoo( g 5)8%0 ( )
Assumimos que a métrica é estacionaria, portanto a expressao do lado direito toma

a forma
1

8

/8 (Dm0 + O = 031 ) d%

Podemos eliminar d;hg com auxilio de 3.211 e 3.213, considerando h,, = (55,“,. A

expressao final serd

1
— /a . (Oihy; = Oyhis) ;. (4.98)
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Usando a expressao 3.216 com meétrica escrita como ¢, = 1, + 71“,,, e, pelo fato
das defini¢oes de energia massa serem equivalentes, esta expressao é igual a —0 M,
em unidades nas quais Gy = 1.

Temos que calcular agora o valor dessa integral na superficie dB. Note que,

devido a antissimetria de dJ,,, podemos escrever a integral 4.94 como

1 1
4 /aB[V[uhﬁ]ﬁ N guv[vhﬁﬁ]]dzw _ 87r/ [f”V“h% _ f"Vﬁhﬁ 1ds,
(4.99)
Usamos agora as expressoes {¥ = I — Quyt, d¥,, = —(l,n, — l,n,)/od*z, onde
l,n* = -1, y,n* = 0. Logo, a integral 4.99 serd
1 1
vop,B w78 il _ wy B
8W/[5Vh5+5vm3]d 87T/;)B(l*‘v”
+H,VPhg” 4+ Qu (4710, V!0 5 — Qu (1,0, V" hs") Jod’a. (4.100)
Usando a normalizacao da métrica 4.70, podemos escrever
Y, = — ("), (4.101)
0 que nos permite reescrever a 4.100 como
1 1
mpB . engBh s, = / 1. VHRP
— [V = @S = o [ (<,
1,V hg" = Qi V' g+ Qi VOhg") Vod'a (4.102)

Pelo fato da velocidade angular ser constante no horizonte de eventos, o vetor [* é
um vetor de Killing. Isto nos permite escrever, usando a derivada de Lie da variacao
da métrica 4.82,

LV = ¢P1, N hys
= 97 (=husV, " — hay, Vgl")
= 2h,sVPEH
= 0.

(4.103)

Essa expressao ¢é valida para qualquer vetor de Killing, o que também nos permite

deduzir
V,VFhP 5 = 0. (4.104)

Agora, note também que
VVPh,s = V(U hyg)
= VP(¢"0gup)

VP (¥ gup)
5Vf3(1/13) =0.

(4.105)
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Usando 4.71 podemos escrever 4.102, cancelando alguns termos por 4.103, 4.104 e
4.105, como

1 2 1
— [ VIRt =~ 2 [ e+ — [ 2005 9,0 0, Vads
8w JoB 8w JoB 8w JoaB

5k

= - 200y / Vi dS,,. (4.106)
47

Usando a definicao de momento angular 3.202 o resultado desta expressao sera
1 8 9 oK
- / NP hs/2de? = — 28— 25Qu Ty, (4.107)
8m JoB Am

onde Jy é o momento angular do buraco negro.

Agora, usando 4.51, o tensor energia-momento é escrito como

T vo_ (8+p)u/’«ulj

) + 0" (4.108)

—GpouPu’

Como ut = &* + Qu*, a variacao do termo que contém o tensor energia-momento
sera

26 / T,7€1dy, = 26 / T, 0t dS, — 26 / T, yhds,,.

—9 / WS(T,VdS,) + 2 / (6u!)T, dS, — 2 / (6Q)T, dS, — 2 / Q8(T, "dS,).
(4.109)
Por 4.57 temos ou* = (§2)1*, o que cancela dois termos da expressao acima, resul-

tando em
26/T vendy, — 2/u”(5 T,Vds,) — 2/95 VpdY,). (4.110)

Usando 4.108 e o fato de que ¢*d¥, = 0 a variacao do tensor energia-momento ¢é
escrita como
25/T vends, _2/95 _T s, +25/pu“d2 +2/ s [leu“gu
GpouPu’
(4.111)
Vamos calcular a terceira integral do lado direito de 4.111 separadamente. Note

que podemos reescreve-la como

€+ Pl / uHfuy e+p) L
uts d¥y,| =2 5 s,
/ [ gpou’)“ag ] (—gpouru®)L/? (—gpauﬂu")mg

+2/u“5[ y il 1 EEP)  cvgs (4112)

_ pgupucr)l/2 (_gpaupua)l/Z

Podemos calcular a seguinte identidade

S Uy, _ utduy,
(—Gapucul)l/? (—gapuul)/?

+ S| (—gapuu®) T
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utduy, 1 w,ut
- S(—g urue
(a2 2 (—gaguou e’ 97"

utouy, 1 hyeuu? 1 2u,0u’)
(gt w7 2 (=gogu w2 2 (—gopura?) 2
Usando o fato de que du, = hyu”+060v, e du* = 6QyH a identidade é escrita como

U 1 h,,uPu’
) K = _ L7 . 4.113
¢ (P%w%@m> 2 (—gapusuf) 2 (4.113)

Subtituindo este resultado em 4.112 temos

€+p Uy, / u“uu (€+p) 3}
ué = 2 5 dz,,
/ [ gngpUUg ] _gp upuo')l/Q <—gngpUU)1/2£

h e uPu’ (e +p)
9 / p Vi, (4.114
2 S a2 (—gppurryi® o 114)

Usando € + p = pun + 6s e 4.108 temos

/ M(Sl E+p ngyd2‘| _2/ upu 1/2N5 [(

GpouPu’

_gpo_upuo)l/2 & dZ,,]

s
(= gpourus)/?

—2/(5/1 -nghdy, — 2/(—gpaupu")1/28(5 [

9 / 50 - sEmdS, + / T b,y €0 dS, — / PGP h o€ dY, (4.115)

E”dzu]

Fazendo as defini¢oes
édJ = 6(-T,"Y*dE,

ddN §(—n(—u,ut)"1?2)Evds, (4.116)
§dS = §(—s(—uut)"VA)evdy,

onde dd.J, ddN e 6dS sao respectivamente as variacoes de momento angular, do
nimero de particulas e de entropia atravessando o elemento de superficie d¥,. Defin-
imos também o potencial quimico e a temperatura ”red-shiftados”, dados respecti-

vamente por
= (—uu)p, 0= (—uut). (4.117)

[sso nos permite escrever a variacao do termo contendo o tensor energia-momento

COomo
26 / T,7edy, = 2 / 0ddJ + 26 / putds, + / TP R,y dS, — / P9l dS,

+ /ﬁédN v /?MS _9 /(cm 60 - 8)EvdS,.
(4.118)
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Substituindo o resultado de 4.98, 4.107 e 4.118 em 4.72, e fazendo os cancelamentos

em seguida temos
SM — / O6dJ + / AN + / 854S + QudJy + 8£5A - / PGP h € dS,
T

9 / (611 + 08 - §)E°dS, + 0 / pEds,,
(4.119)

Usamos agora o fato de que dp = 0p-n+00-s, e 6d¥, = %gp"hdeu, para cancelar

os termos envolvendo a pressao e finalmente obter
SM — / 08T + / AN + / 95dS + QudJy + 8£5A, (4.120)
T

que ¢ a férmula diferencial para a massa de um buraco negro.

4.4 Leis da termodinamica de buracos negros

Da mesma forma que fizemos no primeiro capitulo vamos agora enumerar as
chamadas leis da termodinamica de buracos negros.

0. Lei zero: A lei zero da termodinamica de buracos negros estabelece que
a gravidade superficial de um buraco negro estacionario é constante sobre todo o
horizonte de eventos quando o tensor energia-momento satisfaz a condicao de energia
dominante.

1. Primeira lei: Considerando um processo quasi-estatico para o qual um
buraco negro de massa M, momento angular J e area superficial A é levado a um
novo buraco negro estacionario com parametros M +06M, J+0J e A+ A, a primeira
lei estabelece que a mudanca da massa, da area superficial e do momento angular

estao relacionadas por
SM = / Q6dJ + / f6dN + / 084S + Qb Iy + -0, (4.121)
T

cujos parametros relacionados ao tensor energia momento sao os mesmos definidos
na secao anterior.

2. Segunda lei: A segunda lei da termodinamica de buracos negros estabelece
que, se o tensor energia-momento satisfaz a condicao de energia nula, entao a area

da superficie nao decresce nunca, isto é
0A > 0. (4.122)

Este é o chamado teorema da area de Hawking, demonstrado em 1971. Foi Penrose

quem observou que o horizonte de eventos é gerado por geodésicas nulas sem pontos
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terminais futuros. Essa afirmagao estabelece que os geradores do horizonte de even-
tos nao podem chegar a uma caustica. O teorema da focalizacao entao implica que
a expansao 6 deve ser positiva ou nula sobre todo o horizonte de eventos. Se 6 < 0
o teorema da focalizacao garante que os geradores convergirao para uma caustica,
como vimos por 3.103, o que entraria em contradicao com o que foi demonstrado
por Penrose. Entao € > 0 sobre todo o horizonte de eventos, o que implica por 3.66
que a area da superficie do horizonte de eventos nao decresce.

3. Terceira lei: Como foi dito na introducao do capitulo a terceira lei estabelece
que se o tensor energia-momento é "bounded” e satisfaz a condigao de energia fraca,
entao a gravidade superficial de um buraco negro nao pode ser reduzida a zero
por uma sequéncia finita de operagoes . Para buracos negros extremos em quatro
dimensoes a gravidade superficial é zero, ou seja, a terceira lei estabelece que, sob
essas condicoes impostas ao tensor energia-momento, ¢ impossivel para um buraco

negro se tornar extremo dentro de um intervalo de tempo finito At > 0.

4.5 Buracos negros e termodinamica

Como demonstramos ao longo deste capitulo, as quatro leis da termodinamica de
buracos negros se assemelham muito as quatro leis da termodinamica, apresentados
no capitulo 1, sendo que a gravidade superficial £ faz o papel da temperatura, a
area do horizonte de eventos A faz o papel da entropia e a massa M faz o papel
da energia interna. A principio, as leis da termodinamica de buraco negros foram
chamadas de ”as quatro leis da mecanica de buracos negros”. No artigo original
6], Bardeen, Carter e Hawking apresentaram argumentos de que x nao poderia se
interpretada como a temperatura real do buraco negro. Mais tarde, agora sozinho,
Hawking demonstrou que de fato existe uma relacao entre a gravidade superficial e

a temperatura do buraco negro, dada por

T = Em, (4.123)
27

e, pouco tempo depois, o proprio Hawking demonstrou que processos quanticos
fazem com que surja um fluxo térmico de particulas que é emitido de buracos negros,
o que implicou entao que buracos negros realmente se comportam como sistemas
termodinamicos. A lei zero é portanto um caso especial da lei zero da termodinamica,
que estabelece que um sistema em equilibrio térmico tem temperatura constante.
A primeira lei é somente uma relacao entre os parametros do buraco negro, assim
como a primeira lei é uma relagao entre os parametros do sistema termodinamico,
condizentes com a conservacao de energia. A segunda lei é s6 mais uma afirmagcao

de que a entropia de um sistema nao pode decrescer, ja que podemos encontrar
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a relacao entre a entropia e a drea do horizonte de eventos substituindo 4.123 em

4.120, dada por

S = Zl. (4.124)

Deve ser mencionado aqui que a emissao de radiacao Hawking faz com que a area
do buraco negro decresga. Porém, o tensor energia-momento desta radiagao nao
obedece a condicao de energia nula, que era uma das exigéncias para se demonstrar
o teorema da area. Por outro lado, o processo de evaporacao do buraco negro nao
viola a segunda lei da termodinamica generalizada, que estabelece que a entropia
total, que é a soma entre a entropia do buraco negro e da radiacao emitida, nao
decresca. Além disso, a radiacao Hawking é um efeito da gravitacao quantica e
ainda hoje nao é bem entendida (veja por exemplo o paradoxo da informagcao de um

buraco negro).
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Capitulo 5

O mecanismo atrator

O teorema "no hair” estabelece que os sistemas envolvendo buracos negros sao
descritos por um nimero muito pequeno de parametros. Podemos introduzir cam-
pos escalares em teorias do tipo Einstein-Maxwell, de forma que esse nimero de
parametros aumente, alterando a forma da primeira lei da termodinamica de bura-
cos negros. A situacdo mais geral entdao passa a ser um buraco negro com cargas
elétrica e magnética, momento angular, massa, e campos escalares. Porém, a férmula
da entropia de Bekenstein-Hawking ainda sim depende somente do valor das cargas

do buraco negro.

Nesta secao apresentaremos um exemplo do chamado Mecanismo Atrator,
descoberto a principio no contexto das teorias de supergravidade N =2 e N = 4,
[14], [15], [16]. Mais tarde foi descoberto que a supersimetria nao exerce um papel
fundamental para o fenémeno atrator, sendo este uma consequéncia da simetria da
geometria préxima ao horizonte de eventos para o caso extremo, que é AdSy x SP~2,
para buracos negros estaticos e esfericamente simétricos. O mecanismo atrator é
um fenomeno que faz com que os valores dos campos escalares sobre o horizonte de
eventos sejam sempre os mesmos, dependendo somente das cargas do buraco negro
e nao importando suas condigoes iniciais no infinito. Este é mais um exemplo do

teorema "no hair”.

Descreveremos a transformacao de dualidade classica da teoria de Maxwell, e
apresentaremos algumas teorias que contém transformacoes generalizadas deste tipo
que também representam uma invariancia das equagoes de movimento. Estas teorias
descrevem um papel fundamental no que se refere ao mecanismo atrator, que sera
descrito também na ultima secao deste capitulo. Nesta se¢ao vamos considerar

teorias com unidades em que 167Gy = 1.
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5.1 Dualidade eletromagnética

As equagoes de Maxwell para o espaco livre em unidades de ¢ = 1, dadas por

5 G _op
V=0 V= (5.1)
V-E=0, VxB=2

apresentam uma simetria entre os campos elétrico e magnético. Basta trocar E por
BeB por —E que o primeiro par de equagoes se torna o segundo e o segundo se
torna o primeiro. Se admitirmos a existéncia de monopdlos magnéticos as equacoes
de Maxwell na presenca de fontes elétrica e magnética também apresentam essa
chamada dualidade eletromagnética. De fato, é mais facil verificar essa dualidade

utilizando a teoria de Maxwell em um espaco de Minkowski, cuja acao é dada por
1 4 uv
I= —Z/d 2 F,, P (5.2)
As equacgoes de movimento para essa teoria sao dadas por
V., F*" =0, (5.3)
e as identidades de Bianchi sao escritas como
1 vpo Ny
56“ PN W Fpe =V, ' =0, (5.4)

onde definimos

1
FI = S Ey,, (5.5)

sendo que definimos os campos elétrico e magnético por 3.138. A dualidade eletro-

magnética agora é escrita simplesmente como
FH s FHv, (5.6)

Pelo fato de F,, F" = —F,,F* a dualidade eletromagnética ¢ uma simetria das
equagoes de movimento somente, e nao da acao . Essa simetria também pode ser
entendida como uma rotacao entre as equacoes de movimento e as identidades de

Bianchi, ja que uma se transforma na outra apods a transformacao de dualidade.

5.2 Revisao de buracos negros dilatonicos

Em nossa discussao sobre buracos negros nas segoes anteriores estudamos so-
mente os casos em que as fontes dos campos do buraco negro eram somente do tipo

gravitacionais e eletromagnéticas. Nesta secao discutiremos o caso de um buraco
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negro na presenca de campos escalares. Para isso, considere a acao da teoria de

Einstein-Maxwell acoplada ao campo escalar do dilaton

116, A g = [ d'av/=5 (R = 20,00"6 — ¢ 2 F, ™) (5.7)

onde R ¢é o escalar de curvatura, ¢ ¢ o dilaton e F),, ¢ o campo intensidade de
qualquer campo de gauge U(1). Seguindo os mesmos procedimentos feitos para a
obtencao da solucao de Reissner-Nordstrom podemos encontrar uma solugao do tipo

buraco negro para esta acao . De fato, as equagoes de movimento sao escritas como

V(e 2 Fm) =0, (5.8)
1
V,.0" ¢ + 56_2¢FWFW =0, (5.9)
1
R, = 20,00,¢ + 2¢ *°F,,F,” — §gw,e_2¢FWF“”. (5.10)

A solucao para estas equacgoes correspondendo a um buraco negro dilatonico mag-

neticamente carregado ¢ escrita como

oM oM
ds2:—(1—>dt2+<1—)
r r

onde M é a massa, () é a carga magnética e ¢y é o valor assintético do campo do

1 2_2¢0
dr2+7‘<r— QAZ >ng, (5.11)

dilaton. Os campos do dilaton e intensidade que resolvem as equacoes de movimento

sao dados por

2
o a0 _ O 5.12
e e MT’ ( : )
F = Qe** sin 6dh A do, (5.13)

onde introduzimos a 2-forma F' = %F wdrtdx” que define o campo intensidade. Para
M? > 2Q%e?% métrica tem somente um horizonte de eventos em r = 2M, que rodea
uma singularidade em ry = Q%2 /M onde a édrea da esfera S? de raio constante
val para zero.

A solucao eletricamente carregada esta relacionada a solugdo magneticamente
carregada através da transformagao de dualidade, que agora na presenca do campo

do dilaton é escrita como

Frw — 1p=2¢ e o
/ 26 75 T (5.14)
¢ = —0.
Pelo fato do termo eletromagnético
e, F" = e 2 (E? — B?) (5.15)
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se transformar em seu negativo via transformacao de dualidade, para este caso
também ela nao é uma simetria da agao, mas sim das equagoes de movimento.

Na literatura podemos encontrar teorias com mais de um campo escalar que sao
invariantes sob certos tipos de transformacoes de dualidade. Vamos discutir agora o
caso de uma agao de teoria de cordas efetiva a baixas energias, apresentada também
em [13]. Para discutir o a transformacao de dualidade basta considerar somente a
parte bosonica desta agao, cujos campos a baixas energias sao a métrica Gg,y, 0O
campo tensorial antissimétrico B,,, o campo do dilaton ¢, e um tnico campo U(1)

de gauge A, e essa agao ¢ dada por
1 ’ ! /
S=_ / d¥"\[=Gse™ (= Rs = G§'0,00,6 + G G5 G Hur Hyoyrr
1 / /
—|—§G’§“ G¢ FuFu), (5.16)

onde G, ¢ a métrica do modelo-o, que se relaciona com a métrica de Einstein G,

através de

GS’;W = €¢Gw/a (517)
(§
F = 8,A, — 0,A,, (5.18)
1
H,,,=(0,By,+ 0,By.+ 0,B,.,) — Z(A:U'pr + A F,, +AF,.). (5.19)

Escrevendo a agao em termos da métrica de Einstein e deduzindo as equacoes de

movimento temos

| | 1 o1
Ry, — §Vu¢vu¢ - QGuvvpvp¢ —4° O Hyur H,T — 1° "FpFf =0, (5.20)

V, (e 2 HM") =0, (5.21)
1
V(e ?FM) + 56’2¢HPM”FW =0, (5.22)
Iz 1 —2¢ uvp 1 v
VIV + e HYY + 2By F™ = 0, (5.23)

onde V,, é a derivada covariante. A identidade de Bianchi para H,,, ¢ dada por

1 3 ~
A, = S (5.24)
onde
ninyg 1 1 ~UVpo
B = gt Fr (5.25)



Podemos usar a equagao 5.23 para eliminar o termo V*V ,¢ em 5.20. Apés isso as

duas equagoes se reduzem a

1 G iy Guv e € €0 ,
Rm/ = *V#qbv,,qb T HaﬁpH - pTF + 7HWTHV + 7F#PF1’ )
2 12 16 4 4
(5.26)
Usando a segunda equacao de movimento 5.21 podemos definir um campo escalar a
tal que
1
HWP = - e2%8"P7 9, a (5.27)
/_G g™y

pois, usando 9,(—G) " = —T% /v/—G, temos

Vo (_ﬁguupaaf’) - (V _G)—lgwm(rgﬂaaa - aﬂa")
= (w/—G)_lgPWP"Vp(‘)U = 0.

Com indices abaixados a expressao para 5.27 sera

,ul/p -V 6 E,pro . (528)

Agora usando éP7¢,,,s = —310§, podemos facilmente demonstrar que a identidade
de Bianchi 5.24 se torna |
VH(e**V ,a) = gFWF“”. (5.29)
Agora, definimos o campo complexo A e os campos intensidades F, e F_ como
A=a+ie™? =\ +idg, (5.30)
F, =F+iF. (5.31)

Para reescrever as equacoes de movimento em termos das defini¢coes destes campos

escrevemos alguns termos separadamente,

1 1 1 — _
V0V, 0 = ———0,a0,a + ———5 (0, A0\ + 0,A0,\), 5.32
2 ﬂ¢ ¢ 2( ) ()\2) ( 12 122 ) ( )
1 —2¢ YT 1 2¢ 1 1 2¢
ZGwe H,,H"" = —5€ Gw0sa0°a + 3¢ d,a0,a, (5.33)
1 1
—EGWe_Z‘z’HaﬁpHO‘/BP = §GW62¢85&85&. (5.34)

Utilizando estas expressoes a equacao 5.26 se torna

NN+ DN 1 1 i
= o “E o eFFS = 1 0aCu Fre Y (5.35)

Também calculando os termos de 5.23 separadamente temos

Vi Vi) = ———(V, VXA = V, VX)) — ——(V,AVFA + V,AVEX — 2V, AVH)),

(5.36)

2i\s 4(A2)?
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6_2¢ nyp
——H,,,H"" = —
Hvp 4()\2)2

Utilizando estas expressoes a equacao 5.23 € escrita como

(VL AVEN + V AVEN + 2V, AVAN). (5.37)

1 1
A— ) AVHN AVAN 4+ =F,, F" =0. (5.38
21002 (V VEX=V,VFX) — 2(}\2)3(VM VHEA+V, AV )+8 " ( )
Da mesma forma, usando a definicao 5.30, também podemos escrever a equacao 5.22
como
— 1 1
— b\ D)\ AVFA=V ,AVHX F, " =0. (5.39
2@'(A2)2(V“V +V,VHX) — ()\2) (V \Y% V, AVEN) 4+ — o Lo ( )

Somando as equagoes 5.38 e 5.39, e usando F, ., F"" = 0, as duas equagoes de
movimento se reduzem a

VAV, A VAVEA i

Z _—

(A2)? (A2)? 16

F_,F " =0 (5.40)

Usando a definicao do campo F, e as equacoes de Maxwell a equacao 5.21 se reduz
a
Vu(AFM — XF_*) =0, (5.41)

E por fim a identidade de Bianchi para F* passa a ser escrita como
Vu(F " — F_') = 0. (5.42)

Note que, sob a transformacao
A= A+e, (5.43)

as equacoes de movimento e as identidades de Bianchi sao invariantes. Sob as
trasformacoes

1 _
A — ~3 F, - —-\F,, . — —\F_, (5.44)

o campo Ay se transforma como Ay/AX. Podemos verificar que a equacao 5.40 é
invariante, e as equacoes 5.41 e 5.42 se transformam uma na outra. A equacao 5.35

se transforma em si mesma mais um termo extra, dado por

2 ~ ~ ~
(2F,, 0+ 2F,,F? — G Fp FP7). (5.45)

Porém, em 4 dimensoes , pode ser demonstrado que este termo é identicamente
nulo. Portanto as transformacoes 5.43 e 5.44 sao também uma transformacao de
simetria das equagoes de movimento. As duas transformagoes juntas geram o grupo
SL(2,R) sob o qual A = (aA +b)/(cA+d) com ad —bc =1, e Fy — —(cA+d)F,.
O fato da identidade de Bianchi se transformar na equacao de movimento apds a
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transformacao 5.44 e vice-versa demonstra que esta teoria é invariante sob este tipo
de transformacao de dualidade.

Como vimos, as tranformacoes 5.43 e 5.44 correspondem a uma simetria das
equagoes de movimento. E interessante notar neste ponto que podemos deduzir as

mesmas equacoes de movimendo da acao
1 .
I= / d'z/—g (R — 20,00"¢p — §€4¢8Ma8“a — e F,, F" — aFWFW) . (5.46)

A acao precisa ser escrita necessariamente sob essa forma, inclusive os coeficientes
numéricos, para que a transformacao de dualidade funcione.
Os campos do axion e dilaton podem ser unidos para formar o campo escalar

complexo chamado de axidilaton, que é escrito como
A= /\1 -+ Z)\Q =a+ ’l'€72¢. (547)

Definimos agora Ay = =2, com um fator de 2 no expoente somente para seguir a
mesma notagao de [13]. Podemos também definir os campos intensidades autodual

e antiautodual, escritos respectivamente como
F.=F+iF. (5.48)

Com um pouco de &algebra, podemos demonstrar que a agao 5.46 entao toma a

seguinte forma

1= fatvy=g (R~ NP i (5.49)
167 222 4 ' '

Esta acao foi construida de forma a gerar as mesmas equacgoes de movimento que as
que resultam da acao 5.16, e com equacoes de movimento invariantes sob o grupo
SL(2,R).

5.3 O mecanismo atrator

Em teorias de supergravidade podemos tratar de caracteristicas gerais do setor
bosonico de modo independente da dimensao do espagotempo. Focaremos entao
nossa atencao a uma teoria da gravidade acoplada a um conjunto de campos escalares

sem massa, cuja parte bosonica da acao tem a forma

, 1 o ,
1[G 6 ALl = v [ APV =GR = 4,0, 0" ~ Lan(6)FAF™™ +V (6))
K 167TGN i
(5.50)
onde F/ﬁ,, com A = (0,..., N) sdo campos de gauge, ¢' com i = (1,...,n) sdo os

campos escalares e V(¢") é o potencial dos campos escalares. Os campos escalares
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determinam as constantes de acoplamento de gauge e g;;(¢) é a métrica no espaco
dos campos escalares (modulis).

Focaremos nossa atencao no caso de buracos negros que sao um exemplo de
atrator estavel, para teorias de supergravidade N = 4. Demonstraremos como
funciona o mecanismo atrator usando um exemplo de [16], que consiste na parte
bosonica da acao de uma teoria de supergravidade N = 4 sem o campo do axion. A

acao é escrita como
1 1 .
= — / d'ay/ =g {R 20890, + 5 (¢ M, + ez‘f’G‘“’Gw)} . (550)
T
onde F* e G* sao campos independentes e GH ¢ dado por
~ 7 1
G —
2v—y

Escrevendo a lagrangiana de matéria como

e 2N s, (5.52)

Ly = 1(157r\/__g _29/”8#(/581/(? + ;6_% (g“agVﬂFaﬁF#u) + ;e% (guagyﬁéaﬂé#u)} )

(5.53)
podemos de forma simples calcular sua variagao com relagao ao tensor métrico, o
que nos fornece o tensor energia momento vezes o detrminante da métrica

5L
593: = V=4T,. (5.54)

Logo, calculando

oL 1 1 - o Apo
(59::[ 167V Y [Qwﬁpgf)@% L (e FP Fpp + €GP Gyy ) +

e FuF + GG, ” —20,60,6],  (5.55)
nos permite identificar o tensor energia momento como
T, - 1 [g 0,007 — g, (e FrFpy + GGy ) +
7 167 |7 47" po po
¢ FuF + ¢ GpG,” — 20,60,0) . (5.56)

Para nossa andlise devemos calcular as equagoes de movimento dos campos da

teoria. Em detalhes, temos para o campo escalar

O (aﬁM> = —jﬂ [V/=90,0"6 + 0"60,(V=9)] .

9(0u)
Usando A.11 esta parte da equagdo de movimento sera
oL v
o (55y) = =1 V790,000 + V=gL,0%)

e s (5.57)
i P )
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O outro termo da equacao de movimento

aE./\/l _ 1 —2¢ v —2¢ A1 A
Tqﬁ = 167\/ —g (—6 F FMV +e G Gl“/) . (558)
Apos o cancelamento de \/—g a equagao de movimento para o campo escalar serd
1 .
V006 = (e P F + e G G,) . (5.59)
Da mesma forma calculamos a equacao de movimento para o campo vetorial A*
oL - el v v
ey = eI b [0 - d AN @A A
= /—ge ?Fr.
0L
=0. 5.61
0AY (5.61)

Logo, a equacao de movimento para o campo vetorial A* é dada por

9, (V=ge F*,) =0. (5.62)

De modo similar podemos encontrar a equagao de movimento para o campo B*
associado a GH,
0, (V=ge*G ;) = 0. (5.63)
Nossa intencao sera resolver as equacoes de movimento de forma a obter uma
expressao para o campo escalar escrita em termos das coordenadas do espacotempo.
Para resolve-las é necessario conhecer a forma da métrica de forma que possamos
incluir seu determinante nas equagoes 5.59, 5.62 e 5.63. O que faremos de fato é
impor um ansatz para a métrica de acordo com o nosso interesse. Como sabemos
dos capitulos anteriores as solugoes do tipo buraco negro com carga e sem momento
angular sao estaticas e esfericamente simétricas. Além do mais o mecanismo atrator
desenvolve um papel fundamental para solucoes extremas de Reissner-Nordstrom, e
por esse motivo buscaremos uma solucao deste tipo. Também podemos escolher um
sistema de coordenadas conveniente que facilite nossos calculos. Vamos considerar
entao que todas fungoes dependem das coordenadas isotrépicas 72 = 3 + 22+ 2. O
ansatz para a métrica serd escrito em termos de U = U(r), de modo similar a 3.163,

sé que com a assinatura da métrica sendo (+ — ——) de acordo com [16], ou seja
ds? = e2Vdt* — e 2V (do? + das + dxd). (5.64)

Impomos para nosso ansatz que campos de gauge tenham um componente cada, isto
¢ A° = 9(r) e B® = x(r). Impomos também que todos os campos dependam de

somente duas funcoes H; e Hy da seguinte forma
H, 1 1

2U 2¢
e = H H e = =+ =4 . 5.65
! 2 .[il7 w H17 X H2 ( )
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Apés todas essas escolhas temos que verificar que elas satisfazem as equacoes de

movimento. Logo,
V—g= 6_2U = H1H27

e, usando 5.62 e o fato de que A* s6 possui o componente temporal diferente de zero

e que este é independente do tempo temos
H
d, quztflz%(ém7 - 8VA")} =0

0;0'Hy = 0. (5.66)
Agora repetimos o processo para 5.63.
H.
@b?mmm&—@mﬂ:o
0;0"Hy = 0. (5.67)
O operador 9;0° pode ser escrito em coordenadas esféricas como

. 1
@&:ﬁ@@%ﬂ,

0 que nos permite reescrever a equacao diferencial 5.66, sendo o prima a derivada

com respeito a coordenada radial, como
1 2 !
H + ;Hl = 0. (5.68)

Multiplicando a equacao toda por 72 temos

(r*H})' =0, (5.69)
que depois de integrada nos da
Cy
H] = pox (5.70)
Como H; = —F},, a constante de integragao tem interpretagdo de carga elétrica.

Integrando mais uma vez temos finalmente a solucao de 5.66

lq|

Hy=Cy+ (5.71)

onde Cy é outra constante de integracao . Podemos repetir o mesmo procedimento
para 5.67 e obteremos o mesmo tipo de solucao, sé que agora a primeira constante
de integracao tera interpretacao de carga magnética. O que demonstramos entao foi

que as solugoes de 5.66 e 5.67 sao as funcoes harmonicas

Z¥1::6—¢0+-kﬂ, fﬁzzze+¢0+-ﬁﬂ, (5.72)
r r
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onde ¢g ¢ o valor do campo de matéria no infinito.

Usando as duas fun¢oes harmonicas o campo do dilaton em 5.65 é dado por
2=t T (5.73)

Para a geometria préxima ao horizonte de eventos, isto é, r — 0, o valor do campo

do dilaton é fixo e dado por

(e—%)m = ;i:. (5.74)

O que demonstramos é que o valor do campo escalar no infinito se torna irrelevante
para a geometria proxima ao horizonte de eventos, e o valor do dilaton sobre o
horizonte de eventos é Uinico e depende somente das cargas elétrica e magnética do
buraco negro.

Vamos agora resolver 5.59 para verificar se a forma do campo do dilaton encon-
trada acima é consistente com 5.65. Em formas diferenciais os campos intensidades

associados aos campos A* e B* sao respectivamente
F=dypAdt, G=dyAdt. (5.75)

Escrevendo os cédlculos separadamente temos

1 0, Hy H! ‘
d =40, (+— | dat = F dat = F—L0,rdx
w “( Hl) * Hl le e
Hl ) ’ a .
d N dt = FosOrda’ A\ dt = ﬁédt Adat = Fydt A da
1
H!
F,; = :I:?;aﬂ’. (5.76)
1
1 0, H, H! .
— + 4+ B T 72 , @
dx Oy ( H2> dx F—= 3 2 dx H22 o;rdx
H! , H,, .
dy A dt = $?§8ﬁd:ﬁ Adt = HQ(,?;dt Adzt = Gyudt A da'
2
- H!
Gy = iﬁg@-r. (5.77)

3
Devido as nossas escolhas F}; e Gy; sao os componentes nao-nulos de F' e G. Con-
hecendo agora a forma dos campos intensidades podemos resolver as equacgoes de

movimento do campo escalar. Considere separadamente os célculos

H . H, H] , H] H;
€2¢FquuV:‘F;2Ft1Ei:29tt[ 1 laz a ]:2 tt( ) az,ra
2

H, H? HYH,
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e Hy - H, H, . H! (H})?
200Gy — 22GtzG 9t 2 2 5i 29.0| = 24t 2 _irdr.
© W e A e ATl B A T TR

Definindo 0,r = r, temos

o 1 [ (H)? (H)?
o —2¢ v —2¢ v _ = 1 . 2 2 2 2\ tt
( eXFME,, + e G GW) =3 (H%HQ 1,1 (ry +r, +72)g

SN,

Lo, o o ((H)*H; — Hi(H)"
:ig (Tx+ry+rz) H;lgHS )

0;0'p = 0;(¢0'r) = [¢"(0'r)(Oyr) + ¢'0'Oir] = [(r2+ 17 +12)¢" + (Faw + ryy + 122) .

Logo, podemos reescrever a equao do campo escalar 5.59 da seguinte forma

1 H/ 2H2 _H2 H/ 2
(247212004 (a4 + ) = 302 o) (LT U

HYH3

Mas, g = H;H, e além disso

or =z 2
2 2 2 2
re= = -, Tz—f—Ty—l—Tz =1, rgp + 1y +710 = o

r Ox r
0 que nos permite reescrever essa equacao da seguinte forma

2, 1 ((H{)2H§ - Hf(Hé>2> . (5.78)

moofy 2
=5 HO

Podemos checar que a solucao dessa equacao é dada por

o= ;ln Hy(r) — ;ln Hy(r), (5.79)

que pode facilmente ser colocado na forma apresentada em 5.67. Como conhecemos
a forma funcional das fung¢oes harmonicas Hi(r) e Hy(r) podemos desenhar um
grafico do campo ¢ em fungao da coordenada radial, que é mostrado na figura 5.1.

Como podemos verificar pelo grafico o campo escalar perde toda sua memoria
sobre suas condigoes iniciais no infinito, fazendo com que seu valor sobre o horizonte
de eventos do buraco negro seja fixo, e dependente somente das cargas do buraco
negro, o que esta de acordo com 5.74. Este é somente um dos exemplos apresentados
em [16] cuja agao corresponde a parte bosonica de uma teoria de supergravidade para
N = 4. Também em [16] hd um exemplo para uma teoria de supergravidade N = 8,
cuja agao contém um nimero maior de campos escalares. O mecanismo atrator para
este caso se faz presente em para todos os campos escalares da teoria, e novamente
os valores que eles adquirem sobre o horizonte de eventos dependem somente das
cargas do buraco negro, nao dependendo de suas condi¢oes no infinito, o que reforca

a idéia do teorema “no hair” discutido anteriormente.
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Figura 5.1: Mecanismo atrator para |q|/|p| = 2. Eixo vertical: ¢?; eixo horizontal:
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Capitulo 6

Funcao entropia de Sen

Neste capitulo revisaremos a solu¢ao de buracos negros extremos em 4 dimensoes
com geometria préxima ao horizonte de eventos AdSy x S? em teorias de gravidade
acopladas a campos escalares e vetoriais. Apresentaremos uma expressao para a
chamada funcao entropia de Sen. Basicamente, definiremos uma funcao dependente
dos campos e das cargas da teoria, dada por &£, e demonstraremos que quando
tomada sob o horizonte de eventos ela é de fato a mesma entropia deduzida em [18],
chamada de entropia de Wald. Ao se extremizar essa funcao obtemos as chamadas
equagoes atratoras, que permitem determinar os valores dos campos escalares so-
bre o horizonte de eventos, e também podemos tomar o valor dessa funcao sobre
o horizonte de eventos de forma a se obter a funcao entropia do buraco negro.
Como exemplo aplicaremos esse formalismo para o caso da solucao de Reissner-
Nordstrom extrema em 4 dimensoes para demonstrar sua validade. Repetiremos
o mesmo procedimento para uma teoria de gravidade acopladas a um conjunto de
campos escalares e campos de gauge em 5 dimensoes para poder demonstrar a gen-
eralidade da teoria, bem como introduzir as técnicas utilizadas para se estudar o
comportamento dos campos escalares para a geometria préxima ao horizonte de

eventos.

6.1 Definicao de buracos negros extremos

No capitulo 2 chamamos a atencao ao fato de que, em 4 dimensoes, a solucao
extrema de Reissner-Nordstrom, para o qual os dois horizontes de eventos coin-
cidiam, ocorria exatamente quando as cargas do buraco negro eram iguais a massa,
sendo essa a chamada condicao BPS. De fato, essa é uma caracteristica do espaco
quadridimensional, e, em teorias com dimensoes mais altas a solucao extrema é mais
geral, e nao ocorre necessariamente quando a massa ¢ igual a carga. Nesta secao

revisaremos alguns detalhes referentes a buracos negros extremos em 4 dimensoes
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e calcularemos sua entropia. Seguiremos a mesma convengao de unidades de [17],
onde 167Gy é multiplicado somente pelo escalar de curvatura e nao multiplica o
termo eletromagnético na acao de Einstein-Maxwell.

A teoria usual de Einstein-Maxwell em 4 dimensoes é dada por

S = /d‘lx\/_{

1
—-F,F". 6.1
167TGN 4 K ( )

Os simbolos de Cristoffel, tensor de Riemann e de Ricci, e o escalar de curvatura

sao dados respectivamente por

1 o
Fﬁp = ,gﬂ (al/gop + apgal/ - aagyp) 5

2
Ry = 0,14 — ,T% 4+ TV 7 —TETT
R = Rﬁllg’ R = gyaRya

A solucao de Reissner-Nordstrom para essa teoria é dada por

ds? = — (1 - a) (1 — b) dr* + ade + p*(df* +sin® 0d¢?),  (6.2)
o) (1=3)(-5)

q p .
FpT = Fp?7 F9¢ = ESIHH. (63)

Separadamente, podemos fazer o produto dos dois termos em parénteses e comparar

com a solucao de Reissner-Nordstrom usual,

2
(1_a> <1_b>:1_(a+b)+a2:<1_2GNM+GNQQ>'
p P P P P Amp

Logo, para Q? = ¢* + p?, temos

Gn(¢* + p?)

a+b=2GNM, ab=
47

onde q e p sao as cargas elétrica e magnética do buraco negro e M ¢ sua massa. Para
a > b os horizontes interno e externo do buraco negro se encontram respectivamente
em p=>be p=a. O limite extremo corresponde a escolher a e b de forma que os

horizontes de eventos interno e externo coincidam, ou seja

Gn(¢* +p?)
=b=—". 6.4
a . (6.4)
Logo, para essa escolha, a massa do buraco negro extremo é dada por
1
M? = 24 p? 6.5
InGn (¢* + ), (6.5)
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e a solugao extrema pode ser reescrita como

2 —2
ds? = — <1 - “) dr? + <1 - a) dp? + p*(d6* + sin? 0d¢?). (6.6)
P P

Para estudar a geometria do buraco negro préxima ao horizonte de eventos definimos
as coordenadas

AT .
A r=a(p—a), (6.7)

onde « é uma constante. Usando essa definicao a métrica extrema e os campos

t

a

intensidades podem ser reescritos como

2 4 2
ds? = —(a:aM)zdt? + m:;;f)drz + (a4 \r)2(d6? + sin? 0d6?), (6.8)
qa® D .
F/)ﬂt = m, F9¢ = E Sln@. (69)

O limite correspondente a geometria préoxima ao horizonte do buraco negro é al-

cangada quando a — 0, como pode ser checado pelas equacgoes 6.8 e 6.9, e nesse

limite )
d
ds?® = a? (—rzdtQ + L) + a®(df* + sin® 0dp?), (6.10)
a‘r
q p .
Fo=-1 B, =L 11
' dma2 19T 4 (6.11)

A métrica 6.10 nos mostra que a parte espacial da geometria proxima ao horizonte
de eventos é AdS, e a parte angular é simplesmente S?. Por isso dizemos que a
geometria do buraco negro em 4 dimensoes proxima ao horizonte de eventos possui
invariancia AdS, x S%. A é4rea do buraco negro corresponde a area da superfcie do

horizonte de eventos, isto é

T 271
Apy = / JGo0Gasd0de = a? / dfsin 0 / do
0 0

App = 4ma® = Gn(¢* + p?). (6.12)
Logo a entropia do buraco negro para a solucao de Reissner-Nordstrom é dada por

Spy = —— = ~(* +p?). 6.13
BH AGy 4(q p°) ( )
Podemos agora enumerar algumas caracteristicas dessa métrica.

1. No limite A — 0 temos p — a, logo 6.10 descreve a configuracao do buraco negro
préxima ao horizonte de eventos;

2. Para qualquer A, 6.10 descreve uma solugao classica exata, entao o limite A — 0

descreve uma solugao classica exata para todo valor finito de r, nao somente para r
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pequeno;

3. O espago tempo de 6.10 é AdSy x S?%, sendo (0, $) a esfera usual em duas di-

mensoes, e (1,t) o espago AdSs;

4. A métrica 6.10 tem uma isometria SO(3) atuando na esfera S?, e uma isometria

SO(2,1) atuando no espago AdSs que nao estava presente na solugdo completa do

buraco negro, a qual é gerada por
h:@,hﬁﬁ@—WmL4:;<;+ﬁ>—W@. (6.14)

Podemos mostrar também que os campos de gauge sao invariantes sob a trans-

formagao SO(2,1) x SO(3). Todas solugoes conhecidas de buracos negros extremos

esfericamente simétricos em quatro dimensoes tem geometria AdSy x S? préxima ao

horizonte de enventos e uma isometria associada SO(2,1) x SO(3).

6.2 Funcao Entropia para buracos negros esfericamente simétricos
em D=4

Consideremos a teoria quadridimensional da gravidade acoplada a um conjunto
de campos abelianos Aff) e campos escalares neutros ¢°. A lagrangiana da teoria é
dada por /—gL, onde L é construida a partir dos campos escalares ¢°, dos campos
intensidades Flgly) = 9,AY — 8VA,(3'>, da métrica inversa g"”, do tensor de Riemann
R, 0 € de derivadas covariantes de todos esses campos. Consideramos uma solucao
de buracos negros extremos esfericamente simétricos cuja geometria préxima ao
horizonte de eventos possui invariancia SO(2,1) x SO(3). A configuracao de campo
mais geral consistente com essa isometria é da seguinte forma
2

ds* = v, (—7‘th2 + C&) + v5(df* + sin? Od¢?)
a*r

Os = Us, FT(? = e, Fe(;) = f—;sm 0, (6.15)

onde vy, vy, us, €; € p; sao constantes. Os elementos do tensor métrico e os elementos

do tensor métrico inverso sao dados por

2 01 .
G =V, Grr = 55 Gop = V2, oo = V2 sin
1 r? 1 1
tt rr 00
= o = — 6.16
172 g U1 g Vo 9o¢ vy sin 6 ( )

Os simbolos de Cristoffel nao nulos podem ser facilmente calculados e expressos por

1 I
Fir = Ff‘t = ;7 I‘tt = r3’ Frr = _;7
7
ngqb = —sin @ cos ¢, FZ; = I‘Ze = % (6.17)
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Usando as expressoes acima podemos encontrar os componentes do tensor de Rie-

mann,
Ry = V1, R9¢0¢ = U2 Sin2 97 (618)

onde os outros componentes sao encontrados usando a antissimetria deste tensor
pela troca do primeiro com o segundo e do terceiro com o quarto indice. Todos esses

casos podem ser reproduzidos se utilizarmos as seguintes expressoes

Ra,@’y& = _Ufl(gavgﬁé - gaégﬁ'y)a «, 67 Y, d=rt
Rmnpq — Ugl(gmpgnq - gmqgnp)7 m,n,p,q = 0, gb (619)

Devido a forma geral de 6.15 segue-se que as derivadas covariantes dos campos
escalares ¢4, dos campos intensidades F’ }Ef) e do tensor de Riemann R, , sao nulas
para a geometria proxima ao horizonte de eventos. Por consideragoes de simetria
segue-se que as contribuicoes para as equagoes de movimento de qualquer termo
em L que envolva derivadas covariantes dos campos intensidades, dos escalares ou
do tensor de Riemann sao identicamente nulos para essa métrica e nés podemos
restringir nossa atencao a somente aqueles termos os quais nao envolvam derivadas
covariantes destes campos.

Denotemos por f(u, U, €, p) a densidade de lagrangiana integrada nas coordenadas
0 e ¢, isto é, a densidade de lagrangiana para a geometria préxima ao horizonte de

eventos
£(@,5,8,p) = / dbdp/—gL. (6.20)
As equacoes de movimento para o campo escalar e para a métrica correspondem a

extremizar f com respeito as variaveis i e -

0 0
o A, 02
As equacoes para os campos de gauge e as identidades de Bianchi tomam a seguinte
forma
8, (58()> =0, 9,F) =0, (6.22)
oF,,

onde § é a agdo. Essas equagoes sao automaticamente satisfeitas pela métrica

préxima ao horizonte de eventos. Integrando essas equacoes em 6 e ¢ temos
0S ;
d0dop—"— — a;, / dOdSFL) = b, 6.23
/ 5 FT(Z) 0o ( )

onde a;, b; sao constantes independentes de r. Para a geometria préxima ao horizonte

de eventos temos Fr(f) =e; e Fe(;) = Prsinf, logo
0S , 0

— = \/—gF(Z)” = ~ |v/—gL

JFY OF.) | |
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_/wm /d¢ VL]

Ao

1

= a; =

@:/wmimw:@.
4
Entao, as constantes a; e b; sao dadas por

of
86,-’

Visto de um observador no infinito, a; e b; sao as integrais do fluxo elétrico e

a; =

magnético, isto é
of
L=, b =p;, 6.25
6= p (6.25)
logo, ¢; é associado a carga elétrica e p; é associado a carga magnética do buraco
negro. Fixando p e ¢ temos um conjunto de trés equagoes
0 0 0
S _0, f ~0, f .
Oou, ov; de;

e trés variaveis u, U e €, de forma que o sistema é completamente determinado.

(6.26)

Vamos agora definir uma nova fungao,

5(/&:7 177 é)aq_;pj = 277[61‘%' - f(ﬁv 177 é;ﬁj] (627>
As equagoes 6.26 podem ser reproduzidas por

o€ OE o€ o€
e =0 5 =0 5 =0 5o =0, (6.28)

de forma que os parametros proximos ao horizonte de eventos podem ser determi-

nados extremizando-se uma tnica fungdo £. A férmula geral para a entropia na
presenga de termos com derivadas mais altas é discutida em [18], [19], [20], [21], e

apresentamos o resultado aqui:

&m_—%/dwwfﬁﬂl (6.29)

6thrt

: 5
Para calcular a quantidade 53

Sm precisamos seguir o seguinte procedimento:

1. devemos expressar S em termos das derivadas covariantes dos campos simetrizadas
substituindo combinacoes antissimétricas de derivadas covariantes em termos do ten-
sor de Riemann, e entao

2. devemos tratar R,,,, como variaveis independentes.

No nosso caso, as derivadas covariantes de todos os tensores sao nulas, entao

0S —
5R7"t7"t

—95 thrt (6.30)
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e em L nods precisamos manter somente termos que nao envolvem derivadas covari-

oL

¢é definido através de
R0

antes, e

oL
__9F , 31
L = 50 Rupm (6.31)

Substituindo 6.30 em 6.29 temos

Sun = =87 [ dbdoy= P . 5 R
rirt

oL
= Sy = 87TgttgrrmAH
oL
Spn = 87(—vr? (“1) A
= OBH 7T( mr ) 2 athﬁ H
oL
= Spy = —8mv} IR Ap. (6.32)

Para expressarmos essa entropia em termos da funcao f definida anteriormente,
denotemos por f\(u, ¥, €, p) uma expressao similar ao lado direito de 6.20 exceto
pelo fato de que cada fator de R, em £ é multiplicado por um fator de A\. Entao
¢é valida a igualdade
(4, T, €,
O\

oL
6Ra 575

/ d0d$/—g R —— (6.33)

onde os indices a, 3,7, § sao somados sobre r e t. Fazendo consideragoes de simetria

oL

0 termo 5z é proporcional a (g*7g% — g*°¢7). De fato, podemos escrevé-lo com

a normalizacao correta como

=— @ —g“ e 6.34
Ry~ (9797 = 9™ 9" ) 5 — (6.34)
Usando este resultado e 6.19 podemos reescrever 6.33 como
a _’7 ,177 e_: p 5% « a£
PSR = [ andoy/=gl-vi (gmgnomsusan =130 "™
A= rtrt
2 ay Bd 25YJ 6 Y ad By oL
= / dOdpr/—glvi(9ar g™ 9559 — 0305 — 0565 + 9as9™° 98,9 )] R

Lembrando que os indices contraidos «, 3,7, e § sao somadosemr e t, e que /—g =

V1y/960954 t€mMOs

af)\ (ﬁa 177 g) ]5')
o\

= 02 [ o G

A=
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Como agfm ¢ independente de 0 e ¢ temos
ofx(d, v, € p) 2 0L
—_—— =4 —Apy. 6.35
a)\ A=1 o a]%ﬁrt " ( )

Substituindo 6.35 em 6.32, a entropia do buraco negro pode ser reescrita como

af/\(ﬁa 67 57 @

SBH:—27T 8}\

(6.36)

A=1

O lado direito dessa expressao deve ser expresso em termos de derivadas de f com
respeito a u, U, € e p. Como L é invariante sob reparametrizacao de r e t cada fator

SR tt _ 1 _ —1

R,.+ em f\ deve aparecer na combinacao \g""¢" R.ye = A <_v17) (v1) = =Avy 7,
cada fator de FT(Z) deve aparecer na combinagao \/—gttg’"TFfZ) = e;v; !, cada fator
de Fg(;) = P e ¢y = u, deve aparecer sem acompanhar nenhuma poténcia de v;.
A contribuicao de todos os termos os quais envolvem derivadas covariantes de F !Sf,),
R0 OU ¢ sdo nulas. A outra dependeéncia em vy de fi (4, 7, €, p) vem de \/—g o< vy.

Entao podemos escrever
f/\(ﬁa 177 5725') = /Ulg(ﬁa U§7ﬁ7Avfl7€v;1) (637)

para alguma funcao g. Entao é valida a igualdade

)\af)\<ﬁvﬁaaﬁ>+Ulafk<ﬁ7ﬁ7é’7ﬁ»)_i_eiaf)\(ﬁvﬁvaﬁ)_

u,v,€,p) = 0. 6.38
Se para esta igualdade impormos que A\ = 1, e usarmos a equac¢ao de movimento
para vy, isto é, 8% = 0, a igualdade acima nos dé como resultado
Ofx\(u, v, € p) of(u,v,¢e,p)
- - = —e————— + f(u,v,€,p). 6.39
| P pi,.e) (6.39)
Com este resultado podemos escrever 6.36 como
of(u,v,¢, Lo
Spr = 2w (eif(aﬁ) — f(u,v,e,ﬁ)) ) (6.40)
€;
Usando % = ¢,;, a quantidade S;;WH pode ser considerada como a transformada de
Legendre da fungao f(i, 7, €, p) com respeito as variaveis e; depois de eliminarmos
U e U através de suas equacoes de movimento: a% =0, g—i = 0. Finalmente, usando
6.27, podemos expressar a entropia do buraco negro como
SBH = g(ﬁ‘a 177 57 q_:p)u (641)
no extremo e e e e
=0, — =0, — =0, — =0. (6.42)
(‘9us 81}1 8112 8ei
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No capitulo anterior vimos que os valores dos campos escalares de um buraco negro
sobre o horizonte de eventos sao independentes de seus valores vistos por um obser-
vador no infinito. O formalismo desenvolvido aqui nos permite encontrar os valores
dos campos escalares através de 6.42 extremizando-se a fungao entropia dada por
6.27. Este formalismo se tornou uma ferramenta extra para o estudo do mecanismo
atrator, que também pode ser investigado através do método do potencial efetivo,
[22], que se baseia em encontrar as equagoes de movimento dos campos escalares
e encontrar as condigoes satisfeitas pelo potencial efetivo de modo que o fenomeno
atrator ocorra. Além disso, a entropia do buraco negro é dada pelo valor da funcao
E(u,v, €, q,p) sobre o horizonte de eventos. Essa andlise foi baseada nas equagoes
de movimento e nao faz uma referéncia direta sobre o uso de supersimetria ou uso
de estruturas especificas de termos de derivadas de ordem mais altas.

Para verificarmos a validade destes resultados consideremos como exemplo o
caso de um buraco negro de Reissner-Nordstron extremo na teoria de Einstein-

Maxwell, que é descrita pela agao 6.1. A métrica mais geral que contém invariancia

SO(2,1) x SO(3) é dada por

d 2
ds* = a® (—ertQ + (14:02> + a*(d6? + sin® 0d¢?), (6.43)
q p .
F?“t = m, F9¢ = a Slne. (644)

Substituindo os resultados 6.1 e 6.19 podemos encontrar a funcao f usando 6.20.

Para essa métrica \/—g = v,y sin 6, logo

1
PG Ryapup — < Fu F*
167Gy T I Tvess T T

£(@,7,8,5) = / d0dv, vy sin 0

onde deixamos a notagao geral f(i,v,€,p) por comodidade, em vez da notagao
que deveria levar em conta que o campo escalar é constante sobre todo o espaco,
f(v,€,p). Os indices contraidos assumem valores 7,t,6, ¢, e expandindo os termos

separadamente temos

ga 9" Ryaus = gy (thrt + Ripiy) + g g (R0¢9¢> + Ropon)

1 o
) 2u1 + > <2> 20, sin” 0
U17“ Vg Vg Sin“ 0

B 2

U1 UQ’

1 1 1
L Fuw 1 = Z(FrtF” + F, F'") + Z(ng,F% + FypF?)

1, 1
29”9 (F)® + 2906 g% (Fyy)?
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= (o) () () i) (ne)
= —;Ul%ez + ;Ul% (i;)Q .
Com esses resultados temos
(0,7, 5) = /dedmw? sin LJGN (—Z + Ui) + ;vl%e? - ;Ul% (4’;)1
= [(@,5,8,5) = dmoiy [WlGN (—51 + 1122) + ;1}1%62 _ ;Ul% (Zﬁﬂ . (6.45)

Com este resultado podemos escrever a funcao entropia 6.27 como

g(vl7v2> €, Q7p) = 27T(€q - f)

1 2
=27 lqe — M(Zvl — 2up) — 27vy tvee? + 2mvyvy (4];) ] . (6.46)

No extremo temos

2
¢ _ 27 [—1(2) + 21y vpe® + 2mvy ! (p) 1 =0

871}1 N 4GN 47
o0& 1 2
50; 27 l_4GN(_2) — 2mvy tuge? — 2mupv; 2 (41;) 1 =0
o€ 9
9 = 2m {q — 4mo; ’U2€:| =0

Logo,

g
4 4

Substituindo esses resultados na expressao para a entropia 6.27 podemos checar que

(6.47)

U1:U2:GN

a funcao entropia no horizonte de eventos é dada por

1
E =Sy = Z(q2 +p2). (6.48)
Essa expressao ¢ idéntica a 6.13, o que demonstra que este formalismo esta de fato
correto.
6.3 AdS; x S?

Vamos agora aplicar o formalismo desenvolvido na segao anterior para uma teoria

gravitacional em 5-dimensoes na presenca de um potencial para o campo escalar.
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Considere a agao mais geral de uma teoria 5-dimensional da gravidade acoplada a

um conjunto de campos escalares sem massa e campos vetoriais
. 1 o 5 :
Gy ' ALl = — [ PaV/=GIR - 9,(0)0,6' 0" ~ fanFAF™™ + V()] (6.49)

onde Fﬁ, com A = (0,..., N) sao os campos de gauge, ¢ = (¢') com i = (1,..., N)
sdo os campos escalares, V (¢') é o potencial dos campos escalares e k% = 167Gy, e
9i;(¢) é a métrica no espago dos modulis. Similarmente as segoes anteriores podemos
encontrar as equacgoes de movimento para os campos da teoria. Elas sao:

1. Para a métrica

o 1 a 1
R/J,V - gijauﬁﬁ“gb] = fAB <2FA,U,>\FBV)\ - gGuVFAOc)\FB A) - gGuuv(qb)? (650)

2. Para o moduli

1 j 1 afAB A mBRV agmn av(¢z)
- — CORATY — —Jmn maoun _ ~° \" /)
\/?a”(\/ Glgi0" ) 2<a¢iFWF +a¢iau¢ O 5o )

(6.51)
3. Para os campos de gauge
Ou [V=G(fasF"")| = 0. (6.52)

Da mesma forma que no capitulo anterior, vamos considerar o ansatz para a métrica

do espacotempo 5-dimensional estdtico e esfericamente simétrico
ds® = —a(r)*dt* + a(r) " 2dr* + b(r)?dS23, (6.53)

onde dQ2 = db? + sin?0d¢? + cos? Ody?, com os seguintes intervalos de variacio,

RS [O, g} e ¢,1 € [0,2x]. As identidades de Bianchi sao escritas como

Fi = 0. (6.54)

A forma do campo intensidade que resolve as equacoes de movimento e as identidades
de Bianchi .
A AB
e = ® Qpdt A dr, (6.55)
onde () 4 sao as constantes que determinam as cargas elétricas carregadas pelo campo

de gauge Fa, e fap é o inverso de f4P, encontrado pela relacio

fapfP¢ =04 (6.56)

A métrica mais geral proxima ao horizonte de eventos que contém a simetria AdSs x

S3 ¢ escrita como

1
ds® = v, <p2d7'2 - pgd;ﬂ) + vod€23 (6.57)
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onde d2 = df? + sin? 0dp? + cos? Odip®. Na secio anterior encontramos uma forma
de escrever todos os componentes do tensor de Riemann de uma forma compacta,
6.19. Apesar de estarmos tratando agora de uma teoria que contém uma dimensao
angular a mais ainda assim podemos expressar os componentes do tensor de Riemann

de forma similar a 6.19, ou seja

Reopys = =01 (Jar9ss — Yas9pr), @, B,7,0 =rt
Rmnpq = Ugl(gmpgnq - gmqgnp)a m,n,p,q=10,0,. (6-58)

O ansatz para o campo intensidade que utilizaremos sera
FA = etdr A dp. (6.59)
Separadamente, os termos da lagrangiana expandidos nos indices 7, p, 0, ¢, ¥

gaﬂgw’Ruap,B = gTTgpp (RprT + RTpr) + 9009¢¢ (R9¢0¢ + R¢9¢0)
+9% 9% (Royoy + Ruoue) + 9°°9%" (Rysps + Rovou)

1 2 1 1
_[_ P~ 2v1+<>< — >21;251n20—|—
v1p? U1 Vg V9 SIn“ 0

1 1 1 1
(’112) <U2 cos? «9) U2 COSTO vosinZ 6/ \ vy cos? 6 Vg SI™ U COS

2 6
= —— + —
(%1 (%)

1 v 1 T T
ZfABF,ﬁ,FBH = ZfAB(Fﬁ;?'FBp +F$FB )

1 1 1 2 1
= g7 g" fapete? = - e r fapee? = —2= fape’e”

2 2 v1p U1 vy
O determinante da métrica é dado por v—G = vy (Ug)% sinf cos 0, logo a expressao
para a funcao f, dada por 6.20 integrada em ralacao a coordenada angular extra a

mais, é escrita como

, 1 3 2 2 11
i A 3 . A
flu' vg,vg,e™) = ?/dﬁdgbdwvl(vg)? sin 0 cos ¢ [<_U1 + 1}2) + §U—%fABe B+ V(qﬁ)]
; Ay 277 1 1 3 A B 1
fu'sv1,09,€%) = 2 [—2(02)2 + 6v1(v2)2 4 2(v2)2 fape”e” + Ul(U2)2V(¢)} -

(6.60)
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A funcao entropia, dada por 6.27, sera

) 2 1
g(uzavlyv% ,Qa) =27 [QAQ :2 [—2(02)5 + 60y (v9)

+2(v2)2 fape’e? + v1(12)2V(9)]] - (6.61)

NI

As equagbes que extremizam a entropia, dadas por 6.42, serao

o0& 47r 3
o = {()W‘ 2 pete + )V (0)| =0
6v? — 20y fape?e? + 0PV (4) = 0, (6.62)
oE  4Am? ) vy NG A5 .3
871)1 = ? [—S(Ug) +3ﬁ + STlfABe e + §U1\/U_2V(¢) =0
—0yvy + 02 + vafape’e® + 12”2V(¢) —0, (6.63)
08 4 | (vy ) Ofap A g 3 OV (9)
- = 2 : 2 — | =
ou*  K? v ou erel 4 (v2)? ou’ 0
2 88]62;9 etef = 7 8‘(;5225) : (6.64)
o€ 212 [ (vg)? B
det ”{QA—HQG o ) ame] =0
872 [ (vs)?
Qa= e} <( 51) ) fape®. (6.65)
Combinando as equacgoes 6.62 e 6.63 podemos escrever a equagao para o potencial
4 1
—— —+4+V(p)=0. 6.66
— V() (6.66)

Podemos checar a validade dessa equacao facilmente usando os resultados da re-

feréncia [10]. L4, encontramos que, para a teoria D-dimensional
1 D—-1)(D -2
_ 7/ oy G (r- P=ND=2) ) (6.67)
K2 Jm 3

com fundo do tipo anti-de Sitter-Reissner-Nordstrom

ds* = —a(r)?dt* + a(r) 2dr® + r*(dY,_,)%, (6.68)

onde a parte angular da métrica para A < 0 é dada por

D-3
(d,_5)? = dfi + sin® 1d05 + ... + ] sin®67d67_,, (6.69)

=1
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a funcao a*(r) é dada por

A M Q?
20 _ 2
a“(r)=1- 37~ b= + RIEE

(6.70)

e os parametros de massa M e de carga () se relacionam com a massa e a carga

ADM respectivamente por

D —2)Qp_
Mapy = MM, (6.71)
167
D —3)(D -2
Quo = [ L=L =2 (6.72)
com {2p_o dado por
Q 2n PO (6.73)
D—2 = S o :
I'(D—-1)/2]
Portanto, em 5 dimensoes , 6.70 pode ser escrita como
2 M 2
2y =14+ M @& (6.74)

2 2
Utilizando esta expressao vamos determinar o valor de v;. Para isso, introduzimos

as coordenadas
p=r—rg—0. (6.75)

Isso nos permite escrever as seguintes expansoes de Taylor

_ 1 2 3
(p+rm)7% = 2 3Pt r7027 (6.76)

o TH H

_ 1 4 10
(p+ru) ™t~ RN @PQ- (6.77)

Introduzindo as coordenadas 6.75 em 6.74 e utilizando as aproximagoes de Taylor,

temos que
o)~ o (B + ) = " (6.73)
Logo, a constante cosmoldgica, o potencial e as constantes v; e vy sao dados por
A= —l?;, V = —4A, Ull = 5221(3“%1 +12), vy =13, (6.79)
Pe fato. 4 1 4 12 4 3
et VO m (o) o

o que esta de acordo com com 6.66. Usando a equacao 6.62 escrita na forma

3

—61}1\/@ + 2(1)2)5 fABeAeB — Ul(UQ)%V(gb) =0

U1
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e 6.63, ¢ facil verificar que a fungao entropia 6.61 se reduz a

- 8
g(uzavlav% 7@14) ﬂ- (U2>

N\w

(6.80)

De fato, essa formula para a fungao entropia esta correta pois a area do buraco negro
: - . . 3 P
em 5 dimensoes ¢ dada por 6.73 para D = 5, isto é Ay = 272%(v)2, e, além disso,

k? = 167Gy, logo, substituindo na expressao 6.80 acima temos

e ()2 Ay
2GN  AGYN]

(6.81)

resultado este que reforca ainda mais a afirmacao de que £ realmente pode ser
identificada como a funcao entropia. Podemos checar a validade das equacoes 6.62
e 6.63 usando 6.65. Multiplicando 6.65 por f¢4 e usando 6.56 temos

(v2)2

fCAQ — & 2
1 )
logo,
1 v
A= " gszCQc. (6.82)
2 2
Substituindo em 6.62 temos
1
60> — 205 fap (8 =" >g> Qe fPPQp + vivV(g) =0

6v; — 2v; (8#2 3) 05Qc PP Qp + viv,V(¢) = 0

2

2 L\ peo 1%
6-2-5 (53) F*7@6Qp + 02V (0) = 0. (6.83)

2

Para determinar os parametros de massa M e de carga Q% basta substituir as ex-
pansoes de Taylor 6.76 e 6.77 em 6.70. Apods isso, os coeficientes multiplicando
poténcias de p devem ser nulos. Logo, esses coeficientes nos permitem determinar o
parametro de carga para a teoria 6.67, com fap = dap, dada por

~ Q 2
P=5= 34<1+2?§>. (6.84)

Usando os valores de vy, v, do potencial e do parametro de carga podemos demon-

strar que 6.83 é de fato nula
1 r2, 12
6—27743 (1—1—2 >+ HZQ—O.

H &
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Da mesma forma repetimos o processo para a equacao 6.63

4 1 r? r2, 12
2 2 2 4 H H _
LOgO, demonstramos que as equa(;ées 6.62 e 6.63 sao satisfeitas. Usando 6.82 o

campo de gauge, dado por

A ABA
e v
FA= —dr Ndp = 1"037/2623 (6.85)
U1 (2
Para a teoria 6.67, temos f48 = §48 e sabendo que v, = %, 0 campo de gauge é

entao escrito como

, (6.86)

o que ¢é condizente com 6.55.

O que fizemos nesta secao foi demonstrar que o formalismo da funcao entropia
funciona para teorias contendo 5 dimensoes . De fato, ele pode ser estendido para
qualquer teoria D-dimensional com D > 4. As equagoes 6.63-6.65 sao as chamadas
equagoes atratoras, pois elas permitem que estudemos o comportamento dos campos
escalares sobre o horizonte de eventos. Novamente demonstramos a validade da
funcao entropia através de 6.81, e além disso, apresentamos alguns métodos de como
se estuda o comportamento dos campos para a geometria proxima ao horizonte de

eventos.

6.4 Generalizacao do calculo da funcao entropia de Sen para
AdSy x SP—2

Nesta secao vamos generalizar o calculo da funcao entropia para o caso de uma
teoria D-dimensional. Para isso, considere a ag¢ao mais geral de uma teoria D-
dimensional da gravidade acoplada a um conjunto de campos escalares sem massa

e campos vetoriais
, 1 o , .
1[G ¢, ALl = — [ 4P 2V =GlR—g,,(6)0,6'0"6' ~ FanFip, F*" +V ("), (6.87

onde igualmente a secao anterior F) ;3, com A = (0,..., N) sdo os campos de gauge,
¢ = (¢") com i = (1,...,N) sdo os campos escalares, V(¢") é o potencial dos campos
escalares e k? = 167Gy, e ¢;;(¢) é a métrica no espago dos modulis. As equagoes
de movimento para os campos da teoria sao :

1. Para a métrica

1

GV () (6.88)

. . by 1 al
Rw/ - gijau(bzaugb] = fAB <2FA,u)\FBV - gGuVFAa)\FB ) - 3
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2. Para o moduli

V=g (V=Gaud' ') :2<an Fl 4 g u0m 09" = =55 >;
(6.89)

3. Para os campos de gauge
Ou [V=G(fasF"")| = 0. (6.90)

Vamos considerar o ansatz para a métrica do espaco tempo D-dimensional esferica-

mente simétrico
ds* = —a(r)*dt* + a(r)*dr® + b(r)*d2}, , (6.91)

onde

D-3
dY,_, = df} + sin® 61d6; + sin® 0y sin® Ood03 + ... + ] sin®6;d67,_,, (6.92)

i=1

onde todos os 6; € [0,27], com excessao de Op_3, que varia de [O, %} A area da
esfera unitaria em D — 2 dimensoes é dada por 6.73. Devemos agora expressar a
funcao f dessa teoria D-dimensional. Quando somamos sobre os indices contraidos
da lagrangiana o tnico que termo que muda com relagao ao caso anterior é o termo

que contém o escalar de Ricci, que agora passa a ser escrito como

2 (D —2)!
R=— 4 —-—F—. 6.93
U1 + (D — 4)!1)2 ( )
O determinante da métrica é dado por
D-1
V=G = v (vg) P22 T sin 0p_; cos 0, (6.94)

1=3

logo a expressiio para a fungio f é escrita como
- |

Fl o, va,e%) = = [ dr.dp v (1) PP
K

bt 2 (D-2) 11 A B
X g) sin 6p_; cos [(-vl + (D—4)'1}2> + ivfffABe e +V(¢)]

/ Qp- D —2)!
= f(u',v1,v9,€") = 522 [ 2( )(D72)/2Jr ED_4 'vl(v )(D—4)/2
(D-2)/2
+2(v2)vaBeAeB +U1(02)<D2>/2V(¢)]  (6.9%)
1
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A funcao entropia, dada por 6.27, sera

; Qp_
E(u',v1,v3,¢%, Q) = 21 | Qe — =52 [~2(uvp) P72
K

(D —2)!

B e e i e SO0l | R
(D —4)! 11v2 v AB 1(V2 : .

As equagoes atratoras serao

0 _, l_QD_Q [(D—Q)!

(vg) P02 — 24(02)@272)/*2 fapee? + (U2)(D_2)/2V(¢>H -

ovy k2 | (D —4)! o5
(D-2)! , (D—4)/2 (D-2)/2 A_B 2 (D-2)/2
(D — 4)'01 (U2> — 2(1)2) fABe e + v (1)2) V(¢) =0, (6.97)
o0& Qp_ B D -2 (D —4 B
87}1 — 92 [ 1132 2 [—(D _2)(U2)(D 49/2 4 ED—4§!( 5 >v1(v )(D 6)/2
(D—4)/2 D_9
+(D _ 2) (UQ) m fABeAeB + ( 5 )Ul(vz)(D—4)/2V(¢)‘|‘| -0
| —
o) P 4 (T N 0) 02 4 2(0g) P et

+202 () P2V () = 0, (6.98)

o0& _or l_QD2 [2(U2)(D—2)/2 OfaB 4 g (Uz)(D_Q)/Qa‘/((b)H _0

—ee” + v

ou’ K2 U1 ou’ Ol
2%& B— 2 agyx (6.99)

gei — 2 [QA - Qf_; : (4@2)2_2)/2) fABGB] —0
Qa = 4952 2 <<v2)(:1_2)/2> fane®. (6.100)

Substituindo 6.100 na fungao entropia 6.96 temos

, O (D-2)/2 O
E(u',v1,v9, ¢, Qa) = 21 l‘l 2 <(U2) )fABeAeB _ D2 {_Q(UQ)(D_Q)/Q

/{2 (%1

D —2)! vy)(P=2)/2 (D-2)
+ED_4;!111(712)(D_4)/2 + 2( 2 o fape’e” + vy (vy) V(¢)H
, Qp_ D —2)!
E(u', vy, v9,e™,Q4) = 27 [_ /4]231)12 l+ ED - 4§!vf(1)2)(D_4)/2 — 2(vy)P=D/2f, peAeB
(D—2) Qn_ B
Fod() V()] - <5 [~20) P07
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Usando % =0 e k2 = 167Gy a entropia do buraco negro é dada por

4 Qp_
E(u', v, v9,e",Qa) = %(vg)@*z)/z, (6.101)
N

que confere com os casos em 4 e 5 dimensoes discutidos anteriormente. A férmula
geral entao para a obtencao da funcao entropia em uma teoria em D-dimensoes é
dada por 6.96.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesta dissertagao estudamos o mecanismo atrator e a funcao entropia para bu-
racos negros. Comecamos estudando as leis da Termodinamica usual e as Leis da
Termodinamica de Buracos Negros e, através delas, demonstramos que existe uma
relagao entre os parametros de um buraco negro com os parametros de um sistema
fisico termodinamico. Vimos que a entropia de um buraco negro é proporcional a
sua area, e que ela se relaciona com a segunda lei da Termodinamica no sentido em
que ela se mantém constante ou cresce de valor nos processos fisicos que ocorrem
no sistema. Estudamos varios aspectos envolvendo buracos negros e uma grande
parte da matematica necessaria para a compreensao de sua geometria préxima ao
horizonte de eventos. Estudamos teorias de gravidade acopladas a campos escalares
e vetoriais, e também alguns casos de transformagoes de dualidade. Demonstramos
que para essas teorias ¢ possivel se obter solugoes do tipo buraco negro extremo
para as quais discutimos o chamado mecanismo atrator, que faz com que os valores
dos campos sejam fixos sobre o horizonte de eventos e dependente somente das car-
gas do buraco negro. Por fim estudamos o formalismo da funcao entropia de Sen
e demonstramos através de exemplos como essa fungao se relaciona com a entropia
usual. Vimos que ela é uma ferramenta extremamente til para se obter o mecan-
ismo atrator e para a determinacao entropia de um buraco negro. O mecanismo
atrator e a funcao entropia de Sen sao assuntos de intensa pesquisa atual e muito

ainda nao é conhecida sobre a extensao de sua aplicabilidade.
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Apéndice A

Propriedades do determinante da métrica

Neste apéndice demonstramos como calcular a variacao da raiz quadrada de
menos o determinante da métrica com relacao a métrica. O determinante de uma

matriz g,, dado por
9= guA™, (A.1)
“w

onde A" é a matriz transposta dos cofatores de g"” e g =det(g,,). Multiplicando

por ¢,, e contraindo o com v temos

g = L, (A.2)
g

Derivando A.1 com relacao a métrica e usando A.2 temos

dg
09

— A = gg". (A.3)

Entao usando A.3 temos

a\/__g_ ag 8\/__g_ 1\/_—gg;w. (A4)

ag,ul/ B aguy ag B 5

Usando o fato de que ¢g"”g,, constante
5(9#1/9#1/) = (5gw)guv + QW(59W) =0

(59,“1/)9“” = _g/"/(égm})_ (A5>

Logo, usando A.4 e A.5, podemos calcular a variacao

0\/— 1
(5\/ —g = 89 g&(g;u/) = 5\/ _gglﬂfé‘(gm/)
my

570 = ~ 590" (A.6)
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O lado esquerdo de A.6 pode ser reescrito como

1 o\/—g
——/=99,,0(g") = X, A.
5V = 99u0(g") g (A7)
Por fim chegamos a seguinte identidade
o\/—g _

ogrv

1
_5\/__99;11/5(9“”)' (A8)
Outro resultado que é util é apresentado agora. Usando A.3 a derivada do detrmi-

nante da métrica pode ser escrita como

09 09 09ap ,509ap
07 Ogap 017 oz (A.9)

Usando o fato de que a métrica é compativel, i.e. V,go3 = 0 temos
A 9ap = L0908 + 13900 (A.10)
Substituindo esse resultado em A.9 temos
0v9 = 99" (17,905 + %, 9o )

dy9 = gI'y (A.11)

ao?

ou, escrevendo em termos de logaritmo

Iy, = 0,(Ing). (A.12)
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Apéndice B

Teorema de Gauss-Stokes

Considere uma regiao do espago finita V' da variedade do espacotempo, fechada
por uma hipersuperficie V. A hipersuperficie pode ter segmentos que sao do tipo
espaco, tempo ou nulos. O teorema de Gauss estabelece que

/V Vo A/ —gdis = fa A%dS,, (B.1)

v

onde d¥, = enyVhd?y, com ¢ = +1 se V é do tipo espaco e ¢ = —1 se JV é
do tipo tempo. Para provar este resultado imagine que um conjunto de hipersu-
perficies fechadas folheam V', sendo 0V a camada mais externa. Podemos escolher
um sistema de coordenadas para o qual 2° seja constante sobre cada uma das hiper-
superficies, com z° = 0 sendo o ponto central e 2° = 1 sendo OV. Entao 2 cresce
radialmente para fora e podemos escolher as coordenadas x® como sendo as coorde-
nadas sobre a hipersuperficie fechada 2° = constante. As coordenadas y® sobre OV
sao identificadas com estas coordenadas angulares. Neste sistema de coordenadas o

lado esquerdo de B.1 é escrito como

Jy Vadey=gdlz = J, 0a(y/=gA%)d'a

= [dz®$0(v/—gA" )Pz + [dx° § 0, (/—gAY) Pz

= [da® 5 §/—gA &P (B.2)

= [da® §=gAdPal

= [da®§ y=gAdy,
onde na primeira linha usamos a forma da divergéncia de um campo vetorial A%.
A segunda integral da segunda linha mente nula pois xz sao varidveis angulares
e a integracao é sobre uma superficie tridimensional fechada. Na quarta linha a
contribuicao de 2° = 0 ¢ nula porque a hipersuperficie 2° = 0 tem volume igual a
zero. Nas coordenadas especificadas facilmente podemos checar que o lado direito
de B.1, usando a definicao de elemento de hipersuperficie, pode ser escrito como

AdS, = / dz° 7{ V=g APy, (B.3)

ov
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Logo, provamos que um lado é igual ao outro, o que demonstra a validade do teorema

de Gauss. Quando um campo vetorial j* tem divergéncia nula, isto ¢,
Vaj* =0, (B.4)
o teorema de Gauss implica que

742 jods, =0, (B.5)

para qualquer hipersuperficie fechada ¥. Quando j* é nulo no infinito espacial
podemos escolher ¥ de forma que ela seja decomposta em duas hipersuperficies do
tipo espaco Y1 e Xg se extendendo até o infinito, e de um ”tricilindro” no infinito,

para o qual 7 = 0. Entao , o teorema de Gauss implica que
AT, + / jods,, = 0. (B.6)
21 22

Sob cada hipersuperficie do tipo espaco temos, d¥, = —noVhd’y, onde o vetor nor-
mal saindo da hipersuperficie fechada é n,, h é o determinante da métrica induzida
sob Y71 e Xy, Sob Yo, ng, = n9, € sob X4, n, = —n1,, com ambos os vetores sendo

futuro direcionados. Logo
Voj%=0= / niaVhdy = / %noaV hdy, (B.7)
21 E2

ou seja, se j¢ ¢ um vetor com divergéncia nula, entao a carga total conservada
[ 7%n.d> é independente da hipersuperficie escolhida para o calculo da integral,
que é uma outra forma de afirmar que a carga é conservada.

Para uma regiao tridimensional > encoberta por uma hipersuperficie bidimen-
sional fechada 0% podemos provar um teorema similar ao anterior, chamado de
teorema de Stokes. Este teorema estabelece que para qualquer campo tensorial

antissimétrico B*? em X,

1
v, BYdy, = 77( By, 4, B.8
/E 8 5 P 8 (B.8)
onde o elemento de area de uma hipersuperficie bidimensional é definido como
dXap = 2kjo Ng Vod?0, sendo N, o vetor normal auxiliar, satisfazendo N, k® = —1,

usado para definir a métrica inversa como

gaﬁ = kNP — Nk + UABejeﬁB, (B.9)

com 0P sendo a métrica inversa definida sob a superficie bidimensional. A demon-

stragao do teorema ¢é similar ao caso anterior. Construimos um sistema de coorde-

0

nadas tal que 2° seja constante sob a hipersuperficie ¥, 2! = constante descreve
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I = 1 sendo

uma folha das hipersuperficies bidimensionais fechadas em X, com x
0% e x' = 0 a hipersuperficie central de drea nula de ¥ ¢ 24 sejam as coordenadas
angulares sob as superficies fechadas. O elemento de superficie sob este sistema de
coordenadas é escrito como dX, = 0°\/—gdz'dz*dz®. O lado esquerdo de B.8 ¢

escrito como

fs VBYdE, =[x F=Va(y=gBY)d5,

= [y Vs(y/—gB®%)dx!dz*dx?

= [dx' § Vi(y/—gB")da?dx® + [ dat § Va(/—gB*)dz*dz?

= \/—_gBmdedx?’ﬁ:(l)

= fox \/__QBOICF@,

(B.10)

com z = 04 sob 0X. Na primeira linha usamos a forma do divergente de um tensor
antissimétrico 3.143, deduzida no capitulo 2. Na segunda linha substituimos d¥,. A

segunda integral da terceira linha é nula porque z4

sao coordenadas angulares com
dominio de integracao sendo uma superficie bidimensional fechada. Na quarta linha
nao hé contribuicao da hipersuperficie ! = 0 pois ela contém &rea nula. Sob este
sistema de coordenadas, B**dS,5 = 2B"/=gd?0 e o lado direito de B.8 é escrito

COoImMo 1
~ 4 Bofdy,, = 7( B\/=gd?. (B.11)
2 Jox )y

Logo, o lado direito e esquerdo de B.8 sao iguais neste sistema de coordenadas

especificado, o que demonstra a validade do teorema de Stokes.
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