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Resumo

Esta dissertacao explora o uso da hierarquia hamiltoniana e do processo de ortogona-
lizacdo de Gram-Schmidt, combinados com o método de fatorizacao, para resolver a
equacao de Fokker-Planck. O objetivo é obter as distribui¢oes de probabilidade, tempos
de transicao entre estados e constantes de relaxacao para potenciais chamados de

biestaveis. Nesse trabalho, os potenciais sdo modelados por func¢oes do tipo polinomial.

Primeiramente, é apresentada a soluc¢ao da equacao de Fokker-Planck para um potencial
biestavel polinomial, assimétrico e genérico, com o objetivo de demonstrar a aplicacao
dos dois formalismos distintos. Em seguida, a mesma equacao ¢ resolvida para um
perfil de energia livre, que descreve unidimensionalmente os estados na dinamica de

enovelamento de proteina, obtido a partir de simulacao computacional.

Palavras-chave: Fokker-Planck. Hierarquia de Hamiltonianos. Gram-Schmidt. Poten-

cial Biestavel. Enovelamento de Proteina.



Abstract

This dissertation explores the use of Hamiltonian hierarchy and the Gram-Schmidt
orthogonalization process, combined with the factorization method, to solve the Fokker-
Planck equation. The goal is to obtain probability distributions, transition times
between states, and relaxation constants for potentials called bistable potentials. In

this work, the potentials are modeled by polynomial functions.

Firstly, the solution to the Fokker-Planck equation is presented for a polynomial bistable
potential, which is asymmetric and generic, aiming to demonstrate the application
of the two distinct formalisms. Then, the same equation is solved for a free energy
profile, which describes the protein folding dynamics states in a one-dimensional manner,

obtained from computational simulation.

Keywords: Fokker-Planck. Hamiltonian Hierarchy. Gram-Schmidt. Bistable Potential.
Protein Folding.
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Capitulo 1
Introducao

A comunidade cientifica, no final do século XIX e comec¢o do século XX,
apresentou um grande avanco no estudo de sistemas termodinadmicos com um ntimero
muito grande de particulas [1]. Sem a prova concreta da existéncia de 4tomos até entao,
os pesquisadores dessa época ansiavam pelo relacionamento entre o mundo microscopico
das particulas e os efeitos macroscépicos da termodinamica. A exemplo disso, estao
os estudos de Gibbs, que proporcionaram o surgimento da mecanica estatistica de
Boltzmann-Maxwell, e o trabalho de 1827 do botanico Inglés Robert Brown sobre o
caminho aleatério das particulas ao se chocarem com as moléculas do fluido em que
estao inseridas [1-6]. Esse fenomeno ficou conhecido como movimento browniano e
é amplamente estudado em fisica, quimica e biologia, pois fornece informagoes sobre
a dinamica de particulas em suspensao e tem aplicacoes em varios campos, como a
detecgao de moléculas e a andlise de sistemas bioldgicos [1, 2, 7]. E assim, esses foram
problemas importantes para o desenvolvimento da area estocastica para corpusculos
[1-3, 5].

Em julho de 1905, a tese de doutorado de Einstein foi aceita pela Universidade
de Zurique [1]. O fisico alemao estudou duramente o processo de difusdo com a finalidade
de obter um valor estimado para o nimero de Avogadro e o didmetro médio do soluto,
observando o movimento aleatério das particulas no fluido [1, 2]. Dessa forma, conseguiu
formular expressoes matematicas para viscosidade, coeficiente de difusao (conhecida
como relagao de Einstein), fracao de volume total ocupado pelas particulas, percurso
médio quadratico, entre outras [1]. A partir de seus estudos, pesquisadores com métodos
e técnicas distintas foram concordando com os resultados de Einstein, e entao a ideia
nao-atomistica da matéria foi sendo posta de lado [1]. Em 1908, o fisico francés Paul
Langevin desenvolveu uma expressao geral para descrever o movimento browniano,

recuperando a relacao de Einstein e mais tarde sendo conhecida como equacao diferencial
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estocastica de Langevin, e atualmente tendo aplicacdo em muitas areas do conhecimento,
como quimica, fisica, biologia e até mesmo no mercado financeiro [1, 7-9]. A partir
dela, os fisicos Fokker e Planck modelaram uma igualdade matematica que fornece a

evolugdo temporal da distribuicdo de probabilidade do sistema [7-9].

A equagao de Fokker-Planck (EFP) é uma generalizacao da equacdo de difusao,
que descreve como a probabilidade é conservada ao longo do tempo [7, 8]. Ela também
¢é baseada na equacao de Kolmogorov-Fokker-Planck, que é uma equacao diferencial
parcial que descreve a evolug¢ao temporal de uma distribuicdo de probabilidade para
um sistema dindmico estocéstico [7, 8. A EFP é amplamente utilizada em vérios
campos, como fisica, quimica, biologia, economia e engenharia, em sistemas biologicos,
como por exemplo, o transporte de fons através de membranas [5, 7, 8] e em especial,
no problema de enovelamento de macromoléculas proteicas [6, 10, 11]. Esse tltimo
processo citado é o foco da aplicacao da equacgao nesse trabalho e pode ser entendido
como uma difusao unidimensional em um potencial biestavel, chamado assim pelo fato
de apresentar dois pogos, onde o primeiro estd relacionado com a proteina desenovelada,
o segundo com a proteina enovelada e a barreira representa a variacao de energia livre,
a qual pode ser entendida como a transigao entre esses dois estados [12, 13]. O modelo
de rearranjo espacial da proteina descrito aqui é um processo termodinamico de auto-
organizacao e que ocorre por um caminho preferencial, chamado na literatura de “funil
de enovelamento” (esse modelo descreve como ocorre tal processo utilizando os principios
da mecéanica estatistica) [12, 13]. O funil pode ser representado bidimensionalmente
por uma energia livre que é dependente de uma coordenada chamada de reacao e, que
por sua vez, descreve o mecanismo ao longo da superficie de energia [12-14]. A correta
escolha da coordenada de reacdo ¢ indispensavel para o avang¢o do problema, sendo
assim, para tratar a dindmica de enovelamento, é interessante e usual utilizar o ntimero
de contatos nativos [12-15]. A partir de simulagdes computacionais obtém-se as curvas
de energia livre (também chamadas de perfis de energia livre) e coeficientes de difusao

dependentes da temperatura [16].

O ponto central do trabalho é o estudo da distribuicao de probabilidade para
a dinamica do processo de enovelamento de proteinas, utilizando dois formalismos
distintos para obter as autofungoes e os autovalores a partir de um potencial chamado
de efetivo, que sdo necessarios para compor a solugao da EFP. A partir de P(x,t), é
possivel obter tempos para o processo e entender como ocorre a evolugao temporal do

sistema.

O segundo capitulo é a se¢ao destinada ao aprofundamento da teoria de
enovelamento de proteina, a qual estd brevemente discutida no terceiro paragrafo dessa

introducao. O capitulo trés inicia com uma sucinta introdugao sobre a equagao de



Langevin e sua utilizacdo no movimento browniano, seguido da formulacao completa da
equagao de Fokker-Planck, passando por todas as ferramentas matematicas necessarias
para obter o método de solugdo para o caso estacionario e nao estacionario. Ainda no
terceiro capitulo, ha a construgdo do operador hermitiano, sendo esse indispensavel para
modelar a equagao de Fokker-Planck em uma equagao do tipo Schrodinger. O capitulo
quatro abrange o formalismo da mecénica quintica supersimétrica (MQS) e a hierarquia
de hamiltonianos (HH) como uma forma de obten¢do das autofungoes e autovalores
que mais tarde serao utilizadas para determinar as probabilidades para o sistema
biestavel. Logo em seguida, o capitulo cinco contém o formalismo da ortogonalizagao
de Gram-Schmidt (OGS), sendo esse o segundo método para determinar os autovalores
e as autofungoes. No capitulo seis, esta a constru¢ao do método variacional, que aliado
com calculo numérico é utilizado como método aproximativo para alcancar os niveis
de energia do sistema. O capitulo sete contém a aplicacdo dos formalismos em um
potencial biestavel genérico, onde esta dividido em dois subtopicos a fim de demonstrar
separadamente a aplicacao dos métodos matematicos. Nele também contém toda
discussao necessaria sobre o problema tratado. O penultimo capitulo, oito, diz respeito
ao desenvolvimento do perfil de energia livre para o enovelamento da proteina CT2.
Nessa se¢ao sao exibidos os graficos, tabelas e as discussoes sobre as autofuncoes e
autovalores, evolugao temporal de P(z,t) e os tempos de transi¢cao de estados. E, por

fim, no capitulo nove, sao apresentadas as conclusoes sobre o trabalho.



Capitulo 2
O Enovelamento de Proteina

As proteinas sdo estruturas lineares ou ramificadas compostas por aminoacidos,
que sao unidos por ligagdes peptidicas [12, 17, 18]. Cada aminoédcido é composto por
um grupo amino (—NH2) e um grupo carboxila (—~COOH) ligados a um carbono
“principal”, chamado de carbono alfa (C'«) [12, 17, 18]. Durante a sintese de proteinas,
os aminodacidos sao unidos por ligacoes chamadas de ligacoes peptidicas, que sao do tipo
covalentes formadas entre o grupo amino de um aminodacido e o grupo carboxila de outro
aminoécido, liberando uma molécula de dgua no processo [12, 17, 18]. E importante
entender que elas possuem uma variedade de estruturas, desde as mais simples até as
mais complexas, e cada uma delas possuem uma fung¢ao especifica. Sendo assim, para
uma certa organizacao no estudo, essa macromolécula possui fases na sua estruturagao
espacial, e ao todo sdo quatro. A estrutura priméria é a sequéncia de aminoacidos da
proteina e que constituem uma cadeia plana [12, 17, 18]. A estrutura secundaria é
caracterizada pelas ligacoes de hidrogénio presentes entre o oxigénio do grupo C = O do
acido e o hidrogénio do grupo —NN H. Essas ligacoes sao responsaveis pela estabilidade
das torgbes presentes na estrutura da proteina nessa fase [12, 17, 18]. A estrutura
terciaria corresponde o estado em que, além das torcoes, ha dobras nas estruturas
primdarias devido as ligagdes conhecidas como pontes dissulfeto [12, 17, 18]. Por ultimo,
a estrutura quaternaria é basicamente a unido de “n” estruturas terciarias [12, 17, 18].
Além de sua funcgao estrutural, as proteinas também desempenham uma variedade de
fungoes bioldgicas, como por exemplo, catalisadores enzimdticos e transportadores [18].
Dessa forma, compreender o processo que leva ao estado em que a proteina exerce sua

funcdo é de grande interesse da comunidade cientifica [19-22].

O enovelamento de proteinas é um processo complexo que é controlado por
uma série de fatores, incluindo a sequéncia de aminoacidos, o pH, a temperatura e a

presenca de outras moléculas [18]. Esse mecanismo permite que o biopolimero apés ser
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sintetizado, saia do estado chamado desenovelado e contendo fungoes bioldgicas inativas,
para o estado enovelado com fungoes bioldgicas ativas [10, 12, 17, 19, 23]. Anfinsen
determinar o estado funcional de uma proteina ao supor que esse estado se traduza
como o minimo global de energia de Helmholtz, dado matematicamente pelo potencial

termodinamico, F(z) na equagao (2.1) [12, 23], conhecido como perfil de energia livre,

F(x)=U(z) = TS(x), (2.1)

sendo U(x) é a energia interna, T' é a temperatura e S(x) é a entropia do sistema [10,
12, 17, 19]. Entretanto, mesmo sabendo que esse processo de transi¢ao de estado é
extremamente rapido, uma proteina qualquer com aproximadamente 100 aminoacidos
possui uma quantidade de microestados de ordem astrondmica, e seria inviavel para
o processo natural procurar a melhor conformagdo para o sistema [12, 13]. Esse
¢ o paradoxo de Levinthal, e que foi resolvido pela recente teoria de superficie de
energia [12, 23], a qual propoe um caminho preferencial para a proteina se enovelar,
chamado de funil de enovelamento. Esse funil apresenta uma topografia afunilada e
multidimensional, sendo que a porc¢ao superior com maior sec¢ao transversal mostra a
estrutura desenovelada e uma maior entropia, enquanto a porcao inferior, com menor
secgdo, mostra a estrutura nativa e uma menor entropia [12, 19, 21]. Dessa forma, o
modelo garante que esse processo é termodinamicamente favoravel, ou seja, o estado

enovelado é menos energético que o estado desenovelado [12, 19].

A analise do funil de enovelamento é complexa devido a sua multidimensio-
nalidade. Portanto, uma forma mais usual de analisa-la é projeta-la em uma unica
coordenada chamada de reagao, tornando o sistema bidimensional [12, 19]. A coorde-
nada de reagao é um pardmetro que descreve o processo ao longo da superficie de energia
[12, 19, 24, 25], sendo a fragao de contatos nativos amplamente utilizada na literatura,
e, por sua vez, € representada por curvas que possuem pelo menos dois minimos, como
mostrado na Figura 2.1 [12, 19, 24, 26, 27]. Esses perfis sdo conhecidos na literatura
como potenciais biestéveis [10, 12, 19, 24, 28|, e novamente na Figura 2.1, destacam-se
trés regides distintas: o estado desenovelado (pogo a esquerda da origem), o estado
enovelado (pogo a direita da origem) ou estado nativo e a barreira de transicao AF
entre os dois pogos [12, 19, 24, 26].
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Fonte: Figura elaborada pelo Autor.

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
X
Figura 2.1: Representacao visual do perfil de energia livre F'(z) em funcdo da coordenada
de reacdo x, onde o estado desenovelado se encontra a esquerda da origem (D), o estado

enovelado se encontra a direita da origem (E) e a barreira de energia representando o estado
de transicio (AF). A curva representa a fungdo simétrica F(z) = 0, 25z* — 0, 522

2.1 Dinamica de Enovelamento como um Processo

Difusivo

O enovelamento de proteina, do ponto de vista estatistico, é entendido como
uma evolucao temporal de ensembles na qual a proteina, em seu estado desenovelado e,
portanto, inativo, se enovela a medida que percorre o funil [13, 16]. Esse processo envolve
a movimentagao da molécula de proteina no espaco tridimensional, onde ela interage
com outras moléculas, tais como agua e solventes, até encontrar sua configuracgao estavel
[12]. Esse processo pode ser descrito como o fluxo da molécula em busca de baixa

energia e aumento de entropia, o que é semelhante ao processo de difusao [10, 12].

Para que o sistema alcance o minimo global, é necessario ter energia suficiente
para saltar todos os minimos locais [13, 16]. Dessa maneira, Bryngelson e Wolyes
consideram esses saltos uma forma de difusao pelos ensembles, e que, portanto, com a
escolha adequada da coordenada de reacao, a equagao de Fokker-Planck se torna ttil
para modelar a dindmica de enovelamento [13, 16]. No capitulo a seguir, veremos o

desenvolvimento da EFP e alguns de seus métodos de solugoes.



Capitulo 3

A Equacao de Fokker-Planck e
Métodos de Solucoes

3.1 Equacao de Langevin

Para Langevin, no movimento Browniano, uma particula que realiza um deslo-
camento aleatorio estd sujeita a dois tipos de forcas: dissipativa, sendo essa proporcional
a sua velocidade, e aleatéria, em razao dos impactos da particula com o meio em que

ela estd [2, 3, 7, 9]. Matematicamente, a equagao é escrita como

mj; = —av + F(z) + F(t), (3.1)
onde —awv e F(x) sao forgas dissipativas e podem ser entendidas como uma forga de
atrito e uma forga externa, respectivamente, e F'(t) representa uma forga aleatéria [2, 3,
7, 9]. Se considerarmos casos em que a massa da particula é desprezivel em relacdo ao

meio em que estd, a equagdo acima se torna [7, 9]:

av = F(x) + F(t). (3.2)

Dividindo ambos os lados da igualdade por «, obtém-se a seguinte forma para

a equacao de Langevin

dx

& = @)+ o), (33)

com f(z) = F(x)/ae((t)=F(t)/a [7,9].
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3.2 Equacao de Fokker-Planck

A equacao de Fokker-Planck é derivada a partir da equacao de Langevin, através
do uso da técnica de transformacao de Fokker-Planck-Kolmogorov [7, 9]. Essa técnica
permite transformar a equacao de Langevin em uma equacao de evolugao temporal para
a distribui¢do de probabilidade [7, 9]. Para formular a EFP, modelamos um sistema
viscoso contendo uma particula que se move em uma dimensao, estando sujeita a uma
forga aleatéria devido aos impactos com as moléculas presentes no meio [7, 9]. O
movimento é descrito pela equacao de (3.3), em que ((t), chamado de ruido, é uma

varidvel estocéstica dependente do tempo e que possui propriedades como [7, 9]

(3.4)
(C@)CE)) =Tot —1).

O tempo pode ser discretizado em intervalos iguais a 7, e também é possivel
escrever a posigdo x, da particula no instante ¢ = n7 [7]. Dessa forma, a equagio (3.3)

pode ser aproximada por

Tnt1 — T = Tf(@0) + TCa, (3.5)

e agora (, possui as seguintes propriedades

<Cn> =0,
(3.6)

<Cn2> = F/ T,
sendo estas as versoes discretizadas das propriedades mostradas em (3.4) [7]. Assumindo

que P, (x,) é a distribui¢do de probabilidade em relagdo a varidvel z,, sua fungao

caracteristical é [7]

gn(k) = <eik”3”> = /eik:”"Pn(xn)dx, (3.7)

e que também é possivel escreve-la como,

gnia (k) = (") (38)

A equacgao discretizada de Langevin mostrada em (3.5) tem relagdo com a

1Definida como a transformada de Fourier da densidade de probabilidade associada a z.
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funcao caracteristica da seguinte forma [7]:

gnsi (k) = (Hrmtrledired), (3.9)

Separando as exponenciais em

Gni1 (k) = <€ik[zn+7f(acn)]> <eik7-§n> ’ (3.10)

é possivel expandir g,1(k) em série de Taylor até termos de primeira ordem em relagao

a7 [7]. A expansao da parcela dependente de x,, é,

<eik’[xn+7f(l’n)]> ~ <elkz"> + kT <f(1’n)€“m"> ) (3'11>

e a expansao da parcela dependente do tempo aliada as propriedades mostrada na

equagao (3.6) é

<e“”<n> ~1— ;k%r, (3.12)

Dessa forma, g,+1(k) expandido se torna a multiplicacao das equagoes (3.11)
e (3.12) como mostrado abaixo. Lembrando que <eik’””> = gn(k) e que termos com 72

podem ser desprezados por conta da expansao.

Guea() = gu (k) 7 [ { Fu)e™) = 2KTa ()] (3.13)

E possivel escrever os termos entre colchetes na equagao acima como derivadas
em relagao a x, seguido da escrita na forma integral, a qual é mostrado na equagao

(3.7). O detalhamento dos calculos para obter a forma integral se encontra no apéndice
A.

ik ( f(an)e®™) = <f<xn)£eikfn> — / ekdi [f(2)Pa(z)] don,  (3.14)

1y ) r/ & . U oo &
) Y i ke y = = [ eiken & _p . 1
2k <e > 5 < e 5] ¢ 102 o (25,)day, (3.15)
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Dessa forma, a expressao (3.13) é escrita em termos de integrais

I d?

Inr1(k) = gn(k) — T/em"a [f(xn) Py(zy)] Ay + o> eZk”"WPn(xn)dxn,

ou também,

Gra(k) = g (k) = =7 [ € [ (2,) Py it

L,
7T d?

ikxn,

(3.16)

Entretanto, como g,1(k) = [e*n 1P, (2, 1)dx, e g.(k) = [e*P,(x,)dr,, a

expressao acima se torna:

/eikx”+1Pn+1(xn+1)dxn — /eik””Pn(:I;n)dxn =

. d .
_ ikxn, ikxy
= 7 [ ) Palw)]day + T [ P (),

Como as integrais sao as mesmas, os integrandos devem ser iguais. E assim obtém-se:

d T d?

Poii(xy) — Poan) = —7— [ (20) Palzn)] + D dr?

Po(x).
. (n)

Dividindo ambos os lados por 7 e tomando seu limite tendendo a zero, tem-se:

i)+ 5 2P 318)

0
—P(x,t) = 5 9g2

ot

Essa é a equacao unidimensional de Fokker-Planck, que descreve a evolugao
temporal da distribuicdo de probabilidade P(z,t) do sistema estudado [2, 3, 6-8]. A
primeira parte da equagao a direita da igualdade representa a difusao da distribuicao
de probabilidade devido as flutuagoes aleatoérias [2, 3, 6-8], enquanto a segunda parte
descreve a evolugao da distribuicao de probabilidade resultante da for¢a média atuando
sobre as particulas [2, 3, 6-8]. A funcao f(x) é conhecida como for¢a de desvio, um
termo que descreve a forca externa que atua sobre o sistema e causa sua evolugao

temporal.
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3.3 Meétodos de Solucgoes para a EFP

3.3.1 Caso Estacionario

Vamos olhar inicialmente para a solucao da EFP para o sistema estacionario.
Para isso, definimos uma corrente de probabilidade J(z,t), que matematicamente é

escrita como [7]:

T ) = f(z)P(a, 1) — gaaxP(x,t). (3.19)

Com a equacdo (3.18) reescrita conforme mostrado acima, podemos agora

entende-la como uma equacgao de continuidade [7].

9 9
o P, t) = —=—J (1) (3.20)

Agora, integrando em relagao a x em ambos os lados da equagao acima, supondo um

intervalo [a, b], tem-se

d rb b oJ(x,t)
E/a P(:U,t)dx—/a e dux,

ou entao,

d bP b
&/a (x,t)dx:/a dJ(x, 1),

(i/abP(x,t)dx -~ /ab la‘]éi’ D 4z + wg’t) dt] . (3.21)

Como nao ha dependéncia temporal para o caso estaciondrio, a equagao (3.21) resume-se

a:

jt / " Pla,t)de = J(b,t) — J(a,). (3.22)

Como P(z,t) é a densidade de probabilidade, ela deve ser normalizada em
qualquer instante e, portanto, a parcela a esquerda da equagao (3.22) admite um valor

nulo, gerando a condi¢ao de contorno conhecida como refletora [7],

J(b,t) = J(a, ).
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Tratamos nesse caso somente os sistemas em que a corrente de probabilidade

se anula nos extremos x = a e x = b para qualquer instante de tempo ¢, ou seja [7],

J(b,t) = J(a,t) = 0. (3.23)

No regime estacionario, a distribuicao de probabilidade é independente do
tempo, o que implica que a corrente de probabilidade também seja [7]. Como o lado

esquerdo da equagao (3.20) é zero, entao J(x,t) = 0, resultando em,

J(z,t) = f(x)P(z,t) — gaaxP(x,t) = 0. (3.24)

A equagao (3.24) é uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem, e
para soluciona-la basta isolar a derivada em relacao a x de um lado da equacao e isolar

a derivada em relagdo a P(z,t) do outro lado, logo apés, integrar ambos os lados,

2 dP(z
r [ fle)do = P(x)

Entretanto, f(x) estd relacionado a uma energia potencial V' (z) qualquer, sendo

flz) = —%ﬁj@ [29]. Dessa forma,

)5 2 [ pa)dr = [P)]. (3.25)

2 rdV(z)
—7 de =In[P(z)],

ou entao,
2
—= [aV(@) = m[P@)],

~2V(@) + e =In[P()]. (3.26)

Aplicando a funcao exponencial em ambos os lados, tem-se:

P(z) = Ae : (3.27)

na qual A é a constante de normalizagao.
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3.3.2 Operador Evolucao e o Caso nao Estacionario

O operador de evolugao ¢ 1til para estudar a equagao de Fokker-Planck uni-
dimensional no caso nao estacionario. Nesta se¢do, usaremos este operador para
determinar P(x,t) e mostraremos que, para tempos tendendo a infinito, a solu¢do tende
a se tornar estaciondria [7]. A equagao de Fokker-Planck unidimensional em termos do

operador é escrita como:

)
S P(1) = WP(a,1), (3.28)

sendo W o operador evolugao, que age sobre fungées do tipo ¢(x) da seguinte forma [7],

0 [ 9?¢(x)
Wo(z) = — o [f(2)o(2)] + 5 =5 5 (3.29)
e entao, podemos aplica-lo sobre a probabilidade estacionéria, e obter:
0
5 (@) = WP(z) =0. (3.30)

Funcoes do operador W sao aquelas cujo valor é igual nos pontos extremos

r =a e x = b, como mostrado abaixo.

W¢(x)|x:b = W¢(x)|:c=a> (331>

Para essas fungoes, a partir da condi¢ao vista em (3.30), vale a seguinte integral:

/ " Wo(z)de — 0, (3.32)

sendo essa uma propriedade fundamental, pois a partir dela entende-se que a distribuicao
de probabilidade P(z,t) estd normalizada para qualquer instante de tempo ¢t > 0, desde
que esteja normalizada em t = 0 [7]. Para obter essa propriedade, basta integrarmos os
dois lados da equacgao (3.28) em relacdo a = e aplicarmos a propriedade fundamental da

equacao de evolucao temporal. Seguem os calculos.

) b
a a—xP(x,t)dx:/a W P(z, t)da. (3.33)

Tomando ¢t = 0 para analisarmos o estado inicial da evolugao, temos,

d b
a/a P(z,t)dx

- / " WPz, 0)ds. (3.34)
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A integral da densidade de probabilidade sobre todo o caminho é igual a 1, entao

d b
£~/a P(z,t)dx

A solucao da equacao de Fokker-Planck para o caso nao estacionario é obtida a

=0. (3.35)

t=0

partir da expressao (3.28) da seguinte maneira

OP(z,t)
Wot,
th /

In[P(x,t)] = Wt+c¢, (3.36)

sendo ¢ uma constante de integragao. Aplicando a exponencial em ambos os lados da

equagao (3.36), obtemos:

P(x,t) = ce™, (3.37)
e quando t = 0 admitimos que ¢ = P(z,0), entao
P(x,t) = P(z,0)e". (3.38)
Agora, supoe-se que W possua um espectro discreto, da seguinte forma

Woi(r) = Mign(z), (3.39)

para l =0, 1, 2, 3... Sendo P(z,0) uma fungdo que admita a expansao

0) = i_o:az@(x), (3.40)

observamos que a distribui¢ao de probabilidade é a combinacao linear dos termos que
sao a solugdo da equagao de autovalor (3.39) [7]. Entao, a equagdo (3.38) aliada a

equagao (3.40) se torna

t) = ijalqﬁl(aﬁ)eml, (3.41)

lembrando que as autofun¢des devem respeitar as condi¢oes de contorno dada pela
equacao (3.32) [7].
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b b
/a Wo(z)dz = / Ag(z)dz = 0. (3.42)

De acordo com a referéncia [7], os autovalores sdo estritamente negativos, com
exce¢ao de Ag = 0, que admite esse valor devido a equacao (3.30), onde podemos ver
que P(z) é autofuncao de W com autovalor nulo. Dessa forma, a equagdo que fornece

a distribuigdo de probabilidade dependente do tempo é [7]:
P(r,t) =Y aigy(x)e ML, (3.43)
1=0

3.3.3 Equacao Adjunta

A equacao de Fokker-Planck em uma dimensao foi definida como

0
aP(w,t) = WP(x,t), (3.44)

sendo possivel associa-la a uma equacao adjunta

9 -
a@(m,t) = W"Q(z,1), (3.45)

em que W' é chamado de operador adjunto de W e ¢ definido por [7]:

b b
[ 6@ [Wrx@)] de = [ x(a) [Wole) d. (3.46)

As fungoes ¢(x) e x(z) pertencem a classe de fungoes sobre a qual atua o
operador We W™, além de que ¢(z) obedece a condi¢io de contorno mostrado em

(3.31) e x(z) obedece a seguinte relagao [7]:

X'(a) = X'(b). (3.47)

A partir de We W' é possivel chegar na seguinte expressao (vide Apéndice B),

W) = (@) 2ox(o) + & (o). (3.49

Ox 2 Ox?
Se compararmos a equacao acima com W, percebemos que ambos os operadores sao
diferentes, portanto nao sdo hermitianos (exceto quando f(x) = 0) [7]. Sendo assim,
nao comutam no espacgo de Hilbert, seus autovalores nao sao necessariamente reais e

nao possuem um conjunto ortogonais de autofungoes [7]. No entanto, mesmo que o
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operador evolug¢ao nao seja hermitiano, ainda é possivel escrever

W'y (z) = Aixa(), (3.49)

sendo essa, a mesma equacao de autovalor mostrada em (3.39) [7]. Isso pode ser afirmado

pelo fato de que W é um operador real, e por isso possui a seguinte propriedade

[Wo(z)]" = Wo(z)", (3.50)

que quando utilizada na expressao (3.46), como mostrado abaixo,

/ab ¢(£13) [W—FX(Q?)} dr = /abx(.ilﬁ) [W¢(Qj)] dgj’ (3'51)

pode-se ver que, de acordo com a teoria de matrizes, o operador W é analogo a matriz

transposta, que por sua vez possui os mesmos autovalores da matriz original [7].

3.3.4 O Operador Hermitiano

O operador W nao é hermitiano, porém quando ocorre o fendmeno chamado
“reversibilidade microscopica”, vide apéndice C, é possivel fazer uma transformacgao
sobre W e obter um operador hermitiano, denotado aqui por K [7]. O interessante é
que essa transformagao nao altera os autovalores de W [7]. A equagao de Fokker-Planck

escrita pelo operador é:

0
S P(a1) = WP(a,1), (3.52)

e sua equacao adjunta

0
5 (x,t) = WQ(x,t). (3.53)
O operador K pode ser definido como [7]

Kiy(z) = m%@‘flw . (3.54)

As autofungoes de K sao () = ¢;(x) /1o, sendo ¢y = y/ P(z), e P(x), por sua

vez, é a solucdo estaciondria [7]. Substituindo o autovalor na equagao (3.54) obtém-se,
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W [io(@) 555

Kip(a) = — e, (3.55)
e entao,
Kii(r) = —— Wii(a) = —— Ain(a) (3.56)
T ey T T () '

A parcela mais a direita ndo contém operador, portanto é possivel substituir ¢;(z) /1 (z)
por ¢;(x) e, dessa forma, pela equagao (3.39) é concluido que os autovalores de K sao

os mesmos de W ao se realizar a transformagdo para um operador hermitiano [7].

Para determinar uma expressao para K, vide apéndice C, basta aplicar o

operador sobre uma fungao ¢ (x) qualquer e usar a definicao de W [7].

Ko(e) = O L e + 5 s

bo(x)(x)| . (3.57)

Utilizando a igualdade vista na equagao (3.25),

0 10 1
g o(@)] = 55 [P(2)] = 5 f(2), (3.58)
na expressao (3.57), obtém-se a forma:
T z)? 2 (z
Kii(e) = ngﬁ f(r) ]w(x)+ga£(2) (3.59)

Notando que a forma explicita de K é proporcional a equagao de Schrodinger
[7], dado por

Hi(z) = —Zazi(f) +V (2)d(x), (3.60)

e comparando termo a termo nas duas ultimas equagoes, observamos que o potencial é

1 [af@:) . f@)T . (3.61)

Vef(:v)zi ox r

Como f(x) esta relacionado com a derivada da energia potencial em relagdo ao espaco,

como j& comentado na subse¢do 3.3.1, a equacao (3.61) é escrita como
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: (3.62)

Virla) = 5 F (%9) RpaL

sendo esse, o potencial chamado de efetivo.

Mostramos que existe uma relagao entre as equagoes de Fokker-Planck e de
Schrédinger. Sendo assim, a transformacao sobre a equacao de Fokker-Planck modificou-
a em uma equagao tipo-Schrodinger [7]. Uma vez obtidas as autofungoes, basta utiliza-las

na equagao (3.43) e, assim, a solugao da EFP é

P(z,t) = ¢o() ialw(x)e—tlml_ (3.63)

A constante a; pode ser obtida pela aplicacao das propriedades de ortogonalidade
sobre a equagao acima da seguinte maneira: multiplica-se ambos os lados da expressao
por ¢, (x)/vo(x) e logo apds integra-se em relagao a x [7]. Como condigao inicial,

adotamos o tempo ¢t = 0.

@)y S )
/_oop(x,o)%(x)dx_/_m%( )l; () e (3.64)

A parcela a direita da igualdade na equacao anterior tem o valor “um” para

[ = n e valor zero para [ # n. Portanto q; é

o Yn(z)
a = / P(z,0 da. 3.65
—o0 (z.0) Yo(x) ( )
Além do tempo inicial nulo, tomamos como condi¢ao inicial P(x,0) = 6(z — xo).
Sendo assim, pela propriedade de filtragem da fun¢ao Delta de Dirac [7], o coeficiente é

escrito como:

(o)
a; = Yolzo)’ (3.66)
Substituindo o valor de a; na equagao (3.63), a solu¢do da EFP ¢é [7]:
P(z,t) = QZ)O((:;EO)) ;wl(:ﬂo)wl(z)e—ml'. (3.67)

E importante comentar que, para tempos grandes, a solu¢ao acima se resume ao
caso estaciondrio apresentado na subsecao (3.3.1). Esse fato é causado pela caracteristica

decrescente da parte temporal [7, 8, 30]. Também vale comentar que a EFP garante
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que a soma total das probabilidades permanece constante ao longo do tempo, ou seja,
a probabilidade total é conservada [7, 8 30]. Isso implica que existe um autoestado
estacionario associado ao primeiro autovalor, que tem uma norma unitaria e é uma
constante independente do valor do potencial efetivo [7, 8 30]. Portanto, o primeiro

autovalor é sempre nulo [7, 8 30].

Nas préximas secoes deste trabalho, sao mostrados os formalismos matematicos
da MQS e da OGS, ferramentas uteis para determinar as autofung¢oes e autovalores

necessarios para compor a solugao da EFP.



Capitulo 4

Mecanica Quantica Supersimétrica

(MQS)

A supersimetria nasceu no estudo da fisica de particulas elementares e campos,
permitindo relacionar as estatisticas de Bose-Einstein e Fermi-Dirac [31-33]. Simetrias
remetem a leis de conservacao, e a simetria entre estados bosoénicos e fermionicos
é conhecida como supersimetria [31-34]. A aplicagao desse formalismo na area da
mecénica quintica deu origem & chamada mecanica quantica supersimétrica (MQS),

fazendo uso da superalgebra [31-34].

O método comega com a construcao de dois operadores conhecidos como
geradores de supersimetria, representados por Q= = AYB~ e Q* = A~B*, sendo A*
os operadores chamados bosonicos, que estao formalmente definidos na proxima secao,

e B* os operadores chamados fermidnicos, definidos por matrizes similares as de Pauli

[31-34], definidos como:
0 0 01
= e BT = : (4.1)
10 0 0

Os geradores seguem a seguinte relacdo de anticomutacao

{@.Q"} =@ Q" +Q'Q” = H.,, (4.2)

onde H, é o hamiltoniano supersimétrico. E a seguinte relagao de comutagao

[Q_a Hss} = [Q+a Hss} = 0. (43)

Com as defini¢oes mostradas em (4.1) e (4.2), conseguimos escrever ()~ e QT
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em termos de matrizes [31-34]

_ (0 0 L [0 AF
Q _(A O) e Q —(0 O)' (4.4)

E por consequéncia da equagao (4.2)

ATA~ 0 HT 0
H,, = = : (4.5)
0 AAT 0 H-
Os hamiltonianos H™ e H~ mostrado na expressiao acima sao chamados de

companheiros supersimétricos e esta forma matemaéatica é usualmente explorada na

aplicacao da superalgebra pela hierarquia de hamiltonianos ou shape invariance [31-35].

4.1 Hierarquia de Hamiltonianos

O formalismo matematico da hierarquia de hamiltonianos (HH) é proveniente
da MQS [31-34, 36], sendo ela, uma forma 1til para resolver a equagdo de Schrodinger
[31-34], a qual estd definida abaixo com o subindice “0” representando o membro

original® da hierarquia,

Hoy(x) = E(z), (4.6)

sendo que o operador hamiltoniano é,

Hy = —5—— + Vi(a). (4.7)

Escrevendo a equagdo (4.7) em unidades adimensionais, considera-se h = 2m = 1
[31]. A solugao da equacao de Schrodinger via MQS é dada pela fatoriza¢do do primeiro
hamiltoniano da hierarquia, H;, em dois operadores que contém derivadas de primeira

ordem [31-34]. Matematicamente, ¢ escrito como:

H1 == H(] - Eo(l), (48)

onde é possivel observar que o primeiro membro da hierarquia possui um nivel de

energia menor que o original [31-34].

A fatorizacao de H; é

IReferente ao potencial estudado inicialmente, por isso original.
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Hy = AT AT, (4.9)
e, portanto,

2

+ Vo(z) — EoW, (4.10)

onde EyM é o autovalor de energia do estado fundamental para o hamiltoniano original,
ou se preferir, primeiro membro da hierarquia [31-34]. Af e A] sdo conhecidos
como operadores bosoOnicos, mais precisamente, operador de criacao e destruicao,

respectivamente, e podem ser generalizados como,

d
AE = T + Wiz, a,), (4.11)

comn=20,1,2.. em=n+1. A funcdo W,,(x,a,), chamada de superpotencial, é
uma funcao que aparece quando a fatoracdo do hamiltoniano é feita, na qual depende

da variavel z e de um conjunto de pardmetros a, [31-34, 37].

Partindo da equagao (4.10) com a substitui¢ao dos operadores bosonicos dado

na equagao (4.11), a fatoracao se torna,

d d d
<_dx Wi, “’”) <d Wl ““) =5+ V@) - KO, (412)
ou ainda
@ iW (z,an) + W (x)i + Wi (2, an)? = o + Vo(z) — By (4.13)
A2 dz 14y Un 1 dz 1\4Ly Un ) — da2 0 0 .

sendo possivel aplicar a regra da cadeia sobre a parcela %Wl(m), obtendo

RE d d d )
_@— [[1($7an)£_£[[1($,an)+Hl(ZL’,an)ﬁ—i—Lh(x,an) = (4 14)
42 , '
—@ + V()(I) — EO( )

Simplificando ambos os lados da equacao acima, obtém-se uma equacao dife-

rencial parcial nao-linear chamada de equacao de Ricatti [29],
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d
Vo(z) = —an(I, an) + Wiz, a,)” + EW, (4.15)

e a partir dela é possivel determinar o autovalor e a autofungao para o estado fundamental
do primeiro membro da hierarquia [31-34]. Resolver a equacao de Ricatti para o estado
fundamental e para n—estados é de certa forma resolver a equagao de Schrodinger, entao
para determinar o valor de E,™M basta encontrar o superpotencial. Ja a funcao de onda
YoM (), pode ser obtida aplicando o operador de destrui¢io em W (z) é igualando a

zero, ou seja [31-34],

(A7) o (x) = 0. (4.16)

Mais sobre essa propriedade, pode ser vista em [32]. Assim, usando a definicao geral

dos operadores de destruicao, tém-se:

GQH%@%memzu (4.17)

Separando os termos da equacao acima da seguinte maneira,

L o) = Wi, a0 ), (4.13)

é possivel integrar ambos os lados da igualdade como mostrado abaixo,

L/‘d¢’(n J/lwq 2, a,)d (4.19)

e obter:

In [12® ()] /Mx% (4.20)

A partir das propriedades da exponencial, a equacao acima resulta, a menos de

constante de normalizagao, em:

YoM (z) o exp[—/Wl(x,an)dx} (4.21)

O companheiro supersimétrico de Hy é construido como se segue [31-34],

H]_Jr - Al_A1+ -+ Eo(l). (422)
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Supondo que o hamiltoniano H, também possa ser fatorado assim como Hj,

mas agora por operadores bosonicos As™ e Ay~ [31-34], chegamos em:

HQ - A2+A2_. (423)

O segundo membro da hierarquia se relaciona com o companheiro supersimétrico

do primeiro membro da seguinte forma:

H2 - H1+ - E0(2), (424)

sendo que Fy® é a energia do estado fundamental do segundo membro [31-34]. E
possivel substituir a equagao (4.22) e (4.23) na equacdo acima e obter uma nova
equagao de Ricatti, porém dessa vez, dependente de Wy(x). Aqui, reduzimos a notagao
do superpotencial de Wy(x,a,) para apenas Ws(x) sem alteragdo na descrigao do

formalismo, ja que ele pode ou nao depender de um conjunto de parametros.

AT Ay = A A+ BV — By,

(4.25)
d d
—7W2(CL’) + WQ(ZL‘)z + E[)(Z) = ——Wl(x) + Wl(l')2 + E()(l).
dz dz
Simplificando a expressao acima,
d 2, @
——Ws(x) + Wa(z)” + Ey*Y = Vi(z), (4.26)

dx
onde Vj(z) é o potencial modificado pelo companheiro supersimétrico de H; [31-34].
Analogamente ao membro anterior, o autovalor Ey® ¢ facilmente determinado ao
encontrar o segundo superpotencial e esse nivel de energia se relaciona com o primeiro

membro da seguinte maneira:

Ey® = W, (4.27)

ou seja, o nivel de energia do estado fundamental do segundo hamiltoniano corresponde
ao primeiro estado excitado do primeiro hamiltoniano [31-34]. A fun¢do de onda do
estado fundamental do segundo membro da hierarquia segue a mesma forma matematica
mostrado na equagao (4.21), porém agora com Ws(x) e ainda, a menos de constante de

normalizagao [31-34],
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Yo (x) o exp {-/Wg(l‘)dl‘]. (4.28)

O companheiro supersimétrico de Hs é construido da mesma forma que H;.,
entretanto, agora com a inversao dos operadores Ast e Ay, que por sua vez estd
relacionado com a construgao de Hy [31-34]. Dessa forma, o formalismo descrito acima
pode ser repetido n vezes, apenas seguindo a condi¢ao de que os proximos hamiltonianos
possam ser fatorados pelos operadores bosonicos, tornando-se, como o nome ja diz, uma
hierarquia de hamiltonianos (ou superfamilia) cujos membros estao relacionados pela

supersimetria [31-34].

Devemos ficar atentos para o fato de que conforme a hierarquia aumenta, os
espectros de energia dos hamiltonianos sao deslocados, ou seja, o nivel mais baixo
de energia de um membro da hierarquia corresponde ao primeiro estado excitado do

hamiltoniano do anterior, como mostrado na Figura 4.1 [31-34].

Fonte: Figura elaborada pelo Autor.

E(()4) :E§3) :E§2) :Egl) H3+
Ef) =B = EY) Hz.  Hs
EY =Ef" Hi, H>

ES Hy

Figura 4.1: Representagao visual da hierarquia de hamiltonianos e seu deslocamento de
energia. Os degraus representam a construcdo da superfamilia, onde cada membro esta
relacionado entre si pelo seu companheiro supersimétrico. O terceiro hamiltoniano, Hg esta
relacionado com Hy por meio de Hoy. O segundo hamiltoniano estd relacionado com Hj por
meio de Hi4, e Hy esta relacionado diretamente com Hy.
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4.1.1 Generalizacao dos Autovalores e Autofuncoes

Como os hamiltonianos estao relacionados pela supersimetria, é natural que as
funcoes de onda e os niveis de energia de cada hamiltoniano estejam de alguma forma
correlacionadas [31-34]. A hierarquia permite obter os autovalores e autofunc¢oes do
estado fundamental para cada membro, porém o interesse esta na solugdo do potencial
original, que por sua vez estéd linkado com H; [31-34]. Dessa maneira, é conveniente

escrever os niveis de energia e as fungoes de onda em termos do primeiro membro.

Abaixo contém uma sequéncia de expressoes que generalizam os autovalores.

(4.29)
s () oc At Ay AsTeho (),
¢n(1)(x) x A1+A2+A3+...An+@/}0(”+1)(x)’
onde,
o™ () o< exp {— / Wy ()de|, (4.30)

comn=20,1,2,3...em=n+1

A energia também pode ser generalizada em termos do primeiro hamiltoniano

da seguinte maneira,

E, Y = F,(m*+D), (4.31)

Assim, a supersimetria permite encontrar a solu¢do do potencial original através
das relagoes entre os estados fundamentais de cada membro [31-34]. E interessante
comentar que ha uma classe de potenciais que possuem uma invaridncia na sua forma
funcional, isto é, possui uma propriedade chamada de Shape Invariance, se a diferenca

entre os hamiltonianos H e H, depender apenas de constantes [31, 35].



Capitulo 5
Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

A ortogonalizagao via método de Gram-Schmidt é um processo matematico
utilizado para transformar uma base de um espago vetorial em uma base ortonormal.
Ela consiste em sucessivamente calcular func¢oes ortogonais a partir de uma funcao
inicial. Em geral, essa técnica forca a ortogonalizacao de fungoes ou vetores em um
intervalo arbitrario, podendo ou nao depender de um peso também arbitrario, onde a
n-ésima fungao ¢, (x) é igual a outra fungao f,(x) somado a uma combinacao linear da

fungao ¢ (x) anterior [38]. Iniciando com n = 0, a func¢ao ¢g(x) é:

wo(z) = fo(), (5.1)

como nao ha nenhuma fungao ¥y(x) inicialmente, o primeiro termo da ortogonalizacao

¢ @o(x) [38]. Com a normalizacdo, a equagdo acima se torna

o(z) = #o(2) 5.2
) @@l o2

sendo w(z) a funcdo peso [38]. Tomando n = 1,

e1(z) = fi(x) + a1 0to(z), (5.3)

¢ necessario determinar o valor da constante ay, para isso, multiplica-se ambos os
lados da equag@o acima por 1g(x)w(x) afim de explorar as propriedades de fungoes
ortogonais: (p;l1;) = 0 e (¥;]1;) = 1 [29, 38, 39]. A seguir, a integracao ocorre da

seguinte forma:

[ @@ = [ fiaieuds +a [ od@uede =0, 6.4
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Contanto que 9g(x) esteja normalizada, a constante « o se resume a:

Qo= — / " (@) (2)w(z)da. (5.5)

A fungéo p1(z) é normalizavel da mesma maneira que ¢o(x).

\(z) = e1(2) . 5.6
) = e >0

E para uma ultima construcao antes da generalizacdo, com n = 2, tem-se:

pa(2) = fo(a) + azoto(x) + a1t (@), (5.7)
sendo
aso = = [ B@)(@yule)ds, 6539
b
a1 = —/a fa(x)r (x)w(x)de. (5.9)
Por fim, iy(z) é:
o) = ?2(7) (5.10)

[/ ¢3(z)w(z)dz]

Logo, é possivel construir n fungdes onde todas sao ortogonais entre si, bastando
apenas um ansatz na fungao f(z) inicial [38]. E por fim, a generalizagdo da n-ésima

funcao é:

wwfmww—é%wm, (511)

onde N,, é a constante de normalizacao e «,; €

ny = / (@) da (5.12)

Dessa maneira, é possivel construir um conjunto de n fungées ortogonais entre
si. Contudo, ¢ interessante salientar que as fungoes ¢, (x) nao sdo tnicas [38]. Existe
infinitas possibilidades de conjuntos ortogonais para valores arbitrarios de intervalo de

integragao e fungao densidade [38].



Capitulo 6
Método Variacional

Existem duas classes de potenciais quanticos que quando sao resolvidas pela
equagao de Schrodinger, sao chamadas de nao-soltveis/insoltveis ou parcialmente
soltveis [31, 40]. Para um potencial dito insolivel, ndo é possivel determinar a solugao
para o sistema que ele representa, em outras palavras, nao é possivel determinar suas
autofungoes e autovalores [31, 40]. O mesmo acontece para os parcialmente soliveis,
porém nesse caso apenas uma parte do espectro de energia e funcoes de onda sao
resolviveis analiticamente [31, 40]. Por esse motivo, existem formalismos mateméticos
para obter as fungoes de onda e os valores de energia de forma aproximada [31, 40]. O

método aproximativo descrito aqui é chamado de método variacional [31, 40].

Seja 1(x) uma func¢do quadraticamente integrdavel e bem comportada, que pode

ser definida como um espaco de fungoes da seguinte forma,

U(x) = Zczuz(ﬂf), (6.1)
onde u;(x) sdo os autofungdes de energia [31, 40].

E necessério conhecer a probabilidade de ¥ (x) em um dado espago, para isso:

o0

| v @e@r = [

—00

(Z ciu; () chuj(x)) dr =1, (6.2)

e entao, simplificando a equacao acima, obtém-se,

onde a delta de Kronecker, d;;, é escrita como:
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e vale,

1 o
@j:{ = (6.5)

Dessa maneira

/w*(x) x)dr = ZZC c;0ij Z i (6.6)

O valor médio do operador hamiltoniano é:

/w YHY(z /(Zc HZCJUJ )dw—
—ZZC cj/ z)Huj(x)dz,

(6.7)

como ¢é valido Hu; = Fu; e as autofungbes de energia sao ortonormais, a equacao (6.7)

se torna:

ZZEC ¢j0ij ZE|CZ|2 (6.8)

Se E for substituida pela energia do estado fundamental, o sinal de igualdade

é substituida por um sinal de desigualdade [31, 40],

H) Z ZEO|Ci|2-

|? representa a somatéria dos pesos e, portanto, tendo um valor

Como a parcela >, |¢;

igual a 1, a energia média passa a ser dada por:

(H) > Ey. (6.9)

Rescrevendo a equagao (6.9) junto com a normalizac¢do, obtém-se

S (x)Hpy(x)d
o S e a0z

(6.10)
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sendo que a fungao ¥,(x) é dependente de uma constante chamada de parametro
variacional e, quanto mais préxima a funcao teste esta da funcao real, mais proximo do

sinal de igualdade a energia do estado fundamental estard [31, 40].

Com a minimizacao da energia variacional em relacao aos parametros o valor é

refinado e se torna mais fiel a original [31, 40]. Dessa forma:

OFo(u;
9Eo (i) =0, (6.11)
O
onde p; representa todos pardmetros variacionais utilizado para descrever a fungao teste

ei=0,1,2 3.

Os métodos aproximativos também sao aplicaveis em problemas de duas ou trés
coordenadas [31, 40]. H& apenas a necessidade de alterar o elemento infinitesimal para
calcular a probabilidade e fazer a minimizagao [31, 40]. Se for um problema em duas
coordenadas, usa-se o elemento infinitesimal de area e para trés coordenadas, usa-se o

elemento infinitesimal de volume [31, 40].

6.1 Aplicacao na Hierarquia de Hamiltonianos

Com a utilizagao da superalgebra é possivel determinar a funcao de onda do
estado fundamental para o potencial em questao a partir da equacdo (4.21), podendo

entao utilizar essa fungdo como teste para o método variacional [31].

Quanto mais proximo o hamiltoniano aproximado for do hamiltoniano original,
melhores sdo os resultados variacionais [31, 40]. A aplicagdo do método comega com a
obtencao da funcao de onda do estado fundamental. Com wo(l)(a:) a equagao (6.10) se

torna,

) < L0 ) (Ho) o, o)
B fwo(l)(xuMn)wo(l)(xa,un)dx

O indice i se torna n na equacao (6.12), a fim de fixar uma notagao comum que é

(6.12)

utilizada nas proximas se¢oes e por representar, na literatura, o nimero de estados.

Repare que o Hamiltoniano utilizado na equacao acima é referente ao potencial
original. Ao obter o valor de Ey™", minimiza-se em relacio a cada pardmetro variacional,

utilizando a expressao (6.11),

8E0(1)<:un)

i (6.13)
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A partir da construcao da hierarquia, obtém-se os demais superpotenciais e
consequentemente as fungoes de onda do estado fundamental para cada membro. Assim,

o processo descrito pode ser repetido para n hamiltonianos, de forma que a generalizacao

se torna:
B, < fwo ((:z: s b)) ( n+)¢0 m)(%/in)dx’ (6.14)
00" (0, 11 )06 "™ (0, 1)
e
OB ™ () _ (6.15)
Olhn, - .

comn=20,1,2..;em=n+1.

6.2 Aplicacao na Ortogonalizacao de Gram-Schmidt
e Fatorizacao
Aproveitando o formalismo mostrado no capitulo 4 e tomando w(z) = 1,
podemos usar a equagao (4.21) como teste para a fungdo que queremos ortogonalizar

[41]. Para isso, a equagao (5.11) com f,(x) = exp[— [ Wi(z, pu,)dx]p,(2), a menos de

normalizacao, é

w()—exp[ /Wlxundx

Palz Z a5 (@ (6.16)

sendo p,(z) um polindémio ortogonal qualquer, como por exemplo os polindémios de
Hermite, Legendre ou os que sdo usados nesse trabalho, os polindomios de Laguerre
L,(x) [38, 41].

E importante focar a atencao sobre a forma de 1, (z) na equacio (6.16). Nela,
observa-se que é necessario apenas Wi (x, u,) para construir as fungoes ortogonais
[41-43]. Note, mais uma vez, que p, representa n parametros possiveis. Isso se deve
ao fato de que queremos construir fungoes em relacdo ao ansatz inicial. Sendo assim,
a mudanca de Wi(z, u,,) ocorre sempre pela mudanga na constante variacional. E
mesmo sendo uma fungao teste oriunda da equagao (4.21), a qual representa o estado
fundamental, ela se torna concordante para representar os demais estados, por conta de

suas adequadas constantes e pela ortogonalizagdo criada por a,,; [41-43].

A constante o, ; pode ser escrita juntamente com a normalizagao:
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_ Jrexpl= S Wa(e, ) dalp ()i (0)de
J2 i )n(z)d

E importante ressaltar que, como ja comentado, ¢ o, ; que gera a ortogonalidade entre

(6.17)

as funcgoes teste. Entretanto, apenas essa constante nao garante que a autofuncao
descreverd corretamente o estado em questao [41]. Por isso, vale salientar que o grau de
pn(x) deve seguir justamente o nimero do estado n, para assegurar o nimero correto
de nos presentes nas autofungoes e, assim, certificar que a func¢ao gerada representa

realmente o estado que estamos estudando [41, 44, 45].

Para a OGS, a aplicacao do método variacional é simplificada pelo fato de que
nao ha a troca do hamiltoniano a ser integrado, como no caso da HH. Dessa maneira,

basta utilizar a expressao (6.10), como mostrado a baixo

S n(x, ) Hoth (2, iy )dx

En < 6.18
T n (2 ) (2, 1) A (6.18)
e a minimizacao sendo:
OFE, ()
. 6.19
Optr, ’ (6.19)

comn=0,1, 2...

Entao, se iniciarmos o processo em n = 0, o superpotencial é Wy (z, o). Com
o determinado pela minimizagao, podemos fixar a constante no calculo do préximo
estado, ou seja, em n = 1, o superpotencial é Wi(z, uy) com py variando e py fixo,
e assim por diante. Outras discussoes sobre essa metodologia podem ser vistas em
[41-43].



Capitulo 7
Potencial Biestavel Assimétrico

Inicialmente, com a finalidade de fixar a aplicacdo das metodologias descritas

nas secoes anteriores, foi escolhido o potencial estudado em [6], dado por

V(z) = Coxt + Box® + yoa?, (7.1)

onde V' (z) é chamado de potencial original e é representado visualmente pela Figura 7.1
[28]. A constante 7y, altera a profundidade do pogo a esquerda da origem e a constante

Bo acentua o crescimento dos minimos dependendo se seu valor for positivo ou negativo.

Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 7.1: Curva do potencial original versus coordenada espacial z, com (3 = 0,25,
fo=—0,2en=—0,5.
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O potencial efetivo da referéncia [6] difere do potencial mostrado na equagao
(3.62) apenas por uma constante. A constru¢ao matematica de ambos é exatamente
igual, porém, como queremos comparar metodologias, nessa primeira secao ¢ utilizado

o potencial efetivo da citacao, sendo ele:

2

9 6
Vep(z) = g [4¢52° + 6¢pBoa” + (4%% + ?) z* + 360702 + (73 N 77?) s

300 Yo ]
Mo Mo

(7.2)

e representado graficamente pela Figura 7.2.

Fonte: Figura elaborada pelo autor.

3
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o~ i 1
= 0F 1
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Figura 7.2: Curva do potencial efetivo proveniente da referéncia [6] versus a coordenada
espacial x, com (p = 0,25, By = —0,2, 70 = —0,5en =1, 2.

Esse potencial contém solugdo analitica apenas para o estado fundamental, por
isso hé a necessidade de métodos aproximativos juntamente com calculos numéricos
para determinar os autovalores e as autofungdes para os demais estados [6]. A equagdo

tipo-Schrodinger resolvida é:

() + Veg)(x) = Eutiul) (73)

O autovalor que compde a EFP foi escrito como A; até aqui. Porém, para que haja
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uma compatibilidade com o formalismo da HH, iremos usar FE, como notac¢ao para o
autovalor. A partir desse ponto, o capitulo é dividido em dois subtépicos para que seja

possivel desenvolver a aplicacdo das duas metodologias.

7.1 Autofuncoes e Autovalores Obtidos por Hierar-

quia de Hamiltonianos para V()

Dado o potencial efetivo mostrado na equagao (7.2), o hamiltoniano original é:

2 2

9
HO = —@ -+ 7](2] 4Cg$6 + 6C050.§L’5 + <4<0”}/0 + f()) 5174 + 360’)/0373+
(7.4)
6 3

Mo Mo o

e seguindo o formalismo mostrado no capitulo 4, temos a seguinte relagao:
H, = Hy— E,W. (7.5)

O primeiro membro da hierarquia H; é fatorado como se segue:
d 2, g

—awl(l‘) + Wl(l') + E() = ‘/;f(x) = VE)(ZL’) (76)

A expressao acima é a equacao de Riccati para o potencial efetivo e um superpotencial

que satisfaca a igualdade é escrita como

Wi(z) =mno <2Co:r3 + gﬂoxz + %x) : (7.7)

resultando em,

Vep(z) = —(i [770 (260:63 + zﬁoxz + Voxﬂ + {’70 (2@3’"3 + ;50m2 * 7093)F+ (7.8)

+E0(1)-

Como comentado na subsecao (3.3.4), o autovalor do estado fundamental para o potencial

efetivo de Fokker-Planck é sempre nulo e analitico [7, 8, 30].
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EyW =0. (7.9)

Com base no superpotencial Wj(x) e na equacao (4.30), a autofuncdo para o

estado fundamental é:

%Uo(l)(x) = No exp {—7;0 (Co$4 + Box® + 70902)} ) (7.10)

onde (o = 0,25, By = —0,2, 9 = —0,5, n9o = 1,2 e a constante Ny pode ser obtida ao
aplicar a condi¢ao de normalizagao sobre a fungao acima [6]. A hierarquia avanga ao
construir os companheiros supersimétricos de cada hamiltoniano [31, 36]. Para H;, o
companheiro Hy, é dado pela equagio (4.22) e com essa expressao podemos compor o
segundo membro e seu companheiro, sendo eles Hy e Ho, respectivamente. A segunda

equacao de Riccati gerada pela fatoragao do segundo membro é escrita como:

d d
— - Wal@) + Wy(z)? 4+ Ey® = L)+ Wi(z)? 4 EyW. (7.11)

Entretanto, nao é possivel determinar a solucao exata para a equagao acima, entao é

sugerido um superpotencial aproximado [6], do tipo:

Wa(z) = Qa° + fra® + mz + . (7.12)

A autofuncao para o primeiro estado excitado é dado pela mesma aplicacao da
equagao (4.30). E seguindo a generalizagdo das autofungoes mostrada no formalismo do
capitulo 4, é trivial a aplicacdo do operador 4;" em ¥ (x) para obter wl(l)(x),

4 3 1.2

T T
((]2)(:B):Nlexp _Clz—ﬁlg—’h?—miﬂ . (7.13)

N; é a segunda constante de normalizacao, podendo ser obtida da mesma forma que
Np. Como jé citado, V. ¢(z) contém solugao analitica apenas para o estado fundamental,

por isso é uma boa hora de introduzir o método aproximativo e obter Ey®.

EO(Q) = El(l) < f¢0(2)($agl7517%77}1> <H1+) ¢0(2)(‘7’17C17B177177]1)dx.

7.14
N fQ/Jo(z)(ﬂf,C1751771,771)%(2)(957Cl»ﬁl»%ﬂh)dx ( )

Podemos refinar £, com a minimizacdo dada em (6.15),
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6E0(2)(C17 517 Y1, 771)
8@1, B1, M, 771)

—0. (7.15)

A partir da construcao da superalgebra feita nesse trabalho, nota-se que ha
uma semelhanca na forma matematica do superpotencial aproximado, o que facilita na
obten¢ao de uma nova fungao para cada equagao de Riccati [6]. A forma generalizada

para o m-ésimo W (z) é:

Wint1) () = (o) ®® + B )T + Yt )T + Nint1)s (7.16)

comn=20,1,2 3... em =mn+ 1. A partir da generaliza¢do, podemos reproduzir o
método aproximativo para os demais estados. As autofunc¢odes normalizadas de cada
membro, ver Tabela 7.2, sao utilizadas como fungoes testes no método variacional para
obtencao dos autovalores. Os parametros minimizados e os autovalores obtidos para o
caso estudado estao apresentados na Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Parametros de minimizacao e autovalores de V.¢(x) obtido a partir da
hierarquia de hamiltonianos através do método variacional.

0,25 -0,2 -0,5 1,2 0
0,193255 -0,156016 1,34712 -0,241961 0,764998
0,264546 -0,195785 1,73367 -0,340052  3,73818
0,264383 -0,146349 2,04258 -0,449201  7,49855
0,234874 -0,131665 2,37792 -0,501323 11,8703
0,215045 -0,121366 2,6451 -0,545661 16,8469

T W~ o3

Com os dados apresentados nas Tabelas 7.1 e 7.2, a aplicacdao da solucao da
EFP (3.67) se torna a ultima etapa. A Figura 7.3 refere-se a evolug¢do temporal de
P(z,t) nos tempos t; = 0,8, ta =2, t3 =5 ety =9. O valor de zy &~ —1, 2 foi adotado
olhando para o minimo esquerdo do potencial efetivo, Figura 7.2, como sendo o ponto

inicial para a evolugao do modelo.

Na Figura 7.3 observamos que com a progressao do sistema, a transicao de
estados se projeta no minimo a direita da origem do potencial efetivo (segundo minimo
ou segundo pogo), Figura 7.2, pelo fato de que as curvas de probabilidade em t3 e ¢4 tem
um maior pico a direita da origem, em outras palavras, a probabilidade de encontrar
o sistema no segundo minimo é maior para tempos grandes. Além disso, ao atingir
um certo valor para o tempo (¢, & 9), as curvas de probabilidade se encontram uma
sobre a outra, podendo entao ser considerada estacionaria e isso corrobora com a teoria
mostrada no capitulo 3, onde esta escrito que em tempos ¢t — oo o sistema se torna

estaciondrio [7, 8, 30]. Concluindo entdo que, com a evolucao temporal do sistema,



93

Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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0.0

Figura 7.3: Curvas de P(z,t) versus x para quatro valores diferentes de tempo. Gréfico
obtido a partir dos autovalores e autofungoes advindos da hierarquia de hamiltonianos,
utilizando Vz(x).

P(z,t) tende a se encontrar no segundo pogo.

E observado que existe um valor de tempo t em que valores acima desse limite
nao afetam significativamente a velocidade e a probabilidade de encontrar o sistema
no segundo minimo. Vale ressaltar que, para tempos pequenos, os estados de maiores
ordens possuem uma dominancia sobre os estados de menores ordens, uma vez que a
curva em t; apresenta seu pico a esquerda da origem, indicando a influéncia de outros
estados na dinamica. Como a parte temporal da solu¢ao da EFP é uma exponencial
decrescente e o autovalor do estado fundamental é nulo, sua contribuicao é menor e,
portanto, nao prevalece sobre as demais fun¢oes para tempos pequenos. A medida que
t aumenta, a parte temporal da solug¢ao tende a zero e os efeitos dos demais estados

vao desaparecendo, sobrando apenas a dominéncia do estado fundamental.

Também é importante discutir que nesse sistema em questao, valores de t < 0,8
apresentam curvas com probabilidades negativas, a partir disso, podemos estipular um
limite inferior para o tempo de transicao visto que nao estamos interessados em curvas

negativas.

E evidente que a construcao de P(z,t) é feita utilizando apenas seis fungoes
(n = 5), conforme demonstrado na Tabela 7.2. Essa restri¢do no ntimero de estados

decorre do critério de truncamento da série, no qual a inclusdo de mais autofungées nao
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afeta a comparacao das curvas de distribuicao de probabilidade quando consideramos o
tempo t; = 0,8 (lembrando que para tempos grandes, a dominéncia é definida pelos
estados de menor ordem, até que reste apenas a dominancia do estado fundamental.
Portanto, a adigdo de mais estados torna-se ainda menos relevante). A tnica modificagao
que ocorre ao adicionar mais estados é a capacidade de alcancgar limites inferiores menores
para o tempo. Além disso, a quantidade de autofungoes necessarias para esse problema
também é um fator relevante, sendo que n = 5 é um nimero aceitavel de estados para

a modelagem.

7.2 Autofuncoes e Autovalores Obtidos pela Orto-
gonalizagdo de Gram-Schmidt para V,s(x)

Iniciaremos esta se¢do tomando a autofungdo mostrado em (7.10) como o ansatz
inicial para a criagao da combinagao linear, de acordo com a expressao (6.16). Lembrando
que o potencial efetivo é o mesmo mostrado em (7.2), portanto, o hamiltoniano original
é Hy = —dd—; + Vis(z). Paran =0, a funcao fo(z) é

folz) o exp [—”20 (Goa* + foa® + W?)} Lo(x), (7.17)

onde Lo(z) =1 é o primeiro polindmio de Laguerre. Esse polinomio foi escolhido pelo
motivo de que sua paridade nao é bem definida, consequentemente é uma boa fungao
guia para o potencial efetivo assimétrico presente nesse trabalho. Seguindo a igualdade

wo(x) = fo(z), podemos gerar a primeira autofunc¢ao, como mostrado abaixo

Yo(z) = Nyexp [—2) (C0$4 + Boz® + 70x2)] , (7.18)
e igualmente a hierarquia de hamiltonianos, as constantes valem (y = 0,25, 5y = —0, 2,
Y = —0,5, 7o = 1,2 e Ny pode ser obtida a partir da normalizacdo da equacgao

(7.18). Com a aplica¢do do método variacional aliado ao célculo numérico, obtém-se
um autovalor nulo para o estado fundamental, o que é condizente com a HH, além de

obter também, os parametros variacionais.

B o< [ o(z, o, Bo, Y0, m0) Hotbo (2, Co, Bo, Yo, o) dx
0= I %o(z, Co, Bos Y0, m0) %0 (2, Co, Bos Yo, m0)dx

aEO(CO? BO? Yo, 770) _
8((07 BO) Yo, 770)

(7.19)
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Agora, tomando n = 1, vale a expressao ¢1(x) = fi(x) + a1,0¢o(x) mostrada

no capitulo 5. O ansatz para fi(x) é

4 ZL’S 2

fi(x) o< exp [—QZ — Bl? — %% — 77133] Ly(), (7.20)

com Li(x) =1 — x, sendo segundo polindémio de Laguerre. A fungao ¢;(x) se torna:

xt 3 x?
p1(x) ox exp [_Clzl - 613 Ny T ma:] Ly(z)+
(7.21)
+ay g exp [—1720 <C0934 + fox® + ’70332>] ;
com a constante ;o dado pela equagao (5.5)
% x? 3 x?
Q10 = — [ exp —Clz - 51@ - ’715 —ma | Li(z)o(z)dz. (7.22)
E por fim, a segunda autofuncao é:
x? 3 x?
Yi(x) = N leXp l—C14 - 513 Ny T 7714 Lyi(x)+
(7.23)

|

Novamente, N; é obtida pela normalizacao da expressao acima. Com a nova autofuncao

+ay g exp {—7720 <C0$4 + Box® + 70952)

é possivel determinar o autovalor do estado n = 1, como mostrado abaixo,

fwl(ﬂf, Cl,51,’Yl,Ul)Hoiﬂl(fB,Cl;ﬁl»’Ylﬂh)dx

E = 7.24
' J i (@, Gy By v, ) (@, Gos By ya, m)da (7:24)
oF
1(Cu, Br, 71, M) 0. (7.25)
9(C1, Br,m,m)
Para os demais estados excitados, vale a generalizacao mostrada no capitulo 5
Un(@) = exp | = [ Wi, Gos B s ) e Lo Z aniti(z),  (7.26)

comn=20,1, 2, 3...
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E da mesma forma que o estado fundamental, aplica-se o método variacional
para determinar os demais niveis (6.18), e para refinar o valor, cabe a aplicagdo da
minimizagdo (6.19). As Tabelas 7.3 e 7.4 possuem, respectivamente, os autovalores com

seus parametros de minimizacgao e as autofunc¢des normalizadas.

Tabela 7.3: Pardmetros de minimizagao e autovalores de V.;(z) obtido a partir da
ortogonalizacao de Gram-Schmidt através do método variacional.

n Cn /871 fyn 7771 En

0 0,25 -0,2 -0,5 1,2 0

1 0,499196 -0,33907 -0,013511 0,192145 0,765061
20477994  -0,269557 0,386994 0,392758  3,73227
3
4
)

0,462402 -0,234094 0,677274 0,582813  7,22053
0,4901536 -0,089508 0,6974297 - 11,474
0,556485 -0,126355  1,47345 - 16,3983

E importante comentar que a Tabela 7.3 nao apresenta valores para 7, e
ns. Esses parametros foram omitidos do calculo numérico a fim de diminuir o custo

computacional, porém sem interferéncia no autovalor em n =4 e 5.

A Figura 7.4 refere-se a evolucao temporal de P(x,t) nos tempos ¢t; = 0,3,
to=2,t3=5ety;=9. O valor de ¢y = —1,2 foi novamente adotado olhando para o
minimo esquerdo do potencial efetivo, Figura 7.2, como sendo o ponto inicial para a

progressao do sistema.

Na Figura 7.4, o comportamento de P(z,t) é andlogo ao comportamento
mostrado na Figura 7.3. Em vista disso, é possivel observar os mesmos efeitos do
tempo sobre as curvas. Em t;, a dominancia dos estado de maiores ordens fica clara
por possuir um pico a esquerda da origem. Com o desenvolvimento do sistema, os
picos de probabilidade estacionam no segundo minimo de V.¢(z), e isso é novamente
garantido pelas curvas em t3 e t4, as quais possuem o pico a direita da origem. No
entanto, apesar da similaridade entre os dados obtidos nos dois formalismos, a aplicacao
da OGS provoca uma altera¢do na curva de P(z,t), particularmente no limite inferior
de tempo, uma vez que é possivel utilizar ¢; &= 0,3 como tempo inferior sem a ocorréncia

de curvas negativas, o que difere da abordagem HH.

Para o truncamento do calculo numérico, foi utilizado apenas seis autofuncoes
(n = 5), como pode ser visto na Tabela 7.4. Isso vai de encontro com o que ja foi
mencionado na se¢ao anterior e deve-se ao fato de que a adi¢do de mais funcoes a solucao

da EFP nao altera a forma da curva da densidade de probabilidade para t = 0, 3.
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Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 7.4: Curvas de P(z,t) versus x para quatro valores diferentes de tempo. Gréfico
obtido a partir dos autovalores e autofun¢ées advindos da ortogonalizacdo de Gram-Schmidt,
utilizando Vz(x).

7.3 Comparativo entre Formalismos

Iremos discutir as diferencas encontradas nos resultados obtidos pelos dois
formalismos. A Tabela 7.5 mostra um comparativo entre os autovalores presente nessa

segao e o erro percentual em relagao a referéncia [6].

De acordo com a Tabela 7.5, é possivel observar que a diferenca nos autovalores
obtidos para os diferentes formalismos é insignificante. Entretanto, hé ressalvas a serem
discutidas: os erros percentuais dos autovalores da OGS sao menores do que os da
hierarquia para n > 3. Como sabemos, os trés conjuntos de autovalores mostrados foram
obtidos a partir de métodos aproximativos juntamente com calculo numérico. Porém, a
OGS forga as autofungoes a serem ortogonais e, portanto, o erro numérico acumulado
por esse método é menor. Também vale relembrar que, nesse caso, o hamiltoniano
utilizado no método variacional é sempre o original, diferentemente da hierarquia, a qual
tem a troca de hamiltoniano para cada novo estado. Dessa forma, a ortogonalizagao
das autofuncodes vai se perdendo cada vez que ¢ introduzido erro pelo superpotencial
aproximado no método variacional. Portanto, para dar continuidade ao trabalho, é

utilizado apenas os dados obtidos a partir da OGS.

E, por fim, é interessante comparar as probabilidades alcancadas por cada
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Tabela 7.5: Erro percentual dos autovalores variacionais em relagao a referéncia [6].
Na tabela, os termos Eypy, Fogs € Erey representam, respectivamente, os autovalores
obtidos a partir da hierarquia de hamiltonianos, ortogonalizacao de Gram-Schmidt e
referéncia [6].

n Eun Eocs Eref [6] |EH%;fref % |EOGES’T:fEr8f %
0 0 0 0 = =
1 0,76499 0,765061 0,804623 ) )
2 373817 3,73227  3,75514 0,4 0,6
3 7,49855 7,22053 7,24436 3 0,3
4 11,8702 11,474 11,4886 3 0,1
5 16,8469 16,3983 16,3996 3 0,1

metodologia. Na Figura 7.5, existe uma pequena distin¢ao entre as curvas, causada
pela diferenca nos autovalores apresentados na Tabela 7.5. Contudo, por conta da
evolugao temporal do sistema, essa distin¢ao se extingue, conforme mostrado na Figura
7.6. Assim, conclui-se que a solu¢cdo da EFP nao é afetada por pequenas e médias

diferencas entre os autovalores quando aplicada em tempos grandes.

Fonte: Figura elaborada pelo autor.

0.8+

0.6 -

P(x,t)

0.4+

02

Figura 7.5: Comparativo entre as curvas de P(z,t) versus z obtidas pela hierarquia de
hamiltonianos e pela ortogonalizagao de Gram-Schmidt, ambas no limite inferior de tempo.
thGS = 0,3 € tlHH = 0,8.
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Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 7.6: Diferenca entre as curvas de P(z,t) versus x obtidas pela hierarquia de
hamiltonianos e pela ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, ambas no limite superior de tempo.
t4OGS =9etyHH =9.

7.4 Tempos Caracteristicos e Constante de Relaxacao

Assim como comentado na secao anterior, o desenvolvimento do tempo ca-
racteristico é feito com as solugoes obtidas a partir da OGS. O tempo caracteristico,
ou t., ¢ definido como a condi¢ao em que a probabilidade do sistema estar depois da
barreira do potencial seja maior [6]. Ou seja, como modelamos um perfil de energia
livre no préximo capitulo, desejamos obter probabilidades maiores quando o sistema
estd no segundo minimo do potencial efetivo, pois isso se reflete em uma maior chance
da proteina estar enovelada [6]. Dessa forma, entende-se que o tempo caracteristico tem
que estar relacionado com P(z,t) de forma que sua concentragao esteja no pogo depois
da barreira de energia AV,¢(x) [6]. Para isso, o critério estabelecido foi determinado

pelo célculo das probabilidades totais em fun¢ao do tempo, através das integrais:

Ni(t) = / " P(e,t)da (7.27)

No(t) = /0  P(e, t)dz (7.28)
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e entao, tomando a diferenca entre elas, como mostrado abaixo.

AN = Ny (t) — Na(t). (7.29)

Seguindo a nomenclatura das referéncias [27, 46], chamaremos N de ntimero de po-
pulacdo. Sendo assim, N; e Ny sdo os ntumeros de populagoes presentes no primeiro e

no segundo pogo de V. s(x), respectivamente.

Com a integragdo sobre x, variamos o valor temporal até que a equagao (7.29)
adquire um valor constante de AN = —0,3191 para diferentes zy. A partir disso, é
possivel analisar o comportamento de P(x,t) quando o estado estaciondrio é atingido. A
Figura 7.7 mostra os tempos em que a densidade de probabilidade se torna estacionério

para diversos valores de x.

Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 7.7: Tempo caracteristico vs condic¢ao inicial para a densidade de probabilidade
obtida através dos autovalores e autofungoes advinda da ortogonalizacdo de Gram-Schmidt e
método variacional aplicado em Ve s(x).

Na Figura 7.7, variamos a condicao inicial até chegarmos em zero, sendo esse,
o valor aproximado do pico da barreira de V,¢(x). Sendo assim, podemos perceber que
t. decresce com o crescimento de x, isso significa que quanto mais perto do pico da
barreira, menor o tempo de passagem para o segundo poco. O que se é esperado, uma
vez que o sistema nao parte do minimo, mas sim de uma condicao inicial mais favoravel

para que a progressao dos estados aconteca [6].
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Utilizando o procedimento para encontrar AN, podemos obter, além dos tempos
caracteristicos, uma constante 7 chamada de constante ou tempo de relaxagao. Esse valor
¢ uma medida do tempo necessario para que o sistema atinja um estado de equilibrio apés
uma perturbagao [6, 27, 46]. No contexto do problema de enovelamento de proteinas, o
tempo de relaxacgao é o tempo que leva para que uma proteina adquira sua estrutura
nativa mais estdvel, a partir de uma conformagao inicial aleatéria ou desenovelada [6].
A Figura 7.8 mostra diversos valores de AN para a evolugao temporal até atingir o
valor estacionario de —0,3191 e um ajuste exponencial do tipo AN(t) = Ae™¥/™ + C. A
condicao inicial adotada foi xg ~ —1, 2, pois esse valor remete ao primeiro minimo de

Ver(x), e evoluimos o sistema até ¢ = 10.

Fonte: Figura elaborada pelo autor.

0.0
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-0.2 -

Figura 7.8: O grafico apresenta o fit exponencial referente a variagdo das probabilidades
totais AN wvs tempo de relaxacdo obtida através dos autovalores e autofuncoes advinda da
ortogonalizacao de Gram-Schmidt e método variacional aplicado em V¢ ().

A partir dos pontos obtidos, modelamos o ajuste exponencial decrescente com

a seguinte forma

AN(t) = 1,43225¢ %7104 () 318876, (7.30)

onde obtemos os valores de A = 1,43225, C' = —0,318876 e o tempo de relaxacao
T =1,2969. Portanto, para a evolucao de P(x,t) dado o potencial efetivo, entende-se
que hd um decaimento de ordem 1/7 nos tempos de passagens de um estado para

o outro. A dindmica descrita pela EFP mostra que inicialmente, a populacao AN
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presente no primeiro estado tende a passar para o segundo estado mais rapidamente [27,
46). A medida que AN vai diminuindo no primeiro pogo, temos tempos de passagens

cada vez menores, devido a constante de relaxagao [27, 46].



Capitulo 8

Perfil de Energia Livre para o

Enovelamento de Proteina

Com os métodos mateméaticos bem estabelecidos, podemos aplica-los para
estudar o processo de enovelamento de proteinas [6, 10, 11]. A partir de simulagdes
computacionais relacionadas a dindmica de enovelamento, é possivel obter os perfis de
energia livre e assim modelar a curva em forma de fung¢ao polinomial, ou como ja foi
mencionado, potencial polinomial biestavel. O problema a ser tratado, toma como base
o perfil de energia da proteina CI2 (c6digo 1YPA no PDB) [47, 48] adquirida através de
simulagoes que utilizaram modelo baseado em estrutura, vide referéncia [12]. A Figura

8.1 é referente a sua estrutura bidimensional retirada do Protein Data Bank (PDB).

Fonte: PDB

Figura 8.1: Estrutura proteica bidimensional da CI2 retirada do (PDB).
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A CI2 é uma classe de proteinas inibidoras de proteases serina que sao en-
contradas em diferentes organismos, incluindo plantas, animais e fungos [49, 50]. A
proteina utilizada nesse trabalho é proveniente da hordeum vulgare (cevada) e é uma
macromolécula inibidora da chymotrypsin, também conhecida como serine protease
inhibitor [47, 48]. A sua estrutura é composta por uma hélice alfa e uma folha beta,

que juntos formam um sitio de ligagao para a chymotrypsin.

Para iniciar os calculos, o polindomio que melhor modelou os dados computacio-

nais para o perfil de energia livre possui a seguinte forma:

F(x) = ap™ 4 box® + cox® + dox + go, (8.1)

com ag = 231, by = —431, cg = 249, dy = —52 e gy = 8,5. A Figura 8.2 mostra a curva

ajustada sobre os pontos obtidos de simulacao.

Fonte: Figura elaborada pelo autor.

* Dados de simula¢do computacional
: — Fitajuste

F(x)

I I I I I I I I I I I I I I I i
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 8.2: Curva do potencial biestavel F'(z) versus a coordenada de reacdo (ntmero
de contatos nativos) x. A representagio visual da macromolécula desenovelada no primeiro
minimo nao representa a CI2.

A assimetria do problema depende dos valores atribuidos aos parametros, por
exemplo, as constantes ag e by estao relacionadas, respectivamente, com a profundidade
do segundo e do primeiro minimo, ¢y altera a profundidade de ambos os pocos, porém
altera com maior velocidade o segundo minimo. Todavia estamos interessados no

potencial efetivo, equacao (3.62), sendo ele:
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903
Vzef(l') = 8(1(2)1'6 + 12@01)01’5 + <8a000 + 20> 5(74 + (4(10d0 + 6b060)l’3+
(8
+(2C(2) + 3b0d0 — 6&0)132 + <2C0d0 — 3b0)37 —Co+ 5

e que é chamado nesse capitulo de potencial livre efetivo (Vj;(z)) para nao gerar

confusao com V.¢(z). A Figura 8.3 é a representacao visual dessa curva.

Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 8.3: Curva do Vj.¢(x) versus a coordenada de reacao (nimero de contatos nativos)
x. Com ag = 231, bg = —431, ¢9g =249, dy = —52 e g9 = 8,5

[gualmente ao capitulo passado, a expressao do potencial livre efetivo contém
solugao analitica para uma equagao do tipo-Schrodinger apenas para o estado funda-
mental. Por essa razao, iremos novamente aplicar métodos aproximativos para calcular
os demais estados. Partindo da equacao (7.3) porém agora com Vj.f(z) e [' =2 (com a
finalidade de facilitar os cdlculos numéricos e sem prejuizo nos resultados), sdo apresen-
tados os resultados obtidos a partir da hierarquia de hamiltonianos e da ortogonalizacao
de Gram-Schmidt.
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8.1 Autofuncoes e Autovalores Obtidos pela Hierar-

quia de Hamiltonianos para V.¢(z)

Como o desenvolvimento e a aplicacao da metodologia ja esta bem definida,
iremos fazer uma breve passagem pela constru¢do matemética da HH. O hamiltoniano

original caracterizado pelo potencial livre efetivo (8.2) é:

d2 4
Hy = ——— + 2134442° — 5973662° + 92592153° — 345981° + 9423322+
da2 4 (8.3)
—11655x + 427.

O primeiro membro da hierarquia é H, = Hy — Eo(l), e com sua fatorizacao

d
—£W1<l’> + Wl(ZL‘)Q + E()(l) = ‘/;f(l,’), (84)

obtemos a primeira equagao de Riccati.

A menos de constante, o perfil de energia livre tem uma forma matematica
similar a do potencial biestavel assimétrico do capitulo anterior, dessa forma, um

superpotencial que satisfaca a expressao acima também ¢é similar.

3[)0!172

d
+ cor + 50. (8.5)

E a partir de Wi (z) podemos obter a autofungdao do estado fundamental aplicando a

Wi(z) = 2ap2® +

equacao (4.30),

4 2
(1) _ _agxrt box _ CorT doi
o' (z) = Npexp 5 i 5 5| (8.6)

lembrando que ag = 231, by = —431, ¢cg = 249, dy = —52 e Ny pode ser obtido ao

aplicar a normalizacdo sobre a expressao acima. Assim como comentado no capitulo 3,

o autovalor do estado fundamental para EFP é sempre nulo

EyM =0. (8.7)

Seguindo o processo, a criagao da hierarquia leva a construcao das demais
autofungoes dada pela equacao (4.30) e, juntamente com o método variacional, determi-
namos os autovalores dos proximos estados. Para isso, é sugerido um superpotencial

aproximado do tipo:
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Wint1)(2) = @iy @® + bpan)@® + ey ® + dinty, (8.8)
comm=n+1len=0,1, 2, 3...

Os parametros variacionais utilizados para a minimizac¢ao e seus respectivos
autovalores encontram-se na Tabela 8.1. A Tabela 8.2 contém as autofungoes dada pela

generalizacdo mostrada na secao 4.1.1.

Tabela 8.1: Parametros de minimizagao e autovalores de Vi ¢(z) obtido a partir da
hierarquia de hamiltonianos através do método variacional.

an, by, Cn d, En(l)
231 -431 249 -52 0
3,6118 -1,18121 49,2116 -20,1681 7,3037
3,61481 -1,20735 49,4383 -20,1278 107,608
28,2681 -31,4481 61,2949 -21,4783 208,297
2743  -30,5682 62,6398 -22.0038 309,38
26,6798 -29.7747 63,9169 -22,5045 413,643

T W N~ O3

Com as autofuncodes e os autovalores acima podemos compor a solucao da
EFP (3.67). A Figura 8.4 mostra as curvas da densidade de probabilidade versus a
coordenada de reagao para cinco tempos diferentes t; = 0,21, t, = 0,3, t3 = 0,4,
ty = 0,5, t; = 1. Para iniciar a evolugao do sistema, foi adotado como condigao inicial

zo = 0,12, pois esse valor representa, aproximadamente, o primeiro minimo de V.¢(z).

Pela analise da Figura 8.4, observa-se que o pico maximo da curva de distribuicao
de probabilidade (x &~ 0,9) estd concentrada na regiao referente ao segundo minimo de
Vies(x) e vale P(z,t) ~ 6,1. Para todas as medidas de tempos adotadas, o sistema tem
maior probabilidade de estar enovelado, e segundo a teoria de superficie de energia [12],
a proteina tende a estar em seu estado funcional, por esse motivo, qualquer medida
de tempo que nao produza probabilidades negativas, tem o pico da distribui¢ao no
segundo minimo. Outro fator muito importante estd na profundidade do segundo poco
de F(z). Observamos que a barreira AF que a macromolécula deve vencer ao ir do
estado desenovelado para o enovelado é muito menor do que o contrario e, portanto, a

proteina tem maior probabilidade de permanecer no segundo poco.

Para t < 0,21 obtemos curvas negativas, todavia, como esses casos nao remetem
a problemas reais, adotamos ¢; como limite inferior para a evolugao de P(x,t). Dessa
maneira, nao ¢ possivel investigar se ha algum valor temporal em que a probabilidade
da proteina estar no estado desenovelado seja igual a de estar no estado enovelado.
Ainda em %, vemos que a curva possui um pico menor em relacdo aos demais tempos,

P(z,t) = 5,5, e também hd minimos entre z = 0 até x = 0,7 (regido circulada) que se
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Fonte: Figura elaborada pelo autor.

o
T
P(x.t)

P(x,)

Figura 8.4: Curvas de P(z,t) versus x para cinco valores diferentes de tempo. Grafico obtido
a partir dos autovalores e autofuncoes advindos da hierarquia de hamiltonianos, utilizando

Vie(2).

extinguem em ¢ > t;. Nesse caso, o estado fundamental nao é dominante na solugao
da EFP por consequéncia da exponencial decrescente, como ja mencionado. Sendo
assim, existem probabilidades expressivas nessa regiao para tempos pequenos e que
vao sumindo com a evolugao temporal, fazendo um exato paralelo com a dinamica de

enovelamento.

Notamos que o sistema alcancga o estado estacionario muito rapidamente, uma
vez que os picos de probabilidade para tempos maiores e iguais a t; atingem praticamente
a mesma altura. E interessante relembrar que na derivagao da EFP, nos casos onde
t — o0, o sistema dirigiu-se ao estado estacionario, indo exatamente de encontro com
o que foi obtido nessa se¢@o. Como a curva de Vj¢(z) tem uma assimetria muito
pronunciada no segundo minimo, o sistema tende a evoluir e permanecer nesse estado
mais rapidamente e por mais tempo. Dessa maneira, podemos adotar como limite
superior para a evolugdo de P(z,t) o tempo t5, aproximadamente. Assim, podemos
confirmar esse limite a partir da Figura 8.5, representando trés curvas nos tempos

ts =1, t¢ = 2 e t; = 5, sendo possivel observar que os graficos estdao sobrepostos.

Da mesma forma que no capitulo anterior, vemos que a constru¢ao de P(z,t)
¢ feita com apenas seis fungées (n = 5), como visto na Tabela 8.2. Isso se deve

novamente ao mesmo critério numérico de truncamento da série comentado na secao
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Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 8.5: Curvas de P(z,t) versus = em trés valores de tempo. A Figura mostra a
sobreposicao da distribuicdo de probabilidade quando o sistema alcancga o caso estacionario
emt5:1,t6:2et7:5.

anterior. Entretanto, o fato de termos utilizados seis estados em ambos os casos é
uma coincidéncia e nao se pode afirmar que para diferentes potenciais, esse é sempre o

critério do truncamento.

8.2 Autofuncoes e Autovalores Obtidos pela Orto-
gonalizagdo de Gram-Schmidt para V.s(x)

Nessa se¢do, o potencial efetivo livre Vj.;(z) esta desenvolvido com a OGS,
porém como esse formalismo ja foi apresentado e aplicado nos capitulos anteriores,

faremos uma breve passagem pelos calculos.

De acordo com o capitulo 5, a ortogonalizacao inicia em n = 0, sendo necessario
um ansatz para a criacdo da combinagao linar. O hamiltoniano original é Hy =
2 . : .
— < 4 Vieg(2) e utilizando o superpotencial definido em (8.5), temos:

aprt  bor®  cor?  dyx

fo(z) ocexp | — 5 "9 5 g Lo(x). (8.9)

Novamente e pelo menos motivo da se¢ao 7.2, foi escolhido os polindmios de Laguerre
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para guiar a ortogonalizacdo. Assim, a primeira autofuncao é:

aprt  box cor®  dyx

Yo(z) = Noexp | — T 5 5 g | (8.10)

sendo ag = 231, by = —431, ¢y = 249, dy = —52 e a constante Ny pode ser determinada a
partir da aplicagdo da normalizacdo sobre 1y(z). Aplicando o método variacional sobre
a autofuncdo acima, obtém-se um autovalor nulo (Ey = 0), assim como na hierarquia

de hamiltonianos.

f%(xaClo,b0700,do)Ho%(I,Go,bo?Co,do)dx

E :
° f%(ﬂf; G07b0700;d0)¢0($; Go,boycmdo)dx

IN

an(ao, bo, o, do)
a(alh b0> Co, dO)

— 0. (8.11)

Para n = 1, a construgao de f;(z) segue o mesmo formato visto no capitulo

anterior, sendo o ansatz igual a:

azt  b? o dix

fi(z) ocexp |— 5 "5 "5 " g Lqi(z). (8.12)

Com a expressao acima, podemos aplicar o método variacional para obter E;
e, a partir da generalizagdo eq. (6.16), construimos todas as autofunc¢oes necessérias
para compor a solu¢ao da EFP e utilizar o métodos aproximativos para determinar os
autovalores. As tabelas 8.3 e 8.4 contém, respectivamente, os niveis de energia bem

como os parametros de minimizagao e as autofungoes.

Tabela 8.3: Parametros de minimizacao e autovalores de Vi.s(x) obtido a partir da
ortogonalizacao de Gram-Schmidt através do método variacional.

an by, Cn d, E,

231 -431 249 -52 0
293,672 -430,835 245,185 -53,2059 7,12751
242,064 -390,392 235,004 -54,2552 105,479
228,92  -432,905 259,332 -57,9273 182,295
147,754 -291,263 212,079 -54,8309 256,597
147,302 -218,947 128,709 -39,6209 367,054

T W N~ O3
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A Figura 8.6 mostra as curvas da densidade de probabilidade versus a coorde-
nada de reagao para cinco tempos diferentes t; = 0,21, t5 = 0,3, t3 = 0,4, t4, = 0,5,
ts = 1. Assim como no desenvolvimento anterior foi adotado como condic¢ao inicial
xo ~ 0, 12.

Fonte: Figura elaborada pelo autor.

P(x,t)

P(x,t)

-0.5

Figura 8.6: Curvas de P(z,t) versus x para cinco valores diferentes de tempo. Gréfico
obtido a partir dos autovalores e autofun¢des advindos da ortogonalizacdo de Gram-Schmidt,
utilizando Vi ().

A andlise do grafico é similar em alguns pontos em relagao a Figura 8.4. E
possivel notar que as curvas possuem a mesma forma e o mesmo pico de probabilidade
concentrado em x =~ 0,9. Porém, observando a curva em ¢y, mais precisamente na regiao
entre os valores de z ~ 0 e x = 0,7 (regido circulada), ndo hd a mesma quantidade de
minimos em comparacao com a Figura 8.4. Ainda em ¢, observa-se que a curva atinge

seu maximo em aproximadamente P(z,t) ~ 5, 6.

Em ¢5 observamos que o sistema esta estacionado no segundo poco de Vis(x),
caracterizando o enovelamento da proteina. Sendo assim, o limite superior para o
tempo sera t; da mesma forma que o caso anterior (aqui vale o argumento mostrado
na Figura 8.5, onde as curvas da distribuicao de probabilidade se sobrepdéem com o
aumento temporal). Entretanto, para o limite inferior ndo sera adotado o valor de t;.
No grafico 8.6, afim de comparacao, foi utilizado o valor 0,21 como sendo o tempo
mais baixo. Entretanto, de acordo com a Figura 8.7 nota-se que com os autovalores e

autofuncgoes obtidas a partir OGS, podemos diminuir o valor temporal até t; = 0,04 de
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forma que a curva de P(z,t) vs x ndo apresente valores negativos e além disso tenha
seu pico projetado em z = 0, 15, o que significa que a probabilidade da proteina estar

no estado desenovelado é maior.

Fonte: Figura elaborada pelo Autor.
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Figura 8.7: Curvas de P(x,t) versus x para cinco valores diferentes de tempo. Aqui podemos
ver a mudanca provocada pela diminui¢do do tempo sobre a densidade de probabilidade.

Pelo fato de que a ortogonalidade das funcgoes é realmente garantida nesse
método, o acumulo de erro numérico é muito menor que na hierarquia. Dessa forma,
os parametros de minimizacdo e os autovalores sao melhores e refletem diretamente
nas autofuncoes, tornando a modelagem mais proxima do real. Assim, sera adotado o
tempo t; = 0,04 como limite inferior. E novamente pelo critério de truncamento da
série, a solu¢ado da EFP foi construida com seis autofungoes (n = 5) como pode ser
visto na Tabela 8.4.

8.3 Comparativo entre Formalismos

Nesta secao, ha um comparativo entre os dados obtidos pela OGS e HH.
Entretanto, nao temos nenhuma referéncia para comparar os resultados, pois nao foram
encontrados, na literatura, trabalhos que se propusessem a estudar o perfil de energia
livre para a proteina C12 da maneira que foi estudada aqui. Sendo assim, a Tabela

8.5 contém os autovalores encontrados por ambos os métodos e o percentual de erro
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em relacdo aos autovalores da OGS. Este formalismo foi escolhido como referéncia pois

seus valores sao menores em relacao a hierarquia.

Tabela 8.5: Erro percentual aproximado dos autovalores variacionais. Na tabela, os
termos Exgy e Eoas representam respectivamente os autovalores obtidos a partir da
hierarquia de hamiltonianos e ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.

n  Euyy  Eogs |PHE-Zogs|y
0 0 0 -
17,3037 7,12751 2

2 107,608 105,479 2

3 208,297 182,295 14

4 309,38 256,097 19

5 413,643 367,054 12,7

Observa-se que os dois primeiros estados excitados possuem um erro percentual
aproximadamente pequeno em relagdo aos demais. A partir de n = 3, a porcentagem
ultrapassa 10%, e em n = 4 atinge o maior valor, diminuindo logo em seguida. Esse
acumulo de erro numérico é gerado pelo superpotencial aproximado e pelo método
variacional. Podemos também relacionar essa discrepancia entre os niveis com os

problemas na minimizacao do software utilizado.

Sobre os formalismos, é bom frisar que ambos sdo extremamente tuteis e,
aliados ao método variacional, entregam bons resultados, mas também hé problemas
a serem citados, como por exemplo o custo computacional, que mostrou ser maior na
OGS do que na HH. Outra diferenca a ser comentada é que, pela OGS, no tempo
t; = 0,10, conseguimos construir um grafico onde a probabilidade da proteina estar no
estado enovelado e desenovelado ¢ aproximadamente igual, e isso é interessante de se
comentar, pois como mencionado na subsecao 8.1, com os dados advindos da hierarquia,
nao é possivel ter uma solu¢ao em t < 0,21 que nao apresente uma distribuicao de

probabilidade negativa.

Por fim, as Figuras 8.8 e 8.9 comparam as probabilidades nos tempos ¢t; = 0, 21
e t; = 1 e, como esperado, em ¢; as curvas nao sao exatamente as mesmas, devido as
diferencas nos autovalores presentes na Tabela 8.5. Para t;, as curvas estao sobrepostas,

como era previsto.
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Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 8.8: Comparativo entre as curvas de P(z,t) versus z obtidas pela hierarquia de
hamiltonianos e pela ortogonalizagdo de Gram-Schmidt em ¢; = 0, 21.

Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 8.9: Comparativo entre as curvas de P(z,t) versus z obtidas pela hierarquia de
hamiltonianos e pela ortogonalizagdo de Gram-Schmidt em ¢5 = 1.
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8.4 Tempos Caracteristicos e Constante de Relaxacao

Da mesma forma que no potencial assimétrico, podemos calcular os tempos
caracteristicos para a transicao do estado desenovelado para o enovelado, mas nesse

caso, em relacao a Vj¢(z). Sendo assim, também vale as relacoes:

Ni(t) = /O P(x,t)dx (8.13)

— 00

No(t) = /0 " P(e, t)dz (8.14)

O critério numérico adotado para a variagdo no numero de populagdo é AN =

—0,999955, j& que esse valor representa uma configuragio estaciondria para P(z,t).

A Figura 8.10 mostra os tempos caracteristicos para o momento em que as
densidades de probabilidade se tornam estacionarios. Variamos as condicoes iniciais até
chegarmos em zy = 0,6, sendo esse o valor que remete o pico da barreira de Vies(x),
Figura 8.3. Como o esperado, observamos que os tempos descressem a medida que a
condicao inicial cresce, demonstrando mais uma vez que o tempo de transicao do estado
desenovelado para o estado enovelado é favorecido quando o sistema tem seu inicio cada

vez mais perto do segundo poco do potencial livre efetivo.

A constante de ralaxacao pode ser obtida analogamente a subsecao 7.4. A
Figura 8.11 mostra diversos valores de AN para a evolugdo temporal até atingir o valor
estacionario de —0,999955 e um ajuste exponencial do tipo AN(t) = Ae ¥/ +C. A
condicao inicial adotada é o = 0,1 e evoluimos o sistema até t = 1, sendo esse, o limite
superior adotado na evolucdo da densidade de probabilidade. O ajuste exponencial

decrescente possui a seguinte forma

AN (t) = 0,004362¢ 4% — 1, (8.15)
com A =0,004362, C =1 e o tempo de relaxacao 7 = 0, 1549.

Como ja discutido na subsecao 7.4, percebemos o mesmo padrao no decaimento
da variacao de populacao para os tempos de passagem de um estado a outro no potencial
livre efetivo, devido a taxa 1/7 [27, 46]. Portanto, podemos concluir que a modelagem
da dindamica de enovelamento de proteina pela EFP se mostra 1til para um tratamento

analitico.
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Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 8.10: Tempo caracteristico vs condicao inicial para a densidade de probabilidade
obtida através dos autovalores e autofungoes advinda da ortogonalizagdo de Gram-Schmidt e
método variacional aplicado em Ve f(x).

Fonte: Figura elaborada pelo autor.
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Figura 8.11: O grafico apresenta o fit exponencial referente a variacao das probabilidades
totais AN wvs tempo de relaxacao obtida através dos autovalores e autofungoes advinda da
ortogonalizacao de Gram-Schmidt e método variacional aplicado em Vj.f(x).



Capitulo 9
Conclusoes

A equacao de Fokker-Planck se mostrou uma abordagem altamente eficaz
na determinacao analitica das distribui¢oes de probabilidade em processos difusivos.
No contexto do enovelamento de proteinas, esse processo pode ser modelado como
uma difusdo entre dois estados: o estado enovelado (associado a fungoes bioldgicas
inativas) e o estado desenovelado (associado a fungoes bioldgicas ativas). Utilizando a
teoria de superficie de energia, que permite expressar o perfil de energia livre em duas
coordenadas para as proteinas de interesse, empregamos simulagdes computacionais
para obter fungoes que representam esses perfis [12]. Através de métodos matemadticos,
podemos entao determinar as autofungoes e autovalores relevantes, permitindo assim
a solucao da equacgao de Fokker-Planck e a analise das propriedades do sistema em

estudo.

A abordagem de desenvolver a solucao da equacao de Fokker-Planck usando o
operador evolucao, conforme apresentado na subsecao 3.3.2, e o operador hermitiano,
conforme descrito na subsecao 3.3.4, revelou-se altamente benéfica para tratar o problema
investigado neste trabalho, que se concentrou no enovelamento de proteinas. Através
dessa formulagao matematica, foi possivel analisar com precisao varias caracteristicas

da EFP.

Um aspecto relevante é que, para tempos longos, a distribui¢ao de probabi-
lidade tende a se tornar estacionaria. Esse comportamento pode ser observado em
macromoléculas proteicas, onde, fora da temperatura de equilibrio e com o segundo
minimo energético mais pronunciado, a proteina tem a tendéncia de evoluir e permanecer
nesse estado, resultando em uma distribuicao estacionaria que estd em consonancia
com a solucao da equacao de Fokker-Planck. Além disso, a transformacao da EFP em
uma equacao do tipo-Schrodinger trouxe vantagens tanto em termos do formalismo

matematico como na aplicacao de métodos para obter as autofuncoes e autovalores
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necessarios para compor a solucao da equacao. A equacao de Schrodinger é uma equagao
diferencial parcial bem conhecida na mecanica quantica, o que significa que, em alguns
casos, pode ser mais conveniente manipular e resolver a equacao de Schrodinger do que a
equacao de Fokker-Planck. Essas abordagens matemaéticas enriqueceram a compreensao
do problema de enovelamento de proteinas, permitindo uma analise mais aprofundada

das propriedades do sistema em estudo.

Sobre os formalismos utilizados, eles se mostraram extremamente tteis na
obtenc¢ao das solucoes para V.r(z) e Vies(x) (equagdes (7.2) e (8.2), respectivamente).
No entanto, cada abordagem apresenta suas limitagoes. No caso da hierarquia de
hamiltonianos, foi observado que os autovalores e os parametros variacionais foram
obtidos com maior rapidez. No entanto, devido a aproximac¢ao do superpotencial a
partir de n = 1 e sua inclusao no método variacional, houve um actimulo significativo de
erros numéricos a medida que a hierarquia era elevada. Como resultado, os autovalores
obtidos por esse método apresentaram maior erro em comparacao com o segundo método.
Na OGS, o problema reside no custo computacional. Apesar de ter sido utilizado um
método aproximado, ndo houve acimulo de erros nas fungoes, uma vez que os autovalores
mostrados nas Tabelas 7.4 e 8.4 sdo ortogonais entre si. Essa caracteristica é fundamental
em equacoes do tipo-Schrodinger, e, portanto, os niveis de energia obtidos por esse
método foram mais precisos em comparacao com o primeiro método. No entanto, os
resultados foram entregues com uma velocidade computacional menor, devido a maior
exigéncia nos calculos de integragdo e minimizagao numéricos. Em relacao ao método
variacional, ele se mostrou eficaz na determinacao das energias. No geral, embora
a hierarquia de hamiltonianos seja uma 6tima alternativa para solucionar a equagao
de Fokker-Planck, optamos pela OGS na determinacao dos tempos caracteristicos e
constante de relaxacao dos dois potenciais estudados, devido a obtencao de estados
fundamentais mais precisos. E importante destacar que o problema relacionado ao
processamento computacional pode ser contornado com o uso de computadores mais

avancados e softwares de calculo numérico mais eficientes.

Conseguimos obter t. a partir da OGS e comparar com a referéncia [6] para o
caso assimétrico. Mostramos entao, que com essa metodologia podemos reproduzir os
dados presente na referéncia e, portanto, mesmo nao tendo encontrado trabalhos na
literatura que modelasse dessa forma o perfil de energia da proteina CI2, podemos nos
assegurar de que ¢ possivel usa-la para obter os tempos de passagem para a dinadmica
de enovelamento. O mesmo vale para a constante de relaxacao que, de acordo com
as referéncias [27, 46], T necessita ser negativo (tal qual encontramos nos dois casos
estudados quando o fit exponencial foi aplicado sobre os pontos no grafico de AN por t,

Figuras 7.8 e 8.11), se quisermos modelar a queda exponencial que ocorre nas transigoes
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de estados em pocos biestaveis.
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Apéndice A

Integrais para o Desenvolvimento
das Equacgoes (3.14) e (3.15)

O desenvolvimento das formas integrais apresentadas nas equacoes (3.14) e

(3.15) serdo apresentadas. Iniciando pela primeira equagao citada.

d | - 4
< f(xn)dme”m"> - / F (@) Palien) =™ da,. (A.1)

Integrando por partes a equacgao acima, temos:

/f(xn)Pn(xn)djeikxndxn = f(2n)Po(zy) ™ + -
! 2

ikxyn d
—/ek qor V@) Pulw)] da,

Como o interesse esta apenas no valor médio, é interessante desprezar as parcelas que

nao variam com a média. Dessa forma a equacao (A.2) se torna,

/f z,) P, dﬂ?n e d, = —/ ”kx" d [f(xn) Py ()] day, (A.3)

’fL

e que ¢é a forma mostrada na equagao (3.14). Para a segunda equacao é necessarias

duas integragoes por partes. Segue os calculos:

r/ da .. r a2 .
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A primeira integracao gera,

I d2 ikx
Q/Pn(xn)dxﬁe dz,, =

e a segunda integracao,

d . d ,
P ikTn P ikxy
[ n(xn)dxne dz,, ()

r dz .
i/Pn(xn) e*rndy, =

r
dz,? 2

) d2
—|—/6ka" P, (x,)dx, | .

2
dx?

Analogamente a integragao da equacgao (A.2), os termos constantes podem ser

desprezados, sendo assim, a expressdo acima se torna igual a equagao (3.15),

2

T dz . - d
§/Pn(:vn) eFrndy, = /ezkw”

dz,,? dz2

P,(x,)dx,. (A.7)



Apéndice B
Deducao do Operador Adjunto

O desenvolvimento da equagao (3.46), a qual estd reescrita abaixo, (B.1),

comega com a substituicao da definicao do operador adjunto, (3.29),

/a ooy [ W ()] do = / (@) [Woo)]" da. (B.1)

com as condigoes de contorno (3.47) para x(x) e (3.31) para ¢(x),

b

W) |- gl + 520 s @)

[ oty (W) de= |

a

Como as fungdes pertencem aos R, o complexo conjugado das fungoes sao
elas mesmas, portanto o asterisco que representa tal propriedade matematica pode ser

omitida [7]. Integrando por partes a parcela a direita da equagao (B.2), tem-se:

[ o) [Wx()] de = ~x@) f@o@)s + [ ot X ar s

r a¢<x>r T b 9g(x) Ox(x)

(B.3)
+2 [X(I) ox a_2 « Or Ox

dx.

Integrando por parte mais uma vez a ultima expressao no lado direito da

igualdade, a equagao (B.3) se torna,
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[ o) [ Wiz = —[x<x>f<x>¢<x>]z + [ f<x>¢<x>a§f)dx+ »
+g lX(x)agix)]a B g [ Ox ] 2 / 8332

Multiplicando ambos os lados da equacao (B.4) por 1/¢(z) para poder aplicar
a condigdo de contorno (3.47) e eliminar o quarto termo a direita depois da igualdade

1/ab¢(x) [W*X(:U)} dz = _qﬁ(la:)[X(x)f(I)¢(x)]g N M/abf(x)gzﬁ(x)agf?dﬂ

()
1 T 0o(x) ’ 1 T |0x(x) ’ 1 g 9?x(x)
o(z) 2 [X< ) Ox ]a_gf)(x)Ql Ox gb(x)] +qb(x)2/a ¢lz) Ox? d,
em seguida multiplica por ¢(z),
[ 6() [Wx(@)] de = ~[x(a) b [ i
(B.5)
r 8925
+2[ Ox ] 2 8:02

Agora, para poder aplicar a condi¢ao (3.31), multiplica-se todos os lados da

equagao (B.5) por 1/x(x),

1 b + . 1 1 b Ox(z)
o1 . 6@ W] dr = S @@+ o [ @@ T et
1T 0p(x)]" 1 L Px(),
+X($)2[()8x1 X()2/¢()am2d’
e portanto
X(lx)/:dx) | Wx()| dz = —[f(x)¢(x)}g+><(1@/(lb (2)6( )8>§Ecx>d N
I [0¢(x) b+ 1 T b : )32x(x)d (B.6)
2 ox ( )2 x 02 z,

em seguida, aplica-se a condigdo de contorno para ¢(z) e multiplica-se ambos os lados
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da equagao (B.6) por x(x),

[ o) (W] o = [ r@ow 2+ L [ o0, ma)

Se a igualdade de integrais é em relacao ao mesmo integrando, entdao os

argumentos sao iguais,

9] r 0?
() [Wrx(@)] = F@)o(e) 20D ¢ Lo XD, (B3
dessa forma, o operador adjunto ao operador evolucao é:
W () = £y X | TOx) (B.9)

ox 2 Ox?



Apéndice C

Reversibilidade Microscoépica e

Deducao do Operador K

C.1 Reversibilidade Microscépica

No sistema estacionario, a densidade de probabilidade (3.27) independe do
tempo, consequentemente a corrente de probabilidade também [7, 8, 30]. Isso é
mostrado na equacao (3.24). Com essa informacao, J(x,t) tem que ser independente de
x, passando a ter o mesmo valor em todos os pontos [7, 8, 30]. Porém foi definido a
condi¢ao em que J(x,t) seja nula nos extremos do intervalo [a, b], portanto ela deve ser
nula em todo o intervalo. Em outras palavras, a reversibilidade microscépica se refere
ao fato de que, se a equacao de Fokker-Planck é valida para descrever a dinamica de
um sistema, entao o sistema é microscopicamente reversivel, ou seja, as trajetorias do
sistema sao reversiveis no tempo [7, 8, 30]. Isso significa que se o sistema estiver em
um estado particular em um dado momento, ele pode ser levado de volta a esse estado

através de uma trajetoria reversa [7, 8, 30].

C.2 Operador K

O operador evolugao é definido como,

Wo(e) = — o [(@)o(a)] + 5 3 50(z). (1)

A expressao (3.54) juntamente com a expressao (3.56) mostra a relagdo entre

os operadores, suas autofungoes e autovalores, que em resumo ¢é
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Kiy(z) = Wiy (z) = Miiu(0), (C.2)

quando aplicado a uma fun¢ao ¥;(z). Olhando para a igualdade entre os operadores,

tem-se.

2
Kn(a) = [_a ro

do@) | oz Lf(@)o(x)t(x)] + 575 [wo(x)w,(a:)]] : (C.3)

Desenvolvendo a primeira derivada na porcao direita da igualdade na equacgao

(C.3) e escrevendo a derivada segunda como duas derivadas primeiras.

i

Ky = wlfwo =

fwl 1/101Pzaf Lo (;(%wl)ﬂy (C.4)

na qual foi omitido a notagao “(x)” afim de facilitar a escrita. Distribuindo o fator %

por toda a expressao e simplificando-a, tem-se,

O [ Oy af L2000 b0y | 0P
K = — _ — — . .
= e T e e Van Lpo or 0z o 022 | 022 (C.5)
E possivel escrever as parcelas %% como 8 —In .
_ Lo af R G O | O
S T T [2 2w+ LT EHL (o)
Utilizando a relagao vista em (3.58),
9 f
8733111/(#0 == f, (C7>
a equagao (C.6), depois de simplificada, se torna,
_ [, of R R
Ky = lr ]wl 2022 240z \ 0z ) (€8

A equagao (C.7) pode ser escrita da seguinte forma:
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10 _f
@ZJO ox I’
e entao,
0o _ %of
5 = T (C.9)
Substituindo a equacdo acima na expressao (C.8),
| rof Lo*y Tahy 0 (dof
K = lr TV T 20 T rwar \ T ) (C.10)

e desenvolvendo a derivada na tltima por¢ao a direita na equagao (C.10), obtém-se:

[ of Doy Ty (odf | f Oy
K== [r ! ax] Yt s ey, (Fax ’ rm) - e
Novamente, com a equagao (C.9),
2 of DYy of 1
K== [ Gl e S o s (©12)

Simplificando uma ltima vez e retornando com a notagao “(z)”, a expressao

acima se torna:

i) = - | 158+ 20 o) 4 it ©13)

sendo essa, a forma desejada para o o perador K, eq (3.59), e que através da relacao

Kyy(x) = Aphy(x) se assemelha & equagao de Schrodinger [7].



