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RESUMO

Nesta monografia estudamos a dinamica de uma particula, ou de forma equivalente,
um ensemble de particulas nao interagentes confinadas no interior de um bilhar stadium
com fronteiras oscilantes. Nosso principal objetivo é investigar propriedades cadticas e
estatisticas que esta dinamica oferece. E conhecido na literatura [A. Loskutov, A.
Ryabov, J. Stat. Phys. vol. 108, pp. 995. (2002)] que, para determinadas
combinagoes dos parametros de controle do sistema, a dinamica da particula apresenta
o fendmeno de crescimento de energia, conhecido como aceleracao de Fermi. Entretanto,
devido a uma ressonancia entre o periodo de rotacao ao redor dos pontos fixos, presentes
no espaco de fase, e o periodo de oscilagao da fronteira do bilhar, a dinamica da particula
apresenta um fendmeno oposto a aceleracao de Fermi, ou seja um decaimento de energia.
A caracterizicao deste decaimento de energia e o entendimento da influéncia da velocidade
de ressonancia para este sistema sao os pontos principais deste estudo. Apresentamos uma
série de resultados analiticos e numéricos, onde evidenciamos que o decaimento de energia
esta diretamente ligado a velocidade de ressonancia juntamente com a influéncia de érbitas

em regime de stickiness.



ABSTRACT

In this monography we study the dynamics of a particle, or equivalently, an ensemble
of non-interacting particles confined inside a stadium billiard with oscillating boundaries.
Our main goal is to investigate chaotic and statistical properties of such dynamics. As
is known in literature [A. Loskutov, A. Ryabov, J. Stat. Phys. vol. 108, pp.
995. (2002)], for a certain combination of control parameters the particle’s dynamics
shows the phenomenon of energy increase, known as Fermi acceleration. However, due to
a resonance between a period of rotation around the fixed points in the phase space, and
a period of external boundary perturbation, we can observe a opposite phenomenon of
Fermi acceleration, in other words a decay of energy. The characterization for this decay
of energy and an understanding the influence of the resonance velocity for this system are
our goals in this study. We present several analytical and numerical results evidenciating
that decay of energy is directly connected to the resonance velocity together with the

sticky orbits influence.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas dinamicos sempre foi uma area de interesse e relevancia cientifica,
pois permite modelar matematicamente sistemas presentes em toda natureza. Através do
aperfeicoamento das técnicas de estudo das equacoes diferenciais, foi possivel fazer previ-
soes cada vez mais apuradas sobre o comportamento de sistemas dinamicos. Este estudo
estd em constante desenvolvimento, evidéncias disso sao novos métodos e comparagoes
numéricas para a descricao dos sistemas e também sua expansao nas mais diversas areas
da ciéncia, principalmente em sistemas fisicos. A descricao completa da evolucao tem-
poral de um sistema fisico acontece, em geral, pela resolucao de equacoes diferenciais,
geralmente nao lineares, e pela analise de suas solugoes em fungao de condigoes iniciais e

parametros externos [1].

Os sistemas dinamicos podem ser subdivididos em sistemas deterministicos e nao de-
terministicos. Sistemas dinamicos deterministicos sao os que uma vez conhecidas as varia-
veis de estado em um dado instante, seu comportamento em qualquer instante posterior é
determinado univocamente. J4 sistemas nao deterministicos, conhecidos também como es-

tocasticos, sao aqueles cuja modelagem, de um modo geral, envolve teorias probabilisticas.

Podemos ainda fazer uma outra subdivisao para os sistemas dinamicos, considerando
como se da a evolugao temporal dos mesmos. Existem, entao, sistemas de tempo conti-
nuo e sistemas de tempo discreto. Os sistemas de tempo continuo sao representados por
equacoes diferenciais ordinarias ou parciais. A partir de condicoes iniciais e parametros
de controle externos, pode ser determinado o comportamento destes sistemas ao longo do
tempo. No caso de sistemas de tempo discreto, usualmente temos uma modelagem através
de mapas, nos quais existe uma lei de recorréncia relacionando os valores das variaveis

dinamicas no instante posterior com seus valores em instantes anteriores [2].



A abordagem por meio da teoria dos sistemas dinamicos de tempo discreto e do estudo
da evolucao temporal dos sistemas fisicos admite que esta evolugao possa ser descrita por
um mapeamento discreto envolvendo um conjunto de variaveis relevantes que caracterizem
completamente o sistema, denominado estado. O espacgo de fases é, entao, o conjunto de
todos os estados acessiveis. Ao evoluir, a partir de um estado inicial, o sistema passa por
pontos do espaco de fases, o conjunto assim percorrido é denominado érbita. Portanto, o

espaco de fases é também o conjunto de todas as érbitas possiveis [3].

A estrutura do espaco de fases caracteriza os comportamentos dinamicos possiveis do
sistema. Esta estrutura pode se apresentar de véarias maneiras, em graus distintos de
organizacao e contendo hierarquias de arranjos. Alguns destes sistemas também podem
apresentar comportamentos descritos por leis de poténcia, uma prova de que os mesmos

podem ser enquadrados em classes de universalidade.

Na préxima se¢ao, introduziremos a nogao de bilhar em um contexto historico, levando

também em consideracao a discussao anterior sobre sistemas dinamicos.

1.1 Os Bilhares

Na histéria contemporanea, a nogao de bilhar é conhecida desde que Birkoff [4] propos
o problema do movimento de uma esfera em varias direcoes colidindo com fronteiras.
Algum tempo depois, uma andlise mais completa sobre as caracteristicas deste tipo de
dinamica foi feita por Krylov [5]. Entretanto, gragas aos trabalhos de Sinai [6, 7, 8], que
desenvolveu teorias matematicas sobre propriedades dos bilhares com fronteiras disper-
sivas, uma nova etapa sobre andlises de propriedades de bilhares comecou. Essas novas
idéias levaram a um crescimento intenso de trabalhos fisicos e matematicos sobre propri-
edades e caracteristicas de bilhares. Um dos avangos mais consideraveis foi encontrar a

solugao para a dinamica de gases, considerando a teoria ergddica de Boltzmann [9].

Em uma definigao fisica, bilhares sao sistemas cuja dinamica consiste de um dominio
fechado, com fronteiras suaves, em que uma particula puntual se move livremente em
trajetérias retilineas com velocidade constante. Ao colidir com a fronteira a particula é
refletida elasticamente, de modo que sua componente normal muda de sinal, enquanto que
sua componente tangencial é preservada. Essa condicao tem como consequéncia que o an-
gulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao (lei de reflexao) [10]. J4 matematicamente,

um bilhar é definido como uma regido conectada Q C R”, com fronteira 0Q C RP~! a



qual separa () de suas componentes. Se o conjunto d¢) nao depende do tempo, entao o
sistema nao troca energia e/ou velocidade com a particula e é dito um sistema de fron-
teira fixa [11, 12]. Por outro lado, se 0Q = 0Q(t), dizemos entao que o sistema apresenta
uma dependéncia temporal [13, 14, 15]. Bilhares com fronteiras oscilantes tém recebido
atencao especial ultimamente, no objetivo de tentar compreender melhor o fendmeno in-
troduzido por Enrico Fermi, chamado Aceleracao de Fermi, o qual serd discutido mais

detalhadamente na préxima secao da presente monografia.

Dependendo da geometria da fronteira, podemos dividir os bilhares em dispersivos,
convergentes e neutros. Bilhares dispersivos, algumas vezes conhecidos por bilhares de
Sinai [6, 7], consistem de componentes dispersivas e neutras. Um dos exemeplos mais
populares desse tipo de bilhar é o Gas de Lorentz [8, 10, 16]. A andlise desse modelo
resultou na prova de que a dinamica puramente deterministica pode ser ergodica com
propiedades mistas e similar ao movimento Browniano [9]. A fronteira de bilhares con-
vergentes, consiste somente de componentes convergentes ou das mesmas conectadas por
retas. Os bilhares propostos por Bunimovich [17, 18] sd@o exemplos disso. Em especial,
um deles é o bilhar stadium, que é constituido de dois arcos conectados por segmentos de
reta paralelas. Para esse bilhar ja foi provado que para uma combinacao de parametros
geométricos, ele possui propriedades cadticas e mistas [10]. Na préoxima subsecao discuti-

remos somente o bilhar stadium e no Capitulo 2, faremos a descricao detalhada do mesmo.

O mecanismo gerador de caos ¢é diferente em bilhares convergentes e dispersivos. Para
bilhares divergentes, a propria geometria da fronteira “diverge”a trajetéria da particula,
mas no caso convergente, as trajetérias tendem a convergir para um ponto focal apods ite-
ragirem com a fronteira convergente. Nesses bilhares, o caos aparece, quando o tempo de
divergéncia, ou seja, o tempo gasto pela particula, depois que ela passou pelo ponto focal
até colidir novamente com a fronteita convergente, for maior que o tempo de convergeéncia,

que é o tempo gasto entre a colisao com a componente convergente até o ponto focal.

De uma maneira geral, a dinamica de uma particula de bilhar, pode ser descrita qua-
litativamente de trés maneiras distintas: (i) completamente integravel, ou seja, regular;
(71) ergddica, e (i4i) mista. Um exemplo tipico do caso (i) é o bilhar circular [19], cuja
integrabilidade vem da conservagao do momento angular. O bilhar de Sinai e o bilhar sta-
dium de Bunimovich, sao exemplos do caso (ii); para esses sistemas a evolu¢ao temporal
de uma tnica condicao inicial, para combinagoes apropriadas de parametros de controle,
¢ condigao suficiente para preencher o espago de fases ergodicamente [8, 9, 10, 18]. Fi-

nalmente, para o caso (7ii), existe um numero significativo de sistemas que apresentam



uma caracteristica mista para o espaco de fases, cujos parametros de controle possuem
diferentes significados fisicos. Para esses sistemas observamos um conjunto de ilhas do
tipo Komolgorov-Arnold-Moser (KAM), geralmente envoltas por um mar de caos e curvas
invariantes do tipo spanning, separando diferentes regides do espaco de fases [20, 21, 22].
Atualmente, o estudo de bilhares esta presente em varios campos, como mecanica estatis-

tica nao linear, sistemas hiperbélicos e em diversas dreas experimentais [23 - 29].

1.1.1 O Bilhar Stadium

O bilhar stadium original proposto por Bunimovich [17, 18], consiste basicamente de
dois semi circulos, conectados por duas retas paralelas, como mosta a Fig.1.1. Existem
ainda diversas maneiras de descrever a fronteira com qual as duas retas paralelas se conec-
tam além da forma circular. Podemos descrever essa fronteira de forma eliptica [30, 31],

parabdlica [32] e ainda em uma forma cilindrica avaliada em 3 dimensoes [33].
a
Q

00

00

(a) (b)

Figura 1.1: Esquema ilustrativo da geometria do bilhar stadium. Em (a) o bilhar original pro-

posto por Bunimovich. Ja em (b) um bilhar stadium-like, com fronteiras parabdlicas.

Uma propriedade basica do bilhar stadium esta associada com a sua fronteira de cur-
vatura negativa 0QQ~. Assim, como na Otica geométrica, um feixe de trajetorias tem
de passar pelo foco de curvatura, logo apds uma colisao com a fronteira. Bunimovich
mostrou [17], que se houver espaco suficiente no interior do bilhar (regido @), o feixe de
trajetérias, que antes estava centrado no foco, pode se espalhar antes de colidir novamente
com a fronteira. Este processo de espalhamento das trajetérias é chamado de mecanismo
de defocusing e a ele estao associadas varias propriedades cadticas, como por exemplo,

hiperbolicidade e ergodicidade [11].
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A dinanica caotica no bilhar stadium pode ser descrita de varias maneiras distintas
[30 - 34]. Em particular, nesta monografia, adotamos como padrao a dinamica proposta
por Loskutov et. al [35], a qual consiste em avaliar o bilhar através de mapeamentos nao

linears discretos.

1.2 Conceitos importantes

Nesta secao introduziremos alguns conceitos importantes no estudo de sistemas caé-
ticos, como aceleracao de Fermi, stickiness e expoente de Lyapunov. Tanto os resultados
analiticos, quanto os numéricos, que serao exibidos nos Capitulos 3 e 4 respectivamente,

partem destes conceitos apresentados nas proximas subsecoes.

1.2.1 Aceleracao de Fermi

Em 1949 Enrico Fermi [36] forneceu um argumento fisico na tentativa de explicar as
altas energias dos raios cosmicos que viajam no meio interestelar. Fermi observou, que
particulas carregadas interagem com campos magnéticos oscilantes de grandes estruturas
presentes em todo espago, como as proprias galaxias. Desde entao a ideia foi estudada
em varios contextos e com varias generalizagoes. Em suas andlises, Fermi verificou que,
na média, a energia das particulas crescia. Este fenomeno de crescimento de energia foi
denominado aceleracao de Fermi. O mecanismo citado, que consiste basicamente na re-
pulsao de particula por intensos campos magnéticos oscilantes, pode ser analogo a colisao

fisica de uma particula com uma fronteira rigida oscilante.

Descrevemos entao a aceleracao de Fermi (FA) como um fendémeno em que uma par-
ticula classica de massa m adquire energia ilimitada ao colidir com uma fronteira rigida
que move-se periodicamente no tempo. Aplicagoes de FA tém surgido em varios campos
de estudos da Fisica, como Fisica de plasma [37], astrofisica [38, 39|, Fisica atomica [40],
Gtica [41, 42] e finalmente em problemas de bilhares com fronteiras dependentes do tempo
(35, 43].

Em bilhares, existe uma conjectura sobre o fenomeno de aceleracao de Fermi. A con-
jectura LRA (Loskutov-Ryabov-Akinshin) [31] diz que para bilhares que possuem alguma
componente cadtica em seu espaco de fases na sua versao estatica, a introducao de uma
perturbacao temporal externa na fronteira é condigao suficiente para que o fenomeno de
aceleragao de Fermi seja observado. Recentemente Leonel e Bunimovich [45] complemen-
taram esta conjectura, confirmando que a presenca de érbitas heteroclinicas no espago de

fases da versao estdatica do bilhar, é suficiente para que aceleragao de Fermi seja observada,
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quando a dependéncia temporal na fronteira é introduzida.

Uma vez que sabemos como o fenémeno de aceleracao de Fermi ocorre, é natural o
surgimento de uma pergunta.“Qual a condi¢ao necessaria para suprimir esse fendomeno
de crescimento ilimitado de energia?”. De fato, a introdugao de dissipagao na dinamica
dos bilhares tem sido um mecanismo 1util para suprimir tal fenomeno. Esta dissipacao
pode ser introduzida de vérias maneiras: (i) Colisoes ineldsticas, [44]; (ii)Arrasto viscoso,
[45]; (i) Fricgao cinética [46]. No presente modelo observamos que a existéncia de uma
velocidade de ressonancia separa o regime de crescimento e decrescimento de energia [47],

trabalho no qual apresentamos alguns resultados obtidos neste nosso estudo.

1.2.2 Stickiness

Na literatura cientifica existem diversos exemplos numéricos que confirmam a exis-
tencia de um comportamento anomalo de algumas orbitas cadticas, quando elas se apro-
ximam das bordas de ilhas de estabilidade, onde sao gastos longos intervalos de tempo
nas vizinhancas dessas regioes. As érbitas inicializadas no mar de caos, podem ser apri-
sionadas por diferentes estruturas de estabilidade, e em determinado momento, escapam
desse aprisionamento temporério e continuam visitando diferentes regioes imersas no mar
de caos. Tal comportamento “intermitente”, nao pode ser atribuido a um toro KAM,
uma vez que o mesmo representa uma barreira para orbitas cadticas independentemente
do tempo de evolucao do sistema. Nesse contexto, definimos toros como sendo curvas
invariantes no espaco de fases, onde condigoes iniciais evoluidas no tempo dadas em cima

do toro, permanecem sobre o mesmo, preenchendo uma curva fechada toroidal [48, 49, 50].

As primeiras verificagoes numéricas da existéncia deste aprisionamento de érbitas cad-
ticas nas vizinhancas de ilhas de estabilidade, foram realizadas na década de 70 por
George Contopoulos [51]. Na década de 80, foi proposto por Mackay, Meiss e Percival [52]
a existéncia de objetos chamados de cantori. Esses cantori, diferentes dos toros KAM,
formariam barreiras parciais presentes no espaco de fases. A existéncia destes cantori
tem grande influéncia sobre o entendimento do transporte de dérbitas cadticas no espaco
de fases, e teve como consequéncia principal, uma reformulacao topolégica dos estudos
sobre espacos de fases. Quando a dinamica é evoluida, a passagem através das ilhas de
estabilidade se torna complicada, pois o cantori mais proximo bloqueia o escape da orbita
da fronteira na vizinhanca da ilha de estabilidade. Essa érbita bloqueada é aprisionada
dentro da area entre o mais préximo cantori e a fronteira da ilha de estabilidade. Desta
maneira, observamos uma maior densidade de pontos ao redor da ilhas de estabilidade,

como mostra a Fig.1.2.
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Figura 1.2: Sucessivas ampliagoes do espaco de fases para o mapa padrdo nas proximidades
das ilhas de estabilidade, caracterizando o fenomeno de stickiness. O parametro de

controle utilizado foi K = 6,908743.

No decorrer deste processo, tais 6rbitas sao aprisionadas ou ainda “coladas” nas bordas
(sticky motion) [53] por verdadeiras quase-armadilhas dinamicas (quasi-dynamical traps)
[54] em um intervalo finito de tempo. De acordo com Zaslavsky [55], um dos pioneiros
na investigacao do fenomeno de stickiness, como o aprisionamento das orbitas cadticas
ocorre por um instante de tempo finito, nao é correto dizer que existe aprisionamento
de 6rbitas em armadilhas dinamicas absolutas (como um sink), como é observado para
sistemas dissipativos, mas sim em quase-armadilhas dinamicas. Na Fig.1.2 temos varias
ampliacoes em torno das ilhas de estabilidade de um espaco de fases para o mapa padrao’
[49, 50] com o parametro de controle K = 6,908743, onde encontramos os cantori e suas
cadeias de ilhas correlacionadas. Podemos observar especialmente na Fig.1.2 (b), uma
maior densidade de pontos em torno das trés ilhas, caracterizando o aprisionamento de

orbitas pelo fenomeno de stickiness.

De forma simplificada, o aprisionamento de érbitas cadticas pode ser definido como

longos e sucessivos intervalos de tempo em que a dinamica do sistema, torna-se “menos

1O mapa padrio é escrito como

{ Iyy1 =1, + Ksin(0,) (1.1)

6n+1 = [97, + In+1] mod(27r)

onde K é o parametro de controle. Para K > 0,9716..., as curvas invariantes spanning sao destruidas e
o caos difunde no espago de fases. Para K < 0,9716..., as curvas invariantes spanning existem no espago

de fases e impedem a difusao ilimitada da acao.
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cadtica”. Ainda, durante o aprisionamento, as 6rbitas tendem a apresentar um movimento
“quase regular”, ou em determinados casos, até regular [54, 55|, fazendo contraste com sua
dinamica caotica quando elas estao longe das ilhas de estabilidade. Tal comportamento
pode ser equivalente com o que conhecemos por processo intermitente [48], onde existe
uma alternancia entre periodos de movimento regular e caético. Algumas aplicacoes destes
fenomenos de aprisionamento de érbitas por estruturas regulares podem ser encontradas

em astronomia [56], em mecanica dos fluidos [57] e até mesmo em biologia [58].

1.2.3 Expoente de Lyapunov

Variando parametros de controle, encontramos regioes do espago de fases em que traje-
torias apresentam comportamento cadtico. O principio béasico de obtencao dos expoentes
de Lyapunov consiste em verificar se duas trajetorias vizinhas divergem exponencialmente
uma da outra no decorrer do tempo. Se as trajetorias permanecem proximas durante
todo o tempo, entao elas nao sao sensiveis as condigoes iniciais e o expoente de Lyapunov
A < 0, consequentemente a dérbita é considerada regular. Mas, se as trajetérias divergem
exponencialmente com o tempo, entao A > 0, e quando isso ocorre as trajetérias sao
classificadas como cadticas. Se um sistema ¢é cadtico, entao pelo menos um expoente de
Lyapunov é positivo. Para sistemas conservativos bidimensionais, os dois expoentes sao
iguais em modulo, porém com sinais invertidos, fazendo com que a soma seja igual a zero.
Ja para sistemas dissipativos os expoentes sao diferentes, de modo que a soma seja maior

que zero [59].

Os expoentes sao definidos [60] como:

1 ; .

onde Aé-, sao os autovalores da matriz M = [[\_, J;. Aqui J; é a matriz Jacobiana do
mapeamento em questao avaliada ao longo da orbita.

E interessante ressaltar que esta é a definigao original do expoente de Lyapunov. Um
algoritmo utilizado para calcular o expoente de Lyapunov para mapeamentos bidimensio-
nais ¢ o método proposto por Eckmann e Ruelle [60], o qual é baseado em um processo de
triangularizacao. Entretanto, para mapeamentos com mais dimensoes, como o de nosso
interesse, a implementagao do algoritmo de triangularizagao é pouco viavel. Na literatura
existe um método proposto por Alan Wolf [61], em que permite uma estimativa do expo-
ente de Lyapunov utilizando séries matematicas. Esse algoritmo pode ser implementado

em mapeamentos e EDO’s n-dimensionais.
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1.3 Estrutura e informacoes sobre a monografia

Nesta secao apresentaremos uma discussao sobre a metodologia de trabalho e pesquisa
realizada para a conclusao desta monografia e também uma breve introdugao dos proxi-

mos capitulos.

A presente monografia tem como objetivo investigar propriedades cadticas e estatis-
ticas da dinamica de uma particula, ou de forma equivalente, um ensemble de particulas
nao interagentes, confinadas no interior de um bilhar stadium com fronteiras oscilantes.
Nossa principal meta é caracterizar o decaimento de velocidade média, consequentemente
da energia média, e a influéncia da velocidade de ressonancia para este sistema. Nos-
sos estudos partem de uma descricao estatica do bilhar stadium, passando propriamente
pela descricao do bilhar com fronteiras dependentes do tempo e assim, uma analise da
velocidade de ressonancia presente neste sistema. Uma vez feitas estas descrigoes, apre-
sentaremos resultados analiticos e numéricos, seguidos de uma conclusao para os nossos

estudos.

O desenvolvimento deste trabalho teve inicio em Abil de 2012 e conclusao em Junho de
2014. Durante este periodo, nossos estudos foram financiados pela Fundacao de Amparo a
Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP) em uma bolsa de Iniciacao Cientifica. Houve
também um estagio internacional com duragao de dois meses na School of Mathematics
- University of Bristol no Reino Unido, financiado por uma Bolsa de Estégio e Pesquisa
no Exterior (BEPE) concedida também pela FAPESP, onde estudamos o escape de parti-
culas do bilhar stadium com fronteiras oscilantes, entretanto, estes resultados nao foram

incluidos na presente monografia.

A metodologia de trabalho e pesquisa foi constituida na leitura e entendimento apri-
morado de artigos cientificos obtidos de periddicos on-line no site da CAPES, revistas
eletronicas e leitura de livros didaticos que abordam o assunto em geral. Como método de
trabalho, foram elaboradas rotinas numéricas em linguagem de programacao FORTRAN.
Para obtencao de graficos foram utilizados os programas XMGRACE e GNUPLOT, para
a montagem das figuras o programa GIMP e para auxiliar nas expressoes analiticas o
programa MAPLE, todos pertencentes a plataforma Linux. Todas as simulagoes e discus-
soes da dinamica foram realizados no laboratorio do Grupo de Investigagao de Sistemas

Complexos e Dinamica Nao Linear no Departamento de Fisica da Unesp de Rio Claro.

Esta monografia foi dividida em cinco capitulos com objetivo de organizar e apresentar

o contetido de uma forma coerente. O Capitulo 1 é a presente introducao aos assuntos
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gerais discutidos. No Capitulo 2, faremos a descricao completa do bilhar stadium, tanto
na sua versao estatica, quanto na versao dependente do tempo. L& também serd apre-
sentada uma descri¢ao da velocidade de ressonancia encontrada na versao dependente do

tempo do bilhar stadium.

No Capitulo 3 apresentaremos os resultados analiticos obtidos para a dinamica do
bilhar stadium com fronteiras oscilantes, entre eles o calculo da matriz Jacobiana consi-
derando os dois tipos de colisoes que o sistema pode apresentar. Mostraremos também a
construcao dos sistemas linearizados associados a esta dinamica, os quais sao necessarios

para o calculo do expoente de Lyapunov utilizando o método de Wollf.

No Capitulo 4 apresentaremos os resultados obtidos das simulacoes numéricas da di-
namica em questao, considerando diferentes casos para a construcao dos espacos de fase e
para comportamentos de variaveis de interesse. Mostraremos também andlises estatisticas
via histogramas e argumentos de escala. Finamente, no Capitulo 5, nossas conclusoes e

perspectivas fecham a presente monografia.
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Capitulo 2

Descricao do Modelo

Neste capitulo apresentaremos uma descricao detalhada do modelo utilizado em nossos
estudos. O bilhar stadium em sua versao estatica serda descrito mais sucintamente, entre-
tando discutiremos algumas propriedades cadticas importantes para esta versao, com o
intuito de utiliza-las na explicacao de alguns fenomenos presentes na versao dependente
do tempo. Assim, em seguida, uma descricao mais detalhada do bilhar stadium com fron-
teiras oscilantes sera feita, juntamente com uma apresentacao de variaveis adimensionais
de interesse para este sistema. Sera feita também uma explicagao sobre a velocidade de
ressonancia presente no caso dependente do tempo, uma caracteristica fundamental para

o entendimento do fenomeno de decaimento de energia.

2.1 O Bilhar Stadium Estatico

Nesta versao do bilhar stadium, consideramos o movimento de uma particula dentro
de uma regiao fechada @, que colide elasticamente com fronteiras de curvatura negativa
0Q), onde 0Q # 0Q(t). Os pardametros de controle geométricos a, b e [ também estao

ilustrados Fig.1.1, uma vez que a geometria do bilhar continua a mesma.

Para descrever a dinamica da particula escolhemos as variaveis ¢ e x, onde v indica
o angulo que a trajetoria da particula faz com o eixo das ordenadas e x indica a posi¢ao
no eixo das abscissas e ¢ modulado em a. Utilizamos o método unfolding, conhecido tam-
bém como método do desdobramento ou espelhamento para obter as varidveis dinamicas
principais e auxiliares [10, 43]. O método consiste em continuar a trajetéria da particula
em um bilhar secundario anexado ao bilhar original. Assim como observado na Fig.2.1,
podemos perceber que na primeira colisao com o segmento de reta, se a particula conse-

guisse passar direto pela fronteira, ela atingiria o ponto da fronteira parabdlica simétrico
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em relacao ao eixo axial do bilhar, caso sofresse reflexao ao colidir com a fronteira reta.

b \BnH

/Bn xn xn+1

Figura 2.1: Esquema ilustrativo de uma trajetdria com o método unfolding, ressaltando as va-

ridveis principais e auxiliares, envolvidas na obten¢ao do mapeamento.

O movimento da particula dentro do bilhar é descrito por um mapeamento bidimen-
sional que transforma (v, x,) — (Yni1,Tni1). Fazendo uma anélise de propriedades

geométricas, o mapeamento pode ser descrito pelas equagoes:

{ fna = o, + ltan(,)  mod(a) 2.1)

¢n+1 = wn - zﬂ(anrl)

onde f(z) = arctan (44 (z — a)), expandindo em série de Taylor e tomando o termo de

primeira ordem, temos que 3(z) ~ 2 (2z — a).

Assim, podemos definir uma nova varidvel adimensional { = %, onde { € [0,1), e

obtemos o mapeamento para o bilhar stadium estatico com fronteiras parabdlicas [35]

- { Entr = En+ Ltan(y,)  mod(1) 2.

wn—i-l - wn - %(2£n+1 - 1)

Como o bilhar stadium possui um simetria axial, a transformacao T'(&,,, V) = (&ns1, Yni1)
em relacao a essa simetria devem ser £ — 1—¢ e 1) — —1). Portanto, os resultados obtidos

para valores positivos de 1) descrevem bem toda a dinamica [62].
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2.1.1 Descricao analitica de propriedades cadticas

Como ja é conhecido na literatura [?, 59], a transicao de caos global ocorre quando
todos os pontos fixos estaveis se bifurcam e perdem a sua estabilidade, assim somente
orbitas instaveis estao presentes no espaco de fases. Portanto para descrever este critério
de estabilidade, primeiramente precisamos obter os pontos fixos para o mapeamento dado
pela Eq.(2.2). Para mapeamentos discretos, o critério de obtengao de pontos fixos, consiste
em analisar as variaveis a cada iteragao, essas variaveis devem assumir os mesmos valores
a cada iteracao. Para mapas que possuem variaveis moduladas, como é o nosso caso,
basta adicionarmos um fator m (nimero inteiro), que identifica a periodicidade da dérbita

na variavel modulada. Deste modo, obtemos as equagoes:

{ =1 =& +m (2.3)

w’;kz = Yny1 = Uy

Substituindo as espressoes de &1 e de 1,11, de acordo com o mapeamento dado pela

Eq.(2.2), obtemos as relagoes dos pontos fixos

by, = tan™! (?) : (2.4)

1
=g tm, (2.5)

onde m € Z e também representa a quantidade de bilhares espelhados numa trajetoria.

Por exemplo, na Fig.2.1, m = 1.

A estabilidade dos pontos fixos de periodo 1 é obtida através dos auto-valores da

matriz Jacobiana, avaliada nos pontos fixos

agn+1 8§n+l

T=\ om. oo | (2.6)
On O

onde:
agn-ﬁ-l -1 agn-ﬁ-l _ l
9n T O, acos*(Yy) ]
3¢n+1 o _1_66 a¢n+1 1 _ 1601
& a0, atcos(¢r)

Como Det(J) =1, o mapa preserva area no espago de fases.
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O critério de estabilidade é definido [59] por | TrJ |< 2 e ao resolvermos a desigualdade

encontramos a seguinte expressao:

40l

5> 1. (2.7)

Os auto-valores da matriz Jacobiana sao

/\1’2 == Giia s (28)

onde cos(c) = 3TrJ.

Ao variarmos os parametros de controle, também héa variacao dos auto-valores de J,
e consequentemente da estabilidade dos pontos fixos. Se a combinacao de parametros de
controle obedecer a inequagao dada em (2.7) os pontos fixos sao classificados como pontos
de sela ou hiperbdlicos instaveis e observamos somente caos no espaco de fases. Ja se a
inequacao nao for obedecida, os pontos fixos sao classificados como elipticos estaveis, e

neste caso, aparecem ilhas de estabilidade no espaco de fases.

2.1.2 Linearizacao do Mapeamento

Uma vez obtida a matriz Jacobiana e seus autovalores, é possivel fazer a linearizacao
do mapeamento em questao. Esta linearizacao é importante pois através dela obtemos o
nimero de rotacao ao redor do ponto fixo, o qual é extremamente relevante no modelo
principal estudado neste trabalho, ou seja, quando é introduzida a perturbacao temporal
nas fronteiras do bilhar stadium. Todo processo de linearizacao para o modelo estatico
pode ser encontrado na Ref.[62], iremos apresentar somente as varidveis agao-angulo e a

equacao para o numero de rotacao ao redor do ponto fixo que sao dadas por:

L,.1=1,
{ o , (2.9)

97L+1 = Qn + o

onde ¢ é o numero de rotacao ao redor do ponto fixo, dado por:

0 = arccos (1 878)[) : (2.10)

" o (0y)
onde ¢} é dado pela equagao (2.4).
2.1.3 Mecanismo Desfocalizador

Em bilhares que possuem componentes de curvatura negativa, a dinamica da

particula é caodtica se todas essas componentes se aproximarem de um circulo, dentro de
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Q. A desigualdade dada pela Eq.(2.7), é aproximadamente a mesma expressao para que o
mecanismo desfocalizador funcione no bilhar stadium original de Bunimovich, como o da
Fig.1.1(a), onde o bilhar stadium possui dois semi-circulos como fronteiras convergentes.

Para este caso, a expressao para que o mecanismo desfocalizador funcione é:

[ 4bl

onde R é o raio do semi-circulo.

Este mecanismo funciona basicamente quando o tempo de divergéncia, ou seja, o tempo
gasto pela particula, depois que ela passou pelo ponto focal até colidir novamente com a
fronteira convergente, for maior que o tempo de convergeéncia, que é o tempo gasto entre
a colisao com a componente convergente até o ponto focal [39, 42]. Neste caso, analisando
a média, as trajetorias divergentes prevalecem sobre as convergentes, gerando assim caos.

Caso a inequagao (2.7), ndo for obedecida, o mecanismo desfocalizador para de funcionar.

2.2 O Bilhar Stadium Dependente do Tempo

O bilhar stadium com fronteiras oscilantes, modelo principal de nossos estudos, con-
siste em uma generalizacao do bilhar original proposto por Bunimovich, sendo assim um
bilhar stadium-like, ilustrado na Fig.1.1(b). Nele podemos ter, dependendo dos parame-
tros de controle a,b e [, fronteiras convergentes no formato de semi-circulos inteiros ou

somente segmentos de semi-circulos.

A introdugao da dependéncia temporal, 0Q = 0Q(t), é feita na forma de uma per-
turbacao periddica nas fronteiras convergentes. Assim, a equacao da fronteira pode ser

escrita como

R(t) = Ro+rf(t) | (2.12)

onde r < Ry e f(t) é uma perturbacao do tipo harmémica sin(wt). Ao derivarmos, a

Eq.(2.12), obtemos a equagao da velocidade da fronteira mével, como sendo

R(t) = B(t) = Byf'(wt) , (2.13)

onde By = rw ¢é a amplitude e w é a frequéncia de oscilacao.

Consideraremos a aproximacao da fronteira circular convergente como sendo fixa, mas

no momento da colisao a particula troca momentum com a fronteira como se a mesma
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estivesse se movendo. Esse tipo de simplificacao da dinamica ja foi utilizada para outros
bilhares e nao afeta a nao-lineraridade do sistema [35, 30, 31]. Para facilitar futuros cél-

culos, fixaremos w = 1.

Figura 2.2: Esquema ilustrativo de uma trajetoria sofrendo colisdes sucessivas com a mesma

componente convergente explicitando algumas de suas varidveis dindamicas.

A Fig.2.2 é um esquema ilustrativo da parte inferior do bilhar stadium, onde é possivel
visualizar o raio de curvatura R e o angulo &, dois parametros de controle do sistema que
sao dados pelas seguintes equacoes:

2 2
a” + 4b 2a
R=——7+— , ®=arcsin|— ) . 2.14
% (%) 214

Se a = 2b, recuperamos o bilhar stadium original proposto por Bunimovich.

Uma vez ja descrita a equacao da fronteira oscilante e conhecido as constantes pro-
venientes da geometria do bilhar, podemos comecar a nos preocupar com a dinamica da
particula em seu interior. Essa dinamica é descrita por um mapeamento discreto quadri-
dimensional nao-linear, com quatro variaveis principais, sendo duas delas angulares (o),
além do tempo (t) e da velocidade (V). As condigoes iniciais angulares sdo «, que é o
angulo medido entre a trajetoria e a reta normal ao ponto de colisao com a componente
convergente e  que ¢ o angulo medido entre a vertical ao eixo de simetria do bilhar e a
reta normal ao ponto de colisao com a componente convergente. Para facilitar questoes
de notacao, as variaveis indexadas por * sao medidas antes da colisao. Assumimos entao,
que V, e t,, sao respectivamente a velocidade e o tempo da particula no instante da ené-
sima colisao, e que no instante inicial t = 0, a particula esteja na fronteira convergente do

bilhar e o vetor velocidade aponte para dentro do mesmo.
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E preciso considerar dois casos distintos de colisoes para mapear a dinamica da parti-
cula: (1) colisoes sucessivas e (11) colisdes indiretas. Em (i) consideramos que a particula,
apos sofrer uma colisao com a componente convergente, sofre uma proxima colisao com
a mesma componente, como pode ser observado na Fig.2.2; ja em (ii) consideramos que
apds uma colisao com a componente convergente, a préoxima colisao se da com a compo-
nente oposta. Para este segundo caso, utilizamos o método do desdobramento (unfolding)
[17, 30], no qual é mais nitido as componentes desse tipo de colisdo. A Fig.2.3 é um

esquema ilustrativo desse tipo e colisao.

Y S

S

Figura 2.3: Esquema ilustrativo de uma trajetoria sofrendo colisoes indiretas com as duas com-
ponentes convergentes, explicitando algumas varidveis da sua dinamica. Este € o

método unfolding.

A obtencao detalhada de todo o mapeamento, a partir da geometria do bilhar stadium,

pode ser encontrada na Ref.[62].

Primeiramente, consideramos a expressao de recorréncia da velocidade, do angulo a e

também a equagao de recorréncia da fronteira oscilante,

Vi1 = \/V2+4B2 + 4V, B, cos(ay)
_ : Vol win(a*
o, = arcsin (IVJ«H\ s1n(ozn)> . (2.15)

B, = By cos(wt,,)

Se | ¢ni1 |< @, temos o caso de colisdes sucessivas, e as equagoes dinamicas sao

dadas por:
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* I
Xpy1 = On

Oni1 = on + 7 — 20, (mod 2m) . (2.16)

tn-‘rl =ty + QRcs/i(an)

Por outro lado, se | ¢,11 |> @, temos o caso em que ocorrem colisoes indiretas, e as
equacoes da dinamica serao:
¢
U = 0 — Pn
Ty = W%[Sin(an) +sin(® — 1h,)]
Tpi1 = Ty + Ltan(yy,) (mod a)
a1 = arcsinfsin(y, + ®) — =+ cos(1)y,)]
Ony1 = Yy — O‘;-i-l

o 14+ R[cos(¢n )+cos(pn41)—2 cos(P)]
. tn+1 - tn + Vn Cos(w;r)l

(2.17)

2.2.1 Variaveis Adimensionais

Na intencao de facilitar a apresentacao dos resultados analiticos que serao exibidos no
proximo capitulo, definimos algumas varidveis adimensionais de interesse para o mapea-
mento do bilhar stadium com dependéncia temporal. A primeira varidvel adimensional,

associada ao tempo, é definida como:

0, = wt, . (2.18)

Assim, as esquacoes envolvendo a variavel tempo t, tanto para as colisoes sucessivas,

quanto para as indiretas, devem ser reescritas respectivamente como

2R n
6,0, = 6, + 2Fweos(an) (2.19)
Va
lw + Rwlcos(¢n) + cos(pni1) — 2 cos(P)]
Oni1 =10, 2.20
i N V,, cos(,,) (2:20)
E também a equacao de recorréncia da fronteira pode ser reescrita como
B,, = Bycos(,) . (2.21)

A outra varidavel adimensional de interesse, associada a velocidade, é definida por:
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V

= (2.22)

Up =

Assim, a equagao da velocidade descrita na primeira linha da Eq.(3.8) pode ser reor-

ganizada de tal maneira que

Vot V2 B? Vo.B,,
L =VV2+4B2 + cos(az) o \/(wr)2 + (wr)? + (wor)? cos(a)

Utilizando as Egs. (2.18) e (2.21), temos que a expressao final da velocidade adimen-

sional ¢ dada por:

Uny1 = VU2 + 4 cos?(0,) + 4v, cos(f,,) cos(az) . (2.23)

A utilizacao dessas variaveis adimensionais depende do processo analitico que quere-
mos descrever. No capitulo 3, onde sao apresentados os resultados analiticos deste estudo,
a variavel adimensional #,, mostrou-se 1util para a realizacao dos céalculos dos elementos

das matrizes Jacobianas associadas a esta dinamica.

E interessante ressaltar também que a coordenada angular ¢ varia entre [—®, +®] e «
tem valor livre em [—7, +7], se considerarmos a dinamica no sentido anti-horario. Entao,
considerando isso e a simetria axial do bilhar, podemos descrever o dominio de o no espaco
de fases somente de [0, +7], sendo que a outra metade negativa seria espelhada. Ainda,
podemos representar suas coordenadas, de acordo com a conveniéncia, utilizando tanto as
coordenadas angulares « e o, ou variaveis auxiliares ¢ e £, onde £ é a projecao ao longo
do eixo horizontal dado por

1 RO SiH(QOn+1) (

¢ = 3 + ” mod 1) (2.24)

O mesmo procedimento aplicado a simetria de « se estende para 1. Assim, se conside-
rarmos estas variaveis auxiliares do bilhar, muitas das propriedades cadticas sao derivadas

da dinamica com fronteira estéatica, descrita na se¢ao anterior.

2.2.2 Velocidade de Ressonancia

Esta subsecao é reservada para uma discussao sobre a obtencao da velocidade de res-

sonancia, uma caracteristica muito importante da dinamica deste bilhar com dependéncia
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temporal das fronteiras. Para descrever a existéncia desta velocidade de ressonancia de-
vemos analisar inicialmente o modelo estatico do bilhar stadium, o qual discutimos na
secao anterior. Tendo em vista esta discussao, ao linearizamos o mapa nao perturbado
¢ possivel encontrar, de acordo com a variaveis acao-angulo, o nimero de rotagao que é

dado por:

8bl
0 = arccos (1 - m) , (2.25)

ma

I
stadiums espelhados (vide método unfolding) que a particula percorre em uma trajetéria,

onde o ponto fixo ¥* é dado pela equagao ¥ = tan™' (%) | e neste caso m é o nimero de

portanto m > 1.

Considerando uma érbita em que a particula se move ao redor de algum ponto fixo no
modelo estatico, o tempo entre duas colisoes sucessivas é:
l

T~ oSOV, (2.26)

Deste modo, podemos encontrar um periodo de rotacao dessa érbita ao redor do ponto

fixo como:

2
T, = (2.27)
o

Entretanto, como no modelo de nosso interesse existe a dependéncia temporal das
fronteiras, introduzimos a perturbacao externa. Assim encontramos que o periodo dessa
perturbagao é dado por:

Ty = 28 (2.28)
W

No regime onde o periodo de rotacao externa é igual ao periodo de rotacao de uma
orbita ao redor do ponto fixo, encontramos uma ressonancia entre as oscila¢oes da fronteira
movel e a rotagdo ao redor de um ponto fixo. Sendo assim, igualando as Eqs.(2.27) e
(2.28) e substituindo as expressoes de o e 7 podemos obter a expressao da velocidade de
ressonancia:

vV, = l . (2.29)

. _ o sil
cos (1) arccos (1 oo w;)>
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E interessante ressaltar que tal ressonancia s6 é observada no bilhar quando este nao
esta sobre a acao do mecanismo desfocalizador, o qual também foi descrito na secao an-

terior.

O fenomeno de ressonancia é tipico de sistemas dinamicos que possuem espaco de
fases do tipo misto. Quando uma o6rbita encontra-se na velocidade igual ou menor do
que a velocidade de ressonancia, a particula pode penetrar nas vizinhancas dos pontos
fixos permanecendo por algum intervalo de tempo dentro da ilha de estabilidade [?, 55].
Esse tipo de evento acontece pois as curvas invariantes que antes delimitavam a estrutura
regular, com a introdugao da perturbacao, tornaram-se “porosas”’, e se comportam de
maneira semelhante a uma stochastic layer [45]. Como consequéncia disso, todo o espago

de fases se torna acessivel para a particula.
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Figura 2.4: Em (a) e (b) temos o espago de fase e o comportamento da velocidade média, com
velocidade inicial Vo = 5,0, observamos assim um regime de FA. Temos o mesmo
em (c) e (d) mas com Vo = 0,5 e assim observamos o decaimento da velocidade.

Para estas simulacoes o valor da velocidade de ressondancia é V, =1, 2.
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Para uma combinacao especifica dos parametros geométricos do bilhar, podemos obter
um valor numérico para esta velocidade de ressonancia. Assim, para os parametros [ = 1,
a=20,50=0,01em=1, temos que V,, = 1,2. A interpretacao da velocidade critica de
ressonancia mais interessante para o nosso estudo, é que ela atua como um divisor entre
ensembles de particulas rapidas e lentas. Essa separacao pode ser evidenciada analisando
a Fig.2.4, onde tanto o comportamento de aceleracao de Fermi, quanto o decaimento de

velocidade é observado.

Portanto, podemos concluir que o comportamento da dinamica deste sistema é definido
pelo valor da velocidade inicial da particula. Assim, se a velocidade inicial for maior
do que a velocidade de ressonancia (Vy > V), teremos o comportamento predominante
da aceleracao de Fermi. J&, se a velocidade inicial for menor do que a velocidade de
ressonancia (Vo < V), temos o fenomeno em questao de decaimento de velocidade média

e consequentemente decaimento de energia do sistema.
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Capitulo 3

Resultados Analiticos

Este capitulo é dedicado a apresentacao dos resultados analiticos obtidos em nosso
estudo da dinamica do bilhar stadium com fronteiras oscilantes. O estudo analitico é
necessario para a implementagao dos métodos numéricos, os quais sao utilizados para
calculos estatisticos que nos fornecem dados para o entendimento do comportamento da
dinamica em questao. A obtencao das matrizes Jacobianas associadas a este sistema
torna-se extremamente necessaria, pois a partir dos elementos destas matrizes, podemos
compor o sistema linearizado também associado a dinamica do bilhar dependente do
tempo. Consequentemente, a composicao do sistema linearizado é necessaria na imple-
mentagao do algoritmo de Wolf para o calculo dos expoentes de Lyapunov, resultados que
serao discutidos no proximo capitulo. Comecgaremos descrevendo como foram obtidas as

matrizes Jacobianas desta dinamica.

3.1 Matriz Jacobiana

A Matriz Jacobiana é uma matriz formada pelas derivadas parciais de primeira ordem
das funcgoes em relacao as suas coordenadas, de um sistema em questao. No nosso caso, a
dinamica do bilhar stadium dependente do tempo ¢é descrita por um mapeamento discreto
quadri-dimensional nao-linear, com quatro variaveis principais, «,, @,, V, e t,, dado
pelas equacoes Eqgs.(2.16) e (2.17). Sabemos entao que a matriz Jacobiana associada a

esta dinamica serd uma matriz 4 x 4 escrita como

Jan+1 Jan 41 Oant1 Jan+1
day 6<Pn oV Otn
aﬂon+1 aﬁon+1 a@n{»l 84P7L+1
— dan Opn oV, Otn
J = OVnt1 6V<:+1 OVint1 OVny1 : (31)
Ao Opn oV Otn
athrl atn+1 8tn+1 8tn+1
day 6<Pn oV Otn
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Entretando, a dinamica de nosso interesse é descrita por um mapeamento dividido

em dois tipos de colisoes possiveis dentro do bilhar stadium, as colisoes sucessivas e as

indiretas, conforme discutido no Capitulo 2. Sendo assim, serao construidas duas matrizes

Jacobianas, cada uma associada a uma dada colisao. Nas préximas subsecoes apresenta-

remos a obtencao destas matizes.

3.1.1 Colisoes Sucessivas

Considerando primeiramente as colisoes sucessivas, teremos as seguintes equagoes para

derivar

\

Vot
Oni1 = pn + 7T — 20, (mod 27)
Vi1 = \/V2 +4B2 + 4V, B, cos(a})

tnt1 = tn + 2RC‘O/i(an)

o : WVal o *
o, = arcsin ( 81n(an))

(3.2)

Fazendo todas as respectivas derivadas, os elementos da primeira linha da matriz J

sao

0o, 11

da,

a1
o

8an+1
oV,

Doyt

ot

V,, cos(au,) 2V2B, sin®(ay,)

Vi cos(anir) V2, cos(amqr)

0,

sin(av,) _ Vasin(aw) (Vi + 2B, cos(an))
Voot cos(nsn) V3,1 cos(ansr)
V. sin( o, ) 2w By sin(wt, ) (2B, + V;, cos(ay,))

V3 cos(an)

)

Os elementos da segunda sao

Opni1
oo, '
a(pn—i-l
o
Opni1
v,
aQpn—i-l
ot,
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Os elementos da terceira linha sao

OVoy1r  —2V,Bysin(ay,)
O, Vi ’
M _
don, ’
OVpyr Vi + 2B, cos(ay)
ov, Vit ’
OVpy1  —2wBgsin(wty) - 2B, 4 V;, cos(ay,)]
o, Vot '

E por fim, os elementos da quarta e ultima linha da matriz Jacobiana associada as

colisoes sucessivas dessa dinamica sao

ot,,
aa? = (tn — touy1) tan(ay,) |
atn—i—l - 0
0o ’
athrl o tn_thrl
ov, v,
atn—f—l
= 1.
ot,,

3.1.2 Colisoes Indiretas

Como ja analisado, a matriz Jacobiana associada as colisoes indiretas serda como apre-
sentada na Eq.(3.1), mas agora as equagoes que devemos considerar serao:
(
¢n = Qp — Pn
Tpy1 = ﬁ[sin(an) +sin(® — ¢,)] + L tan(,) (mod a)
= arcsin[sin(i, + ®) — 2+ cos(¢y)]
Pntl1 = wn - Oé;+1
Vi1 = /V2+4B2 + 4V, B,, cos(a)

o I+ R[cos(pn)+cos(ent1)—2 cos(P)]
\ tn+1 B tn + Vi COS(Tl}n)

(3.3)

Lembrando que ¢, e x,1 sao varidveis auxiliares, por isso nao contam como dimensoes

para o cdlculo da matriz Jacobiana. Assim derivando essas novas expressoes, os elementos
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da primeira linha da matriz associada as colisoes indiretas sao

dansr  2c08(¢y) cos(P) — cos(an)  Lcos(¢n)
oa,, cos(pi1) Rcos(ayy)
dayy  —2cos(ty,) cos(P) N [ cos(tn,)

oo, cos(p41) Rcos(apyq)

aCkn+1 o

v, —

aO‘fn—‘rl o
o 0.

Os elementos da segunda linha sao

a@n-ﬂ - 1_ aOén—i—l
O, ooy,
a@n#»l _ _1 . aOénJrl
Don Opn
acpn—l—l
il —
ovy, '
OPnt1
= 0.
a0,

Analisando as Egs.(3.3) e (3.2), podemos perceber que a velocidade tem a mesma ex-
pressao tanto nas colisoes sucessivas, quanto nas indiretas, uma consequéncia disso é que

a terceira linha da matriz Jacobiana sera igual para os dois tipos de colisoes.

Por fim os elementos da quarta linha sao

ot Rsin(,, Don

aa+1 = (tn—i-l - tn) tan(%l) - V Co(sgp(w—i_l)) ‘ ( §a+1) '

Opyr (tn — tng1) tan(vn) + —————— [sin(pn) + sin(pni1) - S

B, n — tnt1 "V, cos(y,) o o n |
Otns1_ lp =ty

v, Vi

atn—H _

ot 1.

E interessante lembrar que foi definido na subsecao 2.2.1, do capitulo anterior, uma
variavel # adimensional para o tempo. Mesmo que esta variavel nao apareca explicitamente
nas expressoes anteriores, sua utilizagao facilitou os calculos para obtencao dos elementos

de matriz.

32



3.2 Sistema Linearizado

Uma vez obtidos todos os elementos das matrizes Jacobianas associadas a dinamica
do bilhar stadium com fronteiras oscilantes, podemos iniciar a construcao do sistema
linearizado. A construcao do sistema linearizado associado as variaveis do mapeamento
e a integracao do mesmo, sao as bases para o calculo do expoente de Lyapunov segundo
o algoritmo de Wolf [61]. Considerando os dois tipos de colisdo no interior do bilhar, da
mesma forma que temos duas matrizes Jacobianas, teremos dois sistemas linearizados,

uma vez que a construcao dos mesmos ¢ dada segundo as equagoes matriciais

a o
@ P
Tl =J ; 3.4
5 sy (3.4)
t t
o o
7 P
T l=J , 3.5
5 oy (3.5)
t t

onde Js e J; sao respectivamente as matrizes Jacobianas para colisoes sucessivas e indi-

retas, constuidas na secao anterior.

Considerando inicialmente a matriz Jacobiana para as colisoes sucessivas, dada por

asi 0 ass  asy
—2 1 0 0
Js = (3.6)
Vai 0 Vsg Vg
01 0 tg3 1

Compomos o sistema linearizado associado a este tipo de colisdo segundo a Eq.(3.4),

de tal forma que

o= agro + a53V + Oég4t

4 (3.7)
V = VglOé + V53V + V54t
t=tgia+tssV +1t

Onde definimos ag; = aggzl, gy = 83";:1, gy = &37”:1 e suas expressoes calculadas

na segao anterior, sao dadas por
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Vi, cos(ay,) 2V2B, sin®(ay,)

asr Vi1 cos(ag1) Vng+1 cos (1) ’
sin(a,) Vi sin(a,) (Vi + 2By, cos(aw,))
a —
5 Vi1 cos(v11) Vi3, cos(any1) ’
V. sin(ay, ) 2w By sin(wt,, ) (2B, + V;, cos(ay,))
gy = :
o V2,1 cos(cnt)

Ja Vg = 8(}9/;:17 Vg3 = 8}9/#“ e Vg = 8‘5#“ sao dados por
-2V, B,, sin(a,
VSl - v ( ) s
n+1
Vo + 2By, cos(au,)
VS3 - v )
n+1
—2wBy sin(wty,) - [2B,, + V,, cos(a,)]
Vea = .
vn—f—l

6tn J— 6tn e
E por fim, {51 = 55 e tg3 = S sao

ts1 = (tn — tny1) tan(ay) |
tn - tn+1
Vv, ’

lss

Obtivemos entao um dos sistemas linearizados associados a dinamica do bilhar stadium
com fronteiras oscilantes. Precisamos agora montar o sistema linearizado levando em
consideracao as colisoes indiretas. Para isso devemos achar a matriz .J; que satisfaca a
equagao Eq.(3.5) para o mapeamento descrito na Eq.(3.3). Entao, utilizando os resultados

previamente obtidos, temos

ary (055 0 0
0 0
JI _ PYr1 P12 . (38)
Vi 0 Vis Vn

tn tra 113 1

Com isso, podemos completar o sistema linearizado, de modo que

a = ana+ app
©=pna+ ppe

V = Via+ ViV + Vigt
t=tna+tpp+tV +t

, (3.9)
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_ _ 9 ~
onde o = g;:l e ap = % sao dados por

n

2 cos(thy,) cos(P) — cos(ay,) [ cos(1)y,)

arp =

cos(av,11) a Rcos(api1)
—2 cos(1y,) cos(P) [ cos(¢y,)
g = + .
cos(au,41) Rcos(a11)
I = Bt o = Bt s
v = l—ag,
o2 = —l—ap.

Como a expressao da velocidade é a mesma tanto nas colisoes sucessivas, quanto nas

indiretas, temos que Vg1 = Viq, Vo3 = Viz e Vgy = Viy.

_ Btn_;,_l _ Otpa1 __ Otp4a =
Por fim, temos que t;; = pa st = go © tn = Fi, sao dados por

B B _ Rsin(pni1)  ((O¢nta
tIl — (tn+1 tn) tan(l/)n) vn COS(1/)n) aan )
B B R ) . a(,pn+1
trs = (tp — toy1) tan(ey,) + Vo cos(0n) [sm(cpn) + sin(pn+1) ( on )] '
tn —tn
o=

Assim, obtivemos os dois sistemas linearizados associados ao mapeamento da dinamica
do bilhar stadium dependente do tempo. Com estes resultados, podemos seguir com a
implementacao do algoritmo de Wolf para o calculo dos expoentes de Lyapunov e assim
obter o espectro detes expoentes para esta dinamica. Este e outros resultados numéricos

serao apresentados no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos por simulagoes numéricas da di-
namica do bilhar stadium com fronteiras oscilantes. Nestes resultados, investigaremos
a influéncia do stickiness presente no espaco de fases. Analisaremos estisticamente o
comportamento do sistema para valores de velocidade inicial acima e abaixo do valor da
velocidade de ressonancia. E também mostraremos um estudo preliminar do espectro dos
expoentes de Lyapunov para este bilhar utilizando o algoritmo de Wolf. Estes resultados

foram divididos nas seguintes secoes.

4.1 Influéncia do Stickiness

Com o intuito de investigar o fenomeno de decaimento de energia do bilhar stadium
dependente do tempo, fizemos algumas andlises baseadas nos espacos de fases gerados por
esta dinamica. A construcao do espaco de fase é feita utilizando as coordenadas angulares
Y e a, ou as variaveis auxiliares ¢ e &, tanto uma quanto a outra descrevem bem a dina-
mica deste sistema, conforme a discussao feita no Capitulo 2. Considerando, por questao
de notagao, ¢ = ¢, temos que ¢ pertence ao intervalo de —® a +®, onde ¢ ¢é dado por
® = arcsin (%“) e é da ordem de 0, 08, assim o eixo das ordenadas obedecera estes limites.
Jé o eixo das abscissas, composto pela coordenada «, é delimitado pelo intervalo [0, 7).

A Fig.4.1 é composta por quatro espacgos de fases contruidos pelas coordenadas ¢ e a.
Para os parametros de controle utilizados na Fig.4.1, temos que a velocidade de res-

sonancia é V, = 1,2. Assim, na Fig.4.1, temos em (a) e em (b), espagos de fases gerados

com Vy > V., em (c), a velocidade inicial é igual a de ressonancia e em (d), Vo < V;.
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-0,05

Figura 4.1: Espacos de fases para o bilhar stadium com fronteiras oscilantes para 50 condigoes
wmaciais diferentes. Os parametros de controle utilizados foram | = 1,0, a = 0,5, b =
0,01 e By = 0,01 e se mantiveram constantes nos 4 itens da figura. As velocidades
iniciais foram: (a) Vo =5, (b) Vo = 1,5, (¢) Vo =1,2 e (d) Vo =0,5.

Fazendo uma analise aprofundada da Fig.4.1, vemos que quando Vy > V., as ilhas de
estabilidade nao se tornam acessiveis a particula como é mostrado em (a), em que Vy = 5.
Ja em (b), onde V = 1,5, podemos observar que algumas 6rbitas penetram um pouco
nas ilhas de estabilidade. Agora, ao analisarmos a Fig.4.1(c), onde V; = V,, notamos
que a maioria do espaco de fases se torna acessivel, o mesmo comportamento acontece
quando Vj < V., como é o caso mostrado em (d), onde V5 = 0,5. Podemos perceber
ainda, em ambas as Fig.4.1(c,d), uma densidade maior de pontos ao redor de algumas
ilhas de estabilidade, sugerindo que a ressonancia entre a rotacao ao redor de um ponto
fixo e a perturbagao externa, levou a particula a ter um comportamento de uma érbita

em um regime de stickiness.

Acreditamos que o comportamento de dérbitas em regime de stickiness, aliado com
a ressonancia que o sistema apresenta, seja o mecanismo responsavel pelo decaimento
de velocidade da particula e consequentemente o decaimento da energia do sistema. Ao
evoluirmos a dinamica em funcao do niimero de colisoes com a fronteira mével, para um
ensemble de baixas energias (Vy < V;), muitas drbitas decrescem de velocidade e ficam
estacionarias em uma espécie de plato. Nesta evolucao dinamica, como uma parte sig-
nificativa do espago de fases é acessivel, quando as orbitas ficam presas em regime de
stickiness, existe uma grande possibilidade de que ela mude de comportamento, ou seja,
passe para dentro da ilha de estabilidade. Assim, as érbitas se movem em sucessivos

aprisionamentos de uma ilha para outra, impedindo o crescimento da velocidade da parti-
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cula. De acordo com a condicao inicial, depois de algum tempo, a 6rbita escolhe uma ilha
de estabilidade e sua dinamica fica concentrada nessa regiao para tempos extremamente
longos (estudamos casos até 109 colisdes), como se essa érbita fosse atraida para o ponto
fixo, em uma orbita assintoticamente estavel. A Fig.4.2 mostra uma tnica condigao inicial

sendo evoluida até 10° colisoes.

{] 1 1

(a)D 2x10" 4><10‘”'1,16><10‘1 gx10'  1x10°

Figura 4.2: Influéncia das drbitas de stickiness na dinamica. Em (a) mostramos a evolugdo da
velocidade em fung¢dao do niumero de colisées, e em (b) observamos a mesma drbita

no espaco de fases ¢ e £. A velocidade inicial considerada foi Vo = 0, 35.

Analisando a Fig.4.2(a), destacamos nas cores azul, vermelho e verde, como o compor-
tamento de stickiness influencia a velocidade em funcao do ntimero de colisoes. Percebe-
mos ainda, que ap6s uma dinamica inicial em regime de stickiness, a curva de velocidade
sofre um decréscimo, e fica aprisionada até o final das 10° colisdes consideradas. Agora,
na Fig.4.2(b), podemos observar, ressaltado nas mesmas cores azul, vermelho e verde, o

comportamento da orbita aprisionada em regime de stickiness no espago de fases.

Em tempo, para o ensemble de altas energias (Vo > V), o fenomeno de stickiness
também ocorre, pois a estrutura de ilhas nao muda com a variacao de velocidade. No
entanto, como a velocidade é maior do que a da ressonancia, a “porosidade” das curvas
invariantes que delimitam a regiao dos pontos fixos, nao é mais observada, como foi
mostrado na Fig.4.1(a). Assim, as érbitas em regime de stickiness ndo sao mais eficientes
nesta mudanca de comportamento, entre caos e estabilidade. Portanto, como esperado, a

velocidade cresce, e observamos uma difusao ilimitada caracterizando aceleracao de Fermi.
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4.2 Separacao de Ensembles

Nesta secao discutiremos, utilizando analises estatisticas, o comportamento da dina-
mica do bilhar stadium dependente do tempo para ensembles de condigoes iniciais em
altas energias (Vp > V,) e em baixas energias (Vy < V,.). Para altas energias, observamos
aceleracao de Fermi, e para baixas energias, decréscimo de velocidade. Primeiramente,
para caracterizar os ensembles, mostramos na Fig.4.3 as curvas de Vx5 para uma extensa

faixa de velocidades iniciais.
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Figura 4.3: Comportamento das curvas de Vrys em fungao do nimero de iteragoes. Em (a)
podemos ver o decréscimo de velocidade para o ensemble de baixas energias, e em

(b) temos um comportamento caracteristico de acelerag¢io de Fermi.

Para a construcao das curvas de Vgyg foram utilizadas 5.000 condigoes iniciais dis-
tintas, escolhidas na regiao do mar de caos, para diferentes valores de velocidade inicial
e diferentes ensembles. Percebemos na Fig.4.3(a), que mostra a evolucao de Vgyg para
o ensemble de baixa energia, o decaimento de velocidade da particula em funcao de n é
nitido. As curvas de Vg comecam com um regime constante para as colisoes iniciais
proximas ao valor de sua velocidade inicial. Aqui, as érbitas sofrem sucessivos aprisio-
namentos ao redor das ilhas de estabilidade, e a mudanca de comportamento, de caos
para estabilidade pode ocorrer com maior probabilidade, como foi mostrado também nas
Fig.4.1 e 4.2. Logo depois do regime de stickiness no plato inicial da dinamica, as curvas
de Vzys experimentam um repentino decaimento, ou crescimento, como em particular
para Vp = 0,1, com a evolugao em n, e depois se estabilizam em um regime de velocidade
constante (até 107 colisoes). Ainda, podemos perceber que para diferentes valores de Vj,
todas as curvas convergem para a mesma faixa de velocidade final. Uma andlise mais

detalhada deste comportamento pode ser encontrada na Ref.[47].
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Tendo em vista que o nosso objetivo é caracterizar o decaimento de energia do bi-
lhar stadium dependente do tempo, focamos nossas atengoes no estudo para ensembles de
baixas energias (Vo < V;) e sua relagdo com o fenémeno de drbitas em regime de sticki-
ness. Como visto na Fig.4.3, a separacao dos ensembles de energias é visualizada quando
consideramos propriedades médias de algum observavel, no caso Vgyg. Tal observavel
é responsavel por caracterizar a difusao na energia, e é 1til para quantificar fenomenos
dinamicos. Ainda, podemos considerar distribui¢coes médias da velocidade ao longo do
tempo, fazendo histogramas para analisar qual regiao no espaco de fases seria responsavel
pela presenca de stickiness no ensemble de baixas energias, como pode ser observado na
Fig.4.4.
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Figura 4.4: Comparacdo para o par final das varidveis angulares (o, p) para ambos os ensembles
de energia, com o histograma para a varidvel o ao longo da evolucao dinamica. Em
(a) e em (e) Vo = 0,05; em (b) e em (f) Vo = 0,5; em (¢c) e em (g) Vo = 1; e
finalmente em (d) e em (h) Vo = 10. O eizo do histograma H(«) em (e), (f), (g) e

(h) é mostrado em escala logaritmica.

Comegamos considerando as varidveis angulares («, ¢), como mostrado no espago de
fases da Fig.4.1. Escolhendo um conjunto de 10° condicoes iniciais ao longo do mar de
caos, onde cada condicao inicial foi iterada por até 10° colisdes. Coletamos entdo o par
final (v, ), de cada condicdo inicial ao final das 10° iteragoes. Podemos observar nas

Figs.4.4(a,b,c) que para Vy < V, a grande maioria dos pontos esté localizada dentro das
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regioes onde estariam as ilhas de estabilidade. Este comportamento final, indica que a
grande maioria das condigoes iniciais mudaram de comportamento durante a dinamica,
isto é, safram do caos, e foram para regioes de estabilidade, uma vez que na ressonancia,

a maioria do espaco de fases fica acessivel.

Para fazer uma comparacao, nas Figs.4.4(e,f,g) mostramos os histogramas do angulo
«, para um ensemble de 10° condicoes iniciais também escolhidas no mar de caos, durante
toda a sua evolucao dinamica até 10° colisdes. Podemos observar regioes preferenciais
para a variavel o. Ainda, tais regioes coincidem com as posigoes das ilhas e dos pontos
fixos das Figs.4.4(a,b,c). Particularmente, o formato das fronteiras das ilhas de estabili-

dade, estao bem definidas no histograma da Fig.4.4(g).

E interessante ressaltar que a influéncia das érbitas de stickiness na ressonancia, faz
com que essa troca de comportamento, ocorra com maior facilidade. Desse modo, érbitas
em regime de stickiness agem como facilitadoras do processo de troca de comportamento
entre caos e estabilidade, o que consequentemente faz com que ocorra decaimento de ener-

gia no sistema para tempos longos.

Podemos fazer um outro tipo de andlise comparativa, considerando o ensemble de altas
energias mostrado na Fig.4.4(d), onde os pares finais de («, ¢) sdo os mesmos de (a,b,c).
Podemos perceber, que nao ha mais uma convergencia do par final de variaveis angulares
para as regioes onde as ilhas de estabilidade estao localizadas, como visto nos casos de
ensembles de baixas energias. O par final («,¢) fica errante no mar de caos, devido a
nao influéncia da ressonancia. Na Fig.4.4(h), onde novamente o mesmo procedimento do
histograma da variavel « é feito, e em uma comparacao com a distribuicao da variavel ao
longo da dinamica, vemos que nao existem mais tantas regioes preferenciais. De fato, a
regiao onde o mar de caos esta localizado, aumenta sua distribuicao, indicando um au-
mento do comportamento cadtico, corroborando assim, para o aparecimento de aceleracao

de Fermi para altas energias.

Ainda sobre a Fig.4.4, observamos que algumas ilhas sao mais preferenciais do que
outras. Isso explica, o porque de na Fig.4.4(a), observarmos tantos platos diferentes de
convergencia para o ensemble de baixas energias, que evidentemente dependem da veloci-
dade inicial. Cada um desses platos esta relacionado com a mudanca de comportamento
entre caos e estabilidade ao longo da dinamica, presente na ressonancia dos ensembles de
baixas energias. Assim, para tempos longos cada ilha de estabilidade representa um plato

distinto na velocidade.
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Em uma tentativa de quantificar os diferentes platos, fizemos um histograma ao longo
da distribuicao da velocidade para toda a dinamica para o mesmo conjunto de condi-
¢oes iniciais utilizadas nas Figs.4.4(e,f,g,h), e evoluindo até 10° iteracoes. Na Fig.4.5(a)

mostramos estas distribuicoes para trés valores de velocidade inicial.
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Figura 4.5: Em (a) temos o histograma do ensemble de baiza energia para a velocidade, para
Vo = 0,05, Vo = 0,5 e Vy = 2. Em particular, a janela de ampliagao mostra os
picos de maior intensidade. Em (b) temos a regigo de convergéncia da velocidade
em funcdo «, onde podemos identificar em qual respectiva ilha a orbita convergiu.
E em (c), temos o histograma para o ensemble de alta energia, onde ndo aparecem
mais diversos picos de intensidade, mas sim uma distribuicdo mais definida. Os

histogramas de (a) e (c) estdo em escala logaritmica para melhor visualizagao.

Analisando Fig.4.5, podemos notar uma maior concentracao no regime de baixa ener-
gia com V' € [0,1;1,0]. Diversos picos sao faceis de serem vistos nesta regiao, mas vao
desaparecendo a medida que aumentamos o valor da velocidade inicial, como mostrado na
janela de ampliagdo em (a), mesmo para Vj = 2, ja sendo considerado ensemble de alta
energia (Vo > V). Ainda, para o ensemble de baixa energia, existe uma faixa da distribui-
¢ao de velocidades, acima do valor V,.. Esta distribuicao nao ¢é tao intensa para V5 = 0,05

e Vo = 0,5, mas bem significativa para Vj = 2. Com isso, acreditamos que tais distribui-
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¢oes confirmem o que ja era suposto, que nem todas as condigoes iniciais com ensemble de
baixa energia, experimentam decaimento de energia, por confinamento em ilhas de esta-
bilidade, o qual é facilitado por 6rbitas em regime de stickiness. Da mesma maneira, nem

todas as condicoes iniciais do ensemble de alta energia experimentam aceleracao de Fermi.

A Fig.4.5(b) mostra a distribuicao de velocidades para o ensemble de baixas energias,
em comparac¢ao com suas posigoes considerando a coordenada polar a.. Essa comparagao
permite distinguir, para tempos longos, em qual ilha de estabilidade, as 6rbitas conver-
girdo, para cada platd de velocidade. Por exemplo, a comparacao entre a Fig.4.5(a) e
(b), mostra picos acentuados para velocidade V' ~ 0,29 e V & 0, 35. Eles indicam que as
orbitas preferem ficar confinadas nas duas tultimas ilhas de periodo-1 no espago de fases,
as quais estao localizadas em o =~ 0,97 e a = 1, 10 respectivamente. Ainda, acreditamos

que as ilhas de periodo-1, sejam as preferidas para a convergéencia das orbitas.

Finalmente, na Fig.4.5(c) mostramos o histograma das velocidades para o ensemble de
altas energias. Percebemos que os diversos picos nao sao mais observados, mas temos uma
distribuicao mais bem definida, significando que para altas energias a difusao ilimitada
de energia esta presente no sistema (FA). Apenas algumas dérbitas isoladas levam a um

decaimento, como mostra a curva verde para V = 50.

Estes resultados sao baseados na velocidade de ressonancia e na separacao dos ensem-
bles de energia, que acabam apontando uma transicao de difusao ilimitada de energia,
para Orbitas estacionarias no espaco de fases. Acreditamos que nesta transicao, o feno-
meno de stickiness faz um papel de “facilitador’da troca de comportamento para baixas
energias. Quando a ressonancia esta presente na dinamica, ela a influencia e a maior parte
do espaco de fases se torna acessivel para uma orbita, uma vez que as curvas invariantes
que delimitam os pontos fixos elipticos (no caso estético), se comportam como stochastic
layers. Assim, Orbitas iniciadas no mar de caos, podem acabar aprisionadas nas ilhas de

estabilidade considerando longos tempos.

A expressao analitica da velocidade de ressonancia, discutida na subsecao 2.2.2, foi
obtida considerando a andlise em torno das ilhas de estabilidade dos pontos fixos de
periodo-1, que sao os maiores em area no espaco de fases, e mais influentes no stickiness,
umas vez que os platos de convergéncia para tempos longos coincidem com as ilhas de
periodo-1. Ainda, poderiamos encontrar diferentes velocidades de ressonancia, para di-
ferentes pontos fixos, de diferentes periodos, mas acreditamos que as ilhas de periodo-1

continuariam sendo as mais influentes.
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4.3 Expoente de Lyapunov

Esta secao é dedicada a apresentacao dos resultados preliminares na obtencao do es-
pectro dos expoentes de Lyapunov associados a dinamica do bilhar stadium dependente
do tempo. A partir da obtencao analitica dos sistemas linearizados para os dois tipos de
colisoes no bilhar, podemos seguir com a implementacao do algoritmo proposto por Alan
Wolf [61]. De fato, o algoritmo fornece um espectro de quatro expoentes de Lyapunov

para o bilhar stadium com fronteiras oscilantes.

De acordo com nossos estudos, sabemos que a velocidade de ressonancia é um divi-
sor para ensembles répidos e lentos [47], ent@o, analisamos o espectro dos expoentes de
Lyapunov tanto para altas energias, isto ¢ Vj > Vg, quanto para baixas energias, com
Vo < Vkg.
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Figura 4.6: Em (a) temos o plano de fases construido a partir das varidveis («,¢), em (b) um
grafico da velocidade V' em fungao do nimero de colisoes n e em (c) o espectro dos
expoentes de Lyapunov, dado pelo valor de A em fun¢do do niumero de colisoes n.

Para esta simulagao a velocidade inicial considerada foi Vo = 1,8.
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A Fig.4.6 foi construida com os parametros de controle [ = 1,0, a = 0,5, b = 0,01 e
By = 0,01. As condicoes iniciais utilizadas foram o = 1,45, ¢ = —0,02, Vo = 1,8 et = 0.
Sabemos também, que para esta combinacao dos parametros de controle, a velocidade de
ressonancia é da ordem de V, = 1,2. Assim, a Fig.4.6 é uma andlise para ensembles de

altas energias.

Fazendo uma anélise da Fig.4.6, observamos que em (a) temos um plano de fases exi-
bindo uma regiao cadtica e ao centro uma regiao com uma grande densidade de pontos,
indicando um aprisionamento por stickiness. Em (b) observamos o comportamento da ve-
locidade da particula em funcao do niimero de colisoes n. Pode-se notar que a velocidade
da particula permanece constante até aproximadamente 10* colisdes. Em seguida, a velo-
cidade exibe um crescimento em lei de poténcia caracteristico do fenomeno de aceleracao
de Fermi. Na Fig.4.6(b), percebemos também que o inicio do crescimento da velocidade
coincide com a entrada da particula na regiao influenciada pelo stickiness, conforme mos-

trado em (a).

Por fim, na Fig.4.6(c), apresentamos o espectro dos expoentes de Lyapunov em fungao
de n para a dérbita mostrada em (a). Percebemos que antes do aprisionamento, temos
quatro valores distintos para os expoentes, sendo um deles maior do que zero, o que ca-
racteriza caos. Ainda em (c), notamos também que apés o aprisionamento, os expoentes
de Lyapunov convergem rapidamente para zero, confirmando a regularidade imposta pelo
stickiness. Ressaltamos também que o inicio da convergéncia dos expoentes de Lyapunov
coincide com o inicio do crescimento da velocidade observado em (b). Vale ressaltar ainda
que a soma dos expoentes de Lyapunov é nula, a menos de uma margem de incerteza

numérica, conforme previsto para sistemas nao dissipativos [61].

A Fig.4.7 foi construida com os mesmos parametros de controle da Fig.4.6. As condi-
¢oes iniciais para «, ¢ e t também foram as mesmas, mas a velocidade inicial considerada
foi Vo = 0,6, portanto menor que V,. Assim, a Fig.4.7 é uma anédlise para ensembles de

baixas energias.

Fazendo agora uma anélise da Fig.4.7(a), o plano de fases a vs. ¢ mostra também uma
dinamica cadtica e uma regiao densa de pontos ao centro, sugerindo um aprisionamento
por stickiness. Por outro lado, em (b), observamos que o grafico de V' em fungao de n
exibe um comportamento cadético até a ordem de 5 x 10* colisdes, mas logo em seguida um

platd constante pode ser observado. Este plato é uma evidéncia do fenomeno de stickiness.
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Figura 4.7: Em (a) temos o plano de fases construido a partir das varidveis («,¢), em (b) um
grafico da velocidade V' em funcao do nimero de colisoes n e em (c) o espectro dos
expoentes de Lyapunov, dado pelo valor de N em funcdo do numero de colisées n.

Para esta simulagdo a velocidade inicial considerada foi Vo = 0, 6.

Finalmente, na Fig.4.7(c), apresentamos o espectro dos expoentes de Lyapunov em
funcao de n. Conforme discutido na Fig.4.6(c), apds o inicio da influéncia do stickiness, os
expoentes convergem para zero, reforcando a regularidade da dinamica nestas condigoes.
Ressaltamos também que, como esperado, a soma dos expoentes é nula, a menos de uma

incerteza numeérica presente nas simulagoes.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta monografia apresentamos uma descri¢ao detalhada do bilhar stadium com fron-
teiras dependentes do tempo, seguido de resultados analiticos e numéricos obtidos no
estudo da dinamica de uma particula, ou de um ensemble de particulas nao interagentes,

confinadas ao interior deste bilhar.

A dinamica de um ensemble de particulas nao interagentes dentro de um bilhar sta-
dium é obtida via um mapeamento quadri-dimensional. Para este sistema, existe uma
velocidade de ressonancia, obtida quando igualamos o periodo de rotacao ao redor dos
pontos fixos com o periodo de perturbacao externa. Essa ressonancia é responsavel por
separar o ensemble de energias (velocidade). Quando tal ressonancia é influente na dina-
mica, curvas invariantes que delimitam a fronteira dos pontos fixos se comportam como
stochastic layers, tornando a grande maioria do espaco de fases acessivel. Este comporta-
mento, faz com que érbitas inicialmente no mar de caos, possam mudar sua dinamica e

atingir platos estacionarios considerando tempos longos.

Para o ensemble de alta energia, isto é, quando a velocidade inicial da particula é maior
do que a velocidade de ressonancia, existe uma difusao ilimitada de energia e observamos
o fenomeno de aceleracao de Fermi. Quando o ensemble de baixa energia é considerado e
a ressonancia esta presente, o stickiness faz o papel de facilitador da troca de comporta-
mento das orbitas, onde para tempos longos, encontramos que Vg)ss satura em diferentes
platos. Discutimos a estatistica dos platos estacionarios, via histogramas e suas relagoes

com as ilhas de estabilidade de periodo-1.

Consideramos ainda uma andlise do espectro dos expoentes de Lyapunov associados a

esta dinamica e obtivemos resultados que reforcam as ideias discutidas anteriormente para
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o sistema. No decorrer da evolucao da dinamica, o comportamento do espectro dos ex-
poentes muda de acordo com os fenémenos observados. Particularmente, para ensembles
de baixas energias, onde a velocidade inicial ¢ menor do que a velocidade de ressonancia,
com o inicio da influéncia do fenomeno de stickiness, os expoentes de Lyapunov convergem

para zero, reforcando a regularidade da dinamica nestas condicoes.

A maioria dos resultados apresentados nesta monografia foram publicados na Journal

of Physics A, segundo a referéncia:

A. L. P. Livorati, M. S. Palmero, C. P. Dettmann, I. L. Caldas e E. D. Leonel,
Separation of particles leading either to decay or unlimited growth of energy in a
driven stadium-like billiard, J. Phys. A, vol. 47, pp. 365101, (2014).

Temos como perspectiva continuar o estudo do fenomeno de ressonancia para os outros
pontos fixos do bilhar, considerando por exemplo, para os periodos 2 e 3. Além disso,
podemos variar a frequéncia de oscilacao da fronteira w e tentar encontrar fenémenos re-
lacionados com sincronizacao de ressonancias e rotacoes. Ainda, podemos tentar expandir
o conhecimento adquirido na andlise da dinamica do bilhar stadium, e na influéncia da
ressonancia e stickiness, para outros tipos de bilhares com espaco de fases do tipo misto,

onde ocorre esta mesma troca de comportamento, como no bilhar eliptico-ovéide [63].
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