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Resumo

Nesta dissertagio, apresentaremos uma classe de métodos estendidos de passo
um, voltados para a resolugdo de problemas de valor inicial do tipo stiff. Através do
correspondente método de Runge - Kutta, investigaremos a existéncia de métodos A- e L -
estdveis na forma geral dos métodos estendidos de passo um de ordem mais alta possivel.
Particulares métodos L - estdveis serao utilizados em um algoritmo com passo e ordem

variaveis.




Abstract

In the thesis herein, we will present a class of extended one-step methods, applied
to the resolution of stiff type initial-value problems. Through the corresponding Runge-
Kutta method, we will examine the existence of A- and L - stable methods in the general
form of the extended one-step methods of the highest possible order. Particular L - stable

methods will be used in a variable step and order algorithm.




Eu queria poder dizer com palavras o que sinto agora. Eu
queria poder dizer para todos que o Senhor, ¢ meu amigo

mais querido, minha historia de amor.

E quando ougo a sua voz, me chamando pelo nome. Eu sinto

uma saudade, uma vontade de viver.
E eu te chamo Jesus, venha viver junto a mim. Venha me

dar esta vontade, essa alegria de viver.
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A meus pais e irmaos,

a0 meu IlOiVO,

com todo carinho,

dedico.
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Introducao

Duas classes principais de métodos numéricos voltados para a resolugao do

problema de valor inicial

% = f(z,y), y(xo) =%, [:RxR™—R™, (1.1)
sao a classe dos métodos lineares de passo muiltiplo e a classe dos métodos de Runge -
Kutta. Muitos cédigos eficientes que utilizam métodos destas duas classes existem para
a resolugdo do problema (1.1). Entretanto, certos problemas exibem um fenémeno que é
conhecido como stiff. A dificuldade na solu¢ao numérica destes problemas estd na obtencao
de métodos que satisfagam os requisitos da estabilidade absoluta. Para alguns
métodos esses requisitos impoem restri¢oes tao severas ao tamanho do passo que os tornam
inadequados. Em virtude disso, os métodos implicitos sdo reconhecidamente mais
apropriados pois possuem propriedades de estabilidade superiores aos explicitos. A classe
mais indicada para a resolugao de problemas stiff é a classe dos métodos que possuem a
propriedade da A-estabilidade.

E facil encontrar métodos de Runge - Kutta A-estdveis com ordem alta, mas
em contrapartida possuem um custo computacional elevado. Este fato tem levado A procura
de classes especiais de féormulas de Runge - Kutta implicitas que mantenham ordem alta,
boa estabilidade e tenham um esfor¢o computacional relativamente baixo.

Na classe dos métodos lineares de passo muiltiplo, os métodos de diferenciacao
regressiva (backward differentiation formulae), também conhecidos como métodos BDF,
foram os primeiros a serem propostos para a obtencao da solugao de problemas stiff e sdo
os mais utilizados nos principais cédigos destinados a resolucao destes problemas. Mas,

¢ conhecido, pela segunda barreira de Dahlquist [6], que a ordem mdxima de um método
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linear de passo miiltiplo A-estdvel nao pode exceder dois. Desta forma, esta classe de
métodos nao fornece, particularmente, bons representantes para a resolugao de certas classes
importantes de problemas.

Para contornar a barreira da ordem, imposta pela A-estabilidade sobre
métodos lineares de passo multiplo, muitos autores tém proposto novas classes de métodos
denominados métodos estendidos de passo um.

Através do acoplamento de dois métodos lineares de passo muiltiplo, Usmani e
Agarwal [18] construiram uma nova classe de métodos estendidos de passo um obtendo
um novo método de passo um de terceira ordem A-estdavel que foi denominado Regra
Trapezoidal Estendida. Esta classe foi estudada posteriormente por Jacques [10] que
obteve um método de terceira ordem, L - estavel. Uma generalizagao destes métodos foi
dada por Chawla et al [4], [5] que conseguiram construir familias de métodos com ordem
quatro e cinco A- efou L - estdveis. A partir da generalizagdo dada em [5], Verissimo
e Silva [24] construfram uma familia de métodos de ordem seis, A- e L - estdveis.
Entretanto, a obtengdao de métodos com ordem mais alta é bastante dificil devido a
complexidade dos célculos envolvidos.

Uma técnica de derivagao alternativa para a construgao destes métodos foi dada
em Van Daele et al [20], que propuseram reescrever os métodos estendidos de passo um
usando a formulagdo geral de uma férmula implicita de Runge - Kutta de s estdgios e
conseguiram obter métodos de ordem p, 2 < p < 7 A- e/ou L - estdveis. Um
algoritmo numérico para a integracao a passo e ordem varidveis, utilizando esses métodos,
é proposto em Van Hecke et al [23] e testes numéricos preliminares mostram que o cédigo

desenvolvido é adequado para a resolugao de sistemas stiff, e competitivo com o conhecido

c6digo VODE [1], em termos do custo computacional, quando precisdo ndo muito elevada

¢é desejada.

O objetivo principal deste trabalho é investigar a existéncia de métodos
A- e L-estaveis na forma geral dos métodos estendidos de passo um de ordem mais alta
possivel, (métodos com ordem mais alta possivel sdo chamados métodos 6timos), por
meio do correspondente método de Runge - Kutta. Restabeleceremos e estenderemos os
resultados alcangados até entéo por Jacques [10] (p = 3), Chawla et al. [4] (p = 4) e Chawla

et al. [5] (p = 5) e além disso apresentaremos novos resultados parap=6 e p = T7.
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Este trabalho estd organizado em capitulos, sendo que no capitulo 1,

apresentamos conceitos e resultados importantes para o desenvolvimento dos capitulos

seguintes.

No capitulo 2, iniciamos a construgao dos métodos estendidos de passo um
a partir da aproximagao de Runge - Kutta. Primeiro, fornecemos a forma geral destes
métodos e em seguida, obtemos familias de métodos de ordem dois e trés e fazemos as
respectivas andlises de estabilidade e cdlculos da ordem de estédgio.

Desenvolvemos, no capitulo 3, os métodos estendidos de passo um de ordem
quatro da mesma forma que fizemos para os de ordem dois e trés.

Ja no capitulo 4, resolvendo o sistema constituido pelas condi¢oes de ordem
encontramos duas solugoes diferentes para os métodos de ordem cinco, das quais uma
possui ordem de estdgio igual a 2, enquanto a outra possui ordem de estdgio 3.

Nos capftulos 5 e 6, apresentamos os métodos estendidos de passo um de ordem
seis e sete, respectivamente. Nesses casos, passamos a considerar somente a ordem de
estdgio igual a 3. Para os de ordem sete apresentamos apenas uma tnica solugao, isto é,
nao uma familia de métodos como nos casos anteriores.

No capitulo 7, descrevemos um algoritmo com passo e ordem varidveis para a
resolucao de sistemas de equacgoes diferenciais ordindrias do tipo stiff, fornecemos alguns
detalhes sobre a implementacao do mesmo, apresentamos os problemas testes aos quais
submetemos o algoritmo e os resultados numeéricos.

Por fim, exibimos nossa conclusao final sobre este trabalho.
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Capitulo

Preliminares

Este capitulo é composto por conceitos fundamentais, necessédrios durante o

desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Notacgao

Como estamos empenhados na determinagdo da aproximagao para a solugao de
um sistema de equacoes diferenciais, estaremos regularmente usando vetores. Para ficar
claro que estamos trabalhando com vetor ou escalar, representamos o vetor em negrito

y €R™.

Estamos acostumados com os elementos do vetor y denotados por

m
b]

y = (y1,92,---,Ym), mas mudando a nota¢ido usaremos y = ('y,2y,...,"y) com o

objetivo de deixar y; indicando a aproximagao da solucao no ponto z;.

Consideraremos como medida entre dois pontos no espago de dimensao m a

norma do méaximo, definida por

lu—v| = max [u- iv[ :
1< i<m




1.2 Sistemas de Equacgoes Diferenciais

Equagoes diferenciais sao aquelas que contém derivadas de fungées. Por exemplo,
as equagoes
d*y(x)

L2 +y(@) =0 (L1)

4
dy@), . dy(a)
(=" +ulz) =3 (1.2)
dz dx
que sao denominadas equacoes diferenciais ordindrias. A ordem de uma equagéo diferencial
¢ a ordem da mais alta derivada da fungéo incégnita, y (z), que aparece na equagao. Logo,
(1.1) é de segunda ordem e (1.2) de quarta ordem.
E de nosso interesse, resolvermos numericamente, sistemas de equagoes

diferenciais de primeira ordem da forma

Yy e 9"y

Qf("’l:? Iy?2 y! g !m y)

m

?“f(x! ly'l2 y! il | y)‘!

d (y ()
dx
Por praticidade, abreviaremos a frase sistema de primeira ordem por sistema.

onde Yy’ =

O sistema (1.3) pode ser escrito na forma vetorial
(1.4)

sendo

f=["flzy) 2 f (@),
com f:R x R*— R™.

A solugao de (1.3) ¢ um conjunto de m fungoes

y(z), y(z),...,"y(z),

d (? |

tais que ——(—dM = 9f (2 9200 2 0) y DATA G = 1,2, .00 8
I




O sistema (1.3), juntamente com m condigdbes num ponto, constitui o que

denominamos de um problema de valor inicial e escrevemos

Y =f(zy), y@=c f:RxR"—R", (1.5)

T ime i LN o
séndo que = [162 & /" ¢]” sdo as condigbes iniciais.

Também abreviaremos a nomenclatura e daqui em diante faremos referéncia a

(1.5) como p.v.i..

1.2.1 Existéncia e Unicidade da Solucgao

O seguinte teorema fornece condigoes sobre f(z,y), suficientes para garantir a

existéncia e a unicidade da solugao de um p.v.i..

Teorema 1.2.1 Seja f(z,y), f:Rx R™ — R™, definida e continua para todo ponto
(z,y) pertencente a D = {(z,y)la <z < b e -00 <"y < 400}, sendo que a e b sio finitos,

e seja L uma constante tal que

If(z,y) — £(z,y)Il < Lly — ¥l (1.6)

para todo x,y,y* com (z,y) e (z,y*) em D. Entdo, para qualquer ¢ € R™, eziste uma
tnica solugao y(x) do problema (1.5), que é continua e diferencidvel para todo ponto

(z,y) € D.

A desigualdade (1.6) é conhecida como condig¢io de Lipschitz e a constante L,

como constante de Lipschitz.

1.3 Métodos Numéricos

Em todos os métodos contidos neste trabalho, consideramos uma discretizacao
do intervalo continuo [a,b]. Isto &, a integracdo é realizada sobre pontos z, = zo + nh,
n=0,1,...,N do intervalo continuo, onde h é identificado como o comprimento do passo

de integragao, com oy = a e xy = b. Em cada ponto z,, geramos uma aproximagao




Yn = ("Yn,2Yn, ..., yn) para a solugio exata y (z).

Definicao 1.3.1 Neste trabalho vamos definir por um método numérico a uma
equagao de diferengas da seguinte forma
k

Z an?H—j = h‘ ¢f(Yn+ka Ynt+k-1: 3 ¥Yn, Tny h,), (17)
j=0

onde se k = 1, o método é denominado método de passo um e se k > 1, temos um

método de passo k (ou passo muiltiplo).

De acordo com estudos encontrados em Lambert [12], podemos concluir que o

método (1.7) serd consistente quando as condigoes
k

Z a; =0
3=0
By Y@ YEah2niO) _ g sy

> Joj
=0

forem satisfeitas.
Considerando uma forma mais especifica para ¢, definimos os métodos lineares

de passo muiltiplo:

Definicao 1.3.2 Um método linear de passo miiltiplo, ou linear de passo k é dado

por

k k
3 0¥nig=hD Bifats (1.10)
Jj=0 7=0

onde f,.; = f(xn+i,Vnei) € o5 € (; sao constantes arbitrdrias independentes de n
1+] +7 1+ 7 J H

satisfazendo as condigoes:

ar=1¢e€ |ag|+]|By|#£0.

Os métodos lineares de passo muiltiplo sao ditos:
e explicitos — se £, = 0 em (1.10);

e implicitos — se 5, # 0 em (1.10).




Definigao 1.3.3 Podemos definir um operador de diferenca linear £ associado ao

método linear de passo miltiplo (1.10) dado por

Llz(x); h] ::Z [ajz(z + jh) — hB;2'(x + jh)], (1.J1)

=0

onde z(x) é uma fungdo arbitrdria, continuamente diferencidvel em [a,b].

Expandindo z(z + jh) e 2'(z + jh) em série de Taylor em torno do ponto z,

reescrevernos o Operad()r C como
L[z(z); h] = Coz(z) + C1h2'(x) + - - - + Coh12 9D (z) + - - -, (1.12)

onde C, sao constantes, ¢ = 0,1,2,---, cujas férmulas sdo facilmente estabelecidas:

Co

G

1

k

1

Co = ) [5i%——=i""6l, ¢4=2,3,--.
= (g—1)!

Definigao 1.3.4 O método linear de passo muiiltiplo (1.10) e o operador de diferencga
associado L definido por (1.11), tém ordem p se, em (1.12), Co=C; =---=C,=0c¢

Cp+1 # 0. E, ainda, a constante Cpyy é denominada constante de erro do método.

Ao construirmos um método linear de passo muiltiplo, temos 2k + 1 incégnitas
(aj e B;), para determinarmos. Agora, se desejamos que esse método tenha ordem p, temos
que: Cp = Cy =--- = (), =0, ou seja, p+1 equagdes nas incégnitas a; e 8, j = 0,1, , k.
Sendo assim, temos que a ordem médxima alcangdvel por um método linear de passo muiltiplo
é:
P 2k, se o método for implicito;
D 2k — 1, se o método for explicito.

Uma medida que nos fornece a precisao de um método numérico é o erro

de truncamento local obtido ao substituirmos, em (1.7), as aproximagodes y, por y(z,).
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Concentraremos nossa atengao nos métodos de passo um, particulamente os métodos de

Runge - Kutta, uma vez que siao os de maior interesse neste trabalho.

Definigao 1.3.5 O erro de truncamento local de um método linear de passo um

Yn+1 =y7£+h’ (pf(yfl“i-layn}mn;h)a (113)

num ponto T,4y, denotado por T,,1, é determinado pela equag¢ao

7;14»1 = (wn+l) — Y (xn) —h ¢'f(y ($11+1) 1Y (3:n) y Tn; h’): (114)
onde y (z) é a solugao exata do p.v.i. (1.5). Se p é o maior inteiro tal que T,+; = O(hP*),
dizemos que o método tem ordem p.

Denotamos por y,+; & aproximagao em z,; gerada pelo método (1.13) quando

admitimos a hipétese local y,, = y (z,,). Logo,

5’n+l =¥ (xu) +h qbf(y (In-i—l) Y (-Tn) y Lny h) (115)

Usando (1.15) em (1.14), podemos concluir que

Tor1 =Y (Tn+1) — Fnt1- (1.16)

Portanto, quando supomos a hipétese local, o erro de truncamento local

resume-se & diferenga entre a solugao exata e a solugdo numeérica no ponto z, ;.
1.3.1 Meétodos de Runge - Kutta

Definicao 1.3.6 Denominamos método de Runge - Kutta com s-estdgios para o

problema (1.5) ao método de passo um definido por

Ynt1 =Un+ h Z bk, (1.17)

i=1

onde
8

ki = f(zn + cih,yn + h E aigky)y 1= 1,2,5v8, (1.18)
Jj=1
com os valores ¢; assumindo a sequinte condigdo:

G=3 Gy G=172-E (1.19)
j=1
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Para representar os coeficientes de um método de Runge - Kutta podemos utilizar a seguinte
representagao proposta por Butcher:

C1 | @11 a2
Cy | Az Q22

Cs | Qs1

by

ou seja,

c|l A
b

onde ¢ = (c1,C2,++,Cs)Ty A= (aij)sxs € bT = (b1, b, -, bs).
Os métodos de Runge - Kutta sdo classificados como:
explicitos — a;; = 0 para todo i < j, isto ¢, A é estritamente triangular inferior;
implicitos — a;; # 0 para algum ¢ < j, isto ¢, A nao ¢ triangular inferior;

semi-implicitos — a;; = 0 para todo ¢ < j e se existir a;; # 0, isto &, A é triangular

inferior. Se todos a;; sao idénticos, definimos como diagonalmente-implicitos.

O erro de truncamento local de um método de Runge - Kutta com s-estagios ¢

dado, de acordo com (1.14) por:

Tns1 = Y(@n41) — (y(@n) + 1 D biks)
i=1

onde as avaliagoes k; sao efetuadas considerando-se a solugdo exata y(z,) em lugar de y,.

Como em (1.16), considerando-se a hipétese local temos que:

Nl = Y(In+1) - ¥n+t- (1-20)

Agora, expandindo y(Z,+1) € ¥n+1 em série de Taylor na vizinhanga do ponto

T, podemos expressar T,,1 em poténcias de h, ou seja,
Tns1 = Uih + Uph? + Ush® + - - - + Up+1h?’+l T,

onde os U; sao expressoes que envolvem os coeficientes do método multiplicadas por derivadas




parciais da fungao f(z,y).
Assim, pela Defini¢ao 1.3.5, para que o método tenha ordem de consisténcia p,

devemos ter
UIZUQZLIE‘]:---ZUPZO_

No entanto, para que tenhamos U; = 0 para i = 1,2,---,p, é preciso que
nelas as expressoes que envolvem os coeficientes do método sejam nulas. Isto ird gerar as
denominadas condigoes de ordem, as quais os coeficientes do método deverao satisfazer
para que este tenha ordem de consisténcia p.

Com o intuito de ilustrarmos esse conceito, vamos construir as condigoes de
ordem para um método de Runge - Kutta explicito com s = 2 estédgios e ordem p = 2.

Temos que:

Yn+1 = Yn + h(biky + baks)

onde
ky f(@n,yn)
ko f(zy + eoh, y, + az1hky) = f(zn + c2h, yn + cohky).
Considerando a hipétese local y,, = y(z,), temos que (1.20) serd dado por:
Tos1 = Y(Tn41) — [y(@n) + h(bikr + bak2)]

onde k; e k; também sdo obtidos utilizando-se a solugdo exata y(z,) em lugar de y,.
Expandindo y(z,+1) € ¥n+1 em série de Taylor na vizinhanga do ponto z,,

podemos expressar Ty, em poténcias de h. Entao

h? ;
Y(@n) = ¥(@n)+hyO(en) + 5y () + O(h)

y(en) +hf + f+ 11+ O,
€ Ccomo
ky [
ko f+hea[fe + kify) + %fﬁc%[fm + 2Ky foy + K2 £] + O(R®),

temos

Vntr1 = Y(Tn) + h(by + ba) f + h2baco(fz + ff,) + O(R3).




Portanto
1
Tns1=[1— (by + b2)|fh + [5 — boca)(fe + f£,)R? + O(h3).
Assim, um método de Runge - Kutta com s = 2 estdgios terd ordem p = 2 se:
1
b1+b2=1 e bg(,'2=2

Seguindo esse mesmo raciocinio, podemos construir as condi¢oes de ordem para
métodos de Runge - Kutta com s > 3 estdgios e ordem p > 3. Sendo assim, para s = 3
estdgios e ordem p = 3, encontramos que as condigbes de ordem s@o as seguintes equagoes:
1
by + by + b 1, bacy + byecs = 5,
1

1
bgcg + {)3(,% 5, bgCgagz = 6

Para s = 4 estdgios e ordem p = 4, obtemos que as condigoes de ordem sao:

(1.21)

(1.22)

= 1
Z biaijc; = 3 (1.23)

ij=1

. 1
Z biciaiics = 3 (1.24)

i,j=1

: 1
E 2 s
biaijc_j = 1—2-, (120)

1,j=1

2 1
Z biaija;kc = o1 (1.26)

Il’j=1

Agora, para ordem p = 5 precisamos ter s = 6 estdgios pois, conforme pode ser
visto em Lambert [12] e Butcher [2], para p < 4 é possivel construirmos métodos de Runge
- Kutta explicitos com s = p estdgios e para p > 5 essa relacao nao ¢ mais possivel. Um

resultado que relaciona o nimero minimo de estdgios para que se atinja uma certa ordem




¢ dado pela tabela:

Ordem(p) 5(6 8 9 10
N° de estagios(s) |6 | 7 |12 == 1T 135 5<1T|

Entao, as condic¢oes de ordem para s = 6 estdgios e ordem p = 5, sao:

5

bezl,

=1
5

, 1
Z b,"Ca-J = -,
g+l

i=1
5
1
E biﬂlijCj - 6‘,
1rJ:1

1

5
E biciaijc; = 3’

ij=1

2 .
Z biflij /j = E,

i,jzl

5
1
Z biaéjajkck = ﬂ’

i‘jvkzl

- 2
Z b,;(:l- ai;jC; = 10,

ij=1

: 1
v, . s ‘2  —
E b;r,taucj R

° 1
E bi(?ia,;j(ljkc;c = %,

i,J,k=1
5 1

; bf(z (I.ij(:j)g = %‘

J=1

5 1
bia;; o= et
Z @i C; 20

i,j=1
ZS 1
bf(lfj(ﬁjﬂljkﬂk = "{'1"{')',

1,7,k=1

)
3 biaauc i
iAijAjkCl = 60’

isjnk=l
- 1
§ biaijajkakmcm — 120°

i,J,k,m=1




Métodos Embutidos de Runge - Kutta

A partir da idéia de Merson em derivar métodos de Runge - Kutta de ordens p e
p+1 que compartilham um mesmo conjunto de vetores k;, surgiram os métodos considerados
em pares, denominados por embutidos, ou simplesmente métodos embutidos.

Para apresentar os métodos embutidos, modificamos a representacao de Butcher
para a seguinte forma:

A
—
pT
ET.

Essa notagao indica que o método definido por ¢, A e b” tem ordem p e o definido

porc, AebT tem ordem p+ 1. O vetor ET 6 b7 — b7,

1.4 Estabilidade

Vamos examinar, no momento, algumas propriedades de estabilidade dos
métodos de Runge - Kutta e dos métodos lineares de passo muiltiplo, importantes para a
obtencdao de aproximagbes com bom grau de precisdao para a solucao de equagoes
diferenciais ordindrias com uma condigao inicial.

Consideremos a andlise da estabilidade linear, que estd relacionada com a equagao
teste

y =AY, (1.41)

onde o escalar A (real ou complexo) tem parte real negativa.

Temos que a solugao da equacao teste é
y(z) =k exp(Az),

onde k é uma constante arbitraria. Logo,

Y (Tns1) = k exp(ATny1) = k exp(A(z, + h)) = k exp(Az,) exp(Ah) = exp(h)y (z,)
(1.42)

onde h = h\.
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Aplicando (1.41) a um método de passo um implicito (1.13), obtemos uma

equagao de diferengas da forma
Ynt1 = R(h)yn, (1.43)
onde i = hA e R(-) é uma fungio racional que ¢ conhecida como fungédo de estabilidade.
Para os métodos de Runge - Kutta (1.17)-(1.18) podemos verificar em [12] que R(h) ¢ dada

por:

. det(I — hA + heb”

Bl ot =)
det(I — hA)

a qual podemos denotar da seguinte maneira:

P(h)
Q(h)

A solugao geral de (1.43) ¢ da forma,

R(h) =

Yn = {R(f")}n Yo.
Logo, y, — 0 com n — o0 se, e somente se,
IR(h)| < 1.
Assim, definimos:

Definigao 1.4.1 Um método linear de passo um é absolutamente estavel para os

valores de h que satisfazem (1.45).

Definigao 1.4.2 Denominamos a regiao R4 do plano complexo, na qual se verifica

(1.45), de regiao de estabilidade absoluta do método, definida por

Ra={heC:|R()| <1}

e a intersecgao de R4 com o eixo real de intervalo de estabilidade absoluta.

Alguns problemas de valor inicial envolvendo sistemas de equagoes diferenciais
ordindrias exibem um fendmeno de comportamento conhecido como stiff. Quando tentamos
resolver esses problemas usando os métodos numéricos vistos anteriormente, encontramos
dificuldades. Como uma definigao de stiff, selecionamos a mais conveniente entre os virios

aspectos qualitativos que podem ser tomados, com o intuito de resumir a nocao desse




fendmeno.

Definicao 1.4.3 Se um método numérico com uma regiao de estabilidade absoluta
finita aplicado a um problema com quaisquer condigdes iniciais é for¢ado a usar, num certo
wintervalo de integragao, um tamanho de passo que é excessivamente pequeno em relacao
a suavidade da solugao exata naquele intervalo, entao o problema é chamado stiff neste

intervalo.

A principal dificuldade na solugao numérica dos problemas stiff é obter métodos
que satisfagam aos requisitos da estabilidade absoluta. Para alguns métodos esses requisitos
impoem restrigoes tao severas ao tamanho do passo que os tornam inadequados sob o ponto
de vista do esfor¢o computacional. Em virtude disso, procura-se obter métodos cuja regiao

de estabilidade (R 4) é a maior possfvel. A classe mais indicada para este tipo de problema

¢ a dos métodos A-estaveis.

Definigao 1.4.4 Um método ¢ A-estdvel se R, D { h | Re(h) < 0} i

Em particular, um método de Runge - Kutta com (1.44) como funcao de

estabilidade ¢ A-estdvel se, e somente se,

|R(iy)| <1 para todo y real (1.46)

R(h) ¢é analitica para Re(h) < 0. (1.47)

Defini¢ao 1.4.5 Um método é Ay-estdvel se R4 D {ft| Re(f},) <0, Imh = {]} L

A A-estabilidade garante que, para qualquer h > 0 escolhido, a solugio
numérica de (1.41), nio crescerd indefinidamente com o aumento de n.
Entretanto, quando Re(h) — —o0, a exigéncia de que a solu¢@o numérica nao

cresga em magnitude pode nao ser suficiente e uma nova condigao deve ser imposta.

Definigcao 1.4.6 Um método é L - estavel se for A-estavel e, além disso,

lim |R(R)| =0.

Re h——o0
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A condigao (1.46) sozinha, significa estabilidade no eixo imagindrio e pode ser
chamada I-estabilidade. Ela é equivalente a exigir que o polindémio
E(y) =| Q) |* — | P(iy) I’= Q(iy)Q(~iy) — P(iy) P(~iy) (1.49)
satisfaca
E(y) > 0 para todo y € R. (1.50)
Quando trabalhamos o conceito da A-estabilidade com métodos lineares de

passo multiplo, certas barreiras podem ser encontradas, como mostra o teorema de Dahlquist,

conhecido também como sequnda barreira de Dahlquist.

Teorema 1.4.1  (Dahlquist, 1963) (i) Um método linear de passo multiplo explicito nao
pode ser A-estdvel.

(i) A ordem mdzima de um método linear de passo multiplo A-estével ndo
pode exceder a dois.

(iii) O método linear de passo muiltiplo A-estdavel de sequnda ordem com a

menor constante de erro é a Regra Trapezoidal.

Sem duvida, a restrigao sobre a ordem do método dada por (7i) ¢ bastante rigida,
pois quando a A-estabilidade ¢ exigida, concluimos que a Regra Trapezoidal & o método
linear de passo multiplo mais preciso. Logo, ao olharmos para métodos com quaisquer uma
das propriedades de estabilidade dadas acima, a classe dos métodos de passo multiplo nao
fornece bons representantes.

Nas se¢oes e capitulos seguintes tentaremos contornar essa barreira, trabalhando

com uma nova classe de métodos, que podem ser tanto A-estdveis como L - estdveis.

1.5 Aproximacgoes Racionais para a Exponencial

Nesta segao, veremos como tratar a funcdo de estabilidade como uma
aproximacao racional para a exponencial e como essas aproximagoes serao relacionadas

com as propriedades de estabilidade.

AVA
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Seja o método de ordem p. Usando a hipétese local |, v, = y(z,), obtemos, de

(1.42) e (1.43) e da defini¢ao de erro de truncamento local, que

Y (@ns1) = s = [exp() = R(B)] y (a) = O (1)

e, portanto
R(h) = exp(h) + O (RP*1).
Assim, somos motivados a estudar a fungao de estabilidade como aproximacao

racional para a exponencial exp(q), ¢ € C .
Sejam g € € e R (q), com S > 0,T > 0, definida por
R?izw ap=by=1, ag#0 e br#0,
Zj:ﬁ bj ¢
tal que a;,b; €eR,:=0,1,...,S, j=0,1,...,T.
Dizemos que Rj (¢) ¢ uma aproximagao racional (S,T) de ordem p para a
exponencial exp(q) se R} (q) = exp(q) +O (¢gP*!) . Segue de (1.51) que podemos encontrar

a ordem de uma dada aproximagao racional considerando que, se

2
L q
l+ag+--+asq® —(1+big+---+brg")(1+q+ 'é'T + 1) = O(¢"), (1.52)
entao a aproximagao ¢ de ordem p.

De acordo com o mimero de parametros a; e b; em (1.52), podemos notar que a
ordem méxima alcangdvel pela aproximagio R5 (q) é p = S+ T. Tal aproximacio de ordem

méxima é conhecida como aproximacao de Padé e a denotaremos por R3(q).

Como vimos, as propriedades de estabilidade de um método de passo um que
gera a equacao de diferengas (1.43) sao determinadas pela fungio R(ﬁ). Seguindo a
nomenclatura de aceitabilidade usada por Lambert [12], consideremos a seguinte definigao:
Definigao 1.5.1 Uma aprozimagao racional R(q) para exp(q) é:
e A-aceitdvel se |R(q)| < 1 sempre que Re(q) < 0,

e Ay—aceitdvel se |R(q)| < 1 sempre que q for real e negativo, e

e L-aceitdvel se ela ¢ A-aceitdavel e |R(q)| — 0 quando Re(q) — —oo.

AVA
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Fica claro que o método serda A-, Ay— ou L-estavel se R(fe,) for A-, Aj— ou
L-aceitdvel. Assim, pela defini¢do anterior e por (1.51), podemos notar que a aproximagao
racional 12 (¢) ndo pode ser A-aceitdvel se S > T, e que se B3 (q) é A-aceitdvele T > S,

entdo 3 (q) ¢ também L - aceitédvel.

Vejamos alguns resultados sobre aceitabilidade, também dados por Lambert
[12], definindo aproximagdes racionais que contém pardmetros livres e nao sdo em geral

aproximagoes de Padé.

Definicao 1.5.2 Sejam

1
1+ 5(1 —a)q

Ri(q;a) := I
1— 5(1 + a)q

1+ 5(1 - a)g+ 16 - @)
Ry(g; e, B) := —

1
1— 5(1 +a)q + Z(ﬁ + a)g?

Para um « genérico, Ry(q;a) tem ordem 1, mas terd ordem dois (aprozimagdo

/

de Padé) se a« = 0; Ra(q;a, ) tem ordem 2 para o e 3 genéricos, ordem 3 se a # 0,3 = 3
1
3

e ordem 4 (aproximagao de Padé) se a =0, =

Teorema 1.5.1  (Liniger e Willoughby, 1970) Sejam R;(q; @) e Ra(q;a, 8) definidos por
(1.53). Entao

(a) Ri(q; a) ¢ A-aceitdvel se, e somente se, a > 0 e L-aceitdvel se, e somente se, a = 1,
e
(b) Ra(q; o, B) é A-aceitdvel se, e somente se, a > 0,3 > 0 e L-aceitdvel se, e somente

se, a=[£>0.

Agora vejamos alguns resultados referentes a aproximacio de Padé R3.(q) :

Teorema 1.5.2  (Birkhoff e Varga, 1965) Se T = S entdo a aprozimagdo de Padé R3(q)

é A-aceitavel.

Teorema 1.5.3  (Varga, 1961) Se T > S, entdo R3(q) ¢ Ag-aceitdvel.
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Teorema 1.5.4  (Ehle, 1969) Se T'= S+1 ou T = S+2, entdo a aprozimagdo de Padé
R3(q) é L - aceitdvel.

Temos que a A-estabilidade pode ser facilmente verificada com a teoria order
star, descrita em [9]. De fato, considerando resultados que estdo em [9], 8], [12] e através
da se¢ao seguinte, poderemos verificar que uma fungao de estabilidade, R(h), sem p6los em

C~ e que satisfaz | R(iy) |< 1, ¢ A-aceitdvel, e entdo o método é A-estdvel.

1.6 Order Star

1.6.1 Definicoes

Como foi visto anteriormente, podemos definir a regidao de estabilidade

absoluta R4 de um método de Runge-Kutta ou linear de passo um por

Ra = {q €C:|R(q)| < 1}, onde R(-) & definido por yn.1 = R(h)y,. Consideremos, ao invés

de R4, a regiao 8 = {q €C : |R(q)| > |exzp(q)|}. (Note que C(8), o complementar de 8, &
|R(q)| < lexp(q)|].) A regido 8 é chamada uma order star, porque as figuras que a
representam lembram estrelas. Essas figuras sao produzidas pela técnica scanning, a
qual consiste em substituirmos em R(q), ¢ por z + iy, desenharmos a linha z = constante
e marcarmos os pontos (z,y) se, e somente se, |R(q)| > |exp(q)|, entdao incrementarmos z e

repetirmos o processo. Ao implementarmos essa técnica, obtemos figuras como 1.6.1, que

1+q/5
1—-4q/5+3q%/10—q3 /15+q* /120"

exibe a order star de R}(q) = (Usamos o software Mathematica

[17] para fazermos a implementagio, que pode ser vista na subsecdo seguinte 1.6.2).

Por aplicagoes elementares da teoria cldssica de varidveis complexas, quatro

lemas podem ser estabelecidos:

Lema 1.6.1 R(q) é uma aprorimagdo racional para exp(q) de ordem p se, e somente

(p+1)

se, para q — 0, 8 consiste de p+ 1 setores, cada um de dngulo separado por p+ 1

setores do C(8), cada um de mesmo dngulo.
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Figura 1.6.1: Order star de R}(q).

Lema 1.6.2 A fronteira 088 de B possui precisamente duas ramificagoes que vao para o

infinito.

Regides de $ resultando em um s6 setor sao chamadas dedos, e podem ser
limitadas ou nédo limitadas. Da mesma forma, dedos limitados ou nao limitados de C(8)
sao chamados dedos duais. Se uma regido origina de n setores de § ela ¢ chamada um
dedo de multiplicidade n e também serd limitada ou nao; regioes similares de C'(88) sao

chamadas dedos duais de multiplicidade n.

Lema 1.6.3 Cada dedo limitado de multiplicidade n contém ao menos n pdlos de

R(q) (um pdlo de multiplicidade v conta como v pdlos), e cada dedo dual limitado de
multiplicidade n contém ao menos n zeros de R(q) (um zero de multiplicidade v conta

como v ZBTOS).

Lema 1.6.4 R(q) é A-aceitavel se, e somente se, 8 nao tem intersec¢ao com o eizvo

imagindrio e R(q) ndo tem pdlos no semi-plano Req < 0.

A seguir, usaremos as seguintes notagdes: [z] significando o maior inteiro menor

ou igual a z, e €~ indicando o semi-plano Regq < 0.
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Seja R(q) uma aproximagao A-aceitdvel de ordem p. Entéo ao menos [(p+1)/2]
dedos (um dedo de multiplicidade v conta como v dedos) iniciam em €~ , pelo Lema 1.6.1,
nenhum dos quais podem cruzar o eixo imaginério, de acordo com o Lema 1.6.4, e nenhum
dos quais sao limitados, pelos Lemas 1.6.3 e 1.6.4. Logo, esses [(p+1)/2] dedos devem formar
um dedo com multiplicidade nao limitado, de acordo com Lema 1.6.2, e irdo portanto conter
[((p+ 1)/2] — 1 dedos duais limitados em €~ , cada qual contendo ao menos um zero de
R(q), pelo Lema 1.6.3.

O nuimero total de zeros de R(q) é portanto ao menos [(p + 1)/2] — 1. Agora,
suponhamos que R(q) = R5(q), a (S,T) aproximagcio de Padé; entdo p = S+ T, e R3(q)
tém S zeros. Assim, temos S > [(p+1)/2] — 1 ou 25 +2 > 2[(p + 1)/2] > p, uma vez que

p+1 sepé fmpar
P se p € par.

2[(p+1)/2) = {

Assim, temos que 25+2 > S+T, ou S > T —2. Como nao podemos ter A-aceitabilidade

se S > T, temos a conjetura de Ehle provada:

Teorema 1.6.1 A (S,T) aprozimagio de Padé, fqun(q), ¢ A-aceitavel se, e somente
ge, T'=2< S<T,

1.6.2 Implementacao da Técnica Scanning

Apresentamos agora, o programa que fizemos para gerar as figuras que
representam a regiao denominada order star.

Rlq-] := Plq-]/Qlq-]

Flz_,y_] := First [R/Q{z + I xy}]

data = Table [{zo, If [Abs[N[F|z2,¥2]]] > Abs [Explze + Iy2]],v2,0]},
{z2,0,b,5},{ye,c,d,s}];

tam = Length [data];

Do [grp[i] = ListPlot [data [[z]], DisplayFunction — Identity], {7, 1,tam}];

Show [Array [grp,tam], PlotRange — {{a,b},{c,d}}, DisplayFunction —
$DisplayFunction]

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



As varidveis a, b, ¢, d, j e s, representam respectivamente:
a — menor valor inteiro de z, nos zeros e pélos de R(q);
b — maior valor inteiro de z, nos zeros e pélos de R(q);
¢ — menor valor inteiro de y, nos zeros e pélos de R(q);
d — maior valor inteiro de y, nos zeros e pélos de R(q);
J — variagao do z;

s — variagao do y.

Se, quando geramos a figura, notamos que ela nao foi completada, aumentamos

n uc valor da varidvel correspondente ao Oonto que deve ser completado.
um pouco o valor da ve ] pondent ponto que d pletad




Capitulo 2

Construcao dos Meétodos
Estendidos de Passo Um

Neste capitulo, introduziremos a forma geral dos métodos estendidos de passo
um, a qual poderemos reescrever na forma dos métodos de Runge - Kutta. Mostraremos,
entao, os passos para construirmos tais métodos estendidos com ordem mais alta possivel
utilizando a teoria dos métodos de Runge - Kutta. Iniciaremos a construgao partindo do
método de ordem dois e, em seguida, faremos os de ordem trés. Além disso, estaremos

também verificando as propriedades de estabilidade e as ordens de estdgio.

2.1 Forma Geral dos Métodos Estendidos
de Passo Um

Os métodos estendidos de passo um sao definidos da seguinte forma

p—1
A
Yn+1 = Yn + }L[O:gf(lb'm yn) + alf(xn+l1yn+1)+ Z ajf($?1+j:yn+j)]a
j=2
onde para j = 2,3,...,p— 1,
M i A
yn+j= 6j0yn + ﬁjlyn-kl + h[’}(jof(xmyn) + ’lef(wn+lsyn+1)+ Z ’ijf(a:n-i-k! yn—#k)]‘
k=2
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Tabela 2.1.1: Coeficientes do método de ordem p

Podemos também, de maneira mais simples, nos referir a tais métodos pela

tabela dada acima.
Aplicando a condigao de consisténcia (1.8) dos métodos numéricos em geral, na
equagdo (2.2), obtemos 1 — 3;, — 3;; = 0. Logo, concluimos que
Bjo+Biun=1 75=23,.,p—1L (2.3)

Fazendo um simples desenvolvimento, verificamos que os métodos (2.1)-(2.2)
podem ser reescritos na forma dos métodos de Runge - Kutta implicitos com s-estdgios do

seguinte modo:

Yn+l = Yn + h Z bif(xﬂ : cihﬂ Y;)} (24)

i=1

8

}/i = Yn+ h Z Ufijf(l'n i tha Y:,), i

Jj=1

onde para j =1,2,...,s:

0. d=1,
a;; = Qj_y, 1=2,
A giogoiiFaiaply, =

com 7y, : = 0 quando k£ < .

Sendo assim, utilizaremos a teoria dos métodos de Runge - Kutta com o intuito

de facilitar a construgao dos métodos estendidos de passo um.




2.1.1 Construgao dos Métodos Estendidos

Para a classe de métodos definidos por (2.1)-(2.2), vamos construir métodos com
ordem mais alta possivel (métodos 6timos). De pronto concluimos que a ordem méxima
alcancdvel é p = s, pois partindo das condigoes de ordem dos métodos de Runge - Kutta,

temos

P p—1 1
ko k gt s
,;Zzl:bi(:i —; ot = T k=0,1,...,p—1,

que determinam unicamente os coeficientes a;, i = 0,1, ..., p— 1, ou seja, teremos p equagoes
e p incégnitas e entdao encontraremos uma tnica solugao para o sistema. Nao conseguimos
ordem maior, pois se tivermos mais de p equacOes, nao teremos o mesmo nimero de
incégnitas, logo nao conseguimos resolver o sistema, ou seja, encontrar solugoes.

Para obtermos os coeficientes [3;; usaremos a condi¢io da soma das linhas, dada
por (1.19), que expressa a consisténcia dos estdgios internos. Essas equacoes também podem
ser escritas na forma matricial

= Ae,
onde e = (1,1, ...,1)7, determinando unicamente os coeficientes 3;,, que podem ser obtidos
também por (2.3) desde que os 3;, sejam conhecidos.

p—2
Falta, agora, determinarmos os M valores dos  v;;.

2
Verificamos que existe exatamente esse mimero de 7;; quando tomamos um valor particular

de p e notamos que a quantidade dos v;; formavam a seguinte soma:
1424+3+..+(@-2)+(p—2),

que é a soma dos n primeiros termos de uma P.A. mais o termo (m — 2). Logo,

(1+(-2)p-2) b (p+1)(p—2)

5 g =T

2

Os parametros v;; tem que satisfazer certas equagoes lineares e nao lineares

para um método ser de ordem p. Essas equagoes sao algumas das equagoes das condigoes
de ordem dos métodos de Runge - Kutta, as que restam para serem trabalhadas.
Existe uma maneira de simplificarmos significativamente o mimero dessas

equagoes, que ¢ impor as condigoes

(2.6)
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que sao necessdrias para um método de Runge - Kutta ter ordem de estagio ¢g. Ao
impormos (2.6), retemos apenas algumas equagoes.

Podemos assim, contar o mimero de equagdes, lineares ou nao lineares, preenchi-
das pelas incégnitas v;; para cada p e ¢, como veremos nas préximas segoes e capitulos, e

isto estd resumido abaixo:

p=2|p=3 p=6|p="7
n° de vy 0 2 14 20
n° de equagoes para q = 2 2 15 25
n° de equagoes para q =3 12 21

De acordo com a Tabela 2.1.1, verificamos que a ordem de estdgio ¢ nao excede
3. Essa conclusao foi tirada ao tomarmos a primeira linha de betas e gammas da tabela, que
sdo componentes de uma férmula linear de passo muiltiplo cuja ordem méxima alcancdvel,
de acordo com o que vimos anteriormente, ¢ p = 2k — 1, onde k é o tamanho do passo,
nesse caso 2. Logo, a férmula tem no médximo ordem 3.

Em Chawla et al. [4]-[5] foram obtidos métodos de ordem p com ordem de
estdgio p — 2 para p < 5. Nas segbes e capitulos seguintes, trataremos as possiveis solugoes
e suas respectivas propriedades de estabilidade, parap <7eqg=2e 3.

A teoria dos métodos de Runge - Kutta permite uma facil verificagdo das
propriedades de estabilidade.

Ao aplicarmos diretamente os métodos lineares de passo multiplo (2.1)-(2.2) a

equagio linear teste (1.41), temos

1+..4 ap—lﬁ)’p—1,p—27}0_2tp_"3".73‘272'0}1?—1 (2 7)
1 +...— ap—l?p—l,p—‘zpyp_zsp_:g'”73‘272'1.&;)_1

a qual vamos desenvolver nas préximas segoes e capitulos para cada valor de p < 7.

R(h) =

2.2 Meétodo Estendido de Passo Um de Ordem Dois

Para p = 2 escrevemos um método estendido de passo um, da seguinte maneira

Yn+1 = UYn + h{QOf(:Bm yn) T alf(l'n+1; ?Jn+1)],

paran=0,1,2,---.
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Construimos esse método encontrando os coeficientes ay e a;, a partir das

condigoes de ordem dos métodos de Runge - Kutta de ordem 2

2 1
3 K 1
;biC? Z; Ctii'k = ,I;,‘_H, k= 0,1

ag+a; =1
1
) = —

2

que corresponde a

ou seja,
1
Qp =] = §
Portanto, temos
1 1
Yn+1 = Yn + h[if(l'na yn) + Ef($n+la yn+l)]:

que ¢ a Regra do Trapézio.

2.2.1 Andlise da Estabilidade

Iniciamos aplicando o presente método a equagao linear teste (1.41), resultando

na equagao
hA

Yn+1 = Un S ?[yn + yn+1]'

Resolvendo para y,4; temos
Ynil = R(fz)yn com h = h,

cuja funcdo de estabilidade, R(h), por (2.7), &€ dada por
_l4aoh 1+h/2
T—agh * 1=h/2

R(h)

E bem conhecido (ver, por exemplo, Lambert [12], p.225-226), que a Regra do

Trapézio ¢ A-estdvel, mas nao é L - estavel.

A seguir, vamos verificar qual é a ordem de estédgio deste método.

Calculo da Ordem de Estagio

Calculamos a ordem de estdgio tomando a condi¢ao da soma das linhas

2
C = Aij, T 1,2,
=1

j_
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ou seja,

C1 = an + a2
Co = Qg1 + Qg2

que sao validas, quando substituimos os valores dos ¢; e a;;.
Logo, temos que a ordem de estdgio para a Regra do Trapézio é q = 1, ja que

k = g — 1 = 0 na expressao

2.3 Meétodos Estendidos de Passo Um de Ordem Trés

Para p = 3 temos, por Jacques [10], que existe uma familia a um parametro de

métodos estendidos de passo um 6timos da forma

M
Yn+1 = Un i h[agf(.'ﬂn, yn) + Oflf(l'n+la yn—i—l) + a?f(:l’-‘-'t*{'?a yn+'2)]$ (28)

onde

ar1+2: }32[}?}'71 = 621?)'7;4—1 + hh’?(}f(-‘":m yn) + 721f($n+11yn+1)]a (29)

pars n= 0,1,2, =9,
Para construirmos estes métodos, determinamos os coeficientes da férmula
principal (2.8) através das seguintes condigdes de ordem dos métodos de Runge - Kutta

de ordem 3

3 2
1
Kk ok e
;:1 bic} —;:U ot = —=, k=0,1,2,

que corresponde ao sistema de equagoes lineares

ag+a; +ay =1
(05} + 2(12 = 1/2
a; + 409 =1/3
com solugao tinica dada por

5 2 1

g = 1—2-, a; = §, Qg = —ﬁ.

Agora, considerando a condi¢ao da soma das linhas

3
c; = E (Lij, ?;:].,2,3,
i=1




temos o sistema linear

¢ =an +ap+ a3

C2 = Q21 + A22 + G23

C3 = a3; + ag2 + as33
o qual, substituindo os valores dos coeficientes ¢; e a;;, ficamos apenas com a dltima equagao,
que resulta em

(Barao + o) + (B0 + v21) + (Ba12 + 7q2) = 2,

onde substituindo os valores dos a; temos

Bag =2 — Y90 — Va1, (2.10)

que ¢ um dos coeficientes da férmula secundéria (2.9).
Por fim, resta trabalharmos com a tltima condigdo de ordem dos métodos de

Runge - Kutta de ordem 3

1
E biaijcj = 61 ‘3:‘;" — 1:213}
i,]

de onde obtemos a equacgao
1
(o + 2ag) + a2[(By11 + Y1) + 2(Byy2 + Ya2)] = 8
a qual, substituindo os coeficientes obtidos, corresponde a
Yo1 = Y20 + 2.
Substituindo esse resultado em (2.10) obtemos
Ba1 = —275.

Assim, os coeficientes do método ficam dependendo de um parametro, ou seja,

se denotarmos v,, = t, temos
721 = 2 + t, 621 - "-Qt,

e, por (2.3),

Bor + Bog =1=> By =1 — By = Bog=1+2t.

Portanto, fazendo as substituigoes dos coeficientes em (2.8) e (2.9), temos




=

5] 2 1 A
Yn+1 = Un 1 h[ﬁf(mn'} yn) TP §f($n+l:yn+l) - Ef(xn+2e yn+2)}: (211)

N
Ynto= (1 4 2t)yn — 2tyn+1 + h[tf(@n, yn) + (2 + ) f(@ns1, Yns1))- (2.12)

2.3.1 Anadlise da Estabilidade

De acordo com Jacques [10] podemos explorar o parametro livre t com a
finalidade de construirmos métodos com boas propriedades de estabilidade. Entretanto,
ele s6 trabalhou o problema da L - estabilidade.

Quando aplicamos o método (2.11)-(2.12) & (1.41), obtemos

Yn+1 = R(h)yn

com h = hA, onde de acordo com (2.7)

1+ (ap + GQﬁQO);L + 02720.-’12
1 — (a1 + a2f9y)h — a2y9 h?

R(h) =

Logo, substituindo os valores conhecidos, temos
R(i) = 1+ (1/3 —t/6)h — (t/12)h2
1—(2/3+t/6)h— (—1/6 —t/12)h2

Esta funcao de estabilidade também pode ser definida por

1 1 :
14 5(1 —a)q+ Z(ﬁ —a)¢?

1+1¢)
3 Yo

Ry(h; ) = Ry(g; 0, B) = :

1 1
1— 5(1 +a)q+ —4—(6 + a)q?

onde, pelo Teorema 1.5.1, podemos concluir que o método de Jacques é A-estdvel para

o:=(1;t)20=>t2—1

e L-estdvel para

(1+1¢) 1
= —_—t = t=0.
a= i— 3 3——_>

Tomando t = —1 e substituindo esse valor em (2.13) , temos

A P 72

R(R) = 1+ (1/2){3 + (1/12){1
1—(1/2)h+ (1/12)h?

que corresponde a R3(h), ou seja, uma aproximagao de Padé para a exponencial exp(h),

implicando, que o método é de ordem 4 quando aplicado a problemas lineares.




2.3.2 Calculo da Ordem de Estigio

Podemos calcular a ordem de estdgio dos métodos definidos por (2.11)-(2.12)

através de (2.6). Temos, neste caso, que

0 0 0
A= 512 %8 ~1/12
t/6 2—t/3 t/6

e portanto, para k = 1 (2.6) ¢ dada por
3
-2—=Ac=>c:2=2Ac.

Substituindo os valores do vetor ¢ e da matriz A, obtemos que a igualdade é

vilida, isto é,
0 0 0
=2( 5/12 '2/3 —1/12
t/6 2—t/3 t/6

Agora, para k = 2, (2.6) é dada por
3 0 0 0 0

S _Aat=F=34a= |1 | =3 512 2/3 -1/12
3 8 t/6 2—t/3 t/6

que nao ¢é valida, pois
(2.14)

desde que t # 2.

Assim, como (2.6) foi verificada somente para k = 1, a ordem de estégio é ¢ = 2,
jAquek=q—1=1.

Mas, se em (2.14) tomamos ¢ = 2, conseguimos aumentar a ordem de estédgio de

2 para 3, uma vez que, k = ¢ — 1 = 2 e obtemos em (2.11)-(2.12)

) 2 1 A
Yn+l = Yn + h[ﬁf(l'm yn) + §f(3:n+1: yn+1) = Ef(a:n+21 yn+2)]:

A
Ynto= 5yn — 43;"n+1 + h[?f(xm yn) g 4f($n+ls yn-:—l)]
que ¢ chamada a Regra Trapezoidal Estendida, resultado de Usmani e Agarwal [18], que é

somente A-estdvel, de acordo com resultados obtidos na subsecao 2.3.1.




Capitulo 3

Métodos Estendidos de Passo Um
de Ordem Quatro

Iremos construir, neste capitulo, os métodos de ordem quatro. Como nesse caso
teremos dois pardmetros livres, faremos a anédlise da estabilidade de forma diferenciada.
Quanto ao cédlculo da ordem de estdgio, como impomos durante a construgdo desses métodos

ordem de estdgio minima, iremos apenas fazer a verificagao desse fato.

3.1 Uma Familia de Métodos

Para p = 4, de acordo com Chawla [4], existe uma familia de dois parametros

de métodos estendidos de passo um 6timos, dada por
A A
Ynt1 = Yn t h’[aﬁf(mmyn) + a1 f(Zn+1, yn+1) + a2 f(Tni2, Yns2) + a3 f(Tnqs, yn+3)], (3'1)

onde

A
yn+2= 620?}1; e 621?fn+1 g thOf(mm yn) + 721f(3:n+l: yn+l)] (32)

Al 4%
Yn+3= Bao¥Un + Bar¥n+1 + R30S (Tn, Un) + Va1 (Tnt1, Ynt+1) + Yaof (Tnt2, Ynt2)],  (3.3)

paran=0,1,2,---.
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A construgao dessa familia de métodos ¢ iniciada com a obtencao dos coeficientes
da férmula principal (3.1), ou seja, tomamos algumas condig¢oes de ordem dos métodos de

Runge - Kutta de ordem 4, que sao

4 3
1
k Ak L —
E bfci-iﬂ ;i =Fa T b=10123

i=1
formando o seguinte sistema
ap+ o +az+az=1
a; + 20z + 3az = 1/2

o +4dag +9a3 =1/3
a; + 8as + 27a3 = 1/4

cuja solugao fornece

19 5 1
g

Qg = =z, O

8

Oy = — 3

A =iy

O préximo passo é tomarmos a condi¢iao da soma das linhas
C; = E Aij, 1= 1,2,3,4,
i=1
que resulta no sistema

€1 = ap + a2+ a3+ ay
C2 = Qg1 + Q22 + Q23 + A24
C3 = Q31 + a3z + agz + asq
C4 = Q41 + Q42 + Q43 + Q44

o qual, fazendo as devidas substitui¢oes, fornece as equacoes

(B2120 + Y20) + (Bara1 + 721) + (Ba1@2 + Y22) + (Ba13 + 7o3)

(Ba10 + 730) + (Ba11 + 731) + (83102 + 73) + (B33 + ¥33)

que resultam nos seguintes coeficientes

Bor =2—=7Y0— o1, Ba1 =3 — Y30 — Y31 — V32

componentes das féormulas secunddrias (3.2) e (3.3).

Mas, ainda restam quatro equagoes das condigoes de ordem dos métodos de

Runge - Kutta de ordem 4 a serem utilizadas. Entretanto, para facilitar a determinacao




dos coeficientes restantes usamos a seguinte condi¢ao de simplificacao

okt
k+1

que ¢é necessdria para um método de Runge - Kutta ter ordem de estdgio minima igual a 2.

=Ac, k=1, (3.5)

Desenvolvendo (3.5) temos

G=2Y gy 1=1,2,54

j=1
e entao
(312 = apc; + a12Co + a13Cy -+ a14c4)
2? = 2(as1¢1 + agacy + ag3c3 + az4C4)
f = 2(ag1c1 + agacy + asscs + azacy)
12 a41€1 + A42Cy + A43C3 + A44C4)
ou seja, temos as equagoes
2[(Ba101 + 7v21) + 2(Ba1 2 + Va2) + 3(Bar3 + Yo3)]
2[(Bz101 + 731) + 2(B3102 + 732) + 3(B3103 + V33)]

Ap6s substituirmos os coeficientes que jé foram encontrados, obtemos
Yo1 = Y20 +2, Y31 = Y30 — 3732 + 6. (3.6)
Podemos utilizar esses novos resultados em (3.4) e assim encontrarmos
Bar = =270, B3 = —3 — 273 + 273, (3.7)

Voltemos as quatro equagoes restantes que temos para simplificar. Sao elas:
(1.23), (1.24), (1.25) e (1.26).
Aplicando (3.5) em (1.23) temos

4
1
Z b;‘C?:2 — 5,
i=1
que jd utilizamos. Agora, em (1.24) obtemos
4
1
b= 7,
i=1

que também j4 foi utilizada, e em (1.26) temos

4
1
E  biay; 2=
)(’..?,_:,CJ 12

ij=1
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Portanto, das quatro equagoes resta-nos apenas (1.25) que apés substituirmos

os devidos coeficientes torna-se

) 1

1 1
5(5720 =Ya1) = 7_2('?30 = 273 — 1l7gp) = 10
Agora, usando (3.6) temos

Y30 = 2+ 5720 — 5732
e substituindo esse resultado em 74, dado por (3.6) e em (33, dado por (3.7) obtemos

Como B, + B;; = 1, j = 2,3, também encontramos que

Bao =1= By = Byg =1+ 27y

B30 =1 — B3 = B3g = 8+ 10799 — 1273,.

Sendo assim, encontramos os coeficientes dessa familia de métodos, em fungao
dos dois parametros, v,, € 73, que também podem ser identificados por s e t,

respectivamente. Entao, substituindo esses coeficientes em (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos

3 19 5 A 1 A
Yn+1 = UYn + h[gf(xn:yn) I ﬂf(mn+1:yn+l) Ty ﬁf(mn-ﬂ: yn+2) + ﬂf(xn+31 yn+3)]s (38)

onde

A
yn+2= (1 + 23)1!"!1 — 28 Yn+1 T h[Sf(iBm yn) i (2 + S)f(:rn-i-l: yn+1)] (39)

i
Ynss = (84 10s — 12t)y, + (=7 — 10s + 12t)yn41 + h[(2 + 55 — 5t) f(zn, Yn) +

A
(8 + 5“": T St)f(3:11+l|y7t+l) + tf(3:11+2: y11+2)]- (310)

3.2 Analise da Estabilidade

Ao aplicarmos essa familia de métodos & equagdo linear teste (1.41), obtemos

Un¥l — R(h)ym




com h = h), onde por (2.7)

R(fs) i 1+ (g + aofy + "JES!S:;())‘E2 + (¥90 + 330 + 03[320’}’32)’%2 15 03’7’32’?20*?’»3
1 — (a1 + agfy + as3f31)h — (Q2¥9y + @373 + @3091732)h? — a3Y32721 h®

e entao

R = 1+ (1/2 —t/2)h+ (1/12 — t/6 + st/12)h2 + (st/24)h3

(3.11)

1= (1/2+t/2)h+ (1/12 + t/3 + st/12)h2 — t(1/12 + s/24)h3

Como estamos trabalhando com uma familia de métodos com dois parametros,
fica dificil determinarmos as propriedades de estabilidade de uma forma geral. Por isso,
nos restringiremos a algumas andlises particulares e a obtencdo de métodos A - ou L -

estaveis.

Pelo fato da fungdo de estabilidade (3.11) ser uma fungdo racional, podemos
trabalhar o conceito de aceitabilidade para uma aproximacao racional para a exponencial,
desenvolvido no capitulo 1.

Para t = 0 obtemos em (3.11), a seguinte expressiao
1+ (1/2)h + (1/12)h2
1—(1/2)h + (1/12)h2

e o parametro s fica livre. Sendo a fungao de estabilidade (3.12) uma aproximacao de Padé,

R(h) = (3.12)

R%(h) para a exponencial e A-aceitdvel, conclufmos que essa familia de métodos com um

parametro ¢ A-estavel.

Agora, para t # 0, tomando (3.11) e a condigao
lim | R(h)|< 1
Reh——oo

encontramos que

lim R(

Re h——o0
Entao, a desigualdade
S

| 2+s
se verifica somente para s > —1. Logo, para esses valores de s e t temos

| R(R) < 1,

com Re h < 0, ou seja, os métodos sao A-estaveis.
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Com o proposito de obtermos métodos com a propriedade adicional da
L - estabilidade, olhamos para a fungao de estabilidade dada por (3.11) e verificamos que
métodos L - estdveis apenas serao possiveis quando s = 0, pois a funcao de
estabilidade toma a forma
1+ (1/2 —t/2)h + (1/12 — t/6)h?
1—(1/2+t/2)h+ (1/12 + t/3)h2 — (t/12)h3’

R(h) = (3.13)

com t # 0, e a condicao
lim | R(h)|=0
Re h——o00

¢ verificada.

Podemos tomar valores especificos para t e assim obtermos métodos particulares

: 1 i < o
dessa familia. Se escolhermos ¢ = —, verificamos por (3.13) que a fungao de estabilidade é
5

R(h) = 1+ (2/5)h + (1/20)h?
1 — (3/5)h + (3/20)h2 — (1/60)A3

que é uma aproximagao de Padé R3(h) de quinta ordem e L - aceitavel.
Em geral, o método ¢ de quinta ordem quando aplicado a problemas lineares

sempre que 5t(1 4+ s) = 1, pois de

-

R(h) = exp(h) + O(h®)

temos, substituindo (3.11), cujo numerador vamos expressar por P(fl) e o denominador por
Q(h), a seguinte expressio
P(h) — Q(h)(1 + h + A - B - s +..) = O(h®)
2 6 24
que ao desenvolvermos, sobra apenas termos multiplicados por A5 em diante. Zerando entio
o termo multiplicado por RS, temos
5t+5st—1

20 0=5t(1+s)=1.

3.3 Caélculo da Ordem de Estagio

Como vimos no inicio desse capitulo, foi conveniente utilizarmos a condig¢ao de

simplificagdo (3.5), durante a construgao da familia de métodos 6timos com dois parametros,

AVA
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condicao essa necessdria para garantir ordem de estdgio minima igual a 2.

Mostremos entao que os respectivos métodos tem realmente ordem de estdgio 2.

De (3.8), (3.9) e (3.10), temos que

0 0 0 0
3/8 19/24 -5/24 1/24

s/4 —T7s/12 b5s/12 —s/12 |’
Q41 Q42 43 Q44

A e

a4 (—5 + 10s — 4t)/8, 4o = (59 —70s + 36t)/24,
ay43 (35 + 50s — 36t)/24, gy = (—7 — 10s + 12t)/24

Assim, desenvolvendo (3.5), ficamos com

0 0 0 0
3/8 19/24 —5/24 1/24
5/4 —75/12 53/12 —s/12
Q41 Qg2 Q43 Q44

2

0
£ —Ae=>A=24c=> .
2—C Cc = C 4

9

=2

W= o

que ¢ vidlida.

Agora, verifiquemos se (2.6) ¢ vélida para k = 2. Desenvolvendo temos que

0 0 0 0

3

&, S tn s 3/8 19/24 -5/24 1/24

§_A¢ W B Vo — s/4 —Ts/12 5s/12 —s/12
a4 ay42 Q43 (44

O = O

que nao ¢é verdade, pois

0
1
6+ s
(136 4 40s)/8
para s # 2.
Logo, como (2.6) é vdlida somente para k = 1, a ordem de estdgio é ¢ = 2, pois

k=qg—1=1.
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Porém, note que se em (3.14) tomarmos s = 2 temos que (2.6) é vélida para
k = 2 e assim a ordem de estdgio torna-se ¢ = 3, ou seja, temos entdo uma familia de

métodos com um parametro dada por

3 19 5 A 1 A
Yn+1 = UYn iE h'[gf(xm yn) + ﬁf(xn-i—l:yn—i-l) = ﬁf($n+2: yn-{-?) + ﬁf(xn-i-?n yn+3)]s

onde

A
yra+2 — 5'!]” = 4 Yn+1 I h[?f(:ﬂm yn) + 4f($n+1;yn+l)]r

A
Ynsz = (28 —128)yn + (=27 + 12t)yn41 + R[(12 — 5¢) f(zp, Yn) +

A
(18 5 8t)f(£n+l&?fﬂ+l) == tf(:ru-f—Za y11+2)]

com ordem de estdgio 3.




Capitulo 4

Métodos Estendidos de Passo Um
de Ordem Cinco

Neste capitulo, encontraremos duas classes diferentes de métodos estendidos com
ordem cinco. Construiremos a primeira classe com um pouco mais de dificuldade que os
métodos do capitulo anterior, mas seguiremos o mesmo raciocinio, até mesmo na anélise
da estabilidade e no cdlculo da ordem de estdgio. Estaremos introduzindo a defini¢ao de
I-estabilidade e ilustraremos a figura correspondente a order star. Na construgao da
segunda classe, iremos utilizar uma condigao de simplificacao a mais devido ao fato dessa

classe ter ordem de estdgio 3.

4.1 Primeira Classe

A primeira classe ¢ constituida pela seguinte familia de métodos estendidos de

passo um Otimos com dois parametros

A A A
Yn+1 = Yn + h[aﬂfn + alfn-i—l +-cp fn+2 +ag fn+3 +ay fn+4]

A A A A A A
fn+2= f(3:11+2a yn+2)» fn+3= f($n+3: yn+3)a fn+4: f(3:1z+4: yn-}-fi)s




A
Yny2a = ﬁ20yn + ﬁglynﬂ + h[’)’zofn + 721fn+1]a (4-2)

fa)

A
Ynts = Bao¥n + Bs1Yn+1 + ~[¥30fn + Va1 fat1 + V32 Frials (4.3)

fa)

A A
Ypnya = ﬁm?)n + ﬁ41y11+1 + h[’hufn + ’}’41fn+1 + Y42 fn+2 +Y43 fn+3]a (4-4)

paran ='0,1,2,+-;

Seguindo o que temos feito até agora, iniciamos a construgao dessa familia de
métodos encontrando os coeficientes a; da férmula principal (4.1) a partir das seguintes
condigoes de ordem dos métodos de Runge - Kutta de ordem 5

f=——_  k=0,1,2,3,4,
k—{—]_’ L ? 3

que é um sistema de equagoes lineares com solugao

3 Bl (09980) ) I () BS ko (3 4410
BTt T gge ¢ B8t . 36D’ T

Partindo agora para a obtengao dos coeficientes das férmulas secunddrias (4.2),

(4.3) e (4.4), tomamos a condigao da soma das linhas

5
& :Z Ajj, 1= 1:233$4!51

J=1

que também forma um sistema, de onde tiramos trés equagoes que ao substituirmos os

coeficientes a;, resultam em

Bar=2—Ya0— Y21, Ba1=3— Y30~ Va1~ Va2 B =4— Va0~ Va1 — Va2~ Va3 (4.5)

Com o objetivo de obtermos os coeficientes 75> vamos trabalhar com as doze
equagoes restantes das condigoes de ordem dos métodos de Runge - Kutta de ordem 5. Para

diminuirmos esse nimero de equagoes, tomemos a seguinte condigao de simplificacao
(4.6)

necessaria para termos ordem de estdgio minima igual a 2. Porém, ao desenvolvermos essa




condicao, encontramos trés equagoes que ao resolvermos substituindo os «;, fornecem

Bar =4 =273, B3 =9—273 — 4732, Bar =16 — 274 — 4745 — 6743 (4.7)

De f3,, acima podemos notar que

)
721 = 2 2 - (4'8)

Assim, substituindo esse resultado em (3,, dado por (4.5), obtemos

B

Como Sy + B4 = 1, temos também que

2629 =1- 1821-

De f,, dado por (4.7), podemos tirar que

16 — By — 274 — 4y
Viz = 41 = 41 42. (49)

As doze equagOes que temos para trabalhar sdo as seguintes: (1.29), (1.30),

(1.31), (1.32), (1.33), (1.34), (1.35), (1.36), (1.37), (1.38), (1.39) e (1.40).

Ao simplificarmos estas equagoes, usando (4.6), obtemos

5
§ 2
i=1

5 9
1 1
Z biciaijc? 15 iQijC; ) iQijAjk 2-=@,

1,7=1 i\J i,5,k=1

das quais retemos somente aquelas que ainda nao foram trabalhadas, sao elas

5 5
Z b; azj. 2 Z blc,az:,c = 5, Z bfaz-jc? = %, Z biaijajkcf. = %

1,j=1 1,j=1 1,j=1 1,7,k=1
Agora, ao considerarmos as trés primeiras equagoes, substituindo s, v,; € Y43
dados, respectivamente por (4.7), (4.8) e (4.9), encontramos

11 53 53 133 19 19 383

10807“ 13”’*2 13207 T 3507 T 35072 T Fq0
90 21 360731 45.7’32 1080741 T 9o T4t T 9o 142 540
11 53 371 393 19 19 383

12072 T g7 + 307 + gggpPu tgpra T e = gy

AVA
1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



44

Tomando a quarta equacao ficamos com uma expressao nao linear extensa, por
isso, a apresentamos no apéndice (equagao (A.1)).
Trabalhando entao com as trés equagoes de (4.10), isolamos 73, , 74, € B4, do lado

esquerdo. Escalonamos o sistema de trés equagoes o qual fornece os seguintes resultados:

2(213 — 665, — 21273)

Yg1. = 53 ;
3 —2392 + 1320321 + 3816739 + 456749
41 )

95
1962 — 66008,, — 2226735 — 3617,

95
Agora, se substituirmos 3, em 3, na equagao (4.7), obtemos

3(—125 + 883, + 21273,)
53

Y41

631 =

e pelo fato de 35, + 35, = 1, temos que

53

/330 =

Voltando em e dado por (4.5) e em dado por (4.9) e substituindo os
31 41 43
coeficientes que acabamos de obter, encontramos

108 — 13283,; — 26575,
Ys0 T 53 )

812 St 660621 o 1696732 ik 171742

95

95

Por fim, resta trabalharmos com a equagéo néo linear onde, substituindo todos

Yoo =

Ya3

os coeficientes obtidos até o momento, encontramos

—1103,, V32 _621732 5 197, 19621742 o 22

23850 2700 10800 = 286200 = 1144800 11925

que resolvendo fornece

’}(42 -y 19 2

Vamos entao substituir esse 1ltimo resultado nos coeficientes onde ele aparece.

Logo, obtemos

8(257 + 338,; + 15973,) _ —2(394 + 6603,, + 26573,)

19 3 740 i 19
—2(807 + 6635, + 42473,)

19

PB‘!I

Ta1




E, novamente, de 34, + 84; = 1 temos que

19 '

540 =

Portanto, obtemos todos os coeficientes dessa familia de métodos em funcao dos
parametros 3,; € 74, também denotados por s e ¢, respectivamente. Logo, substituindo
esses coeficientes em (4.1), (4.2), (4. 3) (4.4), teremos o método

251 Il 7 53 A 19 &

Ynt+l = Yn + ha[?QDf fﬂ+1 30 fﬂ+2 +'?E f11+3 _ﬁ fn+4]a

onde

(1 _3)y1:+syn+l +h[ fn+( fn+1]

428 — 264s — 636t 3(— 120 + 88s + 212t)
( 53 )yn 5 ( 53 )yn—i-l =

108 — 132s — 265t 2(213 — 66s — 212t A
h[( 53 )fn+ ( ( 53 ))fn+l+tfn+2]

—3(679 + 88s + 424t

LR
-2 : 5

(2394 + 665 + 2651)

19

2(264 + 53t)
EE) Fr =T Fusal

8(257 + 335 + 159t)
19 )yn+l S5

—2(807 + 665 + 424t
i 200+ 2200 s +

4.1.1 Ané&lise da Estabilidade

Aplicando essa familia de métodos a equagao teste (1.41), temos

Yn+1 = R(h)yn y

onde h = h), e por (2.7)

1+ (o + 2By + @330 + 0‘4/340)‘?1 + (2720 + @3(730 + B20V32) + a(V40 +
BaoVaz + BsoVaz))h? + (@3¥32 V20 + @a(Va2Y20 + YaszYso + BaoYasVs2)) R° +

~ I 4
Q4Y43Y32Y20

AVA
1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



1 — (a1 + aoffy; + asBs + asBy)h — (a2v2 + as(vs; + Bayvse) + aa(vay +
Ba1Vaz + Ba1Vas))h? — (as¥aa¥ar + a(Vao¥ar + Yas¥ar + BarVaz¥se)) R —

74
4V 43Y32Y21 R
Logo, com os valores calculados na se¢ao anterior, temos

P(h) = 1+4h+ ((111—106t) /60)h> + ((108 — 212t — 53st) /360) h® — (53st /720)h*
(4.11)

e

Q(h) = 14 3h — ((99 4 106t))/60)h? — ((—102 — 424t + 53st) /360) h® — (212t — 53st/720)h".
(4.12)

Determinar as propriedades de estabilidade para essa familia de métodos, como

no caso do método de ordem 4, é algo bastante complicado, j4 que também estamos
trabalhando com uma familia de métodos que dependem de dois pardmetros. Por isso,

faremos apenas algumas andlises.

Podemos obter métodos A-estaveis, verificando que, como

: - -8

lim R(h) =
entao,

s
<1
4—s

resulta em s < 2.

J4, a condi¢ao da I-estabilidade fornece restrigoes ao parametro t e é verificada

usando (1.49) e (1.50). Tomando P(k) dado por (4.11), substituimos h por iy, obtendo

1+ 4iy + ((—111 + 106t)/60)y* + ((—108 + 212t + 53st)/360)iy> — (53st/720)y*
e por —1y,

1 — diy + ((—111 + 106t)/60)y* — ((—108 + 212t + 53st)/360)iy® — (53st/720)y".




Multiplicando esses dois resultados, temos

=Triog (518400 + 17280(369 + 106t)y? + 144(3681 + 106t(—62 + 35s + 106t))y* +

4(11664 + 53t((—864 + 450s) + 53(16 + (—4 + s)s)t))y® + 2809s%t%y®). (4.13)
Tomando, agora, Q(h) dado por (4.12) e também substituindo h por iy, temos
1+ 3iy + ((99 + 106t))/60)y* + ((—102 — 424t + 53st)/360)iy> — (212t — 53st/720)y*
e por —iy, encontramos
1 — 3iy + ((99 + 106t))/60)y* — ((—102 — 424t + 53st)/360)iy> — (212t — 53st/720)y".
Fazendo a multiplicacao desses dois resultados, obtemos

(518400 + 17280(369 + 106t)y? + 144(3681 + 106¢(—62 + 35 + 106t))y* +

518400
4(10404 + 53t(—744 + 3905 + 53(16 + (—4 + s5)s)t))y® + 2809(—4 + 5)*t*y®). (4.14)

Assim, fazendo a diferenga entre (4.14) e (4.13), temos o polinémio

(—630 — 1590(—2 + s)t)y®  2809(—2 + s)t3y®

E(y) = 64800 64300 ’

(4.15)

que deve ser nao negativo. Entao, analisemos quando
E(y) = 0. (4.16)

Ja concluimos anteriormente, que s < 2. Tomemos s < 2 pois, para s

E(y) < 0. Assim, temos que o coeficiente de y® em (4.15) satisfaz
—2809(—2 + $)t2 > 0

e entdo para satisfazer (4.16), tomemos

630
L —1590(— s)t 0 = 1590(2 — = e E——
630 — 1590(—2 + s)t > 590(2 — s)t > 630 s T500(2 — 5)

21

= > ——
106 — 53s
Logo, podemos concluir que para 0 < s < 2, temos de (4.17) que

21
t 2 —,
106

e assim, (4.16) ¢ valido.




Porém, se tomarmos s = 0 e substituirmos em (4.11) e (4.12), obtemos

1+ 4h + ((111 — 106t)/60)h% + ((108 — 212t)/360)A3

R(}
el = 1+ 3h — ((99 + 106t))/60)h% — ((—102 — 424¢t)/360)h3 — (212t)ht"

(4.18)

Assim, se considerarmos também a restricio sobre ¢, teremos que os métodos serio

L - estaveis, ja que

lim | R(h) |=0.

Re h— —o0

[

: 5
Em particular, se fizermos t = 65 em (4.18), encontramos

R 1 + 4h + 149/100A2 + 9/50h3 _ 5+18h 20,
o= = = = - = 1
1+ 3h — 201/100h2 + 157/300A3 — 3/50h% 5+ 18h °

a qual é L - aceitavel, e podemos verificar na figura abaixo sua order star:

| 3 i
M I ‘ 4

_"||[
alll } ‘HH | .

Intervalo [-0,25, 0,25] x [-0,25, 0, Intervalo [-5, 5] x [-5

4.1.2 Calculo da Ordem de Estagio

Novamente, como para os métodos de ordem 4, supomos que os métodos de
ordem 5 que querfamos obter tinham ordem de estdgio 2, pois usamos a condigao (4.6) para
simplificar o nimero de equagoes que tinhamos para serem trabalhadas.

Verificando, da mesma maneira que fizemos anteriormente, que essa familia de

métodos tém realmente ordem de estdgio 2, tomamos

0 0 0 0 0
251/720 323/360 —11/30 53/360 -19/720
—109s/720 (143s +720)/360 —11s/30 53s/360 —195/720

41 Q42 43 Q44 Q45

as) as52 as3 as4 Q55

AVA
1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



(—5455 — 95925 — 10388t) /12720, ags = (10745 + 12584s + 17596t) /6360,
a;z = (1375 — 968s — 1802t)/530, asa = (—125+ 88s + 212¢)/120,
ais = (2375 — 1672s — 4028t)/12720, as; = (—6413 — 3597s — 7791¢t)/1710,
asy = (10381 +4719s + 13197¢)/855, as; = (—3388 — 1452s — 5406t)/285,
ass = (8851 + 1749s + 8427t)/855, ass = (—257 —33s — 159t)/90

e desenvolvemos(4.6), encontrando que ¢ = 2Ac é vilida.
Agora, ao verificarmos se ¢* = 3Ac?, chegamos que
0 0
1 1
8 # —5/2+6
(903 — 132s)/53
(688 — 132s)/19
desde que s # —4.
Portanto, temos que a ordem de estdgio ¢ ¢ = 2, pois (2.6) ¢ valida somente
para k = 1.
Mas, se tomarmos s = —4 em (4.19), a ordem de estdgio ¢ aumentada para

q = 3 e ficamos com uma familia de métodos com um parametro dada por

251 323 11 A 53 A 19 2
Yn+l = Yn + h[m n+ ﬁfrwl o 3_0 fn+2 +ﬁ fn+3 _% fn+4]!

onde

A
YUns2 Syn = 4?}'71—5—1 -+ h[an = 4f1‘1+1])

A

A
Ynss (28 — 128)y, + (—27 + 12t)yn41 + h[(12 — 5¢) fio + (18 — 8E) fos1 +t fris]

—3(327 + 424t)
19
—2(543 + 424t)
19

8(125 + 159¢ —
%)yn+l + h[(

2(264 + 53t) . A 106 A
Y nt1 + (%) Fova 1o )

2(130 + 265t)
19

Yon + ( )fn+

M
yn+4 — (

(

que também corresponde a familia de métodos referida por Chawla et al. [5], nossa segunda

classe.




4.2 Segunda Classe

A diferenca bdsica que temos entre a primeira classe e a segunda ¢ em relagao
a ordem de estagio. Como a segunda classe possui a ordem de estdgio ¢ = 3, temos duas
condigoes de simplificagao para serem utilizadas, sao elas
2 =2Ac e ¢ =3Ac%. (4.20)
Dessa forma, conseguimos diminuir ainda mais o nimero de equagOes utilizadas na
construgao da famflia de métodos.

Além disso, ao desenvolvermos as condigoes (4.20), temos da primeira, como

vimos anteriormente, o resultado (4.7) e desenvolvendo a segunda da mesma forma, temos
Bar =8 =37y, B3 =27 =373 — 1273, By =64 — 3714 — 1274 — 27743 (4.21)
Logo, substituindo 3,, dado por (4.5) em (4.7) e (4.21), resolvemos o sistema,
encontrando
Yoo = 2, Y1 = 4.
Assim, voltando em 3,, dado por (4.5), obtemos

ﬁ21 =—4

e de B, + B2, = 1, encontramos

ﬁ20:5.
De maneira andloga, subtituindo B3 dado por (4.5) em (4.7) e (4.21),

encontramos
Va0 = 12 = 5732, 731 = 18 — 8732, B30 = 28 — 12733, B3 = —27 + 1273,.

E por ultimo, substituindo §,; dado por (4.5) em (4.7) e (4.21), temos as

equagoes

—Y40 + Va1 + 3Va2 + 9743

—Y40 + 274 + 117745 + 26,3




Agora, usando as condigoes (4.20) para simplificarmos as doze equagdes das
condigoes de ordem dos métodos de Runge - Kutta de ordem 5, obtemos
5 5 5 5
1 1 1
B 5 4 _ 3 _
2 bic; = 3 E bic; = T E bic; = =, E biai;c; = 20°
i=1 i=1 i=1 ij=1
onde as trés primeiras ja foram utilizadas. Logo, resta-nos apenas a equacao
5
1
E 3 _
2 b,—aucj = %
1,7=1
Ao desenvolvermos essa equacgao, jd substituindo os resultados obtidos,

encontramos

19 19 58 2033 507 53
2880 110 T 960 '4' T 2880 142 T 2880 7% T " 720 120 %%

Assim, juntando as equagoes (4.22) a essa ultima e passando as parcelas que
envolvem o coeficiente v,; para o lado direito da igualdade, obtemos, considerando o

escalonamento do sistema
694 — 53073, + 171v,4 928 — 8484, + 3617,

74() = 19 § g = 19 ]
—2 + 106735 — 95745

19
Substituindo esses resultados em 3,; dado por (4.21), encontramos

By = 19 )

Y42

e de B4 + B4 = 1, obtemos

3(521 — 424735 + 1527,3)
19 :

Portanto, da mesma forma que na classe anterior, obtemos todos os coeficientes

By =

dessa familia de métodos em funcao de dois parametros, v;, € 743, qQue vamos denotar
respectivamente por ¢ e s. Entao, substituindo os coeficientes em (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4),

temos
-

251 323 11 53 A 19 A
n:n}_n anndnt+l — 557 Jn arn Jn+3 T =an J ntdls
Yns1 = Yn + W5 fn & 365 fnet = 35 Fuse +355 Fass =755 Fasal
onde

M

Ynio = 'Syn = 4yn+l i h’[an + 4fn+1]1
N A
Yniz = (28 = 128)yn + (=27 + 12t)yp41 + fl[(l? —5t) fn+ (18 — 8t) fos1 + 1 fn+2],




3(521 + 1528 — 424t
( Ll
19
B(

694 + 171s — 530¢
( I\ fut €
(222955 + 1061), 2

19
M
19 ) fn+2 +5 fn-i—3]'

8(—193 — 57s + 159¢)
19

928 + 3615 — 848t)
19

="

)yn+l +

)fn-f—l +

Andlise da Estabilidade

Analogamente, aplicamos essa familia de métodos a equagao teste (1.41). Assim,

Yn+1 — R(f"*)ym

com h = h) e
R(R) 360 + (168 — 228s)h + (30 — 114s + 114st)h? + (2 — 19s)h3 — (19st)h

" 360 — (192 + 2285)h — (—42 — 1145 — 114st)h2 — (4 + 195 + 11dst)A® + (38st)hd
(4.23)

Como na classe anterior, também veremos, nessa classe, que determinar as

propriedades de estabilidade para essa familia de métodos, ¢ uma drdua tarefa. Sendo

assim, vamos nos restringir a apenas algumas observacoes.

Para s # 0 e t # 0 temos métodos A-estdaveis, mas nao temos métodos L -

estaveis, pois

lim | R(h) |= l

Reh——o0o 2

Assim, com o intuito de obtermos métodos L - estdveis, percebemos que ao
tomarmos ¢t = 0 em (4.23), temos
R(h) 360 + (168 — 228s)h + (30 — 1145)h? + (2 — 19s)h3
) = = < —.
360 — (192 + 228s)h — (—42 — 114s)h? — (4 + 19s)h®

(4.24)

: o 2
Logo, notamos que ao zerarmos o coeficiente de h*® no numerador, obtemos s = T Dessa

forma, a fungao de estabilidade ird tornar-se

R(h) = 1+ (2/5)h + (1/20)h?
1 — (3/5)h + (3/20)h2 — (1/60)h3

que ¢ a aproximagao de Padé R3(h), que por sua vez é L - aceitdvel. Portanto, o método




obtido com esses valores para t e s € L - estdavel e é dado por

251 11 A 93 19

Ynt1 = Y + hlzog fo 3ﬁof"“ 30 1n+2 350 Fass = 720 Jn+ab

onde

A

yn—}—Z = 5?)':1 - 4?)‘7:+1 + h[gfn + 4fn+1]1

M
yn-irfi = 281}'1’& o 271’"714—1 + h{]-?fn + 18fn.+1]
1611 1592 96(} 12 A

M
yn:—d = W.}'ﬂ 19 yn+1 [ fn s=smpren n+1 19 f1;+2 + fn+3]

Ainda, com t = 0, podemos garantir a Ag-estabilidade, isto &, estabilidade
e doT 1
para h € R~, na qual de acordo com Chawla et al. [5] temos a restri¢io s > ——. Isso

19
segue da expressao da funcao de estabilidade (4.24) e da condigdo

lim | R(h)|< 1,

Re h——o0

uIna vez que

- -2+ 19s
li R(h) |=| ————
Re f;lEl—oo| ( L) ! | 4+ 19s

o que produz | R(R) |< 1.

1 i :
Também teremos s > —— para a I-estabilidade, pois, tomando o numerador

19
de (4.24) e substituindo h por iy, temos

360 — 12i(—14 + 19s)y + 6(—5 + 19s)y® + i(—2 + 19s)*
e por —iy, encontramos
360 + 12i(—14 + 19s)y + 6(—=5 + 19s)y* + (2 — 19s)y>.
Assim, multiplicando essas duas expressoes, obtemos

129600 + 144(46 + 195(2 + 19s))y* + 228(1 + s(2 + 19s))y* + (2 — 19s)%y°

AVA
1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



Agora tomando o denominador de (4.24) e fazendo as mesmas substituigoes,

encontramos

360 — 12i(16 + 19s)y — 6(7+ 19s)y* + i(4 + 19s)y®

360 + 12i(16 4 19s)y — 6(7 + 19s)y® — i(4 + 19s)y>.

Novamente multiplicando essas duas expressoes, temos

129600 + 144(46 + 19s(2 + 19s))y* + 228(1 + s(2 + 19s))y* + (4 + 19s5)%°.

(4.26)

Por fim, fazendo a diferenga de (4.26) por (4.25), ficamos com o polindémio

E(y) = 12(1 + 19s)35,
que deve ser nao negativo, como foi visto em (1.49)-(1.50). Logo,
1
12(14+19s) 20=12+228s > 0= 2285 > —12 = s > T

Ja para o caso s = 0, temos por (4.23) a seguinte fun¢io de estabilidade

360 + 168k + 30Ah2 + 2h3
360 — 192h + 42h2 — 4h3’

R(h) =

que independe de .
Nesse caso, obtemos
1

lim | R(h)|= 3,
Re h——o0 2

o que nos fornece | R(h) |< 1. Assim, o método é A-estdvel e entdo definido por

951 323 11 A 53 A 19 A
n = UYn "I r=rorgd L) o T e n+3 =~ =~an n 3
Yns1 = Yn + hlzogfn + g5 fuet = 35 Fasa a5 Fass —7gg Fardl

A

y?1+2 = 5?}1; b 4yn+l + h[?fn + 4fn+1]1

Uprs = 28yn — 2Tynss + h[12f, + 18fmsil,

A 1563 1544 928 2 A

694
Ynta = 19 U= 19 Yn+1 + h[ﬁfn i Efn-i—l 1o Frizals




Capitulo 5

Métodos Estendidos de Passo Um
de Ordem Seis

Construiremos, neste capitulo, os métodos de ordem seis da mesma maneira que
fizemos nos casos anteriores. Usaremos um algoritmo particular que fornece as condicoes de
ordem dos métodos de Runge - Kutta de ordem 6 pois estas sdo dificilmente encontradas.
A partir desse capitulo, consideraremos a ordem de estdgio médxima 3, j4 que estaremos

trabalhando com um nmimero maior de equagoes.

5.1 Uma Familia de Métodos

Para ordem p = 6, é possivel encontrarmos uma familia a dois parAmetros de

métodos estendidos de passo um, dada por

A N N

A
Yn+l = Yn T+ h[aﬂfn =+ LQ’lfi':.+l + a2 fn+2 +as fn+3 +0y fn+4 +0s5 fn+5] (51)
(6{0)00]
A A M A A A A A
fn+2: f(mft+21y71+2)3 fn+3= f(wﬂ+3: yn+3)1 fn+4: f($7£+4a yn+4): fn+5= f($n+51 yn+5)

onde

A
Ynio = 1820?}11 = ﬁglyrwl ¥+ h[720fn 15 721fn+1]1 (5-2)




A A
Ynts = Bagln + B31Yn+1 + hlvsofa + Va1 fat1 + Va2 fﬂ-’,—2]1 (5.3)

A A M

Ynta = Bao¥n + Bau¥nt1 + b 1g0fa + Yarfrt1 + Yo Frs2 +Ya3 Frisls (5.4)

A A A

A
Ynts = PBso¥n + Bsr1¥Yn+1 + b Vsofn + Vs1fnt1 + V52 Frie FVs3 [nrs +Y54 Frials (5.5)

paran=0,1,2,---

Continuando o mesmo raciocinio dos capitulos anteriores, construimos essa
familia de métodos, encontrando primeiramente os coeficientes «; da férmula principal

(5.1) através das seguintes condigoes de ordem dos métodos de Runge - Kutta de ordem 6

Zbc Zaz k+1 k=0.1.2345

que corresponde a um sistema linear com solugao

_9% _ M 183 241 s i 8
S ogg! TS 1aap «FE Toapr (T imoh T a0 160

Q5 =
Seguindo para a determinagao dos coeficientes das férmulas secunddrias (5.2),

(5.3), (5.4) e (5.5), consideremos a condi¢do da soma das linhas

6
=) ay, i=1,2,3,4,5,6,
j=1

que corresponde a um sistema, onde temos quatro equacoes que ao substituirmos os «;,

obtemos
Bay 2— Y — Yoy Par = 3— 30— V31— Va2
= = o S i - i
B 4—Yo—Ta1— Y2 — Va3 Bsr = B—Ys0—Ys1— V52— Vss — Vs
Agora, com o intuito de encontrarmos os coeficientes 7ij, tomamos as equagoes
das condig¢oes de ordem dos métodos de Runge - Kutta de ordem 6 que ainda nao foram
trabalhadas. Para obtermos tais condi¢bes de ordem, utilizamos um algoritmo que as
forneceu. Como temos trinta e uma equacgoes restantes para trabalharmos, é recomenddvel
utilizarmos as condigoes de simplificacao
2 =92Ac e ¢® = 3Ac,
supondo dessa maneira ordem de estdgio maxima igual a 3. Notemos que nesse caso, usamos

essa restricao ao invés da ordem de estdgio minima igual a 2 usada nos casos anteriores,
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pelo fato de conseguirmos diminuir um mimero maior de equagoes.
Desenvolvendo entdo as equagoes de (5.7) obtemos oito equagoes, que resolvidas
a partir da substitui¢ao dos «;, resultam em
4—27y, Ba = 9— 273 — 43,

16 — 274 — 4740 — 6743, B51 = 25— 275 — 4750 — 6753 — 8754

8 =371, By = 27— 373 — 1273,
64 — 3v4 — 1274 — 27743, Bs1 = 125 — 35 — 1275 — 27755 — 48754.

Assim, fazendo como no caso anterior, substituindo £, dado por (5.6) em (5.8)

e (5.9), encontramos
Yo0 =2, Yo1 =4, By =5, By = —4
e substituindo 35, dado por (5.6) em (5.8) e (5.9), obtemos
Va0 = 12 = 5733, V31 = 18 — 83y, B30 = 28 — 12739, B3 = —27 + 127;,.
Também substituindo [, dado por (5.6) em (5.8) e (5.9), temos as equagoes
o+ Va T3t g =12 (5.10)
—Ya0 + 2741 + 11745 + 267,53 = 60
e enfim substituindo 35, dado por (5.6) em (5.8) e (5.9), chegamos nas equagoes
—Ys0+ V51 + 352 + V53 + 754 = 20 (5.11)
—7s0 + 2751 + 11752 + 26753 + 47754 = 120

Podemos simplificar as equacgoes (5.10) fazendo a diferenca entre elas. Logo
encontramos
Ya1 = 48 — 8749 — 217,3.

Fazendo o mesmo nas equagoes (5.11), obtemos

Y51 = 100 — 8755 — 21753 — 407s,. (5.13)

Para ordens superiores as condi¢oes de ordem incluem as condigoes de ordem
para métodos de ordens inferiores. Podemos nesse caso considerar o resultado do caso

anterior com a mesma ordem de estdgio ¢ = 3. Assim, vamos trabalhar com a mesma
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equacao que retivemos naquele momento apenas modificada para métodos com ordem 6,

que é

6
3
E biﬂz’j Cj = —

i,j=1
Ao desenvolvermos essa equagdo, substituindo os coeficientes que jd
encontramos, obtemos a seguinte expressao

173 3 241 173 9 9 9163

— —0- m—Ye —feg o .
—fg + Bs1 + Va0 7 =Tk 3075 o 50 154 5760

5760 640 240 '3 240 o

Agora, ao invés das trinta e uma equagoes que tinhamos, restaram dezenove

equagoes que sao

6
1
Z biaiic; = JZ biai;arcy = 120 Z biciaicj = 50

i,j=1 ,7=1

6

i 1
Z bzc a;;cj = 12 Z bici( Z azjcj =T Z= cfau(‘? =

1,j=1 ji=1

6
1
E biCiaijjajka— E bauc_?ava,ﬂc;— E bia;;( E ajkck

i,5,k=1 i,j=1 i,j=1 k=1

6 6 6
b 9 ey 1 b 2 e 1 b A
iC; AijAjkCr = %1 iQijC;AkCk = E iQij Ak AmCry = Shan

i,j,k=1 1,J,k=1 1,7,k,m=1

6
E . e E §
biaij(-jaijcj = b; C;(J'.UU,JLCL b; a;uC_].lfl_”\{f_?.;b = —
i,j=1 i,7,k=1 i,j,k=1
6
1 1
E biaijajkakmamoco - ms E biciaijajkakmcm 5 144’

1,7,k,m,0=1 i,J,k,m=1

2 1
E b;a;;CjAjkAkmCm = 180" E bi;j Ak COkmCm = 210"

i,7,k,m=1 i,7,k,m=1
Ao simplificarmos usando (5.7), ficamos apenas com as equagoes

6 1 6 ] 6 1
Z bg'aij; - %3 Z biuijajkcg — TQ_(]" Z béciaijC? — ﬁ

i=1 i,j=1 ij,k=1 ij=1

e como a primeira jd foi trabalhada logo no inicio, retemos apenas as outras trés.
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Desenvolvendo entao essas trés equagoes, novamente substituindo os coeficientes

j& obtidos, encontramos

173 3 3133 173 173 3 9 81 1847

——7200541 & %551 = & _900 Ve = 180742 24 o M 20’)’52 i 8’?53 20754 = 1'4"4"0
(5.15)

3 241 173 9 9 _ 31759

641 £35:»1 753 g% 754 5760

1440 T8/ 5 T gp M2 T o T8 T g
(5.16)

e uma expressao nao linear extensa, que pode ser vista no apéndice (equagdo (A.2)).

Vamos trabalhar com as equagoes (5.14), (5.15) e (5.16). Entdo, tomamos as
trés e escalonamos esse sistema mudando os coeficientes 7;, € 7,44 para o lado direito da
igualdade. Logo, obtemos os seguintes resultados

9 482 69 27 1863 3321

~ 365 + 173732 ~ 19743 e m?sz 5 _1730’)’53 + 365 /54
1631 1928
Bs1 =it —— Yy — 247 — Y5y,

9 9
Ba

Y42

_ 14056 11568
173 T 173 1%

— 24743 (5.17)

Voltando & expressao nao linear citada anteriormente, podemos agora substituir
esses 1ltimos coeficientes encontrados e assim obtermos

63 30393 9 2169 nge ok 1211 - 173

a qual isolando o coeficiente 75, do lado esquerdo, fornece

_ 173(6 = 1211745 + 1730759745 + 189755 — 21073755)
L 54(—3377 + 4820735)

(5.18)

Como obtivemos o coeficiente (,;, podemos a partir dele encontrarmos outros
coeficientes. Entao, substituindo esse resultado e v,, dado por (5.12) na expressao de 3,
dado por (5.8), encontramos

; '—’]_8 + 964')(32 = 865’:/4'3
Ya2 = 173

(5.19)

que substituido em (5.12), fornece

_ 8448 — 771273, + 3287y,3
T = 173 ;
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Agora, substituindo todos esses coeficientes encontrados na expressiao de [,

dado por (5.6), obtemos

6318 — 482073, + 155773
T = 173 ‘
E por ultimo de B4 + B4 = 1, temos

Bao = 173 '

Fazendo o mesmo com o coeficiente 5, que encontramos, ou seja, substituindo-o

juntamente com 7g, dado por (5.13) e ;4 dado por (5.18), na expressdo de 35, dado por
(5.8), obtemos

40012 + 2323240ry5,>+ 14665217 3+ 227016y55— 2735 (847597 + 10475157 13 +1618657s5)
To2= 97(—3377 + 482075y) '

(5.20)
Com o intuito de encontrarmos o coeficiente 55, vamos retornar & expressio de
Y42 dado por (5.17). Assim, substituindo 755, vs4 € 742 dados, respectivamente por, (5.20),

(5.18) e (5.19), encontramos que

964 + 1737,
753 == 2? -

Logo, substituindo esse resultado em (5.20) e em (5.18), obtemos

—2412 + 4824, — 865y 173
Ygat— 2?32 B e V54 = ST

que substituidos em 5, dado por (5.17), fornece

g .

Substituindo os coeficientes 75y, Y53 € v54 €em (5.13), temos que
8672 — 385673, + 32877,3
751 27
"

e substituindo todos esses coeficientes encontrados na expressdo de 5, dado por (5.6),

ﬁm =

obtemos

4505 — 241074, + 1557743
753 — 7 2

Por fim, encontramos a partir de 35, + 35, = 1, que
8(477 — 2417y, + 1737,)

650 T 9 .

Assim, encontramos todos os coeficientes dessa familia de métodos em funcio

dos dois parametros 73, € 7,3, respectivamente denotados por ¢ e s. Entéo, substituindo os
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coeficientes em (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5), obtemos

Yn+1 =

onde

Fas
yn+2

A
y11+3

A
yn+4

Yn + R

1427 133 A 241 A 173 3
288f” 1440f”+‘ 240 / nt2 T7o0 Fris = 1440 f n+a T g0 Fatsl:

a1 n - 4yn+l + fb[an + 4fn+1]a

4

A
(28 — 12t)yn + (=27 + 12t)yn+1 + R[(12 — 5¢) fr. + (18 — 8¢) fut1 + t frsials

3(4743 + 1384s — 3856t) 8(—1757 — 519s + 1446t)

( 173 Jn + ( 173

6318 + 1557s — 4820t 8448 + 3287s — 7712t
h(( 173 Mt ( 173 Y fnt1 +

—18 — 865s + 964t
( 173 ) n+2 + 8 f’n+3]

8(477 + 173s — 241t) —3807 + 1928t — 1384s
( 9 )yn n ( 9 )y'n.+1 +

4505 — 2410t + 1557s 8672 — 3856t + 3287s
h[( 27 )f”- T ( 27 )f‘-‘?--‘r] +

—2412 4 482t — 865s, A 964 + 173s, 4 173 A
( 27 ) f71+2 +(T) fn+3 _2_7 fn+4]'

)yn+1 =+

5.2 Analise da Estabilidade

encontramos

onde i = hA, e de (2.7)

Quando aplicamos essa familia de métodos a equagdo linear teste (1.41),

1 + (o + 2By + 3Bz + aafByy + 0‘5!350);1 + (2790 + a3(739 + BapVs2) +

@4(V40 + BaoVaz + BaoVas) + as(Vs0 + B20Vs2 + Bao¥ss + Bao¥sa))h* +

(3Y39Y20 + @a(Ya2Y20 + Va3V30 + B20Y43732) + @5(Vs2Y20 + Vs37¥30 +

23
YsaVa0 + Ba0Vs4Va2 + BaoVsaVaz))P” + (a3 V32Y20 + @5 (Vs3Y30Y20 +

Ys4Y42Y20 T V54Y43Y30 T+ 1320754743732))}34 + 0554V 43732 Y20
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1 — (o1 + a2fg) + 3f3; + aafBy; + asﬁm)}} — (0291 + a3(v3; + Barvse) +

04(Ya1 + BarVaz + Ba1Vas) + as(¥s1 + Bar¥sz + Ba1¥ss + Barvsa)) A —
(3y39721 + Ca(Va2 Y21 + Va3 V31 + BarVaz¥ze) + as(VsaVa1 + Vsavar +
YsaYa1 + Bo1VsaVaz + Ba1VsaVaz))h® — (QaVas¥azver + as(Vs3V32Y0r +

74 75
VsaVa2V21 + VsaVa3 Va1 + Ba1VsaVasV32))h" — a5V54Va3YV32 Y21 -
Entao, substituindo os valores obtidos anteriormente, temos

P(h) = 720+3600h—12(—132+1735)h? +6(46+173(—1+t)s)h3 — (— 18+ 173s) At — 173sth®
(5.21)

e

Q(h) = 720+2880h—12(138+1735)h%+6(62+173(1+t)s)h>— (36+173(1+6¢)s)h*+346sth°.
(5.22)

Novamente, como nos casos anteriores, ¢ um tanto quanto complicado
determinar as propriedades de estabilidade para esses métodos pois estamos tratando de

métodos a dois pardmetros. Assim, vamos fazer algumas observacoes.

Para t e s diferentes de zero, temos métodos A-estdveis, ja que

lim | R(h) |= l

Re h——o0 2

Agora, analisando a I-estabilidade, tomamos P(h) dado por (5.21) e

substituimos A por 7y, obtendo

720 + 36004y + 12(—132 + 1735)y* — 6(46 + 173(—1 + t)s)iy> — (=18 + 173s)y* — (173st)iz°
e por —iy, onde encontramos

720 — 36004y + 12(—132 + 173s)y* + 6(46 + 173(—1 +t)s)iy® — (=18 + 173s)y* + (173st)iz®.

Se multiplicarmos esses dois resultados, ficamos com




4(518400 + 17280(618 + 173s)y* + 144(3804 + 299295 — 346s(—13 + 150¢))y* +
12(1596 — 20765(—2 + 27t) 4 29929s%(1 — 6t + 3t%))y® + (324 + 2076s(—3 +
46t) + 29929s2(1 — 12t + 12¢2))y® + 299295%t%y0). (5.23)
Fazendo as mesmas substitui¢des em Q(h) dado por (5.22), temos
720 + 28807y + 12(138 4 173s)y* — 6(62 + 173(1 4 t)s)iy® — (36 + 173(1 + 6t)s)y* + (3465t )iy®
b
720 — 2880iy + 12(138 + 1735)y* +6(62 4 173(1 +t)s)iy® — (36 + 173(1 + 6t )s)y* — (3465t )iy°.
Multiplicando esses dois resultados, obtemos
4(518400 + 17280(618 + 173s)y* + 144(3804 + 29929s* — 346s(—13 + 150t))y* +
12(1596 — 20765(—2 + 27t) + 29929s%(1 — 6t + 3t%))y°® + (1296 — 41525(—3 +
44t) + 29929s%(1 — 12t + 12¢%))y® + 1197165%t%y). (5.24)

Desta forma, fazendo a diferenca entre (5.24) e (5.23), chegamos no seguinte
polinémio
E(y) = (3888 + 747365 — 1112736st)y® + 3591485%t%y™,
que deve ser ndo negativo, de acordo com (1.49)-(1.50).
Temos que
359148s%t%y' > 0.

Agora, analisando o termo
(3888 + 747365 — 11127365t)3°,

notamos que temos

3888 + 74736s — 11127365t = 0,

ara t = e es= Li valores esses que também anulam a expressao
Pt =g e q : DR

66 + 1211s — 18165st
que multiplica ke a expressao
435 + 8477s — 125944st

que multiplica 78, quando fazemos a diferenga entre R(h) e exp(h). Logo, como ficam
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restando termos multiplicados por h® em diante, temos que para esses valores de s ¢ t a

seguinte funcao de estabilidade

1680 + 8400h + 2340h% + 20h3 — 71h4 — 9h°

R(h) = - - = ~ -
) 1680 + 6720h — 5220h2 + 1600h3 — 251h4 + 18h5

¢ uma aproximacao de ordem 8 para a exponencial e A-aceitavel.

Tentando obter métodos L - estdveis, observamos que para t = 0, a funcao de
estabilidade toma a forma

720 4 3600k — 12(—132 + 173s)h2 + 6(46 — 173s)h3 — (—18 + 173s)h*
720 + 2880k — 12(138 + 1735)h2 + 6(62 + 173s)h3 — (36 + 173s)h*

R(h) =
Entao, com o intuito de obtermos

lim | R(h) |=0

Reh——oo

% ’ > 18 .
anulamos o coeficiente de h* no numerador de R(h), encontrando s = 173" Assim, temos

que a funcao de estabilidade, torna-se

R(h) = 1+ 5h + (19/10)A2 + (7/30)h3
1+ 4h — (13/5)h? + (2/3)h3 — (3/40)h?’

cuja order star ¢ dada por

,.||||HH|| (LS HH”‘HH | |[||H|||”H|||||||In

g,
1”
’”!1||||HH|||HH|||n

T
Intervalo [-0,25, 0,25] x [-0,25, 0,25 Intervalo [-5, 5] x [-5, 5]

|lll|
|lU1

O E—— ] (S
L

..[l|”H { o |H ‘ e “f

Portanto, o método que encontramos com esses valores para t e s ¢ dado por

05 1427 133 A 241 A 173 A Sk

288f == fn—H fu—;—:':]'

!)"n-r-l UH. e h[ 1440 240 fn+2 +720 fﬂ+3 1440 jn.-{—fl ].GU'

onde

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16 17

18



5?fu - 4yn+1 + h[?fn + 4f1'1+1:|}

ngn = 27?}n+1 + h[lzfn =g 18fn+1]1
14661 14488 +h[6480 B 8790 09 108 4 18 !
173 In = T173 Yt 173 nt1 = Tpg Fui2 F 73 Faal;

. 4667 9014 2502 A 982 A 173 2
440?)'1'1 - 459?}'1:-!-1 i h[ 27 fu i 27 fn+1 . ? frH—? +? fn+3 27 n+4]

Agora, tomando s = 0, temos que a funcao de estabilidade é definida por

720 + 3600k + 1584h2 + 276h3 + 18h*
720 + 2880h — 1656h2 + 372h3 — 36A4

R(h) =

e independe de t. Logo, obtemos

- 1
lim | R(h) =
Rek oo 2

o que fornece | R(h) |< 1, ou seja, o método ¢ A-estavel. Assim, definimos esse método

por

1427 133 A 2

41 173 A 3 £
288 ﬁfn"}'l f‘.l"l+2 f‘-’?.+3

y‘u-f-l ?;'n + h[ 1440 fn+4 160 n+o]

onde

A
Ynt2 5y n - 4yn+l I }5[2}('71 + 4fn+1]a
A

Unss = 284 — 2Ttnsr + R[12fn + 18Fnsil,

14220 14056 | [6318 e 8449 = 18 !

=" Yn — —=5"UYn l n n.
173 Jn ~ T173 Int 173 +17 173 Ini2h

A 4505 86?2 2412 A 964 A 173 A
Yn+s 424y, — 423yn41 + +h[ o7 Tt — 7 Tage +2_7 Juig— 27 n+4]

A
yn+4

5.3 Calculo da Ordem de Estagio

Vimos no inicio desse capitulo, durante a construgao da familia de métodos
estendidos, que foi de grande importancia a utilizagdo das condigdes de simplificagio (5.7),

supondo ordem de estdgio maxima igual a 3.
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Verifiquemos entao, que temos isso vélido. Como

0 0 0 0 0 0
05/288 1427/1440 —133/240 241/720 —173/1440 3/160
49/72 13/360 133/60 —241/180 173/360 —3/40

Q41 42 43 45 A46
as) as2 as3 ; Q55 as6
Qg1 ae2 : ; Qg5

A=

99/32 — 25t/24,  ag = — 1401/160 + 467t/120, as3 = 1197/80 — 113t/20,

—723/80 + 241¢/60, ass = 519/160 — 173t/120,  ass = (—81 + 36t)/160,

(60533 — 36150t + 67475)/6228, asy = (—986599 — 1489535 + 675282t) /31140,

(233141 + 43077s — 163398¢) /5190, ass = (—423437 + 348486t — 109509s) /15570,

(1757 + 5195 — 1446t) /180, ass = (—5271 + 4338t — 15575) /3460,

(70815 — 48200t + 179925)/2592, ags = (—1270029 + 900376t — 397208s) /12960,
tis (313371 — 217864t + 1148725) /2160, ags = (—686127 + 464648t — 2920245) /6480,
ags (575571 — 333544t + 2394325) /12960, ags = (—3807 + 1928t — 1384s) /480,

desenvolvemos ¢ = 2Ac e encontramos essa condicio satisfeita.

Ao desenvolvermos ¢® = 3Ac?, também temos a validade da condicao.

Agora em c¢* = 4Ac?, nao obtemos um resultado satisfatério, j& que

0 0
1 1
16 12
ik 45 + 12t
256 (19160 + 11568t)/173
625 (1969 + 1928t)/9

para qualquer valor de ¢.
Sendo assim, confirmamos que a ordem de estédgio ¢ ¢ = 3, pois (2.6) ¢ vélida

para k= 1,2.




Capitulo 6

Métodos Estendidos de Passo Um
de Ordem Sete

Neste capitulo, novamente seguiremos o mesmo raciocinio que utilizamos para
construirmos os métodos de ordens inferiores. A diferenga que teremos, neste caso, ¢ que
nao obteremos uma familia de métodos, mas apenas um método estendido de passo um de

ordem sete.

6.1 Obtencao do Método

Para ordem p = 7, definimos um método estendido de passo um por

A A A A M
Yn+1 = Un + h[a[}fn + alfn+l + o fn+2 +as fn+3 +0y fn+4 +as fn+5 +ag fn-i—(i] (61)

onde

M

yn+2 = ﬁQOyn + 13213/:1—!-1 + hhmfn + 721fn+1]: (62

A A
Ynis = Bao¥n + Bar¥n+1 + A[vs0fn + Va1 frs1 + 732 fraals (6.3

A N A

)
)
Ynta BaoYn + BaUn+1 + Va0 fn + Yar fasr + Va2 Forz ¥4z Fras)s (6.4)
)

A A A A
Ynis = BsoUn + Bsi¥n+1 + Al¥sofn + Vs1fnt1 + Y2 Fryz +753 Fres +Y5a Frtals (6.5

A A A A A
Yn+se BeoYn + Ber¥n+1 + h[Veofn + Yerfat1 + Yoz Frrz +V63 fuss TY6a Frra +Y65 fris)s

(6.6)




paran=0,1,2,---.

Observe que neste caso vamos encontrar um método e nao uma familia de
métodos com parametros livres, ou seja, solugoes 6timas conforme nos casos anteriores.
Isso ocorre pelo fato de, nesse caso, existir mais equagoes do que incégnitas v;;. Assim,
para p = 7 temos uma solugao devido & nao-independéncia das equacoes.

J4 nos casos anteriores, temos que o nimero de parametros livres é igual a
diferenga entre o mimero de incégnitas 7,;; e o nimero de equagoes (ver tabela da subsegao

2.1.1).

Novamente, vamos construir o método partindo da obtencao dos coeficientes «o;
da férmula principal (6.1), tomando algumas das condiges de ordem dos métodos de Runge

- Kutta de ordem 7, que sao

7 6
i=

1
> bidf =) aif=-—, k=0,1,2,3,4,5,6,
— k+1

1
e que formam um sistema cuja solucao fornece

19087 2713 15487 986 6737 263 863

%0~ oas0" ™ T 2520°™* T T20160" " T 945" T T 20160°“* T 2520" ™ T 60480

Com o objetivo de encontrarmos os coeficientes das férmulas secunddrias (6.2),

(6.3), (6.4), (6.5) e (6.6), vamos utilizar a condigdo da soma das linhas dada por:

7
6=y oy 4=1,234586,T,
j=1

que se constitue em um sistema com cinco equagoes, as quais substituindo os coeficientes

a;, resultam em

521 = 2—720_’)’211 531 — 3_730 — Y31 — Y32 )841 =4_’740 S I bt ) g L
Bsi = 5—s50— Y51 — Ys2— V53— Vsa» Be1 =6 —Ye0 — Y61 — Y2 — Y63 — Vo4 — Yes-
(6.7)

Partindo entdo para a obtencgao dos coeficientes 75> tomemos as equagoes
restantes das condi¢oes de ordem . Como no caso anterior, obtemos as condigoes de
ordem fornecidas por um algoritmo particular. Nesse caso teremos setenta e oito equagoes

para trabalharmos. Assim, como anteriormente, é necessdrio utilizarmos as condigoes de

AVA
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simplificacao

® =2Ac e ¢ =3Ac, (6.8)

que correspondem a impor ordem de estdgio médxima igual a 3.
Ao desenvolvermos as equacgoes (6.8), obtemos dez equacoes que substituindo os

coeficientes «; e resolvendo-as, fornecem

Ba1 = 4= 27,, Bs1 =9 — 273 — 473y, By =16 — 274 — 4740 — 6743,
Bs1 = 25— 275 — 475 — 6753 — 8754, Be1 = 36 — 2761 — 4Y62 — 6763 — 8764 — 10765
(6.9)

Bay 8 — 371, P =27~ 3731 — 12739,
641 64 =y —12%n— 27743: /351 =125 — 3751 = 12752 — 27753 — 48754,
Bex 216 — 3761 — 12762 — 27763 — 48764 — T5Ygs- (6.10)

Entéo, trabalhando com as equagdes (6.7), (6.9) e (6.10), da mesma maneira

que foi feito em casos anteriores, obtemos

Yoo = 2, Yo1 =4, By =5, By = —4, Y30 = 12 — 5730,
Ya1 = 18— 8730, B3p =28 — 1273, B3 = —27 + 1274,,

a1 48 — 8749 — 21743, 751 = 100 — 8y55 — 217753 — 4075,
e substituindo fg, dado por (6.7) em (6.9) e (6.10), encontramos as equagoes

—Ye0 + Y61 + 3V62 + 963 + 7764 + 9765 = 30

—Y60 + 2V61 + 11762 + 26763 + 47764 + T47gs
as quais subtraindo uma da outra, fornecem

Como vimos anteriormente, podemos considerar as equagoes que retivemos nos

casos anteriores com mesma ordem de estdgio. Sendo assim, tomando primeiramente a




equacao retida para p = 5 modificada para o nosso caso, obtendo

1
Z biaz'jC? - %

IJ=1
que considerando as substituicoes dos coeficientes obtidos até o momento, ¢ da forma

6737 263 863 586 6737 263 263 863

~80620”  T0080°51 ~ 24192061 T 315 722 3360 143 T 120 75+ T 105 754 To080 76~

863 863 7351
2520 47 1008 7% 2240

(6.11)

Agora, tomando as equagoes retidas para p = 6 e também reescrevendo-as, temos
7 7 7
b -4 1 b 3 1 b 3 1
E iijC; = 30’ E iijAjkCp = 120° E iCiQijC; = 2%
ij=1 ij,k=1 i,j=1

Ao desenvolvermos essas equagoes com as devidas substituicoes, obtemos trés equacoes. As
equagoes (6.12) e (6.13) que apresentamos a seguir e a equagio (A.3), que por ser muito
extensa é apresentada no apéndice.

6737 . 263 o _ 83 . 372 G737 6737 263 263
100800 * T 1260075 ~ 302400 ¢! " 4725 132 2520 142 33g 18T 315752 T 3

789 863 863 863 863 7379
35 1547 7560 727 1008 1637 280 14 108 155" 2800

Ys3t+

(6.12)

_bm7 L 263 3 , 086 6737 23 23 863
20160" 41 " 201675 40320 611 705 732" g0 18T gq T3 57 Vs g0 763

863 863 5465

m’]u 108’}’6;; _04 (6-13)

Depois do desenvolvimento das equagoes retidas anteriormente, ficamos ainda
com quarenta e sete equagoes para trabalharmos. Por isso, vamos aplicar nelas as condigoes

de simplificacao (6.8) obtendo as seguintes equagoes

7
bicia;jajkCh = —
1l U kT 3

i,5,k=1
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7 7
1 1
4 3
E ba;jajrc, = 210’ E bi0ija;kQkmC;y, = 10"

i,j,k=1 i,j,k;m=1
das quais s6 nao retemos a primeira, pois ja foi utilizada.
Assim, desenvolvendo as equagOes retidas e fazendo a substitui¢io dos

coeficientes que ja obtivemos, encontramos as equagoes

6737 1315 863 586 6737 1315 1315 863

~50407 41 3016751 "0 o1t 35 Ve gg YT g YesT o Ve ggg Ve~

863 863 115579

770 1647 98 165" 3360 (6.14)

6737 63 863 30472 6737 6737 263 1315

25207 502000 1575 12" 630 12 81 18T 53

641

7..12_4_ 7534—

25200 492

789 863 863 2580 863 54683
7 1547 1960 7627 1687637 140 1647 18 1% 6300

6737 . 263 o 863 . 15236 6737 249260 263 9731
120960 *1" 15120 °' 362880 1" 945 '*2” 840 1427 3360 7 105 %" 420

Y53t

863 31031 35383 14671 22237
105 7472520 7627 10080 193 2520 14" 336 /65 10080

e mais quatro equagdes nao lineares, que nao sao aqui apresentadas por serem muita

(6.16)

extensas, mas que podem ser vistas no apéndice (equagoes (A.4), (A.5), (A.6) e (A.7)).
Vamos trabalhar entdo primeiramente com as equagoes (6.11), (6.13) e (6.14),
ou seja, escalonamos essas equagoes e obtemos

205524 450048

863 863
47645 56256

263 263 132
547288 450048

6737 6737

661
i
1541

Va2 — 24763 — 96764 — 24074s5,

— 24ry53 — 9654,

Va2 — 24743-
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Tomemos agora, as equagoes (6.12), (6.15) e (6.16) onde substituindo os
coeficientes anteriores e efetuando o escalonamento, encontramos

74 6737 944 863 101834 1600865

T3 = 31153 T 2104 T 131754 T 631278 T 103350764 T 413436 16
564 75008 69 863 10849 35383 55232

~33685 T 20011722~ 1074 T 202117 T 5737076 T 33685764 T 20211
18477 4688 464853 3291 863 19849 49191

~ 689060 T 789 732 21040 " 131 7531567621 21040 7% 639060 ' *
7621153

826872 165

Substituindo todos esses coeficientes encontrados nos dois escalonamentos, nas

el £

cinco equacgoes extensas que citamos anteriormente, obtemos

88209357 6794342 06580919 11147371 21738107
527113160 13238205 2 ">~ (1976905280 ~ 158858260 *2) ™ (Goapr2as -
17336807 49 37
38587360 %) 6552880 T 55020 1%

(

35417947 18834482 116219347 30901441 11630651

(= 370669720 T 92667235 %2 751 (3896073760 ~ 1112009220 1) "+ (133914496

12379735 101 37

69457248 132765 ~ 330080 183402

(88299357 694342 | 863 863 . 3433644853 125161753
49422632 2647641 132/ 54T \58800 T 20160 32/ 163 \ 44480368800 1112009220

732)%4_

714847927 515160083 3739 37 6737 6737

— - = — - N
(91572480 347286240 1) 5= ~ 2200800 T 11002 %2 9600 15 " G720 13278
e outras duas equagoes que, por serem extensas, estdo no apéndice (ver equagoes (A.8) e

(A.9)).

Escalonando entao essas trés equagoes, vamos encontrar os seguintes resultados

6312

%863
—40422 + 8637,

6312 !
[~5313552744 — 953130549y ,,+22692239844+1073,(1361615077 5 —

37504(—20211 + 8637,,))]/5814031(=7 + 107,,).

AVA
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Voltando aos coeficientes vso, Y42, Vs3> Bs15 Be1s Y61 € Y51 que encontramos, e
substituindo esses trés coeficientes dados acima, obtemos longas expressoes. Sendo assim,
vamos escrevé-las em termos de 73, € v43. Temos que em G5, v5; € 74y, também podemos
substituir os novos resultados dos coeficientes 753, 750 € V42-

Assim, como temos os coeficientes (4, 74, € V42, podemos tomar a equacao de

B4, dado por (6.9) e entdo encontrarmos

Yoz = (17695013454 — 269723340447y, + 252664448075, % + 47656527457 43 —

68080753507357743 — 56458840844 + 802999062735764)/5814031(—7 + 1073,).

Em seguida, tomando esse resultado e os coeficientes Bg1, Y61, Y63 € Vesr ©
substituindo na equagéo de g, também dado por (6.9), obtemos
_40422(—65 + 34873,)
Y64 = 363(—144 + T737,) |

144
773
Podemos substituir v4, em g9, Y63 € V54, € assim encontrarmos

concluindo entao que 73, #

2899059275, 2 + 144(122101 + 1010557,,3) — 3735(33434466 + 260385057,3)
863(—144 + 77373,) '
3(—4(131257 + 2425327,3) + 732(2887808 + 52077017,3))
863(—144 + 77373,)
—6737(=T79 + 4257s,)
1052(—144 + 77373,)

bl

Substituindo entdo 74, € 74 nas longas expressoes dos coeficientes citados
anteriormente, obtemos

328928 — 30003273, + 128003743

Ta = 6737
—694 + 375045, — 33685743

6737 ’
33744062 — 20295386474, + 11596236875, 2 + 184324327 5 — 9894631930743

151488 — 8131965,
7440648 — 4272855873, + 144952965, 2 + 4850640745 — 2603850539743
1052(—144 + 77373, ’
—2962802 + 1593920073, — 970128745 + 5207701735743
1052(—144 + 7737,
— (83935668 + 23192473674, 2 + 552972967745 — 3735(165015100 + 989463197,5))
863(—144 + 7733,

¥




11864340 — 71848249, + 4348588873, 2 + 58207685 — 3124620655743
12(2899059275, 2 + 72(132463 + 80844,43) — 373,(18905141 + 104154027,3))

863(—144 + 7737s,)
Conseguimos encontrar os coeficientes 7,49, V50 € Ygo P€las equagoes de [y, fs
dadas em (6.7), entao

246002 — 18752035 + 6063373

6737
— (19480807 — 1181576957, + 7247648075, % + 873115275 — 4686930973543

1052(—144 + 77373,
— (45546954 — 27199466474, + 1449529603, 2 + 26193456743 — 140607927732743)
863(—144 + 7737s3) :

E, enfim, obtemos (,,, 35, € B¢y @ partir de

3

ﬁj[)+/6j1=1v .,"":4!5!6

554025 — 45004875, + 161688,

6737
—2(5951106 — 3602577473y + 217429444, 2 + 291038445 — 156263103755743)

263(—144 + 77373,) ’
114572304 — 68125217575, + 3478871045, 2 + 6984921675 — 3749544727357 43
124272 — 667099, :

Portanto, encontramos todos os coeficientes que compoem o método estendido

de passo um definido pelas equagoes (6.1), (6.2), (6.3), (6.4), (6.5) e (6.6).

6.2 Anadlise da Estabilidade

Ao aplicarmos esse método a equagdo linear teste (1.41), obtemos
Yn+1 = R(h)ym

com h = h, onde, por (2.7),
Rih )
Q(h)




P(h) =1+ (ag+ Q2350 + 330 + aafyg + 5850 + aﬁﬁao)k + (Q2y99 + 3(V30 + B20V32) +

a(Yao + Ba0Vaz + BaoVas) + @5(¥s0 + Bao¥s2 + BsoVss + Bao¥sa) + 6(Ve0 + BaoVez +
BaoVes + BaoVea + Bso¥es) 2 + (05VarVa0 + a(Yaz Y20 + YasVso + BaoVasVs2) +
@5(Ys2720 + V53730 T V5440 + B20Vs4 Va2 + B30Ys47a3) + 6(Ye2Y20 + Ves V30 + VeaVao +
YosTs0 + BaoVesVaz + BaoVeaVaz + BaoVesVsz + BaoVeaVas + BaoVesVss + BaoVesVsa) ) B® +
(Q4V43732Y20 T @5(V537V32Y20 T V54 Va2 V20 + V547Va3Y30 T BooVs4VasV32) + @6(Ve3Vs2v20 +
YeaYa2Y20 T Vo5 V5220 T YeaVas V30 + Vo5753730 T VesVsaYao + BooVeaYaz Va2 +
BaoVesVsaVaz + BaoYesVsaVaz)) P + (05754 Va3Va2720 + 06(V6aVa3V32 720 + VesVsaVaz Va0t
Y5754 V42720 T V65754 7a3Y30 T »320’}’65’)/54’}’43'}“32))*i ok aﬁ’l’ss’)’sﬂm’?sﬂzoﬁ 2°

e

Q(f’») =1-—(a1+ agf3y; + azfBs; + sy + asB5 + 036561)‘;1 — (ayg, + 0’3(731 + 521’?32) +

a4(Va1 + BorVae + Ba17as) + as(Ys1 + BarVse + Ba1Vss + Bar¥sa) + a6(Yer + BarVer +
BarVes + BarYea + Bs1Ves)) A2 — (05Ya2721 + 0a(Yaz¥ar + VasVar + BarVasVa) +
s (V52721 + ¥53Y31 T VsaYar + Bar¥saVaz + Ba1VsaVas) + a6(Ve2 Va1 + Ves Va1 + VeaVar +
YosVs1 T BarYes Va2 + BarVeaVaz + BarVesVs2 + Ba1YeaVas + Ba1VesVss + r’341')’65754))f?13 =5
(QaVasva2Yar + @5 (Vs3Y32Y21 + VsaVaz Vo1 + VsaVaz Va1 + BarVsaVasV32) + @6 (VesVsovar +
YeaYa2Y21 T VesVs2Y21 T VeaVaz¥a1 + Yes V5371 + VesVsa Va1 + Ba1VeaYazYs2 +
Bo1Ve5 V54 Va2 t 631')’65754743));14 — (@5V54Ya3Y32721 + @6(V6a Va3 Va2 V21 + Vo553V 32 Y21+
Ye5Y54Ya2V21 T V65754 Ya3V31 T 521%5’}’54’)’43732))&5 = (16’1’65754’743'}“32’}“21;’-6-
Assim, substituindo os valores encontrados na secao anterior, temos
P(h) = 1+ 6h— ((—4739 + 2548675,)/(288 — 1546735))h° — (417766 — 35(2247176—
98632257,43) — 5322237,43)/(420(—144 + T73735))) i — (1712172 — 7755(24024694—
358947367,3) — 6386676 ,3—573, 2(—15939200 + 16640397,,))/(10080(—144+
T73750)))R" — (54826 — 294964-y,,— 532223 5 +2863225735743)/(5040( — 144+

~5 ~6
773732)))h “((6737732(_79 + 425’?32)743)/(5040(—144 = 773732)))“

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Q(h) = 1+ 5h+ ((3155 — 1698375,)/(288 — 154675,))h" +((406064 — 735(2185014+
5322237,3))/(420(—144 + T73755)))h — (559257 — 2745(2985901 + 3981567,5)+
15966697 45-+732 2(15939200 — 33819747,,))/(2520(—144 + T737,,)))h" —
((75,(589928 — 3301137,5) — 79(1388 + 67377,5) + 1717935075, *743))/(5040(—
144 + T7375,))) R +((6737735(=79 + 425730)743)/ (2520(—144 + T73755))) R’

Mais uma vez, COINO I10s CasSos ‘dlltCI’iUI’CS, vamos fazer algun‘ms U]I)SCI‘V&).QE)US

quanto as propriedades da estabilidade.

Para 735 # 0 € 743 # 0 temos métodos A-estaveis, pois

lim | R(h) |=

1
Re h——o0 2

Ja para obtermos métodos L - estdaveis, analisando a funcao de estabilidade,

\’OI‘iﬁ.C&l]lOS, da mesma maneira que nos casos anteriores, que serd conveniente tomarmos
694

6737 ©
R(;L) u) 1=t Gfl + (4739/288)fl2 + (6049/1008)&? + (5857/8064)?&4
1+ 5h + (3155/288)h2 — (1707/224)h3 + (1787/896)h* — (27413/120960)h5

Sendo assim, para esses valores de 3, € 743 obtemos um método L - estdvel

732 = 0. Entao, consequentemente teremos que 7,3 = assim

dado por

19087 2713 15487 A 586 7 6737 A

Yn+1 = Yn+ }L[60480fn == 2520fn+1 oy m fn+2 +§ig fn+3 _m f?’l-i—4 B

263 7 863 2
m fn+5 "m fn+6]

5?}“ = 4yn+l + h«[2fr1 + 4fn+1]1

28?}1; = Q?yr;—{—l + h[Ian e 18fn+1]1

570681 563944 252248 342114 4164 A 694 A

Thamar N T T amae dn I n n+l = Soae o 3h
o737 In ~ ~grar Ynrt g fa t g s — ez fasa ey faval

347273 36221 }1[20380231 o LTB2423 30847 A
1052 7 1052 *H 151488 " 75744 "1 T Tg31p Int2
1531369 A 532223 A

75744 e 151488 fatal;




845609 844746 +h[8040871 ;4 1469335 182511 4
863 '* ~geg I+t 20712 10356 ™1~ Tge3 /n+2

156241 }; +437905j; 6312 !
10356 * ™3 " 20712 ‘4 863 Fars

6.3 Calculo da Ordem de Estagio

Durante a construgao desse método estendido, objetivando simplificar o nimero
de equagoes que tinhamos para trabalharmos, utilizamos as condigdes de simplificagio (6.8),
as quais nos fizeram admitir ordem de estdgio mdxima igual a 3.

Vamos agora verificar se este resultado é realmente valido. Temos que

( 0 0 0 0 0 0 0 \
19087 2713 —15487 586  —6737 263 —863

60480 2520 20160 945 20160 2520 60480

11153 —193 15487 —2344 6737 —263 863
15120 630 5040 945 5040 630 15120
Q4 Q42 Q43 Q44 Q45 Q46 Qq7
asy as2 as3 as4 ass Q56 asz
ag1 ae2 aes3 Qg4 aes Qe ag7
ar a2 a3 Q74 aze arr

onde

70137 — 2445273,) /20160, as, = (1033(—9 + 4v,,))/840,
139383 — 5522873,)/6720, ass = (586(—9 + 474,))/315,

863(—9 + 47s,)) /20160,

(
(
(—6737(=9 + 4v5,))/6720, ass = (263(—9 + 4vs,))/840,
=
(554014363 — 3438929285, + 726181237,5)/50931720,

=

—81986723 + 581124485, — 14511498,,)/2122155,
(1057732277 — 77672659273, + 2281215577,3) /16977240,
(—320710768 + 2637281285, — 88382703,5)/6366465,
(68411 — 5625675, + 202117,3)/2520,

(263(—68411 + 5625675, — 202117,3))/2122155,

AVA
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(—863(—68411 + 5625673, — 202117,3))/50931720,
(—265829233344y,, 2 — 108(630510595 + 1936483287,3) +
v32(415176819737 + 1122676181587,,))/(15906240(—144 + 7737s,)),
(449209223044, * + 288(37948595 + 14511498,3) —
732(67063365217 4 22434775908,3))/(662760(—144 + 7737s,)),
(—60040965561674, 2 — 108(1354094145 + 6083241527,,) +
~42(897361899943 + 3526759271227,3))/(5302080(—144 + 77373,)),
(1019309214727, 2 4 54(463151205 + 2356872087,3) —
v45(153349751656 + 683198294197,3))/(994140(—144 + 7737s,)),
—(6737(11466180 — 697062495, + 4348588874, 2 + 582076873 —
312462067347,43))/ (5302080(—144 + 7737,,)),

(11864340 — 71848249, + 434858883, 2 + 582076873 —
3124620673557,3)/(2520(—144 + 77373,)),

—(863(11864340 — 718482495, + 434858884, 2 + 582076873 —
312462067y357743))/(15906240(—144 + 77375,)),

(— 1772194888965, 2 — 72(659965499 + 200472492 ,,,) +
3v45(96108609253 + 374225393867,53))/(4349520(—144 + T7373,)),
(2994728153674, 2 + 144(57279877 + 290229967y43) —
3rv45(16636476533 + 7478258636,43))/(181230(—144 + 77373,)),
(—4002731037445, 2 — 72(1641195121 + 9124862287,,3) +
3v3(236614015787 + 1175586423747,3))/(1449840(—144 + T73s,)),
(679539476484,  + 36(607204559 + 3535308127 ,43) —
374,(43403990984 + 22773276473v,5))/(271845(—144 + 77373,)),
[—6737(2899059275, % + 72(141563 + 808447y,3) — 373,(20074421 +
104154027,3))]/(1449840(—144 + 773s,)),

[263(2899059275, 2 + 72(142543 + 808447 ,3) — 373,(20203781 +
104154027,5))]/(181230(—144 + 7737s,)),

AVA
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arr = (—289905927,, 2 — 72(132463 + 808447,3) + 375,(18905141 +

10415402,53))/(5040(—144 + 773s,)).

Ao desenvolvermos ¢ = 2Ac, encontramos que essa condicao é satisfeita.
Desenvolvemos entdo ¢® = 3Ac? e obtemos também a validade dessa condicao.

Quanto a condicao ¢! = 4Ac?, ndo conseguimos um resultado satisfatério, pois
0 0
LT 4 \

16 12

81 45 + 1274,

256 (8(93277 + 562565,)) /6737
625 (3(19185 + 187527,,))/263
\ 1296 /  \ (12(27153 + 375047,,))/863 /

para qualquer valor de s,.

Assim, temos que a ordem de estédgio é ¢ = 3, ja que (2.6) é vélida para k = 1, 2.




Capitulo 7

Sistemas Stiff: Um Algoritmo com
Passo e Ordem Variaveis

Nos capitulos anteriores, apresentamos uma teoria geral para métodos
estendidos de passo um estabilizados, baseados nas férmulas de Runge - Kutta, que
permitiu restabelecer uma familia de métodos obtidos anteriormente em [18], [10], [4],
[5] e construirmos novos métodos de ordens mais altas pertencentes & mesma familia.
Todos esses métodos, em geral, dependiam de paradmetros, o que foi significativo na procura
das condigoes paramétricas que revelariam as sub-familias de métodos A- e L- estdveis.
Usando alguns métodos particulares desta familia, Van Hecke e outros [23] desenvolveram
um algoritmo, com passo e ordem varidveis, que foi testado em alguns problemas de valor
inicial para sistemas de equacétes diferenciais ordindrias.

O objetivo deste capitulo é descrever o referido algoritmo e utilizando o cédigo
nele baseado ilustré-lo através de resultados numéricos obtidos com a resolucio de

problemas do tipo stiff. Os problemas teste foram escolhidos do conjunto de problemas

teste fornecidos em CWI [22].

7.1 Preliminares

Antes de iniciarmos a descricao do algoritmo, é importante citarmos algumas

defini¢oes que serao necessdrias durante o seu desenvolvimento.
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A primeira, se refere a uma outra forma de escrevermos os métodos estendidos

de passo um, que é:

P
Yn+1 = Yn i h' Z u}éf(:cﬂ+a.-a yn+a,-)1
i=1
onde
m(i)
Un+a; ~ §f1+n, = 6iyn+l =i (1 == 61'):"}!1 ar h Z aijf(mn+aj!§71,+(1j)1
Jj=1

m(i)

a; = 53'+ Z aij.
j=1

Os inteiros m(i) devem satisfazer m(i) < p. Note que se em (7.1), tomarmos
m(i) =i —1eé; =0, temos a formula de Runge - Kutta explicita. Se tomarmos m(i) = i,
6; = 0 e a; = f;, para todo i, encontramos a férmula de Runge - Kutta diagonalmente
implicita e se tomarmos m(i) = p e §; = 0, obtemos a férmula de Runge - Kutta implicita.
Se, entretanto, tomarmos m(i) =i — 1 e §; # 0 para ao menos um i, temos uma férmula
implicita apenas na incégnita y,+1, que ¢ conhecida como férmula de Runge - Kutta
mono-implicita, a qual é usualmente denotada por MIRK.

Agora, analisando a implementagao dos métodos estendidos de passo um,
consideremos um sistema de primeira ordem (em geral, ndo linear) de m equagoes

diferenciais:
(o y . )
flelrg.tu) "y

ty & § L.
my - mf(z’ v,2y,... ,m ,y)
Aplicando a este sistema, as férmulas dos métodos estendidos de passo um,

reescritas na forma padrao que exibe suas caracteristicas mono-implicitas (7.1), obtemos

1 == 1 i 1 1
Yn+1 H(-I:n: Yn, yn+l)

2 - 2 =i 2
Yn+1 H(‘Em Yn, yn+l)

1 m . m
& Unsl = H(lm” ymm yn+1)

onde ™y, ¢ a solugao numérica no ponto z,.
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Como estamos trabalhando com métodos implicitos, a forma de obtermos y,+1
é resolvermos iterativamente uma equacao ou um sistema nao linear, em geral, pelo método
de Newton.

Assim, conhecendo os valores z,, Z,+; € o valor inicial y,,, determinamos y,, 1,

que ¢é uma aproximagao para a solugao de:

1 1 1 1

Yn+1 — H(zm Yn, yn—H)
2 2 2 2

Un+1 — H(xm Yn, yn+1)

F(yn+l) =

myﬂ+1 i ‘mH(a:r“?TL ynvm ?}'n+1)

7.2 Método de Newton para Sistemas

A iteragao de Newton aplicada ao sistema F(y,_.,) =0, F : R™ — R™, tem a

seguinte forma:
k k —ip. (k k
G(yEH)-I) == yEH)-l i ‘]F 1(y51-i)—1)F(y£H)-1)r k= U; 11 v

onde Jg(y,.,) = (OF/0y,,,) ¢ a matriz Jacobiana de F em relagao a yn1.
Para evitarmos o cdlculo computacionalmente “pesado” da matriz inversa
fazemos uma pequena alteracdo no método, de forma a substituirmos este cdlculo pela

resolucao de um sistema linear. Logo, o método de Newton toma a forma:
(k) == (k)
JF(yﬂ—H)Z = _F(yn+1 )

onde Z é determinado resolvendo o sistema linear acima e, entao,

k+1 (k
yl('l-i-l = yn-ll + 2.

Assim, escrevendo o método de Newton, e fazendo as devidas substituigoes para

nossos métodos, encontramos:
k+1 k k k
(£=BW) (S =W Y = Hltw i)~ =0, Lisss (7.2)

onde a matriz B*) é, em geral, expressa em termos dos produtos das matrizes Jacobianas

do sistema calculadas nos pontos z,1, Tnyo, ... . Expressoes explicitas para tais matrizes




B®) sio dadas em [3].

7.3 Algoritmo e Implementacao

O presente c6digo é baseado nos seguintes métodos L - estaveis de ordem 2 a 6,

obtidos ao atribuirmos os valores indicados aos pardmetros t e s das férmulas encontradas

A A
anteriormente, onde f;= f(z;,¥;):

Ordem 2: Regra do Trapézio:

h
Yn+1 = Un F E[fn + fn-!-l]-

Ordem 3: t =0

1
Ynel = Yn+ h[ fn, SR fn-l»l = E fn+2]!

A
yn+2 = yn+2hfn—i—l-

Ordem 4: t=1/4,s=0

3 19 B 1 A
Yn+1 Yn + h[gfn =+ ﬂfu-i—l e ﬁ fn+2 +§1- fﬂ+3]’

M
yn+‘2 yn + 2hfn+1:

)

3 1A
Yntz = OYn —4Yny1 + h»[zfn + 6fni1+ 1 fn+2]-

Ordem 5: t =0,s = 2/19

11 A 853 A 19 A

?)'n+1 = ?)’n + }!‘[?20,}(}& fﬂ+1 30 fn+2 360 fﬂ+3 720 ﬂ+4]

A
Yo = oY) n = 4yﬂ+l + h’[gfn + 4fn+l]s

A

yu+3 T 28!}71 == 27yn+l 1= "3[12th =+ 18fn+1]

?f} 1611 1592 i [712f 966f 12 A
n+4 19 Un 19 Yn+1 l 19 n+l —

Ordem 6: t =0,s = 18/173

1427 133 A 241 A
= .J T T T T
Yn+1 Yn + 1[288f 1440f s 240 f +2 ?20 f < NT
Fal

yn-i—2 = syn 3% 4yn+1 + ]L[an i 4fn+1]r

fa

yn+3 = 28?)’11 - 27yn+1 + h[]-gfn + 18fn+1]:

AVA
1 2 3 4 5 6 i unesp w.l 12 13 14

160

A
19 fn+2 19 n-i—i] (76)

A

fu-i-:')]!

15 1e¢ 17

18



14661 14488 +h[6480f +8790f 108? +18} |
178 %~ 173 ot 73" ™1. 178 " Q73 v Uy e

4667 9014 2502 A 982 A 173 A
440yn = 439%1-{-1 = h’[ 27 fn o 27 fn+l =t 2_7 fn+2 +ﬁ fn+3 _W fn+4]'

(7.7)

Vale notarmos que considerando a classificagao das férmulas de Runge - Kutta
os métodos de ordem 3 e 4 tem ordem de estdgio 2 enquanto os de ordem 5 e 6 tem ordem

de estdgio 3.

Examinamos, a seguir, certos aspectos computacionais relevantes do algoritmo,
baseado nas férmulas (7.3)-(7.7).

Como entrada toma-se os dados fornecidos por CWI [22], isto é, o vetor inicial y,
do problema considerado, os parAmetros especiais ocorridos no problema, a fungao f(z,y),
o Jacobiano do sistema provido na forma analitica, as tolerdncias escolhidas para o erro
relativo rtol e absoluto atol, o tamanho do passo inicial hg usado, os pontos inicial e final
do intervalo de integracao e a solucao “exata” no ponto final proposto.

A saida do programa contém o mimero total de passos aceitos e rejeitados, o
niumero de avaliagoes da funcao f, o mimero de avaliagoes do Jacobiano, o mimero de
decomposicoes LU necessdrias na resolugao do sistema nao linear algébrico pelo método de
Newton e o mimero minimo de digitos significativos corretos na solugao numeérica no ponto

final, dado por
sed = — log (da norma do méximo do erro relativo no ponto final). (7.8)

Cada uma das férmulas (7.3)-(7.7) pode ser reescrita na seguinte forma padrao

que exibe suas caracteristicas mono-implicitas:
Yn+1 = H(:Emmen-i-l)'

A solugao desejada serd produzida pela iteragdo de Newton, isto é, (7.2). Mas,
usa-se 0 chamado esquema de iteragao de Newton modificado, o qual toma todos
os Jacobianos nos diferentes pontos igual ao Jacobiano J = J(z,41, yﬂl) Dessa maneira,
a matriz B reduz-se a um polindmio em J. As seguintes matrizes B foram encontradas apés

alguns célculos e elas sdo referentes aos métodos (7.3)-(7.7):

AVA
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Ordem 2:
1
Ordem 3:

B = %J‘LJ—%H"P.

Ordem 4:

i Lyt o L 5ag
B = Sh.] Gh,.] -+~48h.] ’
Ordem 5:

B = 2}33_2}52‘]2 -+ i
5

313
0 GOhJ.

Ordem 6:
13 2 3

B— 4Tt payE,  2p8y8 . gk
bl LT

O mimero de iteragoes em (7.2) é restrito a apenas duas, isto é, k =0e 1. Coma
finalidade de reduzir o esforgo computacional, o Jacobiano nao ¢é atualizado apds a primeira

iteragao, isto ¢ (7.2) ¢ substituido por

k k k k
(I = B(D))(y( - yi(i-i‘l) = H(Iusym yf:—gl) . yfz—:l? k= 0,1.

n+1
Isto significa que a decomposicio LU de (I — B() ser4 realizada somente uma vez por passo
de integragao. Alguns autores chamam esse tipo de aproximacgao de iteragao pseudo-
Newton.
A partir do primeiro passo de integragao, o algoritmo ¢ iniciado com o método
de ordem 4 (7.5). Para a primeira iterac¢ao inicial y(ln) ¢ usado o método de Euler explicito.

0 : o ; N 0 s
Do segundo ao décimo passo de iteragao aceito, os valores iniciais yfl_,)_l sao linearmente

extrapolados sob os jd aceitos y,, e y,—1. A partir do décimo passo em diante, a extrapolagao
é realizada por meio de um polinémio de quinto grau.

Em cada passo seguinte dois métodos de ordem consecutiva, p e p+ 1, tomados
do conjunto (7.3)-(7.7), sao iniciados com o mesmo comprimento do passo h, o mesmo
yfto_,)_l inicial e o valor aceito y, obtido com o método de ordem mais alta previamente em
uso. Essa idéia de combinar em um passo dois métodos de ordens consecutivas ¢ inspirada
nos métodos embutidos cldssicos de Runge - Kutta explicitos. Notemos que nos métodos de
ordem 3 e 4, f:‘}n,,.g ¢ dado pela mesma expressao, enquanto nos métodos de ordem 5 e 6, ﬁm

N
e Yn+3 SA0 respectivamente os mesmos. Por isso, quando o par de métodos (7.4)-(7.5) estd

AVA
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A
sendo utilizado, na primeira iteracao Newtoniana o valor da funcao f, , ¢ o mesmo para

ambos os métodos e assim, ele deve ser avaliado somente uma vez; similarmente, quando o
par de métodos (7.6)-(7.7) € utilizado, }n+2 e ?n—HS sda0 0s mesmos para ambos os métodos
no primeiro passo da iteragao.

A diferenca entre os valores de y,;; gerados depois de duas iteragées pelos
métodos de ordem consecutiva p e p + 1 respectivamente, ¢ considerado como uma
estimativa para o erro de truncamento local do método de ordem p. Como em muitos
métodos embutidos de Runge - Kutta, por exemplo em (7], o método de ordem mais alta
sustenta a solugao. A diferenca entre os valores produzidos pelos métodos de ordem mais
alta e mais baixa, mais adiante denotada pelo vetor e, nao é uma estimativa representa-
tiva do erro de truncamento local do método de ordem mais alta, mas ela ¢ usada como
base para o monitoramento do comprimento do passo e da ordem dos préximos métodos a
serem usados.

Na verdade, antes de passarmos para o préximo passo de integracao, a norma
Euclidiana || erro || do vetor com os componentes

€;
rtol | (Yn+1)i | +atol’

erro; = (7.9)

é calculada. O passo e a estratégia de ordem sao entdao baseados no fator

1

fac = { }1/1’,

|| erro ||

da seguinte maneira:
se fac >0.9 aceite o passo
se0.9<fac<lleseaordemp+1<5H
aumente p por 1 unidade e substitua h por h * fac
se fac >2eaordemp+12>4
diminua p por 1 unidade
nos casos restantes substitua h por min(8 * h, fac % h)
se fac < 0.9 rejeite o passo
se o passo foi rejeitado trés vezes consecutivamente
aumente p por 1 unidade

senao

AVA
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substitua h por max(fac * h, h/3).

Para compreendermos melhor as defini¢oes de (7.9) e (7.10), e também os valores
tomados como base para o controle do passo e da ordem, analisamos os artigos de Shampine

e Watts [15] e [16].

Uma vez que um passo tomado inclua o ponto final, a solugao nesse ponto final

¢ determinada pela interpolagao polinomial dos dltimos cinco pontos.

7.4 Problemas Testes

7.4.1 Problema Quimico Akzo Nobel

Esse p.v.i. é um sistema stiff de seis equagoes diferenciais nao lineares de
primeira ordem, definido da seguinte forma

d
M%=%%y@=m,ﬂm=%

y € R 0<t<180.

A matriz M é de posto 5 e dada por

e a funcao f por
—2r; 5 =Py Ty
—?'1/2 —T4 —T'{,/? +Fin
™ —T9 T3
f(y) i@ —Ta +T'3 —21"4
o — 13 +’F'5
Ks-y1-ys —Ys

onde os 1; e F}, sao varidveis auxiliares, dadas por




k
1/2 2
T kl'yf'y2/ar2 = ko y3 - ya, r3 = E'yl'b‘s,

p(COy)

/2

2
re = ksoyioud 5= keudow Fao= kA (B -

Os valores dos parametros ki, ko, k3, k4, K, klA, p(CO;) e H sao:
kiy = 187, ko = 058, k3 = 0.09, k4 = 042, K = 344,

klIA = 33, Kg = 11583, p(CO,) = 0.9, H = 737.

Os vetores iniciais sao:
yo = (0.444,0.00123,0,0.007,0, Ks - Y01 - Yo4)" € yb = £(30)-

Pela definicao de r; e 735, estd claro que a fungao f nao pode ser avaliada para valores

negativos de y,.

O problema descreve um processo quimico, no qual duas espécies, FLB e ZHU,
sao misturadas, enquanto diéxido de carbono é continuamente adicionado. A espécie
resultante e de importancia é ZLA. As equagoes sao:

9FLB + CO,/2 2% FLBT + H,O

ka/K
LA+ FLB & FLBT + ZHU
k2
k3

FLB+2ZHU + CO; — LB + nitrate
PLB -ZHU +C0,/2 -2 ZLA % H;0
FLB+ ZHU 2 FLB-ZHU.

[FLB - ZHU)]
[FLB]-[ZHU]'

K representa um pardmetro de estimagao. As outras equagoes descrevem reagoes com

O valor de

A qltima equagao de reagao descreve um equilfbrio, Kg =

velocidades dadas por ry, 1o, 73, 74 € 15 onde y1, Yo, - -+, Yg representam respectivamente as
concentragoes [FLB]|, [CO.|, [FLBT), [ZHU], [ZLA] e [FLB - ZHU].

A quantidade de diéxido de carbono por unidade de volume é denotado por Fj,,
onde klA ¢ a massa do coeficiente de transferéncia, H ¢é a constante de Henry e p(CO,) ¢é
a pressao parcial de di6éxido de carbono (independente de [COs)).

O processo ¢ iniciado misturando-se 0.444 mol/litro de F'L B com 0.007 mol/litro
de ZHU. A concentragio de diéxido de carbono no comego ¢ 0.00123 mol/litro.

AVA
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Inicialmente, nenhuma outra espécie estd presente. A simulacéo € realizada no intervalo de

tempo [0, 180 minutos].

Abaixo temos a solugdo no ponto final do intervalo de integracao, encontrada

na descrigao do problema, em CWI [22]:

yi = 0.1150794920661702, yo = 0.1203831471567715 - 102,

y3 = 0.1611562887407974, ys = 0.3656156421249283 - 1073,
= 0.1708010885264404 - 10™', ye = 0.4873531310307455 - 10~2.

7.4.2 Problema HIRES

Neste problema o p.v.i. ¢é um sistema stiff com oito equagoes diferenciais
ordindrias nao lineares. O nome HIRES refere-se a “High Irradiance Response” (Resposta

da Alta Irradiagdo), o qual é descrito através de equacgoes diferenciais ordindrias.

O problema ¢ da forma

dy _

= f(y), y(0)=yo,

y €R® 0<t<321.8122.
A fungao f é definida por

( —-1.71y, +0.43y; +8.32y3 +0.0007
171y v =876
8.32y, +1.71ys —1.12y,
—1.745ys +0.43ys +0.43y7
—280%98 +069y4 +1?1y5 —043yﬁ +069y7
2803}63}'8 —'181y7
\ —280ysys -+1.81y )

O vetor inicial yy ¢ dado por (1,0,0,0,0,0,0,0.0057)7.

O problema HIRES origina-se da fisiologia vegetal e descreve a quantidade de
luz que estd envolvida na morfogénese. Ele explica a “Resposta da Alta Irradiacdo” de
fotomorfogénese na base do fitocromo, por meio de uma reagdo quimica envolvendo oito

reagentes. O esquema de reacao é dado na Figura 7.4.1.




: k_
B 4R S —RXE T X E
k+

Figura 7.4.1: Esquema de reacao para o problema HIRES.

F, e F,, referem-se & forma absorvente do fitocromo vermelho e vermelho-
remoto, respectivamente. Elas podem ser ligadas por dois receptores X e X', parcialmente
influenciados pela enzima E. Os valores dos parAmetros sao:

ﬁi'] = 171. k-z == 043, }{.'3 832, k4 = 069 k', = 0.035,

kg = 882 kL = 280) 'k 0.69, £* = 0.69, or, = 0.0007.
Identificando as concentragoes de F,, F., F, X, Fi. X, F, X', F,. X', F,., X'E e E com y;,

{1,---,8}, respectivamente, seguem as equagdes diferenciais mencionadas
anteriormente.

O ponto final do intervalo de integragdo, 321.8122, foi escolhido arbitrariamente.

A solucao referente ao ponto final do intervalo de integragdo dada abaixo, como

no problema 7.4.1, é parte da descri¢ao do problema, encontrado em CWI [22]:

gy = 0.7371312573325668 - 1072, 3 = 0.1442485726316185 - 1072,

ys = 0.5888729740967575-107*, y, = 0.1175651343283149 - 1072,




0.2386356198831331 - 1072, e 0.6238968252742796 - 1072,
0.2849998395185769 - 1072, g 0.2850001604814231 - 1072

Problema da Poluigao

Esse p.v.i. é um sistema stiff de vinte equagoes diferenciais ordindrias nao
lineares. Ele é parte da reacao quimica do modelo de poluicdo do ar desenvolvido pelo

Instituto Nacional Holandés de Saiide Piblica e Protegao ao Meio - Ambiente.

O problema ¢ da seguinte forma:

dy
2 _f 0) =
7 (¥), y(0)=yo,

vy eR®, 0<t<60.

A fungao f ¢ definida por

S DU > 75\
j€{1,10,14,23,24} j€{2,3,9,11,12,22,25}
— Py =Py 1o + ™ + T21
—T15+71+ 717+ T+ To9
—Ta —Tig —TiT—7¥a33 T71is
—r3+2ry + 16+ 17+ 713+ 20
—Tg—Tg—Tiq — T +73+ 27'13
—T4—T5—T6 1+ T13
Pa+=Ts 308117
—Tr7— T8
=Priz+ e+
—T9g —Ti10+ T8+ T11
T9
=T
=713+ T2
714
—T18 — T19 + T16
—T20
20
—T91 — To2 — T4 + T23 + T25

\ —T25 + T'24

onde os r; sao varidveis auxiliares, dadas por




= ki-y1, T2 = koYoYa, T3 = K3-Ys'Y2, Ta = Kayr, 75 = ksyr, 1é = ke yr¥s,

= kryo, 18 = ks'Yo¥s, To = koynve, To = Kwoyuy, ™ = kuyus,
kiayroye, T3 = Kisyua, T4 =Kkuaviye, s = Kisys, mie = Kieya,
kizya, T8 = Kig'Yie, Tio = Kio'yie, T20 = koo'virye, T21 = k2o,
= kaayro, T2z = ka3Y1-ya, T2 = Keayroyr, Tz = Kas-yoo.
Os valores dos parametros k; sao:
0.350, k; = 0.266-10%, k3 = 0.123-10° k,; = 0.860-107%,
0.820-1073, k¢ = 0.150-10°, k7 = 0.130-1073,
0.240-10%, kg = 0.165-10° kip = 0.900 - 10%
0.220- 1071, = 0.120-10% k3 = 0.188-10,
0.163 - 10° ‘15 0.480-107, k¢ = 0.350-
0.175 - 0.100 - 10%, ki9 = 0.444 - 10",
0.124 - 0.210-10, koo 0.578 - 10,
ka3 0.474 - ks = 0.178 - 10%, kos 0.312 - 10.

Finalmente, o vetor inicial yo ¢ dado por

yo = (0,0.2,0,0.04,0,0,0.1,0.3,0.01,0,0,0,0,0,0,0,0.007,0,0,0)".

O problema ¢ um modelo quimico consistindo de vinte e cinco reagoes e vinte
compostos reagindo. O esquema de reagao é o seguinte:
NO; — NO+OsP NO;+OH — HNO;
NO + O3 NO, O3P — O3
HO;+ NO NO;+OH O3 = O,D
HCHO 2HO,+CO O3 — O3P
HCHO CcO O,.D —-20H
HCHO + OH HO,+CO O,D — O3P
ALD MEQO,; + HO, + CO SO, + OH — SO4+ HO,




ALD + OH C203 NO3 — NO
C203+ NO NO2+ MEO2+ CO2 NO3 — NO2 + O3P
C203+ NO2 PAN NO2+ 03— NO3
PAN C203+ NO2 NO3 + NO2 — N205
MEO2+ NO — CH30+ NO2 N205 — NO3 + NOz2.
CH30 — HCHO+ HO2
Escrevendo as velocidades da reacao r; para toda equacao de reagao e fazendo a identifica¢ao

nos dados abaixo que registram as concentracoes em t = 0,

ni o [NOy) 0 yu  [C20;] 0

y2  [NO] vz [CO 0
Y3 [O3P] Y13 [PAN] 0
Ya (O3] . [CH;0] 0
0
0

[HO,| 0 [HNOs]
[OH)] 0 (0. D]
Y7 (HCHO| 0.1 [SO,) 0.007
Ys (CO] 0.3 (SO, 0
Yo [ALD] 0.01 [NO;3| 0
yio [MEQO,] 0 Yoo  [N20s] 0.
chega-se ao sistema de equagoes diferenciais (7.11). O intervalo de tempo [0, 60] suficiente
representa o comportamento dos reagentes.
A solucao referente ao ponto final do intervalo de integragao retirada do problema
dado por CWI [22], ¢ a seguinte:

Y1 0.5646255480022769 - 1071, = 0.1342484130422339,
0.4139734331099427 - 1078, = 0.5523140207484359 - 1072,
0.2018977262302196 - 1076, 0.1464541863493966 - 107,
0.7784249118997964 - 107!, 0.3245075353396018,
0.7494013383880406 - 1072, 330 = 0.1622293157301561 - 1077,




0.1135863833257075 - 0.2230505975721359 -
0.2087162882798630 - 0.1396921016840158 -
0.8964884856898295 - 0.4352846369330103 -
0.6899219696263405 - 0.1007803037365946 -
0.1772146513969984 - 0.5682943292316392 -

7.5 Resultados Numeéricos

Na tabela abaixo, temos para os trés problemas testes dados na secao 7.4: as
tolerancias escolhidas para o erro relativo rtol e absoluto atol, o tamanho do passo inicial
usado, os valores scd como definido em (7.8), o mimero total de passos realizados e de
passos aceitos, as avaliagoes da fungao, as avaliagoes do Jacobiano, as decomposicoes LU,

obtidos pelo presente c6digo:

Problema | rtol atol scd | passos | aceitos | #f #Jac | #LU
HIRES 1077 [Io* 2.07 | 125 95 1014 | 47 251

V(g P T s 3 13.60 | 634 591 6137 | 145 1269
i Bt * 733 | 4262 4235 37669 | 875 8525
Poluicao Ul L s 1.21 | 531 283 5656 | 140 1063
1075 C10=T 4.26 | 572 365 6874 | 146 1145
10712 | 10740 6.74 | 3595 2589 40852 | 742 7191
Chemakzo | 1077 5.33 | 146 122 1877 | 50 293

16722 7.87 | 637 603 6671 | 146 1275

Ja na tabela seguinte temos, para os mesmos problemas, resultados similares

obtidos com o cdédigo VODE [1], que para sistemas stiff ¢ baseado nos métodos de

diferenciacao regressiva (métodos BDF):

Problema | rtol | atol | scd aceitos | #f #LU
HIRES 107* [ 107* ['1:38 129 191 24
100 [10=1:3:35 362 612 73
10-2 | 101 | 6:60 828 1204 123
Poluicao 107* | 10~* | 1.65 55 106 17
107 |E10=00]:8:68 149 210 26
1070 1071 472 357 528 60
Chemakzo | 10~7 [ 10~7 [ 5.91 170 263 41
107 0= V8T 358 450 44
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Comparando os resultados das duas tabelas, notamos que VODE fornece

resultados superiores. Também percebemos, que as férmulas (7.3)-(7.7) utilizadas na

implementacao do presente algoritmo, exigem um maior esforco computacional
com respeito ao nimero de avaliagoes da funcao f e das decomposicoes LU. Porém, para
baixas precisoes, observamos que o cédigo simples é mais ou menos competitivo com o
excelente cédigo VODE considerando o nimero de passos exigidos para gerar a solugao

com uma precisao prescrita.




Conclusao

No infcio deste trabalho, assumimos a tarefa de investigar a existéncia de
métodos lineares de passo muiltiplo A- e L - estdveis na forma geral dos métodos
estendidos de passo um de ordem mais alta possivel, por meio do correspondente método
de Runge - Kutta. Sendo assim, tendo concluido tal tarefa, resumimos na tabela abaixo, a

existéncia de métodos 6timos A- e L - estdveis e suas respectivas ordens de estégio:

p=2|p=3|p=4|p=5|p=6|p=7
ordem de estagio 1| A
ordem de estagio 2

L

L
ordem de estagio 3 A L

Pudemos perceber, durante o decorrer desta disserta¢do, que a medida que
querfamos construir métodos estendidos de passo um de ordem mais alta, mais diffcil
tornava-se resolver os sistemas de equagOes para encontrarmos os coeficientes desses
métodos. E isso era devido ao mimero de equagoes ser cada vez maior e também pelo
fato dessas equagOes serem mais complexas, por serem nao-lineares.

Assim, como tinhamos em cada caso um nimero maior de equagdes para
trabalharmos, precisdvamos utilizar uma ferramenta que nos ajudasse e foram entao as
condigoes de simplificacao que desempenharam esse papel de grande importéancia.

No estudo que desenvolvemos durante as andlises da estabilidade, destacamos
a estabilidade no eixo imagindrio e a teoria order star, a qual conseguimos implementar
obtendo assim, as figuras referentes a algumas fungoes de estabilidade.

Quanto ao cdlculo da ordem de estdgio, achamos interessante o fato de ser
possivel para alguns casos, tomarmos valores especificos para os pardmetros, os quais

permitiram aumentar a ordem de estdgio e forneceram novos métodos.
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E importante observarmos que durante o trabalho, utilizamos o software

Mathematica [17], sempre que houve necessidade, sem o qual muitos dos resultados deste
trabalho nao poderiam ser obtidos.

Com o intuito de compreendermos melhor o algoritmo em [23], citado no
capitulo 7, buscamos informagoes adicionais em [15]-[16] e inclusive com um dos autores.
Porém, infelizmente nao alcangamos uma contribuicdo importante. Assim, apenas
integramos os problemas que foram possiveis e mostramos os resultados obtidos.

Constatamos que o c¢6digo nao é competitivo com o conhecido c6digo VODE se
precisao mais elevada é desejada. Isto se deve ao elevado esfor¢o computacional dispendido,
principalmente para a avaliacao da fungao f(z,y) e para o cdlculo do Jacobiano. Além
disso, constatamos que o cédigo VODE ¢é também mais estdvel, pois produz um nimero
bem menor de passos rejeitados.

Deixamos, entao, como sugestao para futuros trabalhos, desenvolver melhorias
nesse algoritmo. Como, por exemplo, implementar os métodos usando a técnica deferred

correction. Um estudo nesse sentido foi feito em [21].




Apéndice A

Equacoes Extensas

Neste apéndice, apresentamos as equagoes extensas citadas anteriormente, que

nao apareceram durante a construgdo dos métodos nos capitulos anteriores.
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