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Resumo

Nesta dissertação, apresentaremos uma classe de métodos estendidos de passo

um, voltados para a resolução de problemas de valor inicial do tipo stifff. Através do

correspondente método de Runge ­ Kutta, investigaremos a existência de métodos A­ e L ­

estáveis na forma geral dos métodos estendidos de passo um de ordem mais alta possível.

Particulares métodos L ­ estáveis serão utilizados em um algoritmo com passo e ordem

variáveis.

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Abstract

In the thesis herein, we will present a class of extended one­step methods, applied

to the resolution of stiff type initial­value problems. Through the corresponding Runge­

Kutta method, we will examine the existence of A­ and L ­ stable methods in the general

form of the extended one­step methods of the highest possible order. Particular L ­ stable

methods will be used in a variable step and order algorithm.
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E eu te chamo Jesus, venha viver junto a mim. Venha me
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Introdução

Duas classes principais de métodos numéricos voltados para a resolução do

problema de valor inicial

d

são a classe dos métodos lineares de passo múltiplo e a classe dos métodos de Runge ­

Kutta. Muitos códigos eficientes que utilizam métodos destas duas classes existem para

a resolução do problema (1.1). Entretanto, certos problemas exibem um fenômeno que é

conhecido como stiff. À dificuldade na solução numérica destes problemas está na obtenção

de métodos que satisfaçam os requisitos da estabilidade absoluta. Para alguns

métodos esses requisitos impõem restrições tão severas ao tamanho do passo que os tornam

inadequados. — Em virtude disso, os métodos implícitos são reconhecidamente mais
apropriados pois possuem propriedades de estabilidade superiores aos explícitos. À classe

mais indicada para a resolução de problemas stiff é a classe dos métodos que possuem a

propriedade da A­estabilidade.

É fácil encontrar métodos de Runge ­ Kutta A­estáveis com ordem alta, mas
em contrapartida possuem um custo computacional elevado. Este fato tem levado à procura

de classes especiais de fórmulas de Runge ­ Kutta implícitas que mantenham ordem alta,

boa estabilidade e tenham um esforço computacional relativamente baixo.

Na classe dos métodos lineares de passo múltiplo, os métodos de diferenciação

regressiva (backward differentiation formulae), também conhecidos como métodos BDF,
foram os primeiros a serem propostos para a obtenção da solução de problemas stiff e são

os mais utilizados nos principais códigos destinados à resolução destes problemas. Mas,

é conhecido, pela segunda barreira de Dahlquist [6], que a ordem máxima de um método
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linear de passo múltiplo A­estável não pode exceder dois. Desta forma, esta classe de

métodos não fornece, particularmente, bons representantes para a resolução de certas classes

importantes de problemas.

Para contornar a barreira da ordem, imposta pela A­estabilidade sobre

métodos lineares de passo múltiplo, muitos autores têm proposto novas classes de métodos

denominados métodos estendidos de passo um.

Através do acoplamento de dois métodos lineares de passo múltiplo, Usmani e

Agarwal [18] construíram uma nova classe de métodos estendidos de passo um obtendo
um novo método de passo um de terceira ordem A­estável que foi denominado Regra

Trapezoidal Estendida. Esta classe foi estudada posteriormente por Jacques [10] que
obteve um método de terceira ordem, L ­ estável. Uma generalização destes métodos foi

dada por Chawla et al [4], [5] que conseguiram construir famílias de métodos com ordem

quatro e cinco A­ e/ou L ­ estáveis. A partir da generalização dada em [5], Veríssimo
e Silva [24] construíram uma família de métodos de ordem seis, A­ e L ­ estáveis.
Entretanto, a obtenção de métodos com ordem mais alta é bastante difícil devido a

complexidade dos cálculos envolvidos.

Uma técnica de derivação alternativa para a construção destes métodos foi dada

em Van Daele et al [20], que propuseram reescrever os métodos estendidos de passo um

usando a formulação geral de uma fórmula implícita de Runge ­ Kutta de s estágios e
conseguiram obter métodos de ordem p, 2 <p < 7 A­ e/ou L ­ estáveis. Um
algoritmo numérico para a integração a passo e ordem variáveis, utilizando esses métodos,

é proposto em Van Hecke et al [23] e testes numéricos preliminares mostram que o código
desenvolvido é adequado para a resolução de sistemas stiff, e competitivo com o conhecido

código VODE [1], em termos do custo computacional, quando precisão não muito elevada
é desejada.

O objetivo principal deste trabalho é investigar a existência de métodos

A­ e L­estáveis na forma geral dos métodos estendidos de passo um de ordem mais alta

possível, (métodos com ordem mais alta possível são chamados métodos ótimos), por
meio do correspondente método de Runge ­ Kutta. Restabeleceremos e estenderemos os

resultados alcançados até então por Jacques [10] (p = 3), Chawla et al. [4] (9 = 4) e Chawla
et al. [5) (p=5) e além disso apresentaremos novos resultados para p = 6 ep = 7.
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Fste trabalho está organizado em capítulos, sendo que no capítulo 1,

apresentamos conceitos e resultados importantes para o desenvolvimento dos capítulos

seguintes.

No capítulo 2, iniciamos a construção dos métodos estendidos de passo um

a partir da aproximação de Runge ­ Kutta. Primeiro, fornecemos a forma geral destes

métodos e em seguida, obtemos famílias de métodos de ordem dois e três e fazemos as

respectivas análises de estabilidade e cálculos da ordem de estágio.

Desenvolvemos, no capítulo 3, os métodos estendidos de passo um de ordem

quatro da mesma forma que fizemos para os de ordem dois e três.

Já no capítulo 4, resolvendo o sistema constituido pelas condições de ordem

encontramos duas soluções diferentes para os métodos de ordem cinco, das quais uma

possui ordem de estágio igual a 2, enquanto a outra possui ordem de estágio 3.

Nos capítulos 5 e 6, apresentamos os métodos estendidos de passo um de ordem

seis e sete, respectivamente. Nesses casos, passamos a considerar somente a ordem de

estágio igual a 3. Para os de ordem sete apresentamos apenas uma única solução, isto é,
não uma família de métodos como nos casos anteriores.

No capítulo 7, descrevemos um algoritmo com passo e ordem variáveis para a

resolução de sistemas de equações diferenciais ordinárias do tipo stiff, fornecemos alguns

detalhes sobre a implementação do mesmo, apresentamos os problemas testes aos quais

submetemos o algoritmo e os resultados numéricos.

Por fim, exibimos nossa conclusão final sobre este trabalho.
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Capítulo 11

Preliminares

Este capítulo é composto por conceitos fundamentais, necessários durante o
desenvolvimento deste trabalho.

1.1.  Notação

Como estamos empenhados na determinação da aproximação para a solução de

um sistema de equações diferenciais, estaremos regularmente usando vetores. Para ficar

claro que estamos trabalhando com vetor ou escalar, representamos o vetor em negrito

y ER”.

Estamos acostumados com os elementos do vetor y denotados por

y = (Y1,Y2­­. Um), mas mudando a notação usaremos y = (!y,2y,.../”y) com o
objetivo de deixar y; indicando a aproximação da solução no ponto r;.

Consideraremos como medida entre dois pontos no espaço de dimensão m à

norma do máximo, definida por

luv] = max fu "ul.
I1<i<m
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1.2 Sistemas de Equações Diferenciais

Equações diferenciais são aquelas que contêm derivadas de funções. Por exemplo,

as equações
dºy(o)

dx?

FM + (a) O 3 (1.2)
que são denominadas equações diferenciais ordinárias. À ordem de uma equação diferencial

+y(r)=O0 (1.1)

é a ordem da mais alta derivada da função incógnita, y (x), que aparece na equação. Logo,
(1.1) é de segunda ordem e (1.2) de quarta ordem.

É de nosso interesse, resolvermos numericamente, sistemas de equações
diferenciais de primeira ordem da forma

W= f(x Yoy)
f(x, YU y)

Mf(x, y y, 0.º yY),
d (y(x))

dr

Por praticidade, abreviaremos a frase sistema de primeira ordem por sistema.

onde 4 =

O sistema (1.3) pode ser escrito na forma vetorial

(1.4)

com f:Rx RE — R”,

A solução de (1.3) é um conjunto de m funções

y(x), y(x),... "y(0),
jtais que LE) — f(x,y,y,...,/Y),para j=1,2,...,m.
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O sistema (1.3), juntamente com m condições num ponto, constitui o que

denominamos de um problema de valor inicial e escrevemos

y' = f(x,y), yY(a)=c, f:RxXRU RR”, (1.5)

m To DAE:cl” são as condições iniciais.sendo que c = [!'c,º o,
Também abreviaremos a nomenclatura e daqui em diante faremos referência a

(1.5) como p.v.i..

1.2.1. Existência e Unicidade da Solução

O seguinte teorema fornece condições sobre f(x,y), suficientes para garantir a

existência e a unicidade da solução de um p.v.i..

Teorema 1.2.1 Seja f(x,y), E: Rx Rº — R”', definida e contínua para todo ponto

(x,y) pertencente a D = ((x,y)Ja <x <b e ­0o <* y < +co), sendo que a e b são finitos,
e seja L uma constante tal que

f(x,y) — f(x,y) < Ly— 3" (1.6)

para todo x,y,y* com (x,y) e (x,y*) em D. Então, para qualquer c ER", existe uma
única solução y(x) do problema (1.5), que é contínua e diferenciável para todo ponto
(x,y) E D.

A desigualdade (1.6) é conhecida como condição de Lipschitz e a constante L,
como constante de Lipschitz.

1.3 Métodos Numéricos

Em todos os métodos contidos neste trabalho, consideramos uma discretização

do intervalo contínuo [a, bl]. Isto é, a integração é realizada sobre pontos rr, = r1o + nh,
n=0,1,...,. NV do intervalo contínuo, onde Àh é identificado como o comprimento do passo

de integração, com r1q = a e rv = b. Em cada ponto r,, geramos uma aproximação
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Yn = (nº Un, +. Un) para a solução exata y (x).

Definição 1.3.1 Neste trabalho vamos definir por um mêtodo numérico a uma

equação de diferenças da seguinte forma
k

j=0

onde se k = 1, o método é denominado método de passo um e se k > 1, temos um

método de passo k (ou passo múltiplo).

De acordo com estudos encontrados em Lambert [12], podemos concluir que o
método (1.7) será consistente quando as condições

k

3 aj=0 (1.8)

Ps; (Y(Tn), y(r ) ... Y(Tn), Cn O)n

k = f(tn, Y(Tn)), (1.9),

2, IO
j=0

forem satisfeitas.

Considerando uma forma mais específica para d, definimos os métodos lineares
de passo múltiplo:

Definição 1.3.2 Um método linear de passo múltiplo, ou linear de passo k é dado

por
k k

>> AjYn+j=h > Difn+ão (1.10)
j=0 j=0

onde fn4; = f(TniidJn+i) E & E 6; são constantes arbitrárias independentes de n,
satisfazendo às condições:

arx=1 e Ja|+|B|£O.

Os métodos lineares de passo múltiplo são ditos:

e explícitos — se 0, =0 em (1.10);

e implícitos — se 0, £0 em (1.10).
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Definição 1.3.3 Podemos definir um operador de diferença linear £ associado ao

método linear de passo múltiplo (1.10) dado por
k

Llz(x); h] = [aje(x +jh) — hB;2'(x+jh), (1.11)
j=0

onde z(x) é uma função arbitrária, continuamente diferenciável em [a, bl.

Expandindo z(r + jh) e z2'(r + jh) em série de Taylor em torno do ponto cr,
reescrevemos o operador £ como

L[z(x); h] = Coz(x) + Cihz'(x) + + + Coht2O(x) ++, (1.12)

onde C, são constantes, q = 0,1,2,:­­, cujas fórmulas são facilmente estabelecidas:
k

Co ) Xi,
j=0

k

Ci 2. (ja; — 8;)
k

o

1.
Ca = [3ºa; —

j=o E

Definição 1.3.4 O método linear de passo múltiplo (1.10) e o operador de diferença

associado L£ definido por (1.11), têm ordem p se, em (1.12), Cq=Ci=­­=C,=0e
Cp+1 É O. E, ainda, a constante Ch, é denominada constante de erro do método.

Ao construirmos um método linear de passo múltiplo, temos 2k + 1 incógnitas

(a; e D;), para determinarmos. Agora, se desejamos que esse método tenha ordem p, temos
que : Co = Oq =­­­ = Cy, = 0, ou seja, p+1 equações nas incógnitas a; e 0;, j=0,1,""­,k.
Sendo assim, temos que a ordem máxima alcançável por um método linear de passo múltiplo
é:

p = 2k, seo método for implícito;

p = 2k—­1, seo método for explícito.

Uma medida que nos fornece a precisão de um método numérico é o erro

de truncamento local obtido ao substituirmos, em (1.7), as aproximações y, por y(rn).
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Concentraremos nossa atenção nos métodos de passo um, particulamente os métodos de

Runge ­ Kutta, uma vez que são os de maior interesse neste trabalho.

Definição 1.3.5 O erro de truncamento local de um método linear de passo um

Yn+1 = XYn +h bi(Yn+iYn, Tn; h), (1.13)

num ponto xn4+1, denotado por Trn41, é determinado pela equação

Tn+1 =X (tnn)>­Y(tn)—h d/(y (fn+1),Y (Tn), Tn;h), (1.14)

onde y (x) é a solução exata do p.v.i. (1.5). Se pé o maior inteiro tal que Tr, = O(h?*!),
dizemos que o método tem ordem p.

Denotamos por Yn41 à aproximação em rr411 gerada pelo método (1.13) quando
admitimos a hipótese local yr, = y (rn). Logo,

Fn+1 =X (tn) + h $5(XY (En+1),Y (Dn), Tn; h). (1.15)

Usando (1.15) em (1.14), podemos concluir que

Tn+1 =X (Tn+1) — nto (1.16)

Portanto, quando supomos a hipótese local, o erro de truncamento local

resume­se à diferença entre a solução exata e a solução numérica no ponto Trr411.

1.3.1. Métodos de Runge ­ Kutta

Definição 1.3.6 Denominamos método de Runge ­ Kutta com s­estágios para o
problema (1.5) ao método de passo um definido por

Un+1 = UYn +h ” biki, (1.17)
i=l

j=1
com os valores c; assumindo à seguinte condição:

CG) a, i=1,2,: 44,8. (1.19)
j=1
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10

Para representar os coeficientes de um método de Runge ­ Kutta podemos utilizar a seguinte

representação proposta por Butcher:

C1 | du
C2 [|doi Axo

Cs [As] Asa

hi bb

Ou Seja,

cl A
b

onde c = (c1,c2,:*­, es)”, A =(ai)sxs E DU =(bi,bo,­­­,bs).

Os métodos de Runge ­ Kutta são classificados como:

explícitos — a;; = O para todo à < j, isto é, A é estritamente triangular inferior;

implícitos — a;; £ O para algum à < j, isto é, A não é triangular inferior;

semi­implícitos — a;; = O para todo 1 < j e se existir a;; É O, isto é, A é triangular
inferior. Se todos a;; são idênticos, definimos como diagonalmente­implícitos.

O erro de truncamento local de um método de Runge ­ Kutta com s­estágios é

dado, de acordo com (1.14) por:

Tn+1 = Y(En1) — (Y(gn) +h > biki)
i=1

onde as avaliações k; são efetuadas considerando­se a solução exata y(r,) em lugar de y,.
Como em (1.16), considerando­se a hipótese local temos que:

Try = YíTn+1) — na (1.20)

Agora, expandindo y(rn+1) € Yn+1 em série de Taylor na vizinhança do ponto
Tn, podemos expressar Tr,47, em potências de h, ou seja,

Tn = 1h + U9h?º +Ush + +Uah?tHP +,
onde os U; são expressões que envolvem os coeficientes do método multiplicadas por derivadas
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parciais da função f(x,y).

Assim, pela Definição 1.3.5, para que o método tenha ordem de consistência p,
devemos ter

Ur=Ua=Us=­":=U,=O0.

No entanto, para que tenhamos U; = O para à = 1,2,:­­ é preciso que
, ? , , , ,

nelas as expressões que envolvem os coeficientes do método sejam nulas. Isto irá gerar as

denominadas condições de ordem, as quais os coeficientes do método deverão satisfazer

para que este tenha ordem de consistência p.

Com o intuito de ilustrarmos esse conceito, vamos construir as condições de

ordem para um método de Runge ­ Kutta explícito com s = 2 estágios e ordem p = 2.

Temos que:

Un+1 = Yn + h(bik1 + bako)

ki f(£n, Un)

ka f(tn + coah, Yn + ahki) = f(rn + coh, yn + cohki).

Considerando a hipótese local y, = y(rn), temos que (1.20) será dado por:

Tn41 = Y(Cn+1) = [Y(rn) + h(bik, + bako)]

onde k, e kz também são obtidos utilizando­se a solução exata y(r,) em lugar de yn.

Expandindo y(Trn+1) € Yn11 em série de Taylor na vizinhança do ponto Tn,
podemos expressar Try, em potências de h. Então

he
Y(Tn+1) = YÍTn) + hy(xn) + RAS (En) + Or”)

2ven) +hf + fat ff + OU),

ki h
1

kh = f+ hea[ fz + ki fyl + 3h ealfaz + 2hk1 Íoy + ki fuyl + O(h?),
temos

Fn+1 = Y (tn) + h(bi + bo)f + hºboco(fa + SS) + O(hô).
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Portanto

1
Tn+1 = 1 (bi +ba))fh+[7 — bacal(fa + ffa)hº + O(h?).

Assim, um método de Runge ­ Kutta com s = 2 estágios terá ordem p = 2 se:

1

bi +ba=1 e be: =>"
Seguindo esse mesmo raciocínio, podemos construir as condições de ordem para

métodos de Runge ­ Kutta com s > 3 estágios e ordem p > 3. Sendo assim, para s = 3

estágios e ordem p = 3, encontramos que as condições de ordem são as seguintes equações:

1

bi+b+b = 1, b2c2 + bc =7,
12 2bacs + bac3 =)", b3c2a32 =

1

3 6'

Para s = 4 estágios e ordem p = 4, obtemos que as condições de ordem são:

(1.21)

(1.22)

(1.23)
1,j=1

.
1

i,j=1

2
12

1,j=1l

é
1

> bia;jAajkCk = 24 (1.26)
i,j=1l

Agora, para ordem p = 5 precisamos ter s = 6 estágios pois, conforme pode ser

visto em Lambert [12] e Butcher [2], para p < 4 é possível construirmos métodos de Runge
­ Kutta explícitos com s = p estágios e para p > 5 essa relação não é mais possível. Um

resultado que relaciona o número mínimo de estágios para que se atinja uma certa ordem
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é dado pela tabela:

Ordem(p) 5/6 8 9 10

Nº de estágios(s) | 6 | 7 1 /P<s<17/1383<s<17/
Então, as condições de ordem para s = 6 estágios e ordem p = 5, são:

5
1

> biCiajAjkCk = 30
i,J,k=1

5 5
1Ss b(D” a;je;)? = 20º

i=l  jl
5

1d | 3biaije; = 20
1,j=l

5
1

Y b;aijCjAjkCk = 10
1,,k=1

á
1Y” bia;jajkCk = co

i,j,k=1
5

SD  biagajedimoe =1UiUikRUkEMEmMm 120'
ij ,k,m=1
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Métodos Embutidos de Runge ­ Kutta

A partir da idéia de Merson em derivar métodos de Runge ­ Kutta de ordens p e

p+1 que compartilham um mesmo conjunto de vetores k;, surgiram os métodos considerados

em pares, denominados por embutidos, ou simplesmente métodos embutidos.

Para apresentar os métodos embutidos, modificamos a representação de Butcher

para a seguinte forma:

Essa notação indica que o método definido por c, A e Bb! tem ordem p e o definido
por c, A e DT tem ordem p + 1. O vetor ET é BT — VT.

1.4 Estabilidade

Vamos examinar, no momento, algumas propriedades de estabilidade dos

métodos de Runge ­ Kutta e dos métodos lineares de passo múltiplo, importantes para a

obtenção de aproximações com bom grau de precisão para a solução de equações

diferenciais ordinárias com uma condição inicial.

Consideremos a análise da estabilidade linear, que está relacionada com a equação

Y =, (1.41)

onde o escalar À (real ou complexo) tem parte real negativa.
Temos que a solução da equação teste é

y(x) =k exp(Az),

onde k é uma constante arbitrária. Logo,

y (tn+t1) = k exp(Atni1) =k exp(A(zn +h)) = k exp(Atn) exp(Ah) = exp(h)y (xn),
(1.42)

onde À = hA.
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Aplicando (1.41) a um método de passo um implícito (1.13), obtemos uma
equação de diferenças da forma

a

UYn+1 = R(h)yn, (1.43)

onde h = hÀ e R(­) é uma função racional que é conhecida como função de estabilidade.
Para os métodos de Runge ­ Kutta (1.17)­(1.18) podemos verificar em [12] que R(h) é dada
por:

, t(I — hA + heb”Ah) = h + heb )
det(I — hA)

a qual podemos denotar da seguinte maneira:

n( = EM.
Q(h)

A solução geral de (1.43) é da forma,

,

Um = (R(h)Y" yo.

Logo, yn — O com n — oo se, e somente se,

IR(h)|<1.

Assim, definimos:

Definição 1.4.1 Um método linear de passo um é absolutamente estável para os

valores de À, que satisfazem (1.45).

Definição 1.4.2 Denominamos a região Ra do plano complexo, na qual se verifica

(1.45), de região de estabilidade absoluta do método, definida por

Ra=fheTIlR(h)|<N

e a intersecção de Ra com o eixo real de intervalo de estabilidade absoluta.

Alguns problemas de valor inicial envolvendo sistemas de equações diferenciais

ordinárias exibem um fenômeno de comportamento conhecido como stiff. Quando tentamos

resolver esses problemas usando os métodos numéricos vistos anteriormente, encontramos

dificuldades. Como uma definição de stiff, selecionamos a mais conveniente entre os vários

aspectos qualitativos que podem ser tomados, com o intuito de resumir a noção desse

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



fenômeno.

Definição 1.4.3 Se um método numérico com uma região de estabilidade absoluta

finita aplicado a um problema com quaisquer condições iniciais é forçado a usar, num certo

intervalo de integração, um tamanho de passo que é ercessivamente pequeno em relação

à suavidade da solução exata naquele intervalo, então o problema é chamado stiff neste
intervalo.

À principal dificuldade na solução numérica dos problemas stiff é obter métodos

que satisfaçam aos requisitos da estabilidade absoluta. Para alguns métodos esses requisitos

impõem restrições tão severas ao tamanho do passo que os tornam inadequados sob o ponto

de vista do esforço computacional. Em virtude disso, procura­se obter métodos cuja região
de estabilidade (Ra) é a maior possível. A classe mais indicada para este tipo de problema
é a dos métodos A­estáveis.

Definição 1.4.4 Um método é A­estável se Ra D ó h | Re(h) < o) :
Em particular, um método de Runge ­ Kutta com (1.44) como função de

estabilidade é A­estável se, e somente se,

IR(iy)| <1 para todo y real (1.46)

R(h) é analítica para Re(h) < O. (1.47)

Definição 1.4.5 Um método é Av­estável se Ra D sh Re(h) <O, Imh = o).
A A­estabilidade garante que, para qualquer h > O escolhido, a solução

numérica de (1.41), não crescerá indefinidamente com o aumento de n.
Entretanto, quando Re(h) — —oo, a exigência de que a solução numérica não

cresça em magnitude pode não ser suficiente e uma nova condição deve ser imposta.

Definição 1.4.6 Um método é L ­ estável se for A­estável e, além disso,

lim |R(h)| =O.
Re h—y—coo
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A condição (1.46) sozinha, significa estabilidade no eixo imaginário e pode ser

chamada I­estabilidade. Ela é equivalente a exigir que o polinômio

E(y) =| Q(iy) |º — | P(iy) º= Q(iy)Q(­iy) — P(iy) P(—iy) (1.49)

satisfaça

E(y) > O para todo y E R. (1.50)
Quando trabalhamos o conceito da A­estabilidade com métodos lineares de

passo múltiplo, certas barreiras podem ser encontradas, como mostra o teorema de Dahlquist,

conhecido também como segunda barreira de Dahlquist.

Teorema 1.4.1. (Dahlquist, 1963) (1) Um método linear de passo múltiplo explícito não
pode ser A­estável.

(ii) A ordem máxima de um método linear de passo múltiplo A­estável não

pode exceder a dois.

(iii) O método linear de passo múltiplo A­estável de segunda ordem com a
menor constante de erro é a Regra Trapezotdal.

Sem dúvida, a restrição sobre a ordem do método dada por (it) é bastante rígida,
pois quando a A­estabilidade é exigida, concluimos que a Regra Trapezoidal é o método
linear de passo múltiplo mais preciso. Logo, ao olharmos para métodos com quaisquer uma

das propriedades de estabilidade dadas acima, a classe dos métodos de passo múltiplo não

fornece bons representantes.

Nas seções e capítulos seguintes tentaremos contornar essa barreira, trabalhando

com uma nova classe de métodos, que podem ser tanto A­estáveis como L ­ estáveis.

1.5" Aproximações Racionais para a Exponencial

Nesta seção, veremos como tratar a função de estabilidade como uma

aproximação racional para a exponencial e como essas aproximações serão relacionadas

com as propriedades de estabilidade.
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Seja o método de ordem p. Usando a hipótese local , yn = y(rn), obtemos, de

(1.42) e (1.43) e da definição de erro de truncamento local, que

y (Ent) = Yni1 = Jexp(h) — R(A)| y (an) = O (17)
e, portanto

R(h) = exp(h) + O (hP*+!).
Assim, somos motivados a estudar a função de estabilidade como aproximação

racional para a exponencial exp(g), 4 € T .

Sejam q € T e R$ (q), com S > 0,T > O, definida por
S ins = Asa RÉ a=hh=1, as20e bro, (1.51)

DLoj=o bj a
tal que a;,b; ER, i =0,1,...,5, j=0,1,...,7.

Dizemos que R$ (q) é uma aproximação racional (S, T) de ordem p para a
exponencial exp(g) se R$ (q) = exp(qa) +O (q? +!) . Segue de (1.51) que podemos encontrar
a ordem de uma dada aproximação racional considerando que, se

l+ag+: +asÃP o (I+hig+orbrDA ra D+) = O(P*), (1.52)

então a aproximação é de ordem np.

De acordo com o número de parâmetros a; e b; em (1.52), podemos notar que a
ordem máxima alcançável pela aproximação R$ (q) é p= S+T. Tal aproximação de ordem
máxima é conhecida como aproximação de Padê e a denotaremos por R$(g).

Como vimos, as propriedades de estabilidade de um método de passo um que

gera a equação de diferenças (1.43) são determinadas pela função R(h). Seguindo a
nomenclatura de aceitabilidade usada por Lambert [12], consideremos a seguinte definição:

Definição 1.5.1 Uma aprorimação racional R(q) para exp(gq) é:

e A­aceitável se |[R(g)| <1 sempre que Re(q) <O,

e Ap­aceitável se |[R(q)| <1 sempre que q for real e negativo, e

e L­aceitável se ela é A­aceitável e [R(g)) O quando Re(q) — —co.
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Fica claro que o método será A­, Aç— ou L­estável se R(h) for A­, Ag— ou
L­aceitável. Assim, pela definição anterior e por (1.51), podemos notar que a aproximação
racional R3 (q) não pode ser A­aceitável se S > T, e que se R$ (q) é A­aceitáveleT > S,
então R$ (q) é também L ­ aceitável.

Vejamos alguns resultados sobre aceitabilidade, também dados por Lambert

[12], definindo aproximações racionais que contêm parâmetros livres e não são em geral
aproximações de Padé.

Definição 1.5.2 Sejam
1

1+230 — a)dqR(ga)= —HA

1­—­ 2(1+aa
1+2301­0)4+2(6­0)?

1 1
——. —= 21­30+oag+­(6+aº

Para um a genérico, Ri(q;a) tem ordem 1, mas terá ordem dois (aproximação

de Padé) sea=0; Ro(g;a,6) tem ordem 2 para a e À genéricos, ordem 3 sea £0,b = ã
e ordem 4 (aproximação de Padé) se a =0,f = 2:
Teorema 1.5.1. (Liniger e Willoughby, 1970) Sejam Ri(g9;0a) e Ro(q;a,0) definidos por

(1.53). Então

(a) RN(g;0a) é A­aceitável se, e somente se, a > O e L­aceitável se, e somente se, a = 1,
e

(b) Ro(g;a, 0) é A­aceitável se, e somente se, a > 0,0 > O e L­aceitável se, e somente

se, a=B8>O0.
A

Agora vejamos alguns resultados referentes a aproximação de Padé R$(q):

ES

Teorema 1.5.2  (Birkhoffe Varga, 1965) Se T'= S então a aproximação de Padé R3.(q)
é A­aceitável.

Teorema 1.5.3 — (Varga, 1961) Se T>S, então R$(q) é Av­aceitável.
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Teorema 1.5.4 (Ehle, 1969) Se T=S+1o0uT=S+2, então a aprorimação de Padé
R$(q) é L ­ aceitável.

Temos que a A­estabilidade pode ser facilmente verificada com a teoria order

star, descrita em [9]. De fato, considerando resultados que estão em [9], [8], [12] e através
da seção seguinte, poderemos verificar que uma função de estabilidade, R(h), sem pólos em

T7 e que satisfaz | R(iy) |< 1, é A­aceitável, e então o método é A­estável.

1.6 Order Star

1.6.1 Definições

Como foi visto anteriormente, podemos definir a região de estabilidade

absoluta Ra de um método de Runge­Kutta ou linear de passo um por

Ra=1g ET: |R(g)| < 1), onde R(­) é definido por yn+1 = R(h)yn. Consideremos, ao invés
de Ra, a região 8 = (q ET : |R(q)| > lerp(g)|). (Note que C(B), o complementar de £, é
IR(g9)| < lerp(q)|.) A região É é chamada uma order star, porque as figuras que a
representam lembram estrelas. Essas figuras são produzidas pela técnica scanning, a

qual consiste em substituirmos em R(g), q por x + iy, desenharmos a linha x = constante

e marcarmos os pontos (x, y) se, e somente se, |R(q)| > Jlerp(g)|, então incrementarmos x e
repetirmos o processo. AÃo implementarmos essa técnica, obtemos figuras como 1.6.1, que

1+9/5
1—­49/5+39º/10­93/154+94/120"exibe a order star de Ri(g) = (Usamos o software Mathematica

[17] para fazermos a implementação, que pode ser vista na subseção seguinte 1.6.2).

Por aplicações elementares da teoria clássica de variáveis complexas, quatro

lemas podem ser estabelecidos:

Lema 1.6.1 R(qg) é uma aproximação racional para exrp(q) de ordem p se, e somente
T

separado por p+1
(p+1)

se, para q — O, B consiste de p+1 setores, cada um de ângulo

setores do C(B), cada um de mesmo ângulo.
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Figura 1.6.1: Order star de Rl(q).

Lema 1.6.2 A fronteira OB de B possui precisamente duas ramificações que vão para o

infinito.

Regiões de À resultando em um só setor são chamadas dedos, e podem ser

limitadas ou não limitadas. Da mesma forma, dedos limitados ou não limitados de C(B)

são chamados dedos duais. Se uma região origina de n setores de À ela é chamada um

dedo de multiplicidade n e também será limitada ou não; regiões similares de C(B) são

chamadas dedos duais de multiplicidade n.

Lema 1.6.3 Cada dedo limitado de multiplicidade nº contém ao menos nº pólos de

R(q) (um pólo de multiplicidade v conta como v pólos), e cada dedo dual limitado de
multiplicidade n contém ao menos n zeros de R(q) (um zero de multiplicidade v conta

como v zeros).

Lema 1.6.4 R(q) é A­aceitável se, e somente se, B não tem intersecção com o eixo
imaginário e R(q) não tem pólos no semi­plano Reg < O.

A seguir, usaremos as seguintes notações: [x] significando o maior inteiro menor
ou igual a x, e 17 indicando o semi­plano Reg < O.
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Seja R(q) uma aproximação A­aceitável de ordem p. Então ao menos [(p+1)/2]
dedos (um dedo de multiplicidade v conta como v dedos) iniciam em T” , pelo Lema 1.6.1,
nenhum dos quais podem cruzar o eixo imaginário, de acordo com o Lema 1.6.4, e nenhum

dos quais são limitados, pelos Lemas 1.6.3 e 1.6.4. Logo, esses [(p+1)/2] dedos devem formar
um dedo com multiplicidade não limitado, de acordo com Lema 1.6.2, e irão portanto conter

[(p + 1)/2] — 1 dedos duais limitados em TV” , cada qual contendo ao menos um zero de
R(q), pelo Lema 1.6.3.

O número total de zeros de R(q) é portanto ao menos [(p + 1)/2] — 1. Agora,
suponhamos que R(q) = R$(q), a (S,T) aproximação de Padé; então p = S + T, e R$(q)
têm S zeros. Assim, temos S > [(p+1)/2] — 1 ou 25 + 2 >2/(p+1)/2] > p, uma vez que

+1 sepé ímpar2lp+1/2=18! ES
Assim, temos que 25+2 > S+T,ouS > T­—2. Como não podemos ter A­aceitabilidade

se 5 > T, temos a conjetura de Ehle provada:

Teorema 1.6.1 A (S,T) aproximação de Padé, ÊS(q), é A­aceitável se, e somente
se,T­2<S5S<T.

1.6.2 Implementação da Técnica Scanning

Apresentamos agora, o programa que fizemos para gerar as figuras que

representam a região denominada order star.

Rla­] := Pla­1/Qla­]
Flxt—,y):= First [R/Ofxr +T*y)]
data = Table [(x2, If [Abs[N[F|xt2,y2]]l > Abs [Exp[ta + Tyoll,42,0]),

(r2,a,b,j), (y2,0,d, s)];
tam = Length [data];
Do [grp[i] = ListPlot [data [[1]], DisplayFunction — Identity], (i, 1,tam)];
Show [Array [grp,tam), PlotRange — ffa,b),(c,d)), DisplayFunction —

&$Display Function)
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As variáveis a, b, c, d, j e s, representam respectivamente:

a — menor valor inteiro de x, nos zeros e pólos de R(g);
b — maior valor inteiro de r, nos zeros e pólos de R(g);

c — menor valor inteiro de y, nos zeros e pólos de R(g);

d — maior valor inteiro de y, nos zeros e pólos de R(q);
j— variação do rx;

Ss — variação do y.

Se, quando geramos a figura, notamos que ela não foi completada, aumentamos

um pouco o valor da variável correspondente ao ponto que deve ser completado.
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Capítulo 2

Construção dos Métodos
Estendidos de Passo Um

Neste capítulo, introduziremos a forma geral dos métodos estendidos de passo

um, a qual poderemos reescrever na forma dos métodos de Runge ­ Kutta. Mostraremos,

então, os passos para construirmos tais métodos estendidos com ordem mais alta possível

utilizando a teoria dos métodos de Runge ­ Kutta. Iniciaremos a construção partindo do

método de ordem dois e, em seguida, faremos os de ordem três. Além disso, estaremos

também verificando as propriedades de estabilidade e as ordens de estágio.

2.1. Forma Geral dos Métodos Estendidos

de Passo Um

Os métodos estendidos de passo um são definidos da seguinte forma

pl
A

UYn+1 = Un T hlaof (Tn, Un) + a f(Tn+1, UYn+1)+ X 05 f(Tn+i, Ini),
j=2

onde paraj = 2,3,...,p— 1,
j­l

A AN

Yn+j= Bjoyn + Biyn+a1 + hl7jof (En, Un) + Va (Entao Yn+a)+ > YVjkf (Ene; Inae))­
k=2
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[64] ar a?

820 bn Y20 21
Ê30 Ba Y3o Ya Y32

Bp­1,0 |pa |Yp1o |pn | Ypnn2 | Yp—1,p­2
Tabela 2.1.1: Coeficientes do método de ordem p

Podemos também, de maneira mais simples, nos referir a tais métodos pela

tabela dada acima.

Aplicando a condição de consistência (1.8) dos métodos numéricos em geral, na

equação (2.2), obtemos 1 — B;9 — Bj, = O. Logo, concluimos que

Fazendo um simples desenvolvimento, verificamos que os métodos (2.1)­(2.2)
podem ser reescritos na forma dos métodos de Runge ­ Kutta implícitos com s­estágios do

seguinte modo:

Un+1 = Yn + h Ss b;f(trn + cih, Y), (2.4)
1=1

Y=n+hS asflznteh,Y;), 1 ” (2.5)
j=l

onde paraj= 1,2,...,8:

Aj—1,

0, 1=1,
Aja, 12,

Bina 1%j­1 +HYinjen t=3,4.8,

= O quando k <!.

Sendo assim, utilizaremos a teoria dos métodos de Runge ­ Kutta com o intuito

de facilitar a construção dos métodos estendidos de passo um.
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2.1.1. Construção dos Métodos Estendidos

Para a classe de métodos definidos por (2.1)­(2.2), vamos construir métodos com
ordem mais alta possível (métodos ótimos). De pronto concluímos que a ordem máxima

alcançável é p = s, pois partindo das condições de ordem dos métodos de Runge ­ Kutta,
temos

hd = ai ET k=0,1,...,0­—1,
que determinam unicamente os coeficientes ai, 1 = O0,1,..., p— 1, ou seja, teremos p equações
e p incógnitas e então encontraremos uma única solução para o sistema. Não conseguimos

ordem maior, pois se tivermos mais de p equações, não teremos o mesmo número de

incógnitas, logo não conseguimos resolver o sistema, ou seja, encontrar soluções.

Para obtermos os coeficientes À,, usaremos a condição da soma das linhas, dada

por (1.19), que expressa a consistência dos estágios internos. Essas equações também podem
ser escritas na forma matricial

c= ÃÀÃe,

onde e = (1,1,..., 1)”, determinando unicamente os coeficientes 8;,, que podem ser obtidos
também por (2.3) desde que os 3,, sejam conhecidos.

1)(p— 2Falta, agora,  determinarmos os P+UE2) valores dos 7;
2

Verificamos que existe exatamente esse número de 7;; quando tomamos um valor particular
de p e notamos que a quantidade dos 7;; formavam a seguinte soma:

1+2+3+..+(p—2)+(p—2),

que é a soma dos n primeiros termos de uma P.A. mais o termo (m — 2). Logo,

(1+(p—2))(p— 2) (p+1)(p—2)
2 2

'+(p—2)=

Os parâmetros 7,;; tem que satisfazer certas equações lineares e não lineares
para um método ser de ordem p. Essas equações são algumas das equações das condições

de ordem dos métodos de Runge ­ Kutta, as que restam para serem trabalhadas.

Existe uma maneira de simplificarmos significativamente o número dessas

equações, que é impor as condições

k=1,2,..,4­1, (2.6)
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que são necessárias para um método de Runge ­ Kutta ter ordem de estágio q. Ao

impormos (2.6), retemos apenas algumas equações.
Podemos assim, contar o número de equações, lineares ou não lineares, preenchi­

das pelas incógnitas 7,; para cada p e q, como veremos nas próximas seções e capítulos, e
isto está resumido abaixo:

p=2|p=3 p=6|p=7

nº de equações para q=2 2 15 25

nº de equações para q=3 12 21

De acordo com a Tabela 2.1.1, verificamos que a ordem de estágio q não excede

3. Essa conclusão foi tirada ao tomarmos a primeira linha de betas e gammas da tabela, que

são componentes de uma fórmula linear de passo múltiplo cuja ordem máxima alcançável,

de acordo com o que vimos anteriormente, é p = 2k — 1, onde k é o tamanho do passo,

nesse caso 2. Logo, a fórmula tem no máximo ordem 3.

Em Chawla et al. [4]­[5)] foram obtidos métodos de ordem p com ordem de
estágio p — 2 para p < 5. Nas seções e capítulos seguintes, trataremos as possíveis soluções

e suas respectivas propriedades de estabilidade, para p <7 egq=2e3.

A teoria dos métodos de Runge ­ Kutta permite uma fácil verificação das

propriedades de estabilidade.

Ao aplicarmos diretamente os métodos lineares de passo múltiplo (2.1)­(2.2) à

equação linear teste (1.41), temos

1+..+ Ap­1Yp=1,0=21p=2,p­3"""Y3,2Y2,90P"* (2 7)A bi .

14+..— Ap Tp=1,9­2Yp­2,0­3:­Ya2Y2a1hP*
a qual vamos desenvolver nas próximas seções e capítulos para cada valor de p < 7.

R(h) =

2.2 Método Estendido de Passo Um de Ordem Dois

Para p = 2 escrevemos um método estendido de passo um, da seguinte maneira

UYn+1 = UYn + hlaof(Tn, Yyn) + ca f(Tn+1, Un+)),

para n = 0,1,2,­­­.
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Construímos esse método encontrando os coeficientes a, e a, a partir das

condições de ordem dos métodos de Runge ­ Kutta de ordem 2
2 1

1k kk —2 ba =D ad = To k=0,1
que corresponde a

ag +a=l1
1

a= 2
ou seja,

1

ao = Aa = 2'
Portanto, temos

1 1
YInt+1 = Un + hl5f(En, Um) + = S(En+1 Un+1)),

que é a Regra do Trapézio.

2.2.1. Análise da Estabilidade

Iniciamos aplicando o presente método à equação linear teste (1.41), resultando

na equação
hA

Un+1 = Yn + gn + UYn+1].
Resolvendo para yn+1 temos

Un+1 = R(h)yn com h =hA,

cuja função de estabilidade, R(h), por (2.7), é dada por
l+ah 1+Àh/2
l­ah 1—­h/2

É bem conhecido (ver, por exemplo, Lambert [12], p.225­226), que a Regra do

R(h)=

Trapézio é A­estável, mas não é L ­ estável.

A seguir, vamos verificar qual é a ordem de estágio deste método.

2.2.2 Cálculo da Ordem de Estágio

Calculamos a ordem de estágio tomando a condição da soma das linhas
2

c; => ij, i=l,2,
j=1
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ou seja,
Cc, = a11 + d12
C2 = a21 + d22

que são válidas, quando substituimos os valores dos c; e a;;.
Logo, temos que a ordem de estágio para a Regra do Trapézio é q = 1, já que

k=q­—1=0na expressão

2.3 Métodos Estendidos de Passo Um de Ordem Três

Para p = 3 temos, por Jacques [10], que existe uma família a um parâmetro de
métodos estendidos de passo um ótimos da forma

A

Un+1 = Um + hlaof(xn, Un) + e f(tn+1, Unt1) + a2f(tn12, Yn2)), (2.8)

Unsa= Baoyn + Baryn+1 + hlY29f (En, Un) + Ya f(En+a) Un+a)), (2.9)

para n = 0,1,2,­­.­.

Para construirmos estes métodos, determinamos os coeficientes da fórmula

principal (2.8) através das seguintes condições de ordem dos métodos de Runge ­ Kutta
de ordem 3

3 2
1k— sk

—2, bi 2, "TT k=0,1,2,
que corresponde ao sistema de equações lineares

ag +a+ta=l

a) +40 =1/3
com solução única dada por

5 22 meo
12! 1 OZ TOUT

Ágora, considerando a condição da soma das linhas
3

ci =X ij, 1=1,2,3,
j=1

ao=

FS
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temos o sistema linear

Cc = a11 + a12 + dia
Ca = As] + A22 + dos
Ca = Ag] + A32 + A33

o qual, substituindo os valores dos coeficientes c; e a;;, ficamos apenas com a última equação,
que resulta em

(821% + Yao) + (Ba1%1 + Yoai) + (Basta + Y92) =2,

onde substituindo os valores dos a; temos

Ba = 2­7 al, (2.10)

que é um dos coeficientes da fórmula secundária (2.9).

Por fim, resta trabalharmos com a última condição de ordem dos métodos de

Runge ­ Kutta de ordem 3

1

Do biaej==, 1j=1,2,3,
E)

de onde obtemos a equação

1
a1(m + 202) + a2l(6a101 + Y21) + 2(02102 + 7Y229)] = 6

a qual, substituindo os coeficientes obtidos, corresponde a

Y2a1 = Yao +2.

Substituindo esse resultado em (2.10) obtemos

far = —2720­

Assim, os coeficientes do método ficam dependendo de um parâmetro, ou seja,

se denotarmos 742," = t, temos

Va = 2 +, On = —2L,

e, por (2.3),

Boaz + Dao =1==>Bl=1­PD => Bla=1+2t
Portanto, fazendo as substituições dos coeficientes em (2.8) e (2.9), temos
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1a/Ematni, — (211)o 2

Yn+1 = Un + ho (Ens Un) + 31 (Ena UYn+1) =

Uni2= (1 + 2t)yn — 2tyn+1 + RS (Tn, Um) + (2+t) f(En+a Un+o)). (2.12)

2.3.1. Análise da Estabilidade

De acordo com Jacques [10] podemos explorar o parâmetro livre t com a
finalidade de construirmos métodos com boas propriedades de estabilidade. Entretanto,

ele só trabalhou o problema da L ­ estabilidade.

Quando aplicamos o método (2.11)­(2.12) à (1.41), obtemos

UIn+1 = R(h)yn

com À = hA, onde de acordo com (2.7)

Logo, substituindo os valores conhecidos, temos

1+ (1/3 t/6)A — (t/12)h?
1 (2/38+t/6)) — (—1/6— t/12)02

Esta função de estabilidade também pode ser definida por

R(h) =

R(h) =

1+ 301 0) + 2(6 = a)?
1­1 +0)4+2(6+ 0)?

onde, pelo Teorema 1.5.1, podemos concluir que o método de Jacques é A­estável para

a= ED >09m:>­

,

e L­estável para
(14+%t) 1

a ==> 3 =22/77t=0.
Tomando t = —1 e substituindo esse valor em (2.13) , temos

14 (1/2) + (1/12)?
RU) = (1/2)h + (1/12)?

que corresponde a h2 (h), ou seja, uma aproximação de Padé para a exponencial exrp(h),
implicando, que o método é de ordem 4 quando aplicado a problemas lineares.
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2.3.2 Cálculo da Ordem de Estágio

Podemos calcular a ordem de estágio dos métodos definidos por (2.11)­(2.12)
através de (2.6). Temos, neste caso, que

o) 0 1d)

A=| 5/12 2/8 —1/12
t/6 2­t/3 t/6

e portanto, para k = 1 (2.6) é dada por
2

= Ac=>2=24c.
Substituindo os valores do vetor c e da matriz A, obtemos que a igualdade é

válida, isto é,
0 o) jo) 0
1 /=2|/ 5/12 2/8 —1/12
4 t/6 2—t/3 t/6

Agora, para k = 2, (2.6) é dada por

o) 0 [9 03

Wz = Ac =D AQ =342=> | 1 |=3| 5/12 2/8 —1/12
8 t/6 2—t/3 t/6

que não é válida, pois
0

É 1
6+t

desde que t É 2.

Assim, como (2.6) foi verificada somente para k = 1, a ordem de estágio é q =2,

jáquektk=q­1=1,

Mas, se em (2.14) tomamos t = 2, conseguimos aumentar a ordem de estágio de

2 para 3, uma vez que, k = q— 1 = 2 e obtemos em (2.11)­(2.12)
5 2 1 A

A

YIn+2= IUYn = 4Un+1 + h[2f(tn, Un) + 4f(Tn+1) UYn+1)|
que é chamada a Regra Trapezoidal Estendida, resultado de Usmani e Agarwal [18], que é
somente A­estável, de acordo com resultados obtidos na subseção 2.3.1.
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Capítulo 3

Métodos Estendidos de Passo Um

de Ordem Quatro

Iremos construir, neste capítulo, os métodos de ordem quatro. Como nesse caso

teremos dois parâmetros livres, faremos a análise da estabilidade de forma diferenciada.

Quanto ao cálculo da ordem de estágio, como impomos durante a construção desses métodos

ordem de estágio mínima, iremos apenas fazer a verificação desse fato.

3.1 Uma Família de Métodos

Para p = 4, de acordo com Chawla [4], existe uma família de dois parâmetros
de métodos estendidos de passo um ótimos, dada por

A A

Yn+1 = Yn + hlaof(Tn,yn) + 1 f(Tn+a) Una) + 2 f(Tn+2) Un+2) + Oaf(Tni3,Uni+a)l, (31)

onde

A

Yn+2= Baoyn + Baryn+1 + hlY/209f (En, Un) + Ya1 S(En+a) Un+1)] (3.2)

A A

Yn+3= Qaoyn + Paryn+1 + hlyaof (En, Un) +Y31S/S (CEn+1) Un+a) + Y32/ (Eno, Una2)l, (3.3)
para n = 0,1,2,­­­.

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



34

À construção dessa família de métodos é iniciada com a obtenção dos coeficientes

da fórmula principal (3.1), ou seja, tomamos algumas condições de ordem dos métodos de
Runge ­ Kutta de ordem 4, que são

formando o seguinte sistema

atra tatazç=l
a, + 202 + 3a3z = 1/2
a) + 4023 + 9a3z = 1/3
a + 8a + 2703 = 1/4

cuja solução fornece

19 fo 13

EZ nn 57 VT a TA

O próximo passo é tomarmos a condição da soma das linhas
4

Ci = ij, 1 =1,2,3,4,
j=l

que resulta no sistema

Cc = a11 + a12 + ag + au
C2 = a21 + a22 + a23 + A24
c3 = a3) + a32 + 033 + 034
Ca = A41 + Aa42 + A43 + Aga

o qual, fazendo as devidas substituições, fornece as equações

(8210 + Y29) + (Bar + Yo1) + (B2102 + Y22) + (Basa + Voz)

(631% + 39) + (Ba101 + Y31) + (Oa102 + Y32) + (Oa1%a + 733)

que resultam nos seguintes coeficientes

Bar = 2729 Yan D31 = 3739 Val Yam

componentes das fórmulas secundárias (3.2) e (3.3).

Mas, ainda restam quatro equações das condições de ordem dos métodos de

Runge ­ Kutta de ordem 4 a serem utilizadas. Entretanto, para facilitar a determinação
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dos coeficientes restantes usamos a seguinte condição de simplificação
ck+1l
k+1

que é necessária para um método de Runge ­ Kutta ter ordem de estágio mínima igual a 2.

= Ac, k=1, (3.5)

Desenvolvendo (3.5) temos

cc =23 ajo, i=1,2,34
j=1

Cc = 2(09110) + a17202 ­+ 01303 + Aj4Ca2

b
a = 2(02910] + a2202 + Aoge3 + AzaCa
2 —

2 =
2

4

a31C1 + Aaz3202 + Aag303 + Ag4Ca)
= 2(a4110c1 + a420o + aaze3 + A44Ca)

ou seja, temos as equações

2[(62101 + Y21) + 2(0210%2 + Ya2) + 3(Oo103 + Yo3)|

2/[(63101 + 731) + 2(63102 + 732) + 3(O3103 + 733)|

Após substituirmos os coeficientes que já foram encontrados, obtemos

Ya =Y20 +23 Ya1=Yg0" 37132 FO.

Podemos utilizar esses novos resultados em (3.4) e assim encontrarmos

fa1 = 2720, AQar=­3­— 27309 + 232 | (3.7)

Voltemos às quatro equações restantes que temos para simplificar. São elas:

(1.23), (1.24), (1.25) e (1.26).

Aplicando (3.5) em (1.23) temos
À

122O

que já utilizamos. Agora, em (1.24) obtemos
.

1
bic =­,

que também já foi utilizada, e em (1.26) temos
4

1
bia;jo; ==.> 4jCj 12

1,j=1
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Portanto, das quatro equações resta­nos apenas (1.25) que após substituirmos
os devidos coeficientes torna­se

5 1 1 1

36(2720 —Vla) >= 75 (30 — 27/31 = 11732) = Tp
Agora, usando (3.6) temos

30 = 2+ Oo — 5732

e substituindo esse resultado em 73, dado por (3.6) e em (3, dado por (3.7) obtemos

31 = 8+ 599 8vy32 E fa=­7­ 1072 + 12739.

Como Bj + Bj, = 1, j = 2,3, também encontramos que

bao =1— Pa, => Boo = 1+27%2%

bao = 1— Da] => Dao = 8 + 1072 — 12732.

Sendo assim, encontramos os coeficientes dessa família de métodos, em função

dos dois parâmetros, 729 € 732, que também podem ser identificados por s e £,

respectivamente. Então, substituindo esses coeficientes em (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos
3 19 5 A 1 A

UIn+1 = Un + hizgf(En, Un) + 24) (Entis Unta) = 74) (Ent, Uno) + 31) (Enta, Yn+3)), (3.8)
onde

Unio= (1 + 28)yn — 28 Ynt1 + hlsf(Xn, Un) + (2 + s) f(En+1) UYnt+1)] (3.9)

A

UYn+3a = (8+10s— 12t)y, + (—7 — 108 + 126)uyn41 + hI(2+ 58 — 50 f(Xn, Un) +

(8 + 58 — 8t) f(Tn+1, Un+1) + tf(Cni2, Unso)). (3.10)

3.2 Análiseda Estabilidade

Ao aplicarmos essa família de métodos à equação linear teste (1.41), obtemos

Yn+1 = R(h)yn,
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com h = hA, onde por (2.7)
1 + (ao + 2602 + 03030) h + (02720 + 3739 + an3Bagv32)h? + 03732 V2oh?
1 — (01 + a26P2 + as31)h — (02721 + 03731 + CaParvaa)h?º — 3/39/21h?

R(h) =

e então

AR) = —2E (1/2—t/2)h + (1/12 —t/6+ st/12)A?º + (st/24)h? (3.11)1(1/24+t/2)h + (1/12+t/3+ st/12)02 = t(1/12+ s/24)h8

Como estamos trabalhando com uma família de métodos com dois parâmetros,

fica difícil determinarmos as propriedades de estabilidade de uma forma geral. Por isso,

nos restringiremos a algumas análises particulares e à obtenção de métodos A ­ ou L ­
estáveis.

Pelo fato da função de estabilidade (3.11) ser uma função racional, podemos

trabalhar o conceito de aceitabilidade para uma aproximação racional para a exponencial,
desenvolvido no capítulo 1.

Para t = O obtemos em (3.11), a seguinte expressão

1+ (1/2) + (1/12)?
1—­ (1/2)h + (1/12)h?

e o parâmetro s fica livre. Sendo a função de estabilidade (3.12) uma aproximação de Padé,

R(h) = (3.12)

R3(h) para a exponencial e A­aceitável, concluímos que essa família de métodos com um
parâmetro é A­estável.

Agora, para t £ O, tomando (3.11) e a condição

lim | R(h) |<1
Re h——oo

encontramos que
N Ss

lim R(h)=
:Reh—>—oco | ) —2—s

Então, a desigualdade

<1]2+s =
se verifica somente para s > —1. Logo, para esses valores de s e t temos

a

| R(h) |<1,

com Re h < O, ou seja, os métodos são A­estáveis.
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Com o propósito de obtermos métodos com a propriedade adicional da

L ­ estabilidade, olhamos para a função de estabilidade dada por (3.11) e verificamos que
métodos L ­ estáveis apenas serão possíveis quando s = O, pois a função de

estabilidade toma a forma

1+ (1/2—t/2)h + (1/12 — t/6)h?
1 (1/2+t/2)A + (1/12+t/3)h2 — (t/12)h8'

R(h) = (3.13)

com t É O, e a condição

lim | R(h)|=0O
Re h——co

é verificada.

Podemos tomar valores específicos para t e assim obtermos métodos particulares

dessa família. Se escolhermos t = >> verificamos por (3.13) que a função de estabilidade é
1+ (2/5) + (1/20)h?

1— (3/5)A + (3/20)? — (1/60)h8
que é uma aproximação de Padé R2(h) de quinta ordem e L ­ aceitável.

R(h) =

Em geral, o método é de quinta ordem quando aplicado a problemas lineares

sempre que 5t(1+ s) = 1, pois de

R(h) = exp(h) + O(hº)

temos, substituindo (3.11), cujo numerador vamos expressar por P(h) e o denominador por
a

Q(h), a seguinte expressão
ó hp 2 hº Rh .

P(h) — QI)(1+h ++ +27+2) = O(h)
que ao desenvolvermos, sobra apenas termos multiplicados por hº em diante. Zerando então
o termo multiplicado por hó, temos

5t+oóst—1o = 0 => 5t(1+s)=1.

3.3 Cálculo da Ordem de Estágio

Como vimos no início desse capítulo, foi conveniente utilizarmos a condição de

simplificação (3.5), durante a construção da família de métodos ótimos com dois parâmetros,
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condição essa necessária para garantir ordem de estágio mínima igual a 2.

Mostremos então que os respectivos métodos tem realmente ordem de estágio 2.

De (3.8), (3.9) e (3.10), temos que

0 0 0 0

3/8 19/24 — 5/24 1/24
s/4 —7s8/12 58/12 —s/12 |
da] d42 da43 d44

A=

an = (C5+108—4t)/8, a = (59—70s+36t)/2A,
aas = (35+50s— 36t)/24, au = (—7—108+12t)/24.

Assim, desenvolvendo (3.5), ficamos com

0 0 0 0

3/8 19/24 —5/24 1/24
s/4 —T7s/12 58/12 —s/12
da] A42 da3 A44

2

= Ac =240=> =2

O
ND

P
O0

1
4

9

que é válida.

Agora, verifiquemos se (2.6) é válida para k = 2. Desenvolvendo temos que

0 o O 0

3/8 19/24 —5/24 1/24
s/4 —7s8/12 58/12 —s/12

: =3

27 A41 A42 43 A4a

o
c 1— = Ac? —= À = 342 —> 8

que não é verdade, pois

0
1

6+s

(136+ 40s)/8

para s É 2.

Logo, como (2.6) é válida somente para k = 1, a ordem de estágio é q = 2, pois

k=q­1=1,
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Porém, note que se em (3.14) tomarmos s = 2 temos que (2.6) é válida para
k=2 e assim a ordem de estágio torna­se q = 3, ou seja, temos então uma família de

métodos com um parâmetro dada por
3 19 5 A 1 A

UYn+1 = Yn + hl3f(&n, Un) + 74) (Ent) UYn+1) — 74) (nto, Yní2) + 24) (Ent UYn+3)),
onde

AN

Unt2 = Un — 4 UYUn+1 + hl2f(£n, Un) + 4f(Tn+1) UInt+1)),
AN

Una = (28—12t)y, + (—27 + 12t)yn, + RIC12 — 50) f(£n, Un) +
(18 — 8) f(Tns1, Una) + tf(Lns2, Uno)

com ordem de estágio 3.
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Capítulo 4

Métodos Estendidos de Passo Um
de Ordem Cinco

Neste capítulo, encontraremos duas classes diferentes de métodos estendidos com

ordem cinco. Construiremos a primeira classe com um pouco mais de dificuldade que os

métodos do capítulo anterior, mas seguiremos o mesmo raciocínio, até mesmo na análise

da estabilidade e no cálculo da ordem de estágio. Estaremos introduzindo a definição de

I­estabilidade e ilustraremos a figura correspondente a order star. Na construção da

segunda classe, iremos utilizar uma condição de simplificação a mais devido ao fato dessa

classe ter ordem de estágio 3.

4.1. Primeira Classe

A primeira classe é constituida pela seguinte família de métodos estendidos de

passo um ótimos com dois parâmetros

A A A

Un+1 = yn + hlaofn + anfn1 + Ma Ín+2 ta3 fnig HOa Íntal

A A A A A A

Ín+2= F(Tn+2, UYnt2), Ín+3= S(Tn+3;Un+3), fn+a= S(Tn+a4)Unta),
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AN

UYn+2 = Baoyn+Bauyn+i+hl/29fn + Ya1ifn+il, (4.2)
A A

UYn+3 = Baoun+Baryn+i + hly39fn + Y31fn+1 + Y32 Ínol, (4.3)
A A A

Yn+a = DBagyn+lunyn+i + hlYyaofr +Yaufn+1 + Yao Ínio +Ya43 Ínial, (4.4)

para n = 0,1,2,­­­.

Seguindo o que temos feito até agora, iniciamos a construção dessa família de

métodos encontrando os coeficientes a; da fórmula principal (4.1) a partir das seguintes
condições de ordem dos métodos de Runge ­ Kutta de ordem 5

To 1º k=0,1,2,3,4,k+1

que é um sistema de equações lineares com solução

251 323 11 53 19

%o = 7909) 1 = 3650" A9g = —— =30º 9 360 É Tao

Partindo agora para a obtenção dos coeficientes das fórmulas secundárias (4.2),

(4.3) e (4.4), tomamos a condição da soma das linhas

j=1

que também forma um sistema, de onde tiramos três equações que ao substituirmos os

coeficientes a,, resultam em

Da1 = 2­Y20 Ya Qa1r=3" 3931 Y32s On = 4 Yao Va Vo Vas (4.5)

Com o objetivo de obtermos os coeficientes 7,7, vamos trabalhar com as doze
equações restantes das condições de ordem dos métodos de Runge ­ Kutta de ordem 5. Para

diminuirmos esse número de equações, tomemos a seguinte condição de simplificação

e?

necessária para termos ordem de estágio mínima igual a 2. Porém, ao desenvolvermos essa
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condição, encontramos três equações que ao resolvermos substituindo os a;, fornecem

Par = 4­27n, aa =9­ 273147329, Du = 16274 — 4742 — O743­ (4.7)

De 6,2, acima podemos notar que

4 = Ên
:

(4.8)Ta =

Assim, substituindo esse resultado em (2, dado por (4.5), obtemos

2Yao= 2"
Como Bag + Ba, = 1, temos também que

B2o =1— Bar

De 8, dado por (4.7), podemos tirar que
16— Ba, = 2/7 = NM

Ya = 41 S 41 42 (4.9)

As doze equações que temos para trabalhar são as seguintes: (1.29), (1.30),
(1.31), (1.32), (1.33), (1.34), (1.35), (1.36), (1.37), (1.38), (1.39) e (1.40).

Ao simplificarmos estas equações, usando (4.6), obtemos
5

1
5

13 2

i,j=1l
5 5

1Y” biciaijci TA LAGO TZ To ” b;a;jajkCR = co
i,j=1 ij i,j,k=1

das quais retemos somente aquelas que ainda não foram trabalhadas, são elas
5

12ui= = > biciaigoj = E >» biasjej = > biaisasHeR= So:
i,j=l 1,j=1l i,3,k=1

Agora, ao considerarmos as três primeiras equações, substituindo 631, 721 € Ya

dados, Tspectivament por (4.7), (4.8) e > encontramosUN, 53 58 183, 119 19 38321* Togo31 * q7a5122 * o atoaggiataçããiãe = sao
53 53 133 19 19 1319Ba + 360 13! + 15 132 + ToggÊa + go a Tr 90 2 ET

Ugo 4d 4, + 19 42 P 3831209/21 T 5997/31 * 369/32 * aggãa t nla Tre = Tag

ão
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Tomando a quarta equação ficamos com uma expressão não linear extensa, por

isso, a apresentamos no apêndice (equação (A.1)).

Trabalhando então com as três equações de (4.10), isolamos 731, 741 € Da, do lado
esquerdo. Escalonamos o sistema de três equações o qual fornece os seguintes resultados:

2(213 — 66682, — 212722)

g, = 2892+132007 + 3816759 + 45674,41 — ,95

95

Agora, se substituirmos 73, em À3, na equação (4.7), obtemos
3(—125 + 88682, + 212735)

53

Ya

31 =

e pelo fato de 39 + 3, = 1, temos que

B3o =
53

Voltando em (3, e B4, dado por (4.5) e em 7,3 dado por (4.9) e substituindo os
coeficientes que acabamos de obter, encontramos

108 — 13202, — 265739
Yao = 53 ;

Yo =
o5 !

—2 + 1067329 — 19742
95

|YVa3

Por fim, resta trabalharmos com a equação não linear onde, substituindo todos

os coeficientes obtidos até o momento, encontramos

— 1167, Y32 21132 19742 + 1902112 22
23850 2700 10800 286200 1144800 11925

que resolvendo fornece
— 2(264+ 53732)

Ya2 — 19
.

Vamos então substituir esse último resultado nos coeficientes onde ele aparece.

Logo, obtemos

19 » Vao = 19 ,

—2(807 + 66682, + 4247395) 106
Ya 19 1 Va = NET

Bau
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E, novamente, de 019 + B1, = 1 temos que

Dao =
19

"

Portanto, obtemos todos os coeficientes dessa família de métodos em função dos

parâmetros D,, e 732, também denotados por s e t£, respectivamente. Logo, substituindo

esses coeficientes em (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4), teremos o método
251 11 53. 4 199323

Ífn + TR Ín+H1 o sm Ínao ET Ína3 90 Ínial,n = Un hUnt1 = Un + hlzagta + 35o 30

A Ss 4—s
Un+o = (1—s)yn+sSyni + hl­>fa + (ni,
A 428 — 264s — 636t 3(—125 + 88s + 212t)

53
108 — 132s — 265t 2(213 — 668 — 212t) A

UIn+3a = ( Jun +
53

Jun+1 +

—3(679 + 88s + 4241) 8(257 + 33s + 1592)
19

Jun + (
19

Juni +
—2(394 + 66s + 265t —2(807 + 66s + 424t

2(264+53t) à — 1064(ng) Ínto NET Ínasl

A

YIn+a = (

4.1.1. Análise da Estabilidade

Aplicando essa família de métodos à equação teste (1.41), temos

onde À = hA, e por (2.7)

1 + (ao + a26P2 + 030365 + cuabBao)h + (2729 + As(Y30 + BaoYa2) + XalYao +
BaoYa2 + Banvas))h? + (A3YV32Y2o + Aa(V42V2o + YVa3Y3o + BanVast32))hº? +

X4Y43132V/20 hº
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1— (a + asa, + axa; + a4ba)h — (2721 + as(Y31 + Loit32) + ca(Ya +
Barva2 + Ba1ivas))hº — (3732/21 + Xa(Va2V21 + YazVa1 + Barvasta2))Rº? ­

FAAsVa3gYs2V21h”.

Logo, com os valores calculados na seção anterior, temos

P(h) = 1+4h+((111—106t)/60)hº+ ((108— 212t— 53st) /360)1º — (53st/720)hº
(4.11)

e

Q(h) = 1+ 3h — ((99 + 106t)) /60)A? — ((—102 — 424t + 53st) /360)º — (212t — 53st/720)hº.
(4.12)

Determinar as propriedades de estabilidade para essa família de métodos, como

no caso do método de ordem 4, é algo bastante complicado, já que também estamos

trabalhando com uma família de métodos que dependem de dois parâmetros. Por isso,

faremos apenas algumas análises.

Podemos obter métodos A­estáveis, verificando que, como

, —s
li R(h) =Refa­co ( ) —4+s

então,
Ss

<1Ferri.
resulta em s < 2.

Já, a condição da I­estabilidade fornece restrições ao parâmetro t e é verificada

usando (1.49) e (1.50). Tomando P(A) dado por (4.11), substituimos À por iy, obtendo

1 + 4iy + ((—111 + 1068) /60)y? + ((—108 + 212t + 53st) /360)iy* — (53st/720)yº?

e por —iy,

1 — 4iy + ((—111 + 1061) /60)yº — ((—108 + 212t + 53st) /360)iy* — (53st/720)yº.
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Multiplicando esses dois resultados, temos

sTggo (518400 + 17280(369 + 106t)y? + 144(3681 + 1064(—62 + 35s + 106t))yº +
4(11664 + 53t((—864 + 450s) + 53(16 + (—4 + s)s)t))yº + 28098?tºyÉ). (4.13)

Tomando, agora, Q(h) dado por (4.12) e também substituindo h por iy, temos

1 + 3iy + ((99 + 106t))/60)y? + ((—102 — 424t + 53st) /360)iy* — (212t — 53st/720)yº

e por —iy, encontramos

1 — 3iy + ((99 + 106t))/60)y? — ((—102 — 424t + 53st) /360)iyº? — (212t — 53st/720)y*.

Fazendo a multiplicação desses dois resultados, obtemos

1

518400

4(10404 + 53t(—744 + 390s + 53(16 + (—4 + s)s)t))yº + 2809(—4 + s)ºtºyº). (4.14)
(518400 + 17280(369 + 106t)y? + 144(3681 + 106t(—62 + 35s + 106t))yº +

Assim, fazendo a diferença entre (4.14) e (4.13), temos o polinômio

(630 — 1590(—2+s)t)yó — 2809(—2+s)t%ºFE =(4)
64800 64800 : (4.15)

que deve ser não negativo. Então, analisemos quando

E(y) > O. (4.16)

Já concluimos anteriormente, que s < 2. Tomemos s < 2 pois, para s = 2,

E(y) <O. Assim, temos que o coeficiente de yº em (4.15) satisfaz

—2809(—2+s)tº >O

e então para satisfazer (4.16), tomemos
630

—630 — 1590(—2 1590(2— s)t =D TD630 I1590(2+st > O=159002—s)t>630Dt> 5559
21

= “> 1706­538
Logo, podemos concluir que para 0 < s < 2, temos de (4.17) que

1x
106

e assim, (4.16) é válido.
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Porém, se tomarmos s = O e substituirmos em (4.11) e (4.12), obtemos

1+4A+((111— 106t)/60)A? + ((108 — 2121) /360)h3
PU TFSÃ = (099 + 1069) /60)R? — ((­102 — 4241) 360)? — (2129)? (4.18)

Assim, se considerarmos também a restrição sobre t, teremos que os métodos serão
L ­ estáveis, já que

lim | R(h) |=0.
Reh—>­o0o

54
Em particular, se fizermos t = 265 O (4.18), encontramos

RÔ) = 1 + 4h + 149/1000? + 9/50h3 —5+I18h,
1+ 3h — 201/1002 + 157/300h? —3/50ht— 5+18h R3(h),

a qual é L ­ aceitável, e podemos verificar na figura abaixo sua order star:

“ | in" |
Fh.1­=­ ­

tr ­4|­

Intervalo [­0,25, 0,25] x [­0,25, O, Intervalo [­5, 5) x [|­

4.1.2 Cálculo da Ordem de Estágio

Novamente, como para os métodos de ordem 4, supomos que os métodos de

ordem 5 que queríamos obter tinham ordem de estágio 2, pois usamos a condição (4.6) para

simplificar o número de equações que tínhamos para serem trabalhadas.

Verificando, da mesma maneira que fizemos anteriormente, que essa farnília de

métodos têm realmente ordem de estágio 2, tomamos

0 o) 0 0 0

251/720 323/360 —11/30 53/360 —19/720
—109s/720 (143s+720)/360 —11s/30 53s/360 —19s/720 |,

A41 42 Ad43 A4a 245

As: a52 As3 A54 255
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(5455 — 959258 — 10388t) /12720, as2 = (10745+ 12584s + 17596t)/6360,

(1375— 968s — 1802t) /530, aaa (—125 + 88s + 212t)/120,

aas = (2375— 16725 4028t)/12720, am (6413 — 3597s — 7791t)/1710,
(

(

as2 10381 + 47198 + 13197t)/855, — asa (3388 — 14528 — 5406) /285,

asa 8851 + 1749s + 8427t)/855, ass (257 — 33s — 1592) /90

e desenvolvemos(4.6), encontrando que cº = 24c é válida.
Agora, ao verificarmos se cº = 3A4cº, chegamos que

0
1

É —s/2+6
(903 — 1325) /53
(688 — 1325) /19

desde que s É — 4.

Portanto, temos que a ordem de estágio é q = 2, pois (2.6) é válida somente
para k = 1.

Mas, se tomarmos s = —4 em (4.19), a ordem de estágio é aumentada para
q = 3 e ficamos com uma família de métodos com um parâmetro dada por

+nB + Bone Fatofusotd,Ini= Un E + 350 n+1  3g Jn+2 Tagn Jn+a “Tog Jn+ab
onde

A

Yn+2 = Sun 441 +h2f,+A4fagal,
A A

UIn+a = (28—120)y,+(—27+12t)Yn41 + h[(12— 58)fa + (18 — 8) fa41 +t fnzol

A —3(327 + 424t 8(125 + 159t 130 + 2695t
usa = (OTTO), + QESFP + 22),+

—2(543 + 424t) 2(264+538) à — 1064
( TT ni + (ng —) Ín+2 = To Ínasl

que também corresponde à família de métodos referida por Chawla et al. [5], nossa segunda
classe.
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4.2 Segunda Classe

A diferença básica que temos entre a primeira classe e a segunda é em relação

à ordem de estágio. Como a segunda classe possui a ordem de estágio q = 3, temos duas

condições de simplificação para serem utilizadas, são elas

cº =2A4c e É =3AC. (4.20)

Dessa forma, conseguimos diminuir ainda mais o número de equações utilizadas na

construção da família de métodos.

Além disso, ao desenvolvermos as condições (4.20), temos da primeira, como

vimos anteriormente, o resultado (4.7) e desenvolvendo a segunda da mesma forma, temos

1a; =8­ 372, O =27 3731 — 12739, Ou = 64­31 — 12412 = 27748 (4.21)

Logo, substituindo 82, dado por (4.5) em (4.7) e (4.21), resolvemos o sistema,
encontrando

Yao = 2, Ya =4.

Assim, voltando em 6,, dado por (4.5), obtemos

ln =­— "4

e de Dao + 2, = 1, encontramos

Bo =.

De maneira análoga, subtituindo 63, dado por (4.5) em (4.7) e (4.21),
encontramos

7309 = 12 — 57329, 131 = 18 — 8732, Dag = 28 — 12732, Oa1 = 27+ 12732.

E por último, substituindo B,, dado por (4.5) em (4.7) e (4.21), temos as
equações

—Y4o + Ya1 + 3Y42 + IVa3

—74o + 2/41 + 11742 + 26743
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Agora, usando as condições (4.20) para simplificarmos as doze equações das

condições de ordem dos métodos de Runge ­ Kutta de ordem 5, obtemos
5 5 5 5

1 1 1 1

i=1 i=1 i=1 i,j=1

onde as três primeiras já foram utilizadas. Logo, resta­nos apenas a equação
5

13

i,j=1

Ao desenvolvermos essa equação, já substituindo os resultados obtidos,

encontramos

19 19 58 20383. 50753
28809º “o604 asso2 2880/88 720 120 Y32:

Assim, juntando as equações (4.22) a essa última e passando as parcelas que

envolvem o coeficiente 7,1; para o lado direito da igualdade, obtemos, considerando o
escalonamento do sistema

694 — 530739 + 171743 928 — 8487329 + 361713

—2 + 106735 — 95713

Substituindo esses resultados em À,, dado por (4.21), encontramos

du =
19 ,

e de Bao + ua = l, obtemos
3(521 — 424739 + 152743)

Bao =
19

.

Portanto, da mesma forma que na classe anterior, obtemos todos os coeficientes

dessa família de métodos em função de dois parâmetros, 7329 € 713, que vamos denotar

respectivamente por t e s. Então, substituindo os coeficientes em (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4),
temos

251, 328 14 5884 19
n = Un hos n DeadnH+Hl o TI dn pe Ton dn ,Ina = Im Fhagda + 3gghn — 30 fara F350 Ínia Tag Sn]
IYn — una + hPfa + 4fn+1),

A

(28 — 12t)yn + (—27 + 12t)yn+1 + h[(12 — 5t)fa+ (18 — 88) fa+1 +t Ínioh
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A 3(521 + 1528 — 424t 8(—193 — 578 + 159t

694 + 1718 — 530t 928 + 361s — 848tpcs 5300) é, 4 (BIBI
BD), 4

—2— 958 +106t), À A

Análise da Estabilidade

Analogamente, aplicamos essa família de métodos à equação teste (1.41). Assim,

Yn+1 = R(h)yn,

com h = hA e

360 + (168 — 2285) + (30 — 1148 + 114st)A? + (2— 19s)Aº — (19st))
360 — (192 + 228s)h — (—42 — 114s — 114st)2 — (4 + 198 + 114st)A3 + (38st)hº

(4.23)

R(h) =

Como na classe anterior, também veremos, nessa classe, que determinar as

propriedades de estabilidade para essa família de métodos, é uma árdua tarefa. Sendo

assim, vamos nos restringir a apenas algumas observações.

Para s £ 0 e t £ O temos métodos A­estáveis, mas não temos métodos L ­

estáveis, pois

lim | R(h) |= :
Re h—y—oo

Ássim, com o intuito de obtermos métodos L ­ estáveis, percebemos que ao

tomarmos t = O em (4.23), temos

360 + (168 — 228s)/ + (30 — 1145)? + (2 — 19s)h?
360 — (192 + 228s)à — (—42 — 114s)/2 — (4 + 198)hêR(h) = (4.24)

;

2 2

Logo, notamos que ao zerarmos o coeficiente de hº no numerador, obtemos s = o Dessa
forma, a função de estabilidade irá tornar­se

1+ (2/5) + (1/20)?
Rh) = (3/5) + (3/20)02 — (1/60)?

que é a aproximação de Padé R23(h), que por sua vez é L ­ aceitável. Portanto, o método
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obtido com esses valores para t e s é L ­ estável e é dado por

114 53 A 19 4UYn+1= Un + RES + agf 30 Ínt2 FT 360 Íris 50 Íntal,

A

Yn+2 = S5Yn > <Wnti + h[2 fa + 4fa+1),
A

Yn+a = 284 = 27TYn+1 +h12f, +18fhn41),
A 1611 1592 712 124 24oUIn+a = STNEL/R 19——Un+1 + ho fa + o fin = To Ín+2 ET Ínasl:

Ainda, com t = O, podemos garantir a A,­estabilidade, isto é, estabilidade
, 1

para h E R”, na qual de acordo com Chawla et al. [5] temos a restrição s > ST Isso
segue da expressão da função de estabilidade (4.24) e da condição

lim | R(h) |<1,
Reh—y—oo

uma vez que

—2+19s
f — éTOSneo R(h) =| ITD |

o que produz | R(h) |< 1.

1

Também teremos s > "ET para a I­estabilidade, pois, tomando o numerador
de (4.24) e substituindo À por iy, temos

360 — 12i(—14 + 198)y + 6(—5 + 198)y? +1i(—2 + 19s)y*

e por —iy, encontramos

360 + 12i(—14 + 198)y + 6(—5 + 198)? +1i(2 — 198)yº

Ássim, multiplicando essas duas expressões, obtemos

129600 + 144(46 + 195(2 + 198))yº + 228(1 + s(2+19s))yº + (2— 198)ºyº
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Agora tomando o denominador de (4.24) e fazendo as mesmas substituições,
encontramos

360 — 12i(16 + 198)y — 6(7+ 198)yº +i(4 +19s)yº

360 + 12i(16 + 198)y — 6(7 + 198)? — i(4 + 198)yº.
Novamente multiplicando essas duas expressões, temos

129600 + 144(46 + 195(2 + 198))yº + 228(1 + s(2+19s))yº + (4 + 198)ºYÉ. (4.26)

Por fim, fazendo a diferença de (4.26) por (4.25), ficamos com o polinômio

E(y) = 12(1+ 198)yS,

que deve ser não negativo, como foi visto em (1.49)­(1.50). Logo,

12(1+198) > 0 => 12­+ 2285 > 0 => 2285 > —12 => s > ——.

Já para o caso s = 0, temos por (4.23) a seguinte função de estabilidade
360 + 168 + 30h? + 2h3R(h) = ã á —,

360 — 192h + 42h? — 4h3

que independe de £.

Nesse caso, obtemos
1lim | R(h) ==,

Re h——0co 2
A

o que nos fornece | R(h) |< 1. Assim, o método é A­estável e então definido por
201 11 93 4 19 4323

UYn+1 = Un + hlzag sa + ago Sn! 30 Ína2 ET Ínaa 590 Ínsal,

Un — Uun+1 + hPfi + 4fn+1),

28Yn — 2TYn+1 + h[12f, + 18fr+1),
1503 | 1544 694 928 2

19 In = no dm + ho fo + 9 fo ET Ína2l­
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Capítulo 5

Métodos Estendidos de Passo Um
de Ordem Seis

Construiremos, neste capítulo, os métodos de ordem seis da mesma maneira que

fizemos nos casos anteriores. Usaremos um algoritmo particular que fornece as condições de
ordem dos métodos de Runge ­ Kutta de ordem 6 pois estas são dificilmente encontradas.

A partir desse capítulo, consideraremos a ordem de estágio máxima 3, já que estaremos

trabalhando com um número maior de equações.

5.1 Uma Família de Métodos

Para ordem p = 6, é possível encontrarmos uma família a dois parâmetros de

métodos estendidos de passo um, dada por

A A AS AS

UYn+1 = Yn + hlaofn + en fn+1 + 2 frio tas fnig HOa fn4a TOS Ínasl (5.1)

com

AS A A A AS A A A

Ín+2= f(rna2, Ynt2), Ín+37 f(tn+3, UYnt3), Ín+a= f(tnia, Yn+a), Ín+5= f(tn+5, Yn+s)

onde

A

Ino = Bagun+ Layn+i + hlYy2ofn + Ya Ín+il, (5.2)
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A AN

Yn+3 = Baoyn+Laiyn+ai + hlya9fn + Y31fn+1 + Y32 Ínsol, (5.3)
A A PAN

UYn+a = Baoun+luyn:i + hly49fn + Yani +Ya2 Ífn+o VYa3 Ínaal) (5.4)
A A A A

Yn+s = Osoyn+OQsiíyn+i + hlYsofn + Ys1ifn+1 + Ys2 Ínioa HYs3 Ín+3 FYsa Ínçal, (5­5)

para n = 0,1,2,­­­.

Continuando o mesmo raciocínio dos capítulos anteriores, construímos essa

família de métodos, encontrando primeiramente os coeficientes a; da fórmula principal

(5.1) através das seguintes condições de ordem dos métodos de Runge ­ Kutta de ordem 6
6 5

1k sk2 bic; 2 ad = k=0,1,2,3,4,5,
que corresponde a um sistema linear com solução

95 1427 133 241 173 3
o =7357 ME To Mm” . =ao ro MO rasos OO Teo

Seguindo para a determinação dos coeficientes das fórmulas secundárias (5.2),
(5.3), (5.4) e (5.5), consideremos a condição da soma das linhas

6

=X aj, 1=1,2,3,4,5,6,
j=1

que corresponde a um sistema, onde temos quatro equações que ao substituirmos os a;,
obtemos

An = 2­7 Vw 1a = 330931 Vam (5.6)

fu 4 Ya Ya YVa2­Vass Os = Ss Ys1 7 VYs2a sa sa

Agora, com o intuito de encontrarmos os coeficientes ij: tomamos as equações
das condições de ordem dos métodos de Runge ­ Kutta de ordem 6 que ainda não foram

trabalhadas. Para obtermos tais condições de ordem, utilizamos um algoritmo que as

forneceu. Como temos trinta e uma equações restantes para trabalharmos, é recomendável

utilizarmos as condições de simplificação

cº =2Ac e É =3AC, (5.7)

supondo dessa maneira ordem de estágio máxima igual a 3. Notemos que nesse caso, usamos

essa restrição ao invés da ordem de estágio mínima igual a 2 usada nos casos anteriores,
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pelo fato de conseguirmos diminuir um número maior de equações.

Desenvolvendo então as equações de (5.7) obtemos oito equações, que resolvidas

a partir da substituição dos a;, resultam em

fai = 4­27% 1a = 9­ 2731­432, (5.8)

bu 16 — 2747 — 41742 — 6743) Os = 2527511752 — 653 — SYsa

fun 837%, Da = 27­3731= 127320, (5.9)

Ôu 64 — 3741 — 129712 — 277413) Os = 125375 — 12752 2753 — 41854:

Assim, fazendo como no caso anterior, substituindo B,, dado por (5.6) em (5.8)

e (5.9), encontramos
20 =2, In =4, a =5, On = A

e substituindo 33, dado por (5.6) em (5.8) e (5.9), obtemos

730 = 12 — 5732, Ya1 = 18 — 832, Pao =28— 12732, Da = —27 + 12732.

Também substituindo B,, dado por (5.6) em (5.8) e (5.9), temos as equações

—Y4o + Ya1 + 3Y12 +TIY43 = 12 (5.10)

—Tao + 274 + l17,9 +267,3 = 60

e enfim substituindo (B;, dado por (5.6) em (5.8) e (5.9), chegamos nas equações

—Yso + Ys1 + 352 TIYVsa FTYsa — 20 (5.11)

Tso + 2751 + 11752 + 26753 +47Ysa = 120.

Podemos simplificar as equações (5.10) fazendo a diferença entre elas. Logo
encontramos

Yu = 48 — 8712 = 2174: (5.12)

Fazendo o mesmo nas equações (5.11), obtemos

Ys1 = 100 — 8752 — 21753 — 4054: (5.13)

Para ordens superiores as condições de ordem incluem as condições de ordem

para métodos de ordens inferiores. Podemos nesse caso considerar o resultado do caso

anterior com a mesma ordem de estágio q = 3. Assim, vamos trabalhar com a mesma
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equação que retivemos naquele momento apenas modificada para métodos com ordem 6,

que é

Ao desenvolvermos essa equação, substituindo os coeficientes que já

encontramos, obtemos a seguinte expressão

21. 173 9 9 9163

240/32 — 349/93 + go 753 * ans= Srgo' (5.14)ESTE SB +— Er6o 640

Agora, ao invés das trinta e uma equações que tínhamos, restaram dezenove

equações que são

>b;1AAjRO = o > biciaij À = ao
ij,k=1 i,j=1l

1
É

1> bicda;jeo;= = » bici(> a;je;)? => Ss biciaijei = 78
1,j=1 1,j=1

biciaijojajkCk= bia;jojaGAICi = b;sai , Cs)”= =
i,j,k=1 1,j=1 i,j=1

6
1 2J b;e? AjjAjkCk = J b;iAjCFAjRCk = O d biaijA;kAkmOCH, = TA

i,j,k=1 i,j.k=1 ijh,m=1

6 6

biaijCjAij jo== b;CIA GAjECR = = biaijCjAjkCk = —
1,j=1 i,j,k=1 i,j,k=1

6
1d bia;jAajkAkmAmoCo = 720 > b;CiAaijAjkAkmCm = 144

i,j3,kh,m,0=1 i,,k,m=1

é
1

> biaijC;AjkAkmem = 780" > bia;ija;kCkAkmeEm = 240"
Ao simplificarmos usando (5.7), ficamos apenas com as equações

6
1

6

5 4
—> bi ==, ) biaije; = J b;1A;AjEC = J bica À = =

í

6 <& o
i=1 i,j=l i,3,k=1 ij=1

e como a primeira já foi trabalhada logo no início, retemos apenas as outras três.
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Desenvolvendo então essas três equações, novamente substituindo os coeficientes

já obtidos, encontramos

3133 173 173 3 9 81 1847DB, + 000 Y32 = 180/42 irvil + aos + g 53 +O gu + TF 154 1440
(5.15)

241 173 9 9 31759lu + 305 + 80 Y32 — Go Taz + Te ss T q = E760
(5.16)

00 800 20

e uma expressão não linear extensa, que pode ser vista no apêndice (equação (A.2)).
Vamos trabalhar com as equações (5.14), (5.15) e (5.16). Então, tomamos as

três e escalonamos esse sistema mudando os coeficientes y357 e 713 para o lado direito da
igualdade. Logo, obtemos os seguintes resultados

. 9 4 69 + 27 + 1863 3321

Yao = 865 173 1327 709/8 173 182 1730/83 865 YV54)
1631 1928

Ês51 o + —o VarT 24753 — 90754)
un 14056 11568

1713 173 5º — 24743. (5.17)

Voltando à expressão não linear citada anteriormente, podemos agora substituir
esses últimos coeficientes encontrados e assim obtermos

63 30393 + 9 4 2169 " 1 1211 42 181600 's3 138400 1% 160 132753 6920 (32754 = Soo 1800 (43 180 132743

a qual isolando o coeficiente 754 do lado esquerdo, fornece

173(6 — 1211743 + 1738073243 + 189753 — 270732753)' 5.18Ts 54(—3377+ 4820732) O

Como obtivemos o coeficiente B1,1, podemos a partir dele encontrarmos outros

coeficientes. Então, substituindo esse resultado e y,, dado por (5.12) na expressão de B,,

dado por (5.8), encontramos

—18 + 964739 — 865743
— sYa2 173

(5.19)

que substituido em (5.12), fornece

— 8448— 7712759 + 328774s
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Agora, substituindo todos esses coeficientes encontrados na expressão de B,,
dado por (5.6), obtemos

6318 — 48207329 + 1557743

E por último de Pao + Bu = 1, temos
3(4743 — 38507232 + 1384713)Bao =

173
Í

Fazendo o mesmo com o coeficiente À;, que encontramos, ou seja, substituindo­o

juntamente com 75, dado por (5.13) e 7514 dado por (5.18), na expressão de 3., dado por
(5.8), obtemos

40012 + 2323240735 +14665217,3+227016753— 2732 (847597 + 10475157,3+161865753
Vs59=

3 53 43
2 27(—3377 + 4820732) |

(5.20)
Com o intuito de encontrarmos o coeficiente y53, vamos retornar à expressão de

Y42 dado por (5.17). Assim, substituindo 752, Ys4 € Ya dados, respectivamente por, (5.20),
(5.18) e (5.19), encontramos que

964 + 173743
YVs3 =ao

Logo, substituindo esse resultado em (5.20) e em (5.18), obtemos
" — 2412 + 482739 — 865713 " 173

Y52 =
7 e V5sa= 7

que substituidos em 85, dado por (5.17), fornece
—3807 + 1928735 — 13847,Ps1 =

9
'

Substituindo os coeficientes 7529, Y53 € Ys14 em (5.13), temos que
8672 — 38507329 + 3287743

51 =
7

e substituindo todos esses coeficientes encontrados na expressão de (À., dado por (5.6),
obtemos

4505 — 2410749 + 1557743
50 = 97

*

Por fim, encontramos a partir de 059 + 051 = 1, que
8(477 — 241739 + 173743)

Ôso =
9

'

Assim, encontramos todos os coeficientes dessa família de métodos em função

dos dois parâmetros 735 e 713, respectivamente denotados por t e s. Então, substituindo os
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coeficientes em (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5), obtemos
95 1427 133 4 2410 173 4 3. A

UYn+1 = Yn + hl5232/» + EEETTELAS — 240 Ín+2 T3o0 Íris 1440 Ínga TT Ínas),
onde

A

UYn+2 Un — tung1 + h[2fn + 4fn+1],
A A

Yn+3 (28 — 128)yn + (—27 + 12t)yn4+1 + h[(12— 5)fa+ (18 — 8) faz, + t Ínaol,
1 STS+ 1384s — 3856), + SST — 5195 + 1446t)n+á 173 dm

173

nã + 15575 — 4820t 8448 + 3287s — 7712t

173
a +

173
—18 — 865s ­+ 964t, À A

Jun+1 +

nai +

8(477 + 1738 — 241t — 3807 + 1928t — 1384s( (
o

Dy, +(
õ

)un+1 +
4505 — 2410t + 1557s 8672 — 38560t + 3287s

— 2412 + 482t — 8058, 9 964 + 1735, À 178 4
(

7 ) Ínao +H(o5—) Ínaa 7 Íntal­

5.2 Análiseda Estabilidade

Quando aplicamos essa família de métodos à equação linear teste (1.41),
encontramos

onde À, = h, e de (2.7)

1 + (ao + 262 + asbao + a4bao + Asbso)f + (Aav20 + Aa(Vso + Pagvs2) +
A4(Y4o + BooVaz + Laovas) + As(Yso + Baovsa + Paovsa + Baorsa))hº +
(3732720 + Xa(YVa2V20 + YVa3V30o + LaoYa3Y32) + As(Ys2Y20 + Ys3Y3o +

TYsa Yao + Boo YsaVa2 + Laotsatas))R? + (Aava3V32V20 + As(Vs3132720 +
YsaVa2V20 + VsaTasV3o + BaoVsaTasT32))hº +assaVas V32V20hº
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Q(h) = 1—­ (01 +a2b» + ala + aba + aslsi)h— (02721 + as(t31 + Ba1v32) +
A4(Ya1 + Barvaa + Baivas) + As(Ys1 + Barvsa + Oaivsa + Laitvsa))hº —

(A3732Y21 + CalYa42V21 + Ya3Y31 + Laiva3t32) + Os(YsaVa1 + Ys3Y31 +

YsaVar + Bar tsataa + La1vsatas))hº? — (MaVa3Y32Y21 + Os(Ys3Y32Y21 +

Y54Y42Y21 + YsaYVa3Y31 + Bar tsaVa3V32))hº = Asa Vaz V32Va1h”.

Então, substituindo os valores obtidos anteriormente, temos

P(h) = 720+3600h — 12(—132+173s)hº +6(46+173(—1+t)s)Aº — (—18+173s)Rº— 173sthº
(5.21)

e

Q(h) = 720+2880h— 12(138+173s)º+6(62+173(1+t)s)Aº — (36+173(1+6t)s)Ah +346sthº.
(5.22)

Novamente, como nos casos anteriores, é um tanto quanto complicado

determinar as propriedades de estabilidade para esses métodos pois estamos tratando de

métodos a dois parâmetros. Ássim, vamos fazer algumas observações.

Para t e s diferentes de zero, temos métodos A­estáveis, já que

lim | R(A)|=>
Re h——oo 2

Agora, analisando a I­estabilidade, tomamos P(h) dado por (5.21) e
substituimos À por iy, obtendo

720 + 3600iy + 12(—132 + 173s)yº — 6(46 + 173(—1 +t)s)iy? — (­18+173s)yº* — (173st)iy”

e por —iy, onde encontramos

720 — 3600iy + 12(—132 + 173s)yº + 6(46 + 173(—1 +) s)iyº — (­18+173s)yº + (173st)iyº.

Se multiplicarmos esses dois resultados, ficamos com
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4(518400 + 17280(618 + 173s)yº + 144(3804 + 299298? — 346s(—13 + 150t))yº +
12(1596 — 2076s(—2 + 27t) + 29929sº(1 — 6t + 3tº))yº + (324 + 2076s(—3 +

46t) + 299298?(1 — 12t + 12tº))yº + 299298? tºy*O). (5.23)

Fazendo as mesmas substituições em Q(h) dado por (5.22), temos

720 + 2880iy+ 12(138+ 173s)y? — 6(62+ 173(1+t)s)iy? — (36+173(1+6t)s)yº+ (346st)iyº
e

720 — 2880iy+ 12(138+ 173s)yº +6(62+173(1+t)s)iy? — (36+173(1+6t)s)yº* — (S46st)iy”.

Multiplicando esses dois resultados, obtemos

4(518400 + 17280(618 + 173s)y? + 144(3804 + 299298? — 346s(—13 + 150t))y* +
12(1596 — 2076s(—2 + 27t) + 299298?(1 — 6t + 3tº))yº + (1296 — 41525(—3 +
44t) + 29929s?º(1 — 12t + 12tº))ayº + 119716s?t?y*O). (5.24)

Desta forma, fazendo a diferença entre (5.24) e (5.23), chegamos no seguinte

polinômio

E(y) = (3888 + 74736s — 1112736st)yº + 3591488 ty”,
que deve ser não negativo, de acordo com (1.49)­(1.50).

Temos que

3591488?tºY*º > O.

Agora, analisando o termo

(3888 + 74736s — 1112736st)y”,

notamos que temos

3888 + 74736s — 1112736st = O,
339

= Bm valores esses que também anulam a expressãopara t = Ss113”
66 + 12118 — 18165st

que multiplica he a expressão

435 + 8477s — 125944st

que multiplica À8, quando fazemos a diferença entre R(h) e exp(h). Logo, como ficam
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restando termos multiplicados por hº em diante, temos que para esses valores de seta
seguinte função de estabilidade

1680 + 8400h + 2340h? + 20h38 — 71h4 — 9h5
1680 + 6720h — 5220h? + 1600h3 — 251h4 + 18h5

R(h) =

é uma aproximação de ordem 8 para a exponencial e A­aceitável.

Tentando obter métodos L ­ estáveis, observamos que para t = O, a função de

estabilidade toma a forma

720 + 3600À — 12(—132 + 173s)A? + 6(46 — 1738)? — (—18 + 173s)hºR(h) =
­ á á

720 + 2880h — 12(138 + 173s)A2 + 6(62 + 173s)A3 — (36 + 173s)hº

Então, com o intuito de obtermos

lim
Re h——oo

s , 18
anulamos o coeficiente de hº no numerador de R(h), encontrando s = 7a Assim, temos
que a função de estabilidade, torna­se

1+ 5h + (19/10)A? + (7/30)h?
14+ 4h = (13/5)02 + (2/3)h3 — (3/40)!

| qu
ui,
ULUIUINTNTNTVLA

R(h) =

cuja order star é dada por

[LI2
|

NI HH
H+HH

nu)
15 4TT HH VATINTO À É am|| 4 | | Úlh—

—
­—

—=
—

­4|­

Intervalo [­0,25, 0,25]x [­0,25, 0,25 Intervalo [­5, 5] x [­5, 5)

Portanto, o método que encontramos com esses valores para t e s é dado por

4 1427 133 A 424? 173 A 8 Ff
onde
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Un = 4UYn+1 + hl2 fr + 4fna1),

28Yn = 27UYn+1 + h12f, + 18fn+1),
14661 — 14488 + nO,4 SO, 1084 184173 97 qa Ia lg daTg d+o quo Jn+o Ping Jmas

Sr + = 2502 A 982 4 1739
440yn — 439Yn+1 + ho 7 Ín+1 = 9o7 Íni+2 +7 Íni3 = 97 Ínial:
Agora, tomando s = O, temos que a função de estabilidade é definida por

720 + 3600h + 1584h2? + 276h3 + 18hº
720 + 2880h — 165602 + 372h3 — 36h4

R(h) =

e independe de t. Logo, obtemos

, 1

lim | R(h) |=3,Reh—=—co

o que fornece | R(h) |< 1, ou seja, o método é A­estável. Assim, definimos esse método
por

4 1227 1337 2414 17388 8 f

onde

A

Un+2 Un = 4duyn+1 + h2fn + 4fn+1),
A

Un+3 28Un = 2TYn+1 + h[12f, + 18fn+1),
A 14229 14056 6818 +=Una q STCIMAS
A a, 8672 2412 4 9604 4 1739
UYn+5s 424ym — 423Yn+1 + +Fhl n T+ 27 rs Ta Ína2 Tor Íni3 =7 Ínaal:

5.3 Cálculoda Ordem de Estágio

Vimos no início desse capítulo, durante a construção da família de métodos

estendidos, que foi de grande importância a utilização das condições de simplificação (5.7),

supondo ordem de estágio máxima igual a 3.
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Verifiquemos então, que temos isso válido. Como
0 O o o 0 0

95/288 1427/1440 —133/240 241/720 —173/1440 3/160
49/72 13/360 133/60 —241/180 173/3600 —3/40

241 da2 243 241 245 QA46

251 d52 a53 Asa 55 256

261 262 A63 [8X 265 266

A=

an = 99/32—25t/24, as = —1401/160+467t/120, ass = 1197/80 — 113t/20,
aU = —723/80+241t/60, as = 519/160— 173t/120, — ass = (—81+ 36t)/160,
as1 60533 — 36150t + 67475) /6228, as = (—986599 — 148953s + 675282t)/31140,

ass 233141 + 43077s — 163398t) /5190, asa = (—423437 + 348486t — 109509s)/15570,

1757 + 5198 — 1446t) /180, ase = (—5271 + 4338t — 15578) /3460,A55

(

(

(

a61 = (70815 48200t + 179925)/2592, az = (—1270029 + 900376t — 397208s) /12960,
(

(

63 313371 — 217864t + 1148728) /2160, aça = (—686127 + 464648t — 2920245) /6480,
dgs5 575571 — 3335448 + 2394325) /12960, age = (—3807 + 1928t — 13845) /480,

desenvolvemos cº = 24c e encontramos essa condição satisfeita.
Ao desenvolvermos c? = 3Acº, também temos a validade da condição.
Agora em cº* = 44cº, não obtemos um resultado satisfatório, já que

0 0
1 1

16 12

81 | * 45 + 12t
256 (19160 + 115688) /173
625 (1969 + 19281) /9

para qualquer valor de £.

Sendo assim, confirmamos que a ordem de estágio é q = 3, pois (2.6) é válida
para k = 1,2.
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Capítulo 6

Métodos Estendidos de Passo Um
de Ordem Sete

Neste capítulo, novamente seguiremos o mesmo raciocínio que utilizamos para

construirmos os métodos de ordens inferiores. A diferença que teremos, neste caso, é que

não obteremos uma família de métodos, mas apenas um método estendido de passo um de
ordem sete.

6.1. Obtenção do Método

Para ordem p = 7, definimos um método estendido de passo um por

A AN AS A A

Yn+1 = Un + hlaofn + a Ín+a + az Ín+2 +az3 Ínsa +A4 Ínxa +as Ín+5 +As Ínasl (6.1)
onde

AN

Un+2 = Bogwyn + Lorun+a + hlY29fn + Ya1fn4a, (6.2)
A A

Yn+a = Baoun+Oaíun+a + hlY39fn + Y31fn+1 + Y32 Ínaol, (6.3)
AA A

Yn+a = Baotyn+Bauyn+i +hlya9fn + Yaafn+i + Y42 Ín+o2 TYa3 Ínsab (6.4)

6.5)
A A AA

Yn+s = Bsoyn+Osiyn+a + hlysofna + Ysifn+1 + Ys2 Ín+o HYs3 Ín+3 FYsa nal, (6.
A A A A A

Yn+6 = Booyn+Ooun+1 + hlYgofn + Ysifn+1 + Y62 Íni2a TY63 Ín+3 FY6a Ín+a Yes Ínash

(6.6)
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para n = 0,1,2,­­.­.

Observe que neste caso vamos encontrar um método e não uma família de

métodos com parâmetros livres, ou seja, soluções ótimas conforme nos casos anteriores.

Isso ocorre pelo fato de, nesse caso, existir mais equações do que incógnitas 7;;. Assim,
para p = 7 temos uma solução devido à não­independência das equações.

Já nos casos anteriores, temos que o número de parâmetros livres é igual à

diferença entre o número de incógnitas 7;; e o número de equações (ver tabela da subseção

2.1.1).

Novamente, vamos construir o método partindo da obtenção dos coeficientes a;

da fórmula principal (6.1), tomando algumas das condições de ordem dos métodos de Runge
­ Kutta de ordem 7, que são

7 6
1b; k — jdte——, k=0,1,2, 4,5,6,

e que formam um sistema cuja solução fornece

a, = 19087 2713 15487 586 26787 263 86
o gg48g0? * 25207? 201607 * 945 201607 * “25207 É " go4so

Com o objetivo de encontrarmos os coeficientes das fórmulas secundárias (6.2),

as=

(6.3), (6.4), (6.5) e (6.6), vamos utilizar a condição da soma das linhas dada por:
7

C; => ij, 1=1,2,3,4,5,6,7,
j=1

que se constitue em um sistema com cinco equações, as quais substituindo os coeficientes

a;, resultam em

Ba 2­0 Ya ua = 33­39 Ya ­ Va Ou =4­ Yao Va Va2 Vas

Ês1 5 — Tso Ys1 = Ys2 = Ys3Ysar Der =6— so Ys1 Y62 Y63  YV64 Yes

(6.7)

Partindo então para a obtenção dos coeficientes 7;;,, tomemos as equações
restantes das condições de ordem . Como no caso anterior, obtemos as condições de

ordem fornecidas por um algoritmo particular. Nesse caso teremos setenta e oito equações

para trabalharmos. Assim, como anteriormente, é necessário utilizarmos as condições de
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simplificação

cº =2Ac e À =3AC, (6.8)

que correspondem a impor ordem de estágio máxima igual a 3.

Ao desenvolvermos as equações (6.8), obtemos dez equações que substituindo os
coeficientes a; e resolvendo­as, fornecem

ba = 4­ 2721, Lair =9­— 2731­4329, Bu =16­ 2741 — IN412 — 6743)

Ds1 25 — 2751 — 1752 — 0753 — 8Y5s4, Der =36­— 2791 = 4762 — 6763 — SY6a = 107ç5s

(6.9)

Bu 83721, Oa1=27­— 3731 — 12732,

Ôu 64 — 3741 — 12742 = 2743) si = 12537951 — 12759 — 27753 — 854)

Be 216 — 3761 — 12762 — 27763 — 4864 — T5Yes­ (6.10)

Então, trabalhando com as equações (6.7), (6.9) e (6.10), da mesma maneira
que foi feito em casos anteriores, obtemos

vo = 2 Ym1=4 0=5, Bay =­4, 1zg=12­ 59Yg82)

Ya 48 — 8742 — 21743; Ys1 = 100 — 8759 — 21753 — 40754

e substituindo Bs, dado por (6.7) em (6.9) e (6.10), encontramos as equações

—Yeso + Y61 + 3Y6oa + IYe3 + TYga + IYNss = 30

—7Y6o + 2761 + 1179ç2 + 260763 + 4764 + T4V6s

as quais subtraindo uma da outra, fornecem

Te1 = 180 — 8762 — 21763 — 4064 — 65T6s­

Como vimos anteriormente, podemos considerar as equações que retivemos nos

casos anteriores com mesma ordem de estágio. Sendo assim, tomando primeiramente a
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equação retida para p = 5 modificada para o nosso caso, obtendo

3 based = 2
1,j=1

que considerando as substituições dos coeficientes obtidos até o momento, é da forma
6737 263 863 586 —GT3r 2638 268 863

315/82 3360/8 420Bart VsTIA V54 Ye3=80640 4º t TO080 5º 241920
863 —863 7351
2520"6º 10085 2240'

105 10080

(6.11)

Agora, tomando as equações retidas para p = 6 e também reescrevendo­as, temos
7DEiaijei = = » bia;jajkE = o > biciaije;=>

t,j=1 i,j,k=1 i,j=1

Ao desenvolvermos essas equações com as devidas substituições, obtemos três equações. As

equações (6.12) e (6.13) que apresentamos a seguir e a equação (A.3), que por ser muito

extensa é apresentada no apêndice.

6737 , , 263, 863 , 30172 GTBT — 6737 263 26100800 *! “126005! 302400” 9º 4725 132 2520/42 336 B 315/82 ao
789 863 = 863 863 863 7379

35 5º 7560/68 1008/ 280/% 108/% 2800

Ys3+t

(6.12)

6737, 263, 863, 586 GT3T 263 263 86320160 4º 3016 5º 10320 9º Tos82 gao BT ga 1687 a] ls Tego6
863 863 9469

120 164 TEg 165” SO (6.13)

Depois do desenvolvimento das equações retidas anteriormente, ficamos ainda

com quarenta e sete equações para trabalharmos. Por isso, vamos aplicar nelas as condições

de simplificação (6.8) obtendo as seguintes equações
7

1
7

12 nd, 2!ae = =, 3 biciaçe = 2,
ij=1

7
1Y biciaijajçO == Ds b;AjCjAjEOÀ == 168

1,3,k=1 i,3,k=1
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7
1

7
1Y” b;a;jajxCk = 310" Ss b;A;jAjkAkmECTm = 340"

ijk=1 ijkm=1

das quais só não retemos a primeira, pois já foi utilizada.

Assim, desenvolvendo as equações retidas e fazendo a substituição dos

coeficientes que já obtivemos, encontramos as equações

6737 1315 863 9586 6737 1815 1315 863

Bootags gran t gs 1327 ag Mateo Matra Vsa maga les
863 —863 115579
70 16º og 6 3360 (6.14)

6737 263 863 30472 6737 6737 263 1315

a5o00 A + + Ysat1 5952005!BsogooSt I575 1327 pan 12 ga Vstga lit aa

789 863 863 2589 863 54683
FT la Togo 62 ção 140 0/7 18 YVes= 6300 (6.15)

26737, , 268, 863, 15286 6787 —249269 2638 9781120960 4! “151205! 362880 9º 945 12 go 2 3a36o BT TO5/82º aan

107838 —863 31931 35383 14671 —22237
105 (5º 2520/%ºº To08o3 2520 9º 336 1% 10080

e mais quatro equações não lineares, que não são aqui apresentadas por serem muita

(6.16)

extensas, mas que podem ser vistas no apêndice (equações (A.4), (A.5), (A.6) e (A.7)).
Vamos trabalhar então primeiramente com as equações (6.11), (6.13) e (6.14),

ou seja, escalonamos essas equações e obtemos

— 295524 450048
863 + 863

47645 — 56256

547288 — 450048Bu rTCTANNNrTAÇAto

ba = Y32 — 24763 — 9064 — 2407%çs5,
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Tomemos agora, as equações (6.12), (6.15) e (6.16) onde substituindo os
coeficientes anteriores e efetuando o escalonamento, encontramos

74 6737 944 863 101834 1600865

53 34453 * 3104/43 131/54 * gaia168 * 10335919 * aisas”o 165
,

564 75008 69 863 19849 35383 55232
42 33685 * 20211 7/82” 107/48 * agart2 * graça6 * 3368519º * coaaT65

18477 4688 464853 —— 39291 863 19849 49191

689060* 789 132 a1n4o 13 31 15 3156/62 a1040 1 G8nnGO É
7621153

826872 165

Ys52

Substituindo todos esses coeficientes encontrados nos dois escalonamentos, nas

cinco equações extensas que citamos anteriormente, obtemos

88299357 — 6794342 ) ( 96580919 — 11147371 re, = (275807247113160 13238205/32/154 VIgrGgoO5280 IDBSASA6GO32º16 GO45T248
17336807 49 37

38587360 132) 165 Gaggo * 55020 132

(LS5417TO4T 18834482. 116219347— 30901441 => 11630651
370669740 * 92667435 132/54 "UsgggnT376ão 1112009220[32º/641 iT38914496

12379735 Ie = 101 37

69457248 132/65 “320080 "183402

85209357 GT94342 863 863 3433644853 12516175819422632 2647641 2” osso 20160 27% A148036880O 111200922032º/%
14847927 515160083 Ju =" 3739 + 37 4 6757 — 6737691572480 347286240 92/65 “2200800 11004%º' 9600* Grap ses

e outras duas equações que, por serem extensas, estão no apêndice (ver equações (A.8) e

(A.9)).
Escalonando então essas três equações, vamos encontrar os seguintes resultados

6312

— 863”
—40422 + 863764

6312 '

[­5313552744 — 9531305497 ,3+226922398764a+10732(1361615077,3—

37504(— 20211 + 8637,,))]/5814031(—7 + 107,1).
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Voltando aos coeficientes Y52, Ya2; Ys3) Os17 Do Yê1 E Ys1 que encontramos, e

substituindo esses três coeficientes dados acima, obtemos longas expressões. Sendo assim,

vamos escrevê­las em termos de 735 € 713. Temos que em BPs17, Y51 E Y41, também podemos

substituir os novos resultados dos coeficientes Y53, Ys52 € Yao­

Assim, como temos os coeficientes B411, Y41 E Y12, podemos tomar a equação de

Bau dado por (6.9) e então encontrarmos

62 = (17695013454 — 26972334044739 + 2526644480735 ? + 47656527457,3 —3 3 43

6808075350739743 — 5645884086, + 802999062739764)/5814031(—7 + 10732).

Em seguida, tomando esse resultado e os coeficientes Ba, Y61; Y63 E Yes, €

substituindo na equação de 5,7, também dado por (6.9), obtemos
40422(—65 + 348732)
863(—144 + 773732)Y64 =

144

concluindo então que 732 É 772
Podemos substituir y54 EM Y62; Y63 E Ys54, E assim encontrarmos

28990592735 2? + 144(122101 + 101055713)— 3732 (33434466 + 2603850573)
863(—144 + 773732)

3(—A4(131257 + 242532743) + 732(2887808 + 5207701713))
S63(—144 + 773732) !

—6737(—79 + 425732)
1052(—144 + 773732)

Substituindo então 755 € Y&, nas longas expressões dos coeficientes citados

anteriormente, obtemos

328928— 300032735 + 125008743
6737

—694 + 37504735 — 33685743
6737 !

33744062— 202953864739 + 115962368725 ? + 184324327,3 — 9894631973Y4a151488— 81319673,
7440648— 42728558722 + 144952967275 2 + 4850640713 — 26038505732743

1052(—144 + 773755)
— 2962802 + 159392007,32 — 9701287,3 + 5207701739Y43

1052(—144 + 773732) !

— (83935668 + 231924736745 2? + 552972967,3 — 3732 (165015100 + 989463197,3))
863(—144 + 773732)

Ya

Ya2

Ys51

Ys2

Y53

Ye
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11864340— 71848249735 + 434858887325 * + 5820768713 — 3124620673248
263(—144 + 773732)

12(28990592739 ? + 72(132463 + 80844713)— 3732(18905141 + 10415402713))
Par 863(—144 + 773732)

|

Conseguimos encontrar os coeficientes 7,109, Y5o € Tso pelas equações de 8411, És
e Be, dadas em (6.7), então

246002 — 187520732 + 60655743Yao = 6737

— (19480807 — 118157695732 + 7247648073, 2º + 87311527,3 — 46869309732743)Tso 1052(—144 + 773739)
—(45546954 — 2719946647;39 + 144952960732 ? + 261934567,13 — 140607927739/43)

60 863(—144 + 773732)
E, enfim, obtemos 619, Ds59 € Ogo à partir de

Logo,

9504025— 450048732 + 161688743bao
6737

—2(5951106— 36025774735 + 21742944739 ? + 2910384713 — 156263103732743)Êso 263(—144 + 773732)

B
114572304 — 681252175732 + 347887T10473, ? + 698B492167,3 — 374954472732743

” 124272 — 66709973,

Portanto, encontramos todos os coeficientes que compõem o método estendido

de passo um definido pelas equações (6.1), (6.2), (6.3), (6.4), (6.5) e (6.6).

6.2 Análiseda Estabilidade

Ao aplicarmos esse método à equação linear teste (1.41), obtemos

com À = ha, onde, por (2.7),
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P(h) = 1+(ao+ aba + a3bao + aDao+asbso+ a6feo)h + (27209 + A3(Yão + LagY32) +

C4(Y4o + LaoYa2 + Oaovas) + As(Yso + LagYs2a + Qaovsa + BaoYsa) + A6(Y6o + LanY62 +

B3063 + Baovea + Lsoves))Aº + (3132720 + AalVa2Y2o + Ya3V3o + BaoVasta2) +
As (Y52V20 + Ys3Y30o + YsaYao + BaoYsaVa2 + LanYsaTas) + A6(Y62Y20 + Y6z3Y30o + V6aVao +

Y6sso + BaoY6sY32 + OanYeaVa2 + LaoVesTs2a + BanVea Tas + LaovesYsa + LaoVesTsa))R? +

(A47 43732720 + As(Y53Y32Y20 + YsaYa2V20 + YsaYa3T30o + QaoYsaVas32) + MAe(V631327/20 +
Y614 74220 + Yes Y52Y20 + Y64Va3Y3o + Y6sT53730 + YesIsa Yao + QanY6eaVa3Y32 +
BaoYesTsa4Va2 + BaovesTsaVas))hº + (AsT54Va3Y32V20 + A6(YeaYa3Y32Y20 + Yes 153732 V20+
Y65154Y 42120 T Y65Y54Ya3Y3o + BaoY6sYsaVa3V32))hº + 66554 Va3V32V29ho

e

Q(h) = 1— (0) + a202, + a3637 + aba + asbs1 + asbe1)h — (02721 + as(Y31 + Da1V32) +

Ca(Ya1 + Borvaz + OarVas) + As(Ys1 + Oarvs2a + a1ts3 + Oarvsa) + X6(Ye1 + Laivea +

Barves + Barvea + Bsives))h? — (3132721 + CalVa2Vas + Vaga: + Baitagtao) +
as(Ys2Y21 + Ys3Y31 + YsaVa1 + OaivsaVa2 + Oa1T5aVas) + C6(Y62Y21 + Y6saT31 T VYeaVa +

Tests: + Bar v6sta2 + Bar v6arta2 + Baitestsa + Pa1V6aVas + Larvestsa + Laitestsa))hº —
(4743732721 + As(Y5s3Y32Y21 + YsaVa2Var + VsaVa3sT31 + BarvsaVa3V32) + Co(Y637Y32Y21 +

Y64Ta2V2a1 + YesYs2V21 + VY6a4Va3T31 + Y6sT53V31 + VesYsaTa1 + Lai V6aVasT32 +

Barvestsata2 + LartestsaVas))hº — (AsTsaTas TV32Va1 + 6(YVsaVa3Y32V21 + VesV53V32V21+
TY6554 Ya2V21 + Y6sVY54Ya3V31 FT BarvestsaVasV32))hº = A6V65Y54Va3V32V21hº.

Assim, substituindo os valores encontrados na seção anterior, temos

P(h) = 1+6h—((—4739 + 25486732) /(288 — 1546739))à —((417766 — 7325 (2247176—
2863225713) — 532223713) /(420(— 144 + 773732)))

2

3
h

358947367,3) — 63866767, 35732 *(— 15939200 + 16640397,3))/(10080(— 144+
773732)))h —((54826 — 294964727 5322237,3+2863225732743) /(5040(— 144+

5 26

T73732)))h —((6737732(—79 + 425732) Y13)/(S040(—144 + 7737,32)))h
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14 5h + ((3155 — 16983747) /(288 — 1546722) +((406064 — 132 (2185014+
532223743))/(420(—144 + 7737329)))À —((559257 — 27739 (2985901 + 39815677,3)+
15966697,3+732 (15939200 — 33819747,4))/(2520(—144 + 773742)))—
((T232(589928 — 3301137,3) — 79(1388 + 67377,3) + 17179350739 “Ya3))/(5040(—
144 + 773739)))A +((67377Y22(—79 + 425729) V43) /(2520(—144 + 7737939)))A
Mais uma vez, como nos casos anteriores, vamos fazer algumas observações

quanto às propriedades da estabilidade.

Para 732 É O e 713 É O temos métodos A­estáveis, pois

lim | R(A)|=2
Reh—­—oo 2

Já para obtermos métodos L ­ estáveis, analisando a função de estabilidade,

verificamos, da mesma maneira que nos casos anteriores, que será conveniente tomarmos
694

732 = O. Então, consequentemente teremos que 7,3= 6737 e assim
1 + 6h + (4739/288)h? + (6049/1008)A? + (5857/8064)hº

1­+ 5h + (3155/288)h2 — (1707/224)h3 + (1787/896)hº — (27413/120960)h5
Sendo assim, para esses valores de 735 e 71; obtemos um método L ­ estável

R(h) =

dado por

19087 2713 15487 1 586 À 6737Ini = + "ooasor 2520 /7+1 = 20160 Ínço + 945 Ín+a = 20160 fu +
263 863 A2520 Ín+5 “60480 Ínas|

IYn = 4yn+1 + hP2fa + 4 fn+1),

28Un = 27Yn+1 + h[12f,. + 18fn+1),
570681 . 563944 252208 e 4 321 4164 À 694 A

Ta7 dn gray dmPF hloçãoSe T ggy Selo gray Ín+2 Toçgç Ínial
34TAT3 — 346221. 20380231 . — 17821423 330847 Apntinhudnintal h

A1052 * 1052In+1 F 51488 fa + 75744 fa = “6312 Ín+2 +
1531369 À 532223À
75744 Ín+a7 151488 Ífn+ab,
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845609 844746 8040871 7469335 132511 4
863 mm  gog Uma Thlaçço fa + ogro feio eua Ínre+

156241 4 487905 1 6312 1 ]10356 “+33 *og7129 "MH goa Jm+5"

6.3 Cálculo da Ordem de Estágio

Durante a construção desse método estendido, objetivando simplificar o número

de equações que tínhamos para trabalharmos, utilizamos as condições de simplificação (6.8),
as quais nos fizeram admitir ordem de estágio máxima igual a 3.

Vamos agora verificar se este resultado é realmente válido. Temos que

( 0 0 0 0 0 0 0
19087 2713 —15487 8586 —6737 263  —863

60480 2520 20160 945 20160 2520 60480

11153 —193 15487 —2344 67387 —263 863

15120 630 5040 945 5040 630 15120
241 da42 da3 A44 45 246 247

d51 452 d53 A54 2455 d56 257

d61 d62 263 264 d65 266 267

a71 Aa72 A73 d74 2475 276 77 )

(70137 — 24452732) /20160, ass = (1033(—9 + 4732))/840,

(139383 — 55228739) /6720, aaa = (586(—9 + 4739))/315,

(—6737(—9 + 47329))/6720, ass = (263(—9 + 4732))/840,

(­863(—9 + 4732))/20160,

(554014363 — 343892928735 + 726181237,3)/50931720,

(81986723 + 58112448735 — 145114987,3) /2122155,

(1057732277 — T76726592732 + 2281215577,3)/16977240,

(—320710768 + 263728128732 — 883827037,3)/6366465,
(68411 — 562567325 + 202117,3)/2520,

(263(—68411 + 562567395 — 202117,3))/2122155,
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(863(—68411 + 56256732 — 202117,3))/50931720,

(—265829233344729 ? — 108(630510595 + 1936483287,3) +

22 (415176819737 + 1122676181587,3))/(15906240(—144 + 773732)),

(44920922304732 ? + 288(37948595 + 145114987,3) —

s2(67TOG3365217 + 224347759087,3))/(662760(—144 + 773732)),
(—60040965561673,? — 108(1354094145 + 6G083241527,3) +

32 (897361899943 + 3526759271227,3))/(5302080(—144 + 773732)),
(101930921472732 ? + 54(463151205 + 2356872087%,3) —

22 (153349751656 + 683198294197,3))/(994140(—144 + 773732)),
—(6737(11466180 — 69706249732 + 43485888732 ? + 5820768713 —
31246206732743))/(5302080(—144 + 773732)),

(11864340 — 7184824939 + 43485888722 ? + 582076873 —

31246206732743)/(2520(—144 + 773732)),

—(863(11864340 — 71848249735 + 4348588832 * + 5820768713 —

31246206732743))/(15906240(—144 + 773732)),

(—1772194888967329 ? — T2(659965499 + 2904724927,3) +

3722 (96108609253 + 37422539386713)) /(4349520(—144 + 773732)),
(299472815367325 ? + 144(57279877 + 2902299673) —

3732 (16636476533 + 74782586367,3))/(181230(—144 + 773732)),
(—400273103744739? — T2(1641195121 + 9124862287,3) +

3732(236614015787 + 1175586423747,3))/(1449840(—144 + 773732)),
(67953947648722 ? + 36(607204559 + 3535308127,3) —

3732 (43403990984 + 22773276473713))/(271845(—144 + 773732)),

[­6737(28990592735 ? + T2(141563 + 808447,3) — 3732(20074421 +
104154027,3))]/(1449840(—144 + 773732)),

[263(28990592732 ? + 72(142543 + 8O8447,3) — 3732(20203781 +

104154027,3))]/(181230(—144 + 773732)),
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= (—28990592739? — 72(132463 + SOB447,3) + 3732 (18905141 +32

104154027,3))/(5040(—144 + 773732)).

Ao desenvolvermos cº = 24c, encontramos que essa condição é satisfeita.
Desenvolvemos então cº = 34cº e obtemos também a validade dessa condição.
Quanto à condição cº = 44cº, não conseguimos um resultado satisfatório, pois

O 0a | À
16 12
81 45 + 12739

256 (8(93277 + 56256722))/6737
625 (3(19185 + 187527425))/263| 1296 V (12(27153 + 37504732))/863 j

para qualquer valor de 737.

Assim, temos que a ordem de estágio é q = 3, já que (2.6) é válida para k = 1,2.
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Capítulo 7

Sistemas Stiff: Um Algoritmo com
Passo e Ordem Variáveis

Nos capítulos anteriores, apresentamos uma teoria geral para métodos

estendidos de passo um estabilizados, baseados nas fórmulas de Runge ­ Kutta, que

permitiu restabelecer uma família de métodos obtidos anteriormente em [18], [10], [4],
[5] e construirmos novos métodos de ordens mais altas pertencentes à mesma família.
Todos esses métodos, em geral, dependiam de parâmetros, o que foi significativo na procura

das condições paramétricas que revelariam as sub­famílias de métodos A­ e L­ estáveis.

Usando alguns métodos particulares desta família, Van Hecke e outros [23] desenvolveram
um algoritmo, com passo e ordem variáveis, que foi testado em alguns problemas de valor

inicial para sistemas de equações diferenciais ordinárias.

O objetivo deste capítulo é descrever o referido algoritmo e utilizando o código

nele baseado ilustrá­lo através de resultados numéricos obtidos com a resolução de

problemas do tipo stiff.. Os problemas teste foram escolhidos do conjunto de problemas

teste fornecidos em CWI [22].

7.1 Preliminares

Antes de iniciarmos a descrição do algoritmo, é importante citarmos algumas
definições que serão necessárias durante o seu desenvolvimento.
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A primeira, se refere a uma outra forma de escrevermos os métodos estendidos

de passo um, que é:

p

Un+1 = Un + h Y” wif(tnt+a;, UYnto;),
i=l

m(i)

Unta; XY Ynto; = ÓiUn+1 + (1 = ói)un +h Y aj f(Enta;ss Insa;))
j=1

Aa; = ó;+ S ij.
j=1

Os inteiros m(1) devem satisfazer m(i) < p. Note que se em (7.1), tomarmos

m(i)=i—1leó;=0O, temos a fórmula de Runge ­ Kutta explícita. Se tomarmos m(i) =,
ó; = O e a;; = D;, para todo 1, encontramos a fórmula de Runge ­ Kutta diagonalmente

implícita e se tomarmos m(i) = p e 6; = O, obtemos a fórmula de Runge ­ Kutta implícita.

Se, entretanto, tomarmos m(i) = i — 1 e 6; £ O para ao menos um i, temos uma fórmula
implícita apenas na incógnita yn+1, que é conhecida como fórmula de Runge ­ Kutta

mono­implícita, a qual é usualmente denotada por MIRK.

Ágora, analisando a implementação dos métodos estendidos de passo um,

consideremos um sistema de primeira ordem (em geral, não linear) de m equações
diferenciais:

mi= "f(x /yºy... "y.
Aplicando a este sistema, as fórmulas dos métodos estendidos de passo um,

reescritas na forma padrão que exibe suas características mono­implícitas (7.1), obtemos

anta = Horn Uns” Unt1)

Un+1 = ºH(xn,º Uns” Unt1)

"yn = "H(xn,” Uns” UYnt1)

onde "y, é a solução numérica no ponto Th.
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Como estamos trabalhando com métodos implícitos, a forma de obtermos yn+1

é resolvermos iterativamente uma equação ou um sistema não linear, em geral, pelo método
de Newton.

Assim, conhecendo os valores rn, Tn+1 € O valor inicial y,, determinamos yn4+1,

que é uma aproximação para a solução de:

una = 'Hí(rn, Un UYn+1)
Un+1 = ºH(xn,º Un)” UYnt+1)

F(Yn 11) =
Pyn+1 = "H(rn,” Uns” Un+1)

7.2 Método de Newton para Sistemas

A iteração de Newton aplicada ao sistema F(y,,,)=0, F:R" —R”", tema
seguinte forma:

k — kGy) =78, ­ IJ ÇQD)FOO), kt=0 1...

onde Jr(y,,1) = (0F/3y,,,) é a matriz Jacobiana de F em relação à yn41.
Para evitarmos o cálculo computacionalmente “pesado” da matriz inversa

fazemos uma pequena alteração no método, de forma a substituirmos este cálculo pela

resolução de um sistema linear. Logo, o método de Newton toma a forma:

Ir(39)Z = —F(379),
onde Z é determinado resolvendo o sistema linear acima e, então,

k+1l kJE ay +Z.

Assim, escrevendo o método de Newton, e fazendo as devidas substituições para

nossos métodos, encontramos:

k+1 k k k(1 — BO) (ZERO — 4) = H(r,y,y8)­y, k=0,1... (7.2)

onde a matriz B(*) é, em geral, expressa em termos dos produtos das matrizes Jacobianas
do sistema calculadas nos pontos rn+1, Tn+2, ­.. . Expressões explícitas para tais matrizes

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



B(*) são dadas em [3].

7.3 Algoritmo e Implementação

O presente código é baseado nos seguintes métodos L ­ estáveis de ordem 2 a 6,

obtidos ao atribuirmos os valores indicados aos parâmetros t e s das fórmulas encontradas
A A

anteriormente, onde f;= f(x;,Y;):
Ordem 2: Regra do Trapézio:

h
UYUn+1 = Yn + a fa + Ína1].

Ordem 3: t = O

1AYn+1 = tm + hlZ72 + Sn = 12 Ínael,
A

Uno = UYn + 2hfnao­

Ordem 4: t=1/4,8=0
3 SRA 1A

Yn+1 = Un + hizha + TELAS 7) Ín+2 to Ínssl
A

Yn+2 = UYn + 2hfnao,
A 3 14

Yn+a = IYn > g1+ ha fa + 6fng1 + n Ínaal:

Ordem 5: t =0,s =o un A ESA A lo
AYn+o = SYn >< + nos, +4fn+1],
A

YUn+3 = 28UYn = 27TYn+1 + h[12f, + 18fn+1),
A 1611 1592 + PB A

Ordem 6: t = 0,8 =18/173
95 1427 133 4 241 A 173 9 3. A

Yn+l = Un + hagah + EEETILLS Dm 240 Ína2 Tao Íni3 7 1440 Ín+a ET Ín+sb
AS

Uno = Un = 4Un+1 + hPf + 4fat1),
A

UIn+3 = 28UYn = 2TYn+1 + h[12f, + 18fn+1),
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14661 — 14488 + nr, 8790 ­ 1084 (184173 9º Tg Ima leg + q dno qeg Jn+aPing Sms
4667 e ee A 982 4 1734

440un — 439Yn41 + hlZ7 fa + 7 fin7 Ín+2 +7 Ífn+3 =7 Ínaal:
(7.7)

Vale notarmos que considerando a classificação das fórmulas de Runge ­ Kutta

os métodos de ordem 3 e 4 tem ordem de estágio 2 enquanto os de ordem 5 e 6 tem ordem

de estágio 3.

Examinamos, a seguir, certos aspectos computacionais relevantes do algoritmo,

baseado nas fórmulas (7.3)­(7.7).
Como entrada toma­se os dados fornecidos por CWI [22], isto é, o vetor inicial yo

do problema considerado, os parâmetros especiais ocorridos no problema, a função f(x,y),

o Jacobiano do sistema provido na forma analítica, as tolerâncias escolhidas para o erro

relativo rtol e absoluto atol, o tamanho do passo inicial ho usado, os pontos inicial e final

do intervalo de integração e a solução “exata” no ponto final proposto.
A saída do programa contém o número total de passos aceitos e rejeitados, o

número de avaliações da função f, o número de avaliações do Jacobiano, o número de

decomposições LU necessárias na resolução do sistema não linear algébrico pelo método de

Newton e o número mínimo de dígitos significativos corretos na solução numérica no ponto

final, dado por

scd = — log (da norma do máximo do erro relativo no ponto final). (7.8)

Cada uma das fórmulas (7.3)­(7.7) pode ser reescrita na seguinte forma padrão

que exibe suas características mono­implícitas:

Yn+1 = Hí(rtn, XYn Jn+1).

A solução desejada será produzida pela iteração de Newton, isto é, (7.2). Mas,
usa­se o chamado esquema de iteração de Newton modificado, o qual toma todos

os Jacobianos nos diferentes pontos igual ao Jacobiano J = J(tn411, yo41). Dessa maneira,
a matriz DB reduz­se a um polinômio em J. As seguintes matrizes B foram encontradas após

alguns cálculos e elas são referentes aos métodos (7.3)­(7.7):
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Ordem 2:
1

B =>.
Ordem 83:

B= 2n31­2n232
8 6 *”

Ordem 4:
o 1,272, 113143B=2h en +agêo.

Ordem5:
3 3 1272, 1 1313

B=7hJ ant" +agho:
Ordem 6:

B= AIR — MAL +A

O número de iterações em (7.2) é restrito a apenas duas, isto é, k = 0 e 1. Coma

finalidade de reduzir o esforço computacional, o Jacobiano não é atualizado após a primeira

iteração, isto é (7.2) é substituído por
k+1 k k k(I­— BO) (ZA ­ ll) = H(tn,Yn,YS1) ­ vd k=0,1.

Isto significa que a decomposição LU de (1 — B(O)) será realizada somente uma vez por passo
de integração. Alguns autores chamam esse tipo de aproximação de iteração pseudo­
Newton.

A partir do primeiro passo de integração, o algoritmo é iniciado com o método

de ordem 4 (7.5). Para a primeira iteração inicial 7º é usado o método de Euler explícito.
Do segundo ao décimo passo de iteração aceito, os valores iniciais yo são linearmente
extrapolados sob os já aceitos y, e yn­1. À partir do décimo passo em diante, a extrapolação

é realizada por meio de um polinômio de quinto grau.

Em cada passo seguinte dois métodos de ordem consecutiva, p e p + 1, tomados

do conjunto (7.3)­(7.7), são iniciados com o mesmo comprimento do passo h, o mesmo
VARA inicial e o valor aceito y, obtido com o método de ordem mais alta previamente em
uso. Essa idéia de combinar em um passo dois métodos de ordens consecutivas é inspirada

nos métodos embutidos clássicos de Runge ­ Kutta explícitos. Notemos que nos métodos de
A A

ordem 3 e 4, Yn 12 é dado pela mesma expressão, enquanto nos métodos de ordem 5 e 6, Yn+2
A

e Yn+3 São respectivamente os mesmos. Por isso, quando o par de métodos (7.4)­(7.5) está
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AN

sendo utilizado, na primeira iteração Newtoniana o valor da função f,,27 é o mesmo para
ambos os métodos e assim, ele deve ser avaliado somente uma vez; similarmente, quando o

par de métodos (7.6)­(7.7) é utilizado, f.+42 € Ff,43 São os mesmos para ambos os métodos
no primeiro passo da iteração.

A diferença entre os valores de yrn11 gerados depois de duas iterações pelos

métodos de ordem consecutiva p e p + 1 respectivamente, é considerado como uma

estimativa para o erro de truncamento local do método de ordem p. Como em muitos

métodos embutidos de Runge ­ Kutta, por exemplo em [7], o método de ordem mais alta
sustenta a solução. À diferença entre os valores produzidos pelos métodos de ordem mais

alta e mais baixa, mais adiante denotada pelo vetor e, não é uma estimativa representa­

tiva do erro de truncamento local do método de ordem mais alta, mas ela é usada como

base para o monitoramento do comprimento do passo e da ordem dos próximos métodos a
serem usados.

Na verdade, antes de passarmos para o próximo passo de integração, a norma

Euclidiana || erro || do vetor com os componentes

ei

rtol | (yn+1); | +atol' (7.9)erro; =

é calculada. O passo e a estratégia de ordem são então baseados no fator

1
fac = —ã——ace tTerro | Ur,

da seguinte maneira:

se fac >0.9 aceite o passo

se 0.9 < fac <1.1 ese a ordemp + 1<5
aumente p por 1 unidade e substitua h por h x fac

se fac >2 e a ordemp + 1>4
diminua p por 1 unidade

nos casos restantes substitua h por min(8 * h, fac * h.)
se fac < 0.9 rejeite o passo

se o passo foi rejeitado três vezes consecutivamente

aumente p por 1 unidade

senão
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substitua h por max(fac * h, h/3).

Para compreendermos melhor as definições de (7.9) e (7.10), e também os valores

tomados como base para o controle do passo e da ordem, analisamos os artigos de Shampine

e Watts [15] e [16].

Uma vez que um passo tomado inclua o ponto final, a solução nesse ponto final

é determinada pela interpolação polinomial dos últimos cinco pontos.

7.4 Problemas Testes

7.4.1. Problema Químico Akzo Nobel

Esse p.v.i. é um sistema stiff de seis equações diferenciais não lineares de

primeira ordem, definido da seguinte forma
d= =f(y), y(0) =370, Y(0) =X,

y ER, O<t<180.

A matriz M é de posto 5 e dada por

e a função f por

—2r) —T3 —Ta

—r1 /2 —Ta —rs/2 +Fir
—

T1 —T92 +r3f(y) ­ —T92 +r3 — 27
T2 —T3 +Ts5

Ko yncYy Us

onde os r; e Fi, são variáveis auxiliares, dadas por
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kTn = kiiytião, ro = ka UY3'UY4 ra = NUS
COra = ksycyh ns = kevin, Fa = ra. 22 9).

Os valores dos parâmetros ki, ka, ka, ka, K, kIA, pw(CO2) e H são:

ki = 18.7, ko = 0.58, ka = 0.09, k4 = 042, K = 344,

kIA = 3.3, Kg = 115.83, p(COs) = 0.9, H = 737.
Os vetores iniciais são:

Yo = (0.444,0.00123,0,0.007,0, Ks  Yo1*Yoa)í e yo =E(yo).

Pela definição de rn, e rs, está claro que a função f não pode ser avaliada para valores

negativos de v..

O problema descreve um processo químico, no qual duas espécies, FLB e ZHU,

são misturadas, enquanto dióxido de carbono é continuamente adicionado. À espécie

resultante e de importância é ZLA. As equações são:

2FLB + CO2/2 *> FLBT + H3O
ko/K

ZLA+FLB = FLBT+ZHU
ko

FLB +2ZHU + CO, —S LB + nitrate
FLB­ ZHU + CO2/2 *S ZLA + HO

FLB+ZHU = FLB­ ZHU.

[FLB + ZHU]|
[FLB] ­ [ZHU]'

Ks representa um parâmetro de estimação. As outras equações descrevem reações com

O valor deA última equação de reação descreve um equilíbrio, Kg =

velocidades dadas por r1, r2, ra, ra e r5 onde y1, 1/2, ***, yê representam respectivamente as

concentrações [F LB], [COs], [FLBT]), [ZHU], [ZLA) e [FLB + ZHU).
A quantidade de dióxido de carbono por unidade de volume é denotado por Fin,

onde kl!A é a massa do coeficiente de transferência, H é a constante de Henry e p(CO,g) é
a pressão parcial de dióxido de carbono (independente de [CO;]).

O processo é iniciado misturando­se 0.444 mol/litro de FLB com 0.007 mol/litro

de ZHU. A concentração de dióxido de carbono no começo é 0.00123 mol/litro.
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Inicialmente, nenhuma outra espécie está presente. À simulação é realizada no intervalo de

tempo [0, 180 minutos].

Abaixo temos a solução no ponto final do intervalo de integração, encontrada

na descrição do problema, em CWI [22]:

y1 = 0.1150794920661702, Y2 0.1203831471567715 + 10º?,

y3 = 0.1611562887407974, Ya 0.3656156421249283 ­ 10,

ys = 0.1708010885264404­ 10), us 0.4873531310307455 + 107?.

7.4.2 Problema HIRES

Neste problema o p.vi. é um sistema stiff com oito equações diferenciais

ordinárias não lineares. O nome HIRES refere­se a “High Irradiance Response” (Resposta

da Alta Irradiação), o qual é descrito através de equações diferenciais ordinárias.

O problema é da forma
dy
af (y), y(0) =>,

y ER, 0<t<321.8122.
A função f é definida por

£ LT +0.4342  +8.32y3 +40.0007
—10.034y3 +0.4344 +0.035ys

8.32Y42 —“+1l71Y3 —l.l2yYa
—1.745y5 +0.43y6 +0.43y7
—280ygyg +0.69Y, +1.71y5s —O43yg +0.69y7
280y6ys —1.81y;

O vetor inicial yo é dado por (1,0,0,0,0,0,0,0.0057)”.

O problema HIRES origina­se da fisiologia vegetal e descreve a quantidade de

luz que está envolvida na morfogênese. Ele explica a “Resposta da Alta Irradiação” de

fotomorfogênese na base do fitocromo, por meio de uma reação química envolvendo oito

reagentes. O esquema de reação é dado na Figura 7.4.1.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



E +EX LOEXE TT EXE
k+

k
FX.

q

k,

Figura 7.4.1: Esquema de reação para o problema HIRES.

F, e F,r referem­se à forma absorvente do fitocromo vermelho e vermelho­

remoto, respectivamente. Elas podem ser ligadas por dois receptores X e X', parcialmente

influenciados pela enzima FE. Os valores dos parâmetros são:

ki 1.71, ka = 0.43, ka = 8.32, ky, = 0.69, ks = 0.035,

ke 8.32, k, = 280, k. = 0.69, &k* = 0.69, o, = 0.0007.

Identificando as concentrações de Ev, Fw, FX, FÀX, FX, FX", F,X'E e E com y,,
i E (1,)::­,8), respectivamente, seguem as equações diferenciais mencionadas
anteriormente.

O ponto final do intervalo de integração, 321.8122, foi escolhido arbitrariamente.

A solução referente ao ponto final do intervalo de integração dada abaixo, como

no problema 7.4.1, é parte da descrição do problema, encontrado em CWI [22]:

11 = 0.7371312573325668­10%, 172 = 0.1442485726316185­103,
UY3 0.5888729740967575 ­ 107%, uy, 0.1175651343283149+ 107?,
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0.2386356198831331 ­ 10º, ys = 0.6238968252742796 ­ 10 ?,

0.2849998395185769 ­ 107º, us 0.2850001604814231 + 107?

7.4.3 Problema da Poluição

Esse p.v.i. é um sistema stiff de vinte equações diferenciais ordinárias não

lineares. Ele é parte da reação química do modelo de poluição do ar desenvolvido pelo

Instituto Nacional Holandês de Saúde Pública e Proteção ao Meio ­ Ambiente.

O problema é da seguinte forma:

&Ti (y), Y(0) =73o,

y ER, 0<t<60.

A função f é definida por

( — > rT;+ Tr

je(1,10,14,23,24) je(2,3,9,11,12,22,25) ? À
—T2 — Tg — Tg —TI2+T1+TA

—T15 + T1 + T1i7 + T19 + T22
—T2 — T16 — T17 — To3 + T15

—T3 + 2r, +rTrg+T7+TI13+To
—T6 — Tg — Ti — Tao +T3+2T8

—T4a — Tg — Te + T13
Ta +Tg +TEHTT

—T7—Tg

—T12 + T7 + Tg
—rg — Tio +Tg +TN

To

—T11 + To
—T13 + T12

T14

—T18g — T19 + Ti16
—T20

T20

—T21 — T22 — To4 + Tog + T25
V —T2o5 + To24

onde os r; são variáveis auxiliares, dadas por
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= kyryi, 19 = ko yo ya, 1a = ka ys yo, Ta = kayn, 156 = ksyn, 16 = keys,

= krys, 18 = kg yoys, 19 = kaynys, Tio = hoymy, Tm = Rua,

= koyoys, 113 = hay Tu=hkayiye, 115 = kiss, 116 = ie,

ki ya, Tig = kigyi6, Ti9g = ki vie, Tao = RkootvitvUs, Ta = kaviso,

Ta2 = ka 19, 193 = hkagyiUa, Toa = koasYisYi, Tos = hkasYoo
Os valores dos parâmetros k; são:

ki 0.350, ko = 0.266­10º, ka = 0.123­10º, ka = 0.860­10,

0.820.107, kg = 0150­105, k, = 0130­107,

0.240­105, — ka = 0.165­105, ko = 0.900­10,
0.220 ­ 107º, = 0.120­10%, ki3 = 0.188­10,
0.163 ­ 105, 0.480 + 10, 0.350 ­

0.175 ­ 107º, 0.100 + 10º, 0.444 ­ 10”,

0.124 «105, 0.210 ­ 10, 0.578 ­ 10,

0.474 ­ 107º, = 0178­108, = 0.312­10.

Finalmente, o vetor inicial yo é dado por

Yo = (0,0.2,0,0.04,0,0,0.1,0.3,0.01,0,0,0,0,0,0,0,0.007,0,0, o)”.

O problema é um modelo químico consistindo de vinte e cinco reações e vinte

compostos reagindo. O esquema de reação é o seguinte:

NOz — NO+O3P NO; + OH — HNO;

NO+O3 — NO; OzP— Os;
HO +NO —­ NO,+OH Oz— O, D

HCHO 2 HO +CO Oz— O3zP
HCHO CO OD—>­20H

HCHO+OH HO, + CO O0,D— O3;P

ALD MEO, + HO3z +CO SO2 + OH — SOa + HO,
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ALD+OH C203 NO3 — NO

C203 + NO NO2 + MEO2+CO2 NO3 — NO2+O3P
C203 + NO2 PAN NO2 +03 NO3

PAN C203 + NO2 NO3 + NO2 — N205

MEO2+NO —­ CH30+NO2 N205— NO3 + NO?2.
CH3O0O — HCHO+HO2

Escrevendo as velocidades da reação r; para toda equação de reação e fazendo a identificação
nos dados abaixo que registram as concentrações em t = O,

1 [NOx 0 yu — [0203]
Y2 [NO] Y12 [CO]

yvs —[OsP] ya [PAN]

yu [Os] : yu —[CH3O]

UYs [HO,] 0 UY15 [HNO;]

ye [OH] 0 vie [OD]

UY7 [HCHO) 0.1 UYI7 [50,] 0.007

Us [CO] 0.3 yis [SO 0

Yo [ALD] 0.01 y1s — [NO]
11o [MEO] 0 y2%o — [NsOs] 0.

chega­se ao sistema de equações diferenciais (7.11). O intervalo de tempo [0, 60] suficiente
representa o comportamento dos reagentes.

À solução referente ao ponto final do intervalo de integração retirada do problema

dado por CWI [22], é a seguinte:

Yl 0.5646255480022769­ 107), 172 = 0.1342484130422339,
y3 0.4139734331099427­ 1078, ya, = 0.5523140207484359­ 107?,
Us 0.2018977262302196: 1078, ys = 0.1464541863493966­ 1075,
Y7 0.7784249118997964­ 1071, ys = 0.3245075353396018,
Yo 0.7494013383880406+ 1072, yo = 0.1622293157301561+ 1077,
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0.1135863833257075 ­ = 0.2230505975721359­

0.2087162882798630 ­ = 0.1396921016840158­
0.8964884856898295 ­ 0.4352846369330103 ­

0.6899219696263405 ­ 0.1007803037365946 ­

0.1772146513969984 ­ 0.5682943292316392 ­

7.5 Resultados Numéricos

Na tabela abaixo, temos para os três problemas testes dados na seção 7.4: as

tolerâncias escolhidas para o erro relativo rtol e absoluto atol, o tamanho do passo inicial

usado, os valores scd como definido em (7.8), o número total de passos realizados e de

passos aceitos, as avaliações da função, as avaliações do Jacobiano, as decomposições LU,

obtidos pelo presente código:

Problema |rtol [Jatodl | ho scd | passos | aceitos |Zf HJac |Z£LU
HIRES 107º [107º [10 | 2.07 | 125 95 1014 | 47 251

107º” [107 [109 13.60 | 634 591 6137 | 145 1269
107º [107º [107º [7.33 | 4262 | 4235 37669 |875 8525

Poluição 107* [107º [10º [1.21 | 531 283 5656 | 140 |1063
107º 1107” | 10­96 [426] 572 365 6874 | 146 1145
107!º [107º [10º [6.74 | 3595 [2589 40852 | 742 [7191

Chemakzo | 107” [107 [107º [5.33] 146 122 1877 |50 293

107" [ 1077 | 107º[| 7.87 | 637 603 6671 |146 1275

Já na tabela seguinte temos, para os mesmos problemas, resultados similares

obtidos com o código VODE [1], que para sistemas stiff é baseado nos métodos de
diferenciação regressiva (métodos BDF):

Problema |rtol Jatol | scd aceitos |£Xf | 3Jac|XZLU
HIRES 107º [10º [1,33 129 191 |10 24

107º [107 |/3.35 362 612 73

107*º [ 107º | 6.60 828 1204 123

Poluição 107º [107º [1.65 55 106 17
107" [107 [3.63 149 210 26

107º [107 | 4,72 397 528 60

Chemakzo | 107” | 107” | 5.91 170 263 41

107" [| 107 [7.87 358 450 44
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Comparando os resultados das duas tabelas, notamos que VODE fornece

resultados superiores. Também percebemos, que as fórmulas (7.3)­(7.7) utilizadas na
implementação do presente algoritmo, exigem um maior esforço computacional

com respeito ao número de avaliações da função f e das decomposições LU. Porém, para

baixas precisões, observamos que o código simples é mais ou menos competitivo com o

excelente código VODE considerando o número de passos exigidos para gerar a solução

com uma precisão prescrita.
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Conclusão

No início deste trabalho, assumimos a tarefa de investigar a existência de

métodos lineares de passo múltiplo A­ e L ­ estáveis na forma geral dos métodos

estendidos de passo um de ordem mais alta possível, por meio do correspondente método

de Runge ­ Kutta. Sendo assim, tendo concluído tal tarefa, resumimos na tabela abaixo, a

existência de métodos ótimos A­ e L ­ estáveis e suas respectivas ordens de estágio:

p=2/p=3|p=4 |p=5|p=6|p=7
ordem de estágio1| A
ordem de estágio 2 LL

ordem de estágio 3 A L

Pudemos perceber, durante o decorrer desta dissertação, que à medida que

queríamos construir métodos estendidos de passo um de ordem mais alta, mais difícil

tornava­se resolver os sistemas de equações para encontrarmos os coeficientes desses

métodos. E isso era devido ao número de equações ser cada vez maior e também pelo

fato dessas equações serem mais complexas, por serem não­lineares.

Assim, como tínhamos em cada caso um número maior de equações para

trabalharmos, precisávamos utilizar uma ferramenta que nos ajudasse e foram então as

condições de simplificação que desempenharam esse papel de grande importância.

No estudo que desenvolvemos durante as análises da estabilidade, destacamos

a estabilidade no eixo imaginário e a teoria order star, a qual conseguimos implementar

obtendo assim, as figuras referentes a algumas funções de estabilidade.

Quanto ao cálculo da ordem de estágio, achamos interessante o fato de ser

possível para alguns casos, tomarmos valores específicos para os parâmetros, os quais

permitiram aumentar a ordem de estágio e forneceram novos métodos.
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É importante observarmos que durante o trabalho, utilizamos o software
Mathematica [17], sempre que houve necessidade, sem o qual muitos dos resultados deste
trabalho não poderiam ser obtidos.

Com o intuito de compreendermos melhor o algoritmo em [23], citado no
capítulo 7, buscamos informações adicionais em [15]­[16] e inclusive com um dos autores.
Porém, infelizmente não alcançamos uma contribuição importante. — Assim, apenas
integramos os problemas que foram possíveis e mostramos os resultados obtidos.

Constatamos que o código não é competitivo com o conhecido código VODE se

precisão mais elevada é desejada. Isto se deve ao elevado esforço computacional dispendido,

principalmente para a avaliação da função f(x,y) e para o cálculo do Jacobiano. Além

disso, constatamos que o código VODE é também mais estável, pois produz um número

bem menor de passos rejeitados.

Deixamos, então, como sugestão para futuros trabalhos, desenvolver melhorias

nesse algoritmo. Como, por exemplo, implementar os métodos usando a técnica deferred

correction. Um estudo nesse sentido foi feito em [21].
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Apêndice A

Equações Extensas

Neste apêndice, apresentamos as equações extensas citadas anteriormente, que

não apareceram durante a construção dos métodos nos capítulos anteriores.

7113961 12184 2485763 5838181 280904  8911f 209611fa 100763 fao
­ ­ ­ + + + ­ +

32400 5400 388800 64800 388800 — 777600 129600 388800

361 fiz 233 583 61 31 2809/5135  1007faaasa  53%2 2597812 2809/67
1555200 1080 10800 129600 259200 180 10800 32400

1007faz so — 197% 209657 7% 100763) %Yn R 3611 TA 19%  931f1%o 10078712 R
­ +

6414800 2160 21600 259200 518400 360 21600 64800

361641 42 — 209 fa1%3  37T8L1651%3 R 361 B1%N3  19%731%B o 19%52%3 0161+ ­ ­

129600 2400 86400 57600 720 180 864

(A1)

3234581f4, 299290824 186976 1713f1fa 98h  209911%>2 4169361 %2
+ ­= ­ + ­ ­ +

8294400 8294400 307200 153600 102400 21600 172800

241 f57 32 5808172, 173%  241681%;3 29929 f1%3 173651 1%3 46883 %2%5
+6400 * 14400 7 1440 * 57600 ? 345600 12800 14400

3352 4191 7%; ­ 173 fa1 353 R 27 fis 553 R 813%523%55 = STTLAA 79 far F5a A 27 sa F5a ;
160 6400 12800 12800 1600 1600 1600 3200

723 V32 “F54 + 3 %43 F54 . 14556551
400 80 1382400
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28221293 6.4, 45387169 FA 1101707 657 — 17718316, 65) 69169 Ra. 3615107 6;57
+ ­ ­ + + +

12700800 1625702400 1587600 101606400 25401600 38102400

5814031647 657 — 226969657) 662 744769 Ff. 4847978 x; 1973941684) X32 77059 fica Y32
+ ­

2438553600 304819200 14631321600 99225 1587600 198450

252859 bo 32 1373584 EA 6737 Y42 430204609 %v.;z 4538716964) Y45 1771831651 vaz
+ ­ ++ +

4762800 99225 20160 16934400 67737600 8467200

5814031 657 Y4z 33705211%32> Ya4z 263 Ys2 16794391 xs3 1771831 6417 “Ys3 69169 fi51 Y53
­ + ­ ­. +

203212800 2116800 2520 2116800 8467200 1058400

226969 b61 Y53 1315789 YV32 EF53 16021171 vs; 171660147 Y54 69169 fs57 Y54
+

25401600 264600 529200 2116800 264600

226969 Bs1 Y54 616472 YV32 Vs 263 VY413 Y54 863 Ys52 55108591 53 5814031 647 vez
+ +

6350400 33075 420 60480 50803200 203212800

226969 51 voz — 744769 Bor vos 4317589 %32 Y63 52571371 Yca 5632801647 F64
+

25401600 609638400 6350400 12700800 50803200

226969 fs1 v64 — 744769 Bor voa 252859 %32 Va 863 %4a3W6a  2669341537%ss 5814031/ 64) Y6s
+ + +

6350400 152409600 99225 10080 2540160 20321280

472061 65, Y65 744769 £61 YV6s 252859 32º Yes 863 Y53 Y65 863 Y5s4 Yes 99804763
+ =

5080320 60963840 39690 10080 2520 2257920

(A.3)

1626251167 64. 45387169 [A 144106379 57 — 17718316, 6) 69169 a 132272873 fx.
+ = = + + +

203212800 406425600 50803200 22579200 5080320 304819200

5814031617 652 — 2496659 7 foz 744769 FA 120889163 %32 197394161 % 154118 627%
+

487710720 609638400 2438553600 ' 793800 453600 99225

252859 517 32 1373584 * 6737 xao 680497633 %3 45387169 6 vs3 1771831fs7 343
­ ++ + +

1058400 33075 5040 8467200 16934400 1693440

581403153 vaz — 860314950 %45 — 263%52  25902607%3  1771831/6f1%53 6916957 xs
+

33868800 176400 504 1058400 2116800 211680

226969 fia 553 — 1371019 7% 53 — 23969557 %54, 3405587 6439 554 69169674 2269696537 Y5sa
++

4233600 88200 264600 1058400 52920 1058400

+ ­ ++ + =

11025 84 10080 25401600 50803200 5080320

744769 657 “563 22949717 %32 “Foz 75209587 ve4 2771093 fa7 X64 226969 57 “Yea 744769 fi7 “5a
­ ++ +

101606400 1058400 6350400 6350400 1270080 25401600

252859 %52 54 — 863 %3 Ya — 6066897%5s 5814031/f4,1 %s 594607675  T414769 657 ves
+ +

33075 1680 19845 5080320 1270080 10160640

252859 332 Sos 863 53 Yss 863 54 Fes 804366247

13230 1680 420 5644800

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



794366407 BP.) 45387169 FA 4021007 6, 1771831ff. sa 69169 fr. 258289859 61
+ ­ ­ + +

101606400 406425600 1451520 22579200 5080320 609638400 *
5814031faz 6x7 2496659 f7 Ps7 744769 Ff, 117625729 2 1973941Biz 32 154118 657 >

+
487710720 609638400 2438553600 793800 453600 99225

252859 foz v52 — 1373584733  6737T%2o 645471975 4538716981 %3 17718316) xs
+

1058400 33075 5040 705600 16934400 2116800

5814031657 435 — 132698689 352 %13 263%  5144543%3 1771831 /641%53 691696517 '%;
50803200 2116800 630 141120 1693440 211680

226969 fo 53 — 1282651352 55 1631389 %5a 1727647 ha 69169 57 5a — 226969 foz “ves
++ +

5080320 52920 11760 423360 52920 1270080

616472 432 Vsa 263 Y4a3 Vs 863 52 1901189 3 5814031 647 “vsz 226969 f=7 63
+ + ­ += +

6615 105 15120 313600 33868800 4233600

7144769 f57 “E63 8363333 32 53 — 49278163 64 632579 fa7 Vea 226969 f57 “sea 744769 fi57 Yea
+ + ­ +

101606400 2116800 2116800 210800 1058400 25401600

505718 V32 Vos 863 F43 V64 32620537 Fes 5814031 6. F65 938081 6, Fes 744769 Bs1 "YES
+ + ­ +

33075 2520 564480 3386880 1693440 10160640

252859 52 os — 863 %X53 Yes — 863 354 Fes 28789007
6615 2016 504 211680

226477729 fá. 45387169 EA 8841271 bx. 1771831f.4.7 Ps2 69169 Fm 2901147162
+ ­ + + +

1270080090 2032128000 15876000 127008000 31752000 381024000

5814031647 bs 226969 fs517 651 744769 tê 158556071 7% 3947882 faz 52 1232944 657 xs2
+ ­ +

3048192000 381024000 18289152000 | 1488375 1488375 1488375

505718 65% 32 71426368 ão 457368193 12 45387169 f47 “v42 1771831 657 12 58140316:27 42
+ ++ = +

4465125 1488375 12700800 50803200 6350400 152409600

1973941%32 Y12 2297027309 %;3 45387169 faz vaz 177183157 vaz 5814031652 vaz
99225 T 8467200 * 6773760 846720 20321280

80796841 7%; FY4s3 17854807 Fe? 1771831 64. FE? 69169 bs1 Ri] 226969 £s1 F52 616472? x:> D 1­5
529200 1587600 6350400 793800 19051200 99225

89671691; 1771831 faxs3 6916951 53 2269695153 3154159 %52 vz — 53623333 ca
+ ­­— + ­

1058400 846720 105840 2540160 66150 176400

21060153 6417 Ya 69169 fs51 Ys4 226969 fs27 Ya 616472 432 V54 263 Y42 N5a 263 v43 Fo
+ +

141120 * 29400 705600 À 3675 315)
À

12

58588207 xo 5814031841X6o 226969 B51 352  T19769 Boa v5o — 252859350 oo — 291245891%s
­ ­ +38102400 ? 152409600 19051200 * 457228800 297675 25401600

5814031 647 63 226969 fs1 Y53 744769 651 S63 10349959 %%2 Yc3 175957933 ea
+ ­ +

20321280 2540160 60963840 1587600 4233600

3978753 Paz soa — 226969 651%  T44769 651 Na — 252859 7%2%64 863 X2%N4 863 %13 Vea
3386880 " 705600 ? 16934400 " 11025 7560 1008

29391191 vs 5814031 647 Ses 325351 652 F6s 7144769 Be1 Fes 505718 V32 Em 863 v52 Yes
272160 * 2177280 388800 6531840 8505 7560

280 1568000
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13211801841401 6.) 1842219802541 £3, 305773357553 FA 515764269599 6,  71916848459 61 fx.
­ ­ + +

292626432000 1638708019200 327714160384000 36578304000 : 102419251200

1365590016000 25604812800 170698752000 — 64012032000 877879296000

235985704259 fi) fica — 39169126847 62, fia — 9212444741 f51 ficar — 1529090153 Bu) fs1 fez
+

11936825447fi) f52 — 2807500541f2, 4659915536) 181914470,  1692412793399
­ ­ +

2458062028800 32774160384000 307257753600 : 2048385024000
59692847 fã, fa — 30229428941/08%, 5017508753 818 195874247 Es) fé, 642735647 fi,

­ ­ + ­= +

512096256000 — 14748372172800 98322481152000 12290310144000 884902330368000
574545924749 752 — 80120291249 far tso  13298440517 62) %52 312774775151 %32

+ ­ ­+

571536000 1600300800 21337344000 200037600

519146483 faz fa52 — 202665175 %52 — 10263293951/f51 352 1703511083 47 fe1 32
+ + +

1333584000 333396000 4800902400 32006016000

66501917 fsz fer52 — 218217317 1452  34845250617%3 5783649713 fara 45156574 651%,
+ +

4000752000 192036096000 6251175 ' 41674500 10418625

74087687 fc. A 3219680896 A 2432057.  32226896396603%;  785334185207 64 %s3
+ + ­

125023500 31255875 50803200 85349376000 42674688000

305773357553 for vaz — 30657991793 651 %3  11936825447 fi) Psi vas — 4659915532) 43
+ +

1365590016000 5334336000 85349376000 21337344000

100600178393 f1 vaz 39169126847 faz Pisa Ná3 1529090153 f­37 Ps X43 5017508753 Fa as
­ + ­ +

128024064000 2048385024000 256048128000 12290310144000

294113618179 52 43 — 227072006507 fa1 52743 8864470493 f57 552 743 — 29087597093 fs1 332 Nas
+ ­ +

666792000 21337344000 2667168000 61012032000

524870911932 vaz — 45387169%10 v3  4253871697%2% 45387169%323%  94943%52 — 17718315%5o
­ + +

41674500 16934400 2508800 5644800 6350400 2116800

1258078336397r;  /30657991793f11%53  11936825447 fiz sz 1196831207 61%;
+ ­—­ ­—+

10668672000 5334336000 170698752000 666792000

465991553 faz foz ss — 186191447 Aass 3927244607 for 53 — 1529090153 az fic sz
+ + ­+

10668672000 2667168000 16003008000 256048128000

59692847 f51 boasa — 195874247 fên 53 11481650821%32 53 — 6864470493 faz 432 W53
­ ­ ++

32006016000 1536288768000 83349000 2667168000

346052507 fs7 F32 53 — 1135525907 65732 53 — 409799762 A v3 1771831 %Vo0%X:  1771831%3 5:
­ + ++

333396000 8001504000 10418625 2116800 156800

177186831y52 vaz 53 — 69169 %52 5a = 691694 & —69169%52 ds — 1106594210387 x,
­ ­ + + +

352800 264600 39200 88200 2667168000

111302499197 f47 54 — 11192656427 ia voa 4489552283 / 051 %4 451466063 647 Os2 W5a
+ ­ ­ +

5334336000 42674688000 666792000 2667168000

18191447 E. Ya —14731876883 651 5a — 1481426663 B47 foz voa — 59692847 E57 Poz "Wea
+ ­ +666792000 ? 16003008000 64012032000 8001504000

384072192000 10418625 41674500 10418625

66501917 fa 552 Ysa 1445010368 vo Vos 1827061v12 5a 15522523 va3 Ya 1771831Bar vaz Ya +
+

1958742472, xa — 506639807352 Y54a — 50296409341 Y32 54 — 40533034f57 332 Voa
+

+ +

125023500 10418625 529200 1058400 4233600

69169 fa vaz 5a — 226969 651 Xa3 W54 — 536783 532 Y43 5a — 69169 %52 Y5a — 69169 %53 Voa .
1058400 25401600 105840 66150 9800
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69169 fa753 V5a R 69169 452 Y53 W5a + 69169 Ba vê 311543 x? 5814031 %43 362 226969453 Ye?+ +

1058400 22050 264600 152409600 | 50803200 * 6350400
226969v54 vo — 4128219027797x%3  100600178393fr x53  39169126847A, vz — 3927244607fs1 653

­ + +

1587600 256048128000 128024064000 4096770048000 16003008000

1529090153 647 £s1 $63 59692847 1 63 12886738007 651 553 — 5017508753 fu7 652 463
256048128000 64012032000 384072192000 6145155072000

195874247 f51 Bor vez — 642735647 Pên %e3 37675531021532 53 29087597093 647 %32 W63
7T68144384000 " 36870930432000 * 2000376000 * 64012032000

1135525907 657 %32 Y63 R 3726079307 fs7 32 S63 672352081 72, Tx 5814031 %2%3
8001504000 192036096000 " 125023500 50803200

5814031%43 63 581403132 Vas D653 226969 52 Y6s3 226969 53 Ys3 226969 Fo 53 Vó3
+ ++

3763200 8467200 6350400 470400 1058400

226969 v54 53 — 226969 fa7 Y5a 63 — 226969 %52 Ysa Ns — T44769%62 No — TIAT6DADS TI4T69 %52 Bos
235200 25401600 529200 152409600 22579200 50803200

3631143739787T ves 365224550597 faz voa — 36727233827 fia ves — 14731876883 57 Sea
+ +

64012032000 128024064000 1024192512000 16003008000

1481426663faz fs1 voa — 596928472, a — 48340721483foz 64 — 4861107263fiz Éoa Voa
64012032000 16003008000 384072192000 1536288768000

195874247 657 És2 "Foa 642735647 Bês ea 16624720673 352 Yoa 1650410693 P47 $32 Yes
+ + ­

192036096000 9217732608000 250047000 1000188000

66501917 £s1 VF32 Voa 218217317 Bs1 “E32 Fo 592701496 vão Fes 5995261 42 Fes 50935123 43 Sea
++ ­ ­

125023500 3000564000 31255875 12700800 25401600

5814031642 Wa3 Sea — 226969557 %43 Fo + 744769for vas oa — 1761383 352 343 “Woa + 226969352 Yes ++

101606400 25401600 609638400 2540160 1587600

226969 %53 5a = 226969 fiz F53 Va — 226969 %52Y53V6a — 226969 faz W54 Voa — TILT69 %62 Vea
235200 " 25401600 529200 3175200 38102400

TA4769 53 Voa — TAITGI Bar Voa Na TAITGI AZ Voz Na = TAVTGI RarNs — 1843072117861 xs
+ + +

5644800 609638400 12700800 152409600 12802406400

760236879529 far ses — 39169126847 fi, ss — 30892915423 51355 — 3180274957 faz Psa Eés
102419251200 409677004800 12802406400 51209625600

16114799 f2, 555 — 97385249671fica vos — 5017508753 41 Por os — 407388643 5a fsa vos
1600300800 — 307257753600  G14515507200 153628876800

642735647 f2, vos — 33488393101 452 %6s — 1703511083 Biz w52 vos — 138313873 fa 332 Nós
36BTO93043200 200037600 400075200

"

100018800

218217317 foz Y52 Vos — 296350748 Ada os — 5814031Y42 %6s — 5814031%43 os — 5814031fa 43 os
1200225600 6251175 5080320 752640 203212800

581403132 43 Nos 87163 2 Ses 25381693 53 “Ses 5814031647 53 Yes 226969 fx] E53 Nes
+ ++ +

1693440 254016 7257600 203212800 12700800

T44769 foz E53 Yes 11126659 32 353 Sos — 52571371354 Vos 156203 faz Y54 Ses 226969 f=37 sea Yes
+ ­ +

609638400 6350400 12700800 * 7257600 3175200

T44769foz Voa os — 252859%32 Wa Dos — 803%Va3 V5a Dos — T44769%52 Nos 744769 63 ves
152409600 99225 10080 15240960 2257920

744769 foz 63 Vos R 744769 532 Y63 Vos R 744769 faz Boa Vos + T44769 fis7 "Y54 Fes R T44769 fs1sós À
609638400 5080320 60963840 152409600 60963840

6877503990587

11379916800
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56555783 —13880048024%5> 226969 %52 5220287 o
­ + +| 92667435 4170034575 6366465 21221550

185580383 5693194603 7%2 — 9305729,  7T44769%2  17129687%;3 30535529 x;
­ + + ­| 2224018440 12510103725 10610775 152795160 509317200 254658600

928110761  11385143897%72  14526016%,  T7T44769%2  17129687%; 867872612779%a
+ ­ ­­ + ­[ 1736431200 3906970200 6366465 23859360 79531200 803702541600

1489538 *s 121 481%
u—— = +

745605 2? 137550 206325

Je: +

(A.8)

1199950842253 — 143293024937%52 263%; 263 23222730891 54 TLAT647TTBA 50 voa
­ + — + ­ +V32V3 + gagan55990 1734204855F 27192332126400 — 728366039100 1200 840

226969 %2 5220287 %; )+

50931720 169772400

470197264337 2 — 863%; 863 52 %az 245834890249 54
+ ­ ­

20160 364183019550

2702679563027 5%, 9620181173 50 Yes )
69923139753600 124862749560

3937481280853(ss615971033600 ? 17480784938400 28800
5863517146 352 Yo4 744769 xo 171296873

5202614565 1222361280 — 4074537600
2232527108239 19700490110803 x;> ;+(sr52306577aD0O 114646133548800 42416640

401957928121552 54 7T414769%2  9681997%;3  T41497T69%2%3 —420704002319320523 4
­ +

58269283128 190874880 424166400 127249920 772371001718265600

199373966430523332 vo4 — 83917063802779xs5 ASGIIAIASAA Te vos |+ ­ Es =
204330952835520 45858453419520 1528615113984

4135499 55463 32

20757945600 — 18163202400

581403132 413 — 44236115334773 x
­ ­ +

9789239565504
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