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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar o Teorema de Riemann-Roch, um dos
resultados fundamentais na teoria de curvas algébricas, e apresentar algumas de suas
aplicacoes. Este teorema é uma importante ferramenta para a classificagao das curvas
algébricas, pois relaciona propriedades algébricas e topoldgicas. Daremos uma descri¢ao
das curvas algébricas de género g, 1 < g < 5, e faremos um breve estudo dos pontos de

inflexao de um sistema linear sobre uma curva algébrica.

Palavras-chave: Superficies de Riemann, Curvas Algébricas, Divisores, Sistemas
Lineares, Teorema de Riemann-Roch, Classificacao de Curvas Algébricas, Pontos de

Inflexao, Pontos de Weierstrass.



Abstract

The main purpose of this work is to discuss The Riemann-Roch Theorem, which is
one of the most important results of the theory of algebraic curves, and to present some
applications. This theorem is an important tool of the classification of algebraic curves,
since relates algebraic and topological properties. We will describe the algebraic curves
of genus g, 1 < g <5, and also study inflection points of a linear system on an algebraic

curve.

Keywords: Riemann Surfaces, Algebraic Curves, Divisors, Linear Systems, The
Riemann-Roch Theorem, Classification of Algebraic Curves, Inflection Points, Weierstrass

Points.
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Br - Divisor de ramo do mapa holomorfo F
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C/L - Toro complexo definido pelo quociente de C pelo reticulado L
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Clz,y, 2] - Anel dos polindomios em trés variaveis z,y,z e coeficientes
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar o Teorema de Riemann-Roch, um dos
resultados fundamentais na teoria de curvas algébricas, e apresentar algumas de suas
aplicagoes. Este teorema é uma importante ferramenta para a classificacao das curvas
algébricas, pois relaciona propriedades algébricas e topoldgicas. Daremos uma descricao
das curvas algébricas de género g, 1 < g < 5, e faremos um breve estudo dos pontos de

inflexao de um sistema linear sobre uma curva algébrica.

No primeiro capitulo faremos um estudo sobre superficies de Riemann, apresentando
varios exemplos, entre eles, curvas planas afins e projetivas e curvas de intersecao com-
pleta. Naturalmente, uma questao discutida é sobre a classificacao das superficies de
Riemann. Um dos resultados mais conhecidos é o seguinte: toda superficie de Riemann
compacta € difeomorfa a um g-toro. O numero g obtido neste teorema é chamado de

género topoldgico da superficie.

Como uma superficie de Riemann se identifica localmente a um subconjunto dos
nimeros complexos, dedicamos o Capitulo 2 ao estudo de fungoes meromorfas, mapas
holomorfos e 1-formas meromorfas. Como consequéncia do estudo das propriedades locais
e globais de um mapa holomorfo entre duas superficies de Riemann compactas, obtemos
a féormula de Hurwitz, a qual relaciona os géneros das superficies de Riemann com o grau

do mapa e suas ramificagoes.

O foco principal do Capitulo 3 é o estudo dos divisores sobre uma superficie de Rie-
mann. Estudaremos diversos tipos de divisores, entre eles o divisor de intersecao. Estu-
dando as propriedades do divisor de intersecao, mostraremos o Teorema de Bézout para
curvas projetivas suaves, e como consequéncia, obteremos a formula de Pliicker, a qual
relaciona o género de uma curva plana projetiva suave e seu grau.

Outro problema estudado neste capitulo é o problema de Riemann. Mais precisamente,

dado um divisor D, estamos interessados em calcular a dimensao do espaco vetorial das

14



INTRODUCAO 15

fungoes meromorfas com pélos limitados por D. Inicialmente mostraremos a finitude da
dimensao deste espago para superficies de Riemann compactas e em seguida daremos uma
cota superior para a mesma.

A dltima secao é destinada ao estudo de divisores muito amplos. De fato, dado um
divisor muito amplo, mostraremos que existe um mergulho da superficie de Riemann
compacta para um determinado espaco projetivo, cuja dimensao é dada pela dimensao do

sistema linear associado ao divisor.

Os principais resultados do Capitulo 4 sao o Teorema de Riemann-Roch e a Dualidade

de Serre, os quais darao resposta ao problema de Riemann.

No Capitulo 5 apresentamos algumas aplicacoes do Teorema de Riemann-Roch, como
por exemplo, o Teorema de Clifford, o qual fornece uma cota superior para o espaco de
funcoes meromorfas com poélos limitados por um divisor especial. Visto que toda curva
algébrica pode ser mergulhada num espago projetivo, descrevemos as curvas algébricas
de género g, 1 < g < 5, como variedades algébricas projetivas. De fato, desta maneira
mostraremos o Teorema de Riemann nestes casos, o qual afirma que toda superficie de
Riemann compacta é uma variedade algébrica projetiva. Por tdltimo, fazemos um breve
estudo sobre os pontos de inflexdao de um sistema linear, com alguns comentérios para o

caso particular de pontos de Weierstrass.



CAPITULO 1

Superficies de Riemann

1.1 Cartas e Estruturas Complexas

Superficies de Riemann sao, a grosso modo, espacos topoldgicos que, localmente, se
identificam a um subconjunto aberto do plano complexo. Essa identificacao é natural-
mente feita por meio de aplicagoes capazes de transportar as propriedades locais de um

subconjunto do plano complexo para o espaco X. Nesta secao formalizaremos essa ideia.

1.1.1 Cartas Complexas

Seja X um espago topologico. Para que X seja visto, localmente, como um subconjunto
do plano complexo, é de se esperar que a aplicagao que relaciona os subconjuntos abertos
de cada espaco seja bijetiva. Como estamos interessados nos aspectos locais é necessario

que a aplicacao e sua inversa sejam continuas. Isso nos conduz a definicao seguinte.

Definicao 1.1.1. Uma carta complexa, ou simplesmente carta, sobre X é um homeomor-
fismo ¢ : U — V,onde U C X e V C C sao abertos. O subconjunto aberto U é chamado

de dominio da carta ¢. Diremos que a carta ¢ estd centrada em p € U se ¢(p) = 0.

Note que uma carta ¢ : U — V sobre X agrega a seu dominio uma geometria: para
cada ponto = € U estd associada uma coordenada complexa local dada por z = ¢(x).
Note também que, fixado um ponto p € U podemos sempre supor que ¢ estd centrada em

p, pois a aplicacao ¢ : U — V — ¢(p) dada por ¢(x) = ¢(x) — ¢(p) é uma carta sobre X.

16



1.1 CARTAS E ESTRUTURAS COMPLEXAS 17

Figura 1.1.1. A definicdo de uma carta.

Exemplo 1.1.1. Tome X = R? e U C X um subconjunto aberto nao-vazio. A aplicacao

definida por

quZ Uu — gbU(U)
(x,y) — ou(z,y) =z + 1y,

¢ uma carta complexa sobre R%2. Note que para U = R?, ¢y é a aplicacao natural que

identifica R? com C. Outro exemplo de carta complexa sobre R? é a aplicacao
oU - U — ou(U)

T ) Y
x,y) — oulx,y) = +1 )
(@.1) e9) = s s

Exemplo 1.1.2. Se ¢ : U — V é uma carta complexa sobre X e U; C U é um subconjunto

aberto nao-vazio de U, entao ¢y, : U; — ¢(Uy) é uma carta complexa sobre X. Esta

restricao de ¢ é chamada de uma subcarta de ¢.

Exemplo 1.1.3. Se ¢ : U — V é uma carta complexa sobre X ey : V' — W é uma bije¢ao
holomorfa entre subconjuntos do plano complexo, entao a composicao po ¢ : U — W é
uma carta complexa sobre X. De fato, basta lembrar-se de que uma bijecao holomorfa
entre subconjuntos do plano complexo tem sua inversa automaticamente holomorfa (con-
sulte [Con86]); como a composicao 9 o ¢ é, claramente, uma bije¢ao holomorfa, segue o

afirmado.

No exemplo anterior, visto que ¢ fornece uma coordenada complexa local sobre U,
podemos interpretar a operagao de composicao 1 o ¢ como uma mudanca de coordenadas
complexas. No entanto, algumas observacgoes sao necessarias para se verificar que essa
interpretacao é coerente com a nocao geral de que temos sobre mudanga de coordenadas.
E natural esperar que as cartas ¢ e 1)o¢ fornecam as mesmas respostas quanto as questoes
levantadas sobre as propriedades do subconjunto aberto U de X; ou seja, as cartas ¢ e
Y o ¢ devem ter uma certa compatibilidade sobre o dominio comum U. Essa condicao de
compatibilidade estende-se de modo esperado para quaisquer duas cartas, e é estabelecida

segundo a proxima definicao.
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Definicao 1.1.2. Sejam ¢ : Uy — V; e ¢ : Uy — V5 duas cartas complexas sobre X.
Diremos que ¢; e ¢ sao compativeis se Uy N Uy = () ou

¢2 o ¢1—1 : qbl(Ul N Ug) — ¢2<U1 N UQ)

é holomorfa. No segundo caso, a funcio T' = ¢, 0 ¢; ' é chamada de funcdo de transicio

entre as duas cartas; T é sempre uma bijecao continua.

N N
/ SN \
/ | \ \
Ul | | ; ! U2
\ \ ; ;
\ \
N N / /
NP St
C’/ \i”?
‘/1 PRSI PR N ‘/2
/ \ N /
/ \ h / / \
/ \ 1 I / \
~ [ —— s |
| S~ 1 __- J
\\ / (/)Zool \\ /
N / N /

Figura 1.1.2. Compatibilidade entre cartas

Note que compatibilidade entre cartas é uma relacao de equivaléncia. E reflexiva: toda
carta ¢ é compativel consigo mesma, pois ¢ o ¢! = id, a qual é uma funcao holomorfa;
é simétrica: se ¢ 0 ¢! é holomorfa sobre ¢1(U; N Usy) entdo ¢1 o ¢, é holomorfa sobre
$2(U1NUs) (veja o Exemplo 1.1.3); e por tiltimo, é transitiva: se ¢y0¢; ' é holomorfa sobre
¢1(U1NUy) e gpgo ¢y ' € holomorfa sobre ¢y (U NUs), entdo ¢sody ' = (dzody ) o (¢a0¢; ")

é holomorfa sobre ¢;(U; NUs), pois cada uma das fungoes entre parénteses sao holomorfas.

Lema 1.1.1. A derivada 7" de uma funcao de transicao 1" entre duas cartas compativeis

nunca se anula sobre o dominio de 7.

Demonstrag¢ao. Denote por S a fungao inversa de T'; entao S oT' = id sobre o dominio de
T, isto ¢, S(T(w)) = w para todo w no dominio de 7T". Derivando ambos os lados dessa

igualdade resulta S’(T'(w))T"(w) = 1, donde segue que T"(w) nunca se anula. n

Suponha que T é a funcao de transicao entre duas cartas ¢ e 1, com um ponto p
comum em seus dominios. Digamos que as coordenadas locais fornecidas por estas cartas
sejam z = ¢(x) e w = Y(x), com zy = P(p) e wy = P(p). Assim, a fungao de transigao
T = ¢ o)t expressa z como funcao de w, e o lema anterior nos diz que a expansao em

séries de poténcias de T proximo a p é da forma

Zz = T(w) = 20 —I— Zan(w — wo)n,
n=1

com a; = T"(wg) # 0. Essa observacao sera utilizada nos capitulos seguintes.



1.1 CARTAS E ESTRUTURAS COMPLEXAS 19

Exemplo 1.1.4. Retomando o Exemplo 1.1.3, sejam ¢ : U — V uma carta complexa
sobre X e ¢ : V — W uma bijecao holomorfa entre subconjuntos do plano complexo.
Como (Yog)ogp™! = 1), a qual é uma fungao holomorfa, segue que ¢ e 1o sao compativeis;
portanto, a no¢cao de mudanca de coordenadas complexas estd bem definida. Mais ainda,
o ¢ é compativel com qualquer carta compativel com ¢. De fato, se ¢; é compativel com
¢ entao ¢ o ¢~ é holomorfa; logo, a composigio 1 o (¢ o ¢~1) é holomorfa, e portanto,

1 o ¢ é compativel com ¢;.

Exemplo 1.1.5. Quaisquer duas subcartas de uma carta complexa ¢ : U — V sao
compativeis. De fato, se ¢, e ¢, sao duas subcartas de ¢ com Uy N U, # (), entao

Py, © qbl’Ul = id, a qual ¢ uma fungao holomorfa. Logo, ¢|, e ¢, sdo compativeis.
1

Exemplo 1.1.6. Com o mesmo argumento do exemplo anterior, no Exemplo 1.1.1 quais-

quer duas cartas sao compativeis.

Exemplo 1.1.7. As cartas ¢y, (z,y) = = + iy e ¢p,(z,y) = /(1 + /22 + y2) + iy/(1 +
/12 + y?) sobre X = R?, vistas no Exemplo 1.1.1, nao sao compativeis. De fato, suponha
que U; N Uy # (). Temos definida a funcao de transicao

T =¢uody = ¢u,(UrnNls) — ¢u,(UiNUs)
r+iy — ulx,y)+iv(z,y),

onde u(z,y) = x/(1 + /22 +42) e v(z,y) = y/(1 + /22 + y?). Suponha que T é holo-
morfa; entao, as equacoes de Cauchy-Riemann devem ser satisfeitas em todo ponto do
dominio de 7', isto ¢, u, = v, e v, = —u, sobre ¢y, (U;NUs). Com célculos diretos verifica-
se que a primeira condicao de igualdade impoe 22 = 3% e a segunda —xy = zy. Mas estas
igualdades s6 valem para (z,y) = (0,0) e, no entanto, ¢py, (U; N Uy) é um subconjunto

aberto do plano complexo, uma contradicao. Portanto, ¢y, e ¢y, nao sao compativeis.
O proéximo exemplo é cldssico e melhor formulado.

Exemplo 1.1.8. Seja S? a 2-esfera unitaria em R3, isto ¢é,

§* ={(z,y,2) e R’ | 2" + 3" +w” = 1}.

Podemos representar o subconjunto aberto S? \ {(0,0,1)} sobre o plano complexo da
seguinte maneira: associamos cada ponto (z,y,w) € S? ao ponto de intersecao entre a
reta (0,0,1) + A(z,y,w — 1), € R, e 0 plano w = 0; e vice-versa. Considerando o plano
w = 0 como uma copia do plano complexo C via a identificagao (x,y, 0) — x+iy, obtemos

um homeomorfismo

¢ S*\{(0,0,1)} — C
(r,y,w) — ¢1(x,y,w) = —i—z’l ,
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cuja inversa é

o7t C — S2\{(0,0,1)}

_ 2Re(z) 2Im(z) |2]2—1
1 _
i <2)<|z|2+1’|z|2+1’]2\2+1 ’

Figura 1.1.3. Projecao estereografica.

Analogamente, podemos representar o subconjunto aberto S%\ {(0,0,—1)} sobre o

plano complexo, obtendo um outro homeomorfismo

¢y S*\ {(0,0,-1)} — C

(x7y7w) — ¢1(x7y7w> = J

T1tw 14w

cuja inversa é

o' C — S2\{(0,0,-1)}

_ 2Re(z) —2Im(z) 1—|z|?
1 _
SR (z)‘<|z|2+1’ Pl L)

Temos assim, duas cartas definidas sobre S?, cada uma delas chamada de projecdo es-
tereogrdfica. O dominio comum entre ¢; e ¢o ¢ S%\ {(0,0,%1)}, o qual é levado bije-
tivamente para C* = C \ {0} por qualquer uma das duas cartas. Como a composi¢ao
¢y 0 ¢y C* — C* dada por ¢y 0 ¢, (2) = 1/2 é holomorfa sobre todo o dominio, segue
que ¢1 e ¢y sao duas cartas compativeis.

Algumas observacoes a parte sobre este exemplo sao importantes. Primeiro, com um
calculo direto podemos ver que se uma carta tem coordenada z, entao a outra carta tera
coordenada 1/z. Segundo, apenas o ponto (0,0, 1) nao pode ser representado pela carta

o1(z,y, w) = z, e conforme (x,y, z) se aproxima de (0,0,1), ¢1(z,y,w) tende ao infinito.

1.1.2 Atlas Complexos

Estamos a um passo de dar a definicao de uma superficie de Riemann. O que falta

é definir uma estrutura que tenha a finalidade de fornecer para cada ponto do espaco
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topoldogico X uma coordenada complexa local. Afinal, queremos que o espaco X seja
visto, localmente, como um subconjunto aberto do plano complexo sobre cada um de
seus pontos. No Exemplo 1.1.8 podemos ver que todo ponto da esfera S? possui uma
coordenada complexa local, e mais, quaisquer duas cartas fornecendo uma coordenada
local para o ponto sao compativeis. Esta é outra propriedade indispensavel que a estrutura

deve possuir: compatibilidade entre quaisquer duas cartas dadas.

Definicao 1.1.3. Um atlas complexo, ou simplesmente atlas, sobre X é uma colecao
A = {¢, : Uy, — V,} de cartas complexas sobre X duas a duas compativeis e cujos

dominios cobrem X, isto é, X = U,U,.

Exemplo 1.1.9. A colegao de todas as cartas do Exemplo 1.1.1 formam um atlas sobre
R2. As duas cartas definidas sobre a 2-esfera unitaria em R? no Exemplo 1.1.8 formam

um atlas complexo sobre S2.

Exemplo 1.1.10. Se A = {¢,, : U, — V,} é um atlas complexo sobre X e Y C X é um
subconjunto aberto nao-vazio, entao a colegao de subcartas Ay = {@}, ., : Y NUy —
¢o(Y NU,)} é um atlas sobre Y. Isso segue do fato de que a restrigao de uma fungao

holomorfa é holomorfa.

Com a mesma intencao que definimos compatibilidade entre duas cartas complexas,
definimos também uma equivaléncia entre dois atlas complexos. Nao queremos que dois
atlas sobre um mesmo espaco X informem propriedades diferentes para um mesmo sub-

conjunto aberto em questao.

Definicao 1.1.4. Dois atlas complexos A e B sao equivalentes se toda carta de um é

compativel com toda carta do outro.

Note que a relagao entre dois atlas complexos é uma relacao de equivaléncia; isso
porque compatibilidade entre cartas complexas é uma relagao de equivaléncia.

Ainda com as notacoes da definicao anterior, é imediato que os atlas A e B sao equi-
valentes se, e somente se, a unidao A U B é também um atlas complexo. Logo, a uniao de
todos os atlas equivalentes a A é um atlas complexo. Portanto, pelo Lema de Zorn todo
atlas complexo A esta contido num atlas complexo maximal; e mais, dois atlas complexos

sao equivalentes se, e somente se, estao contidos num mesmo atlas complexo maximal.

Definicao 1.1.5. Uma estrutura complexa sobre X é um atlas complexo maximal sobre

X ou, equivalentemente, uma classe de equivaléncia de um atlas complexo sobre X.

Pela definicao anterior a essa definicao, todo atlas sobre X determina uma tnica
estrutura complexa sobre X. Portanto, dado um atlas temos uma estrutura complexa

induzida.
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1.1.3 Definicao de uma Superficie de Riemann

Finalmente estamos aptos a dar a definicao formal de uma superficie de Riemann.
Antes, recordemos alguns conceitos da topologia. Um espago topoldgico X é um espago de
Hausdorff se, para quaisquer dois pontos distintos z,y € X existem vizinhancas disjuntas
U eV de x ey, respectivamente. Dizemos que um espaco topoldgico X satisfaz o sequndo
axioma de enumerabilidade se existe uma base enumeravel para sua topologia. Para mais

detalhes desses e outros conceitos topoldgicos consulte [Mun00].

Definicao 1.1.6. Uma superficie de Riemann é um espaco topologico de Hausdorff,

conexo, com base enumeravel e uma estrutura complexa definida.

Uma definicao mais geral de superficie de Riemann pode ser dada excluindo a condi¢ao
de existéncia de uma base enumerdvel para o espaco X. Aqui, impomos esta condicao
para evitar certos exemplos patologicos. A grande maioria dos exemplos que veremos de
superficies de Riemann sao de subespacos de C", a menos de homeomorfismo, e conse-
quentemente, irao satisfazer automaticamente o segundo axioma de contabilidade, pois

C™ o satisfaz.

Exemplo 1.1.11. Considere X = C topologicamente como R? com a estrutura complexa
induzida pelo atlas do Exemplo 1.1.1. Esta superficie de Riemann é o ja conhecido plano

complexo.

Exemplo 1.1.12. Tome X = S? a 2-esfera unitdria em R® com a estrutura complexa
induzida pelo atlas formado pelas duas cartas do Exemplo 1.1.8. Como S? é um espaco
de Hausdorff, conexo e satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade, o espaco S? é uma
superficie de Riemann. Esta superficie é chamada de esfera de Riemann, e é denotada
por Co, ou CU {oo}, com C representado por uma das cartas e co um ponto extra no

infinito. Note que a esfera de Riemann é uma superficie de Riemann compacta.

Exemplo 1.1.13. Todo subconjunto Y nao-vazio e conexo de uma superficie de Riemann
X é uma superficie de Riemann com a estrutura complexa induzida pelo atlas do Exemplo
1.1.10.

1.1.4 Variedades Reais

Vamos relacionar superficies de Riemann com variedades reais e extrair alguns dos
resultados cléssicos da teoria das variedades. Adiantamos que, uma superficie de Riemann
nada mais é do que uma variedade complexa conexa de dimensao 1, assim, esperamos
relaciona-la com uma variedade real de dimensao 2.

Em certas ocasioes é conveniente considerarmos uma superficie de Riemann como uma

2-variedade real, deixando de lado as particulares propriedades sobre o corpo dos niimeros



1.1 CARTAS E ESTRUTURAS COMPLEXAS 23

complexos. Passamos as defini¢oes relevantes. Denote por X um espaco topoldgico de
Hausdorff.

Definicao 1.1.7. Uma carta real n-dimensional sobre X ¢ um homeomorfismo
¢ :U — V,onde U C X é um conjunto aberto em X, e V C R” um conjunto aberto
em R". Duas dessas cartas reais ¢; : Uy — Vi e ¢o : Uy — V5 sao C*°-compativeis se
U NU; =0, ou

QSQ o gbl_l : qf)l(Ul N Ug) — gbg(Ul N Ug)

é¢ um difeomorfismo C*, isto é, ¢ o ¢;' e sua inversa tém derivadas parciais de to-
das as ordens em todo ponto do dominio. Um atlas real C*° sobre X é uma colegao
A = {¢p, : U, — V,} de cartas reais sobre X duas a duas C*-compativeis e cujos
dominios cobrem X. Dois desses atlas reais sao equivalentes se a uniao deles é um atlas
real C*. Uma estrutura real C*> sobre X é uma classe de equivaléncia de um atlas real
C*. Uma wvariedade real C* é um espago topoldgico de Hausdorff, conexo, com base

enumeravel e uma estrutura C* definida.

Lembre-se de que toda funcao holomorfa de uma variavel complexa z = x + iy é infini-
tamente diferencidvel nas variaveis reais x e y, ou seja, é C*. Portanto, toda superficie
de Riemann é uma variedade real C* de dimensao 2, ou simplesmente uma 2-variedade
real.

Para variedades reais, conexidade e conexidade por caminhos sao equivalentes; por-

tanto, toda superficie de Riemann é conexa por caminhos.
Proposicao 1.1.1. Toda superficie de Riemann é orientavel.

Demonstragao. Para checar a orientabilidade de uma superficie de Riemann X temos que
olhar para a estrutura real C*° da 2-variedade real induzida de X, e provar que se um
ponto p € X pode ser coberto por duas cartas reais entao a funcao de transicao entre
essas cartas tem determinante jacobiano positivo em p. Suponha entdao que z = ¢;(z) e
w = ¢9(x) sdo duas coordenadas locais para um ponto p € X. Se denotarmos z = x + iy,
w=s+iteT = ¢gy0p," =u-+iv, entdo as coordenadas locais sobre R sdo dadas por

(z,y) e (s,t), e a funcdo de transicao é T'(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) = (s,t). A matriz

Uy Uy
Uy Uy

e seu determinante é, pelas equagoes de Cauchy-Riemann, igual a u? +v2 = [T'(2)]* > 0.

Jacobiana desta fungao de transicao é

Pelo Lema 1.1.1 temos T"(z) # 0 para todo ponto z do seu dominio; e portanto, o
determinante jacobiano é |T'(z)| > 0 para todo z, em particular para z = p, como

queriamos concluir. n
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1.1.5 O Geénero de uma Superficie de Riemann Compacta

Seja X uma superficie de Riemann compacta. Pelo que vimos anteriormente, X é uma
2-variedade real compacta orientavel, e portanto pode ser classificada, segundo um resul-
tado da teoria das variedades, como sendo um g-toro, para um unico inteiro g > 0, a
menos de difeomorfismo. Quando g = 0, a superficie é topologicamente uma 2-esfera.
Quando g = 1, a superficie é topologicamente um toro, o qual ¢ homeomorfo a S* x S?.
Para g > 2, seguindo a intuicao geométrica, a superficie é uma 2-esfera com ¢ “alcas”
atadas. Este inteiro g é chamado de género topolégico da superficie de Riemann compacta

X. A seguinte proposigao garante que g é um invariante topoldgico:

Proposicao 1.1.2. Toda superficie de Riemann compacta é difeomorfa a um g-toro, para

um unico inteiro g > 0.

== =

Figura 1.1.4. Superficie de Riemann compacta de género g > 0
vista como um g-toro, via um difeomorfismo.

Exemplo 1.1.14. A esfera de Riemann, vista no Exemplo 1.1.12, é uma superficie de

Riemann compacta de género 0.

Na proxima secao veremos mais exemplos de superficies de Riemann compactas.

1.1.6 Variedades Complexas

Do mesmo modo que relacionamos superficies de Riemann com variedades reais, pode-
mos relaciona-las com variedades complexas. Na verdade, uma superficie de Riemann é o
mesmo que uma variedade complexa de dimensao 1. O que observamos aqui, é que uma
definicao de superficie de Riemann de dimensao superior a 1 também existe. Deixamos

as defini¢oes relevantes.

Definicao 1.1.8. Uma carta complexa n-dimensional sobre X é um homeomorfismo
¢ U — V, onde U C X é um subconjunto aberto em X e V' C C" um subconjunto
aberto em C". Duas dessas cartas complexas n-dimensionais ¢ : Uy — Vi e ¢g : Uy = V5

sao compativeis se Uy N Uy = () ou

Po 0o ¢r ' 31 (U NUs) — ¢o(Uy N Uy)
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é holomorfa, isto é, ¢, o ¢;* é holomorfa em cada uma das n varidveis separadamente
em todo ponto do dominio. Um atlas complexro n-dimensional sobre X é uma colecao
A ={¢, : U, — V,} de cartas complexas n-dimensionais sobre X duas a duas compativeis
e cujos dominios cobrem X. Dois desses atlas sao equivalentes se a uniao deles é um atlas
complexo n-dimensional. Uma estrutura complexa n-dimensional sobre X é uma classe de
equivaléncia de atlas complexos n-dimensionais. Uma variedade complexa n-dimensional
¢ um espaco topoldgico de Hausdorff, conexo, com base enumeréavel e com uma estrutura

complexa n-dimensional definida.

1.2 Exemplos de Superficies de Riemann

Veremos nas proximas subsecoes, exemplos basicos e fundamentais de superficies de
Riemann. Daremos uma aten¢ao maior para superficies de Riemann compactas, as quais

sao objetos centrais deste trabalho.

1.2.1 Como Definir Superficies de Riemann?

Antes de tudo, recordemos do seguinte fato: se {U,} é uma cobertura aberta de um
espago topoldgico X, entao um subconjunto U C X é aberto em X se, e somente se, cada
intersecao U N U, é um aberto de U, com a topologia induzida de X. Ou entao, se {U,}
¢ uma colecao qualquer de subconjuntos de um conjunto X, cada um dos subconjuntos
U, com uma topologia definida, entao podemos definir uma topologia sobre X declarando
um subconjunto U C X aberto em X se, e somente se, cada intersecao intersecao U N U,
é um aberto de U,.

Suponhamos agora que {U,} é uma colegao qualquer de subconjuntos de um conjunto
X tal que X = U,U,, e que {¢, : Uy, — V,} é uma colegao de bijegoes, onde cada V,, é
um subconjunto aberto de C. Cada subconjunto V,, tem a sua topologia induzida de C, e
entao podemos definir uma topologia sobre todos V,, através das bijegoes ¢, declarando
um subconjunto U C U, aberto em U, se, e somente se, ¢,(U) é aberto em V,, ou,
equivalentemente, aberto em C.

Agora, definimos uma topologia sobre todo X, declarando um subconjunto U C X
aberto em X se, e somente se, cada intersecao U N U, é um aberto de U,. Note que esta
topologia sobre X é tal que cada U, é aberto em X se, e somente se, para todos « e 3,
o subconjunto U, N Ug é aberto em U,. Mas isto ocorre se, e somente se, para todos a e
3, o subconjunto ¢, (U, N Ug) é aberto em V,, ou, equivalentemente, aberto em C.

Diante destas observacoes, podemos seguir o seguinte roteiro para definirmos uma

superficie de Riemann:

e Tome um conjunto X;
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e Encontre uma cole¢ao enumeravel {U,} de subconjuntos de X que cobrem X;

e Para cada «, encontre uma bijecao ¢, : U, — V, com V, um subconjunto aberto
de C;

e Verifique que para todos e 3, o (U,NUp) é aberto em V,,. Assim, pelas observagoes
anteriores, a topologia definida sobre X é tal que cada U, é um aberto de X; mais

ainda, por definicao cada ¢, é uma carta complexa sobre X;
e Verifique que as cartas complexas sao duas a duas compativeis;
e Verifique que X é um espaco conexo e de Hausdorff.

Os exemplos que veremos a seguir serao construidos seguindo o roteiro acima.

1.2.2 Espacos Projetivos

Sejam (zg, Z1,---,%n), (Yo,Y1,---,Yn) € C*"1\ {0}. Diremos que estes dois pontos
estao relacionados se existe A € C* tal que (xg,z1,...,2,) = (AYo, A\y1, ..., \yn). Esta

relacao, denotada por ~, é claramente uma relacao de equivaléncia.

Definicao 1.2.1. O espaco projetivo n-dimensional, denotado por P, é o quociente

o C (0}
A classe de equivaléncia em P" de um ponto nao-nulo (zg,z1,...,x,) serd denotada por
[x] =[x : @1 ¢ -+ 1 x,). As entradas x; nesta notagao sao chamadas de coordenadas
homogéneas.
Note que
[mo i@y vt xy] = [Awo s Awg -0 0 Ay,

para todo A € C*. Isto mostra que as coordenadas homogéneas de um ponto de P" nao
sao unicas. No entanto, se uma coordenada homogénea é ou nao nula é uma questao bem
definida.

O espago projetivo P" pode ser visto como sendo o conjunto dos subespacos vetoriais
de C™™! de dimensdo igual a 1. Cada ponto [z : @y : -+ : z,] de P" corresponde ao
subespaco vetorial ((xg, z1,...,2,)) de C""! e vice-versa.

Preferimos manter a visao sobre P" como foi apresentada na defini¢ao, pois assim fica

claro que, por meio da aplicacao natural

T Ccrti\ {0} — P"

(X0, T1y .oy p) > [xo:xy - Xy,
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podemos fornecer a P™ a topologia quociente. Esta topologia faz de P" um espaco
topoldgico de Hausdorff, conexo e com base enumeravel.

Podemos cobrir o espaco projetivo P™ com n + 1 subconjuntos abertos, a saber

Up={[xg:x1:-- 1 x,] € P" | x; # 0}

Cada aberto U; é homeomorfo a C" via aplicacoes

P Ui — € (1.2.1)
[xo:xl:...:xn] — (i_(z’1;_1’..‘,1';:—1‘1’1';.:1"'.’2_:’)' L.

Estes homeomorfismos sao cartas complexas n-dimensionais sobre P", e juntas elas for-
mam um atlas complexo n-dimensional sobre P”, induzindo uma estrutura complexa
n-dimensional sobre P". Portanto, P" é uma variedade complexa de dimensao n. Em
particular, P! é uma superficie de Riemann, conhecida como reta projetiva compleza.

Note que P é compacto. De fato, seja
S" = {(zo, 21, a) € C"H | flzoll* + lzal* + -+ + [|znll* = 1}
e considere a aplicagao

T s — Pm
(X0, T1y -y p) > [mo:xy - Xyl

Como 7 é uma aplicagao continua e S™ é compacto, a imagem 7(S™) é compacta. Mas 7

é sobrejetiva: se [xg: xy: -+ : 1, € P entdao A = ||zo|* + |21 ||+ - + ||zn||* > 0; assim,
(ot @y - s ap] = NY220 AV 22y 0 oo 0 ATY22,]; como ATV 2202 + (| ATV 222 +
e N2, |2 =1, [wo @y - @) € T(S™). Portanto P é compacto.

Outra maneira de verificar a compacidade de P" é cobrindo-o com n + 1 subconjuntos

compactos, a saber
P = J¢, (D),
i=0
onde D = {(zo,21,...,2,) € C*' | ||z]| < 1}.

1.2.3 Toros Complexos

Fixe wy,ws € C linearmente independentes sobre R. Seja L o reticulado gerado por

Wi € woy, isto é,
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L= Zw1 + ZU)Q = {mlwl + Mows ‘ mi, Mo € Z}

Claramente L é um subgrupo do grupo aditivo C, o qual é claramente comutativo. Sejam
X = C/L o grupo quociente e 7 : C — X a aplicagdo natural. Através desta aplicagao
m podemos fornecer a X a topologia quociente, a qual declara um subconjunto U C X
aberto se, e somente se, 7~ '(U) é aberto em X. Note que esta topologia torna 7= uma
aplicacao continua, e como C é conexo, X também é conexo.

Observe que todo subconjunto aberto de X ¢ a imagem de um subconjunto aberto de
C, pois se U C X ¢ aberto entao U = w(7~}(U)); e mais, 7 é uma aplicagao aberta. De
fato, se V C C é aberto, entao o transladado w + V', w € L, é também um aberto de C.

Assim,

) = Jw+V)

weL
é aberto em C, e pela definigdo da topologia sobre X, w(V') é aberto em X; portanto, 7
¢ uma aplicacao aberta.

Definimos o paralelogramo fechado com origem num ponto z € C por

P, = {Z+/\1CU1 + Agwo | A1, A2 € [O’ 1]}

Quando z = 0, Py ¢ chamado de paralelogramo fundamental. E facil ver que todo ponto
de C é congruente médulo L a um ponto de P,, e por este motivo, 7(P,) = X. Portanto,
como P, é compacto, X também é compacto.

Como L é um subconjunto discreto de C, existe € > 0 tal que |w| > 2¢ para todo
w € L\ {0}. Fixe um tal e e um ponto zy € C. Sobre a bola aberta D,, = D(z,€) de
raio € em torno de zp, dois pontos distintos de D, nao podem diferir por um elemento do
reticulado L.

Vamos mostrar que, para um tal € e todo 2y, a restrigao Tip,, D,, — w(D,,) é um
homeomorfismo. Claramente esta restricao de 7 é sobrejetiva, continua e aberta. Resta-
nos apenas mostrar que esta aplicagao € injetiva. Suponha que 21, 2z, € D, sao tais que
m(z1) = 7(22); entdo 23 — 29 = w € L, 0 que ocorre apenas quando z; = 2s.

Agora podemos definir um atlas complexo sobre X. Para cada zy € C, defina
¢z, ™(Ds,) = D, como sendo a aplicacdo inversa de T Dy Afirmamos que a colecao
{¢. | z € C} é um atlas complexo sobre X. De fato, ja vimos que estas aplicagoes sao
cartas complexas sobre X, e que os dominios de tais cartas cobrem todo X é ébvio.
Precisamos apenas provar que estas cartas sao duas a duas compativeis. Para isso,
sejam z1, 29 € C pontos quaisquer, e considere as cartas ¢1 = ¢,, : w(D,,) — D,, e

¢y = ¢s, : w(D,,) = D,,. Suponha que U = w(D,,) N 7(D,,) é nao-vazio, pois caso
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contrario, nada temos a provar. Seja T(z) = ¢o0 ¢, (2) = ¢go7(2) a funcio de transicio
entre as cartas ¢; e ¢o. Observe que mo T'(z) = 7(z) para todo z € ¢ (U), e entao
T(z) — 2z = w(z) € L para todo z € ¢1(U). A fungdo w : ¢1(U) — L é continua e L
¢ um conjunto discreto, o que implica que w é uma funcao localmente constante sobre
¢1. Entao, localmente, T'(z) = z + w para algum w € L fixado, a qual é claramente uma
funcao holomorfa, como queriamos provar.

Portanto, X é uma superficie de Riemann compacta, chamada de toro complexo. O

genero topolégico de X ¢é igual a 1. Um toro complexo depende do reticulado.

1.2.4 Graficos de Aplicagoes Holomorfas

Sejam g1, g, - . . , g, fungoes holomorfas e definidas sobre um subconjunto V' C C aberto

e conexo. O grdfico da aplicagao

g: V. — C"
z (91(2)792(2)7---7%1(2)),

é o subconjunto

X ={(z.01(2), 2(2), .- - . gu(2)) | z €V} C C"TL.

Com a topologia induzida de C"*!, o gréifico X ¢ um subespaco topolégico de Hausdorff
satisfazendo o segundo axioma de enumerabilidade. Como cada uma das funcgoes g; é
continua e V' é conexo, X também é conexo. A projecao m: X — V da primeira coorde-
nada é um homeomorfismo, cuja inversa associa z € V a n + l-upla
(2,01(2),92(2), ..., gn(2)) € X. Assim, m é uma carta complexa sobre X, cujo dominio
¢ o proprio X. Temos entao, um atlas complexo sobre X formado por uma tunica carta.

Portanto, X é uma superficie de Riemann.

1.2.5 Curvas Planas Afins Suaves

Vimos que o grafico de uma funcao holomorfa, definida sobre um conjunto conexo,
é uma superficie de Riemann. Agora estamos interessados em considerar um espaco X,
que é localmente o grafico de um fun¢ao, mas nao o é globalmente, e verificar sob quais
condicoes X é uma superficie de Riemann. Faremos isto para um subespaco X de C2,
consistindo dos pontos de C? que satisfazem uma equacao polinomial f = 0 de duas
variaveis. Com a condi¢ao de anulamento do polinomio f, esperamos que a dimensao
complexa de X caia de 1 com relacao a dimensao complexa de C2. Assim, temos uma
chance para que X seja uma superficie de Riemann, uma vez que esta é uma variedade

complexa de dimensao 1.
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Primeiro precisamos de uma condicao sobre f para X ser, localmente, o grafico de uma

funcao. Esta condicao é dada por um caso particular do Teorema da Funcao Implicita.

Teorema 1.2.1 (Teorema da Funcao Implicita). Seja f € C[z,w] um polinomio.
Considere X = {(z,w) € C? | f(z,w) = 0}, o conjunto dos zeros de f. Seja p = (2o, wp)
um ponto de X, isto é, f(p) = 0. Se f/0w(p) # 0 entdo existe uma funcdo g(z) definida
e holomorfa numa vizinhanga de zy tal que, préximo a p, X é o gréafico w = g(z). Mais

ainda, ¢’ = _%/ST{) proximo a zg.

O mesmo resultado vale trocando as variaveis z e w, uma pela outra. Isto justifica a

defini¢ao seguinte.

Definicao 1.2.2. Uma curva plana afim de grau d é o conjunto dos zeros em C? de
um polinémio f € Clz,w] de grau d. O conjunto das singularidades de um polinémio
f € C[z,w], denotado por sing(f), é o conjunto dos pontos p € C? que sdo solugdes do
sistema de equagoes
0 0

Uma curva plana afim definida por um polinomio f € C[z,w] é singular num ponto
p € C% se p € sing(f); caso contrario, X é nao-singular em p. A curva plana afim X é
nao-singular, ou suave, se sing(f) = (.

O termo singular para um polindomio, ou para uma curva plana afim, significa que a

condicao de nao-singularidade nao é satisfeita.

Muitas vezes, para dizer que X é uma curva plana afim definida por um polinémio

f € C[z,w], escreveremos simplesmente X : f(z,w) = 0.

Seja X : f(z,w) = 0 uma curva plana afim suave. Pelo Teorema da Funcao Implicita,
X élocalmente o grafico de uma funcao holomorfa. Mais especificamente, se p = (zg, wp) €
X e 0f /Ow(p) # 0, entao existe uma fungao holomorfa g,(z) tal que, numa vizinhanca U
de p, X é o grifico w = g,(z). Assim, a projegao 7, : U — 7,(U) dada por 7,(z, g,(2)) = 2
é¢ um homeomorfismo entre U e sua imagem, a qual é aberta em C. Portanto, 7, é uma
carta complexa sobre X. Caso df/0z(p) # 0, o mesmo argumento se aplica, e neste caso
obtemos uma carta complexa m,, dada pela projecao da segunda coordenada.

Como X é suave, ao menos uma das derivadas parciais de f é nao-nula em cada ponto
de X, e portanto, o dominio dessas cartas do tipo m, e m, cobrem X.

Para termos definido um atlas complexo formado por tais cartas, devemos mostrar a
compatibilidade entre elas. Se duas cartas sao do tipo 7., ou do tipo 7, e a intersecao
dos seus dominios é nao-vazia, entao a composicao de uma com a inversa da outra é a

funcao identidade, a qual é certamente holomorfa. Por isso, podemos assumir que uma
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carta é do tipo 7, e outra é do tipo m,. Seja p = (zp, wp) um ponto do dominio comum U
das duas cartas. Digamos que, préximo a p, os pontos de X sao da forma (z, g(z)), para
uma certa fungao g holomorfa. Entao, proximo a zg € m,(U), a inversa de 7, é dada por
77 1(2) = (2,9(2)). Portanto, 7, o 7;1(2) = g(2), a qual é uma funcao holomorfa.

Concluimos que a colecao formada pelas cartas do tipo m, e 7, é um atlas complexo
sobre X.

A curva X é um espaco topoldgico de Hausdorff e satisfaz o segundo axioma de enume-
rabilidade, pois X é subespaco topolégico de C?, o qual possui estas mesmas propriedades.
Assim, para concluirmos que X é uma superficie de Riemann, fica faltando verificar que
X é conexo. Note que, se X é a uniao de duas retas paralelas distintas, por exemplo
X : f(z,w) = (z+w)(z +w — 1), entdo X nao é conexo. No entanto, cada reta é uma
superficie de Riemann. O teorema a seguir fornece uma condigao suficiente para uma

curva plana afim ser conexa.

Teorema 1.2.2. Se f(z,w) € C[z,w| é um polinémio irredutivel, entao o conjunto X dos
zeros de f é conexo. Portanto, se f é nao-singular e irredutivel, X é uma superficie de

Riemann.

A prova deste teorema nao é elementar, e exige mais conceitos sobre curvas planas

afins. Sugerimos [Sha98a, p. 126] para uma prova deste teorema.

Uma curva X : f(z,w) = 0, onde f é um polinomio irredutivel, é chamada de uma

curva plana afim irredutivel.

Exemplo 1.2.1. Seja h € C[z] um polinémio de uma varidvel. Entao, f(z,w) = w*—h(z)
é irredutivel se, e somente se, h(z) ndo é um quadrado perfeito. Mais ainda, se h(z) possui

raizes distintas entdo X : f(z,w) = 0 é uma superficie de Riemann.

Veremos mais adiante que, se f € C[z,w] é um polinémio irredutivel, entdo o con-
junto das singularidades de f é finito. Se pq,po,...,p, denotam os pontos singulares de
X : f(z,w) = 0, entdao as componentes conexas de X \ {p1,p2,...,pn} s@o superficies
de Riemann com as mesmas cartas de X. O conjunto dos pontos nao-singulares de X é
chamado de parte suave da curva plana afim X.

Como tultima observacao, note que nenhuma curva plana afim é compacta. De fato,
como C? = R* uma curva X : f(z,w) = 0 seria compacta se, e somente se, X fosse
fechada e limitada. Porém, dado qualquer zy € C, a equagao f(zp,w) = 0 sempre possui

solucao, pois C é um corpo algebricamente fechado. Portanto, X nao é compacta.
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1.3 Curvas Projetivas

1.3.1 Curvas Planas Projetivas Suaves

Um polinémio F' € Clxg, 21, ...,x,] é homogéneo de grau d se F' pode ser escrito na

forma

— 20 .01 7
F = E anTe Ty -, ag € C
104114 in=d
Em outras palavras, um polinomio é homogéneo se cada um de seus termos tem o mesmo
grau nas varidveis. Note que um polinomio homogéneo F' € Clxg, z1,...,z,| de grau d

satisfaz

F(Axo, At1, ..., xn) = M F(zg, 21, ..., 2,),

para todo A € C*. Isto mostra que a avaliagao de F' num ponto p € P" nao estd bem
definida, mas se F'(p) é ou nao nulo é uma questdao bem definida. Portanto, faz sentido
estudarmos o conjunto dos zeros em P" de um polinomio homogéneo.

Vamos nos limitar ao estudo dos zeros de um polindbmio homogéneo em apenas trés
variaveis. Neste caso, as varidveis xg, 1 e xo serao substituidas por z,y e z, respectiva-

mente.

Definigao 1.3.1. Uma curva plana projetiva de grau d é o conjunto dos zeros em P? de
um polinéomio homogéneo F' € Clz,y, z] de grau d. O conjunto das singularidades de
um polinomio homogéneo F' € Clz,y, z], denotado por sing(F'), é o conjunto dos pontos

p € P? que sdo solugoes do sistema de equacoes
_OF _OF  OF 0
Cox Oy 0z

Uma curva plana projetiva definida por um polinémio homogéneo F' € Clz, y, z] é singular

F

num ponto p € P? se p € sing(F); caso contrdrio, X é ndo-singular em p. A curva plana

projetiva X é ndo-singular, ou suave, se sing(F) = 0.

Muitas vezes, para dizer que X é uma curva plana projetiva definida por um polinémio

homogéneo F' € C[z,y, z|, escreveremos simplesmente X : F'(z,y,z) = 0.
Seja X : F(x,y,z) = 0 uma curva plana projetiva. A interse¢ao

é chamada de parte afim da curva X com relacao a i-ésima coordenada. A imagem da
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parte afim X; de X pelo homeomorfismo ¢; em 1.2.1 é uma curva plana afim em C2. Por

exemplo, temos

Xo=XNUy = A{(u,v) € C*| F(1,u,v) = 0},

onde u = y/x e v = z/x. O processo sobre o polinomio homogéneo F' para se obter a
parte afim da curva X com relagao a i-ésima coordenada é chamado de desomogeneizagao
de F' com relacao a i-ésima coordenada.

Inversamente, uma curva plana afim, definida por um polinémio f € Clx,y], é a parte
afim da curva plana projetiva X : F(z,vy,2) = 29 f(x/2,y/2z) = 0 com relagdo a nova
coordenada z. O processo de obtencao do polindmio homogéneo F' a partir de f é chamado

de homogeneizacao de f.

Note que um polinémio F' € C[zg, x1,. .., z,] homogéneo de grau d satisfaz a formula
de Euler
d
oF
dF = i :

Lema 1.3.1. Suponha que F(z,y,z) é um polinomio homogéneo de grau d. Entao F é

nao-singular se, e somente se, cada X; é uma curva plana afim suave em C2.

Demonstracao. Suponha que umas das partes afins X; de X nao é suave. Podemos supor
que Xy nao é suave, pois caso contrario permutamos as variaveis como for conveniente.
Se f(y,z) = F(1,y, z) entao significa que Xy : f(y,z) = 0. Como estamos supondo que

Xy nao é suave, existe uma solugao (4o, z0) € C? para o sistema de equagoes

_of _of _
f= oy 0z 0
Note que,
F[l Yo - Zo] = f(yo,ZO) = 0,
oF 0
8_y[1 Yot 20 = (‘9_5(‘%’ 29) =0,
oF 0
5[1 LYo 2] = a_£<y°’20) =0,

e pela féormula de Euler,

OF OF OF

%[1:%:20] = (dF—yoa—y—zoa) [1:yo: 2] =0.
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Portanto, F' é singular no ponto [1 : yg : 29] € P2
Suponha agora que F' é singular. Entao existe uma solucao p € P? para o sistema de
equagoes
podE_0F_oF_,
Jdr Oy 0z
Podemos supor que p = [1 : yo : 2z0]. Se f(y,z) = F(1,y,2) entdo Xy : f(y,z) =0 ¢

singular no ponto (yo, 29) € C?, pois

f(Yo,20) =0 = F[1:yo: 2],
g_i(yo,zo) = 2_5[1 tYo: 2] =0, e
%(yo,zo) = (Z_Z[l t Yot 20] = 0.
]
Seja X : F(z,y,z) = 0 uma curva plana projetiva suave. Queremos mostrar que

X é uma superficie de Riemann. Pelo Lema 1.3.1 que acabamos de ver, cada uma das
partes afins X; de X sao curvas planas afins suaves. Como X é suave, F' deve ser um
polindmio irredutivel. Isto é consequéncia do famoso Teorema de Bézout, o qual veremos
futuramente. E como F' é irredutivel, cada X; também é irredutivel. Assim, pelo Teorema
1.2.2, cada parte afim X; de X é uma superficie de Riemann, e suas cartas sao as projecoes.

Por exemplo, as cartas sobre Xj sao, localmente, as composicoes

7Ty0¢0: XO ﬂ) ¢0(X0) ﬂ) C
:y:z] — (%) +— &
e
T 0 ¢p Xo 2 ¢o(Xo) = C
z:y:z] — (%,i) — Z

Vamos verificar que as cartas sobre as partes afins X; de X sao compativeis. Seja
p € X. Digamos que p =[x : y: z] com z,y # 0, isto é, p é coberto por duas cartas, uma
sobre Xy e outra sobre X;. Suponha que ¢y = y/x é uma carta sobre Xy préximo a p,
e que ¢; = z/y é uma carta sobre X; proximo a p. Temos de mostrar que a composigao
¢1 0 ¢y é holomorfa. Como X é localmente o grafico de uma fungio holomorfa h, temos
ot (w) = [1 : w : h(w)] préximo de ¢o(p). Assim, ¢, o ¢y (w) = h(w)/w, a qual
¢ uma funcao holomorfa, porque como p € X; = X N U, temos w # 0. As demais

compatibilidades entre outras duas cartas sao verificadas de modo analogo.
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Portanto, as cartas sobre as partes afins X; de X induzem uma estrutura complexa
sobre X.

Proposigcao 1.3.1. Toda curva plana projetiva suave X é uma superficie de Riemann
compacta. Mais ainda, todo ponto de X possui uma coordenada local dada por um

quociente de coordenadas homogéneas.

Demonstracao. A discussao anterior a proposicao provaram que X € uma superficie de
Riemann. Resta-nos provar que X é compacta. Mas X é um subconjunto fechado de P2,

o qual é compacto; logo, X deve ser compacta. [

1.3.2 Intersecoes Completas

Estamos interessados em fornecer exemplos de superficies de Riemann dentro de um
espaco projetivo P". Vimos na subsecao 1.2.2 que P" é uma variedade complexa de
dimensao n, isto é, P" é localmente homeomorfo a um subconjunto aberto de C". Assim,
um primeiro passo para definirmos uma superficie de Riemann dentro de P™ é impor n—1
condigoes independentes aos pontos de P" (intuitivamente, cada condigao faz com que a
dimensao complexa caia de 1). Faremos isso da maneira mais natural: impondo que n— 1
equagoes polinomiais homogéneas sejam satisfeitas. Observe que foi exatamente isso que
fizemos no caso de curvas planas projetivas.

Assim como no caso de curvas planas projetivas, precisamos de uma condi¢ao analoga
de nao-singularidade sobre o conjunto dos zeros comuns a n — 1 polindmios homogéneos.

Isto é baseado num caso particular do Teorema da Funcao Implicita para varias variaveis.

Teorema 1.3.1 (Teorema da Funcao Implicita para Varias Varidveis). Sejam
F\,F,...,F, 1 € Clxg,z1,...,z,] polinomios. Considere X = {p € C"*' | Fi(p) =

Fy(p) =--- = F,_1(p) = 0}, o conjunto dos zeros comuns a F, Fy, ..., F, em C""!. Seja
p = (20,21,-..,2,) um ponto de X, isto é, Fi(p) = Fy(p) = -+ = F,_1(p) = 0. Se a
matriz

(aﬂ/axj)(n—l)xrm

onde 1 < 7 < n, tem posto maximo n — 1 em p, entao existem fungoes

91(x0), g2(x0), - . ., gn(x0) definidas e holomorfas numa vizinhanca de z, tais que, préximo

a p, X é o gréafico (zg, g1(x0), 92(x0), - - -, gn(x0)).

Definig¢ao 1.3.2. Sejam Fy, Iy, ..., F,_1 € Clzg, x1, ..., 2, polindmios homogéneos. Seja
X ={pelP| Fp) = F(p) == F,_1(p) = 0}, o conjunto dos zeros comuns a
L Es, ... F,_1 em P". Diremos que X é uma curva de intersecao completa se a matriz

(aﬂ/axj)(nfl) x(n+1)
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tem posto maximo n — 1 em todo ponto de X.

Proposicao 1.3.2. Toda curva de intersecao completa em P é uma superficie de Rie-
mann compacta. Mais ainda, todo ponto de X possui uma coordenada local dada por um

quociente z;/xz; de coordenadas homogéneas.

Demonstracao. Antes de tudo, é necessario observar que esta proposicdo numa versao
afim, sem a assercao da compacidade, é verdadeira: pela hipétese de nao-singularidade,
as cartas podem ser definidas utilizando os argumentos apresentados na subsecao 2.1.1.
Para o caso projetivo, suponha que X é uma curva de intersecao completa em P".
Cada parte afim X; de X é uma curva afim nao-singular em C", e suas cartas sao dadas
por projecoes. Compondo essas cartas com o isomorfismo ¢;, definido em 1.2.1, obtemos
as cartas complexas sobre X dadas por quocientes x;/x; de coordenadas homogéneas. A

compacidade de X segue pelo fato de X ser um subconjunto fechado do compacto P*. m

1.3.3 Intersecoes Completas Locais

A condicao de nao-singularidade de uma curva de intersecao completa é importante
para conseguirmos definir as cartas complexas sobre tal curva. E interessante notar que
essa condicao, se satisfeita localmente em cada ponto, é suficiente para definirmos as

cartas. A definicao a seguir é motivada por essa observacao.

Definigao 1.3.3. Seja { F,, },, uma colegao de polinomios homogéneos em C[zg, x1, . . ., Ty
Seja X = {p € P" | F,(p) = 0}, o conjunto dos zeros comuns a todos polinoémios F, em
P". Diremos que X é uma curva de intersecao completa local se, proximo a cada ponto
p € X, existem n — 1 polinomios F,,, F,,, ..., F,, , suficientes para descrever X, e tais

que, a matriz

(aFai/a$j>(n—1)><(n+1)

tem posto maximo n — 1 em p.

Proposicao 1.3.3. Toda curva de intersecao completa local conexa em P" é uma su-
perficie de Riemann compacta. Mais ainda, todo ponto de X possui uma coordenada

local dada por um quociente z;/x; de coordenadas homogéneas.
Exemplo 1.3.1. Considere a aplicagao
v Pl — P3
[z :y] — [23: 2% 2y? 7).

A imagem desta aplicacdo ¢ uma curva projetiva em P? definida por trés polinémios

homogéneos, a saber
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Fl = Tox3 — T1T2, F2 :(’EQZ'Q—.I'% [§ Fg :33'1.773—%%.

Esta curva, conhecida como cibica retorcida em P3, nao ¢ uma curva de intersecao
completa, pois nao pode ser descrita por apenas dois de seus polinomios satisfazendo
a condicao de nao-singularidade. Por exemplo, F} e F, nao sao suficientes para descrever

a cubica retorcida porque a matriz das suas derivadas parciais

(aﬂ/a$j)2x4 = et )

To 2r1 x9 O -
nao tem posto maximo em [0:0: 0 : 1]. No entanto, esta curva é de intersegdo completa
local. Por exemplo, préximo ao ponto [1: 0 : 0 : 0] apenas F e F, sdo necessarios para
descrever a curva, pois pelo fato de termos zy # 0, a equagao imposta por F3 é obtida

das duas primeiras, e além disso, a condi¢ao de nao-singularidade é satisfeita.



CAPITULO 2

Funcoes e Mapas

2.1 Funcoes Sobre Superficies de Riemann

Nesta secao vamos definir os conceitos de funcao holomorfa, singularidades de uma
funcao e funcao meromorfa, sobre uma superficie de Riemann. Isso sera feito por meio de
cartas complexas. Como uma superficie de Riemann X é localmente homeomorfa a um
subconjunto aberto do plano complexo, uma funcao sobre X pode ser vista, localmente,
como uma funcao sobre um subconjunto aberto do plano complexo. Assim, tais conceitos

podem ser estendidos naturalmente para funcoes definidas sobre X.

2.1.1 Funcgoes Holomorfas

Sejam X uma superficie de Riemann e f : W — C uma funcao definida numa vizin-

hanca W C X de um ponto p € X.

Definicao 2.1.1. Diremos que a funcao f ¢é holomorfa em p se existe uma carta
¢ : U — V,comp € U, tal que a composicio f o ¢t : V — C é holomorfa em
&(p). Diremos que f é holomorfa sobre W se f é holomorfa em todo ponto de W.

O lema a seguir mostra que este conceito independe da escolha da carta.

Lema 2.1.1. Sejam X uma superficie de Riemann e f : W — C uma fungao definida

numa vizinhanca W C X de um ponto p € X. Entao:

(a) f é holomorfa em p se, e somente se, para toda carta ¢ : U — V, com p € U, a

composicao f o ¢! é holomorfa em ¢(p);

38



2.1 FUNCOES SOBRE SUPERFICIES DE RIEMANN 39

(b) f é holomorfa sobre W se, e somente se, existe uma colegao de cartas {¢q : Uy — Vi, },
com W C U U,, tal que a composigao f o ¢! é holomorfa sobre ¢,(W N U,) para

(0%
cada «;

(c) se f é holomorfa em p, entdo f é holomorfa sobre uma vizinhanga de p.

Demonstracao. (a) Sejam ¢ : Uy — Vi e ¢o : Uy — V4 duas cartas sobre X com
p € U N Us,. Suponha que f o ¢;' é holomorfa em ¢ (p). Como

fodz'=(fogr")o(proey"),

onde cada uma das expressoes entre parénteses é holomorfa, concluimos que f o ¢,' é
holomorfa em ¢5(p). A reciproca desta afirmagao é imediata.

(b) Se f é holomorfa sobre W entao, para cada p € W, existe uma carta ¢,, : U, — Vj,
com p € U,, tal que f o ¢! é holomorfa em ¢,(p). Pelo item (a), f o ¢ é holomorfa
sobre ¢, (W NU,). Assim, {¢, : Uy, — V,} é uma colegao de cartas, com W C U U,, tal

que fo ¢! é holomorfa sobre ¢, (W NU,). Reciprocamente, se p € W entao p € U, para
algum « e fo¢,! é holomorfa sobre ¢, (W NU,). Em particular, fo¢_* é holomorfa em
®o(p). Portanto, pela arbitrariedade de p, f é holomorfa sobre W.

(c) Se f é holomorfa em p entdo existe uma carta ¢ : U — V| com p € U, tal que
f o ¢~ é holomorfa em ¢(p), e portanto, holomorfa sobre uma vizinhanca W C V de

#(p). Logo, f é holomorfa sobre a vizinhanca ¢~*(W) C U de p. |

Fornecemos alguns exemplos de funcoes holomorfas sobre algumas superficies de Rie-
mann ja conhecidas. Em alguns exemplos a verificagao resume-se ao caso de fungoes

holomorfas sobre C.

Exemplo 2.1.1. Toda carta complexa ¢ : U — V sobre X é uma fun¢ao holomorfa sobre

todo seu dominio U. De fato, dado p € U, existe esta carta ¢ tal que a composicao
¢ o ¢t =id é holomorfa em ¢(p).

Exemplo 2.1.2. Considerando C como uma superficie de Riemann, vemos que a Defini¢ao

2.1.1 é compativel com a definicao usual de fungao holomorfa sobre um subconjunto aberto
de C.

Exemplo 2.1.3. Se f e g sao funcgoes holomorfas em p € X, entao f £+ g e fg sao
holomorfas em p. Se ainda g(p) # 0 entao f/g é holomorfa em p.

Exemplo 2.1.4. Seja f uma funcao sobre a esfera de Riemann C,,, definida numa viz-
inhanca de co. Se z é uma coordenada local préxima a oo, entao f é holomorfa em oo

se, e somente se, f(1/z) é holomorfa em z = 0. Em particular, uma fungao racional
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f(z) = p(z)/q(z) é holomorfa em oo se, e somente se, deg(p) < deg(q). De fato, com
as notagoes do Exemplo 1.1.12 o ponto oo representa o ponto (0,0, 1), e z = ¢o(z,y, w)
¢ uma coordenada local préxima a oo. Entao, f é holomorfa em oo se, e somente se,
fogyt é holomorfa em ¢y(00) = 0. Mas segundo as observacoes finais do Exemplo 1.1.12,

¢, = 1/z, e portanto, a afirmacio é verdadeira.

Exemplo 2.1.5. Considere a reta projetiva P! com coordenadas homogéneas [z : w].
Sejam p,q € C[z,w] polinomios homogéneos, ambos de grau d. Seja [z : wy] € P! tal
que q(zp,wp) # 0. Entdo f[z : w| = p(z,w)/q(z,w) estd bem definida e ¢ uma fungao
holomorfa em [z : wg]. De fato, f estd bem definida porque se [z : w] = [Az : Aw], com
A € C*, entao

Az, w)  Mp(z,w)  p(z,w)

Dl = P — — = flz : wl.
fAz: xl q( Az, w)  Ng(z,w) gz, w) y ]

Sem perda de generalidade podemos supor [z : wo] = [1 : we] € Up. Entao
u = ¢z : w] = w/z é uma carta sobre P!, com [l : wy] em seu dominio, tal que f o
oo (w) = f[1 : u] = p(1,u)/q(1,u) é holomorfa em ¢o[1 : wy] = wp, pois

q(1, ¢o[l : wo]) = q[1 : wo] # 0. Portanto a afirmagao procede.

Exemplo 2.1.6. Considere um toro complexo C/L com a aplicagdo quociente
7 :C — C/L. Seja f: W — C uma fungao sobre um subconjunto aberto W C C/L.
Entao f é holomorfa em p € W se, e somente se, existe z € 7~ !(p) C C tal que for é
holomorfa em z. Logo, f é holomorfa sobre W se, e somente se, f o é holomorfa sobre
71 (W). De fato, com as notagoes da Subsegao 1.2.3, f é holomorfa em p € W se, e
somente se, existe uma carta ¢,, : 7(D,,) — D,, sobre o toro C/L, com p € w(D,,), tal que
fo¢,t é holomorfa em ¢, (p). Mas ¢y, é a inversa de 7, , ou seja, z = ¢, (p) € 7 '(p) e

foo¢y,' = fomy,, ,donde segue a afirmacao.

Exemplo 2.1.7. Seja X : f(z,w) = 0 uma curva plana afim suave. Entao toda fungao
polinomial restrita & X é uma fungao holomorfa. De fato, seja p = (29, wp) € X. Como
X é suave, podemos supor que, proximo a p, os pontos de X sao da forma (z, g(z)), para
alguma fungao holomorfa g. Assim, a projecao m.(z, g(z)) = z é uma carta sobre X, com
p em seu dominio, tal que h o7, 1(2) = h(z,g(z)) é holomorfa em 7, (zy,wy) = 2. Pela

arbitrariedade de p, a fungao polinomial A é holomorfa sobre X.

Exemplo 2.1.8. Considere X : F(x,y,z) = 0 uma curva plana projetiva suave. Sejam
G,H € Clz,y, z] polindmios homogéneos, ambos de grau d. Seja p = [z : yo : 20] € X
tal que H(p) # 0. Entao flz :y: 2] = G(x,y,2)/H(z,y, z) estd bem definida e é uma

funcao holomorfa em p.

O préximo exemplo é uma generalizacao do anterior.
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Exemplo 2.1.9. Considere X C P" uma curva de intersegao completa local. Sejam
G,H € Clxg,x1,...,2,| polindmios homogéneos, ambos de grau d. Seja p € X tal
que H(p) # 0. Entao flzg : @1 @ -+ @ x,) = G(xo,21,...,2,)/H(x0,21,...,2,) esta
bem definida e é uma funcao holomorfa em p. De fato, como X é uma curva de in-
tersecao completa local, existe uma vizinhanca de p onde os pontos de X sao os zeros
de n — 1 polinémios homogeéneos F,,, Fy,,...,F,,_,, e ainda (0F,,/0%;)m-1)xn+1) tem
posto maximo n — 1 em p. Logo, pelo Teorema da Funcao Implicita, os pontos de X
suficientemente préximos a p sao da forma [1 : z : g1(2) : -+ : gn_1(2)], onde g; sdo
funcoes holomorfas. Assim, se o quociente z;/x; de coordenadas homogéneas ¢ uma carta
sobre X, com p em seu dominio, entao a composicao de f com a inversa dessa carta sera
o quociente de somas de poténcias das fungoes holomorfas g;, e portanto f é holomorfa

em p.
E conveniente introduzirmos a seguinte notacao:

Definicao 2.1.2. Seja X uma superficie de Riemann e W C X um subconjunto aberto.
Denotaremos por Ox (W), ou simplesmente por O(W), a C-algebra das fun¢oes holomor-

fas sobre W. Em simbolos:

Ox(W)=0W):={f: W —= C| f é holomorfa}.

Note que, se W é conexo, entdo O(W) é um dominio.

2.1.2 Singularidades de Fungoes e Funcoes Meromorfas

Sejam X uma superficie de Riemann e f : W — C uma funcao definida num sub-
conjunto aberto W C X. Suponha que f é holomorfa sobre uma vizinhanca reduzida

U\ {p} € W de um ponto p € X, mas nao-holomorfa neste ponto p.

Defini¢ao 2.1.3. Diremos que a func¢ao f tem uma singularidade removivel (resp. um
pdlo, uma singularidade essencial) em p se existe uma carta ¢ : U — V', com p € U, tal
que a composicao fo¢ ! : V — C tem uma singularidade removivel (resp. um pélo, uma

singularidade essencial) em ¢(p).

O lema a seguir mostra que esta definicao estd bem definida, isto é, independe da

particular carta escolhida.

Lema 2.1.2. Com as notagoes anteriores, f tem uma singularidade removivel (resp. um
pélo, uma singularidade essencial) em p se, e somente se, para toda carta ¢ : U — V|
com p € U, a composigao f o ¢~ tem uma singularidade removivel (resp. um pélo, uma

singularidade essencial) em ¢(p).
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Demonstracdo. Sejam ¢ e ¢o duas cartas cujos dominios contém o ponto p. Suponha
primeiro que f o ¢;' tem uma singularidade removivel em ¢;(p). Entdo, existe uma
funcdo holomorfa g : D(¢1(p),r) — C tal que g(z) = f o ¢;'(2) para todo z no anel
0 < |z —¢i(p)| < r. Assim, a funcdo g o (¢, 0 ¢5') : D(¢a(p),r’) — C é holomorfa
e go(d10¢y")(2) = f oy (2) para todo z no anel 0 < |z — ¢o(p)| < 7/, onde 7’ é
tomado convenientemente. Suponha agora que fo¢; ' tem um pélo ou uma singularidade

removivel em ¢;(p). Em qualquer caso temos

Hm |fode(z)] = lim |(fodr!) o (¢iodyh)(2)]

z—¢2(p) 2= ¢2(p)
= lim o ¢7(2)].
Jlim [f0 6 (2)
Portanto, se f o ¢, tem um pélo em ¢1(p), entdo f o ¢, ' tem um pdlo em ¢o(p) (o que é
equivalente a ter o limite acima igual a 00), e se f o ¢]' tem uma singularidade essencial
em ¢y (p), entdo fo ¢, ' tem uma singularidade essencial em ¢5(p) (o que é equivalente ao

limite acima nao existir). n

Definicao 2.1.4. Um funcao f : W — C é meromorfa num ponto p € X se f é holomorfa,
ou tem uma singularidade removivel, ou tem um poélo, em p. Diremos que f é meromorfa

sobre o subconjunto aberto W se f é meromorfa em todos os pontos de W.

Fornecemos alguns exemplos de fung¢oes meromorfas sobre algumas superficies de Rie-
mann ja conhecidas. As verificagoes de tais exemplos sao feitas de maneira analoga aquelas
dos exemplos de fungoes holomorfas, quase sempre observando que o quociente de duas

funcoes meromorfas é também uma funcao meromorfa.

Exemplo 2.1.10. Considerando C como uma superficie de Riemann, vemos que a
Definicao 2.1.4 é compativel com a definicao usual de fungao meromorfa sobre um sub-

conjunto aberto de C.

Exemplo 2.1.11. Seja X uma superficie de Riemann. Se f e g sao fungoes meromorfas
em p € X, entao f £ g e fg sdo meromorfas em p. Se g nao é identicamente nula numa

vizinhanga de p, entdo f/g é meromorfa em p.

Exemplo 2.1.12. Seja f uma funcao sobre a esfera de Riemann C.,, definida numa
vizinhanca de co. Se z é uma coordenada local préxima a oo, entao f é meromorfa em oo
se, e somente se, f(1/z) é meromorfa em z = 0. Toda fungao racional f(z) = p(z)/q(z) é

meromorfa sobre C...

Exemplo 2.1.13. Considere a reta projetiva P! com coordenadas homogéneas [z : w].
Sejam p, g € C[z,w] polinémios homogéneos, ambos de grau d e com g nao identicamente

nulo. Entao f[z : w] = p(z,w)/q(z,w) é uma fungao meromorfa sobre P!.
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Exemplo 2.1.14. Considere um toro complexo C/L com a aplicacdo quociente
m:C — C/L. Seja f: W — C uma fungao sobre um subconjunto aberto W C C/L.
Entao f é meromorfa em p € W se, e somente se, existe 2 € 771(p) C C tal que form é

meromorfa em z. Logo, f é meromorfa sobre W se, e somente se, f om é meromorfa sobre

T Y (W).

Exemplo 2.1.15. Considere X : F(z,y,z) = 0 uma curva plana projetiva suave. Sejam
G, H € C[z,y, z] polindmios homogéneos, ambos de grau d e com H nao identicamente

nulo sobre X. Entao flz:y: z] = G(z,y,2)/H(x,y, z) é uma fun¢ado meromorfa sobre X.
O proéximo exemplo é uma generalizagao do anterior.

Exemplo 2.1.16. Considere X C P™ uma curva de intersecao completa local. Sejam
G, H € Clxg, z1, . .., x,] polindmios homogéneos, ambos de grau d e com H nao identica-
mente nulo. Entdo flzg: 2y : -+ 1 x,] = Gz, 21, ..., 2n)/H(xg, 21, . .., x,) é uma funcdo

meromorfa sobre X.
E conveniente introduzirmos a seguinte notacao:

Definicao 2.1.5. Seja X uma superficie de Riemann e W C X um subconjunto aberto.
Denotaremos por M x (W), ou simplesmente por M(W), a C-algebra das fungdes mero-

morfas sobre W. Em simbolos:

Mx(W)=MW):={f: W — C| f é meromorfa}.

Note que se W é conexo entao M (W) é um corpo.

2.1.3 Séries de Laurent e a Ordem de uma Funcao Meromorfa

num Ponto

Sejam X uma superficie de Riemann e f uma fun¢ao definida e holomorfa sobre uma
vizinhanca reduzida de um ponto p € X, mas nao-holomorfa em p. Escolha uma carta
¢ : U — V sobre X, com p € U, e denote z = ¢(x) a coordenada complexa local de X
préxima a p. Temos entao fo¢~! holomorfa sobre uma vizinhanca reduzida de zy = ¢(p),
e portanto, podemos expandir f o ¢! na série de Laurent em torno de zy, obtendo uma

expressao do tipo

foo l(z) = Z an(z — 2z0)".

Esta série é chamada de série de Laurent de f em torno do ponto p com respeito a
coordenada local z.
A principal utilidade das séries de Laurent é identificar o tipo de singularidade que

uma funcao tem num determinado ponto.



2.1 FUNCOES SOBRE SUPERFICIES DE RIEMANN 44

Lema 2.1.3. Com as notagoes anteriores, f tem uma singularidade removivel em p se,
e somente se, a, = 0 para todo n < 0. A funcao f tem um pdlo em p se, e somente se,
a, # 0 para uma quantidade finita e nao-nula de n < 0. A fung¢ao f tem uma singularidade

essencial em p se, e somente se, a,, # 0 para uma quantidade infinita de n < 0.

Definicao 2.1.6. Seja f uma funcao meromorfa num ponto p € X. Suponha que
Yo an(z — 2)" é a série de Laurent de f em torno do ponto p com respeito a uma

coordenada local z. A ordem de f em p, denotada por ord,(f), é definida por

ord,(f) := min{n | a,, # 0}.

Vamos verificar que esta definicao nao depende da particular coordenada local usada
para se obter a série de Laurent, e que portanto, este conceito esta bem definido.

Sejam ¢y : Uy — Vi e ¢y : Uy — Vi, duas cartas com p € UyNUs. Denote por z = ¢(x) e
w = ¢9(x) as coordenadas locais fornecidas pelas cartas proximas a p. Considere a fungao
de transicio T'(w) = ¢, o ¢5 ' que expressa z como funcio holomorfa de w. Pelo Lema
1.1.1 temos T"(wp) # 0, onde wy = ¢a(p). Assim, a série de poténcias de T" em torno de

wp € uma expressao do tipo

z=T(w) = zo+zbn(w — w)",

n>1

onde zy = ¢1(p) e a; = T'(wp). Suponha agora que a série de Laurent de f em torno de

p com respeito a coordenada local z é

Un (2 — 20)™ + t.0.m.,
com a,, # 0. Compondo essa série com a expressao z — 2o = » - an(w — wp)" obtemos
a série de Laurent de f com respeito a coordenada local w, a qual é uma expressao do
tipo
Apyb1 (W — wp)™ + t. 0. m.,

com an,b; # 0. Portanto ord,(f) ndo depende da particular coordenada local escolhida.

O proximo lema é basicamente o Lema 2.1.3 em termos da ordem da funcao no ponto.

Lema 2.1.4. Seja f uma funcao meromorfa num ponto p € X. A funcao f é holomorfa
em p se, e somente se, f estd definida em p e ord,(f) > 0. Neste caso, f(p) = 0 se, e
somente se, ord,(f) > 0. A funcéo f tem um pélo em p se, e somente se, ord,(f) < 0. A

funcao f nao tem um pdlo nem um zero em p se, e somente se, ord,(f) = 0.

A funcao ordem possui algumas propriedades imediatas:
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Lema 2.1.5. Sejam f e g duas fungdes meromorfas num ponto p € X. Entao:

(a) ord,(fg) = ord,(f) + ord,(g);
(b) ordy(1/f) = — ord,(f);
(c) ord,(f/g) = ordy(f) — ord,(g);

(d) ord,(f £ ¢) > min{ord,(f),ord,(g)}.

Podemos ver que a fun¢ao ordem comporta-se bem com relacao ao produto, mas com

respeito a soma nem tanto.

Diremos que f tem um zero de ordem n em p se ord,(f) =n > 1. Diremos que f tem
um pdlo de ordem n em p se ord,(f) = —n < 0.
Em algumas ocasioes serd conveniente denotarmos o conjunto dos zeros de f por Z(f),

e o conjunto dos pdlos de f por P(f).

Exemplo 2.1.17. Como vimos no Exemplo 2.1.12, uma func¢ao racional f(z) = p(z)/q(2)
¢ uma fungao meromorfa sobre a esfera de Riemann C,,. Como C é um corpo algebri-
camente fechado, se f é nao-nula entao podemos fatorar os polinémios p e ¢ em fatores

lineares, e portanto, podemos reescrever f como

onde ¢ € C*, \; € C dois a dois distintos, e e; € Z*. Temos ordy,(f) = e; para cada i,
ordeo(f) = ordo(f(1/2)) = deg(q) — deg(p) = —>_, €5, e ordx(f) =0se z # oo ez # A

para todo i. Com isso, note que

Z ord,(f) = 0.

ZG(COO

2.1.4 Teoremas sobre Funcoes Holomorfas e Meromorfas

Muitos teoremas envolvendo fungoes holomorfas ou meromorfas de uma variavel com-
plexa, podem ser estendidos para funcoes sobre uma superficie de Riemann. Veremos
alguns desses teoremas, necessarios para continuarmos a desenvolver este trabalho. As
provas desses teoremas apoiam-se nos correspondentes teoremas no caso de uma variavel

complexa.

Antes de enunciarmos os teoremas, é importante observar que, se definirmos a avaliacao

de uma funcao meromorfa em um dos seus polos como sendo oo, entao f se estendera
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holomorficamente sobre todo o seu dominio. Essa observacao estd melhor descrita na
Subsecao 2.2.3.

Teorema 2.1.1 (Discricao de Zeros e Pdlos). Seja f uma fun¢ao meromorfa sobre
um subconjunto aberto e conexo W de uma superficie de Riemann X. Se f nao é identi-

camente nula, entao o conjunto dos zeros e pélos de f é discreto.

Demonstracao. Vamos provar que os zeros de f sao isolados. Podemos supor que f é

holomorfa. Sejam

Uy ={q e W] f(z) # 0 numa vizinhanga reduzida de ¢}, e
Uy ={q €W | f(x) = 0 numa vizinhanca de ¢}

Por definicao, U; e U, sao subconjuntos abertos de W, e Uy N Uy = (). Afirmamos que
W = U;UU,. De fato, sejamp € We ¢ : U — V uma carta sobre X com p € U. Podemos
supor que U C W e que V' é conexo. Se f(p) # 0 entdao p € Uy, pela continuidade da f.
Se f(p) = 0 entdao analisamos: se fo¢ ' = 0 sobre V, entao p € Us; se fop™! £ 0, entao
é(p) é um zero isolado, e portanto, p € U;. Agora, como W é conexo, Uy = () ou Uy = 0.
Como a primeira das possibilidades nao ocorre, ja que f nao é identicamente nula, temos
U, = (), e portanto, os zeros de f sao isolados. Para provar que os pdlos de f sao isolados,

repetimos esse argumento para a fungao meromorfa 1/f. ]

Corolario 2.1.1. Seja f uma funcao meromorfa sobre uma superficie de Riemann com-
pacta. Se f nao é identicamente nula, entao f tem uma quantidade finita de zeros e

polos.

Demonstra¢ao. Suponha que Z(f) é um subconjunto infinito. Entdo, Z(f) possui um
ponto de acumulacao a em X, pois X é compacta. Agora, como f corresponde a uma
fungao continua, os seus zeros formam um subconjunto fechado. Logo, a € Z(f), uma

contradigdo. De modo andlogo prova-se que P(f) é finito. [

Teorema 2.1.2 (Teorema da Identidade). Sejam f e g fungdes meromorfas sobre um
subconjunto aberto e conexo W de uma superficie de Riemann X. Suponha que f =g
sobre um subconjunto S C W que contém um ponto a de acumulacao em W. Entao
f = g sobre W.

Demonstracao. Como f e g sao fungoes meromorfas sobre W, a diferenca f — g é também
meromorfa sobre W e tem um zero em a € S. Logo, f — g deve ser identicamente nula
sobre W, pois caso contrario, o conjunto dos zeros de f — g nao seria discreto, o que

contradiria o Teorema 2.1.1. ]
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Teorema 2.1.3 (Teorema do Médulo Maximo). Seja f uma fungao holomorfa sobre
um subconjunto aberto e conexo W de uma superficie de Riemann X. Suponha que existe
um ponto p € W tal que |f(z)| < |f(p)| para todo x € W. Entao f ¢é constante sobre W.

Teorema 2.1.4. Seja f uma funcao holomorfa sobre uma superficie de Riemann compacta

X. Entao f é uma funcao constante.

Demonstra¢ao. Como f é holomorfa, o seu valor absoluto | f| é uma func¢ao continua sobre
X. Logo, |f| atinge um valor maximo, pois X é compacta. Portanto, pelo Teorema do

Médulo Méximo f é uma funcao constante sobre X, pois X é conexa. ]

2.2 Mapas Holomorfos entre Superficies de Riemann

Uma vez definido nossos objetos de estudo, que sao as superficies de Riemann, convém

definirmos o tipo de aplicacao entre tais objetos.

Definicao 2.2.1. O mapa F' : W — Y é holomorfo em p € W se existem cartas
¢ U — Vi sobre X, com p € Uy, e ¢y : Uy — V5 sobre Y, com F(p) € U,, tais
que a composicdo ¢ o F o ¢;t = Vi — V4 é holomorfa em ¢;(p). Diremos que F é

holomorfo sobre W se F' é holomorfo em todo ponto de W.

Lema 2.2.1. Seja F': X — Y um mapa entre superficies de Riemann. Entao:

(a) F é holomorfo em p se, e somente se, para todo par de cartas ¢; : Uy — V; sobre X,
com p € Uy, e ¢y : Uy — Vi sobre Y, com F(p) € Uy, a composicio ¢y 0 F o ¢! é
holomorfa em ¢, (p);

(b) F é holomorfo sobre W se, e somente se, existem duas colegdes de cartas
{¢§“ : Ul(i) — Vl(i)} sobre X, com W C UiUl(i), e {gbgj) : UQ(j) — V'Q(j)} sobre Y,
com F(W) C UjUéj), tais que a composigao gbgj) oFo (¢>§"))*1 ¢ holomorfa para todos
iej.

Exemplo 2.2.1. Seja X uma superficie de Riemann. A fung¢ao identidade id : X — X ¢é

um mapa holomorfo.

Exemplo 2.2.2. A definicao de mapa holomorfo é compativel com a defini¢cao de fungao
holomorfa sobre uma superficie de Riemann. Isto é, um mapa holomorfo F' : X — C ¢é

simplesmente uma fungao holomorfa sobre X.

Lema 2.2.2. Sejam F': X - Y e G:Y — Z mapas holomorfos. Entao:

(a) o mapa F é continuo;
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(b) a composicao G o F': X — Z é um mapa holomorfo;

(c) se g : W — C é uma fungao holomorfa sobre W C Y, entao a composi¢ao g o F' :

X — C é uma funcao holomorfa;

(d) se g : W — C é uma fun¢ao meromorfa sobre W C Y e F(X) ¢ P(g), entao a

composicao g o F': X — C é uma fungao meromorfa.

2.2.1 Isomorfismos e Automorfismos

Vamos definir o tipo de aplicacao que dird quando duas superficies de Riemann sao

consideradas as mesmas.

Definicao 2.2.2. Sejam X e Y superficies de Riemann. Um isomorfismo, ou biholomor-
fismo, entre X e Y é um mapa F : X — Y holomorfo, bijetivo e com inversa F~!: Y — X
holomorfa. Um automorfismo de X é um isomorfismo F' : X — X. Diremos que X e Y

sao isomorfas se existe um isomorfismo entre elas.
Lema 2.2.3. A reta projetiva P! e a esfera de Riemann C,, sao isomorfas.

Demonstracao. O mapa

F P! — C, =52

2w — F[z:uJ:(QReW) 2Im(zw) | —\w‘)

|22 + Jw|?” [2]2 + [w]? [2]* + |w|?
é um isomorfismo entre P! e C,. [

Proposicao 2.2.1. Se X e Y sao duas superficies de Riemann isomorfas, entao

M(X) = M(Y).

Demonstracao. Suponha que f: X — Y é um isomorfismo. Entao

fi MY) — M(X)
g — golf,
é um isomorfismo de corpos. De fato, claramente f é um homomorfismo de corpos. Se
91,92 € M(Y) s@o tais que g1 o f = gy o f, entao (g1 — g2) o f = 0 sobre X. Logo, pelo
Teorema da Identidade, temos g; = go. Portanto, f é injetiva. Se h € M(X), entdo
hofte M(Y)e f(ho f~') = h. Portanto, f é sobrejetiva. [ ]

2.2.2 Teoremas sobre Mapas Holomorfos

Assim como fizemos para fungoes sobre uma superficie de Riemann, vamos aqui, es-
tender alguns teoremas sobre fungoes holomorfas de uma varidvel complexa para mapas

holomorfos sobre uma superficie de Riemann.
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Teorema 2.2.1 (Teorema do Mapa Aberto). Seja F' : X — Y um mapa holomorfo
nao-constante entre superficies de Riemann. Entao F' é um mapa aberto, isto é, a imagem

de todo subconjunto aberto de X por F' é um subconjunto aberto de Y.

Proposicao 2.2.2. Seja F': X — Y uma mapa holomorfo entre superficies de Riemann.

Se F' é injetivo entao F' é um isomorfismo entre X e sua imagem F'(X).

Teorema 2.2.2 (Teorema da Identidade). Sejam F': X — Y e G : X — Y mapas
holomorfos nao-constantes entre superficies de Riemann. Suponha que F = G sobre um

subconjunto S C X que contém um ponto de acumulacao em X. Entao F' = G sobre X.

Proposicao 2.2.3. Seja F': X — Y um mapa holomorfo nao-constante entre superficies

de Riemann. Se X é compacta entao Y também é compacta e F' é sobrejetiva.

Demonstracao. Como F' é uma mapa holomorfo e X é aberto, pelo Teorema do Mapa
Aberto, F(X) é aberto em Y. Como F é um mapa continuo e X é compacta, F(X)
deve ser um subconjunto compacto de Y. Agora, como Y é um espaco de Hausdorff,
F(X) deve ser fechado em Y. Pela conexidade de Y, devemos ter F(X) =Y. Logo, F é

sobrejetivo e Y é uma superficie de Riemann compacta. [

Teorema 2.2.3 (Discricao de Pré-imagens). Seja F' : X — Y um mapa holomorfo
nao-constante entre superficies de Riemann. Entao, para todo y € Y, a pré-imagem
F~Y(y) é um subconjunto discreto de X. Em particular, se X é compacta entao F~'(y)

¢ um conjunto finito e nao-vazio.

Demonstracao. Fixe y € Y e w uma coordenada local sobre Y centrada em y. Se
F~'(y) = 0 nada temos a provar. Suponha entao que F~'(y) # (). Tome z € F~(y) e 2
uma coordenada local sobre X centrada em z. Como F' é holomorfo, a fungao w = g(2)
que representa o mapa F' em termos das coordenadas locais z e w é holomorfa, e nao-
constante, pois caso contrario, pelo Teorema da Identidade, F' seria constante sobre X.
Note que g tem um zero em z = 0, pois x (correspondendo a z = 0) é levado para y
(correspondendo a w = 0). Agora, como os zeros de uma fungao holomorfa nao-constante
formam um subconjunto discreto, numa vizinhanga de x, a tnica pré-imagem de y é o
ponto z. Portanto, F~!(y) é um subconjunto discreto de X.

Se X é compacta, a Proposi¢ao 2.2.3 nos diz que F~(y) # 0. Se F~!(y) fosse infinito,
como X é compacta, existira um ponto de acumulagao de F~1(y) em X, e pelo Teorema
da Identidade, F' seria constante sobre X, o que nao ¢ verdade. Logo, F~!(y) é um

conjunto finito. [ ]

2.2.3 Funcgoes Meromorfas e Mapas Holomorfos Associados

Existe uma correspondéncia entre funcoes meromorfas e mapas holomorfos para Cg,

que nos permite interpretar geometricamente alguns resultados sobre fungoes meromorfas,
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e reciprocamente, nos servir da intuicao geométrica para fazer certos argumentos.

Seja X uma superficie de Riemann e f uma fun¢ao meromorfa sobre X. A funcao f
estd definida sobre o conjunto X \ P(f), sobre o qual assume valores complexos. Uma

maneira natural de estendermos a funcao f sobre toda a superficie X é definir

F: X — Cg
o m):{ f(z) sex & P(f)

oo sex e P(f).

Este mapa F' é claramente holomorfo. E, por outro lado, se temos um mapa holomorfo
G : X — C, nao idéntico a co, entao a restricaio de G ao conjunto X \ G7!(c0) é uma
funcao meromorfa sobre X, e seus pélos sao exatamente os pontos de F~1(c0), o qual é

um subconjunto discreto de X pelo Teorema 2.2.3. Portanto, temos a correspondéncia

F:X—C.,

{ fungoes meromorfas
nao idénticos a oo

mapas holomorfos
1-1
f: X —=C }

Como C,, = P!, é claro que também existe uma correspondéncia entre funcoes mero-
morfas e mapas holomorfos para P'. Vamos descrevé-la. Sabemos que uma funcao mero-
morfa, em geral, nao pode ser escrita globalmente como quociente de fung¢oes holomorfas,
mas localmente isso é possivel. Assim, se f é uma funcao meromorfa sobre uma superficie
de Riemann X e p € X, entao, préximo a p, a funcao f pode ser escrita na forma f = g/h,
com ¢ e h funcoes holomorfas. O correspondente mapa holomorfo para P!, préximo a p,
é dado por F(z) = [g(z) : h(z)].

2.3 Propriedades Locais e (Globais dos Mapas Holo-

morfos

2.3.1 Forma Normal Local e Multiplicidade

Vamos comecar com uma propriedade local muito tutil dos mapas holomorfos: em
termos de coordenadas locais, um mapa holomorfo é como uma func¢ao polinomial; mais

especificamente, como um monoémio z™.

Teorema 2.3.1 (Teorema da Forma Normal Local). Sejam F': X — Y um mapa
holomorfo nao-constante e p € X. Entao existe um tnico inteiro m > 1 com a seguinte
propriedade: para toda carta ¢y : Uy — V5 sobre Y, centrada em F'(p), existe uma carta

¢1 : Uy — Vi sobre X, centrada em p, tal que ¢y 0 F o ¢;'(z) = 2™.
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Demonstragao. Fixe uma carta ¢ : Uy — V5 sobre Y centrada em F(p), e tome uma
carta qualquer ¢ : U — V sobre X centrada em p. Como F' é um mapa holomorfo, a

série de Taylor da fungao T'(w) = ¢3 o F o 9p~(w) deve ser uma expressiao do tipo

T(w) = i ciw',

com ¢, # 0 em > 1, pois T(0) = 0. Podemos entao reescrever T' como T'(w) = w™S(w),
onde S(w) é uma fungao holomorfa em w = 0 e S(0) # 0. Neste caso, como S(0) # 0,
existe uma fungao R(w), holomorfa préximo a w = 0, tal que R(w)™ = S(w) e, portanto,
T(w) = (wR(w))™. Denote n(w) = wR(w). Como 7/'(0) # 0, pelo Teorema da Fungao
Implicita, a funcao n é invertivel préximo a w = 0, e claramente holomorfa. Por esta razao,
a composicao ¢; = not é também uma carta sobre X centrada em p. Se denotarmos por

z a coordenada local fornecida pela carta ¢;, entdo z = wR(w) e

¢pp0Fogi'(z) = daoFoyplon'(z)
= Ton'(z)
= T(w)
= (wR(w))™

—_= Zm’

0 que prova a existéncia do inteiro m > 1 com a propriedade descrita no enunciado do
teorema. ]

Definicao 2.3.1. Com as notagoes do Teorema 2.3.1, a multiplicidade de F' em p, deno-

tada por mult,(F), é o inteiro m.

Exemplo 2.3.1. Seja ¢ : U — V uma carta sobre uma superficie de Riemann. Se
considerarmos ¢ como sendo um mapa holomorfo para C, vemos que mult,(¢) = 1 para

todo ponto p € U.
Lema 2.3.1. Com as notagoes que antecedem este paragrafo, a multiplicidade de F' em
p é dada por

mult,(F) = 1+ ord,, (dh/dz).

Em outras palavras, se h(z) = h(z0) + > s, ci(z — 20)" com ¢, # 0 e m > 1, entdo
mult,(F) = m.

Demonstracao. Na demonstracao do Teorema da Forma Normal Local, vimos que a multi-

plicidade de F' em p é o menor expoente positivo com termo efetivo na série de poténcias
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T em torno da origem, e essa série de poténcias era calculada usando coordenadas lo-
cais centradas em p e F(p). Ainda com as notagoes anteriores a esta asser¢ao, z — 2o €
w — wp sdo coordenadas locais centradas em p e F(p), respectivamente. Portanto, como
w — wy = h(z) — h(z), a multiplicidade de F' em p é o menor expoente positivo com
termo efetivo na série de poténcias de h(z) — h(zp) em torno de z = zy, mas esse nimero
¢ exatamente 1 + ord,,(dh/dz). |

O proximo lema relaciona a ordem de uma func¢ao meromorfa com a multiplicidade

do seu mapa associado. A sua verificacao é imediata utilizando o lema anterior.

Lema 2.3.2. Sejam X uma superficie de Riemann, f : X — C uma fung¢ao meromorfa

sobre X e F': X — C,, o mapa holomorfo associado a f. Entao:

(a) se p € X é um zero de f, entdo mult,(F') = ord,(f);
(b) se p € X é um pdlo de f, entdo mult,(F) = —ord,(f);

(c) se p € X nao é um zero e nem um poélo de f, entdao mult,(F) = ord,(f — f(p)).

Definicao 2.3.2. Seja F': X — Y um mapa holomorfo nao-constante. Um ponto p € X
é um ponto de ramificagdo de F' se mult,(F) > 2. Um ponto y € Y é um ponto de ramo

de F se y é a imagem de um ponto de ramificacao de F.

Lema 2.3.3. (a) Seja X : f(x,y) = 0 uma curva plana afim suave. A fungdo
7w : X — C, definida por 7(x,y) = x, é ramificada em p = (z9,y0) € X se, e
somente se, df /0y(p) = 0;

(b) Seja X : F(z,y,z) = 0 uma curva plana projetiva suave. O mapa 7 : X — P!,
definido por 7|z : y : 2] = [z : 2|, é ramificado em p = [zg : Yo : 20] € X se, e somente
se, OF /0y(p) = 0.

Demonstragao. (a) Se 0f /0y(p) # 0 entao 7 é uma carta sobre X proximo a p, e portanto
tem multiplicidade 1. Logo, 7 nao é ramificada em p. Reciprocamente, se df/0y(p) = 0
entdo devemos ter df/0xz(p) # 0, pois X é suave. Pelo Teorema da Funcao Implicita,
proximo a p, a curva X é o grafico de uma fungdo holomorfa x = ¢(y), donde segue
que f(g(y),y) = 0 numa vizinhanga de 1. Derivando essa identidade com relacdo a y,
obtemos (9f/0x)g (y) + 0f /0y = 0 numa vizinhanga de p. Avaliando essa identidade em
p, vemos que ¢'(yo) = 0, pois df /Jy(p) = 0 e 0f/0xz(p) # 0. Observando que g(y) é na
verdade a forma normal local de 7 préximo a p (lembre-se de que a projegao (g(y),y) — y
¢ uma carta sobre X proximo a p), pelo Lema 2.3.1, 7 é ramificada em p.

(b) Lembrando que X é localmente a curva plana afim suave X, : F(z,y,1) = 0,

aplicamos o item (a) a X5 e concluimos o resultado. ]
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2.3.2 Grau de um Mapa Holomorfo entre Superficies de Rie-

mann Compactas

Proposicao 2.3.1. Seja F': X — Y um mapa holomorfo nao-constante entre superficies

de Riemann. Para cada y € Y, defina

dy(F):= Y mult,(F).
)

pEF~1(y

Entdo, a funcao que associa cada y € Y ao inteiro positivo d,(F") é constante.

Demonstra¢ao. Como Y é conexa e Z é discreto, é suficiente mostrarmos que a funcao ¢é lo-
calmente constante. Fixe entao um ponto y € Y e suponha que F~(y) = {1, 22, ..., 7, }.
Seja w uma coordenada local sobre Y centrada em y. Pelo Teorema da Forma Normal
Local, existem coordenadas locais z1, 23, . . ., 2, sobre X, com z; centrada em z;, tais que,
em termos de coordenadas locais, o mapa F' é dado por w(z;) = 2. Vamos mostrar
que, suficientemente proximo a y, nao existem pré-imagens que nao estao nas vizinhancas
das coordenadas x;. Suponha o contrario, que arbitrariamente proximo a y, existem pré-
imagens que nao estao em nenhuma das vizinhancas das coordenadas x;. Logo, existe
uma sequéncia {p,} de pontos de X com nenhum dos p, em nenhuma das vizinhangas
das coordenadas x;, e com {F'(p,)} convergindo para y. Como X é compacta, existe uma
subsequéncia {p,, } convergindo para um ponto z € X e {F(p,,)} convergindo para y.
Como F é continua, devemos ter F(z) = y, donde segue que x = x; para algum i, o que
¢ uma contradicao, pois nenhum ponto p,, esta na vizinhanca da coordenada z;.
Mostramos assim que, suficientemente proximo a y, as fungoes w(z;) = 2" séo todas
sobrejetivas. Agora note que, a Unica pré-imagem de w(z;) = 0 é z; = 0, a qual tem
multiplicidade m;; e as pré-imagens de w(z;) # 0 sdo as m-ésimas raizes de w(z;), cada
uma com multiplicidade 1. Portanto, d,(F) = my + mg + - - - + m,, para todo y' numa

vizinhanca de y. [ ]

Definicao 2.3.3. Seja F': X — Y um mapa holomorfo nao-constante entre superficies de
Riemann compactas. O grau de F, denotado por deg(F'), é o inteiro d,(F'), para qualquer

yevy.

Corolario 2.3.1. Um mapa holomorfo F' : X — Y entre superficies de Riemann com-

pactas é um isomorfismo se, e somente se, deg(F') = 1.

Demonstragao. Se deg(F) = 1 entao F' é injetiva, e de acordo com a Proposi¢ao 2.2.2 o
mapa F' é um isomorfismo entre X e sua imagem F'(X). Mas F(X) =Y pela Proposigao

2.2.3, e portanto F' é um isomorfismo. ]
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Corolario 2.3.2. Seja X uma superficie de Riemann. Se existe uma fungao meromorfa
f sobre X com um pdlo simples, e sem nenhum outro pélo, entao X é isomorfa a esfera

de Riemann Cg,.

Demonstracao. Por hipdtese, o grau do mapa holomorfo associado a funcao meromorfa f

tem grau 1, e pelo Corolério anterior, deve ser um isomorfismo. [ ]

2.3.3 A Soma das Ordens de uma Fungao Meromorfa

Proposicao 2.3.2. Se f é uma fungao meromorfa sobre uma superficie de Riemann

compacta, entao

Z ord,(f) = 0.

peX

Demonstracao. Se f for constante, o resultado é imediato. Suponha entao que f nao é
constante. Seja F': X — C, o mapa holomorfo associado a f. Descreva o conjunto dos
zeros de f por Z(f) = {x;}, e o conjunto dos pélos de f por P(f) = {y;}. Claramente,
Z(f) = F7Y0) e P(f) = F'(c0). Denote d = deg(F). Pela defini¢io de grau de um

mapa holomorfo, temos

d= Z mult,, (F) e d= Z mult,, (F).
% J

Pelo Lema 2.3.2, temos

mult,,(F) = ord,,(f) e mult, (F) = ordy,(f).

Agora, como os unicos pontos de X onde f tem ordem nao-nula sao os seus zeros e pdlos,

obtemos

Z ord,(f) = Z ord,, (f) + Z ordy, (f)
= Z mult,, (F) — Z mult, (F)

= d—d
= 0’

que ¢é a igualdade desejada. [ ]
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2.3.4 Formula de Hurwitz

Seja S uma 2-variedade real compacta, possivelmente com fronteira. Uma triangu-
larizacdo de S é uma decomposicao de S em subconjuntos fechados, cada um homeo-
morfo a um triangulo, e tais que, quaisquer dois desses triangulos sao, ou disjuntos, ou
intersectam-se em um unico vértice, ou intersectam-se ao longo de uma tnica aresta em

comum. Pode-se mostrar que toda 2-variedade real compacta ¢ triangularizavel.

Definicao 2.3.4. Seja S uma 2-variedade real compacta, possivelmente com fronteira.
Suponha que uma triangularizacao de S tem v vértices, a arestas e t triangulos. A
caracteristica de Fuler de S, denotada por x(S), com respeito a essa triangularizacao, é

o Inteiro

X(S)=v—a-+t.

Proposicao 2.3.3. A caracteristica de Euler de uma 2-variedade real compacta nao de-
pende da triangularizacao. Se S é uma 2-variedade real compacta, orientavel, sem fron-

teira e de género topoldgico g, entao o nimero de Euler de S é

X(5) =2-2g.

A teoria de grau de um mapa holomorfo entre superficies de Riemann compactas, junto
com a teoria do nimero de Euler, nos fornece uma importante e 1til relacao aritmética

entre os géneros do dominio e da imagem, grau e ramificagoes do mapa.

Teorema 2.3.2 (Férmula de Hurwitz). Seja F' : X — Y um mapa holomorfo nao-

constante entre superficies de Riemann compactas. Entao

29(X) — 2 =deg(F)(29(Y) —2) + > _(mult,(F) — 1).
peX
Demonstracao. Vale a pena comecarmos com uma rapida e simples observagao: como
X ¢é compacta, o conjunto de pontos de ramificacao de F' ¢ finito, e portanto, a soma
> pex (mult,(F) — 1) é finita. Passamos agora a prova da férmula. Tome uma triangula-
rizacao de Y. Podemos supor que todo ponto de ramo de F' é um vértice, pois podemos
refinar qualquer outra triangularizagao de Y de modo a obter tal propriedade. Digamos
que nessa triangularizacao existam v vértices, a arestas e ¢ triangulos. Tome a imagem
inversa dessa triangularizacao por F', obtendo uma triangularizacao de X com v’ vértices,
a’ arestas e t' triangulos. Note que todo ponto de ramificacao de F' é um vértice dessa
triangularizacao de X. Como nao existem pontos de ramificacao sobre qualquer ponto de

qualquer triangulo em X, cada triangulo de Y é imagem inversa de deg(F') triangulos em
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X, ou seja, t' = deg(F)t. Similarmente, o’ = deg(F')a. Para determinarmos o nimero v’

de vértices em X, fixe um vértice ¢ em Y. O ntimero de pré-imagens de ¢ por F é

#F ' (q) = Z 1

peF—1

= deg(F)+ > (1 - mult,(F)).

peF~1(q)

Portanto, o niimero total de pré-imagens de vértices em Y é

v o= > (deg(F)+ > (1—mult,(F))

vértice g em Y pEF~1(q)

= deg(F)v — Z Z (mult,(F) — 1)

vértice g em Y peF'—

= deg(Flo— ) (multp(F)—l).

vértice p em X

Portanto, aplicando a férmula da Proposicao 2.3.3, obtemos

29(X) -2 = —x(X)
= —v'+d -1
= —deg(F)v+ Z (mult,(F) — 1) + deg(F)a — deg(F)t

vértice p em X

= —deg(F)x(Y)+ ) (multy(F)—1)

vértice p em X

= deg(F)(29(Y) —2) + Z (mult,(F) — 1),

peX

sendo que a ultima igualdade se justifica pelo fato de que todo ponto de ramificacao de

F é um vértice em X. ]

Corolario 2.3.3. Seja F' : X — Y um mapa holomorfo entre superficies de Riemann

compactas. Entao:

() 9(X) > g(¥);

(b) se g(X) = g(Y) =1 entdo F nao é ramificado;
(c) se g(Y) =0 e deg(F) > 2, entdo F é ramificado;

(d) se g(X)=g(Y) > 2 entao F' é um isomorfismo.
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Demonstracao. Os itens (a), (b) e (c¢) sao resultados diretos da Férmula de Hurwitz. (d)

Seja g = g(X) = g(Y). Pela Férmula de Hurwitz, temos

(29 — 2)(deg(F) — 1) = = ) (mult,(F) — 1) < 0.

peX

Como 2g — 2 > 2 > 0, devemos ter deg(F') — 1 < 0, donde segue que deg(F') = 1. Logo,

pelo Corolario 2.3.1, F' é um isomorfismo. [

Exemplo 2.3.2. A curva de Fermat de grau d é a curva plana projetiva suave
X : F(z,y,2) = 24+ y? + 27 = 0. Sobre esta curva, considere o mapa 7 : X — P!
definido por 7z : y : 2] = [z : 2z]. Pelo Lema 2.3.3, os pontos de ramificagdo de 7 sdo os
pontos de X que satisfazem OF /0y = dy?~! = 0. Claramente, se d = 1 entdao 7 nao é
ramificado. Se d > 2 entdo 7 é ramificado nos pontos p = [z : 0 : 29] € P? que satisfazem
F(p) = 28 + 2¢ = 0. Como nao podemos ter xq e yo ambos nulos, concluimos que os
pontos de ramificacio de 7 sdao os pontos da forma [1: 0 : 29| tais que z§ = —1 (um total
de d pontos), e pelo Lema 2.3.1, vemos que cada um desses pontos tém multiplicidade d.

Uma vez encontrado todos os pontos de ramificagao de 7, é facil ver que deg(m) = d,
seja qual for d. Aplicando a Férmula de Hurwitz ao mapa 7, conseguimos determinar o

género g = g(X) apenas em funcdo do grau da curva:

=2d + ) x (multy(m) — 1) — 2
2
—2d+d(d—1)—2
2
(d—1)(d—2)
—

2.4 Determinando Alguns Corpos de Funcoes Mero-

morfas

Na Subsecao 2.1.2 vimos alguns exemplos de funcoes meromorfas sobre algumas su-
perficies de Riemann particulares. Vamos ver o quao abrangente sao esses exemplos de
fungoes meromorfas. Para algumas superficies de Riemann conseguiremos determinar os

seus corpo de fungoes meromorfas.

2.4.1 Funcoes Meromorfas sobre a Esfera de Riemann

Vamos provar a reciproca de que toda fungao racional sobre a esfera de Riemann é

uma funcgao racional.
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Teorema 2.4.1. Toda fun¢ao meromorfa sobre a esfera de Riemann C,, é uma fungao

racional.

Demonstra¢ao. Suponha que f é uma funcao meromorfa sobre C,,. Como C,, é uma su-
perficie de Riemann compacta, f possui uma quantidade finita de zeros e pélos. Digamos
que {\;} é o conjunto dos zeros e pdlos de f no plano complexo C, e que ord,,(f) = e;.

Pelo Exemplo 2.1.17, a funcao racional

r(z) = [J(z = )"

i
tem os mesmos zeros e pélos que f tem em C, e com as mesmas ordens. Considere entao
a fungao g(z) = f(z)/r(z) meromorfa sobre C,,. Observe que g nao possui zeros e nem

polos em C. Portanto g é holomorfa sobre C, e sua série de Taylor é do tipo

g(z) - Z anzna
n=0

a qual converge sobre todo C. Como ¢ é meromorfa em oo, a composi¢ao

g(1/2) = Z anz "

n=0
deve ser meromorfa em z = 0, o que implica que apenas um numero finito de termos
a; sao nao-nulos, e portanto, g é um polinomio na variavel z. Se g nao fosse constante,
entao g teria um zero em C, o que nao é verdade. Logo, g é constante e f é uma fungao

racional. ]

Este teorema, junto com o Exemplo 2.1.12, determina o corpo das fung¢oes meromorfas

sobre a esfera de Riemann:

Corolario 2.4.1. O corpo das func¢oes meromorfas sobre a esfera de Riemann é o corpo

das fungoes racionais em uma varidvel.

2.4.2 Fungoes Meromorfas sobre um Toro Complexo

Tome 7 € C com parte imaginéria positiva e considere o toro complexo X = C/L, onde
L =7 + Zr. Queremos fornecer exemplos de fung¢oes meromorfas sobre X. A primeira
ideia que nos vem a mente é de fazer quocientes de funcoes holomorfas sobre C que sao
L-periédicas. Mas logo essa ideia se desfaz, pois uma fungao holomorfa sobre C que é
L-periédica induz uma funcao holomorfa sobre X, e como X é compacta, tal funcao deve
ser constante; assim, estariamos fazendo o quociente de duas funcoes constantes sobre X.
Portanto, temos que procurar por funcoes holomorfas sobre C que nao sao L-periddicas,

mas que, ao tomarmos os seus quocientes, tornam-se L-periddicas. Fizemos algo parecido
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para o caso de curvas planas projetivas: polindmios homogéneos de mesmo grau nao sao
invariantes pela acao de C*, mas os seus quocientes sim.
Fungoes meromorfas sobre o toro complexo X sao obtidas através das fungoes teta.

Uma tal funcao é definida por

o0

9(2): Z 67ri(n29+2nz)’

n=—oo

a qual converge absolutamente e uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.
Com calculos diretos, vemos que 0(z + 1) = 0(2) e 0(z + 7) = e ™+2))(2); ou seja,
0 é uma funcao periddica, mas nao L-periddica. Por estas igualdades, zg é um zero de
0 se, e somente se, zg + m + nt é um zero de #, para todos m,n € Z. Mais ainda,
ord,,(0) = ord,ytminr(0), para todos m,n € Z. E utilizando resultados da teoria de
varidveis complexas, é possivel mostrar que os zeros de 6 sao os pontos (1/2) + (7/2) +
m + nt, para m,n € 7Z, sendo todos zeros simples.

Para x € C, defina um transladado de 6 por

0\ (2) = 0(z — (1/2) — (1/2) — 2).

Note que os zeros de 6®) sdo todos os pontos x + L, os quais sdo todos simples. Note
também que @) (z+1) = 0@ (2) e @) (z4+7) = —e~2m(E=2)9()(2). Agora, faca o quociente

_ Hlil g(xi)(z)
R(z2) = m>

onde z;,y; € C. Esta fungdo R é meromorfa sobre C e periddica, pois R(z + 1) = R(z).

A fim de que R seja L-periddica, é necessario e suficiente que R(z + 7) = R(z). Como

2+7T) =
H?:l 0=s) (z+7)
H;il 6_27ri(z_mi)9(-73i)(z)
H?Zl e*%i(zfyj)e(yj)(z)

= (=1)m e 2millmom iy - ) B(2),

= (-

precisamos que o termo (—1)" e 2rim=n)zH2 i ¥ =35 7)) geja identicamente igual a 1,

para todo z € C. Portanto, devemos impor m =ne ;" z; = Y7, y;.

Proposicao 2.4.1. Sejam {x1,z2,...,2,} € {y1,%2,...,Ys} conjuntos de nimeros com-

plexos tais que > " x; = D7 | y;. Entdo, o quociente de transladados de fungdes teta
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H?:1 Q(Ii)(z)
[1j—, 0@9)(2)
é uma funcao meromorfa sobre C e L-periddica, e portanto, induz uma funcao meromorfa

sobre X = C/L.

R(z) =

Note que, sobre X, os zeros da funcao meromorfa R sao os pontos x; + L, e 0s seus
zeros sao os pontos y; + L.

O proéximo resultado determina o corpo das fungoes meromorfas sobre o toro complexo.

Teorema 2.4.2. Toda fungao meromorfa sobre o toro complexo X = C/L é um quociente

de transladados de funcoes teta.

Demonstracao. Seja f uma funcao meromorfa sobre X nao-constante. Como X é com-
pacta, a Proposicao 2.3.2 nos diz que f possui a mesma quantidade de zeros e pélos, con-
tados com suas devidas ordens. Sejam Z(f) = {p1,p2,..-,oa} € P(f) ={q1,q2,---,qu},
onde os zeros e polos aparecem tantas vezes quanto as ordens de f nestes. Afirmamos que
> e Pi = )5, q; sobre X. Se isso ocorre, é possivel tomar z;,y; € C correspondendo
a pi,q; € X, respectivamente, tais que » . x; = Z?Zl y;. Pela Proposicao 2.4.1, o quo-
ciente de transladados de fungoes teta R(z) = [[1, 0@ (2)/ | 03)(z) é uma funcdo
meromorfa sobre X, e os zeros e pélos de R sdo os mesmos de f. Assim, a fungao f/R
é holomorfa sobre X, e portanto deve ser constante, pois X é compacta. Logo, f é um
quociente de transladados de fungoes teta.

Suponha que a afirmacao feita no pardgrafo anterior ¢ falsa, isto ¢, que >  p; #
i1 q; sobre X. Tome py, go € X tais que ) ;" p; = > q; sobre X. Assim, é possivel
tomar z;,y; € C correspondendo a p;,q; € X, respectivamente, tais que Z?:O T, =
Z?:o y;. Novamente pela Proposicao 2.4.1, o quociente de transladados de funcoes teta
S(z) = 11, 0@)(2)/ | 0(@i)(z) é uma funcdo meromorfa sobre X. Assim, a funcdo
g = R/f é meromorfa sobre X com apenas um zero (em py) e um pélo (em ¢p), ambos
simples. Por esta razao, o mapa holomorfo G : X — C, associado a g tem grau 1, e
portanto, pelo Corolario 2.3.2, G é um isomorfismo. Mas g(X) =1 # 0 = ¢g(C), o que

evidencia uma contradicao e finaliza a prova. ]

2.5 Curvas Projetivas Suaves

Definicao 2.5.1. Seja X C P" uma superficie de Riemann compacta. Diremos que X
é uma curva projetiva suave em P" se, para todo ponto p € X existe uma coordenada

homogeénea x; tal que:

(a) x; # 0 em p;
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(b) existe uma coordenada homogénea z; tal que o quociente x;/x; é uma coordenada

local sobre X préximo a p;

(c) para toda coordenada homogeénea xy, o quociente z,/x; é uma funcao holomorfa sobre

X préximo a p.

Proposigao 2.5.1. Seja X uma curva projetiva suave em P". Se G, H € Clxzg, x1, . .., Ty)
sao polinomios homogéneos de mesmo grau d, com H nao identicamente nulo sobre X,
entdo flxo,x1,...,2, = G(xo,x1,...,2,)/H(xg,21,...,2,) é uma funcdo meromorfa
sobre X.

Demonstracao. Como X é uma curva projetiva suave em P", para cada ponto p € X
existe uma coordenada homogénea z; com as propriedades na Definicao 2.5.1. Observe
que a composicao de f com a inversa da coordenada local z;/x; é uma fungao racional
em quocientes z;/x, = (z;/x;)/(zk/x;), 0s quais sdo funcoes meromorfas em p. Logo,
a funcao f é meromorfa em p, e pela arbitrariedade do ponto p € X, f é meromorfa

sobre X. ]

Exemplo 2.5.1. A reta projetiva P!, curvas planas projetivas suaves, curvas de intersecao
completa e curvas de intersecao completa local sao exemplos de curvas projetivas suaves.

Vamos verificar o caso mais geral. Seja X uma curva de intersecao completa local.
Préximo a cada ponto p € X, os pontos de X podem ser descritos, a menos de reordenagao

das coordenadas homogéneas, por

[1:z:g2(2) -1 gn(2)], (2.5.1)

onde ¢, g3, - . ., g, sao fungdes holomorfas de uma variavel z. Claramente, a coordenada
xo é ndo-nula em p, o quociente x;/xy é uma coordenada local sobre X préximo a p, e
todos os quocientes x /o sdo fungoes holomorfas sobre X préximo a p. Logo, X é uma

curva de interse¢ao completa local.

Segue do exemplo anterior que, uma superficie de Riemann X é uma curva projetiva

suave se, e somente se, X é localmente dada na forma de 2.5.1.

2.6 Formas Diferenciais

Embora nao abordaremos a teoria de integracao sobre superficies de Riemann, definire-
mos nesta secao os objetos a serem integrados. Esses objetos, chamados de formas dife-
renciais, desempenharao um papel fundamental para o resultado principal deste trabalho:

o Teorema de Riemann-Roch.
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2.6.1 1-Formas Meromorfas

Primeiro vamos definir 1-formas meromorfas sobre subconjuntos abertos do plano
complexo, e entao, por meio das cartas complexas, transportaremos este conceito para

uma superficie de Riemann.

Definicao 2.6.1. Uma 1-forma meromorfa sobre um subconjunto aberto V- C C é uma

expressao w do tipo

w= f(z)dz,

onde f é uma funcao meromorfa sobre V. Diremos que w é uma 1-forma meromorfa na

coordenada z.

Sabemos que sobre uma superficie de Riemann podem existir cartas complexas com-
partilhando parte de seus dominios, mas mesmo assim, fornecendo coordenadas complexas
distintas. Portanto, se desejamos transportar o conceito de 1-formas meromorfas sobre C
para superficies de Riemann, entao devemos saber quando duas 1-formas meromorfas em
coordenadas distintas sao iguais, a menos de algum tipo de transformacao. Isso nos leva

a proxima definicao.

Definicao 2.6.2. Sejam w; = f(z)dz e wy = g(w)dw 1-formas meromorfas sobre subcon-
juntos abertos Vi, V, C C, respectivamente. Suponha que z = T'(w) é uma fungao holo-

morfa de V, para Vi. Diremos que w; transforma-se em ws via T se g(w) = f(T(w))T"(w).

Se lembrarmos que 1-formas meromorfas sao objetos a serem integrados, vemos que

esta definigao é feita justamente para termos dz = T"(w)dw ao mudarmos as coordenadas.

Definicao 2.6.3. Seja X uma superficie de Riemann. Uma 1-forma meromorfa sobre X
é uma colecdo de 1-formas meromorfas {wy}, uma para cada carta ¢ : U — V na variavel
z = ¢(x), tal que se existem duas cartas ¢ : Uy — Vi e ¢ : Uy — Vo com Uy N Uy # 0,

entdo wy, transforma-se em wy, via a funcio de transicio T' = ¢y o ¢y '

Trocando-se o termo “meromorfa” por “holomorfa” nas defini¢oes anteriores, obtemos
também a definicao de uma 1-forma holomorfa, que nada mais é do que um caso partic-

ular de uma 1-forma meromorfa.

2.6.2 Operacgoes entre 1-Formas Meromorfas

Sejam X uma superficie de Riemann, f uma fun¢ao meromorfa, w; e wo duas 1-formas
meromorfas. Em termos de uma coordenada local z, fornecida por uma carta complexa

¢ : U — V sobre X, escreva w; = g;(z)dz, onde g; é uma fungdo meromorfa sobre V. A
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soma w; + we é localmente definida por wy + wy = (¢1(2) + ¢2(2))dz, e o produto fuw; é
definido localmente por fw; = (f o ¢~ 1)(2)g1(2)dz.

E facil ver que estas operagoes estao bem definidas. Suponha que 1 é uma outra carta
complexa sobre X com parte do seu dominio em U, fornecendo uma coordenada local
w. Se w; = h;j(w)dw em termos dessa nova coordenada local, e se z = T'(w) é a fungao
de transigao entre w e z, entdo (hy(w) + he(w))dw = (g1(T'(w)) + go2(T(w))) T (w)dw =
(91(2)+92(2))dz e foyy ™ w)h(w)dw = foyy™ (w)g (T (w))T"(w)dw = fod™(2)g1(2)dz.

E conveniente introduzirmos as seguintes notagoes:

Definigao 2.6.4. Seja X uma superficie de Riemann. Denotaremos por M®(X) o con-
junto das 1-formas meromorfas sobre X, e por 2!(X) o conjunto das 1-formas holomorfas
sobre X.

Lembre-se de que M(X) é o corpo das fun¢oes meromorfas sobre a superficie de Rie-
mann X. Com as operacdes acima, M (X) é um M (X)-espaco vetorial, e Q'(X) é um
C-espaco vetorial. A dimensao dim Q!(X) é chamada de género analitico da superficie de

Riemann X.

Um resultado simples, porém importante, é o da proposicao seguinte. Basicamente,
esta nos diz que duas 1-formas meromorfas diferem uma da outra apenas pela multi-

plicagao de uma funcao meromorfa.

Proposicao 2.6.1. Sejam w; e ws 1-formas meromorfas sobre uma superficie de Riemann

X. Se wy é nao-nula entao existe uma unica fungao meromorfa f sobre X tal que wy = fws.

Demonstra¢ao. Denote por z a coordenada local fornecida por uma carta complexa
¢ : U — V sobre X. Em termos dessa coordenada local, temos w; = g;(2)dz, onde g; é
uma fun¢ao meromorfa sobre V. Defina f : X — C localmente dada por f|, = (g2/g1) 0 ¢.

Para verificarmos que f esta bem definida, suponha que v é uma outra carta complexa
sobre X com parte de seu dominio em U, fornecendo uma coordenada local w. Em
termos dessa coordenada local, temos w; = h;(w)dw, onde h; é uma fungao meromorfa
sobre a imagem de 1. Se z = T'(w) é a fungao de transigdo entre as cartas ¥ e ¢, entao
hi(w) = ¢;(T(w))T"(w). Portanto,

haw) _ go(T(w))T'(w) _ ga(2)
hi(w) g (@)Tw) 91z’

pois vimos no Lema 1.1.1 que a derivada da funcao de transi¢ao entre duas cartas nunca

se anula.
Como o quociente go/g; e a carta ¢ sdo fungoes holomorfas sobre seus correspondentes
dominios, a funcao f é holomorfa sobre X, e claramente temos wy = fw;. A unicidade

segue de comparacoes diretas. [ ]
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Sejam w uma 1-forma meromorfa sobre uma superficie de Riemann X, e p € X.
Escolha uma coordenada local z centrada em p. Localmente, temos w = f(z)dz, para

alguma fungao meromorfa f.
Definicao 2.6.5. A ordem de w em p, denotada por ord,(w), é a ordem da fungao f em 0.

A ordem de w nao depende da escolha da coordenada local. De fato, suponha que
w = g(w)dw numa outra coordenada local w centrada em p. Se z = T'(w) ¢é a funcao
de transigao entre w e z, entao g(w) = f(T(w))T'(w). Como ordy(T(w)) = 1, segue que
ordg(g) = ordy(f).

Diremos w tem um zero de ordem n em p se ord,(w) =n > 1. Diremos que w tem um

polo de ordem n em p se ord,(w) = —n < 0.

Exemplo 2.6.1. Considere a esfera de Riemann C,, com coordenadas locais z e w = 1/z
(veja Exemplo 1.1.12). A colegao w = {1dz, ldw} é uma 1-forma meromorfa sobre C...
Se z € C entao ord,(w) = ordg(1) = 0. Se z = 0o entdo ord,,(w) = ordg(—272) = =2,
pois 1dw transforma-se em —2z72dz via a funcio de transigio w = 1/2.

De modo mais geral, a colegao w = {f(2)dz, f(w)dw}, onde f(z) = c[[;(z — X)*
é uma funcao racional em z, é uma 1-forma meromorfa sobre C,,. Se z € C entao
ord,(w) = ord,(f(z)). Se z = oo entao ordy(w) = ordy(f(1/2)(—272)), pois f(w)dw

transforma-se em f(1/2)(—2z"%)dz via a fungao de transigao w = 1/z.

2.6.3 Pullback de 1-Formas Meromorfas

Seja F' : X — Y um mapa holomorfo nao-constante entre superficies de Riemann.
Dada uma 1-forma meromorfa w sobre Y, podemos associar w a uma 1-forma meromorfa
sobre X da seguinte maneira: sejam ¢, : Uy — V5 uma carta sobre Y, e ¢; : Uy — V} uma
carta sobre X tal que F(U;) C Us. Denote por z e w as coordenadas locais fornecidas
pelas cartas ¢; e ¢, respectivamente. Em termos destas coordenadas locais, o mapa F
¢ dado por w = h(z), onde h é uma fun¢ao holomorfa. Suponha que w = f(w)dw na

coordenada w.

Defini¢ao 2.6.6. O pullback de w via F, denotado por F*(w), é a 1-forma meromorfa

sobre X definida localmente por

F*(w) = f(h(2))h (2)dz.

O lema a seguir calcula a ordem do pullback de uma 1-forma meromorfa num ponto
em funcao da ordem da 1-forma meromorfa e da multiplicidade do mapa, em pontos

correspondentes.
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Lema 2.6.1. Sejam F : X — Y um mapa holomorfo nao-constante entre superficies de

Riemann, e w uma 1-forma meromorfa sobre Y. Fixe um ponto p € X. Entao

ord,(F*(w)) = (1 + ordpg) (w)) mult,(F) — 1.

Demonstracao. Seja w uma coordenada local sobre Y centrada em F(p). Pelo Teorema
da Forma Normal Local, existe uma coordenada local z sobre X centrada em p tal que,
em termos de coordenadas locais, o mapa F' é dado por w = 2", onde n = mult,(F). Com
respeito a coordenada local w, temos w = (aw” +t. 0. m.)dw, onde k = ordp()(w). Assim,
o pullback F*(w) com respeito a coordenada local z é F*(w) = (az™ +t.0.m.)(nz""1)dz,
donde segue que ord,(F*(w)) = (1 + k)n — 1. u

2.6.4 Teorema do Residuo

Seja w uma 1-forma meromorfa sobre uma superficie de Riemann X. Fixe um ponto
p € X e escolha uma coordenada local z centrada em p. Em termos desta coordenada
z podemos escrever w = f(z)dz, onde f é uma fun¢ao meromorfa sobre X. Expandindo
w na série de Laurent em torno do ponto p com respeito a coordenada local z, obtemos

uma expressao do tipo

w= f(z)dz = ( Z anz”> dz,
n=—M
onde ord,(w) = —M.

Definicao 2.6.7. O residuo de w em p, denotado por Res,(w), é o coeficiente a_; numa

série de Laurent de w em torno de p.

Uma série de Laurent de uma 1-forma meromorfa em torno de um ponto depende da
particular coordenada local escolhida, mas o residuo desta nao depende. A prova dessa

observacao pode ser encontrada em [Mir97, p. 122].

Teorema 2.6.1 (Teorema do Residuo). Se w é uma l-forma meromorfa sobre uma

superficie de Riemann compacta X, entao

Z Res,(w) = 0.
peX
Para a prova deste teorema sao utilizadas técnicas de integracao sobre superficies de
Riemann. Citamos [Gri89, p. 18] e [Mir97, p. 123] para a sua prova.
O Teorema do Residuo sera fortemente utilizado na demonstragao da Dualidade de

Serre, a qual fornecera a segunda, e mais cldssica, versao do Teorema de Riemann-Roch.
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2.6.5 Diferenciais de Ordem Superior

Aqui, apenas observamos que 1-formas meromorfas podem ser, de um certo modo,

generalizadas para ordens superiores.

Definicao 2.6.8. Uma n-diferencial meromorfa sobre um subconjunto aberto V-.C C é

uma expressao i do tipo

p= f(2)(d2)",

onde f é uma funcao meromorfa sobre V. Diremos que p é uma n-diferencial meromorfa

na coordenada z.

Optamos pelo termo “diferencial” em vez de “forma” para nao causar confusoes com

o conceito de n-formas, embora esse conceito nao tenha sido tratado neste trabalho.

Definicao 2.6.9. Sejam p; = f(2)(dz)" e po = g(w)(dw)™ n-diferenciais meromorfas
sobre subconjuntos abertos Vi, V, C C, respectivamente. Suponha que z = T(w) é

uma funcao holomorfa de V; para Vj. Diremos que p; transforma-se em po via T se

g(w) = f(T(w))T"(w)".

Definicao 2.6.10. Seja X uma superficie de Riemann. Uma n-diferencial meromorfa
sobre X é uma colecao de n-diferenciais meromorfas {/i,}, uma para cada carta ¢ : U — V
na variavel z = ¢(z), tal que se existem duas cartas ¢ : Uy — Vi e ¢o : Uy — Vo com

Uy NU, # (), entdo iy, transforma-se em ji4, via a fungio de transicio T = ¢ 0 ¢, .

Trocando-se o termo “meromorfa” por “holomorfa” nas defini¢oes anteriores, obtemos
também a definicao de uma n-diferencial holomorfa, que nada mais é do que um caso
particular de n-diferencial meromorfa.

O exemplo a seguir nos mostra como definir n-diferenciais meromorfas a partir

1-formas meromorfas.

Exemplo 2.6.2. Sejam wy,ws, .. .,w, 1-formas meromorfas sobre uma superficie de Rie-
mann X. Se localmente w; = f;(2)dz, entao o produto p = wyws - - - w,,, definido localmente

por

p=fife- - fuldz)",

¢ uma n-diferencial meromorfa sobre X. Em particular, se w é uma 1-forma meromorfa

sobre X, entao w™ é uma n-diferencial meromorfa sobre X.



CAPITULO 3

Divisores e Mergulhos

3.1 Divisores

3.1.1 Definicao de Divisor

Sejam X uma superficie de Riemann e D : X — Z uma funcao. O suporte de D,

denotado por supp(D), é o conjunto

supp(D) = {p € X | D(p) # 0}.

Definicao 3.1.1. Um divisor sobre X é uma funcao D : X — Z cujo suporte é um

subconjunto discreto de X. Denotaremos por Div(X) o conjunto dos divisores sobre X.

A soma de dois divisores Dy, Dy € Div(X), denotada por Dy + Ds, é definida por

(D1 + D2)(p) = Di(p) + Da(p),

para todo p € X. Note que, com relacao a esta operacao de adigao, Div(X) é um grupo.

Frequentemente, denotaremos um divisor D sobre X como sendo a soma formal

D=Y D(p)-p,

peX
onde apenas os pontos do suporte de D aparecem efetivamente.
Note que, se X é uma superficie de Riemann compacta, entao uma fungao D : X — 7Z
é um divisor se, e somente se, supp(D) é finito. Portanto, quando X é compacta, o grupo

Div(X) é o grupo livre abeliano gerado pelos pontos de X.

67
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Definicao 3.1.2. O grau de um divisor D sobre uma superficie de Riemann compacta,

denotado por deg(D), é a soma

deg(D) =Y D(p).
peX

Observe que o grau de um divisor define um homomorfismo de grupos entre Div(X) e
Z, e seu nucleo é o subgrupo Divy(X) dos divisores sobre X de grau 0.

Temos definida uma relacao de ordem parcial sobre o grupo dos divisores. Sejam
Dy, Dy € Div(X). Diremos que Dy > Dy se Di(p) > Ds(p) para todo ponto p € X. Se
Dy > Dy e Dy # Ds, entao diremos que Dy > Dy. Um divisor D € Div(X) é efetivo se
D > 0.

Note que todo divisor D pode ser escrito unicamente na forma D = P — N, onde P e

N sao divisores efetivos e com suportes disjuntos.

3.1.2 Divisores Principais

Sejam X uma superficie de Riemann e f uma funcao meromorfa nao-nula sobre X.

Podemos utilizar a func¢ao ordem de uma fungao meromorfa para associar um divisor a f.

Definic¢ao 3.1.3. O divisor da fungao meromorfa f, denotado por div(f), é o divisor

div(f) = _ord,(f) p.

peX

Divisores desse tipo sao chamados de divisores principais sobre X, e o conjunto consistindo
de tais divisores é denotado por PDiv(X). O divisor dos zeros de f, denotado por divy(f),

é o divisor

divo(f) = >, ordy(f) - p,

p com ordy,(f)>0

Similarmente, o divisor dos pdlos de f, denotado por divy(f), é o divisor

divee(f) = Y. (—ordy(f)-p.

p com ordy(f)<0

Note que estes dois tltimos divisores sao efetivos, tém suportes disjuntos e

div(f) = divo(f) — dive (f).

O lema a seguir reine algumas propriedades imediatas dos divisores principais, e como

consequéncia, mostra que PDiv(X) é um subgrupo de Div(X).
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Lema 3.1.1. Sejam f e g fungdes meromorfas nao-nulas sobre X. Entao:

(a) div(fg) = div(f) + div(g);
(b) div(1/f) = —div(f);
(¢) div(f/g) = div(f) — div(g);

(d) se X é uma superficie de Riemann compacta, entao deg(div(f)) = 0.

Demonstragao. Os itens (a), (b) e (¢) seguem do Lema 2.1.5, e o item (d) segue da

Proposicao 2.3.2. [

Exemplo 3.1.1. Seja f uma fungao meromorfa sobre a esfera de Riemann C,,. Se z é a
coordenada local no plano complexo C e f(z) = c[[;_,(z — \;)%, onde os e; sdo inteiros

e 0s \; sdo nimeros complexos distintos, entao div(f) =Y 1 e - X — (Ooi €) - 0o

Exemplo 3.1.2. Seja § uma funcao teta sobre o plano complexo C, considerado como
uma superficie de Riemann. A funcao 6 é holomorfa sobre todo C, com zeros nos pontos
(1/2) + (7/2) + ¢, para todos pontos ¢ no reticulado Z + Zr. Como todos esses zeros sao
simples, temos div(0) = >, 5. 1- ((1/2) + (7/2) + £).

3.1.3 Divisores Canonicos

Sejam X uma superficie de Riemann e w uma 1-forma meromorfa sobre X nao-nula.
Da mesma maneira que associamos um divisor a uma func¢ao meromorfa nao-nula, asso-

clamos também um divisor a w.

Definigao 3.1.4. O divisor da 1-forma meromorfa w, denotado por div(w), é o divisor

div(w) = Z ord,(w) - p.

peX
Divisores desse tipo sao chamados de divisores canonicos sobre X, e o conjunto consistindo
de tais divisores é denotado por KDiv(X). O divisor dos zeros de w, denotado por divy(w),
e o divisor dos pdlos de w, denotado por div.,(w), sdo definidos de maneira andloga aos

de uma funcao meromorfa nao-nula.

Exemplo 3.1.3. De acordo com o que vimos no Exemplo 2.6.1, o divisor da 1-forma
meromorfa w = 1dz sobre a esfera de Riemann C,, é div(w) = —2 - oc0. E o divisor da
1-forma meromorfa w = f(z)dz, onde f(z) = [[7,(z — X\)%, é div(w) = D1 e - A —

(2+>°7 , e;) - co. Em particular, estes divisores tém grau 2.

O lema a seguir ¢ na verdade um corolario da Proposicao 2.6.1.
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Lema 3.1.2. Seja X uma superficie de Riemann e w uma 1-forma meromorfa nao-nula
sobre X. Entao, KDiv(X) ¢ a classe lateral, médulo PDiv(X), determinada por w. Em

outras palavras,

KDiv(X) = div(w) + PDiv(X),
para toda 1-forma meromorfa w sobre X nao-nula.

Demonstragao. Para toda fungdo meromorfa f nao-nula sobre X vale a igualdade div(w)+
div(f) = div(fw). Portanto div(w) + PDiv(X) C KDiv(X). Por outro lado, se w; é
uma 1-forma meromorfa nao-nula sobre X, entao pela Proposicao 2.6.1 existe uma func¢ao
meromorfa f ndo-nula sobre X tal que wy = fw; logo, div(wy) = div(f)+div(w). Portanto

KDiv(X) C div(w) + PDiv(X). u

Proposicao 3.1.1. Seja X uma superficie de Riemann compacta de género g. Se existe
uma funcao meromorfa f nao-constante sobre X, entao existe um divisor canonico sobre
X de grau 2g — 2.

Demonstracao. Considere o mapa holomorfo F' : X — C,, associado a funcao meromorfa
f. Sejan = F*(w) o pullback da 1-forma meromorfa w = dz sobre C,,. Pela Férmula de

Hurwitz e pelo Lema 2.6.1, temos

deg(div(n)) = ) ordy(n)

peX
= ) ordy(F*(w))
peX
= 371 + ord gy (@) mult, (F) - 1)
peX
= ) (mult,(F) =1+ > (—mult,(F) - 1)
70 PEF~1(o0)
PEF~H(q)
= ) (mult,(F)—1)— Y 2mult,(F)
peX peF—1(c0)
= 29 —2+2deg(F) — 2deg(F)
= 2g—2.
Portanto, div(n) ¢ um divisor canonico sobre X de grau 2g — 2. [ ]

Corolario 3.1.1. Seja X uma superficie de Riemann compacta de género g. Se existe
uma fungao meromorfa f nao-constante sobre X, entao todo divisor canonico sobre X

tem grau 2g — 2.
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Demonstracao. Seja w uma 1-forma meromorfa ndo-nula sobre X. Denote por div(n) o
divisor canonico sobre X de grau 2g—2. Pelo Lema 3.1.2, temos div(n) = div(w)+div(f),
para alguma funcao meromorfa f nao-nula sobre X. Calculando o grau dos dois lados

dessa igualdade, conclui-se que deg(div(w)) = 2g — 2. n

Como consequéncia do Teorema de Riemann-Roch, veremos que sempre existe uma
funcao meromorfa nao-constante sobre uma superficie de Riemann compacta. E que

portanto, todo divisor canonico tem grau 2g — 2.

3.1.4 Pullback de um Divisor

Seja F': X — Y um mapa holomorfo entre superficies de Riemann. O objetivo é
definir um divisor sobre X a partir de um divisor sobre Y. Desta forma, definiremos uma
aplicacdo de Div(Y') para Div(X).

Definigao 3.1.5. Seja ¢ € Y. O divisor imagem inversa de q por F, denotado por F*(q),

é o divisor

Fg)= Y multy(F)-p.

peEF~1(q)

De maneira geral, seja D = ) _, n, - ¢ um divisor sobre Y. O pullback de D para X via

qeyY
F, denotado por F*(D), é o divisor

F*(D) =Y n,F*(q).

qeyY

Ou seja, em notacao de funcao, F*(D)(p) = mult,(F)D(F(p)).

Algumas das propriedades relacionadas ao pullback de divisores estao reunidas no

proximo lema.

Lema 3.1.3. Seja F' : X — Y um mapa holomorfo entre superficies de Riemann, e
D=3 cyng-q€Div(Y). Entao:

(a) a aplicagao pullback F* : Div(Y) — Div(X) é um homomorfismo de grupos;

(b) o pullback de um divisor principal é principal; mais precisamente, se f é uma fungao
meromorfa sobre Y, entao F*(div(f)) = div(f o F);

(c) se X eY sao compactas, entdo deg(F*(D)) = deg(F') deg(D).

Demonstracao. O item (a) é verificado com célculos diretos. (b) Basta observar que

FH(div(f))(p) = mult, (F)(div(f)(F(p)) = ordy(f o F).
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(c) O pullback F*(D) numa expressao mais detalhada ¢ definido por

F*(D) = an Z mult,(F) - p

qeYy pEF~1(q)

Entao,

deg(F*(D)) = > ng| > multy(F)

g€y’ pEF~1(q)

= deg(F)an

qey

= deg(F)deg(D).

Observe que, o item (b) do lema anterior mostra que a aplicagdo F* induz um homo-

morfismo

—- Div(Y) Div(X)
E epn) T PDIvY)

3.1.5 Divisores de Ramificacao e de Ramo de um Mapa Holo-
morfo
Seja F': X — Y um mapa holomorfo entre superficies de Riemann. Vamos definir um

divisor que guarda os pontos de ramificacao de F' e outro que guarda os pontos de ramo
de F'.

Definicao 3.1.6. O divisor de ramificacdo de F, denotado por Rp, é o divisor

Rp =Y (mult,(F)—1)-p.

peX

O divisor de ramo de F, denotado por B, é o divisor

Bp=>Y [ Y (mult,(F)-1)| ¢

q€Y \peF~1(q)

Observe que, se X e Y sao compactas, entao os divisores Rr e Bp tém o mesmos

graus, o qual é exatamente o fator de corre¢ao na Férmula de Hurwitz.
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Lema 3.1.4. Seja F': X — Y um mapa holomorfo entre superficies de Riemann. Se w é

uma 1-forma meromorfa nao identicamente nula sobre Y, entao

div(F*(w)) = F*(div(w)) + Rp.

Em particular, o pullback de um divisor canonico é canonico se, e somente se, 0 mapa nao

¢é ramificado.

Demonstragao. Utilizando o Lema 2.6.1, encontramos

div(F*(w)(p)) — F*(div(w))(p) = ord,(F*(w)) — mult,(F) div(w)(F(p))
= (1 +ordpgp)(w)) mult,(F) — 1 — mult,(F) ordp)(w)
= mult,(F) — 1,

o que prova a igualdade do lema. [

3.1.6 Divisores de Intersecao sobre uma Curva Projetiva Suave

Sejam X C P" uma curva projetiva suave e G € Clxg,x1,...,r,] um polinémio
homogéneo nao identicamente nulo sobre X. Vamos definir um divisor div(G) sobre X
que guarda os pontos p € X tais que G(p) = 0, com suas devidas ordens de anulamento.

Seja p € X. Escolha H € Clxzg,z1,...,x,] um polinbmio homogéneo de mesmo grau

que G e tal que H(p) # 0. Tal escolha é possivel pois, como X é uma curva projetiva
deg(G)
J

de nossas opgoes de escolha. Note que o quociente G/H é uma fungao meromorfa sobre
X, e ord,(G/H) > 0 se, e somente se, G(p) = 0. Por esta razao, definimos div(G)(p) =
ord,(G/H).

E importante observar que o divisor div(G) nao depende do particular polinémio H

suave, existe uma coordenada homogeénea x; tal que x; # 0 em p; logo, H = x é uma

escolhido. De fato, se H' é outro polindmio com as mesmas propriedades de H, entao,

como G/H" = (G/H)(H/H’), temos ord,(G/H') = ord,(G/H )+ord,(H/H') = ord,(G/H).

Definigao 3.1.7. O divisor div(G) sobre X, definido nos paragrafos anteriores, é chamado
de divisor de interse¢ao de G sobre X. Quando deg(G) = 1, o divisor div(G) recebe o

nome particular de divisor hiperplano de G sobre X.
No lema a seguir temos algumas propriedades dos divisores de intersecao.

Lema 3.1.5. Sejam G1, G € Clxg, 21, . . ., x,] polindmios homogéneos nao identicamente

nulos sobre uma curva projetiva suave X. Entao:

(a) le(Gng) = le(Gl) + diV(GQ);
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(b) se deg(G1) = deg(G2) entao div(G1/Gs) = div(Gy) — div(Gs); em particular, se X é
compacta entao deg(div(Gy)) = deg(div(Gy)).

Demonstracao. (a) Sejam p € X e x; a coordenada homogénea tal que z; # 0 em p.
Tome H = x?eg(GlG2). Como G1Gy/H = (Gl/x?eg(Gl))(Gg/x?eg(%)), a propriedade segue
calculando a ordem em p dos dois lados dessa igualdade. (b) Sejam p € X e H um
polindmio homogéneo de mesmo grau que Gy e Gy tal que H(p) # 0. Como G1/Gs =
(G1/H)/(G2/H), a propriedade segue calculando a ordem em p dos dois lados dessa
igualdade. ]

3.1.7 Teorema de Bézout para Curvas Projetivas Suaves

Para demonstrarmos o Teorema de Bézout, precisamos antes definir o grau de uma

curva projetiva suave, o qual é um invariante fundamental.

Definig¢ao 3.1.8. O grau de uma curva projetiva suave X, denotado por deg(X), é o grau

de um divisor hiperplano sobre X.

O grau estd bem definido, pois pelo Lema 3.1.5 quaisquer dois divisores hiperplanos
sobre X tém o mesmo grau.

No Exemplo 2.5.1 vimos que curvas planas projetivas suaves sao curvas projetivas
suaves. Portanto, é de se esperar que as duas defini¢oes de grau de uma curva plana

projetiva suave coincidem.

Proposigao 3.1.2. Seja X uma curva plana projetiva suave definida por um polinomio
homogéneo F' € C[z,y, z] de grau d. Entao X tem grau d, no sentido de que todo divisor

hiperplano sobre X tem grau d.

Demonstracao. Seja G € Clx,y, z] um polinémio homogéneo de grau 1 nao identicamente
nulo sobre X. Estamos interessados em mostrar que deg(div(G)) = d. Por meio de uma
mudanga de coordenadas projetiva, podemos supor que G = z e que [0 : 0 : 1] € X.
Assim, se tomarmos H = y, o divisor hiperplano div(G) serd exatamente o divisor dos
zeros da func¢do meromorfa f; = G/H.

Considere F} : X — C,, o mapa holomorfo associado a fungao meromorfa f;. Como
divo(f1) = F7(1-0), pelo Lema 3.1.3, deg(div(G)) = deg(F}(1-0)) = deg(F1) deg(1-0) =
deg(F}). A fim de calcularmos o grau do mapa Fj, escolha A € C* qualquer, a principio.
Para que um ponto p € X satisfaga Fi(p) = A, devemos ter p = [Ay : y : z]. Como \ # 0,
temos y # 0, pois [0 : 0 : 1] € X. Portanto, todos os pontos de F; '()\) sdo da forma
[A:1:w)| e satisfazem a equagdo F(A, 1,w) = 0. Em geral, F'(\,1,w) é um polindémio na
variavel w de grau d. E mais, em geral, esse polinomio possui d raizes distintas. De fato,

uma raiz dupla do polinémio F'(A, 1, w) é também raiz da sua derivada, e pelo Lema 2.3.3,
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tal raiz corresponde a um ponto de ramificacao de F;. Como os pontos de ramificacao de
F) formam um subconjunto discreto de X, é possivel escolher A € C* (a saber, um A que
nao ¢ ponto de ramo de Fi) tal que F'(A, 1, w) tenha d raizes distintas, sendo que em cada

uma dessas raizes a multiplicidade de F} é 1. Portanto, deg(div(G)) = deg(F1) =d. =

Teorema 3.1.1 (Bézout). Sejam X C P™ uma curva projetiva suave de grau d, e
G € Clzg,x1,...,x,) um polindmio homogéneo de grau e. Se G nao se anula identi-

camente sobre X, entao

deg(div(G)) = deg(X) deg(G) = de.

Em outras palavras, o polinomio G se anula em de pontos de X contados com suas devidas

ordens.

Demonstragao. Seja div(H) um divisor hiperplano sobre X. Note que H¢ é um polinémio
homogéneo de grau e = deg(G). Pelo Lema 3.1.5, temos div(H¢) = ediv(H) e
deg(div(H®)) = deg(div(G)), donde segue que deg(div(G)) = edeg(div(H)). Mas
deg(div(H)) é, por definigao, o grau da curva projetiva suave X, ou seja, deg(div(H)) =
deg(X) = d. Portanto, temos deg(div(G)) = de. |

3.1.8 Férmula de Pliicker

Vamos aplicar o Teorema de Bézout para demonstrarmos a férmula de Pliicker para o

género de uma curva plana projetiva suave. Antes, um resultado preliminar é necessario.

Lema 3.1.6. Seja X : F(z,y,2) = 0 uma curva plana projetiva suave de grau d. Con-
sidere 0 mapa 7 : X — P! definido por 7|z : y : 2] = [z : 2]. Entao o divisor de
ramificacdo R, de 7 ¢ o divisor de intersegao div(0F/dy) de OF/Jy sobre X.

Demonstragao. Vimos no Lema 2.3.3 que os divisores R, e div(0F/0y) tém o mesmo
suporte. Temos apenas que mostrar que, se p = [y : Yo : 20] € X é um ponto do
suporte desses divisores, entao R, (p) = div(0F/dy)(p). Faremos isso para a parte afim
Xy ¢ f(z,y) = F(z,y,1) = 0, para as demais o argumento é andlogo. Para este caso,
o mapa 7 é simplesmente a projegao (z,y) — x. Suponha entao que p = (xg, ) é um
ponto de ramifica¢ao de 7, e que portanto df/dy(p) = 0. Como X é suave, devemos ter
df /0x(p) # 0. Pelo Teorema da Fungao da Implicita, préximo a p, a curva X é o gréfico
de uma fungao holomorfa z = ¢(y), donde segue que f(g(y),y) = 0 numa vizinhanga
de yo. Derivando essa identidade com rela¢ao a y, obtemos (0f/0x)g' (y) + 0f /0y = 0
numa vizinhanga de p. Entao 0f/0y = —(0f/0z)g (y), proximo a p. Observando que
g(y) é na verdade a forma normal local de 7 préximo a p (lembre-se de que a projecao
(9(y),y) — y é uma carta sobre X préximo a p), ao calcularmos a ordem dos dois lados

da tltima igualdade obtida, encontramos
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ord,(0f /0y) = ord,(—0f/0z) + ord,(¢'(y))
= O"—Ordp(g/(y))

= mult,(7) — 1,

ou seja, div(df/0y)(p) = R.(p). |

Proposicao 3.1.3 (Férmula de Pliicker). O género g de uma curva plana projetiva

suave de grau d é dado pela féormula

(d—1)(d—-2)
—y

Demonstracao. Seja X : F(x,y,z) = 0 uma curva plana projetiva suave de grau d e
género g. Considere o mapa 7 : X — P!, definido por 7|z : y : 2] = [z : z]. No Exemplo
2.3.2 vimos que o mapa 7 tem grau d, e no Lema 3.1.6 vimos que R, = div(df/0y). Pelo
Teorema de Bézout, temos deg(div(df/0y)) = deg(X)deg(0f/0y) = d(d — 1). Portanto,
aplicando a Férmula de Hurwitz ao mapa 7 encontramos 2g —2 = d(—2)+d(d—1), donde
segue que g = (d — 1)(d — 2)/2. n

3.2 Equivaléncia Linear de Divisores

3.2.1 Definicao de Equivaléncia Linear

No decorrer do estudo de divisores, veremos que ¢ um tanto comum que a diferenca
entre dois divisores é um divisor principal. Um exemplo deste fenomeno foi visto no Lema
3.1.2, o qual afirma que a diferenca entre dois divisores canonicos é um divisor principal.

Por esta razao, somos motivados a fazer a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.2.1. Sejam X uma superficie de Riemann e Dy, Dy € Div(X). Diremos que
D, ¢ linearmente equivalente a D, escrevendo Dy ~ Dy, se existe uma funcao meromorfa
f sobre X tal que Dy — Dy = div(f).

Algumas propriedades imediatas desta definicao estao reunidas no préximo lema.
Lema 3.2.1. Sejam X uma superficie de Riemann e Dy, Dy € Div(X). Entao:
(a) a equivaléncia linear sobre Div(X) é uma relacdo de equivaléncia;
(b) D; ~ 0 se, e somente se, D; é um divisor principal;

(c) se X é compacta e Dy ~ Ds, entao deg(D;) = deg(Ds).
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Exemplo 3.2.1. Seja f uma fungao meromorfa nao-nula sobre uma superficie de Rie-
mann. Como div(f) = divo(f) — dive(f), temos divy(f) ~ diveo(f).

Exemplo 3.2.2. Pelo Lema 3.1.2, quaisquer dois divisores canonicos sao linearmente
equivalentes, e todo divisor linearmente equivalente a um divisor canonico é um divisor

canonico.

Exemplo 3.2.3. Quaisquer dois pontos sobre a esfera de Riemann, vistos como divisores,
sao linearmente equivalentes. De fato, sejam A, As € C.. Se A, Ay # o0, entao 1- A\ —
1- Xy =div(f), onde f(2) = (2 — M)/(z2 — A2). Se g = o0 entdao 1- A} — 100 = div(g),
onde g(2) =z — A;.

Exemplo 3.2.4. Seja F' : X — Y um mapa holomorfo entre superficies de Riemann.
Se Dy, Dy € Div(Y) s@o linearmente equivalentes, entao os pullbacks F*(Dy), F*(Dsy) €
Div(X) sao linearmente equivalentes. Em particular, se Y = C,, entdo quaisquer dois
divisores imagem inversa sao linearmente equivalentes. De fato, se D; ~ Dy entao
Dy, — Dy = div(f), onde f é uma funcao meromorfa sobre Y. Pelo Lema 3.1.3, temos
F*(Dy) — F*(Ds) = div(f o F'). Como f o F' é uma fungao meromorfa sobre sobre X,
temos F*(Dy) ~ [*(Dy).

Exemplo 3.2.5. Sejam X C P" uma curva projetiva suave e G, Gy € Clzg, x1,. .., Ty)
polinomios homogéneos de mesmo grau, nao identicamente nulos sobre X. Pelo Lema

3.1.5, os divisores de intersegao div(G;) e div(Gs) sao linearmente equivalentes.

3.2.2 Equivaléncia Linear para Divisores sobre a Esfera de Rie-

mann

Sabemos que sobre uma superficie de Riemann compacta todo divisor principal tem
grau zero. No caso da esfera de Riemann, essa condicao é suficiente para que um divisor

seja principal.
Proposicao 3.2.1. Um divisor D de grau zero sobre a esfera de Riemann é principal.

Demonstragao. Escreva D = 3" ;- \; + e - 00, onde \; € C sao dois a dois distintos
€ €oo = — y iy €. Entdo D = div(f), onde f(z) =[], (z — \;)“. u
Corolario 3.2.1. Dois divisores D e D, sobre a esfera de Riemann sao linearmente

equivalentes se, e somente se, deg(D;) = deg(D>).

Coroldrio 3.2.2. Seja D um divisor sobre a esfera de Riemann, com deg(D) > 0. Entao
D é linearmente equivalente a um divisor efetivo. Se deg(D) > 0 entao para todo p € C

existe um divisor positivo E tal que D ~ E e p & supp(F).

Demonstracao. Seja d = deg(D) e ¢ € C,, um ponto qualquer. O divisor £ = d - q é
efetivo e deg(F) = deg(D), logo, D ~ E. Para a segunda assercao basta tomar ¢ #p. m
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3.2.3 Equivaléncia Linear para Divisores sobre um Toro Com-

plexo

Tome 7 € C com parte imagindria positiva e considere o toro complexo X = C/L,
onde L = Z + Zt. Lembre-se de que X é um grupo com a operagao de adigao induzida

de X. Assim, faz sentido definirmos o homomorfismo de grupos

A: Div(X) — X
D pi Dol i
Esta é a aplicacao de Abel-Jacobi para o toro complexo X. Esta aplicacao esta envolvida

com a condicao de suficiéncia para que um divisor sobre X seja principal.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Abel para um Toro Complexo). Um divisor D sobre

o toro complexo X = C/L ¢ principal se, e somente se, deg(D) =0 e A(D) = 0.
A prova deste teorema pode ser encontrada em [Mir97, p. 141].

Corolério 3.2.3. Dois divisores Dy e Dy sobre o toro complexo X = C/L sao linearmente
equivalentes se, e somente se, deg(D;) = deg(Ds) e A(Dy) = A(Ds).

Corolério 3.2.4. Seja D um divisor sobre o toro complexo X, com deg(D) > 0. Entao
D é linearmente equivalente a um divisor positivo. Se deg(D) = 1 entao D ~ ¢, para um
tnico ponto g € X. Se deg(D) > 1 entdo para todo x € X existe um divisor positivo F
tal que D ~ E e x & supp(FE).

Demonstragao. Seja d = deg(D) e p € X um ponto qualquer. O divisor F = (d—1)-p+q,
onde ¢ = A(D — (d — 1) - p), é efetivo e deg(FE) = deg(D), logo, D ~ E. Para a tltima

assercao tomamos p # x e tal que ¢ # x. |

3.3 Espacos de Funcoes Meromorfas e de 1-Formas

Meromorfas Associadas a um Divisor

Dado um divisor, podemos empregar a funcao ordem para associa-lo a dois espacos
vetoriais complexos, de modo que essa associacao organize as funcoes meromorfas e as
1-formas meromorfas. Antes, facamos a seguinte convenc¢ao: se f é uma funcao identica-
mente nula numa vizinhanga de um ponto p, entao definimos ord,(f) = oo, onde co > n

para todo n € Z.

3.3.1 Espaco L(D)

Sejam X uma superficie de Riemann e D € Div(X).
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Definicao 3.3.1. O espaco das funcoes meromorfas sobre X com polos limitados por D,

denotado por £(D), é o conjunto

L(D) = {f e M(X) | div(f) = =D}.

Se f € L(D) entao ord,(f) > —D(p), para todo p € X. Isso significa que, se
D(p) = n > 0 entao f pode ter um pélo em p de ordem no maximo n, e se D(p) = —n < 0

entao f deve ter um zero em p de ordem no minimo n.

Exemplo 3.3.1. Seja X uma superficie de Riemann. Entao £(0) = O(X). Em particular,
se X é compacta entao £(0) = C, pois as unicas fun¢oes holomorfas sobre uma superficie

de Riemann compacta sao as funcoes constantes.

Proposicao 3.3.1. Sejam X uma superficie de Riemann e Dy, Dy € Div(X). Entao:

(a) L£(Dq) é um espago vetorial complexo;
(b) se Dy < Dy entao L(D;) C L(Ds).

Demonstragao. (a) Por convencao, 0 € £(Dy). Sejam f,g € L(D;) e ¢ € C. Entao

ord,(cf + g) > min{ord,(cf), ord,(g)} = min{ord,(f),ord,(g)} > —D(p),

para todo p € X. Portanto div(cf 4+ g) > —D, o que significa que ¢f + g € L(D;). Logo,
L(D;) é um espaco vetorial complexo. (b) Se f € L(D;) entao div(f) > —D; > —Ds, e
portanto f € L(D,). Logo, L(Dy) C L(Ds). u

Proposicao 3.3.2. Sejam D, e D, divisores linearmente equivalentes sobre uma superficie
de Riemann X. Entao, £(D;) e £(D3) sao isomorfos como espagos vetoriais. Em parti-
cular, dim £(D;) = dim £(Dy).

Demonstra¢ao. Suponha que Dy = Dy + div(h), para alguma fungdo meromorfa h nao-

nula sobre X. Considere a aplicacao

Wn - ,C(Dl) — ,C(DQ)
[ — m(f)=fh

E facil ver que a lei que define a aplicagao py, € linear, e que a inversa desta é a multiplicacao
pela fun¢ao meromorfa 1/h, a qual é também nao-nula sobre X. Talvez o que precisamos
realmente mostrar é que a imagem de p, estd contida em £(Dy). Paraisso, seja f € L(D;).
Entao div(fh) = div(f)+div(h) > —D;+div(h) = — D, e portanto u,(f) = fh € L(Ds),

como suposto. ]
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O lema a seguir traz alguns critérios para que L£(D) = {0} quando a superficie de

Riemann é compacta.

Lema 3.3.1. Sejam X uma superficie de Riemann compacta e D € Div(X). Entao:
(a) se deg(D) < 0 entao L(D) = {0};
(b) se deg(D)=0e D 0, entdo L(D) = {0}.

Demonstracao. (a) Suponha que exista f € £(D) ndo-nula. O divisor £ = div(f) + D é
efetivo, e portanto deg(E) > 0. Por outro lado, como deg(div(f)) = 0, temos deg(F) =
deg(D) < 0. Estas duas conclusoes contraditérias mostram que devemos ter £(D) = {0}.
(b) Provaremos a contrapositiva desta afirmacao. Para isso, suponha que exista f € £(D)
nao-nula e considere o divisor efetivo £ = div(f) + D. Se deg(D) = 0 entao deg(E) = 0,
donde segue que E = 0. Logo, D ~ 0. Se D # 0 entdo E # 0 e deg(EF) > 0. Logo,
deg(D) = deg(F) > 0. |

3.3.2 Espaco L£"(D)

Seja X uma superficie de Riemann e D € Div(X).

Definicao 3.3.2. O espaco das n-diferenciais meromorfas sobre X com pélos limitados

por D, denotado por £ (D), é o conjunto

L™ (D) = {n-diferenciais meromorfas p | div(y) > —D?}.

Com argumentos analogos aos da prova da Proposicao 3.3.1, demonstra-se que £ (D)
é um espago vetorial complexo, e que se Dy, Dy € Div(X) sdo tais que D; < Dy, entao
L"(Dy) € L™(Dy).

Note que, LM(D) é o espaco das 1-formas meromorfas sobre X com pélos limitados

por D, isto é,

LY(D) = {we MY(X) | div(w) > —D}.
Exemplo 3.3.2. Seja X uma superficie de Riemann. Entao £(0) = Q(X).

Proposicao 3.3.3. Sejam D, e D, divisores linearmente equivalentes sobre uma superficie
de Riemann X. Entdao, LV (D)) e LY(D,) sdo isomorfos como espacos vetoriais. Em
particular, dim £ (D;) = dim L3 (D).

A prova desta proposi¢ao é andloga a da Proposigao 3.3.2. Basicamente, consiste em

mostrar que a aplicagao
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MU - L(l)(Dl) — L(l)(Dg)
w — pp(w) = hw,

¢ um isomorfismo de espagos vetoriais, onde D; = Dy + div(h), para alguma fungao
meromorfa h nao-nula sobre X.

Um isomorfismo nao tao imediato quanto este relaciona o espaco das n-diferenciais
meromorfas com pélos limitados por um divisor com um espaco das fungoes meromorfas

com polos limitados por um outro divisor.

Proposigao 3.3.4. Sejam X uma superficie de Riemann, D € Div(X) e K = div(w) €
KDiv(X). Entdao, £(D + nK) e L™ (D) sdo isomorfos como espacos vetoriais. Em
particular, dim £ (D) = dim £(D + nK).

Demonstracao. Considere a aplicacao

¢: L(D+nK) — LM(D)
o= C(f) = fu".
Primeiro vamos verificar que de fato a imagem de ¢ estd contida em £ (D). Para isso,
seja f € L(D 4 nK). Entao div(fw") = div(f) + ndiv(w) > —(D +nK)+nK =—D, e
portanto, fw™ € LM (D). E facil ver que a aplicacao ( € linear e injetiva. Para verificarmos
a sobrejetividade de ¢, tome p € LM(D). Se localmente y = h(2)(dz)" e w = g(2)dz,
entdo f = h/g" define uma fungdo meromorfa em L£(D + nkK) (o caso n = 1 foi visto na

Proposigao 2.6.1). Portanto, ¢ é um isomorfismo de espagos vetoriais. ]

3.3.3 Uma Cota Superior para a Dimensao de £(D)

Para superficies de Riemann compactas, existe uma cota superior para a dimensao do

espago L(D), o que mostra, em particular, que esse espaco tem dimensao finita.

Lema 3.3.2. Sejam X uma superficie de Riemann, p € X e D € Div(X). Entao
L(D —p)=L(D) ou codim £L(D —p) =1 em L(D).

Demonstracao. Sejam z uma coordenada local centrada em p e n = —D(p). Se f € L(D),
entao a série de Laurent de f em torno de p com respeito a z é uma expressao do tipo

a,z" +t.0.m.. Considere entao, a aplicagao

a: L(D) — C
fo— alf) = an.
Claramente o é uma aplicagao linear e kera = L£(D — p). Se « é identicamente nula,

entao L(D — p) = L(D). Do contrario, « é sobrejetiva, e entao codim £L(D — p) = 1 em
L(D). u
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Proposicao 3.3.5. Sejam X uma superficie de Riemann compacta e D € Div(X).
Escreva D = P — N, onde P e N divisores efetivos e com suportes disjuntos. Entao
dim £(D) < 1+ deg(P). Em particular, dim £(D) < cc.

Demonstrag¢ao. Faremos a prova por indugao sobre o grau de P. Se deg(P) = 0, entdo
P =0eL(P)=C, como vimos no Exemplo 3.3.1. Como D < P, temos L(D) C L(P),
e entdo dim £(D) < dim L(P) = 1 =1+ deg(P). Faca a hipdtese de indugao, assumindo
que a proposicao ¢ verdadeira para todo divisor sobre X cuja parte positiva tem grau
k —1 > 0. Suponha agora que D é um divisor sobre X cuja parte positiva P tem grau
k. Escolha p € supp(P). A parte positiva do divisor D —p é P — p, a qual tem grau
k — 1. Pela hipdtese de indugao, temos dim £L(D — p) < 1+ deg(P — p) = deg(P), e
pelo Lema 3.3.2, temos dim £(D) < 1+ dim £(D — p). Destas duas igualdades segue que
dim £(D) < 1+ deg(P), como queriamos. n

O corolario a seguir é uma consequéncia imediata da proposicao anterior e da Proposigao
3.3.4.

Coroldrio 3.3.1. Se X é uma superficie de Riemann compacta e D € Div(X), entao

LM(D) é um espaco vetorial complexo de dimensao finita.

3.3.4 Calculo de L(D) para a Esfera de Riemann

Seja D € Div(Cy) com deg(D) > 0. Escreva D = Y7 | e; - A\ + €xo - 00, com \; € C
dois a dois distintos. Defina fp(z) = [[;_,(z — A;)"%. Esta é um fungdo meromorfa sobre

a esfera de Riemann C., e o seu divisor associado é div(fp) = > 1 | —ei- i+ (D 1, €;)-00.

Proposicao 3.3.6. Com as notacoes do paragrafo anterior, temos

£(D) = {g(=)fp(2) | g € Cz] e deg(g) < deg(D) }.

Demonstragao. Seja g € Clz] um polinémio de grau d < deg(D). Note que div(g) >
—d - oco. Entéo div(gfp) = div(g) + div(fp) > > —ei- M+ (O, ei—d) - 00 > —D.
Logo, gfp € L(D).

Agora tome h € L(D) e considere a fun¢do meromorfa g = h/fp sobre C. Temos
div(g) = div(h) — div(fp) > —D — div(fp) = —deg(D) - 00, o que significa que g nao
possui p6los em C, e pode possuir um pélo em oo de ordem no méaximo deg(D). Logo, g

deve ser um polinémio de grau no maximo deg(D), o que mostra a outra inclusao. ]
Corolério 3.3.2. Seja D € Div(Cy). Se deg(D) > 0 entdo dim £(D) = 1 + deg(D).

Demonstragio. Basta observar que {fp(z),z2fp(2),...,2%eP) f5(2)} é uma base para o

espago vetorial L(D). u
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3.3.5 Calculo da Dimensao de £(D) para um Toro Complexo

Tome 7 € C com parte imagindria positiva e considere o toro complexo X = C/L,
onde L = Z + Zr.

Proposigao 3.3.7. Seja D € Div(X). Se deg(D) > 0 entao dim £(D) = deg(D).

Demonstracao. Faremos a prova por indugao sobre o grau do divisor D. Suponha que
deg(D) = 1. Pelo Corolario 3.2.4, o divisor D ¢é linearmente equivalente a um divisor
efetivo, e por isso podemos supor que D = p, para algum ponto p € X. Claramente £(D)
contém as fungdes constantes, e portanto dim £(D) > 1. Suponha que existe f € L(D)
nao-constante. Entao f possui um unico pélo, a saber em p, o qual é simples. Assim, o
mapa holomorfo F': X — C,, associado a f tem grau 1, e é portanto um isomorfismo, o
que ¢ um absurdo. Concluimos entao que dim £(D) = 1.

Faca a hipdtese de inducao, assumindo que a proposicao é verdadeira para todo divisor
de grau d — 1 > 0. Suponha agora que D ¢ um divisor sobre X de grau d. Escreva D =
(D—p)+p, para algum ponto p € X. Por hipdtese de indugao, temos dim L(D—p) = d—1,
e pelo Lema 3.3.2, L(D—p) = L(D) ou codim £L(D—p) = 1 em L£(D). Vamos mostrar que
a primeira destas duas possibilidades nao ocorre, e que portanto, dim £(D) = d = deg(D).

Pelo Corolario 3.2.4, o divisor D é linearmente equivalente a um divisor F tal que
p & supp(F). Digamos que F = D + div(f), para alguma fungdo meromorfa f sobre X.
Como F ¢ efetivo, temos f € L(D). Mas f & L(D — p), pois div(f)(p) = E(p) — D(p) =
—D(p) < —(D(p) — 1), e portanto, L(D — p) # L(D), como querfamos mostrar. n

3.3.6 Sistemas Lineares

Seja D um divisor sobre uma superficie de Riemann X.

Definigao 3.3.3. O sistema linear completo de D, denotado por |D|, é o conjunto

|D| ={E € Div(X) | E é efetivo e E ~ D}.

Note que, se E € |D| entdo |E| = |D|. Note também que, se X é compacta e
deg(D) < 0, entao |D| = 0.

Um sistema linear completo |D| torna-se mais interessante quando o relacionamos a
projetivizacao do espaco vetorial £(D), pois estruturas geométrica e algébrica sao agre-

gadas a |D|. Essa relacao é feita por meio da aplicagao
S: P(L(D)) — |D|
[/l — Slfl=div(f) +D.

Esta é uma aplicagdo bem definida, pois div(\f) = div(f), para todo A € C*. Note
que S é sobrejetiva. De fato, seja E € |D|. Entao E = D + div(f), para alguma fungao
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meromorfa f sobre X. Como E é também efetivo, temos div(f) > —D, ou seja, f € L(D).

Como S[f] = E, mostramos que S é sobrejetiva.

Lema 3.3.3. Se X é uma superficie de Riemann compacta, entao a aplicacao S definida

anteriormente ¢ injetiva.

Demonstra¢ao. Suponha que f,g € L(D) sao tais que S[f] = S[g], ou seja, div(f) =
div(g). Isso significa que f e g possuem os mesmos zeros e polos sobre X, e com as
mesmas ordens. Logo, o quociente f/g é uma fun¢ao holomorfa sobre X. Como X é
compacta, a fun¢do holomorfa f/g deve ser constante, digamos f/g = A € C*. Entao

[f] = [Ag] = [g], 0 que mostra que S é injetiva. n
E por meio da aplicagao S que definimos um sistema linear geral:

Definicao 3.3.4. Um sistema linear () é um subconjunto de um sistema linear completo
|D| que é imagem de um subespaco linear de P(£(D)) por S. Se @ é um sistema linear
sobre uma superficie de Riemann compacta, definimos: o grau de () é o grau de um de seus
divisores, e a dimensao de () é a dimensao projetiva do subespaco linear correspondente

a (). Um sistema linear de grau d e dimensao r é denotado por gj.

Observe que o grau de um sistema linear esta bem definido, pois divisores linearmente

equivalentes sobre uma superficie de Riemann compacta possuem o mesmo grau.

Exemplo 3.3.3. Seja D um divisor sobre uma superficie de Riemann compacta com
deg(D) = d. Entao, o sistema linear completo |D| é um sistema linear de grau d e
dimensao r = dim £(D) — 1.

Lembre-se de que todo subespaco linear é a projetivizacao de um subespago vetorial.

Assim, se @ C |D| é um sistema linear correspondente a um subespago vetorial V' de
L(D), entao Q ={div(f)+ D | f e V}.

3.3.7 Pontos de Base de Sistemas Lineares

Na préxima secao veremos como definir um mapa holomorfo de uma superficie de
Riemann para um espago projetivo a partir de um sistema linear completo. Isso sera
possivel desde que o sistema linear completo seja livre de pontos de base, termo este que

passamos a definir.

Definigao 3.3.5. Seja () um sistema linear sobre uma superficie de Riemann X. Um
ponto p € X é um ponto de base do sistema linear () se todo divisor E € () satisfaz
E > p. Diremos que o sistema linear () ¢é livre de pontos de base se () nao possui pontos

de base.
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Convencionamos que, se @ = ) entao todo ponto é um ponto de base.

Exemplo 3.3.4. Se D é um divisor sobre a esfera de Riemann com deg(D) > 0, entao,

pelo Corolario 3.2.2, o sistema linear completo |D| é livre de pontos de base.

Exemplo 3.3.5. Se D é um divisor sobre um toro complexo com deg(D) > 1, entao, pelo

Corolério 3.2.4, o sistema linear completo |D| é livre de pontos de base.

Lema 3.3.4. Seja ) C |D| um sistema linear sobre uma superficie de Riemann X. Seja
V' o subespago vetorial de £(D) correspondente a (). Entao, um ponto p € X é um ponto
de base do sistema linear @ se, e somente se, V' C L(D —p). Em particular, p é um ponto
de base do sistema linear completo |D| se, e somente se, L(D — p) = L(D).

Na forma contrapositiva desta afirmacao, um ponto p € X nao é um ponto de base

do sistema linear () se, e somente se, existe f € V tal que ord,(f) = —D(p).

Demonstragao. Ja haviamos notado que Q = {div(f)+ D | f € V}. Entao, p é um ponto
de base do sistema linear @) se, e somente se, div(f) + D > p, para toda f € V. Como
toda fungao f ja pertence a L£(D), temos div(f) + D > 0, e entdo a ultima condigao é
equivalente a ter f € L(D — p). [ ]

Vimos que sobre uma superficie de Riemann compacta, o espago £(D) tem dimensao

finita. Entao, o lema anterior juntamente com o Lema 3.3.2 fornece:

Proposicao 3.3.8. Seja D um divisor sobre uma superficie de Riemann compacta X.
Entao, um ponto p € X é um ponto de base do sistema linear completo | D| se, e somente
se, dim £L(D — p) = dim £(D). Assim, o sistema linear completo |D| é livre de pontos de
base se, e somente se, dim £(D — p) = dim £(D) — 1, para todo ponto p € X.

Os Exemplos 3.3.4 e 3.3.5 podem ser verificados mais facilmente com a proposicao

anterior, agora utilizando o Corolario 3.3.2 e a Proposicao 3.3.7, respectivamente.

Lema 3.3.5. Seja ) C |D| um sistema linear sobre uma superficie de Riemann X, livre
de pontos de base. Entao, para todo ntimero finito de pontos p1,ps,...,p, € X, existe

um divisor E € @ tal que p; € supp(FE), para todo i = 1,2,...,n.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre n. Para n = 1, como @ ¢é livre de
pontos de base, existe F € @ tal que E(p;) = 0, o que é o mesmo que p; & supp(E).
Faca a hipotese de inducao, assumindo que o lema é verdadeiro para quaisquer n —1 > 1
pontos py, pa, - .., pp € X. Por tal hipdtese, existe £y € @ tal que p; & supp(E}), para todo
i=1,2,...,n— 1. Seja Ey € Q tal que p, & supp(FEs). Digamos que E; = div(f) + D
e Fy = div(g) + D, onde f,g € L(D). Escolhendo ¢ € C* adequadamente, o divisor
E=div(f+cg)+ D € Q é tal que p; € supp(F), para todo i =1,2,...,n. [ ]
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3.3.8 Como Remover Pontos de Base?

Descreveremos agora o processo de remocgao de pontos de base de um sistema linear
completo. Suponha que |D| é um sistema linear completo com pontos de base. Seja F' o
divisor tal que F(p) = min{E(p) | E € |D|}. Claramente |D| = F + |D — F|, e ainda,
o sistema linear completo |D — F| é livre de pontos de base. De fato, seja p um ponto
qualquer. Tome E € |D| tal que F(p) = E(p). Entdao E — F € |D — F| e nao satisfaz
E—F >p.

O divisor F' é chamado de parte fiza de |D|, e o sistema linear completo |D — F| é
chamado de parte removida de |D].

Um fato interessante no resultado desse processo é que os espacos de funcoes mero-

morfas associados aos divisores D — F' e D nao se alteram:

Lema 3.3.6.Se F é a parte fixa de um sistema linear completo |D|, entao

L(D — F) = L(D).

Demonstracao. Como F' ¢ efetivo, temos D — F' < D, e entao L(D — F) C L(D). Para
a inclusdo contréria, seja f € L£(D). Como div(f) + D > 0, temos div(f) + D € |D| =
F + |D — F|. Escreva div(f) + D = F + E, para algum divisor F € |D — F|. Entao
div(f) + (D — F) = E > 0, donde segue que f € L(D — F). n

3.4 Mergulhos

Estaremos interessados em definir mapas de uma superficie de Riemann X para um
espaco projetivo P, de modo que X seja mergulhada holomorficamente em P" como
uma curva projetiva suave. Feito isso, poderemos utilizar as ferramentas da geometria

algébrica para compreender melhor a superficie de Riemann X.

Definicao 3.4.1. Seja X uma superficie de Riemann. Um mapa ¢ : X — P™ é holomorfo
em p € X se existem fungoes holomorfas gg, g1, . . ., g, sobre uma vizinhanca U de p, nao
todas nulas em p, tais que ¢(z) = [go(x) : g1(x) : -+ : go(2)], para todo x € U. Diremos

que ¢ é holomorfo sobre X se ¢ é holomorfo em todo ponto de X.

Podemos utilizar fung¢oes meromorfas sobre uma superficie de Riemann X para definir
mapas holomorfos para P". Escolha uma (n + 1)-upla f = (fo, f1,.-., fn) de fungoes
meromorfas sobre X, nao todas nulas. Sobre o conjunto X dos pontos p € X que nao sao

zeros comuns das funcoes f; e nem pélo de nenhuma delas, temos definida a aplicagao

o X — P
p — ¢p(p) = [fop): filp) : - fulp)]-
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Lema 3.4.1. A aplicacao ¢y estende-se para um mapa holomorfo sobre toda a superficie

de Riemann X.

Demonstracao. Seja p € X e k = min{ord,(f;) | 0 < i < n}. Pela discrigdo dos zeros e
polos de uma funcao meromorfa, podemos supor que numa vizinhanca de p nao existem
zeros comuns das f; e nenhum polo de nenhuma delas, exceto possivelmente em p. Assim,
se z é uma coordenada local centrada em p, entao f;(z) é uma fungao holomorfa numa
vizinhanca reduzida U \ {z = 0}, e mais, nessa vizinhanca nio existe um zero comum das

fungoes f;(z). Portanto, para z # 0 temos

¢r(2) = [folz): fi(z) : -+t ful2)]
= [7Ff(2) 2 fi(z) s 2R f(2)]
= [90(z) : q1(2) + -+ 2 gu(2)],

onde g;(z) = 27 f;(2), 0 < i < n, é holomorfa sobre toda a vizinhanca U de p. Deste
modo, o valor de ¢; estd bem definido em p, e é ¢¢(p) = [g0(0) : ¢1(0) : -+ : g,(0)].
Realizando este processo quantas vezes forem necessérias, estendemos ¢y para um mapa

holomorfo sobre toda a superficie de Riemann X. ]

Proposigao 3.4.1. Sejam X uma superficie de Riemann e ¢ : X — P" um mapa holo-

morfo. Entdo existe uma (n + 1)-upla f = (fo, f1,..., fa) de fun¢des meromorfas sobre
X tais que ¢ = ¢y. Mais ainda, se existem duas (n + 1)-uplas f = (fo, f1,...,fn) €
g = (90,91, - - -, gn) de funcoes meromorfas sobre X tais que ¢; = ¢,, entdo existe uma

funcao meromorfa A sobre X tal que g; = \f;, para todo .

Demonstra¢ao. Por meio de uma reordenacao das coordenadas homogéneas [y : zp :
. x,] de P™, podemos supor que g nao é identicamente nula sobre a imagem ¢(X).
Para 0 < i < n, defina fungoes f; sobre X como sendo a composigao f; = (x;/x) o ¢.
Claramente estas fungoes f; sao meromorfas, pois xy nao é identicamente nula sobre ¢(X).
Como ¢ = ¢y, onde f = (fo, f1,..., fn), fica provada a primeira parte da proposigao.
Agora suponha que ¢y = ¢,. Entao [fo(p) : fi(p) : -+ : fu(®)] = [90(p) : 1 (p) : - :
gn(p)], para todos os pontos de p € X que nao sao zeros comuns das f; e g;, e nem polo de
nenhuma delas. Portanto, existe A(p) € C* tal que g;(p) = A(p) fi(p), para todo i. Como
ao menos uma das fungdes f; é ndo-nula, digamos f;, a fungdo A = g¢;/f; é meromorfa

sobre X, o que conclui a prova. ]

De fato, a proposicao anterior nos mostra que temos a seguinte correspondéncia:

{ mapas holomorfos

5. X s P } L P(M(X)™).
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Definicao 3.4.2. Sejam X uma superficie de Riemann e ¢ : X — P" um mapa holomorfo
definido por ¢ = [fo : f1: -+ : fu]. Diremos que a imagem de ¢ é nao-degenerada, se ¢p(X)
nao estd contida em nenhum hiperplano de P, ou equivalentemente, se { fo, f1,.., fu} é

um conjunto linearmente independente.

O motivo de tal definicao é devido ao fato de que todo hiperplano H de P" é isomorfo

a P"! via um isomorfismo linear.

Definicao 3.4.3. Sejam X uma superficie de Riemann e ¢ : X — P" um mapa holomorfo
sobre X. Diremos que ¢ é um mergulho de X em P", ou simplesmente um merqulho, se

¢ ¢ um isomorfismo sobre sua imagem, a qual é uma curva projetiva suave em P".

3.4.1 Sistema Linear de um Mapa Holomorfo

Seja X uma superficie de Riemann. Um mapa holomorfo ¢ : X — P" possui um
sistema linear associado, e a construcao deste ¢ feita da seguinte maneira:

Suponha que ¢ = [fo : f1 : -+ : fu], onde cada f; é uma fun¢ao meromorfa sobre X.
Seja D o divisor definido por D(p) = —min{ord,(f;) | 0 < i < n}. Como div(f;) > —D,
temos f; € L(D), para todo 7. Assim, Vi = (fo, f1,..., fu) = {Doipaifi | @ € C} é um
subespago vetorial de L(D). Logo, a projetivizacao P(Vy) de V; é um subespaco linear, e
corresponde ao sistema linear |¢| = {div(g) + D | g € V;} C |D].

O lema a seguir garante que |¢| ndao depende da escolha de f.

Lema 3.4.2. O sistema linear |¢| ndo depende da particular n-upla f = (fo, f1,..., fa)

usada para definir o mapa ¢.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢ é também definida por ¢ = [go : g1 : - : ¢n], onde
cada g; ¢ uma funcao meromorfa sobre X. Pela Proposi¢ao 3.4.1, existe uma fungao
meromorfa \ sobre X tal que g; = Af;, para todo i. Sejam D e D’ divisores definidos
por D(p) = —min{ord,(f;) | 0 < i < n} e D'(p) = —min{ord,(g;) | 0 < i < n}. Como
div(g;) = div(A) + div(fi), temos D’ = D — div(A), ou seja, D ~ D'. Logo, |D| = |D'|.
Para verificarmos a igualdade entre |¢¢| e |¢,], seja div(}_r_, a;g;) + D' € |¢,4]. Como

=0 i=0

1=0

1=0
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concluimos que |¢4| C |¢y|. Esta mesma igualdade mostra também a inclusdo contraria,

e que portanto, [¢s| = |¢,|. |
Este lema nos permite fazer a seguinte definicao:

Definigao 3.4.4. O sistema linear do mapa holomorfo ¢ : X — P" é o sistema linear |¢|,

definido anteriormente.

No préximo lema, temos a primeira propriedade de um sistema linear de um mapa

holomorfo para P".

Lema 3.4.3. Seja X um superficie de Riemann. O sistema linear |¢| de um mapa holo-

morfo ¢ : X — P" é livre de pontos de base.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢ = [fo: f1: -+ : fu], onde cada f; é uma fungao meromorfa
sobre X. Seja D o divisor definido por D(p) = —min{ord,(f;) | 0 < i < n}. Fixe
p € X e suponha que D(p) = —ord,(f;). Temos E = div(f;) + D € |¢|, mas E(p) =
ord,(f;) + D(p) = 0. Logo, |¢| é livre de pontos de base. u

3.4.2 Divisores Hiperplanos de um Mapa Holomorfo

O que veremos nesta subsecao, é na verdade um método alternativo para definirmos
o sistema linear de um mapa holomorfo para P". Esse método baseia-se na construcao de
divisores hiperplanos associados ao mapa holomorfo, o qual passamos a descrever.

Sejam X uma superficie de Riemann e ¢ : X — P um mapa holomorfo. Seja também
H : L = 0 um hiperplano em P", ou seja, H é o conjunto dos zeros em P" do polinémio
linear homogéneo L € Clzg, 1, ...,x,]. Suponha que X ¢ H, mas que possivelmente
XNH # (). Para cadap € X, tome M € Clzg, z1,...,2,] tal que M(é(p)) # 0. A funcao
h = (L/M) o ¢ é claramente holomorfa numa vizinha de p, pois M (¢(p)) # 0.

Definimos um divisor ¢*(H) por ¢*(H)(p) = ord,(h). Este divisor ndo depende da
escolha de M, pois se M’ é outro polindomio com as mesmas propriedades de M, entao,
como L/M' = (L/M)(M/M’), temos

ord, ((L/M') 0 ) = ord,((L/M) 0 6) + ord, (M/M') 0 §) = ord,((L/M) o 6).

Note que, como h é holomorfa em p, temos ¢*(H)(p) > 0, e ¢*(H)(p) > 0 se, e somente
se, ¢(p) € H.

Definigao 3.4.5. Um divisor hiperplano do mapa ¢ é um divisor do tipo ¢*(H).
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Lema 3.4.4. Seja ¢ : X — P™ um mapa holomorfo sobre uma superficie de Riemann X,
definido por ¢ = [fo : fi:---: fu]. Sejam também H : L =" ;a;x; = 0 um hiperplano
em P" e D o divisor definido por D(p) = —min{div(f;) | 0 < ¢ < n}. Se ¢(X) ¢ H,

entao

¢*(H) = div <Z aifi) +D

i=0
Em particular, se a imagem de ¢ é nao-degenerada, entao o conjunto dos divisores hiper-

planos ¢*(H) de ¢ forma o sistema linear |¢| de ¢.

Demonstracao. Fixe p € X e suponha que ord,(f;) = —D(p) < ord,(fi), para todo i.
Entao a coordenada z; nao se anula em p, e entao podemos tomar M = z; para definirmos
o divisor hiperplano ¢*(H). A funcéo h = (L/M) o ¢ é entdao h = (3., a;fi)/ f;, a qual

é nao identicamente nula numa vizinhanga de p, pois ¢(X) ¢ H. Logo,

¢"(H)(p) = ordy(h)

= ord, (Za%) ord,(f;)
= ord, (Z aifi) + D(p),

=0

como afirmado. ]

3.4.3 Como Definir Mapas Holomorfos via Sistemas Lineares?

Na Subsecao 3.4.1 vimos que todo mapa holomorfo para P" possui um sistema linear
associado, e este é livre de pontos de base. E entdo natural nos perguntarmos se todos
sistemas lineares livre de pontos de base estao associados a algum mapa holomorfo. A

resposta para essa pergunta é positiva, como mostra a proxima proposicao.

Proposigao 3.4.2. Seja @) C |D| um g} sobre uma superficie de Riemann compacta X.
Entao existe um mapa holomorfo ¢ : X — P" com imagem nao-degenerada e tal que

|¢| = Q. Mais ainda, ¢ é tinica a menos de mudanga de coordenadas projetiva.

Demonstrag¢ao. Seja V' o subespago vetorial de £(D) correspondente ao sistema linear ().
Entao Q = {div(f) + D | f € V}. Se {fo, f1,--., fu} ¢ uma base para V, entao o mapa
holomorfo ¢ = [fo: f1:---: f,] tem imagem nao-degenerada e |¢| =

Agora suponha que ¢ = [go : ¢1 : --- : gn] ¢ um mapa holomorfo com as mesmas
propriedades de ¢. Se D’ ¢é o divisor definido por D'(p) = —min{div(g;) | 0 <i < n} e
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V' =90, 91+ 9n) = {D i @igi | a; € C}, entao |¢'| = {div(g) + D’ | g € V'}. Como,
por hipdtese ¢ e ¢’ tém imagens nao-degeneradas, e ainda |¢| = |¢|, podemos realizar uma
mudanga de coordenadas projetiva de tal maneira que div(f;) + D = div(g;) + D', para
todo 4. Assim, div(f;/g;) = D' — D, para todo 7, o que significa que os quocientes f;/g;
diferem apenas por fator constante. Multiplicando as fungoes g; por fatores constantes
nao-nulos, podemos supor que existe uma fun¢ao meromorfa h sobre X tal que h = f;/g;,

para todo i. Portanto, ¢ = ¢’ a menos de mudanca de coordenadas projetiva. [

Estabelecemos assim, a seguinte correspondéncia:

gy sobre uma superficie de mapas holomorfos
. 1-1
Riemann compacta X, > p: X —P"
livres de pontos de base com imagem nao-degenerada

Daremos uma atencao maior para mapas holomorfos definidos a partir de sistemas
lineares completos. Denotaremos por ¢p o mapa holomorfo para P™ associado ao sistema

linear completo |D| livre de pontos de base.

3.4.4 Critérios para ¢p ser um Mergulho

Vamos estabelecer critérios para que um mapa holomorfo ¢p seja um mergulho. O
primeiro passo é verificar sobre quais condigoes, necessarias e suficientes, o mapa ¢p é

injetivo.

Lema 3.4.5. Sejam X uma superficie de Riemann e | D| um sistema linear completo sobre
X, livre de pontos de base. Fixado p € X, existe uma base { fo, fo}a para L(D) tal que
ord,(fo) = —D(p) e ord,(f,) > —D(p), para todo a.

Demonstragao. Seja {fo}o uma base para £(D — p). Entao ord,(f,) > —(D(p) — 1) >
—D(p), para todo a. Como o sistema linear completo |D| é livre de pontos de base, pelo
Lema 3.3.4 temos L(D — p) # L(D), e entdo, pelo Lema 3.3.2 temos codim £(D —p) =1
em L(D). Portanto, podemos estender a base {f,}o de L(D — p) para uma base para
L(D), simplesmente acrescentando uma funcao fy € L(D) \ L(D — p). Para esta fungao
fo temos ord,(fo) = —D(p), pois caso contrario terfamos ord,(fy) > —D(p), e entdo
fo € L(D — p), contrariando a escolha de fj. [ ]

Proposicao 3.4.3. Sejam X uma superficie de Riemann compacta e |D| um sistema
linear completo sobre X, livre de pontos de base. Se p,q € X com p # q, entdao ¢p(p) =
®p(q) se, e somente se, L(D —p—q) = L(D —p) = L(D — q). Assim, ¢p é injetivo se, e
somente se, para todos p,q € X com p # ¢, tem-se dim L(D — p — q) = dim L(D) — 2.
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Demonstracao. Primeiramente, note que uma mudancga de base para o espaco vetorial
L(D) é uma mudanga de coordenadas projetiva, e portanto, as coordenadas do mapa
¢p sofrem apenas uma mudanca linear. Por esta razao, podemos provar a proposicao
usando qualquer base para £(D). Escolheremos uma base para £(D) com as propriedades
descritas no Lema 3.4.5. Com esta base, temos ¢p(p) = [1 : 0 : --- : 0]. Portanto,
¢p(p) = ¢p(q) se, e somente se, ¢p(q) = [1 : 0 : --- : 0], ou equivalentemente, se
ord,(fo) < ord,(f;), para todo i > 1. Esta tltima condic@o ¢é equivalente a ter ord,(fy) =
—D(p) e ord,(fi) > —D(p), para todo i > 1, pois o sistema linear completo |D| é livre
de pontos de base (veja Lema 3.3.4). E esta condigdo é o mesmo que ter {f1, fa, ..., fu}
uma base para L(D — q). Mas esta base foi escolhida como base para L(D — p); portanto,
esta condigao ocorre se, e somente se, L(D — p) = L(D — q).

A segunda igualdade entre os espacos de fungoes meromorfas ocorre simultaneamente
a igualdade £(D — p) = L(D — q). De fato, provamos no pardgrafo anterior que todo
funcdo f € L(D) com ord,(f) > —D(p) satisfaz também ord,(f) > —D(q). Logo,
L(D —p) C L(D —p—q), pois p # q, donde segue a igualdade afirmada. Portanto,
¢p(p) = ¢p(q) se, e somente se, L(D —p—q) = L(D —p) = L(D —q).

Como o sistema linear |D| é livre de pontos de base, pela Proposigao 3.3.8 temos
dim £(D — p) = dim L(D — q) = dim £(D) — 1. Portanto, pelo Lema 3.3.2 a dimensao
dim £(D —p — q) é igual a dim £(D) — 1 ou dim £(D) — 2. Se ¢p ¢é injetivo, entao pelo
0 que provamos no primeiro pardgrafo, dim £(D — p — q) # dim £L(D — p), para todos
p,q € X, eentdao dim L(D—p—q) = dim L(D)—2. Reciprocamente, se dim £L(D—p—q) =
dim £(D) — 2 entdao L(D —p—q) # L(D —p) # L(D), para todos p,q € X, e entdo ¢p ¢

injetivo. [

Apenas a hipdtese de injetividade nao é suficiente para que um mapa holomorfo para

P" seja um mergulho. De fato, o mapa

p: C — P2
z — [1:2%: 27

é holomorfo e injetivo, mas nao é um mergulho de C em P2, pois a sua imagem nao é
uma curva projetiva suave: em z = 0, a tnica coordenada homogénea nao-nula em P? é
7o = 1, e nenhum dos quocientes x1/xy = z? e x9/xy sao coordenadas locais préximo a
z=0.

A condicao para que, ao menos localmente, a imagem de um mapa holomorfo para P

seja uma curva projetiva suave, é estabelecida segundo o préximo lema.

Lema 3.4.6. Sejam X uma superficie de Riemann compacta e |D| um sistema linear
completo sobre X, livre de pontos de base. Suponha que o mapa ¢p é injetivo e fixe

p € X. Entao, proximo a ¢p(p), a imagem de ¢p é uma curva projetiva suave se, e
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somente se, L(D — 2p) # L(D — p).

Demonstra¢ao. Podemos supor que ¢ = [fy: f1:---: fo], com {fo, f1,..., fn} uma base
para £(D) com as propriedades descritas no Lema 3.4.5. Se, proximo a p, a imagem de ¢p
é uma curva projetiva suave, entdo existe j tal que f;(p) # 0, todos os quocientes f;/f;
sdo holomorfos em p, e para algum i, o quociente f;/f; é uma carta sobre X proximo a
p. Temos entdo, ord,(f;) — ord,(f;) = ord,(fx/f;) > 0, para todo 0 < k < n, donde
segue que f; = fo, pela escolha escolha da base para £L(D). Como f;/fo é uma carta sobre
X préximo a p, temos ord,(f;/fo) = 1, donde segue que ord,(f;) = —D(p) + 1, ou seja,
fi€ L(D —p)\ L(D —2p). Portanto, L(D — 2p) # L(D — p).

Reciprocamente, se L(D — 2p) # L(D — p) entao existe f; € L(D — p) \ L(D — 2p),
onde 1 < ¢ < n (lembre-se de que {f1, fa,..., fn} é uma base para L(D — p)); logo,
ord,(f;) = —D(p) + 1. Multiplicando as coordenadas de ¢p pelo fator zP®) obtemos
novas coordenas gy para ¢p tais que go(p) # 0, todos os quocientes gi/go sao holomorfos
em p, e g;/go é uma carta sobre X proximo a p. Portanto, proximo a p, a imagem de ¢p

é uma curva projetiva suave em P". [

Proposicao 3.4.4. Sejam X uma superficie de Riemann compacta e |D| um sistema
linear completo sobre X, livre de pontos de base. Entao, o mapa holomorfo ¢p ¢ injetivo
e um isomorfismo sobre sua imagem (a qual é uma curva projetiva suave em P") se, e

somente se, dim £(D — p — q) = dim £(D) — 2, para todos p,q € X.

Demonstragao. Seja p € X. Pelo Lema 3.3.2, temos L(D — 2p) = L(D — p) ou
codim £(D —2p) =1 em L(D — p). Como o sistema linear completo |D| é livre de pontos
de base, pelo Lema 3.3.4 temos codim £L(D — p) = 1 em L£(D). Essas duas observagoes

juntamente com a Proposicao 3.4.3 e o Lema 3.4.6 provam a proposicao. [

Definicao 3.4.6. Diremos que um divisor D é muito amplo se o seu sistema linear com-

pleto |D| é livre de pontos de base e ¢p é um mergulho.

Os dois exemplos a seguir sao facilmente verificados calculando a dimensao do espaco

L(D) e aplicando a Proposigao 3.4.4.

Exemplo 3.4.1. Todo divisor D sobre a esfera de Riemann, com deg(D) > 0, é muito

amplo.

Exemplo 3.4.2. Todo divisor D sobre um toro complexo, com deg(D) > 3, é muito

amplo.

3.4.5 Grau da Imagem de um Mapa Holomorfo para P”

Quando ¢ : X — P™ é um mergulho de uma superficie de Riemann X num espacgo pro-

jetivo IP", este pode ser considerado um mapa holomorfo entre as superficies de Riemann
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X e ¢(X), e portanto possui um grau definido. A curva projetiva suave ¢(X) também
possui um grau definido, e este é o grau de um de seus divisores hiperplanos. Esses dois

graus relacionam-se com o grau de um divisor hiperplano de ¢, vejamos:

Proposicao 3.4.5. Sejam ¢ : X — P" um mapa holomorfo sobre uma superficie de
Riemann X, e H : L = 0 um hiperplano de P". Suponha que ¢ é um mergulho, isto é,

que a imagem Y = ¢(X) de ¢ é uma curva projetiva suave. Entao

deg(¢"(H)) = deg(¢) deg(Y),

onde deg(¢) denota o grau do mapa ¢ : X — Y. Em particular, se D é um divisor muito

amplo sobre X, entao

deg(dp(X)) = deg(D).

Demonstracao. E uma simples e direta observacgao a veracidade da relacao

¢*(H)(p) = mult,(¢) div(L)(¢(p)),

para todo p € X. Desta relacao, conclui-se a primeira igualdade da proposicao:

deg(¢™(H)) = > ¢"(H)(p)

peX

= > mult,(¢) div(L)(¢(p))

peX

= > [ Y mult,(¢)div(L)(q)

q€Y \peo—1(q)

= D div(L)(q) Y mult,(¢)

qeYy ped~1(q)

= ) div(L)(q) deg(¢)

= deg(¢) deg(div(L))
= deg(¢) deg(Y).

Para a segunda parte da assercao, temos deg(¢p) = 1 e, pelo Lema 3.4.4, deg(¢},(H)) =
deg(D), donde segue a segunda igualdade. ]



CAPITULO 4

Curvas Algébricas e Teorema de

Riemann-Roch

4.1 Curvas Algébricas

E um resultado nao-trivial que toda superficie de Riemann compacta possui funcoes
meromorfas nao-constantes. Este resultado é de fundamental importancia na prova de que
toda superficie de Riemann compacta é uma variedade algébrica. O Teorema de Riemann-
Roch, bem como a conexao entre variedades analiticas e algébricas que veremos neste
trabalho, serao apresentados sobre a hipotese de uma superficie de Riemann compacta

possuir muitas funcoes meromorfas nao-constantes.

4.1.1 Definicao de Curva Algébrica

Sejam X uma superficie de Riemann compacta, f uma funcao meromorfa sobre
X, e p € X. Diremos que f tem multiplicidade 1 em p se f é holomorfa em p e
ord,(f — f(p)) = 1, ou se f tem um pdlo simples em p. Note que estas condigbes sao
equivalentes a ter mult,(F') = 1, onde F' é o mapa holomorfo associado a f.

A fim de uma superficie de Riemann compacta possuir muitas funcoes meromorfas

nao-constantes, definiremos curva algébrica da seguinte maneira:

Definigao 4.1.1. Seja S um conjunto de fungdes meromorfas sobre uma superficie de
Riemann compacta X. Diremos que S separa pontos de X se, para todos p,q € X
com p # ¢, existe uma fungao meromorfa f € S tal que f(p) # f(q). Diremos que S

separa tangentes de X se, para todo p € X existe uma funcao meromorfa f € S com

95
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multiplicidade 1 em p. Uma superficie de Riemann compacta X é uma curva algébrica se

o seu corpo de fungoes meromorfas M (X) separa pontos e tangentes de X.

Esta definicao de curva algébrica nao ¢ muito comum nas literaturas. Embora a
definicao que apresentamos é exclusiva para o corpo dos nimeros complexos, esta se
generaliza para variedades de dimensao superior a 1. Na verdade, esta é a verdadeira
razao de tal definicao. E por este motivo que a terminologia “separar tangente” é melhor
compreendida em dimensoes superiores, vejamos. Suponha que F': X — Y é um mapa
holomorfo entre variedades complexas. A derivada de F' num ponto p € X é uma aplicacao
linear F” do espago tangente a X em p para o espago tangente a Y em F'(p). Dizer que
F separa tangentes de X significa que F’ é injetiva. Quando X é uma superficie de
Riemann compacta, uma funcao meromorfa f sobre X, definida num ponto p € X, pode
ser vista como um mapa holomorfo F': X — C,, o qual, em termos de coordenadas locais
centradas em p e em F(p), é uma fungao holomorfa g : C — C tal que g(0) = 0. Como
os espagos tangentes téem dimensao complexa 1, a derivada de g em 0 é simplesmente a
multiplicacao por um escalar ¢’(0). Portanto, f separa tangentes em p se ¢'(0) # 0, o que
é equivalente a ter mult,(F') = 1.

Sejam X uma superficie de Riemann compacta e p € X. Se f é uma funcao meromorfa
sobre uma superficie de Riemann X, tal que ord,(f— f(p)) = 1, entdo f é uma coordenada
local préximo a p. Portanto, M(X) separa tangentes de X se, e somente se, em todo
ponto p € X existe uma coordenada local préxima a p que se estende para uma fungao

meromorfa sobre X.

Exemplo 4.1.1. Toda curva projetiva suave X C P™ é uma curva algébrica. De fato,
se p,qg € X e p # ¢, entdo ao menos uma das funcoes meromorfas x;/z; separam p e
g. Como X é uma curva projetiva suave, em todo ponto p € X existe um quociente de
coordenadas homogéneas z;/x; que pode ser utilizado como uma coordenada local sobre
X préxima a p. Como este quociente se estende para uma funcao meromorfa sobre X,

concluimos que M(X) separa tangentes de X. Portanto, X é uma curva algébrica.

Exemplo 4.1.2. Todo toro complexo X = C/L é uma curva algébrica.

4.1.2 Funcoes Meromorfas com Truncamentos de Laurent Es-
pecificos
Utilizando as funcoes meromorfas que separam tangentes de uma curva algébrica, nao

s6 podemos construir muitas outras fungoes meromorfas, como também, especificar seu

comportamento numa quantidade finita de pontos.

Lema 4.1.1. Sejam X uma curva algébrica e p € X. Entao, para todo inteiro m existe

uma fungdo meromorfa f sobre X com ord,(f) = m.
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Demonstra¢ao. Como X é uma curva algébrica, existe uma fungao meromorfa g sobre X
tal que g é holomorfa em p e ord,(g — g(p)) = 1, ou g tem um polo simples em p. No
primeiro caso tome f = (g — g(p))™, e no segundo tome f = 1/¢™. Em ambos os casos,

temos ord,(f) = m. u

Um polinémio de Laurent r(z) = Y » a;z* é um truncamento de Laurent de uma
série de Laurent h(z) se h(z) = r(z)+t. 0. m., ou equivalentemente, se h —r possui apenas

termos de ordem maior do que n.

Lema 4.1.2. Sejam X uma curva algébrica e p € X. Fixe uma coordenada local z
préxima a p. Entao, para todo polinémio de Laurent r(z) existe uma fungdo meromorfa
f sobre X cuja série de Laurent em torno de p com respeito a z tem r(z) como um
truncamento de Laurent.

Demonstragao. Escreva r(z) = Z:‘:m a;z*, com a,y,, a, # 0. Faremos a prova por inducao
sobre o nimero de termos de r, ou seja, sobre m —n + 1. Se r(z) = a,,2™ entao, pelo
Lema 4.1.1 existe uma funcao meromorfa f sobre X com ord,(f) = m. A menos de fator
constante, f é a fungdo desejada. Suponha agora que r(z) tem k termos. Seja h uma
funcao meromorfa sobre X cuja série de Laurent em torno de p com respeito a z tem

™ como um truncamento de Laurent. Considere o truncamento de Laurent s(z) da

A2
série h(z) — r(z), com termos de grau até n. Este truncamento possui no maximo k — 1
termos, pois h(z) e r(z) possuem o mesmo termo de menor grau a,,z™. Pela hipdtese de
indugao, existe uma funcao meromorfa g cuja série de Laurent em torno de p com respeito
a z tem s(z) como um truncamento de Laurent. Portanto, a série de Laurent da fungao

f = h—gem torno de p com respeito a z tem 7(z) como um truncamento de Laurent. m

Lema 4.1.3. Seja X uma curva algébrica. Entao, para todo nimero finito de pontos

D, q1,q2, - - -, qn € X, existe uma funcao meromorfa f sobre X com um zero em p e pdlos

€M q1,42,---,qn-

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre n. Para n = 1, seja g uma funcao
meromorfa sobre X tal que g(p) # g(¢q1). Substituindo g por 1/g, se necesséario, podemos
supor que p nao é um pélo de g, e substituindo g por g—g(p), se necessario, podemos supor
que p é um zero de g. Se ¢; é um pdlo de g, finalizamos; caso contrério, f = g/(9 — g(q1))
possui um zero em p e um poélo em ¢;. Seja g uma fungao meromorfa sobre X com um
zero em p e polos em qq,qa,...,q,—1. Seja também, h uma funcao meromorfa sobre X
com um zero em p e um poélo em ¢,. Afirmamos que a funcao f = g + ™, para m
suficientemente grande, tem as propriedades descritas no lema. De fato, para m > 0 a
funcao f possui um zero em p. Fixe ¢;, com ¢ < n — 1. Se h é holomorfa em ¢;, entao f
possui um pélo em g;, para todo m > 0. Se h possui um pdlo em ¢g;, tome m > 0 de modo
que ord,, (h™) < ord,,(g). Assim, f possui um pélo em ¢;. Para ¢,, o comportamento da

funcao g nao importa. Para m > 0 suficientemente grande, f possui um pélo em ¢,. m
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Corolario 4.1.1. Seja X uma curva algébrica. Entao, para todo nimero finito de pontos
D, q1,q2,---,qn € X, e todo inteiro m > 1, existe uma funcao meromorfa f sobre X com
ord,(f — 1) > m e ord,(f) > m, para todo 7, 1 <i < n.

Demonstracao. Pelo Lema 4.1.3, existe uma funcao meromorfa g sobre X com um zero

em p e pélos em qi,¢qo, ..., q,. Defina f =1/(1+ ¢g™). Temos

Ordp(f - 1) == Ordp (1j}—ggm> = Ordp<gm) — Ordp(l =+ gm) Z m—0=m

1
ordy (1) = ondy (1 ) = 0rdy (1) =y (14 67) = 0 = mondy () > m,

para todo 7, 1 <7 < n. Portanto, f é uma funcao meromorfa sobre X com as propriedades

descritas no lema. ]

Lema 4.1.4 (Aproximagao de Séries de Laurent). Sejam X uma curva algébrica e
P1, P2, ..., pn € X. Fixe 21, 29, ..., 2, coordenadas locais sobre X préximas a pi, pa, ..., Dn,
respectivamente. Entao, para quaisquer polinomios de Laurent r1(z1),7r2(22), ..., 70 (2n)
existe uma fungao meromorfa f sobre X tal que, para todo ¢z, 0 <1¢ < n, a série de Laurent

de f em torno de p; com respeito a z; tem r;(z;) como um truncamento de Laurent.

Demonstracao. Seja N = 1+ max{deg(r;) | 1 < i < n}. Para que a série de Laurent
de uma fun¢do meromorfa f em torno de p; com respeito a z; tenha r;(z;) como um
truncamento de Laurent, é necessario e suficiente que ord,,(f —r;) > N. Pelo Lema 4.1.2,
existem func¢oes meromorfas ¢, gs, ..., g, sobre X tais que, para cada i, 1 <1 < n, a
série de Laurent de g; em torno de p; com respeito a z; tem r;(z;) como um truncamento
de Laurent. Seja M = min{ord,,(¢g;) | 1 <4,j < n}. Pelo Lema 4.1.1, existem fungoes
meromorfas hy, ho, ..., hy, sobre X tais que ord,, (h; —1) > N — M e ordy, (h;) > N — M,
para todos i e j, 1 <i,j <nej#i Defina f=>"" gh;. A série de Laurent do termo

gih; em torno de p; com respeito a z; é uma expressao do tipo

ri(z;) + termos de ordem > N,

e para j # ¢, temos ord,, (g;h;) > N. Logo, ord,,(f —r;) > N, e portanto, f é uma funcao

meromorfa sobre X com as propriedades do lema. [

E importante notar que, embora consigamos uma funcao meromorfa com um com-
portamento esperado numa quantidade finita de pontos, nao temos controle nenhum da
funcao nos demais pontos; se a funcao é, ou nao, holomorfa nos demais pontos, nao

sabemos.
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Corolario 4.1.2. Seja X uma curva algébrica. Entao, para todo nimero finito de pontos
D1y P2y -y Pn € X, €My, Mo, ..., m, € Z, existe uma fungao meromorfa f sobre X tal que
ord,, (f) =my, 1 <i<n.

4.1.3 Grau de Transcendéncia do Corpo de Fungoes Meromorfas
M(X)

Nesta segao veremos algumas propriedades do corpo de fungdes meromorfas M (X) de
uma curva algébrica X. A primeira é sobre o grau de transcendéncia sobre os nimeros

complexos.

Proposicao 4.1.1. Se X é uma curva algébrica, entao o grau de transcendéncia do corpo

de fungoes meromorfas M(X) sobre C é

tr. deg(M(X)) = 1.

Demonstragao. Como X é uma curva algébrica, existe uma fungao f € M(X) néo-
constante, pois M(X) separa pontos de X. Entao, tr.deg(M(X)) > 1. De fato, se
tr.deg(M(X)) = 0 entdo M(X) é uma extensdo algébrica de C, e portanto, para toda
funcao f € M(X) existe um polinémio nao-nulo p € CJ[t] tal que p(f) = 0. Como C é um
corpo algebricamente fechado, devemos ter f € C. Mas assim, M(X) nao separa pontos
de X, uma contradicao.

Suponha tr.deg(M (X)) > 1. Entao existem f,g € M(X) algebricamente indepen-
dentes. Seja D um divisor sobre X tal que D(p) > max{div.(f)(p),dive(g)(p)}, para
todo p € X. Claramente, temos f,g € L£(D), e para todo inteiro n > 0 e todos i,j > 0
com i+ j < n, temos fig € L(nD). Como f e g sao algebricamente independentes, o
conjunto B = {f'¢’ | i,j7 > 0 e i+ j < n} é linearmente independente sobre C, donde
segue que dim £(nD) > #B = (n® + 3n + 2)/2. Por outro lado, pela Proposigao 3.3.5
temos dim £(nD) < 1+ deg(nD) = 1+ ndeg(D), pois D e nD sao divisores efetivos.
Mas para n suficientemente grande, esta cota superior é incompativel com a cota inferior
encontrada. Portanto, tr. deg(M (X)) = 1. u

Os lemas a seguir nos ajudarao a demonstrar que o corpo de fungdes meromorfas

M(X) de uma curva algébrica X é uma extensao finitamente gerada de C.

Lema 4.1.5. Sejam X uma curva algébrica e A € Div(X). Seja também, f uma fungao
meromorfa nao-constante sobre X e D = divy(f). Entao existem um inteiro m > 0 e
uma func¢ao meromorfa g sobre X tal que A — div(g) < mD. Mais ainda, g = r(f) para

algum polinémio r € C[t].
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Demonstra¢ao. Sejam py,pa,...,pr € supp(A) \ P(f) tais que A(p;) > 1 (se nao ex-
istem tais pontos, tome m = max{A(p),1 | p € X} e g = 1). Entao, para todo i,
1 <i <k, temos f(p;) € Ce f— f(p;) possui um zero em p;; mais ainda, P(f — f(p;)) =
P(f). Portanto, (f — f(p;))*®) possui um zero em p; de ordem no minimo A(p;), e
P((f — f(p:)A®)) € P(f). Portanto, o inteiro m = max{A(p) — div(g)(p) | p € X} e a

fungao g = Hle( f — f(p:))A®) satisfazem as propriedades descritas no lema. n

Corolario 4.1.3. Sejam X uma curva algébrica, f e g fungoes meromorfas nao-constantes
sobre X. Entdo, existem um inteiro m > 0 e um polinomio r € CJt] tais que

P(r(f)h) CP(f) er(f)h € L(mD), onde D = div(f).

Demonstracao. Pelo Lema 4.1.5, existe um inteiro m > 0 e um polinémio r € C[t] tais
que —div(h) — div(r(f)) < mD. Portanto, div(r(f)h) > —mD. Logo, P(r(f)h) C P(f)
er(f)h € L(mD). u

Lema 4.1.6. Sejam X uma curva algébrica, f uma funcao meromorfa nao-constante sobre
X e D =diveo(f). Suponha que [M(X) : C(f)] > k. Entao existe um inteiro mgy > 0 tal

que

dim L(mD) > (m — mg + 1)k,
para todo inteiro m > my.

Demonstra¢ao. Como [M(X) : C(f)] > k, existem g1, ¢2,...,9x € M(X) linearmente
independentes sobre C(f). Pelo Corolario 4.1.3, para cada i, 1 < i < k, existem um
inteiro m; > 0 e um polindémio nao-nulo r; € C[t] tais que P(h;) C P(f) e h; € L(m;D),
onde h; = 7;(f)g;. Claramente, as fungdes hy, ho, ..., h; sao linearmente independentes
sobre C(f), e hy,ha, ..., hx € L(moD), onde my = max{m; | 1 <i < k}. Como f € L(D),
para todo inteiro m > mg e todo i < m — myg temos fih/j € L(mD). Como estas fungoes
sao linearmente independentes sobre C, concluimos que dim £(mD) > (m — mqy + 1)k,

para todo inteiro m > my. ]

Proposicao 4.1.2. Se X é uma curva algébrica, entao o corpo de fungdes meromorfas

M(X) é uma extensao finitamente gerada do corpo C.

Demonstragio. Como X é uma curva algébrica, existe f € M(X) ndo-constante. E
suficiente provar que M(X) é uma extensao finitamente gerada do corpo C(f). Seja
D = divy(f). Afirmamos que [M(X) : C(f)] < deg(D). De fato, se [M(X) : C(f)] >
1 4 deg(D) entao, pelo Lema 4.1.6, existe um inteiro mgy > 0 tal que dim £(mD) > (m —
mo+1)(1+deg(D)), para todo inteiro m > my. Por outro lado, para todo inteiro m tal que
mD é efetivo, a Proposicao 3.3.5 nos diz que dim £L(mD) < 1+deg(mD) = 1+mdeg(D).

Mas para n suficientemente grande, esta cota superior é incompativel com a cota inferior
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encontrada. Portanto, [M(X) : C(f)] < deg(D), donde segue que M(X) é uma extensao

finitamente gerada do corpo C. ]

Ainda no contexto da demonstracao da proposicao anterior, podemos ser mais precisos

em relagdo ao grau da extensao de M(X) sobre C(f). Vejamos:

Proposicao 4.1.3. Seja X uma curva algébrica. Se f ¢ uma funcao meromorfa nao-

constante sobre X, entao

[(M(X) : C(f)] = deg(D),
onde D = dive(f).

Demonstra¢ao. Na demonstragdo da Proposicao 4.1.2, vimos que [M(X) : C(f)] <
deg(D). Resta-nos apenas mostrar que [M(X) : C(f)] > deg(D). Escreva D =>"" n; -
pi, com n; > 1. Pelo Coroléario 4.1.2, podemos obter um conjunto de fungoes meromorfas
B={g;j|1<i<n,1<j<n;}, onde cada fungao g;; possui um pélo em p; de ordem j
e ordem nula em todo pg, para k # i. Vamos mostrar que B é um conjunto linearmente
independente sobre C(f), e que portanto, [M(X) : C(f)] > #B = deg(D). Suponha que

existe uma relagao nao-trivial

Z Cz] gz] 7 com Cij(f) € C(f)

Podemos supor que cada ¢;; ¢ um polinomio em ois podemos multiplicar a relacao
J 9

pelo denominador de ¢;;(f). Note que, se ¢;; tem grau d entdao ordy, (c;;(f)) = —dny.

Tome iy e jo indices tais que o grau dy de ¢;;, ¢ o maior de todos (se existirem mais

indices com tal propriedade, tome aqueles cujo indice j é o maior de todos). Renumere

os coeficientes ¢;; de modo que iy = 1, e divida a relagao por ¢;y;,(f), obtendo assim, uma

nova relacao

Z dij(f)gij = 0,

com dyj, = 1 e todos os demais d;;( f) funcoes racionais em f com o grau do denominador
maior ou igual que o grau do numerador. Note que ord,, (d;;(f)) > 0.

Vamos analisar as ordens dos termos d;;(f)g;; em p;. Para i # 1 temos
ord,, (d;;(f)gij) > 0. Para i = 1 temos ordy, (di,(f)g;;) = ord,, (di;(f)) + ord,, (g:5) =
ordy, (d1;(f))
ord,, (di;,(f)gi;) = —jo < ordy, (d1;(f)gi;), para todo j # jo. Portanto, a série de Laurent

Da maneira que tomamos os indices ig e jg, podemos ver que

da soma Z -d;;(f)gi; em torno de p; possui um termo nao-nulo de ordem —jg, o que é
uma contradlgao, pois esta soma ¢ identicamente nula. Entao [M(X) : C(f)] > deg(D),

o que conclui a prova. [ ]
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4.2 Divisores de Truncamento de Laurent

O Lema de Aproximacoes de Séries de Laurent no motiva a definir um novo tipo de

divisor.

Definicao 4.2.1. Seja X uma superficie de Riemann. Para cada ponto p € X, fixe uma
coordenada local z, préxima a p. Um divisor de truncamento de Laurent sobre X ¢é uma

soma formal finita

Z rp<zp> P,

peX

onde 7,(%,) ¢ um polinémio de Laurent. Os divisores de truncamento de Laurent formam

um grupo com relagao a adi¢ao, denotado por 7 (X).

Normalmente, as coordenadas locais z, na expressao de um divisor de truncamento de
Laurent sao omitidas.

Seja X uma superficie de Riemann. A cada divisor D € Div(X) associamos um
subgrupo de T (X), definido por

T[D|(X) = {Z ry - p | deg(r,) < —D(p), para todo r, # 0} :

peX

Exemplo 4.2.1. Se D = 0 entao T[0](X) = {>_ cx mp'p | deg(r,) < 0, para todor, # 0}.

A seguir, definiremos algumas aplicagbes muito importantes entre os subgrupos
T[D](X) de T(X), as quais serao fundamentais na demonstragao do Teorema de Riemann-

Roch. A primeira é a aplicacao natural de truncamento

tp : T(X) — TI[D|(X)
dopex o P = D ex(rp — termos de ordem > —D(p)) - p.

A segunda é definida de maneira similar. Fixados Dy, Dy € Div(X) com D; < Dy, temos

definida a aplicagao truncamento

tpy s TIDI(X) — T[Da)(X)
ZpEX TP ZpGX (r, — termos de ordem > —Ds(p)) - p.
Claramente, estas duas aplicagoes, tp e tg;, sao homomorfismos de grupos.

Fixados D € Div(X) e f uma fun¢do meromorfa sobre X, temos também definida

uma aplicacao de multiplicacao
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pi o TIDIX) — TID —div(f)](X)
Yopex o P = Y ex(frp — termos de ordem > —D(p) + div(f)(p)) - p.

P . . ,  D—di
Esta aplicagao é na verdade um isomorfismo de grupos, e seu inverso ¢ j, It )

Por tltimo, a aplicagao truncamento de Laurent

ap: M(X) — TI[D|(X)
f — Zpexrp'pa

onde 7, é o truncamento de Laurent com termos de ordem menor que —D(p) da série de
Laurent de f em torno de p com respeito a coordenada local z, fixada. Claramente, esta
¢ uma aplicacao linear.

Note que, se Dy, Dy € Div(X) e D; < Ds, entao o diagrama

T[DF (X) <22 T1D5](X)

M(X)
é comutativo, isto é, ap, = tg; oap,. Note também que, se D € Div(X) e f é uma fungao
meromorfa sobre X, entao o diagrama

Ap—div(f)

M(X) TID — div(f)I(X)

.fT Tuf

M(X) TIDI(X)

ap

¢ comutativo, isto é, ps(ap(g)) = ap_daiv(s)(fg), para toda funcao g meromorfa sobre X.

A aplicacao ap estd diretamente relacionada com o espaco £(D): seja f uma fungao
meromorfa sobre X; temos f € ker(ap) se, e somente se, em todo ponto p € X, a série
de Laurent de f em torno de p com respeito a coordenada local z, fixada possui apenas

termos de ordem maior ou igual a —D(p), o que é equivalente a ter f € L(D). Portanto,
ker(ap) = L(D).

4.2.1 Espago H!(D)

Sejam X uma superficie de Riemann e D € Div(X). No Lema de Aproximacao de

Séries de Laurent, vimos como construir uma func¢ao meromorfa sobre X com trunca-
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mentos de Laurent especificos para um ntimero finito de pontos de X. Agora, entao, nos
perguntamos: dado um divisor de truncamento de Laurent Z € T[D](X), existe uma
fungdo meromorfa f sobre X tal que ap(f) = Z7 Em caso afirmativo, como construi-la?
Problemas deste tipo sao chamados de Problemas de Mittag-Leffler para a superficie de
Riemann X.

Os Problemas de Mittag-Lefller podem ser mensurados pelo conticleo de ap, o qual

recebe a seguinte notacao:

D|(X

H' (D) := coker(ap) = w
im(ap)

Note que, Z é a imagem de uma funcao meromorfa f por ap se, e somente se,

7 =0 € coker(ap). Portanto, quanto maior o espaco H!(D), menores sdo as chances de

se resolver um Problema de Mittag-Leftler.

4.2.2 Finitude da Dimensao de H'(D)

Como vimos na subse¢ao anterior, os Problemas de Mittag-Lefller estao mensurados
pelo espago vetorial H!(D). Provaremos nesta subsecao que, se a superficie de Riemann
em questao é uma curva algébrica, entao este espaco tem dimensao finita. Mas antes,

alguns resultados preliminares.

Lema 4.2.1 (Lema da Serpente). Sejam R um anel comutativo e

0 A B’ C’ 0

um diagrama comutativo de R-moédulos e homomorfismos, com linhas exatas. Entao
existe uma sequéncia exata
0 — ker(a) EN ker(3) EA ker(7) LA coker () LN coker(f3) 9 coker(y) — 0,

onde f e g sao restricoes de f e g; f' e ¢’ sdao homomorfismos induzidos por f' e ¢/,

respectivamente.

A demonstracao deste lema pode ser encontrado em [AM69, p. 23].

Sejam X uma superficie de Riemann e Dy, Dy € Div(X) com D; < D,. Pelas

observacgoes da Segao 4.2, o seguinte diagrama é comutativo:
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0—= M(X)/L(D1) 2= T[D)(X) 2> H(Dy) —> 0

c

00— M(X)/L(D3) 22> T[Do)(X) 2> H'(Dy) —0

Neste diagrama, as aplicacoes (1, (2, ¢ e 0 denotam os homomorfismos naturais entre seus

espacos. Defina

H(D1/Dy) := ker(o).

Lema 4.2.2. Se X ¢é uma superficie de Riemann compacta, entao

dim H' (D, /Dy) = (deg(Dy) — dim £(Dy)) — (deg(D;) — dim £(Dy)).

Demonstracao. Pelo Lema da Serpente, o diagrama comutativo descrito anteriormente,

possui uma sequéncia exata

0 — ker(p) — ker(tg;) — HY(D1/Dy) — coker(p) — coker(tg;) — coker (o) — 0.

Como ¢ é sobrejetiva, temos coker(¢) = {0}. Logo, desta sequéncia podemos extrair a

sequencia exata curta

0 — ker(p) — ker(tp!) — H'(D1/Ds) — 0.

Claramente, temos ker(yp) = L(D2)/L(D;). Como X é compacta, a dimensao dos espagos
de fungées meromorfas £(D;) e L£(Ds) sdo finitas, e portanto, dim ker(¢) = dim £(D) —

dim £(D;). Também é facil ver que

ker(tg;) = {Z rp -p | Tp c <Zp_D2(p), ZP—DQ(P)-Fl’ L ,Zp_Dl(p)_1>} )

peX

Como as condigoes impostas sobre r, sao independentes daquelas impostas sobre r,, para
todo g # p, temos dimker(tg;) = > ex(Da(p) — Di(p)) = deg(Ds) — deg(D1). Agora,

utilizando a sequéncia exata curta obtida anteriomente, concluimos que

dimH'(D1/D,) = dimker(tp!) — dimker(yp)
= (deg(Ds) — dim £(Ds)) — (deg(D;) — dim L(D1)),

como queriamos demonstrar. [ ]
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Lema 4.2.3. Sejam X uma curva algébrica, f uma funcao meromorfa sobre X e
D = dive(f). Entao, a partir de um inteiro mg > 0 a dimensdao dim H'(0/mD) ¢é

constante.

Demonstracao. Aplicando o Lema 4.2.2 para D; = 0 e Dy = mD, com m > 0 inteiro,

obtemos

dimH'(0/mD) = (deg(mD) — dim £L(mD)) — (deg(0) — dim £(0))
= mdeg(D) — dim L(mD) + 1,

visto que dim £(0) = 1 porque X é compacta. Pela Proposi¢ao 4.1.3, [M(X) : C(f)] =
deg(D). Com esta igualdade, o Lema 4.1.6 garante a existéncia de um inteiro m{, > 0 tal
que

dim £(mD) > (m — m{ + 1) deg(D), para todo inteiro m > my. Entao

dimH'(0/mD) < mdeg(D)— (m —my + 1)deg(D) + 1
= 1+ deg(D)(mg — 1),

para todo inteiro m > my. Note que esta desigualdade nao depende de m.
Suponha que my e msy sao inteiros tais que 0 < m; < mo. Como 0 < m; Dy < mgyDs,

os homomorfismos naturais do diagrama

Hl(mlD) i> Hl(ng)

ol A

H'(0)
estao bem definidos; e como este diagrama é comutativo, temos

H'(0/m1D) = ker(o1) C ker(o3) = H'(0/myD).

Isto significa que a dimensdo dim H!'(0/mD) é nao-decrescente. Por esta razao, e pelo
fato da dimensao dim H'(0/mD) estar limitada por uma constante que independe de m,

a partir de um inteiro mg > 0 a dimensao dim H'(0/mD) ¢é constante. ]

Lema 4.2.4. Se X é uma curva algébrica, entao existe um inteiro M > 0 tal que

deg(A) —dim L(A) < M,

para todo divisor A € Div(X).
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Demonstra¢ao. Sejam f uma fungdo meromorfa nao-nula sobre X e D = div.(f). Na

demonstracao do Lema 4.2.3, vimos que existe um inteiro M > 0 tal que

deg(mD) —dim L(mD) < M,

para todo inteiro m > 0 (lembre-se de que a dimensao dim H!(0/mD) é nao-decrescente).

Suponha que A € Div(X) é um divisor qualquer. Pelo Lema 4.1.5, existem um inteiro
m > 0 e uma fungdo meromorfa g sobre X tal que B = A — div(g) < mD. Por definigao,
B ~ A, donde segue que deg(B) = deg(A) e L(B) = L(A). Como B < mD, pelo Lema
422,

deg(B) — dim L(B) = (deg(mD) — dim £(mD)) — dim H'(B/mD).

Entao,
deg(A) —dim L(A) = deg(B) — dim L(B)
= (deg(mD) — dim £L(mD)) — dim H'(B/mD)
< deg(mD) — dim L(mD)
< M,
como queriamos. [ ]

Assim, o lema anterior garante a existéncia de um divisor Ay sobre uma curva algébrica,

tal que deg(Ap) — dim £(Aj) é maximal.

Lema 4.2.5. Sejam X uma curva algébrica e Ay € Div(X) tal que deg(Ag) — dim £(Ay)
é maximal. Entao H'(Ap) = {0}.

Demonstragdo. Suponha que H'(Ag) # {0}. Logo, existe um divisor de truncamento de
Laurent Z € T[Ap](X) \ {0} tal que Z & im(a4,). Tome um divisor B € Div(X) tal que
Ag < Bet(Z) =0 ¢ T[B|(X). Entao t3°(Z) = 0 € H'(B), e portanto, Z € H'(Ay/B).
Em particular, dim H'(Ay/B) > 1. No entanto, pelo Lema 4.2.2,

dimH'(Ay/B) = (deg(B) — dim L(B)) — (deg(Ag) — dim £L(Ay)) <0,
pois deg(Ag) — dim £(Ap) é maximal. Esta contradicao mostra que H!'(Ay) = {0}. |

Proposigao 4.2.1. Se X é uma curva algébrica e D € Div(X), entao H!(D) é um espaco

vetorial complexo de dimensao finita.

Demonstracao. Seja Ay € Div(X) tal que deg(Ap) — dim £(Ap) é maximal. Escreva

D — Ay = P— N, onde P e N sao divisores efetivos com suportes disjuntos. Como
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Ay < Ag + P, o homomorfismo natural H'(Ay) — H'(Ay + P) estd bem definido e é
sobrejetivo. Entao H!'(Ag + P) = {0}, pois H'(Ay) = {0}, como vimos no Lema 4.2.5.
Da mesma forma, como Ayg+P—N < Ag+ P, o homomorfismo natural H!(Ay+P—N) —
H'(Ag+P) = {0} também estd bem definido e é sobrejetivo. Logo, H!((Ag+P—N)/(Ag+
P)) = HY(Ayg+ P — N), o que nos permite concluir que #!(D) tem dimensao finita, pois
D=Ay+P—NeH'(D/(Ay+ P)) tem dimensao finita, pelo Lema 4.2.2. m

4.3 Teorema de Riemann-Roch e Dualidade de Serre

4.3.1 Primeira Forma do Teorema de Riemann-Roch

Finalmente temos todas as ferramentas e resultados necessarios para demonstrarmos

a primeira forma do Teorema de Riemann-Roch.

Teorema 4.3.1 (Primeira Forma do Teorema de Riemann-Roch). Seja X uma

curva algébrica. Entao, para todo divisor D € Div(X) temos

dim £(D) — dimH'(D) = deg(D) + 1 — dim H'(0).

Demonstra¢ao. Sejam Dy, Dy € Div(X). Tome D’ € Div(X) tal que D; < D', para
i = 1,2. Pela Proposigao 4.2.1, os espagos vetoriais H!(D;) e H'(D') tém dimensao finita,
o que nos permite calcular a dimensdao do nicleo H!'(D;/D’) utilizando o Teorema de

Ntcleo e Imagem, com o qual encontramos

dim H*(D;/ D) = dim H'(D;) — dim H*(D').

Substituindo dim #!(D;/D’) pela férmula do Lema 4.2.2, obtemos

dim £(D;) — deg(D;) — dim H*(D;) = dim £(D') — deg(D’) — dim H'(D’),

para i = 1,2. Portanto, dim £(D;) — deg(D;) — dim H'(D;) = dim £(D,) — deg(Dy) —
dim H'(Dy), para quaisquer Dy, Dy € Div(X). Em outras palavras,

dim £(D) — deg(D) — dim H'(D)

é constante. Em particular, para D = 0,

dim £(D) — dim %' (D) = deg(D) + 1 — dim H*(0).
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A dimensao dim H!(D) é chamada de género aritmético da curva algébrica X.

4.3.2 Aplicacao Residuo

Sejam X uma superficie de Riemann compacta e D € Div(X). Se w € LM (—-D),
entdo, por defini¢do, ord,(w) > D(p), para todo p € X. Isto significa que, se fixarmos
uma coordenada local z, préxima a um ponto p € X, a 1-forma meromorfa w ¢, em termos

dessa coordenada local, uma expressao do tipo (ZZO: D(p) cnzg> dz,. Defina a aplicacao

Res,: T[D|(X) — C
ZPGX rp-p —> ZpEX Res,(rpw).
Suponha que f é uma funcao meromorfa sobre X, e que sua série de Laurent em torno

de p com respeito a z, é >, akz Entao, o residuo da 1-forma meromorfa fw em p é

Res,(fw) = E CrnO—_1—n,

n=D(p)

o qual depende apenas dos coeficientes a; da série de Laurent de f, com i < —D(p).
Esta observagao mostra que )y Res,(fw) = Res,(ap(f)). Como X é compacta, pelo
vex Resy(fw) = 0, e entdo, Resy(ap(f)) = 0, para toda

funcao meromorfa f sobre X. Logo, Res,, induz um funcional linear

Teorema do Residuo temos

TIDI(X)

Res.: HD) = 360

C,
ou seja, Res, € H'(D)*, o espaco dual de H'(D). Portanto, temos a aplicagdo residuo

Res: LW(-D) — HYD)
w +— Res,.

4.3.3 Dualidade de Serre

O Teorema da Dualidade de Serre afirma que a aplicagao residuo Res, definida no
final da subsecao anterior, é um isomorfismo de espacos vetoriais. Com este resultado em
maos, conseguiremos identificar melhor a dimensao do espago H!(D), de maneira a obter

a segunda forma do Teorema de Riemann-Roch.

Lema 4.3.1. Sejam X uma curva algébrica e A € Div(X). Se ¢; e ¢ sao funcionais
lineares sobre H!(A), entao existem um divisor efetivo C' € Div(X) e fungoes meromorfas
f1 e fo nao-nulas sobre X, tais que

A-C—div(f A—-C—div(f
proty ()O,uﬁ P 0ty ()O,Ufza



4.3 TEOREMA DE RIEMANN-ROCH E DUALIDADE DE SERRE 110

como funcionais lineares sobre H'(A — C).

Demonstracao. Suponha que este resultado é falso. FEntao, para todo divisor efetivo

C € Div(X), a aplicagao linear

L(C)x L(C) — HYA-O)*
(fife) = droty T opy —gyoty™ oy,
é injetiva, e portanto, dimH'(A — C) = dimH'(A — C)* > 2dim £(C). Aplicando o
Teorema de Riemann-Roch para o divisor C, dim £(C) > deg(C') + 1 — dim H!(0). Logo,

dim H* (A — C) > 2(1 — dim H*(0)) + 2deg(C).

Aplicando novamente o Teorema de Riemann-Roch, para o divisor A — C,

dimH'(A—-C) = dimL(A—-C) —deg(A —C) — 1+ dimH'(0)
< (dim £(A) — deg(A) — 1+ dim H'(0)) + deg(C).

Para C' € Div(X) efetivo e com deg(C') suficientemente grande, estas cotas, inferior e
superior, para a dimensao dim H'(A — C) sao incompativeis. Esta contradigao prova a

veracidade do lema. ]

Lema 4.3.2. Sejam X uma superficie de Riemann compacta e Dy, Dy € Div(X) com
D; < D,. Suponha que exista w € £L(—Dy), e entdo, que Res,, : T[D1](X) — C estd
definida. Se ker(¢p!) C ker(Res,), entdo w € L'(—D,).

Demonstracio. Se w & LM (—Dy), entdo existe um ponto p € X tal que k = ord,(w) <
Ds(p). Entdo Z = z," 1p e ker(tg;), mas Res,, (Z) # 0, e isso contradiz a hipdtese de que
ker(tg;) C ker(Res,,). Portanto, devemos ter w € £'(—D5). u

Os dois lemas anteriores ja sao suficientes para demonstrarmos o Teorema da Duali-
dade de Serre.

Teorema 4.3.2 (Dualidade de Serre). Se X é uma curva algébrica, entao, para todo
divisor D € Div(X), a aplicacdo residuo Res : LV (—=D) — H*(D)* é um isomorfismo de
espacos vetoriais complexos. Em particular, dim £ (—D) = dim H'(D)* = dim H'(D).

Demonstrac¢ao. Primeiro provaremos a injetividade da aplicacao residuo. Suponha que
exista uma 1-forma meromorfa ndo-nula w € LW (—D) tal que Res(w) = 0 sobre H!(D).
Entdo >
T[D])(X). Fixe p € X e uma coordenada local z = z, préxima a p. Como w € LI (—D),
—1—k

Res,(rp,w) = 0, para todo divisor de truncamento de Laurent 7 7, p €

temos k = ord,(w) > D(p), ou equivalentemente, —1—k < —D(p). Claramente, z
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T[D](X), mas, se escrevermos a 1-forma meromorfa w em termos da coordenada local z

como (Y7, ¢,2") dz, onde ¢ # 0, vemos que

Res, (27 -p) = Res ((z_l_k Z cnz"> dz)
n=~k

= Ck%ou

o que é uma contradicao. Portanto, a aplicacao residuo é injetiva.

Para a sobrejetividade, seja ¢ : H!'(D) — C um funcional linear. Tome 1-forma
meromorfa w nao-nula sobre X e denote K = div(w). Tome também, um divisor A €
Div(X) tal que A < D e A < K. Assim, w € LI(—A), e entdo, o funcional linear
Res, : T[A](X) — C esta definida. Seja ¢4 : T[A](X) — C o funcional linear definido
por ¢4(Z) = ¢(tA(Z)), para todo Z € T[A](X). Pelo Lema 4.3.1, existem um divisor
efetivo C' € Div(X) e fungdes meromorfas nao-nulas fi, fo € £(C'), tais que

¢A o tﬁ_c_diV(ﬁ) OUf = Resw Otﬁ_c_di‘](b) O gy,

como funcionais sobre H!(A — C). Com célculos diretos, ¢ ficil ver que a composicao
Res,, otﬁ_c_div(f 2) 6 na verdade o funcional linear Res,, restrito a T[A — C' — div(f2)](X),
e que Res, oy, é exatamente o funcional linear Resy,, sobre T[A — C](X). Portanto,

A—C—di
¢A ot! v(f1) oy, = ReSwi,

como funcionais lineares sobre T[A — C](X). Compondo os dois lados desta igualdade
com a inversa fiy/f, de iy, obtemos

A—C—div(f;

Ppaoty ) = Resp opyg, = Res(y /gy

como funcionais sobre T[A — C — div(f1)](X). Esta igualdade nos mostra que

A—C—div(f1)

ker(t, ) C ker(Ress,/f,)w)-

Portanto, pelo Lema 4.3.2, temos (f2/f1)w € LV (—A), visto que (fo/f1)w € LI (—A +
C' + div(f1)). Logo, ¢4 = Res(s,/f1)w- Como Res(p,/1)w(Z) = da(Z) = ¢(t5(Z)), para
todo Z € T[A](X), vemos que ker(t55) C ker(Res(s,/f,)0), € entao, novamente pelo Lema
4.3.2, temos (fo/ fi)w € LB (=D). Como ¢ = Ress,/1)w = Res((f2/ f1)w), provamos que

a aplicagao residuo é sobrejetiva. ]

Coroldrio 4.3.1. Sejam X uma curva algébrica e K € KDiv(X) um divisor canénico
qualquer. Entdo, para todo divisor D € Div(X), temos dim £ (—D) = dimH'(D) =
dim L(K — D).
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Demonstragio. Pela Proposicao 3.3.4, LM (—D) = L£(K — D). Combinando esta in-

formacao com o Teorema da Dualidade de Serre, conclui-se o resultado. ]

4.3.4 Segunda Forma do Teorema de Riemann-Roch

Vamos combinar a primeira forma do Teorema de Riemann-Roch com o Teorema da
Dualidade de Serre e obter a segunda, e mais classica, versao do Teorema de Riemann-
Roch. A importancia deste teorema fundamenta-se na classificacao de certas curvas

algébricas, pois relaciona propriedades algébricas com propriedades topoldgicas.

Teorema 4.3.3 (Segunda Forma do Teorema de Riemann-Roch). Seja X uma
curva algébrica de género g. Entao, para todo divisor D € Div(X) e todo divisor canénico
K € KDiv(X), temos

dim £(D) —dim L(K — D) =deg(D)+ 1 —g.

Demonstracao. Aplicando o  Corolario 4.3.1 para D = K, obtemos
dimH'(K) = dim £(0) = 1, pois X é uma superficie de Riemann compacta. Este mesmo
resultado, para D = 0, fornece dim H!(0) = dim £(K). Aplicando a primeira forma do
Teorema de Riemann-Roch para o divisor candnico K, obtemos dim £(K) —dim H!(K) =
deg(K)+1—dimH!(0). Substituindo as igualdades anteriores nesta tltima, e lembrando
que deg(K) = 2g — 2, encontramos dim H'(0) = g. Esta igualdade, juntamente a relagao
encontrada no Corolédrio 4.3.1, quando substituidas na primeira forma do Teorema de

Riemann-Roch fornecem a relagao do teorema. ]
Note que na demonstracao do teorema anterior, mostramos que, se X é um curva
algébrica, entao
g = dimH'(0) = dim £1(0) = dim Q*(X).

Em outras palavras, mostramos que os géneros topologico, analitico e aritmético de uma

curva algébrica sao iguais.

Corolario 4.3.2. Seja X uma curva algébrica de género ¢g. Entao, para todo divisor
D € Div(X) e todo divisor canonico K € KDiv(X), temos

dim |D| — dim |K — D| = deg(D) + 1 —g.

Coroldrio 4.3.3. Seja X uma curva algébrica de género g. Se D € Div(X) é um divisor
de grau deg(D) > 2g — 1, entao H'(D) = {0} e

dim £(D) = deg(D) 4+ 1 —g.
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Demonstragao. Se deg(D) > 2g — 1, entao deg(K — D) = deg(K) — deg(D) < (29 —2) —
(29 — 1) = —1. Portanto, dimH!(D) = dim L(K — D) = 0. Logo, informando este valor

na Segunda Forma do Teorema de Riemann-Roch, obtemos a relagao desejada. ]



CAPITULO 5

Aplicacoes do Teorema de

Riemann-Roch

5.1 Primeiras Aplicacoes

Nesta secao, veremos algumas das mais elementares aplicagoes do Teorema de Riemann-
Roch. Mostraremos que toda curva algébrica pode ser mergulhada num espago projetivo,
e classificaremos as curvas algébricas de géneros 0, 1 e 2. Também veremos o Teorema

de Clifford, o qual fornece uma cota superior para a dimensao do espa¢o L£(D) quando
dim L(K — D) # 0.

5.1.1 Critério para um Divisor ser Muito Amplo

A primeira aplicagao do Teorema de Riemann-Roch que apresentamos, fornece um

critério para um divisor ser muito amplo.

Proposicao 5.1.1. Seja X uma curva algébrica de género g. Se D € Div(X) é um divisor
tal que deg(D) > 2g + 1, entdo D é muito amplo, isto é, o sistema linear completo |D)|
nao possui pontos de base e o mapa holomorfo ¢p mergulha X em P", onde n = dim |D|,

como uma curva projetiva suave de grau igual a deg(D).

Demonstracao. Sejam p,q € X. Como D e D — p — q sao divisores de graus no minimo

2g — 1, pelo Corolério 4.3.3,

dimL(D)=deg(D)+1—g e dimL(D—p—q)=deg(D—p—q)+1—g.

114
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Logo, dimL(D — p — q) = dim L(D) — 2. Portanto, pela Proposi¢do 3.4.4, o mapa
¢p : X — P" é um mergulho de X em P". O fato de que a curva projetiva suave ¢p(X)
tem grau igual a deg(D) j4 foi visto na Proposigao 3.4.5.

A verificagao de que o sistema linear completo |D| é livre de pontos de base é similar.
Como D e D —p sao divisores de graus no minimo 2g—1, aplicamos novamente o Corolario
4.3.3 para concluir que dim £(D — p) = dim £(D) — 1. Entao, pela Proposi¢ao 3.3.8, o

sistema linear completo |D| é livre de pontos de base. [ ]
Como consequéncia imediata da proposicao anterior, temos:

Corolario 5.1.1. Toda curva algébrica X pode ser mergulhada num espacgo projetivo
como uma curva projetiva suave. Se p € X, entdao X \ {p} pode ser mergulhada num

espaco afim.

Demonstragao. Seja g o género da curva algébrica X. Tome p € X arbitrario. Segundo
a proposi¢ao anterior, o divisor D = (2¢g 4+ 1) - p é muito amplo, e portando, o mapa
holomorfo ¢p : X — P", onde n = dim |D|, é um mergulho de X em P".

Pelo Lema 3.4.4, existe wum divisor hiperplano H em P" tal que
¢5H(D) = D = (29 + 1) - p. Isto significa que a imagem inversa de H ¢é simplesmente
o ponto p. Portanto, ¢p mergulha X \ {p} em P*\ H = C". [ ]

5.1.2 Curvas Algébricas de Género g =0

Para classificarmos as curvas algébricas de género g = 0, vamos nos basear no seguinte

resultado:

Lema 5.1.1. Seja X uma superficie de Riemann compacta. Se existe um ponto p € X

tal que dim L(p) > 1, entao X é isomorfa a esfera de Riemann C,.

Demonstra¢ao. Se dim L(p) > 1, entdo existe uma fun¢do meromorfa nado-constante
f € L(p). Como X é compacta, a funcao f deve possuir pélos; na verdade, um tnico e
simples pdlo em p, pois os pdlos de f estao limitados pelo divisor p. Portanto, o mapa
holomorfo F': X — C,, associado a funcao f, tem grau 1. Logo, pelo Corolario 2.3.1, o

mapa F' é um isomorfismo, ou seja, X = C. ]

Como o género de uma curva algébrica é um invariante, a contrapositiva do lema

anterior pode ser escrita da seguinte maneira:

Corolario 5.1.2. Se X é uma superficie de Riemann compacta de género g > 1, entao
L(p) = C, para todo p € X.

Proposicao 5.1.2. Se X é uma curva algébrica de género g = 0, entao X ¢ isomorfa a

uma conica projetiva suave.
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Demonstracao. Sejam K um divisor canonico sobre X e p € X um ponto arbitrario.
Como g = 0, temos deg(K —p) = (29 —2) — 1 = =3 < 0, e portanto, L(K — p) = {0}.

Aplicando o Teorema de Riemann-Roch para o divisor p, obtemos

dim L(p) =dim L(K —p) +deg(p) +1 —g=2> 1.

Logo, pelo Lema 5.1.1, X ¢é isomorfa a esfera de Riemann C.,. Agora defina

G : Pl — C:iaz—92=0
[r:s] — [r?:rs:s?.
Claramente, G é um isomorfismo. Como a esfera de Riemann C,, ¢é isomorfa a reta

projetiva P!, concluimos que X é isomorfa a conica projetiva C : xz — y? = 0. [

Ainda no contexto da demonstracao da proposicao anterior, notemos que o isomorfismo
G é uma inspiracao geométrica. Seja L : z = 0. Claramente P' = L. Para cada ¢ € L,
seja M, a reta passando pelos pontos £ e p = [0 : 0 : 1]. Pelo Teorema de Bézout, a
reta M, intercepta a conica C' em dois pontos: p e um outro ponto x,. O isomorfismo G,
nada mais é do que a aplicacao ¢ — x,. A inversa de G também pode ser interpretada
geometricamente. Dado x, € C, seja M, a reta que passa por z; e p (se x; = p, a reta M,
é a reta tangente a C' em p). Pelo Teorema de Bézout, as retas M, e L se interceptam em

apenas um ponto £. A inversa de G é a aplicacao x, — /.

C:az—y*=0

p=10:0:1]

Figura 5.1.1. Interpretacao geométrica de um isomorfismo entre
L:z=0eaconica C:xz—y?>=0.

5.1.3 Equacoes de Curvas Algébricas

Sejam X uma curva algébrica e D € Div(X) um divisor muito amplo. Entao, o mapa
holomorfo ¢p : X — P" mergulha X em P" como uma curva projetiva suave de grau
deg(D). Identificando X com sua imagem ¢p(X), podemos supor que X C P™. Nosso
objetivo é determinar todas as hipersuperficies de P" que contém a curva projetiva suave
X.
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Denote por P(n, k) o C-espago vetorial dos polinémios homogéneos de grau k e n + 1

variaveis xg, 1, ..., x, de P". Note que

dim P(n, k) = (” ;: k) |

Fixe um grau k e um polindémio homogéneo Fy € P(n, k) ndo identicamente nulo sobre X
(por exemplo, Fy = x¥, onde z; é uma coordenada nao-nula da curva projetiva suave X).
Pelo Lema 3.4.4, os divisores hiperplanos sobre X formam o sistema linear completo |D|, e
portanto,
div(Fy) ~ kD, pois deg(Fy) = k. Digamos que div(Fy) = kD + div(h), onde h é uma
funcao meromorfa sobre X.

Se F' € P(n, k), entdao o quociente f = F/F, é uma fungao meromorfa sobre X, e os
pdlos de f estao limitados pelo divisor div(Fp), isto é, f € L(div(Fp)). Defina

Ry: P(n,k) — L(kD)
Fy

Claramente, Rj é uma aplicagao linear. Note que F' € ker(Ry) se, e somente se, F' é
identicamente nulo sobre X. Portanto, ker(Ry) consiste de todas as equacoes de hipersu-

perficies em P que contém X. O lema a seguir fornece uma cota inferior para a dimensao

deste nucleo.

Lema 5.1.2. Sejam X uma curva algébrica de género g, e D € Div(X) um divisor muito

amplo. Se deg(D) > g, entao para todo k > 2, temos

n+k

dimker(Ry) > ( i

) —kdeg(D)—1+g.
Demonstracao. Pelo Teorema de Ntucleo e Imagem, temos

dimker(Ry) = dimP(n, k) — dimim(Ry) > (n _l: k) — dim L(kD).
Pelo Teorema de Riemann-Roch, obtemos

dim £(kD) = dim £(K — kD) + kdeg(D) + 1 — g.

Como deg(D) > g, para todo k > 2,

deg(K — kD) = (29 —2) —deg(kD) < (29 —2) —2g = -2 < 0,

e entdo, pelo Lema 3.3.1, dim £L(K — kD) = 0. Logo, dim L(kD) = kdeg(D)+1—g. O

resultado agora segue substituindo esta expressao na primeira desigualdade obtida. [
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E possivel mostrar que, quando D é um divisor canonico, a aplicacao Ry é sobrejetiva
(veja [Gri89, p. 148]). Portanto, no lema anterior, vale a igualdade para a dimensao do
nucleo de Ry.

Um resultado devido a Riemann, mostra algo muito além do que apenas determinar

as hipersuperficies que contém uma curva algébrica:

Teorema 5.1.1 (Riemann). Seja X uma superficie de Riemann compacta. Entao, X é
uma variedade projetiva algébrica, isto é, X pode ser mergulhada num espago projetivo

como um conjunto de zeros de polindmios homogeéneos.

Alguns comentdrios e referéncias sobre a prova deste teorema podem ser vistos em
[Har77, p. 441].

5.1.4 Curvas Algébricas de Género g =1

Proposicao 5.1.3. Se X é uma curva algébrica de género g = 1, entao X ¢ isomorfa a

uma ctbica plana projetiva suave.

Demonstracao. Seja D € Div(X) tal que deg(D) = 2g + 1 = 3. Pela Proposicao 5.1.1, o

divisor D é muito amplo, e pelo Corolério 4.3.3,

dim £(D) = deg(D) +1—g = 3.

Portanto, o mapa holomorfo ¢p mergulha X em P? como uma curva projetiva suave de

grau 3. Aplicando o Lema 5.1.2 para kK = 3 e n = 2, obtemos

2
dim ker(Rs) > ( ;3) ~3deg(D) —1+1=1.

Isto significa que existe um polinémio homogéneo F' € Clz,y, z] ndo-nulo de grau 3 que
se anula identicamente sobre X, ou seja, X € C = {p € P? | F(p) = 0}. Afirmamos
que este polinomio F' ¢ irredutivel. De fato, suponha que F' = LiLyL3, onde Ly, Lo
e L3 sao polinomios homogéneos de grau 1. Como F' se anula identicamente sobre X,
ao menos um dos fatores lineares deve se anular num numero infinito de pontos de X,
digamos que seja L;. Entao, como X é compacta, a fungdo meromorfa L;/z deve ser
identicamente nula sobre X, donde segue que X estd contida no hiperplano H : L; = 0,
o que é um absurdo, pois X é nao-degenerada. Suponha que F = LG, onde L é um
polinémio homogéneo de grau 1 e G é um polinomio homogéneo irredutivel de grau 2.
Pelos mesmos argumentos apresentados anteriormente, G deve se anular num nimero
infinito de pontos de X. Entao, a fungdo meromorfa G/z deve ser identicamente nula
sobre X, donde segue que X C Q = {p € P? | G(p) = 0}. Mas isto nao pode ocorrer, pois
deg(X) =3 > 2 = deg(Q). Portanto, F' é irredutivel. Como X C C e deg(X) = deg(C),
temos X = C. [
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5.1.5 Sistema Linear Canonico

Seja K um divisor canonico sobre uma superficie de Riemann. O sistema linear com-
pleto |K| é chamado de sistema linear canénico. Vamos verificar que o sistema linear

canonico | K| sobre uma curva algébrica é livre de pontos de base.

Lema 5.1.3. Sejam X uma curva algébrica de género g > 1, e K € Div(X). Entao, o

sistema linear canonico |K| é livre de pontos de base.

Demonstragao. Pela Proposigao 3.3.8; o sistema linear candnico |K| é livre de pontos de
base se, e somente se, dim L(K — p) = dimL(K) — 1 = g — 1, para todo p € X. Como
g > 1, pelo Corolario 5.1.2, dim £(p) = 1. Aplicando o Teorema de Riemann-Roch para

o divisor p, obtemos

1 =dim£L(p) = dim L(K — p) + deg(p) +1 — g,
donde segue que dim L(K —p) =g — 1. |

Na proxima secao veremos o quao importante é um sistema linear canonico.

5.1.6 Curvas Algébricas de Género g = 2

Seja h € Clz] um polinémio com raizes simples de grau deg(h) = 2g + 1 + ¢, onde
e € {0,1}. Seja k(z) = 2%72h(1/2). Note que k é também um polindomio com raizes sim-
ples.  Agora, considere as curvas planas afins suaves X : 3> — h(z) = 0 e
Z :w®—k(z) = 0. Entre os abertos U = {(x,y) € X |z #0} e V ={(2,w) € Z | z # 0},

temos o isomorfismo

Q: v — V
Ly
(:B,y) — ¢(‘T7y) - (Ea ngrl) :
: XIIY

A colagem das curvas planas afins X e Z via ¢, denotada por T, ¢ chamada de
superficie de Riemann hipereliptica.

N , : XY |
Lema 5.1.4. Com as notagoes do pardgrafo anterior, a colagem H = é uma

superficie de Riemann compacta de género g, e a funcao meromorfa x sobre X estende-se

a um mapa holomorfo 7 : H — C, de grau 2.

Demonstracao. A colagem H é uma superficie de Riemann compacta, pois é a uniao dos

subconjuntos compactos

{(zy) e X[zl <1} e {(zw) €Y [[2] <1}
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Pelas equagoes que definem as curvas X e Y, vemos que 7 tem grau 2. Entao, a imagem
inversa de qualquer ponto pelo mapa 7 sao dois pontos, sobre os quais 7 tem multiplicidade
1, ou apenas um ponto, sobre o qual 7 tem multiplicidade 2. Se h possui grau par, entao
os pontos de ramo de 7w sao as 2g + 2 raizes de h; se h possui grau impar, entao os
pontos de ramo de 7 sao as 2g + 1 raizes de h e o ponto co. Em ambos os casos,
> per(multy(m) — 1) = 2g + 2. Pela formula de Hurwitz, temos

29(H) —2 = deg(m)(29(Csx) —2) + (29 +2)
= 2(-2)+ (29 +2)
= 29 —2.

Portanto, g(H) = g. u

A existéncia de um mapa holomorfo de grau 2 entre uma superficie de Riemann com-
pacta X e a esfera de Riemann C,,, é suficiente para identificar X como uma superficie

de Riemann hipereliptica. Formalizando, temos:

Proposicao 5.1.4. Seja X uma superficie de Riemann compacta. Se existe um mapa

holomorfo F': X — C,, de grau 2, entao X é uma superficie de Riemann hipereliptica.

A demonstracao desta proposi¢ao pode ser vista em [Gri89, p. 137-141] e [Mir97, p. 92].

Agora estamos aptos a classificar as curvas algébricas de género g = 2. Antes, note
que, uma superficie de Riemann hipereliptica H é uma curva algébrica. De fato, as fungoes

meromorfas x e y sao suficientes para separar pontos e tangentes de H.
Proposigao 5.1.5. Se X é uma curva algébrica de género g = 2, entao X ¢é hipereliptica.

Demonstracao. Seja K um divisor canonico sobre X, o qual possui grau 2g—2 = 2. Como
dim |K| = g—1=1e |K| élivre de pontos de base, pelo Lema 3.3.5, podemos assumir que
K > 0. Como dim L(K) = g = 2, existe uma fun¢do meromorfa nao-constante f € L(K).
Claramente, o mapa holomorfo F': X — C, associado a f possui grau 2. Portanto, pela

Proposicao 5.1.4, X ¢ hipereliptica. [

5.1.7 Teorema de Clifford

No Corolario 4.3.3, vimos um critério para que dim L(K — D) = 0, onde K é um
divisor canonico. Neste caso, obtemos uma férmula bastante simples para a dimensao
do espaco L(D). Quando dim £(D) # 0 e dim L(K — D) # 0, o problema de calcular
dim £(D) pode se tornar uma tarefa ardua. Para este caso especial, o Teorema de Clifford

fornece uma cota superior para dim £(D).
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Definigao 5.1.1. Sejam X uma curva algébrica e K € KDiv(X). Um divisor efetivo
D € Div(X) ¢ especial se dim L(D) # 0 e dim L(K — D) # 0.

O lema a seguir fornece uma cota superior para a soma das dimensoes de dois espagos

de fungoes meromorfas com poélos limitados.

Lema 5.1.5. Sejam X uma superficie de Riemann compacta e Dy, Dy € Div(X). Sejam
também, M, N € Div(X) tais que M (p) = min{D1(p), D2(p)} e N(p) = max{Di(p), D2(p)},
para todo p € X. Entao

dim £(Dy) + dim £(D5) < dim £(M) + dim L(N)).

Demonstragao. Por defini¢ao, temos M < D;, i = 1,2. Logo, L(M) C L(Dy) N L(Dy).
Reciprocamente, se f € £(Dy) N L(D,), entao div(f)(p) > —Di(p) > —M(p), para todo
p € X e para todo i = 1,2. Portanto, f € L(M). Entao, L(D1) N L(Ds) = L(M).
Também por definicao, D; < N, i = 1,2. Logo, L(D;) C L(N), i =1,2. Como L(N)
¢ um espaco vetorial, temos L£(D;) + L(Dy) C L(N). Aplicando a férmula da dimensao

da soma de dois espagos vetoriais para L£(D;) e L(D5), obtemos

dim £(D;) + dim £(Dy) = dim(L(Dy) N L(Dy)) + dim(L(Dy) + L(Ds))
< dim £L(M) + dim L(N),
como afirmado. n
O proximo lema aplica o lema anterior para os divisores D e K — D, vejamos:

Lema 5.1.6. Seja X uma curva algébrica de género g. Se D € Div(X) é um divisor tal
que dim £(D) > 1 e dim L(K — D) > 1, entao

dim £(D) +dim L(K — D) <1+4g.

Demonstracao. Se dim £(D) # 0 e dim L(K — D) # 0, entao os sistemas lineares comple-
tos |D| e | K — D| sao nao-vazios. Tome Dy € |K — D| e escreva |D| = F+|D—F|, onde F
é a parte fixa de |D| e |D — F| é a parte removida de |D|. Como |D — F| é livre de pontos
de base, pelo Lema 3.3.5, existe um divisor Dy € |D—F| tal que supp(D;)Nsupp(Ds) = 0.
Como Dy ~ D — F, temos

dim £(Dy) = dim £(D — F) = dim £(D),

sendo que esta ultima igualdade é verdadeira pelo Lema 3.3.6. Note que Dy + Dy <
Dy + Dy+ F ~ (K — D)+ D = K, e portanto,
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dim £(D; + Ds) < dim L(K) = g.

Sejam M, N € Div(X) tais que M (p) = min{D;(p), D2(p)} € N(p) = max{D:(p), Da(p)},
para todo p € X. Como supp(D;)Nsupp(Ds) = 0, temos M = D1+Ds e N = 0. Reunindo

todas estas informacoes, e utilizando a desigualdade do lema anterior, concluimos que

dim £(D) + dim L(K — D)

dim £(D3) 4+ dim £(Dy)
dim L(N) 4+ dim £(M)

dim £(0) + dim £(D; + Do)
1+g.

IN

IA

n
Teorema 5.1.2 (Clifford). Seja X uma curva algébrica. Se D € Div(X) é um divisor
especial, entao
2dim £(D) < deg(D) + 2.

Demonstracdao. Seja g o género da curva algébrica X. Sabemos do Teorema de Riemann-
Roch que dim £L(K — D) = dim £(D) — deg(D) — 1 + g, para todo divisor D € Div(X) e
para todo divisor canonico K € KDiv(X). Substituindo esta igualdade na desigualdade

do lema anterior, conclui-se o teorema. [

Coroldrio 5.1.3. Seja X uma curva algébrica. Se D € Div(X) é um divisor especial,

entao

1
dim |[D] < édeg(D).

5.2 Mapa Canodnico

5.2.1 Mapa Canonico de uma Curva Algébrica de Género g > 3

Sejam X uma curva algébrica de género g > 3 e K € KDiv(X). No Lema 5.1.3, vimos
que o sistema linear canoénico |K| é livre de pontos de base. Portanto, temos o mapa

holomorfo

¢K X — ngl7

associado a |K|. Este mapa é chamado de mapa candnico de X.
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Proposigao 5.2.1. Seja X uma curva algébrica de género g > 3. Entao, o mapa canonico
de X é um mergulho se, e somente se, X nao é hipereliptica. Se X nao ¢ hipereliptica,
entdo o mapa canonico mergulha X em P9~! como uma curva projetiva suave de grau
2g — 2.

Demonstragao. Seja K € KDiv(X). Pela Proposigao 3.4.3, o mapa canoénico ¢k para
X nao é um mergulho se, e somente se, existem p,q € X tais que dim L(K — p — q) #
dim £(K) — 2. Como o sistema linear canoénico |K| é livre de pontos de base, ¢x é um
mergulho se, e somente se, existem p,q € X tais que dim L(K —p — ¢q) = dim L(K) — 1.
Pelo Teorema de Riemann-Roch, para todos p,q € X,

dmL(K—p—q) = deg(K—p—q)+1—g-+dimL(p+q)
= g—3+dimL(p+q).

Portanto, ¢x nao ¢ um mergulho se, e somente se, existem p,g € X tais que
dim L(p + q) = 2. Se isto ocorre, entdo toda func¢ao nao-constante f € L(p + q) terd
um mapa holomorfo associado F' : X — C,, de grau 2, e entao X ¢ hipereliptica, pela
Proposigao 5.1.4. Reciprocamente, se X é hipereliptica e 7 : X — C,, tem grau 2, entao

o pullback p + q de oo possui grau 2 e dim L(p + q) = 2. [
Definigao 5.2.1. Sejam X uma curva algébrica nao-hipereliptica e K € KDiv(X). Pela

proposigao anterior, a imagem ¢x (X ) de X pelo mapa canonico ¢ é uma curva projetiva

suave. A curva ¢k (X) sera chamada de curva canénica.

5.2.2 Mapa Canonico de uma Curva Algébrica Hipereliptica

Na Proposicao 5.2.1, vimos que o mapa canonico de uma curva algébrica hipereliptica
nao ¢ um mergulho. Vamos investigar o mapa candnico para este caso.

Sejam X uma curva algébrica hipereliptica de género g > 2 ¢ K € KDiv(X). Em
geral, pelo Lema 3.1.2, o sistema linear canonico |K| é o conjunto de todos os divisores
de 1-formas holomorfas sobre uma superficie de Riemann. E possivel mostrar que, se X

¢ hipereliptica, entao

ON(X) = {]%x)dfc | deg(p) < g— 1} :

Assim, se tomarmos K = (1/y)dz, entao {1,z,2% ..., 297} serd uma base para L(K).
Logo, a aplicacao canonica ¢x para a curva hipereliptica de X de género g > 2 ¢ dada

por

() =[1:w:2*: - 2971
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A . , . o~ . ~ . ~ 1
Observe que o mapa canonico ¢x é a composicao da aplicagao 7 : X — C,, = P*, dada

por w(z,y) = x, com o mapa de Veronese

Vg_1: P! - P9l

[r:s] — [r97 b9 25 ips972 5971

A imagem de um mapa de Veronese é chamada de curva normal racional. Para esta curva,

¢ possivel determinar as equagoes polinomiais homogéneas que a definem (veja [Har92,
p. 11]).

5.2.3 Curvas Algébricas de Género g =3

Vamos utilizar o mapa canonico para descrever as curvas algébricas de género g = 3.
Utilizaremos o Lema 5.1.2, para determinar a hipersuperficie que contém a curva algébrica

em questao.

Proposigao 5.2.2. Seja X uma curva algébrica de género g = 3. Se X ¢é hipereliptica,
entao X é a colagem de duas curvas planas afins suaves, definidas pelas equacgoes
y? — h(z) = 0 e w?* — 2%™h(1/2) = 0, onde h é um polindémio de grau 7 ou 8 e com
raizes simples. Se X é nao-hipereliptica, entdao o mapa canonico de X mergulha X em P?
como uma curva projetiva suave de grau 4, definida pelos zeros de uma equagao polinomial

de grau 4.

Demonstrag¢ao. Suponha que X é nao-hipereliptica. Pelo Lema 5.1.2,

244
dimker(R4)Z< 1— )—4-4—1+3:1.

Portanto, existe um polinomio homogéneo I’ € C[z,y, z] ndo-nulo de grau 4 que se anula
identicamente sobre X, ou seja, X C Q = {p € P* | F(p) = 0}. Com argumentos
andlogos aos da demonstracao da Proposicao 5.1.3, verifica-se que F' é irredutivel e que
X =0Q. ]

5.2.4 Curvas Algébricas de Género g = 4

Vamos descrever as curvas algébricas de género g = 4. Utilizaremos o Lema 5.1.2,

para determinar as hipersuperficies quem contém a curva algébrica em questao.

Proposicao 5.2.3. Seja X uma curva algébrica de género g = 4. Se X ¢é hipereliptica,
entao X é a colagem de duas curvas planas afins suaves, definidas pelas equagoes
y> — h(z) = 0 e w? — 22972h(1/2) = 0, onde h é um polinémio de grau 9 ou 10 e com

rafzes simples. Se X é nao-hipereliptica, entao o mapa canonico de X mergulha X em P3
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como uma curva projetiva suave de grau 6, definida pelos zeros comuns a duas equagoes

polinomiais de graus 2 e 3.

Demonstracao. Suponha que X é nao-hipereliptica. Segundo o Lema 5.1.2,

3+2
dimker(Rg)z( ;— )—2-6—1—{—4:1.

Portanto, existe um polinémio homogéneo F' € Clz,y, z, w] ndo-nulo de grau 2 que se
anula identicamente sobre X. Este polinomio é irredutivel, pois do contrario, X seria

degenerada. Novamente, pelo Lema 5.1.2,

dimker(R3) > (3—53) —-3-6—1+4=5.

Portanto, existem cinco polinomios homogéneos nao-nulos de grau 3 que se anulam iden-
ticamente sobre X. J& conhecemos quatro destes polinomios homogeéneos: zF', yF', zF
e wF. Entao, existe um polinomio homogéneo G € Clz,y, z, w] ndo-nulo de grau 3, nao
miiltiplo de F, que se anula identicamente sobre X. Sejam Q = {p € P3 | F(p) = 0}
e C = {peP| G =0} Mostramos que X C Q NC. Afirmamos que existe um
hiperplano Hy C P2 tal que HyN(Q e HyNC nao possuem componentes em comum. Para
verificarmos a veracidade desta afirmacao, é suficiente provarmos que existe um hiper-
plano Hy C P3 tal que Hy N Q é irredutivel e HyNQ ¢ HyNC. Como Q ¢ C, existe
p € Q\ C. Assim, se H é um hiperplano passando por p, entdo H NQ ¢ HNC. A

equacao que define tal hiperplano é do tipo
aox+a1y+a2z+a3w:0, (IZGC,OSZS?)

Podemos supor que ag = 1. Como p € H, a equacao que define H depende apenas de dois
parametros, os quais serao denotados por A e . Seja Cy = HNQ. Entao C'y é uma conica
em H. Denote por T\, a matriz associada a conica Cl. E f4cil ver que, C'y é redutivel
se, e somente se, det(T),) = 0. Entao, se escolhermos Ay e pg tais que det(7,,) # 0,
teremos um hiperplanos Hy com as propriedades desejadas. Por meio de uma mudanca
de coordenadas projetivas, podemos supor que Hy = {[z 1y : 2z : w] € P? | w = 0} = P2
Entao, Hy N Q e Hy N C sao, respectivamente, uma conica e uma cibica em P? sem

componentes em comum. Pelo Teorema de Bézout,

#(HoN(QNC)) = #(HoNQ)N(HyNC))
= deg(HyN Q) -deg(HoNC)
= 2-3=06.

Entao, deg(Q@ NC) =6. Como X C QN C edeg(X) =6, temos X =QNC. [ ]
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5.2.5 Forma Geométrica do Teorema de Riemann-Roch

Para obtermos uma descricao de curvas de género 5, precisamos interpretar geometri-

camente o teorema de Riemann-Roch para curvas canodnicas.

Definigao 5.2.2. Sejam X uma curva canonica de género g e D € Div(X). O gerado de
D € Div(X), denotado por span(D), é a intersecao de todos os hiperplanos H C P9~!
tais que div(H) > D:

span(D) = ﬂ H.

HCPI—1
div(H)>D

Se nao existe nenhum hiperplano com tal propriedade, definimos span(D) como sendo
todo o espago projetivo P97, A dimensao de span(D) ¢ a sua dimensao como subespaco

linear de P91,

Teorema 5.2.1 (Forma Geométrica do Teorema de Riemann-Roch). Seja X uma

curva canonica de género g. Entao, para todo D € Div(X) efetivo,

dim |D| = deg(D) — 1 — dim span(D),

ou equivalentemente,

dim £(D) = deg(D) — dim span(D).

Demonstrag¢ao. Aplicando o Lema 3.4.4 para o mapa canonico, vemos que o sistema linear
canonico |K| é o conjunto de todos os divisores hiperplanos sobre X. Para D € Div(X)

fixo, a aplicacao

divisores hiperplanos div(H)
tais que div(H) > D
K +div(f) — div(f)+ K — D,

} — |K — D]

é claramente uma bije¢ao. Pela definicao do gerado de D, o conjunto dos divisores hiper-
planos div(H) tais que div(H) > D é igual ao conjunto dos divisores hiperplanos div(H)
tais que div(H) > span(D). Conforme vimos acima, este conjunto é um subespagco linear

do espago projetivo dual (P9~1)* de codimensao dimspan(D) + 1. Pelo Coroldrio 4.3.2,

dimspan(D)+1 = (¢g—1)—dim|K — D]
= (¢g—1)—dim|D|+deg(D)+1—g
= —dim|D|+ deg(D).
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5.2.6 Curvas Algébricas de Género g =5

Vamos utilizar a forma geométrica do Teorema de Riemann-Roch para descrevermos

as curvas algébricas de género g = 5.

Definicao 5.2.3. Uma curva nao-hipereliptica é chamada de curva trigonal se possui um
1
93-

Sejam X C P" uma curva trigonal, @ um gi sobre X e D = p + ¢ + r um divisor de

Q. Pela forma geométrica do Teorema de Riemann-Roch,

dimspan(D) = deg(D)—1—dim|D|
= 3-1-1=1

Portanto, os trés pontos p, ¢ e r sao colineares. Entao existe uma familia de retas

parametrizada pelos divisores de (). A uniao de tais retas é chamada de scroll.

Proposicao 5.2.4. Seja X uma curva algébrica de género g = 5. Se X ¢ hipereliptica,
entao X é a colagem de duas curvas planas afins suaves, definidas pelas equacoes
y> — h(z) = 0 e w?* — 22972np(1/2) = 0, onde h é um polinémio de grau 11 ou 12 e
com raizes simples. Se X é nao-hipereliptica, entao o mapa canonico de X mergulha X
em P* como uma curva projetiva suave de grau 8. Neste caso, se X é nao-trigonal, entao
X é intersecao completa de trés hipersuperficies, cada uma de grau 2. Se X ¢é trigonal,
entao X estd contida numa scroll, a qual é intersecao de trés hipersuperficies contendo

X, cada uma de grau 2.

Demonstracao. Suponha que X ¢é nao-hipereliptica. Utilizando o Lema 5.1.2, vemos que

4+ 2
dimker(Rg)2< ;_ )—2-8—14—523.

Portanto, existem polinémios homogeéneos Fi, Fy, F3 € Clxg, 1, T2, x3, 4] nao-nulos e de

grau 2 se anulando identicamente sobre X. Sejam Q; = {p € P* | F;(p) =0}, 1 <i < 3.
3

Entao, X C ﬂ Q;. Se estes trés polinomios definem uma curva de intersecao completa,

=1
3

entao, pela Proposigao 2.2.3, X = ﬂ Q@;. Isto ocorre exatamente quando X ¢é nao-trigonal

i=1
(a prova deste fato pode ser encontrada em [GH78, p. 535]). Se X é trigonal, entao existe
um g3 sobre X. Seja @) este sistema linear e D = p + ¢ + r um divisor de (. Conforme
vimos anteriormente, os pontos p, ¢ e r estdao sobre uma reta Lp de P*. Como, em geral,

a intersecao de uma hipersuperficie de grau 2 e uma reta pode conter no maximo dois
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pontos, vemos que X esta contida na scroll de todas as retas Lp, D € (), a qual é a

3
intersecao m Q- ]
i=1

Lp

P

T\X

Lp ¥

Figura 5.2.1. Curva trigonal X de género 5, contida na scroll de
todas as retas Lp.

5.3 Pontos de Inflexao e Pontos de Welierstrass

Sejam X C P"™ uma curva projetiva suave, H C P"™ um hiperplano e p € X. Diremos
que H é tangente a X em pse div(H) > 2-p. Se div(H) > 3-p, diremos que H é tangente
inflexiondrio a X em p. Se todo hiperplano tangente a X em p for inflexionario, diremos

que p é um ponto de inflexao.

5.3.1 Numeros de Lacunas e Pontos de Inflexao de um Sistema

Linear

Seja X uma curva algébrica de género g. Suponha que X estd mergulhada num espaco
projetivo P” por meio de um mapa holomorfo associado a um sistema linear completo
|D|. Vimos no Lema 3.4.4, que o conjunto dos hiperplanos passando por um ponto p € X
com multiplicidade k > 1 corresponde ao espago £L(D — k - p). Portanto, o estudo de
hiperplanos tangentes e hiperplanos tangentes inflexionarios pode ser reduzido ao estudo
dos subespagos L(D—2-p) e L(D—3-p) de L(D), respectivamente. Como estes subespagos
correspondem a sistemas lineares, é natural que queiramos generalizar o estudo destes para
todos os sistemas lineares () C |D|.

Seja @ C |D| um sistema linear nao-vazio. Entao, o subespago vetorial V' C L(D)

correspondente a () também é nao-vazio. Para cada p € X, defina

V(=n-p):=VNLD-n-p)={feV]ord,(f)>—-D(p)+n}.
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Como L(D —n-p) C L(D — (n—1)-p), temos V(—n-p) C V(—(n—1)-p). Note que
V(—n-p)=V(=(n—1)-p)oudimV(—n-p) =dimV(—(n—1)-p)—1. De fato, aplicando

o Teorema de Riemann-Roch para os divisores D —n-pe D — (n — 1) - p, vemos que

dim £(D—(n—1)-p)—dim L(D—n-p) = dim L(K —D+(n—1)-p)—dim L(K—D+n-p)+1 < 1.

Portanto, dim V(—(n—1)-p) —dim V(n - p) < 1, donde segue o afirmado. Note também,
que a cadeia de subespagos vetoriais V(—n - p) C V(—(n — 1) - p) sempre alcanga o
subespago {0}. De fato, se k > deg(D) entao L(D — k-p) = {0}, pois deg(D — k- p) < 0.
Logo, V(—n - p) = {0}, para todo n > k.

Denotaremos por QQ(—n-p) o sistema linear correspondente ao espago vetorial V (—n-p).

Por definicao, temos

Q(-n-p)={E€Q|E>n-p}.

Defini¢ao 5.3.1. Um inteiro n > 1 é um ndmero de lacuna de Q) em p se V(—n - p) #
V(—(n — 1) - p), ou equivalentemente, se dimV(—n - p) = dimV(—-(n—-1)-p) —1. O

conjunto dos nimeros de lacunas de ) em p serd denotado por G, (Q).

Em termos da dimensao de sistemas lineares, um inteiro n > 1 é um nimero de lacuna

de @ em p se, e somente se, dimQ(—n-p) =dimQ(—(n — 1) - p).

Lema 5.3.1. Seja @ C |D| um ¢} ndo-vazio sobre uma curva algébrica X. Fixe p € X.

Entao:

(a) #G,(Q) =1+ 1; em particular, o conjunto dos nimeros de lacuna de @ ¢é finito;
(b) G,(Q) C{1,2,...,d+ 1};
(c) p é um ponto de base de @ se, e somente se, 1 & G,(Q);

(d) d+1 € G,(Q) se, e somente se, d-p € Q;
(e) Gp(|0]) = {1}

Demonstracao. (a) Seja V' o espaco vetorial correspondente ao sistema linear (). Como
dim @ = r, temos dimV = r + 1. Logo, na cadeia de subespagos vetoriais V(—n - p) C
V(—(n — 1) - p) podem aparecer no maximo r + 1 numeros de lacunas. Agora, como
esta cadeia alcanga o subespaco {0} e V(—n-p) = V(—=(n—1)-p) ou dimV(—n - p) =
dim V(—(n—1)-p)—1, a quantidade de ntimeros de lacunas de ) em p deve ser exatamente

igual a r + 1.
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(b) Conforme haviamos observado anteriormente, para todo & > 1 + d temos
V(=k-p) =V(—(k—1)-p) = {0}. Portanto, ndo existem ntmeros de lacunas maiores
do que d + 1.

(c) Pelo Lema 3.3.4, p é um ponto de base do sistema linear () se, e somente se,
V C L(D —p). Isto é equivalente a V(—p) = V(0), o que significa que 1 ¢ G,(Q).

(d) O inteiro d+1 é um ntimero de lacuna de @) em p se, e somente se, V(—(d+1)-p) #
V(=d-p). Como V(—(d+1)-p) = {0}, esta ultima condi¢do é equivalente a existir
feVnLD—d-p) tal que ord,(f) = —D(p) + n, o que também é equivalente a ter
div(f)+ D=d-peQqQ.

(e) Segue dos itens (a) e (b). u

Definicao 5.3.2. Seja () um g}, nao-vazio sobre uma curva algébrica X. Diremos que
p € X éum ponto de inflexao de Q, se Gp(Q) #{1,2,...,r +1}.

Sejam @ C |D| um ¢} ndo-vazio sobre uma curva algébrica X e p € X. Suponha que
V' é o espago vetorial correspondente ao sistema linear (). Escreva G,(Q) = {n1 < ny <
<o < npypp}. Paracadai=1,2,...,7r+ 1, tome f; € V(—(n; — 1) -p) \ V(—n; - p). Por
tal escolha, temos ord,(f;) = n; — 1 — D(p), para todo ¢ = 1,2,...,r + 1. Claramente,
{f1, f2, .-, fra1} é uma base para o espaco vetorial V. Toda base para o espa¢o V com
estas propriedades serd chamada de base inflexiondria para V com respeito a p. Note

que, p nao é um ponto de inflexao de () se, e somente se, existe uma base inflexionaria
{fi, fo,-- -, frs1} para V, onde ord,(f;) =i — 1 — D(p), para todo i = 1,2,...,7 + 1.

5.3.2 Critério do Wronskiano

Sejam X uma superficie de Riemann e g1, go, ..., g, funcoes meromorfas num ponto

p € X. Se ¢ é uma carta local sobre X centrada em p, denotaremos a composi¢ao

gi 0 ¢~ 1(z) simplesmente por g;(z). O Wronskiano das fungoes gy, g, . - -, g, com respeito
a coordenada local z, denotado por W, (g1, g2, ..,9s), é a fungao
2 n—1
0(2) 6z ¢’ - a" Ve
(2) (n—1)
92(2) g2(2) g2°(2) -+ g2 (2)
WZ(917927""gn)(2) = det . . . . .
2 n—1
90(2) (=) 97 - g ()
Claramente, o Wronskiano é uma funcao meromorfa em z = 0. Se g1,9,..., g, Sa0

funcoes holomorfas em p, entao o Wronskiano é uma funcao holomorfa em z = 0.

Lema 5.3.2. Sejam X uma curva algébrica e ) C |D| um g} ndo-vazio. Suponha que
V' C L(D) é o subespago vetorial correspondente ao sistema linear (). Fixe p € X e z uma

coordenada local centrada em p. Entao, p é um ponto de inflexao de () se, e somente se,
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para qualquer base {fi, fay -y fri1} de V, 0 Wronskiano
W (2P0 f1, 2PW fy o 2P@) f1)(0) = 0.

Demonstragao. Seja{fi, fa, ..., fr+1} umabase de V. Como V' C L(D), temos ord,(f;) >
—D(p), para todo i = 1,2,...,r 4+ 1. Portanto, para cada i = 1,2,...,r + 1, a funcao
g; = 2P®) f; é holomorfa em p. Note que, p ndo é um ponto de inflexdo se, e somente se,
existem combinagoes lineares h; = Z:;l a;; fi, tais que {hy, ho, ..., h.11} é uma base para
V, onde ord,(h;) = j — 1, para todo j = 1,2,...,r + 1. De fato, esta ultima condigao
é equivalente a ter {z_D(p)hl, 2 P@h,y, ... ,z‘D(p)hHl} uma base inflexionaria para V/,
onde ord, (2 P®h;) = j —1— D(p), para todo j = 1,2,...,r+ 1. Fixe um indice k, onde

1<k <r+1. Como g, é holomorfa em p, a série de Laurent de g, em torno de z =0 é

(2) (r)

gr(2) = gr(0) + g,.(0)z + %22 +e gTL' "+ t.0.m.
Agora é facil ver que, {h1, ho, ..., h.11} é uma base para V, onde ord,(h;) = j — 1, para
todo y =1,2,...,r+ 1, se, e somente se,
2 r
01(0) ¢(0) gi”(0) -+ 4”(0)
0 / 0 (2) 0 . (r) 0
ot ng) 92{) gg'() | gg.() L0,
2 r
92(0) 94(0) g:7(0) - gi(0)
e este determinante é, por definigao, o Wronskiano W,(g1, go,...,9,)(2) avaliado
em z = 0. [

Lema 5.3.3. Sejam X uma superficie de Riemann e p € X. Fixe uma coordenada
local z centrada em p. Se ¢1, 9o, ..., g, sao funcoes holomorfas em z = 0 e linearmente
independentes, entdao o Wronskiano W, (g1, go, - - ., 9»)(2) é ndo identicamente nulo numa

vizinhanca de z = 0.

Corolério 5.3.1. Seja Q C |D| um g, ndo-vazio sobre uma curva algébrica X. Entao,

existe apenas uma quantidade finita de pontos de inflexao de Q.

Demonstragao. Pelo Lema 5.3.2; os pontos de inflexao do sistema linear () correspondem
aos zeros de um Wronskiano de funcoes holomorfas, o qual também é holomorfo. Logo,
o conjunto dos pontos de inflexao do sistema linear () é fechado. Como X é compacta,
para que este conjunto seja finito é suficiente provar sua discricao. Sejam p € X um
ponto de inflexdo de ) e U uma vizinhanca de p tal que D(q) = 0, para todo ¢ €
U\ {p} (lembre-se de que o suporte de um divisor ¢ um subconjunto discreto de X).
Fixe uma base {f1, fa, ..., fr41} para o espago vetorial V' correspondente a (). Para cada
i = 1,2,...,7+ 1, defina ¢g; = 2zP®@f,. Claramente, g1, ¢s,..., g, sdo holomorfas em

p e linearmente independentes. Se z denota uma coordenada local proximo a p, entao
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pelo lema anterior, o Wronskiano W, (g1, g2, .- ., gr+1)(2) é nao identicamente nulo numa
vizinhanca de z = 0, e portanto, pelo Teorema 2.2.3, seus zeros sao isolados. Logo,
reduzindo a vizinha U de p, se necessario, o ponto p serd o unico ponto de inflexao de @)

em U. -

Lema 5.3.4. Sejam X uma superficie de Riemann e p € X. Fixe uma coordenada local z
proxima a p. Se ¢g1,92,...,9¢ sao funcoes meromorfas sobre X, entao
W.(91, 92, - -, 90)(2)(dz)~V/2 é uma ¢(¢ — 1) /2-diferencial meromorfa sobre X.

Demonstracao. Como  ¢1,¢2,...,9; sao fungdoes meromorfas, o Wronskiano
W.(91, 92, - - -, ge)(z) é uma fungado meromorfa sobre X, e portanto, define uma ¢(¢ —1)/2-
diferencial meromorfa sobre X. Vamos verificar que, se w é uma outra coordenada local
proxima a  p, entdo  W.(g1,92,...,90)(2)(dz)“"V/2  transforma-se  em
Wawlgr, g, - - - g0)(w)(dw) /2 via a funcao de transicio z = T(w). Note que, para
todoi=1,2,...,fetodo k € Z, k > 0, temos

d"g,(T(w)) _ () e ’“Z dagz 2)

dw* Cdik dzi

7=0
onde cada ajx(z) é uma funcao holomorfa. Portanto, efetuando as convenientes operagoes

elementares nas colunas da matriz (d*g;(T(w))/dw"), vemos que esta é equivalente a
matriz (T"(w)*d*g;(z)/dz*). Logo,

Walg1, g2, -, g0)(w) = det (M)

dwk
d"g;(2)
o / k ?
= det <T (w) T )

_ T/(w)1+2+---+(571) det (dkgz<z))

dzk

e entdo, W.(g1, ga, . . ., g¢)(2)(dz) “~1/2 transforma-se em W, (g1, g2, - . . , g¢) (w) (dw) =)/

via a fungao de transigao z = T'(w). |

Lema 5.3.5. Sejam X uma superficie de Riemann e D € Div(X). Se ¢1,92,...,9¢ €
L(D), entdao W.(g1, 9o, - - -, ge) € LEEV/2(¢D).

Demonstragao. Pela hipétese, ord,(g;) > —D(p), para todo p € X e todo i =1,2,...,¢.
Fixe p € X e z uma coordenada local préxima a p. Como 2P g, é holomorfa em p, para
todo i = 1,2,...,¢, o Wronskiano W, (zPWg;, PP g, .. . 2PPg,) também é holomorfo
em p, e portanto, ord, (Wz(z P) gy, 2P )92, R (p)gg)) > 0. Como o Wronskiano é uma
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funcao multilinear,
W.(zPW gy, 2P Pgy, . 2PWg) = 2POW. (g1, o, 90)-

Calculando a ordem em p dos dois lados desta igualdade, concluimos que
OI'dp (Wz(gh g2, ... 7gf)) Z _ED(p> Portanto, WZ<917 g2, - .. agf) € ‘C(Z(Z71)/2) (KD) u

5.3.3 Numero de Pontos de Inflexao

Seja @ C |D| um g} sobre uma superficie de Riemann compacta X. Suponha que V' C
L(D) é o espago vetorial correspondente ao sistema linear @, e que B = {f1, fo, ..., fri1}

e B'={g1,92,...,9r+1} sdo duas bases para V. E facil verificar que

W(f17f27 S 7f7“+1) = det(Mg’)W(glag% s 7g7l)7

onde ME é a matriz mudanga de base de B para B’. Portanto, o lugar dos zeros do
Wronskiano nao depende da escolha da base do sistema linear. Denotaremos por W (Q)

o Wronskiano do sistema linear Q).

Lema 5.3.6. Seja X uma curva algébrica de género g. Se @) C |D| é um g} ndo-vazio

sobre X, entao

deg (div (W(Q))) = r(r + 1)(g — 1)

Demonstracio. Seja n = r(r +1)/2. No Lema 5.3.4, vimos que W(Q) € L™ ((r + 1)D).
Entao, pelo Lema 3.3.4, existem uma func¢ao meromorfa f e uma 1-forma meromorfa sobre
X, tais que W(Q) = fw". Entao,

D ord, (W(Q)) = > ord, (fw")

= ) (ord,(f) + nord,(w))
= n Z ordp(w)
= n(2g9—2)

visto que Yy ord,(f) =0e > yord,(w) =2g — 2. u

Lema 5.3.7. Sejam X uma curva algébrica, Q) C |D| um gj; nao-vazio sobre X e p € X.

Se G,(Q) ={n1 <ng <--- <mpp1}e{fr, fo,..., fry1} é uma base para o espago vetorial
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V C L(D) correspondente a @, entao

r+1

Ordp (Wz (ZD(p)fh ZD(p)f% e 72D(p)fr+1)) = Z(nz - Z)

=1

Demonstracao. Pela observacao feita no inicio desta subsecao, podemos supor que

{f1, f2,. .., fry1} é uma base inflexionaria para V com respeito a p, onde f; = 2™~ 1=P®) 1
t.o.m., para todo i = 1,2,...,r + 1. Entao, estamos querendo calcular a ordem do
Wronskiano

Wi(z)=W.(z" ' +t.om, 2™ +t.om.,..., 2" £t o0.m),

no ponto p. Note que, se o coeficiente de menor grau possivel do Wronskiano
Y(2) = W,(zm 1 zm2 . 2"+~ ¢ ndo-nulo, entao ord,(Y(z)) = ord,(W(z)).

Expandindo o determinante Y (z), vemos que

Y (2) = det(N)z X1 (i),
onde N é a matriz cuja j-ésima coluna é
1

n; —1
Nj = (nj —1)(n; —2)

(nj = 1)(n; =2)---(n; —r—1)

Efetuando operacoes elementares nas linhas da matriz N, vemos que esta é equiva-
i1
j

[Ticicj<rs1(nj — ;). Como os niimeros de lacunas sio dois a dois distintos, det(N') # 0.

Portanto, ord,(W(2)) = ord,(Y(2)) = 321 (n; — ). u

lente a matriz de Vandermonde V' = (n’ "), cujo determinante é dado por detV =

O lema anterior motiva a seguinte definigao:

Definicao 5.3.3. Sejam X uma curva algébrica e () um g¢); nao-vazio sobre X. O peso de

um ponto p € X com respeito a @, denotado por w,(Q), é a soma

r+1

onde Gp(Q) ={n1 <ng <--- <nyp1}.

Teorema 5.3.1. Sejam X uma curva algébrica de género g e () C |D| um g}, ndo-vazio.

Entao,
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Y wp(@) = (r+1)(d+rg—r).

peX
Demonstracao. Seja {fi, f2,..., fr+1} uma base para o subespago vetorial V' C L(D)

correspondente a (). Pelos Lemas 5.3.7 e 5.3.6, temos

pr(Q) = Zordp(Wz (zD(p)fl,zD(p)fg,...,ZD(p)fTH))

peX peEX

= Y _((r+1)D(p) + ord, (W(Q)))

= l(’r—i- Dd+r(r+1)(g—1)

= (r+1)(d+rg—r).

5.3.4 Pontos de Inflexao de Curvas Planas Projetivas Suaves

Vamos aplicar o Teorema 5.3.1 para calcular o ntimero de pontos de inflexao sobre

uma curva plana projetiva suave.

Corolario 5.3.2. Seja X uma curva plana projetiva suave de grau d. Entao, X possui
3d(d — 2) pontos de inflexao, contados com suas multiplicidades: se a reta tangente a X

num ponto de inflexao p encontra X com multiplicidade &, entao p é contado k — 2 vezes.

Demonstra¢dao. Naturalmente, a curva plana projetiva X estd mergulhada em P? por meio
da aplicacao identidade, a qual é holomorfa e esta associada ao sistema linear hiperplano
@, isto é, ao sistema linear formado por todos os divisores hiperplanos sobre X. Clara-
mente, @ é um g3. Pela férmula de Pliicker, o género g de X é g = (d — 1)(d — 2)/2.

Portanto, pelo Teorema 5.3.1,

> w,(Q) = 3d(d - 2).

peX
Vejamos como sao contados os pontos de inflexao. Seja p € X. Como @) é livre de pontos
de base, pelo Lema 5.3.1, o primeiro nimero de lacuna é n; = 1. Como uma reta passando
por p, em geral nao é tangente a X em p, o segundo nimero de lacuna é ny = 2. Agora
considere o subsistema linear QQ(—2-p). Este subsistema linear é constituido de apenas um
divisor hiperplano div(H), pois X é suave. Se a reta tangente a X em p que define div(H)
encontra X com multiplicidade k, entao div(H) € Q(—k-p), mas div(H) & Q(—(k+1)-p).
Entao Q(—(k + 1) - p) = (). Portanto, o terceiro e ltimo nimero de lacuna é ng = k + 1.

Assim, o peso de p com respeito a Q) é w,(Q) =k — 2. [ ]
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5.3.5 Pontos de Weierstrass

Vamos investigar os pontos de inflexdo de um sistema linear muito importante: o
sistema linear canonico. Conforme observamos no inicio desta secao, a investigacao de
tais pontos se resume ao estudo do comportamento inflexionario dos hiperplanos tangentes
a uma curva canonica.

Os pontos de inflexao de sistemas lineares candnicos sao chamados de

pontos de Weierstrass.

Corolario 5.3.3. Seja X uma curva algébrica de género g > 1. Entao, existem

9 —g=9(g—1D(g+1)
pontos de Weierstrass sobre X, cada um contado com seu peso.

Demonstragao. Basta lembrar que |K| é um sistema linear de grau 2g — 2 e dimensao

g — 1, e entao, aplicar o Teorema 5.3.1. [

Seja X uma curva canonica. Por defini¢ao, um ponto p € X é um ponto de Weierstrass
do sistema linear canodnico |K| se, e somente se, G,(|K|) # {1,2,...,g}. Verificaremos

quando um inteiro n é um ntimero de lacuna de | K| em p. Pelo Teorema de Riemann-Roch,

dimL(K —{lp) = (29g—2—1¥)+1—g+dimL(¢p)
= g—1—/(+dimL(lp),

para todo ¢ € Z. Entao,

dmL(K—(n—1)-p) —dimL(K —n-p)=14+dimL((n—1)-p) —dim L(n - p),

para todo n € Z. Portanto, n é um numero de lacuna de |K| em p se, e somente se,
dim£L((n—1)-p) = dim L£(n-p). Em outras palavras, podemos determinar os nimero de

lacunas de |K| em p analisando a cadeia de subespacos vetoriais

{0} cLO)C L(p)cL2-p)C---CL(n=1)-p)CL(n-p)C---.

Como L((n—1)-p) = L(n-p) oudimL((n —1)-p) = L(n-p)—1, vemos que n é um
nimero de lacuna de |K| em p se, e somente se, nao existe uma fungdo meromorfa f sobre
X tal que ord,(f) = —n.

Note que o complementar do conjunto dos nimeros de lacunas do sistema linear

candnico é um semigrupo: se m,n € Z, m,n > 0 nao sdo numeros de lacunas de | K|
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num ponto p, entao m + n também nao é um nimero de lacuna. De fato, se m e n
nao sao numeros de lacunas, entao existem funcoes meromorfas f e g sobre X, tais que
ord,(f) = —m e ord,(g) = —n. Entdo fg é uma funcdo meromorfa sobre X tal que

ord,(fg) = —(m +n). Portanto, m + n nao ¢ um nimero de lacuna.
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