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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar o Teorema de Riemann-Roch, um dos

resultados fundamentais na teoria de curvas algébricas, e apresentar algumas de suas

aplicações. Este teorema é uma importante ferramenta para a classificação das curvas

algébricas, pois relaciona propriedades algébricas e topológicas. Daremos uma descrição

das curvas algébricas de gênero g, 1 ≤ g ≤ 5, e faremos um breve estudo dos pontos de

inflexão de um sistema linear sobre uma curva algébrica.

Palavras-chave: Superf́ıcies de Riemann, Curvas Algébricas, Divisores, Sistemas

Lineares, Teorema de Riemann-Roch, Classificação de Curvas Algébricas, Pontos de

Inflexão, Pontos de Weierstrass.



Abstract

The main purpose of this work is to discuss The Riemann-Roch Theorem, which is

one of the most important results of the theory of algebraic curves, and to present some

applications. This theorem is an important tool of the classification of algebraic curves,

since relates algebraic and topological properties. We will describe the algebraic curves

of genus g, 1 ≤ g ≤ 5, and also study inflection points of a linear system on an algebraic

curve.

Keywords: Riemann Surfaces, Algebraic Curves, Divisors, Linear Systems, The

Riemann-Roch Theorem, Classification of Algebraic Curves, Inflection Points, Weierstrass

Points.
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3.3 Espaços de Funções Meromorfas e de 1-Formas Meromorfas Associadas a

um Divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.3.1 Espaço L(D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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5.2 Mapa Canônico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
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Introdução

O objetivo principal deste trabalho é estudar o Teorema de Riemann-Roch, um dos

resultados fundamentais na teoria de curvas algébricas, e apresentar algumas de suas

aplicações. Este teorema é uma importante ferramenta para a classificação das curvas

algébricas, pois relaciona propriedades algébricas e topológicas. Daremos uma descrição

das curvas algébricas de gênero g, 1 ≤ g ≤ 5, e faremos um breve estudo dos pontos de

inflexão de um sistema linear sobre uma curva algébrica.

No primeiro caṕıtulo faremos um estudo sobre superf́ıcies de Riemann, apresentando

vários exemplos, entre eles, curvas planas afins e projetivas e curvas de interseção com-

pleta. Naturalmente, uma questão discutida é sobre a classificação das superf́ıcies de

Riemann. Um dos resultados mais conhecidos é o seguinte: toda superf́ıcie de Riemann

compacta é difeomorfa a um g-toro. O número g obtido neste teorema é chamado de

gênero topológico da superf́ıcie.

Como uma superf́ıcie de Riemann se identifica localmente a um subconjunto dos

números complexos, dedicamos o Caṕıtulo 2 ao estudo de funções meromorfas, mapas

holomorfos e 1-formas meromorfas. Como consequência do estudo das propriedades locais

e globais de um mapa holomorfo entre duas superf́ıcies de Riemann compactas, obtemos

a fórmula de Hurwitz, a qual relaciona os gêneros das superf́ıcies de Riemann com o grau

do mapa e suas ramificações.

O foco principal do Caṕıtulo 3 é o estudo dos divisores sobre uma superf́ıcie de Rie-

mann. Estudaremos diversos tipos de divisores, entre eles o divisor de interseção. Estu-

dando as propriedades do divisor de interseção, mostraremos o Teorema de Bézout para

curvas projetivas suaves, e como consequência, obteremos a fórmula de Plücker, a qual

relaciona o gênero de uma curva plana projetiva suave e seu grau.

Outro problema estudado neste caṕıtulo é o problema de Riemann. Mais precisamente,

dado um divisor D, estamos interessados em calcular a dimensão do espaço vetorial das

14



INTRODUÇÃO 15

funções meromorfas com pólos limitados por D. Inicialmente mostraremos a finitude da

dimensão deste espaço para superf́ıcies de Riemann compactas e em seguida daremos uma

cota superior para a mesma.

A última seção é destinada ao estudo de divisores muito amplos. De fato, dado um

divisor muito amplo, mostraremos que existe um mergulho da superf́ıcie de Riemann

compacta para um determinado espaço projetivo, cuja dimensão é dada pela dimensão do

sistema linear associado ao divisor.

Os principais resultados do Caṕıtulo 4 são o Teorema de Riemann-Roch e a Dualidade

de Serre, os quais darão resposta ao problema de Riemann.

No Caṕıtulo 5 apresentamos algumas aplicações do Teorema de Riemann-Roch, como

por exemplo, o Teorema de Clifford, o qual fornece uma cota superior para o espaço de

funções meromorfas com pólos limitados por um divisor especial. Visto que toda curva

algébrica pode ser mergulhada num espaço projetivo, descrevemos as curvas algébricas

de gênero g, 1 ≤ g ≤ 5, como variedades algébricas projetivas. De fato, desta maneira

mostraremos o Teorema de Riemann nestes casos, o qual afirma que toda superf́ıcie de

Riemann compacta é uma variedade algébrica projetiva. Por último, fazemos um breve

estudo sobre os pontos de inflexão de um sistema linear, com alguns comentários para o

caso particular de pontos de Weierstrass.



CAPÍTULO 1

Superf́ıcies de Riemann

1.1 Cartas e Estruturas Complexas

Superf́ıcies de Riemann são, a grosso modo, espaços topológicos que, localmente, se

identificam a um subconjunto aberto do plano complexo. Essa identificação é natural-

mente feita por meio de aplicações capazes de transportar as propriedades locais de um

subconjunto do plano complexo para o espaço X. Nesta seção formalizaremos essa ideia.

1.1.1 Cartas Complexas

SejaX um espaço topológico. Para queX seja visto, localmente, como um subconjunto

do plano complexo, é de se esperar que a aplicação que relaciona os subconjuntos abertos

de cada espaço seja bijetiva. Como estamos interessados nos aspectos locais é necessário

que a aplicação e sua inversa sejam cont́ınuas. Isso nos conduz a definição seguinte.

Definição 1.1.1. Uma carta complexa, ou simplesmente carta, sobre X é um homeomor-

fismo ϕ : U → V , onde U ⊂ X e V ⊂ C são abertos. O subconjunto aberto U é chamado

de domı́nio da carta ϕ. Diremos que a carta ϕ está centrada em p ∈ U se ϕ(p) = 0.

Note que uma carta ϕ : U → V sobre X agrega a seu domı́nio uma geometria: para

cada ponto x ∈ U está associada uma coordenada complexa local dada por z = ϕ(x).

Note também que, fixado um ponto p ∈ U podemos sempre supor que ϕ está centrada em

p, pois a aplicação ψ : U → V − ϕ(p) dada por ψ(x) = ϕ(x)− ϕ(p) é uma carta sobre X.
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Figura 1.1.1. A definição de uma carta.

Exemplo 1.1.1. Tome X = R2 e U ⊂ X um subconjunto aberto não-vazio. A aplicação

definida por

ϕU : U −→ ϕU(U)

(x, y) 7−→ ϕU(x, y) = x+ iy,

é uma carta complexa sobre R2. Note que para U = R2, ϕU é a aplicação natural que

identifica R2 com C. Outro exemplo de carta complexa sobre R2 é a aplicação

ϕU : U −→ ϕU(U)

(x, y) 7−→ ϕU(x, y) =
x

1 +
√
x2 + y2

+ i
y

1 +
√
x2 + y2

.

Exemplo 1.1.2. Se ϕ : U → V é uma carta complexa sobreX e U1 ⊂ U é um subconjunto

aberto não-vazio de U , então ϕ|U1
: U1 → ϕ(U1) é uma carta complexa sobre X. Esta

restrição de ϕ é chamada de uma subcarta de ϕ.

Exemplo 1.1.3. Se ϕ : U → V é uma carta complexa sobreX e ψ : V → W é uma bijeção

holomorfa entre subconjuntos do plano complexo, então a composição ψ ◦ ϕ : U → W é

uma carta complexa sobre X. De fato, basta lembrar-se de que uma bijeção holomorfa

entre subconjuntos do plano complexo tem sua inversa automaticamente holomorfa (con-

sulte [Con86]); como a composição ψ ◦ ϕ é, claramente, uma bijeção holomorfa, segue o

afirmado.

No exemplo anterior, visto que ϕ fornece uma coordenada complexa local sobre U ,

podemos interpretar a operação de composição ψ ◦ϕ como uma mudança de coordenadas

complexas. No entanto, algumas observações são necessárias para se verificar que essa

interpretação é coerente com a noção geral de que temos sobre mudança de coordenadas.

É natural esperar que as cartas ϕ e ψ◦ϕ forneçam as mesmas respostas quanto às questões

levantadas sobre as propriedades do subconjunto aberto U de X; ou seja, as cartas ϕ e

ψ ◦ ϕ devem ter uma certa compatibilidade sobre o domı́nio comum U . Essa condição de

compatibilidade estende-se de modo esperado para quaisquer duas cartas, e é estabelecida

segundo a próxima definição.
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Definição 1.1.2. Sejam ϕ1 : U1 → V1 e ϕ2 : U2 → V2 duas cartas complexas sobre X.

Diremos que ϕ1 e ϕ2 são compat́ıveis se U1 ∩ U2 = ∅ ou

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1 ∩ U2) −→ ϕ2(U1 ∩ U2)

é holomorfa. No segundo caso, a função T = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 é chamada de função de transição

entre as duas cartas; T é sempre uma bijeção cont́ınua.

Figura 1.1.2. Compatibilidade entre cartas

Note que compatibilidade entre cartas é uma relação de equivalência. É reflexiva: toda

carta ϕ é compat́ıvel consigo mesma, pois ϕ ◦ ϕ−1 = id, a qual é uma função holomorfa;

é simétrica: se ϕ2 ◦ ϕ−1
1 é holomorfa sobre ϕ1(U1 ∩ U2) então ϕ1 ◦ ϕ−1

2 é holomorfa sobre

ϕ2(U1∩U2) (veja o Exemplo 1.1.3); e por último, é transitiva: se ϕ2◦ϕ−1
1 é holomorfa sobre

ϕ1(U1∩U2) e ϕ3◦ϕ−1
2 é holomorfa sobre ϕ2(U2∩U3), então ϕ3◦ϕ−1

1 = (ϕ3◦ϕ−1
2 )◦(ϕ2◦ϕ−1

1 )

é holomorfa sobre ϕ1(U1∩U3), pois cada uma das funções entre parênteses são holomorfas.

Lema 1.1.1. A derivada T ′ de uma função de transição T entre duas cartas compat́ıveis

nunca se anula sobre o domı́nio de T .

Demonstração. Denote por S a função inversa de T ; então S ◦T = id sobre o domı́nio de

T , isto é, S(T (w)) = w para todo w no domı́nio de T . Derivando ambos os lados dessa

igualdade resulta S ′(T (w))T ′(w) = 1, donde segue que T ′(w) nunca se anula.

Suponha que T é a função de transição entre duas cartas ϕ e ψ, com um ponto p

comum em seus domı́nios. Digamos que as coordenadas locais fornecidas por estas cartas

sejam z = ϕ(x) e w = ψ(x), com z0 = ϕ(p) e w0 = ψ(p). Assim, a função de transição

T = ϕ ◦ ψ−1 expressa z como função de w, e o lema anterior nos diz que a expansão em

séries de potências de T próximo a p é da forma

z = T (w) = z0 +
∞∑
n=1

an(w − w0)
n,

com a1 = T ′(w0) ̸= 0. Essa observação será utilizada nos caṕıtulos seguintes.
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Exemplo 1.1.4. Retomando o Exemplo 1.1.3, sejam ϕ : U → V uma carta complexa

sobre X e ψ : V → W uma bijeção holomorfa entre subconjuntos do plano complexo.

Como (ψ◦ϕ)◦ϕ−1 = ψ, a qual é uma função holomorfa, segue que ϕ e ψ◦ϕ são compat́ıveis;

portanto, a noção de mudança de coordenadas complexas está bem definida. Mais ainda,

ψ ◦ϕ é compat́ıvel com qualquer carta compat́ıvel com ϕ. De fato, se ϕ1 é compat́ıvel com

ϕ então ϕ ◦ ϕ−1 é holomorfa; logo, a composição ψ ◦ (ϕ ◦ ϕ−1) é holomorfa, e portanto,

ψ ◦ ϕ é compat́ıvel com ϕ1.

Exemplo 1.1.5. Quaisquer duas subcartas de uma carta complexa ϕ : U → V são

compat́ıveis. De fato, se ϕ|U1
e ϕ|U2

são duas subcartas de ϕ com U1 ∩ U2 ̸= ∅, então
ϕ|U2
◦ ϕ−1

|U1
= id, a qual é uma função holomorfa. Logo, ϕ|U1

e ϕ|U2
são compat́ıveis.

Exemplo 1.1.6. Com o mesmo argumento do exemplo anterior, no Exemplo 1.1.1 quais-

quer duas cartas são compat́ıveis.

Exemplo 1.1.7. As cartas ϕU1(x, y) = x + iy e ϕU2(x, y) = x/(1 +
√
x2 + y2) + iy/(1 +√

x2 + y2) sobre X = R2, vistas no Exemplo 1.1.1, não são compat́ıveis. De fato, suponha

que U1 ∩ U2 ̸= ∅. Temos definida a função de transição

T = ϕU2 ◦ ϕ−1
U1

: ϕU1(U1 ∩ U2) −→ ϕU2(U1 ∩ U2)

x+ iy 7−→ u(x, y) + iv(x, y),

onde u(x, y) = x/(1 +
√
x2 + y2) e v(x, y) = y/(1 +

√
x2 + y2). Suponha que T é holo-

morfa; então, as equações de Cauchy-Riemann devem ser satisfeitas em todo ponto do

domı́nio de T , isto é, ux = vy e vx = −uy sobre ϕU1(U1∩U2). Com cálculos diretos verifica-

se que a primeira condição de igualdade impõe x2 = y2 e a segunda −xy = xy. Mas estas

igualdades só valem para (x, y) = (0, 0) e, no entanto, ϕU1(U1 ∩ U2) é um subconjunto

aberto do plano complexo, uma contradição. Portanto, ϕU1 e ϕU2 não são compat́ıveis.

O próximo exemplo é clássico e melhor formulado.

Exemplo 1.1.8. Seja S2 a 2-esfera unitária em R3, isto é,

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + w2 = 1}.

Podemos representar o subconjunto aberto S2 \ {(0, 0, 1)} sobre o plano complexo da

seguinte maneira: associamos cada ponto (x, y, w) ∈ S2 ao ponto de interseção entre a

reta (0, 0, 1) + λ(x, y, w − 1), λ ∈ R, e o plano w = 0; e vice-versa. Considerando o plano

w = 0 como uma cópia do plano complexo C via a identificação (x, y, 0) 7→ x+iy, obtemos

um homeomorfismo

ϕ1 : S2 \ {(0, 0, 1)} −→ C
(x, y, w) 7−→ ϕ1(x, y, w) =

x

1− w
+ i

y

1− w
,
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cuja inversa é

ϕ−1
1 : C −→ S2 \ {(0, 0, 1)}

z 7−→ ϕ−1
1 (z) =

(
2Re(z)

|z|2 + 1
,
2 Im(z)

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
.

Figura 1.1.3. Projeção estereográfica.

Analogamente, podemos representar o subconjunto aberto S2 \ {(0, 0,−1)} sobre o

plano complexo, obtendo um outro homeomorfismo

ϕ2 : S2 \ {(0, 0,−1)} −→ C
(x, y, w) 7−→ ϕ1(x, y, w) =

x

1 + w
− i y

1 + w
,

cuja inversa é

ϕ−1
2 : C −→ S2 \ {(0, 0,−1)}

z 7−→ ϕ−1
2 (z) =

(
2Re(z)

|z|2 + 1
,
−2 Im(z)

|z|2 + 1
,
1− |z|2

|z|2 + 1

)
.

Temos assim, duas cartas definidas sobre S2, cada uma delas chamada de projeção es-

tereográfica. O domı́nio comum entre ϕ1 e ϕ2 é S2 \ {(0, 0,±1)}, o qual é levado bije-

tivamente para C∗ = C \ {0} por qualquer uma das duas cartas. Como a composição

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : C∗ → C∗ dada por ϕ2 ◦ ϕ−1

1 (z) = 1/z é holomorfa sobre todo o domı́nio, segue

que ϕ1 e ϕ2 são duas cartas compat́ıveis.

Algumas observações à parte sobre este exemplo são importantes. Primeiro, com um

cálculo direto podemos ver que se uma carta tem coordenada z, então a outra carta terá

coordenada 1/z. Segundo, apenas o ponto (0, 0, 1) não pode ser representado pela carta

ϕ1(x, y, w) = z, e conforme (x, y, z) se aproxima de (0, 0, 1), ϕ1(x, y, w) tende ao infinito.

1.1.2 Atlas Complexos

Estamos a um passo de dar a definição de uma superf́ıcie de Riemann. O que falta

é definir uma estrutura que tenha a finalidade de fornecer para cada ponto do espaço
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topológico X uma coordenada complexa local. Afinal, queremos que o espaço X seja

visto, localmente, como um subconjunto aberto do plano complexo sobre cada um de

seus pontos. No Exemplo 1.1.8 podemos ver que todo ponto da esfera S2 possui uma

coordenada complexa local, e mais, quaisquer duas cartas fornecendo uma coordenada

local para o ponto são compat́ıveis. Esta é outra propriedade indispensável que a estrutura

deve possuir: compatibilidade entre quaisquer duas cartas dadas.

Definição 1.1.3. Um atlas complexo, ou simplesmente atlas, sobre X é uma coleção

A = {ϕα : Uα → Vα} de cartas complexas sobre X duas a duas compat́ıveis e cujos

domı́nios cobrem X, isto é, X = ∪αUα.

Exemplo 1.1.9. A coleção de todas as cartas do Exemplo 1.1.1 formam um atlas sobre

R2. As duas cartas definidas sobre a 2-esfera unitária em R3 no Exemplo 1.1.8 formam

um atlas complexo sobre S2.

Exemplo 1.1.10. Se A = {ϕα : Uα → Vα} é um atlas complexo sobre X e Y ⊂ X é um

subconjunto aberto não-vazio, então a coleção de subcartas AY = {ϕ|Y ∩Uα
: Y ∩ Uα →

ϕα(Y ∩ Uα)} é um atlas sobre Y . Isso segue do fato de que a restrição de uma função

holomorfa é holomorfa.

Com a mesma intenção que definimos compatibilidade entre duas cartas complexas,

definimos também uma equivalência entre dois atlas complexos. Não queremos que dois

atlas sobre um mesmo espaço X informem propriedades diferentes para um mesmo sub-

conjunto aberto em questão.

Definição 1.1.4. Dois atlas complexos A e B são equivalentes se toda carta de um é

compat́ıvel com toda carta do outro.

Note que a relação entre dois atlas complexos é uma relação de equivalência; isso

porque compatibilidade entre cartas complexas é uma relação de equivalência.

Ainda com as notações da definição anterior, é imediato que os atlas A e B são equi-

valentes se, e somente se, a união A ∪ B é também um atlas complexo. Logo, a união de

todos os atlas equivalentes a A é um atlas complexo. Portanto, pelo Lema de Zorn todo

atlas complexo A está contido num atlas complexo maximal; e mais, dois atlas complexos

são equivalentes se, e somente se, estão contidos num mesmo atlas complexo maximal.

Definição 1.1.5. Uma estrutura complexa sobre X é um atlas complexo maximal sobre

X ou, equivalentemente, uma classe de equivalência de um atlas complexo sobre X.

Pela definição anterior a essa definição, todo atlas sobre X determina uma única

estrutura complexa sobre X. Portanto, dado um atlas temos uma estrutura complexa

induzida.
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1.1.3 Definição de uma Superf́ıcie de Riemann

Finalmente estamos aptos a dar a definição formal de uma superf́ıcie de Riemann.

Antes, recordemos alguns conceitos da topologia. Um espaço topológicoX é um espaço de

Hausdorff se, para quaisquer dois pontos distintos x, y ∈ X existem vizinhanças disjuntas

U e V de x e y, respectivamente. Dizemos que um espaço topológico X satisfaz o segundo

axioma de enumerabilidade se existe uma base enumerável para sua topologia. Para mais

detalhes desses e outros conceitos topológicos consulte [Mun00].

Definição 1.1.6. Uma superf́ıcie de Riemann é um espaço topológico de Hausdorff,

conexo, com base enumerável e uma estrutura complexa definida.

Uma definição mais geral de superf́ıcie de Riemann pode ser dada excluindo a condição

de existência de uma base enumerável para o espaço X. Aqui, impomos esta condição

para evitar certos exemplos patológicos. A grande maioria dos exemplos que veremos de

superf́ıcies de Riemann são de subespaços de Cn, a menos de homeomorfismo, e conse-

quentemente, irão satisfazer automaticamente o segundo axioma de contabilidade, pois

Cn o satisfaz.

Exemplo 1.1.11. Considere X = C topologicamente como R2 com a estrutura complexa

induzida pelo atlas do Exemplo 1.1.1. Esta superf́ıcie de Riemann é o já conhecido plano

complexo.

Exemplo 1.1.12. Tome X = S2 a 2-esfera unitária em R3 com a estrutura complexa

induzida pelo atlas formado pelas duas cartas do Exemplo 1.1.8. Como S2 é um espaço

de Hausdorff, conexo e satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade, o espaço S2 é uma

superf́ıcie de Riemann. Esta superf́ıcie é chamada de esfera de Riemann, e é denotada

por C∞ ou C ∪ {∞}, com C representado por uma das cartas e ∞ um ponto extra no

infinito. Note que a esfera de Riemann é uma superf́ıcie de Riemann compacta.

Exemplo 1.1.13. Todo subconjunto Y não-vazio e conexo de uma superf́ıcie de Riemann

X é uma superf́ıcie de Riemann com a estrutura complexa induzida pelo atlas do Exemplo

1.1.10.

1.1.4 Variedades Reais

Vamos relacionar superf́ıcies de Riemann com variedades reais e extrair alguns dos

resultados clássicos da teoria das variedades. Adiantamos que, uma superf́ıcie de Riemann

nada mais é do que uma variedade complexa conexa de dimensão 1, assim, esperamos

relacioná-la com uma variedade real de dimensão 2.

Em certas ocasiões é conveniente considerarmos uma superf́ıcie de Riemann como uma

2-variedade real, deixando de lado as particulares propriedades sobre o corpo dos números
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complexos. Passamos às definições relevantes. Denote por X um espaço topológico de

Hausdorff.

Definição 1.1.7. Uma carta real n-dimensional sobre X é um homeomorfismo

ϕ : U → V , onde U ⊂ X é um conjunto aberto em X, e V ⊂ Rn um conjunto aberto

em Rn. Duas dessas cartas reais ϕ1 : U1 → V1 e ϕ2 : U2 → V2 são C∞-compat́ıveis se

U1 ∩ U2 = ∅, ou

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1 ∩ U2) −→ ϕ2(U1 ∩ U2)

é um difeomorfismo C∞, isto é, ϕ2 ◦ ϕ−1
1 e sua inversa têm derivadas parciais de to-

das as ordens em todo ponto do domı́nio. Um atlas real C∞ sobre X é uma coleção

A = {ϕα : Uα → Vα} de cartas reais sobre X duas a duas C∞-compat́ıveis e cujos

domı́nios cobrem X. Dois desses atlas reais são equivalentes se a união deles é um atlas

real C∞. Uma estrutura real C∞ sobre X é uma classe de equivalência de um atlas real

C∞. Uma variedade real C∞ é um espaço topológico de Hausdorff, conexo, com base

enumerável e uma estrutura C∞ definida.

Lembre-se de que toda função holomorfa de uma variável complexa z = x+ iy é infini-

tamente diferenciável nas variáveis reais x e y, ou seja, é C∞. Portanto, toda superf́ıcie

de Riemann é uma variedade real C∞ de dimensão 2, ou simplesmente uma 2-variedade

real.

Para variedades reais, conexidade e conexidade por caminhos são equivalentes; por-

tanto, toda superf́ıcie de Riemann é conexa por caminhos.

Proposição 1.1.1. Toda superf́ıcie de Riemann é orientável.

Demonstração. Para checar a orientabilidade de uma superf́ıcie de Riemann X temos que

olhar para a estrutura real C∞ da 2-variedade real induzida de X, e provar que se um

ponto p ∈ X pode ser coberto por duas cartas reais então a função de transição entre

essas cartas tem determinante jacobiano positivo em p. Suponha então que z = ϕ1(x) e

w = ϕ2(x) são duas coordenadas locais para um ponto p ∈ X. Se denotarmos z = x+ iy,

w = s + it e T = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 = u + iv, então as coordenadas locais sobre R são dadas por

(x, y) e (s, t), e a função de transição é T (x, y) = (u(x, y), v(x, y)) = (s, t). A matriz

Jacobiana desta função de transição é[
ux uy

vx vy

]
,

e seu determinante é, pelas equações de Cauchy-Riemann, igual a u2x + v2x = |T ′(z)|2 ≥ 0.

Pelo Lema 1.1.1 temos T ′(z) ̸= 0 para todo ponto z do seu domı́nio; e portanto, o

determinante jacobiano é |T ′(z)| > 0 para todo z, em particular para z = p, como

queŕıamos concluir.



1.1 CARTAS E ESTRUTURAS COMPLEXAS 24

1.1.5 O Gênero de uma Superf́ıcie de Riemann Compacta

Seja X uma superf́ıcie de Riemann compacta. Pelo que vimos anteriormente, X é uma

2-variedade real compacta orientável, e portanto pode ser classificada, segundo um resul-

tado da teoria das variedades, como sendo um g-toro, para um único inteiro g ≥ 0, a

menos de difeomorfismo. Quando g = 0, a superf́ıcie é topologicamente uma 2-esfera.

Quando g = 1, a superf́ıcie é topologicamente um toro, o qual é homeomorfo a S1 × S1.

Para g ≥ 2, seguindo a intuição geométrica, a superf́ıcie é uma 2-esfera com g “alças”

atadas. Este inteiro g é chamado de gênero topológico da superf́ıcie de Riemann compacta

X. A seguinte proposição garante que g é um invariante topológico:

Proposição 1.1.2. Toda superf́ıcie de Riemann compacta é difeomorfa a um g-toro, para

um único inteiro g ≥ 0.

Figura 1.1.4. Superf́ıcie de Riemann compacta de gênero g ≥ 0
vista como um g-toro, via um difeomorfismo.

Exemplo 1.1.14. A esfera de Riemann, vista no Exemplo 1.1.12, é uma superf́ıcie de

Riemann compacta de gênero 0.

Na próxima seção veremos mais exemplos de superf́ıcies de Riemann compactas.

1.1.6 Variedades Complexas

Do mesmo modo que relacionamos superf́ıcies de Riemann com variedades reais, pode-

mos relacioná-las com variedades complexas. Na verdade, uma superf́ıcie de Riemann é o

mesmo que uma variedade complexa de dimensão 1. O que observamos aqui, é que uma

definição de superf́ıcie de Riemann de dimensão superior a 1 também existe. Deixamos

as definições relevantes.

Definição 1.1.8. Uma carta complexa n-dimensional sobre X é um homeomorfismo

ϕ : U → V , onde U ⊂ X é um subconjunto aberto em X e V ⊂ Cn um subconjunto

aberto em Cn. Duas dessas cartas complexas n-dimensionais ϕ1 : U1 → V1 e ϕ2 : U2 → V2

são compat́ıveis se U1 ∩ U2 = ∅ ou

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1 ∩ U2) −→ ϕ2(U1 ∩ U2)
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é holomorfa, isto é, ϕ2 ◦ ϕ−1
1 é holomorfa em cada uma das n variáveis separadamente

em todo ponto do domı́nio. Um atlas complexo n-dimensional sobre X é uma coleção

A = {ϕα : Uα → Vα} de cartas complexas n-dimensionais sobreX duas a duas compat́ıveis

e cujos domı́nios cobrem X. Dois desses atlas são equivalentes se a união deles é um atlas

complexo n-dimensional. Uma estrutura complexa n-dimensional sobre X é uma classe de

equivalência de atlas complexos n-dimensionais. Uma variedade complexa n-dimensional

é um espaço topológico de Hausdorff, conexo, com base enumerável e com uma estrutura

complexa n-dimensional definida.

1.2 Exemplos de Superf́ıcies de Riemann

Veremos nas próximas subseções, exemplos básicos e fundamentais de superf́ıcies de

Riemann. Daremos uma atenção maior para superf́ıcies de Riemann compactas, as quais

são objetos centrais deste trabalho.

1.2.1 Como Definir Superf́ıcies de Riemann?

Antes de tudo, recordemos do seguinte fato: se {Uα} é uma cobertura aberta de um

espaço topológico X, então um subconjunto U ⊂ X é aberto em X se, e somente se, cada

interseção U ∩ Uα é um aberto de Uα com a topologia induzida de X. Ou então, se {Uα}
é uma coleção qualquer de subconjuntos de um conjunto X, cada um dos subconjuntos

Uα com uma topologia definida, então podemos definir uma topologia sobre X declarando

um subconjunto U ⊂ X aberto em X se, e somente se, cada interseção interseção U ∩Uα

é um aberto de Uα.

Suponhamos agora que {Uα} é uma coleção qualquer de subconjuntos de um conjunto

X tal que X = ∪αUα, e que {ϕα : Uα → Vα} é uma coleção de bijeções, onde cada Vα é

um subconjunto aberto de C. Cada subconjunto Vα tem a sua topologia induzida de C, e
então podemos definir uma topologia sobre todos Vα através das bijeções ϕα, declarando

um subconjunto U ⊂ Uα aberto em Uα se, e somente se, ϕα(U) é aberto em Vα ou,

equivalentemente, aberto em C.
Agora, definimos uma topologia sobre todo X, declarando um subconjunto U ⊂ X

aberto em X se, e somente se, cada interseção U ∩ Uα é um aberto de Uα. Note que esta

topologia sobre X é tal que cada Uα é aberto em X se, e somente se, para todos α e β,

o subconjunto Uα ∩ Uβ é aberto em Uα. Mas isto ocorre se, e somente se, para todos α e

β, o subconjunto ϕα(Uα ∩ Uβ) é aberto em Vα ou, equivalentemente, aberto em C.
Diante destas observações, podemos seguir o seguinte roteiro para definirmos uma

superf́ıcie de Riemann:

• Tome um conjunto X;
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• Encontre uma coleção enumerável {Uα} de subconjuntos de X que cobrem X;

• Para cada α, encontre uma bijeção ϕα : Uα → Vα com Vα um subconjunto aberto

de C;

• Verifique que para todos α e β, ϕα(Uα∩Uβ) é aberto em Vα. Assim, pelas observações

anteriores, a topologia definida sobre X é tal que cada Uα é um aberto de X; mais

ainda, por definição cada ϕα é uma carta complexa sobre X;

• Verifique que as cartas complexas são duas a duas compat́ıveis;

• Verifique que X é um espaço conexo e de Hausdorff.

Os exemplos que veremos a seguir serão constrúıdos seguindo o roteiro acima.

1.2.2 Espaços Projetivos

Sejam (x0, x1, . . . , xn), (y0, y1, . . . , yn) ∈ Cn+1 \ {0}. Diremos que estes dois pontos

estão relacionados se existe λ ∈ C∗ tal que (x0, x1, . . . , xn) = (λy0, λy1, . . . , λyn). Esta

relação, denotada por ∼, é claramente uma relação de equivalência.

Definição 1.2.1. O espaço projetivo n-dimensional , denotado por Pn, é o quociente

Pn =
Cn+1 \ {0}
∼

.

A classe de equivalência em Pn de um ponto não-nulo (x0, x1, . . . , xn) será denotada por

[x] = [x0 : x1 : · · · : xn]. As entradas xi nesta notação são chamadas de coordenadas

homogêneas .

Note que

[x0 : x1 : · · · : xn] = [λx0 : λx1 : · · · : λxn],

para todo λ ∈ C∗. Isto mostra que as coordenadas homogêneas de um ponto de Pn não

são únicas. No entanto, se uma coordenada homogênea é ou não nula é uma questão bem

definida.

O espaço projetivo Pn pode ser visto como sendo o conjunto dos subespaços vetoriais

de Cn+1 de dimensão igual a 1. Cada ponto [x0 : x1 : · · · : xn] de Pn corresponde ao

subespaço vetorial ⟨(x0, x1, . . . , xn)⟩ de Cn+1, e vice-versa.

Preferimos manter a visão sobre Pn como foi apresentada na definição, pois assim fica

claro que, por meio da aplicação natural

π : Cn+1 \ {0} −→ Pn

(x0, x1, . . . , xn) 7−→ [x0 : x1 : · · · : xn],



1.2 EXEMPLOS DE SUPERFÍCIES DE RIEMANN 27

podemos fornecer a Pn a topologia quociente. Esta topologia faz de Pn um espaço

topológico de Hausdorff, conexo e com base enumerável.

Podemos cobrir o espaço projetivo Pn com n+ 1 subconjuntos abertos, a saber

Ui := {[x0 : x1 : · · · : xn] ∈ Pn | xi ̸= 0}.

Cada aberto Ui é homeomorfo a Cn via aplicações

ϕi : Ui −→ Cn

[x0 : x1 : · · · : xn] 7−→ (x0

xi
, x1

xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn

xi
).

(1.2.1)

Estes homeomorfismos são cartas complexas n-dimensionais sobre Pn, e juntas elas for-

mam um atlas complexo n-dimensional sobre Pn, induzindo uma estrutura complexa

n-dimensional sobre Pn. Portanto, Pn é uma variedade complexa de dimensão n. Em

particular, P1 é uma superf́ıcie de Riemann, conhecida como reta projetiva complexa.

Note que Pn é compacto. De fato, seja

Sn = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Cn+1 | ∥x0∥2 + ∥x1∥2 + · · ·+ ∥xn∥2 = 1}

e considere a aplicação

π : Sn −→ Pn

(x0, x1, . . . , xn) 7−→ [x0 : x1 : · · · : xn].

Como π é uma aplicação cont́ınua e Sn é compacto, a imagem π(Sn) é compacta. Mas π

é sobrejetiva: se [x0 : x1 : · · · : xn] ∈ Pn então λ = ∥x0∥2 + ∥x1∥2 + · · ·+ ∥xn∥2 > 0; assim,

[x0 : x1 : · · · : xn] = [λ−1/2x0 : λ−1/2x1 : · · · : λ−1/2xn]; como ∥λ−1/2x0∥2 + ∥λ−1/2x1∥2 +
· · ·+ ∥λ−1/2xn∥2 = 1, [x0 : x1 : · · · : xn] ∈ π(Sn). Portanto Pn é compacto.

Outra maneira de verificar a compacidade de Pn é cobrindo-o com n+1 subconjuntos

compactos, a saber

Pn =
n∪

i=0

ϕ−1
i (D),

onde D = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Cn+1 | ∥xi∥ ≤ 1}.

1.2.3 Toros Complexos

Fixe ω1, ω2 ∈ C linearmente independentes sobre R. Seja L o reticulado gerado por

ω1 e ω2, isto é,
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L = Zω1 + Zω2 = {m1ω1 +m2ω2 | m1,m2 ∈ Z}.

Claramente L é um subgrupo do grupo aditivo C, o qual é claramente comutativo. Sejam

X = C/L o grupo quociente e π : C → X a aplicação natural. Através desta aplicação

π podemos fornecer a X a topologia quociente, a qual declara um subconjunto U ⊂ X

aberto se, e somente se, π−1(U) é aberto em X. Note que esta topologia torna π uma

aplicação cont́ınua, e como C é conexo, X também é conexo.

Observe que todo subconjunto aberto de X é a imagem de um subconjunto aberto de

C, pois se U ⊂ X é aberto então U = π(π−1(U)); e mais, π é uma aplicação aberta. De

fato, se V ⊂ C é aberto, então o transladado ω + V , ω ∈ L, é também um aberto de C.
Assim,

π−1(π(V )) =
∪
ω∈L

(ω + V )

é aberto em C, e pela definição da topologia sobre X, π(V ) é aberto em X; portanto, π

é uma aplicação aberta.

Definimos o paralelogramo fechado com origem num ponto z ∈ C por

Pz :=
{
z + λ1ω1 + λ2ω2 | λ1, λ2 ∈ [0, 1]

}
.

Quando z = 0, P0 é chamado de paralelogramo fundamental . É fácil ver que todo ponto

de C é congruente módulo L a um ponto de Pz, e por este motivo, π(Pz) = X. Portanto,

como Pz é compacto, X também é compacto.

Como L é um subconjunto discreto de C, existe ϵ > 0 tal que |ω| > 2ϵ para todo

ω ∈ L \ {0}. Fixe um tal ϵ e um ponto z0 ∈ C. Sobre a bola aberta Dz0 = D(z0, ϵ) de

raio ϵ em torno de z0, dois pontos distintos de Dz0 não podem diferir por um elemento do

reticulado L.

Vamos mostrar que, para um tal ϵ e todo z0, a restrição π|Dz0
: Dz0 → π(Dz0) é um

homeomorfismo. Claramente esta restrição de π é sobrejetiva, cont́ınua e aberta. Resta-

nos apenas mostrar que esta aplicação é injetiva. Suponha que z1, z2 ∈ Dz0 são tais que

π(z1) = π(z2); então z1 − z2 = ω ∈ L, o que ocorre apenas quando z1 = z2.

Agora podemos definir um atlas complexo sobre X. Para cada z0 ∈ C, defina

ϕz0 : π(Dz0) → Dz0 como sendo a aplicação inversa de π|Dz0
. Afirmamos que a coleção

{ϕz | z ∈ C} é um atlas complexo sobre X. De fato, já vimos que estas aplicações são

cartas complexas sobre X, e que os domı́nios de tais cartas cobrem todo X é óbvio.

Precisamos apenas provar que estas cartas são duas a duas compat́ıveis. Para isso,

sejam z1, z2 ∈ C pontos quaisquer, e considere as cartas ϕ1 = ϕz1 : π(Dz1) → Dz1 e

ϕ2 = ϕz2 : π(Dz2) → Dz2 . Suponha que U = π(Dz1) ∩ π(Dz2) é não-vazio, pois caso
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contrário, nada temos a provar. Seja T (z) = ϕ2 ◦ϕ−1
1 (z) = ϕ2 ◦π(z) a função de transição

entre as cartas ϕ1 e ϕ2. Observe que π ◦ T (z) = π(z) para todo z ∈ ϕ1(U), e então

T (z) − z = ω(z) ∈ L para todo z ∈ ϕ1(U). A função ω : ϕ1(U) → L é cont́ınua e L

é um conjunto discreto, o que implica que ω é uma função localmente constante sobre

ϕ1. Então, localmente, T (z) = z + ω para algum ω ∈ L fixado, a qual é claramente uma

função holomorfa, como queŕıamos provar.

Portanto, X é uma superf́ıcie de Riemann compacta, chamada de toro complexo. O

gênero topológico de X é igual a 1. Um toro complexo depende do reticulado.

1.2.4 Gráficos de Aplicações Holomorfas

Sejam g1, g2, . . . , gn funções holomorfas e definidas sobre um subconjunto V ⊂ C aberto

e conexo. O gráfico da aplicação

g : V −→ Cn

z 7−→ (g1(z), g2(z), . . . , gn(z)),

é o subconjunto

X = {(z, g1(z), g2(z), . . . , gn(z)) | z ∈ V } ⊂ Cn+1.

Com a topologia induzida de Cn+1, o gráfico X é um subespaço topológico de Hausdorff

satisfazendo o segundo axioma de enumerabilidade. Como cada uma das funções gi é

cont́ınua e V é conexo, X também é conexo. A projeção π : X → V da primeira coorde-

nada é um homeomorfismo, cuja inversa associa z ∈ V a n + 1-upla

(z, g1(z), g2(z), . . . , gn(z)) ∈ X. Assim, π é uma carta complexa sobre X, cujo domı́nio

é o próprio X. Temos então, um atlas complexo sobre X formado por uma única carta.

Portanto, X é uma superf́ıcie de Riemann.

1.2.5 Curvas Planas Afins Suaves

Vimos que o gráfico de uma função holomorfa, definida sobre um conjunto conexo,

é uma superf́ıcie de Riemann. Agora estamos interessados em considerar um espaço X,

que é localmente o gráfico de um função, mas não o é globalmente, e verificar sob quais

condições X é uma superf́ıcie de Riemann. Faremos isto para um subespaço X de C2,

consistindo dos pontos de C2 que satisfazem uma equação polinomial f = 0 de duas

variáveis. Com a condição de anulamento do polinômio f , esperamos que a dimensão

complexa de X caia de 1 com relação a dimensão complexa de C2. Assim, temos uma

chance para que X seja uma superf́ıcie de Riemann, uma vez que esta é uma variedade

complexa de dimensão 1.



1.2 EXEMPLOS DE SUPERFÍCIES DE RIEMANN 30

Primeiro precisamos de uma condição sobre f para X ser, localmente, o gráfico de uma

função. Esta condição é dada por um caso particular do Teorema da Função Impĺıcita.

Teorema 1.2.1 (Teorema da Função Impĺıcita). Seja f ∈ C[z, w] um polinômio.

Considere X = {(z, w) ∈ C2 | f(z, w) = 0}, o conjunto dos zeros de f . Seja p = (z0, w0)

um ponto de X, isto é, f(p) = 0. Se ∂f/∂w(p) ̸= 0 então existe uma função g(z) definida

e holomorfa numa vizinhança de z0 tal que, próximo a p, X é o gráfico w = g(z). Mais

ainda, g′ = −∂f
∂z
/ ∂f
∂w

próximo a z0.

O mesmo resultado vale trocando as variáveis z e w, uma pela outra. Isto justifica a

definição seguinte.

Definição 1.2.2. Uma curva plana afim de grau d é o conjunto dos zeros em C2 de

um polinômio f ∈ C[z, w] de grau d. O conjunto das singularidades de um polinômio

f ∈ C[z, w], denotado por sing(f), é o conjunto dos pontos p ∈ C2 que são soluções do

sistema de equações

f =
∂f

∂z
=
∂f

∂w
= 0.

Uma curva plana afim definida por um polinômio f ∈ C[z, w] é singular num ponto

p ∈ C2 se p ∈ sing(f); caso contrário, X é não-singular em p. A curva plana afim X é

não-singular , ou suave, se sing(f) = ∅.
O termo singular para um polinômio, ou para uma curva plana afim, significa que a

condição de não-singularidade não é satisfeita.

Muitas vezes, para dizer que X é uma curva plana afim definida por um polinômio

f ∈ C[z, w], escreveremos simplesmente X : f(z, w) = 0.

Seja X : f(z, w) = 0 uma curva plana afim suave. Pelo Teorema da Função Impĺıcita,

X é localmente o gráfico de uma função holomorfa. Mais especificamente, se p = (z0, w0) ∈
X e ∂f/∂w(p) ̸= 0, então existe uma função holomorfa gp(z) tal que, numa vizinhança U

de p, X é o gráfico w = gp(z). Assim, a projeção πz : U → πz(U) dada por πz(z, gp(z)) = z

é um homeomorfismo entre U e sua imagem, a qual é aberta em C. Portanto, πz é uma

carta complexa sobre X. Caso ∂f/∂z(p) ̸= 0, o mesmo argumento se aplica, e neste caso

obtemos uma carta complexa πw dada pela projeção da segunda coordenada.

Como X é suave, ao menos uma das derivadas parciais de f é não-nula em cada ponto

de X, e portanto, o domı́nio dessas cartas do tipo πz e πw cobrem X.

Para termos definido um atlas complexo formado por tais cartas, devemos mostrar a

compatibilidade entre elas. Se duas cartas são do tipo πz, ou do tipo πw, e a interseção

dos seus domı́nios é não-vazia, então a composição de uma com a inversa da outra é a

função identidade, a qual é certamente holomorfa. Por isso, podemos assumir que uma



1.2 EXEMPLOS DE SUPERFÍCIES DE RIEMANN 31

carta é do tipo πz e outra é do tipo πw. Seja p = (z0, w0) um ponto do domı́nio comum U

das duas cartas. Digamos que, próximo a p, os pontos de X são da forma (z, g(z)), para

uma certa função g holomorfa. Então, próximo a z0 ∈ πz(U), a inversa de πz é dada por

π−1
z (z) = (z, g(z)). Portanto, πw ◦ π−1

z (z) = g(z), a qual é uma função holomorfa.

Conclúımos que a coleção formada pelas cartas do tipo πz e πw é um atlas complexo

sobre X.

A curva X é um espaço topológico de Hausdorff e satisfaz o segundo axioma de enume-

rabilidade, pois X é subespaço topológico de C2, o qual possui estas mesmas propriedades.

Assim, para concluirmos que X é uma superf́ıcie de Riemann, fica faltando verificar que

X é conexo. Note que, se X é a união de duas retas paralelas distintas, por exemplo

X : f(z, w) = (z + w)(z + w − 1), então X não é conexo. No entanto, cada reta é uma

superf́ıcie de Riemann. O teorema a seguir fornece uma condição suficiente para uma

curva plana afim ser conexa.

Teorema 1.2.2. Se f(z, w) ∈ C[z, w] é um polinômio irredut́ıvel, então o conjunto X dos

zeros de f é conexo. Portanto, se f é não-singular e irredut́ıvel, X é uma superf́ıcie de

Riemann.

A prova deste teorema não é elementar, e exige mais conceitos sobre curvas planas

afins. Sugerimos [Sha98a, p. 126] para uma prova deste teorema.

Uma curva X : f(z, w) = 0, onde f é um polinômio irredut́ıvel, é chamada de uma

curva plana afim irredut́ıvel .

Exemplo 1.2.1. Seja h ∈ C[z] um polinômio de uma variável. Então, f(z, w) = w2−h(z)
é irredut́ıvel se, e somente se, h(z) não é um quadrado perfeito. Mais ainda, se h(z) possui

ráızes distintas então X : f(z, w) = 0 é uma superf́ıcie de Riemann.

Veremos mais adiante que, se f ∈ C[z, w] é um polinômio irredut́ıvel, então o con-

junto das singularidades de f é finito. Se p1, p2, . . . , pn denotam os pontos singulares de

X : f(z, w) = 0, então as componentes conexas de X \ {p1, p2, . . . , pn} são superf́ıcies

de Riemann com as mesmas cartas de X. O conjunto dos pontos não-singulares de X é

chamado de parte suave da curva plana afim X.

Como última observação, note que nenhuma curva plana afim é compacta. De fato,

como C2 ∼= R4, uma curva X : f(z, w) = 0 seria compacta se, e somente se, X fosse

fechada e limitada. Porém, dado qualquer z0 ∈ C, a equação f(z0, w) = 0 sempre possui

solução, pois C é um corpo algebricamente fechado. Portanto, X não é compacta.
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1.3 Curvas Projetivas

1.3.1 Curvas Planas Projetivas Suaves

Um polinômio F ∈ C[x0, x1, . . . , xn] é homogêneo de grau d se F pode ser escrito na

forma

F =
∑

i0+i1+···in=d

a(i)x
i0
0 x

i1
1 · · · xinn , a(i) ∈ C.

Em outras palavras, um polinômio é homogêneo se cada um de seus termos tem o mesmo

grau nas variáveis. Note que um polinômio homogêneo F ∈ C[x0, x1, . . . , xn] de grau d

satisfaz

F (λx0, λx1, . . . , λxn) = λdF (x0, x1, . . . , xn),

para todo λ ∈ C∗. Isto mostra que a avaliação de F num ponto p ∈ Pn não está bem

definida, mas se F (p) é ou não nulo é uma questão bem definida. Portanto, faz sentido

estudarmos o conjunto dos zeros em Pn de um polinômio homogêneo.

Vamos nos limitar ao estudo dos zeros de um polinômio homogêneo em apenas três

variáveis. Neste caso, as variáveis x0, x1 e x2 serão substitúıdas por x, y e z, respectiva-

mente.

Definição 1.3.1. Uma curva plana projetiva de grau d é o conjunto dos zeros em P2 de

um polinômio homogêneo F ∈ C[x, y, z] de grau d. O conjunto das singularidades de

um polinômio homogêneo F ∈ C[x, y, z], denotado por sing(F ), é o conjunto dos pontos

p ∈ P2 que são soluções do sistema de equações

F =
∂F

∂x
=
∂F

∂y
=
∂F

∂z
= 0.

Uma curva plana projetiva definida por um polinômio homogêneo F ∈ C[x, y, z] é singular
num ponto p ∈ P2 se p ∈ sing(F ); caso contrário, X é não-singular em p. A curva plana

projetiva X é não-singular , ou suave, se sing(F ) = ∅.

Muitas vezes, para dizer que X é uma curva plana projetiva definida por um polinômio

homogêneo F ∈ C[x, y, z], escreveremos simplesmente X : F (x, y, z) = 0.

Seja X : F (x, y, z) = 0 uma curva plana projetiva. A interseção

Xi := X ∩ Ui

é chamada de parte afim da curva X com relação a i-ésima coordenada. A imagem da
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parte afim Xi de X pelo homeomorfismo ϕi em 1.2.1 é uma curva plana afim em C2. Por

exemplo, temos

X0 = X ∩ U0
∼= {(u, v) ∈ C2 | F (1, u, v) = 0},

onde u = y/x e v = z/x. O processo sobre o polinômio homogêneo F para se obter a

parte afim da curva X com relação a i-ésima coordenada é chamado de desomogeneização

de F com relação a i-ésima coordenada.

Inversamente, uma curva plana afim, definida por um polinômio f ∈ C[x, y], é a parte

afim da curva plana projetiva X : F (x, y, z) = zdeg(f)f(x/z, y/z) = 0 com relação a nova

coordenada z. O processo de obtenção do polinômio homogêneo F a partir de f é chamado

de homogeneização de f .

Note que um polinômio F ∈ C[x0, x1, . . . , xn] homogêneo de grau d satisfaz a fórmula

de Euler

dF =
d∑

i=0

xi
∂F

∂xi
.

Lema 1.3.1. Suponha que F (x, y, z) é um polinômio homogêneo de grau d. Então F é

não-singular se, e somente se, cada Xi é uma curva plana afim suave em C2.

Demonstração. Suponha que umas das partes afins Xi de X não é suave. Podemos supor

que X0 não é suave, pois caso contrário permutamos as variáveis como for conveniente.

Se f(y, z) = F (1, y, z) então significa que X0 : f(y, z) = 0. Como estamos supondo que

X0 não é suave, existe uma solução (y0, z0) ∈ C2 para o sistema de equações

f =
∂f

∂y
=
∂f

∂z
= 0.

Note que,

F [1 : y0 : z0] = f(y0, z0) = 0,

∂F

∂y
[1 : y0 : z0] =

∂f

∂y
(y0, z0) = 0,

∂F

∂z
[1 : y0 : z0] =

∂f

∂z
(y0, z0) = 0,

e pela fórmula de Euler,

∂F

∂x
[1 : y0 : z0] =

(
dF − y0

∂F

∂y
− z0

∂F

∂z

)
[1 : y0 : z0] = 0.
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Portanto, F é singular no ponto [1 : y0 : z0] ∈ P2.

Suponha agora que F é singular. Então existe uma solução p ∈ P2 para o sistema de

equações

F =
∂F

∂x
=
∂F

∂y
=
∂F

∂z
= 0.

Podemos supor que p = [1 : y0 : z0]. Se f(y, z) = F (1, y, z) então X0 : f(y, z) = 0 é

singular no ponto (y0, z0) ∈ C2, pois

f(y0, z0) = 0 = F [1 : y0 : z0],

∂f

∂y
(y0, z0) =

∂F

∂y
[1 : y0 : z0] = 0, e

∂f

∂z
(y0, z0) =

∂F

∂z
[1 : y0 : z0] = 0.

Seja X : F (x, y, z) = 0 uma curva plana projetiva suave. Queremos mostrar que

X é uma superf́ıcie de Riemann. Pelo Lema 1.3.1 que acabamos de ver, cada uma das

partes afins Xi de X são curvas planas afins suaves. Como X é suave, F deve ser um

polinômio irredut́ıvel. Isto é consequência do famoso Teorema de Bézout, o qual veremos

futuramente. E como F é irredut́ıvel, cada Xi também é irredut́ıvel. Assim, pelo Teorema

1.2.2, cada parte afimXi deX é uma superf́ıcie de Riemann, e suas cartas são as projeções.

Por exemplo, as cartas sobre X0 são, localmente, as composições

πy ◦ ϕ0 : X0
ϕ0−→ ϕ0(X0)

πy−→ C
[x : y : z] 7−→ ( y

x
, z
x
) 7−→ y

x

e

πz ◦ ϕ0 : X0
ϕ0−→ ϕ0(X0)

πz−→ C
[x : y : z] 7−→ ( y

x
, z
x
) 7−→ z

x
.

Vamos verificar que as cartas sobre as partes afins Xi de X são compat́ıveis. Seja

p ∈ X. Digamos que p = [x : y : z] com x, y ̸= 0, isto é, p é coberto por duas cartas, uma

sobre X0 e outra sobre X1. Suponha que ϕ0 = y/x é uma carta sobre X0 próximo a p,

e que ϕ1 = z/y é uma carta sobre X1 próximo a p. Temos de mostrar que a composição

ϕ1 ◦ ϕ−1
0 é holomorfa. Como X é localmente o gráfico de uma função holomorfa h, temos

ϕ−1
0 (w) = [1 : w : h(w)] próximo de ϕ0(p). Assim, ϕ1 ◦ ϕ−1

0 (w) = h(w)/w, a qual

é uma função holomorfa, porque como p ∈ X1 = X ∩ U1, temos w ̸= 0. As demais

compatibilidades entre outras duas cartas são verificadas de modo análogo.
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Portanto, as cartas sobre as partes afins Xi de X induzem uma estrutura complexa

sobre X.

Proposição 1.3.1. Toda curva plana projetiva suave X é uma superf́ıcie de Riemann

compacta. Mais ainda, todo ponto de X possui uma coordenada local dada por um

quociente de coordenadas homogêneas.

Demonstração. A discussão anterior a proposição provaram que X é uma superf́ıcie de

Riemann. Resta-nos provar que X é compacta. Mas X é um subconjunto fechado de P2,

o qual é compacto; logo, X deve ser compacta.

1.3.2 Interseções Completas

Estamos interessados em fornecer exemplos de superf́ıcies de Riemann dentro de um

espaço projetivo Pn. Vimos na subseção 1.2.2 que Pn é uma variedade complexa de

dimensão n, isto é, Pn é localmente homeomorfo a um subconjunto aberto de Cn. Assim,

um primeiro passo para definirmos uma superf́ıcie de Riemann dentro de Pn é impor n−1

condições independentes aos pontos de Pn (intuitivamente, cada condição faz com que a

dimensão complexa caia de 1). Faremos isso da maneira mais natural: impondo que n−1

equações polinomiais homogêneas sejam satisfeitas. Observe que foi exatamente isso que

fizemos no caso de curvas planas projetivas.

Assim como no caso de curvas planas projetivas, precisamos de uma condição análoga

de não-singularidade sobre o conjunto dos zeros comuns a n− 1 polinômios homogêneos.

Isto é baseado num caso particular do Teorema da Função Impĺıcita para várias variáveis.

Teorema 1.3.1 (Teorema da Função Impĺıcita para Várias Variáveis). Sejam

F1, F2, . . . , Fn−1 ∈ C[x0, x1, . . . , xn] polinômios. Considere X = {p ∈ Cn+1 | F1(p) =

F2(p) = · · · = Fn−1(p) = 0}, o conjunto dos zeros comuns a F1, F2, . . . , Fn em Cn+1. Seja

p = (z0, z1, . . . , zn) um ponto de X, isto é, F1(p) = F2(p) = · · · = Fn−1(p) = 0. Se a

matriz

(∂Fi/∂xj)(n−1)×n,

onde 1 ≤ j ≤ n, tem posto máximo n − 1 em p, então existem funções

g1(x0), g2(x0), . . . , gn(x0) definidas e holomorfas numa vizinhança de z0 tais que, próximo

a p, X é o gráfico (x0, g1(x0), g2(x0), . . . , gn(x0)).

Definição 1.3.2. Sejam F1, F2, . . . , Fn−1 ∈ C[x0, x1, . . . , xn] polinômios homogêneos. Seja

X = {p ∈ Pn | F1(p) = F2(p) = · · · = Fn−1(p) = 0}, o conjunto dos zeros comuns a

F1, F2, . . . , Fn−1 em Pn. Diremos que X é uma curva de interseção completa se a matriz

(∂Fi/∂xj)(n−1)×(n+1)
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tem posto máximo n− 1 em todo ponto de X.

Proposição 1.3.2. Toda curva de interseção completa em Pn é uma superf́ıcie de Rie-

mann compacta. Mais ainda, todo ponto de X possui uma coordenada local dada por um

quociente xi/xj de coordenadas homogêneas.

Demonstração. Antes de tudo, é necessário observar que esta proposição numa versão

afim, sem a asserção da compacidade, é verdadeira: pela hipótese de não-singularidade,

as cartas podem ser definidas utilizando os argumentos apresentados na subseção 2.1.1.

Para o caso projetivo, suponha que X é uma curva de interseção completa em Pn.

Cada parte afim Xi de X é uma curva afim não-singular em Cn, e suas cartas são dadas

por projeções. Compondo essas cartas com o isomorfismo ϕi, definido em 1.2.1, obtemos

as cartas complexas sobre X dadas por quocientes xi/xj de coordenadas homogêneas. A

compacidade de X segue pelo fato de X ser um subconjunto fechado do compacto Pn.

1.3.3 Interseções Completas Locais

A condição de não-singularidade de uma curva de interseção completa é importante

para conseguirmos definir as cartas complexas sobre tal curva. É interessante notar que

essa condição, se satisfeita localmente em cada ponto, é suficiente para definirmos as

cartas. A definição a seguir é motivada por essa observação.

Definição 1.3.3. Seja {Fα}α uma coleção de polinômios homogêneos em C[x0, x1, . . . , xn].
Seja X = {p ∈ Pn | Fα(p) = 0}, o conjunto dos zeros comuns a todos polinômios Fα em

Pn. Diremos que X é uma curva de interseção completa local se, próximo a cada ponto

p ∈ X, existem n − 1 polinômios Fα1 , Fα2 , . . . , Fαn−1 suficientes para descrever X, e tais

que, a matriz

(∂Fαi
/∂xj)(n−1)×(n+1)

tem posto máximo n− 1 em p.

Proposição 1.3.3. Toda curva de interseção completa local conexa em Pn é uma su-

perf́ıcie de Riemann compacta. Mais ainda, todo ponto de X possui uma coordenada

local dada por um quociente xi/xj de coordenadas homogêneas.

Exemplo 1.3.1. Considere a aplicação

ν : P1 −→ P3

[x : y] 7−→ [x3 : x2y : xy2 : y3].

A imagem desta aplicação é uma curva projetiva em P3 definida por três polinômios

homogêneos, a saber
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F1 = x0x3 − x1x2, F2 = x0x2 − x21 e F3 = x1x3 − x22.

Esta curva, conhecida como cúbica retorcida em P3, não é uma curva de interseção

completa, pois não pode ser descrita por apenas dois de seus polinômios satisfazendo

a condição de não-singularidade. Por exemplo, F1 e F2 não são suficientes para descrever

a cúbica retorcida porque a matriz das suas derivadas parciais

(∂Fi/∂xj)2×4 =

(
x3 x2 x1 x0

x2 2x1 x0 0

)
2×4

,

não tem posto máximo em [0 : 0 : 0 : 1]. No entanto, esta curva é de interseção completa

local. Por exemplo, próximo ao ponto [1 : 0 : 0 : 0] apenas F1 e F2 são necessários para

descrever a curva, pois pelo fato de termos x0 ̸= 0, a equação imposta por F3 é obtida

das duas primeiras, e além disso, a condição de não-singularidade é satisfeita.



CAPÍTULO 2

Funções e Mapas

2.1 Funções Sobre Superf́ıcies de Riemann

Nesta seção vamos definir os conceitos de função holomorfa, singularidades de uma

função e função meromorfa, sobre uma superf́ıcie de Riemann. Isso será feito por meio de

cartas complexas. Como uma superf́ıcie de Riemann X é localmente homeomorfa a um

subconjunto aberto do plano complexo, uma função sobre X pode ser vista, localmente,

como uma função sobre um subconjunto aberto do plano complexo. Assim, tais conceitos

podem ser estendidos naturalmente para funções definidas sobre X.

2.1.1 Funções Holomorfas

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e f : W → C uma função definida numa vizin-

hança W ⊂ X de um ponto p ∈ X.

Definição 2.1.1. Diremos que a função f é holomorfa em p se existe uma carta

ϕ : U → V , com p ∈ U , tal que a composição f ◦ ϕ−1 : V → C é holomorfa em

ϕ(p). Diremos que f é holomorfa sobre W se f é holomorfa em todo ponto de W .

O lema a seguir mostra que este conceito independe da escolha da carta.

Lema 2.1.1. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e f : W → C uma função definida

numa vizinhança W ⊂ X de um ponto p ∈ X. Então:

(a) f é holomorfa em p se, e somente se, para toda carta ϕ : U → V , com p ∈ U , a

composição f ◦ ϕ−1 é holomorfa em ϕ(p);

38
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(b) f é holomorfa sobreW se, e somente se, existe uma coleção de cartas {ϕα : Uα → Vα},
com W ⊂

∪
α

Uα, tal que a composição f ◦ ϕ−1
α é holomorfa sobre ϕα(W ∩ Uα) para

cada α;

(c) se f é holomorfa em p, então f é holomorfa sobre uma vizinhança de p.

Demonstração. (a) Sejam ϕ1 : U1 → V1 e ϕ2 : U2 → V2 duas cartas sobre X com

p ∈ U1 ∩ U2. Suponha que f ◦ ϕ−1
1 é holomorfa em ϕ1(p). Como

f ◦ ϕ−1
2 = (f ◦ ϕ−1

1 ) ◦ (ϕ1 ◦ ϕ−1
2 ),

onde cada uma das expressões entre parênteses é holomorfa, conclúımos que f ◦ ϕ−1
2 é

holomorfa em ϕ2(p). A rećıproca desta afirmação é imediata.

(b) Se f é holomorfa sobreW então, para cada p ∈ W , existe uma carta ϕα : Uα → Vα,

com p ∈ Uα, tal que f ◦ ϕ−1
α é holomorfa em ϕα(p). Pelo item (a), f ◦ ϕ−1

α é holomorfa

sobre ϕα(W ∩ Uα). Assim, {ϕα : Uα → Vα} é uma coleção de cartas, com W ⊂
∪
α

Uα, tal

que f ◦ϕ−1
α é holomorfa sobre ϕα(W ∩Uα). Reciprocamente, se p ∈ W então p ∈ Uα para

algum α e f ◦ ϕ−1
α é holomorfa sobre ϕα(W ∩Uα). Em particular, f ◦ ϕ−1

α é holomorfa em

ϕα(p). Portanto, pela arbitrariedade de p, f é holomorfa sobre W .

(c) Se f é holomorfa em p então existe uma carta ϕ : U → V , com p ∈ U , tal que

f ◦ ϕ−1 é holomorfa em ϕ(p), e portanto, holomorfa sobre uma vizinhança W ⊂ V de

ϕ(p). Logo, f é holomorfa sobre a vizinhança ϕ−1(W ) ⊂ U de p.

Fornecemos alguns exemplos de funções holomorfas sobre algumas superf́ıcies de Rie-

mann já conhecidas. Em alguns exemplos a verificação resume-se ao caso de funções

holomorfas sobre C.

Exemplo 2.1.1. Toda carta complexa ϕ : U → V sobre X é uma função holomorfa sobre

todo seu domı́nio U . De fato, dado p ∈ U , existe esta carta ϕ tal que a composição

ϕ ◦ ϕ−1 = id é holomorfa em ϕ(p).

Exemplo 2.1.2. ConsiderandoC como uma superf́ıcie de Riemann, vemos que a Definição

2.1.1 é compat́ıvel com a definição usual de função holomorfa sobre um subconjunto aberto

de C.

Exemplo 2.1.3. Se f e g são funções holomorfas em p ∈ X, então f ± g e fg são

holomorfas em p. Se ainda g(p) ̸= 0 então f/g é holomorfa em p.

Exemplo 2.1.4. Seja f uma função sobre a esfera de Riemann C∞, definida numa viz-

inhança de ∞. Se z é uma coordenada local próxima a ∞, então f é holomorfa em ∞
se, e somente se, f(1/z) é holomorfa em z = 0. Em particular, uma função racional
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f(z) = p(z)/q(z) é holomorfa em ∞ se, e somente se, deg(p) ≤ deg(q). De fato, com

as notações do Exemplo 1.1.12 o ponto ∞ representa o ponto (0, 0, 1), e z = ϕ2(x, y, w)

é uma coordenada local próxima a ∞. Então, f é holomorfa em ∞ se, e somente se,

f ◦ϕ−1
2 é holomorfa em ϕ2(∞) = 0. Mas segundo as observações finais do Exemplo 1.1.12,

ϕ−1
2 = 1/z, e portanto, a afirmação é verdadeira.

Exemplo 2.1.5. Considere a reta projetiva P1 com coordenadas homogêneas [z : w].

Sejam p, q ∈ C[z, w] polinômios homogêneos, ambos de grau d. Seja [z0 : w0] ∈ P1 tal

que q(z0, w0) ̸= 0. Então f [z : w] = p(z, w)/q(z, w) está bem definida e é uma função

holomorfa em [z0 : w0]. De fato, f está bem definida porque se [z : w] = [λz : λw], com

λ ∈ C∗, então

f [λz : λw] =
p(λz, λw)

q(λz, λw)
=
λdp(z, w)

λdq(z, w)
=
p(z, w)

q(z, w)
= f [z : w].

Sem perda de generalidade podemos supor [z0 : w0] = [1 : w0] ∈ U0. Então

u = ϕ0[z : w] = w/z é uma carta sobre P1, com [1 : w0] em seu domı́nio, tal que f ◦
ϕ−1
0 (u) = f [1 : u] = p(1, u)/q(1, u) é holomorfa em ϕ0[1 : w0] = w0, pois

q(1, ϕ0[1 : w0]) = q[1 : w0] ̸= 0. Portanto a afirmação procede.

Exemplo 2.1.6. Considere um toro complexo C/L com a aplicação quociente

π : C → C/L. Seja f : W → C uma função sobre um subconjunto aberto W ⊂ C/L.
Então f é holomorfa em p ∈ W se, e somente se, existe z ∈ π−1(p) ⊂ C tal que f ◦ π é

holomorfa em z. Logo, f é holomorfa sobre W se, e somente se, f ◦ π é holomorfa sobre

π−1(W ). De fato, com as notações da Subseção 1.2.3, f é holomorfa em p ∈ W se, e

somente se, existe uma carta ϕw : π(Dw)→ Dw sobre o toro C/L, com p ∈ π(Dw), tal que

f ◦ ϕ−1
w é holomorfa em ϕw(p). Mas ϕw é a inversa de π|Dw

, ou seja, z = ϕw(p) ∈ π−1(p) e

f ◦ ϕ−1
w = f ◦ π|Dw

, donde segue a afirmação.

Exemplo 2.1.7. Seja X : f(z, w) = 0 uma curva plana afim suave. Então toda função

polinomial restrita à X é uma função holomorfa. De fato, seja p = (z0, w0) ∈ X. Como

X é suave, podemos supor que, próximo a p, os pontos de X são da forma (z, g(z)), para

alguma função holomorfa g. Assim, a projeção πz(z, g(z)) = z é uma carta sobre X, com

p em seu domı́nio, tal que h ◦ π−1
z (z) = h(z, g(z)) é holomorfa em πz(z0, w0) = z0. Pela

arbitrariedade de p, a função polinomial h é holomorfa sobre X.

Exemplo 2.1.8. Considere X : F (x, y, z) = 0 uma curva plana projetiva suave. Sejam

G,H ∈ C[x, y, z] polinômios homogêneos, ambos de grau d. Seja p = [x0 : y0 : z0] ∈ X
tal que H(p) ̸= 0. Então f [x : y : z] = G(x, y, z)/H(x, y, z) está bem definida e é uma

função holomorfa em p.

O próximo exemplo é uma generalização do anterior.
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Exemplo 2.1.9. Considere X ⊂ Pn uma curva de interseção completa local. Sejam

G,H ∈ C[x0, x1, . . . , xn] polinômios homogêneos, ambos de grau d. Seja p ∈ X tal

que H(p) ̸= 0. Então f [x0 : x1 : · · · : xn] = G(x0, x1, . . . , xn)/H(x0, x1, . . . , xn) está

bem definida e é uma função holomorfa em p. De fato, como X é uma curva de in-

terseção completa local, existe uma vizinhança de p onde os pontos de X são os zeros

de n − 1 polinômios homogêneos Fα1 , Fα2 , . . . , Fαn−1 , e ainda (∂Fαi
/∂xj)(n−1)×(n+1) tem

posto máximo n − 1 em p. Logo, pelo Teorema da Função Impĺıcita, os pontos de X

suficientemente próximos a p são da forma [1 : z : g1(z) : · · · : gn−1(z)], onde gi são

funções holomorfas. Assim, se o quociente xi/xj de coordenadas homogêneas é uma carta

sobre X, com p em seu domı́nio, então a composição de f com a inversa dessa carta será

o quociente de somas de potências das funções holomorfas gi, e portanto f é holomorfa

em p.

É conveniente introduzirmos a seguinte notação:

Definição 2.1.2. Seja X uma superf́ıcie de Riemann e W ⊂ X um subconjunto aberto.

Denotaremos por OX(W ), ou simplesmente por O(W ), a C-álgebra das funções holomor-

fas sobre W . Em śımbolos:

OX(W ) = O(W ) := {f : W → C | f é holomorfa}.

Note que, se W é conexo, então O(W ) é um domı́nio.

2.1.2 Singularidades de Funções e Funções Meromorfas

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e f : W → C uma função definida num sub-

conjunto aberto W ⊂ X. Suponha que f é holomorfa sobre uma vizinhança reduzida

U \ {p} ⊂ W de um ponto p ∈ X, mas não-holomorfa neste ponto p.

Definição 2.1.3. Diremos que a função f tem uma singularidade remov́ıvel (resp. um

pólo, uma singularidade essencial) em p se existe uma carta ϕ : U → V , com p ∈ U , tal
que a composição f ◦ϕ−1 : V → C tem uma singularidade remov́ıvel (resp. um pólo, uma

singularidade essencial) em ϕ(p).

O lema a seguir mostra que esta definição está bem definida, isto é, independe da

particular carta escolhida.

Lema 2.1.2. Com as notações anteriores, f tem uma singularidade remov́ıvel (resp. um

pólo, uma singularidade essencial) em p se, e somente se, para toda carta ϕ : U → V ,

com p ∈ U , a composição f ◦ ϕ−1 tem uma singularidade remov́ıvel (resp. um pólo, uma

singularidade essencial) em ϕ(p).
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Demonstração. Sejam ϕ1 e ϕ2 duas cartas cujos domı́nios contém o ponto p. Suponha

primeiro que f ◦ ϕ−1
1 tem uma singularidade remov́ıvel em ϕ1(p). Então, existe uma

função holomorfa g : D(ϕ1(p), r) → C tal que g(z) = f ◦ ϕ−1
1 (z) para todo z no anel

0 < |z − ϕ1(p)| < r. Assim, a função g ◦ (ϕ1 ◦ ϕ−1
2 ) : D(ϕ2(p), r

′) → C é holomorfa

e g ◦ (ϕ1 ◦ ϕ−1
2 )(z) = f ◦ ϕ−1

2 (z) para todo z no anel 0 < |z − ϕ2(p)| < r′, onde r′ é

tomado convenientemente. Suponha agora que f ◦ϕ−1
1 tem um pólo ou uma singularidade

remov́ıvel em ϕ1(p). Em qualquer caso temos

lim
z→ϕ2(p)

|f ◦ ϕ2(z)| = lim
z→ϕ2(p)

|(f ◦ ϕ−1
1 ) ◦ (ϕ1 ◦ ϕ−1

2 )(z)|

= lim
z→ϕ1(p)

|f ◦ ϕ−1
1 (z)|.

Portanto, se f ◦ ϕ−1
1 tem um pólo em ϕ1(p), então f ◦ ϕ−1

2 tem um pólo em ϕ2(p) (o que é

equivalente a ter o limite acima igual a ∞), e se f ◦ ϕ−1
1 tem uma singularidade essencial

em ϕ1(p), então f ◦ϕ−1
2 tem uma singularidade essencial em ϕ2(p) (o que é equivalente ao

limite acima não existir).

Definição 2.1.4. Um função f : W → C é meromorfa num ponto p ∈ X se f é holomorfa,

ou tem uma singularidade remov́ıvel, ou tem um pólo, em p. Diremos que f é meromorfa

sobre o subconjunto aberto W se f é meromorfa em todos os pontos de W .

Fornecemos alguns exemplos de funções meromorfas sobre algumas superf́ıcies de Rie-

mann já conhecidas. As verificações de tais exemplos são feitas de maneira análoga àquelas

dos exemplos de funções holomorfas, quase sempre observando que o quociente de duas

funções meromorfas é também uma função meromorfa.

Exemplo 2.1.10. Considerando C como uma superf́ıcie de Riemann, vemos que a

Definição 2.1.4 é compat́ıvel com a definição usual de função meromorfa sobre um sub-

conjunto aberto de C.

Exemplo 2.1.11. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Se f e g são funções meromorfas

em p ∈ X, então f ± g e fg são meromorfas em p. Se g não é identicamente nula numa

vizinhança de p, então f/g é meromorfa em p.

Exemplo 2.1.12. Seja f uma função sobre a esfera de Riemann C∞, definida numa

vizinhança de∞. Se z é uma coordenada local próxima a∞, então f é meromorfa em∞
se, e somente se, f(1/z) é meromorfa em z = 0. Toda função racional f(z) = p(z)/q(z) é

meromorfa sobre C∞.

Exemplo 2.1.13. Considere a reta projetiva P1 com coordenadas homogêneas [z : w].

Sejam p, q ∈ C[z, w] polinômios homogêneos, ambos de grau d e com q não identicamente

nulo. Então f [z : w] = p(z, w)/q(z, w) é uma função meromorfa sobre P1.
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Exemplo 2.1.14. Considere um toro complexo C/L com a aplicação quociente

π : C → C/L. Seja f : W → C uma função sobre um subconjunto aberto W ⊂ C/L.
Então f é meromorfa em p ∈ W se, e somente se, existe z ∈ π−1(p) ⊂ C tal que f ◦ π é

meromorfa em z. Logo, f é meromorfa sobre W se, e somente se, f ◦π é meromorfa sobre

π−1(W ).

Exemplo 2.1.15. Considere X : F (x, y, z) = 0 uma curva plana projetiva suave. Sejam

G,H ∈ C[x, y, z] polinômios homogêneos, ambos de grau d e com H não identicamente

nulo sobre X. Então f [x : y : z] = G(x, y, z)/H(x, y, z) é uma função meromorfa sobre X.

O próximo exemplo é uma generalização do anterior.

Exemplo 2.1.16. Considere X ⊂ Pn uma curva de interseção completa local. Sejam

G,H ∈ C[x0, x1, . . . , xn] polinômios homogêneos, ambos de grau d e com H não identica-

mente nulo. Então f [x0 : x1 : · · · : xn] = G(x0, x1, . . . , xn)/H(x0, x1, . . . , xn) é uma função

meromorfa sobre X.

É conveniente introduzirmos a seguinte notação:

Definição 2.1.5. Seja X uma superf́ıcie de Riemann e W ⊂ X um subconjunto aberto.

Denotaremos porMX(W ), ou simplesmente porM(W ), a C-álgebra das funções mero-

morfas sobre W . Em śımbolos:

MX(W ) =M(W ) := {f : W → C | f é meromorfa}.

Note que se W é conexo entãoM(W ) é um corpo.

2.1.3 Séries de Laurent e a Ordem de uma Função Meromorfa

num Ponto

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e f uma função definida e holomorfa sobre uma

vizinhança reduzida de um ponto p ∈ X, mas não-holomorfa em p. Escolha uma carta

ϕ : U → V sobre X, com p ∈ U , e denote z = ϕ(x) a coordenada complexa local de X

próxima a p. Temos então f ◦ϕ−1 holomorfa sobre uma vizinhança reduzida de z0 = ϕ(p),

e portanto, podemos expandir f ◦ ϕ−1 na série de Laurent em torno de z0, obtendo uma

expressão do tipo

f ◦ ϕ−1(z) =
∑
n

an(z − z0)n.

Esta série é chamada de série de Laurent de f em torno do ponto p com respeito a

coordenada local z.

A principal utilidade das séries de Laurent é identificar o tipo de singularidade que

uma função tem num determinado ponto.
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Lema 2.1.3. Com as notações anteriores, f tem uma singularidade remov́ıvel em p se,

e somente se, an = 0 para todo n < 0. A função f tem um pólo em p se, e somente se,

an ̸= 0 para uma quantidade finita e não-nula de n < 0. A função f tem uma singularidade

essencial em p se, e somente se, an ̸= 0 para uma quantidade infinita de n < 0.

Definição 2.1.6. Seja f uma função meromorfa num ponto p ∈ X. Suponha que∑
n an(z − z0)

n é a série de Laurent de f em torno do ponto p com respeito a uma

coordenada local z. A ordem de f em p, denotada por ordp(f), é definida por

ordp(f) := min{n | an ̸= 0}.

Vamos verificar que esta definição não depende da particular coordenada local usada

para se obter a série de Laurent, e que portanto, este conceito está bem definido.

Sejam ϕ1 : U1 → V1 e ϕ2 : U2 → V2 duas cartas com p ∈ U1∩U2. Denote por z = ϕ1(x) e

w = ϕ2(x) as coordenadas locais fornecidas pelas cartas próximas a p. Considere a função

de transição T (w) = ϕ1 ◦ ϕ−1
2 que expressa z como função holomorfa de w. Pelo Lema

1.1.1 temos T ′(w0) ̸= 0, onde w0 = ϕ2(p). Assim, a série de potências de T em torno de

w0 é uma expressão do tipo

z = T (w) = z0 +
∑
n≥1

bn(w − w0)
n,

onde z0 = ϕ1(p) e a1 = T ′(w0). Suponha agora que a série de Laurent de f em torno de

p com respeito a coordenada local z é

an0(z − z0)n0 + t. o.m.,

com an0 ̸= 0. Compondo essa série com a expressão z − z0 =
∑

n≥1 an(w −w0)
n obtemos

a série de Laurent de f com respeito a coordenada local w, a qual é uma expressão do

tipo

an0b1(w − w0)
n0 + t. o.m.,

com an0b1 ̸= 0. Portanto ordp(f) não depende da particular coordenada local escolhida.

O próximo lema é basicamente o Lema 2.1.3 em termos da ordem da função no ponto.

Lema 2.1.4. Seja f uma função meromorfa num ponto p ∈ X. A função f é holomorfa

em p se, e somente se, f está definida em p e ordp(f) ≥ 0. Neste caso, f(p) = 0 se, e

somente se, ordp(f) > 0. A função f tem um pólo em p se, e somente se, ordp(f) < 0. A

função f não tem um pólo nem um zero em p se, e somente se, ordp(f) = 0.

A função ordem possui algumas propriedades imediatas:
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Lema 2.1.5. Sejam f e g duas funções meromorfas num ponto p ∈ X. Então:

(a) ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g);

(b) ordp(1/f) = − ordp(f);

(c) ordp(f/g) = ordp(f)− ordp(g);

(d) ordp(f ± g) ≥ min{ordp(f), ordp(g)}.

Podemos ver que a função ordem comporta-se bem com relação ao produto, mas com

respeito a soma nem tanto.

Diremos que f tem um zero de ordem n em p se ordp(f) = n > 1. Diremos que f tem

um pólo de ordem n em p se ordp(f) = −n < 0.

Em algumas ocasiões será conveniente denotarmos o conjunto dos zeros de f por Z(f),
e o conjunto dos pólos de f por P(f).

Exemplo 2.1.17. Como vimos no Exemplo 2.1.12, uma função racional f(z) = p(z)/q(z)

é uma função meromorfa sobre a esfera de Riemann C∞. Como C é um corpo algebri-

camente fechado, se f é não-nula então podemos fatorar os polinômios p e q em fatores

lineares, e portanto, podemos reescrever f como

f(z) = c
∏
i

(z − λi)ei ,

onde c ∈ C∗, λi ∈ C dois a dois distintos, e ei ∈ Z∗. Temos ordλi
(f) = ei para cada i,

ord∞(f) = ord0(f(1/z)) = deg(q) − deg(p) = −
∑

i ei, e ordz(f) = 0 se z ̸= ∞ e z ̸= λi

para todo i. Com isso, note que

∑
z∈C∞

ordz(f) = 0.

2.1.4 Teoremas sobre Funções Holomorfas e Meromorfas

Muitos teoremas envolvendo funções holomorfas ou meromorfas de uma variável com-

plexa, podem ser estendidos para funções sobre uma superf́ıcie de Riemann. Veremos

alguns desses teoremas, necessários para continuarmos a desenvolver este trabalho. As

provas desses teoremas apoiam-se nos correspondentes teoremas no caso de uma variável

complexa.

Antes de enunciarmos os teoremas, é importante observar que, se definirmos a avaliação

de uma função meromorfa em um dos seus pólos como sendo ∞, então f se estenderá
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holomorficamente sobre todo o seu domı́nio. Essa observação está melhor descrita na

Subseção 2.2.3.

Teorema 2.1.1 (Discrição de Zeros e Pólos). Seja f uma função meromorfa sobre

um subconjunto aberto e conexo W de uma superf́ıcie de Riemann X. Se f não é identi-

camente nula, então o conjunto dos zeros e pólos de f é discreto.

Demonstração. Vamos provar que os zeros de f são isolados. Podemos supor que f é

holomorfa. Sejam

U1 = {q ∈ W | f(x) ̸= 0 numa vizinhança reduzida de q}, e

U2 = {q ∈ W | f(x) = 0 numa vizinhança de q}

Por definição, U1 e U2 são subconjuntos abertos de W , e U1 ∩ U2 = ∅. Afirmamos que

W = U1∪U2. De fato, sejam p ∈ W e ϕ : U → V uma carta sobre X com p ∈ U . Podemos

supor que U ⊂ W e que V é conexo. Se f(p) ̸= 0 então p ∈ U1, pela continuidade da f .

Se f(p) = 0 então analisamos: se f ◦ϕ−1 ≡ 0 sobre V , então p ∈ U2; se f ◦ϕ−1 ̸≡ 0, então

ϕ(p) é um zero isolado, e portanto, p ∈ U1. Agora, como W é conexo, U1 = ∅ ou U2 = ∅.
Como a primeira das possibilidades não ocorre, já que f não é identicamente nula, temos

U2 = ∅, e portanto, os zeros de f são isolados. Para provar que os pólos de f são isolados,

repetimos esse argumento para a função meromorfa 1/f .

Corolário 2.1.1. Seja f uma função meromorfa sobre uma superf́ıcie de Riemann com-

pacta. Se f não é identicamente nula, então f tem uma quantidade finita de zeros e

pólos.

Demonstração. Suponha que Z(f) é um subconjunto infinito. Então, Z(f) possui um

ponto de acumulação a em X, pois X é compacta. Agora, como f corresponde a uma

função cont́ınua, os seus zeros formam um subconjunto fechado. Logo, a ∈ Z(f), uma

contradição. De modo análogo prova-se que P(f) é finito.

Teorema 2.1.2 (Teorema da Identidade). Sejam f e g funções meromorfas sobre um

subconjunto aberto e conexo W de uma superf́ıcie de Riemann X. Suponha que f = g

sobre um subconjunto S ⊂ W que contém um ponto a de acumulação em W . Então

f = g sobre W .

Demonstração. Como f e g são funções meromorfas sobre W , a diferença f −g é também

meromorfa sobre W e tem um zero em a ∈ S. Logo, f − g deve ser identicamente nula

sobre W , pois caso contrário, o conjunto dos zeros de f − g não seria discreto, o que

contradiria o Teorema 2.1.1.



2.2 MAPAS HOLOMORFOS ENTRE SUPERFÍCIES DE RIEMANN 47

Teorema 2.1.3 (Teorema do Módulo Máximo). Seja f uma função holomorfa sobre

um subconjunto aberto e conexoW de uma superf́ıcie de Riemann X. Suponha que existe

um ponto p ∈ W tal que |f(x)| ≤ |f(p)| para todo x ∈ W . Então f é constante sobre W .

Teorema 2.1.4. Seja f uma função holomorfa sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta

X. Então f é uma função constante.

Demonstração. Como f é holomorfa, o seu valor absoluto |f | é uma função cont́ınua sobre

X. Logo, |f | atinge um valor máximo, pois X é compacta. Portanto, pelo Teorema do

Módulo Máximo f é uma função constante sobre X, pois X é conexa.

2.2 Mapas Holomorfos entre Superf́ıcies de Riemann

Uma vez definido nossos objetos de estudo, que são as superf́ıcies de Riemann, convém

definirmos o tipo de aplicação entre tais objetos.

Definição 2.2.1. O mapa F : W → Y é holomorfo em p ∈ W se existem cartas

ϕ1 : U1 → V1 sobre X, com p ∈ U1, e ϕ2 : U2 → V2 sobre Y , com F (p) ∈ U2, tais

que a composição ϕ2 ◦ F ◦ ϕ−1
1 : V1 → V2 é holomorfa em ϕ1(p). Diremos que F é

holomorfo sobre W se F é holomorfo em todo ponto de W .

Lema 2.2.1. Seja F : X → Y um mapa entre superf́ıcies de Riemann. Então:

(a) F é holomorfo em p se, e somente se, para todo par de cartas ϕ1 : U1 → V1 sobre X,

com p ∈ U1, e ϕ2 : U2 → V2 sobre Y , com F (p) ∈ U2, a composição ϕ2 ◦ F ◦ ϕ−1
1 é

holomorfa em ϕ1(p);

(b) F é holomorfo sobre W se, e somente se, existem duas coleções de cartas

{ϕ(i)
1 : U

(i)
1 → V

(i)
1 } sobre X, com W ⊂ ∪iU

(i)
1 , e {ϕ(j)

2 : U
(j)
2 → V

(j)
2 } sobre Y ,

com F (W ) ⊂ ∪jU
(j)
2 , tais que a composição ϕ

(j)
2 ◦F ◦ (ϕ

(i)
1 )−1 é holomorfa para todos

i e j.

Exemplo 2.2.1. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. A função identidade id : X → X é

um mapa holomorfo.

Exemplo 2.2.2. A definição de mapa holomorfo é compat́ıvel com a definição de função

holomorfa sobre uma superf́ıcie de Riemann. Isto é, um mapa holomorfo F : X → C é

simplesmente uma função holomorfa sobre X.

Lema 2.2.2. Sejam F : X → Y e G : Y → Z mapas holomorfos. Então:

(a) o mapa F é cont́ınuo;
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(b) a composição G ◦ F : X → Z é um mapa holomorfo;

(c) se g : W → C é uma função holomorfa sobre W ⊂ Y , então a composição g ◦ F :

X → C é uma função holomorfa;

(d) se g : W → C é uma função meromorfa sobre W ⊂ Y e F (X) ̸⊂ P(g), então a

composição g ◦ F : X → C é uma função meromorfa.

2.2.1 Isomorfismos e Automorfismos

Vamos definir o tipo de aplicação que dirá quando duas superf́ıcies de Riemann são

consideradas as mesmas.

Definição 2.2.2. Sejam X e Y superf́ıcies de Riemann. Um isomorfismo, ou biholomor-

fismo, entre X e Y é um mapa F : X → Y holomorfo, bijetivo e com inversa F−1 : Y → X

holomorfa. Um automorfismo de X é um isomorfismo F : X → X. Diremos que X e Y

são isomorfas se existe um isomorfismo entre elas.

Lema 2.2.3. A reta projetiva P1 e a esfera de Riemann C∞ são isomorfas.

Demonstração. O mapa

F : P1 −→ C∞ = S2

[z : w] 7−→ F [z : w] =

(
2Re(zw)

|z|2 + |w|2
,
2 Im(zw)

|z|2 + |w|2
,
|z|2 − |w|2

|z|2 + |w|2

)
é um isomorfismo entre P1 e C∞.

Proposição 2.2.1. Se X e Y são duas superf́ıcies de Riemann isomorfas, então

M(X) ∼=M(Y ).

Demonstração. Suponha que f : X → Y é um isomorfismo. Então

f : M(Y ) −→ M(X)

g 7−→ g ◦ f,

é um isomorfismo de corpos. De fato, claramente f é um homomorfismo de corpos. Se

g1, g2 ∈ M(Y ) são tais que g1 ◦ f = g2 ◦ f , então (g1 − g2) ◦ f ≡ 0 sobre X. Logo, pelo

Teorema da Identidade, temos g1 = g2. Portanto, f é injetiva. Se h ∈ M(X), então

h ◦ f−1 ∈M(Y ) e f(h ◦ f−1) = h. Portanto, f é sobrejetiva.

2.2.2 Teoremas sobre Mapas Holomorfos

Assim como fizemos para funções sobre uma superf́ıcie de Riemann, vamos aqui, es-

tender alguns teoremas sobre funções holomorfas de uma variável complexa para mapas

holomorfos sobre uma superf́ıcie de Riemann.



2.2 MAPAS HOLOMORFOS ENTRE SUPERFÍCIES DE RIEMANN 49

Teorema 2.2.1 (Teorema do Mapa Aberto). Seja F : X → Y um mapa holomorfo

não-constante entre superf́ıcies de Riemann. Então F é um mapa aberto, isto é, a imagem

de todo subconjunto aberto de X por F é um subconjunto aberto de Y .

Proposição 2.2.2. Seja F : X → Y uma mapa holomorfo entre superf́ıcies de Riemann.

Se F é injetivo então F é um isomorfismo entre X e sua imagem F (X).

Teorema 2.2.2 (Teorema da Identidade). Sejam F : X → Y e G : X → Y mapas

holomorfos não-constantes entre superf́ıcies de Riemann. Suponha que F = G sobre um

subconjunto S ⊂ X que contém um ponto de acumulação em X. Então F = G sobre X.

Proposição 2.2.3. Seja F : X → Y um mapa holomorfo não-constante entre superf́ıcies

de Riemann. Se X é compacta então Y também é compacta e F é sobrejetiva.

Demonstração. Como F é uma mapa holomorfo e X é aberto, pelo Teorema do Mapa

Aberto, F (X) é aberto em Y . Como F é um mapa cont́ınuo e X é compacta, F (X)

deve ser um subconjunto compacto de Y . Agora, como Y é um espaço de Hausdorff,

F (X) deve ser fechado em Y . Pela conexidade de Y , devemos ter F (X) = Y . Logo, F é

sobrejetivo e Y é uma superf́ıcie de Riemann compacta.

Teorema 2.2.3 (Discrição de Pré-imagens). Seja F : X → Y um mapa holomorfo

não-constante entre superf́ıcies de Riemann. Então, para todo y ∈ Y , a pré-imagem

F−1(y) é um subconjunto discreto de X. Em particular, se X é compacta então F−1(y)

é um conjunto finito e não-vazio.

Demonstração. Fixe y ∈ Y e w uma coordenada local sobre Y centrada em y. Se

F−1(y) = ∅ nada temos a provar. Suponha então que F−1(y) ̸= ∅. Tome x ∈ F−1(y) e z

uma coordenada local sobre X centrada em x. Como F é holomorfo, a função w = g(z)

que representa o mapa F em termos das coordenadas locais z e w é holomorfa, e não-

constante, pois caso contrário, pelo Teorema da Identidade, F seria constante sobre X.

Note que g tem um zero em z = 0, pois x (correspondendo a z = 0) é levado para y

(correspondendo a w = 0). Agora, como os zeros de uma função holomorfa não-constante

formam um subconjunto discreto, numa vizinhança de x, a única pré-imagem de y é o

ponto x. Portanto, F−1(y) é um subconjunto discreto de X.

Se X é compacta, a Proposição 2.2.3 nos diz que F−1(y) ̸= ∅. Se F−1(y) fosse infinito,

como X é compacta, existira um ponto de acumulação de F−1(y) em X, e pelo Teorema

da Identidade, F seria constante sobre X, o que não é verdade. Logo, F−1(y) é um

conjunto finito.

2.2.3 Funções Meromorfas e Mapas Holomorfos Associados

Existe uma correspondência entre funções meromorfas e mapas holomorfos para C∞

que nos permite interpretar geometricamente alguns resultados sobre funções meromorfas,
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e reciprocamente, nos servir da intuição geométrica para fazer certos argumentos.

Seja X uma superf́ıcie de Riemann e f uma função meromorfa sobre X. A função f

está definida sobre o conjunto X \ P(f), sobre o qual assume valores complexos. Uma

maneira natural de estendermos a função f sobre toda a superf́ıcie X é definir

F : X −→ C∞

x 7−→ F (x) =

{
f(x) se x ̸∈ P(f);
∞ se x ∈ P(f).

Este mapa F é claramente holomorfo. E, por outro lado, se temos um mapa holomorfo

G : X → C∞ não idêntico a ∞, então a restrição de G ao conjunto X \ G−1(∞) é uma

função meromorfa sobre X, e seus pólos são exatamente os pontos de F−1(∞), o qual é

um subconjunto discreto de X pelo Teorema 2.2.3. Portanto, temos a correspondência

{
funções meromorfas

f : X → C

}
1-1←→


mapas holomorfos

F : X → C∞

não idênticos a ∞

 .

Como C∞ ∼= P1, é claro que também existe uma correspondência entre funções mero-

morfas e mapas holomorfos para P1. Vamos descrevê-la. Sabemos que uma função mero-

morfa, em geral, não pode ser escrita globalmente como quociente de funções holomorfas,

mas localmente isso é posśıvel. Assim, se f é uma função meromorfa sobre uma superf́ıcie

de Riemann X e p ∈ X, então, próximo a p, a função f pode ser escrita na forma f = g/h,

com g e h funções holomorfas. O correspondente mapa holomorfo para P1, próximo a p,

é dado por F (x) = [g(x) : h(x)].

2.3 Propriedades Locais e Globais dos Mapas Holo-

morfos

2.3.1 Forma Normal Local e Multiplicidade

Vamos começar com uma propriedade local muito útil dos mapas holomorfos: em

termos de coordenadas locais, um mapa holomorfo é como uma função polinomial; mais

especificamente, como um monômio zm.

Teorema 2.3.1 (Teorema da Forma Normal Local). Sejam F : X → Y um mapa

holomorfo não-constante e p ∈ X. Então existe um único inteiro m ≥ 1 com a seguinte

propriedade: para toda carta ϕ2 : U2 → V2 sobre Y , centrada em F (p), existe uma carta

ϕ1 : U1 → V1 sobre X, centrada em p, tal que ϕ2 ◦ F ◦ ϕ−1
1 (z) = zm.
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Demonstração. Fixe uma carta ϕ2 : U2 → V2 sobre Y centrada em F (p), e tome uma

carta qualquer ψ : U → V sobre X centrada em p. Como F é um mapa holomorfo, a

série de Taylor da função T (w) = ϕ2 ◦ F ◦ ψ−1(w) deve ser uma expressão do tipo

T (w) =
∞∑

i=m

ciw
i,

com cm ̸= 0 e m ≥ 1, pois T (0) = 0. Podemos então reescrever T como T (w) = wnS(w),

onde S(w) é uma função holomorfa em w = 0 e S(0) ̸= 0. Neste caso, como S(0) ̸= 0,

existe uma função R(w), holomorfa próximo a w = 0, tal que R(w)m = S(w) e, portanto,

T (w) = (wR(w))m. Denote η(w) = wR(w). Como η′(0) ̸= 0, pelo Teorema da Função

Impĺıcita, a função η é invert́ıvel próximo a w = 0, e claramente holomorfa. Por esta razão,

a composição ϕ1 = η ◦ψ é também uma carta sobre X centrada em p. Se denotarmos por

z a coordenada local fornecida pela carta ϕ1, então z = wR(w) e

ϕ2 ◦ F ◦ ϕ−1
1 (z) = ϕ2 ◦ F ◦ ψ−1 ◦ η−1(z)

= T ◦ η−1(z)

= T (w)

= (wR(w))m

= zm,

o que prova a existência do inteiro m ≥ 1 com a propriedade descrita no enunciado do

teorema.

Definição 2.3.1. Com as notações do Teorema 2.3.1, a multiplicidade de F em p, deno-

tada por multp(F ), é o inteiro m.

Exemplo 2.3.1. Seja ϕ : U → V uma carta sobre uma superf́ıcie de Riemann. Se

considerarmos ϕ como sendo um mapa holomorfo para C, vemos que multp(ϕ) = 1 para

todo ponto p ∈ U .

Lema 2.3.1. Com as notações que antecedem este parágrafo, a multiplicidade de F em

p é dada por

multp(F ) = 1 + ordz0(dh/dz).

Em outras palavras, se h(z) = h(z0) +
∑∞

i=m ci(z − z0)
i com cm ̸= 0 e m ≥ 1, então

multp(F ) = m.

Demonstração. Na demonstração do Teorema da Forma Normal Local, vimos que a multi-

plicidade de F em p é o menor expoente positivo com termo efetivo na série de potências
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T em torno da origem, e essa série de potências era calculada usando coordenadas lo-

cais centradas em p e F (p). Ainda com as notações anteriores a esta asserção, z − z0 e

w − w0 são coordenadas locais centradas em p e F (p), respectivamente. Portanto, como

w − w0 = h(z) − h(z0), a multiplicidade de F em p é o menor expoente positivo com

termo efetivo na série de potências de h(z)− h(z0) em torno de z = z0, mas esse número

é exatamente 1 + ordz0(dh/dz).

O próximo lema relaciona a ordem de uma função meromorfa com a multiplicidade

do seu mapa associado. A sua verificação é imediata utilizando o lema anterior.

Lema 2.3.2. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann, f : X → C uma função meromorfa

sobre X e F : X → C∞ o mapa holomorfo associado a f . Então:

(a) se p ∈ X é um zero de f , então multp(F ) = ordp(f);

(b) se p ∈ X é um pólo de f , então multp(F ) = − ordp(f);

(c) se p ∈ X não é um zero e nem um pólo de f , então multp(F ) = ordp(f − f(p)).

Definição 2.3.2. Seja F : X → Y um mapa holomorfo não-constante. Um ponto p ∈ X
é um ponto de ramificação de F se multp(F ) ≥ 2. Um ponto y ∈ Y é um ponto de ramo

de F se y é a imagem de um ponto de ramificação de F .

Lema 2.3.3. (a) Seja X : f(x, y) = 0 uma curva plana afim suave. A função

π : X → C, definida por π(x, y) = x, é ramificada em p = (x0, y0) ∈ X se, e

somente se, ∂f/∂y(p) = 0;

(b) Seja X : F (x, y, z) = 0 uma curva plana projetiva suave. O mapa π : X → P1,

definido por π[x : y : z] = [x : z], é ramificado em p = [x0 : y0 : z0] ∈ X se, e somente

se, ∂F/∂y(p) = 0.

Demonstração. (a) Se ∂f/∂y(p) ̸= 0 então π é uma carta sobre X próximo a p, e portanto

tem multiplicidade 1. Logo, π não é ramificada em p. Reciprocamente, se ∂f/∂y(p) = 0

então devemos ter ∂f/∂x(p) ̸= 0, pois X é suave. Pelo Teorema da Função Impĺıcita,

próximo a p, a curva X é o gráfico de uma função holomorfa x = g(y), donde segue

que f(g(y), y) ≡ 0 numa vizinhança de y0. Derivando essa identidade com relação a y,

obtemos (∂f/∂x)g′(y) + ∂f/∂y ≡ 0 numa vizinhança de p. Avaliando essa identidade em

p, vemos que g′(y0) = 0, pois ∂f/∂y(p) = 0 e ∂f/∂x(p) ̸= 0. Observando que g(y) é na

verdade a forma normal local de π próximo a p (lembre-se de que a projeção (g(y), y) 7→ y

é uma carta sobre X próximo a p), pelo Lema 2.3.1, π é ramificada em p.

(b) Lembrando que X é localmente a curva plana afim suave X2 : F (x, y, 1) = 0,

aplicamos o item (a) a X2 e conclúımos o resultado.
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2.3.2 Grau de um Mapa Holomorfo entre Superf́ıcies de Rie-

mann Compactas

Proposição 2.3.1. Seja F : X → Y um mapa holomorfo não-constante entre superf́ıcies

de Riemann. Para cada y ∈ Y , defina

dy(F ) :=
∑

p∈F−1(y)

multp(F ).

Então, a função que associa cada y ∈ Y ao inteiro positivo dy(F ) é constante.

Demonstração. Como Y é conexa e Z é discreto, é suficiente mostrarmos que a função é lo-

calmente constante. Fixe então um ponto y ∈ Y e suponha que F−1(y) = {x1, x2, . . . , xn}.
Seja w uma coordenada local sobre Y centrada em y. Pelo Teorema da Forma Normal

Local, existem coordenadas locais z1, z2, . . . , zn sobre X, com zi centrada em xi, tais que,

em termos de coordenadas locais, o mapa F é dado por w(zi) = zmi
i . Vamos mostrar

que, suficientemente próximo a y, não existem pré-imagens que não estão nas vizinhanças

das coordenadas xi. Suponha o contrário, que arbitrariamente próximo a y, existem pré-

imagens que não estão em nenhuma das vizinhanças das coordenadas xi. Logo, existe

uma sequência {pn} de pontos de X com nenhum dos pn em nenhuma das vizinhanças

das coordenadas xi, e com {F (pn)} convergindo para y. Como X é compacta, existe uma

subsequência {pnk
} convergindo para um ponto x ∈ X e {F (pnk

)} convergindo para y.

Como F é cont́ınua, devemos ter F (x) = y, donde segue que x = xi para algum i, o que

é uma contradição, pois nenhum ponto pn está na vizinhança da coordenada xi.

Mostramos assim que, suficientemente próximo a y, as funções w(zi) = zmi
i são todas

sobrejetivas. Agora note que, a única pré-imagem de w(zi) = 0 é zi = 0, a qual tem

multiplicidade mi; e as pré-imagens de w(zi) ̸= 0 são as m-ésimas ráızes de w(zi), cada

uma com multiplicidade 1. Portanto, dy′(F ) = m1 +m2 + · · · +mn para todo y′ numa

vizinhança de y.

Definição 2.3.3. Seja F : X → Y um mapa holomorfo não-constante entre superf́ıcies de

Riemann compactas. O grau de F , denotado por deg(F ), é o inteiro dy(F ), para qualquer

y ∈ Y .

Corolário 2.3.1. Um mapa holomorfo F : X → Y entre superf́ıcies de Riemann com-

pactas é um isomorfismo se, e somente se, deg(F ) = 1.

Demonstração. Se deg(F ) = 1 então F é injetiva, e de acordo com a Proposição 2.2.2 o

mapa F é um isomorfismo entre X e sua imagem F (X). Mas F (X) = Y pela Proposição

2.2.3, e portanto F é um isomorfismo.
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Corolário 2.3.2. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Se existe uma função meromorfa

f sobre X com um pólo simples, e sem nenhum outro pólo, então X é isomorfa a esfera

de Riemann C∞.

Demonstração. Por hipótese, o grau do mapa holomorfo associado a função meromorfa f

tem grau 1, e pelo Corolário anterior, deve ser um isomorfismo.

2.3.3 A Soma das Ordens de uma Função Meromorfa

Proposição 2.3.2. Se f é uma função meromorfa sobre uma superf́ıcie de Riemann

compacta, então

∑
p∈X

ordp(f) = 0.

Demonstração. Se f for constante, o resultado é imediato. Suponha então que f não é

constante. Seja F : X → C∞ o mapa holomorfo associado a f . Descreva o conjunto dos

zeros de f por Z(f) = {xi}, e o conjunto dos pólos de f por P(f) = {yj}. Claramente,

Z(f) = F−1(0) e P(f) = F−1(∞). Denote d = deg(F ). Pela definição de grau de um

mapa holomorfo, temos

d =
∑
i

multxi
(F ) e d =

∑
j

multyj(F ).

Pelo Lema 2.3.2, temos

multxi
(F ) = ordxi

(f) e multyj(F ) = ordyj(f).

Agora, como os únicos pontos de X onde f tem ordem não-nula são os seus zeros e pólos,

obtemos

∑
p∈X

ordp(f) =
∑
i

ordxi
(f) +

∑
j

ordyj(f)

=
∑
i

multxi
(F )−

∑
j

multyj(F )

= d− d

= 0,

que é a igualdade desejada.
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2.3.4 Fórmula de Hurwitz

Seja S uma 2-variedade real compacta, possivelmente com fronteira. Uma triangu-

larização de S é uma decomposição de S em subconjuntos fechados, cada um homeo-

morfo a um triângulo, e tais que, quaisquer dois desses triângulos são, ou disjuntos, ou

intersectam-se em um único vértice, ou intersectam-se ao longo de uma única aresta em

comum. Pode-se mostrar que toda 2-variedade real compacta é triangularizável.

Definição 2.3.4. Seja S uma 2-variedade real compacta, possivelmente com fronteira.

Suponha que uma triangularização de S tem v vértices, a arestas e t triângulos. A

caracteŕıstica de Euler de S, denotada por χ(S), com respeito a essa triangularização, é

o inteiro

χ(S) = v − a+ t.

Proposição 2.3.3. A caracteŕıstica de Euler de uma 2-variedade real compacta não de-

pende da triangularização. Se S é uma 2-variedade real compacta, orientável, sem fron-

teira e de gênero topológico g, então o número de Euler de S é

χ(S) = 2− 2g.

A teoria de grau de um mapa holomorfo entre superf́ıcies de Riemann compactas, junto

com a teoria do número de Euler, nos fornece uma importante e útil relação aritmética

entre os gêneros do domı́nio e da imagem, grau e ramificações do mapa.

Teorema 2.3.2 (Fórmula de Hurwitz). Seja F : X → Y um mapa holomorfo não-

constante entre superf́ıcies de Riemann compactas. Então

2g(X)− 2 = deg(F )(2g(Y )− 2) +
∑
p∈X

(multp(F )− 1).

Demonstração. Vale a pena começarmos com uma rápida e simples observação: como

X é compacta, o conjunto de pontos de ramificação de F é finito, e portanto, a soma∑
p∈X(multp(F )− 1) é finita. Passamos agora à prova da fórmula. Tome uma triangula-

rização de Y . Podemos supor que todo ponto de ramo de F é um vértice, pois podemos

refinar qualquer outra triangularização de Y de modo a obter tal propriedade. Digamos

que nessa triangularização existam v vértices, a arestas e t triângulos. Tome a imagem

inversa dessa triangularização por F , obtendo uma triangularização de X com v′ vértices,

a′ arestas e t′ triângulos. Note que todo ponto de ramificação de F é um vértice dessa

triangularização de X. Como não existem pontos de ramificação sobre qualquer ponto de

qualquer triângulo em X, cada triângulo de Y é imagem inversa de deg(F ) triângulos em
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X, ou seja, t′ = deg(F )t. Similarmente, a′ = deg(F )a. Para determinarmos o número v′

de vértices em X, fixe um vértice q em Y . O número de pré-imagens de q por F é

#F−1(q) =
∑

p∈F−1(q)

1

= deg(F ) +
∑

p∈F−1(q)

(1−multp(F )).

Portanto, o número total de pré-imagens de vértices em Y é

v′ =
∑

vértice q em Y

(deg(F ) +
∑

p∈F−1(q)

(1−multp(F ))

= deg(F )v −
∑

vértice q em Y

∑
p∈F−1(q)

(multp(F )− 1)

= deg(F )v −
∑

vértice p em X

(multp(F )− 1).

Portanto, aplicando a fórmula da Proposição 2.3.3, obtemos

2g(X)− 2 = −χ(X)

= −v′ + a′ − t′

= − deg(F )v +
∑

vértice p em X

(multp(F )− 1) + deg(F )a− deg(F )t

= − deg(F )χ(Y ) +
∑

vértice p em X

(multp(F )− 1)

= deg(F )(2g(Y )− 2) +
∑
p∈X

(multp(F )− 1),

sendo que a última igualdade se justifica pelo fato de que todo ponto de ramificação de

F é um vértice em X.

Corolário 2.3.3. Seja F : X → Y um mapa holomorfo entre superf́ıcies de Riemann

compactas. Então:

(a) g(X) ≥ g(Y );

(b) se g(X) = g(Y ) = 1 então F não é ramificado;

(c) se g(Y ) = 0 e deg(F ) ≥ 2, então F é ramificado;

(d) se g(X) = g(Y ) ≥ 2 então F é um isomorfismo.
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Demonstração. Os itens (a), (b) e (c) são resultados diretos da Fórmula de Hurwitz. (d)

Seja g = g(X) = g(Y ). Pela Fórmula de Hurwitz, temos

(2g − 2)(deg(F )− 1) = −
∑
p∈X

(multp(F )− 1) ≤ 0.

Como 2g − 2 ≥ 2 > 0, devemos ter deg(F )− 1 ≤ 0, donde segue que deg(F ) = 1. Logo,

pelo Corolário 2.3.1, F é um isomorfismo.

Exemplo 2.3.2. A curva de Fermat de grau d é a curva plana projetiva suave

X : F (x, y, z) = xd + yd + zd = 0. Sobre esta curva, considere o mapa π : X → P1

definido por π[x : y : z] = [x : z]. Pelo Lema 2.3.3, os pontos de ramificação de π são os

pontos de X que satisfazem ∂F/∂y = dyd−1 = 0. Claramente, se d = 1 então π não é

ramificado. Se d ≥ 2 então π é ramificado nos pontos p = [x0 : 0 : z0] ∈ P2 que satisfazem

F (p) = xd0 + zd0 = 0. Como não podemos ter x0 e y0 ambos nulos, conclúımos que os

pontos de ramificação de π são os pontos da forma [1 : 0 : z0] tais que z
d
0 = −1 (um total

de d pontos), e pelo Lema 2.3.1, vemos que cada um desses pontos têm multiplicidade d.

Uma vez encontrado todos os pontos de ramificação de π, é fácil ver que deg(π) = d,

seja qual for d. Aplicando a Fórmula de Hurwitz ao mapa π, conseguimos determinar o

gênero g = g(X) apenas em função do grau da curva:

g =
−2d+

∑
p∈X(multp(π)− 1)− 2

2

=
−2d+ d(d− 1)− 2

2

=
(d− 1)(d− 2)

2
.

2.4 Determinando Alguns Corpos de Funções Mero-

morfas

Na Subseção 2.1.2 vimos alguns exemplos de funções meromorfas sobre algumas su-

perf́ıcies de Riemann particulares. Vamos ver o quão abrangente são esses exemplos de

funções meromorfas. Para algumas superf́ıcies de Riemann conseguiremos determinar os

seus corpo de funções meromorfas.

2.4.1 Funções Meromorfas sobre a Esfera de Riemann

Vamos provar a rećıproca de que toda função racional sobre a esfera de Riemann é

uma função racional.
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Teorema 2.4.1. Toda função meromorfa sobre a esfera de Riemann C∞ é uma função

racional.

Demonstração. Suponha que f é uma função meromorfa sobre C∞. Como C∞ é uma su-

perf́ıcie de Riemann compacta, f possui uma quantidade finita de zeros e pólos. Digamos

que {λi} é o conjunto dos zeros e pólos de f no plano complexo C, e que ordλi
(f) = ei.

Pelo Exemplo 2.1.17, a função racional

r(z) =
∏
i

(z − λi)ei

tem os mesmos zeros e pólos que f tem em C, e com as mesmas ordens. Considere então

a função g(z) = f(z)/r(z) meromorfa sobre C∞. Observe que g não possui zeros e nem

pólos em C. Portanto g é holomorfa sobre C, e sua série de Taylor é do tipo

g(z) =
∞∑
n=0

anz
n,

a qual converge sobre todo C. Como g é meromorfa em ∞, a composição

g(1/z) =
∞∑
n=0

anz
−n

deve ser meromorfa em z = 0, o que implica que apenas um número finito de termos

ai são não-nulos, e portanto, g é um polinômio na variável z. Se g não fosse constante,

então g teria um zero em C, o que não é verdade. Logo, g é constante e f é uma função

racional.

Este teorema, junto com o Exemplo 2.1.12, determina o corpo das funções meromorfas

sobre a esfera de Riemann:

Corolário 2.4.1. O corpo das funções meromorfas sobre a esfera de Riemann é o corpo

das funções racionais em uma variável.

2.4.2 Funções Meromorfas sobre um Toro Complexo

Tome τ ∈ C com parte imaginária positiva e considere o toro complexoX = C/L, onde
L = Z + Zτ . Queremos fornecer exemplos de funções meromorfas sobre X. A primeira

ideia que nos vem à mente é de fazer quocientes de funções holomorfas sobre C que são

L-periódicas. Mas logo essa ideia se desfaz, pois uma função holomorfa sobre C que é

L-periódica induz uma função holomorfa sobre X, e como X é compacta, tal função deve

ser constante; assim, estaŕıamos fazendo o quociente de duas funções constantes sobre X.

Portanto, temos que procurar por funções holomorfas sobre C que não são L-periódicas,

mas que, ao tomarmos os seus quocientes, tornam-se L-periódicas. Fizemos algo parecido
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para o caso de curvas planas projetivas: polinômios homogêneos de mesmo grau não são

invariantes pela ação de C∗, mas os seus quocientes sim.

Funções meromorfas sobre o toro complexo X são obtidas através das funções teta.

Uma tal função é definida por

θ(z) =
∞∑

n=−∞

eπi(n
2θ+2nz),

a qual converge absolutamente e uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.
Com cálculos diretos, vemos que θ(z + 1) = θ(z) e θ(z + τ) = e−πi(τ+2z)θ(z); ou seja,

θ é uma função periódica, mas não L-periódica. Por estas igualdades, z0 é um zero de

θ se, e somente se, z0 + m + nτ é um zero de θ, para todos m,n ∈ Z. Mais ainda,

ordz0(θ) = ordz0+m+nτ (θ), para todos m,n ∈ Z. E utilizando resultados da teoria de

variáveis complexas, é posśıvel mostrar que os zeros de θ são os pontos (1/2) + (τ/2) +

m+ nτ , para m,n ∈ Z, sendo todos zeros simples.

Para x ∈ C, defina um transladado de θ por

θ(x)(z) = θ(z − (1/2)− (τ/2)− x).

Note que os zeros de θ(x) são todos os pontos x + L, os quais são todos simples. Note

também que θ(x)(z+1) = θ(x)(z) e θ(x)(z+τ) = −e−2πi(z−x)θ(x)(z). Agora, faça o quociente

R(z) =

∏m
i=1 θ

(xi)(z)∏n
j=1 θ

(xj)(z)
,

onde xi, yi ∈ C. Esta função R é meromorfa sobre C e periódica, pois R(z + 1) = R(z).

A fim de que R seja L-periódica, é necessário e suficiente que R(z + τ) = R(z). Como

R(z + τ) =

∏m
i=1 θ

(xi)(z + τ)∏n
j=1 θ

(xj)(z + τ)

= (−1)m−n

∏m
i=1 e

−2πi(z−xi)θ(xi)(z)∏n
j=1 e

−2πi(z−yj)θ(yj)(z)

= (−1)m−ne−2πi((m−n)z+
∑n

j=1 yj−
∑m

i=1 xi)R(z),

precisamos que o termo (−1)m−ne−2πi((m−n)z+
∑n

j=1 yj−
∑m

i=1 xi) seja identicamente igual a 1,

para todo z ∈ C. Portanto, devemos impor m = n e
∑m

i=1 xi =
∑n

j=1 yj.

Proposição 2.4.1. Sejam {x1, x2, . . . , xn} e {y1, y2, . . . , yn} conjuntos de números com-

plexos tais que
∑n

i=1 xi =
∑n

j=1 yj. Então, o quociente de transladados de funções teta
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R(z) =

∏n
i=1 θ

(xi)(z)∏n
j=1 θ

(xj)(z)
,

é uma função meromorfa sobre C e L-periódica, e portanto, induz uma função meromorfa

sobre X = C/L.

Note que, sobre X, os zeros da função meromorfa R são os pontos xi + L, e os seus

zeros são os pontos yj + L.

O próximo resultado determina o corpo das funções meromorfas sobre o toro complexo.

Teorema 2.4.2. Toda função meromorfa sobre o toro complexo X = C/L é um quociente

de transladados de funções teta.

Demonstração. Seja f uma função meromorfa sobre X não-constante. Como X é com-

pacta, a Proposição 2.3.2 nos diz que f possui a mesma quantidade de zeros e pólos, con-

tados com suas devidas ordens. Sejam Z(f) = {p1, p2, . . . , pn} e P(f) = {q1, q2, . . . , qn},
onde os zeros e pólos aparecem tantas vezes quanto as ordens de f nestes. Afirmamos que∑n

i=1 pi =
∑n

j=1 qj sobre X. Se isso ocorre, é posśıvel tomar xi, yj ∈ C correspondendo

a pi, qj ∈ X, respectivamente, tais que
∑n

i=1 xi =
∑n

j=1 yj. Pela Proposição 2.4.1, o quo-

ciente de transladados de funções teta R(z) =
∏n

i=1 θ
(xi)(z)/

∏n
j=1 θ

(xj)(z) é uma função

meromorfa sobre X, e os zeros e pólos de R são os mesmos de f . Assim, a função f/R

é holomorfa sobre X, e portanto deve ser constante, pois X é compacta. Logo, f é um

quociente de transladados de funções teta.

Suponha que a afirmação feita no parágrafo anterior é falsa, isto é, que
∑n

i=1 pi ̸=∑n
j=1 qj sobre X. Tome p0, q0 ∈ X tais que

∑n
i=0 pi =

∑n
j=0 qj sobre X. Assim, é posśıvel

tomar xi, yj ∈ C correspondendo a pi, qj ∈ X, respectivamente, tais que
∑n

i=0 xi =∑n
j=0 yj. Novamente pela Proposição 2.4.1, o quociente de transladados de funções teta

S(z) =
∏n

i=0 θ
(xi)(z)/

∏n
j=0 θ

(xj)(z) é uma função meromorfa sobre X. Assim, a função

g = R/f é meromorfa sobre X com apenas um zero (em p0) e um pólo (em q0), ambos

simples. Por esta razão, o mapa holomorfo G : X → C∞ associado a g tem grau 1, e

portanto, pelo Corolário 2.3.2, G é um isomorfismo. Mas g(X) = 1 ̸= 0 = g(C∞), o que

evidencia uma contradição e finaliza a prova.

2.5 Curvas Projetivas Suaves

Definição 2.5.1. Seja X ⊂ Pn uma superf́ıcie de Riemann compacta. Diremos que X

é uma curva projetiva suave em Pn se, para todo ponto p ∈ X existe uma coordenada

homogênea xj tal que:

(a) xj ̸= 0 em p;
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(b) existe uma coordenada homogênea xi tal que o quociente xi/xj é uma coordenada

local sobre X próximo a p;

(c) para toda coordenada homogênea xk, o quociente xk/xj é uma função holomorfa sobre

X próximo a p.

Proposição 2.5.1. Seja X uma curva projetiva suave em Pn. Se G,H ∈ C[x0, x1, . . . , xn]
são polinômios homogêneos de mesmo grau d, com H não identicamente nulo sobre X,

então f [x0, x1, . . . , xn] = G(x0, x1, . . . , xn)/H(x0, x1, . . . , xn) é uma função meromorfa

sobre X.

Demonstração. Como X é uma curva projetiva suave em Pn, para cada ponto p ∈ X

existe uma coordenada homogênea xj com as propriedades na Definição 2.5.1. Observe

que a composição de f com a inversa da coordenada local xi/xj é uma função racional

em quocientes xi/xk = (xi/xj)/(xk/xj), os quais são funções meromorfas em p. Logo,

a função f é meromorfa em p, e pela arbitrariedade do ponto p ∈ X, f é meromorfa

sobre X.

Exemplo 2.5.1. A reta projetiva P1, curvas planas projetivas suaves, curvas de interseção

completa e curvas de interseção completa local são exemplos de curvas projetivas suaves.

Vamos verificar o caso mais geral. Seja X uma curva de interseção completa local.

Próximo a cada ponto p ∈ X, os pontos deX podem ser descritos, a menos de reordenação

das coordenadas homogêneas, por

[1 : z : g2(z) : · · · : gn(z)], (2.5.1)

onde g2, g3, . . . , gn são funções holomorfas de uma variável z. Claramente, a coordenada

x0 é não-nula em p, o quociente x1/x0 é uma coordenada local sobre X próximo a p, e

todos os quocientes xk/x0 são funções holomorfas sobre X próximo a p. Logo, X é uma

curva de interseção completa local.

Segue do exemplo anterior que, uma superf́ıcie de Riemann X é uma curva projetiva

suave se, e somente se, X é localmente dada na forma de 2.5.1.

2.6 Formas Diferenciais

Embora não abordaremos a teoria de integração sobre superf́ıcies de Riemann, definire-

mos nesta seção os objetos a serem integrados. Esses objetos, chamados de formas dife-

renciais, desempenharão um papel fundamental para o resultado principal deste trabalho:

o Teorema de Riemann-Roch.
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2.6.1 1-Formas Meromorfas

Primeiro vamos definir 1-formas meromorfas sobre subconjuntos abertos do plano

complexo, e então, por meio das cartas complexas, transportaremos este conceito para

uma superf́ıcie de Riemann.

Definição 2.6.1. Uma 1-forma meromorfa sobre um subconjunto aberto V ⊂ C é uma

expressão ω do tipo

ω = f(z)dz,

onde f é uma função meromorfa sobre V . Diremos que ω é uma 1-forma meromorfa na

coordenada z.

Sabemos que sobre uma superf́ıcie de Riemann podem existir cartas complexas com-

partilhando parte de seus domı́nios, mas mesmo assim, fornecendo coordenadas complexas

distintas. Portanto, se desejamos transportar o conceito de 1-formas meromorfas sobre C
para superf́ıcies de Riemann, então devemos saber quando duas 1-formas meromorfas em

coordenadas distintas são iguais, a menos de algum tipo de transformação. Isso nos leva

à próxima definição.

Definição 2.6.2. Sejam ω1 = f(z)dz e ω2 = g(w)dw 1-formas meromorfas sobre subcon-

juntos abertos V1, V2 ⊂ C, respectivamente. Suponha que z = T (w) é uma função holo-

morfa de V2 para V1. Diremos que ω1 transforma-se em ω2 via T se g(w) = f(T (w))T ′(w).

Se lembrarmos que 1-formas meromorfas são objetos a serem integrados, vemos que

esta definição é feita justamente para termos dz = T ′(w)dw ao mudarmos as coordenadas.

Definição 2.6.3. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Uma 1-forma meromorfa sobre X

é uma coleção de 1-formas meromorfas {ωϕ}, uma para cada carta ϕ : U → V na variável

z = ϕ(x), tal que se existem duas cartas ϕ1 : U1 → V1 e ϕ2 : U2 → V2 com U1 ∩ U2 ̸= ∅,
então ωϕ1 transforma-se em ωϕ2 via a função de transição T = ϕ1 ◦ ϕ−1

2 .

Trocando-se o termo “meromorfa” por “holomorfa” nas definições anteriores, obtemos

também a definição de uma 1-forma holomorfa, que nada mais é do que um caso partic-

ular de uma 1-forma meromorfa.

2.6.2 Operações entre 1-Formas Meromorfas

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann, f uma função meromorfa, ω1 e ω2 duas 1-formas

meromorfas. Em termos de uma coordenada local z, fornecida por uma carta complexa

ϕ : U → V sobre X, escreva ωi = gi(z)dz, onde gi é uma função meromorfa sobre V . A
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soma ω1 + ω2 é localmente definida por ω1 + ω2 = (g1(z) + g2(z))dz, e o produto fω1 é

definido localmente por fω1 = (f ◦ ϕ−1)(z)g1(z)dz.

É fácil ver que estas operações estão bem definidas. Suponha que ψ é uma outra carta

complexa sobre X com parte do seu domı́nio em U , fornecendo uma coordenada local

w. Se ωi = hi(w)dw em termos dessa nova coordenada local, e se z = T (w) é a função

de transição entre w e z, então (h1(w) + h2(w))dw = (g1(T (w)) + g2(T (w)))T
′(w)dw =

(g1(z)+g2(z))dz e f ◦ψ−1(w)h1(w)dw = f ◦ψ−1(w)g1(T (w))T
′(w)dw = f ◦ϕ−1(z)g1(z)dz.

É conveniente introduzirmos as seguintes notações:

Definição 2.6.4. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Denotaremos porM(1)(X) o con-

junto das 1-formas meromorfas sobre X, e por Ω1(X) o conjunto das 1-formas holomorfas

sobre X.

Lembre-se de queM(X) é o corpo das funções meromorfas sobre a superf́ıcie de Rie-

mann X. Com as operações acima,M(1)(X) é umM(X)-espaço vetorial, e Ω1(X) é um

C-espaço vetorial. A dimensão dimΩ1(X) é chamada de gênero anaĺıtico da superf́ıcie de

Riemann X.

Um resultado simples, porém importante, é o da proposição seguinte. Basicamente,

esta nos diz que duas 1-formas meromorfas diferem uma da outra apenas pela multi-

plicação de uma função meromorfa.

Proposição 2.6.1. Sejam ω1 e ω2 1-formas meromorfas sobre uma superf́ıcie de Riemann

X. Se ω1 é não-nula então existe uma única função meromorfa f sobreX tal que w2 = fω1.

Demonstração. Denote por z a coordenada local fornecida por uma carta complexa

ϕ : U → V sobre X. Em termos dessa coordenada local, temos ωi = gi(z)dz, onde gi é

uma função meromorfa sobre V . Defina f : X → C localmente dada por f|U = (g2/g1)◦ϕ.
Para verificarmos que f está bem definida, suponha que ψ é uma outra carta complexa

sobre X com parte de seu domı́nio em U , fornecendo uma coordenada local w. Em

termos dessa coordenada local, temos ωi = hi(w)dw, onde hi é uma função meromorfa

sobre a imagem de ψ. Se z = T (w) é a função de transição entre as cartas ψ e ϕ, então

hi(w) = gi(T (w))T
′(w). Portanto,

h2(w)

h1(w)
=
g2(T (w))T

′(w)

g1(T (w))T ′(w)
=
g2(z)

g1(z)
,

pois vimos no Lema 1.1.1 que a derivada da função de transição entre duas cartas nunca

se anula.

Como o quociente g2/g1 e a carta ϕ são funções holomorfas sobre seus correspondentes

domı́nios, a função f é holomorfa sobre X, e claramente temos w2 = fω1. A unicidade

segue de comparações diretas.
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Sejam ω uma 1-forma meromorfa sobre uma superf́ıcie de Riemann X, e p ∈ X.

Escolha uma coordenada local z centrada em p. Localmente, temos ω = f(z)dz, para

alguma função meromorfa f .

Definição 2.6.5. A ordem de ω em p, denotada por ordp(ω), é a ordem da função f em 0.

A ordem de ω não depende da escolha da coordenada local. De fato, suponha que

ω = g(w)dw numa outra coordenada local w centrada em p. Se z = T (w) é a função

de transição entre w e z, então g(w) = f(T (w))T ′(w). Como ord0(T (w)) = 1, segue que

ord0(g) = ord0(f).

Diremos ω tem um zero de ordem n em p se ordp(ω) = n > 1. Diremos que ω tem um

pólo de ordem n em p se ordp(ω) = −n < 0.

Exemplo 2.6.1. Considere a esfera de Riemann C∞ com coordenadas locais z e w = 1/z

(veja Exemplo 1.1.12). A coleção ω = {1dz, 1dw} é uma 1-forma meromorfa sobre C∞.

Se z ∈ C então ordz(ω) = ord0(1) = 0. Se z = ∞ então ord∞(ω) = ord0(−z−2) = −2,
pois 1dw transforma-se em −z−2dz via a função de transição w = 1/z.

De modo mais geral, a coleção w = {f(z)dz, f(w)dw}, onde f(z) = c
∏

i(z − λi)
ei

é uma função racional em z, é uma 1-forma meromorfa sobre C∞. Se z ∈ C então

ordz(ω) = ordz(f(z)). Se z = ∞ então ord∞(ω) = ord0(f(1/z)(−z−2)), pois f(w)dw

transforma-se em f(1/z)(−z−2)dz via a função de transição w = 1/z.

2.6.3 Pullback de 1-Formas Meromorfas

Seja F : X → Y um mapa holomorfo não-constante entre superf́ıcies de Riemann.

Dada uma 1-forma meromorfa ω sobre Y , podemos associar ω a uma 1-forma meromorfa

sobre X da seguinte maneira: sejam ϕ2 : U2 → V2 uma carta sobre Y , e ϕ1 : U1 → V1 uma

carta sobre X tal que F (U1) ⊂ U2. Denote por z e w as coordenadas locais fornecidas

pelas cartas ϕ1 e ϕ2, respectivamente. Em termos destas coordenadas locais, o mapa F

é dado por w = h(z), onde h é uma função holomorfa. Suponha que ω = f(w)dw na

coordenada w.

Definição 2.6.6. O pullback de ω via F , denotado por F ∗(ω), é a 1-forma meromorfa

sobre X definida localmente por

F ∗(ω) = f(h(z))h′(z)dz.

O lema a seguir calcula a ordem do pullback de uma 1-forma meromorfa num ponto

em função da ordem da 1-forma meromorfa e da multiplicidade do mapa, em pontos

correspondentes.
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Lema 2.6.1. Sejam F : X → Y um mapa holomorfo não-constante entre superf́ıcies de

Riemann, e ω uma 1-forma meromorfa sobre Y . Fixe um ponto p ∈ X. Então

ordp(F
∗(ω)) = (1 + ordF (p)(ω))multp(F )− 1.

Demonstração. Seja w uma coordenada local sobre Y centrada em F (p). Pelo Teorema

da Forma Normal Local, existe uma coordenada local z sobre X centrada em p tal que,

em termos de coordenadas locais, o mapa F é dado por w = zn, onde n = multp(F ). Com

respeito a coordenada local w, temos ω = (awk+t. o.m.)dw, onde k = ordF (p)(ω). Assim,

o pullback F ∗(ω) com respeito a coordenada local z é F ∗(ω) = (aznk + t. o.m.)(nzn−1)dz,

donde segue que ordp(F
∗(ω)) = (1 + k)n− 1.

2.6.4 Teorema do Reśıduo

Seja ω uma 1-forma meromorfa sobre uma superf́ıcie de Riemann X. Fixe um ponto

p ∈ X e escolha uma coordenada local z centrada em p. Em termos desta coordenada

z podemos escrever ω = f(z)dz, onde f é uma função meromorfa sobre X. Expandindo

ω na série de Laurent em torno do ponto p com respeito a coordenada local z, obtemos

uma expressão do tipo

ω = f(z)dz =

(
∞∑

n=−M

anz
n

)
dz,

onde ordp(ω) = −M .

Definição 2.6.7. O reśıduo de ω em p, denotado por Resp(ω), é o coeficiente a−1 numa

série de Laurent de ω em torno de p.

Uma série de Laurent de uma 1-forma meromorfa em torno de um ponto depende da

particular coordenada local escolhida, mas o reśıduo desta não depende. A prova dessa

observação pode ser encontrada em [Mir97, p. 122].

Teorema 2.6.1 (Teorema do Reśıduo). Se ω é uma 1-forma meromorfa sobre uma

superf́ıcie de Riemann compacta X, então

∑
p∈X

Resp(ω) = 0.

Para a prova deste teorema são utilizadas técnicas de integração sobre superf́ıcies de

Riemann. Citamos [Gri89, p. 18] e [Mir97, p. 123] para a sua prova.

O Teorema do Reśıduo será fortemente utilizado na demonstração da Dualidade de

Serre, a qual fornecerá a segunda, e mais clássica, versão do Teorema de Riemann-Roch.
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2.6.5 Diferenciais de Ordem Superior

Aqui, apenas observamos que 1-formas meromorfas podem ser, de um certo modo,

generalizadas para ordens superiores.

Definição 2.6.8. Uma n-diferencial meromorfa sobre um subconjunto aberto V ⊂ C é

uma expressão µ do tipo

µ = f(z)(dz)n,

onde f é uma função meromorfa sobre V . Diremos que µ é uma n-diferencial meromorfa

na coordenada z.

Optamos pelo termo “diferencial” em vez de “forma” para não causar confusões com

o conceito de n-formas, embora esse conceito não tenha sido tratado neste trabalho.

Definição 2.6.9. Sejam µ1 = f(z)(dz)n e µ2 = g(w)(dw)n n-diferenciais meromorfas

sobre subconjuntos abertos V1, V2 ⊂ C, respectivamente. Suponha que z = T (w) é

uma função holomorfa de V2 para V1. Diremos que µ1 transforma-se em µ2 via T se

g(w) = f(T (w))T ′(w)n.

Definição 2.6.10. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Uma n-diferencial meromorfa

sobre X é uma coleção de n-diferenciais meromorfas {µϕ}, uma para cada carta ϕ : U → V

na variável z = ϕ(x), tal que se existem duas cartas ϕ1 : U1 → V1 e ϕ2 : U2 → V2 com

U1 ∩ U2 ̸= ∅, então µϕ1 transforma-se em µϕ2 via a função de transição T = ϕ1 ◦ ϕ−1
2 .

Trocando-se o termo “meromorfa” por “holomorfa” nas definições anteriores, obtemos

também a definição de uma n-diferencial holomorfa, que nada mais é do que um caso

particular de n-diferencial meromorfa.

O exemplo a seguir nos mostra como definir n-diferenciais meromorfas a partir

1-formas meromorfas.

Exemplo 2.6.2. Sejam ω1, ω2, . . . , ωn 1-formas meromorfas sobre uma superf́ıcie de Rie-

mannX. Se localmente ωi = fi(z)dz, então o produto µ = ω1ω2 · · ·ωn, definido localmente

por

µ = f1f2 · · · fn(dz)n,

é uma n-diferencial meromorfa sobre X. Em particular, se ω é uma 1-forma meromorfa

sobre X, então ωn é uma n-diferencial meromorfa sobre X.



CAPÍTULO 3

Divisores e Mergulhos

3.1 Divisores

3.1.1 Definição de Divisor

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e D : X → Z uma função. O suporte de D,

denotado por supp(D), é o conjunto

supp(D) = {p ∈ X | D(p) ̸= 0}.

Definição 3.1.1. Um divisor sobre X é uma função D : X → Z cujo suporte é um

subconjunto discreto de X. Denotaremos por Div(X) o conjunto dos divisores sobre X.

A soma de dois divisores D1, D2 ∈ Div(X), denotada por D1 +D2, é definida por

(D1 +D2)(p) = D1(p) +D2(p),

para todo p ∈ X. Note que, com relação a esta operação de adição, Div(X) é um grupo.

Frequentemente, denotaremos um divisor D sobre X como sendo a soma formal

D =
∑
p∈X

D(p) · p,

onde apenas os pontos do suporte de D aparecem efetivamente.

Note que, se X é uma superf́ıcie de Riemann compacta, então uma função D : X → Z
é um divisor se, e somente se, supp(D) é finito. Portanto, quando X é compacta, o grupo

Div(X) é o grupo livre abeliano gerado pelos pontos de X.

67
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Definição 3.1.2. O grau de um divisor D sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta,

denotado por deg(D), é a soma

deg(D) =
∑
p∈X

D(p).

Observe que o grau de um divisor define um homomorfismo de grupos entre Div(X) e

Z, e seu núcleo é o subgrupo Div0(X) dos divisores sobre X de grau 0.

Temos definida uma relação de ordem parcial sobre o grupo dos divisores. Sejam

D1, D2 ∈ Div(X). Diremos que D1 ≥ D2 se D1(p) ≥ D2(p) para todo ponto p ∈ X. Se

D1 ≥ D2 e D1 ̸= D2, então diremos que D1 > D2. Um divisor D ∈ Div(X) é efetivo se

D ≥ 0.

Note que todo divisor D pode ser escrito unicamente na forma D = P −N , onde P e

N são divisores efetivos e com suportes disjuntos.

3.1.2 Divisores Principais

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e f uma função meromorfa não-nula sobre X.

Podemos utilizar a função ordem de uma função meromorfa para associar um divisor a f .

Definição 3.1.3. O divisor da função meromorfa f , denotado por div(f), é o divisor

div(f) =
∑
p∈X

ordp(f) · p.

Divisores desse tipo são chamados de divisores principais sobreX, e o conjunto consistindo

de tais divisores é denotado por PDiv(X). O divisor dos zeros de f , denotado por div0(f),

é o divisor

div0(f) =
∑

p com ordp(f)>0

ordp(f) · p.

Similarmente, o divisor dos pólos de f , denotado por div∞(f), é o divisor

div∞(f) =
∑

p com ordp(f)<0

(− ordp(f)) · p.

Note que estes dois últimos divisores são efetivos, têm suportes disjuntos e

div(f) = div0(f)− div∞(f).

O lema a seguir reúne algumas propriedades imediatas dos divisores principais, e como

consequência, mostra que PDiv(X) é um subgrupo de Div(X).
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Lema 3.1.1. Sejam f e g funções meromorfas não-nulas sobre X. Então:

(a) div(fg) = div(f) + div(g);

(b) div(1/f) = − div(f);

(c) div(f/g) = div(f)− div(g);

(d) se X é uma superf́ıcie de Riemann compacta, então deg(div(f)) = 0.

Demonstração. Os itens (a), (b) e (c) seguem do Lema 2.1.5, e o item (d) segue da

Proposição 2.3.2.

Exemplo 3.1.1. Seja f uma função meromorfa sobre a esfera de Riemann C∞. Se z é a

coordenada local no plano complexo C e f(z) = c
∏n

i=1(z − λi)ei , onde os ei são inteiros

e os λi são números complexos distintos, então div(f) =
∑n

i=1 ei · λi − (
∑n

i=1 ei) · ∞.

Exemplo 3.1.2. Seja θ uma função teta sobre o plano complexo C, considerado como

uma superf́ıcie de Riemann. A função θ é holomorfa sobre todo C, com zeros nos pontos

(1/2) + (τ/2) + ℓ, para todos pontos ℓ no reticulado Z+ Zτ . Como todos esses zeros são

simples, temos div(θ) =
∑

ℓ∈Z+Zτ 1 · ((1/2) + (τ/2) + ℓ).

3.1.3 Divisores Canônicos

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e ω uma 1-forma meromorfa sobre X não-nula.

Da mesma maneira que associamos um divisor a uma função meromorfa não-nula, asso-

ciamos também um divisor a ω.

Definição 3.1.4. O divisor da 1-forma meromorfa ω, denotado por div(ω), é o divisor

div(ω) =
∑
p∈X

ordp(ω) · p.

Divisores desse tipo são chamados de divisores canônicos sobreX, e o conjunto consistindo

de tais divisores é denotado por KDiv(X). O divisor dos zeros de ω, denotado por div0(ω),

e o divisor dos pólos de ω, denotado por div∞(ω), são definidos de maneira análoga aos

de uma função meromorfa não-nula.

Exemplo 3.1.3. De acordo com o que vimos no Exemplo 2.6.1, o divisor da 1-forma

meromorfa ω = 1dz sobre a esfera de Riemann C∞ é div(ω) = −2 · ∞. E o divisor da

1-forma meromorfa ω = f(z)dz, onde f(z) =
∏n

i=1(z − λi)ei , é div(ω) =
∑n

i=1 ei · λi −
(2 +

∑n
i=1 ei) · ∞. Em particular, estes divisores têm grau 2.

O lema a seguir é na verdade um corolário da Proposição 2.6.1.
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Lema 3.1.2. Seja X uma superf́ıcie de Riemann e ω uma 1-forma meromorfa não-nula

sobre X. Então, KDiv(X) é a classe lateral, módulo PDiv(X), determinada por ω. Em

outras palavras,

KDiv(X) = div(ω) + PDiv(X),

para toda 1-forma meromorfa ω sobre X não-nula.

Demonstração. Para toda função meromorfa f não-nula sobreX vale a igualdade div(ω)+

div(f) = div(fω). Portanto div(ω) + PDiv(X) ⊂ KDiv(X). Por outro lado, se ω1 é

uma 1-forma meromorfa não-nula sobre X, então pela Proposição 2.6.1 existe uma função

meromorfa f não-nula sobre X tal que ω1 = fω; logo, div(ω1) = div(f)+div(ω). Portanto

KDiv(X) ⊂ div(ω) + PDiv(X).

Proposição 3.1.1. Seja X uma superf́ıcie de Riemann compacta de gênero g. Se existe

uma função meromorfa f não-constante sobre X, então existe um divisor canônico sobre

X de grau 2g − 2.

Demonstração. Considere o mapa holomorfo F : X → C∞ associado a função meromorfa

f . Seja η = F ∗(ω) o pullback da 1-forma meromorfa ω = dz sobre C∞. Pela Fórmula de

Hurwitz e pelo Lema 2.6.1, temos

deg(div(η)) =
∑
p∈X

ordp(η)

=
∑
p∈X

ordp(F
∗(ω))

=
∑
p∈X

((1 + ordF (p)(ω))multp(F )− 1)

=
∑
q ̸=∞

p∈F−1(q)

(multp(F )− 1) +
∑

p∈F−1(∞)

(−multp(F )− 1)

=
∑
p∈X

(multp(F )− 1)−
∑

p∈F−1(∞)

2multp(F )

= 2g − 2 + 2 deg(F )− 2 deg(F )

= 2g − 2.

Portanto, div(η) é um divisor canônico sobre X de grau 2g − 2.

Corolário 3.1.1. Seja X uma superf́ıcie de Riemann compacta de gênero g. Se existe

uma função meromorfa f não-constante sobre X, então todo divisor canônico sobre X

tem grau 2g − 2.
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Demonstração. Seja ω uma 1-forma meromorfa não-nula sobre X. Denote por div(η) o

divisor canônico sobre X de grau 2g−2. Pelo Lema 3.1.2, temos div(η) = div(ω)+div(f),

para alguma função meromorfa f não-nula sobre X. Calculando o grau dos dois lados

dessa igualdade, conclui-se que deg(div(ω)) = 2g − 2.

Como consequência do Teorema de Riemann-Roch, veremos que sempre existe uma

função meromorfa não-constante sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta. E que

portanto, todo divisor canônico tem grau 2g − 2.

3.1.4 Pullback de um Divisor

Seja F : X → Y um mapa holomorfo entre superf́ıcies de Riemann. O objetivo é

definir um divisor sobre X a partir de um divisor sobre Y . Desta forma, definiremos uma

aplicação de Div(Y ) para Div(X).

Definição 3.1.5. Seja q ∈ Y . O divisor imagem inversa de q por F , denotado por F ∗(q),

é o divisor

F ∗(q) =
∑

p∈F−1(q)

multp(F ) · p.

De maneira geral, seja D =
∑

q∈Y nq · q um divisor sobre Y . O pullback de D para X via

F , denotado por F ∗(D), é o divisor

F ∗(D) =
∑
q∈Y

nqF
∗(q).

Ou seja, em notação de função, F ∗(D)(p) = multp(F )D(F (p)).

Algumas das propriedades relacionadas ao pullback de divisores estão reunidas no

próximo lema.

Lema 3.1.3. Seja F : X → Y um mapa holomorfo entre superf́ıcies de Riemann, e

D =
∑

q∈Y nq · q ∈ Div(Y ). Então:

(a) a aplicação pullback F ∗ : Div(Y )→ Div(X) é um homomorfismo de grupos;

(b) o pullback de um divisor principal é principal; mais precisamente, se f é uma função

meromorfa sobre Y , então F ∗(div(f)) = div(f ◦ F );

(c) se X e Y são compactas, então deg(F ∗(D)) = deg(F ) deg(D).

Demonstração. O item (a) é verificado com cálculos diretos. (b) Basta observar que

F ∗(div(f))(p) = multp(F )(div(f)(F (p)) = ordp(f ◦ F ).
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(c) O pullback F ∗(D) numa expressão mais detalhada é definido por

F ∗(D) =
∑
q∈Y

nq

 ∑
p∈F−1(q)

multp(F ) · p

 .

Então,

deg(F ∗(D)) =
∑
q∈Y

nq

 ∑
p∈F−1(q)

multp(F )


= deg(F )

∑
q∈Y

nq

= deg(F ) deg(D).

Observe que, o item (b) do lema anterior mostra que a aplicação F ∗ induz um homo-

morfismo

F ∗ :
Div(Y )

PDiv(Y )
−→ Div(X)

PDiv(X)
.

3.1.5 Divisores de Ramificação e de Ramo de um Mapa Holo-

morfo

Seja F : X → Y um mapa holomorfo entre superf́ıcies de Riemann. Vamos definir um

divisor que guarda os pontos de ramificação de F e outro que guarda os pontos de ramo

de F .

Definição 3.1.6. O divisor de ramificação de F , denotado por RF , é o divisor

RF =
∑
p∈X

(multp(F )− 1) · p.

O divisor de ramo de F , denotado por BF , é o divisor

BF =
∑
q∈Y

 ∑
p∈F−1(q)

(multp(F )− 1)

 · q.
Observe que, se X e Y são compactas, então os divisores RF e BF têm o mesmos

graus, o qual é exatamente o fator de correção na Fórmula de Hurwitz.
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Lema 3.1.4. Seja F : X → Y um mapa holomorfo entre superf́ıcies de Riemann. Se ω é

uma 1-forma meromorfa não identicamente nula sobre Y , então

div(F ∗(ω)) = F ∗(div(ω)) +RF .

Em particular, o pullback de um divisor canônico é canônico se, e somente se, o mapa não

é ramificado.

Demonstração. Utilizando o Lema 2.6.1, encontramos

div(F ∗(ω)(p))− F ∗(div(ω))(p) = ordp(F
∗(ω))−multp(F ) div(ω)(F (p))

= (1 + ordF (p)(ω))multp(F )− 1−multp(F ) ordF (p)(ω)

= multp(F )− 1,

o que prova a igualdade do lema.

3.1.6 Divisores de Interseção sobre uma Curva Projetiva Suave

Sejam X ⊂ Pn uma curva projetiva suave e G ∈ C[x0, x1, . . . , xn] um polinômio

homogêneo não identicamente nulo sobre X. Vamos definir um divisor div(G) sobre X

que guarda os pontos p ∈ X tais que G(p) = 0, com suas devidas ordens de anulamento.

Seja p ∈ X. Escolha H ∈ C[x0, x1, . . . , xn] um polinômio homogêneo de mesmo grau

que G e tal que H(p) ̸= 0. Tal escolha é posśıvel pois, como X é uma curva projetiva

suave, existe uma coordenada homogênea xj tal que xj ̸= 0 em p; logo, H = x
deg(G)
j é uma

de nossas opções de escolha. Note que o quociente G/H é uma função meromorfa sobre

X, e ordp(G/H) > 0 se, e somente se, G(p) = 0. Por esta razão, definimos div(G)(p) =

ordp(G/H).

É importante observar que o divisor div(G) não depende do particular polinômio H

escolhido. De fato, se H ′ é outro polinômio com as mesmas propriedades de H, então,

comoG/H ′ = (G/H)(H/H ′), temos ordp(G/H
′) = ordp(G/H)+ordp(H/H

′) = ordp(G/H).

Definição 3.1.7. O divisor div(G) sobreX, definido nos parágrafos anteriores, é chamado

de divisor de interseção de G sobre X. Quando deg(G) = 1, o divisor div(G) recebe o

nome particular de divisor hiperplano de G sobre X.

No lema a seguir temos algumas propriedades dos divisores de interseção.

Lema 3.1.5. Sejam G1, G2 ∈ C[x0, x1, . . . , xn] polinômios homogêneos não identicamente

nulos sobre uma curva projetiva suave X. Então:

(a) div(G1G2) = div(G1) + div(G2);
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(b) se deg(G1) = deg(G2) então div(G1/G2) = div(G1)− div(G2); em particular, se X é

compacta então deg(div(G1)) = deg(div(G2)).

Demonstração. (a) Sejam p ∈ X e xj a coordenada homogênea tal que xj ̸= 0 em p.

Tome H = x
deg(G1G2)
j . Como G1G2/H = (G1/x

deg(G1)
j )(G2/x

deg(G2)
j ), a propriedade segue

calculando a ordem em p dos dois lados dessa igualdade. (b) Sejam p ∈ X e H um

polinômio homogêneo de mesmo grau que G1 e G2 tal que H(p) ̸= 0. Como G1/G2 =

(G1/H)/(G2/H), a propriedade segue calculando a ordem em p dos dois lados dessa

igualdade.

3.1.7 Teorema de Bézout para Curvas Projetivas Suaves

Para demonstrarmos o Teorema de Bézout, precisamos antes definir o grau de uma

curva projetiva suave, o qual é um invariante fundamental.

Definição 3.1.8. O grau de uma curva projetiva suave X, denotado por deg(X), é o grau

de um divisor hiperplano sobre X.

O grau está bem definido, pois pelo Lema 3.1.5 quaisquer dois divisores hiperplanos

sobre X têm o mesmo grau.

No Exemplo 2.5.1 vimos que curvas planas projetivas suaves são curvas projetivas

suaves. Portanto, é de se esperar que as duas definições de grau de uma curva plana

projetiva suave coincidem.

Proposição 3.1.2. Seja X uma curva plana projetiva suave definida por um polinômio

homogêneo F ∈ C[x, y, z] de grau d. Então X tem grau d, no sentido de que todo divisor

hiperplano sobre X tem grau d.

Demonstração. Seja G ∈ C[x, y, z] um polinômio homogêneo de grau 1 não identicamente

nulo sobre X. Estamos interessados em mostrar que deg(div(G)) = d. Por meio de uma

mudança de coordenadas projetiva, podemos supor que G = x e que [0 : 0 : 1] ̸∈ X.

Assim, se tomarmos H = y, o divisor hiperplano div(G) será exatamente o divisor dos

zeros da função meromorfa f1 = G/H.

Considere F1 : X → C∞ o mapa holomorfo associado a função meromorfa f1. Como

div0(f1) = F ∗
1 (1 · 0), pelo Lema 3.1.3, deg(div(G)) = deg(F ∗

1 (1 · 0)) = deg(F1) deg(1 · 0) =
deg(F1). A fim de calcularmos o grau do mapa F1, escolha λ ∈ C∗ qualquer, a prinćıpio.

Para que um ponto p ∈ X satisfaça F1(p) = λ, devemos ter p = [λy : y : z]. Como λ ̸= 0,

temos y ̸= 0, pois [0 : 0 : 1] ̸∈ X. Portanto, todos os pontos de F−1
1 (λ) são da forma

[λ : 1 : w] e satisfazem a equação F (λ, 1, w) = 0. Em geral, F (λ, 1, w) é um polinômio na

variável w de grau d. E mais, em geral, esse polinômio possui d ráızes distintas. De fato,

uma raiz dupla do polinômio F (λ, 1, w) é também ráız da sua derivada, e pelo Lema 2.3.3,
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tal raiz corresponde a um ponto de ramificação de F1. Como os pontos de ramificação de

F1 formam um subconjunto discreto de X, é posśıvel escolher λ ∈ C∗ (a saber, um λ que

não é ponto de ramo de F1) tal que F (λ, 1, w) tenha d ráızes distintas, sendo que em cada

uma dessas ráızes a multiplicidade de F1 é 1. Portanto, deg(div(G)) = deg(F1) = d.

Teorema 3.1.1 (Bézout). Sejam X ⊂ Pn uma curva projetiva suave de grau d, e

G ∈ C[x0, x1, . . . , xn] um polinômio homogêneo de grau e. Se G não se anula identi-

camente sobre X, então

deg(div(G)) = deg(X) deg(G) = de.

Em outras palavras, o polinômio G se anula em de pontos de X contados com suas devidas

ordens.

Demonstração. Seja div(H) um divisor hiperplano sobre X. Note que He é um polinômio

homogêneo de grau e = deg(G). Pelo Lema 3.1.5, temos div(He) = e div(H) e

deg(div(He)) = deg(div(G)), donde segue que deg(div(G)) = e deg(div(H)). Mas

deg(div(H)) é, por definição, o grau da curva projetiva suave X, ou seja, deg(div(H)) =

deg(X) = d. Portanto, temos deg(div(G)) = de.

3.1.8 Fórmula de Plücker

Vamos aplicar o Teorema de Bézout para demonstrarmos a fórmula de Plücker para o

gênero de uma curva plana projetiva suave. Antes, um resultado preliminar é necessário.

Lema 3.1.6. Seja X : F (x, y, z) = 0 uma curva plana projetiva suave de grau d. Con-

sidere o mapa π : X → P1, definido por π[x : y : z] = [x : z]. Então o divisor de

ramificação Rπ de π é o divisor de interseção div(∂F/∂y) de ∂F/∂y sobre X.

Demonstração. Vimos no Lema 2.3.3 que os divisores Rπ e div(∂F/∂y) têm o mesmo

suporte. Temos apenas que mostrar que, se p = [x0 : y0 : z0] ∈ X é um ponto do

suporte desses divisores, então Rπ(p) = div(∂F/∂y)(p). Faremos isso para a parte afim

X2 : f(x, y) = F (x, y, 1) = 0, para as demais o argumento é análogo. Para este caso,

o mapa π é simplesmente a projeção (x, y) 7→ x. Suponha então que p = (x0, y0) é um

ponto de ramificação de π, e que portanto ∂f/∂y(p) = 0. Como X é suave, devemos ter

∂f/∂x(p) ̸= 0. Pelo Teorema da Função da Impĺıcita, próximo a p, a curva X é o gráfico

de uma função holomorfa x = g(y), donde segue que f(g(y), y) ≡ 0 numa vizinhança

de y0. Derivando essa identidade com relação a y, obtemos (∂f/∂x)g′(y) + ∂f/∂y ≡ 0

numa vizinhança de p. Então ∂f/∂y = −(∂f/∂x)g′(y), próximo a p. Observando que

g(y) é na verdade a forma normal local de π próximo a p (lembre-se de que a projeção

(g(y), y) 7→ y é uma carta sobre X próximo a p), ao calcularmos a ordem dos dois lados

da última igualdade obtida, encontramos



3.2 EQUIVALÊNCIA LINEAR DE DIVISORES 76

ordp(∂f/∂y) = ordp(−∂f/∂x) + ordp(g
′(y))

= 0 + ordp(g
′(y))

= multp(π)− 1,

ou seja, div(∂f/∂y)(p) = Rπ(p).

Proposição 3.1.3 (Fórmula de Plücker). O gênero g de uma curva plana projetiva

suave de grau d é dado pela fórmula

g =
(d− 1)(d− 2)

2
.

Demonstração. Seja X : F (x, y, z) = 0 uma curva plana projetiva suave de grau d e

gênero g. Considere o mapa π : X → P1, definido por π[x : y : z] = [x : z]. No Exemplo

2.3.2 vimos que o mapa π tem grau d, e no Lema 3.1.6 vimos que Rπ = div(∂f/∂y). Pelo

Teorema de Bézout, temos deg(div(∂f/∂y)) = deg(X) deg(∂f/∂y) = d(d− 1). Portanto,

aplicando a Fórmula de Hurwitz ao mapa π encontramos 2g−2 = d(−2)+d(d−1), donde

segue que g = (d− 1)(d− 2)/2.

3.2 Equivalência Linear de Divisores

3.2.1 Definição de Equivalência Linear

No decorrer do estudo de divisores, veremos que é um tanto comum que a diferença

entre dois divisores é um divisor principal. Um exemplo deste fenômeno foi visto no Lema

3.1.2, o qual afirma que a diferença entre dois divisores canônicos é um divisor principal.

Por esta razão, somos motivados a fazer a seguinte definição:

Definição 3.2.1. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e D1, D2 ∈ Div(X). Diremos que

D1 é linearmente equivalente a D2, escrevendo D1 ∼ D2, se existe uma função meromorfa

f sobre X tal que D1 −D2 = div(f).

Algumas propriedades imediatas desta definição estão reunidas no próximo lema.

Lema 3.2.1. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e D1, D2 ∈ Div(X). Então:

(a) a equivalência linear sobre Div(X) é uma relação de equivalência;

(b) D1 ∼ 0 se, e somente se, D1 é um divisor principal;

(c) se X é compacta e D1 ∼ D2, então deg(D1) = deg(D2).
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Exemplo 3.2.1. Seja f uma função meromorfa não-nula sobre uma superf́ıcie de Rie-

mann. Como div(f) = div0(f)− div∞(f), temos div0(f) ∼ div∞(f).

Exemplo 3.2.2. Pelo Lema 3.1.2, quaisquer dois divisores canônicos são linearmente

equivalentes, e todo divisor linearmente equivalente a um divisor canônico é um divisor

canônico.

Exemplo 3.2.3. Quaisquer dois pontos sobre a esfera de Riemann, vistos como divisores,

são linearmente equivalentes. De fato, sejam λ1, λ2 ∈ C∞. Se λ1, λ2 ̸= ∞, então 1 · λ1 −
1 · λ2 = div(f), onde f(z) = (z − λ1)/(z − λ2). Se λ2 =∞ então 1 · λ1 − 1 · ∞ = div(g),

onde g(z) = z − λ1.

Exemplo 3.2.4. Seja F : X → Y um mapa holomorfo entre superf́ıcies de Riemann.

Se D1, D2 ∈ Div(Y ) são linearmente equivalentes, então os pullbacks F ∗(D1), F
∗(D2) ∈

Div(X) são linearmente equivalentes. Em particular, se Y = C∞ então quaisquer dois

divisores imagem inversa são linearmente equivalentes. De fato, se D1 ∼ D2 então

D1 − D2 = div(f), onde f é uma função meromorfa sobre Y . Pelo Lema 3.1.3, temos

F ∗(D1) − F ∗(D2) = div(f ◦ F ). Como f ◦ F é uma função meromorfa sobre sobre X,

temos F ∗(D1) ∼ F ∗(D2).

Exemplo 3.2.5. Sejam X ⊂ Pn uma curva projetiva suave e G1, G2 ∈ C[x0, x1, . . . , xn]
polinômios homogêneos de mesmo grau, não identicamente nulos sobre X. Pelo Lema

3.1.5, os divisores de interseção div(G1) e div(G2) são linearmente equivalentes.

3.2.2 Equivalência Linear para Divisores sobre a Esfera de Rie-

mann

Sabemos que sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta todo divisor principal tem

grau zero. No caso da esfera de Riemann, essa condição é suficiente para que um divisor

seja principal.

Proposição 3.2.1. Um divisor D de grau zero sobre a esfera de Riemann é principal.

Demonstração. Escreva D =
∑n

i=1 ei · λi + e∞ · ∞, onde λi ∈ C são dois a dois distintos

e e∞ = −
∑n

i=1 ei. Então D = div(f), onde f(z) =
∏n

i=1(z − λi)ei .

Corolário 3.2.1. Dois divisores D1 e D2 sobre a esfera de Riemann são linearmente

equivalentes se, e somente se, deg(D1) = deg(D2).

Corolário 3.2.2. Seja D um divisor sobre a esfera de Riemann, com deg(D) ≥ 0. Então

D é linearmente equivalente a um divisor efetivo. Se deg(D) > 0 então para todo p ∈ C∞

existe um divisor positivo E tal que D ∼ E e p ̸∈ supp(E).

Demonstração. Seja d = deg(D) e q ∈ C∞ um ponto qualquer. O divisor E = d · q é

efetivo e deg(E) = deg(D), logo, D ∼ E. Para a segunda asserção basta tomar q ̸= p.
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3.2.3 Equivalência Linear para Divisores sobre um Toro Com-

plexo

Tome τ ∈ C com parte imaginária positiva e considere o toro complexo X = C/L,
onde L = Z + Zτ . Lembre-se de que X é um grupo com a operação de adição induzida

de X. Assim, faz sentido definirmos o homomorfismo de grupos

A : Div(X) −→ X∑m
i=1 ni · pi 7−→

∑m
i=1 nipi.

Esta é a aplicação de Abel-Jacobi para o toro complexo X. Esta aplicação está envolvida

com a condição de suficiência para que um divisor sobre X seja principal.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Abel para um Toro Complexo). Um divisor D sobre

o toro complexo X = C/L é principal se, e somente se, deg(D) = 0 e A(D) = 0.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [Mir97, p. 141].

Corolário 3.2.3. Dois divisores D1 e D2 sobre o toro complexo X = C/L são linearmente

equivalentes se, e somente se, deg(D1) = deg(D2) e A(D1) = A(D2).

Corolário 3.2.4. Seja D um divisor sobre o toro complexo X, com deg(D) > 0. Então

D é linearmente equivalente a um divisor positivo. Se deg(D) = 1 então D ∼ q, para um

único ponto q ∈ X. Se deg(D) > 1 então para todo x ∈ X existe um divisor positivo E

tal que D ∼ E e x ̸∈ supp(E).

Demonstração. Seja d = deg(D) e p ∈ X um ponto qualquer. O divisor E = (d−1) ·p+q,
onde q = A(D − (d − 1) · p), é efetivo e deg(E) = deg(D), logo, D ∼ E. Para a última

asserção tomamos p ̸= x e tal que q ̸= x.

3.3 Espaços de Funções Meromorfas e de 1-Formas

Meromorfas Associadas a um Divisor

Dado um divisor, podemos empregar a função ordem para associá-lo a dois espaços

vetoriais complexos, de modo que essa associação organize as funções meromorfas e as

1-formas meromorfas. Antes, façamos a seguinte convenção: se f é uma função identica-

mente nula numa vizinhança de um ponto p, então definimos ordp(f) =∞, onde ∞ > n

para todo n ∈ Z.

3.3.1 Espaço L(D)

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e D ∈ Div(X).
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Definição 3.3.1. O espaço das funções meromorfas sobre X com pólos limitados por D,

denotado por L(D), é o conjunto

L(D) = {f ∈M(X) | div(f) ≥ −D}.

Se f ∈ L(D) então ordp(f) ≥ −D(p), para todo p ∈ X. Isso significa que, se

D(p) = n > 0 então f pode ter um pólo em p de ordem no máximo n, e se D(p) = −n < 0

então f deve ter um zero em p de ordem no mı́nimo n.

Exemplo 3.3.1. SejaX uma superf́ıcie de Riemann. Então L(0) = O(X). Em particular,

se X é compacta então L(0) ∼= C, pois as únicas funções holomorfas sobre uma superf́ıcie

de Riemann compacta são as funções constantes.

Proposição 3.3.1. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e D1, D2 ∈ Div(X). Então:

(a) L(D1) é um espaço vetorial complexo;

(b) se D1 ≤ D2 então L(D1) ⊂ L(D2).

Demonstração. (a) Por convenção, 0 ∈ L(D1). Sejam f, g ∈ L(D1) e c ∈ C. Então

ordp(cf + g) ≥ min{ordp(cf), ordp(g)} = min{ordp(f), ordp(g)} ≥ −D(p),

para todo p ∈ X. Portanto div(cf + g) ≥ −D, o que significa que cf + g ∈ L(D1). Logo,

L(D1) é um espaço vetorial complexo. (b) Se f ∈ L(D1) então div(f) ≥ −D1 ≥ −D2, e

portanto f ∈ L(D2). Logo, L(D1) ⊂ L(D2).

Proposição 3.3.2. SejamD1 eD2 divisores linearmente equivalentes sobre uma superf́ıcie

de Riemann X. Então, L(D1) e L(D2) são isomorfos como espaços vetoriais. Em parti-

cular, dimL(D1) = dimL(D2).

Demonstração. Suponha que D1 = D2 + div(h), para alguma função meromorfa h não-

nula sobre X. Considere a aplicação

µh : L(D1) −→ L(D2)

f 7−→ µh(f) = fh.

É fácil ver que a lei que define a aplicação µh é linear, e que a inversa desta é a multiplicação

pela função meromorfa 1/h, a qual é também não-nula sobre X. Talvez o que precisamos

realmente mostrar é que a imagem de µh está contida em L(D2). Para isso, seja f ∈ L(D1).

Então div(fh) = div(f)+div(h) ≥ −D1+div(h) = −D2, e portanto µh(f) = fh ∈ L(D2),

como suposto.
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O lema a seguir traz alguns critérios para que L(D) = {0} quando a superf́ıcie de

Riemann é compacta.

Lema 3.3.1. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta e D ∈ Div(X). Então:

(a) se deg(D) < 0 então L(D) = {0};

(b) se deg(D) = 0 e D ̸∼ 0, então L(D) = {0}.

Demonstração. (a) Suponha que exista f ∈ L(D) não-nula. O divisor E = div(f) +D é

efetivo, e portanto deg(E) ≥ 0. Por outro lado, como deg(div(f)) = 0, temos deg(E) =

deg(D) < 0. Estas duas conclusões contraditórias mostram que devemos ter L(D) = {0}.
(b) Provaremos a contrapositiva desta afirmação. Para isso, suponha que exista f ∈ L(D)

não-nula e considere o divisor efetivo E = div(f) +D. Se deg(D) = 0 então deg(E) = 0,

donde segue que E = 0. Logo, D ∼ 0. Se D ̸∼ 0 então E ̸= 0 e deg(E) > 0. Logo,

deg(D) = deg(E) > 0.

3.3.2 Espaço L(n)(D)

Seja X uma superf́ıcie de Riemann e D ∈ Div(X).

Definição 3.3.2. O espaço das n-diferenciais meromorfas sobre X com pólos limitados

por D, denotado por L(n)(D), é o conjunto

L(n)(D) = {n-diferenciais meromorfas µ | div(µ) ≥ −D}.

Com argumentos análogos aos da prova da Proposição 3.3.1, demonstra-se que L(n)(D)

é um espaço vetorial complexo, e que se D1, D2 ∈ Div(X) são tais que D1 ≤ D2, então

L(n)(D1) ⊂ L(n)(D2).

Note que, L(1)(D) é o espaço das 1-formas meromorfas sobre X com pólos limitados

por D, isto é,

L(1)(D) = {ω ∈M(1)(X) | div(ω) ≥ −D}.

Exemplo 3.3.2. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Então L(0) = Ω1(X).

Proposição 3.3.3. SejamD1 eD2 divisores linearmente equivalentes sobre uma superf́ıcie

de Riemann X. Então, L(1)(D1) e L(1)(D2) são isomorfos como espaços vetoriais. Em

particular, dimL(1)(D1) = dimL(1)(D2).

A prova desta proposição é análoga a da Proposição 3.3.2. Basicamente, consiste em

mostrar que a aplicação
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µh : L(1)(D1) −→ L(1)(D2)

ω 7−→ µh(ω) = hω,

é um isomorfismo de espaços vetoriais, onde D1 = D2 + div(h), para alguma função

meromorfa h não-nula sobre X.

Um isomorfismo não tão imediato quanto este relaciona o espaço das n-diferenciais

meromorfas com pólos limitados por um divisor com um espaço das funções meromorfas

com pólos limitados por um outro divisor.

Proposição 3.3.4. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann, D ∈ Div(X) e K = div(ω) ∈
KDiv(X). Então, L(D + nK) e L(n)(D) são isomorfos como espaços vetoriais. Em

particular, dimL(n)(D) = dimL(D + nK).

Demonstração. Considere a aplicação

ζ : L(D + nK) −→ L(n)(D)

f 7−→ ζ(f) = fωn.

Primeiro vamos verificar que de fato a imagem de ζ está contida em L(n)(D). Para isso,

seja f ∈ L(D + nK). Então div(fωn) = div(f) + n div(ω) ≥ −(D + nK) + nK = −D, e

portanto, fωn ∈ L(n)(D). É fácil ver que a aplicação ζ é linear e injetiva. Para verificarmos

a sobrejetividade de ζ, tome µ ∈ L(n)(D). Se localmente µ = h(z)(dz)n e ω = g(z)dz,

então f = h/gn define uma função meromorfa em L(D + nK) (o caso n = 1 foi visto na

Proposição 2.6.1). Portanto, ζ é um isomorfismo de espaços vetoriais.

3.3.3 Uma Cota Superior para a Dimensão de L(D)

Para superf́ıcies de Riemann compactas, existe uma cota superior para a dimensão do

espaço L(D), o que mostra, em particular, que esse espaço tem dimensão finita.

Lema 3.3.2. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann, p ∈ X e D ∈ Div(X). Então

L(D − p) = L(D) ou codimL(D − p) = 1 em L(D).

Demonstração. Sejam z uma coordenada local centrada em p e n = −D(p). Se f ∈ L(D),

então a série de Laurent de f em torno de p com respeito a z é uma expressão do tipo

anz
n + t. o.m.. Considere então, a aplicação

α : L(D) −→ C
f 7−→ α(f) = an.

Claramente α é uma aplicação linear e kerα = L(D − p). Se α é identicamente nula,

então L(D − p) = L(D). Do contrário, α é sobrejetiva, e então codimL(D − p) = 1 em

L(D).
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Proposição 3.3.5. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta e D ∈ Div(X).

Escreva D = P − N , onde P e N divisores efetivos e com suportes disjuntos. Então

dimL(D) ≤ 1 + deg(P ). Em particular, dimL(D) <∞.

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre o grau de P . Se deg(P ) = 0, então

P = 0 e L(P ) ∼= C, como vimos no Exemplo 3.3.1. Como D ≤ P , temos L(D) ⊂ L(P ),
e então dimL(D) ≤ dimL(P ) = 1 = 1 + deg(P ). Faça a hipótese de indução, assumindo

que a proposição é verdadeira para todo divisor sobre X cuja parte positiva tem grau

k − 1 ≥ 0. Suponha agora que D é um divisor sobre X cuja parte positiva P tem grau

k. Escolha p ∈ supp(P ). A parte positiva do divisor D − p é P − p, a qual tem grau

k − 1. Pela hipótese de indução, temos dimL(D − p) ≤ 1 + deg(P − p) = deg(P ), e

pelo Lema 3.3.2, temos dimL(D) ≤ 1 + dimL(D− p). Destas duas igualdades segue que
dimL(D) ≤ 1 + deg(P ), como queŕıamos.

O corolário a seguir é uma consequência imediata da proposição anterior e da Proposição

3.3.4.

Corolário 3.3.1. Se X é uma superf́ıcie de Riemann compacta e D ∈ Div(X), então

L(1)(D) é um espaço vetorial complexo de dimensão finita.

3.3.4 Cálculo de L(D) para a Esfera de Riemann

Seja D ∈ Div(C∞) com deg(D) ≥ 0. Escreva D =
∑n

i=1 ei · λi + e∞ · ∞, com λi ∈ C
dois a dois distintos. Defina fD(z) =

∏n
i=1(z−λi)−ei . Esta é um função meromorfa sobre

a esfera de Riemann C∞, e o seu divisor associado é div(fD) =
∑n

i=1−ei ·λi+(
∑n

i=1 ei)·∞.

Proposição 3.3.6. Com as notações do parágrafo anterior, temos

L(D) =
{
g(z)fD(z) | g ∈ C[z] e deg(g) ≤ deg(D)

}
.

Demonstração. Seja g ∈ C[z] um polinômio de grau d ≤ deg(D). Note que div(g) ≥
−d · ∞. Então div(gfD) = div(g) + div(fD) ≥

∑n
i=1−ei · λi + (

∑n
i=1 ei − d) · ∞ ≥ −D.

Logo, gfD ∈ L(D).

Agora tome h ∈ L(D) e considere a função meromorfa g = h/fD sobre C∞. Temos

div(g) = div(h) − div(fD) ≥ −D − div(fD) = − deg(D) · ∞, o que significa que g não

possui pólos em C, e pode possuir um pólo em ∞ de ordem no máximo deg(D). Logo, g

deve ser um polinômio de grau no máximo deg(D), o que mostra a outra inclusão.

Corolário 3.3.2. Seja D ∈ Div(C∞). Se deg(D) ≥ 0 então dimL(D) = 1 + deg(D).

Demonstração. Basta observar que {fD(z), zfD(z), . . . , zdeg(D)fD(z)} é uma base para o

espaço vetorial L(D).
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3.3.5 Cálculo da Dimensão de L(D) para um Toro Complexo

Tome τ ∈ C com parte imaginária positiva e considere o toro complexo X = C/L,
onde L = Z+ Zτ .

Proposição 3.3.7. Seja D ∈ Div(X). Se deg(D) > 0 então dimL(D) = deg(D).

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre o grau do divisor D. Suponha que

deg(D) = 1. Pelo Corolário 3.2.4, o divisor D é linearmente equivalente a um divisor

efetivo, e por isso podemos supor que D = p, para algum ponto p ∈ X. Claramente L(D)

contém as funções constantes, e portanto dimL(D) ≥ 1. Suponha que existe f ∈ L(D)

não-constante. Então f possui um único pólo, a saber em p, o qual é simples. Assim, o

mapa holomorfo F : X → C∞ associado a f tem grau 1, e é portanto um isomorfismo, o

que é um absurdo. Conclúımos então que dimL(D) = 1.

Faça a hipótese de indução, assumindo que a proposição é verdadeira para todo divisor

de grau d− 1 ≥ 0. Suponha agora que D é um divisor sobre X de grau d. Escreva D =

(D−p)+p, para algum ponto p ∈ X. Por hipótese de indução, temos dimL(D−p) = d−1,
e pelo Lema 3.3.2, L(D−p) = L(D) ou codimL(D−p) = 1 em L(D). Vamos mostrar que

a primeira destas duas possibilidades não ocorre, e que portanto, dimL(D) = d = deg(D).

Pelo Corolário 3.2.4, o divisor D é linearmente equivalente a um divisor E tal que

p ̸∈ supp(E). Digamos que E = D + div(f), para alguma função meromorfa f sobre X.

Como E é efetivo, temos f ∈ L(D). Mas f ̸∈ L(D − p), pois div(f)(p) = E(p)−D(p) =

−D(p) < −(D(p)− 1), e portanto, L(D − p) ̸= L(D), como queŕıamos mostrar.

3.3.6 Sistemas Lineares

Seja D um divisor sobre uma superf́ıcie de Riemann X.

Definição 3.3.3. O sistema linear completo de D, denotado por |D|, é o conjunto

|D| = {E ∈ Div(X) | E é efetivo e E ∼ D}.

Note que, se E ∈ |D| então |E| = |D|. Note também que, se X é compacta e

deg(D) < 0, então |D| = ∅.
Um sistema linear completo |D| torna-se mais interessante quando o relacionamos a

projetivização do espaço vetorial L(D), pois estruturas geométrica e algébrica são agre-

gadas a |D|. Essa relação é feita por meio da aplicação

S : P(L(D)) −→ |D|
[f ] 7−→ S[f ] = div(f) +D.

Esta é uma aplicação bem definida, pois div(λf) = div(f), para todo λ ∈ C∗. Note

que S é sobrejetiva. De fato, seja E ∈ |D|. Então E = D + div(f), para alguma função
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meromorfa f sobre X. Como E é também efetivo, temos div(f) ≥ −D, ou seja, f ∈ L(D).

Como S[f ] = E, mostramos que S é sobrejetiva.

Lema 3.3.3. Se X é uma superf́ıcie de Riemann compacta, então a aplicação S definida

anteriormente é injetiva.

Demonstração. Suponha que f, g ∈ L(D) são tais que S[f ] = S[g], ou seja, div(f) =

div(g). Isso significa que f e g possuem os mesmos zeros e pólos sobre X, e com as

mesmas ordens. Logo, o quociente f/g é uma função holomorfa sobre X. Como X é

compacta, a função holomorfa f/g deve ser constante, digamos f/g = λ ∈ C∗. Então

[f ] = [λg] = [g], o que mostra que S é injetiva.

É por meio da aplicação S que definimos um sistema linear geral:

Definição 3.3.4. Um sistema linear Q é um subconjunto de um sistema linear completo

|D| que é imagem de um subespaço linear de P(L(D)) por S. Se Q é um sistema linear

sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta, definimos: o grau de Q é o grau de um de seus

divisores, e a dimensão de Q é a dimensão projetiva do subespaço linear correspondente

a Q. Um sistema linear de grau d e dimensão r é denotado por grd.

Observe que o grau de um sistema linear está bem definido, pois divisores linearmente

equivalentes sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta possuem o mesmo grau.

Exemplo 3.3.3. Seja D um divisor sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta com

deg(D) = d. Então, o sistema linear completo |D| é um sistema linear de grau d e

dimensão r = dimL(D)− 1.

Lembre-se de que todo subespaço linear é a projetivização de um subespaço vetorial.

Assim, se Q ⊂ |D| é um sistema linear correspondente a um subespaço vetorial V de

L(D), então Q = {div(f) +D | f ∈ V }.

3.3.7 Pontos de Base de Sistemas Lineares

Na próxima seção veremos como definir um mapa holomorfo de uma superf́ıcie de

Riemann para um espaço projetivo a partir de um sistema linear completo. Isso será

posśıvel desde que o sistema linear completo seja livre de pontos de base, termo este que

passamos a definir.

Definição 3.3.5. Seja Q um sistema linear sobre uma superf́ıcie de Riemann X. Um

ponto p ∈ X é um ponto de base do sistema linear Q se todo divisor E ∈ Q satisfaz

E ≥ p. Diremos que o sistema linear Q é livre de pontos de base se Q não possui pontos

de base.
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Convencionamos que, se Q = ∅ então todo ponto é um ponto de base.

Exemplo 3.3.4. Se D é um divisor sobre a esfera de Riemann com deg(D) > 0, então,

pelo Corolário 3.2.2, o sistema linear completo |D| é livre de pontos de base.

Exemplo 3.3.5. Se D é um divisor sobre um toro complexo com deg(D) > 1, então, pelo

Corolário 3.2.4, o sistema linear completo |D| é livre de pontos de base.

Lema 3.3.4. Seja Q ⊂ |D| um sistema linear sobre uma superf́ıcie de Riemann X. Seja

V o subespaço vetorial de L(D) correspondente a Q. Então, um ponto p ∈ X é um ponto

de base do sistema linear Q se, e somente se, V ⊂ L(D−p). Em particular, p é um ponto

de base do sistema linear completo |D| se, e somente se, L(D − p) = L(D).

Na forma contrapositiva desta afirmação, um ponto p ∈ X não é um ponto de base

do sistema linear Q se, e somente se, existe f ∈ V tal que ordp(f) = −D(p).

Demonstração. Já hav́ıamos notado que Q = {div(f)+D | f ∈ V }. Então, p é um ponto

de base do sistema linear Q se, e somente se, div(f) + D ≥ p, para toda f ∈ V . Como

toda função f já pertence a L(D), temos div(f) + D ≥ 0, e então a última condição é

equivalente a ter f ∈ L(D − p).

Vimos que sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta, o espaço L(D) tem dimensão

finita. Então, o lema anterior juntamente com o Lema 3.3.2 fornece:

Proposição 3.3.8. Seja D um divisor sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta X.

Então, um ponto p ∈ X é um ponto de base do sistema linear completo |D| se, e somente

se, dimL(D − p) = dimL(D). Assim, o sistema linear completo |D| é livre de pontos de

base se, e somente se, dimL(D − p) = dimL(D)− 1, para todo ponto p ∈ X.

Os Exemplos 3.3.4 e 3.3.5 podem ser verificados mais facilmente com a proposição

anterior, agora utilizando o Corolário 3.3.2 e a Proposição 3.3.7, respectivamente.

Lema 3.3.5. Seja Q ⊂ |D| um sistema linear sobre uma superf́ıcie de Riemann X, livre

de pontos de base. Então, para todo número finito de pontos p1, p2, . . . , pn ∈ X, existe

um divisor E ∈ Q tal que pi ̸∈ supp(E), para todo i = 1, 2, . . . , n.

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre n. Para n = 1, como Q é livre de

pontos de base, existe E ∈ Q tal que E(p1) = 0, o que é o mesmo que p1 ̸∈ supp(E).

Faça a hipótese de indução, assumindo que o lema é verdadeiro para quaisquer n− 1 ≥ 1

pontos p1, p2, . . . , pn ∈ X. Por tal hipótese, existe E1 ∈ Q tal que pi ̸∈ supp(E1), para todo

i = 1, 2, . . . , n − 1. Seja E2 ∈ Q tal que pn ̸∈ supp(E2). Digamos que E1 = div(f) + D

e E2 = div(g) + D, onde f, g ∈ L(D). Escolhendo c ∈ C∗ adequadamente, o divisor

E = div(f + cg) +D ∈ Q é tal que pi ̸∈ supp(E), para todo i = 1, 2, . . . , n.
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3.3.8 Como Remover Pontos de Base?

Descreveremos agora o processo de remoção de pontos de base de um sistema linear

completo. Suponha que |D| é um sistema linear completo com pontos de base. Seja F o

divisor tal que F (p) = min{E(p) | E ∈ |D|}. Claramente |D| = F + |D − F |, e ainda,

o sistema linear completo |D − F | é livre de pontos de base. De fato, seja p um ponto

qualquer. Tome E ∈ |D| tal que F (p) = E(p). Então E − F ∈ |D − F | e não satisfaz

E − F ≥ p.

O divisor F é chamado de parte fixa de |D|, e o sistema linear completo |D − F | é
chamado de parte removida de |D|.

Um fato interessante no resultado desse processo é que os espaços de funções mero-

morfas associados aos divisores D − F e D não se alteram:

Lema 3.3.6. Se F é a parte fixa de um sistema linear completo |D|, então

L(D − F ) = L(D).

Demonstração. Como F é efetivo, temos D − F ≤ D, e então L(D − F ) ⊂ L(D). Para

a inclusão contrária, seja f ∈ L(D). Como div(f) + D ≥ 0, temos div(f) + D ∈ |D| =
F + |D − F |. Escreva div(f) + D = F + E, para algum divisor E ∈ |D − F |. Então

div(f) + (D − F ) = E ≥ 0, donde segue que f ∈ L(D − F ).

3.4 Mergulhos

Estaremos interessados em definir mapas de uma superf́ıcie de Riemann X para um

espaço projetivo Pn, de modo que X seja mergulhada holomorficamente em Pn como

uma curva projetiva suave. Feito isso, poderemos utilizar as ferramentas da geometria

algébrica para compreender melhor a superf́ıcie de Riemann X.

Definição 3.4.1. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Um mapa ϕ : X → Pn é holomorfo

em p ∈ X se existem funções holomorfas g0, g1, . . . , gn sobre uma vizinhança U de p, não

todas nulas em p, tais que ϕ(x) = [g0(x) : g1(x) : · · · : gn(x)], para todo x ∈ U . Diremos

que ϕ é holomorfo sobre X se ϕ é holomorfo em todo ponto de X.

Podemos utilizar funções meromorfas sobre uma superf́ıcie de Riemann X para definir

mapas holomorfos para Pn. Escolha uma (n + 1)-upla f = (f0, f1, . . . , fn) de funções

meromorfas sobre X, não todas nulas. Sobre o conjunto X dos pontos p ∈ X que não são

zeros comuns das funções fi e nem pólo de nenhuma delas, temos definida a aplicação

ϕf : X −→ Pn

p 7−→ ϕf (p) = [f0(p) : f1(p) : · · · : fn(p)].
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Lema 3.4.1. A aplicação ϕf estende-se para um mapa holomorfo sobre toda a superf́ıcie

de Riemann X.

Demonstração. Seja p ∈ X e k = min{ordp(fi) | 0 ≤ i ≤ n}. Pela discrição dos zeros e

pólos de uma função meromorfa, podemos supor que numa vizinhança de p não existem

zeros comuns das fi e nenhum pólo de nenhuma delas, exceto possivelmente em p. Assim,

se z é uma coordenada local centrada em p, então fi(z) é uma função holomorfa numa

vizinhança reduzida U \ {z = 0}, e mais, nessa vizinhança não existe um zero comum das

funções fi(z). Portanto, para z ̸= 0 temos

ϕf (z) = [f0(z) : f1(z) : · · · : fn(z)]

= [z−kf0(z) : z
−kf1(z) : · · · : z−kfn(z)]

= [g0(z) : g1(z) : · · · : gn(z)],

onde gi(z) = z−kfi(z), 0 ≤ i ≤ n, é holomorfa sobre toda a vizinhança U de p. Deste

modo, o valor de ϕf está bem definido em p, e é ϕf (p) = [g0(0) : g1(0) : · · · : gn(0)].
Realizando este processo quantas vezes forem necessárias, estendemos ϕf para um mapa

holomorfo sobre toda a superf́ıcie de Riemann X.

Proposição 3.4.1. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e ϕ : X → Pn um mapa holo-

morfo. Então existe uma (n + 1)-upla f = (f0, f1, . . . , fn) de funções meromorfas sobre

X tais que ϕ = ϕf . Mais ainda, se existem duas (n + 1)-uplas f = (f0, f1, . . . , fn) e

g = (g0, g1, . . . , gn) de funções meromorfas sobre X tais que ϕf = ϕg, então existe uma

função meromorfa λ sobre X tal que gi = λfi, para todo i.

Demonstração. Por meio de uma reordenação das coordenadas homogêneas [x0 : x1 :

· · · : xn] de Pn, podemos supor que x0 não é identicamente nula sobre a imagem ϕ(X).

Para 0 ≤ i ≤ n, defina funções fi sobre X como sendo a composição fi = (xi/x0) ◦ ϕ.
Claramente estas funções fi são meromorfas, pois x0 não é identicamente nula sobre ϕ(X).

Como ϕ = ϕf , onde f = (f0, f1, . . . , fn), fica provada a primeira parte da proposição.

Agora suponha que ϕf = ϕg. Então [f0(p) : f1(p) : · · · : fn(p)] = [g0(p) : g1(p) : · · · :
gn(p)], para todos os pontos de p ∈ X que não são zeros comuns das fi e gi, e nem pólo de

nenhuma delas. Portanto, existe λ(p) ∈ C∗ tal que gi(p) = λ(p)fi(p), para todo i. Como

ao menos uma das funções fi é não-nula, digamos fj, a função λ = gj/fj é meromorfa

sobre X, o que conclui a prova.

De fato, a proposição anterior nos mostra que temos a seguinte correspondência:{
mapas holomorfos

ϕ : X → Pn

}
1-1←→ P(M(X)n).
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Definição 3.4.2. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e ϕ : X → Pn um mapa holomorfo

definido por ϕ = [f0 : f1 : · · · : fn]. Diremos que a imagem de ϕ é não-degenerada, se ϕ(X)

não está contida em nenhum hiperplano de Pn, ou equivalentemente, se {f0, f1, . . . , fn} é
um conjunto linearmente independente.

O motivo de tal definição é devido ao fato de que todo hiperplano H de Pn é isomorfo

a Pn−1, via um isomorfismo linear.

Definição 3.4.3. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e ϕ : X → Pn um mapa holomorfo

sobre X. Diremos que ϕ é um mergulho de X em Pn, ou simplesmente um mergulho, se

ϕ é um isomorfismo sobre sua imagem, a qual é uma curva projetiva suave em Pn.

3.4.1 Sistema Linear de um Mapa Holomorfo

Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Um mapa holomorfo ϕ : X → Pn possui um

sistema linear associado, e a construção deste é feita da seguinte maneira:

Suponha que ϕ = [f0 : f1 : · · · : fn], onde cada fi é uma função meromorfa sobre X.

Seja D o divisor definido por D(p) = −min{ordp(fi) | 0 ≤ i ≤ n}. Como div(fi) ≥ −D,

temos fi ∈ L(D), para todo i. Assim, Vf = ⟨f0, f1, . . . , fn⟩ = {
∑n

i=0 aifi | ai ∈ C} é um

subespaço vetorial de L(D). Logo, a projetivização P(Vf ) de Vf é um subespaço linear, e

corresponde ao sistema linear |ϕ| = {div(g) +D | g ∈ Vf} ⊂ |D|.
O lema a seguir garante que |ϕ| não depende da escolha de f .

Lema 3.4.2. O sistema linear |ϕ| não depende da particular n-upla f = (f0, f1, . . . , fn)

usada para definir o mapa ϕ.

Demonstração. Suponha que ϕ é também definida por ϕ = [g0 : g1 : · · · : gn], onde

cada gi é uma função meromorfa sobre X. Pela Proposição 3.4.1, existe uma função

meromorfa λ sobre X tal que gi = λfi, para todo i. Sejam D e D′ divisores definidos

por D(p) = −min{ordp(fi) | 0 ≤ i ≤ n} e D′(p) = −min{ordp(gi) | 0 ≤ i ≤ n}. Como

div(gi) = div(λ) + div(fi), temos D′ = D − div(λ), ou seja, D ∼ D′. Logo, |D| = |D′|.
Para verificarmos a igualdade entre |ϕf | e |ϕg|, seja div(

∑n
i=0 aigi) +D′ ∈ |ϕg|. Como

div

(
n∑

i=0

aigi

)
+D′ = div

(
n∑

i=0

aiλgi

)
+D′

= div

(
n∑

i=0

aifi

)
+ div (λ) +D′

= div

(
n∑

i=0

aifi

)
+D,
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conclúımos que |ϕg| ⊂ |ϕf |. Esta mesma igualdade mostra também a inclusão contrária,

e que portanto, |ϕf | = |ϕg|.

Este lema nos permite fazer a seguinte definição:

Definição 3.4.4. O sistema linear do mapa holomorfo ϕ : X → Pn é o sistema linear |ϕ|,
definido anteriormente.

No próximo lema, temos a primeira propriedade de um sistema linear de um mapa

holomorfo para Pn.

Lema 3.4.3. Seja X um superf́ıcie de Riemann. O sistema linear |ϕ| de um mapa holo-

morfo ϕ : X → Pn é livre de pontos de base.

Demonstração. Suponha que ϕ = [f0 : f1 : · · · : fn], onde cada fi é uma função meromorfa

sobre X. Seja D o divisor definido por D(p) = −min{ordp(fi) | 0 ≤ i ≤ n}. Fixe

p ∈ X e suponha que D(p) = − ordp(fj). Temos E = div(fj) + D ∈ |ϕ|, mas E(p) =

ordp(fj) +D(p) = 0. Logo, |ϕ| é livre de pontos de base.

3.4.2 Divisores Hiperplanos de um Mapa Holomorfo

O que veremos nesta subseção, é na verdade um método alternativo para definirmos

o sistema linear de um mapa holomorfo para Pn. Esse método baseia-se na construção de

divisores hiperplanos associados ao mapa holomorfo, o qual passamos a descrever.

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e ϕ : X → Pn um mapa holomorfo. Seja também

H : L = 0 um hiperplano em Pn, ou seja, H é o conjunto dos zeros em Pn do polinômio

linear homogêneo L ∈ C[x0, x1, . . . , xn]. Suponha que X ̸⊂ H, mas que possivelmente

X ∩H ̸= ∅. Para cada p ∈ X, tome M ∈ C[x0, x1, . . . , xn] tal que M(ϕ(p)) ̸= 0. A função

h = (L/M) ◦ ϕ é claramente holomorfa numa vizinha de p, pois M(ϕ(p)) ̸= 0.

Definimos um divisor ϕ∗(H) por ϕ∗(H)(p) = ordp(h). Este divisor não depende da

escolha de M , pois se M ′ é outro polinômio com as mesmas propriedades de M , então,

como L/M ′ = (L/M)(M/M ′), temos

ordp((L/M
′) ◦ ϕ) = ordp((L/M) ◦ ϕ) + ordp((M/M ′) ◦ ϕ) = ordp((L/M) ◦ ϕ).

Note que, como h é holomorfa em p, temos ϕ∗(H)(p) ≥ 0, e ϕ∗(H)(p) > 0 se, e somente

se, ϕ(p) ∈ H.

Definição 3.4.5. Um divisor hiperplano do mapa ϕ é um divisor do tipo ϕ∗(H).
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Lema 3.4.4. Seja ϕ : X → Pn um mapa holomorfo sobre uma superf́ıcie de Riemann X,

definido por ϕ = [f0 : f1 : · · · : fn]. Sejam também H : L =
∑n

i=0 aixi = 0 um hiperplano

em Pn e D o divisor definido por D(p) = −min{div(fi) | 0 ≤ i ≤ n}. Se ϕ(X) ̸⊂ H,

então

ϕ∗(H) = div

(
n∑

i=0

aifi

)
+D.

Em particular, se a imagem de ϕ é não-degenerada, então o conjunto dos divisores hiper-

planos ϕ∗(H) de ϕ forma o sistema linear |ϕ| de ϕ.

Demonstração. Fixe p ∈ X e suponha que ordp(fj) = −D(p) ≤ ordp(fi), para todo i.

Então a coordenada xj não se anula em p, e então podemos tomarM = xj para definirmos

o divisor hiperplano ϕ∗(H). A função h = (L/M) ◦ ϕ é então h = (
∑n

i=0 aifi)/fj, a qual

é não identicamente nula numa vizinhança de p, pois ϕ(X) ̸⊂ H. Logo,

ϕ∗(H)(p) = ordp(h)

= ordp

(
n∑

i=0

aifi

)
− ordp(fj)

= ordp

(
n∑

i=0

aifi

)
+D(p),

como afirmado.

3.4.3 Como Definir Mapas Holomorfos via Sistemas Lineares?

Na Subseção 3.4.1 vimos que todo mapa holomorfo para Pn possui um sistema linear

associado, e este é livre de pontos de base. É então natural nos perguntarmos se todos

sistemas lineares livre de pontos de base estão associados a algum mapa holomorfo. A

resposta para essa pergunta é positiva, como mostra a próxima proposição.

Proposição 3.4.2. Seja Q ⊂ |D| um gnd sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta X.

Então existe um mapa holomorfo ϕ : X → Pn com imagem não-degenerada e tal que

|ϕ| = Q. Mais ainda, ϕ é única a menos de mudança de coordenadas projetiva.

Demonstração. Seja V o subespaço vetorial de L(D) correspondente ao sistema linear Q.

Então Q = {div(f) +D | f ∈ V }. Se {f0, f1, . . . , fn} é uma base para V , então o mapa

holomorfo ϕ = [f0 : f1 : · · · : fn] tem imagem não-degenerada e |ϕ| = Q.

Agora suponha que ϕ′ = [g0 : g1 : · · · : gn] é um mapa holomorfo com as mesmas

propriedades de ϕ. Se D′ é o divisor definido por D′(p) = −min{div(gi) | 0 ≤ i ≤ n} e
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V ′ = ⟨g0, g1, . . . , gn⟩ = {
∑n

i=0 aigi | ai ∈ C}, então |ϕ′| = {div(g) +D′ | g ∈ V ′}. Como,

por hipótese ϕ e ϕ′ têm imagens não-degeneradas, e ainda |ϕ| = |ϕ′|, podemos realizar uma

mudança de coordenadas projetiva de tal maneira que div(fi) + D = div(gi) + D′, para

todo i. Assim, div(fi/gi) = D′ − D, para todo i, o que significa que os quocientes fi/gi

diferem apenas por fator constante. Multiplicando as funções gi por fatores constantes

não-nulos, podemos supor que existe uma função meromorfa h sobre X tal que h = fi/gi,

para todo i. Portanto, ϕ = ϕ′ a menos de mudança de coordenadas projetiva.

Estabelecemos assim, a seguinte correspondência:


gnd sobre uma superf́ıcie de

Riemann compacta X,

livres de pontos de base

 1-1←→


mapas holomorfos

ϕ : X → Pn

com imagem não-degenerada

 .

Daremos uma atenção maior para mapas holomorfos definidos a partir de sistemas

lineares completos. Denotaremos por ϕD o mapa holomorfo para Pn associado ao sistema

linear completo |D| livre de pontos de base.

3.4.4 Critérios para ϕD ser um Mergulho

Vamos estabelecer critérios para que um mapa holomorfo ϕD seja um mergulho. O

primeiro passo é verificar sobre quais condições, necessárias e suficientes, o mapa ϕD é

injetivo.

Lema 3.4.5. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e |D| um sistema linear completo sobre

X, livre de pontos de base. Fixado p ∈ X, existe uma base {f0, fα}α para L(D) tal que

ordp(f0) = −D(p) e ordp(fα) > −D(p), para todo α.

Demonstração. Seja {fα}α uma base para L(D − p). Então ordp(fα) ≥ −(D(p) − 1) >

−D(p), para todo α. Como o sistema linear completo |D| é livre de pontos de base, pelo

Lema 3.3.4 temos L(D− p) ̸= L(D), e então, pelo Lema 3.3.2 temos codimL(D− p) = 1

em L(D). Portanto, podemos estender a base {fα}α de L(D − p) para uma base para

L(D), simplesmente acrescentando uma função f0 ∈ L(D) \ L(D − p). Para esta função

f0 temos ordp(f0) = −D(p), pois caso contrário teŕıamos ordp(f0) > −D(p), e então

f0 ∈ L(D − p), contrariando a escolha de f0.

Proposição 3.4.3. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta e |D| um sistema

linear completo sobre X, livre de pontos de base. Se p, q ∈ X com p ̸= q, então ϕD(p) =

ϕD(q) se, e somente se, L(D − p− q) = L(D − p) = L(D − q). Assim, ϕD é injetivo se, e

somente se, para todos p, q ∈ X com p ̸= q, tem-se dimL(D − p− q) = dimL(D)− 2.
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Demonstração. Primeiramente, note que uma mudança de base para o espaço vetorial

L(D) é uma mudança de coordenadas projetiva, e portanto, as coordenadas do mapa

ϕD sofrem apenas uma mudança linear. Por esta razão, podemos provar a proposição

usando qualquer base para L(D). Escolheremos uma base para L(D) com as propriedades

descritas no Lema 3.4.5. Com esta base, temos ϕD(p) = [1 : 0 : · · · : 0]. Portanto,

ϕD(p) = ϕD(q) se, e somente se, ϕD(q) = [1 : 0 : · · · : 0], ou equivalentemente, se

ordq(f0) < ordq(fi), para todo i ≥ 1. Esta última condição é equivalente a ter ordp(f0) =

−D(p) e ordp(fi) > −D(p), para todo i ≥ 1, pois o sistema linear completo |D| é livre

de pontos de base (veja Lema 3.3.4). E esta condição é o mesmo que ter {f1, f2, . . . , fn}
uma base para L(D− q). Mas esta base foi escolhida como base para L(D−p); portanto,
esta condição ocorre se, e somente se, L(D − p) = L(D − q).

A segunda igualdade entre os espaços de funções meromorfas ocorre simultaneamente

a igualdade L(D − p) = L(D − q). De fato, provamos no parágrafo anterior que todo

função f ∈ L(D) com ordp(f) > −D(p) satisfaz também ordq(f) > −D(q). Logo,

L(D − p) ⊂ L(D − p − q), pois p ̸= q, donde segue a igualdade afirmada. Portanto,

ϕD(p) = ϕD(q) se, e somente se, L(D − p− q) = L(D − p) = L(D − q).
Como o sistema linear |D| é livre de pontos de base, pela Proposição 3.3.8 temos

dimL(D − p) = dimL(D − q) = dimL(D) − 1. Portanto, pelo Lema 3.3.2 a dimensão

dimL(D − p − q) é igual a dimL(D) − 1 ou dimL(D) − 2. Se ϕD é injetivo, então pelo

o que provamos no primeiro parágrafo, dimL(D − p − q) ̸= dimL(D − p), para todos

p, q ∈ X, e então dimL(D−p−q) = dimL(D)−2. Reciprocamente, se dimL(D−p−q) =
dimL(D)− 2 então L(D− p− q) ̸= L(D− p) ̸= L(D), para todos p, q ∈ X, e então ϕD é

injetivo.

Apenas a hipótese de injetividade não é suficiente para que um mapa holomorfo para

Pn seja um mergulho. De fato, o mapa

ϕ : C → P2

z 7−→ [1 : z2 : z3]

é holomorfo e injetivo, mas não é um mergulho de C em P2, pois a sua imagem não é

uma curva projetiva suave: em z = 0, a única coordenada homogênea não-nula em P2 é

x0 = 1, e nenhum dos quocientes x1/x0 = z2 e x2/x0 são coordenadas locais próximo a

z = 0.

A condição para que, ao menos localmente, a imagem de um mapa holomorfo para Pn

seja uma curva projetiva suave, é estabelecida segundo o próximo lema.

Lema 3.4.6. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta e |D| um sistema linear

completo sobre X, livre de pontos de base. Suponha que o mapa ϕD é injetivo e fixe

p ∈ X. Então, próximo a ϕD(p), a imagem de ϕD é uma curva projetiva suave se, e
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somente se, L(D − 2p) ̸= L(D − p).

Demonstração. Podemos supor que ϕ = [f0 : f1 : · · · : fn], com {f0, f1, . . . , fn} uma base

para L(D) com as propriedades descritas no Lema 3.4.5. Se, próximo a p, a imagem de ϕD

é uma curva projetiva suave, então existe j tal que fj(p) ̸= 0, todos os quocientes fk/fj

são holomorfos em p, e para algum i, o quociente fi/fj é uma carta sobre X próximo a

p. Temos então, ordp(fk) − ordp(fj) = ordp(fk/fj) ≥ 0, para todo 0 ≤ k ≤ n, donde

segue que fj = f0, pela escolha escolha da base para L(D). Como fi/f0 é uma carta sobre

X próximo a p, temos ordp(fi/f0) = 1, donde segue que ordp(fi) = −D(p) + 1, ou seja,

fi ∈ L(D − p) \ L(D − 2p). Portanto, L(D − 2p) ̸= L(D − p).
Reciprocamente, se L(D − 2p) ̸= L(D − p) então existe fi ∈ L(D − p) \ L(D − 2p),

onde 1 ≤ i ≤ n (lembre-se de que {f1, f2, . . . , fn} é uma base para L(D − p)); logo,

ordp(fi) = −D(p) + 1. Multiplicando as coordenadas de ϕD pelo fator zD(p), obtemos

novas coordenas gk para ϕD tais que g0(p) ̸= 0, todos os quocientes gk/g0 são holomorfos

em p, e gi/g0 é uma carta sobre X próximo a p. Portanto, próximo a p, a imagem de ϕD

é uma curva projetiva suave em Pn.

Proposição 3.4.4. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta e |D| um sistema

linear completo sobre X, livre de pontos de base. Então, o mapa holomorfo ϕD é injetivo

e um isomorfismo sobre sua imagem (a qual é uma curva projetiva suave em Pn) se, e

somente se, dimL(D − p− q) = dimL(D)− 2, para todos p, q ∈ X.

Demonstração. Seja p ∈ X. Pelo Lema 3.3.2, temos L(D − 2p) = L(D − p) ou

codimL(D− 2p) = 1 em L(D− p). Como o sistema linear completo |D| é livre de pontos
de base, pelo Lema 3.3.4 temos codimL(D − p) = 1 em L(D). Essas duas observações

juntamente com a Proposição 3.4.3 e o Lema 3.4.6 provam a proposição.

Definição 3.4.6. Diremos que um divisor D é muito amplo se o seu sistema linear com-

pleto |D| é livre de pontos de base e ϕD é um mergulho.

Os dois exemplos a seguir são facilmente verificados calculando a dimensão do espaço

L(D) e aplicando a Proposição 3.4.4.

Exemplo 3.4.1. Todo divisor D sobre a esfera de Riemann, com deg(D) > 0, é muito

amplo.

Exemplo 3.4.2. Todo divisor D sobre um toro complexo, com deg(D) ≥ 3, é muito

amplo.

3.4.5 Grau da Imagem de um Mapa Holomorfo para Pn

Quando ϕ : X → Pn é um mergulho de uma superf́ıcie de Riemann X num espaço pro-

jetivo Pn, este pode ser considerado um mapa holomorfo entre as superf́ıcies de Riemann
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X e ϕ(X), e portanto possui um grau definido. A curva projetiva suave ϕ(X) também

possui um grau definido, e este é o grau de um de seus divisores hiperplanos. Esses dois

graus relacionam-se com o grau de um divisor hiperplano de ϕ, vejamos:

Proposição 3.4.5. Sejam ϕ : X → Pn um mapa holomorfo sobre uma superf́ıcie de

Riemann X, e H : L = 0 um hiperplano de Pn. Suponha que ϕ é um mergulho, isto é,

que a imagem Y = ϕ(X) de ϕ é uma curva projetiva suave. Então

deg(ϕ∗(H)) = deg(ϕ) deg(Y ),

onde deg(ϕ) denota o grau do mapa ϕ : X → Y . Em particular, se D é um divisor muito

amplo sobre X, então

deg(ϕD(X)) = deg(D).

Demonstração. É uma simples e direta observação a veracidade da relação

ϕ∗(H)(p) = multp(ϕ) div(L)(ϕ(p)),

para todo p ∈ X. Desta relação, conclui-se a primeira igualdade da proposição:

deg(ϕ∗(H)) =
∑
p∈X

ϕ∗(H)(p)

=
∑
p∈X

multp(ϕ) div(L)(ϕ(p))

=
∑
q∈Y

 ∑
p∈ϕ−1(q)

multp(ϕ) div(L)(q)


=

∑
q∈Y

div(L)(q)
∑

p∈ϕ−1(q)

multp(ϕ)

=
∑
q∈Y

div(L)(q) deg(ϕ)

= deg(ϕ) deg(div(L))

= deg(ϕ) deg(Y ).

Para a segunda parte da asserção, temos deg(ϕD) = 1 e, pelo Lema 3.4.4, deg(ϕ∗
D(H)) =

deg(D), donde segue a segunda igualdade.



CAPÍTULO 4

Curvas Algébricas e Teorema de

Riemann-Roch

4.1 Curvas Algébricas

É um resultado não-trivial que toda superf́ıcie de Riemann compacta possui funções

meromorfas não-constantes. Este resultado é de fundamental importância na prova de que

toda superf́ıcie de Riemann compacta é uma variedade algébrica. O Teorema de Riemann-

Roch, bem como a conexão entre variedades anaĺıticas e algébricas que veremos neste

trabalho, serão apresentados sobre a hipótese de uma superf́ıcie de Riemann compacta

possuir muitas funções meromorfas não-constantes.

4.1.1 Definição de Curva Algébrica

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta, f uma função meromorfa sobre

X, e p ∈ X. Diremos que f tem multiplicidade 1 em p se f é holomorfa em p e

ordp(f − f(p)) = 1, ou se f tem um pólo simples em p. Note que estas condições são

equivalentes a ter multp(F ) = 1, onde F é o mapa holomorfo associado a f .

A fim de uma superf́ıcie de Riemann compacta possuir muitas funções meromorfas

não-constantes, definiremos curva algébrica da seguinte maneira:

Definição 4.1.1. Seja S um conjunto de funções meromorfas sobre uma superf́ıcie de

Riemann compacta X. Diremos que S separa pontos de X se, para todos p, q ∈ X

com p ̸= q, existe uma função meromorfa f ∈ S tal que f(p) ̸= f(q). Diremos que S

separa tangentes de X se, para todo p ∈ X existe uma função meromorfa f ∈ S com

95
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multiplicidade 1 em p. Uma superf́ıcie de Riemann compacta X é uma curva algébrica se

o seu corpo de funções meromorfasM(X) separa pontos e tangentes de X.

Esta definição de curva algébrica não é muito comum nas literaturas. Embora a

definição que apresentamos é exclusiva para o corpo dos números complexos, esta se

generaliza para variedades de dimensão superior a 1. Na verdade, esta é a verdadeira

razão de tal definição. É por este motivo que a terminologia “separar tangente” é melhor

compreendida em dimensões superiores, vejamos. Suponha que F : X → Y é um mapa

holomorfo entre variedades complexas. A derivada de F num ponto p ∈ X é uma aplicação

linear F ′ do espaço tangente a X em p para o espaço tangente a Y em F (p). Dizer que

F separa tangentes de X significa que F ′ é injetiva. Quando X é uma superf́ıcie de

Riemann compacta, uma função meromorfa f sobre X, definida num ponto p ∈ X, pode

ser vista como um mapa holomorfo F : X → C∞, o qual, em termos de coordenadas locais

centradas em p e em F (p), é uma função holomorfa g : C → C tal que g(0) = 0. Como

os espaços tangentes têm dimensão complexa 1, a derivada de g em 0 é simplesmente a

multiplicação por um escalar g′(0). Portanto, f separa tangentes em p se g′(0) ̸= 0, o que

é equivalente a ter multp(F ) = 1.

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta e p ∈ X. Se f é uma função meromorfa

sobre uma superf́ıcie de RiemannX, tal que ordp(f−f(p)) = 1, então f é uma coordenada

local próximo a p. Portanto, M(X) separa tangentes de X se, e somente se, em todo

ponto p ∈ X existe uma coordenada local próxima a p que se estende para uma função

meromorfa sobre X.

Exemplo 4.1.1. Toda curva projetiva suave X ⊂ Pn é uma curva algébrica. De fato,

se p, q ∈ X e p ̸= q, então ao menos uma das funções meromorfas xi/xj separam p e

q. Como X é uma curva projetiva suave, em todo ponto p ∈ X existe um quociente de

coordenadas homogêneas xi/xj que pode ser utilizado como uma coordenada local sobre

X próxima a p. Como este quociente se estende para uma função meromorfa sobre X,

conclúımos queM(X) separa tangentes de X. Portanto, X é uma curva algébrica.

Exemplo 4.1.2. Todo toro complexo X = C/L é uma curva algébrica.

4.1.2 Funções Meromorfas com Truncamentos de Laurent Es-

pećıficos

Utilizando as funções meromorfas que separam tangentes de uma curva algébrica, não

só podemos construir muitas outras funções meromorfas, como também, especificar seu

comportamento numa quantidade finita de pontos.

Lema 4.1.1. Sejam X uma curva algébrica e p ∈ X. Então, para todo inteiro m existe

uma função meromorfa f sobre X com ordp(f) = m.
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Demonstração. Como X é uma curva algébrica, existe uma função meromorfa g sobre X

tal que g é holomorfa em p e ordp(g − g(p)) = 1, ou g tem um pólo simples em p. No

primeiro caso tome f = (g − g(p))m, e no segundo tome f = 1/gm. Em ambos os casos,

temos ordp(f) = m.

Um polinômio de Laurent r(z) =
∑n

i=m aiz
i é um truncamento de Laurent de uma

série de Laurent h(z) se h(z) = r(z)+t. o.m., ou equivalentemente, se h−r possui apenas
termos de ordem maior do que n.

Lema 4.1.2. Sejam X uma curva algébrica e p ∈ X. Fixe uma coordenada local z

próxima a p. Então, para todo polinômio de Laurent r(z) existe uma função meromorfa

f sobre X cuja série de Laurent em torno de p com respeito a z tem r(z) como um

truncamento de Laurent.

Demonstração. Escreva r(z) =
∑n

i=m aiz
i, com am, an ̸= 0. Faremos a prova por indução

sobre o número de termos de r, ou seja, sobre m − n + 1. Se r(z) = amz
m então, pelo

Lema 4.1.1 existe uma função meromorfa f sobre X com ordp(f) = m. A menos de fator

constante, f é a função desejada. Suponha agora que r(z) tem k termos. Seja h uma

função meromorfa sobre X cuja série de Laurent em torno de p com respeito a z tem

amz
m como um truncamento de Laurent. Considere o truncamento de Laurent s(z) da

série h(z) − r(z), com termos de grau até n. Este truncamento possui no máximo k − 1

termos, pois h(z) e r(z) possuem o mesmo termo de menor grau amz
m. Pela hipótese de

indução, existe uma função meromorfa g cuja série de Laurent em torno de p com respeito

a z tem s(z) como um truncamento de Laurent. Portanto, a série de Laurent da função

f = h− g em torno de p com respeito a z tem r(z) como um truncamento de Laurent.

Lema 4.1.3. Seja X uma curva algébrica. Então, para todo número finito de pontos

p, q1, q2, . . . , qn ∈ X, existe uma função meromorfa f sobre X com um zero em p e pólos

em q1, q2, . . . , qn.

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre n. Para n = 1, seja g uma função

meromorfa sobre X tal que g(p) ̸= g(q1). Substituindo g por 1/g, se necessário, podemos

supor que p não é um pólo de g, e substituindo g por g−g(p), se necessário, podemos supor

que p é um zero de g. Se q1 é um pólo de g, finalizamos; caso contrário, f = g/(g− g(q1))
possui um zero em p e um pólo em q1. Seja g uma função meromorfa sobre X com um

zero em p e pólos em q1, q2, . . . , qn−1. Seja também, h uma função meromorfa sobre X

com um zero em p e um pólo em qn. Afirmamos que a função f = g + hm, para m

suficientemente grande, tem as propriedades descritas no lema. De fato, para m > 0 a

função f possui um zero em p. Fixe qi, com i ≤ n − 1. Se h é holomorfa em qi, então f

possui um pólo em qi, para todo m > 0. Se h possui um pólo em qi, tome m > 0 de modo

que ordqi(h
m) < ordqi(g). Assim, f possui um pólo em qi. Para qn, o comportamento da

função g não importa. Para m > 0 suficientemente grande, f possui um pólo em qn.
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Corolário 4.1.1. Seja X uma curva algébrica. Então, para todo número finito de pontos

p, q1, q2, . . . , qn ∈ X, e todo inteiro m ≥ 1, existe uma função meromorfa f sobre X com

ordp(f − 1) ≥ m e ordqi(f) ≥ m, para todo i, 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração. Pelo Lema 4.1.3, existe uma função meromorfa g sobre X com um zero

em p e pólos em q1, q2, . . . , qn. Defina f = 1/(1 + gm). Temos

ordp(f − 1) = ordp

(
−gm

1 + gm

)
= ordp(g

m)− ordp(1 + gm) ≥ m− 0 = m

e

ordqi(f) = ordqi

(
1

1 + gm

)
= ordqi(1)− ordqi(1 + gm) = 0−m ordqi(g) ≥ m,

para todo i, 1 ≤ i ≤ n. Portanto, f é uma função meromorfa sobre X com as propriedades

descritas no lema.

Lema 4.1.4 (Aproximação de Séries de Laurent). Sejam X uma curva algébrica e

p1, p2, . . . , pn ∈ X. Fixe z1, z2, . . . , zn coordenadas locais sobreX próximas a p1, p2, . . . , pn,

respectivamente. Então, para quaisquer polinômios de Laurent r1(z1), r2(z2), . . . , rn(zn)

existe uma função meromorfa f sobre X tal que, para todo i, 0 ≤ i ≤ n, a série de Laurent

de f em torno de pi com respeito a zi tem ri(zi) como um truncamento de Laurent.

Demonstração. Seja N = 1 + max{deg(ri) | 1 ≤ i ≤ n}. Para que a série de Laurent

de uma função meromorfa f em torno de pi com respeito a zi tenha ri(zi) como um

truncamento de Laurent, é necessário e suficiente que ordpi(f−ri) ≥ N . Pelo Lema 4.1.2,

existem funções meromorfas g1, g2, . . . , gn sobre X tais que, para cada i, 1 ≤ i ≤ n, a

série de Laurent de gi em torno de pi com respeito a zi tem ri(zi) como um truncamento

de Laurent. Seja M = min{ordpj(gi) | 1 ≤ i, j ≤ n}. Pelo Lema 4.1.1, existem funções

meromorfas h1, h2, . . . , hn sobre X tais que ordpi(hi − 1) ≥ N −M e ordpj(hi) ≥ N −M ,

para todos i e j, 1 ≤ i, j ≤ n e j ̸= i. Defina f =
∑n

i=1 gihi. A série de Laurent do termo

gihi em torno de pi com respeito a zi é uma expressão do tipo

ri(zi) + termos de ordem ≥ N,

e para j ̸= i, temos ordpi(gjhj) ≥ N . Logo, ordpi(f−ri) ≥ N , e portanto, f é uma função

meromorfa sobre X com as propriedades do lema.

É importante notar que, embora consigamos uma função meromorfa com um com-

portamento esperado numa quantidade finita de pontos, não temos controle nenhum da

função nos demais pontos; se a função é, ou não, holomorfa nos demais pontos, não

sabemos.
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Corolário 4.1.2. Seja X uma curva algébrica. Então, para todo número finito de pontos

p1, p2, . . . , pn ∈ X, e m1,m2, . . . ,mn ∈ Z, existe uma função meromorfa f sobre X tal que

ordpi(f) = mi, 1 ≤ i ≤ n.

4.1.3 Grau de Transcendência do Corpo de Funções Meromorfas

M(X)

Nesta seção veremos algumas propriedades do corpo de funções meromorfasM(X) de

uma curva algébrica X. A primeira é sobre o grau de transcendência sobre os números

complexos.

Proposição 4.1.1. Se X é uma curva algébrica, então o grau de transcendência do corpo

de funções meromorfasM(X) sobre C é

tr. deg(M(X)) = 1.

Demonstração. Como X é uma curva algébrica, existe uma função f ∈ M(X) não-

constante, pois M(X) separa pontos de X. Então, tr. deg(M(X)) ≥ 1. De fato, se

tr. deg(M(X)) = 0 então M(X) é uma extensão algébrica de C, e portanto, para toda

função f ∈M(X) existe um polinômio não-nulo p ∈ C[t] tal que p(f) = 0. Como C é um

corpo algebricamente fechado, devemos ter f ∈ C. Mas assim,M(X) não separa pontos

de X, uma contradição.

Suponha tr. deg(M(X)) > 1. Então existem f, g ∈ M(X) algebricamente indepen-

dentes. Seja D um divisor sobre X tal que D(p) > max{div∞(f)(p), div∞(g)(p)}, para
todo p ∈ X. Claramente, temos f, g ∈ L(D), e para todo inteiro n > 0 e todos i, j ≥ 0

com i + j ≤ n, temos f igj ∈ L(nD). Como f e g são algebricamente independentes, o

conjunto B = {f igj | i, j ≥ 0 e i + j ≤ n} é linearmente independente sobre C, donde
segue que dimL(nD) ≥ #B = (n2 + 3n + 2)/2. Por outro lado, pela Proposição 3.3.5

temos dimL(nD) ≤ 1 + deg(nD) = 1 + n deg(D), pois D e nD são divisores efetivos.

Mas para n suficientemente grande, esta cota superior é incompat́ıvel com a cota inferior

encontrada. Portanto, tr. deg(M(X)) = 1.

Os lemas a seguir nos ajudarão a demonstrar que o corpo de funções meromorfas

M(X) de uma curva algébrica X é uma extensão finitamente gerada de C.

Lema 4.1.5. Sejam X uma curva algébrica e A ∈ Div(X). Seja também, f uma função

meromorfa não-constante sobre X e D = div∞(f). Então existem um inteiro m > 0 e

uma função meromorfa g sobre X tal que A− div(g) ≤ mD. Mais ainda, g = r(f) para

algum polinômio r ∈ C[t].
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Demonstração. Sejam p1, p2, . . . , pk ∈ supp(A) \ P(f) tais que A(pi) ≥ 1 (se não ex-

istem tais pontos, tome m = max{A(p), 1 | p ∈ X} e g = 1). Então, para todo i,

1 ≤ i ≤ k, temos f(pi) ∈ C e f − f(pi) possui um zero em pi; mais ainda, P(f − f(pi)) =
P(f). Portanto, (f − f(pi))

A(pi) possui um zero em pi de ordem no mı́nimo A(pi), e

P((f − f(pi))A(pi)) ⊂ P(f). Portanto, o inteiro m = max{A(p) − div(g)(p) | p ∈ X} e a

função g =
∏k

i=1(f − f(pi))A(pi) satisfazem as propriedades descritas no lema.

Corolário 4.1.3. Sejam X uma curva algébrica, f e g funções meromorfas não-constantes

sobre X. Então, existem um inteiro m > 0 e um polinômio r ∈ C[t] tais que

P(r(f)h) ⊂ P(f) e r(f)h ∈ L(mD), onde D = div∞(f).

Demonstração. Pelo Lema 4.1.5, existe um inteiro m > 0 e um polinômio r ∈ C[t] tais
que − div(h)− div(r(f)) ≤ mD. Portanto, div(r(f)h) ≥ −mD. Logo, P(r(f)h) ⊂ P(f)
e r(f)h ∈ L(mD).

Lema 4.1.6. SejamX uma curva algébrica, f uma função meromorfa não-constante sobre

X e D = div∞(f). Suponha que [M(X) : C(f)] ≥ k. Então existe um inteiro m0 > 0 tal

que

dimL(mD) ≥ (m−m0 + 1)k,

para todo inteiro m ≥ m0.

Demonstração. Como [M(X) : C(f)] ≥ k, existem g1, g2, . . . , gk ∈ M(X) linearmente

independentes sobre C(f). Pelo Corolário 4.1.3, para cada i, 1 ≤ i ≤ k, existem um

inteiro mi > 0 e um polinômio não-nulo ri ∈ C[t] tais que P(hi) ⊂ P(f) e hi ∈ L(miD),

onde hi = ri(f)gi. Claramente, as funções h1, h2, . . . , hk são linearmente independentes

sobre C(f), e h1, h2, . . . , hk ∈ L(m0D), ondem0 = max{mi | 1 ≤ i ≤ k}. Como f ∈ L(D),

para todo inteiro m ≥ m0 e todo i ≤ m−m0 temos f ihj ∈ L(mD). Como estas funções

são linearmente independentes sobre C, conclúımos que dimL(mD) ≥ (m − m0 + 1)k,

para todo inteiro m ≥ m0.

Proposição 4.1.2. Se X é uma curva algébrica, então o corpo de funções meromorfas

M(X) é uma extensão finitamente gerada do corpo C.

Demonstração. Como X é uma curva algébrica, existe f ∈ M(X) não-constante. É

suficiente provar que M(X) é uma extensão finitamente gerada do corpo C(f). Seja

D = div∞(f). Afirmamos que [M(X) : C(f)] ≤ deg(D). De fato, se [M(X) : C(f)] ≥
1 + deg(D) então, pelo Lema 4.1.6, existe um inteiro m0 > 0 tal que dimL(mD) ≥ (m−
m0+1)(1+deg(D)), para todo inteirom ≥ m0. Por outro lado, para todo inteirom tal que

mD é efetivo, a Proposição 3.3.5 nos diz que dimL(mD) ≤ 1+deg(mD) = 1+m deg(D).

Mas para n suficientemente grande, esta cota superior é incompat́ıvel com a cota inferior
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encontrada. Portanto, [M(X) : C(f)] ≤ deg(D), donde segue queM(X) é uma extensão

finitamente gerada do corpo C.

Ainda no contexto da demonstração da proposição anterior, podemos ser mais precisos

em relação ao grau da extensão deM(X) sobre C(f). Vejamos:

Proposição 4.1.3. Seja X uma curva algébrica. Se f é uma função meromorfa não-

constante sobre X, então

[M(X) : C(f)] = deg(D),

onde D = div∞(f).

Demonstração. Na demonstração da Proposição 4.1.2, vimos que [M(X) : C(f)] ≤
deg(D). Resta-nos apenas mostrar que [M(X) : C(f)] ≥ deg(D). Escreva D =

∑n
i=1 ni ·

pi, com ni ≥ 1. Pelo Corolário 4.1.2, podemos obter um conjunto de funções meromorfas

B = {gij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ni}, onde cada função gij possui um pólo em pi de ordem j

e ordem nula em todo pk, para k ̸= i. Vamos mostrar que B é um conjunto linearmente

independente sobre C(f), e que portanto, [M(X) : C(f)] ≥ #B = deg(D). Suponha que

existe uma relação não-trivial

∑
i,j

cij(f)gij = 0, com cij(f) ∈ C(f).

Podemos supor que cada cij(f) é um polinômio em f , pois podemos multiplicar a relação

pelo denominador de cij(f). Note que, se cij tem grau d então ordpk(cij(f)) = −dnk.

Tome i0 e j0 ı́ndices tais que o grau d0 de ci0j0 é o maior de todos (se existirem mais

ı́ndices com tal propriedade, tome aqueles cujo ı́ndice j é o maior de todos). Renumere

os coeficientes cij de modo que i0 = 1, e divida a relação por ci0j0(f), obtendo assim, uma

nova relação

∑
i,j

dij(f)gij = 0,

com d1j0 = 1 e todos os demais dij(f) funções racionais em f com o grau do denominador

maior ou igual que o grau do numerador. Note que ordpk(dij(f)) ≥ 0.

Vamos analisar as ordens dos termos dij(f)gij em p1. Para i ̸= 1 temos

ordp1(dij(f)gij) ≥ 0. Para i = 1 temos ordp1(d1j(f)gij) = ordp1(d1j(f)) + ordp1(gij) =

ordp1(d1j(f)) − j. Da maneira que tomamos os ı́ndices i0 e j0, podemos ver que

ordp1(d1j0(f)gij) = −j0 < ordp1(d1j(f)gij), para todo j ̸= j0. Portanto, a série de Laurent

da soma
∑

i,j dij(f)gij em torno de p1 possui um termo não-nulo de ordem −j0, o que é

uma contradição, pois esta soma é identicamente nula. Então [M(X) : C(f)] ≥ deg(D),

o que conclui a prova.
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4.2 Divisores de Truncamento de Laurent

O Lema de Aproximações de Séries de Laurent no motiva a definir um novo tipo de

divisor.

Definição 4.2.1. Seja X uma superf́ıcie de Riemann. Para cada ponto p ∈ X, fixe uma

coordenada local zp próxima a p. Um divisor de truncamento de Laurent sobre X é uma

soma formal finita

∑
p∈X

rp(zp) · p,

onde rp(zp) é um polinômio de Laurent. Os divisores de truncamento de Laurent formam

um grupo com relação a adição, denotado por T (X).

Normalmente, as coordenadas locais zp na expressão de um divisor de truncamento de

Laurent são omitidas.

Seja X uma superf́ıcie de Riemann. A cada divisor D ∈ Div(X) associamos um

subgrupo de T (X), definido por

T [D](X) =

{∑
p∈X

rp · p | deg(rp) < −D(p), para todo rp ̸= 0

}
.

Exemplo 4.2.1. SeD = 0 então T [0](X) = {
∑

p∈X rp·p | deg(rp) < 0, para todo rp ̸= 0}.

A seguir, definiremos algumas aplicações muito importantes entre os subgrupos

T [D](X) de T (X), as quais serão fundamentais na demonstração do Teorema de Riemann-

Roch. A primeira é a aplicação natural de truncamento

tD : T (X) −→ T [D](X)∑
p∈X rp · p 7−→

∑
p∈X(rp − termos de ordem ≥ −D(p)) · p.

A segunda é definida de maneira similar. Fixados D1, D2 ∈ Div(X) com D1 ≤ D2, temos

definida a aplicação truncamento

tD1
D2

: T [D1](X) −→ T [D2](X)∑
p∈X rp · p 7−→

∑
p∈X(rp − termos de ordem ≥ −D2(p)) · p.

Claramente, estas duas aplicações, tD e tD1
D2
, são homomorfismos de grupos.

Fixados D ∈ Div(X) e f uma função meromorfa sobre X, temos também definida

uma aplicação de multiplicação



4.2 DIVISORES DE TRUNCAMENTO DE LAURENT 103

µD
f : T [D](X) −→ T [D − div(f)](X)∑

p∈X rp · p 7−→
∑

p∈X(frp − termos de ordem ≥ −D(p) + div(f)(p)) · p.

Esta aplicação é na verdade um isomorfismo de grupos, e seu inverso é µ
D−div(f)
1/f .

Por último, a aplicação truncamento de Laurent

αD : M(X) −→ T [D](X)

f 7−→
∑

p∈X rp · p,

onde rp é o truncamento de Laurent com termos de ordem menor que −D(p) da série de

Laurent de f em torno de p com respeito a coordenada local zp fixada. Claramente, esta

é uma aplicação linear.

Note que, se D1, D2 ∈ Div(X) e D1 ≤ D2, então o diagrama

T [D1](X)
t
D1
D2 // T [D2](X)

M(X)

αD1

OO

αD2

77ppppppppppp

é comutativo, isto é, αD2 = tD1
D2
◦αD1 . Note também que, se D ∈ Div(X) e f é uma função

meromorfa sobre X, então o diagrama

M(X)
αD−div(f) // T [D − div(f)](X)

M(X)

·f

OO

αD

// T [D](X)

µf

OO

é comutativo, isto é, µf (αD(g)) = αD−div(f)(fg), para toda função g meromorfa sobre X.

A aplicação αD está diretamente relacionada com o espaço L(D): seja f uma função

meromorfa sobre X; temos f ∈ ker(αD) se, e somente se, em todo ponto p ∈ X, a série

de Laurent de f em torno de p com respeito a coordenada local zp fixada possui apenas

termos de ordem maior ou igual a −D(p), o que é equivalente a ter f ∈ L(D). Portanto,

ker(αD) = L(D).

4.2.1 Espaço H1(D)

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e D ∈ Div(X). No Lema de Aproximação de

Séries de Laurent, vimos como construir uma função meromorfa sobre X com trunca-
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mentos de Laurent espećıficos para um número finito de pontos de X. Agora, então, nos

perguntamos: dado um divisor de truncamento de Laurent Z ∈ T [D](X), existe uma

função meromorfa f sobre X tal que αD(f) = Z? Em caso afirmativo, como constrúı-la?

Problemas deste tipo são chamados de Problemas de Mittag-Leffler para a superf́ıcie de

Riemann X.

Os Problemas de Mittag-Leffler podem ser mensurados pelo conúcleo de αD, o qual

recebe a seguinte notação:

H1(D) := coker(αD) =
T [D](X)

im(αD)
.

Note que, Z é a imagem de uma função meromorfa f por αD se, e somente se,

Z = 0 ∈ coker(αD). Portanto, quanto maior o espaço H1(D), menores são as chances de

se resolver um Problema de Mittag-Leffler.

4.2.2 Finitude da Dimensão de H1(D)

Como vimos na subseção anterior, os Problemas de Mittag-Leffler estão mensurados

pelo espaço vetorial H1(D). Provaremos nesta subseção que, se a superf́ıcie de Riemann

em questão é uma curva algébrica, então este espaço tem dimensão finita. Mas antes,

alguns resultados preliminares.

Lema 4.2.1 (Lema da Serpente). Sejam R um anel comutativo e

0 // A

α

��

f // B

β
��

g // C

γ

��

// 0

0 // A′ f ′
// B′ g′ // C ′ // 0

um diagrama comutativo de R-módulos e homomorfismos, com linhas exatas. Então

existe uma sequência exata

0→ ker(α)
f→ ker(β)

g→ ker(γ)
h→ coker(α)

f ′
→ coker(β)

g′→ coker(γ)→ 0,

onde f e g são restrições de f e g; f ′ e g′ são homomorfismos induzidos por f ′ e g′,

respectivamente.

A demonstração deste lema pode ser encontrado em [AM69, p. 23].

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e D1, D2 ∈ Div(X) com D1 ≤ D2. Pelas

observações da Seção 4.2, o seguinte diagrama é comutativo:
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0 //M(X)/L(D1)

φ

��

αD1 // T [D1](X)

t
D1
D2

��

β1 //H1(D1)

ϱ

��

// 0

0 //M(X)/L(D2)
αD2 // T [D2](X)

β2 //H1(D2) // 0

Neste diagrama, as aplicações β1, β2, φ e ϱ denotam os homomorfismos naturais entre seus

espaços. Defina

H1(D1/D2) := ker(ϱ).

Lema 4.2.2. Se X é uma superf́ıcie de Riemann compacta, então

dimH1(D1/D2) = (deg(D2)− dimL(D2))− (deg(D1)− dimL(D1)).

Demonstração. Pelo Lema da Serpente, o diagrama comutativo descrito anteriormente,

possui uma sequência exata

0→ ker(φ)→ ker(tD1
D2
)→ H1(D1/D2)→ coker(φ)→ coker(tD1

D2
)→ coker(ϱ)→ 0.

Como φ é sobrejetiva, temos coker(φ) = {0}. Logo, desta sequência podemos extrair a

sequência exata curta

0→ ker(φ)→ ker(tD1
D2
)→ H1(D1/D2)→ 0.

Claramente, temos ker(φ) = L(D2)/L(D1). Como X é compacta, a dimensão dos espaços

de funções meromorfas L(D1) e L(D2) são finitas, e portanto, dim ker(φ) = dimL(D2)−
dimL(D1). Também é fácil ver que

ker(tD1
D2
) =

{∑
p∈X

rp · p | rp ∈
⟨
z−D2(p)
p , z−D2(p)+1

p , . . . , z−D1(p)−1
p

⟩}
.

Como as condições impostas sobre rp são independentes daquelas impostas sobre rq, para

todo q ̸= p, temos dimker(tD1
D2
) =

∑
p∈X(D2(p) − D1(p)) = deg(D2) − deg(D1). Agora,

utilizando a sequência exata curta obtida anteriomente, conclúımos que

dimH1(D1/D2) = dimker(tD1
D2
)− dimker(φ)

= (deg(D2)− dimL(D2))− (deg(D1)− dimL(D1)),

como queŕıamos demonstrar.
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Lema 4.2.3. Sejam X uma curva algébrica, f uma função meromorfa sobre X e

D = div∞(f). Então, a partir de um inteiro m0 > 0 a dimensão dimH1(0/mD) é

constante.

Demonstração. Aplicando o Lema 4.2.2 para D1 = 0 e D2 = mD, com m > 0 inteiro,

obtemos

dimH1(0/mD) = (deg(mD)− dimL(mD))− (deg(0)− dimL(0))

= m deg(D)− dimL(mD) + 1,

visto que dimL(0) = 1 porque X é compacta. Pela Proposição 4.1.3, [M(X) : C(f)] =
deg(D). Com esta igualdade, o Lema 4.1.6 garante a existência de um inteiro m′

0 > 0 tal

que

dimL(mD) ≥ (m−m′
0 + 1) deg(D), para todo inteiro m ≥ m′

0. Então

dimH1(0/mD) ≤ m deg(D)− (m−m′
0 + 1) deg(D) + 1

= 1 + deg(D)(m′
0 − 1),

para todo inteiro m ≥ m′
0. Note que esta desigualdade não depende de m.

Suponha que m1 e m2 são inteiros tais que 0 < m1 < m2. Como 0 < m1D1 < m2D2,

os homomorfismos naturais do diagrama

H1(m1D)
ϱ1 //H1(m2D)

H1(0)

ϱ1

OO

ϱ3

88ppppppppppp

estão bem definidos; e como este diagrama é comutativo, temos

H1(0/m1D) = ker(ϱ1) ⊂ ker(ϱ3) = H1(0/m2D).

Isto significa que a dimensão dimH1(0/mD) é não-decrescente. Por esta razão, e pelo

fato da dimensão dimH1(0/mD) estar limitada por uma constante que independe de m,

a partir de um inteiro m0 > 0 a dimensão dimH1(0/mD) é constante.

Lema 4.2.4. Se X é uma curva algébrica, então existe um inteiro M ≥ 0 tal que

deg(A)− dimL(A) ≤M,

para todo divisor A ∈ Div(X).
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Demonstração. Sejam f uma função meromorfa não-nula sobre X e D = div∞(f). Na

demonstração do Lema 4.2.3, vimos que existe um inteiro M ≥ 0 tal que

deg(mD)− dimL(mD) ≤M,

para todo inteiro m ≥ 0 (lembre-se de que a dimensão dimH1(0/mD) é não-decrescente).

Suponha que A ∈ Div(X) é um divisor qualquer. Pelo Lema 4.1.5, existem um inteiro

m > 0 e uma função meromorfa g sobre X tal que B = A− div(g) ≤ mD. Por definição,

B ∼ A, donde segue que deg(B) = deg(A) e L(B) ∼= L(A). Como B ≤ mD, pelo Lema

4.2.2,

deg(B)− dimL(B) = (deg(mD)− dimL(mD))− dimH1(B/mD).

Então,

deg(A)− dimL(A) = deg(B)− dimL(B)

= (deg(mD)− dimL(mD))− dimH1(B/mD)

≤ deg(mD)− dimL(mD)

≤ M,

como queŕıamos.

Assim, o lema anterior garante a existência de um divisorA0 sobre uma curva algébrica,

tal que deg(A0)− dimL(A0) é maximal.

Lema 4.2.5. Sejam X uma curva algébrica e A0 ∈ Div(X) tal que deg(A0)− dimL(A0)

é maximal. Então H1(A0) = {0}.

Demonstração. Suponha que H1(A0) ̸= {0}. Logo, existe um divisor de truncamento de

Laurent Z ∈ T [A0](X) \ {0} tal que Z ̸∈ im(αA0). Tome um divisor B ∈ Div(X) tal que

A0 ≤ B e tA0
B (Z) = 0 ∈ T [B](X). Então tA0

B (Z) = 0 ∈ H1(B), e portanto, Z ∈ H1(A0/B).

Em particular, dimH1(A0/B) ≥ 1. No entanto, pelo Lema 4.2.2,

dimH1(A0/B) = (deg(B)− dimL(B))− (deg(A0)− dimL(A0)) ≤ 0,

pois deg(A0)− dimL(A0) é maximal. Esta contradição mostra que H1(A0) = {0}.

Proposição 4.2.1. Se X é uma curva algébrica e D ∈ Div(X), então H1(D) é um espaço

vetorial complexo de dimensão finita.

Demonstração. Seja A0 ∈ Div(X) tal que deg(A0) − dimL(A0) é maximal. Escreva

D − A0 = P − N , onde P e N são divisores efetivos com suportes disjuntos. Como
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A0 ≤ A0 + P , o homomorfismo natural H1(A0) → H1(A0 + P ) está bem definido e é

sobrejetivo. Então H1(A0 + P ) = {0}, pois H1(A0) = {0}, como vimos no Lema 4.2.5.

Da mesma forma, como A0+P−N ≤ A0+P , o homomorfismo naturalH1(A0+P−N)→
H1(A0+P ) = {0} também está bem definido e é sobrejetivo. Logo,H1((A0+P−N)/(A0+

P )) = H1(A0 + P −N), o que nos permite concluir que H1(D) tem dimensão finita, pois

D = A0 + P −N e H1(D/(A0 + P )) tem dimensão finita, pelo Lema 4.2.2.

4.3 Teorema de Riemann-Roch e Dualidade de Serre

4.3.1 Primeira Forma do Teorema de Riemann-Roch

Finalmente temos todas as ferramentas e resultados necessários para demonstrarmos

a primeira forma do Teorema de Riemann-Roch.

Teorema 4.3.1 (Primeira Forma do Teorema de Riemann-Roch). Seja X uma

curva algébrica. Então, para todo divisor D ∈ Div(X) temos

dimL(D)− dimH1(D) = deg(D) + 1− dimH1(0).

Demonstração. Sejam D1, D2 ∈ Div(X). Tome D′ ∈ Div(X) tal que Di ≤ D′, para

i = 1, 2. Pela Proposição 4.2.1, os espaços vetoriais H1(Di) e H1(D′) têm dimensão finita,

o que nos permite calcular a dimensão do núcleo H1(Di/D
′) utilizando o Teorema de

Núcleo e Imagem, com o qual encontramos

dimH1(Di/D
′) = dimH1(Di)− dimH1(D′).

Substituindo dimH1(Di/D
′) pela fórmula do Lema 4.2.2, obtemos

dimL(Di)− deg(Di)− dimH1(Di) = dimL(D′)− deg(D′)− dimH1(D′),

para i = 1, 2. Portanto, dimL(D1) − deg(D1) − dimH1(D1) = dimL(D2) − deg(D2) −
dimH1(D2), para quaisquer D1, D2 ∈ Div(X). Em outras palavras,

dimL(D)− deg(D)− dimH1(D)

é constante. Em particular, para D = 0,

dimL(D)− dimH1(D) = deg(D) + 1− dimH1(0).
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A dimensão dimH1(D) é chamada de gênero aritmético da curva algébrica X.

4.3.2 Aplicação Reśıduo

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta e D ∈ Div(X). Se ω ∈ L(1)(−D),

então, por definição, ordp(ω) ≥ D(p), para todo p ∈ X. Isto significa que, se fixarmos

uma coordenada local zp próxima a um ponto p ∈ X, a 1-forma meromorfa ω é, em termos

dessa coordenada local, uma expressão do tipo
(∑∞

n=D(p) cnz
n
p

)
dzp. Defina a aplicação

Resω : T [D](X) −→ C∑
p∈X rp · p 7−→

∑
p∈X Resp(rpω).

Suponha que f é uma função meromorfa sobre X, e que sua série de Laurent em torno

de p com respeito a zp é
∑

k akz
k
p . Então, o reśıduo da 1-forma meromorfa fω em p é

Resp(fω) =
∞∑

n=D(p)

cna−1−n,

o qual depende apenas dos coeficientes ai da série de Laurent de f , com i < −D(p).

Esta observação mostra que
∑

p∈X Resp(fω) = Resω(αD(f)). Como X é compacta, pelo

Teorema do Reśıduo temos
∑

p∈X Resp(fω) = 0, e então, Resω(αD(f)) = 0, para toda

função meromorfa f sobre X. Logo, Resω induz um funcional linear

Resω : H1(D) =
T [D](X)

im(αD)
−→ C,

ou seja, Resω ∈ H1(D)∗, o espaço dual de H1(D). Portanto, temos a aplicação reśıduo

Res : L(1)(−D) −→ H1(D)

w 7−→ Resω .

4.3.3 Dualidade de Serre

O Teorema da Dualidade de Serre afirma que a aplicação reśıduo Res, definida no

final da subseção anterior, é um isomorfismo de espaços vetoriais. Com este resultado em

mãos, conseguiremos identificar melhor a dimensão do espaço H1(D), de maneira a obter

a segunda forma do Teorema de Riemann-Roch.

Lema 4.3.1. Sejam X uma curva algébrica e A ∈ Div(X). Se ϕ1 e ϕ2 são funcionais

lineares sobre H1(A), então existem um divisor efetivo C ∈ Div(X) e funções meromorfas

f1 e f2 não-nulas sobre X, tais que

ϕ1 ◦ tA−C−div(f)
A ◦ µf1 = ϕ2 ◦ tA−C−div(f)

A ◦ µf2 ,
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como funcionais lineares sobre H1(A− C).

Demonstração. Suponha que este resultado é falso. Então, para todo divisor efetivo

C ∈ Div(X), a aplicação linear

L(C)× L(C) −→ H1(A− C)∗

(f1, f2) 7−→ ϕ1 ◦ tA−C−div(f)
A ◦ µf1 − ϕ2 ◦ tA−C−div(f)

A ◦ µf2

é injetiva, e portanto, dimH1(A − C) = dimH1(A − C)∗ ≥ 2 dimL(C). Aplicando o

Teorema de Riemann-Roch para o divisor C, dimL(C) ≥ deg(C) + 1− dimH1(0). Logo,

dimH1(A− C) ≥ 2(1− dimH1(0)) + 2 deg(C).

Aplicando novamente o Teorema de Riemann-Roch, para o divisor A− C,

dimH1(A− C) = dimL(A− C)− deg(A− C)− 1 + dimH1(0)

≤ (dimL(A)− deg(A)− 1 + dimH1(0)) + deg(C).

Para C ∈ Div(X) efetivo e com deg(C) suficientemente grande, estas cotas, inferior e

superior, para a dimensão dimH1(A − C) são incompat́ıveis. Esta contradição prova a

veracidade do lema.

Lema 4.3.2. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta e D1, D2 ∈ Div(X) com

D1 ≤ D2. Suponha que exista ω ∈ L(1)(−D1), e então, que Resω : T [D1](X) → C está

definida. Se ker(tD1
D2
) ⊂ ker(Resw), então ω ∈ L1(−D2).

Demonstração. Se ω ̸∈ L(1)(−D2), então existe um ponto p ∈ X tal que k = ordp(ω) <

D2(p). Então Z = z−k−1
p ·p ∈ ker(tD1

D2
), mas Resw(Z) ̸= 0, e isso contradiz a hipótese de que

ker(tD1
D2
) ⊂ ker(Resw). Portanto, devemos ter ω ∈ L1(−D2).

Os dois lemas anteriores já são suficientes para demonstrarmos o Teorema da Duali-

dade de Serre.

Teorema 4.3.2 (Dualidade de Serre). Se X é uma curva algébrica, então, para todo

divisor D ∈ Div(X), a aplicação reśıduo Res : L(1)(−D)→ H1(D)∗ é um isomorfismo de

espaços vetoriais complexos. Em particular, dimL(1)(−D) = dimH1(D)∗ = dimH1(D).

Demonstração. Primeiro provaremos a injetividade da aplicação reśıduo. Suponha que

exista uma 1-forma meromorfa não-nula ω ∈ L(1)(−D) tal que Res(ω) ≡ 0 sobre H1(D).

Então
∑

p∈X Resp(rpω) = 0, para todo divisor de truncamento de Laurent
∑

p∈X rp · p ∈
T [D](X). Fixe p ∈ X e uma coordenada local z = zp próxima a p. Como ω ∈ L(1)(−D),

temos k = ordp(ω) ≥ D(p), ou equivalentemente, −1−k < −D(p). Claramente, z−1−k·p ∈
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T [D](X), mas, se escrevermos a 1-forma meromorfa ω em termos da coordenada local z

como (
∑∞

n=k cnz
n) dz, onde ck ̸= 0, vemos que

Resω(z
−1−k · p) = Res

((
z−1−k

∞∑
n=k

cnz
n

)
dz

)
= ck ̸= 0,

o que é uma contradição. Portanto, a aplicação reśıduo é injetiva.

Para a sobrejetividade, seja ϕ : H1(D) → C um funcional linear. Tome 1-forma

meromorfa ω não-nula sobre X e denote K = div(ω). Tome também, um divisor A ∈
Div(X) tal que A ≤ D e A ≤ K. Assim, ω ∈ L(1)(−A), e então, o funcional linear

Resω : T [A](X) → C está definida. Seja ϕA : T [A](X) → C o funcional linear definido

por ϕA(Z) = ϕ(tAD(Z)), para todo Z ∈ T [A](X). Pelo Lema 4.3.1, existem um divisor

efetivo C ∈ Div(X) e funções meromorfas não-nulas f1, f2 ∈ L(C), tais que

ϕA ◦ tA−C−div(f1)
A ◦ µf1 = Resω ◦tA−C−div(f2)

A ◦ µf2 ,

como funcionais sobre H1(A − C). Com cálculos diretos, é fácil ver que a composição

Resω ◦tA−C−div(f2)
A é na verdade o funcional linear Resω restrito a T [A−C − div(f2)](X),

e que Resω ◦µf2 é exatamente o funcional linear Resf2ω sobre T [A− C](X). Portanto,

ϕA ◦ tA−C−div(f1)
A ◦ µf1 = Resf2ω,

como funcionais lineares sobre T [A − C](X). Compondo os dois lados desta igualdade

com a inversa µ1/f1 de µf1 , obtemos

ϕA ◦ tA−C−div(f1)
A = Resf2ω ◦µ1/f1 = Res(f2/f1)ω,

como funcionais sobre T [A− C − div(f1)](X). Esta igualdade nos mostra que

ker(t
A−C−div(f1)
A ) ⊂ ker(Res(f2/f1)ω).

Portanto, pelo Lema 4.3.2, temos (f2/f1)ω ∈ L(1)(−A), visto que (f2/f1)ω ∈ L(1)(−A +

C + div(f1)). Logo, ϕA = Res(f2/f1)ω. Como Res(f2/f1)ω(Z) = ϕA(Z) = ϕ(tAD(Z)), para

todo Z ∈ T [A](X), vemos que ker(tAD) ⊂ ker(Res(f2/f1)ω), e então, novamente pelo Lema

4.3.2, temos (f2/f1)ω ∈ L(1)(−D). Como ϕ = Res(f2/f1)ω = Res((f2/f1)ω), provamos que

a aplicação reśıduo é sobrejetiva.

Corolário 4.3.1. Sejam X uma curva algébrica e K ∈ KDiv(X) um divisor canônico

qualquer. Então, para todo divisor D ∈ Div(X), temos dimL(1)(−D) = dimH1(D) =

dimL(K −D).
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Demonstração. Pela Proposição 3.3.4, L(1)(−D) ∼= L(K − D). Combinando esta in-

formação com o Teorema da Dualidade de Serre, conclui-se o resultado.

4.3.4 Segunda Forma do Teorema de Riemann-Roch

Vamos combinar a primeira forma do Teorema de Riemann-Roch com o Teorema da

Dualidade de Serre e obter a segunda, e mais clássica, versão do Teorema de Riemann-

Roch. A importância deste teorema fundamenta-se na classificação de certas curvas

algébricas, pois relaciona propriedades algébricas com propriedades topológicas.

Teorema 4.3.3 (Segunda Forma do Teorema de Riemann-Roch). Seja X uma

curva algébrica de gênero g. Então, para todo divisor D ∈ Div(X) e todo divisor canônico

K ∈ KDiv(X), temos

dimL(D)− dimL(K −D) = deg(D) + 1− g.

Demonstração. Aplicando o Corolário 4.3.1 para D = K, obtemos

dimH1(K) = dimL(0) = 1, pois X é uma superf́ıcie de Riemann compacta. Este mesmo

resultado, para D = 0, fornece dimH1(0) = dimL(K). Aplicando a primeira forma do

Teorema de Riemann-Roch para o divisor canônico K, obtemos dimL(K)−dimH1(K) =

deg(K)+1−dimH1(0). Substituindo as igualdades anteriores nesta última, e lembrando

que deg(K) = 2g − 2, encontramos dimH1(0) = g. Esta igualdade, juntamente a relação

encontrada no Corolário 4.3.1, quando substitúıdas na primeira forma do Teorema de

Riemann-Roch fornecem a relação do teorema.

Note que na demonstração do teorema anterior, mostramos que, se X é um curva

algébrica, então

g = dimH1(0) = dimL(1)(0) = dimΩ1(X).

Em outras palavras, mostramos que os gêneros topológico, anaĺıtico e aritmético de uma

curva algébrica são iguais.

Corolário 4.3.2. Seja X uma curva algébrica de gênero g. Então, para todo divisor

D ∈ Div(X) e todo divisor canônico K ∈ KDiv(X), temos

dim |D| − dim |K −D| = deg(D) + 1− g.

Corolário 4.3.3. Seja X uma curva algébrica de gênero g. Se D ∈ Div(X) é um divisor

de grau deg(D) ≥ 2g − 1, então H1(D) = {0} e

dimL(D) = deg(D) + 1− g.
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Demonstração. Se deg(D) ≥ 2g− 1, então deg(K −D) = deg(K)− deg(D) ≤ (2g− 2)−
(2g − 1) = −1. Portanto, dimH1(D) = dimL(K −D) = 0. Logo, informando este valor

na Segunda Forma do Teorema de Riemann-Roch, obtemos a relação desejada.



CAPÍTULO 5

Aplicações do Teorema de

Riemann-Roch

5.1 Primeiras Aplicações

Nesta seção, veremos algumas das mais elementares aplicações do Teorema de Riemann-

Roch. Mostraremos que toda curva algébrica pode ser mergulhada num espaço projetivo,

e classificaremos as curvas algébricas de gêneros 0, 1 e 2. Também veremos o Teorema

de Clifford, o qual fornece uma cota superior para a dimensão do espaço L(D) quando

dimL(K −D) ̸= 0.

5.1.1 Critério para um Divisor ser Muito Amplo

A primeira aplicação do Teorema de Riemann-Roch que apresentamos, fornece um

critério para um divisor ser muito amplo.

Proposição 5.1.1. Seja X uma curva algébrica de gênero g. Se D ∈ Div(X) é um divisor

tal que deg(D) ≥ 2g + 1, então D é muito amplo, isto é, o sistema linear completo |D|
não possui pontos de base e o mapa holomorfo ϕD mergulha X em Pn, onde n = dim |D|,
como uma curva projetiva suave de grau igual a deg(D).

Demonstração. Sejam p, q ∈ X. Como D e D − p − q são divisores de graus no mı́nimo

2g − 1, pelo Corolário 4.3.3,

dimL(D) = deg(D) + 1− g e dimL(D − p− q) = deg(D − p− q) + 1− g.

114
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Logo, dimL(D − p − q) = dimL(D) − 2. Portanto, pela Proposição 3.4.4, o mapa

ϕD : X → Pn é um mergulho de X em Pn. O fato de que a curva projetiva suave ϕD(X)

tem grau igual a deg(D) já foi visto na Proposição 3.4.5.

A verificação de que o sistema linear completo |D| é livre de pontos de base é similar.

Como D e D−p são divisores de graus no mı́nimo 2g−1, aplicamos novamente o Corolário

4.3.3 para concluir que dimL(D − p) = dimL(D) − 1. Então, pela Proposição 3.3.8, o

sistema linear completo |D| é livre de pontos de base.

Como consequência imediata da proposição anterior, temos:

Corolário 5.1.1. Toda curva algébrica X pode ser mergulhada num espaço projetivo

como uma curva projetiva suave. Se p ∈ X, então X \ {p} pode ser mergulhada num

espaço afim.

Demonstração. Seja g o gênero da curva algébrica X. Tome p ∈ X arbitrário. Segundo

a proposição anterior, o divisor D = (2g + 1) · p é muito amplo, e portando, o mapa

holomorfo ϕD : X → Pn, onde n = dim |D|, é um mergulho de X em Pn.

Pelo Lema 3.4.4, existe um divisor hiperplano H em Pn tal que

ϕ∗
D(D) = D = (2g + 1) · p. Isto significa que a imagem inversa de H é simplesmente

o ponto p. Portanto, ϕD mergulha X \ {p} em Pn \H ∼= Cn.

5.1.2 Curvas Algébricas de Gênero g = 0

Para classificarmos as curvas algébricas de gênero g = 0, vamos nos basear no seguinte

resultado:

Lema 5.1.1. Seja X uma superf́ıcie de Riemann compacta. Se existe um ponto p ∈ X
tal que dimL(p) > 1, então X é isomorfa a esfera de Riemann C∞.

Demonstração. Se dimL(p) > 1, então existe uma função meromorfa não-constante

f ∈ L(p). Como X é compacta, a função f deve possuir pólos; na verdade, um único e

simples pólo em p, pois os pólos de f estão limitados pelo divisor p. Portanto, o mapa

holomorfo F : X → C∞, associado a função f , tem grau 1. Logo, pelo Corolário 2.3.1, o

mapa F é um isomorfismo, ou seja, X ∼= C∞.

Como o gênero de uma curva algébrica é um invariante, a contrapositiva do lema

anterior pode ser escrita da seguinte maneira:

Corolário 5.1.2. Se X é uma superf́ıcie de Riemann compacta de gênero g ≥ 1, então

L(p) ∼= C, para todo p ∈ X.

Proposição 5.1.2. Se X é uma curva algébrica de gênero g = 0, então X é isomorfa a

uma cônica projetiva suave.
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Demonstração. Sejam K um divisor canônico sobre X e p ∈ X um ponto arbitrário.

Como g = 0, temos deg(K − p) = (2g − 2) − 1 = −3 < 0, e portanto, L(K − p) = {0}.
Aplicando o Teorema de Riemann-Roch para o divisor p, obtemos

dimL(p) = dimL(K − p) + deg(p) + 1− g = 2 > 1.

Logo, pelo Lema 5.1.1, X é isomorfa a esfera de Riemann C∞. Agora defina

G : P1 −→ C : xz − y2 = 0

[r : s] 7−→ [r2 : rs : s2].

Claramente, G é um isomorfismo. Como a esfera de Riemann C∞ é isomorfa a reta

projetiva P1, conclúımos que X é isomorfa a cônica projetiva C : xz − y2 = 0.

Ainda no contexto da demonstração da proposição anterior, notemos que o isomorfismo

G é uma inspiração geométrica. Seja L : z = 0. Claramente P1 ∼= L. Para cada ℓ ∈ L,
seja Mℓ a reta passando pelos pontos ℓ e p = [0 : 0 : 1]. Pelo Teorema de Bézout, a

reta Mℓ intercepta a cônica C em dois pontos: p e um outro ponto xℓ. O isomorfismo G,

nada mais é do que a aplicação ℓ 7→ xℓ. A inversa de G também pode ser interpretada

geometricamente. Dado xℓ ∈ C, seja Mℓ a reta que passa por xℓ e p (se xℓ = p, a reta Mℓ

é a reta tangente a C em p). Pelo Teorema de Bézout, as retas Mℓ e L se interceptam em

apenas um ponto ℓ. A inversa de G é a aplicação xℓ 7→ ℓ.

Figura 5.1.1. Interpretação geométrica de um isomorfismo entre
L : z = 0 e a cônica C : xz − y2 = 0.

5.1.3 Equações de Curvas Algébricas

Sejam X uma curva algébrica e D ∈ Div(X) um divisor muito amplo. Então, o mapa

holomorfo ϕD : X → Pn mergulha X em Pn como uma curva projetiva suave de grau

deg(D). Identificando X com sua imagem ϕD(X), podemos supor que X ⊂ Pn. Nosso

objetivo é determinar todas as hipersuperf́ıcies de Pn que contém a curva projetiva suave

X.
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Denote por P(n, k) o C-espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau k e n+ 1

variáveis x0, x1, . . . , xn de Pn. Note que

dimP(n, k) =
(
n+ k

k

)
.

Fixe um grau k e um polinômio homogêneo F0 ∈ P(n, k) não identicamente nulo sobre X

(por exemplo, F0 = xki , onde xi é uma coordenada não-nula da curva projetiva suave X).

Pelo Lema 3.4.4, os divisores hiperplanos sobre X formam o sistema linear completo |D|, e
portanto,

div(F0) ∼ kD, pois deg(F0) = k. Digamos que div(F0) = kD + div(h), onde h é uma

função meromorfa sobre X.

Se F ∈ P(n, k), então o quociente f = F/F0 é uma função meromorfa sobre X, e os

pólos de f estão limitados pelo divisor div(F0), isto é, f ∈ L(div(F0)). Defina

Rk : P(n, k) −→ L(kD)

F 7−→ F

F0

h.

Claramente, Rk é uma aplicação linear. Note que F ∈ ker(Rk) se, e somente se, F é

identicamente nulo sobre X. Portanto, ker(Rk) consiste de todas as equações de hipersu-

perf́ıcies em Pn que contém X. O lema a seguir fornece uma cota inferior para a dimensão

deste núcleo.

Lema 5.1.2. Sejam X uma curva algébrica de gênero g, e D ∈ Div(X) um divisor muito

amplo. Se deg(D) ≥ g, então para todo k ≥ 2, temos

dimker(Rk) ≥
(
n+ k

k

)
− k deg(D)− 1 + g.

Demonstração. Pelo Teorema de Núcleo e Imagem, temos

dimker(Rk) = dimP(n, k)− dim im(Rk) ≥
(
n+ k

k

)
− dimL(kD).

Pelo Teorema de Riemann-Roch, obtemos

dimL(kD) = dimL(K − kD) + k deg(D) + 1− g.

Como deg(D) ≥ g, para todo k ≥ 2,

deg(K − kD) = (2g − 2)− deg(kD) ≤ (2g − 2)− 2g = −2 < 0,

e então, pelo Lema 3.3.1, dimL(K − kD) = 0. Logo, dimL(kD) = k deg(D) + 1− g. O
resultado agora segue substituindo esta expressão na primeira desigualdade obtida.
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É posśıvel mostrar que, quando D é um divisor canônico, a aplicação Rk é sobrejetiva

(veja [Gri89, p. 148]). Portanto, no lema anterior, vale a igualdade para a dimensão do

núcleo de Rk.

Um resultado devido a Riemann, mostra algo muito além do que apenas determinar

as hipersuperf́ıcies que contém uma curva algébrica:

Teorema 5.1.1 (Riemann). Seja X uma superf́ıcie de Riemann compacta. Então, X é

uma variedade projetiva algébrica, isto é, X pode ser mergulhada num espaço projetivo

como um conjunto de zeros de polinômios homogêneos.

Alguns comentários e referências sobre a prova deste teorema podem ser vistos em

[Har77, p. 441].

5.1.4 Curvas Algébricas de Gênero g = 1

Proposição 5.1.3. Se X é uma curva algébrica de gênero g = 1, então X é isomorfa a

uma cúbica plana projetiva suave.

Demonstração. Seja D ∈ Div(X) tal que deg(D) = 2g + 1 = 3. Pela Proposição 5.1.1, o

divisor D é muito amplo, e pelo Corolário 4.3.3,

dimL(D) = deg(D) + 1− g = 3.

Portanto, o mapa holomorfo ϕD mergulha X em P2 como uma curva projetiva suave de

grau 3. Aplicando o Lema 5.1.2 para k = 3 e n = 2, obtemos

dimker(R3) ≥
(
2 + 3

3

)
− 3 deg(D)− 1 + 1 = 1.

Isto significa que existe um polinômio homogêneo F ∈ C[x, y, z] não-nulo de grau 3 que

se anula identicamente sobre X, ou seja, X ⊂ C = {p ∈ P2 | F (p) = 0}. Afirmamos

que este polinômio F é irredut́ıvel. De fato, suponha que F = L1L2L3, onde L1, L2

e L3 são polinômios homogêneos de grau 1. Como F se anula identicamente sobre X,

ao menos um dos fatores lineares deve se anular num número infinito de pontos de X,

digamos que seja L1. Então, como X é compacta, a função meromorfa L1/x deve ser

identicamente nula sobre X, donde segue que X está contida no hiperplano H : L1 = 0,

o que é um absurdo, pois X é não-degenerada. Suponha que F = LG, onde L é um

polinômio homogêneo de grau 1 e G é um polinômio homogêneo irredut́ıvel de grau 2.

Pelos mesmos argumentos apresentados anteriormente, G deve se anular num número

infinito de pontos de X. Então, a função meromorfa G/x deve ser identicamente nula

sobre X, donde segue que X ⊂ Q = {p ∈ P2 | G(p) = 0}. Mas isto não pode ocorrer, pois

deg(X) = 3 > 2 = deg(Q). Portanto, F é irredut́ıvel. Como X ⊂ C e deg(X) = deg(C),

temos X = C.
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5.1.5 Sistema Linear Canônico

Seja K um divisor canônico sobre uma superf́ıcie de Riemann. O sistema linear com-

pleto |K| é chamado de sistema linear canônico. Vamos verificar que o sistema linear

canônico |K| sobre uma curva algébrica é livre de pontos de base.

Lema 5.1.3. Sejam X uma curva algébrica de gênero g ≥ 1, e K ∈ Div(X). Então, o

sistema linear canônico |K| é livre de pontos de base.

Demonstração. Pela Proposição 3.3.8, o sistema linear canônico |K| é livre de pontos de

base se, e somente se, dimL(K − p) = dimL(K) − 1 = g − 1, para todo p ∈ X. Como

g ≥ 1, pelo Corolário 5.1.2, dimL(p) = 1. Aplicando o Teorema de Riemann-Roch para

o divisor p, obtemos

1 = dimL(p) = dimL(K − p) + deg(p) + 1− g,

donde segue que dimL(K − p) = g − 1.

Na próxima seção veremos o quão importante é um sistema linear canônico.

5.1.6 Curvas Algébricas de Gênero g = 2

Seja h ∈ C[x] um polinômio com ráızes simples de grau deg(h) = 2g + 1 + ϵ, onde

ϵ ∈ {0, 1}. Seja k(z) = z2g+2h(1/z). Note que k é também um polinômio com ráızes sim-

ples. Agora, considere as curvas planas afins suaves X : y2 − h(x) = 0 e

Z : w2−k(z) = 0. Entre os abertos U = {(x, y) ∈ X | x ̸= 0} e V = {(z, w) ∈ Z | z ̸= 0},
temos o isomorfismo

ϕ : U −→ V

(x, y) 7−→ ϕ(x, y) =

(
1

x
,
y

xg+1

)
.

A colagem das curvas planas afins X e Z via ϕ, denotada por
X
⨿
Y

ϕ
, é chamada de

superf́ıcie de Riemann hipereĺıptica.

Lema 5.1.4. Com as notações do parágrafo anterior, a colagem H =
X
⨿
Y

ϕ
é uma

superf́ıcie de Riemann compacta de gênero g, e a função meromorfa x sobre X estende-se

a um mapa holomorfo π : H → C∞ de grau 2.

Demonstração. A colagem H é uma superf́ıcie de Riemann compacta, pois é a união dos

subconjuntos compactos

{(x, y) ∈ X | |x| ≤ 1} e {(z, w) ∈ Y | |z| ≤ 1}.
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Pelas equações que definem as curvas X e Y , vemos que π tem grau 2. Então, a imagem

inversa de qualquer ponto pelo mapa π são dois pontos, sobre os quais π tem multiplicidade

1, ou apenas um ponto, sobre o qual π tem multiplicidade 2. Se h possui grau par, então

os pontos de ramo de π são as 2g + 2 ráızes de h; se h possui grau ı́mpar, então os

pontos de ramo de π são as 2g + 1 ráızes de h e o ponto ∞. Em ambos os casos,∑
p∈H(multp(π)− 1) = 2g + 2. Pela fórmula de Hurwitz, temos

2g(H)− 2 = deg(π)(2g(C∞)− 2) + (2g + 2)

= 2(−2) + (2g + 2)

= 2g − 2.

Portanto, g(H) = g.

A existência de um mapa holomorfo de grau 2 entre uma superf́ıcie de Riemann com-

pacta X e a esfera de Riemann C∞, é suficiente para identificar X como uma superf́ıcie

de Riemann hipereĺıptica. Formalizando, temos:

Proposição 5.1.4. Seja X uma superf́ıcie de Riemann compacta. Se existe um mapa

holomorfo F : X → C∞ de grau 2, então X é uma superf́ıcie de Riemann hipereĺıptica.

A demonstração desta proposição pode ser vista em [Gri89, p. 137–141] e [Mir97, p. 92].

Agora estamos aptos a classificar as curvas algébricas de gênero g = 2. Antes, note

que, uma superf́ıcie de Riemann hipereĺıpticaH é uma curva algébrica. De fato, as funções

meromorfas x e y são suficientes para separar pontos e tangentes de H.

Proposição 5.1.5. Se X é uma curva algébrica de gênero g = 2, então X é hipereĺıptica.

Demonstração. Seja K um divisor canônico sobre X, o qual possui grau 2g−2 = 2. Como

dim |K| = g−1 = 1 e |K| é livre de pontos de base, pelo Lema 3.3.5, podemos assumir que

K > 0. Como dimL(K) = g = 2, existe uma função meromorfa não-constante f ∈ L(K).

Claramente, o mapa holomorfo F : X → C∞ associado a f possui grau 2. Portanto, pela

Proposição 5.1.4, X é hipereĺıptica.

5.1.7 Teorema de Clifford

No Corolário 4.3.3, vimos um critério para que dimL(K − D) = 0, onde K é um

divisor canônico. Neste caso, obtemos uma fórmula bastante simples para a dimensão

do espaço L(D). Quando dimL(D) ̸= 0 e dimL(K − D) ̸= 0, o problema de calcular

dimL(D) pode se tornar uma tarefa árdua. Para este caso especial, o Teorema de Clifford

fornece uma cota superior para dimL(D).
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Definição 5.1.1. Sejam X uma curva algébrica e K ∈ KDiv(X). Um divisor efetivo

D ∈ Div(X) é especial se dimL(D) ̸= 0 e dimL(K −D) ̸= 0.

O lema a seguir fornece uma cota superior para a soma das dimensões de dois espaços

de funções meromorfas com pólos limitados.

Lema 5.1.5. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann compacta e D1, D2 ∈ Div(X). Sejam

também,M,N ∈ Div(X) tais queM(p) = min{D1(p), D2(p)} eN(p) = max{D1(p), D2(p)},
para todo p ∈ X. Então

dimL(D1) + dimL(D2) ≤ dimL(M) + dimL(N).

Demonstração. Por definição, temos M ≤ Di, i = 1, 2. Logo, L(M) ⊂ L(D1) ∩ L(D2).

Reciprocamente, se f ∈ L(D1) ∩ L(D2), então div(f)(p) ≥ −Di(p) ≥ −M(p), para todo

p ∈ X e para todo i = 1, 2. Portanto, f ∈ L(M). Então, L(D1) ∩ L(D2) = L(M).

Também por definição, Di ≤ N , i = 1, 2. Logo, L(Di) ⊂ L(N), i = 1, 2. Como L(N)

é um espaço vetorial, temos L(D1) + L(D2) ⊂ L(N). Aplicando a fórmula da dimensão

da soma de dois espaços vetoriais para L(D1) e L(D2), obtemos

dimL(D1) + dimL(D2) = dim(L(D1) ∩ L(D2)) + dim(L(D1) + L(D2))

≤ dimL(M) + dimL(N),

como afirmado.

O próximo lema aplica o lema anterior para os divisores D e K −D, vejamos:

Lema 5.1.6. Seja X uma curva algébrica de gênero g. Se D ∈ Div(X) é um divisor tal

que dimL(D) ≥ 1 e dimL(K −D) ≥ 1, então

dimL(D) + dimL(K −D) ≤ 1 + g.

Demonstração. Se dimL(D) ̸= 0 e dimL(K−D) ̸= 0, então os sistemas lineares comple-

tos |D| e |K−D| são não-vazios. Tome D1 ∈ |K−D| e escreva |D| = F + |D−F |, onde F
é a parte fixa de |D| e |D−F | é a parte removida de |D|. Como |D−F | é livre de pontos
de base, pelo Lema 3.3.5, existe um divisor D2 ∈ |D−F | tal que supp(D1)∩supp(D2) = ∅.
Como D2 ∼ D − F , temos

dimL(D2) = dimL(D − F ) = dimL(D),

sendo que esta última igualdade é verdadeira pelo Lema 3.3.6. Note que D1 + D2 ≤
D1 +D2 + F ∼ (K −D) +D = K, e portanto,
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dimL(D1 +D2) ≤ dimL(K) = g.

SejamM,N ∈ Div(X) tais queM(p) = min{D1(p), D2(p)} e N(p) = max{D1(p), D2(p)},
para todo p ∈ X. Como supp(D1)∩supp(D2) = ∅, temosM = D1+D2 eN = 0. Reunindo

todas estas informações, e utilizando a desigualdade do lema anterior, conclúımos que

dimL(D) + dimL(K −D) = dimL(D2) + dimL(D1)

≤ dimL(N) + dimL(M)

= dimL(0) + dimL(D1 +D2)

≤ 1 + g.

Teorema 5.1.2 (Clifford). Seja X uma curva algébrica. Se D ∈ Div(X) é um divisor

especial, então

2 dimL(D) ≤ deg(D) + 2.

Demonstração. Seja g o gênero da curva algébrica X. Sabemos do Teorema de Riemann-

Roch que dimL(K −D) = dimL(D)− deg(D)− 1 + g, para todo divisor D ∈ Div(X) e

para todo divisor canônico K ∈ KDiv(X). Substituindo esta igualdade na desigualdade

do lema anterior, conclui-se o teorema.

Corolário 5.1.3. Seja X uma curva algébrica. Se D ∈ Div(X) é um divisor especial,

então

dim |D| ≤ 1

2
deg(D).

5.2 Mapa Canônico

5.2.1 Mapa Canônico de uma Curva Algébrica de Gênero g ≥ 3

Sejam X uma curva algébrica de gênero g ≥ 3 e K ∈ KDiv(X). No Lema 5.1.3, vimos

que o sistema linear canônico |K| é livre de pontos de base. Portanto, temos o mapa

holomorfo

ϕK : X → Pg−1,

associado a |K|. Este mapa é chamado de mapa canônico de X.
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Proposição 5.2.1. Seja X uma curva algébrica de gênero g ≥ 3. Então, o mapa canônico

de X é um mergulho se, e somente se, X não é hipereĺıptica. Se X não é hipereĺıptica,

então o mapa canônico mergulha X em Pg−1 como uma curva projetiva suave de grau

2g − 2.

Demonstração. Seja K ∈ KDiv(X). Pela Proposição 3.4.3, o mapa canônico ϕK para

X não é um mergulho se, e somente se, existem p, q ∈ X tais que dimL(K − p − q) ̸=
dimL(K) − 2. Como o sistema linear canônico |K| é livre de pontos de base, ϕK é um

mergulho se, e somente se, existem p, q ∈ X tais que dimL(K − p− q) = dimL(K)− 1.

Pelo Teorema de Riemann-Roch, para todos p, q ∈ X,

dimL(K − p− q) = deg(K − p− q) + 1− g + dimL(p+ q)

= g − 3 + dimL(p+ q).

Portanto, ϕK não é um mergulho se, e somente se, existem p, q ∈ X tais que

dimL(p + q) = 2. Se isto ocorre, então toda função não-constante f ∈ L(p + q) terá

um mapa holomorfo associado F : X → C∞ de grau 2, e então X é hipereĺıptica, pela

Proposição 5.1.4. Reciprocamente, se X é hipereĺıptica e π : X → C∞ tem grau 2, então

o pullback p+ q de ∞ possui grau 2 e dimL(p+ q) = 2.

Definição 5.2.1. Sejam X uma curva algébrica não-hipereĺıptica e K ∈ KDiv(X). Pela

proposição anterior, a imagem ϕK(X) de X pelo mapa canônico ϕK é uma curva projetiva

suave. A curva ϕK(X) será chamada de curva canônica.

5.2.2 Mapa Canônico de uma Curva Algébrica Hipereĺıptica

Na Proposição 5.2.1, vimos que o mapa canônico de uma curva algébrica hipereĺıptica

não é um mergulho. Vamos investigar o mapa canônico para este caso.

Sejam X uma curva algébrica hipereĺıptica de gênero g ≥ 2 e K ∈ KDiv(X). Em

geral, pelo Lema 3.1.2, o sistema linear canônico |K| é o conjunto de todos os divisores

de 1-formas holomorfas sobre uma superf́ıcie de Riemann. É posśıvel mostrar que, se X

é hipereĺıptica, então

Ω1(X) =

{
p(x)

y
dx | deg(p) ≤ g − 1

}
.

Assim, se tomarmos K = (1/y)dx, então {1, x, x2, . . . , xg−1} será uma base para L(K).

Logo, a aplicação canônica ϕK para a curva hipereĺıptica de X de gênero g ≥ 2 é dada

por

ϕK(x) = [1 : x : x2 : · · · : xg−1].
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Observe que o mapa canônico ϕK é a composição da aplicação π : X → C∞ ∼= P1, dada

por π(x, y) = x, com o mapa de Veronese

νg−1 : P1 → Pg−1

[r : s] −→ [rg−1 : rg−2s : · · · : rsg−2 : sg−1],

A imagem de um mapa de Veronese é chamada de curva normal racional. Para esta curva,

é posśıvel determinar as equações polinomiais homogêneas que a definem (veja [Har92,

p. 11]).

5.2.3 Curvas Algébricas de Gênero g = 3

Vamos utilizar o mapa canônico para descrever as curvas algébricas de gênero g = 3.

Utilizaremos o Lema 5.1.2, para determinar a hipersuperf́ıcie que contém a curva algébrica

em questão.

Proposição 5.2.2. Seja X uma curva algébrica de gênero g = 3. Se X é hipereĺıptica,

então X é a colagem de duas curvas planas afins suaves, definidas pelas equações

y2 − h(x) = 0 e w2 − z2g+2h(1/z) = 0, onde h é um polinômio de grau 7 ou 8 e com

ráızes simples. Se X é não-hipereĺıptica, então o mapa canônico de X mergulha X em P2

como uma curva projetiva suave de grau 4, definida pelos zeros de uma equação polinomial

de grau 4.

Demonstração. Suponha que X é não-hipereĺıptica. Pelo Lema 5.1.2,

dim ker(R4) ≥
(
2 + 4

4

)
− 4 · 4− 1 + 3 = 1.

Portanto, existe um polinômio homogêneo F ∈ C[x, y, z] não-nulo de grau 4 que se anula

identicamente sobre X, ou seja, X ⊂ Q = {p ∈ P2 | F (p) = 0}. Com argumentos

análogos aos da demonstração da Proposição 5.1.3, verifica-se que F é irredut́ıvel e que

X = Q.

5.2.4 Curvas Algébricas de Gênero g = 4

Vamos descrever as curvas algébricas de gênero g = 4. Utilizaremos o Lema 5.1.2,

para determinar as hipersuperf́ıcies quem contém a curva algébrica em questão.

Proposição 5.2.3. Seja X uma curva algébrica de gênero g = 4. Se X é hipereĺıptica,

então X é a colagem de duas curvas planas afins suaves, definidas pelas equações

y2 − h(x) = 0 e w2 − z2g+2h(1/z) = 0, onde h é um polinômio de grau 9 ou 10 e com

ráızes simples. Se X é não-hipereĺıptica, então o mapa canônico de X mergulha X em P3
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como uma curva projetiva suave de grau 6, definida pelos zeros comuns a duas equações

polinomiais de graus 2 e 3.

Demonstração. Suponha que X é não-hipereĺıptica. Segundo o Lema 5.1.2,

dim ker(R2) ≥
(
3 + 2

2

)
− 2 · 6− 1 + 4 = 1.

Portanto, existe um polinômio homogêneo F ∈ C[x, y, z, w] não-nulo de grau 2 que se

anula identicamente sobre X. Este polinômio é irredut́ıvel, pois do contrário, X seria

degenerada. Novamente, pelo Lema 5.1.2,

dim ker(R3) ≥
(
3 + 3

3

)
− 3 · 6− 1 + 4 = 5.

Portanto, existem cinco polinômios homogêneos não-nulos de grau 3 que se anulam iden-

ticamente sobre X. Já conhecemos quatro destes polinômios homogêneos: xF , yF , zF

e wF . Então, existe um polinômio homogêneo G ∈ C[x, y, z, w] não-nulo de grau 3, não

múltiplo de F , que se anula identicamente sobre X. Sejam Q = {p ∈ P3 | F (p) = 0}
e C = {p ∈ P3 | G(p) = 0}. Mostramos que X ⊂ Q ∩ C. Afirmamos que existe um

hiperplano H0 ⊂ P3 tal que H0∩Q e H0∩C não possuem componentes em comum. Para

verificarmos a veracidade desta afirmação, é suficiente provarmos que existe um hiper-

plano H0 ⊂ P3 tal que H0 ∩ Q é irredut́ıvel e H0 ∩ Q ̸⊂ H0 ∩ C. Como Q ̸⊂ C, existe

p ∈ Q \ C. Assim, se H é um hiperplano passando por p, então H ∩ Q ̸⊂ H ∩ C. A

equação que define tal hiperplano é do tipo

a0x+ a1y + a2z + a3w = 0, ai ∈ C, 0 ≤ i ≤ 3.

Podemos supor que a0 = 1. Como p ∈ H, a equação que define H depende apenas de dois

parâmetros, os quais serão denotados por λ e µ. Seja CH = H∩Q. Então CH é uma cônica

em H. Denote por Tλµ a matriz associada à cônica CH . É fácil ver que, CH é redut́ıvel

se, e somente se, det(Tλµ) = 0. Então, se escolhermos λ0 e µ0 tais que det(Tλ0µ0) ̸= 0,

teremos um hiperplanos H0 com as propriedades desejadas. Por meio de uma mudança

de coordenadas projetivas, podemos supor que H0 = {[x : y : z : w] ∈ P3 | w = 0} ∼= P2.

Então, H0 ∩ Q e H0 ∩ C são, respectivamente, uma cônica e uma cúbica em P2 sem

componentes em comum. Pelo Teorema de Bézout,

#(H0 ∩ (Q ∩ C)) = #((H0 ∩Q) ∩ (H0 ∩ C))

= deg(H0 ∩Q) · deg(H0 ∩ C)

= 2 · 3 = 6.

Então, deg(Q ∩ C) = 6. Como X ⊂ Q ∩ C e deg(X) = 6, temos X = Q ∩ C.
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5.2.5 Forma Geométrica do Teorema de Riemann-Roch

Para obtermos uma descrição de curvas de gênero 5, precisamos interpretar geometri-

camente o teorema de Riemann-Roch para curvas canônicas.

Definição 5.2.2. Sejam X uma curva canônica de gênero g e D ∈ Div(X). O gerado de

D ∈ Div(X), denotado por span(D), é a interseção de todos os hiperplanos H ⊂ Pg−1

tais que div(H) ≥ D:

span(D) =
∩

H⊂Pg−1

div(H)≥D

H.

Se não existe nenhum hiperplano com tal propriedade, definimos span(D) como sendo

todo o espaço projetivo Pg−1. A dimensão de span(D) é a sua dimensão como subespaço

linear de Pg−1.

Teorema 5.2.1 (Forma Geométrica do Teorema de Riemann-Roch). Seja X uma

curva canônica de gênero g. Então, para todo D ∈ Div(X) efetivo,

dim |D| = deg(D)− 1− dim span(D),

ou equivalentemente,

dimL(D) = deg(D)− dim span(D).

Demonstração. Aplicando o Lema 3.4.4 para o mapa canônico, vemos que o sistema linear

canônico |K| é o conjunto de todos os divisores hiperplanos sobre X. Para D ∈ Div(X)

fixo, a aplicação{
divisores hiperplanos div(H)

tais que div(H) ≥ D

}
−→ |K −D|

K + div(f) 7−→ div(f) +K −D,

é claramente uma bijeção. Pela definição do gerado de D, o conjunto dos divisores hiper-

planos div(H) tais que div(H) ≥ D é igual ao conjunto dos divisores hiperplanos div(H)

tais que div(H) ≥ span(D). Conforme vimos acima, este conjunto é um subespaço linear

do espaço projetivo dual (Pg−1)∗ de codimensão dim span(D) + 1. Pelo Corolário 4.3.2,

dim span(D) + 1 = (g − 1)− dim |K −D|

= (g − 1)− dim |D|+ deg(D) + 1− g

= − dim |D|+ deg(D).
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5.2.6 Curvas Algébricas de Gênero g = 5

Vamos utilizar a forma geométrica do Teorema de Riemann-Roch para descrevermos

as curvas algébricas de gênero g = 5.

Definição 5.2.3. Uma curva não-hipereĺıptica é chamada de curva trigonal se possui um

g13.

Sejam X ⊂ Pn uma curva trigonal, Q um g13 sobre X e D = p + q + r um divisor de

Q. Pela forma geométrica do Teorema de Riemann-Roch,

dim span(D) = deg(D)− 1− dim |D|

= 3− 1− 1 = 1.

Portanto, os três pontos p, q e r são colineares. Então existe uma famı́lia de retas

parametrizada pelos divisores de Q. A união de tais retas é chamada de scroll .

Proposição 5.2.4. Seja X uma curva algébrica de gênero g = 5. Se X é hipereĺıptica,

então X é a colagem de duas curvas planas afins suaves, definidas pelas equações

y2 − h(x) = 0 e w2 − z2g+2h(1/z) = 0, onde h é um polinômio de grau 11 ou 12 e

com ráızes simples. Se X é não-hipereĺıptica, então o mapa canônico de X mergulha X

em P4 como uma curva projetiva suave de grau 8. Neste caso, se X é não-trigonal, então

X é interseção completa de três hipersuperf́ıcies, cada uma de grau 2. Se X é trigonal,

então X está contida numa scroll, a qual é interseção de três hipersuperf́ıcies contendo

X, cada uma de grau 2.

Demonstração. Suponha que X é não-hipereĺıptica. Utilizando o Lema 5.1.2, vemos que

dimker(R2) ≥
(
4 + 2

2

)
− 2 · 8− 1 + 5 = 3.

Portanto, existem polinômios homogêneos F1, F2, F3 ∈ C[x0, x1, x2, x3, x4] não-nulos e de

grau 2 se anulando identicamente sobre X. Sejam Qi = {p ∈ P4 | Fi(p) = 0}, 1 ≤ i ≤ 3.

Então, X ⊂
3∩

i=1

Qi. Se estes três polinômios definem uma curva de interseção completa,

então, pela Proposição 2.2.3, X =
3∩

i=1

Qi. Isto ocorre exatamente quando X é não-trigonal

(a prova deste fato pode ser encontrada em [GH78, p. 535]). Se X é trigonal, então existe

um g13 sobre X. Seja Q este sistema linear e D = p + q + r um divisor de Q. Conforme

vimos anteriormente, os pontos p, q e r estão sobre uma reta LD de P4. Como, em geral,

a interseção de uma hipersuperf́ıcie de grau 2 e uma reta pode conter no máximo dois
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pontos, vemos que X está contida na scroll de todas as retas LD, D ∈ Q, a qual é a

interseção
3∩

i=1

Qi.

Figura 5.2.1. Curva trigonal X de gênero 5, contida na scroll de
todas as retas LD.

5.3 Pontos de Inflexão e Pontos de Weierstrass

Sejam X ⊂ Pn uma curva projetiva suave, H ⊂ Pn um hiperplano e p ∈ X. Diremos

que H é tangente a X em p se div(H) ≥ 2 ·p. Se div(H) ≥ 3 ·p, diremos que H é tangente

inflexionário a X em p. Se todo hiperplano tangente a X em p for inflexionário, diremos

que p é um ponto de inflexão.

5.3.1 Números de Lacunas e Pontos de Inflexão de um Sistema

Linear

Seja X uma curva algébrica de gênero g. Suponha que X está mergulhada num espaço

projetivo Pn por meio de um mapa holomorfo associado a um sistema linear completo

|D|. Vimos no Lema 3.4.4, que o conjunto dos hiperplanos passando por um ponto p ∈ X
com multiplicidade k ≥ 1 corresponde ao espaço L(D − k · p). Portanto, o estudo de

hiperplanos tangentes e hiperplanos tangentes inflexionários pode ser reduzido ao estudo

dos subespaços L(D−2·p) e L(D−3·p) de L(D), respectivamente. Como estes subespaços

correspondem a sistemas lineares, é natural que queiramos generalizar o estudo destes para

todos os sistemas lineares Q ⊂ |D|.
Seja Q ⊂ |D| um sistema linear não-vazio. Então, o subespaço vetorial V ⊂ L(D)

correspondente a Q também é não-vazio. Para cada p ∈ X, defina

V (−n · p) := V ∩ L(D − n · p) = {f ∈ V | ordp(f) ≥ −D(p) + n}.
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Como L(D − n · p) ⊂ L(D − (n − 1) · p), temos V (−n · p) ⊂ V (−(n − 1) · p). Note que

V (−n ·p) = V (−(n−1) ·p) ou dimV (−n ·p) = dimV (−(n−1) ·p)−1. De fato, aplicando

o Teorema de Riemann-Roch para os divisores D − n · p e D − (n− 1) · p, vemos que

dimL(D−(n−1)·p)−dimL(D−n·p) = dimL(K−D+(n−1)·p)−dimL(K−D+n·p)+1 ≤ 1.

Portanto, dimV (−(n− 1) · p)− dimV (n · p) ≤ 1, donde segue o afirmado. Note também,

que a cadeia de subespaços vetoriais V (−n · p) ⊂ V (−(n − 1) · p) sempre alcança o

subespaço {0}. De fato, se k > deg(D) então L(D− k · p) = {0}, pois deg(D− k · p) < 0.

Logo, V (−n · p) = {0}, para todo n ≥ k.

Denotaremos porQ(−n·p) o sistema linear correspondente ao espaço vetorial V (−n·p).
Por definição, temos

Q(−n · p) = {E ∈ Q | E ≥ n · p}.

Definição 5.3.1. Um inteiro n ≥ 1 é um número de lacuna de Q em p se V (−n · p) ̸=
V (−(n − 1) · p), ou equivalentemente, se dimV (−n · p) = dimV (−(n − 1) · p) − 1. O

conjunto dos números de lacunas de Q em p será denotado por Gp(Q).

Em termos da dimensão de sistemas lineares, um inteiro n ≥ 1 é um número de lacuna

de Q em p se, e somente se, dimQ(−n · p) = dimQ(−(n− 1) · p).

Lema 5.3.1. Seja Q ⊂ |D| um grd não-vazio sobre uma curva algébrica X. Fixe p ∈ X.

Então:

(a) #Gp(Q) = r + 1; em particular, o conjunto dos números de lacuna de Q é finito;

(b) Gp(Q) ⊂ {1, 2, . . . , d+ 1};

(c) p é um ponto de base de Q se, e somente se, 1 ̸∈ Gp(Q);

(d) d+ 1 ∈ Gp(Q) se, e somente se, d · p ∈ Q;

(e) Gp(|0|) = {1}.

Demonstração. (a) Seja V o espaço vetorial correspondente ao sistema linear Q. Como

dimQ = r, temos dimV = r + 1. Logo, na cadeia de subespaços vetoriais V (−n · p) ⊂
V (−(n − 1) · p) podem aparecer no máximo r + 1 números de lacunas. Agora, como

esta cadeia alcança o subespaço {0} e V (−n · p) = V (−(n − 1) · p) ou dimV (−n · p) =
dimV (−(n−1)·p)−1, a quantidade de números de lacunas de Q em p deve ser exatamente

igual a r + 1.
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(b) Conforme hav́ıamos observado anteriormente, para todo k > 1 + d temos

V (−k · p) = V (−(k − 1) · p) = {0}. Portanto, não existem números de lacunas maiores

do que d+ 1.

(c) Pelo Lema 3.3.4, p é um ponto de base do sistema linear Q se, e somente se,

V ⊂ L(D − p). Isto é equivalente a V (−p) = V (0), o que significa que 1 ̸∈ Gp(Q).

(d) O inteiro d+1 é um número de lacuna de Q em p se, e somente se, V (−(d+1)·p) ̸=
V (−d · p). Como V (−(d + 1) · p) = {0}, esta última condição é equivalente a existir

f ∈ V ∩ L(D − d · p) tal que ordp(f) = −D(p) + n, o que também é equivalente a ter

div(f) +D = d · p ∈ Q.
(e) Segue dos itens (a) e (b).

Definição 5.3.2. Seja Q um grd não-vazio sobre uma curva algébrica X. Diremos que

p ∈ X é um ponto de inflexão de Q, se Gp(Q) ̸= {1, 2, . . . , r + 1}.

Sejam Q ⊂ |D| um grd não-vazio sobre uma curva algébrica X e p ∈ X. Suponha que

V é o espaço vetorial correspondente ao sistema linear Q. Escreva Gp(Q) = {n1 < n2 <

· · · < nr+1}. Para cada i = 1, 2, . . . , r + 1, tome fi ∈ V (−(ni − 1) · p) \ V (−ni · p). Por

tal escolha, temos ordp(fi) = ni − 1 − D(p), para todo i = 1, 2, . . . , r + 1. Claramente,

{f1, f2, . . . , fr+1} é uma base para o espaço vetorial V . Toda base para o espaço V com

estas propriedades será chamada de base inflexionária para V com respeito a p. Note

que, p não é um ponto de inflexão de Q se, e somente se, existe uma base inflexionária

{f1, f2, . . . , fr+1} para V , onde ordp(fi) = i− 1−D(p), para todo i = 1, 2, . . . , r + 1.

5.3.2 Critério do Wronskiano

Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e g1, g2, . . . , gn funções meromorfas num ponto

p ∈ X. Se ϕ é uma carta local sobre X centrada em p, denotaremos a composição

gi ◦ ϕ−1(z) simplesmente por gi(z). O Wronskiano das funções g1, g2, . . . , gn com respeito

a coordenada local z, denotado por Wz(g1, g2, . . . , gn), é a função

Wz(g1, g2, . . . , gn)(z) = det


g1(z) g′1(z) g

(2)
1 (z) · · · g

(n−1)
1 (z)

g2(z) g′2(z) g
(2)
2 (z) · · · g

(n−1)
2 (z)

...
...

...
. . .

...

gn(z) g′n(z) g
(2)
n (z) · · · g

(n−1)
n (z)

 .

Claramente, o Wronskiano é uma função meromorfa em z = 0. Se g1, g2, . . . , gn são

funções holomorfas em p, então o Wronskiano é uma função holomorfa em z = 0.

Lema 5.3.2. Sejam X uma curva algébrica e Q ⊂ |D| um grd não-vazio. Suponha que

V ⊂ L(D) é o subespaço vetorial correspondente ao sistema linear Q. Fixe p ∈ X e z uma

coordenada local centrada em p. Então, p é um ponto de inflexão de Q se, e somente se,
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para qualquer base {f1, f2, . . . , fr+1} de V , o Wronskiano

Wz(z
D(p)f1, z

D(p)f2, . . . , z
D(p)fr+1)(0) = 0.

Demonstração. Seja {f1, f2, . . . , fr+1} uma base de V . Como V ⊂ L(D), temos ordp(fi) ≥
−D(p), para todo i = 1, 2, . . . , r + 1. Portanto, para cada i = 1, 2, . . . , r + 1, a função

gi = zD(p)fi é holomorfa em p. Note que, p não é um ponto de inflexão se, e somente se,

existem combinações lineares hj =
∑r+1

i=1 aijfi, tais que {h1, h2, . . . , hr+1} é uma base para

V , onde ordp(hj) = j − 1, para todo j = 1, 2, . . . , r + 1. De fato, esta última condição

é equivalente a ter {z−D(p)h1, z
−D(p)h2, . . . , z

−D(p)hr+1} uma base inflexionária para V ,

onde ordp(z
−D(p)hj) = j− 1−D(p), para todo j = 1, 2, . . . , r+1. Fixe um ı́ndice k, onde

1 ≤ k ≤ r + 1. Como gk é holomorfa em p, a série de Laurent de gk em torno de z = 0 é

gk(z) = gk(0) + g′k(0)z +
g
(2)
k

2!
z2 + · · ·+ g

(r)
k

r!
zr + t. o.m.

Agora é fácil ver que, {h1, h2, . . . , hr+1} é uma base para V , onde ordp(hj) = j − 1, para

todo j = 1, 2, . . . , r + 1, se, e somente se,

det


g1(0) g′1(0) g

(2)
1 (0) · · · g

(r)
1 (0)

g2(0) g′2(0) g
(2)
2 (0) · · · g

(r)
2 (0)

...
...

...
. . .

...

gn(0) g′n(0) g
(2)
n (0) · · · g

(r)
r+1(0)

 ̸= 0,

e este determinante é, por definição, o Wronskiano Wz(g1, g2, . . . , gn)(z) avaliado

em z = 0.

Lema 5.3.3. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e p ∈ X. Fixe uma coordenada

local z centrada em p. Se g1, g2, . . . , gn são funções holomorfas em z = 0 e linearmente

independentes, então o Wronskiano Wz(g1, g2, . . . , gn)(z) é não identicamente nulo numa

vizinhança de z = 0.

Corolário 5.3.1. Seja Q ⊂ |D| um grd não-vazio sobre uma curva algébrica X. Então,

existe apenas uma quantidade finita de pontos de inflexão de Q.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.2, os pontos de inflexão do sistema linear Q correspondem

aos zeros de um Wronskiano de funções holomorfas, o qual também é holomorfo. Logo,

o conjunto dos pontos de inflexão do sistema linear Q é fechado. Como X é compacta,

para que este conjunto seja finito é suficiente provar sua discrição. Sejam p ∈ X um

ponto de inflexão de Q e U uma vizinhança de p tal que D(q) = 0, para todo q ∈
U \ {p} (lembre-se de que o suporte de um divisor é um subconjunto discreto de X).

Fixe uma base {f1, f2, . . . , fr+1} para o espaço vetorial V correspondente a Q. Para cada

i = 1, 2, . . . , r + 1, defina gi = zD(p)fi. Claramente, g1, g2, . . . , gn são holomorfas em

p e linearmente independentes. Se z denota uma coordenada local próximo a p, então
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pelo lema anterior, o Wronskiano Wz(g1, g2, . . . , gr+1)(z) é não identicamente nulo numa

vizinhança de z = 0, e portanto, pelo Teorema 2.2.3, seus zeros são isolados. Logo,

reduzindo a vizinha U de p, se necessário, o ponto p será o único ponto de inflexão de Q

em U .

Lema 5.3.4. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e p ∈ X. Fixe uma coordenada local z

próxima a p. Se g1, g2, . . . , gℓ são funções meromorfas sobre X, então

Wz(g1, g2, . . . , gℓ)(z)(dz)
ℓ(ℓ−1)/2 é uma ℓ(ℓ− 1)/2-diferencial meromorfa sobre X.

Demonstração. Como g1, g2, . . . , gℓ são funções meromorfas, o Wronskiano

Wz(g1, g2, . . . , gℓ)(z) é uma função meromorfa sobre X, e portanto, define uma ℓ(ℓ−1)/2-

diferencial meromorfa sobre X. Vamos verificar que, se w é uma outra coordenada local

próxima a p, então Wz(g1, g2, . . . , gℓ)(z)(dz)
ℓ(ℓ−1)/2 transforma-se em

Ww(g1, g2, . . . , gℓ)(w)(dw)
ℓ(ℓ−1)/2 via a função de transição z = T (w). Note que, para

todo i = 1, 2, . . . , ℓ e todo k ∈ Z, k ≥ 0, temos

dkgi(T (w))

dwk
= T ′(w)k

dkgi(z)

dzk
+

k−1∑
j=0

αjk(z)
djgi(z)

dzj
,

onde cada αjk(z) é uma função holomorfa. Portanto, efetuando as convenientes operações

elementares nas colunas da matriz
(
dkgi(T (w))/dw

k
)
, vemos que esta é equivalente a

matriz
(
T ′(w)kdkgi(z)/dz

k
)
. Logo,

Ww(g1, g2, . . . , gℓ)(w) = det

(
dkgi(T (w))

dwk

)
= det

(
T ′(w)k

dkgi(z)

dzk

)
= T ′(w)1+2+···+(ℓ−1) det

(
dkgi(z)

dzk

)
= T ′(w)ℓ(ℓ−1)/2Wz(g1, g2, . . . , gℓ)(z),

e então,Wz(g1, g2, . . . , gℓ)(z)(dz)
ℓ(ℓ−1)/2 transforma-se emWw(g1, g2, . . . , gℓ)(w)(dw)

ℓ(ℓ−1)/2

via a função de transição z = T (w).

Lema 5.3.5. Sejam X uma superf́ıcie de Riemann e D ∈ Div(X). Se g1, g2, . . . , gℓ ∈
L(D), então Wz(g1, g2, . . . , gℓ) ∈ L(ℓ(ℓ−1)/2)(ℓD).

Demonstração. Pela hipótese, ordp(gi) ≥ −D(p), para todo p ∈ X e todo i = 1, 2, . . . , ℓ.

Fixe p ∈ X e z uma coordenada local próxima a p. Como zD(p)gi é holomorfa em p, para

todo i = 1, 2, . . . , ℓ, o Wronskiano Wz(z
D(p)g1, z

D(p)g2, . . . , z
D(p)gℓ) também é holomorfo

em p, e portanto, ordp

(
Wz(z

D(p)g1, z
D(p)g2, . . . , z

D(p)gℓ)
)
≥ 0. Como o Wronskiano é uma
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função multilinear,

Wz(z
D(p)g1, z

D(p)g2, . . . , z
D(p)gℓ) = zℓD(p)Wz(g1, g2, . . . , gℓ).

Calculando a ordem em p dos dois lados desta igualdade, conclúımos que

ordp (Wz(g1, g2, . . . , gℓ)) ≥ −ℓD(p). Portanto, Wz(g1, g2, . . . , gℓ) ∈ L(ℓ(ℓ−1)/2)(ℓD).

5.3.3 Número de Pontos de Inflexão

Seja Q ⊂ |D| um grd sobre uma superf́ıcie de Riemann compacta X. Suponha que V ⊂
L(D) é o espaço vetorial correspondente ao sistema linear Q, e que B = {f1, f2, . . . , fr+1}
e B′ = {g1, g2, . . . , gr+1} são duas bases para V . É fácil verificar que

W (f1, f2, . . . , fr+1) = det(MB
B′)W (g1, g2, . . . , gn),

onde MB
B′ é a matriz mudança de base de B para B′. Portanto, o lugar dos zeros do

Wronskiano não depende da escolha da base do sistema linear. Denotaremos por W (Q)

o Wronskiano do sistema linear Q.

Lema 5.3.6. Seja X uma curva algébrica de gênero g. Se Q ⊂ |D| é um grd não-vazio

sobre X, então

deg (div (W (Q))) = r(r + 1)(g − 1).

Demonstração. Seja n = r(r + 1)/2. No Lema 5.3.4, vimos que W (Q) ∈ L(n)((r + 1)D).

Então, pelo Lema 3.3.4, existem uma função meromorfa f e uma 1-forma meromorfa sobre

X, tais que W (Q) = fωn. Então,

∑
p∈X

ordp (W (Q)) =
∑
p∈X

ordp (fω
n)

=
∑
p∈X

(ordp(f) + n ordp(ω))

= n
∑
p∈X

ordp(ω)

= n(2g − 2)

= r(r + 1)(g − 1),

visto que
∑

p∈X ordp(f) = 0 e
∑

p∈X ordp(ω) = 2g − 2.

Lema 5.3.7. Sejam X uma curva algébrica, Q ⊂ |D| um grd não-vazio sobre X e p ∈ X.

Se Gp(Q) = {n1 < n2 < · · · < nr+1} e {f1, f2, . . . , fr+1} é uma base para o espaço vetorial
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V ⊂ L(D) correspondente a Q, então

ordp

(
Wz

(
zD(p)f1, z

D(p)f2, . . . , z
D(p)fr+1

))
=

r+1∑
i=1

(ni − i).

Demonstração. Pela observação feita no ińıcio desta subseção, podemos supor que

{f1, f2, . . . , fr+1} é uma base inflexionária para V com respeito a p, onde fi = zni−1−D(p)+

t. o.m., para todo i = 1, 2, . . . , r + 1. Então, estamos querendo calcular a ordem do

Wronskiano

W (z) = Wz(z
n1−1 + t. o.m., zn2−1 + t. o.m., . . . , znr+1−1 + t. o.m.),

no ponto p. Note que, se o coeficiente de menor grau posśıvel do Wronskiano

Y (z) = Wz(z
n1−1, zn2−2, . . . , znr+1−1) é não-nulo, então ordp(Y (z)) = ordp(W (z)).

Expandindo o determinante Y (z), vemos que

Y (z) = det(N)z
∑r+1

i=1 (ni−i),

onde N é a matriz cuja j-ésima coluna é

Nj =



1

nj − 1

(nj − 1)(nj − 2)
...

(nj − 1)(nj − 2) · · · (nj − r − 1)


.

Efetuando operações elementares nas linhas da matriz N , vemos que esta é equiva-

lente a matriz de Vandermonde V = (ni−1
j ), cujo determinante é dado por detV =∏

1≤i<j≤r+1(nj − ni). Como os números de lacunas são dois a dois distintos, det(N) ̸= 0.

Portanto, ordp(W (z)) = ordp(Y (z)) =
∑r+1

i=1 (ni − i).

O lema anterior motiva a seguinte definição:

Definição 5.3.3. Sejam X uma curva algébrica e Q um grd não-vazio sobre X. O peso de

um ponto p ∈ X com respeito a Q, denotado por wp(Q), é a soma

wp(Q) =
r+1∑
i=1

(ni − i),

onde Gp(Q) = {n1 < n2 < · · · < nr+1}.

Teorema 5.3.1. Sejam X uma curva algébrica de gênero g e Q ⊂ |D| um grd não-vazio.

Então,
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∑
p∈X

wp(Q) = (r + 1)(d+ rg − r).

Demonstração. Seja {f1, f2, . . . , fr+1} uma base para o subespaço vetorial V ⊂ L(D)

correspondente a Q. Pelos Lemas 5.3.7 e 5.3.6, temos

∑
p∈X

wp(Q) =
∑
p∈X

ordp

(
Wz

(
zD(p)f1, z

D(p)f2, . . . , z
D(p)fr+1

))
=

∑
p∈X

((r + 1)D(p) + ordp (W (Q)))

= (r + 1)d+ r(r + 1)(g − 1)

= (r + 1)(d+ rg − r).

5.3.4 Pontos de Inflexão de Curvas Planas Projetivas Suaves

Vamos aplicar o Teorema 5.3.1 para calcular o número de pontos de inflexão sobre

uma curva plana projetiva suave.

Corolário 5.3.2. Seja X uma curva plana projetiva suave de grau d. Então, X possui

3d(d− 2) pontos de inflexão, contados com suas multiplicidades: se a reta tangente a X

num ponto de inflexão p encontra X com multiplicidade k, então p é contado k− 2 vezes.

Demonstração. Naturalmente, a curva plana projetivaX está mergulhada em P2 por meio

da aplicação identidade, a qual é holomorfa e está associada ao sistema linear hiperplano

Q, isto é, ao sistema linear formado por todos os divisores hiperplanos sobre X. Clara-

mente, Q é um g2d. Pela fórmula de Plücker, o gênero g de X é g = (d − 1)(d − 2)/2.

Portanto, pelo Teorema 5.3.1,

∑
p∈X

wp(Q) = 3d(d− 2).

Vejamos como são contados os pontos de inflexão. Seja p ∈ X. Como Q é livre de pontos

de base, pelo Lema 5.3.1, o primeiro número de lacuna é n1 = 1. Como uma reta passando

por p, em geral não é tangente a X em p, o segundo número de lacuna é n2 = 2. Agora

considere o subsistema linear Q(−2·p). Este subsistema linear é constitúıdo de apenas um

divisor hiperplano div(H), pois X é suave. Se a reta tangente a X em p que define div(H)

encontra X com multiplicidade k, então div(H) ∈ Q(−k ·p), mas div(H) ̸∈ Q(−(k+1)·p).
Então Q(−(k + 1) · p) = ∅. Portanto, o terceiro e último número de lacuna é n3 = k + 1.

Assim, o peso de p com respeito a Q é wp(Q) = k − 2.
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5.3.5 Pontos de Weierstrass

Vamos investigar os pontos de inflexão de um sistema linear muito importante: o

sistema linear canônico. Conforme observamos no ińıcio desta seção, a investigação de

tais pontos se resume ao estudo do comportamento inflexionário dos hiperplanos tangentes

a uma curva canônica.

Os pontos de inflexão de sistemas lineares canônicos são chamados de

pontos de Weierstrass.

Corolário 5.3.3. Seja X uma curva algébrica de gênero g ≥ 1. Então, existem

g3 − g = g(g − 1)(g + 1)

pontos de Weierstrass sobre X, cada um contado com seu peso.

Demonstração. Basta lembrar que |K| é um sistema linear de grau 2g − 2 e dimensão

g − 1, e então, aplicar o Teorema 5.3.1.

Seja X uma curva canônica. Por definição, um ponto p ∈ X é um ponto de Weierstrass

do sistema linear canônico |K| se, e somente se, Gp(|K|) ̸= {1, 2, . . . , g}. Verificaremos

quando um inteiro n é um número de lacuna de |K| em p. Pelo Teorema de Riemann-Roch,

dimL(K − ℓp) = (2g − 2− ℓ) + 1− g + dimL(ℓp)

= g − 1− ℓ+ dimL(ℓp),

para todo ℓ ∈ Z. Então,

dimL(K − (n− 1) · p)− dimL(K − n · p) = 1 + dimL((n− 1) · p)− dimL(n · p),

para todo n ∈ Z. Portanto, n é um número de lacuna de |K| em p se, e somente se,

dimL((n− 1) · p) = dimL(n · p). Em outras palavras, podemos determinar os número de

lacunas de |K| em p analisando a cadeia de subespaços vetoriais

{0} ⊂ L(0) ⊂ L(p) ⊂ L(2 · p) ⊂ · · · ⊂ L((n− 1) · p) ⊂ L(n · p) ⊂ · · · .

Como L((n − 1) · p) = L(n · p) ou dimL((n − 1) · p) = L(n · p) − 1, vemos que n é um

número de lacuna de |K| em p se, e somente se, não existe uma função meromorfa f sobre

X tal que ordp(f) = −n.
Note que o complementar do conjunto dos números de lacunas do sistema linear

canônico é um semigrupo: se m,n ∈ Z, m,n ≥ 0 não são números de lacunas de |K|
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num ponto p, então m + n também não é um número de lacuna. De fato, se m e n

não são números de lacunas, então existem funções meromorfas f e g sobre X, tais que

ordp(f) = −m e ordp(g) = −n. Então fg é uma função meromorfa sobre X tal que

ordp(fg) = −(m+ n). Portanto, m+ n não é um número de lacuna.
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Reśıduo

de uma 1-forma meromorfa, 65

Reta projetiva complexa, 27

Série de Laurent, 43

Separação

de pontos, 95

de tangente, 95

Singularidade

de uma curva plana afim, 30

de uma curva plana projetiva, 32

essencial, 41

remov́ıvel, 41

Sistema linear, 84
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