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Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria de bifurcacao e algumas das suas aplicacbes. Apre-
sentamos alguns resultados basicos e definimos o conceito de ponto de bifurcagao. Logo,
estudamos a teoria do grau topoldgico. Em seguida, enunciamos dois teoremas importantes
que sao os teoremas de Krasnoselski e de Rabinowitz. Finalmente apresentamos um exemplo e
duas aplicacoes do teorema de Rabinowitz nas quais os valores caracteristicos com que lidamos
sao simples, no exemplo se consegue provar que a segunda alternativa do teorema ocorre, a
primeira aplicagao é um problema de autovalores nao lineares de Sturm-Liouville para uma
E.D.O de segunda ordem na qual se prova que a primeira alternativa do teorema de Rabinowitz
é valida e a segunda aplicagdo é um problema de autovalores para uma equacao diferencial
parcial quase-linear a qual se prova que também ocorre a primeira alternativa do teorema.

Palavras-chave: Teoria de bifurcacao, grau topoldgico, teorema de bifurcacao de
Krasnoselski, teorema de bifurcacao de Rabinowitz.



Abstract

In this work, we study bifurcation theory and its applications. We present some basic
results and define the concept of bifurcation point. Then we study the theory of topological
degree. Next we state two important theorems that are Krasnoselski’s theorem and Rabinowitz’s
theorem. Finally we present an example and two applications of Rabinowitz theorem in
which the characteristic values we deal with are simple, in an example we can prove that
the second item of theorem occurs and the first application is a nonlinear Sturm-Liouville
eigenvalue problem for a second order ordinary differential equation were we prove that the
first alternative of Rabinowitz’s theorem holds and the second application is an eigenvalue
problem for a quasilinear elliptic partial differential equation where we prove that the first
alternative of the theorem also holds.

Keywords: Bifurcation theory, topological degree, the Krasnoselski bifurcation
theorem, the Rabinowitz bifurcation theorem.
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Introducao

Seja £ um espago de Banach real com norma || - ||. Considere a seguinte equagao
u=G(\u), (1)

onde A € R, u € F e G é continuo e compacto tal que G(A,0) = 0 para todo A € R.
Uma solucao de é um par (\,u) € R x E tal que satisfaz e o conjunto de solucoes
{(A,0) e R x E: G(A,0) =0} ¢ conhecido como solugoes triviais de (I)). A equagao da forma
geralmente estd associada a problemas de autovalores nao lineares os quais surgem em
muitas partes da fisica matematica. Problemas fisicos como elasticidade, dinamica de fluidos,
transferéncia de calor etc. podem ser tratados como problemas de ponto fixo do tipo e sob
circunstancias apropriadas podem ser estudados usando a teoria de bifurcacao.

Nosso principal interesse neste trabalho é estudar a estrutura do conjunto de solugoes nao
triviais {(\,u) e RX E,u# 0: G(\,u) = u} de (I). Dizemos que A\* ¢ um ponto de bifurcagao
se (A\*,0) € .¥ onde . é o fecho do conjunto de solugbes nao triviais.

Estudaremos sob a hipotese que

G:&§=RxFE — FE
(Nu) — G\ u)=ALu+ H(\ u) (2)

onde L : E — E é um operador linear, compacto e H (A, u) = o(||lu]|), quando ||u|| — 0
uniformemente para A em intervalos compactos.

Esta dissertacao estd organizada em 3 capitulos, a seguir faremos uma breve descricao do
contetido de cada um deles.

No capitulo 1, apresentamos conceitos preliminares que servirao de base para a teoria que
queremos estudar nos capitulos posteriores. Comecamos lembrando brevemente a definicao dos
espacos LP e dos espagos de Sobolev. Em seguida, enunciamos o teorema da funcao implicita,
estudamos as equagoes elipticas, operadores lineares compactos, teorema do ponto fixo de
Banach e os operadores crescentes. Para continuar os estudos preliminares, apresentamos a
teoria de bifurcacao, estabelecemos definigoes e uma condigao necessaria para que (A, 0) seja
um ponto de bifurcacao, em seguida estudamos o método de reducao de Lyapunov-Schmidt, a
bifurcacao a partir do autovalores simples e demonstramos um resultado devido a Crandall e
Rabinowitz que foi publicado em [10].

No capitulo 2, apresentamos uma teoria que tem sido desenvolvida como um método para
estudar o conjunto das solugdes de uma equacao da forma ¢(x) = b sobre um espago de Banach

adequado, obtendo informagoes sobre a existéncia, multiplicidade e a natureza destas solucoes,

X1
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esta teoria é conhecida como a teoria do grau e é usada principalmente em equagoes diferenciais
ordindrias (E.D.O) e equagoes diferenciais parciais (E.D.P). Iniciamos este capitulo estudando
a teoria do grau topologico de Brouwer para fungoes continuas em espacos de Banach de
dimensao finita, como consequéncia imediata temos o teorema do ponto fixo de Brouwer. Em
seguida estudamos a extensao da teoria do grau para espacgos de Banach de dimensao infinita
onde define-se o grau de Leray-Schauder para operadores que sao perturbagoes compactas da
identidade, ou seja, da forma I —T com T um operador compacto. A ideia central da defini¢ao
do grau de Leray-Schauder que estudamos nesse capitulo consiste em aproximar a perturbacao
compacta mediante operadores de posto finito, e como consequéncia imediata temos o teorema
do ponto fixo de Schauder, apresentamos propriedades da invariancia homotopica e do indice
de uma funcao com respeito a uma solugao isolada que serao muito utilizadas nos resultados
centrais desta dissertagao (Teoremas de Krasnoselskii e Rabinowitz) e para finalizar o capitulo
apresentamos algumas aplicagoes do grau de Leray-Schauder para equacoes elipticas.

No capitulo 3, apresentamos os memoraveis teoremas de Krasnoselskii [7] e Rabinowitz [15].
Estes teoremas relacionam o conceito de bifurcagao com a multiplicidade algébrica de um valor
caracteristico do operador compacto L. O teorema de Krasnoselskii determina uma condi¢ao
suficiente para que um ponto (u,0), seja um ponto de bifurcagdo da equagao , ou seja, se
i é um valor caracteristico de L com multiplicidade algébrica impar entdao (u,0) é um ponto
de bifurcagao da equacao , e o teorema de Rabonowitz permite descrever o comportamento
de um ramo de solucoes de que se bifurca a partir do ramo trivial no contexto do teorema
de Krasnoselskii, isto ¢, se . ¢ um valor caracteristico de L com multiplicidade algébrica impar
e G com as hipdteses dadas anteriormente, entao . possui uma componente conexa %, que
contém (p,0) e 6, ou é nao limitado em & ou contém (j1,0), onde i é um valor caracteristico
de L diferente de p. Em seguida, destacamos um exemplo e duas aplicagoes do teorema de
Rabinowitz. No exemplo prova-se que ocorre a segunda alternativa do teorema de Rabinowitz,
ou seja, a componente 6, de . contém (ji,0) com j valor caracteristico diferente de p, a
primeira aplicacao é um problema nao linear de Sturm-Liouville para uma E.D.O de segunda
ordem

Lu=—(px)u) + q(x)u = \F(v,u,v'), 0<z<m,
aou(0) + bou/(0) = 0, (3)
aju(m) + b/ (m) =0,

onde (a2 +b2)(ai+03) # 0, p : [0,7] — R é positiva e continuamente diferencidvel,
q : [0,7] — R ¢ continua, a : [0,7] — R ¢ positiva e continua e a fungdo F' ¢é continua
em seus argumentos sobre [0,71] x R? e é definida como F(z,&,n) = a(x) + h(z,&,n) com
Wz, &n) = o((£2+n*)"?) quando (£,7) — (0,0) uniformemente em z. Observe que neste
caso os autovalores do problema linear

ZLv = pav, 0<z<m,
aou(0) 4+ b’ (0) = 0, (4)
aju(m) + by (m) =0,

formam uma sequéncia crescente de autovalores simples [8]. Como cada autovalor de &
¢ um valor caracteristico de L com multiplicidade algébrica impar, se consegue demonstrar
que satisfazem todas as hipdteses do teorema de Rabinowitz e consequentemente existe uma
componente ¢ de . que contém a (ug,0) e 6 é ndo limitada, ou seja, nesse caso ocorre
a primeira alternativa do Teorema de Rabinowitz. A segunda aplicacao é um problema de
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autovalores para equagoes diferenciais parciais elipticas quase-lineares. Considere o problema
com valores na fronteira,

Lu = — Z i (2,1, D)y, + Z bi(z, u, Du)uy,,
o = : 5
+c(z,u, Du)u = A (a(z)u+ F(z,u, ), z € (5)
u = 0, sobre 0

onde €2 um dominio suave e limitado em R", Du denota o gradiente de u e as funcoes a; ;, b;, ¢, a, F'
sao continuamente diferencidveis em seus argumentos. Além disso, ¢ > 0, a > ag > 0, F > 0,
F(z,u,\) = o(Ju|) quando u — 0 uniformemente sobre x € Q2 e A em intervalos limitados e o
operador £ é uniformemente eliptico. Pela Estimativa de Schauder [9] o problema possui
uma tnica solugdo u € C?+*(Q) e satisfaz a e equagdo u = G(\, u). Considere o problema de
valores caracteristicos lineares v = pLv, a Unica solugao de

- Z aij(2,0,0)Vp0; + Zbi(z, 0,0)vy, + ¢(x,0,0)v = pa(z)v, =€l (©)
ij=1 i=1

v = 0, sobre 0f).

Veremos que pelo Teorema de Krein-Rutman [7], L possui uma tnica autofunc¢do positiva
normalizada correspondente ao valor caracteristico u; de L positivo e simples. Se prova que o
valor caracteristico u; e G satisfazem as hipdteses do Teorema de Rabinowitz, assim existe uma
componente conexa %, de . que contém (p1,0) e satisfaz uma das alternativas do Teorema de
Rabinowitz. Finalmente, demonstramos que a primeira alternativa do Teorema de Rabinowitz
ocorre, ou seja, a componente %7 é nao limitada em &.



CAPITULO

1

Concelitos Preliminares

Neste capitulo, apresentamos defini¢oes e resultados necessarios para o desenvolvimento de
todo nosso trabalho. Iniciamos com defini¢oes gerais de Anélise, EDP e Teoria Variacional.
Na secao apresentamos o conceito de ponto de bifurcagao assim como as nog¢oes basicas da
teoria de bifurcacao. Como referéncias para este capitulo, temos [2], [3], [5] e [11].

1.1 Definicoes e resultados basicos

Definicao 1.1.1 Seja 1 < p < co. O espaco de Lebesque LP, € o conjunto de todas fungoes
mensurdveis f : Q — R tais que || f]|, < oo, onde

= ([ \f(x)lpdwf | (11)

Para p =00, L™ € o conjunto de todas fun¢des mensurdveis, f: 2 — R tais que || f||loo < 00,
em que
| fllo = sugess]f(x)] =inf{B>0:u{zeQ:|f(zx)]>B})=0}.
Te
Observacao 1.1.1

- Duas funcoes em LP sao consideradas iquais se elas sao iquais q.t.p.

- Os espagos LP sao espacos de Banach.
Ver demonstracao em [5] (Cap. 4, Segao 4.2, Teorema 4.8).

Definigao 1.1.2 Sejau,v € L}, (Q) e a um multi-indice. Dizemos que v € a a—ésima derivada
fraca de u se

/Q o) va(x)dz = (—1) /Q w(@)Dp(2)dr, Vo € C2(Q). (12)
Notacgao 1.1.1
D% = v,.

9
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Lema 1.1.1 A deriwada fraca de u, se existe, estd unicamente definida salvo em um conjunto
de medida nula.

Ver demonstragao em [11] (Cap. 5, pag. 243).

1.2 Espaco de Sobolev

Definigao 1.2.1 Seja Q um subconjunto aberto e limitado de RY, p € [1,+00] e k € N.
Definimos o espago de Sobolev W*P(Q) como sendo o conjunto de todas as fungoes u € LP(Q)
tais que D*u € LP(2), para todo 0 < |a| < k, onde o é um multi-indice e D*u denota a
derivada no sentido fraco. Como D*u € LP(Q), estamos assumindo que todas as derivadas
fracas de ordem menor ou igual a k existem.

Podemos representar o Espaco de Sobolev pelo seguinte conjunto:

WEP(Q) ={uec LP(Q): Ya= (a1, - ,ay), com |af <k, I D € LP(Q) no sentido fraco}.

i. Para 1 < p < 0o, a norma de W"?() ¢ definida como

I llep - WEP(Q) — R

D=

u = ulley = | D IDllp

laf<k

ii. Para p = 400, a norma de W*P(Q2) é definida por

| lkp s WHP(Q) — R
u = lullk, = mz?éHDo‘qu.

laf<

e Um caso particular, é quando p = 2, entao,
H*(Q) = Wk2(Q).

( Nesse caso utiliza-se H pois H*(Q2) é um espago de Hilbert) onde | - ||z estd associada
ao produto interno

(U, V) = Z (D%, D*0) 12(q) -

| <k

Se k = 0, entao
HY(Q) = L*(Q).

o (W*P(Q), |- |lkp) é um espago de Banach para 1 < p < +oc.

o WHP(Q) é separdvel, para 1 < p < +o0o. Em particular, H*(2) é um espaco de Hilbert
separavel.

o WHP(Q) é reflexivo, para 1 < p < +oo .
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e Uma observagao importante é que valem as seguintes inclusoes
Ceo () CWhP(Q) C LP(Q).
Ver demonstragoes em [11] (Cap. 8, Secao 8.2, Proposicao 8.1)
Definicao 1.2.2
1. Sejam {umtmen C WHP(Q) e u € WFP(Q), dizemos que u,, — u em WFP(Q), se
lim0 |t — ul|,p = 0.
2. U —u em WiP(Q) se ty, — u em WE2(QQ), para todo Q@ CC Q (ou seja, Q ¢ um
subcongunto compacto de 2).
3. Denotamos por WP (Q) o fecho de C°() em WhP(Q). Isto é

e WP (Q)
WEP(Q) == C5°(Q) .

Concluimos que u € WP (Q) <= Ju, € CF(Q) tal que u,, — u em WHP(Q).

e Em particular se p = 2 escrevemos

Wo*(Q) = Hy (52).
. <W§’p(Q), I| - ||k,p> é um espaco de Banach para 1 < p < oc.

o WJP(Q) é um espaco reflexivo para 1 < p < +oc.

. Wok’p(Q) é um espaco separavel se 1 < p < oco. Em particular, H¥(2) é um espaco de
Hilbert separavel.

o WyP(Q) Cc Whr(Q).

Vale observar que quanto menor for a diferenca de RY . € menor seréd a diferenca W*?(Q) \
WP (Q). Em particular, se U = RN, entéo

WEP(Q) = WEP(Q).

Uma das propriedades importantes de W(f () é a seguinte:

Propriedades 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Se p € [1,+cc) e Q C RN € aberto e
limitado em uma direcao, entao 3C > 0, que depende unicamente de €1, tal que

C/|u\p§/]Vu]p, Vu € W,7(Q) (1.3)
Q 0
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Ver demonstragao em [11] (Cap. 5, se¢ao 5.6, Teorema 3). Como uma conseqiiéncia, com as
hipGteses da desigualdade de Poincaré, |V - ||, é uma norma definida em Wy?(Q) a qual é
equivalente a || - ||1,.

Se p=2, anorma |V |, em HL(Q) =W,*(Q) estd associada ao produto interno

(u,v), = /QVUVU, para u,v € Hy(9).

Estudamos os espacos Wé“ P(Q)) para obter a formulacao fraca das fungoes que se anulam na
fronteira 0f).

1.2.1 Teorema de imersao

Sejam X, Y espacos normados. O espaco normado X estd imerso no espaco normado Y se
existe [ : X — Y um operador linear, continuo e injetivo (I é chamado operador imersao).
Notacgao:

X =Y.

Dizemos que X estd compactamente imerso no espaco Y, se X — Y onde [ ¢ linear, continuo,
compacto e injetivo.

Teorema 1.2.1 Sejam 2 C RYN aberto, com 09 de classe C', k€N e 1 < p < oo:

(i) Se k <, entdgo WHP(Q) — LU(Q) para q € [ ,N]X’;p].
(ii) Se k=X, entdo WHP(Q) — LI(Q) para p < q < .

P

(iii) Se k > %, entio W*P(Q) — C%*(Q), onde

k — % se k—Y <1,
a = ¢ qualquer valor em [0,1) se k—= =1,
1 se k— % > 1.

Se Q0 € limitado, entao todas as imersoes sao compactas exceto para q = no caso (i).

N —kp
Além disso, se substituirmos o espaco WHEP(Q) por WFP(Q) todas as imersées (também as
compactas) se mantém sem precisar da reqularidade da fronteira OS2,

Ver demonstragao em [5] (Cap. 9, Corolario 9.13).
1.2.2 A diferencial de Fréchet

Sejam X, Y espacos de Banach, u € X e consideremos uma aplicacao ' : X — Y. No caso
particular Y = R, F' é chamado de funcional.
Dizemos que F' ¢ diferenciavel em u € X ao longo da diregao v € X, se existe

Lo(v) = lim F(u+tv) — F(u)
“ ’ t—0 t '

Nos cursos de calculo aprendemos exemplos elementares em X = R?, que mostram que F
pode ser diferencidvel em todas as diregoes sem ser continua.
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Definicao 1.2.3 Dizemos que F' é Fréchet diferencidvel em u € X, se ewxiste uma aplica¢do
linear e continua L, : X — Y tal que

Flu+v) — F(u) = L) + o[[v])), quando [[v]] — .

A aplicacao L, € unicamente determinada por F' e .

Notacao 1.2.1
L,=dF(u) ou L,=F'(u).

— Se F' é Fréchet diferenciavel, entao F' é diferenciavel ao longo de qualquer direcao.
Reciprocamente, se F' é diferenciavel ao longo de qualquer diregao, L, € L(X,Y) e se a
aplicacdo u — L, é continua de X a L(X,Y), entdo F' é Fréchet diferenciavel.

— A derivada de Fréchet tem as mesmas propriedades que a diferencial usual nos espagos
Euclidianos. Por exemplo:
Se X,Y e Z sao espacos de Banach, F': X — Y diferenciavel emu e X e G:Y — Z
diferencidvel em F'(u) € Y, entao Go F': X — Z é diferenciavel em u, e vale a seguinte

regra da cadeia
d(G o F)(u)[v] = dG(F(u)) [dF (u)[v]].

1.3 Teorema da Funcao Implicita

No estudo da existéncia de pares (u, h) que satisfazem a equacao F'(u) = h, pode ocorrer que
uma solugao (ug, hy) (ou seja, F'(ug) = hg) seja conhecida. O teorema da inversao local é
um resultado classico que nos permite resolver uma equacao F'(u) = h em uma vizinhanga de

(uo, ho).

Teorema 1.3.1 (Teorema da Inversao Local) Sejam F : X — Y, ug € X e hy €Y tais
que F(ug) = hy. Suponhamos que existe uma vizinhanga Uy C X de ug tal que

Z) Fe CI(U(),Y),
i1) dF(ug) € invertivel (como uma aplicagdo linear de X emY).

Entao existem uma vizinhanga U C Uy de ug e uma vizinhanca V- C'Y de hg tais que a equacao
F(u) = h, tem uma tnica solu¢io em U, Yh € V. Além disso, denotamos por F~1:V — U
a inversa de F|U que satisfaz

o et
e Para cadaw e U, dF~'(h) = [dF(u)]”", onde F(u) = h.

Ver demonstracao em [2] (Cap. 3, se¢ao 3.1, Teorema 3.1.1).

O teorema da fun¢ao implicita trata de equagdes como F'(A,u) = 0, onde A é um parametro.
Para simplificar a notacdo, vamos supor que A € R , embora o caso mais geral em que A\ € RY
¢ totalmente andlogo.
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Teorema 1.3.2 (Teorema da Fungao Implicita) Seja (Ao, ug) € R x X fizo e V uma vizi-
nhanga de (Mg, ug). Suponhamos que

F:vVv — Y
(A u) — F(\u),

satisfaz F € C', F(\o,up) = 0 e dyF(X,ug) € invertivel. Entdo existe uma vizinhanca A
de \g e uma vizinhanga U de ug tal que F(\,u) = 0 tem uma dnica solu¢ao u = u(\) € U,
VA e A A fungio u(\) € C e satisfaz o sequinte

U/()\()) = — [duF(/\(), Uo)]_l dAF(/\(), Uo).
Observagao 1.3.1 Se F € C*, entio u(\) também € de classe C*.

Ver demonstragao em [2] (Cap. 3, Segao 3.2, Teorema 3.2.1).
A seguir enunciaremos o Teorema Global da Inversao, para mais detalhes ver [4].

Definicao 1.3.1 Sejam M e N espagos métricos. Dizemos que F' : M — N ¢é propria se
F~YC) é compacto (em M ), para todo conjunto compacto C C N, onde F~' denota a imagem
inversa de C por F, isto é, F~(C)={ue M: F(u) € C}.

Teorema 1.3.3 (Teorema da Inversao Global) Seja F' € C(M,N) propria e localmente
invertivel em todo M. Suponhamos que M ¢é conexo por caminhos e N € simplesmente conexo.
Entao F' é um homeomorfismo de M em N.

Ver demonstragao em [4] (Cap. 3, Teorema 1.8).

1.4 Operadores de Nemitski

Seja 2 um dominio limitado de RY e f : @ x R — R. O operador de Nemitski associado a f
é o operador superposicao
fruw— f(u())
definido sobre a classe das fungoes mensuraveis u : 2 — R. Se nao houver qualquer possivel
ambiguidade, denotaremos por f o operador de Nemitski associado a f.
Suponhamos que f(x,u) é Carathéodory, i.é.,

i) f(z,-) é continua em R para quase todo = € Q, em que
@) R — R
u —  f(z,u).
i) f(-,u) é mensuravel em (2 para todo u € R, em que
fGu): Q@ — R

r — f(z,u)

A continuidade e a diferenciabilidade de Fréchet do operador de Nemitski sao tratadas nos
seguintes teoremas:
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Teorema 1.4.1 Suponhamos que f é Carathéodory e que existem a,b € R tais que
[f(@u) <a+bluls, pg>1

Entao o operador de Nemitski f é continuo de LP(2) em L%(52).
Ver demonstracao em [4] (Cap. 1, Se¢ao 1.2, Teorema 2.2).

Teorema 1.4.2 Suponhamos que f é Carathéodory e que f(x,-) € diferencidvel com relagao
a u com derivada f,(z,u) a qual é Carathéodory. Além disso, seja p > 2 e suponhamos que
existem c,d € R tais que

[fulw,w)] < e+ dful”™.

Entao o operador de Nemitski f € diferencidvel sobre LP(€)) com diferencial

df (u) : v — fu(u)v.
Ver demonstragao em [4] (Cap. 3, Segao 1.2, Teorema 2.6).

1.5 Equacoes elipticas
1.5.1 O principio de Dirichlet

Teorema 1.5.1 Se J: A — RU{+o0} € um funcional semi-continuo inferiormente definido
sobre um espaco topologicamente compacto A, entao J € limitado inferiormente e atinge seu
minimo.

Demonstracao: Provaremos somente o caso em que J é seqiiencialmente semi-continuo infe-
riormente e A é sequencialmente compacto. Defina

B { inf{J(v): ve A} se Finf{J(v): ve A}
7~ se  Pinf{J(v): v e A}.

Para qualquer caso, podemos escolher a sequéncia {v,} em A tal que

lim J(v,) = a.
n—-—+00
Como A é sequencialmente compacto, entao existe uma subsequéncia convergente, ou seja,
v, — v € A e como J é sequencialmente semi-continuo inferiormente, entao

J(v) < liminf J(v,) = lim J(v,) = a.

n—-+o00 n—-+0o

Pela definicao de «, tem-se
J(v) = a.

Em particular, temos que « é finito, isto é, J é limitado inferiormente. Além disso, o infimo «
de J ¢é atingido em v. [

Se a dimensao de X ¢ infinita, a hipdtese da compacidade de A é muito restritiva se
consideramos a topologia induzida pela norma. Para superar esta dificuldade, assumimos que
X é reflexivo e J é coercivo, ou seja,

lixm J(u) = +o0.

u
llul—+oc
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De fato, a coercividade nos permite reduzir a minimizacio em A para AN B(0, R) para algum
R > 0 suficientemente grande. Como a bola fechada B(0, R) num espago reflexivo é fracamente
compacta, é facil deduzir o seguinte resultado.

Corolario 1.5.1 Se X é um espaco de Banach reflexivo, A € um subconjunto fechado em X
e J: A— R é um funcional coercivo e fracamente semi-continuo inferiormente em A, entao

existe u € A tal que
J(u) = min{J(v) : ve A}

Agora, estamos prontos para provar o principio de Dirichlet.

Corolério 1.5.2 (Principio de Dirichlet) Seja Q@ C RY aberto e limitado. Para cada
ug € HY(Q) fizo, existe uma tinica func¢io uw € HY(Q) que satisfaz u —ug € H () e

i) se A={ve H(Q): v—uy € HI(Q)}, entao
/|Vu|2 = min/ Vol
veEA

/Vu-szo, Vv e H Q)

U= U sobre 0f).

ii) u satisfaz

Observagao 1.5.1 A funcio u € H'(Q) que satisfaz (ii) é chamada solu¢io fraca para o
problema com valores na fronteira

—Au = 0, €
u = ug, x € .

Em geral temos a seguinte definicao.

Definigao 1.5.1 Dado h € L*(Q), dizemos que u € H'(Q) € solugdo fraca do problema

—Au = h, €
u = ug, re€o’

se satisfaz

/Vu-Vv:/hv, Yve Hi(Q), e u=uy em 0.

Observagao 1.5.2 Note que u = ug em 02 no sentido do operador trago (ver [11], Cap. 5,
Secao 5.5, Teorema 1).

Se N > 3, pela imersao dos espagos de Sobolev (ver Teorema, cada funcdo em LN/ (V+2)(Q))
pertence ao espago dual H~1(Q) de H}(€). Entao pode-se substituir o espago L*(2) por
LN/ (N+2)(Q) na defini¢do anterior.

Demonstragao: (Do Corolario [1.5.2])

Considere X = H'(Q) e defina o funcional de Dirichlet como

J: X — R
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vo— J(U):/\Vv|2.

Provemos que J é coercivo no conjunto fracamente fechado A. Da Desigualdade de Poincaré
(ver a Propriedade |1.2.1]), para qualquer v € A temos:

/vz = /[(v—uo)+u0]2

< 2/(U—u0)2+2/u02
< 201/|V(U—u0)|2+2/u02
<

401/|V’U|2+401/|VU()|2+2/U02
:>/’VU’2 > 02/712—03

onde (1, Cy, C3 sao constantes diferentes positivas. Portanto, J é coercivo em A.
A prova de semi-continuidade de J é baseada na convexidade da funcao quadrada |£[?, € € RY.
Isto é,

1€ > |&|* + 26 - (€ — &), V& & €RY.
Tome:
¢ =Vw, com we H(Q).
& =Vu, com uc HY(Q).

Logo, temos que

J(w) > J(v) + Q/VU - (Vw — V), (1.4)

para cada v,w € H'(Q). Assim, J é convexo. Em particular, se w = v,, converge fracamente
para v € H'(2), temos

e portanto,
liminf J(v,) > J(v).

n—-+00

A unicidade é dada pela convexidade estrita de J (a qual é também devido a convexidade estrita
de |¢|?). Para provar (ii) basta observar que, para cada v € H}(f2) fixo, a fungao u + tv € A,
Vt e R e a funcao real

o(t)=J(u+tv), teR

tem um minimo em ¢ = 0. Assim

0 = ¢'(0)
J(u+tv) — J(u)

t
2t/Vu-Vv+t2/]Vv\2
t

= lim
t—0

= lim
t—0
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= Z/VU-VU.

[ |
A aplicagao a seguir serd sobre o problema com valores na fronteira
—Au=h, x€Q
{ ™0 2 19

com h € L?(€2). Neste caso o funcional de Euler é
J:Hyj(Q) — R
v — J(v)—%/ ]VU\Q—/hU. (1.6)
Q Q

Corolario 1.5.3 Para cada h € L*(Q) firo, considere o funcional J definido em H}(Q) em
(1.6). Entdo existe uma tinica uw € H(Q) tal que

J = in J(v).
() = Juin ()

Em particular, u € uma solugao fraca para o problema ((1.5)).
Demonstragao: Considere X = H} () e defina o funcional de Dirichlet como
J: X — R

v o— J(v):%/WvF—/fv.

Das Desigualdades de Holder e Poincaré (ver a Propriedade(1.2.1]), para qualquer v € H{ temos:

1/2 1/2
[in1 < (/ |f|2) (/ |v|2)
= ezl
< el flleelolmy.
entao
1 2
) = 5 [19of = [ 1o
> / Vol = ell /L2 ol
> ol - Cllollm
> el (lollm — ©),

onde C' ¢ uma constantes positiva. Portanto, J é coercivo em H}(Q). Seja v, uma sequéncia
que converge fracamente para v em H}(€), entao

lim fvn:/fv, e /|VU|2§liminf/\an]2.
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Assim,

liminf J(v,) = liminf (1/|an|2—/fvn>

= —hmmf/\VUn]Q—hmmf/fvn

2 n—oo

§/|Vv]2—/fv:Jv

Portanto, J é semi-continuo inferiormente em HJ(f2). Pelo Coroldrio existe u € Hj ()
minimo de J. Além disso, para cada v € H}(Q) fixo, a fungao real

v

o(t)=J(u+tv), teR
tem um minimo em ¢ = 0. Assim,

0 = ¢(0)

%/( (1 t0) /fu+tv [vu+ [ s
%/|Vu|2+t/Vu-Vv+t§/|Vv|2—/fu—t/fv—%/|Vu|2+/fu
| fresee e [ |

= hm Vu-Vou+t= /[Vv[ /ffu

/Vu-Vv:/fv.

Portanto, u é solugao fraca de (1.5) em Hj(f2). A seguir provaremos a unicidade de u, para
isso suponhamos que u,u € HJ(2) tal que

= lim
t—0

entao,

J = i J J(u) = in J
() = Join J(v) e J@@) = min J(v)

Seja ¢ € R,

Hu-s@-w) = 5 [IV-c@-u)f - [ fu-e@-u)

_ %/yvuﬁ—e/wvw—u)+52%/\V(u—a>12—/fu+e/f<a—u)
= e (%/|V(u—ﬂ)|2) +e(/f(a—u)—/vuvw—u)) + )
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= 2a+eb+ec
> J(u).

Como o polinémio p(e) = €2a + b + ¢ atinge seu minimo em € = 0 e € = 1, entao p(e) é

constante, logo
1 -
—5 [ WP =0

pela Desigualdade de Poincaré[1.2.1} tem-se u = u. Portanto, u é a tinica solugao fraca de ((1.5)
em H}(Q). [

Observagao 1.5.3 Em (1.5) tratamos do operador de Laplace apenas por uma questdo de
simplicidade. Pode-se substitui-lo por algum operador de sequnda ordem uniformemente eliptico

_Za (aw a“)+c< Ju,

onde a;;(x), c(z) sdo limitadas e mensurdveis sobre 0, c(z) >0 em Q e a;j(z) = aj(z) é
uniformemente eliptico, isto €, existe a > 0 tal que,

D ai(2)&g > ale)?, VreQ, VEERY.

1.5.2 Regularidade das solugoes

A regularidade das solugoes fracas de ([1.5]) s@o apresentadas no seguinte teorema.

Teorema 1.5.2

i) Se 9Q € de classe C' e h € LP(Q) para algum p € [2,+00), entdo a tinica solugao fraca
u e H(Q) de (1.5) pertence a W?P(Q) e

[ullwzr < C|R| L,
para algum C > 0. Em particular, se h € C(Q), entdo u € C*(Q).

ii) Se 00 ¢ de classe C*, 0 < v <1, e h € C™(Q), entio u € C**(Q) € uma solugdo

classica de (1.5 e

[ullcze < Cllhljcow,

para algum C > 0.

Ver demonstragao em [12] (Cap.6, Se¢ao 6.3, Teorema 6.14). A desigualdade de (i) é conhecida
como estimativas de Agmon-Douglis-Nirenberg ou teoria LP. A desigualdade em (i) é conhecida
como estimativa de Schauder.

1.5.3 O inverso do operador de Laplace

Para ) C RY aberto e limitado. Defina o operador linear

K : L*(Q

) Hy(Q)
h

K(h) =

—
—
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onde u é a solucao de ([1.5). Pela imersao compacta do Teorema [1.2.1) K : L*(Q) — L?(Q2) é
uma aplicacao compacta. Além disso,

K L Hy(Q) — Hy ()
Hg ()

é compacto.

Similarmente, podemos usar a estimativa de Schauder dada no Teorema [1.5.2] por exemplo,
considerar a aplicacio K : C%(Q2) — C%(Q), a qual pelo teorema de compacidade de Arzel4-
Ascoli, implica que K é também compacto.

1.5.4 Problemas elipticos com autovalores lineares

Seja ©2 C RY subconjunto aberto e limitado, 7 € (£, 00) N (1, 00) e a funcao (peso) m € L"().
Considere o problema de autovalores

{ —Au = Idm(z)u, x €} (1.7)

u =0, xed)’

Ou seja, procuramos (A, u) € R x (H}(2) \ {0}) que satisfaz ((1.7) no sentido fraco, isto é,
/Vu-Vvdx:A/muvd:L’, Yo € Hy(Q). (1.8)

Neste caso, dizemos que A é um autovalor do Laplaciano e v é uma autofuncao do Laplaciano
associada ao autovalor A.

Pelo Teorema da Imersao dos espagos de Sobolev (ver Teorema [1.2.1]), tem-se

L2N/(N=2)(Q) se N >3
1 ) -
Hy () — { L(Q), (Vi>1) se N<2

Como m € L"(2), observamos que

LAN/IN+2)(Q)), se N >3
MUEN L(Q), (Vte(Lr) se N<2.
E assim o lado direito de ([1.8)) esta bem definido.

Observe que A = 0 nao é um autovalor de ((1.7)). Procuramos pelos autovalores diferentes
de zero deste problema. Para isso, consideremos H = H}(Q) e para o ntmero fixo ty € (0,7)
escolhemos

2N

—_— N >3
b= N1 se >

to se N <2.

Dada f € LP(Q), seja w = K f a tinica solugao (fraca) do problema

—Aw =f €0
w =0, x€d.
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Note que, K : LP(Q)) — H é linear e continuo. Definimos também o operador

T:-H — H

u — Tu=K(mu)

isto é, T'u é o inico ponto em H, que satisfaz,
/VTU-Vv:/muv, Vove H. (1.9)

Verifica-se que T é linear e simétrico (autoadjunto), isto é, (T'u,v) = (u,Tv), Yu,v € H.

1.5.5 Operadores lineares compactos

Nesta subsecao damos uma pequena introducao sobre os operadores lineares compactos, os
quais sao importantes para o estudo dos problemas elipticos com valores na fronteira. Para
mais detalhes ver [5], Capitulo 6.

Definigao 1.5.2 Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador T : X — Y é compacto se
i) T € continuo,
ii) T(A) € relativamente compacto, para todo subconjunto limitado A C X.

Observagao 1.5.4 A composicao de um operador continuo com um operador compacto € um
operador compacto.
Exemplo: Seja H = H}(Q)
T:H — H
u — Tu= K(mu)
em que K : LP(Q) — H € linear e continuo e m € L™ com r € (§,00) N (1,00). Para
2N
—_— N >3
N2 se >
to se N <2.

p

Tu satisfaz,

/VTu-VU:/muv, Vove H.
Se {u,} C H, uw € H tal que u,, — u (converge fracamente), usando a imersao compacta de
H — L' para t € [1,2%),

deduzimos que u,, — u converge fortemente em L'(QY), e aplicando a desigualdade de Holder,

tem-se
/|mun —mulf = /]m(un —u)|?

= [ ImPh
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< (Jime) (e

“ ([m) (fm)”

-l

P

)Z

= mllZ llun

Como u, — uw em L' em € L", temos
/ |mu, —mulP — 0, quando n — oo,

1 1

, p € o expoente conjugado de 2%, isto €, — + o = 1.

onde t = %

et < 2% pois r >

S

r—p
Portanto,
{mu,} — mu € LP(Q).

Como K € continua, entio {Tu,} — Tu converge fortemente em H. Portanto, T é um
operador compacto. [ |

Teorema 1.5.3 Sejam X um espaco de Banach eT' : X — X um operador linear compacto.
Entao

i) ker[I — T] tem dimensao finita.
i1) Im[l — T] € fechado, tem codimensao finita e

Im[I — T] = ker[I — T*]*, onde T*é o adjunto de T.

i11) ker[l —T] = {0} <= Im[l - T] =X.
Ver demonstragao em [5] (Cap. 6, Teorema 6.6).

Definicao 1.5.3 Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear L : X — Y €
chamado operador de Fredholm se

a) dim(ker L) < +o0.
b) Im L é fechado e tem codimensao finita.
O indice de L se define por ind L = dim(ker L) — codim(Im L).

Exemplo: L =1 —T, onde T é o operador definido em (1.9 ¢ um operador de Fredholm de
indice 0 (ver Teorema [1.5.3)).

Definigao 1.5.4 Sejam T € £ (X) um operador compacto, v € R, e

A X — X
v — Ayu="T(u) —yu.

i) O resolvente de T' € o conjunto p(T) = {y € R: A, € bijetiva sobre X }.
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it) O espectro o(T) de T é definido como o(T) =R~ p(T).

)

i1i) v € R € um autovalor se ker[A,]| # {0}.

iv) ker[A,] € chamado autoespago associado ao autovalor 7.
)

v) u € R € um valor caracteristico de T se ker[uT — I] # {0}.

Observagao 1.5.5 Se v ¢ o(T), entao pelo Teorema do grdfico fechado seque que A, €
invertivel e com inversa continua (ver [J], Coroldrio 2.7).

Com relagao ao espectro de T, a teoria de Riesz-Fredholm fornece o seguinte resultado:

Teorema 1.5.4 Seja T um operador linear compacto. Entao o(T) C [—||T||, ||T||] . Além disso,
se X tem dimensdo finita, entao:

1. 0eo(T).
2. Cada v € o(T) ~ {0} é um autovalor de T.

3. Ou o(T) = {0}, ou o(T') € finito, ou o(T) ~ {0} € uma sequéncia que tende a 0. Além
disso, para cada v € o(T) \ {0}, existe m > 1 tal que

= ker[AE™], Vk>m, (1.10)
Il A5,

X = ker[AT] @ Im[AT].

Ver demonstracao em [5] (Cap. 6, Se¢ao 6.3).

Definigcao 1.5.5 A multiplicidade de um autovalor v de T é o menor inteiro m que satisfaz
(1.10). Se m =1, dizemos que o autovalor € simples.

Considere o problema nao homogéneo

—Au(z) = du(x) + h(x) z € ()
{ u(z) = 0 € 0. (1.11)

Utilizando as propriedades do Teorema [1.5.4] deduzimos o seguinte.
Teorema 1.5.5
(i) SeA# N Vk>1, entio (1.11) tem uma tnica solu¢io para qualquer h € L*(Q).

(1) Se A\, um autovalor de
—Au(x) = Au(x) x €}
u(z) =0 x € 082

e Vi denota o nicleo correspondente, entio, dado qualquer h € L*(Q), (1.11)) tem uma

unica solucao se, e somente se, | hvdr =0, Vv € V.
Q

Observacao 1.5.6 Se trabalhamos em espacos de Holder, os resultados indicados no Teorema
também sao vdlidos com L*(Q) substituido por C%*(£2).
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1.5.6 Caracterizagcao variacional dos autovalores

Seja T definido por ((1.9)). Entao A € R~ {0} é um autovalor de (1.7)) se, e somente se, A é um
valor caracterfstico de T'. Aplicando o Teorema [1.5.4] segue o seguinte resultado.

Teorema 1.5.6 Seja Q C RY aberto e limitado, v € (5,+00) N (1,400), e m € L"(Q).
Considere

Qp = {ze€Q: m(x) >0}

Q. = {ze€Q:m(zx) <0}

Entao valem as sequintes afirmacaoes:
1. 0 nao € um autovalor de (1.7).

2. a) Se a medida de Lebesgue |Q4| de Q4 € zero, entdo a equagdo (1.7) nao tem autovalor
Positivo.

b) Se || > 0, entdo os autovalores positivos de (1.7) definem uma sequéncia nao
decrescente ilimitada {\,},cy C (0,4+00). Além disso, X, € caracterizado por

1 sup inf {/m(x)uQ(x)dac : /|Vu(x)]2 =1, ue F}
An FeF,

onde F, ={F C H: F é um subespago com dimF =n}.

3. a) Se|Q_| =0, entao (1.7) ndo tem autovalores negativos.

b) Se |Q_| > 0, entao os autovalores negativos de (1.7) definem uma sequéncia ndo
crescente ilimitada {\_, }neny C (—00,0). Além disso, A\_, € caracterizado por

)\_in — inf sup {/m(w)uQ(x)dx : /|Vu(x)|2 =1, ue F}

FeZ,

Observacao 1.5.7

i. u, € HY(Q) sdo autofungoes associadas aos autovalores N, porém pelos resultados de
reqularidade, se O e m sdo suaves, entio u, € C*(Q) e, portanto, sio autofuncoes no
sentido cldssico.

1
it. Sem =1, entdo 2=, e 3 = sup {/u2d$ : /|Vu|2 = 1} e, consequentemente, A
1

¢ a melhor constante na desigualdade de Poincaré (1.3)) para p = 2.

s

Corolério 1.5.4 (Melhor constante para a Desigualdade de Poincaré) Se ) C RY ¢
aberto e limitado, entao

Alzmin{/|Vu|2: u € Hy (%), /u2:1}.

Ver [11] (Cap. 6, Sec. 6.5, Teorema 2).

Observacao 1.5.8 Cada minimizador ¢ € uma autofuncao.
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E possivel provar que os autovalores de (1.7)) dependem continuamente da fungao peso m. Por
simplicidade, assumimos que m > 0.

Proposicao 1.5.1 Seja Q C RN aberto e limitado, r € (5, +00) N (1,+00) e m € L"(R).
1. Sejam € L™(Q) tal que m(x) < m(x), q.t.p. x € Q, entdo para todo j > 1 tem-se
Aj(m) = X;(m).
Além disso, se m(x) <m(z), com [{x € Q: m(xz) <m(x)}| > 0, entdo

2. Sem, € L"(Q), com m, >0, converge para m em L' (), com

b % se N >3
L E(max{%,l},r} se N =2,

entao Vj > 1, temos
lim Aj(m,) = A;(m).
n—-+00
Uma das propriedades principais dos primeiros autovalores positivos e negativos Ay, A_; de (1.7))
¢é que eles sao simples e as respectivas autofungoes associadas tém sinal definido.

Teorema 1.5.7 (Simplicidade dos Primeiros Autovalores) Sejam Q C RY aberto e li-
mitado, r € (§,+00) N (1,400) em € L™(Q).

i) Se|Qy| >0, entdo o primeiro autovalor positivo A1 de ¢ simples (com multiplicidade
algébrica e geométrica um) e o autoespago associado a \y € estendido por uma autofuncao
¢ € HY(Q) tal que ¢1(x) >0 g.t.p. x € Q. Além disso, \; € o unico autovalor positivo,
onde sua autofuncao nao muda de sinal.

ii) Se |Q2_| > 0, entao o primeiro autovalor negativo A_; de (1.7)) € simples e seu autoespago
associado € estendido por uma autofuncio ¢ € H}(Q) tal que ¢_1(z) > 0 q.t.p., x € Q.
Além disso, A\_1 € o unico autovalor negativo, cujas autofuncoes nao mudam de sinal.

O Corolario [1.5.4] Proposicao e o Teorema estao estreitamente relacionados com
o Principio do Maximo (Ver [II], Cap. 6, Sec. 6.4, Teorema 4). Como referéncia para a
caracterizagao variacional dos autovalores temos [2] (Cap. 1, sec 1.3, subsec. 1.3.2).

1.6 Teorema do ponto fixo de Banach

Nesta secao estudaremos o principio de contracao de Banach e o teorema de ponto fixo para
operadores crescentes os quais serao relacionados com as sub e super solugoes dos problemas
elipticos com valores na fronteira.
Seja X um espaco métrico completo. Um operador 7' : X — X é uma contragao se existe
a € (0,1) tal que
IT(uw) —TW)|| <allu—v|, VuvelX.

Teorema 1.6.1 Se X € um espaco de Banach e T é uma contracao de X em X, entao existe
um unico z € X tal que T(z) = z.
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Demonstragao: Para qualquer uy € X, fixo, defina uy por wugr; = T(uy), k € N. Para cada
Jj=1

[ujpr —uj| = |T(uy) — T(uj1)
alu; —ujq|

IN

o |uy — ug),
ou seja, |ujy1 — uil < ad lug — ug|. Dai,

k

rsr —un] <D g —
i=h

k
< [ oz]] |ug — upl -

j=h

Como 0 < o < 1, entao ug é uma sequencia de Cauchy. Seja z € X tal que u, — z. Como T'
é continua, entao Tuy — Tz = z, pois ug1 = T'ux. Portanto,

Tz =z.
Unicidade: Sejam 21,29 € X tal que T2y = z1, T'z5 = 25. Note que,
|21 — 29| = [Tz — Tz| < a|z1 — 29,

logo, (1 — )]z — 22| < 0. Como 0 < a < 1, entdo 2z = z5. [ |
Uma aplicagao tipica do Principio de Contracao de Banach é a prova da existéncia e
unicidade do Problema de Cauchy para equagoes diferenciais de primeira ordem. Isto é possivel
mediante a transformagao do problema diferencial em uma equacao integral equivalente.
Seja (zo,10) € Q C R?, f:Q — R continua. Considere o problema de Cauchy

y, = f(a:,y)
{y(xo) = Yo- (1'12)

Entendemos por uma solugao (local) de (1.12)), uma fungao y € C' definida em algum intervalo
(a,b) CR tal que (z,y(z)) € Q e ¢'(z) = f(z,y(x)), V= € (a,b), a qual passa por (zo, yo),
isto 6, y(z0) = yo.

Lema 1.6.1 O problema de Cauchy (1.12) € equivalente a equagao integral

mm:m+/ﬁmmmw (1.13)

Demonstragao: Se y satisfaz ((1.13)), entao y(xg) = yo. Além disso, derivando (1.13)), temos

Y (z) = fx,y(x)).

Portanto, y é solucao de ([1.12). Reciprocamente, seja y uma solugao da equagao (1.12)).
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Integrando de zg a x em (|1.12)), temos:

/ v = [ Pty

o seia
v =yteo) = [ peuoa
y(x) = ylzo) + / F(t,y(t))dt.
Assim, como (o) = Yo, temos
y(z) =yo + /x: F(t,y(t))dt.

Defini¢ao 1.6.1 f(z,y) € localmente Lipschitziana com rela¢iao a y em (xo, o) se existe uma
vizinhanga U de (xo,yo) € L > 0 tal que

|f($ay)_f<x7y1)| §L|y_y1|7 \V/(l’,y),(l’,yl) el (114)

Observacgao 1.6.1

i) Se (L.14) € valido no dominio Q2 de f, entao f € Lipschitziana (globalmente) sobre Q2 com
relacao a y.

ii) Se f € CY(Q), entdo pelo Teorema do Valor Médio f ¢é localmente Lipschitziana sobre )
com relacao a y.

iii) Uma fungdo Lipschitziana com relagdo a y € continua na varidvel y (a reciproca € falsa).

Teorema 1.6.2 Suponhamos que f(x,y) € continua e localmente Lipschitziana com relagdo a
y em (xo,Y0). Entdo o problema de Cauchy (1.12)) tem uma tnica solu¢ao y(x) definida em
uma vizinhanca de xq.

Demonstracao: Seja [ = [xg— 3,20+ 9] com 0 < < min{%, %}, onde a,L > 0 sao

escolhidos de tal maneira que (|1.14]) é satisfeita em U = [z — a, o + a] X [yo — a, yo + a] e

M= sup |f(z,y)l.
(z,y)€eU

Vamos usar o Principio de Ponto Fixo de Banach para provar que a equagao integral equivalente
(1.13) tem uma tnica solu¢ao em /.
Seja X um espago de Banach e C(I) ={y:I — R: y é continua} com norma

ly[l = sup [y ()]
zel
Considere, B = B(yp,a) C X. Defina

T:-X — X
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y(x) — Ty

—yo+/fty

Mostremos que T'(B) C B. Seja T[y] € T(B), entao

—yo+/fty

ou seja,

— Yo

Logo, temos:

TTyl(=) = yol

ou seja, |T[y|(z) — yo| < a. Portanto,

IN

IN

_ / " Fty()dt

/ jf(t,y(t))dt‘

/ sup | (1, y(8) | dt

o =€l

SUPIfty I/ dt
M(5<a,

T[y] € B.

Mostremos que 1" é uma contracao sobre B. De fato:

Tlyl(z) =Ty (x)

Portanto,
1T [y]

<

<

/|fty £t (6)))
/L|y<> i (1)) dt

/ ly(1) (t)| dt
Lly(t) — . (0) / it

6Ly =l

=Tl < 6Ly —ml.

29

Como 0 L < 1, entao T' é uma contracao. Pelo Principio de Contracao de Banach, segue que

Jly* € B tal que Ty" =y*

ou seja,
y(z) =

Portanto, y* é (tinica) solugao de (1.13]).

T / " f oy ()t
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Observagao 1.6.2 O resultado provado no Teorema ¢ local. Além disso, o intervalo
I = [xg— 9,20+ 0] depende de L, M e da condi¢ao inicial. O exemplo a sequir mostra que um
resultado local é o melhor que podemos obter. Considere o problema de Cauchy

y/ — y2
{y(o) = p>0
p

Verifica-se que y(x) = o satisfaz o problema de Cauchy.
O intervalo mdzimal de defini¢ao dessa solugdo € (0,p~') e depende da condicio inicial. Observe

que f(y) = y* nao é globalmente Lipschitziana.

Observagao 1.6.3 Se Q ¢ uma faiza Q = {(x,y): a<z<b, yeR} e f é globalmente
Lipschitziana sobre ), entao (1.12) tem wma unica solug¢do definida em todo (a,b) (a pode
ser —oo e/ou b pode ser +00).

Observacao 1.6.4 Se f nao € Lipschitziana, mas apenas continua ainda € possivel provar
que tem uma solugao definida numa vizinhanga de xo, porém, a unicidade pode falhar
(Teorema de Peano).

Exemplo: O problema

= 0

y = VIl
{ y(O) (1.15)

tem infinitas solugoes, uma delas € y = 0. Além disso, para qualquer a > 0

0, para |z| <a
i(x—a)lz —al|, para |z|>a,

é também solugao de (|1.15)).

1.7 Operadores crescentes

Nesta secao estudaremos outro esquema de iteracao sobre espagos de Banach ordenados.
1. Seja X um espacgo de Banach, dotado de uma ordem < tal que
v<w=av+z<aw+z VowzeX, Ya>0.

Escrevemos w > v, se e somente se, v < w. Suporemos também que a norma em X estd
relacionada com a ordem pelo fato que existe uma constante C' > 0 tal que

0<v<w= v <C|w| (1.16)

2. Um operador T': X — X é crescente se v < w, entdo T'(v) < T'(w), Yv,w € W.

3. Se v € X satisfaz v < T'(v), entdo v é chamada uma sub-solugdo da equacao do ponto
fixo de T', T'(u) = u. Similarmente, w € X é uma super-solugao se T'(w) < w.
Dada uma sub-solucao, definimos um sistema de iteracao como

Uy = v
{Ukﬂ = T(u), k=1,2,--- (1.17)
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Lema 1.7.1 Seja T : X — X um operador crescente e suponhamos que existe v € X sub-
solugao e w € X super-solucao da equagao do ponto fixo de T’ tal que v < w. Entdo a sequéncia

ug dada em (1.17)) satisfaz

USUkSU}H_lSUJ, vk:0717

Demonstracao: A demonstracao sera feita por indugao. Pela definicao de sub-solucao, para
k =0, tem-se
uy = T(ug) = T(v) > v. (1.18)

Além disso, se ug > up_1, entao Tup > Tup_1, pois T é um operador crescente. Logo
U1 = T(ug) > T(up—1) = ug. (1.19)
Similarmente, temos que ug = v < w. Como T é um operador crescente, entao
up < w = T(ug) < T(w). (1.20)

Pela definicao de super-solucao temos

U1 = T(ug) < T(w) < w.

De (1.18]), (1.19)) e (1.20]), concluimos que v < uy < Uy < w. |

Teorema 1.7.1 Seja T € C(X,Y) um operador compacto e crescente e suponhamos que
existem v € X, w € X sub e super-solucao da equagao do ponto fizo de T, respectivamente, tais
que v < w. FEntao a sequéncia u, dada em converge para algum u € X tal que T'(u) = u.
Além disso, v < u < w.

Demonstragao: Pelo Lema [1.7.1, 0 < uy — v < w — v. Pela propriedade (1.16]), temos

up = up — v + v. Dali,

Jugll = [lux — v+ oll < Jlux — ol + o]
< Cllw = + o]
< (.

Como T é um operador compacto, a sequéncia T'(uy) é relativamente compacta, entdo existe
uma subsequéncia convergente, isto é,

Tu, — u € X.

(Na verdade, pela monotonicidade de wy, toda a sequéncia converge). De ugi; = T'(uy), e da
continuidade de T" temos que u = T'(u). Além disso, pelo Lema [1.7.1] tem-se

v<u<uw.
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1.8 Introducao a teoria de bifurcacgao

Uma caracteristica especifica de muitos problemas nao lineares é a existéncia de multiplas
solugoes e, muitas vezes é 1til introduzir um parametro A para detectar quando uma nova
solucao surge. Do ponto de vista matematico, somos levados a considerar uma equagao funcional
S(A,u) = 0, dependendo de A, e tal que

S(A,0) = 0.

A teoria de bifurcacao trata da existéncia de valores A em que solugdes nao triviais se
ramificam a partir da solucao trivial v = 0. Vamos tratar de bifurcacao de um autovalor
simples.

1.8.1 Bifurcacao: definicao e condicoes necessarias
Sejam X = (X, ||-]), Y = (Y, ]| - ||) espagos de Banach. Vamos trabalhar com uma equagao do
tipo:

S\ u) =0, (1.21)
onde S: R x X — Y tal que S(A,0) =0, VAeR.
A solugao u = 0 é chamada de solugao trivial de (|1.21]) e o conjunto

Ys={(Mhu) eRxX: u#0, SA\u) =0}

¢ chamado de conjunto de solugbes nao triviais de ([1.21)). Muitos problemas podem ser
modelados como em (|1.21]).

Exemplo 1.8.1 Consideremos o problema de deformacao de uma viga eldstica de comprimento
l, a qual € comprimida na extremidade por uma forca de intensidade X > 0. A correspondente
equacao € dada por

{u”(s)+>\senU(8) = 0 sebd (1.22)

u'(0) = (1)
onde s € o comprimento de arco, u € o angulo entre a linha horizontal e a reta tangente a viga.
Para reformular tal equagao, na forma (1.21)), seja

X ={ueC?(0,0)): W(0)=u'(l)=0},6
Y =C((0,1),
S\ u) =u"(s) + Asinu(s).

A escolha dos espacos de fungoes € feita tendo em conta as condigoes de contorno de (1.22)). E
claro que u(s) =0 € solugao de (1.22)), para todo A € R, e corresponde d posi¢ao horizontal da
viga. Este é o equilibrio estavel se X permanece pequeno e corresponde a solugao trivial de nosso
problema. Quando A excede a um determinado ponto critico, a viga se dobra e isto corresponde
a uma solucao nao trivial. A solucao trivial, que ainda existe, torna-se instdvel enquanto a
nova solugdo € a estdvel. Fsse limite ¢ um ponto de bifurcacio de ([1.22)).

Voltando a ([1.21]), vamos dar a defini¢ao precisa de ponto de bifurcagao.

Definicao 1.8.1 Um ponto de bifurcacao para (1.21)), € um nimero real \* tal que

()\*, O) c is,
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ou seja, \* € ponto de bifurca¢ao para (1.21)), se existem sequéncias A, € R e u, € X ~ {0}
tais que

i) S(An,u,) =0,
i) (An, un) — (A*,0).

O propésito principal da teoria de bifurcacao é estabelecer condigoes para encontrar os
pontos de bifurcacao e estudar a estrutura de Xg.

Se S € C'(R x X,Y), uma condi¢ao necessdria para que \* seja um ponto de bifurcagio
pode ser deduzida imediatamente a partir do Teorema da Funcao Implicita[1.3.2]

Proposicao 1.8.1 Se \* é um ponto de bifurcacio da equacao (1.21), entao
SI(A,0) € Z(X,Y) € nao invertivel. Em particular, se S(A\,u) = Au — Tu, entdo qualquer
ponto de bifurcacao de (1.21)) pertence ao espectro de T'(0).

Demonstragao: Suponhamos que S/ (A*,0) é invertivel, entdo pelo Teorema da Fungao Impli-
cita|l.3.2) existe A* x U* C R x X vizinhanca de (A*,0), tal que

S(\u)=0<= u=mu(N), onde (\,u) € A* x U". (1.23)

Se A\* é ponto de bifurcacao para S, entao existe (A5, u,) € Xg tal que (A, u,) — (A*,0), e
S(N\:,u,) = 0, mas isto contradiz ([1.23) ( pois na vizinhan¢a A* x U* terfamos duas solugoes
SN un) =0, u, #0 e S(A5,0) =0 ). Portanto, S/, (A*,0) é nao invertivel.

Se

S\ u) = Au—T(u),
Sr (N u) = N1 —T'(u),
S (A*,0) s v — XNo—T'(0),

S!(A*,0) nao é invertivel se, e somente se, A* € o (77(0)) (ver Observagao [1.5.5)). |
No caso da equagao da viga ([1.22)), temos

St (N0) v — "+, veX

Assim, os valores de A tais que S! (), 0) é nao invertivel sao autovalores do problema linear.

?

u’(s) + Mu(s) = 0, se|0,l]
{ W0 = (l) = 0 (1.24)

2,2
kl—;r, k =1,2,--- sao os tnicos pontos de bifurcacao de . Neste caso
especifico, uma analise de plano de fase elementar mostra que cada A\, é de fato um ponto de
bifurcagao.
Entretanto, nem todo A tal que S, é nao invertivel ¢ um ponto de bifurcacao. O seguinte

exemplo prova que a reciproca da Proposicao [I.8.1] nao é verdadeira.

ou seja \p =

Exemplo 1.8.2 Sejam X =Y = R? e considere a aplicagdo

S:RxX — Y
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Au) — S\ u)=Au—Tu,
onde,
T7T:-X — Y
u — T(u)=T(,y) = (z+y’y—2°)

, (1 3
T (x,y) - ( —SIQ 1 )

T’(O,O):<(1) (1’):1.

Logo, \* = 1 € um autovalor de T'(0), mas ndo € ponto de bifurcacio de S. De fato, se
S(A\,u) =0 entdo

Assim,

ou seja,

o —x—1° =

Mz,y) = (x+ ¢y —2°) =(0,0) & {)\y—y—$3 = 8
)
)

3
y = z(A—1
< {—x3 = yA—1
1
yt = ay(A—1)
< {x4 = —zy(A—1)

s t+yt=0
& (r,y)=u=

Logo, a tnica soluc¢ao de S(A\,u) =0 é u =0, ou seja, a solucao trivial. Portanto, nao existem
pontos de bifurcacdo. Por outro lado, a derivada T7(0) é a matriz identidade em R?, e portanto,
A* =1 é um autovalor de 7"(0), de fato o tnico. |

1.8.2 A redugao de Lyapunov- Schmidt
Seja S € C*(R x X,Y) e seja A\* € R tal que

L =8 ()\*,0) (1.25)
nao ¢ invertivel. Vamos nos concentrar no caso em que o nicleo nao é trivial. Sejam

V= ker(L),
R = Im(L).

Suponhamos que
(V) V tem complemento topolégico W em X.

(R) R ¢é fechado e tem complemento topoldgico Z em Y.

Observacgao 1.8.1

(V) significa que existe W C X fechado tal que X =V @&W, e qualquer uw € X pode ser escrito
comou=v+wcomveV eweW.
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(R) significa que Y = Z @ R, com Z fechado.

Observacao 1.8.2 Qualquer operador de Fredholm L satisfaz V' e R, pois neste caso
V = ker(L) tem dimensao finita, R = Im(L) € fechado e a dimensio de Z é finita. Mais
ainda, se L ¢ um operador de Fredholm com indice zero, entdo

dim V = dim Z.

Agora, como Y = Z & R com Z fechado e ZN R = {0}, consideramos P e () as projegoes
de Y em Z e R, respectivamente, isto é,

Py — Z
Q:Y — R

Sendo u = v 4+ w e aplicando P e @ em S(\,u) = 0, obtemos

PS(\v+w) =0, (1.26)
QSA\,v+w)=0. (1.27)

A equacao ([1.27)) é chamada de Equacao Auxiliar.

W R
X=VoW Y=70R
Y G q__?—#—w /-)-\ Qybe-mm-- e_2 ______ .y Y+ Qy
\ P
' v
* . VA
0 v v 0 Py

Lema 1.8.1 A equacao auxiliar (1.27) possui wma inica solu¢ao em W, para cada (A, v)
prozimo de (A\*,0). Mais precisamente, existem vizinhangas A* de X\*, Vo de v = 0 em V,
Wo de w =0 em W, e uma aplicagio w = w(\,v) € C* (A* x Vo, W) tais que

QSN v+w)=0, (N\v,w)e A" xVyx W< w=w(\0).
Além disso, temos que

w(X,0) =0, YXeA, (1.28)
wl,(\*,0) = 0. (1.29)
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Demonstragao: Seja ¢(\, v,w) = QS(\, v + w), temos que ¢ € C1(R x V x W, R) em que
Ow®(A*,0,0) é uma aplicagdo de W em R dada por

w— QS (\,0)[w] = QLw = Lw, pois Lw € R.

Em outras palavras, d,6(\*,0,0), é a restrigdo de L a W e assim, é injetivo e sobrejetivo
(como aplicagdo de W em R). Como R ¢ fechado, entao 0,,¢(A\*,0,0) é invertivel.
Como ¢ € CHRxV xW,R), por (L.27)), tem-se (A", v,w) = QS(\*,v+w) =0 e dpp(A*,0,0) é
invertivel. Logo, pelo Teorema da Fungao Implicita, existem vizinhangas A* C V de \*, Vj; C V
de v =0, Wy C W de w = 0, e uma aplicagao w = w(\,v) € C*(A* x Vo, Wp) tal que

oA v, w) =QSA\v+w) =0, (\v,w) e A x Vi x Wy <= w=w\v).
[

Agora, podemos substituir w = w(A, v) em ([1.26)), e assim obter a Equagao de Bifurcagao
PS(A\ v+ w(Av)) =0. (1.30)
Suponhamos que existe uma sequéncia de solugoes de ,
(An, ) — (A",0), com v, # 0.
Considerando, u,, = v, + w(A,,v,) tem-se que
S(An, up) = 0.

Como v, # 0, entao
Uy = Uy + W( Ay, vp) # 0,

e assim, (A, u,) é uma solugdo nao trivial de S(\,u) = 0, e além disso w(\,,v,) — 0, pois
(An, v) — (A*,0). Com isso, demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 1.8.1 Seja S € CY(R x X,Y) satisfazendo (V) e (R). Suponhamos que a equagdo
de bifurcacao (1.30) possui uma sequéncia de solugoes (Ap,v,) — (A*,0), com v, # 0. Entdo

Uy, = Vp + W( Ay, Up)

¢ tal que (A, up) € Xg, u, — 0 e assim, \* € um ponto de bifurca¢io de S(\,u) = 0.

1.8.3 Bifurcacao a partir do autovalor simples

De acordo com o Teorema [1.8.1] ¢ necessario impor condigoes de tal forma que a equacao de
bifurcagao tenha solucao nao trivial. Primeiramente, discutiremos o caso em que V' tem
dimensao um e a codimensao de R é também um. Por esta razao, este é chamado de caso de
autovalor simples.

Precisamente, vamos supor (V) e (R) e ainda

(V-1) Ju" € X, u" #0 tal que V = span{u*}.
(R-1)3IYeY™ v#0 talque R={yeY : (¢,y) =0}
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Usando a mesma notacao das secoes anteriores, temos que v = tu*, t € R, e portanto, a
solugdo da equacao auxiliar tem a forma w(\,v) = w(A, tu*). Além disso,

PS(A, v+ w(Av)) = PSSO\ t"u + w(, tu”)).
De acordo com (R-1), a equacao de bifurcagao PS = 0 torna-se
B L, S (Ot + w(h, tu?))) = 0. (1.31)
Logo, da propriedade de w, deduzimos que

ﬁ(Av O) = <¢7 S()\, w(/\7 0))>

= (¥,5(1,0))
= (¥, 5(1,0)) =0,
ou seja,
B(A,0)=0 (1.32)

Em seguida, vamos avaliar a derivada parcial de § em relagao a t. Note que
BiAt) = (¥, S, (At + w(X, tu®)) [u 4+ w) (A, tu)u* ] ). (1.33)
Em particular, para A = \*, ¢t = 0 e por (1.29) vem que

(A0) = (¥, 8,(\%,0) [w” +w, (N, 0)u] ) (1.34)
( >=<wS’A*>[*}>
[(A0) = (4, Lu*)
(A%0) = 0, (1.35)
pois Lu* € Im(L). Além disso, de calculamos a segunda derivada mista 3’y
gA()‘*70) = <wv u)\ ) )[u +w }>+<77Z} )[th()\* ) *}>
= (v, u)\( ,0) [u ]>+<¢= [wt/\ A% 0)u *] >

Como L[ w),(X\*,0)u*] € R, entdo (¢, L{w;,(A*,0)u*] ) =0, e assim temos

(A 0) = (b, Sl (A, 0) [u'] ). (1.36)

Agora estamos em condi¢oes para enunciar o principal resultado desta secao.

Teorema 1.8.2 Suponha que (V-1) e (R-1) sao satisfeitas e suponha que

wA(A0) [u] ¢ R. (1.37)

Entao \* € um ponto de bifurcacdao de S.

Demonstracao: Defina
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Claramente, h é de classe C' em uma vizinhanca de (A\*,0) € R2. De ((1.35) segue que
h(A*,0) = 0. Além disso, de (|1.36]) temos
hl)\()‘*vo) - A" <¢7 u)\ ) [u*} >

Entao, da hipdtese (1.37) temos que R (A*,0) # 0. Aplicando o Teorema da Funcao Implicita
para h, existe A = A\(¢) definido em uma e—vizinhanga de ¢ = 0, tal que

Agora, se h(A(t),t) = 0 com t # 0, entdo S(A(t),t) = 0, e assim o par (A(f),u(t)), com
u(t) = tu* +w(A(t),t) é uma solugao da equagao de bifurcagao PS = 0 tal que

(A(t),u(t)) — (A*,0), quando t — 0.

Observe que, u(t) # 0, quando t # 0. Entao deduzimos que A* é um ponto de bifurcacao de S.
[ |

Observacao 1.8.3
a) O Teorema (1.8.2) é uma versao simplificada do Teorema de Crandall-Rabinowitz [10)].

b) O conjunto de solugdes g é uma curva suave que tem uma representacao cartesiana no
nucleo V de L.

Podemos descrever ¥ de maneira mais precisa, na verdade, temos que

hy(A*,0)

YO =50y

Considere
AN, 0) = (¥, Si,(A,0) [u] ) =a#0
e além disso,
hy(X*,0) = 3 B/,(X*,0) = b.
Assim, deduzimos que
= 3(. 51,70 [w]).

Desta forma, se b # 0 temos que

b ot
A(t) = A" — =t +0(t), quando t — 0, onde ’75(‘2) — 0.

a
Isto implica que, existe uma curva de solugoes nao triviais que se bifurca a partir de (\*,0),
que assume valores de A tais que X > X\* e X < \* (Isso é chamado de bifurcagdo transcritica).
Se b =0 a estrutura Xg depende das derivadas de ordem superior de S em relacao a u. Por
exemplo, Se S € impar com respeito a u, temos

)\// _ __<w, Sg/uu *’0) [u*}3>
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e assim, se \"(0) # 0, vem que

A— A\ 2
u::i:( 5 > u* + O\ —X), onde ¢ = \'(0).
¢

Entao, se ¢ > 0 as solugoes nao triviais ramificam-se para X > \* (bifurcagdo super-critico),
enquanto se ¢ < 0, ramificam-se para A < \* (bifurcagao subcritico).

A A A

/ > A / > A > A
/:* A*\ /A*

b#0 b=0, c>0 b=0, c<0

Observacao 1.8.4 No caso especial em que X =Y e
S\ u) =u— Nu —T(u),

com T continuo e tal que T(0) = 0, T(0) = 0 e A € ZL(X,Y) € compacto, tem-se que
L =1-)\A, onde L é definido na equagdo (1.25)). Suponhamos que X* é um valor caracteristico
simples de A (isto €, ker(I — \*A) # {0}). Entdo

(1) ker(I — A\*A) tem dimensao 1.
(17) A codimensao de Im(I — X\*A) é 1, e ker( — A*A) N Im(I — A\*A) = {0}.
Neste caso (i) e (ii) sao equivalentes a (V-1) e (R-1).

Para referéncia futura, é conveniente indicar explicitamente o resultado no caso introduzido
na Observagao anterior, ou seja, quando X =Y e supomos que S é da forma

S\ u) =u— NAu —T(u)

onde A € Z(X,Y) compacto. Neste caso, o Teorema m pode ser escrito da seguinte forma:
Teorema 1.8.3 Seja T € C?*(X, X) tal que T(0) =0 e T'(0) = 0. Além disso, considere A
compacto. Entao qualquer valor caracteristico \* de A € um ponto de bifurcagao para

SN\ u) =u—NAu—T(u) = 0.

Demonstracao: Como antecipado na Observagao [I.8.4] para qualquer valor caracteristico de
A, as hipdteses (V-1) e (R-1) sao satisfeitas. Além disso, V' = ker(I — \*A) = span{u*} satisfaz
VN R={0}. Como

AN 0)[u] = Aut €V

a hipétese ([1.37) do Teorema anterior é satisfeita, logo A* é ponto de bifurcacao para S. |
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Aplicacoes para Problemas de Autovalores nao Lineares

Considere a equacao da viga

{ u’(s) + Asenu(s) = 0, s€]l0,]]
W (0)=d'(l) = 0 '

Este problema pode ser estudado por meio da Teoria de Bifurcagao com

X = {u € C%((0,1)): v (0)=u'()=0 },
Y =C((0,1)),
S:RxX —X
(A, u) — S\, u) =u"(s) + A sen u(s)
e SI(A0):v— 0"+ A,
com os autovalores simples
k2m?
)\k:l—Q, k’Zl,Q,
de v" + \v = 0, que pelo Teorema sao pontos de bifurcacao.
Um resultado similar vale para problemas de autovalores nao lineares de Sturm-Liouville,
como
—p@) +q(@)u = I+ f(z,u), x€lab]
u(a) = u(b) =0 ’
onde, p,q, f sao continuas, p,q > 0 em [a,b] e f(x,0) = 0. Por exemplo, se f/(x,0) = 0 entao
os autovalores de
—(p@@)u) +q(@x)u = du,  x€la,]
u(a) = u(b) ’
sao pontos de bifurcacao.

Estudaremos também a bifurcacao para problemas elipticos semilineares de autovalores,
como por exemplo

{—Au:Au+f@m% v €L (1.38)

u=0 x €0’

onde 2 é um dominio limitado suave, @ C RY e f € C?(Q x R). Considere o espago de Holder

X = {uel®(0): “|aQ: 0},
Y = C%(Q).

Defina,
S\ u) =Au+ M+ f(z,u).

Se (A, u) € R x X é solugao de S(A,u) = 0, entao u é solugao de (1.38]). Suponhamos que
f(z,0) = fl(x,0) = 0. Entao S(\,0) =0 e

S (N, 0) v — Av + M.
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Seja A* = )\, um autovalor do seguinte problema

(1.39)

—Au = Au, x €
u=20 x € 0N’

isto é, L = Li : v — Av + Ao, tem ntcleo nao trivial ker V= V;. A hipétese (V-1) requer
que V} tenha dimensao um, isto é, que \; seja simples. Seja ¢y, com

/apidzx: 1
Q

uma autofungao correspondente a A;. Entao u* = ¢y e Vi = span{py}. Além disso, do Teorema
[[.5.5] e também da Observagao temos que a imagem Ry, de Lj tem codimensao 1 e é dada

por
Rk:{ueY: /ugpkdx:()}.
Q

Em outras, palavras Ry = ker(¢), onde ¢ é definido como

(1, u) :/ngpkdx.

Finalmente,

A A 0) v — v e ST\ (M, 0)[er] = ¢r & R

Portanto, o Teorema m garante que todo autovalor simples do Laplaciano (1.39) é um
ponto de bifurcacao para S, isto é para o problema de Dirichlet semilinear com valores na
fronteira (|1.38]).



CAPITULO

2

Grau Topologico

Neste capitulo, faremos um resumo da teoria do grau topoldgico, evidenciando aquelas
propriedades que nos serao mais necessarias. O grau topoldgico de uma aplicacao é uma
ferramenta classica que é muito 1til para resolver equacgoes funcionais. Foi introduzida por L.
Brouwer para espacos de dimensao finita e estendida por J. Leray e J. Schauder para dimensao
infinita. As principais referencias sao [2], [3] e [4].

2.1 O grau de Brouwer e suas propriedades

Vamos supor que:

2 é um aberto e limitado em R" com fronteira 0f2. (2.1)
f ¢é uma aplicacio continua de Q) em R"; as componentes de f serdo denotadas

por f;.
p € R" é tal que p ¢ f(09).

Para cada tripla (f, 2, p) satisfazendo ([2.1)-(2.3) podemos associar um inteiro deg(f, <, p)
chamado de grau de f (com respeito a 2 e p) com as seguintes propriedades bésicas.

(P-1) Normalizagao: Se Iz~ denota a aplicacao identidade em R”", entao

1 se e
deg(IR"7Q7p) = { 0 se §¢ ﬁ

(P-2) Propriedade da Solugao: Se deg(f,€),p) # 0, entao existe z € Q tal que f(z) = p.
(P_S) d@g(f, va) = d@g(f - D, Qa O)
(P-4) Aditividade: Se ©; N Qy = 0, entao

deg(f, Q1 UQq,p) = deg(f,,p) + deg(f, 2, p)

Abaixo, faremos um procedimento fora do usual para definir o grau, omitindo a consisténcia
da defini¢ao e da verificagao de (P-1)-(P-4). A construcao completa, com provas, sera realizada

42
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na se¢ao [3.3] Para mais detalhes acerca da construcdo usual, ver as referencias [6] e [7].
Primeiramente, considere f uma aplicacao de classe C'*. Dizemos que p € R™ é um valor regular
de f, se Df, for sobrejetora V¢ € f~!(p), ou equivalentemente

of, . Ofi Ofi

)

%() %() 8f2() -1
JHD) = | 55, \ Y 5, oz, V| #0, Vge [ (p)

of.  of, of,

a—il(Q) a_i@ a:fn (q)

Provemos que, se p é um valor regular de f, entdo o conjunto f~1(p) é finito. De fato,
suponha que f~!(p) é infinito, entdo existe (x,) C f~1(p) C Q. Como Q é limitado, entao (z,,)
¢ limitada e pelo Teorema de Stone-Weierstrass, existe uma subsequéncia convergente (x, )
de (z,,), ou seja, x,, — Tg, com o € f~!(p). Note que, na bola centrada em z, e raio r a
equagao f(z) = p, tem infinitas solugoes. Além disso, como p é um valor regular de f, entdo
pelo Teorema da Fungao Inversa, f : B,(xg) — f(B.(zo)) (r > 0 suficientemente pequeno) é
um difeomorfismo, ou seja, a equagao f(z) = p tem uma unica solugao, isto contradiz o fato
que f(z) = p tem infinitas solugoes na bola B, (zy). Portanto, f~!(p) ¢ finito.

Assim, para p valor regular de f, faz sentido definir o grau de Brouwer da seguinte maneira:

Definicao 2.1.1 Sejam f € C*(Q,R") e p & f(0Q) um valor regular de f. Definimos o grau
topologico de Brouwer da aplicacdo f em relagao a §2 no ponto p, como sendo o niumero inteiro

deg (f,2,p)= > senlJf(x)], (24)

zef~1(p)
onde, para b € R~ {0}, sgn é a fungao sinal que é definida por

1 se b>0
sgn(b] = -1 se b<O.

E facil ver que a defini¢ao do grau de f em (2.4), satisfaz (P-1)-(P-4). De fato:
o Ign: Q2 CR" — R", entdo JIgn(x) = 1, para todo x € I, (z). Assim

sgn [JIpn(z)] =1, Va € Ipi(z) = {z}.
Se x € ) C R", tem-se

deg (I, Q. z) = Y sgn[JIzn(z)] = 1.

:velngﬁ(z)
Se x ¢ Q, deg(Ign,Q,x) = 0.

e Se nao existe z € , tal que f(z) = p, entdo f~1(p) = 0. Assim,

> senlJf(x)] = deg(f,Q2,p) =0

zef~1(p)
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o deg(f,Q,p) = Z sgn [Jf(z)], sez € f(p), entdao x € Q ¢ tal que

zef~1(p)

isto é, g71(0) = f~!(p). Portanto,

deg(f,p) = > sen[Jf(z)]

zef~1(p)

= > senlJg(@)]
z€g~1(0)

= deg(g,Q,0)
= deg(f_p7Q70)

e Se Q; NQy =0, entao
deg(fa Ql U 927]7) = d@g(f, Qlap) + d€g(f, 927p)‘

Exemplo 2.1.1 Calcular o grau de f(xz,y) = (e*—1, e*"Y—1) em uma vizinhanca da origem.
Solucao: Primeiro encontraremos os zeros de f. Assim,

flr,y) = (" —1,e"Y —1) = (0,0)
=M =1c V=1

p = (0,0) € um valor reqular de f e o conjunto f~'(p) s6 tem a solugio (0,0). Agora vamos

calcular J f(x,y). Note que
ety Tty )

Jf(il?,y) = (ez—y —eTY

assim,
()] = —ehe Y — e = 26, Vg€ fp),

entio, Jf(0,0) = —2, ou seja, deg(f,2,p) = —1. ]
Exemplo 2.1.2 Calcular o grau da sequinte aplicacdo

f:QcR® — R®
(z,y,2) — flz,y,2) = (2" +y> =22, 9% —2°)

p=(1,1,—1) € um valor regular de f.
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O congunto f~'(p) = {(£1,+1,£1)} tem 8 solugoes e sao (1,1,1), (1,1,-1), (1,-1,1),
(17_17_1) ( 17171) ( 17 ) )7(

]-a ) ( 17 17_1) LOgO,
20 2y —2z
Jf(@l =0 2y 0 |=-8zyz, Yge [ (p).
0 0 -2z
Daf,
deg(f,.Qp)= Y sen[Jf(x,y.2)]=-14+1-1+1-1+1-14+1=0.

(z,y,2)€f~1(p)

p=(—1,0,0) € valor regular de f, e f~1(—1,0,0) =0, logo

deg(f,2.(=1,0,0))= >, senlJf(z.y,2)] =0,

(z7yvz)€f_1 (717030)
|

Afim de estender a definicao acima a qualquer funcao f continua e qualquer ponto p, vamos
usar um procedimento de aproximacao . Primeiro, para aproximar p por valores regulares pj
aplicamos o Teorema de Sard.

Teorema 2.1.1 (Teorema de Sard) Seja f € C'(Q,R"™), e seja

Sp={reQ: Jf(x) =0}

Entdao f(Sy) € um conjunto de medida nula.

Ver demonstracao em [7] (Cap. 3, pag. 130). O conjunto Sy é chamado o conjunto dos
pontos singulares (ou criticos) de f. Qualquer u tal que f(u) = p é chamado de solugao nao
singular da equacao f(u) = p se u ¢ Sy. Pelo Teorema de Sard, f(S;) tem medida nula.
Portanto, o complemento de f(Sy) é denso em R™. Logo, existe uma sequéncia {p;} € f(Sy)
tal que pr, — p. Quando p, é suficientemente proximo de p, entao p, verifica e assim
faz sentido definir deg(f, (2, py) dado em (2.4). Além disso, pode-se mostrar que para k > 1,
deg(f, €2, pr) é constante e é independente da escolha da sequéncia {py}. Assim, pode-se definir
o grau de f € CY(Q,R") N C(Q,R") em qualquer p ¢ f(9Q) por

d@g(f, va) = kh—>I£l<> deg(f) Q7pk;)

Similarmente, dado f € C(Q,R") e p ¢ f(0Q). Pelo Teorema de Aproximacio de Weiers-
trass, existe uma sequéncia f, € C*(Q,R") N C(Q,R") tal que f; converge uniformemente a f
em 0. Se k > 1, entdo para qualquer (fy,,p) que satisfaga (2.1)-(2.3) pode-se considerar o
grau deg(fx, 2, pr). Note que, limdeg(fx, 2, p) ndo depende da escolha da sequéncia f; e dai
define-se o grau de f por deg(f,$2,p) = limg_ deg(fi, 2, p).

Definigao 2.1.2 Seja f € C(Q), e p € R* . f(0Q). Seja {f.} uma sequéncia tal que
fn € CHQ) N CQ) converge uniformemente a f em Q. Se define o grau de f em Q com
respeito a p da sequinte maneira
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Uma Homotopia é uma aplicagao h = h(A, z) tal que h € C ([O, 1] x Q, R”).

Defini¢ao 2.1.3 Uma homotopia h € admissivel (com respeito a Q e p), se h(\,x) # p,
V(A z) €[0,1] x 0.

(P-5) Invariancia Homotépica: Se h é uma homotopia admissivel, entao
deg(h(A,-), 2, p) = constante, VA € [0, 1].
Em particular, se f(z) = h(0,2) e g(z) = h(1,z), entdo
deg(f, €2, p) = deg(g, 2, p).

Como consequéncia imediata da invariancia homotépica, podemos deduzir o seguinte

Teorema 2.1.2 (Dependéncia da Fronteira)
Sejam f,g € C(Q,R") tal que f(x) = g(z), Yo € Q. Entdo, Vp ¢ f(0Q) = g(df) tem-se
que deg(f, 2, p) = deg(g, 2, p).

Demonstracao: Considere a homotopia

h:[0,1]xQ — R
(A, z) — h(\x)=Ag(z)+ (1= X)f(x).

Como f(z) =g(z), Vz € 0.
h(A\,z) = f(x) #p, VYV el0,1] x 5.
Assim, h é uma homotopia admissivel e por (P-5) vem que

deg(f,Q,p) = deg(h(-,0),Q,p)
deg(h<'v 1)’ Q,p)

= deg(g,Q,p).

(P-6) Continuidade: Se f; unif f em ©, entdo
deg(fk7 Qap) - deg(f? va)

Além disso, deg(f,2,p) é continuo com respeito a p.
(P-7) Propriedade de Excisao: Seja 2y C € um aberto tal que f(z) # p, para todo
x € N\ g, entao

deg(f7 Qap) = deg(fa QOaP)‘

Esta propriedade nos permite definir o indice de uma solucao isolada de f(x) = p. Seja
xo € Q tal que f(zg) = p e suponha que existe r > 0 tal que f(z) # p, Yo € B.(x9) ~ {o}-
Usando a propriedade (P-7), com Q = B,(z) e Qo = B,(x¢), p € (0,7) deduzimos que

deg(f7 Bp(l'o),p) = deg(f7 BT(Z'o),p).




2.1. O GRAU DE BROUWER E SUAS PROPRIEDADES 47

Este valor comum é definido como sendo o indice de f com respeito a xy :
i(fwo) = lim deg(f, B,(x0),p), P = f(wo).

Além disso, se f~1(p) = {x1, -, 2k}, x; € Q, entao
(P-8)

k
deg(f,Q,p) =Y _i(f ;).
7j=1

Para ver isto, basta tomar p > 0 tal que B,(x;) N B,(z;) =0, Vi# j. Seja
Qo= By(x1)U---UDBy(xy)
Usando a propriedade de (P-7) e a propriedade de decomposigao (P-4), obtemos

deg(f,Q,p) = deg(f790ap)

k
— Z deg(f, By(x;),p)
k

= Zl<f7 Qﬁj)’

J=1

o que prova (P-8).

Seja f € C! e seja p valor regular de f (isto é, |[Jf(z)] # 0, Vz € f~(p)). Como dito
anteriormente, se p ¢ um valor regular de f, entdo o conjunto f~!(p) é discreto. Em particular,
qualquer solugao xy de f(z) = p é isolada. Desta forma faz sentido considerar o indice i(f, zo).

Lema 2.1.1 Suponhamos que f € C1(Q,R")NC(Q,R") e seja xo € Q tal que p = f(xo) € um
valor reqular de f. Entao

i(f,20) = (-1)°, (2.6)

onde 8 é a soma das multiplicidades algébricas de todos os autovalores negativos de f'(xg).

Demonstragao: Seja r > 0 tal que xy é a tunica solugao isolada de f(z) = p na bola
B, = B,(xy). Entao

i(f, x0) = deg(f, By, p)
i(f,x0) = sgn[J fp(o) |-

Usando a forma normal de Jordan, sabemos que o determinante da Jacobiana Jf(xg) é dado
por

£39)

pr(xo) =\ )\m

onde \; sdo autovalores de f’(zy), repetidos de acordo com sua multiplicidade algébrica. Agora
observemos que:

e Cada \; ¢ diferente de zero, pois xy ¢ ponto regular.

e Se um autovalor é complexo, digamos igual a a + ib, entao a — ¢b também é um autovalor
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de f'(xp), e o produto
(a + ib)(a — ib) = a* + b* > 0,

com isso ¢ facil ver que sgn[|Jf,(z0)]] = (—1)”. Portanto,

i(f,z0) = (-1)°

Observagao 2.1.1 Na referéncia [1] foi mostrado que o grau topolégico
deg(f,Q,p) € Z

¢ unicamente determinado pelas propriedades (P-1), (P-4) e (P-5).

2.2 Aplicacao: Teorema do ponto fixo de Brouwer

Nesta se¢ao vamos supor que o grau deg( f, (2, p) satisfaz as propriedades listadas anteriormente,
e bem definido e mostraremos como isto pode ser usado para obter o cldssico teorema do ponto
fixo de Brouwer. Comecamos com um resultado preliminar.

Seja By = {z € R": |z| < 1} a bola unitédria aberta em R™.

Teorema 2.2.1 A esfera unitdria OBy nao é um “retrato” da bola unitdria B;. Isto é, ndo
existe uma aplica¢ao continua f: By — 0By tal que f(x) =z, VYV € 0B;.

Demonstragao: Suponhamos que existe f : B, — 0B, tal que f(z) = g(x), Vo € 0B, com
g(x) =x. Como 0 ¢ f(0B;1) = g(0B1), entao pelo Teorema temos

= deg(f,€2,0) = deg(g,Q,0) =1

Usando a propriedade da solugao temos que 3z € By tal que f (x) = 0, isto é uma contradigao
com a suposicao de que f(By) C 0B;. [ |

Observacao 2.2.1 De maneira mais geral, € possivel ver que, se €2 € qualquer conjunto aberto
limitado e convexo ou se ) € um dominio limitado homeomorfo a um conjunto convexo, entao
nao é possivel “retratar” ) sobre sua fronteira O).

Teorema 2.2.2 (Teorema do ponto fixo de Brouwer) Se f : C — C ¢ uma aplicagio
continua sobre um conjunto fechado, convexo e limitado C' C R"™, entao existe z € C' tal que

J(z) =z,

Demonstragao: Suponha que C' o fecho da bola unitaria B; em R™. Se f(z) # = para todo
x € By, definimos f: B, — 0B, onde f(a:) é a interseccao de dB; com a semi-reta que
passa por f(z) e z. Note que, ]7(95) ¢ continua e tal que f(x) =,V € 0B, o que contradiz
o Teorema [2.2.1] No caso em que C' é qualquer conjunto convexo limitado e fechado segue

similarmente da Observagao [2.2.1 |

Observacao 2.2.2

(a) De acordo com a Observagdo pode-se estender o Teorema do ponto fixo de Brouwer
provando que se ) € um_dominio limitado homeomorfo_a um conjunto convexro entao
qualquer aplicagao continua de ) em §2 tem um ponto fixo z € €.
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(b) Out

)
C

prova do Tem“ema ¢ utilizando a invariancia homotopica do grau, isto €, sejam

E(,f.Bl() F()Deﬁna

h:Bi(0)x[0,1] — R
(x,t) — h(z,t) =2 —tf(x).

Provaremos que h € uma homotopia admissivel, ou seja, h(x,t) # 0,V (x,t) € 0B1(0)x]0, 1].
De fato, o caso t = 0 é imediato, enquanto o caso t = 1 seque da hipdtese: f(x) # x com
x € 0B1(0). Além disso, 0 ¢ h(0B1(0) x [0,1]), pois

|h(z, )] = llz = tf (@) = [lz]] — e[ f ()] = (1 =) >0,

em 0B1(0) x (0,1). Portanto, h(z,t) # 0 para todo (z,t) € 0B(0) x [0,1], entdo pela
Propriedade (P-5) da invariancia homotopica, tem-se

deg(h(-,1), B1,0) = deg(I, B1,0) = 1.

Logo pela Propriedade da FEzisténcia de Solugao seque que existe x € By(0) tal que
h(z,1) = x — f(xz) = 0. Portanto, eziste v € B1(0) tal que f(z) =

2.3 Uma definicao analitica do grau

A seguir vamos fazer uma construgao do grau topoldgico e de suas propriedades. A definicao
que daremos abaixo nao é a que foi esbogada na Segao 2.1}

Em vez disso, vamos seguir uma abordagem mais analitica devido a E. Heinz [13], que é um
pouco mais simples do ponto de vista técnico.

2.3.1 Grau para aplicacoes C?

Vamos comegar com aplicagoes C?. Sempre suponha que as condicoes (2.1)-(2.3) sao satisfeitas.
Seja f € C*(Q,R") e seja J f(z) a matriz jacobiana de f. Pela propriedade (2.3) (p é um ponto
em R™ tal que p ¢ f(0)), temos que

min{|f(x) —p|: = € 0Q} > 0.

Entao escolha o > 0 tal que

a < min | f(z) —p|.

Considere a funcao ¢ € C([0,00)) de valores reais definida em [0, c0) e tal que

i) supp(p) C (0, ).

i) / o(|z))dz = 1.

Definigao 2.3.1 Para f € C*(Q,R") defina

deg(f,Q.p) = / o (1F(2) — pl) J £ (2)dz
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Observagao 2.3.1 Claramente, temos que

deg(f7 va) = deg(f - b, Q, O>7

o que mostra a propriedade (P-3).

Vamos justificar a definigao acima, ou seja, mostraremos que a escolha de « e ¢ satisfazendo
() e (i7) nao interfere na defini¢ao, a definigao independe da escolha de « e ¢ que satisfaz ()
e (i1). Mais precisamente vamos mostrar que se aq, 1, s, po satisfazem (i) e (ii) entao

[ ors@) =) Irt)in = [ er(5(@) = 5w (27)
Vamos tomar p=0 e ¢ = ¢; — ¢y e assim (2.7 torna-se
| # @ s =0

Por (ii), temos que
/ G () dr = 0. (2.8)
0

Além disso, como supp(p;) C (0,q;), para ¢ = 1,2, temos que supp(p) C (0,a),
a = max{ay, as}. Considere

Como supp(y) C (0, «), por (2.8) para r > a, vem que

v = o [ E ) i

Desta forma, supp(¢) C (0,a). Além disso, 1 € C'. Veja agora que, pelo Teorema
Fundamental do Calculo, obtém-se

P(r) = /0 s" 15 (s)ds 4+ "dii (/Ors"—la(s)ds)

= r " 1/5 o (s ds—i—r""lgo(r)

= _”1/3 o (s)ds +r'o(r),

[e=]

[e=]

ou seja,
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Logo, r¢'(r) = —ny(r) + ¢(r), e assim,

r/(r) +mip(r) = @(r).
afi

Seja A;; o cofactor de a;; = Ir. da matriz jacobiana Jf e considere o campo de vetores
X
j

v € C*(Q,R™) com componentes

V= ZAji(x)w (£ (@)]) f;(x)

Tendo em conta a seguinte propriedade dos cofactores A;;:

Z 0A;; ,
axl ) j Y 7n7

fazendo um calculo direto segue que

n

div(V(z)) = Zg:‘;
= 3 R + Ao Z bl Al 2

= Jf@) [ F@ R f @)]) +n(]f (2)])]
= Af @) f ().

Integrando sobre €2, obtemos
[ @@ e = [ Via)-vio (2.9
Q o9

onde v denota o campo normal unitdrio a 0€2. Agora note que para x € 0f) temos que

|f(x)] > min{|f(x)| : z € 002} > a,

e assim,
V(z) =0 paratodo x € 0. (2.10)

Usando em , tem-se
[ & asz o

o que prova que (2.7)) é verdadeiro.
Exemplo 2.3.1 Seja f = A € Z(R") com A ndo singular. Entdo

deg(f,Qp) — / oAz — p|)JA(x)dz
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= [ #llAe - den(A)dz
Q
— sgnlder()] [ (A7 = pl)] det(A)jds
= [y psgnldet)dy. (211)
A(Q)
Podemos tomar o < Ig}zn |Az — p|, tal que
Ba(p) € A() se p€ A(Q)
NAQ) =0 se p¢ AQ).
Como o suporte de (- — p) estd contido na bola B,(p), entdo temos que

g { ) 2 24

pois o suporte de @ esta fora de A(Q)) entdo (2.11)) é 0. Em particular,

des(re 9) = { } 26 7S

e seque a propriedade (P — 1). [ |
Para um segundo exemplo, vamos considerar o caso em que p é um valor regular de f.

Exemplo 2.3.2 Seja D um subconjunto aberto de R™, considere f € C*(D,R") e xy € D tal
que f(xzo) = p € um valor reqular de f, entao pelo Teorema da Fungao Inversa, f : B.(xg) — U.
¢ um difeomorfismo, com € > 0 suficientemente pequeno e U. = f(B.(xq)). Vamos provar que
Jf tem sinal constante em B.(xq). De fato, seja

g:B(xy) — R
¢ — glg)=1Jf(a)l
Note que g € uma fungdo continua. Suponha que, existem qi,qs € Be(xo) tal que g(q1) <0 e
g(g2) > 0. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € B.(x) tal que g(q) = 0, ou seja,

Jf(q) =0, isto € uma contradi¢do pois p é valor reqular de f. Portanto Jf tem sinal constante
em Be(xg). Agora vamos calcular deg(f, B:(xo), p).

deg(f, Bo(xo).p) = / olIF@) = p) s

= sgnlJf(z0) / o(1f(2) — p)| T f(x)|dx

Be (370)

— sgnlJ f(xo) / oy — pl)dy.

Ue

Na defini¢ao do grau podemos tomar « tal que B, (p) C U.. Como ¢(ly—p|) = 0 para |y—p| > «,



2.3. UMA DEFINICAO ANALITICA DO GRAU 53

entao

/ o(ly —pl)dy = / e(ly — pl)dy = 1.

Portanto,
deg(f, Be(xo),p) = sgn[J f(z0)].

2.3.2 Grau para aplicacoes continuas
Agora vamos definir o grau para aplicagdes continuas f satisfazendo ([2.1)-(2.3) da Secao 2.1

Para isso precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.3.1 Parai= 1,2, seja fi € C*(,R") tal que |fi(x) —p| >a >0, Va €I Dado
e € (0,2), suponhamos que |fo(x) — fi(z)| <e, Va € Q. Entdo

76
d€g<f17Q7p) = deg(f27Q7p)'

Demonstracao: De acordo com a Observacao podemos tomar p = 0. Seja X € C'(0, c0)
um funcao nao decrescente tal que

1 se 0<r<2¢
X(T)_{O se 1> 3¢ ’

e defina f3 € C'(Q,R™) como
fs(@) = (1 = X([/i(@)]) fi(z) + X ([ f1(@)]) f2(2).
Dai, vem que

fi(z) VaeeQ: |fi(z)] > 3, (2.12)
folz) VoeeQ: |fi(z)| < 2e, (2.13)

fa()
f3()

Em particular, como |fi(x)| > «, para todo z € 9 e «a > 6e, entao |f3(x)| = [fi(z)] > «
para todo x € 9. Além disso, Vz € (2, temos que

f3(x) = (@) = X([fi(@)])(fa(z) -
fa(x) = folx) = [1 = X([fr(2)])] (fr

e portanto, para i =1, 2

fi(@)),
(x) = fa(x)),

|fa(z) = filzx)] <&, Vel (2.14)

Escolha duas fungao ¢; € C'(0,00) com as seguintes propriedades:

i) / pillal)de =1 i=1,2,
Rn

i1) supplp1] C (4e, be),
i1)  supp|ps] C (0,¢€).

Da definicao do grau, podemos usar ¢; e ¢ para calcular o grau de f;, i = 1,2. Em
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particular, temos que

deg(f5,9.0) = / o1 (| fo(@) ) falx)de,

(2.15)
deg(f1,9,0) = f9¢1(|f1($)|)(]f1($)d$'

Agora, como supp[p:] C (4, 5e), temos que ¢1(|f3(x)]) # 0, ou seja, 4e < [f3(z)| < 5e. De
(2.14) temos |f3(z) — fi(z)| < €, para todo x € Q. Entao, disto e de 4 < | f3(z)| < be, vem que

1 fs(@)] = [fi(@)|] < |fs(z) = filz)] <e

—e <|fs(x)] = [Az)] <e

—|fs(x)] —e < —[fi(x)] <e—|f3(z)]

f3(@)| —e < [fi(z)| < e+ |fs(z)]

de —e <|fs(zx)| —e <|fi(z)| <e+|fs(z)] <e+5e
3e < |fi(x)] < 6e.

S A

Entao de (2.12)), segue que f3(z) = fi(z) para todo x € Q tal que 4 < |f3(x)| < 5e. Logo,

p1(lfs(@))J fs(2) = er(|fu(@)]) T filz), Vo eQ. (2.16)

Substituindo ([2.16]) em ([2.15]), tem-se

deg(fs,9.0) = / o1(|fa(@)])J fo(z)dz

- / o1 (| f1(@)]) fu(z)de
= deg(f1,9,0).

Analogamente, mostra-se que
deg(fs3,Q2,0) = deg(f2,Q,0), Vae Q,

o que conclui o Lema. [ |

Estamos agora em condicoes de definir o grau de qualquer aplicacao continua

f:Q—R" tal que f(x)#p, Y e

Pela densidade, existe uma sequéncia de funcées f, € C%(Q,R") N C(Q,R") convergindo
uniformemente para f em Q. Como f(z) # p para todo x € 9 e da convergéncia uniforme
de fr — k, vem que fr # p, Va € 0f) e k suficientemente grande, e assim temos bem posto
o grau de fy, para todo k > 1, isto é, deg(fx, €2, p) estd bem definido. Além disso, pelo Lema
temos que deg(fx, €2, p) é constante para k > 1. Desta forma podemos definir o grau de
f com respeito a ) e p, como

deg(f,2,p) = lim deg(fy, <, p).
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2.3.3 Propriedades do grau

A seguir mostraremos que as propriedades (P-1) - (P-7) sao validas. J4 mostramos (P-1) e
(P-3). De acordo com a definigao e o Lema é suficiente realizar as provas das propriedades
com a suposigao de que f € C?%. Veja que, p ¢ f(0N) entdo p ¢ fr(9) para k > 1, como
q ¢ f(00) para ¢ suficientemente préximo de p, de modo que faz sentido considerar

deg(fk>Q>p) € deg(fa Q,q).

Prova de (P-2) [Propriedade da solugao]: Se f(x) # p, V € Q, entdo f(x) # p em
todo o conjunto compacto Q. Assim,

36 >0,5 <a tal que |f(z) —p| >6, V€.

Escolha ¢ tal que / o(lz])de =1 e supp(p) C (0,d). Assim, o(|f(x) —p|) =0 em Q (uma

n

vez que |f(x) — p| > §, para todo z € Q) e com isso vem que
deg(.9.0) = [ 5(@) = p I F(a)dz =

|
Prova de (P-4) [Aditividade]: Se Q1 Ny = (), entao pela Defini¢ao [2.3.1] temos que

deg(f, QU Q. p) — / plIf@) =5 (@)

_ / (£ (2) — pl)J f () + / (£ (2) — pl)J f(x)da

Qo

= deg(f7Qlyp) +d€g(f7 Q2)p)'

|
Prova de (P-5) [Invariancia Homotépica]: Para a € [0, 1] fixado, dado £ > 0 pequeno,
existe d(g) > 0, tal que

A€ 0,1], [N—a] <d= |h(x,\) — h(z,a)| <e.

Usando o Lema [2.3.1], a aplicagdo A — deg(h(-, A), Q,p) é localmente constante. Sendo [0, 1]
um conjunto compacto e conexo, segue que a fungdo A — deg(h(-, A), €2, p) é constante, isto é,

deg(h(-,\),Q, p) = constante, VA € [0,1].

[
Prova de (P-6) [Continuidade]: A primeira parte segue diretamente do Lema A
continuidade segue de
deg(f? Q7p) = deg(f - D Q7 0)

|

Prova de (P-7) [Propriedade de Excisao] B
Como f(x) # 0, para todo z € QX Qo, f(z) # p em todo o compacto €2 \ €, e existe a; > 0
tal que |f(x) — p| > a1, para todo z € Q2 \ . Na definicdo do grau, vamos escolher ¢ de tal
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forma que supp(p) C (0,a1). Entdao o(|f(z) — p|) = 0, para todo Q \ Qy o que implica que

[ eif@ = phIsads = [ llf@) - ) I5(a)ds,
Q

Qo

Portanto,
deg(f’ va) = deg(fa Qo,p>

Vamos ressaltar que a definigdo de indice depende de (P-1)-(P-7) somente. Em particu-
lar, (P-8) vale. Argumentando da mesma forma como no Exemplo m prova-se o seguinte
Corolario, que nada mais é a equivaléncia entre as defini¢coes do grau para valores regulares e
aplicacoes continuas de classe C* dado em (2.4)).

Corolario 2.3.1 Se p ¢ um valor regular de f € C*(Q,R") N C(,R"), entdo

deg(f,Qp) = > sgnlJf(w)].

z€f~1(p)

Finalizamos esta segao concluindo que deg(f, €2, p) definido em é de fato um inteiro.
E suficiente considerar f € C'. Se p ¢ um valor regular entdo o fato de deg(f,$,p) ser um
nimero inteiro segue do Corolario anterior. Caso contrario, se p nao for valor regular considere
o conjunto

Sp={re: Jf(x) =0}

Pelo Teorema de Sard 2.1.1] f(Sf) tem medida nula, e assim, existe uma sequéncia {p;} de
valores regulares tal que py — p e deg(f,Q,px) é um inteiro e portanto, pela continuidade
do grau segue que deg(f,€2,p) é também um inteiro.

2.4 O grau de Leray-Schauder

Em equacoes diferenciais os espacos de fungoes em que se trabalha sao geralmente espacos
de dimensao infinita. A partir dai surgiu a necessidade de generalizar o conceito do grau a
espacos de dimensao infinita. Isto é conhecido como o grau de Leray-Schauder, que é definido
para operadores da forma I — f, onde f é um operador compacto. A idéia é aproximar f por
operadores de posto finito, o que nos permite encontrar um espaco de dimensao finita onde
podemos aplicar o grau topolégico de Brouwer.

2.4.1 Definindo o grau de Leray-Schauder

Seja D um aberto limitado do espaco de Banach X. Vamos trabalhar com perturbacoes
compactas da identidade, ou seja, com operadores S € C(D,X) tais que S = I — T, onde
T é compacto.

Provemos que, se G é um subconjunto fechado de D, entdo S(G) é fechado em X. De fato,
seja G C D fechado e {u,} C G tal que S(u,) — uo em X. Nosso objetivo é mostrar que
ug € S(G). Como T é um operador compacto, existe uma subsequéncia {u,, } de {u,} e vy € X
tal que T'u,, — vy em X. Sendo S = I —T', temos que

S(“m) = [(unz) - T<um>7
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ou seja, Up, = S(un,) + T'(uy,). Desde que,
Tu,, — vy e S(u,) — uo,
tem-se, u,, — ug + vg em X. Agora, pela continuidade de S, obtém-se
S(ty,) — S(ug + vo),
e pela unicidade dos limites, temos
S(ug + vo) = up.

Como G é um conjunto fechado em X, {u,,} C G e u,, — ug + vy, entao vy + vy € G.
Portanto, ug € S(G), ou seja, S(G) é fechado, com G conjunto fechado. Em particular, S(0D)
é fechado, pois 0D é fechado.

Seja p ¢ S(0D) e S(OD) é fechado, entao

r = dist(p, S(0D)) > 0. (2.17)

Como T é compacto, existe uma sequéncia T}, € C(D, X) tais que T}, — T uniformemente
em D e

Tw(D) C Ey C X, com dim(Ey) < oo. (2.18)

(Ver [5], Segao 6.1). Vamos definir o grau de I — 7' como sendo o limite dos graus de I — T} os
quais introduziremos agora. Primeiramente, vejamos alguns conceitos preliminares:

Considere uma aplicacio ¢ : @ C R® — R™ com m < n, onde ¢ € C(Q,R™). Identifique

R™ como subespago de R" cujos pontos tem n — m coordenadas nulas, ou seja,

R"={xeR": 21 ==z, =0}.

Entao a funcao ¢, pode ser considerada como uma aplicacao com valores em R", cujas n—m
ultimas componentes sao iguais a zero, isto é:

$:QCR* — R™
r — ¢(£L’):(¢1<l‘),-",¢m($),0,-",0) (2'19>

Sejam g(z) =z — ¢(z) e gn € C(ANR™ R™), em que g, denota a restricio de g em Q NR™,
ou seja,

gm =9 QnR™
Mostremos que se p € R™\ ¢g(0f2), entao
deg (9,2 p) = deg (gm, QN R™, p). (2.20)

De fato, seja, = € Q tal que g(x) =p, entdo x = ¢(x)+ p. Como ¢ tem posto finito em R™
e peR™\ g(00), entdo z € QNR™, ou seja,
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Com isto mostramos que g~ (p) C g;,'(p). Como a outra inclusio é trivial, vem que

97 (p) = g, (p)- (2.21)

Podemos supor que €2 NR™ # (). Caso contrario teriamos g¢.'(p) = () e assim por (2.21)),
g '(p) = 0. Como antes, vamos tomar ¢ € C! definido como em (2.19)), além disso p valor
regular de g,,. Entao de acordo com a definigao ({2.4)), temos

deg (9,%p) = Y sgnlJs(w)],

z€g~1(p)
e, por hipdtese,
g(x) = x—¢(x)
= (\xl - ¢1(x)/7' o Tm T ¢m($27xTn+1v' L Ty)
Gz?z) Gr:r(u’v)

= (Gl(x): 7Gm(x)vxm+lv T xn)a

ou seja,
oGy 9Gy . 0Gi  9Gi , 9G1
o1 Oxzo OTm OTm+1 OTn
0Gwm  0Gwm . OGm  OCGm , , OGm
Tola) = | Tt G e B
0 O --- 0 0o .- 1

Portanto, sgn [Jy(x)] = sgn[J,, (x)] e

deg(g,9, p)

> sgn[Jy(w)]

zcg—1(p)

ST sgnldy, (@)

z€gm" (p)

= deg (gm, QN R™ p),

o que prova (2.20) com p valor regular de g,,. No caso geral usamos o Teorema de Sard
e 0 argumento segue como no final da secao anterior. Portanto,

deg(g,9,p) = deg (gm, 2N R™, p).
[ |
A discusao anterior nos permite definir o grau, para aplicagoes g tais que g(x) =x — (b(x_),
onde ¢(D) estd contida em um subespaco de dimensao finita £ de X. Seja p € X, p ¢ g(D)

e FE; um subespaco de X contendo E e p. Considere, g; Define-se o grau de g em
D, com respeito a p, como

= g|5ﬁE1 !

deg(g, D,p) = deg(g1, D N Ey, p). (2.22)
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Mostraremos que (2.22)) ndo depende de E;. Seja E, outro subespago de X tal que £ C Ej
epé€ Ey, entdao E C EyNEy e pe EyN Ey. Por (2.20), vem que

deg(gi, DN E;,p) = deg(g%mEm&,D NEiNEy,p), i=1,2

Isto prova que a definigao (2.22]), ndo depende da escolha dos subespacos F;.
Agora voltemos a aplicagdo S = I — T, com T compacto. Seja Ty, — T satisfazendo (2.18))
e S, =1 —"T}, onde k é tal que:

ngWﬂ—TM@H<£. (2.23)

Logo, segue que p & Si(D), assim faz sentido considerar deg( Sk, D, p), definido em (2.22)).
Definicao 2.4.1 Sejap ¢ S(0D), onde S =1—T com T compacto. Definimos

deg(SvD7p) - deg(]_Tk7D7p)v

para todo Ty satisfazendo (2.18) e (2.23)).

Para justificar a definicao acima, vamos mostrar que o grau independe da aproximacao T.
Para isto, seja T;, como i = 1,2 tal que (2.18)—(2.23)) sao vélidas. Sejam FE; subespagos de
dimensao finita tais que

T;(D) C E,.
Se E é o subespaco gerado por E; e Fy usamos a defini¢ao (2.22) e obtemos

deg(S;, D,p) = deg( S; S DNE,p), comi=12. (2.24)
n
Considere a homotopia,
h(A, <) = A 1—=A A 1
( ) ) Sl 5QE+( )SQ BmE7 € [07 ]

Suponhamos que h nao é admissivel, entdao h(\,x) = p, para algum x € 9(D N E) e algum
A e [0,1], daf,

AS(x) + (1 4+ N)Se(x) =p

Mz —Ti(z)+ (1 + N (z—Ta(x)) =p

At — AT (z) + o — To(x) — Ae + NTa(x) = p
x— N () — (1 = NTa(z)=p
r—T(x)+T(z) = N1(z) — (1 = N)Ty(z) =p
S(@) + AT (z) = Ti(z)) + (1 = A)(T(z) — Tz(z)) = p
p—5S(@) =AT(z) — Ti(z)) + (1 = N)(T'(z) — Tz(x))

lp = S(@)[| = IMT(x) — Ti(z)) + (1 = A)(T(z) — Ta(x))].-

Como z € (D N E), entao por (2.18) e pela condigao (2.23)), tem-se

r<lp=>S@) < [MT(2) =T(@)| + (1 = )(T(z) = Tr(2))]|

S I R
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= AM(T(z) = Ti(x))l| + (1 = M[(T(z) — Ta(a))|
< /\g +(1- /\)g = (Absurdo).
Portanto, h é admissivel em D N E, entao p ¢ h(\, z) para z € 9(D N E) e assim,
deg (1| DNE,p)=deg(S|  DNE,p)
DNE DNE

Esta condigao e (2.23|) prova que a Defini¢ao estd justificada. [ |

O grau de Leray-Schauder satisfaz as mesmas propriedades (P-1)--- (P-8) como o grau em
dimensao finita (com €2 no lugar de D). Com respeito a propriedade (P-5) temos que lidar com
homotopias h(A, z) € C(]0,1] x D, X) tais que para todo A € [0,1], A(),-) é uma perturbacao
compacta da identidade.

E claro que também podemos estender a nocao de indice de uma solucao isolada zy de
S(x) =x —Tx = p, por

Z(Sa xO) :}}_{%deg (Sa BT(-rO)ap)? b= S(.To),
onde B, (z9) ={z € X : ||z — x| < r}.
Finalizaremos esta subsecao, provando o analogo do Lema [2.1.1 Primeiramente é preciso
ver alguns conceitos preliminares. Relembre que:
(a) p # 0 é um valor caracteristico da aplicagao linear A <= p~! é un autovalor de A.
(b) 1 nao ¢ um valor caracteristico de T"(z9) = S’(z) ¢é invertivel.

(c) Nos referimos a estas solugoes isoladas como solugdes nao singulares de S = 0.

. 7 L ido, ;
(d) Em particular, o teorema da aplicagdo inversa local é vélido, entdo zy é uma solugao
isolada de  — T'(x) = p.

Lema 2.4.1 Seja T € C(X, X) um operador compacto e diferencidvel em xo. Entio T'(x) €
um operador linear compacto, por isso existe somente um numero finito de valores caracteris-
ticos de T'(xg) contidos em (0,1) e cada um tem multiplicidade finita.

Demonstracao: Seja {z,,} C X uma sequéncia limitada, entao existe M > 0 tal que ||z, || < M
para todo n € N. Sejam, M = sup,,cy ||z.|, k € N e k > M, entdo

T T
fzo+ 221 < ool + 122
< Jaoll+ 2
k

< ol +1=C, ¥n,

onde C' > 0 é uma constante, ou seja, {zo + ?n} é uma sequéncia limitada. Como T é

compacto, entdao T'(xo + %) possui uma subsequéncia convergente. Em particular, chamemos
a subsequéncia por {1'(xg + %*)} e como é convergente, entao ¢ uma subsequéncia de Cauchy.
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Provaremos que {T"(zo)x,)} C X é uma sequéncia de Cauchy. De fato, seja ¢ > 0. Como T é
diferencidvel em zy € X, entdo existe T"(zg) € £ (X, X) tal que

T(xo+ h) =T(xg) + T (x9)h + r(h),

h
onde % — 0, quando ||h]| — 0, isto é, para ﬁ > 0 existe § > 0 tal que, se ||| < J, entao

r(h) £ 5 B
il < 55 = I < g7lnl =

ou seja, dado £; > 0 existe 0 > 0 tal que, se ||| < 0, entao ||r(h)|| < 1. Note que, se ||h]| < 9,
implica que
1T (o + h) = T(wo) — T"(wo) || = [[r(R)]| < 1.
Por outro lado, observe que
/ / [ In / Lm
T(wo)v, = T'(@o)wn = k |T'(z0) 72 =T (:@7]
- ey )=+ () - (=5~ -+ ()]

L) () s o ma- ]

Tome k = max{k, 2}, entao

T (z0)x, — T (20)Tm ZET(@)—T(@)-FT.I +& Ty — 2
17" (o) (zo)Zml - > (2o k) ( k;)
< k r(@)—r(@)‘ +k T(x0+7n)—T(x0—me)‘
k k k k
~E Ty o~ E Ty oo Tn Lm
< ksz kQMkJrk ($o+k) (2o k)‘
< etk T(mo—i—%)—T(xo—%)

Como {T'(zo + %)} é de Cauchy, entao {T"(zo)x,} ¢ uma sequéncia de Cauchy e ja que X é
um espago de completo, entao {7"(x¢)z,} é uma sequéncia convergente. Portanto, 7"(z¢) é um
operador linear e compacto. [

Lema 2.4.2 Seja T € CY(D, X) operador compacto e suponha que 1 ndo é um valor carac-
teristico de T'(xg). Sejam S(z) = v —T(x) e, zg € X, tal que S(xzg) = p. Entao temos
que,
Z(Sa l‘g) - deg (S/(ﬂfo), Br(x0)7p)7 r<< 1.
Demonstracao: Para simplificar a notagao, tome
ro=0 e p=0.
Como S(z) =z — T(x), entao S’(0) = I —T1"(0), dai temos que

S(z) = 5'(0)[x] + R(=),
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ou seja,

R(z) = S(z)—5(0)[x]
= o —T(x) = 5(0)[]
= x—T(z) = (I =T'(0))[x]
= T'(0)x] = T(x).

onde R(x) = o(]|z||), com ||z|| — 0. Considere a homotopia
h(\,z) =z —T'(0)[z] + AR(z).

Do Lemal2.4.1] segue que h(J, -) é uma perturbacao compacta da identidade. Vamos verificar
que existe r > 0 suficientemente pequeno tal que h é admissivel em D = B,.(0). Caso contrario,
existiria z; — 0 e \; € [0, 1] tais que h(z;, \;) = 0 ou seja,

Tome z; = ||2;]| "y, que satisfaz

R(z;)

[E

2 =T'(0)[z] — A

Sem nova reformulagao para os indices, podemos assumir que, z; — z* fracamente em X
(X espago reflexivo) e \; — A* € [0,1]. Como R(z) = o(]|z||) e usando o fato que 77(0) e R
sao operadores compactos, vem que

z; — 2z fortemente,

e assim, ||2*|| = 1, com z* = T"(0)[z*]. Isto contradiz a hipétese de que u = 1 nao é um valor
caracteristico de 7"(0). Pela propriedade de invariancia homotdpica, obtemos que

deg(S,D,0) = deg(h(1,-),D,0)
= deg (h(0,-),D,0)
= deg (5'(0), D,0).

Lema 2.4.3 Seja L um operador compacto em X e suponha que 1 nao é um valor caracteristico
de L. Entao
d@g ([ - LaBT(O)7O) = <_1)B7 r> 07

onde B € a soma das multiplicidades algébricas de todos os valores caracteristicos de L contidos
em (0,1)

Demonstragao: Para cada valor caracteristico p; de L, considere
N; = |J NI = pL)™).
m=1

Denote por ¢; = dim[N;] a multiplicidade algébrica de p;, onde p; para todo i = 1,--- | k,
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sao os valores caracteristicos de L contidos em (0, 1). Sendo

temos que dim|[N| = q +¢2+---+qx = B. ( Se ndo existir valor caracteristico em (0, 1) entéo
N = {0} e portanto, f = 0). Sejam W tal que X = N @ W e P, @ projecoes em N e W,
respectivamente. Consideremos agora a homotopia

h:[0,1]]x X — R"
(N, z) — h(\x)=2x— L[Pzx] — \L[Qx].

Para cada A temos que h é uma perturbacao compacta da identidade pois como P e ()
sao funcgoes continuas, entao LP é compacto e AL é compacto e, assim, h = [ — T com
T = LP + ALQ um operador compacto. Suponhamos que, existem r > 0 e (A, z) tais que
h(A\,z) =0, com A € [0,1] e ||z| =, isto é,

x — L[Pzx]+ AL[Qx] =0, A€ [0,1] |z| =7 (2.25)

Pela defini¢do de X e P, Q, temos que Pz — L[Px] = AL[Qx] — Qx. Como

Px — L[Pz] € N
AL[Qz] — Qz € W

e NNW = {0}, tem-se que

{ Pz = L[Pxz] (2.26)

Qz = AL[Qz]

Como 1 nao é valor caracteristico de L, e de Pz = L[Px|, vem que Pxr = 0. Entao se

x = Qx da segunda equacao de (2.26) obtemos que x = ALz, e pela equagao (2.25)) ||z|| = r
com r > 0, entdo A nao pode ser 0 nem 1, portanto A € (0,1). Mas ainda, A deve coincidir

com um dos p; € (0,1) e, assim, x € N, o que contradiz o fato que z = Qz € W. Portanto,
h(\, z) # 0, isto é, h é admissivel. Usando a invariancia homotdpica, vem que

deg<1 - La Br(0)7 0) = deg([ - LP> Br(o)v 0)
Este ultimo é uma perturbagao da identidade de dimensao finita, portanto do Lemma [2.1.7]

deduzimos que

i(h,0) = deg(I — LP, B,(0),0) = (—1)".

Agora estamos prontos para provar o seguinte teorema.

Teorema 2.4.1 Seja T € CY(D,X) um operador compacto e tal que 1 ndo seja um valor
caracteristico de T'(xg), para algum xo € D. Entao sendo

S(x)=ax—T(x) e S(zxg) =Dp,
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temos que xo € uma solugao isolada de S(x) = p e vale
i(S, x0) = (~1)7,

onde B € a soma das multiplicidades algébricas de todos os valores caracteristicos de T'(xy)
contidos em (0,1).

Demonstracao: A demonstracdo segue de maneira direta dos Lemas (2.4.2]) e (2.4.3)). |

2.5 O teorema do ponto fixo de Schauder

Antes de ver aplicagoes em equagoes diferenciais, vamos mostrar como o grau nos permite obter
um resultado classico sobre a existéncia de pontos fixos de uma aplicagao compacta.

Teorema 2.5.1 Seja D C X um subconjunto aberto, limitado e convezo do espago de Banach
X tal que 0 € D, e seja T € C(D, X) um operador compacto tal que T(D) C D. Entao T tem
um ponto fixo em D, isto €, existe

v €D tal que T(v) = .
Demonstracao: Sem perda de generalidade, suponhamos que
T(x)#z, YaxedD. (2.27)

Caso contrario, nao teriamos o que fazer. Assim, podemos definir o grau de deg(I — T, D, 0)
e portanto, o teorema ficard demonstrado se conseguimos provar que deg(I — T, D,0) # 0.
Defina
h(\,z) =2 — M\ (x), A€ [0,1], x € D.

Para cada A € [0,1], * — h(\,z) é uma perturbagdo compacta da identidade em X.
Afirmacao:
h(\,x) #0, V(\z)e[0,1] x dD.

De fato: Suponhamos por absurdo que, existem z* € 9D e A\* € [0, 1] tais que h(\*,z*) = 0,
assim z* = \*T'(z*). De segue que \* < 1. Como T(D) C D, temos que T(z*) € D,
entdo \* < 1 e da convexidade de D vem que \*T'(z*) € D o que contradiz o fato que \*T'(z*) =
x* € dD. Portanto, h(\,x) #0, V(A z) € [0,1] x dD. Isto é, h é uma homotopia admissivel.
Pela propriedade da invariancia homotépica do grau, tem-se

deg(I — T, D,0) = deg(I,D,0) =1,

pois 0 € D. Usando a Propriedade da Existéncia da Solugao, temos que existe x € D tal que
x—T(z)=0. [

2.6 Propriedade da invariancia homotdépica generalizada

O propésito desta segdo é provar uma versao mais geral da Propriedade (P-5) da invariancia
homotépica, o qual serd muito 1til no capitulo seguinte. Seja X um espaco de Banach e um
subconjunto U C [a,b] x X aberto limitado. Defina

Uy={zreX: (\z)eU},
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onde a fronteira de Uy sera denotada por dU,. Observe que, em geral temos OUy C (OU)j.
Considere, h(A\,z) = x — K(\,z) tal que K (), ) é compacto e 0 ¢ h(OU). A aplicagdo h é
também chamada uma homotopia admissivel sobre U, se h é uma homotopia admissivel para
todo A € [a,b] e para todo x € OUy, ou seja, hy(x) := h(\, z) # 0 para todo A € [a,b] e para
todo x € QU e, assim, faz sentido avaliar deg(hy, Uy, 0).

X)\

QF -t e e e et e - —.

7

@l__—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_.

Teorema 2.6.1 Se h é uma homotopia admissivel sobre U C [a,b] X X, entao

deg(hy, Uy, 0) = constante, ¥ X € [a, b].

Demonstragao: Para A € (a,b) fixo, defina
Hy={ze€Uy: h(\z)=0}.

Vamos provar que H, é um conjunto compacto. Seja (z,),eny uma sequéncia de H), entao
x, € U tal que h(\,z,) =0, Vn € N. Suponhamos que (z,),en seja nao limitada, entao para
todo M > 0, existe n € N tal que ||z,| > M. Como h(\, x,) = z, — K(\, x,) = 0 para todo
n € N. Dai

L O K\ z,)
e [l
I % ou seja, |Z|| =1, (pois K é compacto).
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Por outro lado, como ||z,| — oo, entao

K(\ z,
[l
Assim,
n KA zn
lim = g ST
nooo [[zp]| nmoo |
Isto contradiz o fato que ||Z|| = 1. Portanto, (x,) ¢é limitada. Agora, como (z,) é limitada

e K(\, z,) é compacto, entao K (A, x,) possui uma subseqiiéncia convergente, isto é,
Tn; = K\, 2,;) — 0

Além disso, zg = K (), zo) implica que h(\, z9) = xg — K(\, z9) = 0, entdo xo € H,. Portanto,
H), é compacto. Também pode-se provar que Hy N J(U,) = 0. Assim, existe uma vizinhanga
aberta 0y de Hy e ¢ > 0 tal que

A—e, A+ x O, CU.

Mostremos que, se ¢ for suficientemente pequeno,

{(lz): h(l,z) =0, le A=, A +e]} C[A—e, A +e] X Oy (2.28)

Caso contrario existem ¢; | 0, [; € [a,b], x; € R", tais que
|ll — >\| S Eiy h(ll,l'l) = O, (ll,l'l) ¢ [)\ — &4, A + 57;] X ﬁ)\.
Pela compacidade, também podemos supor que a subsequéncia (I;,x;) — (A 2*). Por

continuidade
h(A, z*) = lim h(l;, z;) = 0.

71— 00

Dai, * € Hy e como H) C 0), entdo z* € 0. Por outro lado tem-se que z* ¢ 0, o que
¢ uma contradi¢ao. Entao a equacao ([2.28) mostra que h é uma homotopia admissivel sobre
[A — &, A+ ¢] x O). Pela propriedade (P-5) da invariancia homotépica, deduzimos que

deg(hy, O,0) = constante, VI € [X—eg, A +¢l.

Como H; C 0, e U, C Hj, entao U; C 0), e pela propriedade de excisao (P-7), tem-se

deg(hl,Ul,O) = deg(hl, ﬁA,O), Vi e [)\ — 6,)\—1—6].

Com pequenas mudangas podemos lidar com os casos A = a e A = b. Assim deg(hy, U,,0) é
localmente constante sobre [a,b]. J& que o grau é um inteiro, segue que

deg(hy, Uy, 0) = constante, Y\ € [a,b].
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X 4

Ox

Ox

Spu
\ 4
>

]
A b
+

H={(M\z)eU: hy(x)=0}; Acx=[A—¢c,A+¢] x O\

2.7 Algumas aplicacoes do grau de Leray-Schauder para
equacoes elipticas

A primeira aplicagdo que discutiremos nesta secao do grau de Leray-Schauder é o problema
eliptico nao linear com valores na fronteira

f(z,u(z)), x €€

u(x) = 0, red’ (2.29)

onde f € L*(2). A estratégia serd a seguinte:

Escolher um espaco de Banach e converter o problema com valores na fronteira em uma
equacao funcional como

u="T(u), u€ X, onde T é compacto.

Se u € Hg(Q), satisfaz
/QVU(:E).VU(x)dx = /Qf(x)v(x)dm Yo e Hy(Q),

entdo u é uma solucao fraca de (2.29). Dada f € L?(f2), considere

0:Hy(Q) — R
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s = wto= [ s

Como ¢ € (H(Q))", entdo pelo Teorema de Representacio de Riesz existe um tnico u €
H(Q) tal que (u,v) = ¢(v) para todo v € H} (), ou seja

/ Vu(z).Vou(z)dr = / f(x)v(z)dz, Yve Hy(S).
Q Q
Assim, para todo f € L*(Q), existe um tnico u € Hj () tal que:

{ —Au(z) = f(z), x €,
u(z) =0, x € 090,

no sentido fraco. Isso define o operador

K=(-A)"1:1%Q) — HNQ)
f — u=(=A)"'f, (2.30)

linear e continuo. Ainda pelo teorema de Representacao de Riesz tem-se

12" g = 12l gy
= sup

veHg |vl|I<1 1/ Q

w [
veHE |Iv[|<1JQ

1/2 1/2
sup (/Wﬂﬁ (/ﬁmﬁ
veEH] |Jv]|<1 Q Q

= C[flle2@, C=cte.

IN

IN

Considerando

K : LX(Q) — HY(Q) —— L*(Q)

temos que K : L*(Q) — L*(Q) é compacto (pois K é continua e i é compacto), entdao da

equagio (£:29) temos que u = (—A)~(f(x,u)) = K (f(x,u)), isto ¢,
u = Twu, com T operador compacto.
Uma abordagem possivel é usar a invariancia homotdpica do grau para provar que u = T'(u)

tem uma solucao. Geralmente, toma-se a homotopia

h:AxX — R
(\a) — B\ x) =u—\T(u),

e prova-se que existe R > 0 tal que u # AXT'(u), V(A u) € [0,1] x X com ||u|| = R. A estratégia
¢ considerar:

X = IL¥Q)
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K = inversa de — A sobre H,(2)
K : X — X compacto.

Observacao: O operador da Laplace —A pode ser substituido por um operador uniforme-
mente eliptico de segunda ordem tal que

0u ou
—Lu=— Z a(l‘)ljm + Z b(aﬁ)Zaxl + C(l’)u,

com a;;,b;,c € CH(Q), ¢ <0, em Qe

> a(x)i&g > k¢, Vo € Q.6 € R, para algum k > 0.

Se L nao é variacional, entdao ¢ conveniente trabalhar em espagos de Holder C%*(Q2). Os
argumentos usados anteriormente precisam de mudancas pequenas e fazem uso de estimativas

de Schauder (ver Teorema item (ii) e observacao [1.5.3)).

2.7.1 Problemas sublineares

Teorema 2.7.1 Suponhamos que f:Q x R — R € localmente Hélder continua e satisfaz

lim
|s|]—o0 S

—0 (2.31)

uniformemente com respeito a x € Q. Entdo (2.29)) tem uma solu¢do(cldssica).

Demonstragao: De ([2.31]), tem-se que para todo € > 0, existe C. > 0 tal que
f(x,8)] < Cc +elsl. (2.32)

Entao, pelo Teorema [1.4.1] f induz um operador de Nemitski sobre sobre X = L?*() que sera
denotado por f. Sendo T'(u) = Kf(u), T € C(X,X) é compacto e (2.29) pode ser escrito
como u = T'(u), u € X. Provaremos que existe R > 0 tal que

h(t,u) =u—tT(u)

¢ uma homotopia admissivel em Bp = {u € X : |ju|| < R}. Caso contrdrio, existe u; € X,
com ||u;| 2y — 00 e t; € [0,1] tais que u; = t;7(u;). Isto é equivalente a

—Auj = t;f(z,u5), u; € Hy().

Considere u; como funcao teste, usando (2.32)) e o fato que ¢; < 1, obtemos:
/ [Vuy|de - < tj/ |f (2, uj)u|de
Q Q

< Cg/\uj\dx—l—a/]uj]de,
0 0
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da Desigualdade de Holder e Poincaré [1.2.1] temos
Mllus]122 < / VP < Cullullzz + ;]2 (2.33)

Se tomamos ¢ tal que € < Ay, entao em , tem-se
Mllugll7z < Cellullzz + M flull72,
ou seja, ||u;jljz2 < C para algum C > 0, (isto é uma contradi¢ao). Assim a homotopia
h(t,u) = u — tT(u)

é admissivel sobre alguma bola Bg. Usando a Propriedade (P-5) da invariancia homotépica,
tem-se
deg(I — T, Bg,0) = deg(I, Bg,0) =1,

logo, pela Propriedade da Solucao (P-2), existe u € Bg tal que u = T'(u), dando origem a uma
solucao de ([2.29)). |

Observagao 2.7.1 O mesmo resultado de existéncia vale quando a equacao em ([2.29)) € subs-
tituida por
{ —Au = fu—+ f(z,u), € (2.34)

u = 0 xz€0d9Q,

onde B < Ay, o primeiro autovalor de —A sobre § com condi¢oes na fronteira de Dirichlet igual
a zero. Notemos que o operador linear eliptico —A — 3 € invertivel sobre H}(S)), com inversa
Kg o qual é€ compacto em X. Repetimos o procedimento da prova com K substituindo por Kg.



CAPITULO

3

Teoremas de Biturcacao

Neste capitulo apresentamos dois resultados que nos permitem relacionar o conceito de
bifurcacao com a multiplicidade algébrica de um autovalor de um operador compacto. Na
Sec¢ao [3.3] estudamos um exemplo e duas aplicagoes do Teorema de Rabinowitz[3.2.1] a primeira
aplicacao é um problema nao linear de Sturm-Liouville para uma equacao diferencial ordinéria
de segunda ordem, a segunda aplicacao ¢ um problema de autovalores para uma equacao
diferencial parcial quase-linear. As principais referencias sao [7], [15], [16] e [18§].

3.1 Teorema de bifurcacao de Krasnoselskii

Nesta secao vamos provar um notavel resultado de bifurcagao devido a M.A Krasnoselski.
Seja X = (X, || - ||) um espaco de Banach. Defina

F:RxX — X
(N, z) — F(\z)=Lxr— X x+ N\ x),

onde L é um operador linear e compacto, ||N(A,z)|| = o(]|z]|) quando z — 0 uniformemente
sobre intervalos limitados de \.
Dizemos que, \g # 0 é um autovalor com multiplicidade algébrica (3, se

B = dim G ker[(L — \oI)*].
k=1

Pela Proposicao temos que se (Ag,0) é um ponto de bifurcacao entdo Ay € o(L) (isto
é, Ao pertence ao espectro de L) o que nos dd uma condi¢do necessaria para bifurcagdo. O
seguinte teorema determina uma condigao suficiente para que um ponto (Ao, 0) seja um ponto
de bifurcacao da equagao F'(A\,z) = 0.

Teorema 3.1.1 (Krasnoselkii) Suponha que L € um operador linear, compacto sobre X e

que Ao # 0 € um autovalor de L com multiplicidade algébrica impar. Se para todo A € R,
N(A,-) € compacto, N € continua em x e \, e satisfaz

INQA 2) || = ofll=l]),

71
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uniformemente em um intervalo limitado de X\, entao (Ao,0) € um ponto de bifurcagio da
equagao F(\ x) = 0.

Demonstracao: Sejam,
S={(\z)eRxX: F(A\z)=0}~Rx {0} e

S =S.

Suponha que (Ag,0) ndo é um ponto de bifurcagao, entao existe um intervalo [A_, A\;] que nao
inclui o 0 e satisfaz

(@) o(L)N[A-, Al ={Ao},
(b) Fr>0talque ([A_,\i]xB,.(0))N.7 =0,

onde B.(0) = {x € X : ||z|| < r}, e escreveremos B, = B,(0). Defina:
®:[0,1]xB, — X

1
(t,z) — O z)=2—— (Lz+ N(A@),z)),
A(t)
com A(t) =tA_ + (1 —t)A;. Assim, 0 ¢ ([0, 1] x 0B,), caso contrério se 0 € ®([0, 1] x 9B,),
entao existe (¢,z) € [0,1] x 0B, tal que ®(t,z) = 0, ou seja, para algum ¢ € [0, 1]

1
o:x—@(Lx+N(A(t),l’)),

< ANt)r = Lo+ N(A(t), x),
& Lz — At)z + N(A(t),z) =0,

ou seja,
F(\(t),z) =0 para algum t € [0, 1].
Como A(t) =tA_+(1—t)Ap et €0,1], entdao A(t) € [A\_, A]. Assim, F(\,z) = 0 para algum
A€M, A ez €0B,, istoé, (A z) € 7. Como (A, x) € [A_,A\{] xIB, e (A z) €., entdo
(A2, A4] x B, ) N # 0. Isto contradiz o item (b). Portanto, 0 ¢ ®([0, 1] x 9B,), entéo
O(t,z) #0, VY(t,z)€l0,1] x IB,.

Como ® é uma homotopia admissivel na bola B, e pela Propriedade da Invaridncia Homotopica
(P-5), temos

deg (1 - %(L + N(As, ), By, o) — deg (I - )\L(L +N(,), By, o) |

Para r > 0 suficientemente pequeno, e outra vez pela invariancia homotépica, obtemos

1 1
deg (I — —L,BT,O) = deg (] - —L, B, O) ,
Ay A

pois |[N(\, z)|| = o(||x||). Portanto, pelo Lema temos
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com

my = Z Bj € m_ = Z Bj

Aj>1 Aj>1
Aj€o(z-L) Aj€o(5-1L)

onde, §; é a multiplicidade algébrica do autovalor A; de ﬁL ou de /\%L, respectivamente. Mas,

1
A; é um autovalor de )\—L < ker[\;] — s-L] # {0},

1
<— dx # 0,z € X tal que )\—Lx:)\jx,

<= ker[]\A_I — L] # {0},
<= A;A_ ¢é um autovalor de L.

Dai,
> Bi= > B
)\j>l )\j>1
Nj€o(5-L) Ajr—€a(L)

Vamos supor que A_ > 0, de \; > 1, temos que Xj = A\ A- > A_. Entao

Z By = Z B;.

Ai>1 F):j>)\,
\j€o(s+1L) 3.
A Ajeo(L)

Utilizando o mesmo processo, temos que

Z 5jzz/§j

)‘j>3‘ Xj>)\+
Aj€o(5L) Xj€a(L)

onde Xj é um autovalor de L, e Bj ¢ a multiplicidade algébrica de Xj. Assim

> B > 6
ij>)\+ NX]'>)\,
_— (_1))\]'60'(11) — (_1))\]‘60'(L)

Como Z B/j =0+ Z Ej, onde [ é a multiplicidade algébrica de \y. Dai, tem-se
Xj>)\_ Xj>/\+
Xjea(L) Njea(L)

(-1)" =1. (3.1)

Mas por hipétese, 3 é fmpar, entao (—1)? = —1, o que contradiz (3.1]).
Portanto, (Ag,0) é um ponto de bifurcagdo da equagao F'(A,z) = 0. O caso onde A\, < 0 é
analogo.
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Br )\_ \ >\+ . R
/\\
Y

& é o conjunto solucao {(\,z) € [\, \;] X B, : F(\,z) =0}

3.2 Teorema global de bifurcacao de Rabinowitz

Nesta secao enunciaremos um resultado importante que permite descrever o comportamento de
um ramo de solugoes que se bifurca do ramo trivial no contexto do Teorema de Krasnoselski.
Sejam & e E espacos de Banach reais e considere uma equacao da forma

u=G(\u), (3.2)
onde, A € R, u € E, o espaco de Banach & = R x E, com norma ||(\, u)|| = (|]A]* + ||u||2)1/2 e
G:&=RxF — FE
(A u) — G\ u)=ALu+ H(\u)

um operador continuo e compacto, com H (A, u) = o(]|ul|) quando © — 0 uniformemente sobre
intervalos limitados de A e L é um operador linear e compacto sobre E. Sejam,

{(\,0

): G(X,0) =0} conjunto das solugbes triviais,
S:={(\u),u#0: G\ u)=u} conjunto das solugdes nao triviais,
S =5,

r(L) denota o conjunto dos valores caracteristicos de L,
B. éabolaem & com centro em (u,0) eraio e,e

B. é abolaem E com centro em 0 e raio e.

Lema 3.2.1 Seja K um espago métrico compacto, A e B subconjuntos disjuntos e fechados de
K. Entao ou

(a) Existe um subconjunto fechado conexo de K que intersecta A e B ou
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(b)) K = Ko U Kpg, onde Ky e Kg sao disjuntos e compactos em K tal que A C Ku e
B C Kp.

Demonstragao ver [7] (Cap. 3, secdo 3.5, Lema 3.5.2 ).

Lema 3.2.2 Seja pn € v(L). Suponhamos que ndo existe um subconjunto fechado e conexo de
L UA{(1,0)} contendo (u,0) e que satisfaz uma das alternativas a sequir:

(1) esse subconjunto € nao limitado em & ou
(73) contém (,0) onde pu # € r(L).

Entao existe um congunto aberto limitado O C & tal que (u,0) € O e
(a) 00N =10,

(b) € nao contém solugoes triviais além das que estao na bola B. para algum ¢ € (0, &),
onde

go = dist (u, (r(L) ~ {u}))

Demonstracao: Seja ¢, a componente conexa de . U {(x,0)} que contém (p,0), isto é, €,
¢ um o subconjunto conexo maximal de . U {(u,0)} que contém (u,0).

Por (i) €, é limitado em & e pela continuidade e compacidade de G, 6, é compacto. Provaremos
que 6, é compacto. De fato, seja (A, z,) C €,uma sequéncia. Como

¢, C S U {(n, 0)} = Su {(u, 0)}

entdo para cada n existe uma sequéncia (Af, 2%) € SU{(i,0)} tal que

n»rn

lim (AF, 28) = (N, 2,).

nyn
k—o0

Para n =1, existe k; € N tal que

1
O, 21) = O 2] < 5

Para n = 2, existe ko > ki tal que

1
1Az, 2) = (A%, 25°) Il < -

92
Continuando o proceso, para todo n € N, existe k, > k,_1 > --- tal que
kn . kn 1
||(/\n,l‘n> - ()‘n y Ly )H < 2_n

Considere a sequéncia (A xf») € S U {(n,0)}. Como (\r» zke) ¢ limitada e G é compacto,

i

~ . ~ . n; n.; n; ,
entao existe uma subsequéncia (An;’, zn,”) tal que G(An;”, zn,”) é convergente. Mas

G\ u) =ALu+ H(\u) e

kn.  kn, ko
G()\njJ 9 .flj’n]] ) = xn]7 .
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k’n" 7’ . 7/
Portanto, (xn;”) é convergente, isto é,

En.

Tn; — x9, quando j — o0.

Entao x,; — o, pois

kn kn,
lzng = ol < Nm — @) + 25" — o

k’ll

. kn .
< lang = 25 [+ [l — ol

1 ken .
< — + ||z, — x| — 0, quando j — oo.
J

Agora como (\,;) é uma sequéncia limitada em R, entao possui uma subsequéncia convergente,
/\”n — Ag. Logo
()\njl7xnjl) B (AOVIO)v l — OQ.

Portanto, 6, ¢ compacto.

Seja Us uma d—vizinhanca de %, para § < g, suficientemente pequeno. Por (ii) e pelo fato
que (A, 0) é uma solugao isolada de se A ¢ r(L), podemos supor que Us nao contém (A, 0)
solugao de para |\ — p| > 4.

- Seja K = UsN.. Como .7 é localmente compacto em &, entdo K é um espaco métrico
compacto com a topologia induzida de &.

- €,N(0Us N .7) = 0, pois se houver um subconjunto fechado, conexo C' de . intersectando
a ambos 6, e (0Us N.¥) entao €, U C' é um subconjunto conexo de . (unido de dois
subconjuntos conexos com interse¢do nao vazia é conexo). Isto contradiz o fato que 6, é
maximal.

- Como K é um espago métrico compacto, 6, C K, 0UsN.Y C K e 6, N (0U; N.7) = 0,
entao pelo Lema [3.2.1]

K =AUB, A,B disjuntos e compactos de K tais que
¢, CA e 0UsNY CB.

Seja O qualquer e—vizinhanga de A em & e ¢ < d, onde d = dist(A, B). Como € contém
%,, entao (u,0) € 0. Para demonstrar que 00 N.¥ = (), suponhamos pelo absurdo, entao
existe uma solucao (A, u) de G(A\,u) = u tal que (A\,u) € 90 e (A u) € 0., como 00 C Uy,
entdo (\,u) € K = Us N.%, por outro lado K = AU B com A, B conjuntos disjuntos e como
(A, u) € O e O é uma vizinhanga de A, entao (\,u) ¢ A, entdao (\,u) € B. Logo,

e <d=dist(A,B) < dist((\,u),A) =¢

isto é uma contradigdo. Portanto, 00 N . = (). Por construgao, & satisfaz o item (b), ou
seja, nao contém solugoes triviais além das que estdo na bola com centro em (,0) com raio
e € (0,g0) . Portanto, existe um conjunto aberto limitado & C & tal que (p,0) € & e satisfaz
as condicoes especificadas no Lema.
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Vejamos alguns conceitos preliminares para demonstrar o Teorema de Rabinowitz

e A multiplicidade algébrica do valor caracteristico u é a dimensao de
j=1
onde, [ : E — FE é o operador identidade e ker(P) é o ntcleo de P.
e Se L é compacto, entao p tem multiplicidade algébrica finita.

e Seja Q C E aberto limitado, T : Q@ — E um operador continuo e compacto, sejam

Yu)=u—T(u)e be E, b¢ (o), entao
deg(1,8,b) estd bem definido

Se b = 0, denotamos o grau de Leray- Schauder como deg(1, €2).

e O indice de um zero isolado ug, de 1 é denotado por (), ug).

e Seja P(A\,u) = v — G(\,u). Quando a dependéncia u de ® ndo for importante, nos
escrevemos ®(\). Para A fixo, ®(\) é da forma apropriada para o uso do grau de Leray-
Schauder.

Teorema 3.2.1 (Rabinowitz) Se p € r(L) é de multiplicidade algébrica impar, entio .
possui um subconjunto 6, fechado, conexo e mazimal tal que (11,0) € 6,, e €, ou
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i) € nao limitado em &, ou
it) contém (11,0), onde p# € r(L).

Demonstracao: Por um conjunto %4, maximal, entendemos que %, nao é um subconjunto
proprio, fechado e conexo de algum conjunto ¢ C . com as propriedades do Teorema.
Suponhamos por contradicao que, nao existe %, como no Teorema, entao existem & e § como

no Lema [3.2.2] Seja
Oyn={uecE: (\u) €O}

Para 0 < |A — p| <4, (A,0) é uma solugao isolada de (3.2). Portanto, existe p(A) > 0 tal que
(A, 0) é uma tnica solugao de (3.2) em {A} x B,). Seja

p(A) = p(u+0) para A > pu+9,

p(A) = p(p—9) para A <p—0.

Escolhendo p(A) suficientemente pequeno, podemos assumir que B ) N O\ = 0 se
A — p| > 6. Para A # p, nao existem solucdes de (3.2) sobre {A} x (O \ B,)), e portanto,

deg(®(N\), Ox \ B,(»)) ¢é bem-definido.
Provaremos que o
deg((I)(A), ﬁ)\ N Bp()x)) = 07 A 7£ Hs (33)

e depois mostraremos que a equagao (3.3)) ndo pode ser satisfeita para A préximo de p, entao
com ajuda desta contradicao o teorema serd provado.
Seja A > p. Escolhemos A* > A tao grande que (v,u) € € implica que v < \*. Seja

p=1inf{p(0) : A <0< \}.

Vemos que p > 0. Entao o
U=0 N[\ xB,,

é aberto limitado em & = [\, N | x E e ®(0,u) # 0 para (0,u) € OU (em &). Portanto, pelo
Teorema [2.6.1] da invariancia homotdpica do grau, tem-se

deg(®(0), Og \. B,) = constante, 0 € [\, \*]. (3.4)
Como Oy« \. B, = ), ento B
deg(®(\*), O\« \ B,) = 0. (3.5)
Das equagoes (3.4)) e (3.5)) temos que
deg(®(N\), Ox \ B,) = 0. (3.6)

Como ®(A) nao tem zeros em {A} x (B, N\ B,)), da equagio (3.6) e da propriedade da
aditividade do grau obtemos a equacao (3.3)) para A > u. Para A < p utilizamos um argumento
similar. Outra vez usando o Teorema da invariancia homotopica do grau, tem-se

deg(®(N), O)) = constante, |\ — p| < e. (3.7)

Seja pt —e < A < jt < A < p+e. Pela propriedade da aditividade do grau e o fato que (\,0) é
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um zero isolado de ®(\) para A ¢ r(L),

deg(Cb(A)’ﬁA) = Z((I)(é)v(éao AN
deg(®(A), Ox) = i(®(A), (A 0)) 4 deg((A), Ox ~

) (3.8)

substituindo (3.3)) em ([3.8]), obtém-se
deg(®(2), 6y) = i(B(2),(2,0)
N, Os Y

)
deg(®(N), 65) = i(®(N). (A.0)). (3.9

Por temos que o

Porém como p é um valor caracteristico de L com multiplicidade algébrica impar, entao

i (@(A)’ (A> 0)) =—1 ((I)(X% (Xa 0)) 7é 0,

pela demonstragao do Teorema de Krasnoselskii, mas isto é uma contradicao.

E)\

7

Boxy

3.3 Aplicacoes do teorema de Rabinowitz

Nesta se¢ao apresentamos um exemplo e duas aplicagoes do Teorema de Rabinowitz [3.2.1] No
exemplo demonstraremos que a segunda alternativa do Teorema é satisfeita, a primeira
aplicacao ¢ um problema nao linear de Sturm-Liouville para uma E.D.O de segunda ordem e
se consegue provar que a primeira alternativa ocorre, a segunda aplicagao é um problema de
autovalores para uma equacao diferencial parcial quase-linear a qual se prova também que a
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primeira alternativa do teorema ocorre. Em todos esses resultados, os valores caracteristicos
com os quais lidamos serao simples.

Exemplo: Seja F =R? ¢ v € E com norma |Jul| = (u? + uQ)l/2 Considere
Au = X (u— B(u)u), (3.10)
onde 10 4ui +6us  —2uqu
A= (O 2> ¢ Blu)= ( —12u1u22 6u? —1—14i¢§> '

(1) 2) sao 4 = 1 e p = 2. Ao tomar o produto

Os valores caracteristicos de L = A~! = <
2

interno da equagao (3.10|) com u, tem-se

(Au,uy = (A, u> — (AB(u)u, u)

= N (B(u)u,u) = X{(u,u) — (Au,u)
e () ()
= (ul + u2) (uf + 2u2
= (B(u)u,u) < (ul +u2) (uf +2u3), para 1 <A <2
= u1 < u1 + u2,
ou seja,
(B(u)u,u) < ui +us. (3.11)

Por outro lado,

<B(U)U, U,> <4u1 + 6U2 —2U1U2

—2uquy  6u? + 4u3

- { ) ()-(2))
- ((rd e ()
4< )

e (1) ()

Ul + U2) (Ul + U2) (U +u ) )

logo,
(ui + u%)2 <4 (uf + ug)2 = (B(u)u,u) . (3.12)

Entao de (3.11)) e (3.12)), obtém-se
(u? +u3)” < (Bluu,u) < uf +u}

Dai, temos que ||u|| < 1, para todas as solucoes da equacao (3.10). Considere a equagao ({3.2))
onde E=R?* L=A"1 H\u)=-ALB(u)u e

G:RxFE — FE
(Mu) — G\ u)=ALu— ALB(u)u



3.3. APLICACOES DO TEOREMA DE RABINOWITZ 81

é compacto e como = 1 e y = 2 sao valores caracteristicos de L com multiplicidade algébrica
impar, entao pelo Teorema de Rabinowitz existe uma componente 6, tal que (i, 0) € €,
e ou 6, é nao limitado em & = R x E ou (p,0) € 6, com ;1 um valor caracteristico diferente de
1. A seguir provaremos que s6 a segunda alternativa do Teorema de Rabinowitz ocorre.
Para isso suponhamos que o primeiro item ¢ satisfeito, isto é, 6, ¢ nao limitado em &, entao
existe uma sequéncia (\,,u,) de solu¢bes nao triviais de com A\, > n, entao A\, — 00,
quando n — oo. Dividindo a equacao por A,, tem-se

S = 2 = Blunn)
ﬁi" = (un — Blup)uy) .
Dali,
Jim = Jim (o Bl
0 = lim (up, — B(up)uy) .

n—oo

Como |lu,|| < 1, podemos supor que a sequéncia dos u, converge para uma solucao ug da
equagao limite
B(u)u = u,

com uy # 0. Para ver que ug # 0, suponha que u,, — ug = 0, quando n — oco. Entao dividindo
a equagao (3.10]) por ||u,]|, tem-se

Au A
— = = (un - B(“ﬂ)“ﬂ)
|| ||
1 Au U U

Assim,
1 A
hm_Jﬁ_m(ﬁﬁ_mmﬁa)
Up,

n=o0 Ay [lunl|  n=oe [

1
e como — — 0, quando n — oo,

Unp, _ _ -~
—— — u com ||u|| =1, entao
" T ]
0=u— B(0)u.
Logo, @ = 0, mas isto é uma contradi¢ao, pois ||@|| = 1. Portanto, ug # 0. Por outro lado,

Bu)u=u <= (B(u)u,u) = (u,u)
= A’ = [lul?
— u=0
o que contradiz o fato que ug # 0 ser uma solucao de B(u)u = u. Portanto, o item (i) do

Teorema nao se satisfaz, entdo %), contém (11, 0) com [ valor caracteristico de L diferente
de p.
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3.3.1 Problema nao linear de Sturm-Liouville

Considere o seguinte problema nao linear de Sturm-Liouville para equacoes diferenciais ordina-
rias de segunda ordem

q(z)u = AF(z,u,v'), O<z<m

Lu =~ (pla)u') +
) =0, : (3.13)
0,

aou(0) + bou/(0
ayu(m) + by () =

onde (a3 + b3) (a? +b?) # 0. Daqui em diante as condigoes de fronteira de serao
denotadas por B.C. Como é usual vamos supor que p : [0, 7] — R é positiva e continuamente
diferencidvel, ¢ : [0, 7] — R continua, a : [0, 7] — R é positiva e continua, a fungao F' é continua
em [0, 7] X R? e além disso,

F:0,71] xR* — R
(,&,n) — F(z,§n) = a(x)+ h(z,§n),
com h(z,&,n) = o ((£2 +n*)"?) quando (&, 7) — (0,0) uniformemente em z € [0, 7).

Para h =0, (3.13) torna-se um problema de autovalores lineares de Sturm-Liouville.

{ Lv=pa(zy, O<z<m . (3.14)

com as B.C

Como é bem conhecido, a equacao possui uma sequéncia crescente de autovalores

simples
< pg <o < iy <

com i, — oo quando n — oo. Além disso, se v, é uma autofuncao associada a p,, entao v,
tem exatamente n — 1 zeros em (0, 7), além disso, todos os zeros sao simples (z € [0, 7] é um
zero simples de v se v(z) = 0 e v'(z) # 0). Ver [§] ( Capitulo 8, Teorema 2.1). Por conveniéncia
supomos que 0 nao é um autovalor de . Entao pelo Teorema 2.3 da referéncia [14] pag.
147, existe uma fungao continua g : [0, 7] x [0, 7] — R tal que u € C?([0, 7]) é uma solucio de

(3.13)) se, e somente se
u(w) =\ [ gle.9) Py, ) () dy.
0

A fungao g é conhecida como a funcao de Green associada ao operador .. Com a ajuda
desta funcao provaremos que

u(@) = A / " 9w, y) Fly,uly), o (4))dy
~ / " gl y) laly)uly) + hly, uly). ' (4)] dy
= A/Uﬂg(x,y)a(y)U(y)derA/ﬂwg(fr,y)h(y,U(y)w’(y))dy,
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ou seja,

u= G\ u):=Au+ H(\u) (3.15)

satisfaz as hipéteses do Teorema de Rabinowitz|3.2.1} Considere E = C''([0, 7])NB.C um espago
de Banach, com a norma
|lully = max |u(z)| + max |u'(x)].
z€[0,7] z€[0,7]

Vamos demonstrar que H (A, u) = o(||u||), quando uv — 0 uniformemente sobre intervalos
limitados de A. De fato, Seja, € > 0, como h(y,&,n) = o ((£2 + 1*)*/?), quando (&, 7) — (0,0)
£

uniformemente em y, segue que, para €; = > 0, existe 6 > 0, tal que

max |A[}|¢]
lul| < 6 = ‘h@’“(’fg"'“ W‘ <&, Vyelon].
Entao,
H(\ u) 1

mk/oﬂg(my) h(y,u(y),U’(y))dy‘
N /0” o(z.1) 'h(yw(y)w’(y)) ' dy

[l

IA

< &l / o, y)dy
0

ZLo(r)=1

= &)\ o, ondegbetalque{ 6 e B.C

€
< ———————|A|||#]|, para A num intervalo limitado.
max{|A|}|¢]]
3
< ——————max{|\|}||¢|| =&, para todo A num intervalo limitado.
max{|A|}|¢]]
. - |H(A )
Portanto, dado € > 0, existe § > 0 tal que se ||u|| < J, entao Il < g, para todo \ em
u

intervalos limitados. Agora, vamos provar que

G:&=RxFEF — FE
(ANu) — GA\u)=ALu+ H(\u)
é compacto. Como G(-,u) : R — E é compacto, entao para provar que GG é compacto demons-
traremos que G(A,:) é compacto. De fato, seja, v € FE, G(A\v) = ¢, onde

Lo = AF(x,v,v") e como v € E, v € C'([0,7]), entdo N\F(z,v,v") € C([0,n]). Por [14]
pag. 147, Lo = A\F(z,v,v') tem uma tnica solugao ¢ € C*([0,7]), e como

EY 2B S ' NBC=E

G(A, ) é continua e por Arzeld -Ascoli ¢ é compacto, entdo i o G(A,+) é compacto. Portanto,
G(\,-) : E — E ¢é compacto. Como G é compacto, entdo pelo Lema L:E—FE¢
compacto (pois L é a derivada do operador compacto G).

Seja S;" o conjunto das fungdes ¢ € F tal que ¢ tem exatamente k — 1 zeros em (0,7), ¢ é
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positiva numa vizinhanga de x = 0 e todos os zeros em [0, 71| sdo simples. Defina:

S, = =S
S, = SFuUS;.

Vamos mostrar que Sy é aberto. Para v € E. Provaremos que existe r > 0 tal que B,(v) C Sk.

De fato, sejam 27 < x5 < -++ < xp_1 0s zeros de v em [0, 7], 6 > 0 suficientemente pequeno,
k—1

A=\ | Bs(z;) e B=10,7]\ A. Seja, mig|v(:€)] =my>0er< —W;O. Se u € B,(v), entao
e
j=1

u(@)] = [u(z) = v(z) + v(z)| v(z) = (v(2) — u(z))]
[o(z)] = [u(z) = v(z)|

mo—%>0, Vx e B.

AVARN AV

Seja mi1141 [V (z)]=m1>0er< % Se u € B,(v), entao
S

[W'(z)] = |u'(z) = (z) + v'(2))]

[v'(2) = (v'(2) = v'(2))]

> (@) = |u'(z) = ()]
my
> m1—7>0, Vre A
Como u é continua em Bs(x;) paratodo j =1,--- ,k—1 e muda de sinal nos extremos de Bs(z;)

(pois u e v s@o bem préximos), entdo pelo Teorema do Valor Intermedirio, existe y; € B;(x;)
tal que

u(y;) =0,

e como |u'(y;)| # 0, para todo y; € Bs(x;), entdao y; é nico. Portanto, u tem k — 1 zeros
simples em (0, 7) e s@o os unicos zeros em (0, 7). Entdo u € Si. Portanto Sy é aberto.

Os autovalores de £ com peso a sao iguais aos valores caracteristicos de L. Portanto,
todos os py € r(L) tem multiplicidade algébrica impar, satisfazem as hipdteses do Teorema de
Rabinowitz e consequentemente existe uma componente 6 de . a qual contém (py, 0) e
ou %) ¢ nao limitado ou contém (y;,0) com j # k. A seguir mostraremos que apenas o item
(i) do Teorema ¢ possivel.

Teorema 3.3.1 6 € nao limitada em R x S,
Para provar o Teorema precisamos de dois Lemas.

Lema 3.3.1 Se (A, u) é uma solugao de (3.13) e u tem um zero duplo (isto é, u(t) = 0 = u'(7)
para algum T € [0, 7)), entdo u = 0.

Demonstracao: Se F(x,&,n) for Lipschitz continua com relagao a &,n o resultado segue do
Teorema de Existéncia e Unicidade de um P.V.I para uma equacao diferencial ordinaria.

No caso geral, suponhamos que para 7 € [0, 7], u(7) = 0 = «/(7). Seja w = pu/, entdo pode-se
escrever (3.13]) como um sistema de primeira ordem, da seguinte forma

{ul Ty (3.16)

o _ w
w = qu AF(x,u,p)
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u(t) =0=w(r) =0.
Multiplicando a primeira equagao de (3.16|) por u e a segunda equagao por w, tem-se

, w
vu = —u
{w’w = quw—)\F(x,u,%)w.
Logo,
1d,, W
5@_(“) = EU
1
EE(wQ) = quw — \F(z,u, 2)w
Somando temos
1 d
5%[u2+w2] = %u—l—quw—)\F(a@,u,%)w
< Eu—i—quw—)\F(ar;,u,g)w‘
p p
w w
< 1%+ quu] + NPz, u, Syl
p p
1 W
< |5||w||u| + lglul[w] + [Ala(x)uw + h(z, u, ;)wl
w
< clullul + clullu] + \Ja(z) lulle] + N ‘h(:c,u, ;>‘ ]
w
< clwllu] + clul|w| + clul|w| + ¢ |h(z, u, 5)‘ |w|

< 3cul|lw| + ¢

w
h(x,u,—)| |w|,
( p>\r|

como u(7) = 0 = u/(7), por continuidade existe r; > 0, tal que

o — 7 <11 —> 'h(x,u(x), “’(x))‘ < <u2(x) + (@)j 1/27

p(z)

pois h(z,&,n) = o ((£2 +n*)'/?), quando (£,1) — (0,0) uniformemente em z € [0, 7]. Logo

(w7)”

~ w

é [ru||w| ; (ru| ; |;|) |w|] Ce—rl<n
X wl?

2|u|\w|+|7], v — 7| <ry

uw? +w? < 3clul|lw| +c lw], |Jr—71|<mr

4
dx

N | —

IN

IA
o

< CRlulw|+wP], |z—71<mn
< CluP+wlP+ P, |Je—7/<n
< C(!u\2+]w|2), |z — 7| <71
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Logo,
% [ +w?] <C (W +uw®), Viz—71|<r,
onde C' é uma constante. Seja ¢(z) = u?(x) + w?(z), entao
() < Co(x)
— / @' (s)ds < C/ o(s)
— ¢(x) ) < C/ o(s)ds

() < O +C / o(s)ds
Pela Desigualdade de Gronwall [IT] (Apéndice B, pég. 625),
¢(x) < p(1)e T,
como ¢(x) = 12(z) + w(z) e u(r) = 0 = u(), tem-so

u2(37) +p2(x)(u’(x))2 < (u2(7_) +p2(7_)(u/(7_))2) (Cla—1) _ 0

para todo = tal que |xr — 7| < r;. Como r; nao depende de 7 o resultado segue por
continuagao. [

Lema 3.3.2 Para cada j > 0, existe uma vizinhanca N; de (u;,0) tal que, se (\,u) € N; NS
eu#0, entao u € 5.

Demonstragao: Suponhamos por contradigao que existe {(\,,u,)} C . uma sequéncia tal
que (A, u,) — (15,0), quando n — oo e 0 # u,, ¢ S, para todo n € N. De (3.15), tem-se

Uy = ALy, + H(N, uy),

ou seja,
Un ML U, H(An,un),
[l [1 w1 [[un 1
e como L é compacto e {Hu—nn} ¢ uma sequeéncia limitada em FE, entao existe uma sub-
Un |1

sequéncia { u—} de {Lu—} tal que L——— converge em E. Como H(\,u) = o(||ul|)
[[en, [l [ IIUn]||1

uniformemente em intervalos limitados de A, entao

H(An, up,
M — 0, quando n — oo,
[ 1
e { H U"H } tem uma subsequéncia convergente para algum w em E tal que ||w|| = 1. Entéo
Un|1
n H( A, up
hmu— = lim \,L—— —I—lim—( Un)

= flun|ly - dmeo ||un||1 i=oounlly
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w = p;jLw+0,

isto é, w = p;Lw. Logo w = v; ou w = —vj, onde v; é a autofuncao de (3.14]) associada a f;

tal que v; € S e ||lv;|| = 1. Em qualquer caso w € S;. Como S; é aberto e
U,
Wy, = — w,
Huni 1

segue que w,, € u,, € S; para ¢ grande. Isto é uma contradigao pois u,, ¢ S; para todon. W

Demonstracao: [Do Teorema [3.3.1] Suponha que 6, C (R x Si) U {(u,0)}, entdo como
S;N Sy = 0 para j # k, do Lema e do Teorema de Rabinowitz segue %}, deve ser nao
limitado em R x S. Portanto a prova do Teorema |3.3.1|sera concluida uma vez que mostrarmos
que

G & (R X Sp) U{(1,0)}
implica em um absurdo. Pelo Lema [3.3.2, tem-se

Ny N6, C (R x Si) U{(1,0)}

para alguma vizinhanga Ny de (ug,0). Portanto, se €, ¢ (R x Sg) U {(ux,0)}, entdo existe
(A u) € 6, N (R x 9Sk) com (A, u) # (ug,0) e

(A, u) = lim (A, up), ug € Sk.

n—oo

Como u € 95y, entao u possui algum zero duplo e pelo Lema [3.3.1) u = 0. Dali,
A=y, JF k.
Além disso, pelo Lema [3.3.2] tem-se
(An,up) € N; N (R % Sy), para ngrande,
o que é uma contradi¢ao pois S; N Sg = 0. [ |

3.3.2 Problema de autovalores para uma E.D.P eliptica quase-linear

Concluimos este capitulo com uma aplicagao para uma classe de equacoes diferenciais parciais
quase-lineares elipticas. Para problemas de autovalores para equacoes diferenciais parciais elip-
ticas, nao existe um andlise geral das propriedades de zeros simples, como usada anteriormente,
exceto pela positividade, e isso deve ser explorado de forma semelhante ao caso tratado na
Secao anterior.

Seja 2 um dominio suave e limitado em R™. Considere o problema com valores na fronteira,

Zu = — Z ai,j(xv u, Du)ux,xj + Z bl(l', Uu, DU)%
o = (3.17)
+c(z,u, Du)u = X (a(z)u+ F(x,u,N)), =€
u = 0, sobre 0f),

onde Du denota o gradiente de u. Vamos supor que as funcoes a; ;, b;, ¢, a, F' sao continuamente
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diferencidveis em seus argumentos. Além disso, ¢ > 0, a > ag > 0 (ag é uma constante), F' > 0,
F(z,u,\) = o(Jul), quando u — 0 uniformemente sobre z € 2 e A em intervalos limitados.
Vamos supor também que a equagao (3.17) é uniformemente eliptica, isto é,

Z a'i,j(x7nap)§i€j Z ﬁ|€|2a \V/.I‘ S Q7 n € Ra p7£ € R™ (318)
ij=1
com [ uma constante positiva. Seja, a € (0, 1) e seja
E={uecC"Q): u=0sobre 00}

um espago de Banach, onde C''™*(Q)) denota o espaco de fungoes continuamente diferencidveis
em §) cuja primeira derivada é Holder continua com expoente o. A norma em E é

) [z, (@) — s, (9)]
lulhve = maxfu(@)] + max maxfus, (@) + pax sup =70

Ay

Sejam,
+ au
Pr=3wuwueFl:u>0 em Q e 8_<0 sobre 02
w
P =—P" ¢ P=PrUP,

0 .
onde, — ¢ a derivada direcional normal exterior & 9. Observe que P e P~ sao subconjuntos

w
abertos de E. De fato, provaremos que para u € P, existe r > 0 tal que B.(u) C P*. Sejam

veE e d>0tais que ||[u—1v|11a < g e g—z)(x) < —6 < 0, para todo x € 9f2. Entao
ov ou du ov
po) = i)~ (e - 5ow)
ou ov
< =0+ a—w(x) — a—w(x)
< =0+ flu—vlisa
< —5+§——§<0 Vo e of
= 2 27 TEESS

ov
Portanto, a—(x) < 0 para todo v € B,(u) se r > 0 é suficientemente pequeno. Como a
w

ou
8—w(f€)

é positiva para todo z € 02, vamos mostrar que, existe uma vizinhanca da 0¢2,

funcao

ou seja,
0N C Q ={zeQ: dist(z,00) <},

tal que v(x) > 0 para todo z € ;. Caso contrario, existe uma sequéncia x,, préximo a 92 tal
*
n— Ln

Tz || = w,, vetor normal unitario
Tk — xy,

que v(z,) < 0, para todo n. Seja, =& € 00 tal que
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exterior a d2 em x}. Como v(z,) <0 e v(x}) =0, defina
f@t) = v(en + t(x;, — xn)),

onde f(0) = v(xz,) < 0, e f(1) = v(z}) = 0. Entao pelo Teorema do Valor Médio existe
t, € (0,1) tal que f'(t,) = 0. Dali,

ov
0 = f(t,) = — (T,
(1) = 5o (@2)
= Vu(Ty) - (wallzy, — zal])-
Logo,
0= Vu(Z,)  w,
para alguma subsequéncia w,, — w e T, — xg € €1, entao
ov ov
(9_%(%) =0— a—w(l’o) =0,

. . Ov
que é uma contradi¢ao pois —(zy) < 0. Portanto, v(z) > 0, para todo x € Q. Agora vamos

provar que v > 0 em 2y, onde g C Qe Q = QU Q. Sejam x € €y e g > 0 tal que
do
5.

v(e) = ul@) = (u(z) —v(z))

[u(z)] > dg > 0, se v € Bs, (u), entao |[|[u — v|[14+a <

> wu(z) — max |u(x) — v(z)|
€N

> u() = [Ju=vllita

> b — % _% >0, Ve e

= 0 9 - 9 s xT 0-

Portanto, v(x) > 0 para todo x € €, desde que v € B,(u) com r suficientemente pequeno.
Isso mostra que PT é aberto em E.

A aplicacdo G de Rx ' — FE pode ser definida como: para (A, u) € Rx E, sejav = G(\, u)
a solugao de

_ Z i (@, u, Du)vg,e, + Z bi(z, u, Du)v,, + c(x,u, Du)v

ij=1 i=1 (3.19)
= Ma(x)u+ F(z,u,\)), z€
v = 0, sobre  0f).

Como u € F, neste caso a equacao ([3.19)) é uma equagao linear em v uniformemente eliptica
com coeficientes em C®. Portanto, pela estimativa de Schauder [9] (Teorema do capitulo 4,
secao 4.7 pagina 336) a equacao (3.19)) possui uma tnica solugao v € C?T*(Q) e

[0]l240 < M|A(a(z)u + F(2,u, M) la; (3.20)

onde M é uma constante que nao depende de u. Qualquer solugao de (3.17)) satisfaz u = G(\, u)
e reciprocamente. Pela estimativa de Schauder e pela imersdo compacta de C?t® — (Cl+e,
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G:8 =R x E — E é continuo e compacto.
Seja w = Lu, a unica solugao de

n n

— Z i j(7,0,0)We0; + Z bi(z,0,0)w,, + c(z,0,0)w = a(x)u, z€Q

ij=1 i=1

(3.21)
w = 0, sobre 0f).

Entdo L : E — E ¢ linear e pela estimativa de Schauder w € C?*%((Q2), assim

L E-L c*nBCc*nBC=E

onde f é continua e por Arzela -Ascoli ¢ é compacto, entao L = i o f é compacto. Portanto,
L: E — E é compacto. Seja u € P+, u # 0, entdo Lw = au > 0, pelo principio do méximo
forte [11] (Cap. 6, Segao 6.4, Teorema 4), w > 0 em ) e g—f < 0, isto é, w € PT. Entao L
é um operador estritamente positivo em P+. Considere o problema de valores caracteristicos

lineares v = pLv a Unica solucao de

n n

- Z az’,j(xa 0, 0>/UIB7,'$J' + Z bZ(ZL', 0, O)Uﬁfi + C(ZE, 0, 0>U = Na<x>v7 z €
=1

1,j=1

(3.22)
v = 0, sobre 0f).

Como L é compacto e estritamente positivo em P+, entdo pelo Teorema de Krein-Rutman [7]
(Cap. 3, Segao 3.6, Teorema 3.6.12), segue que, o valor caracteristico u; de L é positivo e
simples e possui uma unica autofuncao correspondente vy em Pt com |[|v1][110 = 1.

Provaremos que H (A, u) = G(A\u) — ALu = o(||u||14+a), para u — 0 uniformemente
sobre intervalos limitados de A. De fato, suponhamos que, existe ¢ > 0 e uma sequéncia
(An, u) — (A, 0) em R x E tal que

H(Ap, up
(E O wm) (3.23)
[ullita
Sejam, v, = G(\,, u,) € w, = A\, Lu,. Entao
Vi — " W, =
[tn 140 |n |14

satisfazem, respectivamente,

= (@, Du) Vg, + Y bi(w, 0, Du)Vog, + c(a,u, Du)V,,

ij=1 i=1

= Ao (a(@)uy + F(2,um, ) - unll e, 2€Q  (3.24)
LW = Mau |unile, 7€Q (3.25)
V, = W,=0, sobre  0f. (3.26)

Do lado direito de (3.24)) e (3.25) e da hipdtese de F(x,u,\) = o(|u|), quando u — 0
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uniformemente sobre intervalos limitados de A, tem-se

' Ana(z)ty + N F (2, 1, \y) - ‘ Ana()uy, M F (2, Uy, Ap)
tnl1va o ualliva g tnllisa o
U’n F(I7un’An)
= Plle@l T
HunHH—a a HunHl—I—a a
Uy, F(x,un, \y)
< max{Ad o)l (| e
||un||1+a a ||un||1+a a
< XC, Vn.
Assim,
' Ana(T)uy, ) a(x)uy,
[tnll1sa {lq “Hlunlliralla
U,

< max{|An[}]|a(z)]a

“UnHl—i-a a

< Ac, Vn.

Portanto, o lado direito de (3.24]) e (3.25)) s@o uniformemente limitados com relacao a n em

C(2). Pela estimativa de Schauder (3.20)), e como a sequéncia (A, u,) — (A,0) em R x E,
entao

Vilosa < C Vn.
[Wallzsa < € Vn.

Portanto, V;,, e W,, sdo uniformemente limitadas em C2t¢(Q). Pelo Teorema de Arzeld-Ascoli
existe uma subsequencia

U _

— — e CY(Q),

[unl[ 140

e as subseqiiéncias V,, e W,, convergem em C?(Q) a V e W, e ambas satisfazem

(3.27)

Lo = o, zeQ
(0 0, ze€0 °

Assim, V =W, entao
H(\,, uy)

[unll11a

Ve = Wallisa = — 0.

Isto contradiz (3.23]). Portanto H(\, u) = o(||tunl/1+4), quando u — 0 uniformemente sobre
intervalos limitados de A.

Como 11 e G(\ u) satisfazem as hipdteses do Teorema de Rabinowitz , entao existe
uma componente %, de . que contém (u1,0) e ou %, é nao limitada em & ou contém (i, 0)
com ji valor caracteristico de L diferente de ;. O teorema a seguir demonstra que s6 a primeira
alternativa é possivel.

Teorema 3.3.2 FEziste uma componente ¢, de . em (R x P)U{(111,0)} que contém (u1,0)
e € nao limitada.

Para provar o Teorema precisamos dos seguintes lemas andlogos a os Lemas el3.3.2,
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Lema 3.3.3 Eziste uma vizinhanga N de (111,0) tal que, se (\,u) € NN eu # 0, entdo
u e P. 4lém disso, se 1 € r(L), i # 1, entdo existe uma vizinhanca N de (f1,0) tal que se
(Au) e NN eu#0, entdo u ¢ P.

Demonstracao: A prova da primeira afirmacdao é completamente similar ao Lema [3.3.2] e
portanto serda omitida. Suponhamos que a segunda afirmacao nao é verdadeira, entao existe
uma sequéncia {(A,, u,)} € N (R x P) com

(A, up) — (f1,0), quando n — oo,

Unp, .
tal que u, € P e — w, satisfazendo
[[tn]1+4
w = Lw.
Como w € P e |w||14o = 1, entdo w = v; ou w = —v;. Isto é uma contradi¢do pois pelo
Teorema de Krein-Rutman [7] (Cap. 3, Segao 3.6, Teorema 3.6.12) p; é o tinico autovalor de L
com autofuncao em P, e [i # . |

Lema 3.3.4 Suponhamos que (A\,u) € €1, com (A, u) # (u1,0) e

(A u) = lim (A, up),

onde (An,up) € (RT x P)N.Y. Entao (\,u) € (Rt x P).

Demonstragao: Observe que (A, u) € %, implica que A > 0, pois A = 0 ndo ¢é autovalor de
(3.17). De fato, se (0,w) € ) para algum w € FE, entdo w satisfaz (3.17) com o lado direito
igual a 0. Pela afirmacao da unicidade do Teorema da estimativa de Schauder [9] (Teorema do
capitulo 4, se¢ao 4.7 pdgina 336) segue que w = 0. Isto é uma contradigao, pois (0,0) nao é um
ponto de bifurcagao para uma equagao da forma . Assim, A > 0.

A seguir, suponhamos que (A, u) é como na afirmacéo do Lema[3.3.4eu ¢ P, entdao A > O e
u € 0P = 0PTUOP~. O argumento é o mesmo seja para u € dP1 ou 0P~ assim consideramos
o primeiro caso. A defini¢do de P* implica que ou

i) existe £ € Q tal que u(§) =0 ou

ii) &5—(’7) = 0, para algum n € 9.

14

Suponhamos que (i) ocorre. Pela forma de F', existe uma vizinhanga U de £ tal que

Pl u(z) 0] < 4D om0
Portanto, da equacao (3.17) segue que
Lu = — Z i (7, U, Du)Ug,e; + sz‘@, u, Du)ug,

ij=1 i=1
+ c(z,u, Du)u = A (a(x)u + F(z,u,\))
_ agu(z)

> a(x)u 5



3.3. APLICACOES DO TEOREMA DE RABINOWITZ 93

apu(x :
> aqou(z) — — 2( ), onde ag :;Iéga(x)
> aouz(x) >0, zeQ,

entao

(3.28)

ZLu > 0, e
> 0, z€0Q"

Como u tem um minimo local em z = &, o Principio do méximo [I1] (Cap. 6, Secao 6.4,
Teorema 2), implica que u = 0 em U. Por um argumento de continuagao se prova que

u=0em S

Isso implica que (A, 0) é um ponto de bifurcagdo e como u = lim u, com u, € Pt entao

n—oo

pelo Lema temos que (A, u) = (p1,0), isso contradiz a hipdtese.

Se (i) ocorre, entao por argumentos similares, existe uma vizinhanga U de n € 90 a qual
du(n)

(3.28) ¢ satisfeita. Como u tem um minimo local em 1 e =5 = 0, o Principio do méximo
e o Lema de Hopf [I1] (Cap. 6, Secao 6.4, pag. 330) implicam que © = 0 em U. Isto é uma
contradigdo como em (7). |

Demonstracao: [Do Teorema [3.3.2] Se %) nao estd contido em (Rt x P) U {(p1,0)}, pela
conectividade de € e pelo Lema existe (A, u) € RT x 9P tal que

()\,U) 7é (,ul,()) € (Avu) = lintl)(/\mun)’

n—

onde (A, u,) € (RT x P)N%;. Mas pelo Lema[3.3.4 (A, u) € (R x P). Isto é uma contradigao.
Portanto, 41 C (RT x P) U {(1,0)} é nao limitada nesse conjunto. |
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