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RESUMO

O Teorema de Noether é uma ferramenta poderosa dentro da mecénica analitica, esse consegue relacio-
nar quantidades invariantes e simetrias dentro de um sistema fisico. Todos os ferramentais advindos dos
formalismos Lagrangianos e Hamiltonianos podem ser estendidos para a Teoria Classica de Campos, a
qual, através da implementa¢do dos chamados Campos, se apresenta como uma perspectiva alternativa
no estudo da natureza. Com base em estudos bibliograficos, valendo-se de resultados advindos dos
Grupos de Transformacao, foram estudados campos de Spin-0, Spin-1 e, em especial, Spin-2, sendo
este ultimo, o Campo referente as Ondas Gravitacionais. Veremos que as simetrias acarretardo na con-
servacdo das chamadas Cargas de Noether, no escopo da Teoria Classica de Campos, dando principal
atencdo ao Momento Angular. No contexto das Ondas Gravitacionais, foi observado que durante as
fases de coalescéncia de um sistema binério, todo 0 Momento Angular do sistema pode ser dissipado
em forma de radiac@o gravitacional, e assim sendo, faz parte dos objetivos primarios a realizacao
de uma estimativa da quantidade de Momento Angular irradiada pelo primeiro sinal gravitacional
detectado pelos Observatérios LIGO, o GW150914.

PALAVRAS-CHAVE: Teorema de Noether. Momento angular. Ondas gravitacionais.



ABSTRACT

Noether’s theorem is a powerful tool inside Analytical Mechanics, which can relate invariant quantities
and symmetries in a physical system. All the tooling from Lagrangian and Hamiltonian formalism
could be extended to Field Theory, which, through the implementation of the objects called Fields,
introduces themselves as a new point of view in nature research. Taking advantage of the results from
Transformation Groups, we have studied Spin-0, Spin-1, and especially Spin-2 Fields, the last one
referring to Gravitational Waves Field. We will see that symmetries would entail conserved Noether’s
Charges in the scope of Classical Field theory. On the Gravitational Waves context, observing the
different stages of the coalescence of a binary system, angular momentum irradiations could be
emitted in gravitational radiation waveform. Based on bibliographical research, part of the primary
objectives of this work is to make estimations of how much angular momentum had been irradiated
by the GW150914 gravitational wave signal, the first signal ever detected by Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory (LIGO).

KEYWORDS: Noether’s theorem. Angular momentum. Gravitational-waves.
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1 INTRODUCAO

Na segunda metade do século XVII, os grandes fisicos da época, como Christiaan Huygens (1629
- 1695) e Sir Isaac Newton (1642 - 1727), preocupavam-se com a formalizacdo de ideias sobre a
natureza, que hoje, sdo imprescindiveis para a Fisica como a conhecemos. Nesta época, Huygens,
apoiando-se nos principios cartesianos, da inicio a geometrizac¢do da ci€ncia do movimento com fins
de se entender o movimento de corpos pesados (CINDRA! [2021). Mais tarde, para o final daquele
mesmo século, Newton publica o primeiro dentre trés volumes do Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica (em portugués, Principios Mateméticos da Filosofia Natural). E neste conjunto de obras
em que Newton inova, mas também condensa o entendimento sobre as leis da natureza manifestado
por meio das relagdes geométricas.

Aproximadamente cem anos mais tarde, deu-se inicio, semeada na Inglaterra, a primeira revolucio
industrial, esta trouxe consigo, nao apenas o capitalismo industrial, grandes corporagcdes e o surgimento
de uma nova classe social denominada proletariado, mas também uma visao mecanicista do mundo, a
qual, atrelada ao progresso tecnoldgico desenfreado, abriu portas para o desenvolvimento de dreas na
fisica como a mecénica e a quimica. Foi nesta mesma época em que as industrias, pautadas na demanda
gerada pela necessidade de inovagao ripida, passaram a empregar os matematicos e cientistas de
formacao (EVES] 2004)), que agora, comegaram a desempenhar um papel econdmico importantissimo
na sociedade.

Neste contexto, viveu Willian Rowan Hamilton (1805 - 1865), um prédigo matemadtico irlandés,
que com apenas vinte e dois anos de idade, tornou-se diretor do Observatério de Dunsink, tornando-se,
também, professor de astronomia na universidade. Hamilton, também teve contribui¢cdes de suma
importancia no desenvolvimento da dlgebra dos nimeros complexos e dos quatérnions, recebendo o
titulo de Sir em 1835.

Dentre as imensurdveis contribuicdes de Hamilton para a Fisica e Matematica, considerando o
escopo do presente trabalho, nos interessa a formulacao do principio da minima acdo, o qual mais
tarde, passaria a ser referido por Principio de Hamilton. Este é considerado um dos mais importantes
dentre os formalismos da Mecanica Analitica. O motivo é que para problemas suficientemente
complexos, envolvendo um grande ndmero de vinculos, por exemplo, a formulagdo vetorial das leis
do movimento, proposta por Newton em meados do século XVII, torna-se refém destes vinculos
desnecessdrios e € restringida pela geometria do sistema de coordenadas em uso, assim sendo, com
fins de simplicidade e praticidade, faz-se necessdria a busca por uma maior generalizagdo das leis do
movimento (T HORNTON; MARION| 2004).

Neste contexto, o principio variacional de Hamilton, sendo usado como meio de consecugdo das
equacdes do movimento de Euler-Lagrange (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2001), surge como
um ferramental de grande valia na abordagem da dindmica de um sistema, além das facilitacdes no
tratamento de problemas com vinculos ndo-holondmicos, torna mais fécil a discussdo acerca das
propriedades de simetria dos sistemas fisicos (FILHO, 2009).

Mais tarde, no ano de 1882, em Erlanger, na Alemanha, nasce Amalie Emmy Noether, quem
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viria a se tornar uma genial algebrista, descrita nas préprias palavras de Einstein, por: "...the most
significant creative mathematical genius..."(IAS...|[2017). Além de todas as contribui¢cdes no campo
da Matematica, Emmy Noether também teve grandes importancia no estudo da Fisica envolvendo a
conservagdo de grandezas. Assim como veremos ao decorrer do trabalho, a algebrista desenvolveu o
chamado Teorema de Noether, o qual € responsdvel por evidenciar a relacio entre simetrias e leis de
conservacao de um sistema fisico.

Foi em 1915, que Albert Einstein publicou uma das mais completas teorias a respeito da gravidade,
a Teoria da Relatividade Geral, na qual, diferentemente do que fora proposto por Newton - a atracdo
entre corpos regida por uma forca gravitacional - Einstein infere que corpos massivos deformam
a malha do espaco-tempo, e assim, como consequéncia dessa nova visdo, cCorpos em movimento
provocam perturba¢des na malha do espago, que se propagam na velocidade da luz. Essas perturbacdes,
nada mais sio do que as Ondas Gravitacionais.

O fendmeno da radiacao gravitacional, como também € referido, foi indiretamente detectado em
1974, por Russel Hulse (1950 - atualmente) e Joseph Taylor (1941 - atualmente), em que ao analisar o
tempo de periastro do sistema binario catalogado como PSR 1913416, notou-se que este sistema estaria
perdendo energia e momento angular ao passar dos anos, e um dos motivos desta perda poderia estar
atrelada a emissao de Ondas gravitacionais durante o movimento de espiralagdo do sistema (HULSE;
TAYLORL [1975).

Somente 100 anos apds a publicacdo da Teoria da Relatividade Geral, este fendmeno pdde ser
diretamente detectado pela primeira vez na histéria. A detec¢do ocorreu em 2015 e foi intermediada
pelos detectores interferométricos do Advanced LIGO (ABBOTT et al., 2016). Constatou-se um
padrdo ondulatorio cuja frequéncia e amplitude aumentavam com o tempo, atingindo cerca de 150
Hz, e havendo um corte abrupto do sinal por volta dos 0,12s de duracdo. Valendo-se de técnicas da
Relatividade Numérica e aproximacdes pds-Newtonianas, foram provados que estas caracteristicas do
sinal diziam respeito as fases de coalescéncia de um sistema bindrio composto por duas massas de,
aproximadamente, 35M, (35 massas solares) cada. Dessa forma, durante as fases mais agressivas de
sua espiralacao, o sistema perdia energia potencial, aumentando a frequéncia orbital, e ao se fundir
(fase também chamada de merger) tinha a emissdo de sinal cessada, este evento foi catalogado como
GW150914 (ABBOTT et al., 2017). Atualmente, a colaboracdo LIGO se encontra na segunda parte da
terceira rodada de observacgdes, com cerca de 50 detec¢des oficiais, o que totaliza, aproximadamente
80 eventos no total, contabilizando sinais comprovados e possiveis candidatos (ABBOTT et al., 2021]).

As inovagoes trazidas por Noether e Hamilton traduzem com exceléncia as leis do movimento
de sistemas discretos de particulas, apresentando um ferramental rebuscado em seu formalismo.
Observaremos que todo esse ferramental pode ser empregado no estudo dos campos, os quais, em
detrimento da descri¢do de particulas pontuais feita nos cldssicos exemplos de mecénica analitica, agora,
podem ser entendidos como uma superficie caracterizada por determinada densidade Lagrangiana.

Em sintese, no segundo capitulo introduziremos os formalismos hamiltonianos e lagrangianos
para sistemas com finitos graus de liberdade. Tomando como base as referéncias (LEMOS| 2013) e
(NEUENSCHWANDER| 2011)), foram contemplados os ferramentais necessarios para a investigacao

dos aspectos qualitativos e quantitativos da mecanica analitica, culminando na apresentag¢do do teorema
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de Noether a partir das identidades de Rund-Trautman.

Seguindo para o terceiro capitulo, utilizaremos, principalmente, as referéncias (ALDROVANDI;
PEREIRA| 2019) e (MAGGIORE, 2005) para a introdug¢do dos temas subjacentes a teoria de grupos,
com foco no subgrupo de Lorentz, o qual, partindo do comportamento de objetos perante as leis de
transformacao, fornece subsidios para a defini¢do formal dos Campos. Em seguida, por meio, ainda, das
referéncias supracitadas, acrescidas de (GREINER; REINHARDT, 1996), todos os formalismos antes
comentados serdo estendidos dentro do contexto da Teoria Classica de Campos, em que chegaremos nas
Identidades de Rund-Trautman para campos, € como consequéncia, o teorema de Noether dentro dessa
teoria. Ao final do capitulo, apresentaremos a aplica¢do dos conceitos vistos para os Campos Spin-0
(escalares) e Spin-1 (eletromagnético), culminando na consecu¢do do Momento Angular como carga
de Noether conservada. Em resumo, as cargas de Noether conservadas sdo constantes de movimento
que podem ser utilizadas para compor as equagdes do movimento para cada campo, quanto mais
constantes de movimento forem utilizadas, mais facil torna-se a solu¢ao das equacdes do movimento.

Com base nas referéncias (MAGGIORE! 2008), (BAMBI, 2013) e (SCHUTZ, 2009), exploraremos
os aspectos geométricos das Ondas Gravitacionais como uma decorréncia das equacdes de campo de
Einstein no regime linearizado. Mais adiante, serdo apresentados conceitos como o tensor momento de
quadrupolo e operadores de projecdao que serdo utilizados nas se¢des que compdem a conclusio do
trabalho. Nao diferente dos outros campos, o teorema de Noether também serd aplicado para o campo
Spin-2, obtendo informagdes importantes sobre a conservacao do momento angular de um sistema
bindrio genérico.

Por fim, no capitulo 5, utilizaremos os resultados obtidos para o campo Spin-2 para investigar o
momento angular orbital carregado para fora de sistemas binarios em forma de Ondas Gravitacionais.
Desta feita, aplicaremos os cédlculos para investigar o comportamento do sistema GW 150914 durante
as fases de coalescéncia. Para alcangar estes fins, caracterizaremos os sistemas bindrios do ponto de
vista fisico, demonstrando como o estudo tedrico realizado até o final do capitulo 4 pode ser aplicado
em sistemas reais.

Parte deste trabalho, apresenta-se como uma conclusdo dos estudos apresentados na primeira
e segunda fase do XXXIII Congresso de Iniciacdo Cientifica da Unesp, em que foram tratados os
aspectos subjacentes a dissipac@o de energia por sistemas bindrios, bem como os aspectos qualitativos
e quantitativos referente as diferentes estratégias de deteccdo e andlises dos dados obtidos pela

colaboragdo LIGO, em especifico para o sinal GW150914.
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2 REVISAO DA DINAMICA HAMILTONIANA E O TEOREMA DE NOETHER

Nesta primeira parte do capitulo, serd feita uma apresentacdo aos aparatos relativos ao principio de
Hamilton, tais como, os rudimentos do célculo de varia¢des e a introducao de uma funcao real - cujo
dominio forma um espaco de fungdes - denominada funcional, ou ag@o para determinado caso especial.

Logo em seguida, a comecar da segunda metade do capitulo, veremos conceitos valorosos subja-
centes a mecanica analitica, tais como, simetria, invariancia e leis de conservagdo, que serdo utilizados
para a obtencdo do influente Teorema de Noether, que vird a ser traduzido para a linguagem da Teoria

de Campos nos capitulos posteriores.

2.1 FUNCIONAL E A SUA EXTREMIZACAO

Assim como conta (LEMOS]| 2013), o principio de Hamilton pode ser encarado como uma tentativa
bem sucedida de reformular a lei da dinamica fundamental através de um principio integral, o qual leva
em conta o movimento total de um sistema, do tempo ¢; até um tempo t,, ambos conhecidos. E neste
contexto em que enunciamos a ideia de um funcional, trata-se do mapeamento de um conjunto de fun-
¢des bem definidas que nos retorna um nimero pertencente ao grupo dos reais (NEUENSCHWANDER|
2011).

Um dos exemplos mais simples de funcional surge ao analisar a trajetoria de uma particula de um

ponto A até um ponto B, podemos computar a distincia percorrida pela particula como:
B
J:/ ds, (2.1.1)
A

uma somatoéria de cada elemento infinitesimal de espago percorrido durante o movimento. Para o

mesmo evento, sendo analisado no plano cartesiano XY, do ponto inicial z; até x5, a equagdo anterior

J(y(@),y () = /:2 1+ (%)2@;, (2.1.2)

considerando o elemento de linha dS = \/dz? + dy? e y = y(z), uma fungdo da coordenada .

Uma pergunta simples, mas de vasta consequéncia cabe ser feita aqui: dentre uma miriade de

pode ser reescrita como:

caminhos possiveis para o movimento de uma particula de um ponto a outro, qual € aquele em que o
funcional .J assume um valor extremd'[?

Tratando-se de fungdes, a solugdo se assemelharia muito com problemas classicos de calculo,
nos quais, ao tomar a primeira derivada de alguma funcdo f(z) em z e igualar o resultado a zero,
encontrariamos os valores que maximizam ou minimizam a fun¢do, entretanto, no presente caso temos
uma func¢do de outras funcdes, um funcional. Para responder a esta pergunta, tomaremos como base a

??, na qual, as marcagGes em preto representam o ponto de saida (1, y1), e chegada (z2, y2), as linhas

' Perceba que ao utilizar a palavra extremo, engloba-se tanto maximos quanto minimos. Na realidade, gozando de todo

rigor, o funcional nunca assumird um médximo global, apenas um minimo ou um ponto de sela locais, vide a referéncia
(GRAY; TAYLOR| [2007))
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que conectam os pontos sdo trés dos infinitos caminhos possiveis em que uma particula pode optar

trafegar ao se movimentar de um ponto a outro.
Figura 1 — Demonstragdo de alguns dos caminhos possiveis e o desvio 7(z).

(Xz,yz)

(x1,¥1)

Fonte: Produgdo do préprio autor.

Assumiremos que conhecemos o caminho para o qual o funcional que o descreve € extremizado,
digamos que, nesta representagdo, ¢ o caminho do meio e o chamaremos de y(x). A funcdo n(x) é
arbitraria e continua, pode ser entendida como um desvio que difere a trajetéria que queremos de
qualquer outro percurso possivel. Desta forma, podemos representar qualquer caminho entre um ponto

e outro pela relagdo:

Y(e,z) = y(z) +en(x), (2.1.3)

redefinindo a solu¢do em termos do novo parametro ¢, consideraremos este parametro muito pequeno
(le| < 1). Pelo bom comportamento de 7(z), encontramos também a relagdo para a derivada de (2.1.3))

em funcao de =,

Y'(e,z) =y (x) + e (2). (2.1.4)

Neste procedimento, o funcional descrito pela equagéo (2.1.2), que antes dependia das fungdes y(x)
e /(z), agora depende apenas do parimetro ¢, desta feita, .J (y(z), 7/ (x)), torna-se J(Y (¢),Y"(g)) e

como sabemos que a solucgdo para Y (g) deve ser um extremo em ¢ = 0 devido as nossas proprias
premissas, entdo basta considerar [‘é—ﬂ =0.
e=0

Realizando uma generaliza¢do da equagdo (2.1.2) com respeito a (2.1.3)), obtemos a seguinte

expressao:

J(Y (), Y'(e)) = / Y (), Y (e 0), 2)da, (2.1.5)
portanto,

d - , [ d , B
£J(Y(5), Y'(€))|ez0 = /m1 7 f(Y(e,2),Y (e,2),2)]._gdz =0, (2.1.6)
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utilizando a regra da cadeia e as relagdes, ‘ﬂ;@ =n(x)e di,;(a) = 1n/(z) a expressio (2.1.6), torna—s

dJ [ 9f 9Y(e,x) of 8Y’5 T
de so_/“ |:8Y(€,SB) Oe +8Y’(5 x) }
T2 af B
/:m |:8Y(€,.1')17( )+ 8Y’ (e,x) } =0
xo af X2
[ s [ g

Usando integrac@o por partes no segundo termo da equacdo (2.1.7) e assumindo as condi¢des

(x)dr = 0. (2.1.7)

de contorno 7(x1) = 0 = n(xzy) para impor que a solugio Y (¢) passe pelos pontos determinados,

/:n(:c) {ajé) dci (85{@0))} dx = 0. (2.1.8)

Introduzindo o lema fundamental do cdlculo das variagdes, o qual assegura que na equagdo

obtém-se:

f C(x)n(xz)dz = 0, se a fungdo arbitrdria respeita as condi¢des 1(a) = n(b) = 0, com ((x) e n(z)
continuos na primeira e segunda derivada dentro do intervalo fechado |a, b], entdo ((z) = 0 por todo o

intervalo. Assim sendo, a equagdo (2.1.8) recai diretamente sobre a relagéo

0 d 0
of _d(_0F =0, (2.1.9)
Oy(x)  dr \0y'(x)
logo, a condicao 35(]; 7 = % < a;ﬁ{@) € necessdria para que o funcional seja extremizado.

Até o momento, apresentamos a extremizacdo dos funcionais através de uma ideia geométrica,
entretanto, para que seja possivel a defini¢cdo do principio de Hamilton, devemos empregar as mesmas
ideias apresentadas, mas desta vez para um sistema fisico de NV graus de liberdade e especificado no
espaco de configuragdes caracterizado pelas coordenadas generalizadas ¢1, qo, ..., ¢n. Assim como
escrito em (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2001)), analisaremos o movimento deste sistema entre os
intervalos de tempo t; e t5, 0 que significa dizer que a nova coordenada temporal pode ser encarada
como um parametro do sistema, sendo este inteiramente definido para cada instante de tempo t.
Conforme a passagem do tempo, o sistema se movimenta no espago de configura¢cdo, culminando em
uma curva, em outras palavras, o caminho percorrido pelo movimento do sistema no préprio espaco de
configuracdes.

Conforme evidenciado pela seguinte mudanga de parametros,

;

T —t;
y(x) = q(t);
y'(x) = q(b); 7 (2.1.10)
fy(x), y'(x),t) = L(g, ¢, t);
L J(y(2),y () = S(g,4),

A partir deste ponto, alguns argumentos foram omitidos por simplicidade, vale sempre considerar que f —
fY(e,2),Y'(e,z),z) e J — J(Y(g),Y'(g)).

2
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- sendo L(q, ¢,t) a Lagrangiana do sistema - definida como a energia cinética (7') menos a energia
potencial (V) - e S(g, ¢), a chamada acéo do sistema - concluimos a apresenta¢do das mudangas entre
os casos geométricos tratados e os casos da mecanica analitica que ainda serdo abordados.

Durante todo o procedimento descrito, na realidade, exploramos um dos exemplos cldssicos de uma
das dreas da matemdtica denominada Cdlculo das Variagoes, a qual tem como escopo a preocupacao
com os maximos e minimos de um funcional. Com a mudanga de coordenadas descrita por (2.1.10),

encontramos a equacao de Euler-Lagrangeﬂ,

OL d (L
5 (a_q) —0, (2.1.11)

como uma decorréncia direta da extremizacio da acdo, este fato nos leva ao Principio Variacional de
Hamilton, o qual pode ser, em um primeiro momento, grosseiramenteﬂ definido como: "dentre todos

os caminhos possiveis a natureza escolhe sempre aquele em que a acdo, agora definida como,

St ) = [ L. 0 e112)

assume um valor extremo. Nas proximas se¢des abordaremos uma defini¢do mais formal do principio

da minima ac¢do de Hamilton por meio do uso de notag¢des caracteristicas do cdlculo das variacoes.

2.2 NOTACAO VARIACIONAL

Como mencionado anteriormente, o que estamos fazendo nos procedimentos descritos € a mini-
mizacdo de um funcional, ou seja, uma fun¢do que depende de outras fungdes, neste contexto cabe
introduzir uma quantidade dy(z), definida como dy(x) = en(z), desta forma, a equagio , pode
ser reescrita como:

Y(z) = y(z) + oy(x), (2.2.1)

perceba que devido a nova notagdo, a varidvel e € eliminada da equacdo. Uma outra forma de interpretar

este resultado € reescrevendo a dltima como
y(z) =Y (x) —y(z), (2.2.2)

assim, evidencia-se o cardcter variacional de dy(x), mas ndo qualquer varia¢@o: a variacdo de funcdes,
a diferenga entre Y () e y(z), ou seja, a diferenga entre um dos infinitos caminhos possiveis nas
vizinhancas e o caminho realmente tomado pela particula.

Podemos também definir dy(x) em termos do antigo parametro ¢, pela equagdo (2.1.3)), temos:

dy(z) =en(x) =¢ (d%Y(e, x)) : (2.2.3)

e=0

3 Podemos generalizar este resultado para k graus de liberdade a partir da consideragio da equagio Yy (e, z) = yp(x) +

€k (), no lugar da expressao (2.1.3).

4 Por grosseiramente, refiro-me  falta de rigor matematico na definigio.
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e a variagdo do funcional descrito por (2.1.5), com o auxilio da expressao (2.1.8), é agora, encarada

me(es),, - <[ o2~ ()

Llflaii)_éé(ajég)}&ﬂﬂd% (2.2.4)

e assim chega-se a conclusdo que, devido a arbitrariedade de dy(z), a condi¢do de extremo 6.J = 0

COmo.:

implica que a integral expressa por (2.2.4) vd para zero, logo a equacio de Euler-Lagrange representa
a condicao de extremo para o funcional J (BARCELOS|[2004).

Segundo apresenta Nivaldo Lemos, uma variacdo dy(x) da curva y(z) deixa o funcional J estacio-
ndrio, ndo necessariamente impondo que a curva retorne algum méaximo ou minimo do funcional, estas
sdo chamadas de curvas estaciondrias (LEMOS, 2013)).

Analogamente para a agdo, tomando as mudangas de varidveis apresentadas em (2.1.10), temos:

to
5S = 6 / L(g, 4, t)dt = 0, (2.2.5)

:<[T£%_%(%%H&NWZO$£%:%<£%) (2.2.6)

onde a expressdo (2.2.5) € a definigdo formal do principio de Hamilton em notagdo variacional para

vinculos holénomos. Desta forma, o principio de Hamilton pode ser apresentado como:

Sendo um sistema fisico descrito pela Lagrangiana L(q(t), ¢(t),t), o percurso escolhido
pela natureza para o movimento de uma particula de um ponto a outro, entre os instantes

t1 e ty, € aquele em que a acdo é minima, ou de maneira mais geral, estaciondria.

2.3 A RELACAO ENTRE SIMETRIAS E A CONSERVACAO DE GRANDEZAS FISICAS

Até o momento nos preocupamos essencialmente com a formulacdo Hamiltoniana das leis do
movimento, foram introduzidos conceitos como funcional e apresentadas condi¢Oes para que estes
sejam extremizados. Nesta segunda parte do capitulo, nos preocuparemos em entender o que acontece
com a energia e momento da particula ao decorrer do movimento, analisaremos algumas leis de
conservacao que servirdo de base para o entendimento de conceitos importantes como simetria
e invariancia. No mais tardar, todos estes conceitos, aliados as condi¢des de extremizacdo antes
abordadas, terminam por revelar uma das relacdes mais importantes dentro deste estudo - determinadas

simetria em algum sistema fisico implicardo em grandezas conservadas - o teorema de Noether.
2.3.1 CONCEITOS INTRODUTORIOS DAS LEIS DE CONSERVACAO
Imaginemos a existéncia de um sistema fisico com N graus de liberdade, descrito pela Lagrangiana
N
. : . L
L(q17 4N 415 -+, 4N, t) = T(Q) - v(q17 L) QN) = Z §mQJ - V(q17 B QN)y (231)

J=1
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na qual a energia cinética depende apenas das velocidades e o termo correspondente a energia potencial,
apenas, das coordenadas generalizadas. Podemos derivar a Lagrangiana em fun¢do da derivada

temporal da k-ésima coordenada ¢, o resultado encontrado é:

L (232)
dgy,

com o surgimento de uma espécie de momento da k-ésima coordenada no lado direito da equacao.
Considerando g = z, em coordenadas cartesianas, por exemplo, vemos que esta definicdo ndo ocorre
a toa, dado que a Lagrangiana possui unidades de energia (em Joules) e x unidades de velocidade
(metros por segundo), a andlise dimensional do lado esquerdo corresponde ao de momento usual. Vale
salientar que esta discussdo ndo € sempre vdlida, para coordenadas que representam componentes
angulares, por exemplo 6 no sistema de coordenadas esférico, o lado direito ndo apresentard mais
unidades de momento. Entretanto, devido as semelhancas entre as ideias, a derivada presente no lado

direito da equacdo (2.3.2) é nomeada como momento genemlizadoﬂ e é definida como

dL

= —. 2.3.3
Dk i ( )

De acordo com a equagdo de Euler-Lagrange, para os casos nos quais a Lagrangiana ndo depende

explicitamente de uma certa coordenada generalizada ¢, emerge a relacao:
d (OL\ 0L
dt \oq,) — Ogq

a(ory _
dt \Odx )

dpk;

a qual, nos informa que o momento generalizado permanece constante em funcdo do tempo, seu
valor serd o mesmo para qualquer instante de tempo, e desta forma se conserva. As quantidades que
respeitam as regras descritas em @, isto €, conservam-se no tempo, sao chamadas de constantes
de movimento.

Abre-se margem para uma nova definicdo: quando a Lagrangiana do sistema nao depende de
determinada coordenada, mas apenas de sua derivada temporal, esta coordenada € dita ciclica, e € de
imediato que a relagdo (2.3.4) serd sempre verdadeira para estas coordenadas, e portanto, sempre nos
retornardo uma conservagao em relagdo as mesmas.

Uma outra lei de conservagdo surge ao considerar um sistema fechado, ou seja, aquele que nao
interage com nada que ndo pertenca ao proprio sistema, neste caso, a Lagrangiana que o descreve nao
deve depender do tempo, e pode ser representada como L(gy, §x) (THORNTON; MARION| 2004).

Sendo um sistema de N-graus de liberdade assistido por esta Lagrangiana, a sua derivada temporal

5 Também chamado de momento conjugado, ou momento canédnico conjugado, como podemos encontrar em (LEMOS|

2013).
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resulta em:

N N
dL OL oL
- = E 0+ D Gk (2.3.5)
dt p dq — Oqx

Ao empregar a equacdo de Euler-Lagrange, realizando uma integragio por partes, a equacdo (2.3.5)

. OL\ _ dL
o5 ) ~ dt

pode ser reescrita como:

t
1
dL  d (<. 0L
@\ 20y ) =
N
d . 0L
- ZQka_%_L = 0, (2.3.6)
1

de onde constatamos a manifestacdo de uma nova constante de movimento, expressa por:

Y oL
H = ; Ui gg L, (2.3.7)
a qual chamaremos de Hamiltoniana do sistema. Esta € uma quantidade que merece a nossa atencao,
pois, assim como relata (THORNTON; MARION| 2004), para uma grande maioria de situacdes em
que a Lagrangiana do sistema ndo depende explicitamente do tempo, a energia cinética € uma fungdo
quadratica e homogénea em ¢; e a energia potencial ndo depende explicitamente das velocidades,
a Hamiltoniana é equivalente ao valor da energia total do sistema, e portanto, a equacdo (2.3.6)

transforma-se em um certificado de conservacdo da energia do sistema fisico.

2.3.2 SIMETRIA E INVARIANCIA

A partir dos resultados apresentados, conseguimos tracar uma relaciao entre a conservagio de
determinadas grandezas fisicas e as simetrias, tanto espaciais, quanto temporais. Antes de qualquer
coisa, trataremos de esclarecer o que € uma simetria, esta conceituacdo ndo € nada trivial, e assim
como podemos encontrar em (WEYL!,[1952), ¢ um objeto de estudo repleto de significado e interesse
desde a época dos pitagéricos, com a fundamentacdo da filosofia pré-socritica. Ademais, em sua
prelecdo supracitada, levando em conta o cardcter matematico, em detrimento ao filos6fico, Hermann
Weyl, também acusa a conexdo intima entre as simetrias e os grupos de rotagao e translagao, embora
deixaremos os formalismos de lado por agora, demonstraremos esta relacdo nos pardgrafos que se
seguem.

Assim como conta a referéncia (FEYNMAN et al., 2011), a simetria nas leis fisicas podem ser
evidenciadas em algo, quando, mesmo apds realizarmos transformacdes neste algo, permanece igual a
antes do procedimento. Para ilustrar melhor esta ideia, imaginemos uma esfera com seu eixo central

em posi¢do coaxial ao eixo-Z de um plano cartesiano, podemos imprimir uma rotagdo na esfera em
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relagdo a qualquer dire¢do, por um angulo 6, neste caso, ndo conseguiremos diferenciar a esfera antes
e depois do processo.

Podemos realizar o mesmo procedimento com um cilindro, e neste caso, em relacdo as rotagdes em
torno do eixo azimutal, teremos sempre uma simetria, entretanto, isto nem sempre serd verdade para
rotacdes em relacdo a outras direcdes, assim sendo, estaremos presenciando uma quebra de simetria.
Outra forma de quebrar a simetria € fazer uma marcacao no cilindro, de forma que agora, mesmo para
rotacdes com respeito ao eixo-Z, conseguiremos distinguir o cilindro antes e depois do procedimento
(NEUENSCHWANDER, 2011).

Para além das rota¢des, mantendo a direc@o e sentido, conseguimos movimentar estes objetos
no espacgo, configurando uma translacao espacial. Nos casos apresentados, desde que mantendo a
homogeneidade do espaco, isto €, se 0 espaco ndo apresentar variacdes qualitativas entre um ponto e
outro, i.e. uma simetria, ndo importa se a esfera ou o cilindro estao posicionados "aqui"ou "ali", ndo
conseguiremos discernir um caso do outro. Fundamentalmente, isto é o que acontece nos bastidores
da conservagido do momento generalizado na equagio (2.3.4), é que por ndo conter explicitamente a
coordenada g na Lagrangiana do sistema, o proprio sistema fisico ndo € capaz de sentir a diferenca

durante a mudanca das coordenadas espaciais, e portanto, mesmo depois de considerar
@ = @, = @ + Cy, (2.3.8)

sendo (', uma constante, as equa¢des do movimento do sistema permanecerdo as mesmas € 0 momento
conjugado € conservado.

Como foi dito, existem também as translacdes temporais, neste caso, o cilindro e a esfera também
ndo sdo capazes de sentir a passagem do tempo, e consequentemente, ao submeter 0s corpos a uma
evolucgdo temporal, digamos, de meses, pela homogeneidade do tempo (uma simetria temporal), os
corpos ainda serdo indistinguiveis em relag¢do ao inicio do processo. Analogamente ao que ocorre com
a equagdo (2.3.4), a expressdo (2.3.6) exemplifica o que foi apresentado, a Lagrangiana independe
explicitamente do tempo, de tal forma que ao aplicar a mudanga de coordenadas regrada por

t—t =t+0C,, (2.3.9)

com C}; uma constante, as equagdes do movimento também permanecerio idénticas ao caso antes da
translacgdo.

Até o momento, nos preocupamos essencialmente em caracterizar o conceito de simetria tomando
como base os casos de conservacio de determinadas grandezas fisicas. E importante apresentarmos uma
maneira de quantificar a simetria, e faremos isto por intermédio da ideia de invaridncia de determinada
quantidade; uma quantidade € dita invariante quando, mesmo apds certa transformacao de coordenadas,
como aquelas descritas por (2.3.8) e (2.3.9), mantém o mesmo valor numérico (NEUENSCHWANDER|,
2011). Olhando para os exemplos apresentados, para que as equacdes do movimento permanecam as
mesmas, € condicao suficiente que a Lagrangiana seja invariante (ALDROVANDI; PEREIRA, 2019).

E importante esclarecer que a invaridncia surge ao comparar uma mesma quantidade entre um

referencial e outro, logo apds a mudanga de coordenadas, ao passo em que a conservagao das grandezas
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fisicas aparecem ao constatar a ndo mudanca de uma quantidade antes e depois de determinado

processo, como uma translacdo ou uma colisdo, em relagdo a um mesmo referencial.

24 O TEOREMA DE NOETHER

2.41 FORMALIZACAO DA INVARIANCIA EM CONCILIACAO COM A EXTREMIZA -
CAO
Nesta subsecdo, apresentaremos o teorema de Noether como uma conciliacdo de grande valia entre

invariincia e conservacao, neste caso, consideraremos apenas transformacgdes continuas, isto €, nossas

coordenadas dependerdo de uma varidvel € que variard continuamente partindo de zero. Redefinimos
entdo as mudancas de coordenadas (2.3.8) e (2.3.9), como:

" = ¢" =Q"(t,qe),

t—=t' =T(t q" ),

respectivamente, com as quantidades ¢*’ e ¢, as coordenadas ap6s a transformagio e o indice k, i =
1,2, ..., N, indicando os /N graus de liberdade do sistema.

Com fins de se estudar transformagdes infinitesimais, assumiremos que |e| < 1, assim, através de
uma expansio em série de Taylor em torno de € = 0, as duas dltimas transformacdes de coordenadas

podem ser retratadas, respectivamente, como:

¢ = " ="+ t)+ . 2.4.1)
t = t'=t+er(d®t)+ .., (2.4.2)

em que os termos que acompanham o parametro €, em primeira ordem, sdo chamados de geradores das
transformacoes. Passaremos a utilizar estas relacdes no decorrer do desenvolvimento.

Na subsec¢ao passada, foi dito que para que as equacdes do movimento de um sistema permanecam
as mesmas, € condi¢do suficiente que a Lagrangiana seja um invariante perante determinada transfor-
macdo. Este conceito pode ser reunido ao principio variacional de Hamilton, culminando no fato de
que a acdo € um invariante, se a Lagrangiana também for. Desta feita, a definicao rigida de invariancia

da acdo € dada por
S-S =0, (2.4.3)

com S’ definido como:
th qu/(t/)
[MMZ/LGWW%iFOﬁQ (2.4.4)
tl

1
a acdo apods a transformagdo de coordenadas.

Entretanto, em detrimento da equagdo (2.4.3), € possivel estabelecer uma defini¢do menos rigidzﬂ

6 A referéncia (LEMOS), 2013) chama esta situacdo de quase-invariancia, ao passo que (NEUENSCHWANDER, 2011)
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de invariancia, isto é, sendo infinitesimal o pardmetro €, entdo podemos corrigir a defini¢do (2.4.3),

para
S'— S =€ m>1, (2.4.5)

desta forma, inclui-se a equag@o (2.4.3) como um caso particular desta nova, atualizando a defini¢do
de invaridncia para os limites possiveis de serem detectados (NEUENSCHWANDER, 2011).
Substituindo as expressoes (2.1.12)) e (2.4.4), na equacdo (2.4.5)), é possivel retomar aos mes-

mos limites de integracdo e elementos de linha, escrevendo ambos em termos da varidvel ¢, assim

encontramos

to dt/
S 5= S Lldi~em (2.4.6)
A
e entdo, pelo fato de que o valor desta integral deve ser proporcional a €™, € necessdrio que o integrando
também seja;
dt ,
L'— —L~e€" m>1, (2.4.7)
dt

assim sendo, temos uma condi¢do integral necessdria para garantir a invariancia da acao.
O préximo passo é explorar a condi¢do (2.4.7)), de sorte a encontrar um requerimento de invariancia
diferencial. Comecaremos derivando a relagdo em func¢do do parAmetro €, e em seguida, faremos
€ = 0, espera-se encontrar os valores de € para os quais o lado esquerdo de (2.4.7) é um ponto de sela.

Do procedimento descrito sucede que

d dt
— ()= —L — m—1y
d€ ( dt )eO (me )670

AL’ dt’ d /dt aL]
|: dE dt:|e=0 " |: dG <dt):|5:0 |:d€:|e:0 0 ( 8)

Como L' = L para € = 0 e ainda, sabendo que dt'/dt = 1 + e7 pela expressao (2.4.2), a dltima

expressao torna-se:

dL’ d
—(1 i L|—(1 i =
{de (1+ 67’)] B + [de( —i—er)L:O 0
Ll
{d_} + L7 =0, (2.4.9)
dE e=0

na qual, podemos utilizar a regra da cadeira para a derivada contida no primeiro termo:

[dL’ d¢  dL' dg®  dL’ dg*

L' di’ Li— 24.10
Q' de | dg¥ de | dgh de LO+ =0, (2:4.10)

e analogamente ao que fora feito anteriormente, pela relagdo (2.4.1) temos que dq¢*'/de = ¢* e
dt' /de = T, logo reescrevemos a expressao anterior como

dL’ dg"
dgr’ de

ar’ ar’
[

" g

prefere o termo "invariancia liberal".

} + L7 =0. (2.4.11)
e=0
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Para o termo que contém d¢*’/de, faremos o procedimento que se segue:

o dg” d(q" +eCF)
T T T At ren
dqF + ed¢*
dt + edr)
dq* + edc”
dt(1 + edr/dt)
-k k
- qli—i 2.4.12)

e assim a equagdo (2.4.11)) torna-se:
dL_  dL , dL|d [¢"+eC*
+ it g [— (—q A ) +Li =0

e=0

at " dgt |de \ 1+ er

oL
ot |

—_— —_— — L7 =0. 2.4.1
+ aqu + o7 (" —=4¢"1)+ L7 =0 ( 3)

Substituindo as definicdes de momento generalizado (2.3.3)) e hamiltoniana (2.3.7), a relagdo

(2.4.13), é agora:

oL . 0L
a—qu’“ + piC® + 57— HF =0, (2.4.14)

conhecida como Identidade de Rund-Trautman. Neste ponto, chamamos a aten¢do ao fato de que
a identidade de Rund-Trautman emerge da invariancia da agdo, neste caso, podemos ver que, um

funcional € invariante se, e somente se, a relagdo (2.4.14)) é respeitada, temos entdo a condigdo de

invariincia procurada. E importante apontar que nas equacdes (2.4.13) e (2.4.14)), passou-se a fazer

uso da notacdo de somatoria desenvolvida por Einstein, na qual abandona-se o simbolo de somatdria
convencional dado por (), passando a representar somas através da contrac¢do indicial entre indices
covariantes (indices subscritos) e contravariantes (indices sobrescritos), de tal forma a respeitar a
seguinte relacdo A'B; = A'B) + A2By + ... + ANBy,coma = 1,2, ..., N.

2.4.2 QUANDO A INVARIANCIA ENCONTRA A EXTREMIZACAO

Até o momento, apresentamos conceitos como conservacao de grandezas fisicas, invariancia e
simetria, chegando a requerimentos sine qua non para as duas ultimas, sendo o cumprimento da
equacdo de Euler-Lagrange responsavel por garantir a extremizacao de um funcional e a identidade de
Rund-Trautman como condi¢@o da invariancia dos funcionais. A partir deste momento, nos interessa
unir ambas condic¢des, conciliando extremos e invariantes.

Partindo da equagado de Euler-Lagrange para o k-ésimo grau de liberdade, e utilizando as defini¢des

apresentadas; o momento conjugado (2.3.3)) e hamiltoniana (2.3.7), é possivel encontrar a seguinte
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relacdo para a derivada temporal do momento conjugado

afory _ o
dt \oqc) ~— Oq*
oL

a qual, nos ajudard a construir a subsequente expressao para a derivada temporal da hamiltoniana:

dL_ 0L OL ., OL 4
dt ot ot T gkt
oL  d

= +dt(]9k)q + prg

0 .
= - (prg" —
OH

- - (2.4.16)

L)

Entdo, através de algumas manipulacdes algébricas, e acrescentando as novas relacdes encontradas

(2.4.13) e (2.4.16) na identidade de Rund-Trautman (2.4.14)), temos:

d

o (HT — pi¢®) =0, (2.4.17)
o que implica diretamente em:

Hr — pi¢* = const., (2.4.18)

o conhecido Teorema de Noether, construido a partir da unido entre extremizacao e simetria, implica que
toda vez que a acdo referente a determinado sistema fisico for invariante perante certa transformacao,
teremos necessariamente uma constante de movimento descrita por (2.4.18). Todavia, ainda hd
uma forma mais geral do teorema de Noether a qual pode ser obtida por meio do fato de que a
Lagrangiana ndo € unicamente determinada. Na préxima subsecdo, focaremos na apresentacdo desta

nova generalizacdo.

2.4.3 GENERALIZACAO DO TEOREMA DE NOETHER

Comecaremos a discussdo demonstrando a nao univocidade da Lagrangiana perante acréscimos
de derivadas temporais de uma fungdo F'(q,t). Para isso, sendo a agdo descrita por (2.1.12) - uma
quantidade que depende da integral da Lagrangiana no tempo - entdo, é necessario e suficiente
demonstrar que admite-se a obtencdo da mesma acao para duas formas distintas da Lagrangiana.

Seja a acéo S’, descrita como

to
S’:/ {L(q,q,t)%—% dt, (2.4.19)
ty

dF(q(t),t)

5 entdo recaimos

onde a Lagrangiana associada a agdo .S € posta como L'(q, ¢,t) = L(q,q¢,t)+
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sobre a relacao:

5= /tQ L(g, ¢, t)dt + [G(q(t2), t2) — G(q(t1), t1)] (2.4.20)

t1
e pela propria defini¢cao de acdo, o primeiro termo do lado direito desta dltima € interpretado como

sendo a acdo S associada a Lagrangiana L(gq, ¢, t), resultando em
§' = 8+ [Glglts), 1) — Gla(tr), )] (2.421)

Como foi discutido na Secéo (2.1)), uma das caracteristicas da varia¢do de um funcional é a fixagdo
dos seus pontos iniciais e finais, desta forma, a variacao de qualquer coordenada generalizada nos
pontos t = t1 e t = t, vale zero, e consequentemente 05" = 0S.

Ademais, pelo principio de Hamilton, descrito pela equacdo (2.2.5)), é seguro afirmar que 65’ =
0 = 65, ou seja, mesmo acrescida de uma derivada total da funcéo G(q, t), L e L’ produzem as mesmas
equagdes do movimento e sdo ditas equivalentes (LEMOS, 2013]).

Assim, com base na discussdo apresentada, imaginemos que exista uma funcdo F'(q(t),t) (veja
(LEMOS] 2013))), tal que a equacdo [2.4.7] torna-se:

dt’ dF(q(t),t)
- _ SN ) .
L o <L + € o e’y om>1, (2.4.22)

a qual, através do emprego do mesmo procedimento descrito no prentncio da expressio (2.4.8)),

pode-se obter:

4 (o PODY e

i \" @ dat
dr'de ,d (dr\ dL dF(q(1), 1)
AN Ry (2 I I CIEN 2.4.23
[de @t de(dt) de]eo di (24.23)

A equagdo (2.4.23)), é na verdade, idéntica a equacdo (2.4.8), diferindo apenas de uma derivada
temporal total no lado direito do sinal de igualdade, como o lado esquerdo permanece inalterado,
novamente, podemos reproduzir fidedignamente os mesmos passos percorridos para obtengdo da

identidade de Rund-Trautmann, culminando em:

oL o OL . dF(q(t),t)
-~ e Hf = 2.4.24
e ao aplicar as condi¢des de extremizagdo dadas por (2.4.13) e (2.4.16)), tém-se:
d K
- (HT — it — F) =0, (2.4.25)
o que implica diretamente na nova constante de movimento:
Ht — pi¢* — F = const., (2.4.26)

uma generalizag¢do para o Teorema de Noether. Podemos entender melhor o teorema apresentado
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quando observamos que as constantes de movimento retratadas em (2.3.4) e (2.3.6)), sdo casos particu-
lares da identidade , com F'(q,t) = 0. No modelo do cilindro apresentado, a homogeneidade
do espaco ou do tempo implicam diretamente em simetrias espaciais ou temporais, respectivamente, e
a relacdo (2.4.26) nos retornard as constantes de movimento associadas a essas simetrias. De maneira

conclusiva, uma simetria implica na descoberta de invariantes que culminam na conservagdo de alguma

grandeza fisica.
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3 INTRODUCAO A TEORIA CLASSICA DE CAMPOS

Ao decorrer do ultimo capitulo, nos preocupamos exclusivamente com o uso dos ferramentais
apresentados para obter simetrias e leis de conservagao de sistemas compostos por particulas discretas
com graus de liberdade finitos, neste capitulo estenderemos os formalismos Lagrangianos e Hamiltoni-
anos para sistemas com infinitos graus de liberdade, descrito por fun¢des continuas nas coordenadas
espaco-temporais (NEUENSCHWANDER, [2011).

Esta nova maneira de pensar a natureza, o faz através da introducdao de um objeto de estudo
valoroso; os campos. De fato, estas quantidades nao sdo incomuns na Fisica, ao tratarmos de um
campo gravitacional newtoniano, por exemplo, estamos falando de um campo vetorial g descrito pelo
potencial gravitacional ®. Tratando-se do eletromagnetismo, temos os campos Elétricos (E) e 0s
magnéticos (é), descritos, respectivamente, pelo potencial escalar V' e vetor A. Assim sendo, ainda
que em uma defini¢ao pouco rigorosa, 0s campos sdo como uma espécie de mapeamento do espago,
de tal forma que podemos associar um valor de potencial para cada ponto do espaco e o estudo desta
disposicao de valores nos retornardo preciosas informagdes sobre o sistema em questao.

Com todo rigor, a definicdo de um campo esta diretamente atrelada a teoria por tras dos Grupos e
Algebras de Lie, entretanto, para este fim, daremos atencdo total a um subgrupos especial, pertencente
a este ultimo; o Grupo de Lorentz, o qual, assim como colocado nas referéncias (MAGGIORE! 2005])
e (ALDROVANDI; PEREIRA, 2019), culminara na introdu¢do do Operador Momento Angular e nos
fornecera subsidios para o estudo que serd feito ao longo do capitulo.

O objetivo principal desta parte € a investigacdo dos campos escalares (Spin-0) e campo de Spin-1.
Comecaremos pelo campo escalar, pois, além de ser o mais simples, faremos uso deste como um guia
para a apresentac¢do e construcdo das ferramentas que utilizaremos ao decorrer do capitulo, bastando
pequenas adaptacdes e adequagdes dos conceitos vistos para os demais campos. Devido a extensdo da
dindmica Hamiltoniana e Lagrangiana a Teoria de Campos, também trataremos da busca pela nova
forma do Teorema de Noether, bem como a exploracdo das simetrias e conservagdes de grandezas

fisicas dos campos perante transformagdes.

3.1 GRUPOS, ALGEBRAS E OS ESCALARES

No capitulo anterior exploramos em demasia a invaridncia de quantidades fisicas perante certa
transformacao, em especifico, nos atentamos para as translagdes, tanto espaciais quanto temporais. O
que faremos nesta primeira secao, nada mais € do que formalizar e generalizar o nosso entendimento
sobre as transformagdes e os geradores que as caracterizam, todo o entendimento vird através da andlise
dos grupos e dlgebras de Lorentz.

Estes objetos que analisaremos aqui, podem ser traduzidos como conjuntos de elementos que
satisfazem determinados axiomas, e portanto, constituem um grupo sob a 6tica matemética (ALDRO+
VANDI; PEREIRAL2019). Estes conjuntos possuem uma intima relacdo com as transformacgoes, isto

pelo fato de que cada integrante dos grupos supracitados sao, no fundo, matrizes de transformacao
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associadas aos seus devidos geradores. Como veremos, estas transformacdes podem ser, translagoes,

rotacdes e até os chamados boosts.

3.1.1 GRUPO DE LORENTZ

Assim como introduz a referéncia (MAGGIORE, 2005), o grupo de Lorentz € definido como o

grupo composto por elementos que satisfazem a seguinte transformacao linear de coordenadas:
ot — = A2, (3.1.1)
as quais devem manter invariante a quantidadeﬂ
Nurtz’ = —t* + 2% + y* + 27, (3.1.2)

sendo 7),,,, a métrica de Minkowski, expressa como

100 0
0 100

, = 3.1.3

T 0 010 (3.1.3)
0 00 1

Vale chamar atencdo ao uso de indices gregos em detrimento dos indices latinos empregados
no ultimo capitulo, agora estamos envolvendo a coordenada temporal, e portanto, trabalhando com
quadrivetores, assim sendo 2+ = (2%, 2!, 22, 23) = (¢, 2,9, 2).

Se a expressdo (3.1.2) é satisfeita, entdo, por meio do emprego de (3.1.1)) segue-se que:

Nz’ = nuatc”
= UMV(AMGZEU)(AVHZEH)
= (nuuAuaAyn)xaxﬁa (3.1.4)

e sabendo que esta ultima € vélida para qualquer z* arbitrdrio, é condi¢io necessaria aos elementos do

grupo de Lorentz que a seguinte expressao seja satisfeita:
Now = Mo N . (3.1.5)

Podemos realizar a soma nos indices da expressdo (3.1.5)), de forma a explicitar a componente 7,

! Devido a esta propriedade, este grupo de transformagdes é denominado Grupo Ortogonal O(3,1), sendo o nimero 3

referente as coordenadas espaciais, € o 1 & coordenada temporal.
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o resultado é

Moo = mu/\”oAyo

3
-1 = 77#0/\“0/\00 + Z ﬁ,tiAquio
i=1

3 3 3 3
—1 = neA%A% + Z noi\"0 A" + Z TIjoAjvoo + Z Z njiAjOAiO
i—1 j=1

=1 i=1

3
—1 = —(A%)+ ) (AR (3.1.6)

k=1
o que implica diretamente em (A%) > 1 ou (A%) < —1. Neste estudo consideraremos apenas 0s
elementos do grupo de Lorentz que satisfazem a relagdo (A%) > 1, estes constituem um subgrupo
importante para nés, o chamado Grupo de Rotagdo Ortécrono Proprio SO'(3,1) (MAGGIORE, 2005).

3.1.2 ALGEBRA DE LORENTZ

Podemos considerar uma transformagio infinitesimal em A,
A, =00, + Wy, (3.1.7)

com |w| < 1 e ", representando o delta de kronecker. Aplicando esta tltima em (3.1.5)), obtemos:

wh = —w", (3.1.8)
isto €, a matriz w*” € antissimétrica e, portanto, tratando-se de uma matriz 4 x 4, existem apenas 6
termos a serem determinados, os quais constituem os geradores da transformacao, sendo 3 destes
referentes a rotagdes espaciais em torno dos planos (x,y), (z, z) e (y, z) e as outras trés, referentes
a rotagdes em torno de dngulos imagindrios relativos aos planos (¢, z), (¢,y) e (¢, z), os chamados
Boosts de Lorentz.

De acordo com as referéncias (MAGGIORE;, 2005) e (ALDROVANDI; PEREIRA,[2019), podemos

representar quaisquer elementos A como:

i

A=ce 2“’#"‘]“7), 3.1.9)

em que J*” também € antissimétrico em p e v, € é chamado de gerador da transformacao, espelhando
os elementos que compdem a matriz w,,,. Note que o fator 1 /2 presente nesta nova representaco se
deve ao fato de que expandindo a somatéria indicial no expoente, estariamos contando duas vezes cada
termo.

Voltando a atengdo para a relagdo (3.1.1)), sob a perspectiva da representagio (3.1.9), um conjunto
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de N objetos ¢, comi = 1,2, ..., N se transformard como

o' = [A]";¢
§i = L,;%JW}ZW; (3.1.10)

e retomando as ideias de variacdo do capitulo anterior, com uma expansdo em primeira ordem em w, €

possivel analisar o que ocorre com a varia¢do dos elementos ¢ perante as transformacdes de Lorentz:
o = [e—%ww.ﬂ“’] ij¢j
9" = {]1 - ?%VJW} ¢’
O = ¢ = S [
0o = — W [J*] . (3.1.11)
Tendo em vista o apresentado, diferentes quantidades apresentardo propriedades de transformacao
especificas perante as transformacdes de Lorentz, e € sob esta luz que conseguimos tracar a definicdao
de uma grandeza fisica escalar; se um elemento permanece invariante perante a atuacdo de alguma

transformacdo, entdo temos um escalar. Para escalares, esta definicao implica diretamente em:

¢ = o, (3.1.12)

€, portanto,
5¢ = 0. (3.1.13)

3.1.3 DEFINICAO DE UM CAMPO ESCALAR E O MOMENTO ANGULAR

Nesta subsecdo, exploraremos os resultados apresentados nas subsecOes passadas de sorte a
encontrar novas representacdes para J*¥. O resultado encontrado servird de piso, principalmente, para
a subsecdo[3.2.4] em que serd demonstrado a relacdo existente entre os campos e suas propriedades
perante rotacdes espaciais infinitesimais, para com o valor esperado do momento angular orbital do
sistema.

Comecaremos por imaginar um objeto genériccﬂ W, desta forma, pela equacdo (3.1.1)), este novo
objeto se transformard como:

W = AF WY, (3.1.14)

e pela transformacdo infinitesimal (3.1.7)), a dltima torna-se
W/,u — (5#1/ + wl‘«y)WV

W = W Wk, W
SWH = wh, W (3.1.15)

2 Este elemento genérico pode ser um tensor, por exemplo. Os tensores também sdo definidos de acordo com as suas

propriedades perante as transformagdes de Lorentz.
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Neste contexto, a equagdo (3.1.T1) pode ser reescrita para esta nova quantidade, resultando em

SWP = —%WW[JW]P We (3.1.16)

g

Podemos, por fim, comparar os resultados (3.1.13)) e (3.1.16)), de sorte a obter uma representa¢do

matricial para (J*)?. Desta forma, para que seja satisfeita a expressao

we, (3.1.17)

=,

encontramos:
(JH)P, = i(n00y — n"Por). (3.1.18)

Sabendo que podemos definir grandezas fisicas tirando como base o seu comportamento perante
as transformacdes de Lorentz, rigorosamente, para os campos nao € diferente e esta mesma regra se
aplica. Comecaremos por estudar o campo escalar, o qual depende de uma unica coordenada e € a
manifestacdo mais simples deste objeto na natureza.

Haja vista que os escalares mantém-se invariantes apds as transformacdes, os campos escalares

devem ser também, isto implica em

¢'(2') = é(x), (3.1.19)

e assim sendo, um campo escalar € chamado de invariante de Lorentz (MAGGIORE, 2005).
Utilizando (3.1.16), podemos também praticar uma transformago infinitesimal nas coordenadas

deste objeto, expressa por
WP = 2P 4 6af = af — %wuy[J””]pU:c", (3.1.20)
e pelo fato de que o campo escalar deve ser invariante por defini¢ao, entao
0¢ = ¢'(2) — ¢lx) =0, (3.121)

e por isso, cabe a introdugdo da variagdo modificada dy¢(z), definida por

do(x) = ¢'(x) — ¢(x), (3.1.22)

chamando atencéo para a diferenca entre as variagoes (3.1.21)) e (3.1.22)), na primeira analisamos

um unico grau de liberdade, estamos interessados em saber como se transforma a coordenada = que
descreve o nosso campo, e analisamos a diferenca entre o campo original e transformado em um
ponto fixo do espago, j4 na segunda equagdo, estamos analisando o campo em dois pontos distintos do
espago-tempo, e portanto, comparando a diferenca entre infinitos graus de liberdade.

Voltaremos nossos esfor¢os para uma investigacao desta variacdo modificada. Por intermédio das
relagoes (B.1.19) e (B.1.27)) € possivel demonstrar que

9¢(x)

— _SyP
8o b

(3.1.23)
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a qual, tendo em vista a representacdo (3.1.11)), pode ser reescrita como:

516 = Sl a2 G129

Neste momento, devemos chamar aten¢do para uma quantidade que emerge em nossos calculos

naturalmente, definiremos esta quantidade pela relacao

LM = —[J"™)° 27— 3.1.25
I (3.1.25)

a qual néo aparenta nada familiar, entretanto, aplicando a representacdo (3.1.18), obtém-se

0 0
LM =g a" —a'—, 3.1.26
< Ox, 8%) ( )
que ao identificar o momento linear, p* = i%, entdo, esta ultima torna-se
LM = gtp” — x"p, (3.1.27)

em que & possivel identificar alguma semelhanca entre esta utlima e 0 momento angula, usualmente
caracterizado pelo produto vetorial . = 7" x p. Aqui, nos interessa as rotagdes espaciais, e assim sendo,

teremos

LV = gy —aip (3.1.28)
L7 = (20" — 279", (3.1.29)

podendo ainda organizar os elementos de L% em dois outros vetores espaciais (MAGGIORE, 2005):

1 .
Lk = 56@7’[/”, (3130)

L'=1" (3.1.31)

com e, o tensor de Levi-Civita, logo, a equagao (3.1.28) transforma-se em:

1 ... .
Lk = 561“9Lij = " zp;, (3.1.32)
ou seja, 0 Momento Angular Orbital do sistema, devendo relembrar o fato de que esta tltima emerge
naturalmente ao explorar o comportamento do campo escalar, quando submetido a transformacdes do

grupo de Lorentz, no presente caso, especificamente tratando-se de rotagdes infinitesimais.

3.2 A DINAMICA CLASSICA DOS CAMPOS

Feita a conceitualiza¢cdo matemadtica de um campo, o proximo passo € realizar a implementacao dos

ferramentais Hamiltonianos e Lagrangianos para a descricdo da dinamica desses objetos. Com todo
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esse procedimento, espera-se encontrar andlogos para as equagdes de Euler-Lagrange e, principalmente,
para o Teorema de Noether, de sorte a averiguarmos novas condi¢des de invariancia do sistema e novas
grandezas conservadas.

Assim como comentado no inicio deste capitulo, e muito bem pontuado por (GREINER; REI+
NHARDT, 1996)), a principal diferenca entre o que apresentaremos aqui € o que fora implementado no
capitulo anterior, € que este dltimo condizia a um sistema composto por N massas pontuais caracte-
rizadas pelo conjunto de coordenadas discretas g (t), enquanto que a partir de agora, cada ponto de
uma determinada regido do espaco estard diretamente associado aos valores das varidveis continuas
de algum campo expresso por ¢(z,t). Sendo o indice discreto k, substituido pelo indice continuo z
(LEMOS; [2013).

3.21 EXTREMIZACAO DA ACAO E A EQUACAO DE EULER-LAGRANGE PARA CAM-
POS

Para introduzir o estudo de maneira ainda mais clara, comecemos por considerar um dos exemplos
mais elementares no escopo da Teoria de Campos, uma onda propagando-se em uma corda esticada.
Neste caso, € interessante perceber que podemos muito bem pensar a corda como composta por
elementos discretos de massa m cada, entretanto, ao tomar o limite continuo deste sistema, recaimos
sobre o problema usual novamente. Se quisermos computar a Lagrangiana deste sistema, devemos
integra-la por todo o comprimento da corda, somando todas as contribui¢des de cada elemento
infinitesimal que a constitui.

Desta feita, com fins de se encontrar a acio para este sistema, temos:

to o
5] = / ( / c dx) dt, (3.2.1)
t1 x1

na qual fora empregada uma nova representacao para a Lagrangiana, isso se deve ao fato de que ao
realizar a andlise dimensional dessa dltima, em detrimento da equagdo (2.1.12), constata-se que, para
que as A¢des apresentem as mesmas unidades fisicas, £ deve possuir unidades J m™!, uma espécie de
distribui¢do de energia por metro, ou melhor, uma densidade, portanto, £ é conhecida por Densidade
Lagrangiana. Por fim, podemos reescrever a tltima equacao, de sorte a generalizd-la e apresentar a
nova notacao utilizada: .

5] = / Ld'z, (3.2.2)

A

sendo d*z = da'dx?dz3dt, o elemento de volume do quadriespaco, o qual indica integracdo em todas
as coordenadas espaciais, mais a coordenada temporal.

Voltando-se para a interpretacdo de que um campo escalar pode ser visto como uma espécie de
mapeamento de determinada regido do espacgo, atribuindo um valor numérico a cada conjunto de
elementos (g, t), podemos tracar um paralelo interessante entre a extremizac¢do da a¢do para o caminho
percorrido por uma particula pontual e a extremizagdo da acdo dentro da Teoria de Campos. Para o
problema vigente, a pergunta correta a ser respondida é; dentre uma miriade de superficies possiveis

responsdveis por conectar dois pontos do espago, qual é aquela em que a acdo assume um valor
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extremo?

Antes de prosseguirmos, cabe uma pequena consideragdo, na expressao (3.2.2)), introduzimos a
acdo, que por sua vez depende da densidade de Lagrangiana £, todavia, ainda nao foram apontados
quais seriam os novos argumentos dessas quantidades. Para visualizar estas ideias de um jeito didatico
e direto, utilizaremos a referéncia (RYDER| |1996). No caso anterior tinhamos a posi¢ao das particulas
pontuais ditadas pelas coordenadas generalizadas ¢ como fun¢ao do tempo. Na presente situacdo, cada
ponto da superficie € vinculado pela funciao ¢, dependente das coordenadas espaciais e temporais,

portanto, € de imediato a analogia ditada pela troca de varidveis a seguilﬁ:

t— ot = (xb, 22 23, t);
q(t) = o(at) = ¢(a', 2% 2% t); , (32.3)
L(q(t), q(t), 1) = L(¢(z"), Oug(a));

e a acdo dada em (3.2.2), transforma-se em:

[S] = /A L(p(x"), 0,0(2")) d'a. (3.2.4)

Retornando ao problema inicial, o seu tratamento serd inteiramente andlogo ao caso anterior,
assumiremos que a superficie responsavel por extremizar a acdo é conhecida e é expressa por ¢(x,t),
em seguida, seguiremos a abordagem proposta por (NEUENSCHWANDER| 2011), isto é, qualquer
diferente configuracao da superficie pode ser alcan¢ada por meio de uma deformacgdo continua, em

outras palavras, uma espécie de "desvio"infinitesimal. Podemos representar essa ideia pela equacao:
O(z,t,¢) = p(x,t) + en(z, t), (3.2.5)

sendo |¢| < 1 e n(x,t) podendo ser interpretado como uma espécie de erro, o qual difere a solugdo
exata de qualquer outra solu¢@o préxima.

Evidentemente, se quisermos que ® retome a solucao original ¢, entdo, as condi¢des de contorno
n(xz,t1) =0 = n(x,tz) e n(zy,t) = 0 = n(x, t) devem ser respeitadas. Ademais, devido ao bom
comportamento de 7(x,t) por toda a regido em investigacdo, podemos lancar mao da derivada da
relagdo (3.2.5) em fungdo de z*, obtendo:

0,P(x,t,€) = 0ud(x,t) + edun(x, ). (3.2.6)
Dando sequéncia, em termos de ®(x, ¢, €) a acdo descrita por (3.2.4) pode ser colocada como:

[S(e)] = /E(@(x",e),@,ﬂ)(x“,e)) d*z, (3.2.7)

3 Note que a partir deste ponto, simbolizaremos derivadas por intermédio da notagdo encurtada, neste caso, 9,,¢ ¢ idéntico

a aaxd,’,, ou ainda ¢ ,,, como também 01 ¢ é o mesmo que gfl e ¢.1, € assim por diante.
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e para que a acdo seja um extremo, deve-se tomar a sua derivada com respeito a €, igualando-a a zero:

Sl

OLOD  OL 0D, L
t/L@ae+agﬂa€}odx-oa (3.2.8)

na qual, empregando as equagdes (3.2.3) e (3.2.6), encontramos:

oL OL L
[l ] oo

Podemos aplicar uma integragdo por partes no segundo termo da equagio (3.2.9), assim, teremos:

oL oL \ .
/{% o, (ad)ﬂ)]ndaﬁ—/@ {(%J da =0, (3.2.10)

na qual destacamos que o segundo termo trata-se da integral de uma derivada, e portanto, o integrando
€ computado nos limites de integracdo regidos pela regido do espaco comentada anteriormente, assim,
haja vista as condi¢des de contorno de 7, este elemento vai para zero. J& para o primeiro termo, €
possivel a aplicagdo do Lema Fundamental do Célculo das Variagdes (veja a Se¢do[2.1)), desta feita, de

imediato, recaimos sobre a condicao de extremizagao

oL oL
55_@(&Z):Q (3.2.11)

Segundo a referéncia (MAGGIORE, 2005), podemos retomar a condi¢do anterior através da
aplicacdo do Principio de Hamilton na a¢do expressa por (3.2.4), para isso, basta computar a variagdo

S de maneira completamente andloga ao caso investigado durante a Se¢do(2.1) e iguald-la a zero:
5S:§/qmﬂxmﬂﬂ»&xza (3.2.12)

desta forma, equivalentemente a equacdo (2.2.4), encontraremos

A\ [ (P, 0L _
5S—e<d65)5_0 = /dx(ad)éqzﬂ— 20,9) (GMQS))—O

_ /}g (gg 9, fﬁ@)5¢ (3.2.13)

tendo sido aplicada integrag@o por partes entre uma passagem e outra, retiramos novamente a identidade

oL a@ﬁ

6~ "9(0,9)’

também conhecida como Equacdo de Euler-Lagrange para Campos, a qual, surge novamente como

(3.2.14)

uma condi¢do necessdria para garantir que o funcional da acdo seja um extremo.

E como um ultimo comentéario desta subse¢do, assim como no ultimo capitulo, a densidade
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Lagrangiana nio € unicamente determinada, e para demonstrar isso, € necessario, apenas, demonstrar
que podemos ter a mesma agdo, associada a duas Lagrangianasﬂ diferentes. Assumindo uma nova
Lagrangiana introduzida por:

L'=L+9, V" (3.2.15)

em que 9, V* = 9VO + 9,V + 0,V% + 95V representa a divergéncia quadridimensional de um
funcional genérico V* = V#(¢), também referida por quadri-divergéncia. Entdo, a agdo (3.2.4),
torna-se:

[S'] = / (L +0,VMd'z, (3.2.16)

na qual, ao lancar mdo do Teorema de Gauss, definido pela identidade

/ d*z0, V" = / dA n, V", (3.2.17)
% >

responsdvel por relacionar a integral do quadri-divergente de V' delimitada por um volume finito X2,
com a integral de V' em uma superficie fechada 0¥ orientada por n,,, entdo a equagio é

reescrita como

5] = / Ldz+ / dA n,V*. (3.2.18)
()3

E aqui, serd apontada uma ideia, que nos acompanhara para todo o restante do trabalho, de acordo
com (MAGGIORE! 2005)), para que tenhamos um principio variacional bem definido, devemos impor
que os campos sejam mantidos constantes na superficie fechada 0%, desta forma, o termo do lado
esquerdo na equagao deve ser nulo, ou dado por uma constante genérica, assim sendo, é
imediato que as condi¢des que tornam estaciondria a agao S’ referente a Lagrangiana £, também

satisfazem S, correspondente a Lagrangiana £, portanto, sdo equivalentes.

3.2.2 AS IDENTIDADES DE RUND-TRAUTMAN E O TEOREMA DE NOETHER PARA
CAMPOS

O objetivo, neste momento, passa a ser a investigacdo do comportamento dos campos perante
transformagdes em suas coordenadas. Vimos na Secdo (2.3.1), que utilizando-se da prépria equagdo de
Euler-Lagrange, associada a andlise de sistemas descritos por Lagrangianas especificas, conseguiriamos
obter duas leis de conservacdo, que mais especificamente podem ser colocadas como dois casos
especiais do Teorema de Noether. A primeira dizia respeito a conservacdo do momento conjugado, ao
passo em que a segunda nos informava que a Hamiltoniana seria a quantidade a ser conservada.

Fato é, que € possivel seguir a exata mesma linha de raciocinio para os campos, entretanto, este nao
serd o caminho a ser percorrido, trataremos diretamente o caso mais geral possivel, isto €, assumiremos
transformagdes nas coordenadas x* e ¢(x#), caracterizadas por geradores genéricos, de sorte a culminar
na nova identidade de Rund-Trautman.

Fazendo uma breve recapitulacao, a acdo ¢é dita invariante, se, € somente se, seu valor numérico
permanece o mesmo apds a transformagdo (0S5 = 0), ou de forma mais abrangente, mesmo que

esta variagdo nao seja nula, também & aceitavel que a variagao seja proporcional a algum parametro

4 A partir deste momento, com fins de simplificacdo, chamaremos a densidade Lagrangiana apenas de Lagrangiana.



41

infinitesimal €™, com m > 1, e isso se explica pelos seus limites detectdveis (veja a defini¢cdo liberal
de invariancia comentada na Se¢do(2.4.1))). Também, ¢ importante colocar que a identidade de Rund-
Trautman apresenta-se como condicao sine qua non da invariancia da ag¢do, portanto, procuramos
encontrar alguma condicdo parecida aqui.

Primeiramente, tomando como base as transformag¢des de coordenadas descritas por:

ot — o = at + et (2, §); (3.2.19)

¢ = ¢' = ¢(2*) + eC(2”, ¢); (3.2.20)

em que 7 e ¢ correspondem aos geradores das coordenadas espago-temporais e do campo, respectiva-
mente, entdo seguiremos por levar em consideracao a nao univocidade da densidade Lagrangiana e a
defini¢do abrangente de invariancia, de sorte a formular uma representagcao de invariancia para a acao,

a qual serd utilizada nesta secdo. Comecaremos pela seguinte relacao:

S —S~e™ m>1, (3.2.21)
na qual empregaremos:
[S"] = / L' d*a (3.2.22)
a acdo transformada, e
[S] = / (L + €0, F*") d'z, (3.2.23)
R

a ac¢do original, na qual, em analogia com o apresentado na Subsecdo (2.4.3)), foi assumida a ndo

univocidade da densidade lagrangiana a menos de um termo €9, F'*.
A equagio (3.2.21)) torna-se, entdo:

/E’ d4:1:’—/ (L+ed, F") d'z ~ €
' R

/ LT —L—c0,Fd'z ~ &™, (3.2.24)
R

em que, com o objetivo de combinar as integrais em fun¢do do mesmo limite de integracio na regido R,
fora empregado o Jacobiano da transformagio 7, computado pelo determinante da matriz |0x*' /0x"|,
o qual, levando em consideragdo a transformagao caracterizada por (3.2.19), e termos de até primeira
ordem em ¢, assume a forma 1 + €0, 7".

Analisando a equac@o ([3.2.24) e lembrando dos mesmo argumentos empregados durante a discussdo

acerca da expressdo (2.4.7)), nos restard a identidade que se segue:
LT —L=cd,F"+ 0. (3.2.25)

O préximo passo é realizar a derivagdo da equagdo (3.2.25)) em fungdo do pardmetro €, tomando o
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ponto em que € = 0, desta forma, encontra-se:

0- ) s

oL’ 0
{ j} = 0, ", (3.2.26)
e=0
na qual devemos computar as derivadas parciais de todo os elementos contidos no argumento de £/,
bem como utilizar a forma explicita de 7, também fazendo a sua derivada em funcdo de €. O resultado

de todo este procedimento pode ser organizado em sua forma final, na seguinte relagdo:

oL oL

oL, oL oL
99> 0,

8uC) + (3M£)T“ — |:¢”MW

— 5”#4 (0, ) = 0,F*, (3.2.27)
a chamada Identidade de Rund-Trautman para Campos. E interessante notar que esta dltima identidade
possui, em sua composi¢do, alguns outros conceitos do formalismo tratado no ultimo capitulo e que
ndo obtivera a sua extensao para a Teoria de Campos. Em particular, definiremos a Densidade de

Momento Conjugado para Campos como:

oL

m =
90,

(3.2.28)

e assim sendo, também somos capazes de reconhecer outra nova quantidade; o Tensor Energia-
Momentaﬂ definido por:

oL
0", = ¢’”W — 0", L= ¢, 01" —0",L, (3.2.29)

vale o comentério, que assim como contido em (NEUENSCHWANDER| 2011)), para aplica¢des no
espaco-tempo, como aquelas que faremos nas trés ultimas subsecdes, 0 momento deve ser computado

pela relagdo,

o
9¢0’

e a Hamiltoniana, pela integral em um volume V' da componente 00 do tensor energia-momento, ou

° (3.2.30)

seja:
H = / 6% d>z. (3.2.31)
\4

Como o objetivo € a consecu¢do do Teorema de Noether, devemos unir as condi¢des de extremiza-
¢do, isto €, a equagdo (3.2.14) e as condigdes de invaridncia, ou seja, a identidade de Rund-Trautman.
Valendo-se de procedimentos de integracdo por partes, e algumas manipulacdes algébricas simples, €

possivel reorganizar a equagéo (3.2.27) de sorte a encontrar:

oL oL
R [6? o (W)} (¢ = dut) = 0u(I1"C — 0",7" — F"), (3232)

assim, conseguimos reconhecer a presenca da equacdo de Euler-Lagrange no lado esquerdo desta

ultima, fazendo com que o lado esquerdo inteiro da expressao va para zero. Entdo, temos por fim, o

5 Na referéncia (NEUENSCHWANDER| 2011), esta quantidade € referida como Tensor Densidade Hamiltoniana H" .
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Teorema de Noether para Campos, identificado por:
o,(I"¢ — o, 7" — F*) =0, (3.2.33)

em outras palavras, o que encontramos aqui, € que o Teorema de Noether resume-se ao quadri-
divergente de uma quantidade fisica, ou seja, a relagdo entre extremizagdo e invariancia de um
funcional, neste caso a acdo, acarreta necessariamente na conservagao de alguma quantidade fisica do
sistema, no presente caso, essa relacdo de conservacao € ditada por uma equacao de continuidade na
forma covariante (NEUENSCHWANDER, 201 1J).
Empregando a igualdade j* = II*¢ — 6*, 7" — F*, a equagdo (3.2.33)), pode ser escrita de uma
maneira geral, como:
ot =0, (3.2.34)

ou ainda,
0j° + 0,5" =0, (3.2.35)

em um primeiro momento, esta simples equacao parece ndo conter muitas informacdes, entretanto,
seu sentido fisico € poderoso, e faz desse ultimo, um resultado importantissimo dentro do estudo dos
campos (MAGGIORE! 2005).

Como um guia para a obtenc¢@o de uma interpretacdo fisica para o resultado (3.2.34), podemos

utilizar como base a equacdo de continuidade no contexto do eletromagnetismo, esta € expressa por:

9p

J= 2.
o5 TVI=0, (3.2.36)

sendo p, a densidade de carga e J, a densidade de corrente, a equacao de continuidade infere que dentro
de alguma regido do espaco, se € constatada a diminui¢ao de cargas, entdo deve haver uma corrente
transportando estas cargas para longe. Também vemos que o contrério € verdadeiro, se é aferido
um aumento de cargas nesta regido, logo, temos cargas fluindo para esta mesma regido em forma de
correntes. O grande sentido representado pela equacdo de continuidade, para o eletromagnetismo, é
que cargas nao podem ser criadas ou destruidas, ou seja, em um sistema fisico, devem se conservar!

Para a equagdo (3.2.34), ndo ¢ diferente, olhando para a sua forma contraida (3.2.35)), vemos a
derivada temporal de j° acrescida do divergente de j°, e assim, é de imediato a relagdo simbdlica que
pode ser feita entre, jo e a densidade de carga p, e a quantidade j* e a densidade de corrente f e devido
a essas semelhancas, é conveniente chamar ;° de Cargas de Noether e j' de Densidade de Corrente de
Noether.

Mais precisamente, em completa analogia com a equagdo (3.2.36)), a nossa carga definida como
[M#¢—6*, ¥ — F* sera sempre conservada no tempo. Podemos demonstrar essa conservagao integrando

a equacdo (3.2.33)) sobre um volume definido V', obteremos:

/ O dPx + / 0,j'd*r = 0, (3.2.37)
1% Vv

e como o segundo termo desta equacao, envolve a integral de um divergente, podemos lancar mao
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do teorema de Gauss (3.2.17), e em seguida assumir que a corrente conservada j° cai para zero

rapidamente no infinito;

/aoj0d3x+/j%.dA =0
14 A
/aojod?’x = 0
.

d o
— a3 = 3.2.38

e o resultado desse procedimento, implica que a integral de ;° pelo volume, ou ainda, a somatéria de
toda a contribui¢@o infinitesimal das cargas de Noether por todo o volume espacial € uma constante de

movimento (ndo varia com o tempo).

3.2.3 O TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Na sec¢do (3.1)), foi comentado que os campos devem ser invariantes perante translagdes espago-
temporais, assim sendo, d¢(z*) = 0 (GREINER; REINHARDT,|1996). Ao analisar estes casos em

especifico, assumiremos as transformagdes expressas por:

't =at 4 €60, (3.2.39)
para as coordenadas espaco-temporais, €

¢'(x") = o(a), (3.2.40)

para os campos. Estas novas transformagdes sdo um caso particular das transformagdes (3.2.19) e
(3.2.20), em que e7* — €”5," e ( — 0.

Se substituirmos as defini¢des de tensor energia-momento € momento conjugado para campos na
relagdo (3.2.33) (com F* = 0), obteremos uma forma explicita e geral para corrente de Noether, em
termos dos geradores ( e 7+, dada por:

oL
gt = o,¢t" — () — LTV, (3.2.41)
70,0)" )
sendo que neste caso de translacdes de Lorentz, esta ultima torna-se:
oL
o" = "¢ — "L, (3.2.42)
9(0,9) 7

na qual presenciamos mais uma vez o surgimento do Tensor Energia-Momento, mas desta vez obtido
diretamente como um caso especial da quadri-corrente de Noethelﬁ

As consequéncias desta nova definicdo sdo vastas, como 6* éum caso particular de j*, entdo,

Muitas vezes também é referido como Tensor Energia-Momento Candnico
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também satisfaz a relacdo
0,0" =0, (3.2.43)

e naturalmente, assim como o resultado obtido em (3.2.38)), a integral da carga de Noether 6°” em um

volume V', € uma constante de movimento expressa por:

d d
—_pv=_ 90ud3 —
dt dt (/V x) 0

PY = / 0% 3 = const. (3.2.44)
1%

mas diferentemente de j*, nossa carga agora possui dois indices contravariantes, podendo ter até
quatro valores possiveis para v, o qual varre uma componente temporal e trés espaciais, logo, podemos

quebrar P” em duas outras partes:

P’ = / d®z6%; (3.2.45)
14

Pt = / >z (3.2.46)
Vv

estas quantidades formam as componentes do chamado tensor quadri-momento para camposﬂ sendo
a componente temporal, referente a Energia E e as trés componentes espaciais, referentes ao vetor
momento (p) (GREINER; REINHARDT, 1996)). No fundo, esse resultado esta de acordo com o
esperado, o Tensor Energia-Momento carrega informagdes sobre as densidade de momento e energia
do sistema em suas componentes, desta feita, sua integral em um volume retorna 0 momento e energia
do mesmo.

Devemos observar que o tensor 8#”, no geral, ndo € sempre simétrico com respeito a y e v, desta

forma, pode ser interessante definir um Tensor Energia-Momento Simétrico, como:
T = 0" + 0,WPH, (3.2.47)

com ¥ sendo um tensor antissimétrico com respeito a p e x. Note que a quadri-divergencia 0,0, W **”
vale zero pela contracdo de operagdes antissimétricas em indices, também, antissimétricos. Assim, a
relacdo (3.2.43)) é restaurada, e T"” € fisicamente equivalente a #** (MAGGIORE, 2005)). Ainda, é
importante salientar que o Tensor Energia-Momento ndo é sempre invariante de calibre, discutiremos

mais sobre este fato ao decorrer da Subsegao (3.2.9).

3.24 O CAMPO ESCALAR (SPIN-0)

Voltaremos nossa aten¢do para a aplicacdo de todo o formalismo Hamiltoniano abordado até o mo-
mento, objetivando encontrar as quadri-correntes de Noether, explorando as quantidades conservadas
para cada um. Conforme mencionado no inicio do capitulo, comecaremos este processos pelo campo
escalar, em seguida, para o campo eletromagnético e, por fim, para o campo responsavel pela descri¢ao

das Ondas Gravitacionais.

7 Considerando unidades geometrizadas, as quais serdo utilizadas até o final deste capitulo.
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De acordo com as referéncias (GREINER; REINHARDT, [1996) e (ALDROVANDI; PEREIRA|
2019)), os campos escalares sdo os exemplos mais simples no escopo da Teoria de Campos Relativistica.
Estes sdo responsdveis por descrever particulas de Spin-0, como por exemplo, o Méson neutro. A agao

para este campo, livre de potenciais, é dada por (MAGGIORE, 20035)), e assume a seguinte forma:

S = % / d*z (0,00" ¢ — m*¢*) (3.2.48)

sendo, ¢ — ¢(x,t), o campo com massa m, de onde retiramos a Lagrangiana:
1
L= 5(8,@8“@5 —m2p?). (3.2.49)

Uma vez que conhecemos a Lagrangiana responsavel por descrever o campo, temos o que € preciso
para consecucdo da equacdo de movimento do sistema através da equagio de Euler-Lagrange (3.2.14),
0 que tem como resultado:

("0, +m*)¢(x,t) =0, (3.2.50)

a chamada equacdo de Klein-Gordon.

Partindo da equacao (3.2.43)), podemos calcular qual o valor de 6*”, que € igual a:
o1 = otpd"p — " L, (3.2.51)

este, serd utilizado para obtenc¢do das cargas de Noether, as quais conforme a discussdo subjacente a

equagdo (3.2.44), podem ser colocadas como:
/90”d3$ = const., (3.2.52)
em que, para a componente 00 de #°”, teremos
6% = % [(009)* — 0,0% + m*¢7] (3.2.53)

e portanto, comparando esta com (3.2.3T)), percebemos que a componente temporal da carga de Noether
¢ justamente a propria Hamiltoniana do sistema. Por (3.2.43)) e (3.2.37]), temos entio:

P = / 0% 3y
Vv
. (3.2.54)

J4 para a componente 0%, por ser associada as translagdes espaciais, devemos recorrer ao inicio
deste capitulo, onde tratamos da Teoria de Grupos e suas transformagdes; a ideia é que conseguimos
representar a variagdo nas coordenadas x* por intermédio do elemento antissimétrico w*", introduzido

a primeira vez em (3.1.7).
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Tomaremos como base a seguinte representagao:

St = Z T ()™, (3.2.55)

a<f

sendo a somatodria com o papel de evitar somas de indices repetidos, a qual pode ser substituida por um
fator 1/2. Perceba que esta regra geral de transformagdo é exatamente a mesma mostrada em (3.1.15),
o que difere visualmente as duas representagdes, € que aqui, os elementos z* foram embutidos em

7" (ap), assim como apresentado em (3.1.18), o gerador 7/ (3, assume a forma:
T (ap) = 0"ty — 0" Ta, (3.2.56)

Para melhor visualizar o que estd sendo feito aqui, a ideia € bem similar a relacdo apresentada
(3.1.TT)), em que representamos a variagdo de alguma entidade pelo produto entre a matriz antissimétrica
w e os geradores desta transformagdo, no presente caso, 7.

Em decorréncia das novas representacdes utilizadas, prosseguiremos abrindo a equagao (3.2.41),
com(=0e7" — 7'(*; 5)" Dessa feita, ao comparar o resultado obtido com 1) temos a nova
representacdo da corrente de Noether:

j,u(aﬁ) _ xaeuﬁ _ lﬂgﬂa‘ (3.2.57)

Com o tdltimo resultado, conseguimos computar as cargas de Noether devido as rotacdes espaciais,

por (3.2.44) e (3.2.46)), encontraremos:

PO — / Ba(x0% — 270%), (3.2.58)
v
em que, através de , é encontrado o valor de 6%:
6% = 900" p — n°* L = %90k, (3.2.59)
assim, a (3.2.58)) deve ser reescrita como
Py = /V >0y (2;0; — x;0;) ¢ (3.2.60)

De acordo com a expressdo ([3.1.30), € possivel contrair a dltima com o simbolo de Levi-Civita,
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conseguindo o momento angular total para este campo:

m 1 maej PO
J = 56 j.F)ZJ

1 .
= —/ d?’x@g(/bem” (3310] — I']al)¢
2 \%4

1 . .
= 5/d?’xaogzﬁ(em”xi@j—|—em”x1~8j)gz5
v

\%4

Para entender melhor o que o resultado anterior representa, faz-se necessario a defini¢do, no espaco

de campo, do seguinte produto interno:
1 —
(d1lg2) = 5 / d*x¢1 0o 62, (3.2.62)

e
com Ady B = A(0yB) — (0pA)B, entdo, podemos tomar o valor esperado do operador momento

angular orbital definido em (3.1.32), assim, teremos:

@IL0) = 5 [ da(oL o - roLto)
= 3¢ [ dalown)ond - (el

1 ...
= —§6km /de [gb(xz@])(?ogb — 80¢(xzaj)¢] > (3263)
na qual usaremos a seguinte relacdo para o primeiro termo no interior da integral,

0;(02:000) = 0;01:000 + ¢6 ;000 + ¢1:0;000, (3.2.64)

e a equacdo (3.2.63), assume a forma:

w@%w:&@/fﬂ%am@my (3.2.65)

Comparando as expressdes (3.2.61) e (3.2.63), temos que o momento angular total do sistema,

emerge das cargas conservadas de Noether (Pg i) € € equivalente ao valor esperado do operador

Momento Angular L¥ perante o produto interno supracitado.

3.2.5 O CAMPO ELETROMAGNETICO (SPIN-1)

Nesta subsec¢do, exploraremos o campo vetorial eletromagnético em sua forma covariante, repetindo
um processo andlogo ao aplicado anteriormente para o campo escalar. Buscaremos, novamente,
explorar os formalismos Hamiltonianos a partir da Lagrangiana do sistema.

Por estarmos trabalhando com a forma covariante do eletromagnetismo, entdo as equagdes de campo

podem ser expressas de forma tensorial pelo chamado Tensor das Tensées de Maxwell (GREINER;
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REINHARDT] 1996)), definido como:
F,=90,A,-0,A,, (3.2.66)

sendo A,, o quadri-vetor potencial.
O tensor de Maxwell relaciona-se com os campos elétrico e magnético, respectivamente, da
seguinte forma:

FU%=9%A" — 9°A° = —E', (3.2.67)

Fi = —¢kBk, (3.2.68)
e portanto, sua representacdo matricial é expressa por:

0 —E' —E? —E®
w |EY 0 -B* B
e I (3.2.69)

E? —-B? B! 0

A acgdo que descreve o campo eletromagnético € dada por

1
S = -7 / FP F,,d'z, (3.2.70)
e portanto, a sua Lagrangiana é:
1
L= _ZFPUFPU’ (3.2.71)

a qual, por meio do emprego das equacdes de Euler-Lagrange para campos, nos fornece a seguinte
equagao do movimento:
0, F" =0, (3.2.72)

valendo comentar que para este caso, utilizamos A, no lugar de ¢ para a equagio , derivando
as quantidades em fun¢@o do tensor potencial e, assim, é costumeiro referir-se a A, como sendo o
campo para o eletromagnetismo.

E possivel verificar que o tensor de Maxwell ¢ invariante perante transformagdes de calibre,
e esta propriedade, chamada invariancia de calibre, tem como consequéncia o fato de que temos mais
graus de liberdade para escolher o campo (ALDROVANDI; PEREIRA, [2019), por exemplo, seja x(x)

uma fungdo arbitréria e regular, entdo, ao performar a transformacao
Ay — Ay —0ux, (3.2.73)
F'» permanecerd o mesmo:

F, = 0u(A, = 0ux) — 0u(Ay — Oux) = A, — 0, A, — 0,0, X + 0,0, X = Flu, (3.2.74)
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e o problema disso, é que A, torna-se redundante na descrigdo do campo eletromagnético (MAGGI{
ORE;, 2005)), e por redundante, queremos dizer que sempre havera infinitas configuracdes responsaveis
pela caracterizagdo do mesmo campo eletromagnético.

Para solucionar este problema, o procedimento a ser seguido consiste em utilizar a liberdade de
calibre de sorte a restringir as componentes de A,,, sem que as grandezas fisicas descritas por essa
tltima - como E ou B - sofram quaisquer modificagdes. Como resultado deste processo, espera-se
encontrar uma forma de A, tal que esta seja unicamente determinada. Entretanto, o cobrimento destes
métodos, nao fardo parte do nosso interesse aqui, a licdo realmente importante a ser absorvida com
esse comentdrio, € que: se queremos descrever observaveis fisicos, os responsaveis por esta descri¢do,
devem ser invariantes de calibre, assim, garantiremos que todas as quantidades representadas ndo terdo
suas componentes alteradas de acordo com uma determinada mudanga de coordenadas (GARFINKLE,
2000).

Prosseguindo, utilizaremos a expressdo ([3.2.42), para encontrar o tensor energia-momento para o

campo eletromagnético, o resultado sera:
1
o = —FH9¥ A, + Zn“”F”"FpU, (3.2.75)

chamando atencdo ao fato de que este nao € invariante de calibre, e ao performar a troca proposta em

(3:2.73), o tensor energia-momento assumird a nova forma:

1
O = 0 (Aa = 0ax) + 0" F Ep

1
= SFRQ A 0 E e — FR0 00X

= 9 — Fr 0,y

= 9 — O (Fr07), (3.2.76)

tendo sido utilizada manipulacdes algébricas por meio da regra do produto derivativo e a equacao do
movimento 0, F** = () para a passagem entre a pendltima linha e a dltima.
Note que, de acordo com a equagdo (3.2.44), ao computar as cargas conservadas de Noether,
teremos:
P" = PpP¥ — / d*x0;(F*9"Y), (3.2.77)
v

sendo o dltimo termo, o quadri-divergente de F*9"y, o qual, pelo teorema de Gauss, e o fato de que o
campo vai a zero suficientemente rdpido nos limites do infinito, conclui-se que este tende, também,
a zero. A conclusdo importante que chegamos, € que embora o tensor energia-momento nao seja
invariante de calibre, a carga de Noether o €, e assim sendo, é um forte candidato na descri¢ao de
observéaveis fisicos.

Retomando a discussao feita ao final da subsecao @ podemos construir um novo tensor
energia-momento em uma forma invariante de calibre, para isso, basta acrescentar o termo J, (F**A¥)
em (3.2.75). Agora, ao performar a mesma transformacéo de calibre no novo tensor 7*”
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definido por
T = 0" 4 0, (FHAY), (3.2.78)

teremos:
TR gHv! 4 aa[Fua(AV + 8”)()], (3279)

e pelo resultado (3.2.76):

T = M — Gy (P9 X) + Do 1 (A” 4 0”Y)]
= 0" — Oy (FF0"Y) + Ou FF(AY + 8x) + FF0,(A” + 8”Y)
= O — B (FROOVY) + D FRCAY - D PRy 4 FROLAY 4 FR9,07x, (3.2.80)

mas, pela equacdo do movimento (3.2.72));

TH = g FRRO,07x + FP0,A” + Fr0,0"
= 0" 4 FrO9,A
= O 4 O, (FreAY)
= ™, (3.2.81)

e estd demonstrada a invariancia de calibre do novo tensor energia-momento proposto.

Ainda, podemos tracar um comentdrio ttil para a discussdo sobre a invariancia do tensor energia-
momento, até 0 momento estivemos muito preocupados com a energia total de um ponto localizado,
entretanto, devemos repensar essa ideia ao analisar a energia, ou 0 momento, carregados por uma onda.
E que para as ondas no geral, como ondas eletromagnéticas, ou as Ondas Gravitacionais (como serd
abordado na Sec¢@o(??)), a energia carregada ndo € bem definida para menos de alguns comprimentos
de onda, dessa forma, faz-se necessdrio tomar a média da equacao em um dado volume V/,

resultando em:
(TH) = (0"") + (9,W™), (3.2.82)

e certamente, a equagdo (3.2.78)), torna-se:
(TH) = (") 4 (Da(FFA")) = (6"), (3.2.83)

pelo fato de que, uma vez definidas as condigdes de contorno do termo J, (F**A"), sua média pelo
espaco vai para zero suficientemente rapido.

Continuando, valendo-se da forma explicita de 6" na equagdo (3.2.78), alcangamos a representacio
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de T" que se segue:
™ = —Fro"A, + in‘“’F””FM + Ou(FH*AY)
= —Fr9"A,+ }ln“”Fp"Fpa + FH*9,A”
= —FHFYO" A, — 0,AY) + in““F”"FpU
= FFFY 4+ in“uFﬁana, (3.2.84)

e com esse resultado, podemos computar as cargas de Noether:

P = / &’z
|4

, 1
= / Pz (F“aF; + Z—1770”1«"/*’1:’,)(,) , (3.2.85)
\%

e a carga de Noether temporal pode ser encontrada:
1
P’ = /V d’x (FOaFg + Zn“FW@,)

1
- / &z (FOaFg - —F”"Fpg)
v 4

_ % /V P (B2 + B?), (3.2.86)

descobrindo que esta € a energia total do campo eletromagnético (GRIFFITHS| [1999), lembrando
que estamos trabalhando com unidades geometrizadas e, portanto, a permeabilidade magnética jiy €
permissividade elétrica €, s@o iguais a 1.

J4 para a carga de Noether espacial:

. o 1 ..
P = / &z (FZO‘F;+177”F”"FPU>
|4

I 1
= / d’x (FWFZQ + ZFP"F,,U>
|4

_ / B (E X P?)Z, (3.2.87)
1%
obtemos a integral no volume espacial do Vetor de Poynting (GRIFFITHS, |1999), é conservada.

3.2.6 O MOMENTO ANGULAR DO CAMPO ELETROMAGNETICO

Na secdo passada utilizamos o tensor energia-momento para o célculo das quantidades conser-
vadas no sistema, neste momento, faremos uma anélise parecida com a feita para o campo escalar.
Partiremos da verificacdo do comportamento das quadri-cordenadas z* e do campo A*(z*) perante as
transformacdes de Lorentz, assim, encontraremos os geradores das transformacdes e aplicaremos estes
na quadri-corrente de Noether (3.2.41).
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Assumiremos que as coordenadas se transformam da seguinte forma:

Sz, =Y Tt (3.2.88)
k<l
€ 0 campo transforma-se como:
0A, = Cuuaw™, (3.2.89)
k<l

sendo, 7, (x1) € Cu(ki)» OS geradores das respectivas transformagdes.
De acordo com o procedimento feito para o campo escalar (3.2.56) e com o que fora apresentado
acerca da equagdo (3.1.18), podemos encontrar os geradores de (3.2.88) e (3.2.89), obtendo, nesta

ordem:

Tukl) = 0" g — 0"y, (3.2.90)

Cuekty = 0 Ay — 01 Ay (3.2.91)
Utilizaremos os geradores encontrados na equagdo (3.2.41);

» oL

Tty = m[ayf‘lon(m — o)) — L7" k1), (3.2.92)

a qual pode ser manipulada da seguinte maneira:

. oL oL
iy = 90,4 )6 AsTy(k) 8(8MAU)CU(M) — L7
oL oc .,
= —mga(kl) - [—ma AoTy(kty + ET“(kl)]
oL oc .,
= —mga(kl) - |: a(@ A >8 A + ET} :| kl), (3293)

resultando no surgimento do tensor energia-momento (3.2.42)) no segundo termo desta dltima:

: 29

Utilizando-se da lagrangiana definida em (3.2.71)), em conjunto com os geradores (3.2.90) e
(3:2.91), a quadri-corrente torna-se

j&l) = F”O(égkAl — 5olAk) — (Q“kxl — Q“Zxk), (3295)
a qual, em comparagdo com o que fora apresentado em (3.2.38), tiramos a carga de Noether conservada:

P(Okl) - / &’z [FOU((SakAl — 051 Ak) — (onxl - 901%)]
1%

= / d3:L‘ [(FOkAl — FOlAk> + (Qoll‘k - Hokxlﬂ s (3296)
|4
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dessa forma, finalmente, obtemos o momento angular total pelo mesmo argumento exposto nos

arredores da equacdo (3.1.32)), o qual é dado por
m 1 m.
J - 56 klP((;d)

= 1Emkl/ d3$ [FOU<5UkAl — 501Ak) — (onfbl — OOkaﬂ
1%

2
— %em’d / dPx [(0%2p — 0%zy) + (FO" A — FYAy)]
\%4
= i / Pa [(0%ar) + (FOA))] . (3.2.97)
14

Comparando esta tltima com o momento angular total encontrado para o campo de Spin-0 (3.2.61)),
percebemos a presenga de dois termos ao invés de apenas um tnico. Para entender um pouco melhor o
resultado obtido, bem como as semelhancas e divergéncias em detrimento ao campo escalar, devemos
trabalhar separadamente com cada termo e aplicar as condi¢des do calibre radioativo, caracterizadas
por Ag=0e V.A= (MAGGIORE, 2008)), assim, encontramos respectivamente:

Lm — Emkl/d3$(770000k$l)
14

= MM / dPrd° A, 0,A7, (3.2.98)
\%4

Smoo= i / d3x[(0°AF — 0F A%) A}
\%4
= M / dr(A0°A). (3.2.99)
14

A expressio[3.2.98| pode ser diretamente comparada com a equagio (3.2.61)), e assim notamos que,
bem como para o campo escalar, a primeira quantidade ¢ o momento angular orbital para o campo
Spin-1. Com mais rigor, é possivel reproduzir os passos feitos na discussido que sucede (3.2.61),
mostrando assim que L™ € o valor esperado do operador momento angular orbital para este campo
(A, | L] A).

A diferenca entre 0 momento angular total para os campos de Spin-1 e Spin-0, reside no segundo
termo da expressao , o qual contém apenas quantidades que dependem do campo A’. E como se
este termo especial constituisse uma quantidade intrinseca ao campo, mas com dimensdo de momento
angular. Assim, temos o chamado Momento Angular Intrinseco, ou também referido como Momento
Angular de Spin.

Haja vista as expressdes (3.2.98) e (3.2.99), é parte da discussdo compreender a origem da

divergéncia supracitada. Acontece que, ao analisar os geradores empregados na corrente de Noether

para o campo escalar, tinhamos apenas transformagdes referentes as rotagdes espaciais (3.2.56)),

8 Perceba que o momento angular total (3.2.97) ndo é invariante de calibre, e portanto, nio é capaz de descrever

observdveis fisicos. Contudo, a proje¢cdo do Spin na direcdo do movimento, também chamada de Helicidade, é uma
quantidade bem definida e invariante de calibre (veja as paginas 165 e 166 de (GREINER; REINHARDT] |1996).
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ao passo em que o campo escalar mantinha-se invariante. J4 para o campo eletromagnético, a
transformacdo das coordenadas espaciais é semelhante ao caso anterior, explicando a semelhanca para
com o momento angular orbital nos dois casos, entretanto, agora o nosso campo transforma-se de
acordo com o gerador expresso em (3.2.91)), e como consequéncia, pelo teorema de Noether, ¢ natural
que isso se reflita em uma quantidade conservada associada a invariancia do campo em si, no caso, o
momento angular de Spin (3.2.99)/

9 Mais discussdes sobre o0 momento angular total dos campos serd feita ao final da Secio (4.4), em que serd calculado o

momento angular total para o campo Spin-2.
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4 ONDAS GRAVITACIONAIS E O MOMENTO ANGULAR

Neste capitulo, nos preocuparemos essencialmente com a andlise do campo de Spin-2. Este campo,
em especifico, é de grande interesse dentro deste trabalho, pois, é aquele que descreve a propagacao
de informagdo gravitacional pelo espaco. Mais especificamente, assim como brevemente comentado
no primeiro capitulo, segundo a Teoria da Relatividade Geral, massas em movimento perturbam a
malha do espago-tempo e estas deformagdes se propagam no espacgo a velocidade da luz, temos entio
o fendmeno das Ondas Gravitacionais.

Comecaremos a discussdo pela introducao da radiacdo gravitacional como consequéncia da line-
arizagdo das equagdes de campo de Einstein. Em seguida, apresentaremos um importante calibre,
conhecido como calibre da radiacdo, ou ainda, calibre de Lorentz, em completa analogia aquele
existente no eletromagnetismo. Outros conceitos importantes que serdo abordados, sdo: os tensores de
projecao, que como o proprio nome sugere, sao responsdveis por projetar quantidades no calibre de
Lorentz, e o Tensor Momento de Quadrupolo, que como veremos, se apresenta como uma qualidade
atrelada a capacidade de emissdo de radiacao gravitacional por sistemas bindrios (SCHUTZ, 2009).

Dessa feita, teremos o necessdrio para a investigacdo das cargas de Noether por meio da agdo
de Einstein (MAGGIORE, 2008). Os procedimentos seguirdo as mesmas abordagens anteriores;
objetivamos explorar o comportamento do campo de Spin-2 perante as transformagdes do grupo de
Lorentz, de sorte a encontrar a carga de Noether conservada para este caso, obtendo os elos entre

conservacao e o Momento Angular Total carregado pela radiagdo gravitacional.

4.1 LINEARIZACAO DAS EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN

Nesta secao introdutdria, o objetivo principal serd mostrar como as Ondas Gravitacionais podem ser
obtidas diretamente a partir das equagdes de campo de Einstein, e portanto, cabe uma breve introducao

desta ultima. As equacdes de campo de Einstein ndo sio lineares e apresentam-se como:

1 8rG
R#V — §g;wR = ?ij, (411)

sendo ¢,,,,, a métrica do espago tempo curvo, G a constante de gravitagdo universal de Newton (em

unidades fisicas, definida por 6,67 x 107''Nm?kg™?), T}, o Tensor Energia-Momento, e por fim,

R, e R o Tensor de Ricci e o Escalar de Curvatura, respectivamente (WEINBERG;, |1972).
Considerando o Tensor de Riemann:

RYpe = 0,1, — 0,1, + 10 1, — T4,y 4.1.2)

ap™ vo ac™ vp)

sendo Fﬁy, a chamada Conexdo Afim, dada por

1
wa = §gpg(augm/ + augo,u - agQ,uzz); (413)
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entdo, define-se o tensor de Ricci, como:
Rl/a - Rauaay (414)

e o escalar de curvatura, por:
R=¢"R,,. (4.1.5)

Como um breve comentdrio sobre a equagdo (4.1.1), podemos evidenciar a maior inovagéo empre-
gada pela Teoria da Relatividade Geral, o lado esquerdo da expressdo de campo de Einstein refere-se
as caracteristicas geométricas do espaco-tempo, ao passo em que o lado direito, como na discussao
feita em (HARTLE. 2003)), as densidades de energia e momento de um sistema (7*"), sendo estas as
fontes da curvatura do espago-tempo.

Devido ao cardcter perturbativo das Ondas Gravitacionais a estratégia passa a ser linearizar as
equacoes de Einstein, e para isso, consideraremos que em um ponto suficientemente distante de
quaisquer fontes de massas, a métrica g,,,, possa ser computada como sendo a métrica de Minkowski

(para espagos-tempos planos) acrescida de uma pequena perturbagdo h,,,,, com |h,,| < 1, 1. e.,

Guv = Nuw + h;wa (416)

e portanto, devemos redefinir as quantidades (#.1.2)), (.1.4) e (4.1.3), em termos desta nova métrica.
Com efeito, € suficiente que estas expansdes sejam feitas em primeira ordem de h

> €ntretanto, pelo
motivo que ainda serd abordado nas se¢des subsequentes, apresentaremos também um esboco para a
expansdo em segunda ordem do escalar de curvatura.

Em primeira ordem, o tensor de Riemann, com todos os seus indices abaixadosﬂ, torna-se:
1
Rypr = 5(8V6ph,w + 0,050y, — 0,050y — 0,0,h0), 4.1.7)
e entdo, o tensor de Ricci torna-se:
1
R,o = g""Ryvpe = 5(@8%0 + 0”05 hyy — 0,05k — Oy hye ), (4.1.8)

sendo h = n*"h,,,, o trago de h,, e O, = n"¥0,0,, o D’ Alembertiano para o espago-tempo plano. Por

ultimo, o escalar de curvatura torna-se
R=¢"R,, =0"0"h,, — 0,h. 4.1.9)

Para encontrar o escalar de curvatura até segunda ordem em h,,,, devemos repetir os cdlculos que

)
nos levaram a expressdo ({@.1.7), conservando os termos perturbativos em até segunda ordem. Em
seguida, se atentar ao fato de que, nas aproximagdes (@#.1.8) e (4.1.9), considerou-se R,; = 1" R0 €

R = 1"’ R,,, portanto, haja vista que a versdo contravariante da expressao é ghv = v — hHv,

' Neste regime linearizado, utilizamos a prépria métrica de Minkowski Ny Para levantar e abaixar os indices.
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a nova aproximacao para o escalar de curvatura em segunda ordem é dada por:
R = g R, = (" = h"")(R}) + R(Y) (4.1.10)

1) 4 2 : ~
onde RYy) ¢ dado por li e R , sua respectiva expansdo em segunda ordem.
Retornando todas as expansdes em primeira ordem em (4.1.1)), encontramos as equagdes de campo

de Einstein no regime linearizado:

1 1 8rG
5 Oud iy + OO, hs = Dy = Oyhy) = 51070y — Oyh) = :—4TW. (4.1.11)
No entanto, € possivel realizar uma defini¢do apropriada, de sorte a simplificar a forma dessa tltima

(BAMBI, 2018)), faremos isso por intermédio da perturbacdo de traco-reverso, apresentada como:

~ 1

Py = Py — énltyh, (4.1.12)
e como o proprio nome sugere, verifica-se de imediato que h = n“”ﬁ,u, = —h. E natural observar que
a reciproca também € verdadeira

- 1 -

hyw = by — 57]#,,]1, (4.1.13)

e ao introduzir (4.1.13) em (.1.11)), obtemos:
~ ~ ~ ~ 167G
0,0 Dy + 070, hysy — Oy — 0 Py = ——T,,, (4.1.14)
c

completando-se assim a linearizac¢do das equacdes de Einstein. Atente-se ao fato de que esta expressao

vale na presenca de uma fonte, com uma densidade de energia-momento 7.

4.2 O CALIBRE TRANSVERSO E SEM TRACO

Assumiremos a mudanca infinitesimal de coordenadas guiada por z*' = z* + £+, sendo {# =
&H(x*), uma fungdo genérica das coordenadas do espaco e tempo, da mesma ordem de grandeza de
h,.. Entdo, por meio da transformagdo da métrica (4.1.6), encontramos a relagdo existente entre /;,,,

nas novas coordenadas, e h,,, nas antigas:

jrzad
h;u = hul/ - au€u - 8V€},L' (421)

Uma vez que a expressio (#.1.12)) nas novas coordenadas é dada por

) 1
h;zu = h';J,l/ - énul/hly (422)

valendo-se de 1| podemos introduzir as quantidades h;w e I/ nesta dltima, assim encontramos

iL;},V = B,ul/ - augu - ayfu + nuyaago“ (423)
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a conexdo existente entre a perturbacdo de tragco reverso nas novas coordenadas e nas coordenadas
antigas. Entdo, podemos substituir esta dltima em (4.1.14), com isso, contataremos que a equagao
linearizada de Einstein € invariante perante transformacoes de calibre. Ademais, um argumento mais
direto que nos conduz a mesma conclusdo € apresentado por (GARFINKLE, [2006)), no qual vemos que
em primeira instancia, o préoprio tensor de Riemann € um invariante de calibre, e assim sendo,
todo o lado esquerdo das equagdes de Einstein também serd, dado que € inteiramente construido a
partir de 1,0
Tomando o quadri-divergente de (4.2.3)),

', = 0"y — 00,6, — 0" D6 + 0"
= Ny — L, — 0,0%, + 0,0%,
= OPhy, — 0,8, (4.2.4)

e igualando esta ultima a zero:
N, = 0"l — 0y€, =0, (4.2.5)

podemos extrair a conclusdo importante de que, como a equacdo de Einstein € invariante perante
transformacdes de calibre, é sempre possivel escolher de forma conveniente os valores para as funcdes

arbitrdrias £ (z#), de sorte a impor que 8“%,/ = 0, tal que

0,8 = 0"hy, (4.2.6)
seja satisfeita. A imposi¢ao 8“%,/ = 0 é chamada de condi¢cdo do calibre harmoénico € a sua
importancia mora no fato de que quando implementada na equagéo de Einstein {.1.14), esta assume a
forma: L6nC

- m

Dnh;w = _TT,UJM

uma equacio de onda ndo homogénea para o campo ﬁuy, cuja solugdo € conhecida.

Sumariamente, assim como apresenta (BAMBI, [2018)), as escolhas consistirdo em um 50, responsa-
vel por fazer com que o traco de ﬁ,“, desapareca, e como consequéncia, pela relagdo , temos
que a perturbag¢@o métrica h,, coincide com a perturbacdo de trago reverso iLW. Podemos também
realizar escolhas acerca das trés fungdes &!, de forma que h% = 0. J4 a consequéncia da segunda

escolha € refletida ao tomar a componente v = 0, na condi¢do 9*h,,, = 0:
°hoo + 0'hig = 0, (4.2.7)

e, portanto,
aohoo =0= h()() =0, (428)
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ademais, ao expandir a condi¢do de Lorentz, valendo-se da simetria de h,,,, emerge a relacio:

us

aOhOIJ + azhw = 0
aohoo + 8zh20 + 8Ohoj + ﬁzh” = 0
d'hy; = 0. (4.2.9)

Assim, temos todas as relagdes que caracterizam o novo calibre:

ho, = 0; h=0; O'h;; = 0, (4.2.10)
e a equacao de Einstein, torna-se
- 167G
Dﬂhzrf = - C4 Tul/a (4211)

na qual, os indices 77" indicam o calibre transverso e sem traco vigente.

Objetivando o estudo da propagacdo das Ondas Gravitacionais dentro do contexto da teoria
perturbativa linearizada, estamos interessados em pontos do espaco suficientemente distantes de
quaisquer fontes de densidades de energia-momento (MAGGIORE, 2008), assim, € suficiente que
TH =0, e a equagdo de campo (4.2.T1), torna-se:

0,hl =0, 4.2.12)
e esta se resume a uma equac¢do de onda para o vacuo, cuja solugdo é
il?jT(k“) = €z‘j€ik“x“, 4.2.13)

sendo ¢,;, o tensor de polarizagdo, e k* = (w/c, /2), o tensor de propagacdo, com w igual a frequéncia
angular do sinal.

Certamente, assim como para o eletromagnetismo, podemos representar a solu¢do de uma onda
plana como funcdo de senos e cossenos, propagando-se na dire¢do n = k / \E |:

BRI (t,70) = &4 [cos(w(t — |7l /¢)) + isin(w(t — [a] /)], (4.2.14)

contudo, sabemos que toda a informacdo fisica desta dltima reside na parte real (GRIFFITHS| 1999),
logo,
hi" (t,7) = &35 [eos(w(t — [l /c))] (4.2.15)

¢ uma das representacdes mais comuns a ser utilizada. Perceba que o termo ¢, = ¢ — n/c representa o
tempo retardado, e isso deve-se ao fato de que quando a informacdo gravitacional alcanca determinado

ponto do espaco, carrega as caracteristicas da fonte no momento da emissao.
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4.3 TENSOR MOMENTO DE QUADRUPOLO E A PROJECAO PARA O CALIBRE TT

Nas proximas duas subsecdes faz-se necessario o cobrimento de dois temas importantes para o
estudo da radiacdo gravitacional. Estes temas serdo utilizados durante as tratativas sobre a investigagao
das cargas conservadas para este campo.

Comecaremos pelo Tensor Momento de Quadrupolo, o qual seréd obtido a partir da solucao da
equacao @) Veremos que esta quantidade refere-se a contribuicdo para com o campo h,,

referente a uma determinada densidade de energia-momento no espaco.

4.3.1 O TENSOR MOMENTO DE QUADRUPOLO

A solugdo da equagdo (#.2.11)) é dada por

5 wv (4 /
W (t,r) = 4G/d3x’T (t=r/e) 4.3.1)

ct r

com r = |xr — 2’|, a distincia euclidiana entre um ponto e outro do espago. O que faremos a seguir,
consiste na manipulagdo desta relacdo, de sorte a dar cabo para defini¢do do tensor momento de
quadrupolo.

Comecaremos por explorar a equagdo (3.2.43)) para este campo, sendo o primeiro passo atentar-se
a uma das suas consequéncias diretas, de acordo com a discussdo acerca do resultado @) temos
que

/ T P3x = const.,
1%

e assim sendo, por , h% também serd uma constante, como estamos interessados na propagacao
das ondas gravitacionais, as componentes constantes no tempo podem ser postas iguais a zero sem
qualquer perda de generalidade, i.e., h% = 0.

Multiplicando a por x*, encontramos:

/ &Pz 9T 2% = — / d*x 0, T z*, (4.3.2)
Vv Vv

a qual, tomando apenas os valores de v contemplados pelas coordenadas espaciais (3.2.46), podemos

utilizar a regra da cadeia no termo presente ao lado direito, obtendo,

/ x0TV 2k = — / >z 0;(T2") + / >z T 02" (4.3.3)
v v v
Pelo teorema de Gauss (3.2.17)), o termo

/ d*x 0;(TV2") = / dA AT 2% =0, (4.3.4)
\% ov

e considerando que d;z* = &, a equacio (4.3.3), torna-se

/ &z 9T 2% = / &z T, (4.3.5)
1% 14
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notando que pela simetria do tensor 7", podemos intercambiar os indices de forma a atingir a equagao

/ Pz (9T 2" + 0eT%2’) = 2 / dPx TH. (4.3.6)
|4 \%4

Da exata mesma maneira, agora valendo-se do valor de v o qual contempla a coordenada temporal,

e multiplicando ambos os lados por z* e 2!, a equacio (4.3.2)) se transformard em:

/ B3z 9Tz 2! = —/ Az 0;(T " ") —I—/ &Pz T (672! + 26!)
v v v

= / dr (T2 +T"2") 4.3.7)
v
em que, ao tomar a derivada temporal em ambos os lados, nos retornard:

/ dPx T"z 2! = / PPz (8TH2" + 9T "), (4.3.8)
v v
a qual pode ser diretamente comparada com a relagdo (#.3.6), provendo
/ >z 2TV 2 2t =2 / 3z T, (4.3.9)
v

v

A partir da equacio (4.3.9), define-se o Tensor Momento de Quadrupolo Q*, por:
QF = / &Pz Tz !, (4.3.10)
.

e como consequéncia de toda a discussdo, temos que a solugdo (#.3.T)) pode ser quebrada em duas

outras solucdes;

h" =0, 43.11)
© e 02
ij _ 3 iy
ho(tr) = = /d 7' 55Q7 (t = r/c), (4.3.12)

as chamadas aproximagdes quadrupolares da radiagdo gravitacional (SCHUTZ, 2009).
E de importancia notar que a equagdo (4.3.12)) expressa a relagio direta entre o tensor momento de
quadrupolo e as componentes espaciais do campo h;;. Caso ();; de algum sistema seja constante ou

linear no tempo, ndo havera emissao de radiagdo.

4.3.2 O OPERADOR PROJECAO E SUAS PROPRIEDADES

Uma questdo também importante de ser comentada, a qual também serd recorrente nas proximas

secdes, € que as solugdes (@.3.1T) e (#.3.12)) néo se encontram no calibre transverso e sem trago, dessa

feita, cabe apresentar uma maneira de projetar as componentes do campo no calibre TT, fazendo uma
ponte entre as quantidades h;; e ;"

Considerando uma solugdo de onda plana h,,,, propagando-se na dire¢@o 71, sob as condigdes do
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calibre de Lorentz, mas ndo ainda no calibre TT. Introduziremos o operador

o qual, como expdem (MAGGIORE! 2008)), goza das propriedades de simetria em 7 e j. Esse tltimo

também € transverso:

atua como um projetor:

P (R)Pgj(R) = (i — ning) (O — mxmy)
= 5ik5kj — 5iknknj — (5kjnmk + ninEnEn;
= 5@‘ — ninj — ninj + ninj

P, (4.3.15)
e 0 seu trago equivale a:

Bi(n) = n"Py(n) =n"0;; — nnin;
= 2. (4.3.16)

Através do que fora apresentado, podemos unir as representacdes e propriedades, em uma nova
entidade P;;1;, a qual € transversa por todos os seus indices e sem trago com respeito aos indices (¢, 7)
e (k, 1), definida como:

Piju = PPy — % ij Pkl (4.3.17)

O que sera interessante sobre esta nova representacao, € que ela, naturalmente, continua sendo um
projetor:

Pijklpklmn = Pijmna (4318)

e também continua simétrica perante a troca de indices (¢, j) por (k, () e vice-versa.
Feita toda essa introdugdo, podemos levar a equacdo (4.3.12) para o calibre transverso e sem trago
pela relacdo:
hi (1) = Pijrbuw(t, ), (4.3.19)

e as equacoes (#.3.11) e (#.3.12) projetadas no calibre TT, tornam-se:

her (t,r) =0, (4.3.20)
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4G )
hg;T(t,T) == Pijklc4 /d3 le(t—T/C)

ot?
4G | 02
= E d31‘ @Pijlekl(t — T‘/C)
4G , 07
= d*x 0152@ Tt —r/c), (4.3.21)

com o tensor momento de quadrupolo projetado para o calibre transverso e sem trago, definido por
T —
)

relacdo entre o campo e o tensor momento de quadrupolo dentro do calibre TT.

Piji@ri- A importancia desta relagdo € justificada ao perceber que esta tltima carrega a

4.4 O TEOREMA DE NOETHER E O MOMENTO ANGULAR PARA AS ONDAS GRAVITACI-
ONAIS

Até o presente momento, tratamos as Ondas Gravitacionais por uma visao geométrica, na qual
apresentamos o fendmeno como uma consequéncia das equacdes de campo de Einstein, responsavel
por relacionar a geometria do espaco a uma distribuicdo de energia momento. O nosso objetivo nesta
secao passard a ser a aplicacdo dos formalismos hamiltonianos para o campo de Spin-2, em que, assim
como nos casos anteriores, teremos um foco principal na investigacdo do Momento Angular deste
campo por meio do teorema de Noether.

Como de praxe, a discussao € pautada na acao referente ao campo em anélise, no caso do campo

de Spin-2, utilizaremos a ac¢do de Einstein-Hilbert, dada por:

4
16G d*z\/—gR, (4.4.1)

sendo g, o determinante da métrica (#.1.6), e R, o escalar curvatura perturbado até segunda ordem em
h.w» expresso por {@.1.10).

O procedimento para encontrar a perturbacao em segunda ordem do escalar de curvatura ja foi
mencionado anteriormente e a sua forma final € bem conhecida pela literatura, portanto, ndo cobriremos
o método neste trabalhﬂ Dessa feita, temos o necessario para encontrar a forma final da acado de
Einstein (MAGGIORE, [2008)):

C4

647G

S =— / d*z (9uhap0"h® — 8,h0"h + 20,h"™ 8,k — 20, h*" O,hL) (4.4.2)

e naturalmente, desta dltima, emerge a densidade lagrangiana definida por:

4
— wp B H uv 2% p
L=—c7 (0uhapdh™” — 8,hd"h + 20,h" O,h — 20,h*" D) (4.4.3)
Podemos encontrar este resultado em (MAGGIORE! 2008)), onde, valendo-se do uso das derivadas covariantes, existe a
representacdo de uma generalizacio desta quantidade para espagos descritos por geometrias ndo-planas. Como estamos
trabalhando com uma geometria plana, basta a troca das derivadas covariantes pelas derivadas parciais usuais.

2
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que no calibre harmonico (9, = 0 e h = 0), torna-se

4

_ w B
L=—-ca (0uhapd"h”), (4.4.4)

e de imediato, no calibre transverso e sem traco;

4

L=—cr G(a hio"hlT) (4.4.5)

considerando as componentes temporais constantes e iguais a zero (4.3.11).
Neste momento, tomando como base a equagdo (3.2.33)), computaremos a corrente de Noether para
este campo. De inicio, como ja € conhecido, as coordenadas e o campo se transformam, respectiva-

mente, da seguinte maneira:

= Z Tyklwkl7 (4.4.6)
k<l
€
ShET = G, (4.4.7)
k<l

E com estas transformacdes, conseguimos reproduzir os passos feitos no entorno da equagdo

(3.1.18) para encontrar os geradores destas transformagdes; da equacao (#.4.6), temos:

Tykl = 6yk$l — 6yl$k, (448)
da equacdo (4.4.7), temos:
Cigw = Onhy — 6uhlyl + Oiuhly” — ;0T (4.4.9)

percebendo que (;;x; € simétrica nos indices (¢, j) e antissimétrica em relagdo ao par (k, [).
Com os geradores todos em maos, o proximo passo € encontrar a forma explicita da quadri-corrente

de Noether (3.2.4T]), assim:

. oL v v
jélkl) = W [8,,h£T(§ kL] — 0 ﬂik) - (5Zkh]TlT - (SllhfkT + 5jkhg;T - 5jlhg;€T):| —E(é“kq:l—d“lxk).
(4.4.10)

Como as cargas conservadas estdo associadas as componentes p = 0, teremos:

. 8£ v v
j?kl) a(aOhTT) [(%hZT(é kX] — 5 lflik) — (5ZkhﬁT — (Sllhr]TkT + 6jkh5T — (Sjlhz];T)} —E(éokxl—éolxk),
(4.4.11)
sendo necessdrio o uso da lagrangiana (#.4.5) para o termo que contempla a derivada do campo e para
o ultimo termo, o qual abrange a sua forma explicita. Para a derivada teremos:
oL ct

B@TT) = 5o (8°nT) (4.4.12)
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Jé para o dltimo, encontraremos

4

—L( %= ") = s (AT BET) (i — 8
_ % (O PN 2 — ORI w) (413
e recordando a relagdo (#.3.T1)), entdo:
L(6%x; — 6%21) =0, (4.4.14)

e a relacdo (#.4.T1)), assumird a seguinte forma:

4

By = _32CTG (0°hET) [D,hET (8" g — 6" 1a) — (Sh ST — Suh T + S35k 5" — S,k 0]
= —% [8OhiTjT(xlak — xkal)hiTjT — aOhiTjT (5ikh]TzT i 6ikh]TlT i 5jkh;'1;T X 53‘1/13;?)]
= o (PN i — @I — P (25T 28,40
B 3;0 [—0"hi" (10 — w00y + A0 h" by ] (4.4.15)

em que fora utilizada a antissimetria de (;;;; em (k, [).
Desta forma, € sabido que, quando em posse da componente zero da quadri-corrente de Noether,

sua integral em um volume V' € a carga conservada em relacdo a rotacdes espaciais. Teremos entdo:

C3

0o _
Py = 327G

/V Pz [~0°h] T (2,:0k — 20 BT + 40°h W] (4.4.16)
e de acordo com a equagdo (3.1.32)), podemos contrair a relagdo {#.4.16) com o simbolo de Levi-
Civita, culminando portanto, na representacdo do momento angular total para o campo das Ondas

Gravitacionais:

m 1 m
3 1
- ¢ / dx {——emklﬁoh?jT(mlﬁk — xkﬁl)hgT + 2™ LT TT
1%

327G 2
3
_ ¢ _mm 3. [907,TT T 03 TT 3 TT
~ 32rGC /Vd @ [0 ey + 20 By | (4.4.17)

A andlise e interpretacao deste resultado € andloga ao que fora abordado para os campos de Spin-0
e Spin-1. Como o habitual, comegaremos direcionando a atencao ao fato de que a dltima equacao

possui, dois termos;

03

Lm = emk’?m G / &Pz [0°h O h ] (4.4.18)
|4

03

S = emM e /V d*z [20°n} Ry (4.4.19)
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O primeiro termo € o valor esperado para o momento angular orbital do campo perante o produto
interno definido ao final da Subsecdo (3.2.4). Ja o segundo, se apresenta como uma quantidade
dependente do campo e sua derivada temporal, este € a contribuicdo do momento angular de Spin para
o momento angular total deste campo.

Neste momento, o leitor deve notar as semelhancgas e divergéncias existentes entre os momentos
angulares totais dos Campos Spin-0 (3.2.61)), Spin-1 (3.2.98] ¢ [3.2.99)), e Spin-2 #.4.17). Como

resultado direto do Teorema de Noether, ao submeter os campos e suas coordenadas as rotagdes

infinitesimais do grupo de Lorentz, exploramos a invariancia dos campos perante estas transformacoes
e obtemos o momento angular total como grandeza conservada. Desta forma, 0 momento angular de
Spin associa-se a forma com que ocorre a transformagao do Campo, e o momento angular total a forma
com que as coordenadas sao transformadas.

Com base na discussao apresentada, € importante perceber que as coordenadas sofrem transfor-
macoes andlogas em todos os trés casos, bastante constatar a semelhanca entre os geradores das
transformacdes em cada situagcdo. Assim, € de se esperar que 0 momento angular orbital para estes
campos apresentem uma forma parecida.

Contudo, os geradores (, responsaveis por ditar as transformacdes dos campos em cada exemplo,
assumem formas diferentes e isso se deve ao fato de que cada campo exibe um comportamento distinto
perante as transformagdes supracitadas. Estes comportamentos sao refletidos no surgimento de um
fator multiplicativo para cada contribui¢do de Spin ao momento angular total dos Campos. O campo
Spin-0 ndo conta com o momento angular de Spin, € como se houvesse um fator 0 multiplicando este
termo, j o campo Spin-1 conta com um fator 1 multiplicando o termo e, por fim, o campo Spin-2, um
fator multiplicativo igual a 2.

No fundo, a razdo para este padrdo reside no fato de que o fator multiplicativo € justamente o
autovalor do momento angular de Spin da particula descrita por aquele campo em questdao. O campo
escalar descreve particulas de Spin igual a zero, o campo vetorial, o f6ton, uma particula de Spin 1, e

por fim, o campo das Ondas Gravitacionais, o graviton, de Spin igual a 2.
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5 ALGUMAS APLICACOES PARA SISTEMAS BINARIOS

Neste capitulo, nosso principal objetivo serd demonstrar como o estudo tedrico realizado nos
capitulos precedentes pode ser aplicado para investigacdo do momento angular orbital dissipado por
sistemas bindrios em forma de radiacdo gravitacional. Para esse fim, por intermédio da referéncia
(ABBOTT et al.l 2017), revisitaremos a fisica subjacente a deteccdo do primeiro sinal gravitacional,
catalogado como GW 150914, abordando algumas estratégias e dificuldades da andlise Newtoniana dos
dados do sinal aferido.

Portanto, considerando um sistema bindrio genérico, serdo encontradas expressdes para a taxa

dL
dt >

tempo de vida do sinal a(¢). Com as equagdes em méos, em prol da andlise dos resultados, serdo feitos

de momento angular orbital irradiado bem como a separacao orbital kepleriana em funcao do
graficos com uso do Software MATLAB, empregando os parametros conhecidos do sinal GW150914. A
deducdo das equacdes que serdo utilizadas nao faz parte do trabalho, sendo a maioria destas equagdes,
encontradas em (MURRAY; DERMOTT, [1999) e (MAGGIORE, 2008).

5.1 CARACTERIZACAO DOS SISTEMAS BINARIOS E A ANALISE NEWTONIANA DO
SINAL GW150914

Sumariamente, a anélise de um sistema bindrio consiste no cldssico problema de dois corpos
tratado na Mecdnica Celeste (veja a referéncia (MURRAY; DERMOTT, [1999)); um corpo de massa
mso descrevendo uma o6rbita eliptica em torno do corpo m;. O sistema que serd abordado aqui é
representado pela[Figura 2] na qual devemos chamar atenc@o para alguns pontos: o sistema orbita no
plano-XY com origem localizada em cima do foco em que reside a massa m;. A posi¢cdo de my €
mapeada pelo vetor posi¢do 7, o qual faz um angulo ¥ com o eixo-X.

Conforme dito anteriormente, massas em movimento produzem perturba¢des na malha do espago-
tempo que se propagam a velocidade da luz. E claro, que o movimento da massa por si s6 ndo garante
a emissao de radiagdo gravitacional, para isso, € necessario que o sistema bindrio possua contribuicao
de momento quadrupolar diferente de zero (veja a equagdo (#.3.21)).

Conforme podemos encontrar nas referéncias (BAMBI, 2018)) e (MAGGIORE, [2008), uma das
caracteristicas das Ondas Gravitacionais € a produ¢do de Forgas de Cisalhamento no espago, também
conhecidas como Forcas de Maré. Em resumo, dada uma certa distribui¢do de massas de prova, devido
a incidéncia da radiacdo gravitacional, a distancia entre dois pontos € alterada de forma oscilante, e
assim, temos a base de funcionamento da detecc¢ao interferométrica do fendmeno; a distancia entre
as extremidades do braco do detector € alterada e, como consequéncia, havera uma diferenca de fase
entre os feixes luminosos que percorrem cada braco. Tal mudancga de fase € invariante de calibre e,
portanto, pode ser aferida (GARFINKLE;, [2006).

A exprime o resultado da deteccao interferométrica do sinal GW150914. Este sinal
foi aferido por dois interferometros distintos, tendo a curva obtida por ambos, sobreposta para fins

comparativos. Em azul encontra-se o resultado obtido pelo detector situado em Livingstone, Louisiana,
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Figura 2 — Esquematizacdo de um sistema bindrio, com orbita eliptica de semi-eixo maior igual a a e
semi-eixo menor igual a b.

Y/\

Fonte: Produg¢do do préprio autor.

ao passo em que a curva em vermelho representa o resultado da detecc¢do feita pelo equipamento

residente em Hanford, Washington.

Figura 3 — Sinal GW150914 detectado pelo LIGO em 2015.
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Fonte: Abbott et al. (2017)..

Olhando para a vemos um sinal de curta dura¢do, comecando por volta dos 0,30s
e encerrando-se aos 0,42s, cerca de 0,12s de duracdo ao todo. Também € possivel notar que a
frequéncia e amplitude do sinal aumentam com o tempo, e em seguida sofrem um corte abrupto. Esse
comportamento, no fundo, é mais um dos indicios de que esse sinal foi produzido durante as fases de
coalescéncia de um sistema bindrio, em que ao perder energia, os corpos que compdem a bindria se

aproximam e aumentando a velocidade de rotacao, e consequentemente a frequéncia orbital, até que
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ocorre a fusid'} ou merger, e o sinal é interrompido.
Por meio de técnicas que envolvem a andlise espectral de séries temporais, € possivel obter o
gréfico contido na[Figura 4] no qual observamos uma frequéncia maxima da radiac¢do gravitacional, de

aproximadamente foy = 150Hz.

Figura 4 — Gréfico da frequéncia em funcdo do tempo.
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Fonte: Abbott et al. (2017).

Neste ponto € importante fazer um comentério sobre a validade das aproximacdes que serdao
feitas ao decorrer do desenvolvimento deste capitulo. Considerando uma 6rbita circular, corpos de
aproximadamente 35M, cada e uma separagdo orbital de 400Km, podemos estimar a velocidade dos

corpos nas fases finais da coalescéncia através da terceira lei de Kepler, dada por:

1/2
w = (GM) : (5.1.1)

r3

sendo w a frequéncia orbital do sistema e M = m; + my, o valor para a velocidade linear seria perto a
da luz. Em fato, as aproximagdes tomadas ndo séo absurdas, De acordo com (ABBOTT et al.} 2017), o
sistema que originou o sinal GW150914 era formado por corpos de massas aproximadamente iguais e

também era extremamente compacto, para que assim fosse, o tamanho dos corpos deveria ser pequeno
e a Orbita pouco excéntrica, quase circular.

Esta estimativa implica que uma andlise apenas newtoniana no ¢ suficiente, sendo necessario o uso
de relatividade numérica ou regimes pds-newtonianos para momentos proximos da fusdo. Ainda assim,
os resultados que serdo discutidos sdo satisfatorios e podem ser utilizados como base para discussao

(veja a Secdo 4.4 da referéncia (ABBOTT et al, 2017)).

Prosseguindo, definimos a chamada Chirp Massﬂ do sistema como sendo:

(m1m2)3/5

= — 5.1.2
(m1+m2)1/57 ( )

Vale salientar que no caso de uma bindria composta por dois buracos negros, a fusdo ocorre no momento em que a
distancia kepleriana entre os corpos € menor do que a soma dos respectivos raios de Schwarzschild.

2 Em portugués, terfamos algo como "Massa de Gorjeio". Este nome existe em referéncia a acentuacio da frequéncia nas
fases finais da coalescéncia, em que ao ser traduzida para frequéncias sonoras, se assemelha ao gorjeio de uma coruja.
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e a importancia desta quantidade justifica-se pela relagcdo

8/3 5/3
L) <GM) (te — 1), (5.13)

5 3

a qual é capaz de relacionar a frequéncia do sinal em fun¢do do tempo, com ¢. o tempo de coalescéncia.
. - . -8/3 ~ .

Assim, observando a [Figura 5, um gréfico de f;;” em fungdo do tempo, a chirp mass pode ser

encontrada pela andlise da inclinagcdo da reta mais provavel. Novamente, para determinar as massas

individuais de cada corpo com precisdo, € necessario considerar o caracter relativistico do fendmeno,

contudo, pelo procedimento descrito conseguimos a0 menos relacionar as massas m; € ms do sistema.
Figura 5 — Griéfico da potencia —8/3 da frequéncia em fungéo do tempo.
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Fonte: Abbott et al. (2017).

5.2 O MOMENTO ANGULAR ORBITAL DISSIPADO EM FUNCAO DO TEMPO PARA UM
SISTEMA BINARIO E O SISTEMA GW150914

Nesta Secao, partindo da equacdo (4.4.17)), serd mostrado como podemos encontrar 0 momento
angular orbital perdido pelo sistema ao decorrer da coalescéncia.

Conforme discutido em [3.2.5] a energia carregada por uma onda ndo é bem definida para menos de
alguns comprimentos de onda, dessa forma, na equagdo (#.4.17), devemos tomar a média temporal em

torno de alguns periodos do sinal, obtendo assim:

3 1 T
(Jm = 32’; a7 / dT [e™MO°n x4 2¢O hG by
0
3
<Jm> = ?)QC—G<€mklaoh5T$kalhz;T+2€mklaohz];Th5T . (5.2.1)
(0

Ademais, tendo em vista que 0 nosso objetivo € encontrar a taxa de momento carregado em fungio

do tempo, devemos antes somar as contribuicdes de momento angular emitidas em um volume nos
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entornos da bindria, portanto, a equagdo (5.2.1)), torna-se:

C3

~ 321G

(J™) / r2drdQ (™ n] T w o hl + 2™ R T (5.2.2)
1%

com df) o angulo sélido o qual envolve o sistema. Entdo, é possivel utilizar dr = cdt, dado que a

radiacdo emitida viaja na velocidade da luz e o volume aumenta com o tempo, temos entdo uma relagdo

para a taxa de momento dissipado em funcao do tempo:

dJm o N )
< di >: 307G /VTQdQ (™M i w0y + 2™ Ry ha ) (5.2.3)

Em seguida, com o auxilio da equagdo (#.3.21)) e um pesado trabalho algébrico envolvendo os
operadores de projecdo, o qual ndo faz parte do escopo do presente trabalho (para mais detalhes veja as
paginas 114 a 116 de (MAGGIORE;, 2008))), temos o necessario para reescrever a dltima em termos do

tensor momento de quadrupolo, resultando respectivamente, para a taxa de momento angular orbital e

de Spin, em:

<d§_tm> - 15 (Gl (5.24)
) asm AG g )

<7> = 55" (@) (525)

pelas quais percebemos que a contribuicao relativa ao momento angular de Spin € precisamente o
dobro em relagdo a orbital.

Pelas duas ultimas relagdes, encontramos que a taxa de emissdao de momento angular total é dada

<dJm> B <dLm>+<dSm>
dt N dt dt
92 .
_ 26 (GraCii). (5.2.6)

5¢P

pela soma entre ambas:

Um adendo que deve ser pontuado é que a expressao (5.2.6) refere-se ao momento angular total
carregado em forma de radiacdo gravitacional, que ao tomar o negativo dessa quantidade, transforma-se

no momento angular orbital perdido pelo sistema bindrio, portanto, teremos:

dL™ 2G o
<%> = —@Emkl <Qkana> , (5.2.7)

na qual os indices subscritos em L ¢ referem-se a sigla para Binary System e as derivadas temporais
do tensor momento de quadrupolo sdo calculadas em funcao do tempo retardado.

A ultima coisa que nos resta € o cdlculo da média temporal em torno de alguns periodos, presente
na equagao @) Para isso, tomaremos como base o artigo (PETTERS; MATHEWS! [1963), o qual

apresenta meios para reescrever as componentes do tensor momento de quadrupolo através da matriz
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que se segue:

0 ) cos® U sin ¥ cos ¥ (5.2.8)
i — MUT s L.
i=H sin ¥ cos ¥ sin? ¥ .

em termos da massa reduzida do sistema p, da distincia kepleriana r e do angulo W. Assim, a média

temporal em um periodo pode ser transformada em uma média no angulo W, basta considerar:

AV 27
= — = — 2.
“ At T’ (5:29)
eportanto,
1T w 71
— dl'(...) = — —d¥(...). 5.2.10
7|t = [ zavt (5210

Usando as seguintes relagcdes bem conhecidas do problema de dois corpos (MURRAY; DERMOTT,
1999):

. Mh 1/2
¥ = u (5.2.11)
T
a(l —e?)
= 7 5.2.12
"7 +ecosVU’ ( )
© h
encontra-se a expresséo:
dL 32G72 2 M2 1 7
—=_-= 1+ —€? 5.2.14
dt 5  Pa’? (1 —e?)? ( * 8 ) ’ ( )

a taxa de momento angular perdida pelo sistema no tempo.
O mesmo procedimento pode ser feito para a poténcia irradiada pela binaria (SCHUTZ, 2009)),

obteriamos

dE G e .
< dfs> - —@ <QijQij>a (5.2.15)

e entdo repetindo um procedimento similar aquele o qual nos conduziu até (5.2.14), encontraremos:

(5.2.16)

dE  32GY2M? 1 73, 37,
-y )7/2 1 ’

_ = _ 2 _
dt 5 dad (1 —e? i 21" i 96"

uma expressao para a poténcia irradiado pelo sistema em forma de radiacdo gravitacional.
Empregando em (5.2.14) e (5.2.16), duas outras equacdes advindas do problema de dois corpos
(MURRAY; DERMOTT, [1999);

2FL?
2 __
e" =1+ m, (5.2.17)
) GM
==k (5.2.18)

- 20B]”
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encontramos duas outras relagdes importantes, a variagdo do semi-eixo maior em funcao do tempo,

da 64 G2 uM? 1 73
-5 )7/2 1

37
2 4
E = 5 65&3 (1 — @2 + ﬁ@ + %6 ) s (5219)

e a variacdo da excentricidade em fun¢do do tempo,

% - _31054 GZ?XQ (1 _662)5/2 (1 + %62) (5.2.20)
E possivel relacionar o periodo do sinal gravitacional com o perfodo do sistema binrio:
T =2Tew, (5.2.21)
e portanto, a equagdo (5.1.1)), em funcdo de few € reescrita como:
few = % (ﬁ?) 1/2, (5.2.22)

a qual pode ser substituida em (5.1.3) e assim teremos uma equagdo que expressa a distincia entre os
corpos 7 em fungdo do tempo ¢. Para baixas excentricidades, como no caso do sistema fonte do sinal
GW150914, a distancia entre os corpos € aproximadamente igual ao valor do semi-eixo maior. Para

uma melhor visualiza¢do, a funcio obtida foi plotada na|Figura 6|

Figura 6 — Gréfico do comportamento do semi-eixo maior em fun¢do do tempo.

- Semi- eixo maior em fungdo do tempo a(t)

700 - —_ .

Semi-eixo maior (Km)
[6)] (o] »
n o n
o o o
T T T
| 1 |

a
o
o
T
/
I

450 | 1 1 |
0.35 0.36 0.37 0.38 0.39 0.4 0.41

tempo (s)

Fonte: Producgdo do préprio autor.

Podemos ver que na|Figura 6 o semi-eixo maior foi colocado entre os intervalos de tempo 0,35s e
0,41s, isso se da pelo motivo ja comentado anteriormente, nas fases mais agressivas da coalescéncia
o momento angular e energia dissipados aumentam bruscamente e o sistema passa a apresentar um

caracter relativistico, assim sendo, o grafico apresenta um mal comportamento para ¢ > 0, 41s. Esse
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pico de liberacdo de energia também explica a acentuagdo da curva por volta dos 0, 39s, em que a
distancia entre os corpos passa a diminuir com maior aceleragao.

Por fim, podemos tomar o limite em que ¢ — 0 na expressdo (5.2.14), e em seguida, da mesma
forma, substituir o valor do semi-eixo maior pela estimativa encontrada pela jungcdo das equagdes

(5.2.22) e (5.1.3)), assim, teremos uma expressdo da variagdo do momento angular orbital em fun¢go do

tempo. Esse resultado também foi organizado no grafico contido na[Figura 7] na qual parametrizou-se
o momento orbital irradiado por intermédio do fator 1/Mc?, em unidades fisicas teriamos grandezas

na ordem de 10%°J.
Figura 7 — Gréfico da taxa de momento angular irradiado em funcio do tempo.
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Fonte: Produ¢do do préprio autor.

Através da andlise da|Figura 7| nota-se uma maior dissipacdo de momento angular, também por
volta dos 0, 39s e novamente, para valores maiores do que ¢t = 0,41s, o grafico € malcomportado

devido ao caracter relativistico do sistema.
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6 CONCLUSAO

Todo o estudo fundamentou-se, essencialmente, na revisao bibliografica dos formalismos subjacen-
tes a mecanica analitica, os quais podem ser estendidos para a teoria de campos, deixando de descrever
o movimento para particulas discretas com finitos graus de liberdade, para descrever sistemas de vdrias
particulas com infinitos graus de liberdade.

Dentro da Teoria de Campos, foi demonstrado o poderoso Teorema de Noether, o qual relaciona
simetrias do sistema fisico perante determinadas transformacdes, com grandezas conservadas no
sistema. No caso do presente trabalho, investigou-se o comportamento dos campos de Spin-0, Spin-1 e
Spin-2 perante transformagdes do grupo de rotacdes espaciais infinitesimais de Lorentz, obtendo o
momento angular total como carga de Noether conservada.

Para o campo escalar, de Spin-0, constatou-se que nao hé contribui¢cdes do momento angular de
Spin, e isso se deve a invariancia do campo perante as transformagdes supracitadas. Ainda, notou-se
que os campos de Spin-1 e Spin-2, por sua vez, continham a contribui¢do de Spin, e isso ocorre,
pois, ambos os campos exibem comportamentos caracteristicos perante as mesmas transformacoes.
J4 quando tratando-se do momento angular orbital, conferiu-se que esse assume a mesma forma para
os trés exemplos, e isso se explica quando olhamos para as transformacdes das coordenadas perante
as rotagdes espaciais, em todos os casos o comportamento exibido € o mesmo, resultando em uma
contribuicdo orbital parecida dentre os trés campos.

Ainda, é possivel observar que em todos os casos a contribui¢do de Spin para 0 momento angular
acompanha um fator multiplicativo referente ao autovalor do operador momento angular da particula
descrita pelo respectivo campo. No fundo, deve-se entender que o que permanece invariante ndo € o
momento angular de Spin em si, mas a sua projecao na dire¢cdo do movimento, isto €, a helicidade.

De forma a concluir o trabalho, toda a discussio tedrica realizada nos entornos do calculo do
momento angular total carregado pelo campo de Spin-2, pode ser utilizado com fins de analisar -
mesmo que em uma aproximac¢ao newtoniana e sem levar em conta aproximacdes pds-newtonianas ou
relatividade numérica - a taxa de momento angular orbital dissipado por um sistema bindrio qualquer
em funcdo do tempo, evidenciando o esperado; uma maior dissipacdo de momento angular nas fases
finais da coalescéncia.

Como um ultimo comentério, deve-se notar que todo o calculo das grandezas conservadas para
cada campo, sumariamente, teve como ponto de partida a acio responsdvel por caracterizar cada campo
em particular, dessa feita, o ferramental apresentado possui uma aplicabilidade em teorias alternativas
de gravidade, por exemplo, nas quais, ndo raro o a a¢do de determinado campo € modificada e a
consecucdo de constantes de movimento faz-se de grande valia para a composicao das equagdes de
movimento daquele campo. Valendo-se das simplificacdes inerentes que a utiliza¢do das constantes de

movimento trazem consigo, as equacdes de movimento resultantes tém sua solucao facilitada.
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