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RESUMO

Neste trabalho estudamos algumas propriedades dos operadores quase setoriais e, utilizando
a teoria de semigrupos, discutimos a existência de soluções para uma classe de equações
diferenciais funcionais neutras abstratas, utilizando teoremas de ponto fixo.

Palavras−chave: Operadores quase setoriais. Semigrupos de crescimento U. Equação neutra.
Solução fraca.



ABSTRACT

In this paper we study some properties of almost sectoral operators and, using semigroup theory,
we discuss about the existence of solutions for a class of abstract neutral functional differential
equations by means of fixed point theorems.

Keywords: Almost sectorial operator. Semigroup of growth U. Neutral equation. Mild solution.
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho estudamos, via teoria de semigrupos, a existência de soluções fracas, para
uma classe de equações diferenciais funcionais abstratas do tipo neutro, com retardo finito,
descritas na forma

3

3C
[G(C) + 6(C, GC)] = �G(C) + 5 (C, GC), C ∈ [0, 0], (1.1)

G0 = i ∈ Ω ⊂ B, (1.2)

onde 0, A > 0, � : D(�) ⊂ - −→ - é um operador quase setorial, (-, ‖ · ‖) é um espaço de
Banach, B = � ( [−A, 0], -) é o espaço de fase formado pelas funções contínuas de [−A, 0] com
valores em - , Ω ⊂ B é um aberto, a história GC , para C ∈ [0, 0] é dada por GC (\) = G(C + \),
\ ∈ [−A, 0] e 5 , 6 : [0, 0] × Ω −→ - são funções apropriadas. Para este estudo nos baseamos
no trabalho de Hernández, Pierri e Prokopczyk, o qual referimos em (2).

Na literatura matemática, existe um grande número de trabalhos sobre equações diferenciais
neutras abstratas no caso em que � é um operador setorial. Para estes casos podemos citar,
por exemplo, as referências (3–10) e suas referências. Operadores setoriais aparecem frequen-
temente em aplicações, já que muitos operadores diferenciais elípticos são setoriais quando
considerados em espaços de Lebesgue (!? - espaços) ou no espaço das funções contínuas,
veja (11). Entretanto, quando olhamos para espaços mais regulares, como os espaços das fun-
ções Hölder contínuas, obtemos que estes operadores elípticos não são setoriais, por exemplo,
podemos citar (11, Example 3.1.33).

Uma das características que nos permite associar uma família de operadores lineares limi-
tados () (C))C>0 a um operador setorial está relacionada com os conjuntos resolvente e espectro
deste operador, bem como uma limitação da forma

‖'(_ : �)‖ 6 "

|_ | , ∀_ ∈ C \ Δ (q),

onde q ∈ (0, c2 ) e f(�) ⊂ Δ (q) = {I ∈ C \ {0}; |0A6 I | < q} ∪ {0}. Neste caso, dizemos que
() (C))C>0 é um semigrupo analítico.

No caso dos operadores quase setoriais, esta estimativa se torna

‖'(_ : �)‖ 6 "

|_ |1−U
, ∀_ ∈ C \ Δ (q),

onde U ∈ (0, 1), q ∈ (0, c2 ) e f(�) ⊂ Δ (q) = {I ∈ C \ {0}; |0A6I | < q} ∪ {0}, e, apesar da
potência 1 − U, em |_ |, ser menor que um, ainda podemos relacionar o operador � com uma
família de operadores lineares limitados, a qual recebe o nome de semigrupo de crescimento
de ordem U.

Desse modo, com o objetivo de utilizarmos a teoria de semigrupos para estudarmos a
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existência de soluções para o problema (1.1) − (1.2), dedicamos o segundo capítulo deste
trabalho para o desenvolvimento dos principais resultados sobre semigrupos de operadores
lineares limitados.

Mais especificamente, dividimos o Capítulo 2 em seis seções, sendo que as quatro primeiras
estão baseadas no livro do Pazy, referenciado em (12). As duas primeiras seções tratam dos
conceitos iniciais e dos dois tipos mais comuns de semigrupos: os semigrupos uniformemente
contínuos e os semigrupos fortemente contínuos. A Seção 2.3 apresenta um importante re-
sultado de geração de semigrupos, o Teorema de Hille - Yosida, que nos dá condições para
que um operador linear � seja o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo.
Já a Seção 2.4 trata dos semigrupos compactos e diferenciáveis. Como nosso foco está nos
operadores quase setoriais omitimos muitas demonstrações nas seções iniciais, fazendo apenas
aquelas que consideramos relevantes.

Ainda sobre o Capítulo 2, a Seção 2.5 está baseada no livro do Gomes, o qual é referenciado
em (13), e aborda a relação entre operadores setoriais e os semigrupos analíticos. Por último,
na Seção 2.6, consideramos os resultados sobre operadores quase setoriais que serão utilizados
no estudo do problema neutro. Neste caso utilizamos as referências (14–21).

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo da existência de soluções para a classe de equações dife-
renciais funcionais abstratas do tipo neutro, com retardo finito, descrita em (1.1) − (1.2). Para
isso, usamos a abordagem tradicional por meio de teoremas de ponto fixo, mais especificamente
utilizammos os Teoremas do ponto fixo de Sadovskii, Banach e Schauder e, como ferramenta,
a teoria de semigrupos desenvolvida no Capítulo 2.

Ainda no Capítulo 3, na Seção 3.3, apresentamos um exemplo de aplicação dos resultados
obtidos, o qual pode ser encontrada em (2), onde consideramos�[ (U), [ ∈ (0, 1), que representa
o espaço formado pelas funções [ - Hölder contínuas de U em R=, com U ⊂ R= um aberto,
limitado e com fronteira suave. Além disso, consideramos o operador � : D(�) ⊂ - −→ -

definido por �D = ΔD, com D(�) = {D ∈ �2+[ (U); D
��
mU
≡ 0}. Por (14) sabemos que � é um

operador quase setorial que verifica a condição

(_� − �)−1

 6 "

|_ |1−U
, _ ∈ (Δ (\))2 = {_ ∈ C; \ 6 |0A6 _ | < c

2
},

\ ∈ (0, c2 ), com U =
[

2
. Além disso, � não é setorial.

Por fim, apresentamos um apêndice onde se encontram alguns resultados utilizados ao longo
do trabalho.
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2 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS

Neste capítulo trazemos uma breve apresentação sobre a teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados em espaços de Banach, que será utilizada como ferramenta para o estudo de
equações diferenciais no Capítulo 3.

Ao longo de todo este capítulo, - representará um espaço de Banach, munido da norma
‖ · ‖. Dessa maneira, L(-) = {� : - −→ -; � é uma transformação linear limitada} é um
espaço de Banach com norma definida por ‖�‖L(-) = sup

‖G‖61
‖� (G)‖.

2.1 Semigrupos uniformemente contínuos

Nesta seção apresentamos a definição de semigrupos de operadores lineares limitados e
dissertamos sobre os semigrupos uniformemente contínuos. Como nosso foco são os semi-
grupos de crescimento de ordem U, que se assemelham aos semigrupos analíticos, omitimos a
demonstração dos resultados desta seção.

Definição 2.1. Uma família a um parâmetro () (C))C>0 de operadores lineares limitados em
L(-) é um semigrupo se são satisfeitos os itens abaixo:

(8) ) (0) = �, onde � é o operador identidade em -;

(88) ) (C + B) = ) (C)) (B), ∀ C, B > 0 (chamada de propriedade exponencial do semigrupo).

Definição 2.2. Um semigrupo () (C))C>0 é uniformemente contínuo se lim
C→0+
‖) (C) − � ‖L(-) = 0,

isto é, a função C ↦→ ) (C) é contínua em C = 0.

A propriedade (88) da Definição 2.1 garante que a função C ↦→ ) (C) é contínua em [0, ∞).

Definição 2.3. O operador � : D(�) ⊂ - −→ - definido por �G = lim
C→0+

) (C)G − G
C

, onde

G ∈ D(�) = {H ∈ -; lim
C→0+

) (C)H − H
C

existe}, é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo
() (C))C>0.

Observação 2.4. (8) D(�) ≠ ∅.

(88) D(�) é um subespaço vetorial de - .

(888) Fixado G ∈ D(�), seja 5 : [0, ∞) −→ - dada por 5 (C) = ) (C)G. Então, �G =

lim
C→0+

) (C)G − G
C

= lim
C→0+

5 (C) − 5 (0)
C

= 5 ′(0), isto é, �G = 3

3C
) (C)G

����
C=0
, ∀ G ∈ D(�).

O próximo resultado relaciona um operador linear limitado com o fato dele ser o gerador
infinitesimal de um semigrupo uniformemente contínuo.

Teorema 2.5. Um operador linear � é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente
contínuo se, e somente se, � é um operador linear limitado.
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Demonstração. (12, Teorema 1.2, p. 2). �

Nas condições do Teorema 2.5, o semigrupo obtido é dado por

) (C)G =
∞∑
==0

C=�=G

=!
,

com G ∈ - e C ∈ [0,∞).

Teorema 2.6. Sejam () (C))C>0 e (((C))C>0 semigrupos uniformemente contínuos com o mesmo
gerador �. Então ) (C) = ((C), ∀ C > 0.

Demonstração. (12, Teorema 1.3, p. 3). �

Combinando os resultados dos Teoremas 2.5 e 2.6, obtém-se as propriedades do corolário
a seguir.

Corolário 2.7. Seja () (C))C>0 um semigrupo uniformemente contínuo, então:

(8) Existe um único operador linear e limitado � tal que ) (C) = 4C�, ∀ C > 0;

(88) O operador � é o gerador infinitesimal de () (C))C>0;

(888) Existe F > 0 tal que ‖) (C)‖ 6 4FC , ∀ C > 0;

(8E) A função C ↦→ ) (C) é diferenciável em norma e

3

3C
) (C) = �) (C) = ) (C)�, C > 0.

2.2 Semigrupos fortemente contínuos

Nesta seção damos enfoque aos semigrupos fortemente contínuos, que são semigrupos que
satisfazem uma condição de continuidade especificada na definição dada a seguir.

Definição 2.8. Um semigrupo () (C))C>0 de operadores lineares limitados em L(-) é um
semigrupo fortemente contínuo se lim

C→0+
) (C)G = G, para todo G ∈ - , ou seja, a função C ↦→ ) (C)G

é contínua em C = 0 para todo G ∈ - . Chamamos um semigrupo fortemente contínuo de �0-
semigrupo, ou ainda, semigrupo de classe �0.

Teorema 2.9. Seja () (C))C>0 um �0-semigrupo, então existem constantes " > 1 e F > 0 tais
que

‖) (C)‖ 6 " 4FC , ∀ C > 0.

Demonstração. A demonstração será feita via contra positiva do Princípio da limitação uni-
forme (Lema A.3).
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Mostramos, inicialmente, que existem " > 1 e [ > 0 tais que ‖) (C)‖ 6 " , para todo
C ∈ [0, []. Para tanto, suponha, por absurdo, que para todo " > 1 e todo [ > 0, exista
C[," ∈ [0, [], tal que ‖) (C[,")‖ > " . Assim, tomando [ =

1
=
e " = =, = ∈ N, = > 1,

existe C= ∈ [0, 1
=
] tal que ‖) (C=)‖ > =. Dessa forma, obtemos uma sequência (C=)=∈N, com

C= ∈ [0, 1
=
] e ‖) (C=)‖ > =, para todo = ∈ N, = > 1. Fazendo = → ∞, concluímos que

C= → 0 e sup
=∈N
‖) (C=)‖ = ∞. Logo, pela contra positiva do Lema A.3, existe G0 ∈ - tal que

sup
=∈N
‖) (C=)G0‖ = ∞.
Por outro lado, como () (C))C>0 é um �0-semigrupo, lim

C→0+
) (C)G0 = G0, e então, lim

=→∞
) (C=)G0

= G0, pois C= → 0 quando = → ∞. Assim, a sequência () (C=)G0)=∈N é convergente em - e,
portanto, limitada, ou seja, sup

=∈N
‖) (C=)G0‖ < ∞, que é uma contradição.

Portanto, existe " > 1 e [ > 0 tais que ‖) (C)‖ 6 " , para todo C ∈ [0, []. Agora,
considerando C > [, pelo algoritmo da divisão, existem : ∈ N e A ∈ [0, [) tais que C = :[ + A.
Dessa maneira,

‖) (C)‖ = ‖) (:[ + A)‖
6 ‖) ([)‖: ‖) (A)‖

6 " :" = "
C−A
[ " 6 " "

1
[
C
= " 4FC ,

com F =
ln"
[

.

Portanto, ‖) (C)‖ 6 " 4FC , para todo C > 0. �

Corolário 2.10. Se () (C))C>0 é um �0-semigrupo então, para cada G ∈ - , a função C ↦→ ) (C)G
é contínua em [0,∞).

Demonstração. Pela definição de �0-semigrupo temos que a função C ↦→ ) (C)G é contínua à
direita em C = 0. Mostramos, agora, que para cada C0 > 0 fixo a função C ↦→ ) (C)G é contínua à
direita em C0. Temos, para h>0,

lim
ℎ→0+

‖) (C0 + ℎ)G − ) (C0)G‖ = lim
ℎ→0+

‖) (C0)‖ ‖) (ℎ)G − � G‖ = 0.

Dessa forma, C ↦→ ) (C)G é contínua à direita para todo C > 0. Agora, seja ℎ > 0 tal que
C0 − ℎ > 0, então

lim
ℎ→0+

‖) (C0 − ℎ)G − ) (C0)G‖ = lim
ℎ→0+

‖) (C0 − ℎ)G − ) (C0 − ℎ + ℎ)G‖

6 lim
ℎ→0+

‖) (C0 − ℎ)‖ ‖� G − ) (ℎ)G‖

6 lim
ℎ→0+

" 4F(C0−ℎ) ‖� G − ) (ℎ)G‖ = 0.

Assim, a função C ↦→ ) (C)G é contínua à esquerda para todo C > 0. Portanto C ↦→ ) (C)G é
contínua para todo C ∈ [0,∞). �
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Teorema 2.11. Seja () (C))C>0 um�0-semigrupo com gerador infinitesimal �. Então, para todo
C, g ∈ [0,∞):

(8) Para G ∈ - ,

lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B = ) (C)G;

(88) Para G ∈ - , ∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�) e �

( ∫ C

0
) (B)G 3B

)
= ) (C)G − G;

(888) Para G ∈ D(�), ) (C)G ∈ D(�) e

3

3C
) (C)G = �) (C)G = ) (C)�G;

(8E) Para G ∈ D(�),

) (C)G − ) (g)G =
∫ C

g

) (B) �G 3B =
∫ C

g

�) (B)G 3B.

Demonstração. (8) Sejam G ∈ - e C ∈ [0, ∞). Considere 0 > C tal que C ∈ [0, 0] e seja
ℎ > 0 de modo que C + ℎ ∈ [0, 0].

Como B ↦→ ) (B)G é contínua e [0, 0] é um conjunto compacto, segue que B ↦→ ) (B)G é
uma função uniformemente contínua. Desse modo, dado n > 0, existe X > 0 tal que

‖) (b)G − ) ([)G‖ < n, ∀ b, [ ∈ [0, 0], com |b − [ | < X.

Logo, se 0 < ℎ < X, obtemos



1
ℎ

∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B − ) (C)G




 = 



1

ℎ

∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B − 1
ℎ

∫ C+ℎ

C

) (C)G 3B






6
1
ℎ

∫ C+ℎ

C



) (B)G − ) (C)G

 3B
6

1
ℎ

∫ C+ℎ

C

n 3B =
n

ℎ

∫ C+ℎ

C

1 3B = n,

pois 0 6 B − C 6 ℎ < X.

Portanto, lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B = ) (C)G.

(88) Sejam G ∈ - e C ∈ [0,∞). Inicialmente, mostramos que
∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�). Para
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tanto, usando o item (8), note que

lim
ℎ→0+

) (ℎ)
( ∫ C

0
) (B)G 3B

)
−

∫ C

0
) (B)G 3B

ℎ

= lim
ℎ→0+

1
ℎ

[ ∫ C

0
) (B + ℎ)G 3B −

∫ C

0
) (B)G 3B

]
= lim
ℎ→0+

1
ℎ

[ ∫ C+ℎ

ℎ

) (D)G 3D −
∫ C

0
) (B)G 3B

]
= lim
ℎ→0+

1
ℎ

[ ∫ C

ℎ

) (B)G 3B +
∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B −
∫ ℎ

0
) (B)G 3B −

∫ C

ℎ

) (B)G 3B
]

= lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ C+ℎ

C

) (B)G 3B − lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (B)G 3B

= ) (C)G − ) (0)G = ) (C)G − G.

Dessa forma, como o limite acima existe, concluímos que
∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�) e

�

( ∫ C

0
) (B)G 3B

)
= ) (C)G − G.

(888) Sejam G ∈ D(�) e C > 0, mostramos que ) (C)G ∈ D(�). Para isso, observe que

lim
ℎ→0+

) (ℎ)) (C)G − ) (C)G
ℎ

= lim
ℎ→0+

) (ℎ + C)G − ) (C)G
ℎ

= lim
ℎ→0+

) (C)
[
) (ℎ)G − G

]
ℎ

= ) (C) lim
ℎ→0+

) (ℎ)G − G
ℎ

= ) (C) �G,

o que garante que ) (C)G ∈ D(�) e �) (C)G = ) (C) �G.

Além disso, obtemos que

3+

3C
) (C)G = lim

ℎ→0+
) (C + ℎ)G − ) (C)G

ℎ
= ) (C)�G.

Por outro lado,

3−

3C
) (C)G = lim

ℎ→0+
) (C)G − ) (C − ℎ)G

ℎ
,

e assim, dado ℎ > 0 tal que C − ℎ > 0, temos



) (C)G − ) (C − ℎ)Gℎ
− ) (C)�G





 = 



) (C − ℎ) [) (ℎ)G − Gℎ

]
− ) (C − ℎ)�G
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+ ) (C − ℎ)�G − ) (C)�G






6 ‖) (C − ℎ)‖




) (ℎ)G − Gℎ

− �G






+ ‖) (C − ℎ)�G − ) (C)�G‖

6 " 4F(C−ℎ)




) (ℎ)G − Gℎ

− �G






+ ‖) (C − ℎ)�G − ) (C)�G‖.

Logo,

lim
ℎ→0+





) (C)G − ) (C − ℎ)Gℎ
− ) (C)�G





 6 lim
ℎ→0+

" 4F(C−ℎ)




) (ℎ)G − Gℎ

− �G






+ lim
ℎ→0+

‖) (C − ℎ)�G − ) (C)�G‖

= " 4FC0 + 0 = 0.

Portanto, concluímos que

3

3C
) (C)G = 3

+

3C
) (C)G = 3

−

3C
) (C)G = ) (C)�G = �) (C)G.

(8E) Dado G ∈ D(�), pelo item anterior, ) (C)G ∈ D(�) e 3

3C
) (C)G = �) (C)G = ) (C)�G.

Logo, do Teorema fundamental do cálculo, concluímos que

) (C)G − ) (0)G =
∫ C

0

3

3B
) (B)G 3B =

∫ C

0
�) (B)G 3B =

∫ C

0
) (B)�G 3B.

�

Corolário 2.12. Se � é o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo () (C))C>0, então D(�) é
denso em - , isto é, D(�) = - e, além disso, � é um operador fechado.

Demonstração. (1) Primeiro, mostramos que D(�) = - . Sabemos que D(�) ⊂ - , restando,
apenas, mostrarmos que - ⊂ D(�). Para tanto, seja G ∈ - , do item (88) do Teorema 2.11,∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�). Além disso, se C > 0,

1
C

∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�), pois D(�) é um

subespaço vetorial de - .

Mais ainda, do item (8) do mesmo teorema, obtemos que lim
C→0+

1
C

∫ C

0
) (B)G 3B = ) (0)G =

G. Assim, fazendo C =
1
=
, = ∈ N, obtemos uma sequência (G=)=∈N, definida por G= =

=

∫ 1
=

0
) (B)G 3B, = ∈ N, satisfazendo:
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(8) G= ∈ D(�), ∀ = ∈ N;

(88) lim
=→∞

=

∫ 1
=

0
) (B)G 3B = G.

Portanto, G ∈ D(�) e, então, - ⊂ D(�).

(2) Agora, mostramos que � é fechado. Seja (G=)=∈N uma sequência em D(�) tal que

(8) G= → G, para algum G ∈ -;

(88) �G= → H, para algum H ∈ - .

Provamos que G ∈ D(�) e �G = H. Para isso, note que:

(a) lim
=→∞

G= = G e, então, como ) (C) ∈ L(-), para todo C > 0, segue que
lim
=→∞

) (C)G= = ) (C)G.

(b) Como lim
=→∞

�G= = H, dado n > 0, existe =0 ∈ N tal que ‖�G= − H‖ < n , ∀ = > =0. Então,
para = > =0,



 ∫ C

0
) (B)�G= 3B −

∫ C

0
) (B)H 3B





 6 ∫ C

0
‖) (B)�G= − ) (B)H‖ 3B

6

∫ C

0
‖) (B)‖ ‖�G= − H‖ 3B

6

∫ C

0
"4FB‖�G= − H‖ 3B

= ‖�G= − H‖
∫ C

0
"4FB 3B

< n

(
"4FC − "

F

)
.

Além disso, pelo item (8E) do Teorema 2.11, temos ) (C)G= − G= = ) (C)G= − ) (0)G= =∫ C

0
) (B)�G= 3B, para todo = ∈ N, pois G= ∈ D(�), ∀ = ∈ N. Assim, ) (C)G − G =

lim
=→∞
[) (C)G= − G=] = lim

=→∞

∫ C

0
) (B)�G= 3B =

∫ C

0
) (B)H 3B. Dessa maneira concluímos

que

lim
C→0+

) (C)G − G
C

= lim
C→0+

1
C

∫ C

0
) (B)H 3B = ) (0)H = H.

Portanto, G ∈ D(�) e �G = H, isto é, � é um operador fechado.

�

Teorema 2.13. Sejam () (C))C>0 e (((C))C>0 �0-semigrupos com geradores infinitesimais � e �,
respectivamente. Se � = �, então ) (C) = ((C), para todo C > 0.
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Demonstração. Suponha que � = � e sejam G ∈ D(�) = D(�) e C > 0. Defina kC : [0, C] −→
- por kC (B) = ) (C − B)((B)G. Dessa forma

k′C (B) =
3

3B

[
) (C − B)((B)G

]
= ) (C − B)

[
3

3B
((B)G

]
+ 3

3B
() (C − B))((B)G

= ) (C − B)�((B)G − �) (C − B)((B)G
= ) (C − B)�((B)G − ) (C − B)�((B)G = 0.

Assim, k′C (B) = 0, ∀ B ∈ [0, C], garantindo que kC é constante em [0, C]. Em particular,

) (C)G = ) (C − 0)((0)G = kC (0) = kC (C) = ) (C − C)((C)G = ((C)G,

ou seja, ) (C)G = ((C)G, ∀ C > 0 e ∀ G ∈ D(�) = D(�).
Agora, dado G ∈ - , como D(�) = - , existe uma sequência (G=)=∈N em D(�) = D(�),

tal que lim
=→∞

G= = G. Pelo que fizemos anteriormente, ) (C)G= = ((C)G=, ∀ = ∈ N. Assim,
) (C)G = lim

=→∞
) (C)G= = lim

=→∞
((C)G= = ((C)G, ∀ C > 0. �

A seguir apresentamos um exemplo de �0-semigrupo.

Exemplo 2.14. Seja - = { 5 : R −→ R; 5 é limitada e uniformemente contínua}, com a norma
dada por ‖ 5 ‖ = sup

G∈R
| 5 (G) |. Dessa forma, para cada C > 0 definimos ) (C) : - −→ - tal que, a

cada 5 ∈ - , temos ) (C) 5 : R −→ R, com () (C) 5 ) (B) = 5 (C + B). Sobre essa família podemos
concluir:

(8) ) (C) está bem definido para todo C > 0, ou seja ) (C) 5 ∈ - , ∀ 5 ∈ - .

(88) ) (C) é um operador linear para todo C > 0.

(888) ) (C) ∈ L(-), para todo C > 0, ou seja, ) (C), é limitado, ∀C > 0. Com efeito,

‖) (C) 5 ‖ = sup
B∈R
|) (C) 5 (B) | = sup

B∈R
| 5 (C + B) | 6 sup

d∈R
| 5 (d) | = ‖ 5 ‖, ∀ 5 ∈ -.

(8E) () (C))C>0 é um semigrupo. De fato:

(I) ) (0) = �. Para isso, mostramos que ) (0) 5 = 5 , ∀ 5 ∈ - . Assim, considere 5 ∈ -
e note que ) (0) 5 (G) = 5 (0 + G) = 5 (G), ∀ G ∈ R, ou seja ) (0) 5 = 5 .

(II) ) (C + B) = ) (C)) (B). Sejam 5 ∈ - , C, B ∈ [0,∞) e G ∈ - , então () (C)) (B) 5 ) (G) =
) (C)

[
) (B) 5 (G)

]
= 5 (C + B + G) = 5

(
(C + B) + G

)
= ) (C + B) 5 (G), isto é, ) (C)) (B) 5 =

) (C + B) 5 , ∀ 5 ∈ - .

(E) () (C))C>0 é um �0-semigrupo, isto é, visto que vale o item (8E), basta garantir que
lim
C→0+

) (C) 5 = 5 , ∀ 5 ∈ - , o que, de fato, ocorre pois 5 é uniformemente contínua.
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(E8) Agora, verificamos o gerador infinitesimal � de () (C))C>0. Por definição D(�) = { 5 ∈
-; lim

C→0+
) (C) 5 − 5

C
existe}. Mostramos que, na verdade, D(�) = { 5 ∈ -; 5 ′ existe e

5 ′ ∈ -} e, além disso, � 5 = 5 ′, ∀ 5 ∈ D(�).

Seja 5 ∈ - tal que 5 ′ existe e 5 ′ ∈ - . Provamos, a seguir, que 5 ∈ D(�). Para tanto,
seja C > 0 e note que



) (C) 5 − 5C

− 5 ′




 = sup

B∈R

����() (C) 5 − 5C

)
(B) − 5 ′(B)

����
= sup
B∈R

���� 5 (C + B) − 5 (B)C
− 5 ′(B)

����
= sup
B∈R

����1C ∫ B+C

B

5 ′(g) 3g − 1
C

∫ B+C

B

5 ′(B) 3g
����

6 sup
B∈R

{
1
C

∫ B+C

B

�� 5 ′(g) − 5 ′(B)�� 3g}.
Como 5 ′ é uniformemente contínua, dado n > 0, existe X > 0 tal que | 5 ′(b) − 5 ′([) | < n ,
∀ b, [ ∈ R, com |b − [ | < X. Dessa forma, fazendo C < X, temos B 6 g 6 B + C ⇒ 0 6
g − B 6 C < X. Assim,



) (C) 5 − 5C

− 5 ′




 6 sup

B∈R

{
1
C

∫ B+C

B

�� 5 ′(g) − 5 ′(B)�� 3g}
6 sup

B∈R

{
1
C

∫ B+C

B

n 3g

}
= n .

Isto mostra que lim
C→0+

) (C) 5 − 5
C

= 5 ′, ou seja, 5 ∈ D(�) e � 5 = 5 ′.

Por outro lado, seja 5 ∈ D(�) e mostramos que 5 ′ existe e 5 ′ ∈ - . Como 5 ∈ D(�),
lim
C→0+

) (C) 5 − 5
C

existe e, considerando lim
C→0+

) (C) 5 − 5
C

= 6, temos����) (C) 5 (B) − 5 (B)C
− 6(B)

���� 6 



) (C) 5 − 5C
− 6





, ∀ B ∈ R.
Assim, como lim

C→0+





) (C) 5 − 5C
− 6





 = 0, concluímos que, para todo B ∈ R,

lim
C→0+

����) (C) 5 (B) − 5 (B)C
− 6(B)

���� = 0,

ou seja,

lim
C→0+

5 (C + B) − 5 (B)
C

= lim
C→0+

) (C) 5 (B) − 5 (B)
C

= 6(B).

Logo, existe 5 ′+(B) e 5 ′+(B) = 6(B). Mais ainda, como 6 ∈ - , segue que 6 é contínua e,
então, pelo Lema de Dini (Lema A.2), 5 ′ existe e 5 ′(B) = 5 ′+(B) = 6(B), ∀ B ∈ R.
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Finalmente, como 6 ∈ - , segue que 5 ′ ∈ - , concluindo o desejado.

2.3 O Teorema de Hille - Yosida

Nesta seção apresentamos o Teorema de Hille - Yosida, que caracteriza o gerador infinitesi-
mal de um �0-semigrupo. Para isso, precisamos de algumas definições e resultados auxiliares,
cuja demonstração será omitida por não ser o foco deste trabalho.

Do Teorema 2.9 sabemos que para um �0-semigrupo () (C))C>0, existem constantes " > 1
e F > 0 tais que ‖) (C)‖ 6 "4FC , ∀ C > 0. A seguir, vejamos algumas definições que tratam de
casos particulares sobre as constantes " e F.

Definição 2.15. Um �0-semigrupo () (C))C>0 é chamado uniformemente limitado se, na limita-
ção ‖) (C)‖ 6 "4FC , tivermos F = 0, isto é, temos ‖) (C)‖ 6 " , ∀C > 0.

Definição 2.16. Um �0-semigrupo () (C))C>0 é chamado semigrupo de contrações quando,
‖) (C)‖ 6 1, ∀C > 0, ou seja, na limitação ‖) (C)‖ 6 "4FC , " = 1 e F = 0.

Os próximos resultados se referem à teoria espectral de um operador �, mais especifica-
mente, sobre o resolvente deste operador.

Definição 2.17. Seja � : D(�) ⊂ - −→ - um operador linear. O conjunto resolvente de A é
dado por

d(�) = {_ ∈ C; (_� − �)−1 é um operador linear limitado}.

O espectro de A, denotado por f(�), é o complementar do conjunto resolvente, isto é, f(�) =
d(�)2.

Definição 2.18. A família '(_ : �) = (_� − �)−1, para _ ∈ d(�), é chamada família resolvente
de A. O operador '(_ : �) é chamado de operador resolvente.

Lema 2.19. Seja � : D(�) ⊂ - −→ - linear e fechado com D(�) = - . Suponha que

(0,∞) ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 1
_
, ∀_ > 0. Então lim

_→∞
_'(_ : �)G = G, ∀G ∈ - .

Demonstração. (12, Lema 3.2, p. 9). �

Definição 2.20. Suponha que (0,∞) ⊂ d(�) com � : D(�) ⊂ - −→ - um operador linear.
Para cada _ > 0, definimos a aproximação de Yosida de A por

�_ = _�'(_ : �) = _2'(_ : �) − _�.

Observação 2.21. 1. O operador linear �_ é limitado, para todo _ > 0 .

2. A igualdade na Definição 2.20 se verifica pois, como � = (_� − �)'(_ : �) = _'(_ :
�) − �'(_ : �), segue que _� = _2'(_ : �) − _�'(_ : �) e, portanto, _�'(_ : �) =
_2'(_ : �) − _�.
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3. � e '(_ : �), _ ∈ d(�), comutam, ou seja, �'(_ : �) = '(_ : �)�, ∀_ ∈ d(�).

4. '(_ : �) e '(` : �) comutam, ∀_, ` ∈ d(�). De fato, temos

'(_ : �) '(` : �) (`� − �) (_� − �) = �
⇒ '(_ : �) '(` : �) (`� − �) = '(_ : �)
⇒ (`� − �) '(_ : �) '(` : �) = '(_ : �)
⇒ '(` : �) (`� − �) '(_ : �) '(` : �) = '(` : �) '(_ : �)
⇒ '(_ : �) '(` : �) = '(` : �) '(_ : �).

5. �_ e �` comutam, ∀_, ` ∈ d(�).

Lema 2.22. Seja � : D(�) ⊂ - −→ - um operador linear fechado comD(�) = - . Suponha
que (0,∞) ⊂ d(�) e ‖'(_ : �)‖ 6 1

_
, ∀_ > 0. Se �_ é a aproximação de Yosida de �, então

lim
_→∞

�_G = �G, ∀ G ∈ D(�).

Demonstração. (12, Lema 3.3, p. 10). �

Pelo fato de �_ ser um operador linear limitado, para todo _ ∈ d(�), podemos definir

4�_C =

∞∑
==0

(C�_)=
=!

, ∀ C > 0.

Lema 2.23. Seja � : D(�) ⊂ - −→ - um operador linear fechado comD(�) = - . Suponha
que (0, ∞) ⊂ d(�) e '(_ : �) 6 1

_
, ∀_ > 0. Se �_ é a aproximação de Yosida de �, então �_

é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações uniformemente contínuo ()_ (C))C>0,
onde )_ (C) = 4�_C , C > 0. Além disso, para todo G ∈ - e para todo _, ` ∈ (0, ∞), temos

‖)_ (C)G − )` (C)G‖ = ‖4�_C − 4�`C ‖ 6 C‖�_G − �`G‖.

Demonstração. (12, Lema 3.4, p. 10). �

Agora, apresentamos o principal teorema deste capítulo, que trata de condições necessárias
e suficientes para um operador linear gerar um �0-semigrupo de contrações.

Teorema 2.24 (Teorema de Hille - Yosida). Um operador linear � : D(�) ⊂ - −→ - é o
gerador infinitesimal de um �0-semigrupo de contrações () (C))C> se, e somente se,

(8) A é fechado e D(�) = -;

(88) (0, ∞) ⊂ d(�) e


'(_ : �)



 6 1
_
, ∀_ > 0.
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Demonstração. Seja K o corpo de escalares de - . Assumimos que um operador linear � :
D(�) ⊂ - −→ - é o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo de contrações () (C))C>0. Pelo
Corolário 2.12, concluímos que � é um operador linear fechado e que D(�) = - , ou seja, o
item (8) já esta provado.

Resta mostrar, apenas, o item (88). Para tanto, seja _ > 0 e, para G ∈ - , defina

'(_)G =
∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C.

Dividimos a demonstração em alguns itens para facilitar o raciocínio:

(1) '(_)G está bem definida, uma vez que



 ∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C





 6 ∫ ∞

0
4−_C ‖) (C)‖ ‖G‖ 3C

6 ‖G‖
∫ ∞

0
4−_C 3C

= ‖G‖ lim
b→∞

[
−4−_b
_
+ 1
_

]
=
‖G‖
_

< ∞.

(2) '(_) : - −→ - é um operador linear. De fato, sejam G, H ∈ - e U ∈ K. Então,

'(_) (UG + H) =
∫ ∞

0
4−_C) (C) (UG + H) 3C

=

∫ ∞

0
4−_C

[
U) (C)G + ) (C)H

]
3C

= U

∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C +

∫ ∞

0
4−_C) (C)H 3C = U'(_)G + '(_)H.

(3) '(_) é um operador linear limitado. Pelo item (1), temos

'(_)G

 = 



 ∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C





 6 ‖G‖_ , ∀ G ∈ -,

ou seja, '(_) é limitado. Dessa forma, como '(_) é linear, segue que '(_) é limitado.

(4) Mostramos que '(_)G ∈ D(�), ∀G ∈ - . Para tanto, dado G ∈ - , note que

) (ℎ)'(_)G − '(_)G
ℎ

=

) (ℎ)
∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C −

∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C

ℎ

=
1
ℎ

[ ∫ ∞

0
4−_C) (C + ℎ)G 3C −

∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C

]
=

1
ℎ

[ ∫ ∞

ℎ

4−_(D−ℎ)) (D)G 3D −
∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C

]
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=
1
ℎ

[ ∫ 0

ℎ

4−_C4_ℎ) (C)G 3C +
∫ ∞

0
4−_C4_ℎ) (C)G 3C

−
∫ ∞

0
4−_C) (C)G, 3C

]
= −4_ℎ 1

ℎ

∫ ℎ

0
4−_C) (C)G 3C

+
(
4_ℎ − 1
ℎ

) ( ∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C

)
.

Dessa forma,

lim
ℎ→0+

) (ℎ)'(_)G − '(_)G
ℎ

= lim
ℎ→0+
−4_ℎ 1

ℎ

∫ ℎ

0
4−_C) (C)G 3C

+ lim
ℎ→0+

(
4_ℎ − 1
ℎ

)
'(_)G

= −40) (0)G +
(
3 4_C

3C

����
C=0

)
'(_)G = −G + _'(_)G.

Portanto, '(_)G ∈ D(�) e � '(_)G = −G + _ '(_)G.

Observe que, pelo item (4), G = _ '(_)G − � '(_)G = (_� − �)'(_)G, ∀ G ∈ - . Logo, '(_)
é a inversa à direita de (_� − �).

Mostramos que '(_) também é a inversa à esquerda de (_� − �). Para isso, seja G ∈ D(�),
então

'(_) (_� − �)G = _ '(_)G − '(_)�G

= _ '(_)G −
∫ ∞

0
4−_C) (C)�G 3C

= _ '(_)G − �
∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C

= _ '(_)G − � '(_)G
= (_� − �)'(_)G = G,

isto é, '(_) (_� − �)G = G, ∀ G ∈ D(�).
Assim, '(_) é a inversa à esquerda de (_� − �) e, dessa forma, '(_) é a inversa de (_� − �),

com '(_) sendo um operador linear limitado.
Portanto, _ ∈ d(�) e '(_ : �) = '(_). Consequentemente, (0, ∞) ⊂ d(�) e



'(_ : �)


 =

'(_)

 6 1

_
, ∀_ > 0, o que garante a validade do item (88).

Agora, assumimos que um operador linear � : D(�) ⊂ - −→ - satisfaz as condições (8)
e (88) e mostramos que � gera um �0-semigrupo de contrações.

Seja �_, _ > 0, a aproximação de Yosida de �. Então, para cada _ > 0, �_ é o gerador
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infinitesimal do semigrupo de contrações ()_ (C))C>0, com)_ (C) = 4C�_ . Como �_ é um operador
linear limitado, o Teorema 2.5 garante que ()_ (C))C>0 é um semigrupo uniformemente contínuo.
Além disso, pelos Lemas 2.22 e 2.23 como lim

_→∞
�_G = �G, ∀G ∈ D(�), e



)_ (C)G −)` (C)G

 6
C


�_G − �`G

, ∀G ∈ - . Logo, dados G ∈ D(�), C ∈ [0, 0] e n > 0, existe # ∈ N tal que

�_G − �G

 < n

20
, ∀_ > # . Desse modo, se _, ` > # , temos



)_ (C)G − )` (C)G

 6 C 

�_G − �`G


6 0

[

�_G − �G

 + 

�`G − �G

]
< 0

[
n

20
+ n

20

]
= n,

ou seja, ()_ (C)G)_∈(0,∞) pode ser vista como uma sequência de Cauchy em - .
Como - é um espaço de Banach, a sequência ()_ (C)G)_∈(0,∞) converge para um elemento

de - . Defina ) (C)G = lim
_→∞

)_ (C)G, com C ∈ [0, 0] e G ∈ D(�). Na verdade, este limite existe
para todo C > 0, mas a convergência é uniforme apenas em subconjuntos limitados de [0,∞).
Assim, para C > 0, defina ) (C) : D(�) ⊂ - −→ - , com ) (C)G = lim

_→∞
)_ (C)G.

No caso em que G ∈ - , pelo fato de D(�) = - , existe uma sequência (G=)=∈N em
D(�) tal que lim

=→∞
G= = G. Por outro lado, para cada _ > 0 fixo, )_ (C) ∈ L(-) e então,

lim
=→∞

)_ (C)G= = )_ (C)G. Dessa forma, para _, ` suficientemente grandes e G= fixo, tal que
‖G= − G‖ seja suficientemente pequeno, temos



)_ (C)G − )` (C)G

 6 

)_ (C)G − )_ (C)G=

 + 

)_ (C)G= − )` (C)G=

 + 

)` (C)G= − )` (C)G


6



)_ (C)

 ‖G= − G‖ + 

)_ (C)G= − )` (C)G=

 + 

)` (C)

 ‖G= − G‖ < n.
Assim, lim

_→∞
)_ (C)G existe para todo G ∈ - . Então, defina ) (C) : - −→ - , por ) (C)G =

lim
_→∞

)_ (C)G. Mostramos, a seguir, que () (C))C>0 é um �0-semigrupo de contrações. Novamente
dividimos esta parte da demonstração em alguns itens

(a) ) (C) é um operador linear, ∀ C > 0. De fato, dados G, H ∈ - e U ∈ K, obtemos

) (C) (UG + H) = lim
_→∞

)_ (C) (UG + H)

= lim
_→∞

(
U)_ (C)G + )_ (C)H

)
= U) (C)G + ) (C)H.

(b) ) (C) ∈ L(-), ∀ C > 0. Com efeito, para G ∈ - , temos



) (C)G

 = 

 lim
_→∞

)_ (C)G


 6 lim

_→∞



)_ (C)

 ‖G‖ = ‖G‖.
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Portanto, ) (C) ∈ L(-) e, além disso,

) (C)

L(-) = sup
‖G‖61



) (C)G

 6 sup
‖G‖61

‖G‖ = 1, ∀ C > 0.

(c) ) (0)- = �, pois ) (0)G = lim
_→∞

)_ (0)G = lim
_→∞

G = G, ∀ G ∈ - .

(d) Sejam G ∈ - , C, B ∈ [0,∞). Então,

)_ (C))_ (B)G − ) (C)) (B)G

 6 

)_ (C))_ (B)G − )_ (C)) (B)G


+



)_ (C)) (B)G − ) (C)) (B)G


6



)_ (C)

 

)_ (B)G − ) (B)G


+



)_ (C)) (B)G − ) (C)) (B)G

.
Assim, lim

_→∞



)_ (C))_ (B)G − ) (C)) (B)G

 = 0. Logo,

) (C + B)G = lim
_→∞

)_ (C + B)G = lim
_→∞

)_ (C))_ (B)G = ) (C)) (B)G.

Portanto, ) (C + B) = ) (C)) (B), ∀ C, B ∈ [0,∞). Assim, de (b), (c) e (d), concluímos que
() (C))C>0 é um semigrupo de contrações.

(e) () (C))C>0 é um �0-semigrupo, isto é, a função C ↦→ ) (C)G é contínua em C = 0, para todo
G ∈ - fixo. De fato, dado G ∈ - , para todo _ > 0, a função C ↦→ )_ (C)G é contínua
em C = 0. Além disso, para C ∈ [0, 0], a convergência lim

_→∞
)_ (C)G = ) (C)G é uniforme.

Consequentemente, a função limite C ↦→ ) (C)G é contínua em C = 0.

(f) Por fim, mostramos que � é o gerador infinitesimal de () (C))C>0. Para tanto, suponha que o
gerador infinitesimal de () (C))C>0 seja � : D(�) ⊂ - −→ - . Provamos queD(�) = D(�)
e que � = �. Seja G ∈ D(�), então

) (ℎ)G − G
ℎ

=
1
ℎ

[
lim
_→∞

)_ (ℎ)G − lim
_→∞

)_ (0)G
]

=
1
ℎ

[
lim
_→∞

(
)_ (ℎ)G − )_ (0)G

)]
=

1
ℎ

(
lim
_→∞

∫ ℎ

0
�_)_ (B)G 3B

)
=

1
ℎ

(
lim
_→∞

∫ ℎ

0
)_ (B)�_G 3B

)
=

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (B)�G 3B,

uma vez que, lim
_→∞

)_ (B)�_G = ) (B)�G, pois, do Lema 2.22,



)_ (B)�_G − ) (B)�G

 6 

)_ (B)

 

�_G − �G

 + 

)_ (B)�G − ) (B)�G

→ 0,
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quando _→∞, com a convergência sendo uniforme para B ∈ [0, 0].

Desse modo, do item (8) do Teorema 2.11, segue que

lim
ℎ→0+

) (ℎ)G − G
ℎ

= lim
ℎ→0+

∫ ℎ

0
) (B)�G 3B = ) (0)�G = �G.

Logo, G ∈ D(�) e lim
ℎ→0+

) (ℎ)G − G
ℎ

= �G. Assim, D(�) ⊂ D(�) e � = � em D(�).

Por outro lado, aplicando ao gerador � a parte do Teorema de Hille - Yosida que já foi
demonstrada, obtemos que (0,∞) ⊂ d(�). Em particular, 1 ∈ d(�) e, então, (� − �)−1 =

'(1 : �) existe e é um operador linear limitado. Por hipótese (0,∞) ⊂ d(�) e, então,
1 ∈ d(�). Assim, (� − �)−1 existe e também é um operador linear limitado. Logo,
(� − �)D(�) = - , e mais, como D(�) ⊂ D(�) e � = � em D(�), - = (� − �)D(�) =
(� − �)D(�).

Portanto,
D(�) = (� − �)−1(� − �)D(�) = (� − �)−1- = D(�)

e � é o gerador infinitesimal de () (C))C>0, o que conclui a demonstração do teorema.

�

Corolário 2.25. Seja � o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo de contrações () (C))C>0.

Então, {_ ∈ C; '4_ > 0} ⊂ d(�) e


'(_ : �)



 6 1
'4_

, ∀_ ∈ C, com '4_ > 0.

Demonstração. Seja _ ∈ C, com '4_ > 0 e, para G ∈ - , considere o operador

'(_)G =
∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C.

Mostramos que, neste caso, '(_) também está bem definido. De fato, note que



 ∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C





 6 ∫ ∞

0

��4−_C �� 

) (C)

 ‖G‖ 3C
6

∫ ∞

0
4−'4_C ‖G‖ 3C

= ‖G‖ lim
b→∞

∫ b

0
4−'4_C 3C =

‖G‖
'4_

< ∞.

Além disso, procedendo da mesma maneira que na demonstração do Teorema de Hille -
Yosida, obtemos que '(_) é um operador linear limitado, com '(_) = '(_ : �) e

'(_)G

 = 



 ∫ ∞

0
4−_C) (C)G 3C





 6 1
'4_
‖G‖, ∀ G ∈ -.

Portanto, {_ ∈ C; '4_ > 0} ⊂ d(�) e


'(_ : �)



 6 1
'4_

, ∀_ ∈ C, com '4_ > 0. �
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Observação 2.26. 1. Seja () (C))C>0 um�0-semigrupo tal que


) (C)

 6 4FC ,∀ C > 0 e algum

F > 0. Tomando a família (((C))C>0 tal que ((C) = 4−FC) (C), ∀ C > 0. Então:

(a) (((C))C>0 é um �0-semigrupo de contrações. De fato, verificamos se são satisfeitas
as propriedades necessárias:

(8) ((C) ∈ L(-), pois ) (C) ∈ L(-) e 4−FC ∈ R, para todo C > 0.

(88) ((0) = 4−F0) (0) = �.
(888) ((C + B) = 4−F(C+B)) (C + B) = 4−FC4−FB

(
) (C)) (B)

)
= 4−FC) (C) 4−FB) (B) = ((C)((B), ∀ C, B ∈ [0,∞).

(8E)


((C)

 = 

4−FC) (C)

 6 4−FC

) (C)

 6 4−FC 4FC = 1, ∀ C > 0.

(b) Se � é o gerador infinitesimal de () (C))C>0, então (�−F�) é o gerador infinitesimal
de (((C))C>0. Com efeito, sejam G ∈ D(�) e C > 0, temos

lim
C→0+

((C)G − G
C

= lim
C→0+

4−FC) (C)G − G
C

= lim
C→0+

4−FC) (C)G − 4−FCG + 4−FCG − G
C

= lim
C→0+

4−FC
[
) (C)G − G

C

]
+ lim
C→0+

(
4−FC − 1

C

)
G

= 4−F0�G +
(
3

3C
4−FC

����
C=0

)
G

= �G − F4−F0G = (� − F�)G.

Assim, (� − F�) é o gerador infinitesimal do semigrupo (((C))C>0.

2. Analogamente ao item anterior, se � é o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo
de contrações () (C))C>0, então (� + F�) é o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo
(((C))C>0, com



((C)

 6 4FC , para todo C > 0 (basta considerar ((C) = 4FC) (C), para todo
C 6 0).

Corolário 2.27. Um operador linear � : D(�) ⊂ - −→ - é o gerador infinitesimal de um
�0-semigrupo () (C))C>0, com



) (C)

 6 4FC , para todo C > 0 e algum F > 0 se, e somente se,

(i) � é fechado e D(�) = -;

(ii) (F,∞) ⊂ d(�) e


'(_ : �)



 6 1
_ − F , para todo _ > F.

Demonstração. Primeiramente, suponha que � é o gerador infinitesimal de um �0-semigrupo
() (C))C>0, com



) (C)

 6 4FC , para todo C > 0 e algum F > 0. Pelo Corolário 2.12, sabemos
que � é fechado e D(�) = - . Resta mostrar apenas o item (88). Para tanto, considere
((C) = 4−FC) (C), para todo C > 0. Pela Observação 2.26, (((C))C>0 é um �0-semigrupo de
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contrações com gerador infinitesimal � = � − F�. Assim, do Teorema de Hille - Yosida,
(0,∞) ⊂ d(�) e



'(_ : �)


 6 1

_
, _ > 0.

Agora, seja ` ∈ (F,∞). Como ` > F, segue que existe V > 0 tal que ` = F + V. Assim,

(`� − �) =
(
(F + V)� − �

)
=

(
V� − (� − F�)

)
= (V� − �).

Dessa forma, como V > 0, V ∈ d(�) e, então, (V�−�) tem inversa limitada. Consequentemente,
(`� − �) possui inversa e portanto, ` ∈ d(�). Além disso, para ` > F,

'(` : �)



 = 

(`� − �)−1

 = 

(V� − �)−1

 = 

'(V : �)


 6 1

V
=

1
` − F .

Reciprocamente, suponha que as condições (8) e (88) são satisfeitas. Mostramos que � gera
um �0-semigrupo () (C))C>0, com



) (C)

 6 4FC , para todo C > 0.
Considere � = � − F�. Para _ > 0, temos

(_� − �) = (_� − � + F�) =
(
(_ + F)� − �

)
.

Como _ +F > F, a hipótese (88) garante que
(
(_ +F)� − �

)−1 existe e é limitado. Dessa forma,
(_� − �)−1 também existe e é limitado. Logo, _ ∈ d(�), com

'(_ : �)



 = 

(_� − �)−1


=



((_ + F)� − �)−1


=



'(_ + F : �)




6
1

(_ + F) − F =
1
_
.

Mais ainda, como � = (� − F�) : D(�) ⊂ - −→ - , com D(�) = D(�) e D(�) = - ,
segue queD(�) = - e, sendo � fechado, � também o é. Dessemodo são satisfeitas as hipóteses
(8) e (88) do Teorema de Hille - Yosida para o operador �. Assim, � é o gerador infinitesimal
de um �0-semigrupo de contrações (((C))C>0.

Portanto, da Observação 2.26, segue que � = � + F� é o gerador infinitesimal de um
�0-semigrupo () (C))C>0, com



) (C)

 6 4FC , para todo C > 0, onde ) (C) = 4FC((C), para todo
C > 0.

�

2.4 Semigrupos de operadores compactos e semigrupos diferenciáveis

Nesta seção apresentamos dois tipos especiais de semigrupos: os semigrupos de operadores
compactos e semigrupos diferenciáveis. Como este não é o foco principal deste trabalho, trata-
mos apenas dos resultados sobre esses tipos semigrupos que serão utilizados posteriormente.
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Definição 2.28. Um operador ) : - −→ . é dito um operador compacto se, para todo � ⊂ -
limitado, ) (�) é relativamente compacto, ou seja, ) (�) é compacto.

Definição 2.29. Um �0-semigrupo () (C))C>0 é compacto para C > C0, C0 > 0, se, para todo
C > C0, ) (C) é um operador compacto. Dizemos que () (C))C>0 é compacto se ) (C) é compacto
para todo C > 0.

Observação 2.30. 1. Se ) (C0) é compacto para algum C0 > 0, então ) (C) é compacto para
todo C > C0. De fato, dado C > C0, segue que C = C0 + X, com X > 0. Dessa forma, dado
� ⊂ - limitado,

) (C)� = ) (C0 + X)� = ) (C0)) (X)�.

Considere �̂ = ) (X)�, então �̂ é limitado, pois, como � é limitado, existe uma constante
 > 0 tal que ‖G‖ 6  , para todo G ∈ �. Assim, se H ∈ �̂, então H = ) (X)G0, para algum
G0 ∈ � e, desse modo,

‖H‖ = ‖) (X)G0‖ 6 ‖) (X)‖ ‖G0‖ 6 ‖) (X)‖  =  ̂ .

Assim, como) (C0) é compacto, segue) (C0)�̂ é relativamente compacto, ou seja,) (C0)�̂ =
) (C)� é compacto. Portanto, ) (C) é compacto para todo C > C0.

2. Um �0-semigrupo é compacto para C > 0 se, e somente se, - tem dimensão finita.
Para ver isto lembremos que �1(0) = {G ∈ -; ‖G‖ 6 1} é compacta se, e somente se,
dim- < ∞.

Dessa forma, se ) (C)C>0 é compacto, para C > 0, então ) (0) = � é compacto e assim,
visto que �1(0) é limitado, ) (0)�1(0) = �1(0) = �1(0) é compacto. Então, dim- < ∞.
Por outro lado, suponha que dim- < ∞. Sejam C > 0 e � ⊂ - limitado. Logo, ) (C)� é
limitado, e então ) (C)� é limitado. Como ) (C)� também é fechado, o fato de dim- < ∞
garante que ) (C)� é compacto.

3. Seja L� (-) = {) : - −→ -;) ∈ L(-), e ) é compacto}. Então L� (-) é um
subespaço vetorial fechado de L(-). Assim, obtemos as seguintes propriedades:

(a) a soma (finita) de operadores compactos é compacto;

(b) a multiplicação de um operador compacto por um escalar também é um operador
compacto;

(c) o limite, na norma de L(-), de operadores compactos é um operador compacto.

Teorema 2.31. Seja () (C))C>0 um �0-semigrupo. Se ) (C) é compacto para C > C0, então
C ↦→ ) (C) é contínua de (C0,∞) em L(-).

Demonstração. Como () (C))C>0 é um �0-semigrupo, existem constantes "̂ > 1 e F > 0 tais
que ‖) (C)‖ 6 "̂4FC , para todo C > 0. Em particular, se C ∈ [0, 1], ‖) (C)‖ 6 "̂4F. Assim, se
" = "̂4F, então ‖) (C)‖ 6 " , para todo C ∈ [0, 1].
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Sejam C > C0 e n > 0. Como ) (C) é compacto, o conjunto *C = ) (C)�1(0) = {) (C)G; G ∈
- e ‖G‖ 6 1} é relativamente compacto. Mais ainda,

*C ⊂
⋃

G∈�1 (0)

◦
� n

4("+1)
() (C)G),

onde
◦
� n

4("+1)
() (C)G) denota o interior da bola � n

4("+1)
() (C)G). Ou seja,

◦
� n

4("+1)
() (C)G), G ∈

�1(0), é uma cobertura aberta de *C . Em particular, o mesmo vale para *C . Logo, da
compacidade de*C existem G1, G2, · · · , G= ∈ �1(0) tais que

*C ⊂
=⋃
8=1

� n
4("+1)

() (C)G8).

Por outro lado, como () (C))C>0 é um �0-semigrupo, temos que C ↦→ ) (C)G8 é contínua de [0,∞)
em - , para 8 = 1, 2, · · · , =. Assim, fixado G8 ∈ �1(0), 8 = 1, 2, · · · , =, existe X8 > 0 tal que,
se ℎ ∈ R, com C + ℎ > 0 e 0 < ℎ < X8, então ‖) (C + ℎ)G8 − ) (C)G8‖ <

n

4
. Dessa forma,

tomando X = min{X1, X2, · · · , X=, 1}, dado G ∈ �1(0), segue que ) (C)G ∈ *C e então existe
9 ∈ {1, 2, · · · , =} de modo que ) (C)G ∈ � n

4("+1)
() (C)G 9 ), isto é, ‖) (C)G − ) (C)G 9 ‖ 6

n

4(" + 1) .
Assim, para ℎ ∈ R, tal que C + ℎ > 0 e 0 < ℎ < X, segue que

) (C + ℎ)G − ) (C)G

 6 

) (C + ℎ)G − ) (C + ℎ)G 9

 + 

) (C + ℎ)G 9 − ) (C)G 9



+


) (C)G 9 − ) (C)G



<


) (ℎ) [) (C)G − ) (C)G 9 ]

 + n4 + n

4(" + 1)
6 "

n

4(" + 1) +
n

4
+ n

4(" + 1) =
n

2
,

ou seja,


) (C + ℎ)G − ) (C)G

 < n

2
, para todo G ∈ �1(0), com 0 < ℎ < X. Logo,



) (C + ℎ) − ) (C)

L(-) = sup
G∈�1 (0)



) (C + ℎ)G − ) (C)G

 6 n
2
< n,

garantindo a continuidade à direita da função B ↦→ ) (B), para todo B ∈ (C0,∞). Um argumento
análogo garante a continuidade à esquerda, concluindo a demonstração do resultado. �

Teorema 2.32. Seja () (C))C>0 um �0-semigrupo e � seu gerador infinitesimal. Então () (C))C>0

é compacto se, e somente se, C ↦→ ) (C) é contínua de (0,∞) em L(-) e '(_ : �) é compacto
para todo _ ∈ d(�).

Demonstração. (12, Teorema 3.3, p. 48). �

Definição 2.33. Um �0-semigrupo () (C))C>0 é chamado diferenciável para C > C0, C0 > 0, se,
para todo G ∈ - , a função C ↦→ ) (C)G é diferenciável para C > C0. Caso C0 = 0, dizemos,
simplesmente, que o semigrupo () (C))C>0 é diferenciável.
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Teorema 2.34. Seja () (C))C>0 um �0-semigrupo diferenciável para C > C0 e seja � seu gerador
infinitesimal. Então:

(8) para C > = C0, = = 1, 2, · · · , ) (C) : - −→ D(�=) e ) (=) (C) = �=) (C) é um operador linear
limitado, onde ) (=) (C) denota a n-ésima derivada de C ↦→ ) (C);

(88) para C > = C0, = = 1, 2, · · · , C ↦→ ) (=−1) (C) é contínua de (= C0,∞) em
L(-,D(�=−1)).

Demonstração. (12, Lema 4.2, p. 52). �

Proposição 2.35. Seja () (C))C>0 um �0-semigrupo diferenciável e � seu gerador infinitesimal.
Então

) (=) (C) =
(
�)

( C
=

))=
=

(
) ′

( C
=

))=
, = = 1, 2, · · · .

Demonstração. (12, Lema 4.5, p. 53). �

2.5 Semigrupos analíticos

Nesta seção estudamos os semigrupos analíticos, que são uma generalização dos �0-
semigrupos para um setor do plano complexo. Este tipo de semigrupo é frequentemente
utilizado no estudo de certas equações diferenciais quando utilizamos como ferramenta a teo-
ria de semigrupos. Também apresentamos a definição de operadores setoriais e o semigrupo
analítico gerado por esta classe de operadores.

Seja - um espaço de Banach e 0 < U < c. Denotamos por Δ (U) o seguinte setor aberto do
plano complexo

Δ (U) = {I ∈ C \ {0}; |0A6 I | < U}.

Definição 2.36. Uma família () (I))I∈Δ (U)∪{0} de operadores lineares limitados, com 0 < U <
c

2
, é um semigrupo analítico em Δ (U) se:

(8) ) (0) = �;

(88) ) (I1 + I2) = ) (I1)) (I2), ∀ I1, I2 ∈ Δ (U);

(888) lim
I→0

) (I)G = G, para todo G ∈ - , I ∈ Δ (U);

(8E) a função I ↦→ ) (I) é analítica em Δ (U).

Note que, da definição de semigrupos analíticos, um semigrupo analítico restrito ao semi-
eixo real positivo [0,∞) é um �0-semigrupo. Como veremos no próximo teorema, a relação
inversa, ou seja, o fato de um �0-semigrupo admitir uma extensão analítica em um setor do
plano complexo, também é válida sob certas circunstâncias.
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Teorema 2.37. Um �0-semigrupo () (C))C>0 admite uma extensão analítica em Δ (U),
() (I))I∈Δ (U)∪{0}, para algum 0 < U 6 c

2 se, e somente se, () (C))C>0 for diferenciável e existir
uma constante # > 1 tal que 

C �) (C)

 6 #, 0 < C 6 1,

onde � é o gerador infinitesimal de () (C))C>0.

Demonstração. (13, Teorema 1.8.2, p. 68). �

Proposição 2.38. Se () (I))I∈Δ (U)∪{0} é um semigrupo analítico, com 0 < U <
c

2
, então existem

constantes " > 1 e F > 0 tais que

) (I)

 6 "4F'4 I, ∀ I ∈ Δ (U) ∪ {0}.
Demonstração. A argumentação desta demonstração é análoga à utilizada na prova do Teorema
2.9 e por isso será suprimida. �

A seguir apresentamos a definição de operadores setoriais. Para isso, usamos a notação
padrão da teoria espectral, apresentada na Seção 2.3.

Definição 2.39. Sejam - um espaço de Banach e � : D(�) ⊂ - −→ - um operador linear
fechado e densamente definido. Dizemos que � é um operador setorial se existem constantes
" > 0 e q ∈ (0, c2 ) tais que:

(i) f(�) ⊂ Δ (q) = {I ∈ C \ {0}; |0A6 I | < q} ∪ {0};

(ii) ‖'(_ : �)‖ 6 "

|_ | , ∀_ ∈ C \ Δ (q).

No que segue, vamos mostrar que se � é um operador setorial então −� gera um semigrupo
analítico. Apenas por questão de notação definimos, abaixo, operadores de classe (\, ").

Definição 2.40. Sejam - um espaço de Banach e � : D(�) ⊂ - −→ - um operador linear
fechado e densamente definido. Dizemos que � é de classe (\, "), onde " > 0 e c

2 < \ < c, e
escrevemos � ∈ (\, "), se:

(i) Δ (\) = {I ∈ C; |0A6 I | 6 \} ⊂ d(�);

(ii) ‖'(_ : �)‖ 6 "

|_ | , ∀_ ∈ Δ (\) \ {0}.

Observação 2.41. Se � é um operador setorial, então −� é um operador de classe (\, "),
onde \ = c − q. De fato, como � é um operador fechado, segue que −� também é fechado.
Além disso, como D(�) = D(−�), −� é densamente definido. Mais ainda, existe q ∈ (0, c2 )
tal que f(�) ⊂ Δ (q) = {I ∈ C \ {0}; |0A6 I | < q}, e, como f(�) = (d(�))2, segue que
d(�) ⊃

(
Δ (q)

)2
= {I ∈ C; q 6 |0A6 I | 6 c}. Além disso, se _ ∈ d(�), então −_ ∈ d(−�),
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ou seja, d(−�) ⊃ {I ∈ C; |0A6 I | 6 c − q} = Δ (\). Por fim, dado ` ∈ Δ (\), segue que
` = −_, para algum _ ∈ d(�), e ‖(` − (−�))−1‖ = ‖ − (` − (−�))−1‖ = ‖(−1) (� − _)−1‖ =
‖'(_ : �)‖ 6 "

|_ | =
"

|` | . Desse modo, −� satisfaz as condições da Definição 2.40 e então,

−� ∈ (\, ").

Como nosso objetivo é mostrar que −� é o gerador de um semigrupo analítico, sempre que
� é setorial, a partir de agora vamos tomar � ∈ (\, "), já que, da observação anterior, ele é
exatamente o operador que estamos interessados.

Seja � ∈ (\, ") e escolha n > 0 tal que 0 < 2n < \ < \ − c
2
. Considere a curva Γ, no plano

complexo, dada pelas semirretas A 48(\−n) e A 4−8(\−n) , onde A ∈ [1,∞), e os segmentos de reta
que ligam os pontos 48(\−n) e 4−8(\−n) ao ponto I = 1, orientada de forma que a parte imaginária
seja crescente. Veja a Figura 2.1.

Figura 2.1 – Curva Γ.

Fonte: (22, Figura 1.3, p. 29).

Considere ainda U = \ − c
2
− 2n , então 0 < U < c. Dessa forma, Δ (U) = {I ∈ C; 0 <

|0A6 I | < U} ⊂ Δ (\) ⊂ d(�).
Definindo a curva ΓA = {_ ∈ Γ; |_ | < A}, com A > 1, obtemos que ΓA ⊂ Γ ⊂ Δ (\) ⊂ d(�)

e as funções _ ↦→ 4_I e _ ↦→ '(_ : �), com I ∈ Δ (\) e _ ∈ ΓA , são contínuas. De fato, no caso
da função _ ↦→ '(_ : �), pela identidade do resolvente, temos,

'(_ : �) − '(` : �) = (` − _)'(_ : �)'(` : �),

para todo _, ` ∈ ΓA . Assim,
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'(_ : �) − '(` : �)


 6 |` − _ |

'(_ : �)



 

'(` : �)


 6 |` − _ | "|_ | "|` | .

Desse modo, fazendo ` → _, obtemos que


'(_ : �) − '(` : �)



 → 0, garantindo a
continuidade da função _ ↦→ '(_ : �) em ΓA . Assim, podemos definir, para cada A > 1 e
I ∈ Δ (U), o operador )A (I) : - −→ - por

)A (I) =
1

2c8

∫
ΓA

4_I'(_ : �) 3_.

Logo, )A (I) é um operador linear para todo I ∈ Δ (U). Na verdade, mostramos que )A (I) ∈
L(-), para todo I ∈ Δ (U), ou seja, mostramos que existe �A > 0 tal que ‖)A (I)G‖ 6 �A ‖G‖,
para todo G ∈ - . Para tanto, utilizamos os seguintes fatos:

(8)


4_I'(_ : �)



 = |4_I | 

'(_ : �)


 6 4'4(_I) "|_ | ;

(88) _I = |_I |48(0A6 _+0A6 I) e assim, '4(_I) = |_I | cos(0A6 _ + 0A6 I), ∀_, I ∈ C.

Agora, para facilitar a análise de ‖)A (I)G‖, dividimos a curva Γ em quatro partes, denotadas
por W1, W2, W3 e W4 tais que

)A (I)G =
1

2c8

[ ∫
W1

4_I'(_ : �) 3_ +
∫
W2

4_I'(_ : �) 3_ +
∫
W3

4_I'(_ : �) 3_

+
∫
W4

4_I'(_ : �) 3_
]
.

Dessa maneira, temos os casos a seguir:

(1) Seja W1 : [1, A] −→ ΓA a curva definida por W1(C) = C 4−8(\−n) e considere a curva W1 como
sendo a curva W1 percorrida no sentido contrário, ou seja, percorrida de A 4−8(\−n) para
4−8(\−n) . Assim,



 ∫

W1

4_I'(_ : �)G 3_




 = 



 − ∫

W1

4_I'(_ : �)G 3_






=





 − ∫ A

1
4C 4

−8 (\−n ) I'(C 4−8(\−n) : �)G 4−8(\−n)3C






6

∫ A

1
4'4(C 4

−8 (\−n ) I) "��C 4−8(\−n) �� ‖G‖ 3C
6 " ‖G‖

∫ A

1

4 |C 4
−8 (\−n ) | |I |��C 4−8(\−n) �� 3C

= " ‖G‖
∫ A

1

4C |I |

C
3C 6 " ‖G‖

∫ A

1
4C |I | 3C = �1‖G‖,

onde �1 = "

[
4A |I | − 4 |I |
|I |

]
.
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(2) Seja W2 a curva dada pelo segmento de reta de extremos 4−8(\−n) e 1, orientada de 4−8(\−n)

para 1, como na figura abaixo.

Figura 2.2 – Curva W2.

Fonte: (22, Figura 1.4, p. 31).

Desse modo,





 ∫
W2

4_I'(_ : �)G 3_




 6 ∫

W2

��4_I�� 

'(_ : �)


 ‖G‖ 3 |_ |

6

∫
W2

4'4(_I)
"

|_ | ‖G‖ 3 |_ |

6 " ‖G‖
∫
W2

4 |_ | |I |

|_ | 3 |_ | 6 " ‖G‖
∫
W2

4 |I |

ℎ
3 |_ |,

onde ℎ é a altura do triângulo de vértices nos pontos (0, 0), (1, 0) e 4−8(\−n) .

Assim, 



 ∫
W2

4_I'(_ : �)G 3_




 6 " 4 |I |

ℎ
‖G‖

∫
W2

3 |_ | < �2‖G‖,

onde �2 =

[
2
" 4 |I |

ℎ

]
e

∫
W2

3 |_ | é o comprimento da curva W2, o qual é menor que o

diâmetro da circunferência de centro (0, 0) e raio 1.

(3) Seja W3 a curva dada pelo segmento de reta de extremos 1 e 48(\−n) , orientada de 1 para
48(\−n) . Dessa forma, procedendo como no caso anterior, temos
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 ∫
W3

4_I'(_ : �)G 3_




 6 ∫

W3

4 |_ | |I |
"

|_ | ‖G‖ 3 |_ |

6 " ‖G‖
∫
W3

4 |I |

ℎ
3 |_ |

=

[
" 4 |I |

ℎ

∫
W3

3 |_ |
]
‖G‖ = �3‖G‖,

onde�3 =

[
2
" 4 |I |

ℎ

]
, ℎ é a altura do triângulo de vértices nos pontos (0, 0), (1, 0) e 48(\−n) ,

como ilustrado na figura a seguir e
∫
W3

3 |_ | é o comprimento da curva W3.

Figura 2.3 – Curva W3.

Fonte: (22, Figura 1.5, p. 32).

(4) Seja W4 : [1, A] −→ ΓA a curva definida por W4(C) = C 48(\−n) . Logo,



 ∫
W4

4_I'(_ : �)G 3_




 = 



 ∫ A

1
4C 4

8 (\−n ) I'(C 48(\−n) : �)G 48(\−n)3_






6

∫ A

1

���4C 48 (\−n ) I��� "

|C 48(\−n) |
‖G‖

���48(\−n) ��� 3C
6

∫ A

1
4 |C | |4

8 (\−n ) | |I |"

C
‖G‖ 3C

= " ‖G‖
∫ A

1

4C |I |

C
3C

6 " ‖G‖
∫ A

1
4C |I | 3C = �4‖G‖,

onde �4 = "

[
4A |I | − 4 |I |
|I |

]
.
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Como �1 = �4 e �2 = �3, tomando �A = max{
� 9

4c
; 9 = 1, 2}, obtemos que



)A (I)G

 = 



 1
2c8

∫
W1∪W2∪W3∪W4

4_I'(_ : �)G 3_




 6 �A ‖G‖,

para todo G ∈ - . Portanto, )A (I) ∈ L(-), para todo I ∈ Δ (U).
Por fim, considere a família de operadores () (I))I∈Δ (U)∪{0}, definida por

) (I) = 1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �) 3_, ∀I ∈ Δ (U)

e ) (0) = �.
Note que, para I ∈ Δ (U), ) (I) = lim

A→∞
)A (I). Assim, como )A (I) ∈ L(-), para todo A > 1

e a convergência anterior é uniforme, segue que ) (I) ∈ L(-), para todo I ∈ Δ (U).
Agora, nos concentramos emmostrar que () (I))I∈Δ (U)∪{0} é um semigrupo analítico gerado

pelo operador �. Para isso, precisamos de alguns resultados sobre integração no conjunto
dos números complexos, que são consequências do Teorema e da Fórmula integral de Cauchy.
Nesta seção omitimos a demonstração de tais resultados, porém, na próxima seção apresentamos
resultados semelhantes, cujas demonstrações são apresentadas. Veja Lemas 2.50 e 2.51.

Lema 2.42. Sejam I ∈ Δ (U), � ∈ (\, ") e Γ a curva descrita anteriormente, então os seguintes
itens são satisfeitos:

(8)
∫
Γ

4_I

_′ − _ 3_ = 0, para todo _′ situado à direita de Γ;

(88)
∫
Γ

4_I

_
3_ = 2c8;

(888)
∫
Γ

4_I 3_=0;

(8E)
∫
Γ

'(_ : �)
_

3_ = 0;

(E)
∫
|I | Γ

4_ [

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_ =

∫
Γ

4_ [

|I | '
(
_

|I | : �
)
3_, onde [ =

I

|I | .

Demonstração. (13, Lema 1.8.5, p. 70). �

Lema 2.43. Dado X > 0, seja Γ′ a curva no plano complexo definida por

Γ′ = {_′ ∈ C; _′ = _ + X, _ ∈ Γ}

com a orientação induzida por Γ. Então, para todo I ∈ Δ (U), valem os seguintes itens:

(8)
∫
Γ

4_I'(_ : �) 3_ =
∫
Γ′
4_I '(_ : �) 3_;
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(88)
∫
Γ′

4_
′I

_′ − _3_
′ = 2c84_I, para todo _ situado à esquerda de Γ′.

Demonstração. (13, Lema 1.8.6, p. 73). �

Finalmente estamos em condições de provar o principal resultado desta seção. O teorema a
seguir especifica quando um operador � é o gerador de um semigrupo analítico.

Teorema 2.44. Seja � ∈ (\, "). Então, para cada n > 0 tal que 2n < \ − c
2
, � é o gerador de

um semigrupo analítico no setor Δ
(
\ − c

2
− 2n

)
.

Demonstração. Mostramos que a família () (I))I∈Δ (U)∪{0} dada por
) (0) = �,

) (I) =
1

2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �) 3_, I ∈ Δ (U),
(2.1)

onde U = \− c
2
−2n e Γ é a curva descrita anteriormente, é um semigrupo analítico cujo gerador

infinitesimal é o operador �.
Iniciamos mostrando que () (I))I∈Δ (U)∪{0} satisfaz as propriedades de semigrupo. Pela

definição, ) (0) = �. Agora, para d ∈ Δ (U), pelo item (8) do Lema 2.43 e a identidade do
resolvente, segue que

) (d) = 1
2c8

∫
Γ

4_d'(_ : �) 3_ = 1
2c8

∫
Γ′
4_d '(_ : �) 3_.

Assim, para I, [ ∈ Δ (U) e todo G ∈ - , temos

) (I)) ([)G = 1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)
(

1
2c8

∫
Γ′
4_
′['(_′ : �)G 3_′

)
3_

=
1
(2c8)2

∫
Γ

∫
Γ′
4_I'(_ : �)4_′['(_′ : �)G 3_′3_

=
1
(2c8)2

∫
Γ

∫
Γ′
4_I4_

′[

(
'(_ : �) − '(_′ : �)

_′ − _

)
G 3_′ 3_

=
1
(2c8)2

∫
Γ

4_I'(_ : �)
∫
Γ′

4_
′[

_′ − _G 3_
′ 3_

− 1
(2c8)2

∫
Γ′
4_
′['(_′ : �)

∫
Γ

4_I

_′ − _G 3_ 3_
′.

Assim, novamente pelo Lema 2.43, agora pelo item (88),
∫
Γ′

4_
′[

_′ − _ 3_
′ = 2c84_[, visto que

_ ∈ Γ e Γ está à esquerda de Γ′. Mais ainda, pelo item (8) do Lema 2.42, segue que
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∫
Γ

4_I

_′ − _ 3_ = 0. Logo,

) (I)) ([)G = 1
(2c8)2

∫
Γ

4_I'(_ : �)2c84_[ 3_ = 1
2c8

∫
Γ

4_(I+[)'(_ : �)G 3_ = ) (I + [)G,

para todo G ∈ - , ou seja, ) (I + [) = ) (I)) ([), para todo I, [ ∈ Δ (U).
Pela discussão anterior a este teorema, vimos que ) (I) ∈ L(-), para todo I ∈ Δ (U) ∪ {0}.

Além disso, mostramos a seguir que a família () (I))I∈Δ (U)∪{0} é uniformemente limitada em
Δ (U) ∪ {0}.

Fazendo a mudança de variável ` = |I |_, com I ∈ Δ (U), a curva Γ se transforma na curva
|I |Γ e assim, pelo item (E) do Lema 2.42, segue que

) (I) = 1
2c8

∫
|I |Γ

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3` =

1
2c8

∫
Γ

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`,

onde [ =
I

|I | = 4
8(0A6 I) . Ademais, como � ∈ (\, "), temos





' ( `
|I | : �

)



 6 " |I ||` | . Logo,

) (I)

 6 1
2c

∫
Γ

|4`[ |
|I |





' ( `
|I | : �

)



 3 |` |
6

1
2c

∫
Γ

4'4(`[)

|I |
" |I |
|` | 3 |` |

=
"

2c

∫
Γ1

4'4(`[)

|` | 3 |` | + "
2c

∫
Γ\Γ1

4'4(`[)

|` | 3 |` |, (2.2)

onde Γ1 é a curva ΓA = {_ ∈ Γ; |_ | < A}, quando A = 1. Note que, se ` ∈ Γ1, então |` | 6 1 e
assim,

'4(`[) = |` | |[ | cos(0A6(`[)) 6 1,

implicando que
"

2c

∫
Γ1

4'4(`[)

|` | 3 |` | 6 "

2c

∫
Γ1

4

A0
3 |` | = " 4

2cA0

��Γ1
��, (2.3)

em que A0 = inf{|_ |; _ ∈ Γ1} e
��Γ1

�� = ∫
Γ!

3 |` | é o comprimento da curva Γ1.

Além disso, como a curva Γ \ Γ1 é formada pelas semirretas f1 e f2, onde f1(A) = A48(\−n) ,
com 1 6 A < ∞, e f2 é a curva f2(A) = A4−8(\−n) , com 1 6 A < ∞, percorrida no sentido
contrário, obtemos

∫
Γ\Γ1

4'4(`[)

|` | 3 |` | =
∫
f1

4'4(`[)

|` | 3 |` | +
∫
f2

4'4(`[)

|` | 3 |` |

=

∫
f1

4'4(`[)

|` | 3 |` | −
∫
f2

4'4(`[)

|` | 3 |` |



41

=

∫ ∞

1

4'4(A4
8 (\−n )[)

A
|48(\−n) |3A −

∫ ∞

1

4'4(A4
−8 (\−n )[)

A
|4−8(\−n) |3A

=

∫ ∞

1

4'4(A4
8 (\−n )[)

A
3A −

∫ ∞

1

4'4(A4
−8 (\−n )[)

A
3A.

Por outro lado, temos

'4(A48(\−n)[) = |A48(\−n) | |[ | cos((\ − n) + 0A6 [) = A cos((\ − n) + 0A6 [),

com −U < 0A6 I < U, U = \ − c
2
− 2n e

c

2
< \ < c, ou seja,

c

2
+ n 6 \ − n + 0A6 I 6 3c

2
− 3n 6

3c
2
− n,

implicando que '4(A48(\−n)[) 6 A cos( c
2
+ n), com cos( c

2
+ n) < 0. Assim, visto que

1
A
6 1,

temos

∫ ∞

1

4'4(A4
8 (\−n )[)

A
3A 6

∫ ∞

1
4A cos( c2 +n)3A = lim

C→∞

[
4A cos( c2 +n)

cos( c2 + n)

����C
1

]
= − 4cos( c2 +n)

cos( c2 + n)
.

Da mesma forma, obtemos que '4(A4−8(\−n)[) = A cos((−\ + n) + 0A6 I), com

−3c
2
+ n 6 −3c

2
+ 3n 6 −\ + n + 0A6 I 6 −c

2
− n .

Desse modo, visto que −1
A
6 0 < 1, segue que

−
∫ ∞

1

4'4(A4
−8 (\−n )[)

A
3A 6

∫ ∞

1
4A cos(− c2 −n)3A =

∫ ∞

1
4A cos( c2 +n) 3A.

Consequentemente, ∫
Γ\Γ1

4'4(`[)

|` | 3 |` | 6 − 24cos( c2 +n)

cos( c2 + n)
. (2.4)

Finalmente, de (2.2), (2.3) e (2.4), concluímos que



) (I)

 6 " 4

2cA0
|Γ1 | −

"4cos( c2 +n)

c cos( c2 + n)
= "0, ∀ I ∈ Δ (U),

ou seja, () (I))I∈Δ (U)∪{0} é uniformemente limitado em I ∈ Δ (U).
Agora, mostramos que () (I))I∈Δ (U)∪{0} é fortemente contínuo, ou seja, provamos que

lim
I→0

) (I)G = G, para todo G ∈ - . Note, primeiramente, que
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'(_ : �) (_ − �) = � ⇔ _'(_ : �) − '(_ : �)� = �
⇔ _'(_ : �) − � = '(_ : �)� (2.5)

⇔ '(_ : �) − _−1 =
'(_ : �)�

_
.

Sejam I ∈ Δ (U), com |I | < 1, e G ∈ D(�). Pelo item (88) do Lema 2.42, e de (2.5), obtemos

) (I)G − G = 1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)G 3_ − 1
2c8

∫
Γ

4_I

_
G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)G − 4
_I

_
G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I
(
'(_ : �) − _−1)G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)�G
_

3_,

com 



4_I'(_ : �)�G
_





 6 



4_I'(_ : �)
_





 

�G

 6 |4_I | 

'(_ : �)




|_ |


�G

 6 4'4(_I)|_ |

"

|_ |


�G



6
"

|_ |2


�G

,

pois 2c − (\ − n) < 0A6 _ < \ − n e −\ + c
2
+ 2n < 0A6 I < \ − c

2
− 2n , implicando que

c

2
+ n < 0A6(_ I) < 3c

2
,

com cos(0A6(_ I)) 6 0.
Além disso, como a função _ ↦→ "

|_ |2
‖�G‖ é integrável sobre a curva Γ e

lim
I→0

4_I'(_ : �)
_

�G =
'(_ : �)

_
�G,

com




4_I'(_ : �)

_
�G





 6 "

|_ |2
‖�G‖, pelo Teorema da convergência dominada e o item (8E) do

Lema 2.42, segue que

lim
I→0
() (I)G − G) = lim

I→0

1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)�G
_

3_ =
1

2c8

∫
Γ

lim
I→0

4_I'(_ : �)�G
_

3_

=
1

2c8

∫
Γ

'(_ : �)�G
_

3_ = 0.
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Logo, lim
I→0

) (I)G = G, para todo G ∈ D(�).

Agora, seja G ∈ - . Assim, como D(�) = - , existe uma sequência (G=)=∈N em D(�) tal
que G= → G, quando =→∞, ou seja, dado b > 0, existe =0 ∈ N tal que

‖G= − G‖ <
b

2("0 + 1) ,∀ = > =0.

Além disso, se =1 ∈ N é tal que =1 > =0, então G=1 ∈ D(�) e assim, lim
I→0

) (I)G=1 = G=1 . Desse

modo, existe X > 0 tal que, se 0 < |I | < X, então ‖) (I)G=1 − G=1 ‖ <
b

2
, o que nos permite

concluir que, para 0 < |I | < X,

‖) (I)G − G‖ 6 ‖) (I)G − ) (I)G=1 ‖ + ‖) (I)G=1 − G=1 ‖ + ‖G=1 − G‖
6 ‖) (I)‖ ‖G − G=1 ‖ + ‖) (I)G=1 − G=1 ‖ + ‖G=1 − G‖

6 "0
b

2("0 + 1) +
b

2
+ b

2("0 + 1) = b.

Portanto, lim
I→0

) (I)G = G, para todo G ∈ - .
A seguir, mostramos que I ↦→ ) (I) é uma função analítica em Δ (U). Para tanto, vamos

mostrar que ) (I) é o limite uniforme de uma sequência de funções analíticas.
Considerando, novamente, a mudança de variável ` = |I |_ em (2.1), com I ∈ Δ (U), [ = I

|I |
e A > 1, usando o item (E) do Lema 2.42 e separando a curva Γ em duas partes, temos

) (I) = 1
2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �) 3_

=
1

2c8

∫
|I |Γ

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`

=
1

2c8

∫
Γ

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`

=
1

2c8

∫
ΓA

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3` + 1

2c8

∫
Γ\ΓA

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`.

ComoΓ\ΓA = f1∪f2, ondef1(d) = d48(\−n) , com A 6 d < ∞, ef2 é a curvaf2(d) = d4−8(\−n) ,
com A 6 d < ∞, percorrida no sentido contrário, obtemos





) (I) − 1
2c8

∫
ΓA

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`





 = 



 1
2c8

∫
Γ\ΓA

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`






6

���� 1
2c8

���� [



 ∫
f1

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`





 + 



 ∫
f2

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`





]
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=
1

2c

[



 ∫ ∞

A

4d4
8 (\−n )[48(\−n)

|I | '

( d48(\−n)
|I | : �

)
3d






+





 − ∫ ∞

A

4d4
−8 (\−n )[4−8(\−n)

|I | '

( d4−8(\−n)
|I | : �

)
3d





]
6

1
2c

[ ∫ ∞

A

4'4(d4
8 (\−n )[)

|I |
" |I |
d

3d +
∫ ∞

A

4'4(d4
−8 (\−n )[)

|I |
" |I |
d

3d

]
6
"

2c

[ ∫ ∞

A

4d cos(\−n+0A6 I)3d +
∫ ∞

A

4d cos(−\+n+0A6 I)3d

]
6
"

2c

[ ∫ ∞

A

4d cos( c2 +n)3d +
∫ ∞

A

4d cos(− c2 −n)3d

]
=
"

c

∫ ∞

A

4d cos( c2 +n)3d =
"

c

4A cos( c2 +n)

(− cos( c2 + n))
=
"

c

4−Asenn

sen n
.

Dessa forma,

lim
A→∞





) (I) − 1
2c8

∫
ΓA

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`





 6 lim
A→∞

"

c

4−Asenn

sen n
= 0.

Consequentemente, para todo I ∈ Δ (U), 1
2c8

∫
ΓA

4_I'(_ : �) 3_ converge uniformemente para

) (I). Além disso, como ΓA é uma curva simples de classe �1 e a função _ ↦→ 4_I'(_ : �) é
analítica em Δ (\), concluímos que a função I ↦→ 1

2c8

∫
ΓA

4_I'(_ : �) 3_ é analítica em Δ (U),
para todo A > 1.

Portanto, como ) (I) é o limite uniforme de funções analíticas, concluímos que I ↦→ ) (I) é
uma função analítica em Δ (U).

Pelo quefizemos até agora, podemos concluir que () (I))I∈Δ (U)∪{0} é umsemigrupo analítico,
restando mostrar que � é seu gerador infinitesimal quando nos restringimos ao intervalo [0,∞).

Seja G ∈ D(�). Por (2.5) e do item (888) do Lema 2.42, segue que

3

3I
) (I)G = 3

3I

[
1

2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)G 3_
]

=
1

2c8

∫
Γ

3

3I
[4_I'(_ : �)G] 3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I_'(_ : �)G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I ('(_ : �)� + �)G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_I'(_ : �)�G 3_ + 1
2c8

∫
Γ

4_IG 3_ = ) (I)�G,
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ou seja,
3

3I
) (I)G = ) (I)�G, para todo G ∈ D(�). Logo,

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (C)�G 3C = ) (C)G

ℎ

����ℎ
0
=
) (ℎ)G − G

ℎ
. (2.6)

Pelo fato de () (I))I∈Δ (U)∪{0}, quando restrito a [0,∞) ser um �0-semigrupo, seja � :
D(�) ⊂ - −→ - seu gerador infinitesimal e mostramos que � = �. De fato, de (2.6), temos

�G = lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫ ℎ

0
) (C)�G 3C = lim

ℎ→0+
) (ℎ)G − G

ℎ
= �G,

para todo G ∈ D(�). Assim, D(�) ⊂ D(�) e � = � em D(�). Como, d(�) ∩ d(�) ≠ ∅,
seja _ ∈ d(�) ∩ d(�). Desse modo, dado G ∈ D(�), considere H = (_ − �)−1(_ − �)G. Então,
H ∈ D(�) e

(_ − �)H = (_ − �) (_ − �)−1(_ − �)G = (_ − �)G,

o que implica que (_ − �) (H − G) = 0 e então, G = H, pois (_ − �) é injetor.
Portanto, D(�) ⊂ D(�) e assim, � = �, o que termina a demonstração do resultado. �

No corolário a seguir apresentamos algumas propriedades adicionais do semigrupo
() (I))I∈Δ (U)∪{0}.

Corolário 2.45. Seja � ∈ (\, "). O semigrupo analítico () (I))I∈Δ (U)∪{0}, obtido no teorema
anterior e gerado por �, com U = \ − c

2
− 2n , satisfaz as seguintes condições:

(8) para todo = > 1, ) (I)G ∈ D(�=), para todo G ∈ - e todo I ∈ Δ (U);

(88) para todo = > 1 existe uma constante "= (n), que só depende de n , tal que

�=) (I)

 6 "= (n)
|I |= , para todo I ∈ Δ (U).

Demonstração. (8) Note que, para G ∈ - , I ∈ Δ (U) e ℎ ∈ (0,∞), temos

) (ℎ) − �
ℎ

) (I)G = ) (ℎ + I)G − ) (I)G
ℎ

.

Mais ainda, se h = ℎ + I, obtemos

lim
ℎ→0+

) (ℎ) − �
ℎ

) (I)G = lim
h→I+

) (h)G − ) (I)G
h − I . (2.7)

Pelo fato da função I ↦→ ) (I) ser analítica em Δ (U), concluímos que o limite (2.7) existe
e então, ) (I)G ∈ D(�), para todo G ∈ - e todo I ∈ Δ (U). Além disso,

�=) (I) = �=)
( I
=
+ I
=
+ · · · + I

=

)
= �=

[
)

( I
=

)]=
=

[
�)

( I
=

)]=
, ∀ = > 1.
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Dessa forma, ) (I)G ∈ D(�=), para todo G ∈ - , I ∈ Δ (U) e = > 1.

(88) Já vimos na demonstração do teorema anterior que, fazendo a mudança de variável
` = |I |_,

) (I) = 1
2c8

∫
Γ

4`[

|I | '
( `
|I | : �

)
3`,

onde [ =
I

|I | . Em adição, pelas igualdades (2.5) e pelo fato de � ser um operador fechado,
obtemos

�) (I) = 1
2c8

∫
Γ

4`[

|I | �'
( `
|I | : �

)
3` =

1
2c8

∫
Γ

4`[

|I |

[
`

|I |'
( `
|I | : �

)
− �

]
3`,

para todo I ∈ Δ (U). Logo,



�) (I)

 6 1
2c

∫
Γ

4'4(`[)

|I |

[
|` |
|I |





' ( `
|I | : �

)



 + ‖� ‖] 3`
6

1
2c

∫
Γ

4'4(`[)

|I |

[
|` |
|I |
" |I |
|` | + 1

]
3 |` |

=
(" + 1)
2c |I |

∫
Γ

4'4(`[) 3 |` |

=
(" + 1)
2c |I |

[ ∫
Γ1

4'4(`[) 3 |` | +
∫
Γ\Γ1

4'4(`[) 3 |` |
]

6
(" + 1)
2c |I |

[
4 |Γ1 | + 2

∫ ∞

1
4A cos( c2 −n ) 3A

]
=
(" + 1)
2c |I |

[
4 |Γ1 | + 2

∫ ∞

1
4−Asenn 3A

]
=
(" + 1)
2c |I |

[
4 |Γ1 | +

24−Asenn

senn

]
=
"1(n)
|I | , ∀ I ∈ Δ (U),

com "1(n) =
(" + 1)

2c

[
4 |Γ1 | +

24−Asenn

senn

]
, o que justifica o item (88) para o caso = = 1.

Para = > 1, usando o item (8), temos



�=) (I)

 = 



[�) ( I
=

)]=



 6 



�) ( I
=

)



=
6

(
"1(n)
| I
=
|

)=
=
=="1(n)=
|I |=

=
"= (n)
|I |= , ∀ I ∈ Δ (U),

onde "= (n) = =="1(n), o que conclui a demonstração do corolário.
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�

Operadores setoriais aparecem frequentemente em aplicações, já que muitos operadores
diferenciais elípticos são setoriais quando considerados em espaços !? de Lebesgue ou em
espaços de funções contínuas, veja, por exemplo (11, Theorem 3.1.3, p. 73) e (11, Theorem
3.1.7, p. 78). Entretanto, quando olhamos para espaços de funções mais regulares, como o
espaços das funções Hölder contínuas, obtemos que estes operadores não são setoriais, veja
(11, Example 3.1.33, p. 110). Nestes casos a teoria para operadores setoriais não pode ser
utilizada. A seguir apresentamos um exemplo de um operador que não é setorial, mas que
também apresenta uma estimativa do resolvente.

Exemplo 2.46. Considere - = C∞(R,C2) o espaço das funções contínuas de R em C2 que se
anulam no infinito. Dessa forma, para cada 5 ∈ - , existem 51, 52 ∈ C∞(R,C), tais que 5 (C) =
( 51(C), 52(C)), para todo C ∈ R. O espaço - dotado da norma ‖ 5 ‖- = sup

C∈R
| 51(C) | + sup

C∈R
| 52(C) | é

um espaço de Banach.
Fixando U ∈ (0, 1), considere W = U − 1. Para C ∈ R considere a matriz

@(C) =
[
1 + C2 + 8(1 + C2) C4+2W

0 1 + C2 − 8(1 + C2)

]
e defina D(�) = { 5 ∈ -; @ 5 ∈ -} e o operador linear � : D(�) ⊂ - −→ - tal que
�( 5 ) (C) = @(C) 5 (C). Neste caso � é um operador fechado. De fato, para ver isto note, antes,
que � é inversível, com �−1( 5 ) (C) = @−1(C) 5 (C), e

@−1(C) =


1 − 8

2(1 + C2)
−C4+2W

2(1 + C2)2

0
1 + 8

2(1 + C2)

 , ∀ C ∈ R.

Desse modo, dado 5 ∈ - , 5 (C) = ( 51(C), 52(C)), C ∈ R, temos ‖�−1( 5 )‖- = ‖@−1 5 ‖- =

‖6‖- , em que 6(C) = (61(C), 62(C)), C ∈ R, com 61(C) =
(1 − 8)

2(1 + C2)
51(C) −

C4+2W

2(1 + C2)2
52(C) e

62(C) =
(1 + 8)

2(1 + C2)
52(C). Observe ainda que, como 1 6 1 + C2, 1

1 + C2
6 1, ∀C ∈ R. Assim,

���� 1 − 8
2(1 + C2)

51(C)
���� 6 |1 − 8 |2

| 51(C) | e |62(C) | 6
|1 + 8 |

2
| 52(C) |, ∀C ∈ R.

Também, a função C ↦→ C4+2W

(1 + C2)2
é contínua em R e

lim
C→±∞

C4+2W

(1 + C2)2
= lim
C→±∞

C2W

1
C4
+ 2
C2
+ 1

= 0,

o que garante que esta função é limitada em R.
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Seja �1 = sup
C∈R

C4+2W

(1 + C2)2
. Então,

|61(C) | 6
���� (1 − 8)2(1 + C2)

51(C)
���� + ���� C4+2W

2(1 + C2)2
52(C)

����
6
|1 − 8 |

2
| 51(C) | +

1
2
�1 | 52(C) |

6

√
2

2
sup
C∈R
| 51(C) | +

�1
2

sup
C∈R
| 52(C) |

6 �

[
sup
C∈R
| 51(C) | + sup

C∈R
| 52(C) |

]
= �‖ 5 ‖- ,

onde � = max
{√2

2
,
�1
2

}
. Isto é, mostramos que |61(C) | 6 �‖ 5 ‖- , ∀C ∈ R, e consequente-

mente, obtemos sup
C∈R
|61(C) | 6 �‖ 5 ‖- .

Analogamente, temos

|62(C) | 6
���� (1 + 8)2(1 + C2)

52(C)
���� 6 |1 + 8 |2

| 52(C) |

6

√
2

2
sup
C∈R
| 52(C) | 6 �1

[
sup
C∈R
| 52(C) | + sup

C∈R
| 51(C) |

]
= �1‖ 5 ‖- , ∀C ∈ R,

e então, sup
C∈R
|62(C) | 6 �‖ 5 ‖- .

Portanto, para todo 5 ∈ - ,

‖�−1( 5 )‖- = ‖6‖- = sup
C∈R
|61(C) | + sup

C∈R
|62(C) |

6 2�‖ 5 ‖- , ∀ C ∈ R,

garantindo que �−1 ∈ L(-).
Dessa forma, seja (G=)=∈N uma sequência em D(�) tal que G= → G, para algum G ∈ - ,

e �G= → H, para algum H ∈ - . A fim de mostrarmos que � é fechado, basta provarmos que
G ∈ D(�) e �G = H. Com efeito, como �−1 ∈ L(-), para todo = ∈ N, temos

‖�−1H − G‖- 6 ‖�−1H − G=‖- + ‖G= − G‖- .

Além disso, como ‖�−1H − G=‖- = ‖�−1H − �−1�G=‖- 6 ‖�−1‖L(-) ‖H − �G=‖- , obtemos

‖�−1H − G‖- 6 ‖�−1‖L(-) ‖H − �G=‖- + ‖G= − G‖- .
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Aplicando o limite de ambos os lados concluímos que ‖�−1H − G‖- = 0 e, consequentemente,
�−1H = G, ou seja, G ∈ D(�) e �G = H. Portanto, � é fechado.

Agora, vamos mostrar que f(�) = {G ± 8G; G > 1}. Como � é fechado, para verificar que
I ∈ f(�) basta verificar que I� − � não é bijetor, o que é equivalente a mostrar que�����I − 0 −C4+2W0 I − 0

����� = 0,

onde 0 = 1 + C2 + 8(1 + C2), o que ainda é equivalente a igualdade I2 − 2'4(0)I + |0 |2 = 0, ou
seja,

I =
2'4(0) ±

√
4('4(0))2 − 4|0 |2

2
=

2(1 + C2) ±
√

4(1 + C2)2 − 4(2(1 + C2)2)
2

=
2(1 + C2) ±

√
−4(1 + C2)2

2
= (1 + C2) ± 8(1 + C2).

Dessa forma f(�) = {I ∈ C; I = G ± 8G, G > 1}, o que garante a existência de q ∈ ( c4 ,
c
2 ) tal

que f(�) ⊂ Δ (q).
Além disso, para todo I ∈ C \ Δ (q),

(I� − �)−1( 5 ) (C) =


1
I − 0

C4+2W

(I − 0) (I − 0)
0

1
I − 0

 5 (C)
e existe " > 0, com " = " (q, W), tal que

‖(I� − �)−1‖L(-) 6 " |I |W =
"

|I |1−U
.

Portanto, como U ∈ (0, 1), segue que 1−U ≠ 1 e então, � não é um operador setorial. Mais
detalhes deste exemplo podem ser encontrados em (14, Example 2.4, p. 44).

Este fato motiva a definição de operadores quase setoriais, que são operadores que possuem
uma certa deficiência na estimativa do resolvente. Na próxima seção apresentamos tal definição
e mostramos que estes operadores, de uma certa forma, geram um semigrupo.

2.6 Semigrupos de crescimento de ordem U

Iniciamos esta seção com a definição de operadores quase setoriais. Este tipo de operadores,
bem como algumas propriedades que apresentamos na sequência, serão utilizados no próximo
capítulo.
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Definição 2.47. Sejam - um espaço de Banach e � : D(�) ⊂ - −→ - um operador linear
fechado. Dizemos que � é um operador quase setorial se existirem constantes" > 0, q ∈ (0, c2 )
e U ∈ (0, 1), tais que:

(i) f(�) ⊂ Δ (q) = {I ∈ C \ {0}; |0A6 I | < q} ∪ {0};

(ii) ‖'(_ : �)‖ 6 "

|_ |1−U
, ∀_ ∈ C \ Δ (q).

Dizemos que a estimativa do resolvente que aparece na definição anterior é deficiente, pois
1 − U < 1. Neste sentido, é impossível aplicar os resultados de geração para semigrupos
fortemente contínuos para um operador quase setorial. De fato, nesta seção mostramos que se
� é um operador quase setorial, então o operador −� gera um semigrupo onde a condição de
continuidade da função C ↦→ ) (C)G falha em C = 0.

Contudo, baseados na teoria de operadores setoriais, veremos em quais condições podemos
associar a um operador quase setorial uma família de operadores lineares limitados. Com este
intuito, apresentamos os semigrupos de crescimento de ordem U.

Este tipo de semigrupos foram investigados primeiramente por Da Prato, veja (16), para o
caso em que U é um inteiro não negativo. Em (18) o autor estende a teoria para o caso em que
U é um número real positivo. A seguir apresentamos a definição de semigrupo de crescimento
de ordem U, inspirada na definição apresentada por Periago e Straub, em (14).

Definição 2.48. Seja U > 0. Uma família () (C))C>0 de operadores lineares limitados é dito um
semigrupo de crescimento de ordem U se:

(8) ) (0) = �, onde � é o operador identidade em -;

(88) ) (C + B) = ) (C)) (B), para todo C, B > 0;

(888) C ↦→ ) (C)G é contínua para C > 0 e G ∈ -;

(8E) Se ) (C)G = 0 para todo C > 0, então G = 0;

(E)


CU) (C)

 é limitado quando C tende a zero.

Como estamos interessados no operador −�, com o intuito de simplificar a notação, defini-
mos, a seguir, operadores de classe (U, \, ").

Definição 2.49. Sejam - um espaço de Banach e � : D(�) ⊂ - −→ - um operador linear
fechado. Dizemos que � é de classe (U, \, "), onde c

2 < \ < c, e escrevemos � ∈ (U, \, "),
se:

(8) Δ (\) = {I ∈ C; |0A6 I | 6 \} ⊂ d(�);

(88) ‖'(_ : �)‖ 6 "

|_ |1−U
, ∀_ ∈ Δ (\) \ {0}.
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Por meio de uma argumentação análoga à realizada na Observação 2.41, concluímos que
se � é um operador quase setorial, então o operador −� ∈ (U, \, "), onde \ = c − q. Dessa
maneira, a partir de agora, trabalhamos com um operador � ∈ (U, \, "), em que \ = c−q, para
algum q ∈ (0, c2 ), já que ele é exatamente o operador que estamos interessados, e mostramos
que � é o gerador de um semigrupo de crescimento de ordem U.

Denotamos por Γ a fronteira do setor Δ (\), orientada de modo que a parte imaginária é
crescente, e definimos 

) (C) = 1
2c8

∫
Γ

4_ C (_ − �)−13_, se C > 0,

) (0) = � .
(2.8)

A integral (2.8) converge para todo C > 0. De fato,

) (C)

 = 1
2c





 ∫ ∞

0
4A4

8 \ C'(A48\ : �)48\ 3A −
∫ ∞

0
4A4

−8 \ C'(A4−8\ : �)4−8\ 3A






6
1

2c

[ ∫ ∞

0

��4A48 \ C �� 

'(A48\ : �)


 ��48\ �� 3A

+
∫ ∞

0

��4A4−8 \ C �� 

'(A4−8\ : �)


 ��4−8\ �� 3A]

6
1

2c

[ ∫ ∞

0
4'4(A4

8 \ C) "

|A48\ |1−U
3A +

∫ ∞

0
4'4(A4

−8 \ C) "

|A4−8\ |1−U
3A

]
=

1
2c

[ ∫ ∞

0
4AC cos \ "

A1−U 3A +
∫ ∞

0
4AC cos \ "

A1−U 3A

]
=
"

c

∫ ∞

0
4AC cos \AU−13A =

"

c

∫ ∞

0
4AC cos(c−q)AU−13A =

"

c

∫ ∞

0
4−AC cos qAU−13A.

Fazendo a mudança de variável D = AC cos q, obtemos



) (C)

 6 "
c

∫ ∞

0
4−AC cos qAU−13A

=
"

c

∫ ∞

0
4−D

(
D

C cos q

)U−1
3D

C cos q

=
"

c

∫ ∞

0
4−DDU−1C−U (cos q)−U 3D

=
" (cos q)−UC−U

c

∫ ∞

0
4−DDU−13D =

Γ(U)" (cos q)−UC−U
c

< ∞.

Dessa forma, para C > 0 e G ∈ - , obtemos

) (C)G

 6 Γ(U)" cos−U qC−U

c
‖G‖,
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ou seja ) (C) ∈ L(-), para todo C > 0. Mais ainda, fazendo � =
Γ(U)" cos−U q

c
, concluímos

que para todo C > 0, 

) (C)

 6 �C−U .
Nosso objetivo é mostrar que a família () (C))C>0, com ) (0) = �, é um semigrupo de

crescimento de ordem U. Para tanto, necessitamos de alguns resultados auxiliares.

Lema 2.50. Sejam C > 0, � ∈ (U, \, ") e Γ a curva descrita anteriormente. Então:

(8)
∫
Γ

4_C

_′ − _ 3_ = 0, para todo _′ à direita de Γ;

(88)
∫
Γ

_=4_C3_ = 0, para todo = > 0.

Demonstração. (8) De forma análoga à feita na seção anterior, considere a curva ΓA = {_ ∈
Γ; |_ | < A}, A > 0, e os pontos _A = A48\ e _A = A4−8\ . Além disso, considere

�A = {[ ∈ C; |[ | = A, com [ à esquerda de ΓA e com extremos _A e _A},

orientada de _A para _A , veja a figura a seguir.

Figura 2.4 – _′ à direita de Γ.

Fonte: elaborado pelo autor.

Dessa forma, como a função _ ↦→ 4_C

_′ − _ é analítica sobre a curva ΓA e na região à
esquerda de ΓA , o Teorema de Cauchy (Teorema A.10) garante que∫

ΓA∪�A

4_C

_′ − _3_ = 0,

ou seja,
∫
ΓA

4_C

_′ − _3_ = −
∫
�A

4_C

_′ − _3_ =
∫
�A

4_C

_ − _′3_.
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Assim, considerando <A = inf
_∈�A
|_ − _′|, como \ 6 0A6_ 6 2c − \, para todo _ ∈ �A ,

obtemos

���� ∫
�A

4_C

_ − _′3_
���� 6 ���� ∫ 2c−\

\

4A4
8i C8A48i

4A4
8i − _′

3i

����
6

∫ 2c−\

\

4'4(A4
8i C)A

<A
3i

=

∫ 2c−\

\

4AC cos iA

<A
3i

6

∫ 2c−\

\

4AC cos \A

<A
3i

=
A4AC cos \

<A
(2c − \ − \) = 2A (c − \)4−AC cos q

<A
=

2A (c − \)
<A4

AC cos q .

Como <A → ∞, quando A → ∞, concluímos que
2A (c − \)
<A4

AC cos q → 0, quando A → ∞ e
assim, ∫

Γ

4_C

_′ − _3_ = lim
A→∞

∫
ΓA

4_C

_′ − _3_ = lim
A→∞

∫
�A

4_C

_ − _′3_ = 0.

(88) Como no item anterior, considere as curvas ΓA e �A . Assim, como a função _ ↦→ _=4_C

é analítica sobre a curva ΓA ∪ �A e no interior da região delimitada por ΓA ∪ �A , pelo
Teorema de Cauchy (Teorema A.10),∫

ΓA

_=4_C3_ = −
∫
�A

_=4_C3_.

Além disso, ���� − ∫
�A

_=4_C3_

���� = ���� ∫ 2c−\

\

(
A48i

)=
4A4

8i C8A48i3i

����
6

∫ 2c−\

\

A=+14AC cos i3i

6

∫ 2c−\

\

A=+14AC cos \3i

= A=+14AC cos \ (2c − 2\) = 2A=+1(c − \)
4AC cos q .

Como
2A=+1(c − \)
4AC cos q → 0, quando A →∞, concluímos que∫

Γ

_=4_C3_ = lim
A→∞

∫
ΓA

_=4_C3_ = lim
A→∞

∫
�A

_=4_C3_ = 0.

�
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Lema 2.51. Dado X > 0, seja Γ′ a curva do plano complexo definida por

Γ′ = {_′ ∈ C;_′ = _ + X, _ ∈ Γ},

com orientação induzida por Γ. Então, para todo C > 0, temos:

(8)
∫
Γ

4_C'(_ : �)3_ =
∫
Γ′
4_C'(_ : �)3_;

(88)
∫
Γ′

4_
′C

_′ − _3_
′ = 2c84_C , para todo _ situado à esquerda de Γ′.

Demonstração. (8) Assim como no Lema 2.50, para A > 0, consideramos os pontos _A e _A
na curva ΓA e, além disso, consideramos a curva Γ′A contida em Γ′, com extremos _A + X
e _A + X. Mais ainda, sejam !A o segmento de extremos _A e _A + X e !A o segmento de
extremos _A e _A + X. Observe a figura abaixo.

Figura 2.5 – Contorno 'A .

Fonte: elaborado pelo autor.

Dessa forma, como a função _ ↦→ 4_C'(_ : �) é analítica no contorno 'A = ΓA ∪ !A ∪
Γ′−A ∪ !A e no interior da região delimitada por 'A , pelo Teorema de Cauchy (Teorema
A.10), temos ∫

'A

4_C'(_ : �)3_ = 0, (2.9)
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ou seja,∫
ΓA

4_C'(_ : �)3_ +
∫
!A

4_C'(_ : �)3_ = −
∫
!A

4_C'(_ : �)3_ +
∫
Γ′A

4_C'(_ : �)3_.

Observe que, para A suficientemente grande, '4(_) < 0 e |_ | > |_A + X |, para todo _ ∈ !A .
E mais, 



 ∫

!A

4_C'(_ : �)3_




 6 ∫

!A

4'4(_C)
"

|_ |1−U
3 |_ |

6

∫
!A

4C '4(_)
"

|_A + X |1−U
3 |_ |

6
"

|_A + X |1−U

∫
!A

3 |_ | = " X

|_A + X |1−U
.

Dessa forma, quando A →∞, obtemos
1

|_A + X |1−U
→ 0, ou seja,

∫
!A

4_C'(_ : �)3_→ 0, quando A →∞.

De modo análogo, obtemos que∫
!A

4_C'(_ : �)3_→ 0, quando A →∞.

Portanto, por (2.9), fazendo A →∞, concluímos que∫
Γ

4_C'(_ : �)3_ =
∫
Γ′
4_C'(_ : �)3_.

(88) Dado _ à esquerda de Γ′, escolha A > 0 suficientemente grande de modo que _ esteja no
interior da região delimitada pela curva fechada 'A = Γ′A ∪ !A ∪�A ∪ !A , onde !A e !A são
os segmentos descritos no item (8) e a curva �A é a mesma descrita no item (8) do Lema
2.50, como representado na figura 2.6.

Desse modo, a aplicação _′ ↦→ 4_
′C é analítica nesta região e então, pela Fórmula integral

de Cauchy (Teorema A.9), temos∫
'A

4_
′C

_′ − _3_
′ = 2c84_C .

Agora, seja <A = inf{|_′ − _ |, _′ ∈ !A}. Então,
1
<A
>

1
|_′ − _ | , para todo _′ ∈ !A , e

assim,
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Figura 2.6 – _ situado no interior da região delimitada pela curva 'A .

Fonte: elaborado pelo autor.

���� ∫
!A

4_
′C

_′ − _3_
′
���� 6 ∫

!A

4'4(_
′C)

|_′ − _ | 3 |_
′| 6 1

<A

∫
!A

4C '4(_
′)3 |_′| 6 X

<A
,

ou seja, lim
A→∞

∫
!A

4_
′C

_′ − _3_
′ = 0. De modo análogo obtemos que lim

A→∞

∫
!A

4_
′C

_′ − _3_
′ = 0.

Além disso, usando uma argumentação semelhante à usada na demonstração do item (8)

do Lema 2.50, concluímos que
∫
�A

4_
′C

_′ − _3_
′→ 0, quando A →∞.

Portanto, como

2c84_C =
∫
'A

4_
′C

_′ − _3_
′

=

∫
�A

4_
′C

_′ − _3_
′ +

∫
!A

4_
′C

_′ − _3_
′ +

∫
Γ′A

4_
′C

_′ − _3_
′ +

∫
!A

4_
′C

_′ − _3_
′,

obtemos
2c84_C = lim

A→∞

∫
'A

4_
′C

_′ − _3_
′ =

∫
Γ

4_
′C

_′ − _3_
′.

�

O teorema a seguir traz algumas propriedades da família () (C))C>0 definida em (2.8).

Teorema 2.52. A família () (C))C>0, definida em (2.8), satisfaz as seguintes propriedades:

(8) ) (C + B) = ) (C)) (B), ∀ C, B > 0;
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(88) �) (C)G = ) (C)�G, ∀ C > 0 e cada G ∈ D(�);

(888) ) (·) ∈ C1 ((0,∞),L(-)) e 3

3C
) (C) = �) (C), ∀ C > 0;

(8E) para todo = > 0, �=) (·) ∈ C
(
(0,∞),L(-)

)
e existe �= > 0 tal que



�=) (C)

 6 �=

C=+U
,

∀ C > 0.

Demonstração. (8) Pelo item (8) do Lema 2.51, para todo D > 0 e G ∈ - ,

) (D)G = 1
2c8

∫
Γ

4_D'(_ : �)3_ = 1
2c8

∫
Γ′
4_
′D'(_′ : �)3_′.

Assim, dados C, B > 0 e G ∈ - , usando a identidade do resolvente, temos

) (C)) (B)G = 1
2c8

∫
Γ

4_C'(_ : �)
(

1
2c8

∫
Γ′
4_
′B'(_′ : �)G3_′

)
3_

=
1
(2c8)2

∫
Γ

∫
Γ′
4_ C'(_ : �)4_′B'(_′ : �)G 3_′3_

=
1
(2c8)2

∫
Γ

∫
Γ′
4_C4_

′B

(
'(_ : �) − '(_′ : �)

_′ − _

)
G 3_′3_

=
1
(2c8)2

∫
Γ

4_C'(_ : �)
∫
Γ′

4_
′B

_′ − _G 3_
′3_

− 1
(2c8)2

∫
Γ′
4_
′B'(_′ : �)

∫
Γ

4_C

_′ − _G 3_ 3_
′.

Note ainda que se _ ∈ Γ, segue que _ está situado à esquerda de Γ′ e então, pelo item (88)

do Lema 2.51,
∫
Γ′

4_
′B

_′ − _3_
′ = 2c84_B. Além disso, se _′ ∈ Γ′, _′ está à direita de Γ e

assim, pelo item (8) do Lema 2.50,
∫
Γ

4_C

_′ − _3_ = 0. Logo, concluímos que

) (C)) (B)G = 1
(2c8)2

∫
Γ

4_C'(_ : �)2c84_BG3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_(C+B)'(_ : �)G3_ = ) (C + B)G,

para todo G ∈ - e ∀ C, B > 0.

(88) Sejam C > 0 e G ∈ D(�). Como � é um operador fechado, segue que

�) (C)G = 1
2c8

∫
Γ

�4_C'(_ : �)G 3_ = 1
2c8

∫
Γ

4_C'(_ : �)�G 3_ = ) (C)�G,

ou seja, �) (C)G = ) (C)�G, ∀ C > 0 e G ∈ D(�).
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(888) Primeiramente, considerando a curva Γ' = {_ ∈ Γ; |_ | > '} ∪ {[ ∈ C; |[ | = ' e |0A6 [ |
6 \}, com ' > 0, note que∫

Γ

4_C'(_ : �)3_ −
∫
Γ'

4_C'(_ : �)3_ =
∫
Γ1∪Γ2∪�'

4_C'(_ : �)3_,

onde Γ1 é o segmento de reta unindo os pontos '4−8\ e zero, Γ2 é o segmento unindo zero e
'48\ e �' é a curva �' = {[ ∈ C; |[ | = ' e |0A6 [ | 6 \} percorrida no sentido contrário.
Desse modo, como Γ1 ∪ Γ2 ∪ �' é uma curva fechada e a função _ ↦→ 4_ C'(_ : �) é
analítica na região delimitada por esta curva, o Teorema de Cauchy (Teorema A.10), nos
garante que ∫

Γ1∪Γ2∪�'
4_C'(_ : �)3_ = 0

e assim,

1
2c8

∫
Γ

4_C'(_ : �)3_ = 1
2c8

∫
Γ'

4_C'(_ : �)3_.

Mais ainda, para A > ', consideramos a curva ΓA
'
= {_ ∈ Γ'; |_ | 6 A}, observe a figura

a seguir.

Figura 2.7 – Curva ΓA
'
.

Fonte: elaborado pelo autor.

Dessa maneira, mostramos que, para cada C > 0,

lim
A→∞

1
2c8

∫
ΓA
'

4_C'(_ : �)3_ = 1
2c8

∫
Γ'

4_C'(_ : �)3_ = ) (C).
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De fato, fazendo a mudança de variável ` = _C, obtemos

1
2c8

∫
Γ'

4_C'(_ : �)3_ = 1
2c8

∫
CΓ'

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3`,

e novamente pelo Teorema de Cauchy (Teorema A.10),

1
2c8

∫
CΓ'

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3` =

1
2c8

∫
Γ'

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3`, (2.10)

pois, neste caso,∫
CΓ'

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3` −

∫
Γ'

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3` =

∫
�C'∪ΓC''

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3`,

em que �C' = {[ ∈ C; |[ | = C' e |0A6 [ | 6 \} e ΓC'
'

é a curva ΓC'
'
= {_ ∈ Γ'; |_ | 6 C'}

percorrida no sentido contrário.

Observe que �C' ∪ ΓC'' é uma curva fechada e a função ` ↦→ `

C
'

(
`

C
: �

)
é analítica na

região delimitada por esta curva. Então, pelo Teorema de Cauchy (Teorema A.10), temos∫
�C'∪ΓC''

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3` = 0,

garantindo a igualdade (2.10).

Assim, escrevendo Γ' \ ΓA' como a união f1 ∪ f2, onde f1(d) = d48\ , A 6 d < ∞, e f2

é a curva f2(d) = d4−8\ , A 6 d < ∞, percorrida no sentido contrário, obtemos





) (C) − 1
2c8

∫
ΓA
'

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3`





 = 



 1
2c8

∫
Γ'\ΓA'

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3`






6

1
2c

[



 ∫
f1

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3`





 + 



 ∫
f2

4`

C
'

(
`

C
: �

)
3`





]
=

1
2c

[



 ∫ ∞

A

4d4
8 \

48\

C
'

(
d48\

C
: �

)
3d





 + 



 ∫ ∞

A

4d4
−8 \
4−8\

C
'

(
d4−8\

C
: �

)
3d





]
6

1
2c

[ ∫ ∞

A

4d cos \

C

"��d
C

��1−U 3d + ∫ ∞

A

4d cos \

C

"��d
C

��1−U 3d
]

=
"

c

∫ ∞

A

4d cos \

C

C1−U

d1−U 3d 6
" C−U

c

[
4d cos \

cos \

����∞
A

]
=
" C−U

c

4−A cos q

cos q
.

Logo, quando A → ∞, segue que 1
2c8

∫
ΓA
'

4_C'(_ : �)3_ → ) (C). Além disso, como a

curva ΓA
'
é uma curva simples de classe C1 e a função C ↦→ 4_C'(_ : �) é diferenciável
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para todo C > 0, com
3

3C
4_C'(_ : �) = _4_C'(_ : �), segue que

3

3C

(
1

2c8

∫
ΓA
'

4_C'(_ : �)3_
)
=

1
2c8

∫
ΓA
'

_4_C'(_ : �)3_.

Assim, para cada C > 0, ) (C) é o limite uniforme, para subconjuntos compactos de (0,∞),
de um sequência de aplicações diferenciáveis, ou seja, ) (C) é diferenciável e mais, usando
uma igualdade do resolvente e o item (88) do Lema 2.50, temos

3

3C
) (C) = 3

3C

(
1

2c8

∫
Γ

4_C'(_ : �)3_
)

=
1

2c8

∫
Γ

_4_C'(_ : �)3_ = 1
2c8

∫
Γ

4_C
[
�'(_ : �) + �

]
3_

= �
1

2c8

∫
Γ

4_C'(_ : �)3_ = �) (C).

Portanto, C ↦→ ) (C) é derivável para C > 0. Além disso, usando que
3

3C
) (C) =

1
2c8

∫
Γ

_4_C'(_ : �)3_, concluímos que ) (C) ∈ C1 ((0,∞),L(-)) .
(8E) Inicialmente, utilizando o item (88) do Lema 2.50, mostramos que, para todo C > 0 e

G ∈ - ,
�=) (C)G = 1

2c8

∫
Γ

_=4_C'(_ : �)G 3_, ∀ = > 0.

De fato, para = = 1, basta usarmos o item (888) que acabamos de provar.

Agora, para = = 2, usando o caso = = 1, uma igualdade do resolvente e o item (88) do
Lema 2.50, temos

�2) (C)G = �(�) (C)G)

=
1

2c8
�

∫
Γ

_4_C'(_ : �)G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

_4_C�'(_ : �)G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

_4_C
(
_'(_ : �) − �

)
G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

_24_C'(_ : �)G 3_ − 1
2c8

∫
Γ

_4_CG 3_

=
1

2c8

∫
Γ

_24_C'(_ : �)G 3_.
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Desse modo, por um argumento indutivo e o item (88) do Lema 2.50, obtemos

�=) (C)G = �
[
�=−1) (C)G

]
= �

[
1

2c8

∫
Γ

_=−14_C'(_ : �)G 3_
]

=
1

2c8

∫
Γ

_=−14_C�'(_ : �)G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

_=−14_C
[
_'(_ : �) − �

]
G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

_=4_C'(_ : �)G 3_ − 1
2c8

∫
Γ

_=−14_CG 3_

=
1

2c8

∫
Γ

_=4_C'(_ : �)G 3_.

Assim, C ↦→ �=) (·) ∈ C
(
(0,∞),L(-)

)
e, para todo C > 0 e = > 0,



�=) (C)

 = 1
2c





 ∫
Γ

_=4_C'(_ : �)3_






=
1

2c





 ∫ ∞

0
(A48\)=4A48 \ C'(A48\ : �)48\ 3A

− 1
2c

∫ ∞

0
(A4−8\)=4A4−8 \ C'(A4−8\ : �)4−8\ 3A






6

1
2c

[ ∫ ∞

0
A=4AC cos \ "

A1−U 3A +
∫ ∞

0
A=4AC cos \ "

A1−U 3A

]
=
"

c

∫ ∞

0
A=−1+U4−AC cos q3A.

Fazendo a mudança de variável D = AC cos q, obtemos 3A =
3D

C cos q
e A =

D

C cos q
, ou seja,



�=) (C)

 6 "
c

∫ ∞

0

(
D

C cos q

)=−1+U
4−D

3D

C cos q

=
"

c

∫ ∞

0

D=−1+U

C=+U (cos q)=+U 4
−D3D

=
" (cos q)−=−U

c C=+U

∫ ∞

0
D=−1+U4−D3D =

" (cos q)−=−U
c

Γ(= + U)
C=+U

=
�=

C=+U
,

onde �= =
" (cos q)−=−UΓ(= + U)

c
.

�

Note que, como mencionamos no início da seção, semigrupos de crescimento de ordem U

apresentam uma falha na condição de continuidade para a função C ↦→ ) (C)G, com G ∈ - , em
C = 0. Desse modo, exceto em casos com condições suficientemente suaves, tais semigrupos
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não são fortemente contínuos em C = 0. Tal fato será exemplificado na próxima subseção.
Dessa forma denotamos por Λ� o conjunto onde essa propriedade é verificada, ou seja,

Λ� = {G ∈ -; lim
C→0+

) (C)G = G},

e mostramos que D(�) ⊂ Λ�. Antes, porém, precisamos de um lema.

Lema 2.53. Seja Γ' a curva definida na demonstração do Teorema 2.52, então para todo

G ∈ - , 1
2c8

∫
Γ'

4_C

_
G 3_ = G.

Demonstração. Sejam ' > 0 e A > '. Consideramos, novamente, a curva ΓA
'
= {_ ∈ Γ'; |_ | <

A} e o arco�A = {[ ∈ C; |[ | = A, com [ à esquerda de ΓA , com extremos_A = A48\ e_A = A4−8\}.
Veja a figura a seguir.

Figura 2.8 – Região limitada por ΓA
'
∪ �A .

Fonte: elaborado pelo autor.

Dessa forma, pela Fórmula integral de Cauchy (Teorema A.9),
1

2c8

∫
ΓA
'
∪�A

4_C

_
3_ = 1, ou

seja, ∫
ΓA
'

4_C

_
3_ = 2c8 −

∫
�A

4_C

_
3_,

com ���� ∫
�A

4_C

_
3_

���� = ���� ∫ 2c−\

\

4A4
8i CA848i

A48i
3i

����
6

∫ 2c−\

\

4AC cos iA

A
3i

6

∫ 2c−\

\

4AC cos \3i = 4−AC cos q2(c − \) = 2(c − \)
4AC cos q .
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Como
2(c − \)
4AC cos q → 0, quando A →∞, segue que∫

Γ'

4_C

_
3_ = lim

A→∞

∫
ΓA
'

4_C

_
3_ = 2c8,

ou seja,
1

2c8

∫
Γ'

4_C

_
G3_ = G, para todo G ∈ - . �

Proposição 2.54. Se G ∈ D(�) então


) (C)G − G

→ 0, quando C → 0.

Demonstração. Seja G ∈ D(�) ⊂ - . Então, G = �−1H, para algum H ∈ - . Dessa forma, pelo
que fizemos na demonstração do item (888) do Teorema 2.52 e pelo Lema 2.53, temos

) (C)G − G = 1
2c8

∫
Γ'

4_C'(_ : �)G 3_ − 1
2c8

∫
Γ'

4_C

_
G 3_

=
1

2c8

∫
Γ'

4_C
[
'(_ : �) − _−1�

]
G 3_

=
1

2c8

∫
Γ'

4_C
[
�'(_ : �)

_

]
G 3_,

com 



�'(_ : �)
_

G





 = ‖�'(_ : �)�−1H‖
|_ | =

‖'(_ : �)‖ ‖H‖
|_ | 6

1
|_ |

"

|_ |1−U
‖H‖.

Assim, 

) (C)G − G

 6 1
2c

( ∫
Γ'

|4_C |
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ |

)
‖H‖.

Além disso, para cada ' > 0, a curva Γ' pode ser expressa pela união de duas curvas, Γ' =
Γ',0 ∪ Γ',1, onde Γ',0 = {I ∈ C; |0A6 I | = \, |I | > '} e Γ',1 = {I ∈ C; |0A6 I | 6 \, |I | = '},
como na figura abaixo.

Figura 2.9 – Decomposição da curva Γ'.

Fonte: elaborado pelo autor.
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Dessa forma, para ' > 0 fixo, |4_C | 6 1, para todo_ ∈ Γ',0 e todo C > 0, pois |4_C | = 4'4(_C) =
4 |_ |C cos \ , e |4_C | → 1, quando C → 0, para todo _ ∈ Γ',1, visto que |4_C | 6 4'C cos \ 6 4'C . Assim,
temos

lim sup
C→0



) (C)G − G

 = lim
n→0

[
sup

0<C<n



) (C)G − G

]
6 lim
n→0

[
sup

0<C<n

1
2c

∫
Γ'

|4_C |
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

]
= lim
n→0

[
sup

0<C<n

1
2c

∫
Γ',0∪Γ',1

|4_C |
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

]
6 lim
n→0

[
sup

0<C<n

1
2c

∫
Γ',0

|4_C |
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

+ sup
0<C<n

1
2c

∫
Γ',1

|4_C |
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

]
6 lim
n→0

[
sup

0<C<n

1
2c

∫
Γ',0

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

+ sup
0<C<n

1
2c

∫
Γ',1

|4_C |
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

]
.

Note que, para _ ∈ Γ',1, como ' > 0 é fixo, |4_C | 6 4' C , para todo 0 < C < n e mais ainda,
a função C ↦→ 4' C é crescente. Desse modo, segue que

|4_C |
|_ |

"

|_ |1−U
6
4_C

|_ |
"

|_ |1−U
6
4'n

|_ |
"

|_ |1−U
.

Assim,

sup
0<C<n

1
2c

∫
Γ',1

|4_C |
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖ 6 1

2c

∫
Γ',1

4'n

|_ |
"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖.

Além disso, como lim
n→0

4'n = 1 e, tomando n < 1,

4'n

|_ |
"

|_ |1−U
6
4'

|_ |
"

|_ |1−U
,

com a função _ ↦→ 4'

|_ |
"

|_ |1−U
integrável em Γ',1, pois

∫
Γ',1

4'

|_ |
"

|_ |1−U
3 |_ | =

∫ \

−\

4'

|'48i |
"

|'48i |1−U
|'848i | 3i =

∫ \

−\
4'

"

'1−U 3i =
4'"

'1−U 2\.
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Logo, pelo Teorema da convergência dominada, obtemos

lim sup
C→0



) (C)G − G

 6 lim
n→0

[
sup

0<C<n

1
2c

∫
Γ',0

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

+ sup
0<C<n

1
2c

∫
Γ',1

|4_C |
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

]
6 lim
n→0

[
1

2c

∫
Γ',0

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

+ 1
2c

∫
Γ',1

4'n

|_ |
"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

]
=

1
2c

∫
Γ',0

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

+ 1
2c

∫
Γ',1

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖

=
1

2c

∫
Γ'

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖.

Assim,
lim sup
C→0



) (C)G − G

 6 1
2c

∫
Γ'

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | ‖H‖, (2.11)

para todo ' > 0.
Observe também que

∫
Γ',0

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | =

∫ ∞

'

1
|d48\ |

"

|d48\ |1−U
|48\ | 3d −

∫ ∞

'

1
|d4−8\ |

"

|d4−8\ |1−U
|4−8\ | 3d

=

∫ ∞

'

"

d2−U 3d −
∫ ∞

'

"

d2−U 3d = 0

e ∫
Γ',1

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | =

∫ \

−\

1
|'48i |

"

|'48i |1−U
|'848i | 3i =

∫ \

−\

"

'1−U 3i =
"

'1−U 2\.

Consequentemente, fazendo ' →∞ em (2.11), temos

lim sup
C→0



) (C)G − G

 6 lim
'→∞

[
1

2c

∫
Γ',0

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ | + 1

2c

∫
Γ',1

1
|_ |

"

|_ |1−U
3 |_ |

]
‖H‖

= lim
'→∞

1
2c

[
"

'1−U 2\
]
‖H‖ = 0,

o que nos permite concluir que lim sup
C→0



) (C)G − G

 = 0. Por outro lado, como


) (C)G − G

 > 0,

segue que

0 6 lim inf
C→0



) (C)G − G

 6 lim sup
C→0



) (C)G − G

 = 0,
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ou seja, lim inf
C→0



) (C)G − G

 = lim sup
C→0



) (C)G − G

 = 0.

Portanto, lim
C→0



) (C)G − G

 existe e lim
C→0



) (C)G − G

 = 0, garantindo que D(�) ⊂ Λ�. �

Observação 2.55. Note que ) (C) e '(b : �) comutam. De fato, como '(b : �) ∈ L(-) e
'(b : �) e '(_ : �) comutam para quaisquer b, _ ∈ d(�), temos

'(b : �)) (C)G = '(b : �)
[

1
2c8

∫
Γ

4_C'(_ : �)G 3_
]

=
1

2c8

∫
Γ

4_C'(b : �)'(_ : �)G 3_

=
1

2c8

∫
Γ

4_C'(_ : �)'(b : �)G 3_ = ) (C)'(b : �)G, ∀ G ∈ -.

Corolário 2.56. Se ) (C)G = 0, para todo C > 0, então G = 0.

Demonstração. Como ) (C)G = 0, para todo C > 0, segue que '(_ : �)) (C)G = 0, para todo
_ ∈ d(�). Assim, como '(_ : �)G ∈ D(�) e '(_ : �) é um operador linear limitado, para
todo _ ∈ d(�), pela Proposição 2.54, temos

0 = lim
C→0

'(_ : �)) (C)G = lim
C→0

) (C)'(_ : �)G = '(_ : �)G.

Dessa forma, como '(_ : �) é injetivo, segue que G = 0. �

Pelo que já fizemos nesta seção, podemos concluir que a família () (C))C>0 definida em (2.8),
é um semigrupo de crescimento de ordem U.

Agora, mostramos que, de uma certa forma, o operador � é o gerador de () (C))C>0.

Lema 2.57. Se � ∈ (U, \, "), então

‖_'(_ : �)�−1‖L(-) 6 "̃, ∀_ ∈ Δ (\)

e
lim
|_ |→∞

_'(_ : �)�−1G = �−1G,

para todo G ∈ - .

Demonstração. Seja _ ∈ Δ (\), como (_ − �)'(_ : �) = �, segue que _'(_ : �) − � = '(_ :
�)� e então, _'(_ : �)�−1 = '(_ : �) + �−1. Dessa forma,

‖_'(_ : �)�−1‖ = ‖'(_ : �) + �−1‖ 6 "

|_ |1−U
+ ‖�−1‖.

Como 0 ∈ d(�), segue que ‖�−1‖ ∈ L(-) e então, sendo "̃ =
"

|_ |1−U
+ ‖�−1‖, obtemos

‖_'(_ : �)�−1‖ 6 "̃ .
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Além disso, para cada G ∈ - , temos

‖_'(_ : �)�−1G − �−1G‖ 6 ‖�−1 (_'(_ : �) − �
)
‖ ‖G‖

= ‖�−1 ('(_ : �)�
)
‖ ‖G‖

= ‖'(_ : �)‖‖G‖ 6 "

|_ |1−U
‖G‖.

Dessa forma, quando |_ | → ∞, obtemos ‖_'(_ : �)�−1G − �−1G‖ → 0. �

Proposição 2.58. Seja G ∈ D(�2). Então lim
C→0+

) (C)G − G
C

= �G.

Demonstração. Considerando a curva Γ1
C
, em que Γ1

C
é a curva Γ' da demonstração da Propo-

sição 2.54, com ' =
1
C
, para cada C > 0, temos

) (C)G − G
C

=
1
C

[
1

2c8

∫
Γ1
C

4_C'(_ : �)G 3_ − 1
2c8

∫
Γ1
C

4_C

_
G 3_

]
=

1
2c8

∫
Γ1
C

4_C
1
C

[
'(_ : �) − _−1�

]
G 3_

=
1

2c8

∫
Γ1
C

4_C
1
C

[
'(_ : �)�

_

]
G 3_

=
1

2c8

∫
Γ1
C

4_C'(_ : �)�G
_C

3_.

Fazendo a mudança de variável ` = _C, obtemos que a curva Γ1
C
é transformada na curva Γ1 e

assim,

) (C)G − G
C

=
1

2c8

∫
Γ1

4`'

(
`

C
: �

)
`

1
C
�G 3`

=
1

2c8

∫
Γ1

4`
1
`2
`

C
'

( `
C

: �
)
�G 3`

=
1

2c8

∫
Γ1

4`
1
`2
`

C
'

( `
C

: �
)
�−1�2G 3`,

cujo integrando é limitado por



4` 1
`2
`

C
'

( `
C

: �
)
�−1�2G





 6 "̃ |4` | 1
|` |2
‖�2G‖,

que é integrável sobre a curva Γ1. Além disso, pelo Lema 2.57,
`

C
'

( `
C

: �
)
�G → �G, quando

C → 0. Assim, pelo Teorema da convergência dominada temos
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lim
C→0

1
2c8

∫
Γ1

4`
1
`2
`

C
'

( `
C

: �
)
�G 3` =

1
2c8

∫
Γ1

4`
1
`2 �G 3` =

(
1

2c8

∫
Γ1

4`
1
`2 3`

)
�G.

Para analisarmos o valor de
1

2c8

∫
Γ1

4`
1
`2 3` utilizaremos a teoria de resíduos. Seja A > 1

e considere as curvas ΓA1 e �A , como já definidas anteriormente nesta seção. Note que a função
4`

`2 é analítica em todo o plano complexo exceto em ` = 0. Mais ainda, ` = 0 é um polo

de ordem 2 da função 5 (`) = 4`

`2 . Assim, pela Proposição A.11, sendo 6(`) = (` − 0)2 4
`

`2 ,

obtemos A4B( 5 , 0) = 6′(0)
1!

= 40 = 1. Assim, o Teorema dos Resíduos (Teorema A.12) nos
permite concluir que

1
2c8

∫
�A∪ΓA1

4`

`2 3` = A4B( 5 , 0) = 1.

Dessa forma,
1

2c8

∫
�A

4`

`2 3` +
1

2c8

∫
ΓA1

4`

`2 3` = 1,

com ���� ∫
�A

4`

`2 3`

���� = ���� ∫ 2c−\

\

4A4
8i

A848i

(A48i)2
3i

����
6

∫ 2c−\

\

4A cos i

A
3i

6

∫ 2c−\

\

1
A
3i =

2(c − \)
A

,

ou seja,
1

2c8

∫
�A

4`

`2 3`→ 0, quando A →∞. Logo,

lim
A→∞

[
1

2c8

∫
�A

4`

`2 3` +
1

2c8

∫
ΓA1

4`

`2 3`

]
= 1⇒ 1

2c8

∫
Γ1

4`

`2 3` = 1.

Portanto,

lim
C→0

) (C)G − G
C

=

(
1

2c8

∫
Γ1

4`

`2 3`

)
�G = �G,

o que conclui a demonstração da proposição. �

2.6.1 A singularidade do semigrupo em C = 0

Nesta subseção, faremos uma breve discussão a respeito da singularidade do semigrupo
() (C))C>0. Os detalhes que serão suprimidos nesta parte do trabalho podem ser encontrados
em (15). Como mencionado anteriormente, vamos estudar a singularidade do semigrupo por
meio de um exemplo. Antes, porém, ressaltamos que utilizamos uma definição equivalente
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a apresentada inicialmente para operadores quase setoriais, no sentido que nesta subseção,
um operador � : D(�) ⊂ - −→ - é quase setorial se, para algum q ∈ (0, c2 ), tivermos
Δ (q) ⊂ d(−�), onde

Δ (q) = {_ ∈ C \ {0}; |0A6 |_ | 6 c − q} ∪ {0},

e para algum U ∈ (0, 1), tivermos a estimativa

‖'(_ : −�)‖ 6 �

|_ |U + 1
, ∀_ ∈ Δ (q).

Além disso, faz-se necessário considerarmos as seguintes definições e notações específicas.
Considere uma equação parabólica da forma


DC − ΔD + D = 5 (D), G ∈ Ωn , C > 0,
mD

m=
= 0, G ∈ mΩn ,

onde Ωn ⊂ R# , # > 2, é um típico domínio de dumbbell consistindo de dois domínios
desconexos, denotados porΩ, unidos por um fino canal, 'n , o qual é degenerado a um segmento
de reta quando o parâmetro n se aproxima de zero.

O domínio limite consistirá do conjunto aberto Ω e o segmento de reta '0 que, sem perda
de generalidade, será considerado como '0 = {(G, 0, 0, · · · , 0); 0 < G < 1}. A equação limite
é dada por



FC − ΔF + F = 5 (F), G ∈ Ω, C > 0,
mF

m=
= 0, G ∈ mΩ,

aC −
1
6
(6aG)G + a = 5 (a), G ∈ (0, 1),

a(0) = F(%>), a(1) = F(%1),

onde F é uma função definida em Ω, a é definida no segmento de reta '0 e os pontos %0 =

(0, 0, · · · , 0), %1 = (1, 0, 0, · · · , 0) são os pontos da junção do segmento de reta com o conjunto
abertoΩ. A função 6 está relacionada com o modo que o canal 'n colapsa para o segmento '0.

Para 0 < n 6 1, seja* ?

0 = !
? (Ωn ), com a norma

‖Dn ‖?
*
?
n

=

∫
Ω

|D |? + 1
n#−1

∫
'n

|Dn |? .

Para n = 0, seja * ?

0 = !
? (Ω) ⊕ !?6 (0, 1), ou seja, (F, a) ∈ * ?

0 se F ∈ !? (Ω) e a ∈ !? (0, 1),
com norma dada por

‖(F, a)‖?
*
?

0
=

∫
Ω

|F |? +
∫ 1

0
6 |a |? .
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Defina o operador �0 : D(�0) ⊂ * ?

0 −→ *
?
> , dado por �0(F, a) =

(
−ΔF +F,−1

6
(6aG)G +

a

)
, onde D(�0) = {(F, a) ∈ * ?

0 ; F ∈ � (Δ ?
#
), (6aG)G ∈ !?6 (0, 1), a(0) = F(%0), a(1) =

F(%1)} e Δ ?# é o operador Laplaciano com condições de fronteira de Neumann homogêneas
em !? (Ω).

Em (15) verifica-se a validade da limitação

‖(_ + �0)−1‖L(* ?0 ) 6
�

|_ |U + 1

e o fato do semigrupo () (C))C>0 associado a �0 satisfazer a desigualdade ‖) (C)‖L(* ?0 ) 6 � C
1−U,

com 0 < U < 1 − #

2?
.

A fim de mostrarmos que a singularidade do semigrupo em C = 0 não é removível para o
caso ? = 2, consideramos uma condição inicial D0 ∈ *2

0 e mostramos que ‖) (C)D0‖ > � C−X,

quando C → 0, para alguma constante X > 0. Para isso, escolhemos 0 < U <
#

2
e consideramos

a função radialmente simétrica

F0(G) =

|G |−U, G ∈ B(%0,

d

2 ),

0, G ∈ R# \ B(%0,
d

2 ),

com d > 0 suficientemente pequeno de modo que B(%0, d) ∩Ω = {G ∈ B(%0, d);
G1 < 0}. Assumimos que Ω é dado pela união de dois domínios desconexos, Ω!0 e Ω'0 e

consideramos 6 ≡ 1. Como 0 < U <
#

2
, F0 ∈ !2(R# ).

Lema 2.59. Para a condição inicial F0 acima, a solução F̃(C, G) do problema
F̃C = ΔF̃, Ω, C > 0,
mF̃

m=
= 0, mΩ,

F̃(0, G) = F0(G), mΩ

satisfaz
0 < 21C

− U2 6 F̃(C, %0) 6 22C
− U2 , 0 < C < C0,

para algumas constantes 21, 22 > 0 e algum C0 > 0 pequeno.

Demonstração. (15, Lemma 3.3, p. 191). �

Agora, considerando o seguinte problema no segmento '0 = (0, 1),
ãC − ãGG = 0, G ∈ (0, 1),

ã(C, 0) = F̃(C, %0), ã(1) = F̃(C, %1) = 0,

ã(0, G) = 0, G ∈ (0, 1),
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mostra-se o lema enunciado a seguir.

Lema 2.60. ‖ ã(C, ·)‖!2 (0,1) > � C
1
2−U, para 0 < C < C0 para algum C0 > 0 pequeno.

Demonstração. (15, Lemma 3.5, p. 192). �

Com estes dois lemas é possível mostrar o resultado a seguir, que garante o que o semigrupo
() (C))C>0 gerado por �0 não é contínuo em C = 0 em !2.

Proposição 2.61. Se consideramos a condição inicial (F0, 0) ∈ !2(Ω) × !2(0, 1), onde F0 é
a função vinda do Lema 2.59, então, se () (C))C>0 é o semigrupo gerado pelo operador �0, ou
seja, (F(C, ·).a(C, ·)) = ) (C) (F0, 0) é a solução de

FC − ΔF + F = 0, G ∈ Ω, C > 0,
mF

m=
= 0, G ∈ mΩ,

F(0, G) = F0(G),

aC − aGG + a = 0, G ∈ (0.1),

a(0) = F(%0), a(1) = F(%1),

a(0, G) = 0,

então,
‖) (C) (F0, 0)‖*2 > � C

1
2−U →∞, quando C → 0.

Demonstração. (15, Proposition 3.6, p. 194). �
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3 UMA CLASSE DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS FUNCIONAIS NEUTRAS
ABSTRATAS

Neste capítulo estudaremos, via teoria de semigrupos e teoremas de ponto fixo, a existência
de soluções para uma classe de equações diferenciais neutras da forma

3

3C
[G(C) + 6(C, GC)] = �G(C) + 5 (C, GC), C ∈ [0, 0], (3.1)

G0 = i ∈ Ω ⊂ B, (3.2)

onde 0, A > 0, � : D(�) ⊂ - −→ - é um operador de classe (U, \, "), (-, ‖ · ‖) é um
espaço de Banach, B = C([−A, 0], -), em que C([−A, 0], -) é o conjunto de todas as funções
contínuas com domínio [−A, 0] e assumindo valores em - , Ω ⊂ B é um aberto, a história
GC : [−A, 0] −→ - é definida por GC (\) = G(C + \) e 5 , 6 : [0, 0] × Ω −→ - são funções
apropriadas.

Equações diferenciais neutras aparecem emmuitas áreas da matemática aplicada, por exem-
plo, na teoria de condução de calor para materiais com memória amortecida, onde a energia
interna e o fluxo de calor são descritos como funcionais da temperatura D e de DG , como descrita
a seguir

3

3C

[
D(C, G) +

∫ C

−∞
:1(C − B)D(B, G) 3B

]
= 2ΔD(C, G) +

∫ C

−∞
:2(C − B)ΔD(C, G) 3B,

D(C, G) = 0, G ∈ mΩ,

ondeΩ ⊂ R= é um aberto, limitado e com fronteira suave, (C, G) ∈ (0,∞)×Ω, D(C, G) representa
a temperatura em G no tempo C, 2 é uma constante física e :8 : R −→ R, 8 = 1, 2, são a energia
interna e o relaxamento do calor, respectivamente. Sob condições específicas podemos reduzir
este problema para a forma (3.1)-(3.2).

Para o desenvolvimento deste estudo o conhecimento de alguns conceitos faz-se necessário.
Tais conceitos são apresentados na próxima seção.

3.1 Preliminares

Iniciamos introduzindo algumas notações específicas que serão utilizadas ao longo deste
capítulo.

Sejam (/, ‖ · ‖/ ) e (,, ‖ · ‖, ) espaços de Banach, então L(/,,) denota o espaço de todos
os operadores lineares limitados de / em, , dotado da norma usual denotada por ‖ · ‖L(/,,) ,
e escrevemos L(/), com a norma ‖ · ‖L(/) , quando / = , . Além disso, �; (I, /) denota a
bola fechada de centro em I ∈ / e raio ; > 0 no espaço (/, ‖ · ‖/ ). Para cada operador linear
( : D(() ⊂ - −→ - , denotamos por [(] o domínio de ( com a norma do gráfico, dada por
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‖G‖[(] = ‖G‖/ + ‖(G‖/ , e por d(() o conjunto resolvente do operador (. O espaço formado
por todas as funções contínuas e limitadas do intervalo � ⊂ R em / é denotado por C(�, /) e
vamos muni-lo com a norma do supremo, indicada por ‖ · ‖C(�,/) . O espaço formado por todas
as classes de funções de � em / Lebesgue - integráveis, para ? > 1, será denotado por !? (�, /),
com a norma ‖ℎ‖!? (�,/) dada por

‖ℎ‖!? (�,/) =
( ∫

�

‖ℎ(B)‖?3B
) 1
?

.

Antes de iniciarmos a próxima seção, apresentamos o conceito de solução para o problema
de Cauchy abstrato dado a seguir

G′(C) = �G(C) + b (C), C ∈ [0, 0], (3.3)

G(0) = G ∈ -, (3.4)

onde b ∈ !@ ( [0, 0], -) e @ > 1
1−U .

Definição 3.1. Uma função D : [0, 1] −→ - , 0 < 1 6 0 é dita uma solução fraca de (3.3)-(3.4)
em [0, 1] se

D(C) = ) (C)G +
∫ C

0
) (C − B)b (B) 3B, ∀ C ∈ [0, 1],

onde () (C))C>0 é o semigrupo gerado pelo operador �.

Definição 3.2. Uma função D ∈ C([0, 1], -), 0 < 1 6 0, é uma solução clássica de (3.3)-(3.4)
em [0, 1] se D ∈ C1( [0, 1], -), D(0) = G e D(·) é solução de (3.3) em [0, 1].

3.2 Existência de soluções

Nesta seção vamos investigar a existência de soluções fracas para o sistema neutro (3.1)-
(3.2). Para isso, fixamos mais algumas notações que serão utilizadas ao longo desta seção.

Dado . ⊂ - , denotamos por 82 a aplicação inclusão de . em - , i ∈ Ω e H : [−A, 0] −→ -

é tal que H0 = i e H(C) = ) (C)i(0), para todo C > 0. Pelo Teorema 2.52, �=, = ∈ N, é uma
constante positiva tal que ‖�=) (C)‖L(-) 6

�=

C=+U
, para todo C ∈ (0, 0]. Para um conjunto limitado

� ⊂ - , �80<- (�) denota o diâmetro de � em - , com �80<- (�) = sup{‖0 − 1‖; 0, 1 ∈ �}.
Dado ? ∈ R, 1 < ? < ∞, denotamos por ?′ o expoente conjugado de ?, ou seja, 1

?
+ 1
?′ = 1.

Como no capítulo anterior, indicamos por Λ� o conjunto Λ� = {G ∈ -; ) (·)G ∈
C([0,∞), -)}. Assim, como já mostramos, D(�) ⊂ Λ�.

Lema 3.3. Suponha que G ∈ - é tal que �) (·)G ∈ !1( [0, 1], -), para algum 1 > 0. Então as
seguintes afirmações são satisfeitas:
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(8)
∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�);

(88) ) (C)G − G =
∫ C

0
�) (B)G 3B, ∀ C > 0;

(888) G ∈ Λ�.

Demonstração. (8) Primeiramente, mostramos que
∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�).

Para tanto, sejam 0 < n < C < 1 e b ∈ d(�). Pelo Teorema 2.52, ) (·) ∈ � ( [n, C],L(-))
e, para H = '(b : �)G ∈ D(�), 3

3B
) (B)'(b : �)G = �) (B)'(b : �)G, para todo B > 0.

Assim,∫ C

n

) (B)G 3B =
∫ C

n

(b� − �)'(b : �)) (B)G 3B

=

∫ C

n

[
b'(b : �)) (B)G − �'(b : �)) (B)G

]
3B

=

∫ C

n

b'(b : �)) (B)G 3B −
∫ C

n

�'(b : �)) (B)G 3B

= b

∫ C

n

'(b : �)) (B)G 3B −
∫ C

n

3

3B
'(b : �)) (B)G 3B

= b

∫ C

n

'(b : �)) (B)G 3B −
[
) (C)'(b : �)G − ) (n)'(b : �)

]
.

Dessa forma, como
∫ C

n

) (B)G 3B =
∫ C

0
) (B)G 3B−

∫ n

0
) (B)G 3B e '(b : �) é um operador

linear limitado, obtemos que

∫ C

n

) (B)G 3B = b
∫ C

n

'(b : �)) (B)G 3B −
[
) (C)'(b : �)G − ) (n)'(b : �)G

]
= b'(b : �)

[ ∫ C

0
) (B)G 3B −

∫ n

0
) (B)G 3B

]
−

[
) (C)'(b : �)G − ) (n)'(b : �)G

]
,

ou seja∫ C

0
) (B)G 3B −

∫ n

0
) (B)G 3B = b'(b : �)

[ ∫ C

0
) (B)G 3B −

∫ n

0
) (B)G 3B

]
−

[
) (C)'(b : �)G − ) (n)'(b : �)G

]
. (3.5)

Note ainda, pelo Teorema 2.52, que ‖) (B)‖ 6 �0
BU

e assim,
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∫ C

0
‖) (B)G‖ 3B 6

∫ C

0
‖) (B)‖ ‖G‖ 3B 6 ‖G‖�0

∫ C

0

1
BU
3B = ‖G‖�0

C1−U

1 − U .

Como U ∈ (0, 1), segue que 1−U > 0. Logo, lim
n→0

∫ n

0
) (B)G 3B = 0 e, comoD(�) ⊂ Λ�,

temos lim
n→0

) (n)'(b : �)G = '(b : �)G, uma vez que '(b : �)G ∈ D(�). Consequente-
mente, fazendo n → 0 em (3.5), obtemos

∫ C

0
) (B)G 3B = b'(b : �)

∫ C

0
) (B)G 3B − [) (C)'(b : �)G − '(b : �)G]

= '(b : �)
[
b

∫ C

0
) (B)G 3B −

(
) (C)G − G

) ]
, (3.6)

ou seja,

'(b : �)
[
b

∫ C

0
) (B)G 3B −

(
) (C)G − G

) ]
=

∫ C

0
) (B)G 3B.

Como '(b : �) : - −→ D(�), concluímos que
∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�).

(88) Agora, mostramos que ) (C)G − G =
∫ C

0
) (B)G 3B, para todo C > 0.

De (3.6) temos∫ C

0
) (B)G 3B − b'(b : �)

∫ C

0
) (B)G 3B = −'(b : �)

[
) (C)G − G

]
,

ou seja,

[� − b'(b : �)]
( ∫ C

0
) (B)G 3B

)
= −'(b : �)

[
) (C)G − G

]
. (3.7)

Além disso, � = '(b : �) (b� − �) = '(b : �)b − '(b : �)�, logo, � − b'(b : �) =
−'(b : �)�, e então, de (3.7) obtemos

− '(b : �)�
( ∫ C

0
) (B)G 3B

)
= −'(b : �)

[
) (C)G − G

]
⇒ −(b� − �) (−'(b : �)�)

( ∫ C

0
) (B)G 3B

)
= −(b� − �) (−'(b : �))

[
) (C)G − G

]
⇒ �

∫ C

0
) (B)G 3B = ) (C)G − G.

Dessa forma, como � é um operador fechado, segue que∫ C

0
�) (B)G 3B = ) (C)G − G.
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(888) Resta mostrar que G ∈ Λ�, isto é , ) (·)G é contínua em [0,∞).

Como �) (·)G ∈ !1( [0, 1], -), por hipótese, usando o item (88) obtemos que lim
C→0

[
) (C)G−

G
]
= lim
C→0

∫ C

0
�) (B)G 3B = 0, ou seja, lim

C→0
) (C)G = G, o que implica que ) (·)G é contínua

em C = 0.

Agora, seja C ∈ (0,∞) e ℎ ∈ R \ {0} de modo que C + ℎ > 0. Então,

lim
ℎ→0

[
) (C + ℎ)G − ) (C)G

]
= lim
ℎ→0

[
) (C + ℎ)G − G − ) (C)G + G

]
= lim
ℎ→0

[ ∫ C+ℎ

0
�) (B)G 3B −

∫ C

0
�) (B)G 3B

]
= lim
ℎ→0

∫ C+ℎ

C

�) (B)G 3B

= lim
ℎ→0

∫ ℎ

0
�) (D + C)G 3D = 0,

pois, �) (·)G ∈ !1( [0, 1], -).

Portanto, ) (·)G é contínua em [0,∞), o que garante que G ∈ Λ� e a demonstração está
concluída.

�

A seguir, baseados na definição de solução fraca para o problema de Cauchy, apresentamos
a definição de solução fraca para o sistema neutro (3.1)-(3.2).

Definição 3.4. Uma função D : [−A, 1] −→ - , 0 < 1 6 0, é dita solução fraca do sistema
neutro (3.1)-(3.2) em [−A, 1] se D0 = i, D |(0,1] ∈ C((0, 1], -), as funções B ↦→ �) (C− B)6(B, DB)
e B ↦→ ) (C − B) 5 (B, DB) são integráveis em [0, C), para todo C ∈ [0, 1], e

D(C) = ) (C)
[
i(0) + 6(0, i)

]
− 6(C, DC) −

∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB) 3B +

∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB) 3B,

para todo C ∈ (0, 1] .

Observação 3.5. Exceto emcasos triviais o operador �) (·) não é integrável na topologia do ope-
rador uniforme em [0, 1], para 1 > 0. De fato, se assumirmos que �) (·) ∈ !1( [0, 1],L(-)),
do Lema 3.3, para todo G ∈ - , temos

‖) (C)G − G‖ =




 ∫ C

0
�) (B)G 3B





 6 ∫ C

0
‖�) (B)G‖ 3B 6

∫ C

0
‖�) (B)‖L(-) ‖G‖ 3B.

Por outro lado, como �) (·) ∈ !1( [0, 1],L(-)), dado n > 0, existe X > 0 tal que, se 0 < |C | < X,

então
∫ C

0
‖�) (B)‖L(-) 3B < n . Assim,
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‖) (C) − � ‖L(-) = sup
‖G‖61

{
‖) (C)G − G‖

}
6 sup
‖G‖61

{ ∫ C

0
‖�) (B)‖L(-) ‖G‖ 3B

}
6

∫ C

0
‖�) (B)‖L(-)3B < n.

Dessa forma, ) (·) é contínua para C = 0. Além disso, pelo Teorema 2.52, sabemos que
) (·) ∈ C1((0,∞),L(-)), e assim ) (·) ∈ C([0,∞),L(-)), ou seja, () (C))C>0 é um semigrupo
uniformemente contínuo. Denotamos por � seu gerador infinitesimal, pelo que apresentamos
na Seção 2.1, temos � ∈ L(-) e então, dado G ∈ D(�) = - , obtemos que

�G = lim
C→0+

) (C)G − G
C

= lim
C→0+

1
C

∫ C

0
�) (B)G 3B = lim

C→0+
�

1
C

∫ C

0
) (B)G 3B.

Como GC =
1
C

∫ C

0
) (B)G 3B ∈ D(�), ∀ C > 0, GC → G e � é um operador linear fechado com

�GC → �G, segue que G = lim
C→0+

1
C

∫ C

0
�) (B)G 3B ∈ D(�) e �G = �G. Assim, concluímos que

- ⊂ D(�), ou seja, D(�) = - e � ∈ L(-).

Para evitar estes casos triviais vamos supor, a partir de agora, a validade da condição H1

abaixo.

H1: Existe um espaço de Banach (., ‖ · ‖. ), continuamente incluso em - , tal que �) (·) ∈
!1( [0, 0],L(., -)).

Supondo a validade de H1 e assumindo que 6 ∈ C([0, 1] × B, . ) e ℎ ∈ C([0, 1],B),
concluímos que a função B ↦→ �) (C − B)6(B, ℎ(B)) ∈ !1( [0, C], -), para todo C ∈ [0, 1]. De
fato, note que

‖�) (C − B)6(B, ℎ(B))‖ 6 ‖�) (C − B)‖L(.,-) ‖6(B, ℎ(B))‖.
6 ‖�) (C − B)‖L(.,-) sup

B∈[0,1]
‖6(B, ℎ(B))‖. .

Dessa forma, como sup
B∈[0,1]

‖6(B, ℎ(B))‖. é constante e B ↦→ �) (C − B) ∈ !1( [0, C],L(., -))

segue, do critério de Bochner para funções integráveis (Teorema A.16), que B ↦→ �) (C −
B)6(B, ℎ(B)) é integrável.

Agora, apresentamos alguns resultados relacionados às potências fracionárias de operadores
quase setoriais, as quais serão utilizadas posteriormente. As demonstrações serão suprimidas e
podem ser encontradas em (14).
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Para todo U ∈ C consideramos a função

qU (I) = IU, ∀ I ∈ C \ (−∞, 0] .

Mostra-se de forma rigorosa que a função qU é uma generalização de IU para certos espaços
de funções definidos com detalhes em (14) e, assim, satisfaz várias propriedades específicas, as
quais pormitem apresentar a seguinte definição.

Definição 3.6. Sejam U ∈ C e � um operador quase setorial. Definimos a potência complexa
�U como o operador

�U = qU (�).

Teorema 3.7. Seja � um operador quase setorial. Então, para todo V1, V2 ∈ C, valem as
seguintes afirmações:

(8) o operador �V1 é fechado;

(88) �V1�V2 ⊆ �V1+V2 . Se D(�V1+V2) ⊆ D(�V2), então �V1�V2 = �V1+V2;

(888) �V1 é injetivo e (�V1)−1 = �−V1;

(8E) �= = � · · · �, = vezes, para todo = ∈ N e �0 = �.

Proposição 3.8. Seja � um operador quase setorial. Então para todo V ∈ C, com '4V > U, a
potência complexa �−V é limitada.

Demonstração. (14, Proposition 3.4, p. 53). �

Observação 3.9. Sendo � ∈ (U, \, "), a condiçãoH1 pode ser verificada, por exemplo, quando
consideramos. =

[
D(�=)

]
, = > 1, ou. =

[
D(−�)V

]
, onde (−�)V é uma potência fracionária

de −� e 1 − U < V.

A partir de agora fixamos @ >
1

1 − U e introduzimos condições adicionais através das três
hipóteses abaixo.

H2: A função 5 (·) é contínua, e para todo ; > 0 com [0, ;] × �; (i,B) ⊂ [0, 0] ×Ω, existe
! 5 ,; ∈ !@ ( [0, 0], [0,∞)) tal que

 5 (B, k1) − 5 (B, k2)



 6 ! 5 ,; (B)

k1 − k2



B ,

para todo (B, k8) ∈ [0, ;] × �; (i,B), com 8 = 1, 2.
H3: A função 6 pertence a C([0, 0] × Ω, . ) e existe uma função não decrescente !86 ∈

C([0, 0], [0,∞)), 8 = 1, 2, e uma função , ∈ C([0, 0] × [0, 0], [0,∞)), tal que , (C, C) = 0,
para todo C ∈ [0, 0], e

6(C, k1) − 6(B, k2)




.
6 !1

6 (;), (C, B) + !2
6 (;)



k1 − k2



B ,
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para todo C, B ∈ [0, ;], k8 ∈ �; (i,B), 8 = 1, 2, e todo ; > 0 tal que [0, ;] ×�; (i,B) ⊂ [0, 0] ×Ω.
H4: A função 5 (·, k) é fortemente mensurável em [0, 0], qualquer que seja k ∈ Ω, e

5 (C, ·) ∈ C(Ω, -), para todo C ∈ [0, 0]. Além disso, existem < 5 ∈ !@ ( [0, 0], [0,∞)) e uma
função não decrescente, 5 ∈ C([0,∞), (0,∞)) tais que

‖ 5 (C, k)‖ 6 < 5 (C), 5 (‖k‖B),

para todo (C, k) ∈ [0, 0] ×Ω.

Vejamos ainda um resultado de continuidade para a função C ↦→ HC .

Lema 3.10. Suponha que i(0) ∈ Λ�, então a função C ↦→ HC , onde H : [−A, 0] −→ - é tal que
H0 = i e H(C) = ) (C)i(0), para todo C > 0, é contínua em [0, 0].

Demonstração. Como i(0) ∈ Λ�, segue que ) (·)i(0) é uniformemente contínua em [0, 0].
Além disso, i é uniformemente contínua em [−A, 0], uma vez que i ∈ B = C([−A, 0], -).

Mostramos, inicialmente, a continuidade de HC em (0, 0]. Para tanto, seja C ∈ (0, 0] e ℎ ∈ R
tal que C + ℎ ∈ (0, 0]. Para analisarmos ‖H(C + \) − H(C + ℎ + \)‖ dividimos esta parte da
demonstração em alguns casos. Dado n > 0,

(�) se C + \, C + ℎ + \ > 0, existe X1 > 0 tal que, se 0 < |ℎ | < X1, então

‖H(C + \) − H(C + ℎ + \)‖ = ‖) (C + \)i(0) − ) (C + ℎ + \)i(0)‖ < n

4
,

uma vez que) (·)i é uniformemente contínua em [0, 0] e | (C+\)− (C+ℎ+\) | = |ℎ | < X1;

(� �) se C + \, C + ℎ + \ < 0, existe X2 > 0 tal que, se 0 < |ℎ | < X2, então

‖H(C + \) − H(C + ℎ + \)‖ = ‖i(C + \) − i(C + ℎ + \)‖ < n

4
,

pois | (C + \) − (C + ℎ + \) | = |ℎ | < X2 e i é uniformemente contínua em [−A, 0];

(� � �) se C + \ < 0 e C + ℎ + \ > 0, existe X > 0, X = min{X1, X2}, tal que, se 0 < |ℎ | < X, então

‖H(C + \) − H(C + ℎ + \)‖ 6 ‖i(C + \) − i(0)‖ + ‖i(0) −) (C + ℎ + \)i(0)‖ < n

4
+ n

4
=
n

2
,

pois |C + \ | = −C − \ 6 ℎ 6 |ℎ | < X 6 X2 e | − (C + ℎ + \) | = C + ℎ + \ = ℎ + (C + \) <
ℎ 6 |ℎ | < X 6 X1;

(�+) se C + \ > 0 e C + ℎ + \ < 0, existe X > 0, X = min{X1, X2}, tal que, se 0 < |ℎ | < X, então

‖H(C + \) − H(C + ℎ + \)‖ 6 ‖) (C + \)i(0) − i(0)‖ + ‖i(0) − i(C + ℎ + \)‖ < n

4
+ n

4
=
n

2
,
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visto que |C−\ | = C+\ < −ℎ 6 |ℎ | < X 6 X1 e | − (C+ℎ+\) | = −C−ℎ−\ = −ℎ− (C+\) 6
−ℎ 6 |ℎ | < X 6 X2.

Dessa forma,

‖H(C + \) − H(C + ℎ + \)‖ <



n

4
, se C + \, C + ℎ + \ > 0,

n

2
, se C + \ < 0 e C + ℎ + \ > 0,

n

2
, se C + \ > 0 e C + ℎ + \ < 0,

n

4
, se C + \, C + ℎ + \ < 0,

ou seja, ‖H(C + \) − H(C + ℎ + \)‖ < n

2
, para todo \ ∈ [−A, 0] e ℎ ∈ R, com 0 < |ℎ | < X, o

que implica que ‖HC − CC+ℎ‖B = sup
\∈[−A,0]

{‖H(C + \) − H(C + ℎ + \)‖} 6 n

2
< n . Logo, a função

C ↦→ HC é contínua em (0, 0]. Agora, mostramos a continuidade desta função em C = 0. Seja
ℎ > 0, novamente dividimos a demonstração em casos para analisarmos ‖H(\) − H(ℎ + \)‖.
Dado n > 0 e \ ∈ [−A, 0],

(a) se ℎ + \ < 0, existe X > 0 (o mesmo tomado anteriormente) tal que, se 0 < ℎ < X, então

‖H(\) − H(ℎ + \)‖ = ‖i(\) − i(ℎ + \)‖ < n

4
,

uma vez que |\ − (ℎ + \) | = ℎ < X 6 X2;

(b) se ℎ + \ > 0, existe X > 0 tal que, se 0 < ℎ < X, então

‖H(\) − H(ℎ + \)‖ = ‖i(\) − i(0)‖ + ‖i(0) − ) (ℎ + \)i(0)‖ < n

4
+ n

4
=
n

2
,

já que |\ − 0| = −\ 6 ℎ < X 6 X2 e |0 − (ℎ + \) | = ℎ + \ < ℎ < X 6 X1.

Assim,

‖H(\) − H(ℎ + \)‖ <


n

4
, se ℎ + \ < 0,

n

2
, se ℎ + \ > 0,

garantindo que ‖H0 − Hℎ‖B = sup
\∈[−A,0]

{‖H(\) − H(ℎ + \)‖} 6 n
2
< n .

Portanto, a função C ↦→ HC é contínua em [0, 0]. Mais ainda, como [0, 0] é compacto, segue
que C ↦→ HC é uniformemente contínua em [0, 0]. �

Agora podemos enunciar o primeiro resultado sobre existência de solução para a equação
(3.1)-(3.2).
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Teorema 3.11. Suponha a validade das condições H1, H3 e H4. Se ) (C) é compacto para todo
C > 0, ‖82‖L(.,-)!2

6 (0) < 1 e i(0) ∈ Λ�, então existe uma solução fraca de (3.1) - (3.2) em
[−A, 1], para algum 1 ∈ (0, 0].

Demonstração. De (3.1) - (3.2) temos que i ∈ Ω, onde Ω é um subconjunto aberto de B. As-
sim, existe A1 > 0 tal que �A1 (i,B) ⊂ Ω. Além disso, como assumimos que ‖82‖L(.,-)!2

6 (0) <
1, pelo fato de !2

6 (·) ser contínua, existe A2 > 0 tal que ‖82‖L(.,-)!2
6 (B) < 1, para todo

B ∈ [0, A2], em particular, ‖82‖L(.,-)!2
6 (A2) < 1. Dessa forma, tomando 11 = min{A1, A2},

segue que 11 > 0, �11 (i,B) ⊂ Ω e ‖82‖L(.,-)!2
6 (11) < 1.

Mais ainda, como H3 e H4 são válidas, para (C, k) ∈ [0, 11] × �11 (i,B), segue que
6(·) ∈ C([0, 11] × �11 (i,B), . ) e como, 5 é não decrescente,, 5 (‖k‖B) 6 , 5 (‖k − i‖B +
‖i‖B) 6 , 5 (11 + ‖i‖B). Assim,

(8) ‖6(C, k)‖. 6 ‖6(C, k) − 6(C, i)‖. + ‖6(C, i)‖. 6 !1
6 (11), (C, C) + !2

6 (11)‖k − i‖B +
‖6(C, i)‖.
⇒ ‖6(C, i)‖. 6 !2

6 (11)11 + ‖6(C, i)‖. .

(88) ‖6(C, k)‖ 6 ‖82‖L(.,-) ‖6(C, k)‖. 6 ‖82‖L(.,-)!2
6 (11)11 + ‖82‖L(.,-) ‖6(C, i)‖. , uma vez

que, por H1, a inclusão 82 : . −→ - é contínua.

Consequentemente, existe uma constante � > 0 tal que

sup
{
‖6(C, k)‖, ‖6(C, k)‖. , , 5 (‖k‖B); C ∈ [0, 11] × �11 (i,B)

}
6 �. (3.8)

Agora determinamos um intervalo onde valem certas desigualdades, construídas através dos
casos a seguir.

(I) Como C ↦→ HC é contínua em [0, 0], existe X∗1 > 0, com X∗1 < 11, demodo que sup
B∈[0,X∗1]

{‖HB−

i‖B} 6
(1 − `)11

15
, onde ` = ‖82‖L(.,-)!2

6 (11) < 1. Além disso, como, ∈ C([0, 0] ×

[0, 0], [0,∞)), para (1 − `)11

15‖82‖L(.,-)!1
6 (11)

> 0, existe X∗2 > 0 tal que, se 0 < B < X∗2, então

|, (0, B) −, (0, 0) | < (1 − `)11

15‖82‖L(.,-)!1
6 (11)

.

Sabemos que 6(C, k) ∈ . , para todo (C, k) ∈ [0, 0] × Ω, então, de H1, segue que
�) (·)6(C, k) ∈ !1( [0, 0], -), para todo (C, k) ∈ [0, 0] × Ω. Mais ainda, do Lema 3.3,
obtemos que 6(C, k) ∈ Λ�, para todo (C, k) ∈ [0, 0]×Ω. Logo, a função B ↦→ ) (B)6(C, k)
é contínua para todo B > 0 e (C, k) ∈ [0, 0] ×Ω. Em particular, como i ∈ Ω, segue que a
função B ↦→ ) (B)6(0, i) é contínua para todo B > 0. Assim, dado

(1 − `)11
15

> 0, existe

X∗3 > 0 tal que, se 0 6 B < X∗3, então ‖) (B)6(0, i) − ) (0)6(0, i)‖ <
(1 − `)11

15
.

Dessa forma, tomando X∗ = min{X∗1, X
∗
2, X

∗
3} e B > 0 tal que 0 6 B < X∗, então
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‖82‖L(.,-)!1
6 (11), (0, B) + `‖HB − i‖B + ‖) (B)6(0, i) − 6(0, i)‖ <

(1 − `)11
5

.

(II) Como �) (·) ∈ !1( [0, 0],L(., -)), para 1 − `
!2
6 (11)

> 0, existe X̂ > 0 tal que∫ X̂

0
‖�) (B)‖ 3B < 1 − `

!2
6 (11)

. Dessa forma,

!2
6 (11)

(
‖82‖L(.,-) +

∫ X̂

0
‖�) (B)‖ 3B

)
< 1.

(III) Para
(1 − `)11

10�
> 0, em que � é a constante obtida em 3.8, existe X′1 > 0 tal que

‖�) (·)‖
!1

(
[0,X′1],L(.,-)

) < (1 − `)11
10�

. Além disso, como @ >
1

1 − U , segue que 1−@′U >

0 implicando que, para
(1 − `)11
10��0

(1 − @′U)
1
@′ > 0, onde �0 é a constante proveniente do

Teorema 2.52, existe X′2 > 0 tal que ‖< 5 ‖!@ ( [0,X′2],[0,∞)) <
(1 − `)11
10��0

(1 − @′U)
1
@′ . Mais

ainda, existe X′3 > 0 tal que X′3
1
@′−U < 1.

Dessa forma, tomando X′ = min{X′1, X
′

2, X
′

3}, obtemos que

�‖�) (·)‖
!1

(
[0,X′],L(.,-)

) + ��0
‖< 5 ‖!@ ( [0,X′],[0,∞))X′

1
@′−U

(1 − @′U)
1
@′

<
(1 − `)11

5
.

Finalmente, tomando 1 = min{X∗, X̂, X′}, com 0 < 1 < X∗1, temos a validade das três
desigualdades a seguir



sup
B∈[0,1]

{
‖82‖L(.,-)!1

6 (11), (0, B) + `‖HB − i‖B + ‖
(
) (B) − �

)
6(0, i)‖

}
<
(1 − `)11

4
;

!2
6 (11)

(
‖82‖L(.,-) +

∫ 1

0
‖�) (B)‖ 3B

)
< 1;

�

[
‖�) (·)‖

!1
(
[0,1],L(.,-)

) + �0
‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))1

1
@′−U

(1 − @′U)
1
@′

]
<
(1 − `)11

4
.

(3.9)
Seja (

(
1,

11
2
)
=

{
D ∈ C([−A, 1], -); D0 ≡ 0, ‖D‖C([0,1],-) 6 11

2
}
, munido da norma

‖ · ‖C([0,1],-) .
Note que (

(
1,

11
2
)
é um subespaço fechado de C([−A, 1], -), visto que dada uma sequência

(D=)=∈N ⊂ (
(
1,

11
2
)
tal que D= → D, com D ∈ C([−A, 1], -), obtemos que D ∈ (

(
1,

11
2
)
. De

fato, como (D=)=∈N é uma sequência convergente, ela é uma sequência de Cauchy no espaço
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de Banach C([−A, 1], -), logo D ∈ C([−A, 1], -). Além disso, D0(\) = D(\) = lim
=→∞

D= (\) =

lim
=→∞
(D=)0(\) = 0, para todo \ ∈ [−A, 0] e, visto que ‖D=‖C([0,1],-) 6

11
2

para todo = ∈ N e a
convergência é na norma ‖ · ‖C([0,1],-) , temos

‖D‖C([0,1],-) = ‖ lim
=→∞

D=‖C([0,1],-) = lim
=→∞
‖D=‖C([0,1],-)

6 lim
=→∞

11
2
=
11
2
.

Dessa forma, D ∈ (
(
1,

11
2
)
e, então, (

(
1,

11
2
)
é um subespaço fechado do espaço de Banach

C([−A, 1], -). Portanto, (
(
1,

11
2
)
também é um espaço de Banach.

Definimos a aplicação Γ : (
(
1,

11
2
)
−→ C(([−A, 1], -)) por (ΓD)0 ≡ 0 e, para todo

C ∈ [0, 1],(
ΓD

)
(C) = ) (C)6(0, i) −6(C, DC + HC) −

∫ C

0
�) (C− B)6(B, DB+ HB)3B+

∫ C

0
) (C− B) 5 (B, DB+ HB)3B.

Mostramos que Γ, como definida acima, está bem definida, no sentido de que as integrais
que a compõem existem e ΓD ∈ C([−A, 1], -).

Considere (C, D) ∈ [0, 1] × (
(
1,

11
2
)
, então, da definição de (

(
1,

11
2
)
e da estimativa em (�),

temos

‖DC + HC − i‖B 6 ‖DC ‖B + ‖HC − i‖B
= sup
\∈[−A,0]

{‖D(C + \)‖} + ‖HC − i‖B

= sup
\∈[−A,0];C+\>0

{‖D(C + \)‖} + ‖HC − i‖B

6 sup
B∈[0,1]

{‖D(B)‖} + sup
B∈[0,1]

{‖HB − i‖B}

6
11
2
+ (1 − `)11

2
<
11
2
+ 11

2
= 11,

ou seja, DC + HC ∈ �11 (i,B). Assim, pelo que fizemos no início da demonstração, segue que
‖6(C, DC + HC)‖ 6 �, ‖6(C, DC + HC)‖. 6 � e , 5 (‖DC + HC ‖B) 6 �. Dessa forma, pelo critério
de Bochner para funções integráveis (Teorema A.16), segue que as integrais que compõem Γ

existem, visto que

(8) ∫ C

0



�) (C − B)6(B, DB + HB)

 3B 6 ∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖. 3B
6 �

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)3B < ∞,
pois, como C− B ∈ [0, 0], para todo 0 6 B 6 C, segue deH1 que B ↦→ �) (C− B) é integrável
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para B ∈ [0, C].

(88) ∫ C

0



) (C − B) 5 (B, DB + HB)

 3B 6 ∫ C

0



) (C − B)

‖ 5 (B, DB + HB)‖ 3B
6

∫ C

0

�0
(C − B)U< 5 (B), 5 (‖DB + HB‖B) 3B

6

∫ C

0

�0
(C − B)U< 5 (B)� 3B

6 ��0

[( ∫ C

0
(C − B)−U@′3B

) 1
@′

( ∫ C

0
(< 5 (B))@ 3B

) 1
@
]

6 ��0

[(
C1−U@

′

1 − U@′

) 1
@′

‖< 5 ‖!@ ( [0,0],[0,∞))
]
< ∞,

pois < 5 ∈ !@ ( [0, 0], [0,∞)), com C 6 1 < 0, e 1 − U@′ > 0.

Além das integrais que compõem Γ existirem, como 6(0, i) ∈ . ⊂ - , segue de H1 que
�) (·)6(0, i) é integrável em [0, 1] e assim, pelo Lema 3.3, 6(0, i) ∈ Λ�, implicando que a
função C ↦→ ) (C)6(0, i) é contínua para todo C ∈ [0, 1]. Mais ainda, a função C ↦→ 6(C, DC + HC) é
contínua para todo C ∈ [0, 1]. De fato, dado B ∈ [−A, 1], como D ∈ C([−A, 1], -), dado n > 0,
existe X > 0 tal que, se |ℎ | < X e C + ℎ ∈ [−A, 1], então sup

B∈[−A,1]
‖D(B) − D(B + ℎ)‖ < n

2
. Desse

modo, para C ∈ [0, 1] e 0 < |ℎ | < X, tal que C + ℎ ∈ [0, 1],

‖DC − DC+ℎ‖B = sup
\∈[−A,0]

‖D(C + \) − D(C + ℎ + \)‖ 6 sup
B∈[−A,1]

‖D(B) − D(B + ℎ)‖ 6 n
2
< n.

Dessa forma, C ↦→ DC é contínua em [0, 1] e, como C ↦→ HC também é contínua em [0, 1]
(Lema 3.10) e 6(·) ∈ C([0, 0] ×Ω, . ), segue que a função composta C ↦→ 6(C, DC + HC) é contínua
para todo C ∈ [0, 1]. Portanto, Γ está bem definida.

Consideramos a decomposição Γ = Γ1 + Γ2, onde (Γ8D)0 ≡ 0, 8 = 1, 2, e

Γ1D(C) = ) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC) −
∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B, C ∈ [0, 1];

Γ2D(C) =
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B, C ∈ [0, 1] .

Logo, pelo que acabamos de argumentar, Γ1, Γ2 : (
(
1,

11
2
)
−→ C([−A, 1], -), estão bem

definidas.
Nosso objetivo é usar o Teorema do ponto fixo de Sadovskii (Teorema A.21) para garantir

que Γ tem um ponto fixo em (
(
1,

11
2
)
, o qual dará uma solução fraca para (3.1)-(3.2). Para

isso, provamos a seguir que Γ
(
(
(
1,

11
2
) )
⊂ (

(
1,

11
2
)
e Γ é um operador condensante (Definição

A.20).
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(1) Γ
(
(
(
1,

11
2
) )
⊂ (

(
1,

11
2
)
.

De fato, seja D ∈ (
(
1,

11
2
)
, então (ΓD) (C) = 0, para todo C ∈ [−A, 0], e, para C ∈ [0, 1], temos



ΓD(C)

 = 

Γ1D(C) + Γ2D(C)


 6 

Γ1D(C)



 + 

Γ2D(C)




6


) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC)

 + ∫ C

0



�) (C − B)6(B, DB + HB)

 3B
+

∫ C

0



) (C − B) 5 (B, DB + HB)

 3B
6



) (C)6(0, i) − 6(0, i)

 + 

6(0, i) − 6(C, DC + HC)


+

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)

6(B, DB + HB)

. 3B
+

∫ C

0



) (C − B)

 

 5 (B, DB + HB)

 3B
6



) (C)6(0, i) − 6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-)

6(0, i) − 6(C, DC + HC)

.
+ �

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)3B + ∫ C

0

�0
(C − B)U< 5 (B), 5 (‖DB + HB‖B) 3B

6


) (C)6(0, i) − 6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-) [!1

6 (1), (0, C)

+ !2
6 (1)‖i − DC − HC ‖B

]
+ �

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)3B
+

∫ C

0

��0< 5 (B)
(C − B)U 3B

6


) (C)6(0, i) − 6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-) [!1

6 (11), (0, C) + !2
6 (11)‖DC ‖B

+ !2
6 (11)‖i − HC ‖B

]
+ �

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)3B
+ ��0

∫ C

0
(C − B)−U< 5 (B) 3B

6
[

[) (C) − �]6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-)!1

6 (11), (0, C)

+ ‖82‖L(.,-)!2
6 (11)‖i − HC ‖B

]
+ ‖82‖L(.,-)!2

6 (11)
11
2
+ �

∫ 1

0



�) (C − B)

L(.,-)3B
+ ��0

( ∫ C

0
(C − B)−U@′3B

) 1
@′

( ∫ 1

0

(
< 5 (B)

)@
3B

) 1
@
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6 sup
C∈[0,1]

{

[) (C) − �]6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-)!1
6 (11), (0, C) + `‖i − HC ‖B

}
+ `11

2
+ �



�) (·)


!1

(
[0,1],L(.,-)

)3B + ��0‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))
(
C1−U@

′

1 − U@′

) 1
@′

6
(1 − `)11

4
+ `11

2
+ �

[

�) (·)


!1

(
[0,1],L(.,-)

)
+ �0‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

1
1
@′−U

(1 − U@′)
1
@′

]
6
(1 − `)11

4
+ `11

2
+ (1 − `)11

4
=
11
2
.

Assim, ΓD ∈ C([−A, 1], -), (ΓD)0 ≡ 0 e

ΓD

C([0,1],-) = sup
C∈[0,1]



ΓD(C)

 6 sup
C∈[0,1]

11
2
=
11
2
.

Portanto, Γ
(
(
(
1,

11
2
) )
⊂ (

(
1,

11
2
)
.

Para provar que Γ é um operador condensante, mostramos que Γ1 é uma contração e Γ2 é
um operador completamente contínuo.

(2) Γ1 é uma contração em (
(
1,

11
2
)
.

Com efeito, sejam D, E ∈ (
(
1,

11
2
)
. Para C ∈ [0, 1], temos



Γ1D(C) − Γ1E(C)


 = 



) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC) − ∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B

− ) (C)6(0, i) + 6(C, EC + HC) +
∫ C

0
�) (C − B)6(B, EB + HB) 3B






6 ‖6(C, DC + HC) − 6(C, EC + HC)‖ +





 ∫ C

0

[
�) (C − B)6(B, DB + HB)

− 6(B, EB + HB)
]
3B






6 ‖82‖L(.,-) ‖6(C, DC + HC) − 6(C, EC + HC)‖.

+
∫ C

0

[

�) (C − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB) − 6(B, EB + HB)‖. ] 3B
6 ‖82‖L(.,-)

[
!1
6 (1), (C, C) + !2

6 (1)‖DC − EC ‖B
]

+
∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-) [!1
6 (1), (B, B) + !2

6 (1)‖DB − EB‖B
]
3B
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6 ‖82‖L(.,-)!2
6 (11)‖DC − EC ‖B

+ !2
6 (11)

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-) ‖DB − EB‖B3B
6 ‖82‖L(.,-)!2

6 (11)‖D − E‖C([0,1],-)

+ !2
6 (11)

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-) ‖D − E‖C([0,1],-)3B
6 !2

6 (11)
(
‖82‖L(.,-) +

∫ 1

0



�) (C − B)

L(.,-)3B) ‖D − E‖C([0,1],-) .
Pelas desigualdades em (3.9), segue que

!2
6 (11)

(
‖82‖L(.,-) +

∫ 1

0



�) (C − B)

L(.,-)3B) < 1,

então, fazendo  = !2
6 (11)

(
‖82‖L(.,-) +

∫ 1

0



�) (C − B)

L(.,-)3B) obtemos



Γ1D − Γ1E



C([0,1],-) = sup

C∈[0,1]

{

Γ1D(C) − Γ1E(C)


}

6 sup
C∈[0,1]

{
 ‖D − E‖C([0,1],-)

}
=  ‖D − E‖C([0,1],-) .

Portanto, Γ1 é uma contração em (
(
1,

11
2
)
.

(3) Γ2 é completamente contínua em (
(
1,

11
2
)
, ou seja, Γ2 é contínua e compacta em (

(
1,

11
2
)
.

(3.1) Γ2 é contínua em (
(
1,

11
2
)
.

Mostramos a continuidade uniforme de Γ2, uma vez que estamos trabalhando com a
norma de C([0, 1], -). Porém, antes disso, note que se (D=)=∈N é uma sequência em
(
(
1,

11
2
)
tal que D= → D, então D ∈ (

(
1,

11
2
)
. Além disso, por H4, 5 (B, ·) ∈ C(Ω, -), para

todo B ∈ [0, 0] e

‖(D=)B − DB‖B = sup
\∈[−A,0]

{
‖D= (B + \) − D(B + \)‖

}
= sup
\∈[−A,0],B+\>0

{
‖D= (B + \) − D(B + \)‖

}
6 sup
C∈[0,1]

{
D= (C) − D(C)

}
= ‖D= − D‖C([0,1],-) ,

ou seja, quando =→∞, (D=)B → DB, para todo B ∈ [0, 1]. Dessa forma, 5 (B, (D=)B+HB) →
5 (B, DB + HB), para todo B ∈ [0, 1] e, como ) (C) ∈ L(-), para todo C > 0, segue que
) (C − B) 5 (B, (D=)B + HB) → ) (C − B) 5 (B, DB + HB), quando = → ∞, para todo B ∈ [0, 1].
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Mais ainda, para cada = ∈ N, temos

) (C − B) 5 (B, (D=)B + HB)

 6 

) (C − B)

 ‖ 5 (B, (D=)B + HB)‖
6

�0
(C − B)U< 5 (B), 5

(
‖(D=)B + HB‖B

)
6 ��0(C − B)−U< 5 (B).

Assim, como��0(C− B)−U< 5 (B) é uma função integrável, pelo Teorema da convergência
dominada, temos

lim
=→∞

(
Γ2D=

)
(C) = lim

=→∞

∫ C

0
) (C − B) 5 (B, (D=)B + HB) 3B

=

∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B =

(
Γ2D

)
(C), (3.10)

para todo C ∈ [0, 1].

Antes de prosseguirmos com a justificativa da continuidade de Γ2, mostramos que o
conjunto Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
=

{
Γ2D; D ∈ (

(
1,

11
2
)}

é equicontínuo.

Pelo Teorema 2.52, sabemos que ) (·) ∈ C((0,∞),L(-)). Assim, para todo 0 < n < 1,
a função C ↦→ ) (C), restrita ao compacto [n, 1], é uniformemente contínua e então, existe
X > 0 tal que, se 0 < ℎ < X, com C, C + ℎ ∈ [n, 1], temos ‖) (C + ℎ) − ) (C)‖ < n .

Em particular, dados C ∈ (0, 1) e ñ > 0, tomamos n > 0 de modo que n < 1, 0 < 2n < C

e n <
(
ñ

1811

) @′
1−U@′

. Assim, como argumentamos acima, existe X > 0 de modo que

‖) (B + ℎ) − ) (B)‖ < n , para todo B ∈ [n, 1] e ℎ ∈ R, com 0 < ℎ < X e B + ℎ ∈ [n, 1].

Seja X̃ = min{X, n}. Então, para D ∈ (
(
1,

11
2
)
e ℎ ∈ R, com 0 < ℎ < X̃, temos



Γ2D(C + ℎ) − Γ2D(C)


 = 



 ∫ C+ℎ

0
) (C + ℎ − B) 5 (B, DB + HB) 3B

−
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B






6





 ∫ C−2n

0
) (C + ℎ − B) 5 (B, DB + HB) 3B −

∫ C−2n

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B






+





 ∫ C+ℎ

C−2n
) (C + ℎ − B) 5 (B, DB + HB) 3B −

∫ C

C−2n
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B
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6





 ∫ C−2n

0
) (n + C + ℎ − B − n) 5 (B, DB + HB) 3B

−
∫ C−2n

0
) (n + C − B − n) 5 (B, DB + HB) 3B






+

∫ C+ℎ

C−2n



) (C + ℎ − B)

 ‖ 5 (B, DB + HB)‖ 3B + ∫ C

C−2n



) (C − B)

 ‖ 5 (B, DB + HB)‖ 3B
6





[) (n + ℎ) − ) (n)] ∫ C−2n

0
) (C − B − n) 5 (B, DB + HB) 3B






+ ��0

∫ C+ℎ

C−2n
(C + ℎ − B)−U< 5 (B) 3B + ��0

∫ C

C−2n
(C − B)−U< 5 (B) 3B

6 n��0

∫ C−2n

0
(C − B − n)−U< 5 (B) 3B

+ ��0

∫ C+ℎ

C−2n
(C + ℎ − B)−U< 5 (B) 3B + ��0

∫ C

C−2n
(C − B)−U< 5 (B) 3B

6 ��0

[
n

( ∫ C−2n

0
(C − B − n)−U@′3B

) 1
@′

‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

+
( ∫ C+ℎ

C−2n
(C + ℎ − B)−U@′3B

) 1
@′

‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

+
( ∫ C

C−2n
(C − B)−U@′3B

) 1
@′

‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))
]

= ��0

[
n

(
−(n)1−U@′ + (C − n)1−U@′

1 − U@′

) 1
@′

+
(
(2n + ℎ)1−U@′

1 − U@′

) 1
@′

+
(
(2n)1−U@′

1 − U@′

) 1
@′
]
‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

6
��0

(1 − U@′)
1
@′
‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

[
n1

1
@′−U + (3n)

1
@′−U + (2n)

1
@′−U

]
6

��0

(1 − U@′)
1
@′
‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

[
n1

1
@′−U + 2(3n)

1
@′−U

]
.

Agora, considerando as limitações que determinamos anteriormente e o fato de 1+ 1
@′
−U <

2 e 1 6 X′ 6 X′3, com (X
′
3)

1
@′−U < 1, obtemos
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��0

(1 − U@′)
1
@′
‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

[
n1

1
@′−U + 2(3n)

1
@′−U

]
6

��0

(1 − U@′)
1
@′

(1 − `)11
��0

(1 − U@′)
1
@′

[
n + 2 3

1
@′−Un

1
@′−U

]
6 (1 − `)11

[
n + 3 3

1
@′−Un

1
@′−U

]
= (1 − `)11

[
n + 31+ 1

@′−Un
1
@′−U

]
6 (1 − `)11

[
n + 32n

1
@′−U

]
< 11

[
9n + 9n

1
@′−U

]
= 911

[
n + n

1
@′−U

]
6 911

[
n

1
@′−U + n

1
@′−U

]
= 1811n

1
@′−U < 1811

[(
ñ

1811

) @′
1−U@′

] 1
@′−U

= ñ .

Assim, Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo à direita de C, para todo C ∈ (0, 1).

Usando um argumento semelhante, mostramos que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo à es-
querda de C ∈ (0, 1]. De fato, usando novamente o Teorema 2.52, dado 0 < n < 1,
existe X > 0 tal que ‖) (C − ℎ) − ) (C)‖ < n , para todo C ∈ [n, 1] e ℎ ∈ R tal que
0 < ℎ < X e C − ℎ ∈ [n, 1]. Logo, dados C ∈ (0, 1] e ñ > 0, tomamos n > 0 de modo

que n < 1, 0 < 2n < C e n <
(
ñ

811

) @′
1−U@′

. Então, sabemos que existe X > 0 tal que

‖) (B − ℎ) − ) (B)‖ < n , para todo B ∈ [n, 1] e ℎ ∈ R com 0 < ℎ < X e B − ℎ ∈ [n, 1].

Tomamos X̃ = min{X, n}. Para D ∈ (
(
1,

11
2
)
e ℎ ∈ R com 0 < ℎ < X̃, temos n < 2n − ℎ <

2n < C < 1, 0 < C − 2n < C − ℎ e



Γ2D(C − ℎ) − Γ2D(C)


 = 



 ∫ C−ℎ

0
) (C − ℎ − B) 5 (B, DB + HB) 3B

−
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B






6





 ∫ C−2n

0
) (C − ℎ − B) 5 (B, DB + HB) 3B −

∫ C−2n

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B






+





 ∫ C−ℎ

C−2n
) (C − ℎ − B) 5 (B, DB + HB) 3B −

∫ C

C−2n
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B






6





 ∫ C−2n

0
) (2n + C − ℎ − B − 2n) 5 (B, DB + HB) 3B

−
∫ C−2n

0
) (2n + C − B − 2n) 5 (B, DB + HB) 3B






+

∫ C−ℎ

C−2n



) (C − ℎ − B)

 ‖ 5 (B, DB + HB)‖ 3B − ∫ C

C−2n



) (C − B)

 ‖ 5 (B, DB + HB)‖ 3B
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6





[) (2n − ℎ) − ) (2n)] ∫ C−2n

0
) (C − B − 2n) 5 (B, DB + HB) 3B






+ ��0

∫ C−ℎ

C−2n
(C − ℎ − B)−U< 5 (B) 3B + ��0

∫ C

C−2n
(C − B)−U< 5 (B) 3B

6 n��0

∫ C−2n

0
(C − B − 2n)−U< 5 (B) 3B

+ ��0

∫ C−ℎ

C−2n
(C − ℎ − B)−U< 5 (B) 3B + ��0

∫ C

C−2n
(C − B)−U< 5 (B) 3B

6 ��0

[
n

( ∫ C−2n

0
(C − B − 2n)−U@′3B

) 1
@′

‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

+
( ∫ C−ℎ

C−2n
(C − ℎ − B)−U@′3B

) 1
@′

‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

+
( ∫ C

C−2n
(C − B)−U@′3B

) 1
@′

‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))
]

= ��0

[
n

(
(C − 2n)1−U@′

1 − U@′

) 1
@′

+
(
(2n − ℎ)1−U@′

1 − U@′

) 1
@′

+
(
(2n)1−U@′

1 − U@′

) 1
@′
]
‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

6
��0

(1 − U@′)
1
@′
‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

[
n1

1
@′−U + (2n)

1
@′−U + (2n)

1
@′−U

]
6

��0

(1 − U@′)
1
@′
‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))

[
n1

1
@′−U + 2(2n)

1
@′−U

]
6 (1 − `)11

[
n + 2 2

1
@′−Un

1
@′−U

]
= (1 − `)11

[
n + 21+ 1

@′−Un
1
@′−U

]
6 (1 − `)11

[
4n + 4n

1
@′−U

]
6 411

[
n

1
@′−U + n

1
@′−U

]
= 811n

1
@′−U < 811

[(
ñ

811

) @′
1−U@′

] 1
@′−U

= ñ .

Logo, Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo à esquerda de C ∈ (0, 1]. Portanto, como Γ2D(C) = 0
para todo C ∈ [−A, 0] e o conjunto [−A, 1] é compacto, o Teorema A.7 garante que
Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo.

Agora, voltamos a considerar a continuidade da função Γ2. Como Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicon-

tínuo, dado n > 0, existe X > 0, tal que, se 0 < |ℎ | < X, então


Γ2D(C + ℎ) − Γ2D(C)



 < n

4
,

para todo C ∈ [−A, 1] e todo D ∈ (
(
1,

11
2
)
. Dessa forma, como [0, 1] é compacto, segue

que [0, 1] ⊂
:
∪
8=1
�X (C8,R), onde C8 ∈ [0, 1], para cada 8 ∈ {1, 2, · · · , :}. Logo, dado

C ∈ [0, 1], existe 9 ∈ {1, 2, · · · , :} tal que |C − C 9 | < X. Então,
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Γ2D= (C) − Γ2D(C)


 6 

Γ2D= (C) − Γ2D= (C 9 )



 + 

Γ2D= (C 9 ) − Γ2D(C 9 )




+


Γ2D(C 9 ) − Γ2D(C)



.
Note que, de (3.10), para cada C8, 8 ∈ {1, 2, · · · , :}, existe =8 ∈ N, tal que



Γ2D= (C8) −
Γ2D(C8)



 < n

4
, para todo = > =8. Assim, tomando =0 = max{=8, 8 = 1, 2, · · · , :}, temos

Γ2D= (C) − Γ2D(C)



 < 3n
4
, para todo C ∈ [0, 1] e para todo = > =0, pois |C − C 9 | < X.

Desse modo, 

Γ2D= − Γ2D


 = sup

C∈[0,1]

{

Γ2D= (C) − Γ2D(C)


} 6 3n

4
< n.

Portanto, Γ2 é contínua em (
(
1,

11
2
)
.

(3.2) Γ2 é compacta em (
(
1,

11
2
)
.

Como (
(
1,

11
2
)
é limitado, é suficiente mostrarmos que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é relativamente

compacto, umavez que se � é um subconjunto limitado de (
(
1,

11
2
)
, Γ2(�) ⊂ Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

e então, se o conjunto maior é compacto, concluímos que Γ2(�) é compacto. Para garantir
a compacidade de Γ2, visto que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
⊂ C([−A, 1], -), basta mostrarmos que

Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

satisfaz as hipóteses do Teorema de Arzelà - Ascoli (Teorema A.8). No

item anterior já mostramos que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo, restando mostrar, apenas,

que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) =

{
Γ2D(C); D ∈ (

(
1,

11
2
)}

é relativamente compacto para todo C ∈
[−A, 1]. Para isso, note que, se C ∈ [−A, 0], Γ2D(C) = 0, para todo D ∈ (

(
1,

11
2
)
, ou seja,

Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) = {0}, para todo C ∈ [−A, 0]. Então, suponha que C ∈ (0, 1]. Dado ñ > 0

tome n > 0 suficientemente pequeno tal que 0 < 2n < C 6 1 e
��0(2n)

1
@′−U‖< 5 ‖!@ [0,1]
(1 − U@′)

1
@′

<

ñ . Dessa forma, dado D ∈ (
(
1,

11
2
)
, temos

Γ2D(C) =
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B =

∫ C

0
) (n + C − B − n) 5 (B, DB + HB) 3B

= ) (n)
∫ C−2n

0
) (C − B − n) 5 (B, DB + HB) 3B +

∫ C

C−2n
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B,

onde C − B − n > 0, já que 0 < B < C − 2n , o que garante que −C + n < B − C + n < −n e
então, 0 < n < C − B − n . Além disso, note que
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 ∫ C−2n

0
) (C − B − n) 5 (B, DB + HB) 3B





 6 ∫ C−2n

0
‖) (C − B − n)‖ ‖ 5 (B, DB + HB)‖ 3B

6

∫ C−2n

0

�0
(C − B − n)U< 5 (B), 5 (‖DB + HB‖B) 3B

6 ��0

( ∫ C−2n

0
(< 5 (B))@3B

) 1
@
( ∫ C−2n

0
(C − n − B)−U@′3B

) 1
@′

= ��0‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))
(
−(n)1−U@′ + (C − n)1−U@′

1 − U@′

) 1
@′

6 ��0‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))
(
(C − n)1−U@′

1 − U@′

) 1
@′

6 ��0‖< 5 ‖!@ [0,1],[0,∞)
1

1
@′−U

(1 − U@′)
1
@′
.

Assim, se A1 =
��01

1
@′−U‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))
(1 − U@′)

1
@′

, então

) (n)
∫ C−2n

0
) (C − B − n) 5 (B, DB + HB) 3B ∈ ) (n)

(
�A1 (0, -)

)
.

Da mesma forma,





 ∫ C

C−2n
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B





 6 ∫ C

C−2n
‖) (C − B)‖ ‖ 5 (B, DB + HB)‖ 3B

6

∫ C

C−2n

�0
(C − B)U< 5 (B), 5 (‖DB + HB‖B) 3B

6 ��0

( ∫ C

C−2n
(C − B)−U@′3B

) 1
@′

( ∫ C

C−2n
(< 5 (B))@3B

) 1
@

6
��0(2n)

1
@′−U‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))
(1 − U@′)

1
@′

e, fazendo A2
n =

��0(2n)
1
@′−U‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))
(1 − U@′)

1
@′

, obtemos que
∫ C

C−2n
) (C − B) 5 (B, DB +

HB) 3B ∈ �A2
n
(0, -).

Portanto,
(
Γ2D

)
(C) ∈ ) (n)

(
�A1 (0, -)

)
+�A2

n
(0, -) ⊂ ) (n)

(
�A1 (0, -)

)
+�A2

n
(0, -). Como

) (C) é compacto para todo C > 0, segue que ) (n) é compacto, o que implica que

) (n)
(
�A1 (0, -)

)
é relativamente compacto, ou seja ) (n)

(
�A1 (0, -)

)
é compacto. Assim,
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Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) ⊂  n + �n , com  n compacto e 380<(�n ) → 0, quando n → 0. Dessa

forma, pela Proposição A.19, concluímos que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) é relativamente compacto

para todo C ∈ (0, 1]. Portanto, Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) é relativamente compacto para todo

C ∈ [−A, 1], uma vez que como já argumentamos Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) = {0} para C ∈ [−A, 0].

Dessa forma, pelo Teorema de Arzelá - Ascoli segue que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é relativamente
compacto, o que garante que Γ2 é compacta.

Finalmente, visto que Γ : (
(
1,

11
2

)
−→ (

(
1,

11
2

)
, onde Γ = Γ1 + Γ2, com Γ1 uma contração

e Γ2 completamente contínua, e (
(
1,

11
2

)
é um espaço de Banach, concluímos que Γ é um

operador condensante.
Além disso, mostramos que (

(
1,

11
2

)
é um conjunto convexo. De fato, dados D, E ∈

(

(
1,

11
2

)
, para cada C ∈ [0, 1] verificamos que F = (1 − C)D + CE ∈ (

(
1,

11
2

)
. Como C ∈ R e

D, E ∈ C([−A, 1], -), segue que F ∈ C([−A, 1], -) e F0 = (1 − C)D0 + CE0 ≡ 0. Mais ainda,

‖F‖C([0,1],-) = sup
B∈[0,1]

{
‖F(B)‖

}
= sup
B∈[0,1]

{
‖(1 − C)D(B) + CE(B)‖

}
6 sup
B∈[0,1]

{
‖(1 − C)D(B)‖

}
+ sup
B∈[0,1]

{
‖CE(B)‖

}
= (1 − C) sup

B∈[0,1]

{
‖D(B)‖

}
+ C sup

B∈[0,1]

{
‖E(B)‖

}
6 (1 − C) 11

2
+ C 11

2
=
11
2
,

ou seja, F ∈ (
(
1,

11
2

)
. Portanto, (

(
1,

11
2

)
é convexo.

Como Γ : (
(
1,

11
2

)
−→ (

(
1,

11
2

)
é um operador condensante com (

(
1,

11
2

)
convexo,

fechado e limitado, segue do Teorema do ponto fixo para operadores condensantes (Teorema
A.21) que Γ admite um ponto fixo em (

(
1,

11
2

)
. Seja D ∈ (

(
1,

11
2

)
tal que ΓD = D e considere

a função G : [−A, 1] −→ - dada por G(C) = D(C) + H(C). Dessa forma, para C ∈ [−A, 0],
G(C) = 0 + H(C) = i(C), pois H0 = i, e para C ∈ (0, 1],

G(C) = D(C) + H(C) = ΓD(C) + ) (C)i(0)

= ) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC) −
∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B

+
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B + ) (C)i(0)
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= ) (C)
[
6(0, i) + i(0)

]
− 6(C, GC) −

∫ C

0
�) (C − B)6(B, GB) 3B

+
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, GB) 3B.

Portanto, G é uma solução fraca do sistema (3.1) − (3.2) em [0, 1]. �

Opróximo resultado apresenta condições par a existência e a unicidade de uma solução fraca
para (3.1)-(3.2). Neste caso, procedemos de modo semelhante à demonstração do Teorema
3.11 porém, usamos o Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema A.5).

Teorema 3.12. Suponha que as condições H1, H2 e H3 são satisfeitas, ‖82‖L(.,-)!2
6 (0) < 1 e

i(0) ∈ Λ�. Então, existe uma única solução fraca para (3.1) − (3.2) em [−A, 1], para algum
0 < 1 6 0.

Demonstração. Pelo mesmo argumento utilizado na demonstração do Teorema 3.11, existe
0 < 11 6 0 tal que �11 (i,B) ⊂ Ω e ‖82‖L(.,-)!2

6 (11) < 1. Além disso, como as condições
assumidas sobre a função 6(·) são as mesmas assumidas no Teorema 3.11 e, por H2, 5 (·) é
contínua em [0, ;] × �; (i,B), para todo ; > 0 tal que [0, ;] × �; (i,B) ⊂ [0, 0] ×Ω, tomando,
primeiramente ; = 11, dado n > 0 qualquer, sabemos que existe X > 0, X = X(n, i), de modo
que ‖ 5 (C, k) − 5 (C, i)‖ < n , para todo C ∈ [0, 11] e k ∈ �11 (i,B) com ‖k − i‖B < X.

Assim, diminuindo o valor de 11, se necessário, para que 11 < X, e usando que, como a
função C ↦→ 5 (C, i) é contínua no compacto [0, 0], ela é limitada, obtemos que

‖ 5 (C, k)‖ 6 ‖ 5 (C, k) − 5 (C, i)‖ + ‖ 5 (C, i)‖
6 n + sup

C∈[0,0]
‖ 5 (C, i)‖,

para todo (C, k) ∈ [0, 11] × �11 (i,B).
Portanto, existe uma constante � > 0 tal que

sup{‖6(C, k)‖, ‖6(C, k)‖. , ‖ 5 (C, k)‖; (C, k) ∈ [0, 11] × �11 (i,B)} 6 �. (3.11)

Da mesma forma como feito na demonstração do Teorema 3.11, precisamos estabelecer
algumas limitações.

(�) Pelo Lema 3.10, a função C ↦→ HC é uniformemente contínua em [0, 0]. Mais ainda, por
H3 e uma argumentação análoga à feita na demonstração do Teorema 3.11, existe X > 0,
o qual podemos supor X < 11, tal que, se 0 < B < X, obtemos

‖82‖L(.,-)!2
6 (11), (0, B) + `‖HB − i‖B + ‖) (B)6(0, i) − 6(0, i)‖ 6

(1 − `)11
5

.
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Por outro lado, como [0, X] é compacto, temos a continuidade uniforme dessas funções
e assim,

sup
B∈[0,X]

{
‖82‖L(.,-)!2

6 (11), (0, B) + `‖HB−i‖B + ‖) (B)6(0, i) −6(0, i)‖
}
<
(1 − `)11

4
.

(� �) Para (1 − `)11
10�

> 0, existe X′1 > 0 tal que ‖�) (·)
!1

(
[0,X′1],L(.,-)

) ‖ < (1 − `)11
10�

. Além

disso, como 1 − U > 0, existe X′2 > 0 tal que (X′2)
1−U <

(1 − `)11(1 − U)
10��0

. Assim,

tomando X′ = min{X′1, X
′

2}, obtemos

�‖�) (·)‖
!1

(
[0,X′],L(.,-)

) ‖ + ��0(X′)1−U
1 − U <

(1 − `)11
5

<
(1 − `)11

4
.

(� � �) Por fim, por H2, existe ! 5 ,11 ∈ !@ ( [0, 0], [0,∞)) tal que

‖ 5 (B, k1) − 5 (B, k2)‖ 6 ! 5 ,11 (B)‖k1 − k2‖B ,

∀ (C, k8) ∈ [0, 11] × �11 (i,B), 8 = 1, 2. Além disso, existe X̂1 > 0 tal que

‖�) (·)‖
!1

(
[0,X̂1],L(.,-)

) < (1 − `)
!2
6 (11)

,

ou seja,

!2
6 (11)

(
‖82‖L(.,-) + ‖�) (·)‖!1

(
[0,X̂1],L(.,-)

) ) < 1.

Assim, fazendo � = !2
6 (11)

(
‖82‖L(.,-) + ‖�) (·)‖!1

(
[0,X̂1],L(.,-)

) ) , obtemos 1 − � > 0

e, como
1
@′
− U > 0, visto que @ >

1
1 − U , existem X̂2, X̂3 > 0 tais que (X̂2)

1
@′−U < 1

e ‖! 5 ,11 ‖!@
(
[0,X̂3],L(.,-)

) < (1 − �) (1 − U@′)
�0

. Logo, tomando X̂ = min{X̂1, X̂2, X̂3},
obtemos

!2
6 (11)

(
‖82‖L(.,-) + ‖�) (·)‖!1

(
[0,X̂],L(.,-)

) ) + �0‖! 5 ,11 ‖!@
(
[0,X̂],[0,∞)

) (X̂) 1
@′−U

1 − U@′ < 1.

Portanto, tomando 1 = min{X, X′, X̂}, temos a validade das seguintes limitações
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

supB∈[0,1]
{
‖82‖L(.,-)!2

6 (11), (0, B) + `‖HB − i‖B

+‖) (B)6(0, i) − 6(0, i)‖
}
6
(1 − `)11

4
;

�

[
‖�) (·)‖

!1
(
[0,1],L(.,-)

) ‖ + �0(1)1−U
1 − U

]
6
(1 − `)11

4
;

Θ = !2
6 (11)

(
‖82‖L(.,-) + ‖�) (·)‖!1

(
[0,1],L(.,-)

) ) + �0‖! 5 ,11 ‖!@
(
[0,1],[0,∞)

)1 1
@′−U

1 − U@′ < 1.

(3.12)
Ainda como na demonstração do Teorema 3.11, definimos o conjunto

(
(
1,
11
2

)
=

{
D ∈ �

(
[−A, 1], -

)
; D0 ≡ 0, ‖D‖

�
(
[0,1],-

) 6 11
2

}
,

e consideramos a aplicação Γ : (
(
1,

11
2
)
−→ C

(
[−A, 1], -

)
dada por (ΓD)0 ≡ 0 e, para todo

C ∈ [0, 1],

ΓD(C) = ) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC) −
∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB)3B +

∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB)3B.

Comoas aplicações C ↦→ HC e C ↦→ DC são contínuas em [0, 1], por uma argumentação já realizada,
obtemos que DC + HC ∈ �11 (i,B) ⊂ Ω. Assim, por (3.11), concluímos que ‖6(C, DC + HC)‖ 6 �,
‖6(C, DC + HC)‖. 6 � e ‖ 5 (C, DC + HC)‖ 6 �, para todo (C, D) ∈ [0, 1] × (

(
1,

11
2
)
.

Assim, por H1, �) (·) ∈ !1 ([0, 0],L(., -)) , e então, obtemos que a aplicação B ↦→
�) (C − B)6(B, DB + HB) é integrável em [0, C], com 0 < C 6 1. Além disso,∫ C

0
‖) (C − B) 5 (B, DB + HB)‖ 3B 6

∫ C

0

��0
(C − B)U 3B = ��0

∫ C

0
(C − B)−U3B

= ��0
C1−U

1 − U < ∞.

Assim, pelo critério de Bochner para funções integráveis (Teorema A.16), segue que as
integrais que compõem Γ existem e, além disso, novamente utilizando o fato de as condições
sobre a função 6(·) serem as mesmas assumidas no Teorema 3.11, concluímos que ΓD ∈
�

(
[−A, 1], -

)
, uma vez que

(
ΓD

)
0 ≡ 0.

Agora, mostramos que Γ
(
(
(
1,

11
2
) )
⊂ (

(
1,

11
2
)
. De fato, dado D ∈ (

(
1,

11
2
)
, como ΓD ∈

�
(
[−A, 1], -

)
e

(
ΓD

)
0 ≡ 0, resta mostrarmos que



ΓD


�
(
[0,1],-

) 6 11
2
. Para tanto, considere

D ∈ (
(
1,

11
2
)
e C ∈ [0, 1], temos
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‖ΓD(C)‖ =




) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC) − ∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B

+
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B






6



) (C)6(0, i) − 6(0, i)

 + ‖6(0, i) − 6(C, DC + HC)‖
+

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖. 3B + ∫ C

0



) (C − B)

 ‖ 5 (B, DB + HB)‖ 3B
6



[) (C) − �]6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-) ‖6(0, i) − 6(C, DC + HC)‖.
+

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)� 3B + ∫ C

0

�0
(C − B)U� 3B

6


[) (C) − �]6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-) (!1

6 (11), (0, C) + !2
6 (11)‖i − (DC + HC)‖B

)
+ �

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)3B + ��0

∫ C

0
(C − B)−U3B

=


[) (C) − �]6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-)!1

6 (11), (0, C) + ‖82‖L(.,-)!2
6 (11)‖i − HC ‖B

+ ‖82‖L(.,-)!2
6 (11)‖DC ‖B + �‖�) (·)‖!1

(
[0,C],L(.,-)

) + ��0

[−(C − B)1−U
1 − U

���C
0

]
6



[) (C) − �]6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-)!1
6 (11), (0, C) + `‖i − HC ‖B

+ `11
2
+ �‖�) (·)‖

!1
(
[0,1],L(.,-)

) + ��0
C1−U

1 − U

6 sup
B∈[0,1]

{

[) (B) − �]6(0, i)

 + ‖82‖L(.,-)!1
6 (11), (0, B) + `‖i − HB‖B

}
+ `11

2

+ �
[
‖�) (·)‖

!1
(
[0,1],L(.,-)

) + �0
11−U

1 − U

]
6
(1 − `)11

4
+ `11

2
+ (1 − `)11

4
=
11
2
.

Logo,


ΓD(C)

 6 11

2
, para todo C ∈ [0, 1], garantindo que



ΓD


� ( [0,1],-) = sup

B∈[0,1]



ΓD(B)

 6 11
2
.

Assim, ΓD ∈ (
(
1,

11
2
)
, para todo D ∈ (

(
1,

11
2
)
, ou seja, Γ

(
(
(
1,

11
2
) )
⊂ (

(
1,

11
2
)
.

Nosso objetivo é utilizar o Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema A.5) para garantir
que Γ admite um único ponto fixo em (

(
1,

11
2
)
. Mostramos, então, que Γ é uma contração.

Com efeito, sejam D, E ∈ (
(
1,

11
2
)
e C ∈ [0, 1], então
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ΓD(C) − ΓE(C)

 = 



) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC) − ∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B

+
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B − ) (C)6(0, i) + 6(C, EC + HC)

+
∫ C

0
�) (C − B)6(B, EB + HB) 3B −

∫ C

0
) (C − B) 5 (B, EB + HB) 3B






6 ‖6(C, DC + HC) − 6(C, EC + HC)‖

+
∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB) − 6(B, EB + HB)‖.3B
+

∫ C

0



) (C − B)

 ‖ 5 (B, DB + HB) − 5 (B, EB + HB)‖ 3B
6 ‖82‖L(.,-) ‖6(C, DC + HC) − 6(C, EC + HC)‖.

+
∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-) [!1
6 (11), (B, B) + !2

6 (11)‖DB + HB − EB − HB‖B
]
3B

+
∫ C

0

�0
(C − B)U ! 5 ,11 (B)‖DB + HB − EB − HB‖B3B

6 ‖82‖L(.,-)
[
!1
6 (11), (C, C) + !2

6 (11)‖DC + HC − EC − HC ‖B
]

+
∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)!2
6 (11)‖DB − EB‖B3B

+
∫ C

0

�0
(C − B)U ! 5 ,11 (B)‖DB − EB‖B3B

6 !2
6 (11)

[
‖82‖L(.,-) +

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)3B] ‖D − E‖� ( [0,1],-)
+ ‖D − E‖� ( [0,1],-)

∫ C

0

�0
(C − B)U ! 5 ,11 (B)3B

6 !2
6 (11)

[
‖82‖L(.,-) +

∫ 1

0



�) (C − B)

L(.,-)3B] ‖D − E‖� ( [0,1],-)
+ ‖D − E‖� ( [0,1],-)�0

[( ∫ C

0
(C − B)−U@′3B

) 1
@′

( ∫ C

0
(! 5 ,11 (B))@3B

) 1
@
]

6 !2
6 (11)

[
‖82‖L(.,-) +



�) (·)


!1 ( [0,1],L(.,-))

]
‖D − E‖� ( [0,1],-)

+ ‖D − E‖� ( [0,1],-)�0

[(
C1−U@

′

1 − U@′

) 1
@′

‖! 5 ,11 (·)‖!@ ( [0,1],[0,∞))
]

6

[
!2
6 (11)

(
‖82‖L(.,-) +



�) (·)


!1 ( [0,1],L(.,-))

)
+
�01

1
@′−U‖! 5 ,11 (·)‖!@ ( [0,1],[0,∞))

(1 − U@′)
1
@′

]
‖D − E‖� ( [0,1],-) = Θ‖D − E‖� ( [0,1],-) .
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Dessa forma, como
(
ΓD

)
0 ≡ 0 ≡

(
ΓE

)
0, segue que

ΓD − ΓE



� ( [−A,1],-) = sup
C∈[0,1]



ΓD(C) − ΓE(C)

 6 sup
C∈[0,1]

Θ‖D − E‖� ( [0,1],-) = Θ‖D − E‖� ( [0,1],-) .

Portanto, como Θ < 1, concluímos que Γ é uma contração. Além disso, como observado na
demonstração do Teorema 3.11, (

(
1,

11
2
)
é um espaço de Banach. Assim, pelo Teorema do

ponto fixo de Banach (Teorema A.5), a aplicação Γ : (
(
1,

11
2
)
−→ (

(
1,

11
2
)
admite um único

ponto fixo em (
(
1,

11
2
)
.

Seja D ∈ (
(
1,

11
2
)
tal que ΓD = D e tome G : [−A, 1] −→ - como sendo G = D + H.

Mostramos que G é a única solução fraca do sistema (3.1)-(3.2) em [−A, 1]. De fato, como
D ∈ (

(
1,

11
2
)
e H : [−A, 1] −→ - é tal que H0 = i e H(C) = ) (C)i(0), para C > 0, obtemos

G0 = D0 + H0 = 0 + i = i. Mais ainda, visto que D e H são contínuas, segue que G é uma função
contínua em (0, 1] e, para todo C ∈ (0, 1], temos

G(C) = D(C) + H(C) = ΓD(C) + ) (C)i(0) = ) (C)i(0) + ) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC)

−
∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B +

∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B

= ) (C)
[
i(0) − 6(0, i)

]
− 6(C, GC) −

∫ C

0
�) (C − B)6(B, GB) 3B

+
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, GB) 3B,

ou seja, G é uma solução fraca de (3.1)-(3.2) em [−A, 1]. Para a unicidade desta solução,
suponha que exista I : [−A, 1] −→ - tal que I é solução fraca de (3.1)-(3.2) em [−A, 1].
Assim, I0 = i, e para C ∈ (0, 1], segue que

I(C) = ) (C)
[
i(0) + 6(0, i)

]
− 6(C, IC) −

∫ C

0
�) (C − B)6(B, IB) 3B

+
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, IB) 3B = ) (C)i(0) + ) (C)6(0, i) − 6(C, IC − HC + HC)

−
∫ C

0
�) (C − B)6(B, IB − HB + HB) 3B +

∫ C

0
) (C − B) 5 (B, IB − HB + HB) 3B

= H(C) + Γ(I − H) (C).

Dessa forma, Γ(I − H) (C) = I(C) − H(C) = (I − H) (C), para todo C ∈ (0, 1]. Mais ainda,
(I − H)0 = I0 − H0 = i − i = 0 = Γ(I − H)0 e então, Γ(I − H) = I − H, ou seja, I − H é um
ponto fixo de Γ. Logo, pela unicidade do ponto fixo de Γ, concluímos que D = I − H e então,
I(C) = D(C) + H(C) = G(C), para todo C ∈ (0, 1]. Além disso, I0 = D0 + H0 = i = G0. Portanto, G
é a única solução fraca de (3.1)-(3.2) em [−A, 1].

�

A seguir apresentamos um resultado auxiliar que será utilizado no teorema seguinte.
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Lema 3.13. Suponha que a condição H1 é satisfeita e que ) (C) é compacto para todo C > 0.
Então, a aplicação 82 : . −→ - é completamente contínua.

Demonstração. Pela validade de H1, obtemos que . está continuamente incluso em - , ou seja,
82 é contínua. Assim, basta mostrarmos que a aplicação 82 é compacta.

Dado ñ > 0, consideramos a bola �1(0, . ) = {G ∈ . ⊂ -; ‖G‖. 6 1} e seja G ∈
�1(0, . ). Por H1, �) (·)G ∈ !1( [0, 0], -) e então, �) (·)G ∈ !1( [0, 1], -), 1 ∈ (0, 0].
Assim, como a aplicação B ↦→



�) (B)

L(.,-) é integrável em [0, 1], seja n > 0 tal que

;n =

∫ n

0



�) (B)

L(.,-) 3B satisfaça a relação ;n < ñ .
Pelo Lema 3.3, temos ) (C)G − G =

∫ C

0
�) (B)G 3B, para todo C > 0. Em particular, para

C = n , obtemos ) (n)G − G =
∫ n

0
�) (B)G 3B, ou seja, G = ) (n)G −

∫ n

0
�) (B)G 3B, onde

) (n)G ∈ ) (n)
(
�; (0, -)

)
e
∫ n

0
�) (B)G 3B ∈ �;n (0, -), pois:

(8) ‖G‖ = ‖82‖L(.,-) ‖G‖. 6 ‖82‖L(.,-) = ;;

(88)




 ∫ n

0
�) (B)G 3B





 6 ∫ n

0



�) (B)

L(.,-) ‖G‖.3B 6 ∫ n

0



�) (B)

L(.,-) 3B = ;n .
Agora, note que, como ) (C) é compacto para todo C > 0, segue que ) (n) é compacto,

e então, ) (n)
(
�; (0, -)

)
é relativamente compacto, ou seja, ) (n)

(
�; (0, -)

)
é compacto. Por

outro lado, como ) (n)
(
�; (0, -)

)
é um subconjunto fechado de um espaço de Banach, segue

que ) (n)
(
�; (0, -)

)
é totalmente limitado. Assim, dado X > 0, existem G1, G2, · · · , G= ∈ - tais

que ) (n)
(
�; (0, -)

)
⊂ ) (n)

(
�; (0, -)

)
⊂

=
∪
8=1
�X (G8, -).

Dessa forma, seja H ∈ ) (n)
(
�; (0, -)

)
+ �;n (0, -), então H = H1 + H2. Assim, H1 ∈

) (n)
(
�; (0, -)

)
e H2 ∈ �;n (0, -). Logo, tomando 0 < X∗ < ñ − ;n , existem Ĝ1, Ĝ2, · · · , Ĝ:

∈ - tais que ) (n)
(
�; (0, -)

)
⊂ ) (n)

(
�; (0, -)

)
⊂

:
∪
8=1
�X∗ (Ĝ8, -), ou seja, existe Ĝ 9 , 9 ∈

{1, 2, · · · , :}, tal que H1 ∈ �X∗ (Ĝ 9 , -) e, além disso,

‖H − Ĝ 9 ‖ = ‖H1 + H2 − Ĝ 9 ‖ 6 ‖H1 − Ĝ 9 ‖ + ‖H2‖ 6 X∗ + ;n 6 ñ − ;n + ;n = ñ .

Logo, H ∈ �ñ (Ĝ 9 , -), ou seja, H ∈
:
∪
8=1
�ñ (Ĝ8, -), implicando que ) (n)

(
�; (0, -)

)
+ �;n (0, -)

⊂
:
∪
8=1
�ñ (Ĝ8, -). Dessa maneira, obtemos

82
(
�1(0, . )

)
⊂ ) (n)

(
�; (0, -)

)
+ �;n (0, -) ⊂

:
∪
8=1
�ñ (Ĝ8, -) =

:
∪
8=1
�ñ (Ĝ8, -).

Portanto, como 82
(
�1(0, . )

)
é um subconjunto fechado de um espaço de Banach, segue que

82
(
�1(0, . )

)
é compacto e então, 82 é compacta, concluindo a demonstração. �
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Teorema 3.14. Assuma que as condições H1 e H4 são satisfeitas, ) (C) é compacto para todo
C > 0, 6 ∈ � ( [0, 0] ×Ω, . ), i(0) ∈ Λ� e a seguinte condição adicional é satisfeita:
(0) Seja 0 < 1̂ 6 0 e ((1̂) = {G : [−A, 1̂] → -; G0 ≡ 0, G

��
[0,1̂] ∈ � ( [0, 1], -)} munido

da norma ‖ · ‖� ( [0,1̂],-) . Para todo subconjunto limitado & ⊂ ((1), o conjunto das funções
{C ↦→ 6(C, GC + HC); G ∈ &} é equicontínuo em [0, 1̂].

Então, existe uma solução fraca de (3.1)-(3.2) em [−A, 1], para algum 0 < 1 6 0.

Demonstração. Iniciamos a demonstração determinando algumas limitações. Como i ∈ Ω e
Ω é um conjunto aberto, existe 0 < 11 6 0 tal que �11 (i) ⊂ Ω. Além disso, reduzindo 11,
se necessário, dado n > 0 e usando a continuidade das funções (C, k) ↦→ 6(C, k) em i ∈ B e
C ↦→ 6(C, i), obtemos que

‖6(C, k)‖. 6 ‖6(C, k) − 6(C, i)‖ + ‖6(C, i)‖ 6 n + sup
C∈[0,0]

‖6(C, i)‖,

e então, existe uma constante �1 > 0 tal que ‖6(C, k)‖. 6 �1. Mais ainda, existe �2 > 0 tal
que ‖6(C, k)‖ 6 ‖82‖L(.,-) ‖6(C, k)‖. 6 �2 e, por H4, como , 5 ∈ � ( [0,∞), [0,∞)) e , 5 é
não decrescente, obtemos

, 5 (‖k‖B) 6 , 5 (‖k − i‖B − ‖i‖B) 6 , 5 (11 − ‖i‖B) = �3,

para todo k ∈ �11 (i,B).
Logo, tomando � = max{�1, �2, �3}, como [0, 11] ⊂ [0, 0] é compacto, obtemos

sup{‖6(C, k)‖, ‖6(C, k)‖. , , 5 (‖k‖B); (C, k) ∈ [0, 11] × �11 (i,B)} 6 �. (3.13)

Agora, observe que, por H1 e pelo mesmo argumento apresentado na demonstração do
Teorema 3.11, ) (·)6(0, i) ∈ � ( [0,∞), -). Logo, existe X1 > 0 tal que, se 0 < C < X1, então

‖) (C)6(0, i) − ) (0)6(0, i)‖ = ‖) (C)6(0, i) − 6(0, i)‖ < 11
8
.

Além disso, como [0, X1] é compacto, segue que

sup
C∈[0,X1]

‖) (C)6(0, i) − 6(0, i)‖ 6 11
8
.

Em adição, considere D ∈ � ( [−A, 11], -) com D0 ≡ 0 e ‖D‖� ( [0,11],-) 6
11
2
. Assim, pela

condição adicional (0), existe X2 > 0 tal que ‖6(C, DC + HC) − 6(0, D0 + H0)‖ = ‖6(C, DC + HC) −
6(0, i)‖ 6 11

8
, para todo C ∈ [0, X2]. Assim,

sup
B∈[0,X2]

‖6(B, DB + HB) − 6(0, i)‖ 6
11
8
.
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Dessa forma, tomando X3 = min{X1, X2}, obtemos

sup
B∈[0,X3]

{

() (C) − �)6(0, i)

 + ‖6(B, DB + HB) − 6(0, i)‖} 6 11
4
.

Por fim, de H1, sabemos que �) (·) ∈ !1( [0, 0],L(., -)) e então, existe X̂4 > 0 tal que

�) (·)


!1 ( [0,X̂4],L(.,-)) <

11
8�

. Mais ainda, por H4 e pelo fato de @ >
1

1 − U , o que garante

1− @′U > 0, obtemos a existência de X̃4 > 0 de modo que ‖< 5 ‖!@ ( [0,X̃4],[0,∞)) 6
11(1 − U@′)

1
@′

8��0
.

Por fim, existe X∗4 > 0 tal que (X∗4)
1
@′−U < 1. Dessa forma, tomando X4 = min{X̂4, X̃4, X

∗
4},

concluímos que

�

[

�) (·)


!1 ( [0,X4],L(.,-)) +

�0 ‖< 5 ‖!@ ( [0,X4],[0,∞))X
1
@′−U
4

(1 − U@′)
1
@′

]
6 �

[
11
8�
+ �0 11(1 − U@′)

1
@′

8��0 (1 − U@′)
1
@′

]
=
11
4
.

Assim, tomando 1 = min{X2, X4} e ajustando, se necessário, de modo que 0 < 1 6 11, obtemos


sup
B∈[0,1]

{

() (B) − �)6(0, i)

 + ‖6(B, DB + HB) − 6(0, i)‖} 6 11
4

;

�

[

�) (·)


!1 ( [0,1],L(.,-)) +

�0 ‖< 5 ‖!@ ( [0,1])1
1
@′−U

(1 − U@′)
1
@′

]
6
11
4
,

(3.14)

para todo D ∈ � ( [−A, 1], -), com D0 ≡ 0 e ‖D‖� ( [0,1],-) 6
11
2
.

Dessa maneira, consideramos o conjunto

(
(
1,
11
2

)
=

{
D ∈ � ( [−A, 1], -); D0 ≡ 0, e ‖D‖� ( [0,1],-) 6

11
2

}
,

munido da norma ‖ · ‖� ( [0,1],-) , e definimos o operador Γ : (
(
1,

11
2
)
−→ � ( [−A, 1], -) por(

ΓD
)
0 ≡ 0 e, para todo C ∈ [0, 1],

ΓD(C) = ) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC) −
∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB)3B +

∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB)3B.

Afim de utilizarmos o Teorema do ponto fixo de Schauder (Teorema A.4) para garantir que
Γ admite um ponto fixo em (

(
1,

11
2
)
, mostramos que Γ é um operador completamente contínuo.

Para tanto, consideramos a decomposição Γ = Γ1 + Γ2 + Γ3, onde (Γ8D)0 ≡ 0, 8 = 1, 2, 3, e

Γ1D(C) = ) (C)6(0, i) − 6(C, DB + HB), C ∈ [0, 1];
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Γ2D(C) = −
∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B, C ∈ [0, 1];

Γ3D(C) =
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B, C ∈ [0, 1] .

Dividimos esta parte da demonstração em alguns itens.

(1) Γ8, 8 = 1, 2, 3 está bem definida.

De fato, por H1 e pelo Lema 3.3, já argumentamos que ) (C)6(0, i) ∈ � ( [0, 1], -).
Além disso, pelo Lema 3.10, a aplicação C ↦→ HC é contínua em [0, 1] e, então, podemos
uniformizar 1 de modo que sup

B∈[0,1]
‖HB − i‖ 6

11
2
. Assim, por uma argumentação já

realizada, a aplicação C ↦→ DC é contínua em [0, 1], o que nos permite concluir que DC + HC ∈
�11 (i,B) ⊂ Ω, para todo C ∈ [0, 1], ou seja, pela hipótese, 6 ∈ � ( [0, 1] × �11 (i,B), . ).
Além disso, C ↦→ DC + HC é contínua em [0, 1] e, então, 6(C, DC + HC) ∈ � ( [0, 1], -). Dessa
forma Γ1D ∈ � ( [−A, 1], -) uma vez que

(
Γ1D

)
0 ≡ 0.

Para Γ2, por (3.13), concluímos que ‖6(C, DC + HC)‖ 6 � e ‖6(C, DC + HC)‖. 6 �, para todo
(C, D) ∈ [0, 1] × (

(
1,

11
2
)
. Assim, como �) (·) ∈ !1( [0, 0],L(., -)), obtemos∫ C

0



�) (C − B)6(B, DB + HB)

 3B 6 � ∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)3B < ∞.
Logo, pelo critério de Bochner para funções integráveis (Teorema A.16) e pelo fato de(
Γ2D

)
0 ≡ 0, concluímos que a função B ↦→ �) (C − B)6(B, DB + HB) é integrável em [0, C], e

assim, Γ2D ∈ � ( [−A, 1], -).
Como as condições sobre a função 5 são as mesmas impostas no Teorema 3.11, também
concluímos que Γ3 está bem definida. Dessa maneira, concluímos que Γ esta bem definida.

(2) Γ
(
(
(
1,

11
2
) )
⊂ (

(
1,

11
2
)
.

Como ΓD ∈ � ( [−A, 1], -) e
(
ΓD

)
0 ≡ 0, resta mostrarmos que



ΓD


� ( [0,1],-) 6

11
2
, para

todo D ∈ (
(
1,

11
2
)
. Neste caso, usando as estimativas em (3.14), temos



ΓD(C)

 = 



) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC) − ∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB)3B

+
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB)3B






6



) (C)6(0, i) − 6(0, i)

 + ‖6(0, i) − 6(C, DC + HC)‖
+

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖.3B + ∫ C

0



) (C − B)

 ‖ 5 (B, DB + HB)‖ 3B
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6
11
4
+ �

∫ C

0



�) (C − B)

L(.,-)3B + ∫ C

0

�0
(C − B)U< 5 (B), 5

(
‖DB + HB‖B

)
3B

6
11
4
+ �

∫ 1

0



�) (C − B)

L(.,-)3B + ��0

∫ C

0
(C − B)−U< 5 (B) 3B

6
11
4
+ �



�) (·)


!1 ( [0,1],L(.,-)) + ��0

( ∫ C

0
(C − B)−U@′3B

) 1
@′

( ∫ C

0
(< 5 (B))@3B

) 1
@

6
11
4
+ �



�) (·)


!1 ( [0,1],L(.,-)) +

��0 C
1
@′−U

(1 − U@′)
1
@′
‖< 5 ‖!@ ( [0,1] .[0,∞))

6
11
4
+ �

[

�) (·)


!1 ( [0,1],L(.,-)) +

�0 1
1
@′−U‖< 5 ‖!@ ( [0,1],[0,∞))
(1 − U@′)

1
@′

]
6
11
4
+ 11

4
=
11
2
.

Assim,


ΓD



� ( [0,1],-) = sup
C∈[0,1]



ΓD(C)

 6 sup
C∈[0,1]

11
2
=
11
2
. Logo, ΓD ∈ (

(
1,

11
2
)
, para todo

D ∈ (
(
1,

11
2
)
, ou seja, Γ

(
(
(
1,

11
2
) )
⊂ (

(
1,

11
2
)
.

(3) Agora, mostramos que Γ8, 8 = 1, 2, 3, são completamente contínuas, ou seja, são contínuas
em (

(
1,

11
2
)
e compactas.

(3.1) Γ1 é completamente contínua. De fato, para garantir a compacidade de Γ1, visto que
(
(
1,

11
2
)
é um conjunto limitado, é suficiente mostrar que Γ1

(
(
(
1,

11
2
) )

é relativamente
compacto. Para tanto, utilizaremos o Teorema de Arzelá - Ascoli (Teorema A.8).

Dado C ∈ [−A, 1], Γ1

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) =

{
Γ1D(C); D ∈ (

(
1,

11
2
)}

é relativamente compacto

em - . Com efeito, note que
(
Γ1

)
0 ≡ 0 e assim, Γ1

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) = {0}, que é relativa-

mente compacto. Além disso, para C ∈ (0, 1], Γ1(C) = ) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC), com
‖6(0, i)‖ 6 �. Logo, ) (C)6(0, i) ∈ ) (C)�� (0, -). Mais ainda, como ) (C) é compacto
para todo C > 0, segue que ) (C)�� (0, -) é relativamente compacto. Por outro lado,
‖6(C, DC + HC)‖. 6 �, para todo D ∈ (

(
1,

11
2
)
, pois DC + HC ∈ �11 (i,B) ⊂ Ω e, então,{

6(C, DC + HC); D ∈ (
(
1,

11
2
)}
⊂ �� (0, . ). Pelo Lema 3.13 segue que 82

(
�� (0, . )

)
é re-

lativamente compacto e, então,
(
Γ1D

)
(C) = ) (C)6(0, i) + 6(C, DC + HC) ∈ ) (C)�� (0, -) +

82

(
�� (0, . )

)
, para todo C ∈ (0, 1] e todo D ∈ (

(
1,

11
2
)
. Logo,

{
Γ1D(C); D ∈ (

(
1,

11
2
)}
⊂

) (C)�� (0, -) + 82
(
�� (0, . )

)
e assim, é relativamente compacto em - .

O conjunto Γ1

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo. Com efeito, pelo Lema 3.3, como 6(0, i) ∈ . e
�) (·) ∈ !1( [0, 1],L(., -)), obtemos que �) (·)6(0, i) ∈ !1( [0, 1], -) e 6(0, i) ∈ Λ�.
Logo, a função C ↦→ ) (C)6(0, i) ∈ � ( [0,∞), -) e, assim, é uniformemente contínua em
[0, 1]. Dessa forma, dado n > 0, existe X1 > 0 tal que, para todo C ∈ [0, 1] e 0 < |ℎ | < X1,
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com C + ℎ ∈ [0, 1], obtemos

) (C + ℎ)6(0, i) − ) (C)6(0, i)

 < n

2
.

Além disso, da condição adicional (0), existe X2 > 0 tal que

‖6(C + ℎ, DC+ℎ + HC+ℎ) − 6(C, DC + HC)‖ <
n

2
,

para todo C ∈ [0, 1] e 0 < |ℎ | < X2, com C + ℎ ∈ [0, 1], e todo D ∈ (
(
1,

11
2
)
. Logo,

tomando X = min{X1, X2}, e 0 < |ℎ | < X, com C + ℎ ∈ [0, 1], obtemos


Γ1D(C + ℎ) − Γ1D(C)



 = 


) (C + ℎ)6(0, i) − 6(C + ℎ, DC+ℎ + HC+ℎ) − ) (C)6(0, i)

+ 6(C, DC + HC)





6



) (C + ℎ)6(0, i) − ) (C)6(0, i)



+



6(C + ℎ, DC+ℎ+HC+ℎ ) − 6(C, DC + HC)

 < n

2
+ n

2
= n,

para todo D ∈ (
(
1,

11
2
)
e C ∈ [0, 1]. Dessa forma, como

(
Γ1D

)
0
≡ 0, concluímos que

Γ1

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo em [−A, 1].

Consequentemente, pelo Teorema de Arzelá - Ascoli (Teorema A.8), Γ1

(
(
(
1,

11
2
) )

é
relativamente compacto, ou seja, Γ1 é compacta.

Para a continuidade de Γ1 em (
(
1,

11
2
)
, considere (D=)=∈N uma sequência em (

(
1,

11
2
)
tal

que D= → D, quando =→∞, para algum D ∈ (
(
1,

11
2
)
, pois, como já argumentamos nas

demonstrações anteriores, este conjunto é fechado. A seguirmostramos que Γ1D= → Γ1D.
Note,primeiramente que

‖(D=)C − DC ‖B = sup
\∈[−A,0]

‖D= (C + \) − D(C + \)‖

6 sup
B∈[0,1]

‖D= (B) − D(B)‖� ( [0,1],-) → 0,

quando = → ∞, ou seja, (D=)C → DC , quando = → ∞, para todo C ∈ [0, 1]. Assim, pelo
fato de 6 ∈ � ( [0, 0] ×Ω, . ), concluímos que

(
Γ1D=

)
(C) = ) (C)6(0, i) − 6(C, (D=)C + HC) → ) (C)6(0, i) − 6(C, DC + HC) = Γ1D(C),

para todo C ∈ [0, 1]. Por outro lado, dado n > 0, da equicontinuidade de Γ1

(
(
(
1,

11
2
) )
,

existe X > 0, tal que



Γ1D= (C + ℎ) − Γ1D= (C)




 < n

6
, sempre que 0 < |ℎ | < X, com C + ℎ ∈
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[0, 1], para todo = ∈ N. Além disso, como [0, 1] é compacto, existem C1, C2, · · · , C< ∈
[0, 1] demodo que [0, 1] ⊂

<
∪
8=1
�X (C8,R) e então, dado C ∈ [0, 1], existe 9 ∈ {1, 2, · · · , <}

tal que C ∈ �X∗ (C 9 ,R), ou seja, |C − C 9 | < X. Mais ainda, como Γ1D= (C) → Γ1D(C),
quando = → ∞, para cada C8, 8 ∈ {1, 2, · · · , <}, existe =8 ∈ N tal que, se = > =8,


Γ1D= (C8) − Γ1D(C8)




 < n

6
. Logo, tomando =0 = max{=8; 8 = 1, 2, · · · , <}, obtemos que


Γ1D= (C) − Γ1D(C)




 6 


Γ1D= (C) − Γ1D= (C 9 )



 + 


Γ1D= (C 9 ) − Γ1D(C 9 )





+




Γ1D(C 9 ) − Γ1D(C)



 < n

2
,

para todo = > =0. Assim,


Γ1D= − Γ1D



� ( [0,1],-) = sup

C∈[0,1]




Γ1D= (C) − Γ1D(C)



 6 n2 < n,

ou seja, Γ1 é contínua em (
(
1,

11
2
)
. Portanto, Γ1 é completamente contínua.

(3.2) Γ2 é completamente contínua. Assim como para o operador Γ1, vamos mostrar que
Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é relativamente compacto via Teorema de Arzelá - Ascoli (Teorema A.8).

O conjunto Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) =

{
Γ2D(C); D ∈ (

(
1,

11
2
)}

é relativamente compacto em - ,

para todo C ∈ [−A, 1]. De fato, note que
(
Γ2

)
0
≡ 0 e então, Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) = {0} é

relativamente compacto, para todo C ∈ [−A, 0]. Assim, sejam C ∈ (0, 1], n > 0 tal que
0 < 2n < C 6 1 e D ∈ (

(
1,

11
2
)
. Nessas condições, temos(

Γ2D
)
(C) = −

∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B

= −
∫ C−2n

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B −

∫ C

C−2n
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B

= −) (n)
∫ C−2n

0
�) (C − B − n)6(B, DB + HB) 3B −

∫ C

C−2n
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B.

Além disso,





 ∫ C−2n

0
�) (C − B − n)6(B, DB + HB)3B






6

∫ C−2n

0



�) (C − B − n)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖.3B
6 �

∫ C−2n

0



�) (C − B − n)

L(.,-)3B
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= �

∫ C−n

n



�) (g)

L(.,-)3g 6 � ∫ 1

0



�) (g)

L(.,-)3g
= �



�) (·)


!1 ( [0,1],L(.,-)) ,

ou seja, fazendo ; = �


�) (·)



!1 ( [0,1],L(.,-)) , concluímos que

∫ C−2n

0
�) (C − B − n)6(B, DB + HB) 3B ∈ �; (0, -).

Mais ainda, também temos



 ∫ C

C−2n
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B





 6 ∫ C

C−2n



�) (C − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖.3B
6 �

∫ C

C−2n



�) (C − B)

L(.,-)3B
= �

∫ 2n

0



�) (g)

L(.,-)3g = � 

�) (·)


!1 ( [0,2n],L(.,-)) ,

ou seja, fazendo ;n = �


�) (·)



!1 ( [0,2n],L(.,-)) , obtemos que

(
Γ2D

)
(C) ∈ ) (n)�; (0, -) + �;n (0, -) ⊂ ) (n)�; (0, -) + �;n (0, -),

para todo C ∈ [0, 1] e todo D ∈ (
(
1,

11
2
)
. Consequentemente, temos Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) ⊂

) (n)�; (0, -) + �;n (0, -).

Por outro lado, como ) (C) é compacto para todo C > 0, segue que  n = ) (n)�; (0, -)
é compacto e mais, 380<(�n ) → 0, quando n → 0, onde �n = �;n (0, -). Então, pela
Proposição A.19, segue que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
(C) é relativamente compacto em - , para todo

C ∈ (0, 1].

Agora, mostramos que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
=

{
Γ2D; D ∈ (

(
1,

11
2
)}

é equicontínuo em [−A, 1].
Pelo Teorema 2.52, sabemos que ) (·) ∈ � ((0,∞),L(-)) e então, para todo 0 < n < 1,
a função C ↦→ ) (C) é uniformemente contínua em [n, 1]. Em particular, dados C ∈
(0, 1) e ñ > 0, tomamos n > 0 tal que 0 < 2n < C, n <

ñ

2�


�) (·)



!1 ( [0,1],L(.,-))
e∫ 3n

0



�) (B)

L(.,-)3B < ñ

4�
. Desse modo, pelo que argumentamos inicialmente, existe

X > 0 tal que ‖) (B + ℎ) − ) (B)‖ < n , para todo B ∈ [n, 1] e ℎ ∈ R, com 0 < ℎ < X e
B + ℎ ∈ [n, 1].

Seja X̃ = min{X, n}. Então, para D ∈ (
(
1,

11
2
)
e ℎ ∈ R, com 0 < ℎ < X̃, temos
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Γ2D(C + ℎ) − Γ2D(C)


 = 



 − ∫ C+ℎ

0
�) (C + ℎ − B)6(B, DB + HB) 3B

+
∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B






=





 ∫ C−2n

0
�) (C + ℎ − B)6(B, DB + HB)3B +

∫ C+ℎ

C−2n
�) (C + ℎ − B)6(B, DB + HB)3B

−
∫ C−2n

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B −

∫ C

C−2n
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B






6





 ∫ C−2n

0
�) (C + ℎ − B)6(B, DB + HB)3B −

∫ C−2n

0
�) (C − B)6(B, DB + HB)3B






+





 ∫ C+ℎ

C−2n
�) (C + ℎ − B)6(B, DB + HB)3B





 + 



 ∫ C

C−2n
�) (C − B)6(B, DB + HB)3B






6





[) (n + ℎ) − ) (n)] ∫ C−2n

0
�) (C − B − n)6(B, DB + HB)3B






+

∫ C+ℎ

C−2n



�) (C + ℎ − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖.3B
+

∫ C

C−2n



�) (C − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖.3B
6



) (n + ℎ) − ) (n)

 ∫ C−2n

0



�) (C − B − n)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖.3B
+ �

∫ C+ℎ

C−2n



�) (C + ℎ − B)

L(.,-)3B + � ∫ C

C−2n



�) (C − B)

L(.,-)3B
6 n�

∫ C−2n

0



�) (B)

L(.,-)3B + � ∫ ℎ+2n

0



�) (g)

L(.,-)3g
+ �

∫ 2n

0



�) (g)

L(.,-)3g
6 n�

∫ 1

0



�) (B)

L(.,-)3B + � ∫ 3n

0



�) (B)

L(.,-)3B
+ �

∫ 3n

0



�) (B)

L(.,-)3B
= n�



�) (·)


!1 ( [0,1],L(.,-)) + 2�



�) (·)


!1 ( [0,3n],L(.,-)) <

ñ

2
+ ñ

2
= ñ .

Logo, Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo à direta de C, para todo C ∈ (0, 1). Por meio de

um argumento análogo mostramos a equicontinuidade de Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

à esquerda de
C ∈ (0, 1].

Da mesma forma, para C ∈ (0, 1] e ñ > 0, consideramos n > 0 de modo que 0 < 2n < C

e n <
ñ

2�


�) (·)



!1 ( [0,1],L(.,-))
e
∫ 2n

0



�) (B)

L(.,-)3B < ñ

4�
. Como a função ) (·) ∈

C
(
(0,∞),L(-)

)
, ) (·) é uniformemente contínua em [n, 1] e então, existe X > 0 tal que
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‖) (B − ℎ) − ) (B)‖ < n , para todo B ∈ [n, 1] e ℎ ∈ R com 0 < ℎ < X e B − ℎ ∈ [n, 1].

Assim, tomando X̃ = min{X, n}, para D ∈ (
(
1,

11
2
)
e ℎ ∈ R com 0 < ℎ < X̃, temos

n < 2n − ℎ < 2n < C < 1, 0 < C − 2n < C − ℎ e



Γ2D(C − ℎ) − Γ2D(C)


 = 



 − ∫ C−ℎ

0
�) (C − ℎ − B)6(B, DB + HB) 3B

+
∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B






=





 − ∫ C−2n

0
�) (C − ℎ − B)6(B, DB + HB) 3B −

∫ C−ℎ

C−2n
�) (C − ℎ − B)6(B, DB + HB) 3B

+
∫ C−2n

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B +

∫ C

C−2n
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B






6





 ∫ C−2n

0
�) (C − ℎ − B)6(B, DB + HB) 3B −

∫ C−2n

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B






+

∫ C−ℎ

C−2n



�) (C − ℎ − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖.3B
+

∫ C

C−2n



�) (C − B)

L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖.3B
6

[
) (2n − ℎ) − ) (2n)

] ∫ C−2n

0



�) (C − B − 2n)



L(.,-) ‖6(B, DB + HB)‖.3B

+ �
∫ C−ℎ

C−2n



�) (C − ℎ − B)

L(.,-)3B + � ∫ C

C−2n



�) (C − B)

L(.,-)3B
6 n�

∫ C−2n

0



�) (C − ℎ − B)

L(.,-)3B + � ∫ 2n−ℎ

0



�) (B)

L(.,-)3B
+ �

∫ 2n

0



�) (B)

L(.,-)3B
6 n�

∫ C−2n

0



�) (B)

L(.,-)3B + 2�
∫ 2n

0



�) (B)

L(.,-)3B
6 n�



�) (·)


!1 ( [0,1],L(.,-)) + 2�

∫ 2n

0



�) (B)

L(.,-)3B < ñ

2
+ ñ

2
= ñ .

Logo, Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo à esquerda de C ∈ (0, 1].

Desse modo, lembrando que
(
Γ2D

)
0 ≡ 0 e usando o Teorema A.7, concluímos que

Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é equicontínuo em [−A, 1]. Assim, pelo Teorema de Arzelá - Ascoli

(Teorema A.8), obtemos que Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )

é relativamente compacto e, então, Γ2 é uma
aplicação compacta.

Para a continuidade de Γ2 em (
(
1,

11
2
)
, seja (D=)=∈N uma sequência em (

(
1,

11
2
)
tal que

D= → D, para algum D ∈ (
(
1,

11
2
)
, quando =→∞. Mostramos que Γ2D= → Γ2D.

Como já observado anteriormente, (D=)C → DC , quando = → ∞, para todo C ∈ [0, 1]
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e como 6 : [0, 0] × Ω −→ . , por H1 e pelo Lema 3.3, �) (C) ∈ L(., -), para todo
C ∈ [0, 0], o que garante que �) (C − B)6(B, (D=)B + HB) → �) (C − B)6(B, DB + HB) e mais,

�) (C − B)6(B, (D=)B + HB)

 6 

�) (C − B)

L(.,-) ‖6(B, (D=)B + HB)‖.

6 �


�) (C − B)

L(.,-) ,

com �) (·) ∈ !1( [0, 1],L(., -)). Assim, pelo Teorema da convergência dominada
(Teorema A.14), segue que∫ C

0
�) (C − B)6(B, (D=)B + HB) 3B→

∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B,

quando = → ∞. Dessa forma, como
∫ C

0
�) (C − B)6(B, (D=)B + HB) 3B = −Γ2D= (C) e∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B = −Γ2D(C), concluímos que Γ2D= (C) → Γ2D(C), quando

=→∞, para todo C ∈ [0, 1].

Por outro lado, dado n > 0, da equicontinuidade de Γ2

(
(
(
1,

11
2
) )
, existe X > 0, tal

que



Γ2D= (C − ℎ) − Γ2D= (C)




 <
n

6
, sempre que 0 < |ℎ | < X, com C, C − ℎ ∈ [0, 1],

para todo = ∈ N. Além disso, pelo fato de [0, 1] ser um conjunto compacto, existem
C1, C2, · · · , C< ∈ [0, 1] tais que [0, 1] ⊂

<
∪
8=1
�X (C8,R) e então, dado C ∈ [0, 1], existe

9 ∈ {1, 2, · · · , <} tal que C ∈ �X (C 9 ,R), ou seja, |C − C 9 | < X. Dessa forma, como
Γ2D= (C) → Γ2D(C), quando =→∞, para cada C8, 8 ∈ {1, 2, · · · , <}, existe =8 ∈ N tal que,
se = > =8,




Γ2D= (C8) − Γ2D(C8)



 < n

6
. Logo, tomando =0 = max{=8; 8 = 1, 2, · · · , <},

obtemos que


Γ2D= (C) − Γ2D(C)



 6 


Γ2D= (C) − Γ2D= (C 9 )




 + 


Γ2D= (C 9 ) − Γ2D(C 9 )





+



Γ2D(C 9 ) − Γ2D(C)




 < 3n
6
=
n

2
,

para todo = > =0. Assim,


Γ2D= − Γ2D



� ( [0,1],-) = sup

C∈[0,1]




Γ2D= (C) − Γ2D(C)



 6 n2 < n,

ou seja, Γ2 é contínua em (
(
1,

11
2
)
. Portanto, Γ2 é completamente contínua.

(3.3) Por fim, Γ3 é completamente contínua. Neste caso, como as condições impostas sobre a
função 5 são as mesmas impostas no Teorema 3.11, obtemos que Γ3 é completamente
contínua da mesma maneira que na demonstração do Teorema 3.11.

Dessa forma, dos itens (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos que Γ = Γ1 + Γ2 + Γ3 é completamente
contínua. Além disso, como já vimos em resultados anteriores, (

(
1,

11
2
)
é fechado, limitado e
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convexo, o que nos permite aplicar o Teorema do ponto fixo de Schauder (Teorema A.4). Então,
existe D ∈ (

(
1,

11
2
)
tal que ΓD = D.

Finalmente, tomando G : [−A, 1] −→ - por G(C) = D(C) + H(C), C ∈ [−A, 1], obtemos que G
é contínua, uma vez que D e H o são, para C ∈ [−A, 0], G(C) = 0 + H(C) = i(C), pois H0 = i, e,
para C ∈ [0, 1],

G(C) = D(C) + H(C) = ΓD(C) + H(C)

= ) (C)i(0) + ) (C)6(0, i) − 6(C, DB + HB) −
∫ C

0
�) (C − B)6(B, DB + HB) 3B

+
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, DB + HB) 3B

= ) (C)
[
i(0) + 6(0, i)

]
− 6(C, GC) −

∫ C

0
�) (C − B)6(B, GB) 3B

+
∫ C

0
) (C − B) 5 (B, GB) 3B.

Portanto, G é uma solução fraca de (3.1) - (3.2) em [−A, 1].
�

3.3 Aplicação

Nesta seção apresentamos uma aplicação concreta da teoria abstrata apresentada anterior-
mente, a qual pode ser encontrada em (2). Para isso, iniciamos introduzindo algumas notações
técnicas que serão necessárias para o desenvolvimento desta parte do trabalho.

Consideramos U ⊂ R= um conjunto aberto, limitado e com fronteira mU suave, [ ∈ (0, 1)
e - = �[ (U), onde �[ (U) representa o espaço formado pelas funções [ - Hölder contínuas de
U em R=, munido da norma

‖b‖
�[ (U) = ‖b‖� (U) +

[
|b |

]
�[ (U) ,

com ‖ · ‖
� (U sendo a norma do supremo,

[
|b |

]
�[ (U) = sup

G,H∈U,G≠H

��b (G) − b (H)��
|G − H |[ e | · | a norma

euclidiana em R=.
Além disso, consideramos o operador � : D(�) ⊂ - −→ - definido por �D = ΔD, com

D(�) = {D ∈ �2+[ (U); D
��
mU
≡ 0}. Por (14) sabemos que � é um operador quase setorial que

verifica a condição

(_� − �)−1

 6 "

|_ |1−U
, _ ∈ (Δ (\))2 = {_ ∈ C; \ 6 |0A6 _ | < c

2
},

\ ∈ (0, c2 ), com U =
[

2
. Além disso, � não é setorial. Assim, denotamos por () (C))C>0 o

semigrupo de crescimento de ordem U associado ao operador �.
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Nosso objetivo é analisar a existência de soluções fracas para a seguinte equação diferencial
parcial neutra

m

mC

[
D(C, b) +

∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)D(C + B, a) 3a3B
]
,

= ΔD(C, b) +
∫ C

C−A
12(B − C)D(B, b)3B, (C, b) ∈ [0, 0] ×U, (3.15)

D(C, ·)
��
mU
≡ 0, ∀C ∈ [0, 0] (3.16)

D(g, b) = k(g, b), ∀g ∈ [−A, 0], b ∈ U, (3.17)

onde k : [−A, 0] × U −→ R= é uma função, 11 ∈ � ( [0, 0] × [−A, 0] × U × U,R) e 12 ∈
� ( [−A, 0],R).

A fim de expressarmos o sistema (3.15) − (3.17) na forma abstrata, como em (3.1) − (3.2),
introduzimos as aplicações 5 , 6 : [0, 0] × B −→ - , onde B = � ( [−A, 0], -), dadas por

5 (C, k) (b) =
∫ 0

−A
12(B)k(B, b) 3B,

6(C, k) (b) =
∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)k(B, a) 3a3B.

No próximo resultado, diremos que a função D : [−A, 1] × U −→ R= é uma solução fraca
de (3.15) − (3.17) em [−A, 1] se a função D : [−A, 1] −→ - , dada por D(C) (b) = D(C, b), for
uma solução fraca do sistema abstrato associado a (3.1) − (3.2) em [−A, 1]. Além disso, para
\ ∈ [−A, 0], denotamos por i(\) : U −→ R= a função dada por i(\) (b) = k(\, b) e por 82 a
aplicação inclusão de [D(�)] em - .

Proposição 3.15. Suponha que i ∈ � ( [−A, 0], -), ) (·)i(0, ·) ∈ � ( [0, 0], -), a função 11 :
[0, 0] × [−A, 0] × U × U −→ R= seja suficientemente suave, 11(C, B, a, ·) ∈ D(�) para todo
(C, B, a) ∈ [0, 0] × [−A, 0] ×U e

Θ1 = sup
C∈[0,0],b∈U

∫ 0

−A

∫
U

���� m2

m b2 11(C, B, a, b)
����3a3B

+ sup
C∈[0,0]

∫ 0

−A

∫
U

[
|�11(C, B, a, ·) |

]
�[ (U,R=)3a3B

Θ2 = sup
C∈[0,0],b∈U

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) | 3a3B + sup
C∈[0,0]

∫ 0

−A

∫
U

[
|11(C, B, a, ·) |

]
�[ (U),R=3a3B

são finitos e ‖82‖L([D(�)],-) (Θ1 + Θ2) < 1.
Então, existe uma única solução fraca de (3.15)− (3.17) em [−A, 1], para algum 0 < 1 6 0.

Demonstração. Primeiramente, escrevemos o sistema (3.15) − (3.17) na forma abstrata (3.1) −
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(3.2). Note que, para D : [−A, 0] −→ - , como D(C) ∈ - = �[ (U), escrevemos D(C) (b) =
D(C, b), para todo b ∈ U. Assim, visto que −A 6 B 6 0,

∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)D(C + B, a)3a3B =
∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)D(C + B) (a) 3a3B

=

∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)DC (B) (a)3a3B = 6(C, DC) (b),

e

∫ C

C−A
12(B − C)D(B, b) 3B =

∫ 0

−A
12(g)D(g + C, b)3g =

∫ 0

−A
12(g)D(g + C) (b) 3g

=

∫ 0

−A
12(g)DC (g) (b) 3g

= 5 (C, DC) (b),

para todo b ∈ U.
Dessa forma, como �D = ΔD, ou ainda, �D(C) (b) = ΔD(C, b), obtemos de (3.15) a equação

m

mC

[
D(C) (b) + 6(C, DC) (b)

]
= �D(C) (b) + 5 (C, DC) (b), ∀b ∈ U,

ou seja,
3

3C

[
D(C) + 6(C, DC)

]
= �D(C) + 5 (C, DC).

Além disso, D(C) (b) = D(C, b) = k(C, b) = i(C) (b), para todo b ∈ U, C ∈ [−A, 0], ou seja,
D(C) = i(C), para todo C ∈ [−A, 0]. Logo, D0 = i. Mais ainda, como i ∈ � ( [−A, 0], -),
obtemos que i ∈ B.

Dessa maneira, o sistema (3.15) − (3.17) pode ser reescrito na seguinte forma abstrata

3

3C

[
D(C) + 6(C, DC)

]
= �D(C) + 5 (C, DC), C ∈ [0, 0],

D0 = i ∈ B.

A fim de garantirmos a existência e unicidade de uma solução fraca para o sistema (3.15) −
(3.17), verificamos que as hipóteses do Teorema 3.12 são satisfeitas. De início, mostramos que
as condições H1 −H3 são verificadas.

(I) Condição H1: Seja. = [D(�)] = (D(�), ‖ · ‖[D(�)]), onde ‖G‖[D(�)] = ‖G‖- +‖�G‖- ,
para todo G ∈ D(�). Como - é um espaço de Banach e � é um operador fechado, segue que
. é, também, um espaço de Banach. Além disso, considerando 82 : . −→ - e o fato de
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‖82 (G)‖- = ‖G‖- 6 ‖G‖- + ‖�G‖- = ‖G‖. , podemos concluir que 82 é contínua, uma vez que
esta é linear e limitada. Mais ainda, dados H ∈ . , C ∈ [0, 0] e B ∈ [0, C], temos ) (B)H ∈ D(�)
e ‖�) (B)H‖- = ‖) (B)�H‖, com �H ∈ - . Assim,

‖�) (B)‖L(.,-) = sup
H∈.,‖H‖. 61

‖�) (B)H‖- = sup
H∈.,‖H‖. 61

‖) (B)�H‖- .

Note que, se H ∈ . e ‖H‖. 6 1, então ‖�H‖- 6 ‖H‖- + ‖�H‖- = ‖H‖. 6 1 e ‖H‖- 6
‖H‖. 6 1. Desse modo, {H ∈ . ; ‖H‖. 6 1} ⊂ {G ∈ -; ‖G‖- 6 1}. Logo,

‖�) (B)‖L(.,-) = sup
H∈.,‖H‖. 61

‖) (B)�H‖- 6 sup
G∈-,‖G‖-61

‖) (B)G‖- = ‖) (B)‖L(-) .

Pelo Teorema 2.52, ‖) (C)‖L(-) 6
�0
CU

, para todo C > 0 e, então,∫ 0

0
‖�) (B)‖L(.,-)3B 6

∫ 0

0
‖) (B)‖L(-)3B 6

∫ 0

0
�0B

−U3B =
�00

1−U

1 − U < ∞,

pois U =
[

2
, com [ ∈ (0, 1), ou seja, 1 − U > 0. Assim, �) (·) ∈ !1( [0, 0],L(., -)) e a

condição H1 está satisfeita.

(II) Condição H2: Começamos verificando que a função 5 : [0, 0] × B −→ - está bem
definida, ou seja, 5 (C, k) ∈ - , para todo (C, k) ∈ [0, 0] × B e a integral que define 5 existe
e é finita para todo k ∈ B. De fato, como 12 ∈ � ( [−A, 0],R), com [−A, 0] compacto, e
k(B) ∈ �[ (U), para todo B ∈ [−A, 0], existem constantes �1 > 0 e �2(B) > 0 tais que
|12(B) | 6 �1, para todo B ∈ [−A, 0] e ‖k(B) (b) − k(B) (a)‖ 6 �2(B)‖b − a‖[, para todo
b, a ∈ U. Assim,∫ 0

−A
‖12(B)k(B) (b)‖ 3B 6

∫ 0

−A
|12(B) | ‖k(B) (b)‖ 3B

6

∫ 0

−A
|12(B) | sup

b∈U
‖k(B) (b)‖ 3B

= �1

∫ 0

−A
‖k(B)‖

� (U)3B

6 �1

∫ 0

−A

[
‖k(B)‖

� (U) + [|k(B) |]�[ (U)
]
3B

= �1

∫ 0

−A
‖k(B)‖-3B

6 �1

∫ 0

−A
‖k‖� ( [−A,0],-)3B = �1‖k‖BA < ∞,

implicando que a integral que define 5 existe e é finita. Além disso, mostramos que 5 (C, k) ∈ - ,
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para todo (C, k) ∈ [0, 0] × B. Como k ∈ B = � ( [−A, 0], -) e [−A, 0] é compacto segue que k
é uniformemente contínua, ou seja, dado n > 0, existe X > 0 tal que ‖k(C) − k(B)‖- < n , para
todo C, B ∈ [−A, 0], com |C − B | < X. Assim, tomando n = 1, existe X1 > 0 tal que

|k(C) (b) − k(C) (a) | − |k(B) (b) + k(B) (a) |
|b − a |[ 6

|k(C) (b) − k(C) (a) − k(B) (b) + k(B) (a) |
|b − a |[

6 sup
b,a∈U,b≠a

|k(C) (b) − k(C) (a) − k(B) (b) + k(B) (a) |
|b − a |[ 6 ‖k(C) − k(B)‖- < n = 1,

para todo b, a ∈ U, com b ≠ a e C, B ∈ [−A, 0], com |C − B | < X1. Logo,

|k(C) (b) − k(C) (a) | < |b − a |[ + |k(B) (b) − k(B) (a) |. (3.18)

Por outro lado, como [−A, 0] é compacto em R, segue que ele é um conjunto totalmente
limitado, então, para o mesmo X1 > 0 acima, existem B1, B2, · · · , B: ∈ [−A, 0] tais que [−A, 0] ⊂
:
∪
8=1
�X1 (B8,R). Dessa forma, dado C ∈ [−A, 0], existe B 9 ∈ {B1, B2, · · · , B: } tal que C ∈ �X1 (B 9 ,R),

ou seja, |C − C 9 | < X1. Consequentemente, de (3.18), temos

|k(C) (b) − k(C) (a) | < |b − a |[ + |k(B 9 ) (b) − k(B 9 ) (a) |
6 |b − a |[ + �2(B 9 ) |b − a |[

6 � |b − a |[, ∀ b, a ∈ U, b ≠ a,

onde� = 2 max{1, �2(B8), 8 = 1, 2, · · · , :}. Para b = a, então 0 6 |k(C) (b) −k(C) (a) | 6 � |b−
b |[ = 0 e, então, a desigualdade também se verifica para este caso. Logo, |k(C) (b) −k(C) (a) | 6
� |b − a |[, para todo C ∈ [−A, 0] e todo b, a ∈ U. Dessa forma, sejam (C, k) ∈ [0, 0] × B e
b, a ∈ U, então

‖ 5 (C, k) (b) − 5 (C, k) (a)‖ =




 ∫ 0

−A
12(B)k(B, b) 3B −

∫ 0

−A
12(B)k(B, a) 3B






6

∫ 0

−A
|12(B) | ‖k(B, b) − k(B, a)‖ 3B

6

∫ 0

−A
|12(B) |� |b − a |[3B = � |b − a |[

∫ 0

−A
|12(B) |3B

6 � |b − a |[
∫ 0

−A
�1 3B = ��1A |b − a |[ = �̃ |b − a |[,

onde �̃ = ��1A . Assim, 5 (C, k) ∈ - , para todo (C, k) ∈ [0, 0] × B.
Agora, mostramos que a função 5 é contínua de [0, 0] ×B em - . Mais que isso, mostramos

que 5 (C, ·) ∈ L(B, -), para todo C ∈ [0, 0]. De fato, dados k1, k2 ∈ B e U um escalar, temos
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5 (C, Uk1 + k2) (b) =
∫ 0

−A
12(B) [Uk1 + k2] (B, b) 3B =

∫ 0

−A
12(B) [Uk1(B, b) + k2(B, b)] 3B

= U

∫ 0

−A
12(B)k1(B, b) 3B +

∫ 0

−A
12(B)k2(B, b) 3B

= U 5 (C, k1) (b) + 5 (C, k2) (b), ∀ b ∈ U.

Logo, 5 (C, Uk1 + k2) = U 5 (C, k1) + 5 (C, k2). Além disso, para todo k ∈ B e b ∈ U,

‖ 5 (C, k) (b)‖ =




 ∫ 0

−A
12(B)k(B, b) 3B





 6 ∫ 0

−A
|12(B) | sup

b∈U
‖k(B) (b)‖ 3B

=

∫ 0

−A
|12(B) | ‖k(B)‖� (U)3B 6

∫ 0

−A
|12(B) | ‖k(B)‖-3B

6

∫ 0

−A
|12(B) | sup

B∈[−A,0]
‖k(B)‖-3B =

∫ 0

−A
|12(B) | ‖k‖B3B (3.19)

= ‖k‖B
∫ 0

−A
|12(B) | 3B = ‖12‖!1 ( [−A,0]) ‖k‖B ,

uma vez que ‖12(B)‖ 6 �1 e, então,
∫ 0

−A
|12(B) | 3B 6 �1A < ∞, o que nos garante que

12 ∈ !1( [−A, 0]). Mais ainda, para b, a ∈ U, b ≠ a,

‖ 5 (C, k) (b) − 5 (C, k) (a)‖
|b − a |[ =





 ∫ 0
−A 12(B)k(B) (b) 3B −

∫ 0
−A 12(B)k(B) (a) 3B






|b − a |[

=





 ∫ 0

−A
12(B)

[k(B) (b) − k(B) (a)]
|b − a |[ 3B






6

∫ 0

−A
|12(B) |

‖k(B) (b) − k(B) (a)‖
|b − a |[ 3B (3.20)

6

∫ 0

−A
|12(B) | sup

b,a∈U,b≠a

‖k(B) (b) − k(B) (a)‖
|b − a |[ 3B

6

∫ 0

−A
|12(B) | ‖k(B)‖-3B 6

∫ 0

−A
|12(B) | sup

B∈[−A,0]
‖k(B)‖-3B

=

∫ 0

−A
|12(B) | ‖k‖B3B = ‖12‖!1 ( [−A,0]) ‖k‖B .

Dessa forma, de (3.19) e (3.20), obtemos
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‖ 5 (C, k)‖- = sup
b∈U
‖ 5 (C, k) (b)‖ + sup

b,a∈U,b≠a

‖ 5 (C, k) (b) − 5 (C, k) (a)‖
|b − a |[

6 sup
b∈U
{‖12‖!1 ( [−A,0]) ‖k‖B} + sup

b,a∈U,b≠a
{‖12‖!1 ( [−A,0]) ‖k‖B}

= 2‖12‖!1 ( [−A,0]) ‖k‖B .

Portanto, 5 (C, ·) ∈ L(B, -) e

‖ 5 (C, ·)‖L(B,-) = sup
‖k‖61

‖ 5 (C, k)‖- 6 sup
‖k‖61

2‖12‖!1 ( [−A,0]) ‖k‖B = 2‖12‖!1 ( [−A,0]) .

Assim, como 5 não depende de C ∈ [0, 0], obtemos 5 ∈ � ( [0, 0],L(B, -)).
Dessa maneira, sendo ; > 0 tal que [0, ;] × �; (i,B) ⊂ [0, 0] × B, segue da linearidade de

5 que

‖ 5 (C, k1) − 5 (C, k2)‖- = ‖ 5 (C, k1 − k2)‖- 6 2‖12‖!1 ( [−A,0]) ‖k1 − k2‖B ,

para todo (C, k8) ∈ [0, ;] × �; (i,B), 8 = 1, 2. Logo, existe ! 5 ,; ∈ !@ ( [0, 0],R+), com
! 5 ,; (B) = 2‖12‖!1 ( [−A,0]) tal que

‖ 5 (C, k1) − 5 (C, k2)‖- 6 ! 5 ,; (B)‖k1 − k2‖B , ∀ (C, k8) ∈ [0, ;] × �; (i,B), 8 = 1, 2,

ou seja, H2 é satisfeita.

(III) Condição H3: Começamos mostrando que a função 6 : [0, 0] ×B −→ . também está
bem definida, no sentido de 6(C, k) ∈ . , para todo (C, k) ∈ [0, 0] × B, e a integral que define 6
existe e é finita para todo (C, k) ∈ [0, 0] × B.

Como k(B) ∈ - , para todo B ∈ [−A, 0] e k ∈ B, procedendo como no caso (� �), concluímos
que existe � > 0 tal que

|k(B) (b) − k(B) (a) | 6 � |b − a |[, ∀b, a ∈ U, ∀B ∈ [−A, 0] .

Além disso, como 11 ∈ � ( [0, 0] × [−A, 0] ×U×U,R), com [0, 0] × [−A, 0] ×U×U compacto,
existe uma constante �3 > 0 tal que

|11(C, B, b, a) | 6 �3, ∀(C, B, b, a) ∈ [0, 0] × [−A, 0] ×U ×U.

Logo, para k ∈ B
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 ∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)k(B, b) 3a3B




 6 ∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) | ‖k(B) (b)‖ 3a3B

6

∫ 0

−A

∫
U

�3 sup
b∈U
‖k(B) (b)‖ 3a3B

6

∫ 0

−A

∫
U

�3‖k(B)‖-3a3B

= �3

∫ 0

−A
‖k(B)‖-

∫
U

3a3B = �3 |U |
∫ 0

−A
‖k(B)‖-3B

6 �3 |U |
∫ 0

−A
sup

B∈[−A,0]
‖k(B)‖-3B = �3 |U |

∫ 0

−A
‖k‖B3B

= �3 |U |A ‖k‖B < ∞,

ou seja, a integral que define 6 existe e é finita.
Agora, se (C, k) ∈ [0, 0] × B e b, ` ∈ U, temos

‖6(C, k) (b) − 6(C, k) (`)‖ =




 ∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)k(B, a) 3a3B

−
∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, =D, `)k(B, a) 3a3B






=





 ∫ 0

−A

∫
U

[
11(C, B, a, b) − 11(C, B, a, `)

]
k(B, a) 3a3B





 (3.21)

6

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) − 11(C, B, a, `) | ‖k(B, a)‖ 3a3B.

Mais ainda, por hipótese, 11(C, B, a, ·) ∈ D(�), ou seja, 11(C, B, a, ·) ∈ �2+[ (U). Assim, como
11 ∈ � ( [0, 0] × [−A, 0] × U × U,R) e [0, 0] × [−A, 0] × U × U é compacto, procedendo de
forma análoga a caso (� �), obtemos que existe uma constante � > 0 tal que

|11(C, B, a, b) − 11(C, B, a, `) | 6 � |b − ` |2+[, ∀b, ` ∈ U.

Dessa forma, voltando a (3.21), temos

‖6(C, k) (b) − 6(C, k) (`)‖ 6
∫ 0

−A

∫
U

� |b − ` |2+[‖k(B, a)‖ 3a3B

6 � |b − ` |2+[
∫ 0

−A

∫
U

‖k(B)‖-3a3B

6 � |b − ` |2+[
∫ 0

−A
‖k‖B |U | 3B = � A ‖k‖B |U | |b − ` |2+[,
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implicando que 6(C, k) ∈ �2+[ (U). Além disso, se b ∈ mU, então

6(C, k) (b) =
∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)k(B, a) 3a3B = 0.

Logo, como 6 ∈ �2+[ (U) e 6(C, k)
��
mU
≡ 0, obtemos que 6(C, k) ∈ D(�) = . . Portanto, 6 está

bem definida.
Mostramos, também, que 6 ∈ � ( [0, 0] × B, . ). Sejam C, g ∈ [0, 0] e q, k ∈ B, então

‖6(C, k) − 6(g, q)‖. = ‖6(C, k) + 6(C, q) − 6(C, q) − 6(g, q)‖.
6 ‖6(C, k) − 6(C, q)‖. + ‖6(C, q) − 6(g, q)‖. . (3.22)

Vamos analisar os termos da expressão (3.22) separadamente. Note que

‖6(C, k) − 6(C, q)‖. = ‖6(C, k) − 6(C, q)‖- + ‖�6(C, k) − �6(C, q)‖-

e mais, mostramos que 6(C, ·) : B −→ . é linear, para todo C ∈ [0, 0]. De fato, para k1, k2 ∈ B
e U um escalar, obtemos

6(C, Uk1 + k2) =
∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b) (Uk1 + k2) (B, a) 3=D3B

=

∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)
[
Uk1(B, a) + k2(B, a)

]
3a3B

=

∫ 0

−A

∫
U

[
11(C, B, a, b)Uk1(B, a) + 11(C, B, a, b)k2(B, a)

]
3a3B

=

∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)Uk1(B, a) 3a3B +
∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)k2(B, a) 3a3B

= U6(C, k1) (b) + 6(C, k2) (b), ∀b ∈ U.

Logo, 6(C, Uk1 + k2) = U6(C, k1) + 6(C, k2). Além disso, verificamos que 6(C, ·) é limitada.
Com efeito, note que ‖6(C, k)‖. = ‖6(C, k)‖- + ‖�6(C, k)‖- , com

‖6(C, k) (b)‖ =




 ∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)k(B, a) 3a3B




 6 ∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) | ‖k(B, a)‖ 3a3B

6

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) | sup
a∈U
‖k(B) (a) | 3a3B

6

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) | ‖k(B)‖- 3a3B (3.23)

6

∫ 0

−A
|11(C, B, a, b) | sup

B∈[−A,0]
‖k(B)‖ 3a3B =

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) | ‖k‖B 3a3B

= ‖k‖B
∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) | 3a3B.
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e, note que, se D ∈ �2+[ (U), segue que ‖D(b) − D(`)‖ 6 �‖b − `‖2+[, para todo b, ` ∈ U,
então ‖D(b) − D(`)‖ 6 � [380<(U)]2‖b − `‖[, ou seja, D ∈ �[ (U). Dessa forma, como
11(C, B, a, ·) ∈ D(�), obtemos que 11(C, B, a, ·) ∈ �[ (U) e, então,

‖6(C, k) (b) − 6(C, k) (`)‖
|b − ` |[ =

1
|b − ` |[





 ∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)k(B, a) 3a3B

−
∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, `)k(B.a) 3a3B






=
1

|b − ` |[





 ∫ 0

−A

∫
U

[
11(C, B, a, b) − 11(C, B, a, `)

]
k(B, a) 3a3B






6

1
|b − ` |[

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) − 11(C, B, a, `) | ‖k(B, a)‖ 3a3B

6 ‖k‖B
∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) − 11(C, B, a, `) |
|b − a |[ 3a3B (3.24)

6 ‖k‖B
∫ 0

−A

∫
U

sup
b,`∈U,b≠`

|11(C, B, a, b) − 11(C, B, a, `) |
|b − a |[ 3a3B

6 ‖k‖B
∫ 0

−A

∫
U

[
|11(C, B, a, ·) |

]
�[ (U,R=)3a3B.

Logo, de (3.23) e (3.24), obtemos

‖6(C, k)‖- = sup
b∈U
‖6(C, k) (b)‖ + sup

b,`∈U

‖6(C, k) (b) − 6(C, k) (`)‖
|b − ` |[

6 sup
b∈U
‖k‖B

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) | 3a3B

+ sup
b,`∈U,b≠`

‖k‖B
∫ 0

−A

∫
U

[
|11(C, B, a, ·) |

]
�[ (U,R=)3a3B

=

[
sup
b∈U

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) | 3a3B + sup
b,`∈U,b≠`

∫ 0

−A

∫
U

[
|11(C, B, a, ·) |

]
�[ (U,R=)3a3B

]
‖k‖B .

Dessa maneira, tomando

Θ2 = sup
C∈[0,0],b∈U

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) |3a3B + sup
C∈[0,0]

∫ 0

−A

∫
U

[
|11(C, B, a, ·) |

]
�[ (U,R=)3a3B,

obtemos ‖6(C, k)‖- 6 Θ2‖k‖B .
De modo análogo, temos
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‖�6(C, k) (b)‖ =




�∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)k(B, a) 3a3B






6

∫ 0

−A

∫
U

|�11(C, B, a, b) | ‖k(B, a)‖ 3a3B (3.25)

=

∫ 0

−A

∫
U

���� m2

mb2 11(C, B, a, b)
���� ‖k‖B3a3B

e

‖�6(C, k) (b) − �6(C, k) (`)‖
|b − ` |[ =





� ∫ 0
−A

∫
U

[
11(C, B, a, b) − 11(C, B, a, `)

]
k(B, a) 3a3B






|b − ` |[

6

∫ 0

−A

∫
U

|�11(C, B, a, b) − �11(C, B, a, `) |
|b − ` |[ 3a3B (3.26)

6

∫ 0

−A

∫
U

[
|�11(C, B, a, ·) |

]
�[ (U,R=) ‖k‖B3a3B.

Logo, de (3.25) e (3.26), obtemos

‖�6(C, k)‖- = sup
b∈U
‖�6(C, k) (b)‖ + sup

b,`∈U,b≠`

‖�6(C, k) (b) − �6(C, k) (`)‖
|b − ` |[

6

[
sup
b∈U

∫ 0

−A

∫
U

���� m2

mb2 11(C, B, a, b)
����3a3B

+ sup
b,`∈U,b≠`

∫ 0

−A

∫
U

[
|�11(C, B, a, ·) |

]
�[ (U,R=)3a3B

]
‖k‖B .

Assim, tomando

Θ1 = sup
C∈[0,0]b∈U

∫ 0

−A

∫
U

���� m2

mb2 11(C, B, a, b)
����3a3B + sup

C∈[0,0]

∫ 0

−A

∫
U

[
|�11(C, B, a, ·) |

]
�[ (U,R=)3a3B,

obtemos ‖�6(C, k)‖- 6 Θ1‖k‖B .
Portanto,

‖6(C, k)‖. = ‖6(C, k)‖- + ‖�6(C, k)‖- 6 Θ2‖k‖B + Θ1‖k‖B =
(
Θ1 + Θ2

)
‖k‖B ,

para todo k ∈ B e todo C ∈ [0, 0], o que garante que 6(C, ·) ∈ L(B, . ), para todo C ∈ [0, 0].
Consequentemente, o primeiro termo da expressão (3.22) é limitado por

‖6(C, k) − 6(C, q)‖. = ‖6(C, k − q)‖. 6
(
Θ1 + Θ2

)
‖k − q‖B .
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Para o segundo termo da expressão (3.22), note que

‖6(C, q) − 6(g, q)‖. = ‖6(C, q) − 6(g, q)‖- + ‖�6(C, i) − �6(g, q)‖- ,

e mais,

‖6(C, q) (b) − 6(g, q) (b)‖ =




 ∫ 0

−A

∫
U

11(C, B, a, b)q(B, a)3a3B

−
∫ 0

−A

∫
U

11(g, B, a, b)q(B, b)3a3B






6





 ∫ 0

−A

∫
U

[
11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b)

]
q(B, a)3a3B






6

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b) | ‖q(B, a)‖ 3a3B

6

∫ 0

−A

∫
U

|11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b) |‖q‖B3a3B

6

∫ 0

−A

∫
U

sup
b∈U
|11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b) |‖q‖B3a3B.

Além disso,

‖6(C, q) (b) − 6(g, q) (b) − 6(C, q) (`) + 6(g, q) (`)‖

=





 ∫ 0

−A

∫
U

[
11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b) − 11(C, B, a, `) + 11(g, B, a, `)

]
q(B, a)






6

∫ 0

−A

∫
U

‖11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b) − 11(C, B, a, `) + 11(g, B, a, `)‖ ‖q‖B 3a3B.

Desse modo,

‖6(C, q) (b) − 6(g, q) (b)‖ + ‖6(C, q) (b) − 6(g, q) (b) − 6(C, q) (`) + 6(g, q) (`)‖|b − ` |[

6 ‖q‖B
∫ 0

−A

∫
U

‖11(C, B, a, ·) − 11(g, B, a, ·)‖-3a3B.

Seja ,̃ : [0, 0] × [0, 0] −→ R+ dada por

,̃ (C, g) =
∫ 0

−A

∫
U

‖11(C, B, a, ·) − 11(g, B, a, ·)‖-3a3B,

então ,̃ é contínua. De fato, como [0, 0] × [−A, 0] × U × U é compacto, segue que 11

é uniformemente contínua, ou seja, dado n > 0, existe X > 0 tal que se | (C1, B, a, b1) −



124

(C2, B, a, b2) | < X, então |11(C, B, a, b1) − 11(C2, B, a, b2) | <
n

6
. Assim, para |C − g | < X, temos

‖11(C, B, a, ·) − 11(g, B, a, ·)‖- = sup
b∈U
‖11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b)‖

+ sup
b,`∈U,b≠`

‖11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b) − 11(C, B, a, `) + 11(g, B, a, `)‖
|b − ` |[

6 sup
b∈U

n

6
+ sup
b,`∈U,b≠`

‖11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b)‖
|b − ` |[

+ sup
b,`∈U,b≠`

‖11(C, B, a, `) − 11(g, B, a, `)‖
|b − ` |[ 6

3n
6
< n,

ou seja, 1 : [0, 0] −→ - é uniformemente contínua, implicando que ,̃ é contínua e
lim
C→g

,̃ (C, g) = 0.
Resumindo, obtemos

‖6(C, q) − 6(g, q)‖- = sup
b∈U
‖6(C, q) (b) − 6(g, q) (b)‖

+ sup
b,`∈U,b≠`

‖6(C, q) (b) − 6(g, q) (b) − 6(C, q) (`) + 6(g, q) (`)‖
|b − ` |[

6 ‖q‖B
∫ 0

−A

∫
U

[
sup
b∈U
|11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b) | 3a3B (3.27)

+ sup
b,`∈U,b≠`

‖11(C, B, a, b) − 11(g, B, a, b) − 11(C, B, a, `) + 11(g, B, a, `)‖
|b − ` |[

]
3a3B

= ‖q‖B
∫ 0

−A

∫
U

‖11(C, B, a, ·) − 11(g, B, a, ·)‖-3a3B = ‖q‖B,̃ (C, g).

Além disso, de modo semelhante, obtemos

‖�6(C, q) (b) − �6(g, q) (b)‖ =




 ∫ 0

−A

∫
U

[
�11(C, B, a, b) − �11(g, B, a, b)

]
q(B, a) 3a3B






6 ‖q‖B

∫ 0

−A

∫
U

���11(B, C, a, b) − �11(g, B, a, b)
�� 3a3B

6 ‖q‖B
∫ 0

−A

∫
U

sup
b∈U

���11(C, B, a, b) − �11(g, B, a, b)
�� 3a3B,

e mais,
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�6(C, q) (b) − �6(g, q) (b) − �6(C, q) (`) + �6(g, q) (`)


|b − ` |[

6

∫ 0

−A

∫
U

���11(C, B, a, b) − �11(g, B, a, b) − �11(C, B, a, `) + �11(g, B, a, `)
��

|b − ` |[ ‖q‖B3a3B

6 ‖q‖B
∫ 0

−A

∫
U

[
sup

b,`∈U,b≠`

1
|b − ` |[

���11(C, B, a, b) − �11(g, B, a, b)

− �11(C, B, a, `) + �11(g, B, a, `)
��]3a3B.

Assim,



�6(C, q) − �6(g, q)


-
= sup
b∈U



�6(C, q) (b) − �6(g, q) (b)


+ sup
b,`∈U



�6(C, q) (b) − �6(g, q) (b) − �6(C, q) (`) + �6(g, q) (`)


|b − ` |[

6 ‖q‖B
∫ 0

−A

∫
U

[
sup
b∈U

���11(C, B, a, b) − �11(g, B, a, b)
�� (3.28)

sup
b,`∈U,b≠`

���11(C, B, a, b) − �11(g, B, a, b) − �11(C, B, a, `) + �11(g, B, a, `)
��

|b − ` |[

]
3a3B

= ‖q‖B
∫ 0

−A

∫
U



�11(C, B, a, ·) − �11(g, B, a, ·)



-
3a3B = ‖q‖B,̂ (C, g),

onde ,̂ (C, g) =
∫ 0

−A

∫
U



�11(C, B, a, ·)−�11(g, B, a, ·)



-
3a3B. Note que ,̂ : [0, 0]× [0, 0] −→

R+ é contínua, visto que �D = ΔD e �1 é suficientemente suave, a qual podemos supor de classe
�2 e, então, por um raciocínio análogo ao feito para ,̃ , segue a continuidade. Além disso,
lim
C→g

,̂ (C, g) = 0.
Finalmente, por (3.27) e (3.28), obtemos

‖6(C, q) − 6(g, q)‖. = ‖6(C, q) − 6(g, q)‖- +


�6(C, q) − �6(g, q)



-

6 ‖q‖B,̃ (C, g) + ‖q‖B,̂ (C, g) = , (C, g)‖q‖B ,

onde , (C, g) = ,̃ (C, g) + ,̂ (C, g) e , : [0, 0] × [0, 0] −→ R+ é uma função contínua tal que
lim
C→g

, (C, g) = 0.
Portanto, pelo que fizemos até aqui, concluímos que
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‖6(C, k) − 6(g, q)‖. 6 ‖6(C, k) − 6(C, q)‖. + ‖6(C, q) − 6(g, q)‖.
6

(
Θ1 + Θ2)‖k − q‖B +, (C, g)‖q‖B → 0,

quando (C, k) → (g, q). Garantindo a continuidade de 6, para todo ponto (g, q) ∈ [0, 0] × B.
Agora, seja ; > 0 tal que [0, ;] × �; (i,B) ⊂ [0, 0] × B. Assim, para todo C, B ∈ [0, ;] e

k, q ∈ �; (i,B), temos

‖6(C, k) − 6(B, q)‖. 6 , (B, C)‖q‖B +
(
Θ1 + Θ2

)
‖q‖B

6 , (C, B)
(
‖q − i‖B + ‖i‖B

)
+ (Θ1 + Θ2)‖k − q‖B

6 , (C, B)
(
; + ‖i‖B

)
+

(
Θ1 + Θ1

)
‖k − q‖B .

Dessa, forma, sendo !1
6 (;) = ; + ‖i‖B e !2

6 (;) = Θ1 + Θ2, como , (C, C) = 0, concluímos
que a condição H3 está satisfeita.

Observe, ainda, que por hipótese,

‖82‖L(.,-)!2
6 (0) = ‖82‖L([D(�)],-)!2

6 (;) = ‖82‖L([D(�)],-)
(
Θ1 + Θ2

)
< 1

e ) (·)i(0, ·) ∈ � ( [0, 0], -), ou seja, i(0) ∈ Λ�.
Portanto, pelo Teorema 3.12, concluímos que existe uma única solução fraca de (3.15) -

(3.17) em [−A, 1], para algum 0 < 1 6 0. �
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APÊNDICE A - Resultados auxiliares

Lema A.1. Sejam - um espaço de Banach e � ∈ L(-). Se ‖�‖ < 1, então � é inversível e
(� − �)−1 ∈ L(-).

Demonstração. Defina o operador 5 (�) =
∞∑
==0

�=. Note que para :, < ∈ N, : < <, temos





 :∑
==0

�= −
<∑
==0

�=





 = 



 <∑
==:+1

�=





 6 <∑
==:+1

‖�‖=.

Assim, como
∞∑
==0
‖�‖= converge, pois ‖�‖ < 1, segue que dado n > 0, existe =0 ∈ N tal

que
∞∑

===0+1
‖�‖= < n . Assim se escolhemos :, < ∈ N de modo que =0 < : < < temos



 :∑

==0
�= −

<∑
==0

�=





 6 ∞∑
==:+1

‖�‖= <
∞∑

===0+1
‖�‖= < n.

Logo, a sequência ((: ):∈N =
:∑
==0

�= é uma sequência de Cauchy em L(-) e, como - é um

espaço de Banach, segue que L(-) também o é e, portanto,
∞∑
==0

�= ∈ L(-).
Além disso, como� comuta com suas potências, obtemos (�−�) 5 (�) = 5 (�) (�−�) = �.

Portanto, � − � é inversível e (� − �)−1 ∈ L(-). �

Lema A.2 (Lema de Dini). Se 5 : (0, 1) −→ - é contínua em (0, 1) e possui derivada à
direita, 5 ′+, contínua em (0, 1), então 5 é continuamente diferenciável em (0, 1).

Demonstração. (13, Lema A.3.2, p. 149). �

Lema A.3 (Princípio da limitação uniforme). Sejam - um espaço de Banach e . um espaço
normado. Dado uma família {)U}U∈Λ em L(-,. ), se sup

U∈Λ
‖)UG‖ < ∞, para todo G ∈ - , então

sup
U∈Λ
‖)U‖L(-,. ) < ∞.

Demonstração. (23, 4.7-3 Uniform Boundedness Theorem, p. 249). �

Teorema A.4 (Teorema do ponto fixo de Schauder). Sejam � um espaço de Banach, � ⊂ � um
conjunto fechado, limitado e convexo e 5 : � −→ � uma aplicação completamente contínua.
Então 5 tem pelo menos um ponto fixo.

Demonstração. (24, Teorema 9.5.8, p. 270). �

Teorema A.5 (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam " um espaço métrico completo e
Φ : " −→ " uma contração. Então existe um único ponto G0 ∈ " tal que Φ(G0) = G0.

Demonstração. (24, Teorema 9.4.2, p. 263). �
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Definição A.6. Seja - ⊂ R. Um conjunto � de funções 5 : - −→ R chama-se uniformemente
equicontínuo quando, para cada n > 0 dado, existe X > 0 tal que, se G, H ∈ - e |G − H | < X

então | 5 (G) − 5 (H) | < n , para todo 5 ∈ � .

Teorema A.7. Seja  ⊂ R compacto. Todo conjunto equicontínuo de funções 5 :  −→ R é
uniformemente equicontínuo.

Demonstração. (25, Teorema 19, p. 327). �

Teorema A.8 (Teorema de Arzelá - Ascoli). Sejam � um espaço compacto e � um espaço
métrico completo. Um subconjunto � ⊂ � (�, �) é relativamente compacto se, e somente se,

(8) � é equicontínuo;

(88) para todo G ∈ � o conjunto � (G) = { 5 (G); 5 ∈ �} é relativamente compacto em �.

Demonstração. (26, Teorema 2.1, p. 297). �

Teorema A.9 (Fórmula Integral de Cauchy). Seja 5 : * −→ C uma função holomorfa definida
no domínio * ⊂ C. Sejam � (I0, A0) um disco fechado inteiramente contido em * e Γ sua
fronteira, orientada compativelmente. Se I é um ponto qualquer no interior de � (I0, A0) então

5 (I) = 1
2c8

∫
Γ

5 (F)
F − I 3F.

Demonstração. (27, V.2.6 Teorema, p. 123). �

Teorema A.10 (Teorema de Cauchy). Sejam * ⊂ C um domínio e 5 : * −→ C uma função
holomorfa. Seja + ⊂ * um subconjunto fechado e limitado, cuja fronteira m+ consiste de um
número finito de curvas de Jordan suaves por partes, m+ = W1 ∪ W2 ∪ · · · ∪ W=, e tal que + \ m+
é um domínio. Tome + e m+ com orientação compatível. Então∫

m+

5 (I) 3I = 0.

Demonstração. (27, V.2.13 Teorema de Cauchy, p. 137). �

Proposição A.11. Seja 5 uma função holomorfa no anelA(0, 0, d) e suponha que 0 é um polo
de ordem : > 1 de 5 . Considere a função 6(I) = (I − 0): 5 (I). Então,

A4B( 5 , 0) = 6
(:−1) (0)
(: − 1)! .

Demonstração. (27, VI.3.4 Proposição, p. 166). �

Teorema A.12 (Teorema dos Resíduos). Seja 5 uma função holomorfa num domínio U \
{01, 02, · · · , 0<}. Suponha que W ⊂ U \ {01, 02, · · · , 0<} é uma curva de Jordan suave
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por partes, orientada no sentido anti-horário, tal que a região fechada e limitada por ela
determinada está contida emU e contém todos os pontos 01, 02, · · · , 0<. Então

1
2c8

∫
W

5 (I) 3I = A4B( 5 , 01) + A4B( 5 , 02) + · · · + A4B( 5 , 0<).

Demonstração. (27, VI.3.2 Teorema dos Resíduos, p. 165). �

TeoremaA.13 (Teorema da convergência monótona de Lebesgue). Seja ( 5=)=∈N uma sequência
de funções mensuráveis tais que

0 6 51(G) 6 52(G) 6 53(G) 6 · · ·

em quase todo ponto. Se 5 (G) = lim
=→∞

5= (G), então 5 é integrável e

lim
=→∞

( ∫
5= 3`

)
=

∫
5 3`.

Demonstração. (28, Theorem 3.13, p. 50). �

TeoremaA.14 (Teorema da convergência dominada de Lebesgue). Seja ( 5=)=∈N uma sequência
de funções integráveis que converge, em quase todo ponto, para uma função real mensurável
5 . Se existe uma fnção integrável 6 tal que | 5= | 6 6 para todo =, então 5 é integrável e,

lim
=→∞

( ∫
5= 3`

)
=

∫
5 3`.

Demonstração. (29, 5.6 Lebesgue Dominated Convergence Theorem, p. 44). �

Definição A.15. Sejam (Ω, Σ, `) um espaço de medida, - um espaço de Banach e 5 : Ω −→ -

uma função vetorial. Dizemos que 5 é fortemente mensurável se existe uma sequência de
funções simples (i=) tal que ‖ 5 (C) − i= (C)‖ → 0, quando =→∞, `-quase sempre.

Teorema A.16. Sejam (Ω, Σ, `) um espaço de medida finito, - um espaço de Banach e
5 : Ω −→ - uma função `-mensurável. Então 5 é Bochner integrável se, e somente se, ‖ 5 ‖ é
Lebesgue integrável, ou seja,

∫
‖ 5 ‖ 3` < ∞.

Demonstração. (30, 11.44 Theorem, p. 426). �

Seja � um espaço de Banach, para um subconjunto arbitrário Ω ⊂ � introduzimos a noção
de medida de não - compacidade de Ω.

Definição A.17. Denotamos por &(Ω) o conjunto de todos os n > 0, tais que o conjunto Ω
pode ser coberto por um número finito de conjuntos cujo diâmetro é menor ou igual a n . A
medida de não-compacidade de Ω é o valor:

j(Ω) = inf&(Ω).
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Lema A.18. Sejam �, � ⊂ � . A medida de não - compacidade satisfaz as seguintes proprie-
dades:

(8) 0 6 j(�) < ∞;

(88) j(�) = 0⇔ � é compacto;

(888) � ⊂ �⇒ j(�) 6 j(�);

(8E) j(�) = j(�);

(E) j(� ∪ �) = max{j(�), j(�)};

(E8) j(_�) = |_ |j(�), onde _ ∈ R e _� = {_1; 1 ∈ �};

(E88) j(� + �) 6 j(�) + j(�).

Demonstração. (31, Theorem 1.2.1, p. 4). �

Proposição A.19. Seja - um espaço de Banach e � ⊂ - . Se � ⊂  n +�n , onde  n é compacto
e 380<(�n ) → 0, quando n → 0, então � é um conjunto relativamente compacto.

Demonstração. Faremos a prova deste resultado utilizando a medida de não - compacidade.
Como � ⊂  n + �n , pelos itens (888) e (E88) do Lema A.18, temos

j(�) 6 j( n + �n ) 6 j( n ) + j(�n ).

Como n é compacto, segue que este é fechado e então, n =  n , ou seja, n é compacto. Assim,
pelo item (88) do Lema A.18, obtemos que j( n ) = 0. Além disso, como 380<(�n ) → 0,
quando n → 0, dado X > 0, podemos tomar n suficientemente pequeno tal que n < X e então,
podemos cobrir �n pelo conjunto �X. Assim, pela Definição A.17, como X > 0 é qualquer,
obtemos que inf &(�n ) = 0, ou seja, j(�n ) = 0. Logo, j(�) = 0. Portanto do item (88) do
Lema A.18, concluímos que � é compacto, ou seja, � é relativamente compacto. �

Definição A.20. Um operador 5 : � −→ �1 é chamado operador condensante se este é
contínuo e para cada subconjunto Ω ⊂ � , limitado e não-compacto (j(Ω) > 0), vale a
igualdade

j( 5 (Ω)) < j(Ω).

Por exemplo, operadores completamente contínuos, contrações e somas destes operadores
são condensantes.

Teorema A.21 (Teorema do ponto fixo para operadores condensantes). Seja � um espaço de
Banach. Se um operador condensante 5 leva um subconjunto limitado, fechado e convexo
� ⊂ � nele mesmo, isto é, 5 (�) ⊂ �, então 5 possui pelo menos um ponto fixo.

Demonstração. (32, p. 151). �


