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RESUMO

Neste trabalho estudamos algumas propriedades dos operadores quase setoriais e, utilizando
a teoria de semigrupos, discutimos a existéncia de solu¢des para uma classe de equacdes

diferenciais funcionais neutras abstratas, utilizando teoremas de ponto fixo.

Palavras—chave: Operadores quase setoriais. Semigrupos de crescimento a. Equacao neutra.

Solugdo fraca.



ABSTRACT

In this paper we study some properties of almost sectoral operators and, using semigroup theory,
we discuss about the existence of solutions for a class of abstract neutral functional differential

equations by means of fixed point theorems.

Keywords: Almost sectorial operator. Semigroup of growth @. Neutral equation. Mild solution.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos, via teoria de semigrupos, a existéncia de solu¢des fracas, para
uma classe de equacdes diferenciais funcionais abstratas do tipo neutro, com retardo finito,

descritas na forma

d

X +g(t.x)] = Ax(0) + f(£.x,), 1 € [0, a], (L.1)

xXo=9peQCyB, (1.2)
ondea,r >0,A: D(A) c X — X é um operador quase setorial, (X, || - ||) € um espago de

Banach, 8 = C([-r, 0], X) é o espago de fase formado pelas fungoes continuas de [—r, 0] com
valores em X, Q C B é um aberto, a histéria x;, para t € [0, a] é dada por x,(6) = x(t + 0),
0 e [-r,0lef, g:[0,a] xQ— X sdo funcdes apropriadas. Para este estudo nos baseamos
no trabalho de Herndndez, Pierri e Prokopczyk, o qual referimos em (2).

Na literatura matemadtica, existe um grande nimero de trabalhos sobre equacdes diferenciais
neutras abstratas no caso em que A é um operador setorial. Para estes casos podemos citar,
por exemplo, as referéncias (3—10) e suas referéncias. Operadores setoriais aparecem frequen-
temente em aplicacdes, ja que muitos operadores diferenciais elipticos sdo setoriais quando
considerados em espacgos de Lebesgue (L” - espacos) ou no espaco das funcdes continuas,
veja (11). Entretanto, quando olhamos para espacos mais regulares, como os espagos das fun-
¢oes Holder continuas, obtemos que estes operadores elipticos ndo sdo setoriais, por exemplo,
podemos citar (11, Example 3.1.33).

Uma das caracteristicas que nos permite associar uma familia de operadores lineares limi-
tados (7'(¢));>0 a um operador setorial esta relacionada com os conjuntos resolvente e espectro

deste operador, bem como uma limitacao da forma

IR(L: A)]| < % VieC\A(9),

onde ¢ € (0,5)ec(A) Cc A(p) ={z € C\ {0}; larg z| < ¢} U {0}. Neste caso, dizemos que
(T(1));>0 € um semigrupo analitico.

No caso dos operadores quase setoriais, esta estimativa se torna

M
IR(A:A)] < e VaeC\A(¢),

onde a € (0,1), ¢ € (0,5) e c(A) Cc A(¢) = {z € C\ {0}; |argz|] < ¢} U {0}, e, apesar da
poténcia 1 — @, em ||, ser menor que um, ainda podemos relacionar o operador A com uma
familia de operadores lineares limitados, a qual recebe o nome de semigrupo de crescimento
de ordem «.

Desse modo, com o objetivo de utilizarmos a teoria de semigrupos para estudarmos a
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existéncia de solugdes para o problema (1.1) — (1.2), dedicamos o segundo capitulo deste
trabalho para o desenvolvimento dos principais resultados sobre semigrupos de operadores
lineares limitados.

Mais especificamente, dividimos o Capitulo 2 em seis se¢des, sendo que as quatro primeiras
estdo baseadas no livro do Pazy, referenciado em (12). As duas primeiras secdes tratam dos
conceitos iniciais e dos dois tipos mais comuns de semigrupos: os semigrupos uniformemente
continuos e os semigrupos fortemente continuos. A Secao 2.3 apresenta um importante re-
sultado de geracdo de semigrupos, o Teorema de Hille - Yosida, que nos dd condi¢bes para
que um operador linear A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo.
Ja a Secdo 2.4 trata dos semigrupos compactos e diferencidveis. Como nosso foco estd nos
operadores quase setoriais omitimos muitas demonstracdes nas sec¢oes iniciais, fazendo apenas
aquelas que consideramos relevantes.

Ainda sobre o Capitulo 2, a Sec¢do 2.5 estd baseada no livro do Gomes, o qual é referenciado
em (13), e aborda a relacdo entre operadores setoriais e os semigrupos analiticos. Por tltimo,
na Secdo 2.6, consideramos os resultados sobre operadores quase setoriais que serdo utilizados
no estudo do problema neutro. Neste caso utilizamos as referéncias (14-21).

O Capitulo 3 ¢é dedicado ao estudo da existéncia de solucdes para a classe de equacoes dife-
renciais funcionais abstratas do tipo neutro, com retardo finito, descrita em (1.1) — (1.2). Para
isso, usamos a abordagem tradicional por meio de teoremas de ponto fixo, mais especificamente
utilizammos os Teoremas do ponto fixo de Sadovskii, Banach e Schauder e, como ferramenta,
a teoria de semigrupos desenvolvida no Capitulo 2.

Ainda no Capitulo 3, na Secdo 3.3, apresentamos um exemplo de aplicacdo dos resultados
obtidos, o qual pode ser encontrada em (2), onde consideramos C” (ﬁ) ,n € (0, 1), querepresenta
o espago formado pelas fungdes i - Holder continuas de U em R”, com U C R” um aberto,
limitado e com fronteira suave. Além disso, consideramos o operador A : D(A) ¢ X — X
definido por Au = Au, com D(A) = {u € C*1(N); ”lau = 0}. Por (14) sabemos que A é um
operador quase setorial que verifica a condicao

(a1 - 47| <

M c T
N 1€ (A0)={1€C;0< |arg/l|<§},
0 e (0,%),coma= g Além disso, A ndo é setorial.

Por fim, apresentamos um apéndice onde se encontram alguns resultados utilizados ao longo
do trabalho.
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2 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS

Neste capitulo trazemos uma breve apresentacdo sobre a teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados em espacos de Banach, que serd utilizada como ferramenta para o estudo de
equagoes diferenciais no Capitulo 3.

Ao longo de todo este capitulo, X representard um espaco de Banach, munido da norma
|| - |I. Dessa maneira, £(X) = {F : X — X; F é uma transformacao linear limitada} ¢ um

espaco de Banach com norma definida por ||F||z(x) = sup [|F(x)]l.

llxll<1

2.1 Semigrupos uniformemente continuos

Nesta secdo apresentamos a definicdo de semigrupos de operadores lineares limitados e
dissertamos sobre os semigrupos uniformemente continuos. Como nosso foco sdo os semi-
grupos de crescimento de ordem a, que se assemelham aos semigrupos analiticos, omitimos a

demonstracao dos resultados desta secdo.

Definicao 2.1. Uma familia a um pardmetro (T (t));0 de operadores lineares limitados em

L(X) é um semigrupo se sdo satisfeitos os itens abaixo:
(i) T(0) =1, onde I é o operador identidade em X,
(ii) T(t+s)=T()T(s), Vt,s = 0 (chamada de propriedade exponencial do semigrupo).

Definicao 2.2. Um semigrupo (T (t));>0 € uniformemente continuo se lir(r)l 17(t) = Illex) =0,
t—0*

isto é, a fungdo t v~ T(t) é continua emt = 0.

A propriedade (i7) da Definicdo 2.1 garante que a fungéo ¢t +— T'(¢) € continua em [0, o).

T(t)x —
Definicao 2.3. O operador A : D(A) ¢ X — X definido por Ax = lim M

t—0*
T(t)y-y
t

, onde

xeDA) ={yeX,; lir(r)l
t—0*
(T (2))r>0-

Observacao 2.4. (i) D(A) # 0.

existe}, é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo

(if) D(A) é um subespago vetorial de X.

(iii) Fixado x € D(A), seja f : [0, 0) — X dada por f(t) = T(t)x. Entdo, Ax =
fim L% X w = 17(0), isto &, Ax = %T(r)x'  Vx e D(A).

t—0t t t—0t =0

O préximo resultado relaciona um operador linear limitado com o fato dele ser o gerador

infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo.

Teorema 2.5. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

continuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.
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Demonstracdo. (12, Teorema 1.2, p. 2). m|

Nas condi¢des do Teorema 2.5, o semigrupo obtido € dado por

[ee]

T(t)x = Z l‘nAn)C’

|
=0 n.

comx € Xet € [0,).

Teorema 2.6. Sejam (T (t));>0 e (S(1));>0 semigrupos uniformemente continuos com o mesmo
gerador A. Entdo T(t) =S(¢),Vt > 0.

Demonstracdo. (12, Teorema 1.3, p. 3). O

Combinando os resultados dos Teoremas 2.5 e 2.6, obtém-se as propriedades do corolario

a seguir.

Corolario 2.7. Seja (T (t));>0 um semigrupo uniformemente continuo, entdo:
(i) Existe um tinico operador linear e limitado A tal que T(t) = !4, Vit > 0;
(if) O operador A é o gerador infinitesimal de (T (t));>0;

(iii) Existe w > 0 tal que ||T (¢)|| < "', Yt > 0;

(iv) A funcdo t — T(t) é diferenciavel em norma e

%T(I) — AT(1) =T(NA, 1 > 0.

2.2 Semigrupos fortemente continuos

Nesta se¢do damos enfoque aos semigrupos fortemente continuos, que sdo semigrupos que

satisfazem uma condicdo de continuidade especificada na definicdo dada a seguir.

Definicao 2.8. Um semigrupo (T(t))>0 de operadores lineares limitados em L(X) é um
semigrupo fortemente continuo se lir(r)l T(t)x = x, paratodo x € X, ou seja, a funcdot — T(t)x
t—0*

¢ continua em t = 0 para todo x € X. Chamamos um semigrupo fortemente continuo de Cy-

semigrupo, ou ainda, semigrupo de classe Cy.

Teorema 2.9. Seja (T(t));>0 um Cy-semigrupo, entdo existem constantes M > 1 e w > 0 tais
que
IT(H)|| <Me", ¥Vt > 0.

Demonstragcdo. A demonstragdo serd feita via contra positiva do Principio da limitacdo uni-
forme (Lema A.3).
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Mostramos, inicialmente, que existem M > 1 e n > 0 tais que ||T(¢)|| < M, para todo
t € [0, n]. Para tanto, suponha, por absurdo, que para todo M > 1 e todo n > 0, exista

taom € [0,7m], tal que ||T(tym)l| > M. Assim, tomandon = —e M =n,n € N, n > 1,
n

existe 1, € [0, %] tal que ||7(¢,)|| > n. Dessa forma, obtemos uma sequéncia (t,),ecxn, cOm

t, € [0, %] e |T(ty)|| > n, paratodon € N, n > 1. Fazendo n — oo, concluimos que

t, = 0esup||T(t,)| = oo. Logo, pela contra positiva do Lema A.3, existe xo € X tal que
neN

sup I (2)oll = oo.

neN

Por outro lado, como (7'(¢));>0 € um Cy-semigrupo, lir(r)l+ T(t)xo = xo, € entdo, lim T (z,)xo
f— n—oo
= X0, pois t, — 0 quando n — oo. Assim, a sequéncia (7 (z,)xo)uen € convergente em X e,

portanto, limitada, ou seja, sup ||7(¢,)xo|| < oo, que é uma contradicéo.
neN
Portanto, existe M > 1 e n > 0 tais que ||T(¢)|| < M, para todo t € [0,n]. Agora,

considerando ¢ > 7, pelo algoritmo da divisao, existem k € Ne r € [0,n) taisque t = kn +r.

Dessa maneira,

T = IT(kn+7r)l|
< NIT)IIT ()]
<MM=MTM<MMi'=Me",

InM
comw = )

n
Portanto, ||T(¢)|| < M ", paratodo 7 > 0. m]

Corolario 2.10. Se (T(1));>0 € um Cy-semigrupo entdo, para cada x € X, a funcdo t — T(t)x

é continua em [0, c0).

Demonstragdo. Pela defini¢do de Cp-semigrupo temos que a fungdo 7 — 7T'(¢)x é continua a
direita em ¢ = 0. Mostramos, agora, que para cada ¢y > 0 fixo a funcdo ¢ +— T(f)x € continua a

direita em ty. Temos, para h>0,

Jim [T (to + h)x = T(to)x|| = lim [T (10) | 1T (h)x — I x|| = O.
Dessa forma, ¢ — T(t)x é continua a direita para todo ¢ > 0. Agora, seja & > 0 tal que
to — h > 0, entdo
lim [IT(t0 = h)x = T(to)xll = lim |IT(t0 = h)x = T(to = h + W)x
< lim (1T (t0 = I} |x = T(h)x]|
< lim M "M 1x = T(h)x|| = 0.

Assim, a funcdo t — T(¢)x é continua a esquerda para todo ¢t > 0. Portanto t — T(t)x é

continua para todo ¢ € [0, o). O
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Teorema 2.11. Seja (T (t));>0 um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal A. Entdo, para todo

t, T € [0,00):
(i) Parax € X,
1 t+h
lim 7 / T(s)xds =T(t)x;
t

(ii) Parax € X,

/tT(s)x ds e D(A) e A( /l T(s)x ds) =T(t)x — x;
0

0
(iii) Parax € D(A), T(t)x € D(A) e

d
ET(I)X =AT(t)x =T(t)Ax;

(iv) Parax € D(A),

T(tH)x-T(t)x = /l T(s)Axds = /t AT(s)xds.

T T

Demonstragcdo. (i) Sejam x € X et € [0, c0). Considere a > t tal que ¢ € [0, a] e seja
h>0demodoquet+he |0, al.

Como s +— T(s)x é continua e [0, @] € um conjunto compacto, segue que s — T(s)x é

uma fun¢do uniformemente continua. Desse modo, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
IT(&)x —Tm)x|l <€, Y& nel0,al, com|é—n| <d.

Logo, se 0 < h < §, obtemos

1 t+h 1 t+h 1 t+h
—/ T(s)xds—T(t)x|| = —/ T(s)xd ——/ T(t)x ds
Hh t Hh t h t
1 t+h
< E/ ||T(s)x—T(t)x||ds
t

1 t+h t+h
<—/ eds=£/ 1ds =€,
h J; hJ;

poisO<s—t< h<é.

1 t+h
Portanto, lim — / T(s)xds =T(t)x.
h—0* h t

t
(if) Sejam x € X et € [0, 00). Inicialmente, mostramos que / T(s)xds € D(A). Para
0



tanto, usando o item (i), note que

h ds| - d
. T( )(‘/0 T(s)x s) ‘/0 T(s)xds

h—0* h
1 [ t t
= hli_)n& A ,/0 T(s+h)xds— /0 T(s)x ds]
1 [ t+h t
= hli_)rg+ 7 /h T(u)x du — ‘/0 T(s)xds
1 [ t t+h h t
= lim — / T(s)xds+/ T(s)xds—/ T(s)xds—/ T(s)xds]
h=0" h | Jp t 0 h
1 t+h 1 h
= lim — T - lim — T
Jim, ) (s)xds Jim, h./o (s)xds

=T({t)x—-TO0)x =T(t)x — x.

t
Dessa forma, como o limite acima existe, concluimos que / T(s)xds e D(A)e
0

A(‘/OZT(S)X ds) =T(t)x — x.

(iii) Sejam x € D(A) et > 0, mostramos que T (¢)x € D(A). Para isso, observe que

T(h)T(t)x —T(t)x T(h+t)x-T(t)x

lim = lim
h—0* h h—0* h
T ()T (h)x - x|
= lim
h—0* h
T(h)x —x
( )hgl(r)l+ . (1) Ax

o que garante que 7 (7)x € D(A) e AT (t)x = T(t) Ax.
Além disso, obtemos que

+ T _T
%T(t)x = lim (t+h )71 WX _ (1) Ax.

Por outro lado,

T(t)x —T(t - h)x
P ,

d- .
ET(I)X - hlg{)l+
e assim, dado & > O tal que r — h > 0, temos

T(h)x —x
h

] —T(t - h)Ax

HT(t)x ~T(t—h)x
h

- T(t)AxH = HT(t - h)[

16
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+T(t—h)Ax — T(t)Ax

<TG - h>||”T(h)x X

+||T(t — h)Ax — T (t)Ax||
T(h)x x H

Ax”

<M w(t—h)

+||T(t — h)Ax — T(t)Ax||.

Logo,

T(t)x—-T(t—-h)x
h

T(h)x —x
h

+ lim [[7(1 = h)Ax = T() Ax|

—T(1)Ax

< lim M e"(=h
h—0*

- AxH
h—0*

=Me""'0+0=0.

Portanto, concluimos que

+

d d d-
ET(t)x = ET(Z‘)X = ET(I)X =T(t)Ax = AT (t)x.

d
(iv) Dado x € D(A), pelo item anterior, T(f)x € D(A) e ET(I)X = AT (t)x = T(t)Ax.

Logo, do Teorema fundamental do calculo, concluimos que

T(t)x—-TO0)x = ‘/Ot %T(s)x ds = /[AT(s)x ds = /IT(S)Ax ds.

0 0
O

Corolario 2.12. Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T (t));>0, entdo D(A) é

denso em X, isto é, D(A) = X e, além disso, A é um operador fechado.

Demonstragdo. (1) Primeiro, mostramos que D(A) = X. Sabemos que D(A) C X, restando,

apenas, mostrarmos que X C D(A). Para tanto, seja x € X, do item (i7) do Teorema 2.11,
t 1 t
/ T(s)xds € D(A). Além disso, se t > 0, ;/ T(s)xds € D(A), pois D(A) é um
0 0

subespaco vetorial de X.

1
Mais ainda, do item (/) do mesmo teorema, obtemos que lim — T(s)x ds =T(0)x =

t—0t

1
x. Assim, fazendo t = —, n € N, obtemos uma sequéncia (xn)neN, definida por x,, =

n
1

n / ’ T(s)x ds, n € N, satisfazendo:
0
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(i) x,€e D(A),VneN;

1
(if) lim n/ T(s)xds = x.
n—>0oo 0
Portanto, x € D(A) e, entdo, X C D(A).
(2) Agora, mostramos que A € fechado. Seja (x,),en uma sequéncia em D(A) tal que

(/) x, — x, para algum x € X;

(if) Ax, — y,paraalgumy € X.
Provamos que x € D(A) e Ax = y. Para isso, note que:

(a) lim x, =x e, entdo, como 7T(¢) € L(X), paratodo ¢ > 0, segue que
lim 7'(t)x, = T(1)x.

(b) Como lim Ax, =y, dado € > 0, existe ny € N tal que ||Ax, —y|| < €,V n > ng. Entio,
n—oo

para n = ng,

/OtT(s)Axn ds—/OlT(s)y ds|| < /ot T (s)Ax, —T(s)y| ds

t
< /0 IT () | Axn — Il ds
t
</ Me" || Ax, — y|| ds
0

t
~ 1A%, — I / Me™ ds
0

(MeW’—M)
<el——|.
w

Além disso, pelo item (iv) do Teorema 2.11, temos T (¢)x,, — x, = T(t)x, — T(0)x, =
t
/ T(s)Ax, ds, para todo n € N, pois x, € D(A), Vn € N. Assim, T(t)x —x =
0

t t
lim [T(t)x, — x,] = nlim / T(s)Ax, ds = / T(s)y ds. Dessa maneira concluimos
—00 0

n—oo 0

que

T(t)x — 1 [
lim M = lim — T(s)yds=T(0)y =y.
t—0* t =0t Jo

Portanto, x € D(A) e Ax =y, isto é, A é um operador fechado.

O

Teorema 2.13. Sejam (T (t));>0 e (S(2))=0 Co-semigrupos com geradores infinitesimais A e B,
respectivamente. Se A = B, entdo T(t) = S(t), para todo t > 0.
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Demonstragcdo. Suponhaque A = Besejamx € D(A) = D(B)et > 0. Definay, : [0,1] —
X por s (s) =T(t — 5)S(s)x. Dessa forma

Ui(s) = ST =95 0)]

=T(t-ys) [%S(s)x + %(T(t —5))S(s)x

=T(t—s)BS(s)x — AT(t — 5)S(s)x
=T(t—s5)BS(s)x —T(t —s)AS(s)x =0.

Assim, y;(s) =0, Vs € [0, t], garantindo que ¥, € constante em [0, ¢]. Em particular,
T()x =T(t-0)S0)x =y(0) =y, () =T(t —1)S(t)x = S(t)x,

ouseja, T(t)x =S(t)x,Vt 20eVx e D(A) = D(B).

Agora, dado x € X, como D(A) = X, existe uma sequéncia (x,),eny em D(A) = D(B),
tal que lim x, = x. Pelo que fizemos anteriormente, 7(¢)x, = S(t)x,, Vn € N. Assim,
T()x :11%; T(5)x = lim S(1)x, = S(1)x. V1 > 0. o

A seguir apresentamos um exemplo de Cyp-semigrupo.

Exemplo 2.14. Seja X = {f : R — R; f é limitada e uniformemente continua}, com a norma
dada por || f|| = sup|f(x)|. Dessa forma, para cada ¢ > 0 definimos 7'(¢) : X — X tal que, a
xeR
cada f € X, temos T(¢t)f : R — R, com (T(¢)f)(s) = f(t +s). Sobre essa familia podemos
concluir:
(i) T(t) estd bem definido paratodot > 0,ousejaT(t)f € X,Vf € X.

(if) T(t) é um operador linear para todo ¢ > 0.

(iii) T(t) € L(X), paratodot > 0, ou seja, T(¢), é limitado, V¢ > 0. Com efeito,

IT (@) f1l = sup [T(2) f(s)| = sup [ f(r+ )| < sup|f(p)| =[Ifll. VfeX.
seR seR PER

(iv) (T(t));>0 € um semigrupo. De fato:
(I) T(0) = 1. Para isso, mostramos que 7(0) f = f,V f € X. Assim, considere f € X
enote que T(0) f(x) = f(0+x) = f(x),Vx e R,ousejaT(0)f = f.
() T(t+s)=T(t)T(s). Sejam f € X, ¢, s € [0,00) e x € X, entdo (T ()T (s)f)(x) =
T(t) [T(s)f(x)] = f(t+s+x) = f((t+s)+x) =T(t+5)f(x), isto &, T(1)T(s)f =
T(t+s)f,VfelX.

(v) (T(t));=0 € um Cp-semigrupo, isto é, visto que vale o item (iv), basta garantir que

lir(l)l+ T(t)f =f,Vf e X,oque,de fato, ocorre pois f € uniformemente continua.
—
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(vi) Agora, verificamos o gerador infinitesimal A de (7'(t));>o. Por definicdo D(A) = {f €

X; lim —T(t)f —/

t—0*

existe}. Mostramos que, na verdade, D(A) = {f € X; f’ existe e

t
f e X}e,alémdisso, Af = ',V f e D(A).

Seja f € X tal que f’ existe e f* € X. Provamos, a seguir, que f € D(A). Para tanto,

seja t > 0 e note que

_f’

= sup
seR

HT(t)f - f
t

= sup
seR

=sup |-
seR

< sup
seR

(s) = f'(s)
— /()

(T(t)f—f)
t

f(t+s)

f()‘

/ f(T)dT——/ f(s)dr
{1 / £ —f’(s)ldf}-

Como f” € uniformemente continua, dado € > 0, existe 6 > Otal que | f'(£) — f'(n)| < €,

V&, n e R, com |€ —n| < 6. Dessa forma, fazendo ¢t < 6, temos s < 7T

T—5<1t<9§. Assim,

<s+t=>0<

HM _f/ Sup{l /s+t |f,(T) —f,(S)ldT}
t seR
< ig}g{%/smedr} = €.
Isto mostra que tl_i)r& T(t)tﬂ = f’,ouseja, fe D(A)e Af =f".

Por outro lado, seja f € D(A) e mostramos que f” existe e f’ € X. Como f € D(A),

tli ) T(t)f f existe e, considerando thrg T([)# = g, temos
'T(r)f(st) SO | <L gH veen
Assim, como tlir(r)1+ T(t)# - g” = 0, concluimos que, para todo s € R,
i [0 =1 g(s)‘ 0
ou seja,
iy L9 =IOy O = 16)
—0* —0* - g(S)

Logo, existe f/(s) e fi(s) = g(s). Mais ainda, como g € X, segue que g é continua e,

entdo, pelo Lema de Dini (Lema A.2),

f’ existe e f’(s) =g(s), Vs eR.

= fi(s)
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Finalmente, como g € X, segue que f” € X, concluindo o desejado.

2.3 O Teorema de Hille - Yosida

Nesta se¢ao apresentamos o Teorema de Hille - Yosida, que caracteriza o gerador infinitesi-
mal de um Cp-semigrupo. Para isso, precisamos de algumas defini¢des e resultados auxiliares,
cuja demonstracdo serd omitida por nao ser o foco deste trabalho.

Do Teorema 2.9 sabemos que para um Cy-semigrupo (7'(t)),>0, existem constantes M > 1
ew > 0 tais que ||T(¢)]| < Me"", ¥t > 0. A seguir, vejamos algumas defini¢des que tratam de

casos particulares sobre as constantes M e w.

Definicao 2.15. Um Cy-semigrupo (T (t));>0 € chamado uniformemente limitado se, na limita-
cao ||T(1)|| < Me"", tivermos w = 0, isto é, temos ||T(t)|| < M, ¥Vt > 0.

Definicao 2.16. Um Cy-semigrupo (T(t));>0 é chamado semigrupo de contracées quando,
IT ()| < 1, VYt > 0, ou seja, na limitagdo ||T(t)|| < Me"', M =1ew =0.

Os proximos resultados se referem a teoria espectral de um operador A, mais especifica-

mente, sobre o resolvente deste operador.

Definicao 2.17. Seja A : D(A) € X — X um operador linear. O conjunto resolvente de A é
dado por
p(A) = {1 € C; (Al — A" é um operador linear limitado}.

O espectro de A, denotado por o (A), é o complementar do conjunto resolvente, isto é, o(A) =
p(A).

Definicdo 2.18. A familia R(A : A) = (A1 —A)~!, para A € p(A), é chamada familia resolvente
de A. O operador R(A : A) é chamado de operador resolvente.

Lema 2.19. Seja A : D(A) ¢ X — X linear e fechado com D(A) = X. Suponha que
1
(0,00) C p(A) e ||R(A: A < 7 VA > 0. Entdo /11im AR(A: A)x =x, Vx € X.

Demonstragdo. (12, Lema 3.2, p. 9). O

Definicao 2.20. Suponha que (0, 0) C p(A) com A : D(A) € X — X um operador linear.

Para cada A > 0, definimos a aproximac¢do de Yosida de A por
Ay =AAR(A: A) =2’R(A: A) - Al

Observacao 2.21. 1. O operador linear A, € limitado, para todo 4 > 0.

2. A igualdade na Definicdo 2.20 se verifica pois, como I = (1] — A)R(1 : A) = AR(A :
A) — AR(A : A), segue que AI = A’R(A : A) — AAR(A : A) e, portanto, AAR(A : A) =
APR(A: A) - Al
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3. Ae R(1: A), 1 € p(A), comutam, ou seja, AR(1: A) =R(A1: A)A, VA € p(A).

4. R(A: A)e R(u : A) comutam, VA, u € p(A). De fato, temos

RA:A)R(u:A)(ul —A)y(Al-A)=1
= R(A:A)R(u:A)(ul —A)=R(1:A)
= (Ul —A)R(A:A)R(u:A)=R(1:A)
= R(u:A)(ul —A)R(A1:A)R(u:A)=R(u:A)R(1:A)
= R(A:A)R(u:A)=R(u:A)R(1:A).

5. Aye A, comutam, VA, u € p(A).

Lema 2.22. Seja A : D(A) ¢ X — X um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha
1

que (0,00) C p(A) e ||R(1: A)|| < T VA>0. Se Ay é aaproximagdo de Yosida de A, entdo

lim Ayx = Ax, Vx € D(A).

A—o00
Demonstragdo. (12, Lema 3.3, p. 10). O
Pelo fato de A, ser um operador linear limitado, para todo A € p(A), podemos definir

At _ (tA/l)n
el —Z;) R Vi = 0.
n=

Lema 2.23. Seja A : D(A) ¢ X — X um operador linear fechado com D(A) = X. Suponha
1

que (0, c0) C p(A) e R(A1: A) < T VA > 0. Se A, é a aproximagdo de Yosida de A, entdo A,

¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragées uniformemente continuo (T)(t));>o,

onde Ty(t) = eV, t > 0. Além disso, para todo x € X e para todo A, u € (0, o), temos
ITa(0)x = Tu(D)x|| = le — || < t]|Ax — Apx]l.

Demonstracdo. (12, Lema 3.4, p. 10). m]

Agora, apresentamos o principal teorema deste capitulo, que trata de condi¢cdes necessdrias

e suficientes para um operador linear gerar um Cp-semigrupo de contragdes.

Teorema 2.24 (Teorema de Hille - Yosida). Um operador linear A : D(A) c X — X éo

gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes (T (t));> se, e somente se,
(i) Aéfechadoe D(A) =X;

(i) (0, ) C p(A) e|R(A: A)|| <= Va>o0.

1
A
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Demonstracdo. Seja K o corpo de escalares de X. Assumimos que um operador linear A :

PD(A) € X — X é o gerador infinitesimal de um Cyp-semigrupo de contrag¢des (7'(t));>0. Pelo

Corolario 2.12, concluimos que A é um operador linear fechado e que D(A) = X, ou seja, o
item (i) ja esta provado.

Resta mostrar, apenas, o item (i7). Para tanto, seja A > 0 e, parax € X, defina

R()x = /O " e YT (1)x dt.

Dividimos a demonstragdao em alguns itens para facilitar o raciocinio:

(1) R(A)x esta bem definida, uma vez que

‘ / e T (t)x dt
0

< /O T (@) 1]l de

o
< ||x||/ e M dt
0
Y

—e~%
Tt Py iy

A

(2) R(1) : X — X € um operador linear. De fato, sejam x, y € X e a@ € K. Entio,

R(A)(ax+y) = /000 e YT (1) (ax +y) dt
= /°° el [aT(t)x + T(t)y] dt
0

= a/ e T (f)x dt +/ e T (t)ydt = aR(D)x + R()y.
0 0

(3) R(A) é um operador linear limitado. Pelo item (1), temos

53l

|R()x|| = H/we_’”T(t)xdt < VxeEX,
0

ou seja, R(A) é limitado. Dessa forma, como R(A) € linear, segue que R(A) é limitado.

(4) Mostramos que R(1)x € D(A), Vx € X. Para tanto, dado x € X, note que

T(WR()x - R()x ) /0 T (1)x di - /0 e MT(1)x di
h ) h

[/00 e MT(t + h)x dt — /°° e T (t)x dt]
0 0

1

h

1 (o] o

:—/ e_’l(”_h)T(u)xdu—/ e YT (1)x dt
h{Jn 0
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0 S
l/ e_/”e/lhT(t)xdt+/ e e (1)x dt
h 0
—/ e~ YT (t)x, dt
0

1 h
= —e’”’—/ e~ MT(1)x dt
h Jo

+ (elhh_ 1) (/000 e YT (1)x dt).

Dessa forma,

T(h)R()x — R 1 [h
lim (WR(A)x ~ R()x = lim —eﬂh—/ e~ T (1)x dt
h—0* h h—0* h Jo

eth — 1

li R(1
+er101+( ; )()x
At

= —e"T(0)x + (d ¢

)R(/l)x = —x + AR(A)x.
=0

Portanto, R(1)x € D(A)e AR(A)x = —x+AR(A)x.

Observe que, pelo item (4),x = A R(A1)x — A R(A)x = (Al —A)R()x,Vx € X. Logo, R(1)
¢é a inversa a direita de (A1 — A).
Mostramos que R(A) também € a inversa a esquerda de (A7 — A). Para isso, sejax € D(A),

entao

R(A)(AI - A)x = AR(1)x — R(1) Ax

=AR()x — / e YT (1) Ax dt
0

=ARx-A / e~ T (1)x dt
0

=AR(A)x—-AR()x
= (A - A)R(A)x = x,

istoé, R(A) (A —A)x =x,Yx € D(A).
Assim, R(A) é ainversa a esquerda de (11 — A) e, dessa forma, R(1) é ainversade (11— A),
com R(A) sendo um operador linear limitado.

Portanto, A € p(A) e R(1: A) = R(1). Consequentemente, (0, o0) C p(A) e ||R(/l : A)|| =
1
||R(/l)|| < Yk VA > 0, o que garante a validade do item (ii).

Agora, assumimos que um operador linear A : D(A) ¢ X — X satisfaz as condicdes (i)
e (ii) e mostramos que A gera um Cp-semigrupo de contragdes.

Seja Ay, 4 > 0, a aproximagdo de Yosida de A. Entdo, para cada 4 > 0, A, € o gerador
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infinitesimal do semigrupo de contracdes (7 (2));s0, com Ty (¢) = e'41. Como A, é um operador
linear limitado, o Teorema 2.5 garante que (7 (¢));>0 € um semigrupo uniformemente continuo.
Além disso, pelos Lemas 2.22 e 2.23 como Ah_)ngo Apx = Ax, Vx € D(A), e ||T,1(t)x - T#(I)xH <
t||A X — Aux

, Vx € X. Logo, dados x € D(A), t € [0,a] e € > 0, existe N € N tal que
||A1x — Ax” < 2i VA > N. Desse modo, se 4, u > N, temos
a

|ITa()x = Tu(D)x|| < t||Aax — Aux|

< al|Aux - Ax] + [[A,x - Ax||]
< € € _
a % + Z =€,

ou seja, (Ty(#)X)ae(0,00) pode ser vista como uma sequéncia de Cauchy em X.

Como X € um espago de Banach, a sequéncia (7 (#)x)e(0,00) cOnverge para um elemento
de X. Defina T(t)x = }an}o T)(t)x,comt € [0,a] e x € D(A). Na verdade, este limite existe
para todo ¢ > 0, mas a convergéncia é uniforme apenas em subconjuntos limitados de [0, co).
Assim, parat > 0,definaT(¢) : D(A) c X — X, com T(t)x = /111_{20 Ty (t)x.

No caso em que x € X, pelo fato de D(A) = X, existe uma sequéncia (x,),cny em
PD(A) tal que lim x, = x. Por outro lado, para cada 2 > 0 fixo, T)(t) € L(X) e entdo,
n—0oo
lim T)(t)x, = T)(t)x. Dessa forma, para A, u suficientemente grandes e x, fixo, tal que
n—->oo

|lx, — x|| seja suficientemente pequeno, temos

T2()x = T (0)x|| < ||Ta(t)x = Ta(t)xa|| + ||Ta ()30 — T (6 x| + || ()0 — Tu(2)x|
< ||| 1xn = I+ {|Ta () xn = Tu (8| | + || T (0)]] 1 = xII < €.

Assim, }im T)(t)x existe para todo x € X. Entdo, defina 7'(¢) : X — X, por T(t)x =
/llim T,(t)x. Mostramos, a seguir, que (7(z));>0 € um Cp-semigrupo de contra¢des. Novamente

dividimos esta parte da demonstracdo em alguns itens

(a) T(t) € um operador linear, V¢ > 0. De fato, dados x, y € X e a € K, obtemos

T(t)(ax+y) = /llim T)(t)(ax +y)
= /llim (aTa(t)x + Ty(1)y)

=aT(t)x+T(t)y.

(b) T(t) € L(X),Vt > 0. Com efeito, para x € X, temos

[Tl = | im 7] < tim |72 (0] il = il
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Portanto, T(t) € L(X) e, além disso,

1Tl ;) = sup [T@x]| < sup lIx] =1, ¥z > 0.

llell<1 llxll<1

(¢c) T(0)X =1, pois T(0)x = Alim T,(0)x = Alim x=x,YxeX.

(d) Sejam x € X, t, s € [0, 00). Ento,

[Ta()Ta(s)x = T(OT (s)x|| < [|Ta()Ta(s)x = Ta()T (s)x]
+ ||T/1(Z)T(s)x - T(t)T(s)x”
<IN - 73]
+ ||Tﬂ(t)T(s)x - T(I)T(s)x”.

Assim, Alim ||T,1(t)T,1(s)x - T(t)T(s)x” = 0. Logo,

T(t+s)x = /111_)r1010 T)(t+s)x = /1h_>nolo Ty()T(s)x =T(t)T(s)x.

Portanto, T(t + s) = T(¢)T(s), Vt, s € [0,00). Assim, de (b), (c) e (d), concluimos que
(T(1));>0 é¢ um semigrupo de contracdes.

(e) (T())>0 € um Cp-semigrupo, isto €, a fungdo t + T(t)x é continua em ¢ = 0, para todo
x € X fixo. De fato, dado x € X, para todo 4 > 0, a funcdo ¢ +— T,(¢)x é continua
em ¢t = 0. Além disso, para ¢t € [0, a], a convergéncia Alim T)(t)x = T(t)x € uniforme.

Consequentemente, a func¢io limite r — 7T'(t)x é continua em ¢ = 0.

(f) Por fim, mostramos que A é o gerador infinitesimal de (7'(z)),»o. Para tanto, suponha que o
gerador infinitesimal de (7'(¢) );s0 seja B : D(B) ¢ X — X. Provamos que D(A) = D(B)
e que A = B. Sejax € D(A), entdo

T(hx—-x 1] .
T SR Am T lim 1O
I
= 5| Jim (Tax - Ta(0)x)
1 h
:E /111_)1’1010 A AAT/I(S)de)
1 h 1 [rh
=7 Ah_)ngo ; T,l(s)A,pcds) :Z/O T(s)Axds,

uma vez que, /1lim Ty (s)Ax = T(s)Ax, pois, do Lema 2.22,

||T,1(s)A,1x - T(s)Ax” < ||T,1(s)|| ||A,1x - Ax” + ||T,1(s)Ax - T(s)Ax” — 0,
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quando A — oo, com a convergéncia sendo uniforme para s € [0, a].

Desse modo, do item (i) do Teorema 2.11, segue que

_ h
lim m = lim T(s)Axds =T(0)Ax = Ax.
h—0* h h—0* Jo

T(h)x —x

Logo,x € D(B) e hlin& = Ax. Assim, D(A) c D(B)e A=Bem D(A).

h
Por outro lado, aplicando ao gerador B a parte do Teorema de Hille - Yosida que ja foi

demonstrada, obtemos que (0, o) C p(B). Em particular, 1 € p(B) e, entdo, (I - B)~! =
R(1 : B) existe e € um operador linear limitado. Por hipédtese (0, 00) C p(A) e, entdo,
1 € p(A). Assim, (I — A)~! existe e também é um operador linear limitado. Logo,
(I-A)D(A) = X, e mais,como D(A) c D(B)eA=Bem D(A), X =(I-A)D(A) =
(I-B)D(A).

Portanto,
DA)=UI-B)'U-A)D(A) =1 -B)'X=D(B)

e A € o gerador infinitesimal de (7'(¢));>0, 0 que conclui a demonstragido do teorema.

O

Corolario 2.25. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracées (T (t));>o.
1
Entdo, {1 € C;Red >0} Cc p(A) e ||R(/l A)|| ol , YA € C, com Red > 0.

Demonstracdo. Seja A € C,com Red > 0 e, para x € X, considere o operador

R()x = /000 e~ MT(1)x dt.

Mostramos que, neste caso, R(A) também estd bem definido. De fato, note que
/0 e MT(1)x dt|| < /0 le™ | |7 (0)]| 111l at

o0
</ e Rel|\x|| dt
0

X
= |Ix| hm/ o rett gy = 1

Rexl

Além disso, procedendo da mesma maneira que na demonstracdo do Teorema de Hille -
Yosida, obtemos que R(A) € um operador linear limitado, com R(1) = R(1: A) e

|R()x]|| = H/Ome‘ﬂ’T(r)x dt|| < %nxn, VxeX.

1
Portanto, {1 € C; Red > 0} € p(A) e ||[R(1: A)|| < =7 Y4 € C, com Red > 0. O
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Observacao 2.26. 1. Seja (T(t));>0 um Cy-semigrupo tal que ||T(t)|| < eV V> 0ealgum
w > 0. Tomando a familia (S(7)),>0 tal que S(¢) = e™'T(t), V¢ > 0. Entéo:

(@) (S(7))r=0 € um Cy-semigrupo de contragdes. De fato, verificamos se sao satisfeitas
as propriedades necessarias:
(i) S(t) € L(X),poisT(t) € L(X)ee ™ €R, paratodot > 0.
(ii) S(0) =e™°T(0) = 1.
(iti) S(t+5) = e WEIT(t+5) = e™e ™ (T(1)T(s))
=e T (t) e T(s) = S()S(s),Vt,s € [0, ).
@) ||S@|| = le™'T@)|| < e™||T@)|| < e™ e =1,V > 0.
(b) Se A € o gerador infinitesimal de (7' (¢));>0, entdo (A —wl) € o gerador infinitesimal

de (S(7))r>0. Com efeito, sejam x € D(A) et > 0, temos

StH)x—x . e"T(t)x—x
m ———— = lim ——————

li =
t—0* t t—0t t
i e "T(H)x—ex+ex—x
= lim
t—0*t t
_AT@)x —x e " -1
:limeW’L+lim X
t—0*t 1 t—0+ t

d
=e"0Ax + (—e_Wt )x
dt i

= Ax —we"Ox = (A — w)x.

Assim, (A — wl) é o gerador infinitesimal do semigrupo (S(¢));>0.

2. Analogamente ao item anterior, se A € o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo
de contragdes (T(¢));>0, entdo (A + wl) é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo
(S(1))=0, com ||S(t)|| < "', para todo t > 0 (basta considerar S(¢) = ¢"'T(¢), para todo
t <0).

Corolario 2.27. Um operador linear A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo (T (t));>0, com ||T(t)|| < e paratodot > 0 ealgumw > 0 se, e somente se,
(i) A éfechadoe D(A) = X;

(ii) (w,00) C p(A) e||R(A: A)| <

, para todo 1 > w.
A—w

Demonstracdo. Primeiramente, suponha que A € o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo

(T())r=0, com ||T(t)|| < eV, para todo ¢t > 0 e algum w > 0. Pelo Coroldrio 2.12, sabemos

que A é fechado e D(A) = X. Resta mostrar apenas o item (i7). Para tanto, considere
S(t) = e™™'T(1), para todo ¢ > 0. Pela Observacdo 2.26, (S(t));>0 € um Cp-semigrupo de
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contracdes com gerador infinitesimal B = A — wl. Assim, do Teorema de Hille - Yosida,
1
(0,00) € p(B) e ||R(2: B)|| < 74> 0.

Agora, seja u € (w, 00). Como u > w, segue que existe S > 0 tal que u = w + 3. Assim,

(ul — A) = (w+B) — A) = (Bl = (A—wl)) = (BI - B).

Dessa forma, como 8 > 0, 8 € p(B) e, entdo, (8I—B) tem inversa limitada. Consequentemente,

(ul — A) possui inversa e portanto, u € p(A). Além disso, para yu > w,

1 1
R(u: A =|(ul =) Y =|BI-B)"Y=||R(B:B)| < == —.
[R(u = || = |t = )7 = ||(81 = B || = [|[R(B >H<ﬁ pp

Reciprocamente, suponha que as condigdes (i) e (if) sdo satisfeitas. Mostramos que A gera
um Cy-semigrupo (7'(t));>0, com ||T(t)|| < e, paratodor > 0.
Considere B = A — wl. Para A > 0, temos

(Al =B) = (AU = A+wl) = ((1+w)I - A).

Como A+w > w, ahipétese (ii) garante que ((A+w)l — A)_1 existe e € limitado. Dessa forma,

(AI — B)~! também existe e é limitado. Logo, A € p(B), com

|R(A: B =1 -B)7"|
= | (A +w)r-A)7"|

=[[R(A+w : A)
1
<—— =,
A+w)—w A

Mais ainda, como B = (A —wl) : D(A) Cc X — X, com D(A) = D(B)e D(A) =X,

segue que D (B) = X e, sendo A fechado, B também o €. Desse modo sdo satisfeitas as hipéteses

(i) e (i) do Teorema de Hille - Yosida para o operador B. Assim, B € o gerador infinitesimal
de um Cp-semigrupo de contragdes (S(f));>0.

Portanto, da Observacdo 2.26, segue que A = B + wl é o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo (7'(t));>0, com ||T(t)|| < ", para todo t > 0, onde T(r) = ¢"'S(t), para todo
t>0.

2.4 Semigrupos de operadores compactos e semigrupos diferenciaveis

Nesta se¢do apresentamos dois tipos especiais de semigrupos: os semigrupos de operadores
compactos e semigrupos diferencidveis. Como este nao € o foco principal deste trabalho, trata-

mos apenas dos resultados sobre esses tipos semigrupos que serdo utilizados posteriormente.
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Definicao 2.28. Um operador T : X — Y é dito um operador compacto se, para todo B C X

limitado, T (B) é relativamente compacto, ou seja, T (B) é compacto.

Definicao 2.29. Um Cy-semigrupo (T (t))=0 é compacto para t > to, to > 0, se, para todo
t > to, T(t) é um operador compacto. Dizemos que (T(t));>0 é compacto se T (t) é compacto

para todo t > 0.

Observacao 2.30. 1. Se T'(#p) é compacto para algum 7y > 0, entdo 7'(¢) é compacto para
todo ¢t > ty. De fato, dado ¢t > 1, segue que t = t9 + J, com 6 > 0. Dessa forma, dado
B c X limitado,
T(t)B=T(to+06)B=T(ty)T(5)B.

Considere B = T(6)B, entdo B é limitado, pois, como B ¢ limitado, existe uma constante
K > 0tal que ||x|| < K, paratodo x € B. Assim, se y € B, entdo y = T'(6)xo, para algum

Xxo € B e, desse modo,
Iyl = ITS)xoll < IT()l lIxoll < IT(S)IIK =K.

Assim, como 7 (#p) é compacto, segue T'(¢) B é relativamente compacto, ou seja, T'(f9) B =

T(t)B é compacto. Portanto, 7(¢) é compacto para todo ¢ > .

2. Um Cp-semigrupo é compacto para t > 0 se, e somente se, X tem dimensdo finita.
Para ver isto lembremos que B;(0) = {x € X;||x|| < 1} é compacta se, e somente se,
dimX < oo.

Dessa forma, se T'(t);>0 é compacto, para t > 0, entdo 7(0) = I é compacto e assim,
visto que B;(0) é limitado, 7(0)B;(0) = B1(0) = B1(0) é compacto. Entdo, dimX < oo.
Por outro lado, suponha que dimX < co. Sejam ¢ > 0 e B C X limitado. Logo, T(¢)B é
limitado, e entdo m ¢ limitado. Como m também € fechado, o fato de dimX < oo

garante que 7'(¢) B € compacto.

3. Seja Le(X) ={T : X — X;T € L(X), e T écompacto}. Entdo Lc(X) € um
subespaco vetorial fechado de £(X). Assim, obtemos as seguintes propriedades:

(a) a soma (finita) de operadores compactos € compacto;

(b) a multiplicacdo de um operador compacto por um escalar também é um operador

compacto;

(c) o limite, na norma de £(X), de operadores compactos é um operador compacto.

Teorema 2.31. Seja (T(t));>0 um Co-semigrupo. Se T(t) é compacto para t > ty, entdo
t — T(t) é continua de (ty, o) em L(X).

Demonstracdo. Como (T(t))=0 é um Co-semigrupo, existem constantes M > 1 e w > 0 tais
que ||T(1)|| < Me™, para todo ¢ > 0. Em particular, se € [0, 1], ||T(¢)|| < Me". Assim, se

M = Me", entdo ||T(¢)|| < M, para todo ¢ € [0, 1].
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Sejam t > tyg e € > 0. Como T'(¢) é compacto, o conjunto U; = T(t)B1(0) = {T(¢)x; x €

X e ||x|| < 1} é relativamente compacto. Mais ainda,

Urc | By T,

4(M+1)
X€B; (0)

onde B__<__(T(t)x) denota o interior da bola Bm(T(t)x). Ou seja, B_< (T(t)x), x €

I(M+1) AM+1)
B1(0), é uma cobertura aberta de U,. Em particular, o mesmo vale para U;. Logo, da

compacidade de U, existem x1, X3, -+ , X, € By (0) tais que

n
U, c U B_« (T(1)x;).
i=1
Por outro lado, como (7'(¢));>0 € um Cy-semigrupo, temos que ¢ — T'(¢)x; € continua de [0, co)
em X, parai = 1,2,--- ,n. Assim, fixado x; € B;(0),7i = 1,2,--- ,n, existe §; > 0 tal que,
scheR comt+h >0e0 < h < 6, entdo ||[T(t+ h)x; — T(t)x;|| < 2 Dessa forma,
tomando 6 = min{dy, 2, -+ ,d,, 1}, dado x € B;(0), segue que T(¢)x € U, e entdo existe

Jje{1,2,---,n} de modo que T(t)x € L (T(t)x;),isto &, ||IT(t)x = T(t)x;|| < 4(Me+ =

Assim, para h e R, talquet+h >0e 0 < h < ¢, segue que

|7 (t + h)x = T(t)x|| < |T (¢ + h)x = T(t + h)x;|| +||T (¢ + h)x; = T(1)x;|
+ ||T(t)xj - T(t)x”
€

<||IT(W[T()x = T(1)x;] + Z TaMA)
<M—or ; — =5
SYaren Tat iy T

ou seja, ||T(t +h)x — T(t)x” < %, para todo x € B1(0),com 0 < h < ¢. Logo,

|7t +n) =T o0 = |7+ h)x—T(t)x|| < = <,

€
sup =
xeB,(0) 2
garantindo a continuidade a direita da fungdo s +— T'(s), para todo s € (f, ). Um argumento

andlogo garante a continuidade a esquerda, concluindo a demonstragcdo do resultado. m|

Teorema 2.32. Seja (T (t));>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo (T (t));>0
¢ compacto se, e somente se, t — T(t) é continua de (0,c0) em L(X) e R(1: A) é compacto

para todo A € p(A).
Demonstracdo. (12, Teorema 3.3, p. 48). O

Definicao 2.33. Um Cy-semigrupo (T (t));>0 é chamado diferenciavel para t > to, tg > 0, se,
para todo x € X, a funcdo t — T(t)x é diferenciavel parat > to. Caso ty = 0, dizemos,

simplesmente, que o semigrupo (T (t));>o € diferenciavel.
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Teorema 2.34. Seja (T(t));>0 um Cy-semigrupo diferencidvel parat > t e seja A seu gerador

infinitesimal. Entdo:

(i) parat > nto,n=1,2,---,T(t) : X — D(A") e T™ () = A"T(t) é um operador linear

limitado, onde T™ (t) denota a n-ésima derivada de t — T(t);

(ii) parat >nto,n=1,2,---,t — T V() é continua de (n ty, ) em
L(X, DA™ ).

Demonstragdo. (12, Lema 4.2, p. 52). O

Proposicao 2.35. Seja (T (t));>0 um Co-semigrupo diferencidavel e A seu gerador infinitesimal.

T (1) = (AT(%))H - (T’(%))n n=1.2-

Demonstracdo. (12, Lema 4.5, p. 53). O

Entdo

2.5 Semigrupos analiticos

Nesta se¢do estudamos os semigrupos analiticos, que sdo uma generalizacdo dos Cp-
semigrupos para um setor do plano complexo. Este tipo de semigrupo € frequentemente
utilizado no estudo de certas equagdes diferenciais quando utilizamos como ferramenta a teo-
ria de semigrupos. Também apresentamos a definicdo de operadores setoriais € 0 semigrupo
analitico gerado por esta classe de operadores.

Seja X um espaco de Banach e 0 < @ < 7. Denotamos por A (@) o seguinte setor aberto do
plano complexo

A(a) ={z € C\{0}; |argz| < a}.

Definicao 2.36. Uma familia (T (z));ca(a)uioy de operadores lineares limitados, com 0 < a <

g, é um semigrupo analitico em A(a) se:

(i) T(0) =1

(it) T(z1+22) =T(21)T(22), V21,22 € A(@);
(iii) ?_r)% T(z)x = x, para todo x € X, 7 € Aa);
(iv) afungdo z — T(z) € analitica em A ().

Note que, da defini¢do de semigrupos analiticos, um semigrupo analitico restrito ao semi-
eixo real positivo [0, c0) é um Cp-semigrupo. Como veremos no proximo teorema, a relacdo
inversa, ou seja, o fato de um Cp-semigrupo admitir uma extensao analitica em um setor do

plano complexo, também € vélida sob certas circunstincias.
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Teorema 2.37. Um Cy-semigrupo (T (t));>0 admite uma extensdo analitica em A («),
(T'(2))zen(a)uioy, para algum 0 < a < 7 se, e somente se, (T(t))i»0 for diferencidvel e existir

uma constante N > 1 tal que
|t AT(1)]| < N, 0 <1< 1,

onde A é o gerador infinitesimal de (T (t));>0.
Demonstragao. (13, Teorema 1.8.2, p. 68). m]

T
Proposicio 2.38. Se (T(2));ea(a)ufoy € um semigrupo analitico, com0 < a < 5 entdo existem

constantes M > 1 e w > 0 tais que
IT(2)|| < Me"R%, ¥z € A(a) U {0}.

Demonstragdo. A argumentagdo desta demonstracdo € anédloga a utilizada na prova do Teorema

2.9 e por isso serd suprimida. m|

A seguir apresentamos a defini¢do de operadores setoriais. Para isso, usamos a notagdo

padrao da teoria espectral, apresentada na Secao 2.3.

Definicao 2.39. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) € X — X um operador linear
fechado e densamente definido. Dizemos que A é um operador setorial se existem constantes
M >0e¢ € (0,%) tais que:

(i) 0(A) C A(¢) ={z € C\{0}; largz| < ¢} U {0};

. M
(i) IR(A: A < r VaeC\A(g).
No que segue, vamos mostrar que se A ¢ um operador setorial entdo —A gera um semigrupo

analitico. Apenas por questdao de notacdo definimos, abaixo, operadores de classe (6, M).

Definicao 2.40. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) € X — X um operador linear
fechado e densamente definido. Dizemos que A é de classe (0, M), onde M >0e % <0 <m, e

escrevemos A € (0, M), se:

(i) A(0) ={z €C; |argz| <0} C p(A);

. M

(i) IR(A: Al < r VA e A(6) \{0}.
Observacao 2.41. Se A é um operador setorial, entdio —A € um operador de classe (6, M),
onde 6 = m — ¢. De fato, como A € um operador fechado, segue que —A também ¢é fechado.
Além disso, como D(A) = D(-A), —A € densamente definido. Mais ainda, existe ¢ € (0, 7)
tal que 0 (A) C A(¢) = {z € C\ {0}; |argz| < ¢}, e, como o(A) = (p(A))¢, segue que

Cc

p(A) D (A(¢)) ={z€C; ¢ <|argz| < n}. Além disso, se 1 € p(A), entdo -1 € p(—A),
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ou seja, p(—A) D {z € C; |argz| < m— ¢} = A(8). Por fim, dado u € A(8), segue que

p = —A4, para algum A ;IP(A), ell(u— (AN =1l-(u=- A =1I=DA-)7" =

|R(A: A)| < m = ﬁ Desse modo, —A satisfaz as condi¢des da Defini¢do 2.40 e entdo,
u

-Ae(0,M).

Como nosso objetivo € mostrar que —A € o gerador de um semigrupo analitico, sempre que
A € setorial, a partir de agora vamos tomar A € (6, M), ja que, da observacdo anterior, ele é
exatamente o operador que estamos interessados.

Seja A € (6, M) eescolhae >0talque0 <2e <6 <6— g Considere a curva I, no plano
complexo, dada pelas semirretas r e'0=6) e r¢1(0-6) onde r € [1, ), e 0s segmentos de reta
que ligam os pontos ¢'(?~€) e ¢~(?=€) a0 ponto z = 1, orientada de forma que a parte imagindria

seja crescente. Veja a Figura 2.1.

Figura 2.1 — CurvaT.

3

=)

7)

Fonte: (22, Figura 1.3, p. 29).

Considere ainda @ = 6 — g —2¢,entdo 0 < @ < . Dessa forma, A(a) = {z € C; 0 <
larg z| < a} c A(0) C p(A).

Definindoacurval, = {1 €T |1 <r},comr > 1,obtemos que I, c " C A(8) C p(A)
e as funcdes A — e e 1> R(A1: A),comz € A(6) e A € T, sido continuas. De fato, no caso

da fungdo A — R(A : A), pela identidade do resolvente, temos,
R(A:A)—R(u:A)=(u—-AD)R(A:AR(u:A),

paratodo A, u € I',.. Assim,
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M M
[RCL:A) = RGu: | < e = AR ARG A| < e = Al

Desse modo, fazendo u — A, obtemos que ||R(/l A — R(u : A)” — 0, garantindo a
continuidade da fungdo A — R(A : A) em I',. Assim, podemos definir, para cadar > 1 e
7z € A(a), o operador T,(z) : X — X por

1
Tr(z):—_/ e R(A: A)dA.
2rmi Jr,

Logo, T,(z) € um operador linear para todo z € A(«). Na verdade, mostramos que 7,(z) €
L(X), para todo z € A(a), ou seja, mostramos que existe C, > 0 tal que ||7,(z)x|| < C/||x]|,

para todo x € X. Para tanto, utilizamos os seguintes fatos:
M
(@) ||e/lZR(/l : A)” = |e/lz| ||R(/l . A)” < eRe(/lz)m;

(if) Az = |Az|e (@8 1+a782) ¢ agsim, Re(Az) = |Az| cos(arg A +argz),V¥ A, z € C.

Agora, para facilitar a andlise de ||7,(z)x||, dividimos a curva I' em quatro partes, denotadas

por 1, ¥2, Y3 € y4 tais que
1
T (2)x = —[/ e“R(4: A) dﬂ+/ e“R(1: A) d/l+/ eYR(1: A)dA
2ri | Jy, o "
+ / e“R(A: A) d/l].
Y4

Dessa maneira, temos 0s casos a seguir:

(1) Sejayy : [1,7r] — T a curva definida por y7(¢) = t "%~ ¢ considere a curva y; como
sendo a curva y; percorrida no sentido contrdrio, ou seja, percorrida de r e~ para
e~1(0=6)  Agsim,

/ e“R(A: A)x dAH = H - e“R(/l cA)x dﬂH
Y1 7_1

Re(te” i(60— E)Z) M
\/ e E>|||x||dr

ALY
< Ml / =

t|Z| r
=M ||x]| dt <Mlx|| [ e'Fldt=cllx|,
1t 1

lzl _ plzl
onde C| = M[%].
Z
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(2) Seja y» a curva dada pelo segmento de reta de extremos e *(?~¢) ¢ 1, orientada de e~/(?~¢)

para 1, como na figura abaixo.

Figura 2.2 — Curva ;.

A

(:—f{ff—fj

Fonte: (22, Figura 1.4, p. 31).

Desse modo,

/ e“R(A: A)xdA
Y2

< / le| |R(A : A)|| IIx]l d]]
Y2

M
< [ ereu Tl aa

4] |z]

|4

el

—d|4],
—dla

< M lx||
Y2

dial < M x| /

Y2

onde & ¢ a altura do tridngulo de vértices nos pontos (0, 0), (1,0) e e*(0=9),

Assim,
M el
‘ / R : Axdi < ZE ||x||/ d|a] < Gollx|l,
V2 h Y2
M el
onde Cp = [2 ] e / d|A] é o comprimento da curva 7y, o qual € menor que o
V2

didmetro da circunferéncia de centro (0, 0) e raio 1.

(3) Seja y3 a curva dada pelo segmento de reta de extremos 1 e ¢/~ orientada de 1 para

¢'(%=€) Dessa forma, procedendo como no caso anterior, temos
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/ e“R(1: A)xdA
73

M
< / MM g
SRR

el

<Ml | —-dl|
3

M el
=[ ¢ / d|
h Y3

] , h é a altura do tridngulo de vértices nos pontos (0,0), (1,0) e e

llxll = C3llx]l,

M el

onde C3 = [2 i(6-e),

como ilustrado na figura a seguir e / d|4| é o comprimento da curva 7ys.
V3

Figura 2.3 — Curva 3.

h

Fonte: (22, Figura 1.5, p. 32).

(4) Sejays : [1,r] — T a curva definida por y4(7) = 7 ¢/®=9). Logo,

/ e’lZR(/l:A)xd/l”:H / ef‘f"<*”f)ZR(tei<9—f):A)xel“—f)cmﬂ
Y4 1
M

r
/1 |l ei(@—e)l

.
ito-e) 1.0 M
</ Jille ||Z|T||x||dt

1
retlzl
_ M x| / dr
1 t

,
< M %l / ¢ dr = Cyllxll,
1

tel(0-€)z

N

dt

el

rlzl _ plzl
onde Cy =M lu].

|z]
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Como C; = C4 e Cp = C3, tomando C, = max{4—]; j =1,2}, obtemos que
bis

1
|- ()x|| = —/ e“R(A: A)xdd|| < C|lx],
2mi Y1Uy2Uy3Uys

para todo x € X. Portanto, 7,(z) € L(X), para todo z € A(a).

Por fim, considere a familia de operadores (7'(z));ea (a)ufo}» definida por
1 bl
T(z)==— [ e*R(A1:A)dA, Vz € A(a)
2ri Jr

eT(0)=1.
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Note que, para z € A(a), T(z) = lim T,(z). Assim, como 7,(z) € L(X), paratodor > 1
r—oo

e a convergéncia anterior é uniforme, segue que 7(z) € L(X), paratodo z € A(«a).

Agora, nos concentramos em mostrar que (7(2));ea (2)ufo} € um semigrupo analitico gerado

pelo operador A. Para isso, precisamos de alguns resultados sobre integracdo no conjunto

dos nimeros complexos, que sdo consequéncias do Teorema e da Féormula integral de Cauchy.

Nesta secao omitimos a demonstracao de tais resultados, porém, na proxima se¢ao apresentamos

resultados semelhantes, cujas demonstragdes sao apresentadas. Veja Lemas 2.50 e 2.51.

Lema 2.42. Sejamz € A(«), A € (0, M) eI" a curva descrita anteriormente, entdo os seguintes

itens sdo satisfeitos:

Az
(i) / /l,e 1 dA =0, para todo A’ situado a direita de I';
A —

e/lz
(i) —dA = 2mi;
r A

(iii) / e d1=0;
T

(iv) /F RMT:A) dA = 0;

an A1
(v) e—R(/l A)d/l:/e R(i'A)d/l, onder]:i
r

e 2l \lzl Iz \lz| |z|

Demonstragao. (13, Lema 1.8.5, p. 70).

Lema 2.43. Dado 6 > 0, seja I’ a curva no plano complexo definida por
['={1eC; A’=A+6, 1T}

com a orientagdo induzida por I'. Entdo, para todo z € A(«@), valem os seguintes itens:

(i) /Fe/lZR(/l:A)d/l:// e R(A: A)dA;
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Az
(i) / /l,e ﬂd/l’ = 2ntie’?, para todo A situado d esquerda de T
A=
Demonstragdo. (13, Lema 1.8.6, p. 73). O

Finalmente estamos em condi¢des de provar o principal resultado desta se¢do. O teorema a
seguir especifica quando um operador A € o gerador de um semigrupo analitico.
V4
Teorema 2.44. Seja A € (6, M). Entdo, para cada € > 0 tal que 2e < 6 — 5 A ¢é o gerador de

Vi
um semigrupo analitico no setor A (9 5" 26).

Demonstragdo. Mostramos que a familia (7'(z));e (o)ugoy dada por

T0) =1,
2.1
T(z) = L ‘/‘elZR(/l tA)dA, z € Aa), @1
2mi r

ondea = 60— T 2e e I' é a curva descrita anteriormente, € um semigrupo analitico cujo gerador
infinitesimal € o operador A.

Iniciamos mostrando que (7(z));ea(a)ufo} Satisfaz as propriedades de semigrupo. Pela
definicdo, T(0) = I. Agora, para p € A(a), pelo item (i) do Lema 2.43 e a identidade do

resolvente, segue que

1 1
T(p) = — /e’lpR(/l cA)dl=— [ e R(1:A)dA.
2ni Jr 2ni Jr

Assim, para z,77 € A(a@) e todo x € X, temos
1 A 1 A ’ ’
T()T(p)x==— [ e“R(A:A)|=— [ " TR(A" : A)xdA"|dA
2ni Jr 211 J1
1 /
: / / e“R(A: A)e TR(A : A)xdXdA
(2ri)? Jr Jr

, :A)-R(UV: A
:;//eﬂwm =R AN
(27Tl)2 rJrr A=A

1 1z et ,
= [ MR A) xdl di
(27i)? Jr oA =2

1 'n , e/lz ,
~ G R A [ anar

e

A =2
A € I e I' estd a esquerda de I'. Mais ainda, pelo item (i) do Lema 2.42, segue que

Assim, novamente pelo Lema 2.43, agora pelo item (i), / dl’ = 2mie™, visto que
l"l
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e/lz
/ dA = 0. Logo,
rd -4

1
T(z)T(n)x = /e/lZR(/l : A)2mie™ dA = 3l /e/l(””)R(/l cA)xdd =T(z+n)x,
r 7t Jr

1
(2mi)?
paratodo x € X, ouseja, T(z+n) =T(z)T(n), paratodo z,n € A(a).

Pela discussdo anterior a este teorema, vimos que 7(z) € L(X), paratodo z € A(a) U {0}.
Além disso, mostramos a seguir que a familia (7'(z));ea (o)ufoy € uniformemente limitada em
A(a) U {0}.

Fazendo a mudanga de variavel u = |z|4, com z € A(«a), a curva I" se transforma na curva
|z|T" e assim, pelo item (v) do Lema 2.42, segue que

1 M7 1 M7
T(2) =5 / ¢ R(” A)d,u:—. e—R(’“‘ A)d,u,
i

e 1zl Vel 2ni Jr |z| \z]
. M
onde n = |Z_| = ¢!(ar82)  Ademais, como A € (6, M), temos R(l'u—l : A) < | ||Z| Logo,
Z Z
e[l ( 1
IT)|| < = r R —:A) d|u
1 eReumn) M|Z| 1l
Yy ST
M eRe(umn) M eReun)
= dlul + d|ul, (2.2)
21 Jr,  |ul 21 nr,  ul

ondeI'1 éacurval, = {1 €T} |1 <r},quandor = 1. Note que, se u € I';, entdo |u| < le

assim,

Re(un) = |ulIn| cos(arg(un)) <1

implicando que

M eRe(un) M
Py dlu| < — I/ll (2.3)
27 Jr,  |ul 2n
em que ro = inf{|A|; 1 €'} e |F1| = / d|u| é o comprimento da curva I'y.
I
i(6—€)

Além disso, como a curva '\ I'} é formada pelas semirretas o7 e 0, onde o (r) = re
coml <r <oo,eop€acurva or(r) = re =9 com1 < r < o, percorrida no sentido

contrario, obtemos

eReun)
/ iy =
\I |l

/ d
a1
eRe(un) eRe(un)
- [ Sl - [ il
[ea] o

|l
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i(6-¢€)

o R o R —i(0—¢€)
-/ BT oy — /[ G
1 r 1 r

00 eRe(rei(e’E)n) 00 eRe(re’i(H")n)
= - —
1 r 1 r

Por outro lado, temos
Re(ré%=9n) = |re' 9| |n| cos((6 — €) + argn) = rcos((6 — €) +argn),

b b .
com—a<argz<a,a:9—§—2ee§<9<Jr,ouseja,

. 1
implicando que Re(re!“=9n) < r cos(g + €), com cos(g + €) < 0. Assim, visto que - <1,

temos

t

oo Re(re'(9=€p) 00 rcos(Z+€)
e Ed . e 2
/ —dr < / e 53+ g — lim [—
1 1

ecos(§+e)
r t—00 | cos(5 + €)

o _cos(g +e€)

Da mesma forma, obtemos que Re(re‘i(g‘f)n) =rcos((—0+¢€)+argz),com

37T+ < 37r+3 <-0+€+ < X
——+teSs ——+3e< O+tet+targz< —< — €.
2 2 §25 75

1
Desse modo, visto que —— < 0 < 1, segue que
r

0 eRe(re_i(g‘f)n) 0o oo
_x_ z
_/ dr </ ercos( 5 e)dr :/ ercos(2+e) dr.
1 r 1 1

Consequentemente,
Re(un) 2 cos(F+e)
e e
[l < - 24)
nr,  lul cos(5 +¢€)

Finalmente, de (2.2), (2.3) e (2.4), concluimos que

Mecos(%%)

M
IT(2)|| < 27rreo Iry| - = My, Vz € Ala),

mcos(5 +€)
ou seja, (T(z2))zea(a)uio} € uniformemente limitado em z € A (a).

Agora, mostramos que (7(z)).ea(a)uio} € fortemente continuo, ou seja, provamos que
lirr(l) T(z)x = x, para todo x € X. Note, primeiramente, que
7
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RA:A)A-A) =1 ARA:A) —R(A:AA=1
S AR(A:A)-1=R(1: A)A (2.5)
R(1:A)A

S RA:A) -1 =
( ) )

Sejam z € A(a@), com |z] < 1,ex € D(A). Pelo item (ii) do Lema 2.42, e de (2.5), obtemos

1 e
T(z)x - x——/ e“R(A: A)xdl - — [ —xdA
2ri Jr A
e/lz
= — ’IZR(A A)x——xd/l
2ri
L Az . _ -1
5 re (R(A:A)— A" )xdd
Az .
:L‘/e R(/I.A)Axd/l,
2mi A
com
e“R(1: A)Ax ’IZR(/l A) lax |e’11|||R(/l A)||” P eReiz )M” ]
2 ) ] Soal 1l

pois 2 — (6 — €) <arg/l<9—ee—6+g+26<argz<9—g—2e,implicandoque

ﬂ+ < (4 )<37r
—+e<ar —,
2 gtz =5

com cos(arg(1z)) <0

Além disso, como a fung¢do A — —||Ax|| € integravel sobre a curva I" e

A2

ZR(A: A R(1: A
CCRU:A)  RA:A)
7z—0 A A

e“R(1: A)
com fo

Lema 2.42, segue que

M
<

S _| e ||Ax||, pelo Teorema da convergéncia dominada e o item (iv) do

hm(T(z)x x) = hm da

—0 2l

1 ﬂZR(A : A)Ax 1 . e“R(1: A)Ax
dl=— [ lim
A 2ri Jr z—0 A

R(1: A
__/ﬁ dl=0.
27l A



43

Logo, lir% T(z)x = x, paratodo x € D(A).
7

Agora, sejax € X. Assim, como D(A) = X, existe uma sequéncia (x,),cny em D(A) tal

que x, — x, quando n — oo, ou seja, dado & > 0, existe ng € N tal que

3

S Vn>n.
QMo +1) T

[loen = x| <

Além disso, se n; € N é tal que n; > ng, entdo x,, € D(A) e assim, lirr(l) T(z)xn, = xp,. Desse
—

modo, existe § > 0 tal que, se 0 < |z]| < ¢, entdo [|T(2)x,, — x| < % 0 que nos permite

concluir que, para 0 < |z| < 6,

1T (2)x — x]| < T (2)x = T(2)xn, | + 1T (2)Xn, = Xn, | + llxn, — x|
<T@ e =2 M| + (1T (2) X0, = 2, || + (10, = x]]

3 '3 3 B
Mooz T2 20, - &

<

Portanto, li_I)I(l) T(z)x = x, paratodo x € X.
A seglzlir, mostramos que z — T'(z) € uma funcdo analitica em A («@). Para tanto, vamos
mostrar que 7'(z) é o limite uniforme de uma sequéncia de fungdes analiticas.
Considerando, novamente, a mudancga de variavel u = |[z|]4 em (2.1),com z € A(a),n = £

|z

er > 1, usando o item (v) do Lema 2.42 e separando a curva I em duas partes, temos

T(z) = zim,/eMR(A : A) dA

r
1 un
= e—R(ﬁ : A) du
2ri Jigr |zl V2l
1 un
27 Jr lz| \z
1 un 1 1
= — e—R(£:A)d,u+—_ e (ﬁzA)d,u.
2ni Jr, 1zl \z] 2ni Jor, |zl \z]

ComoI'\I', = 01U, onde o (p) = pe!?¢) comr < p < 00,e0m éacurvacs(p) = pe 079,

comr < p < oo, percorrida no sentido contrério, obtemos

1 pn 1 pn
ro-on [ R a)ad <ok [ r(L )
2ni Jr, lz] \z] 2ni Jor, |zl \z

Al et e+ et ) |

2mi o

+

X
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i(6-e) i(6—e€)

0 _pe n ,i(6—€)
/ ¢ ¢ R(pe : A) de
r || |z

0o _pe i0=€py _i(6—e) —i(0—¢)
e e |
r

|z |z
i(0-¢€) —i(0—-¢€)

o ,Re(pe n M o ,Re(pe m M
/ ¢ <l 4+ / ¢ 2 dp]
| Jr || p r |z p

/wepcos(6—6+argz)dp+ /Ooepcos(—9+e+argz)dp}
r r

< ﬂ / epcos(§+6)dp +/ epcos(—%—e)dp]
| J 7 r

_ %/mepcos(%*'f)dp _ K e cos(5+€) _ Ke—rsene.
T J, m (—cos(3+€)) m sene

+

N

N
SR IR

Dessa forma,

M e—rsene
< lim —
r—co T Sene

=0.

1 M7
lim T(z)——_/ e—R(ﬂ:A)dy
r—oo 27 Jr, lz| \lz|

1

Consequentemente, para todo z € A(a), i / e“R(1: A)da converge uniformemente para
Tl I,

T(z). Além disso, como I', é uma curva simples de classe C! e a fungio 1 — e“R(1 : A) é

analitica em A (), concluimos que a fungdo z — 2%” /r r e *R(A : A) dA é analitica em A (),
para todo r > 1.

Portanto, como 7'(z) € o limite uniforme de fun¢des analiticas, concluimos que z +— T(z) é
uma fung¢do analitica em A ().

Pelo que fizemos até agora, podemos concluir que (7(z))ea (o)ufo} € um semigrupo analitico,
restando mostrar que A € seu gerador infinitesimal quando nos restringimos ao intervalo [0, co0).

Sejax € D(A). Por (2.5) e do item (iii) do Lema 2.42, segue que

diZT(z)x: d [L/FWR(A D A)x d/l]

d_z 27l
1 d Az
=— [ —[e¥R(A: A)x]dA
2mi r dz [e ( )X]
=— [ e“AR(A: A)xdA
2mi r
1
=— [ e%(R(A:AA+DxdA
2ri Jr
1 1
=— [ e“R(A: A)Axdd + — / e¥x dl = T(z)Ax,
2ni Jr 2ni Jr
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d
ou seja, d—T(z)x =T(z)Ax, paratodo x € D(A). Logo,
b4

T(t)x

h _T(h)x—x
; = .

0 h

1 [h
—/ T(t)Axdt = (2.6)
h Jo

Pelo fato de (7'(z));ea(a)ufo}> quando restrito a [0, c0) ser um Co-semigrupo, seja B :
PD(B) ¢ X — X seu gerador infinitesimal e mostramos que B = A. De fato, de (2.6), temos
h T(h)x —x

1
Ax = lim — T(t1)Axdt = lim ——— = Bx,
FE G Jy T I T B

para todo x € D(A). Assim, D(A) € D(B)e A =Bem D(A). Como, p(A) N p(B) # 2,
sejal € p(A) N p(B). Desse modo, dado x € D(B), considere y = (1 — A)~!(1 - B)x. Entio,
yeD(A)e

(A=A)y=@-A)@-A)"(A-B)x=(-B)x,

o que implica que (1 — B)(y —x) = 0 e entdo, x = y, pois (1 — B) € injetor.

Portanto, D (B) C D(A) e assim, A = B, o que termina a demonstracio do resultado. O

No coroldrio a seguir apresentamos algumas propriedades adicionais do semigrupo

(T(2))zeA(a)u{0}-

Corolario 2.45. Seja A € (6, M). O semigrupo analitico (T (2))eA (a)u{0}, 0btido no teorema

4
anterior e gerado por A, com a = 6 — 5~ 2€, satisfaz as seguintes condigoes:
(i) paratodon > 1, T(z)x € D(A"), para todo x € X e todo 7 € A(a);
(if) para todo n > 1 existe uma constante M, (€), que so depende de €, tal que

My (€)

|z|"

||A"T(z)|| < , para todo 7 € A(a).

Demonstragcdo. (i) Note que, parax € X, z € A(a) e h € (0, o), temos

T(h})l Lo T(h+ z));l ~T(x

Mais ainda, se v = h + z, obtemos

T(h)y—-1 T(v)x —T(z)x

U—2

lim

2.7
Jim, 2.7

T(z)x = lim
v—ozt
Pelo fato da funcdo z +— T(z) ser analitica em A (), concluimos que o limite (2.7) existe

e entdo, T(z)x € D(A), paratodo x € X e todo z € A(a). Além disso,

AT (2) = A"T(% Pl %) e [T(Z)]" _ [AT(%)]n, RSt
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Dessa forma, T(z)x € D(A"), paratodox € X,z € A(a)en > 1.
(if) J4 vimos na demonstracdo do teorema anterior que, fazendo a mudanca de varidvel

u=z|a,

1 mn
T(2) = — / e—R(ﬁ : A) du,
27i Jr |zl V2
onden = Z Em adicao, pelas igualdades (2.5) e pelo fato de A ser um operador fechado,

obtemos
1 un 1 un
AT(Z):—_/e—AR(ﬁ:A) du = — e—[ﬁR(ﬁ:A)—l] du,
27 Jr |z |z 27i Jr 2| [lz] \lz]

para todo z € A(a). Logo,

+ (|11 du

L[ eRetn [l p
AT ()| < — —R(—:A)
[ar@| 2n[j|a Ld B

1 [ eRelumn [Iul M |z|

Y 3 TR NET
M+1

— ( ) eRe(um) d|u

+1] dlu|

27|z

— (M+ 1) / eRe(/ﬂ]) dl/Jl +/ eRe(,un) d|#|]
2rlz| [ Jr, r\[y
M+1 0 x

<MD +2/ e <35 7€) dr]
2r|z] 1
M+1 ©

= ( ) e|F1|+2/ e"senedr]
2r|z] 1
M+1 2e7rsene M

- ) e|Ty] + = = 1(6), VzeAa),
27|z sene ||

M + 1 2 —rsene
com Mi(e) = ( ) ell'1| + ], 0 que justifica o item (ii) para o caso n = 1.
T sene

Para n > 1, usando o item (i), temos

<

(3

bercal = |[ar ()]
<(Muay:nmaww

H FE
M,
) |${Vzewa
<

onde M, (e) = n"M;(€), o que conclui a demonstracdo do corolario.
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O

Operadores setoriais aparecem frequentemente em aplicagdes, jd que muitos operadores
diferenciais elipticos s@o setoriais quando considerados em espacos L?” de Lebesgue ou em
espacos de fungdes continuas, veja, por exemplo (11, Theorem 3.1.3, p. 73) e (11, Theorem
3.1.7, p. 78). Entretanto, quando olhamos para espagos de fun¢des mais regulares, como o
espacos das funcdes Holder continuas, obtemos que estes operadores nio sdo setoriais, veja
(11, Example 3.1.33, p. 110). Nestes casos a teoria para operadores setoriais ndo pode ser
utilizada. A seguir apresentamos um exemplo de um operador que ndo € setorial, mas que

também apresenta uma estimativa do resolvente.

Exemplo 2.46. Considere X = C*(R, C?) o espago das fun¢des continuas de R em C? que se
anulam no infinito. Dessa forma, para cada f € X, existem fj, f> € C* (R, C), tais que f(¢) =

(f1(1), f2(r)), paratodo t € R. O espago X dotado da norma || f||x = sup | f1(2)| + sup | f2(?)| é
teR teR
um espaco de Banach.

Fixando a € (0, 1), considere y = @ — 1. Para ¢t € R considere a matriz

L+22+i(1+1%) 42y
0 1+2—i(1+1%)

q(t) =
e defina D(A) = {f € X;qf € X} e o operador linear A : D(A) ¢ X — X tal que
A(f)(t) = q(t)f(t). Neste caso A é um operador fechado. De fato, para ver isto note, antes,

que A é inversivel, com A~ (f) () = ¢~ (1) f(1), e

1—i _t4+27
_ 2 2)2
ql(t): 2(1+1%) 2(11-:_ll) , VteR.
0 -
2(1+12)
Desse modo, dado f € X, f(1) = (fi(1), f2(1)), t € R, temos [[A~ (f)lIx = lg”' flIx =
( ) t4+27
ligllx, em que g(z) = (g1(2),82(2)), t € R, com gi(1) = e tz)fl( ) — 201 ,2)2f2(’) e
g (1) = 221 ))f (t). Observe ainda que, como 1 < 1 + 12, 172 < 1,Vr € R. Assim,
1-1i |1 — i [1+i]
t 1] < t)|, Vt € R.
‘2(1 TS A UG G IG]
t4+2y
Também, a fung¢do r —» ——— é continuaem R e
(1+12)?
t4+27 t27
. 0.

lim ———= = lim +————
t—w_roo(1+t) t—>ioot_4+t_2+1

0 que garante que esta funcdo € limitada em R.
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t4+27
Seja C| = sup ———. Entao,
= telg (1+12)?
( 4+27
t
1g1(1)] < 205 tz)fl()‘ ‘2(1 tz)zfz()‘
|1— |

|fi()] + C1|fz(t)|

2
< f sup |fi (1)] + % sup | fa(1)]

2 teR teR
su]g |fi()]+ sup |f2(t)|] =Cll fllx,
te

V2 ¢

onde C = max {7 7} Isto €, mostramos que |g1(7)| < C||fllx, YVt € R, e consequente-

mente, obtemos sup |g1(¢)| < C|| f]lx.
teR
Analogamente, temos

(1+i)
2(1 +12)

|1+z|

g2(0)] < |/2(0)]

sup |/2(0)] + sup | f1(1)]

teR

< Lapipol <

teR
=Cillfllx, Vt € R,

e entdo, sup |g2(?)| < C|| flx-
teR

Portanto, para todo f € X,

IA™ (H)lix = ligllx = sup g1 ()| + sup [g2(2)]
teR teR

<2C|fllx, YVt €R,

garantindo que A~ € £(X).
Dessa forma, seja (x;),eny uma sequéncia em D(A) tal que x, — x, para algum x € X,
e Ax, — y, para algum y € X. A fim de mostrarmos que A € fechado, basta provarmos que

x € D(A) e Ax = y. Com efeito, como A~! € L£(X), para todo n € N, temos
IA™"y = xllx < 1A™"y = xullx + llxn — x]lx-
Além disso, como [[A7ly —x,|lx = |47y — A7 Ax,|lx < ||A” 1||£(X)||y Ax,||x, obtemos

A7y = xllx < 1A oo lly = Axallx + [l = xllx-
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Aplicando o limite de ambos os lados concluimos que ||[A~'y — x||x = 0 e, consequentemente,
A~'y = x, ou seja, x € D(A) e Ax = y. Portanto, A é fechado.
Agora, vamos mostrar que o (A) = {x +ix;x > 1}. Como A € fechado, para verificar que

z € o(A) basta verificar que z/ — A nao € bijetor, o que € equivalente a mostrar que

4+2y
z—a -t

_1=0,
0 z—a

onde a = 1 + 12 +i(1 +1%), o que ainda é equivalente a igualdade z> — 2Re(a)z + |a|*> = 0, ou

seja,

. 2Re(a) £ yJA(Re(a))? — 4]al? _2(1+ %) £ 41 +12)2 —4(2(1 +12)?)

2 2
C2(1+72) £+/-4(1+12)?
B 2

=(1+5) +i(l+1%).

Dessa forma o (A) = {z € C;z = x £ ix,x > 1}, o que garante a existéncia de ¢ € (%, %) tal
que o (A) C A(9).
Além disso, para todo z € C\ A(¢),

1 12y
(= A)' () = |? ) a (Z-a)z=a)| r@
i-a
e existe M > 0, com M = M(¢,y), tal que
M

(2l = A) Mgy < Mz|” = o[l

Portanto, como a € (0, 1), segue que 1 —a # 1 e entdo, A ndo € um operador setorial. Mais

detalhes deste exemplo podem ser encontrados em (14, Example 2.4, p. 44).

Este fato motiva a defini¢ao de operadores quase setoriais, que sdo operadores que possuem
uma certa deficiéncia na estimativa do resolvente. Na proxima secao apresentamos tal definicao

e mostramos que estes operadores, de uma certa forma, geram um semigrupo.

2.6 Semigrupos de crescimento de ordem «

Iniciamos esta secao com a definicdo de operadores quase setoriais. Este tipo de operadores,
bem como algumas propriedades que apresentamos na sequéncia, serdo utilizados no préximo

capitulo.
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Definicao 2.47. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) € X — X um operador linear
fechado. Dizemos que A é um operador quase setorial se existirem constantes M > 0, ¢ € (0, 3)

ea € (0,1), tais que:
(i) o(A) c A(¢) ={z € C\{0}; |argz| < ¢} U{0};

(ii) ||[R(A:A)| < , YAeC\ A(g).

W

Dizemos que a estimativa do resolvente que aparece na definicdo anterior € deficiente, pois
1 —a < 1. Neste sentido, é impossivel aplicar os resultados de geracdo para semigrupos
fortemente continuos para um operador quase setorial. De fato, nesta secdo mostramos que se
A € um operador quase setorial, entdo o operador —A gera um semigrupo onde a condicdo de
continuidade da funcdo ¢ — T(¢)x falhaem ¢ = 0.

Contudo, baseados na teoria de operadores setoriais, veremos em quais condi¢des podemos
associar a um operador quase setorial uma familia de operadores lineares limitados. Com este
intuito, apresentamos os semigrupos de crescimento de ordem «.

Este tipo de semigrupos foram investigados primeiramente por Da Prato, veja (16), para o
caso em que a € um inteiro ndo negativo. Em (18) o autor estende a teoria para o caso em que
a € um ndmero real positivo. A seguir apresentamos a defini¢ao de semigrupo de crescimento

de ordem «, inspirada na defini¢do apresentada por Periago e Straub, em (14).

Definicao 2.48. Seja a > 0. Uma familia (T (t));>0 de operadores lineares limitados é dito um

semigrupo de crescimento de ordem « se:
(i) T(0) =1, onde I é o operador identidade em X,
(it) T(t+s)=T(t)T(s), para todo t, s > 0;
(iit) t +— T(t)x é continuaparat >0ex € X;
(iv) Se T(t)x =0 para todo t > 0, entdo x = 0;
(v) ||t“T(t)|| é limitado quando t tende a zero.

Como estamos interessados no operador —A, com o intuito de simplificar a notagado, defini-

mos, a seguir, operadores de classe («, 8, M).

Definicao 2.49. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) ¢ X — X um operador linear
fechado. Dizemos que A é de classe (a, 0, M), onde % <0 < nm eescrevemos A € (a,0, M),

se.
(1)) A(0) ={z€C; |argz| < 6} C p(A);

(i) IR(L: A)] < WL‘G Ve A(6)\ {0).
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Por meio de uma argumentacio andloga a realizada na Observagdo 2.41, concluimos que
se A é um operador quase setorial, entdo o operador —A € (a,6, M), onde 6 = m — ¢. Dessa
maneira, a partir de agora, trabalhamos com um operador A € (a, 0, M), em que 6 = 7 — ¢, para
algum ¢ € (0, ), ja que ele é exatamente o operador que estamos interessados, e mostramos
que A € o gerador de um semigrupo de crescimento de ordem «.

Denotamos por I' a fronteira do setor A(6), orientada de modo que a parte imagindria €

crescente, e definimos

1
T(t) = —_/e’”(/l —-A)7lda, ser >0,
27 Jr (2.8)

T(0)=1.
A integral (2.8) converge para todo ¢ > 0. De fato,
[T ()] = LH /°° ¢ ""R(re' : A)e dr — /00 e ""R(re7 : A)e™ dr
2 0 0
<se| [l Rwe  a)le]ar
+ / |ere*i("t| ||R(re—i0 . A)” |e—i9| dr]
0
1 a i0 M 0 .y M
< E /0 eRe(re’n) e dr +[; oRelre Z)W dr]

— L /Ooertcosé) M dr+/ooertcose M dr
rl—a 0 1”1_

27T 0 a
o 00 oo
= M/ ertcosera—ldr — %/ ertcos(ﬂ—(p)ra—]dr _ M/ €_rlcos¢ra_1dr‘
T Jo T Jo 7 Jo

Fazendo a mudancga de varidvel u = rt cos ¢, obtemos

||T(t)|| < %A'me_rtcos¢ra—ldr

M/°° ul u 1 du
= — e
7 Jo tcos ¢ tcos ¢

M [S¢]
= — / e “u 7% (cos ¢) ™ du
T Jo

_ M (cos ¢p)~%t™@ /me‘”u“‘ldu _ I'(@)M(cos @)%t~ “ o
T 0 T

Dessa forma, parat > 0 e x € X, obtemos

||T(t)x|| < I'(a@)M cos™ ¢t~

[lx1],
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I'(@)M cos™@ ¢
n

ou seja T(t) € L(X), para todo t > 0. Mais ainda, fazendo C = , concluimos

que para todo ¢t > 0,
70| < ct™.

Nosso objetivo é mostrar que a familia (7'(¢));>0, com T(0) = I, € um semigrupo de

crescimento de ordem «. Para tanto, necessitamos de alguns resultados auxiliares.

Lema 2.50. Sejamt >0, A € (a,0, M) eI a curva descrita anteriormente. Entdo:

At
(1) / /l,e 1 dA =0, para todo A’ a direita de T';
A —

(ii) //l”e’“d/l =0, para todo n > 0.
r

Demonstragcdo. (i) De forma andloga a feita na se¢do anterior, considere a curva I, = {1 €
I; |A] <r},r >0, eo0spontos A, = re? e A, = re™®. Além disso, considere

C, ={n €C; |n| =r, comn aesquerda de I, e com extremos A, e A, },

orientada de A, para A,, veja a figura a seguir.

Figura 2.4 — A" a direitade I'.

N \

|
’
\

Fonte: elaborado pelo autor.

At
¢ analitica sobre a curva I, e na regido a

Dessa forma, como a funcdo A —
esquerda de I, o Teorema de Cauchy (Teorema A.10) garante que

e/lz
=
ruc, ' —4

vy o oM
ou seja, / - dd = —/ ——dA = / ~dA.
I, A=A C, A=A C, A=A
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Assim, considerando m, = /11an |4 — |, como 0 < argd < 2m — 6, para todo A € C,,

r

obtemos

2n—6 e’ ‘/’z”.eu,o
———dy

ere“P A

/Cr/l 7™

2m—0 Re(re“"’t)r
———dy

el1cosy
/

27—0 rtcosé)

R
_ rtc039(2 e 9) _ 27‘(7‘[ _ e)e—rtcosgb _ 2r(ﬂ.t_ 9)
- m, mrer cos ¢
2r(m —0)

Como m, — oo, quando r — oo, concluimos que — 0, quando r — oo e

mrert cos ¢

assim,
At

e/ll e/lt
/ dl=lim | ——dl=lim ~dA = 0.

rd -4 r—o0 Fr/l—/l r—00 Cr/l—

(if) Como no item anterior, considere as curvas I, e C,. Assim, como a fung¢do A +— et

¢ analitica sobre a curva I, U C, e no interior da regido delimitada por I', U C,, pelo

Teorema de Cauchy (Teorema A.10),

/ AeMdy = - / et da.

r, c,

Além disso,

/ e’ thre"pdgo‘
_9 1

/ prtl pricos godw

/ n+1 rtcos Qd(p

rn+lertc050(2ﬂ. _ 29) —

‘—//ln /ltd/l‘
C

2r" (- 0)

eltcos¢d

2r™*!(m - 0) .
Como ———————= — 0, quando r — oo, concluimos que
eltcos 0]

/ 2eMdl = lim [ A"eYdi= lim | A"%eYda=0.
r

—00 —00
r Fr r Cr
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Lema 2.51. Dado 6 > 0, seja I’ a curva do plano complexo definida por
I"={1eCA=1+6, 1T},

com orientagdo induzida por . Entdo, para todo t > 0, temos:

(i) / eYR(A: A)dA = / eYR(A: A)dA;
r I’

A't
(if) Y P e, para todo A situado a esquerda de T”.
V-1

Demonstragdo. (i) Assim como no Lema 2.50, para r > 0, consideramos os pontos A, e A,
na curva I, e, além disso, consideramos a curva I',. contida em I/, com extremos A, + ¢
e A, + 0. Mais ainda, sejam L, o segmento de extremos A, € 4, + ¢ e L, o segmento de

extremos A, e A, + 6. Observe a figura abaixo.

Figura 2.5 — Contorno R, .

A
F/ /// \\\
7
r S h
7 AN
L, \\
/ At \
/)\T. al \\
/ 1
| \
| r !
! ! -
: >
‘\ (5 '
\ I
\ /
\ /
\ /
/
\
— /
\ —
XL XN+ 6 J
Ny Ve
\\ //
~ //

Fonte: elaborado pelo autor.

Dessa forma, como a fung¢ao A +— eV R (A : A) € analitica no contorno R, = I, U L, U
I/~ U L, e no interior da regido delimitada por R,, pelo Teorema de Cauchy (Teorema
A.10), temos

/ eYR(A1: A)dA =0, (2.9)
R,
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ou seja,

/Fe”R(A:A)d“/_eﬂfR(a:A)dﬂ:—/ e’”R(/I:A)d/1+/ eMR(A: A)dA.

L, I

r L,

Observe que, para r suficientemente grande, Re(1) < 0e || > |1, +6|, paratodo A € L,.

E mais,

/ eYR(A: A)dA

L

< / erecin My
L ||

</ ek My
L, |/1r+5|1—a

M M6
 — d|l] = ————.
A, +o[1@ /L = e

Dessa forma, quando r — oo, obtemos — 0, ou seja,

|4, + 61—

/ eYR(A: A)dl — 0, quando r — co.
L

De modo anélogo, obtemos que

/_e’l’R(/l : A)dA — 0, quando r — oo.
L,

Portanto, por (2.9), fazendo r — oo, concluimos que
/eﬂfR(A c A)dA = / eYR(A: A)dA.
I_‘ ’

(if) Dado A a esquerda de I, escolha r > 0 suficientemente grande de modo que A esteja no
interior da regido delimitada pela curva fechada R, =1 UL, UC, U L,,onde L, e L, sdo
os segmentos descritos no item (i) e a curva C, é a mesma descrita no item (i) do Lema
2.50, como representado na figura 2.6.

A

. ~ / 7 o) -~ ~ z .
Desse modo, a aplicagdo A’ +— e’ € analitica nesta regido e entdo, pela Férmula integral

de Cauchy (Teorema A.9), temos

e/l’t
/ d = 2mie.
o A =1

1
Agora, seja m, = inf{|1’ - 1|, A’ € L,}. Entdo, — >

,paratodo ' € L,, e
m, ~ v—-aF ’

assim,
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Figura 2.6 — A situado no interior da regiao delimitada pela curva R,.

Fonte: elaborado pelo autor.

't Re(A't) ,
/ ° _avl< [ ¢ d|'| < i/ e Re g | < i,
L, A—4 L 1[4 =A my Ji, my
A't A't
ou seja, lim dA’ = 0. De modo andlogo obtemos que lim
F—00 Lr/l/—/l r—oo E/l/—ﬂ

Além disso, usando uma argumentagdo semelhante a usada na demonstragao do item (i)

At
do Lema 2.50, concluimos que /
c, =4

dl =0.

dl’ — 0, quando r — co.

Portanto, como

. At e/l/t /
2rie™ = / da
R A =4

At At At A't
= / ¢ A +/ ¢ v +/ v +/ ¢,
c =2 T -1 A =24 LA =2

r

Y _ e/l’t , e/l’t ,
2rie™ = lim al’ = atl’.
rooo Jp A=A rd’ —A4

obtemos

O teorema a seguir traz algumas propriedades da familia (7'(¢));»¢ definida em (2.8).
Teorema 2.52. A familia (T (t));s0, definida em (2.8), satisfaz as seguintes propriedades:

(i) T(t+s) = T()T(s), Vt,5 > 0;
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(it) AT(t)x =T(t)Ax, YVt > 0ecadax € D(A);

(iii) T(-) € C'((0,00), L(X)) e %T(t) = AT(1), V1 > 0;

C
(iv) para todo n > 0, A"T(-) € C((0,c0), L(X)) e existe C, > 0 tal que ||A”T(t)|| < t”f“’
Vit >0.

Demonstragcdo. (i) Pelo item (i) do Lema 2.51, paratodou > 0e x € X,

1 1 ,
T(u)x = — /e”"R(A cA)dl=— [ YR : A)d.
2ni Jr 2xi Jr

Assim, dados 7, s > 0 e x € X, usando a identidade do resolvente, temos

T()T(s)x = i / eYR(A : A)(% / ’ eSR(A A)xd/l’)d/l

r

1 ,

(2 ,)2// e"R(A: A)et R(X : A)x dA'dA
Tl r ’

1 ' [R(A:A)— R : A
= —(2 72 / / elet S( ( 3, /l( ))x dA'dA
Tl r ’ -

1 A's
S / AR A) [ S—xdvda
(271'1)2 r | A=A

1 A's ’ e ’
- RNy e"°R(A": A) 71" dadl.
Tl ’ r -

Note ainda que se 4 € I', segue que A esta situado a esquerda de I e entéo, pelo item (i)

A's
do Lema 2.51, / 7 /ldxl’ = 2xie™. Além disso, se I’ € I”, A estd 2 direita de T e

At

assim, pelo item (7) do Lema 2.50, / /l/e /ld/l = 0. Logo, concluimos que
A —

T(H)T(s)x =

1
)2 /re/"R(/l : A)2mieMxdA
1

=— [ ™R A)xdd =T(t + 5)x,
2ri Jr

paratodox € XeVit,s > 0.

(if) Sejamt > 0ex € D(A). Como A é um operador fechado, segue que

1 1
AT()x = — / AeMR(A: A)xddl = — / eYR(A: A)Ax dA =T(¢)Ax,
2ni Jr 2ni Jr

ou seja, AT(t)x =T(t)Ax,Vt >0ex € D(A).
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(iif) Primeiramente, considerandoacurval'p = {1 €T 1| > R} U{n € C; |n| = Re |argn|

< 0}, com R > 0, note que

/eﬂfR(A:A)dﬂ—/ eﬂ’R(A:A)dA:/ eYR(A: A)da,
r I'r

r'ur2uCg

onde I"! é o segmento de reta unindo os pontos Re ' e zero, I'? é o segmento unindo zero e
Re'’ e Cr éacurvaCg = {n € C; |5| = R e |argn| < 6} percorrida no sentido contrario.
Desse modo, como I'' UT2 U Cg é uma curva fechada e a fungio A > e'R(A : A) é
analitica na regido delimitada por esta curva, o Teorema de Cauchy (Teorema A.10), nos

garante que

/ eY"R(1:A)dA1=0
rlurzucyg

€ assim,

1 1
— [ e"R(A: A)dai=— | eYR(A: A)dA.
2ni Jr 27l Jry

Mais ainda, para r > R, consideramos a curva I'y = {4 € I'g; |4| < r}, observe a figura

a seguir.

Figura 2.7 — Curva I',.

Fonte: elaborado pelo autor.

Dessa maneira, mostramos que, para cada ¢ > 0,

1 1
lim — / eMR(A: A)dl=— | eYR(1: A)dA=T(®).
2 § 27Tl g
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De fato, fazendo a mudanca de varidvel u = A¢, obtemos

| 1 "
— [ MR : A)dd = — e—R(E : A)du,
2mi Jrg 2ri Jir, 1 t

e novamente pelo Teorema de Cauchy (Teorema A.10),

1 et (u 1 et (u
— —R|=:Aldu=— —R|—: Aldpu, 2.10
2ni 'k t (t ),U 2 I'r t ([ ),U ( )

pois, neste caso,

p u u
/ e—R(‘—‘:A)dﬂ—/ e—R(E:A)dﬂ:/ _e—R(E:A)d/,L,
e T \1 g L\1 crurtk 1\t

emque Cig ={n €C; |n| =tRelargn| < 0} eT'F éacurval''X = {1 € I'g; |A] < 1R}

percorrida no sentido contrdrio.

Observe que C;r U F_;QR ¢ uma curva fechada e a funcdo y — %R(g : A) ¢ analitica na

regido delimitada por esta curva. Entdo, pelo Teorema de Cauchy (Teorema A.10), temos

u
/ e—R(E : A)d/,t =0,
C,RUF;QR t t

garantindo a igualdade (2.10).

Assim, escrevendo I'g \ I', como a unido oy U 0, onde o (p) = pe'?, r < p < o0, e 0

éacurva o, (p) = pe™ r < p < oo, percorrida no sentido contrario, obtemos

et 1 2
HT(z)—— CR(E:a dﬂ”z —/ CRIE:a a’,u”
rr t t 2mi TR\ t t
1 H
< —[ / e—R(E : A)d,u + / e—R('li : A)d,u”
2r |l Joy &\t o b\ 1

1 oo pet? o i0 oo pe ¥ _ig —i0
= —[ / i R(pe : A)dp + / ¢ ¢ R(pe : A)de
27 (|| J, t t - t t
1 00 epcose M 00 epcose M
< — dp + d,
2 / toE)te P / Lo p]
t t
M 00 epcose Z;l—af Mt @ epcose 00 Mt @ e—rcosgb
T
V4 r op@ n cos@ |, T Ccos¢
1 At (1
Logo, quando r — oo, segue que 3t e"R(A: A)dd — T(tr). Além disso, como a
Tl Flr?

curva I'y, € uma curva simples de classe C! e afuncdo t — eVR(A : A) é diferenciavel
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d
para todo ¢t > 0, com — .y eVR(A: A) = 1eVR(A: A), segue que

d 1 At 1 At
Ll — R(A: A)dA AeYR(A : A)da.
dt(Zm’/ (A:4) ) 27r/ ¢R(A:4)

Assim, paracadat > 0, T(¢) é o limite uniforme, para subconjuntos compactos de (0, ),
de um sequéncia de aplicagoes diferencidveis, ou seja, T (¢) € diferencidvel e mais, usando

uma igualdade do resolvente e o item (i7) do Lema 2.50, temos

iT(t) = i(L_ / eYR(A: A)d/l)
r

dt dt
= 5= Ae“R(a A)d/l_— / eV"[AR(A: A) +1]dA
i
1
=A— [ eYR(1: A)dd = AT(1).
2mi r

d
Portanto, t + T(z) € derivavel para t > 0. Além disso, usando que ET(I) =

3 /le’”R(/l A)dA, concluimos que T(¢) € C1((0, o), L(X)).
i

(iv) Inicialmente, utilizando o item (if) do Lema 2.50, mostramos que, para todo t > 0 e
x € X,
1
A"T(H)x = — //lne’”R(/l :A)xdd, Yn > 0.
2ri Jr

De fato, para n = 1, basta usarmos o item (iii) que acabamos de provar.

Agora, para n = 2, usando o caso n = 1, uma igualdade do resolvente e o item (ii) do

Lema 2.50, temos

A’T(t)x = A(AT (1)x)

1
= —A‘//le’“R(/l : A)x dA
r

27
1
= AeMAR(A : A)xdA
T ;i r
/l AAR(A: A da
2m ¢ ( ( )~ )x
1 1
= / PeYR(A: A)xdl — — | 2eVxdd
Y r 2ni Jr

/ A2eMR(A: A)x dA.
= 2ni r



Desse modo, por um argumento indutivo e o item (ii) do Lema 2.50, obtemos

A'T(t)x = A[A"'T(t)x]

1
= A|l— / AT R(A: A)x d/l]
2ri Jr
1
= / AT AR(A : A)xda
" ;i r
1
/1” LU [AR(A: A) — I]xdd
27rz
1 1
= A"eYR(A: A)xdl — — / el da
T 2ni r 2ni Jr
/1” YR(A: A)x dA.
27Tl

Assim, 7 — A"T(-) € C((0,0), L(X)) e, paratodos >0en > 0,

|A"T (1) = i”/ﬂ”e”R(ﬂ : A)dAH
2 r

1 0 . i . .
— 2—”/ (re'?)"e™ HtR(re’Q : A)e'? dr
Tl Jo

1 o . i . .
- —/ (re”®1ee IR (re™ 1 A)e " dr
n
1

(] (o]
M o M
< rnert cos 6 = dr+ rnerl cos 6 dr
27| Jo rl-o 0 ri-e

M _
- - P l+ae rtcosqbdr.
T

du
er =
tcos ¢ rcos ¢

Fazendo a mudanca de varidvel u = rt cos ¢, obtemos dr =

o0 n—l+a
o \fcos¢ tcos ¢

M u' 1+a _
/ hta (COS ¢)n+a e e it € Mdu

Vi tn+a'

_ M (cos )¢ /mun_“ae_“du _ M(cosd)™" T (n+a) _
0

T tn+a/

M(cos @)™ T'(n+ @)
- .

onde C,, =
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, Ou seja,

O

Note que, como mencionamos no inicio da se¢do, semigrupos de crescimento de ordem «

apresentam uma falha na condicio de continuidade para a fungdo ¢ +— T(¢)x, com x € X, em

t = 0. Desse modo, exceto em casos com condi¢des suficientemente suaves, tais semigrupos
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ndo sdo fortemente continuos em ¢ = 0. Tal fato serd exemplificado na préxima subsecao.

Dessa forma denotamos por A4 o conjunto onde essa propriedade € verificada, ou seja,

Ay ={x € X; linol T(t)x = x},
t—0*
e mostramos que D(A) C A4. Antes, porém, precisamos de um lema.

Lema 2.53. Seja I'g a curva definida na demonstragcdo do Teorema 2.52, entdo para todo

e/lt

1
xeX, — —xdl = x.
21l Jry

Demonstragdo. Sejam R > Oer > R. Consideramos, novamente, a curva 'y = {1 € I'g; [1] <
ryeoarcoC, = {5 € C; |n| = r, comna esquerda de T, com extremos A, = re’? e A, = re }.

Veja a figura a seguir.

Figura 2.8 — Regido limitada por I', U C,..

Fonte: elaborado pelo autor.

1 At
Dessa forma, pela Férmula integral de Cauchy (Teorema A.9), — / ¢ = 1, ou
r

2 =UC, A
At At
/e—d/l:Zm'—/ ¢,
A c, A
/ e—Md/l'= / - —ere%.rieigpd‘f"

C, A 0 re¥

2n—-6 etcos g,
< C dy
9 r

seja,

com

27—
< / " eertcosedso — e—rtcos«pz(n_ —9) — 2(7T_9)
0

ertcosd *
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2 —
Como e(:fcos ¢) — 0, quando r — oo, segue que
At At
€ d=1im | Sda=2n,
'k r—o0 I A
1 At
ou seja, — —xdA = x, paratodo x € X. O
2ni Jr, A

Proposicao 2.54. Se x € D(A) entdo ||T(t)x - x|| — 0, quando t — 0.

Demonstragdo. Sejax € D(A) C X. Entdo, x = A~'y, para algum y € X. Dessa forma, pelo

que fizemos na demonstragio do item (iii) do Teorema 2.52 e pelo Lema 2.53, temos

e/lt

1 1
T(Hx—x=— [ e"R(A:Axdl—-— | —xdA
2mi Jrg 2ri Jrp, A

=— [ e"[R(A:A)-2a"T]xdA
2ri Jry

1 AR(A:
= — / eit[ﬂ]x d/L
2mi Jry A

HAR(/l : A)XH _IAR@ : ATy IR@A: Ayl _ 1M
Z |4 | A=

com

Ivl-

Assim,

At
||T(t)x—x||<2—( e |_M

1
dlxll) Iy]l-
m\ Jre 1] |21

Além disso, para cada R > 0, a curva 'y pode ser expressa pela unido de duas curvas, ['g =
I'roUTR1,onde'rg={2€C; largz| =0, |z] >R} el'g1 ={z€C; |largz| <0, |z| = R},

como na figura abaixo.

Figura 2.9 — Decomposic¢ao da curva I'.

A
I'ro
RQ’LG FR,l
Ry -
i R
/]% it
Tro

Fonte: elaborado pelo autor.
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Dessa forma, para R > 0 fixo, |e!’| < 1, paratodod € T'zgetodot > 0, pois [e!!| = eRe( ) =

ellteost e 1| — 1, quandot — 0, paratodo A € I'g j, visto que |et| < eR105¢ < R Assim,

temos

lim sup”T(t)x —x|| = lim sup ||T(t)x —x||]
t—0 €~ <t<e

. 1 |e/”| M
<hm[ sup o— Al Iyl
€0 | 0<s<e 27 T'r |/l| | 4]
1 |e/lt|
=1lim | sup — dlal [yl
e—0 [0<t<€ 2” FR!()UFRJ |/l| |/l|1_a/
1 |e/ll‘|
< lim | sup —— ——d[a] ||yl
e—0 [0<t<e 2r FRO 4] [a]1-@

/lt| M
s dial| ||]
o«pe 2n /r w e S

diA][lyll

< lim [ sup —
€0 | 0<r<e 27T FRO |/l| |/l|1 ¢

/ltl
+ s dlaf || II]-
0<l<p€ 27T /FrRl |/1| |/l|] @ y

Note que, para A € I'g 1, como R > 0 € fixo, let| < eR?, para todo 0 < t < € e mais ainda,

Rt

a fungdo r — e’ € crescente. Desse modo, segue que

|e/lt| M - e/lt M - eRe M
] (A= (Al A= T oja] jafi-e”

Assim,
ap = [ LM < = [ M
up — y y
O<t<e 27T FR,I |/?'| |/l|1_a 2 FRI |/l| |}’|l @
Além disso, como hn%e =1le,tomando e < 1,
€E—
eRe M <eR M
AL Al ]
R

com a fungdo A — integrdvel em I'g 1, pois

1] ]

R 7] R 6 R
M M . M M
/ e——d|/1|:/ ¢ |Rie“p|d90:/ R _gp="1y.
rrq 141117 _g |Re'¢||Rel¢|l~ 9 Rl Rl-a
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Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada, obtemos

1 1
limsup ||T(¢)x — x hm[ sup — d|A| ||yll
t—0 ” ” €0 | 0<r<e 27 FRO |/l| |/1|1 @

/lt|
+ S J— dia
0<t§e 27[ '/I;Rl |/1| |/l|l—a | |||y||]

1
< lim 2”/FR0|/1||/1|1 _ ] 1yl
R
- FRITT;M]"?_Q Al ||y||]
1 1
- FROWWQ dial Iyl
- rmﬁw%d“' Il
1
=52 | e A
Assim,
imsup 7). - o <5 / |i| i A @.11)

para todo R > 0.
Observe também que

/ e 44 :/ e ledp —/ —5 ——le™| dp
reo 14114117 lpe’| |pe’?|! = R |pe | |pe |l

M ° M
ol

1 M | M . O M M
/ ——d|A| = / . _ |Rie'?| dy = dy = 26.
ey 411217 _g |Re'?||Rel¢|l~ g RI-@ Rl~@

Consequentemente, fazendo R — oo em (2.11), temos

1 1 M 1 1 M
1 T(t ——d|] + — — d|a
im sup [7(1)x ~ x| < [zﬂ /r e A 57 /F NIER |] Iyl

M
26| Il =

0 que nos permite concluir que lim sup ||T(t)x - x|| = 0. Por outro lado, como ||T(t)x - x|| > 0,
t—0

segue que

0< lirtnionf ||T(t)x - x|| < lim sup ||T(t)x - x|| =0
- t—0
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ou seja, ligniglf ||T(t)x - x|| = lim sup ||T(t)x - x|| =0.
- t—0
Portanto, lin(l) ||T(t)x - x|| existe e lin& ||T(t)x - x|| = 0, garantindo que D(A) C Ayu. O
t— t—

Observacao 2.55. Note que 7(¢) e R(¢ : A) comutam. De fato, como R(¢ : A) € L(X) e
R(£é: A)e R(A: A) comutam para quaisquer £, 4 € p(A), temos

R(&: A)T(H)x = R(¢ - A)[zim, /Feﬂ’Ru : A)x dA

_ At . .
= 2m'/re R(£: A)R(A: A)xdd

=— [ e"R(A: A)R(£: Axdd=T(1)R(& : A)x, Vx € X.
2mi T

Corolario 2.56. Se T(t)x =0, para todo t > 0, entdo x = 0.

Demonstragcdo. Como T (t)x = 0, para todo ¢ > 0, segue que R(A : A)T(¢)x = 0, para todo
A € p(A). Assim, como R(1 : A)x € D(A) e R(A : A) é um operador linear limitado, para
todo A € p(A), pela Proposicao 2.54, temos

0=1limR(1: A)T()x = imT(HR(A: A)x = R(L: A)x.

Dessa forma, como R(A : A) € injetivo, segue que x = 0. O

Pelo que ja fizemos nesta se¢do, podemos concluir que a familia (7'(z));>( definida em (2.8),
¢ um semigrupo de crescimento de ordem «a.

Agora, mostramos que, de uma certa forma, o operador A € o gerador de (T (7));>o.

Lema 2.57. Se A € (a,0, M), entdo

IAR(A : A)A™ | 2x) < M, YA € A(6)

lim AR(A: A)A™'x = A7 \x,

[A|—>00

para todo x € X.

Demonstragdo. Seja A € A(6), como (14— A)R(A: A) =1,segue que AR(1: A)—I=R(1:
A)A eentdo, AR(1: A)A™! = R(1: A) + A~!. Dessa forma,

[AR(A: A)A™ [ = [[R(A: A)+A7!| < +1A7H.

|/l|1—a/

Como 0 € p(A), segue que ||[A~!|| € £(X) e entdo, sendo M = + ||A7"||, obtemos

N M'l—a
|IAR(A : A)A™Y| < M.
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Além disso, para cada x € X, temos

|AR(A : A)A™x — A7 x| < [ATH(AR(A = A) = 1)| |Ix]]
= [AT(R(2: A)A)| ||x||

=||R(A: A)|||lx] <
IR(A = A)lllx]l < e all x]|.
Dessa forma, quando |1| — oo, obtemos ||AR(1 : A)A™'x — A~lx|| — 0. O
T(t)x —x

Proposicio 2.58. Seja x € D(A?). Entdo lirg = Ax.
t—0t

t

Demonstracdao. Considerando a curvaI's, em que I'1 € a curva I'g da demonstracdo da Propo-
t t
1
sicdo 2.54, com R = o para cada ¢t > 0, temos

T(t)x — {1 1 At
rr-x _1 —/ MR Axdl — — | Sx d/l]
t 1| 2ni Jr, 2ni Jr, A

2mi

1 1
= —/ e/l’;[R(/l tA) —/l_ll]xd/l
I

T

1 :
L[ ofrasn),
2ni Jr,  t A

1 YR(A: A
_ _/ e""R( )Axd/l
2rmi Jr, At

Fazendo a mudanca de varidvel u = A¢, obtemos que a curva I'; € transformada na curva I'; e
t
assim,

T(z)x—x_L/ e“R(E A)l

= —Axd,
t 2mi u t T
1 1
— e“—'liR(ﬁ ; A)Axd,u
~ 2ni r, p:t \t
1 1
— e“—'liR(ﬁ : A)A_lAzx du,
~ i r, M2 t
cujo integrando € limitado por
1
eﬂ—zﬁR(E:A)A—‘A2 < M|eH|—— A%,
pre o\t |u|?

que € integravel sobre a curva I';. Além disso, pelo Lema 2.57, '%R ('% : A)Ax — Ax, quando

t — 0. Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada temos
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1 1 1 1 1 1
hm—,/ —‘—‘R(“ A)Axd,u S — Axdu = 5= / " = du | Ax.
=0 2mi Jr,  pPt 2ri F1 ,u 2ri r, M
. 1 . . . .
Para analisarmos o valor de — e“—2 du utilizaremos a teoria de residuos. Sejar > 1

M
e considere as curvas I'] e C;, como jé definidas anteriormente nesta se¢do. Note que a fungio

et
— € analitica em todo o plano complexo exceto em u = 0. Mais ainda, g = 0 € um polo

12

yi
de ordem 2 da funcdo f(u) = e— Assim, pela Proposi¢cdo A.11, sendo g(u) = (u — 0)26
e e
(0
obtemos res(f,0) = & 1(' ) = ¢% = 1. Assim, o Teorema dos Residuos (Teorema A.12) nos
permite concluir que '
1

u
— e—zd,u:res(f,O)zl.
2mi c.urr 1

Dessa forma, p p
1 e 1 e
— —du+ — —du =1,
27l C, ,Ll2 H 27 F; /,tz #

o 2n—6 erei‘prieitp
—du| = —d
/c, 2™ ' /9 (reie)r ¥

2r—6 el cos¢
< do
0 r

2n—-6 _
%

com

r r

1 Iz
ou seja, —/ e—d,u — 0, quando r — oo. Logo,
2ni Je

L M2
1 et 1 et
lim [— —du+ — —d, —1:>— —d =1.
r"""[zm c, U2 M omi /f e #] r MY #
Portanto,
T(t)x - 1 K
limmz —/ e—d,u Ax = Ax,
1—0 t 2ni Jy, p?
0 que conclui a demonstragdo da proposicao. O

2.6.1 A singularidade do semigrupoemt =0

Nesta subsecdo, faremos uma breve discuss@o a respeito da singularidade do semigrupo
(T(1));>0. Os detalhes que serdo suprimidos nesta parte do trabalho podem ser encontrados
em (15). Como mencionado anteriormente, vamos estudar a singularidade do semigrupo por

meio de um exemplo. Antes, porém, ressaltamos que utilizamos uma defini¢do equivalente
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a apresentada inicialmente para operadores quase setoriais, no sentido que nesta subsecao,
um operador A : D(A) ¢ X — X € quase setorial se, para algum ¢ € (0, %), tivermos
A(¢) C p(—A), onde

A(¢) = {1 € C\{0}; |argld| <7 —¢}U{0},

e para algum a € (0, 1), tivermos a estimativa

IR(A: —A)|| < , VA e A(9).

|4]* +1
Além disso, faz-se necessario considerarmos as seguintes defini¢des e notacdes especificas.

Considere uma equacao parabdlica da forma

ur—Au+u=f(u), xeQt>0,

ou
% = 0, X € (996,

onde Q. ¢ RV, N > 2, é um tipico dominio de dumbbell consistindo de dois dominios
desconexos, denotados por €, unidos por um fino canal, R, o qual € degenerado a um segmento
de reta quando o parametro € se aproxima de zero.

O dominio limite consistird do conjunto aberto £ e o segmento de reta Ry que, sem perda

de generalidade, serd considerado como Ry = {(x,0,0,---,0); 0 < x < 1}. A equagio limite
¢ dada por

wy—Aw+w = f(w), xeQ, t>0,

o _, x € dQ,

on !

vi——(gvi)x +v=f(v), x € (0,1),

8
v(0) = w(P,), v(1) = w(Py),

onde w é uma func¢do definida em €, v € definida no segmento de reta Ry e os pontos Py =
(0,0,---,0),P; =(1,0,0,---,0) sdo os pontos da jungdo do segmento de reta com o conjunto
aberto Q. A funcio g estd relacionada com o modo que o canal R, colapsa para o segmento Ry.

Para0 < € < 1, seja Ug = L?(Q), com a norma

1
nwf=/ﬁw+——/|wﬁ
EUf o EN_l R, €

Para € = 0, seja U = L”(Q) ® Ly (0, 1), ou seja, (w,v) € U sew € LP(Q) e v € LP(0,1),

com norma dada por
1
(vl = [ 1wl + [ g
0 Q 0
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1
Defina o operador Ay : D(Ag) C Ug — U?, dado por Ag(w,v) = (—Aw+w, ——(gvix +
8

v), onde D(Ag) = {(w,7) € USs w € D(AR), (gvok € LE(0,1), ¥(0) = w(Po), w(1) =
w(Pi)} e Af] € o operador Laplaciano com condicOes de fronteira de Neumann homogéneas
em LP(Q).

Em (15) verifica-se a validade da limitacao

C

A+ Ag)~! < ——
lI( 0) " llzwp) et

e o fato do semigrupo (7'(t));>0 associado a A satisfazer a desigualdade ||7°(¢)|| ) S ctl-e,

comO0<a<l1l-—.
2p
A fim de mostrarmos que a singularidade do semigrupo em ¢ = 0 ndo é removivel para o

caso p = 2, consideramos uma condi¢?o inicial ug € Ug e mostramos que ||T(H)ug|| > Ct7°,

. N .
quando t — 0, para alguma constante 6 > 0. Para isso, escolhemos 0 < @ < > e consideramos

a func¢do radialmente simétrica

lx|7*,  x € B(Po, %),

wo(x) =
0, x e RV \ B(Py, 5),

com p > 0 suficientemente pequeno de modo que B(Py, p) N Q = {x € B(Py, p);

x; < 0}. Assumimos que Q é dado pela unido de dois dominios desconexos, Qé e Qg e

N
consideramos g = 1. Como 0 < a < 5 wo € L2(RV).

Lema 2.59. Para a condicdo inicial wo acima, a solucdo w(t, x) do problema

W = AW, Q, t >0,
ow

— =0, 0Q,

on

w(0,x) = wp(x), 0Q

satisfaz

@
2

0<c1t72 <Ww(t,Py) <cat™ 2, 0<t< 1y,
para algumas constantes ci, cy > 0 e algum ty > 0 pequeno.

Demonstragdo. (15, Lemma 3.3, p. 191). O

Agora, considerando o seguinte problema no segmento Ry = (0, 1),

Vi— Ve =0, x € (0,1),
v(t,0) =w(t, Py), v(1)=w(t,P;) =0,
v(0,x) =0, x € (0,1),
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mostra-se o lema enunciado a seguir.
Lema 2.60. ||v(z, -)[l;2¢0,1) > Cc1 e, para 0 < t < to para algum ty > 0 pequeno.
Demonstracdo. (15, Lemma 3.5, p. 192). O

Com estes dois lemas € possivel mostrar o resultado a seguir, que garante o que o semigrupo

(T(t));>0 gerado por Ag nio é continuo em # = 0 em L2.

Proposicio 2.61. Se consideramos a condicdo inicial (wg,0) € L>(Q) x L?(0, 1), onde wq é
a funcdo vinda do Lema 2.59, entdo, se (T (t));0 € o semigrupo gerado pelo operador Ay, ou

seja, (w(t,-).v(t,-)) =T(t)(wo,0) é a solucdo de

w;—Aw+w =0, xeQ, t>0,

(;—: =0, X € 09,
Jw(0.2) = wo).

Vi— Ve +v =0, x € (0.1),

v(0) = w(Po), v(1) =w(Py),

v(0,x) =0,

entdo,
IT () (w0, 0)[ly2 > C 127 — oo, quando t — O.

Demonstragdo. (15, Proposition 3.6, p. 194). O
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3 UMA CLASSE DE EQUACOES DIFERENCIAIS FUNCIONAIS NEUTRAS
ABSTRATAS

Neste capitulo estudaremos, via teoria de semigrupos e teoremas de ponto fixo, a existéncia

de solucdes para uma classe de equagdes diferenciais neutras da forma

%[x(t) +g(t,x;)] = Ax(t) + f(t,x;), t € [0, a], (3.1
xXo=9peQCyB, (3.2)

onde a, r > 0, A : D(A) ¢ X — X € um operador de classe (@, 8, M), (X,|| -||) € um
espaco de Banach, 8 = C([-r, 0], X), em que C([-r,0], X) € o conjunto de todas as fun¢des
continuas com dominio [—r,0] e assumindo valores em X, Q C 8 € um aberto, a histdria
x; : [-r,0] — X € definida por x,(0) = x(t+6) e f, g : [0,a] Xx Q — X sdo funcdes
apropriadas.

Equacoes diferenciais neutras aparecem em muitas dreas da matematica aplicada, por exem-
plo, na teoria de conducao de calor para materiais com memdria amortecida, onde a energia
interna e o fluxo de calor sao descritos como funcionais da temperatura u e de u,, como descrita

a seguir

i[u(t,x)+/t ki(t—s)u(s,x) ds] :cAu(t,x)+/t ko(t — s)Au(t,x) ds,

dt oo —o0
u(t,x) =0, x € 0Q,

onde Q C R" é um aberto, limitado e com fronteira suave, (¢,x) € (0, o) X Q, u(t, x) representa
a temperatura em x no tempo ¢, ¢ € uma constante fisicae k; : R — R, i = 1,2, sdo a energia
interna e o relaxamento do calor, respectivamente. Sob condi¢des especificas podemos reduzir
este problema para a forma (3.1)-(3.2).

Para o desenvolvimento deste estudo o conhecimento de alguns conceitos faz-se necessério.

Tais conceitos sdo apresentados na proxima se¢ao.

3.1 Preliminares

Iniciamos introduzindo algumas notacdes especificas que serdo utilizadas ao longo deste
capitulo.

Sejam (Z, || - ||z) e (W, || - [lw) espagos de Banach, entdo £(Z, W) denota o espacgo de todos
os operadores lineares limitados de Z em W, dotado da norma usual denotada por || - || £(z,w),
e escrevemos L(Z), com a norma || - ||£(z), quando Z = W. Além disso, B;(z, Z) denota a
bola fechada de centro em z € Z e raio [ > 0 no espacgo (Z, || - ||z). Para cada operador linear

S:D(S) c X — X, denotamos por [S] o dominio de S com a norma do grafico, dada por
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llxll;s) = llxllz + [ISx[|z, e por p(S) o conjunto resolvente do operador S. O espago formado
por todas as fungdes continuas e limitadas do intervalo / ¢ R em Z € denotado por C(/,Z) e
vamos muni-lo com a norma do supremo, indicada por || - ||¢(;,z). O espaco formado por todas
as classes de funcdes de / em Z Lebesgue - integraveis, para p > 1, serd denotado por L” (1, Z),

com a norma || hl|z» (7 z) dada por

1
P
Wl = ( /] IIh(s)II”ds) |

Antes de iniciarmos a proxima se¢do, apresentamos o conceito de solugio para o problema

de Cauchy abstrato dado a seguir

x'(t) = Ax(t) + &€(p), t € [0,a], (3.3)
x(0)=x€eX, (3.4)

onde ¢ € L1([0,a],X)eq > ﬁ

Defini¢ao 3.1. Uma fungdou : [0,b] — X, 0 < b < a é dita uma solugdo fraca de (3.3)-(3.4)
em [0, D] se

t
u(t) =T(t)x +/ T(t-s)é(s)ds, YVt € [0,b],
0
onde (T (t));>0 € o semigrupo gerado pelo operador A.

Definicao 3.2. Uma funcdo u € C([0,b], X), 0 < b < a, é uma solugdo cldssica de (3.3)-(3.4)
em [0,b] seu € C'([0,b],X), u(0) = x e u(-) é solugdo de (3.3) em [0, b].

3.2 Existéncia de solucoes

Nesta se¢do vamos investigar a existéncia de solugdes fracas para o sistema neutro (3.1)-
(3.2). Para isso, fixamos mais algumas notacdes que serdo utilizadas ao longo desta se¢ao.

Dado Y c X, denotamos por i, a aplicacdo inclusiode Y em X, p € Qe y: [-r,a] — X
é tal que yo = ¢ e y(t) = T(t)p(0), para todo ¢t > 0. Pelo Teorema 2.52, C,, n € N, € uma

C
constante positiva tal que || A"T (t)[| z(x) < t_n paratodor € (0, a]. Paraum conjunto limitado

n+a
B c X, Diamy(B) denota o didAmetro de B em X, com Diamy(B) = sup{|la — b||; a, b € B}.
Dado p € R, 1 < p < oo, denotamos por p’ o expoente conjugado de p, ou seja, 117 + 1% =1.
Como no capitulo anterior, indicamos por A4 o conjunto Ay = {x € X; T()x €

C([0, ), X)}. Assim, como ja mostramos, D(A) C Ayu.

Lema 3.3. Suponha que x € X é tal que AT(-)x € L'([0, b], X), para algum b > 0. Entdo as

seguintes afirmagoes sdo satisfeitas:
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] ds € D(A);
() [ Towds e D)
(ii) T(H)x —x = /tAT(s)x ds, YVt >0;
0
(iii) x € Aa.

t
Demonstragcdo. (i) Primeiramente, mostramos que / T(s)x ds € D(A).
0

Para tanto, sejam 0 < € <t < be & € p(A). Pelo Teorema 2.52, T(-) € C([e, 1], L(X))
d

e,paray = R(£: A)x € D(A), d—T(s)R(f :A)x = AT (s)R(¢ : A)x, para todo s > 0.
s

Assim,

/Ez T(s)x ds = /Et(fl — AVR(£ : A)T(s)x ds
_ / ER(E : AYT(s)x — AR(E : AYT(5)x] ds
:/eth(g : A)T(s)xds—/elAR(f:A)T(s)xds
—¢ / "R(¢ 2 AYT(s)x ds - / 2 R(e: AT (s)x ds

= g/ R(£: A)T(s)x ds— [T()R(& : A)x —T(e)R(£ : A)].

t t €
Dessa forma, como / T(s)xds = / T(s)xds —/ T(s)xdseR(¢ : A) é um operador
0 0

€
linear limitado, obtemos que

/ T(s)xds = g/ R(£: A)T(s)xds— [T()R(& : A)x —T(e)R(£ : A)x]

:fR(fiA)[/OtT(S)de—/OET(s)xds]

—[T()R(£: A)x —=T(e)R(& : A)x],

ou seja

/0 T(s)xa’s—‘/0 T(s)xds:fR(sz)[/O T(s)xds—/0 T(s)xds

—[T()R(£ : A)x —=T(e)R(E : A)x|. (3.5)

C
Note ainda, pelo Teorema 2.52, que ||T(s)|| < 7? e assim,
s
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tl—a

t t t
1
[ irestas < [Cirenisias < e [ < ds= e

l-a

€
Como a € (0, 1), segue que 1 —a > 0. Logo, lirr(l)/ T(s)xds =0e,como D(A) C Ay,
€E— 0
temos lirr(l) T(e)R(£: A)x =R(¢: A)x,uma vez que R(¢ : A)x € D(A). Consequente-

mente, fazendo € — 0 em (3.5), obtemos

/tT(s)x ds =ER(E:A) /t T(s)xds—[T(t)R(£ : A)x — R(&¢ : A)x]
0 0
=R(£: A) [5 /Ot T(s)xds — (T(t)x — x)], (3.6)

ou seja,

R(£:A) [§/OIT(s)x ds — (T(t)x —x)] = /OZT(s)x ds.
Como R(¢(: A) : X — D(A), concluimos que /l T(s)xds € D(A).
0

t
Agora, mostramos que 7' (f)x — x = / T(s)x ds, para todo t > 0.
0

De (3.6) temos

/l T(s)x ds — ER(E : A) /t T(s)x ds=—R(¢: A)[T(t)x —x],
0 0

ou seja,

[[—&R(&:A)] ( /O T(s)x ds) =—R(£: A)[T(t)x —x]. (3.7)

Além disso, I = R(& : A)(EI — A) = R(€ : A)§—R(€ : A)A, logo, I —ER(E: A) =
—R(& : A)A, e entdo, de (3.7) obtemos

—R(¢: A)A( /tT(s)x ds) =—R(&:A) [T(t)x —x]
0

= — (&1 - A)(-R(¢ - A)A)(/O T(s)x ds) =—(£1 - A)(—R(& : A))[T(1)x —x]
ds = —X.

= A/O T(s)xds=T(t)x —x

Dessa forma, como A € um operador fechado, segue que

/[ AT(s)xds =T(t)x — x.

0
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(iif) Resta mostrar que x € Ay, isto é, T'(-)x é continua em [0, o).

Como AT (-)x € L' ([0, b], X), por hipétese, usando o item (i) obtemos que lir% [T(t)x -
r—
t
x] = lin& AT (s)x ds = 0, ou seja, lir% T(t)x = x, o que implica que 7'(-)x é continua
t— 0 t—

emt=0.

Agora, sejat € (0,00) e h € R\ {0} de modo que 7 + & > 0. Entdo,

}l}_}r% [T(t +h)x — T(t)x] = ;lzlir(l) [T(t +h)x—x—-T(t)x +x]

t+h t
= lim [/ AT (s)x ds —/ AT (s)x ds
h 0 0

t+h

= lim AT (s)x ds
h—0 J;

h
= lim / AT(u+1t)x du =0,
h—0 Jo

pois, AT (-)x € L'([0, b], X).

Portanto, 7'(-)x € continua em [0, 00), 0 que garante que x € A4 e a demonstracdo estd
concluida.
O

A seguir, baseados na definicao de solugdo fraca para o problema de Cauchy, apresentamos

a defini¢do de solugdo fraca para o sistema neutro (3.1)-(3.2).

Definicao 3.4. Uma funcdo u : [-r,b] — X, 0 < b < a, é dita solugdo fraca do sistema
€ C((0,b], X), as funcoes s — AT (t—s)g(s, us)
es > T(t—s)f(s,ug) sdo integraveis em [0,t), para todo t € [0, b], e

neutro (3.1)-(3.2) em [—r, b] se ug = ¢, uj

0.5]

M0=Nﬂwmﬂﬂmwﬂ—ng%1£fﬂ@—@ﬂa%ﬁhﬂéTﬁ—ﬂﬂ&mﬁm

para todo t € (0,b].

Observacao 3.5. Exceto em casos triviais o operador AT (-) ndo € integravel na topologia do ope-
rador uniforme em [0, b], para b > 0. De fato, se assumirmos que AT(-) € L'([a, b], L(X)),
do Lema 3.3, para todo x € X, temos

t t
<AWUMNﬂ<LWU®MmMM&

T (t)x —x|| = H /OIAT(s)x ds

Por outro lado, como AT () € L'([0, b], £L(X)), dado € > 0, existe § > Otal que, se 0 < |¢| < 6,
t
entﬁo/ AT ()|l £(x) ds < €. Assim,
0
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t
WT(@) = 1llzx) = ”51”110 {IT(t)x - x|} < sup {/0 ||AT(S)||L(X)||X||dS}
x||<1

llxll<1

t
</ IAT (s) || cx)ds < €.
0

Dessa forma, T(-) é continua para t = 0. Além disso, pelo Teorema 2.52, sabemos que
T(-) € C'((0, ), £L(X)),eassimT(:) € C([0, o), L(X)), ou seja, (T(t));>0 é um semigrupo
uniformemente continuo. Denotamos por B seu gerador infinitesimal, pelo que apresentamos
na Secdo 2.1, temos B € L(X) e entdo, dado x € D(B) = X, obtemos que

—0* 1 t—0t

T(t)x — 1 [ 1 [
Bx = lim M = lim —/ AT(s)xds = liI‘(I)l A;/ T(s)xds.
0 1—0* 0

1 t
Como x; = " / T(s)xds € D(A),Vt > 0,x, —» x e A é um operador linear fechado com
0

t

Ax; — Bx, segue que x = lir(l)l " AT(s)xds € D(A) e Ax = Bx. Assim, concluimos que
t—0*

X cD(A),ouseja, D(A)=Xe Aoe L(X).

Para evitar estes casos triviais vamos supor, a partir de agora, a validade da condi¢ao H;

abaixo.

H,: Existe um espaco de Banach (Y, || - ||y), continuamente incluso em X, tal que AT (-) €
L'([0,a], L(Y, X)).

Supondo a validade de H; e assumindo que g € C([0,b] X B,Y) e h € C([0,b],B),
conclufmos que a fungio s — AT (t — s)g(s, h(s)) € L'([0,¢], X), para todo ¢ € [0,b]. De
fato, note que

NAT (¢ = 5)g (s, h(s)Il < IIAT(t = )|l zv.x)llg(s, h(s))lly
< AT (= )l gv.x) s%%] llg (s, h(s))ly-

s€[

Dessa forma, como sup ||g(s, n(s))|ly é constantee s — AT (t—s) € L'([0,t], L(Y, X))
s€[0,b]
segue, do critério de Bochner para funcdes integraveis (Teorema A.16), que s — AT(f —

5)g(s, h(s)) é integravel.
Agora, apresentamos alguns resultados relacionados as poténcias fraciondrias de operadores
quase setoriais, as quais serdo utilizadas posteriormente. As demonstracdes serdo suprimidas e

podem ser encontradas em (14).
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Para todo @ € C consideramos a fungao
$a(2) =2% Yz €C\ (—,0].

Mostra-se de forma rigorosa que a funcdo ¢, € uma generalizacdao de z% para certos espagos
de fung¢des definidos com detalhes em (14) e, assim, satisfaz varias propriedades especificas, as

quais pormitem apresentar a seguinte definicdo.

Definicao 3.6. Sejam a € C e A um operador quase setorial. Definimos a poténcia complexa
A como o operador
AY = $a(A).

Teorema 3.7. Seja A um operador quase setorial. Entdo, para todo B1, B> € C, valem as

seguintes afirmagoes:
(i) o operador AP é fechado;
(ii) AP1AP> C AB*P2 Se D(API*B2) € D(AP2), entdo AP AP = AP1+B:2;
(iii) AP é injetivo e (AP)~1 = A7P1;
(iv) A" =A---A, nvezes, paratodon € N e AV =1

Proposicao 3.8. Seja A um operador quase setorial. Entdo para todo 8 € C, com Ref3 > a, a

poténcia complexa A™P é limitada.
Demonstragdo. (14, Proposition 3.4, p. 53). O

Observacio 3.9. Sendo A € (a, 6, M), acondicao H; pode ser verificada, por exemplo, quando
consideramos Y = [Z)(A”)] ,n>1,ouY = [Z)(—A)ﬂ] ,onde (—A)# é uma poténcia fraciondria
de-Ael-a<p.

A partir de agora fixamos g > 7 e introduzimos condi¢des adicionais através das trés

hipbteses abaixo.

H,: A funcdo f(-) é continua, e paratodo / > 0 com [0, /] X B;(¢, B) C [0, a] X Q, existe
Ly; € L([0,a], [0, 0)) tal que

£ (s, w1) = Fls.wa)|| < Lpa(s)|wr — w2

B?

para todo (s,¥;) € [0,1] X B;(¢,B),comi=1,2.

Hj3: A funcgdo g pertence a C([0,a] X Q,Y) e existe uma fungdo ndo decrescente L; €
C([0,a], [0,00)),i = 1,2, e uma funcdo W € C([0,a] x [0, a], [0, )), tal que W(¢,1) = 0,
paratodot € [0,a], e

||g(t9 '701) - g(S, WZ)”y S L;(I)W(t’ S) + L;(Z)”lﬁl - lﬁ2| B>
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paratodot,s € [0,1],¥; € Bi(p,B),i =1,2,etodo! > Otalque [0, ] X B;(p, B) C [0,a]xQ.

Hy: A fungdo f(-,y) é fortemente mensurdvel em [0, a], qualquer que seja Y € Q, e
f(t,-) € C(Q,X), para todo t € [0,a]. Além disso, existem my € L4([0,a], [0, o)) e uma
fun¢do ndo decrescente Wy € C([0, o), (0, 00)) tais que

1@l < mp(OWr(ll¢lls)

para todo (¢,¢) € [0,a] x Q.

Vejamos ainda um resultado de continuidade para a fun¢do ¢ +— y;.

Lema 3.10. Suponha que ¢(0) € Ay, entdo a fungdo t +— y;, onde y : [-r,a] — X é tal que
yo=g¢ey(t) =T(t)p(0), para todo t > 0, é continua em [0, a].

Demonstragcdo. Como ¢(0) € Ay, segue que T(-)¢(0) € uniformemente continua em [0, a].

Além disso, ¢ é uniformemente continua em [—r, 0], uma vez que ¢ € 8 = C([-r, 0], X).
Mostramos, inicialmente, a continuidade de y; em (0, a|. Para tanto, sejat € (0,a]le h € R

tal que t + h € (0,a]. Para analisarmos ||y(z + 8) — y(¢t + h + 6)|| dividimos esta parte da

demonstracdo em alguns casos. Dado € > 0,
(I) set+6, t+h+0 > 0,existe 6; > 0 tal que, se 0 < |h| < §1, entdo
€
Iy(r+6) =yt +h+0)|| =Tt +6)p(0) ~T(t+h+0)p0)] < -,

uma vez que 7(-) ¢ € uniformemente continuaem [0, a] e [(t+60)— (t+h+6)| = |h| < Iy;

(II) set+6, t+h+0 <0,existe 6 > 0 tal que, se 0 < |h| < d7, entdo
€
ly(t+60) —y(t+h+0)|| =gt +0) —p(t+h+0)| < 7

pois [(t +6) — (t + h+ 0)| = |h| < 6 e ¢ é uniformemente continua em [—r, 0];

(III) set+0 <0et+h+06 > 0,existed >0, =min{d;, 52}, tal que, se 0 < |h| < 6, entdo

€ € €
1yt +0) =y(t+h+O) < llg(t+6) = p(0)ll +[l9(0) ~T(r+h+0)p(O)| < 7+ =7,
pois|t+6|=—-t—-0<h<|hl<d<de|-(t+h+0)|=t+h+0=h+(t+6) <

h<|hl <6<6y;
(IV) set+6 >0et+h+6 <0,existe § > 0,5 = min{d;, d>}, tal que, se 0 < |h| < §, entdo

13(+6) =yt +h+O)|| < T (1 +6)p(0) = ¢(O)]| +1lp(0) ~ p(t+ h+6)| < T+ = 5,
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vistoque |[t—0| =t+0 < —h < |h| <d < d1e|-(t+h+0)|=—t—h—0=—-h—(t+6) <
—h < |h| <6 < 6.

Dessa forma,

set+0,t+h+0 >0,

-

set+0<0et+h+6 >0,
ly(t+6) —y(t+h+06)| <
set+0>0et+h+6<0,

-

set+6,t+h+6 <0,

-

R LT ST 0 W SN e e S g}

ou seja, ||y(t+6) —y(t+h+0)| < g, para todo § € [-r,0] e h € R, com 0 < |h| < 6, 0
que implica que ||y; — ti4nllg = sup {|ly(z+0) —y(t + h+0)||} < fce Logo, a funcdo

ge[-r,0] 2
t — y, € continua em (0, a]. Agora, mostramos a continuidade desta fun¢dao em ¢ = 0. Seja

h > 0, novamente dividimos a demonstracdo em casos para analisarmos ||y(6) — y(h + 0)||.
Dadoe >0e 6 € [-r,0],

(a) se h+0 <0, existe 0 > 0 (0 mesmo tomado anteriormente) tal que, se 0 < h < ¢, entdao

1y(6) =y(h+0)| = lle(6) — p(h+0)| < 2,

uma vez que |6 — (h+0)| =h <6 < 7;

(b) se h+6 > 0, existe 0 > 0 tal que, se 0 < h < ¢, entdo

€ € €

ly(0) = y(h+0)|| = le(0) = (O)|| + [l¢(0) = T(h+0)p(0)]| < it1Ty

jdque |0 -0l=-0<h<5<6el0-(h+0)|=h+0<h<6<0d.

Assim,
, seh+6<0,

Iy(6) = y(h+0)]| <

NI B~m

, seh+0>=0,

. €
garantindo que |[yo — yalls = sup {lly(6) —y(h+O)ll} <7 <e.
fe[-r,0]

Portanto, a funcdo ¢ — y; é continua em [0, a]|. Mais ainda, como [0, a] € compacto, segue

que ¢ — y; € uniformemente continua em [0, a]. O

Agora podemos enunciar o primeiro resultado sobre existéncia de solucdo para a equagdo
(3.1)-(3.2).
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Teorema 3.11. Suponha a validade das condicoes Hy, Hy e Hy. Se T(t) é compacto para todo
t >0, ||ic||L(y,X)L§,(O) < 1 e p(0) € Ay, entdo existe uma solucdo fraca de (3.1) - (3.2) em
[—r, b], para algum b € (0, a].

Demonstragdo. De (3.1) - (3.2) temos que ¢ € Q, onde Q € um subconjunto aberto de 8. As-
sim, existe 1 > 0 tal que B,, (¢, B) C Q. Além disso, como assumimos que ||i.|| (v, x) L§(O) <
1, pelo fato de Lg(-) ser continua, existe r, > 0 tal que ||i.|| L(Y,X)Lg(s) < 1, para todo
s € [0,r;], em particular, ||ic||L(y,X)L§ (r2) < 1. Dessa forma, tomando b; = min{r,r;},
segue que by > 0, By, (¢, B) c Qe ||l'c||_£(y7x)L§(b1) < 1.

Mais ainda, como H3 e Hy sdo vdlidas, para (t,y) € [0,b1] X Bp, (¢, B), segue que
g(-) € C([0,b1] X By, (¢, B),Y) e como Wy € ndo decrescente, Wr(||¢r|lg) < Wr(lly — ollg +
lellg) < Wr(b1 + |l@llg). Assim,

@) lg@lly < llgt,y) =gt @y + gt @lly < Lg(bn)W(t,1) + Ly (b))l — ¢lls +
gz, ©)lly
= llg(t, )lly < L3(b1)b1 +Ig(1, )]ly.

(i) gt )l < lliclzollg@wlly < llicllzex Ly (b1)bi+ llicllzr.xllg (2, @) lly, uma vez
que, por Hy, ainclusdo i, : ¥ — X € continua.

Consequentemente, existe uma constante C > 0 tal que
sup {llg(t, )1l llg(t,¥)lly. Wr(llwllz); t € [0,b1] X By, (¢, B)} < C. (3.8)

Agora determinamos um intervalo onde valem certas desigualdades, construidas através dos

€asos a seguir.

(I) Comot + y, écontinuaem [0, a], existe 67 > 0,com 6] < by, de modo que s[up ]{||ys—
SE 0,6’1‘

1—u)b
ellg} < % onde u = [|ic|lz(r.x)Li(b1) < 1. Além disso, como W € C([0,a] x
1—u)b
[0, a], [0, )), para . (- p) 11 > 0, existe 65 > 0 tal que, se 0 < s < &7, entdo
15llicll gy, x)Lg(b1)
(1 —wby

IW(0,s) — W(0,0)]| <

15licll gLy (b1)

Sabemos que g(z,) € Y, para todo (¢,¥) € [0,a] X Q, entdo, de H;, segue que
AT ()g(t,¥) € L'([0,a], X), para todo (t,1) € [0,a] x Q. Mais ainda, do Lema 3.3,
obtemos que g(z,y¥) € Ay, paratodo (t,¥) € [0, a] xXQ. Logo, afuncdo s +— T (s)g(t,¢)
€ continua paratodo s > Oe (¢,¢) € [0, a] X Q. Em particular, como ¢ € Q, segue que a
m > (), existe
(1 - )b

15
Dessa forma, tomando 6* = min{¢7, 65, 6;} es >0talque 0 < s < 6%, entdo

funcdo s — T(s5)g(0, ¢) é continua para todo s > 0. Assim, dado

03 > 0 tal que, se 0 < s < 63, entdo ||T(s)g(0,¢) —T(0)g(0, ¢)[| <
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(l_ﬂ)bl.

licll v x) Lg(BW(O, 5) + ullys = ¢lls + IT(5)g(0, ¢) — g(0, 9)|| < 5

(I) Como AT(-) € L'([0,a], L(Y, X)), para L=

> 0, existe § > 0 tal que
L3(by)

/ |AT (s)|| ds < . Dessa forma,
0 L2(b

g\l

0
Lﬁ(b1)(||icllz:(y,x>+/0 IIAT(S)IIdS) <l

1 - b ’
(IIT) Para % > 0, em que C € a constante obtida em 3.8, existe 6, > 0 tal que
(A-wby .. 1 ,
||AT(~)||L1([0’6;],£(Y’X)) < T Além disso, como g > o segue que 1 —q¢'a >
0 implicando que, para %(l - q’a)% > (, onde C € a constante proveniente do
0

o (1 -p)by 4 :
Teorema 2.52, existe 6, > 0 tal que ”mf”Lq([O,&;],[O,oo)) < 10CCo ~—— " (1-¢'@)7. Mais

) Lo

ainda, existe 6 > 0 tal que 6 < 1.

Dessa forma, tomando ¢’ = min{cS'l, 6'2, 6'3}, obtemos que

1 _
Imyllzs oo 0000 " (1= @by

CIATC) ¢ 3

0.5,£00.%) * CCo

1
(1-qa)

Finalmente, tomando b = min{6*, §, &'}, com 0 < b < 0}, temos a validade das trés

desigualdades a seguir

(1 - b
sup {lillzcr LW 0.5) + by = glls +1(T(5) = 180} < azmh,
sel0

b
L§<b1)(||ic||w,x> . /0 IIAT(s)llds) <l

1 _
llm s llLa0,6],10,00) D7 a] L (- b

4

[HAT( M, L ([061.£v.) + €0 "
(3.9
Seja S(b,%) = {u € C([-r,b],X); uo = 0, llullc(op.x) < b—zl}, munido da norma

Il - lleo.r.x)-
Note que S (b, bz ) € um subespago fechado de C([-r, b], X), visto que dada uma sequéncia
(Up)pen C S(b,j) tal que u, — u, com u € C([-r,b], X), obtemos que u € S(b, —) De

fato, como (u,),en € uma sequéncia convergente, ela é uma sequéncia de Cauchy no espago
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de Banach C([-r, b], X), logo u € C([-r, b], X). Além disso, ug(6) = u(8) = lim u,(6) =
n—oo
b
lim (u,)o(#) = 0, para todo 6 € [-r,0] e, visto que [|u,llc(j0.5],x) < 71 paratodon € Ne a
n—->oo
convergéncia € na norma || - [lc([0,6],x), temos
llleo.er.x) = I im unllcqon)x) = m llualicon.x)

< lim ﬁ—ﬁ
n—oo 2 2

Dessa forma, u € S(b, %) e, entdo, S(b, %) ¢ um subespaco fechado do espaco de Banach

C([-r,b], X). Portanto, S(b, %) também é um espago de Banach.
Definimos a aplica¢do I' : S(b,%) — C(([-r,b],X)) por (Tu)y = 0 e, para todo
t €[0,b],

(1) (0 = T08(0.0) g (tur3) - [ ATG=5)g(suusvds+ [ T-)f(sousey)ds.
0 0

Mostramos que I', como definida acima, estd bem definida, no sentido de que as integrais
que a compdem existem e ['u € C([-r, b], X).
Considere (z,u) € [0, b] x S(b, %) entdo, da defini¢do de S(b, %) e da estimativa em (/),

temos

lu: +y: — ¢llg < llucllg + 1y — ¢lls

= sup {llu(z+0)}+Ily: — lls
0e[-r,0]

= sup A[lu(r+ O} + Iy — ¢lls
0e[—r,0];t+6>0

< sup {Jlu(s)ll} + sup {llys - ¢lls}

s€[0,b] s€[0,b]

by (1-wby by by
R S0 LA R R4 R AN

Ty st o

ou seja, u; +y; € Bp, (¢, B). Assim, pelo que fizemos no inicio da demonstracdo, segue que
lg(t,u: +yo)ll < C, llg(t,us + yi)lly < Ce We(llus + yillg) < C. Dessa forma, pelo critério
de Bochner para funcoes integraveis (Teorema A.16), segue que as integrais que compoem I

existem, visto que
(i)
t t
A ||AT(t_S)g(S’uS+yS)”dS < /0 ||AT(t - S)||£(Y’X)”g(s’ MS +}’s)||Y dS
t
<CAHMW—@Mmmw<m,

pois,comoz—s € [0,a], paratodo0 < s < t, seguede H; que s — AT (z—s) € integravel
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para s € [0,1].
(if)

/ TG = ) 5.y + )| ds < / TG = )1 G55 + y) | ds
0 0

t
C
< [ Em Wl + v la)
0

(t=s)*
t Co
< /0 = s)amf(s)C ds
< CCO[(/Ot(t—s)_“q'ds)T (/Ot(mf(s))qu)g]

< CCy

< 00

b

AN LA
l_aql mf Lq([oaa]a[o’oo))

poismy € LI([0,a], [0,00)),comt < b <a,el—-aq > 0.

Além das integrais que compdem I" existirem, como g(0,¢) € ¥ c X, segue de H; que
AT (-)g(0, ¢) € integravel em [0, b] e assim, pelo Lema 3.3, g(0, ¢) € Ay, implicando que a
funcdot +— T'(¢)g(0, ) é continua para todo ¢ € [0, b]. Mais ainda, a fung¢do ¢t — g(t,u,+y;) é
continua para todo ¢ € [0, b]. De fato, dado s € [-r, b], como u € C([-r, b], X), dado € > 0,

existe 6 > O tal que, se |h| < dert+h € [-r,b],entdo sup |u(s)—u(s+h)| < g Desse
se[-r,b]
modo, parat € [0,b] e 0 < |h| < d,talquet+h € [0, b],

lur — unllg = sup |u(t+0)—u(t+h+0)|| < sup |u(s)—u(s+h)| <
fe[-r,0] se[-r,b]

< E.

N1 m

Dessa forma, ¢t — u; é continua em [0, b] e, como ¢t +— y; também é continua em [0, b]|
(Lema3.10)e g(-) € C([0,a]xQ,Y), segue que a fungdo compostat +— g(z, u;+y;) é continua
para todo ¢ € [0, b]. Portanto, I" estd bem definida.

Consideramos a decomposi¢do I' =T'; + I, onde (Iu)y =0,i =1, 2, e

Cyu(t) =T(1)g(0, ) — g(t,ur + y;) — /0 AT (t - s)g(s,us +ys) ds, t € [0,b];

ou(t) = /otT(t—s)f(s,us+ys) ds, t € [0, b].

Logo, pelo que acabamos de argumentar, ', I : S(b, %) —> C([-r,b], X), estdo bem
definidas.

Nosso objetivo € usar o Teorema do ponto fixo de Sadovskii (Teorema A.21) para garantir
que I' tem um ponto fixo em S(b, %) o qual dard uma solugdo fraca para (3.1)-(3.2). Para
isso, provamos a seguir que F(S (b, %)) c S(b,%) e T é um operador condensante (Defini¢io
A.20).
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(1) T(S(6, %)) < S(b. 5).

De fato, sejau € S(b, %), entdo (I',)(t) = 0, paratodo t € [-r,0], e, parat € [0, b], temos

[Cu(t)|| = |[T1u(@) + Tou(@)|| < [[Cru)|| + |[T2u )|

t
< |T(1)g(0, ) - g(t, uz+yr)||+/0 |AT (1 = 5)g (s, us +y)|| ds

t
; /0 TG = ) s,y + v ds
< ||T(1)8(0, ) — g(0, )| + (0, ) — g(t, us + y1)||
t
e [ 1AT =9 g e+ 30 s
t
; /0 TG = )| [ Cs. 105 + y5)]| ds
<||T(1)g(0, ) = g(0, )| + llicllv.x)||g (0. ©) — g (t,ur + yo)|,
t t
C
+ C/O |AT (& - S)||£(Y,X)ds +/0 =9 _Os)amf(S)Wf(llus + ysllg) ds
<7200, ¢) - 2(0, 9)|| + licllcr.x) [LL (BYW (0, 1)
t
+ L0l == ills] + € [ AT =9y s
+/t CComy(s) s
0o (t—9)°
<7800, ) = 20, @) + licllcv x) [LL (bW (O, 1) + L2 (b1) sl

t
+L2(by)lle - yills] +C /O IAT (2 = 5)|| £y s

CC -5 d
+ 0/0 (t—s)""mys(s)ds
< |17 = N0, )] + liell 20 LL ()W O, 1)

+licllzor L2l - vills|

. by b
+licl o Lg(b) 5 +C /O AT = 9)l| 1y ) s

t 7 rb J
+CC0(/O(I—S)_“"/ds) (/0 (mf(s))qu)
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< swp {lir@ - N80, 0)]| + licllzor ) LEEDW .1 + lle - vils)
te[0,b

b tl—a/q’ %
15+ ClAT O Ly (101, £0r.x0) 45+ CColmpllzaconrioesn| 1= o

(1=wm)by b
< 1 + > +C[”AT(')“U([O,b],g(y,x))

ba ¢
+ CollmllLa([o,61,10,00) —
(1-aq)?
1_ —_—
cU=wbi pby  (-wbi b
4 2 4 2

Assim, I'u € C([-r,b],X), Tu)y=0e

b1 bl
r - Tu(?)|| < 5 T 5

Portanto, F(S(b, %)) c S(b,%).

Para provar que I" € um operador condensante, mostramos que I'; é uma contragdo e I €
um operador completamente continuo.

(2) 'y é uma contragdo em S(b, %)

Com efeito, sejam u, v € S(b, %) Parat € [0, b], temos

[Tiu(t) = Tiv ()| = HT(t)g(O, @) =gt us +y;) = /O AT (1 = 5)g(s, us +ys) ds

—T(1)g(0,9) +g(t,vi +y;) + /O AT (t = 5)g(s,vs +ys) ds

< Mgt ur +yi) = g(t,ve +yo)ll +

/0 AT = 5)g(s.s +y,)

_g(savs+ys)] ds

< liellzorao gttt + 30) = g(tv2 + 30y
t
o [ AT =9y st 3 = s 30 s
< Wiell oo [LYOW (1) + L2() - vls]

1
+ /0 JAT (¢ = )]y 3 [LEBW (s, 5) + L2B) s = vy l] ds
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< llicllzer. Ly () llur = vells
t
+ Lgr(bl) /O ”AT(t - S)HL(Y,X)”L‘S - vsllgds
< licll v, La (b))l = viieo.s1.x)

t
#1300 [ IATC =5 = Vlcqosnods
b
< Lﬁ(bl)(llicllz(Y,X) +/0 |AT (- s)”[(y’x)ds)”u = vlleo.p1,%)-

Pelas desigualdades em (3.9), segue que

b
L(gzr(bl)(”iclllj(Y,X) +/0 |AT (1 - S)HL(Y,X)dS) <1,
b
entdo, fazendo K = Lﬁ(bl)(llicllz(y,x) +‘/0 ||AT(t - s)||£(y’x)ds) obtemos

|[Tru - Flv”C([O,b],X) = {”Fl”(t) - FIV(’)”}

sup
te[0,b]

< sup {Kllu = vlleor.x} = Kllu = vileo.s).x)-
te[0,b]

Portanto, I} € uma contragdo em § (b, b_21)

(3) T, é completamente continua em S(b, %), ou seja, I'; é continua e compacta em S (b, b_21)

(3.1) Iz é continua em S(b, %)

Mostramos a continuidade uniforme de I, uma vez que estamos trabalhando com a
norma de C([0, b], X). Porém, antes disso, note que se (u,),eny € uma sequéncia em
S(b, %) tal que u, — u, entdo u € S(b, %) Além disso, por Hy, f(s,-) € C(L, X), para
todo s € [0,a] e

[(un)s = usllg = sup {llun(s +6) —u(s +6)|}
e[-r,0]

= sup {llun(s+9)—u(s+9)||}
0e[-r,0],s+6=0

< sup {un(t) —u@®)} = llun — ulle(o.p),x)
te[0,b]
ou seja, quandon — oo, (u,); — ug, paratodos € [0, b]. Dessaforma, f (s, (u,)s+ys) —
f(s,us +ys), para todo s € [0,b] e, como T(t) € L(X), para todo ¢t > 0, segue que
T(t—s5)f(s, (up)s+ys) = T(t—s)f(s,us+ys), quando n — oo, para todo s € [0, b].
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Mais ainda, para cada n € N, temos

”T(l = 5) [ (s, (un)s + )’s)” S ”T(t - S)” £ Cs, (un)s + )l
Co

(r—s)"

< CCo(t—5)""mys(s).

<

mf(s)Wf(”(un)s + YS”B)

Assim, como CCy(t—s) *ms(s) € uma funcdo integrdvel, pelo Teorema da convergéncia

dominada, temos

lim (qun)(t) lim / tT(t—s) F(s, (n)s + v5) ds
n—00 n—oo 0

/IT(t—s)f(s, us+yg)ds = (qu)(t), (3.10)
0

paratodo t € [0, b].

Antes de prosseguirmos com a justificativa da continuidade de I, mostramos que o

conjunto I, (S(b, %)) = {qu; ueS(b, %)} ¢ equicontinuo.

Pelo Teorema 2.52, sabemos que 7(-) € C((0, 00), L(X)). Assim, para todo 0 < € < b,
a funcgdo ¢t — T(¢), restrita ao compacto [€, b], é uniformemente continua e entdo, existe
6>0talque,se 0 < h <d,comt,t+he[eb], temos |T(t+h)—T(1)| <e.

Em particular, dados ¢ € (a,b) e € > 0, tomamos € > 0 de modoque € < 1,0 < 2¢ < ¢

€ 1-aq’

18b
IT(s+h)—T(s)|| <e,paratodos € [e,b]eheR,comO0<h<des+hce][eb].

ee < Assim, como argumentamos acima, existe 6 > 0 de modo que

Seja 6 = min{J, €}. Entdo, parau € S(b, %) eheR, com0 < h < §, temos

t+h
||F2u(t + h) — qu(t)” = ” / T(t+h—s)f(s,us+ys)ds
0

_ /tT(t —85)f(s,us+y5)ds
0

t—2e¢ t—2e
< / T(t+h—s)f(s,us+ys)ds—/ T(t—s)f(s,us+ys)ds
0 0
t+h t
+ / T(t+h—s)f(s,us+ys)ds—/ T(t—s)f(s,us+yg)ds
t—2€ t—2€
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t—2e€
< / T(e+t+h—s—€)f(s,us+y5)ds
0

t-2€
—/ T(e+t—s—¢€)f(s,us+ys)ds
0

t+h t
s / TG+ 7= |11 (s s +y) | ds + / =l s+ ds
t € 1—2€

<

t—2e€
[T(e +h) — T(e)] /; T(t—s—¢€)f(s,us+ys)ds

t+h t
+CC0/ (t+h—=s5)""ms(s)ds+CC (t—5)""my(s)ds
t-2e 1-2€

1—2¢
< ECC()/ (t—s—€)"mys(s)ds
0

t+h t
+CC0/ (t+h—1s)""ms(s) ds+CC0/ (t—5)""my(s)ds
t—2¢ t-2e

1—2e , q
< CCOH/O (t—s—€e) ™ dS) lm ¢llLa[0.61.[0.00))

1

t+h , q’
+ (/2 (t+h—s)"% dS) llm gl L4 ([0,61.[0.00))
t—2e

—
~|

q

t
+ ( (t—s)"% dS) IImflqu([o,b],[o,oo))]

t-2€¢
’ ’ L ’ L
()17 + (1 - €)' \7 [(2e+h)!00\ ¥
= CC Lleetn)
O[E( 1 -—aq 1 —aq
(2)1-24'\ 7
ey I £ll2a([0,61,10.00))
CCy 1 4 1
S ————lImsllzaoplio.0) [qu’ “+(Be) T+ (2e)7 “]
(1 —aq)7
CC 1 4
<—L||mf||Lq([o,b1,[o,o<>>>[qu “+2(3e) “].
(1-aq)v

. L . . 1
Agora, considerando as limitagdes que determinamos anteriormente e o fatode 1+——a <
q

1
2eb < <8y, com (85)7 % < 1, obtemos
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CGo 1- 1-
1”mf”L‘I([O,b],[O,oo))[Eb" “+2(3€)7 “]

(1-ag)
CcC 1 —wb X 1_q 1
< 0 ; ( Cg) 1(l—cyq’)fil’ [e+23q]’ e a]
(I-ag)7 0

< (1= p)by [6 +3 ?j_ae%_a] =(1-pwb; [e + 31+%_“6#_“]

< (1 —ﬂ)b1[6+326#_a:| < b1[9€+9€%_a’] — 9b1[6+6$—a’]
9 1

c 1-aq’ Al
< 9b [e%‘“ + e#‘"’] —18h1e " < 18k |[——] T |T =&
18D,

Assim, I (S (b, %‘)) é equicontinuo 2 direita de ¢, para todo ¢ € (0, b).

Usando um argumento semelhante, mostramos que I (S (b, %)) ¢ equicontinuo a es-
querda de ¢ € (0,b]. De fato, usando novamente o Teorema 2.52, dado 0 < € < b,
existe 6 > O tal que ||[T(t — h) — T(1)|| < €, paratodot € [e,b] e h € R tal que
O<h<det—he |eb]. Logo,dadosr € (0,b] e € > 0, tomamos € > 0 de modo
q/
c 1-aq’
quee < 1,0 <2 <tee< i) ! . Entdo, sabemos que existe 6 > 0 tal que
1

IT(s—h) —T(s)|| <€, paratodos € [e,bp]ehe RcomO<h<des—hce|eb].

TomamosS:min{d,e}. ParaueS(b,%)eheRcom0<h<5, temos € < 26 — h <
2e <t <b,0<t—-2e<t—he

t—h
||F2u(t —h) - qu(t)” = H '/0 T(t—h—s)f(s,us+ys)ds

_/IT(t—s)f(s,uﬁys)dS
0

N

t—2e 1-2€
/ T(t—h—s)f(s,us+ys)ds—/ T(t—s)f(s,us+ys)ds
0 0

t—h t
+ / T(t—h—s)f(s,us+ys)ds—/ T(t—5)f(s,us+yg)ds

—2€ t—2e

N

t-2¢
/ TRe+t—h—s5—2€)f(s,us+yg)ds
0

t—2¢
—/ TQRe+t—s—2€)f(s,us+ys)ds
0

1—h
+/t |7t =h-s9)| ”f(s’“s+ys)||ds—/_

t
—2e t-2e |

Tt = )| 11f (s, us +y5) Il ds
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t-2¢
[T(Ze —h) - T(26)] /0 T(t—s—2€)f(s,us+ys)ds

t—h 1
+CC0/ (t—h—=s)""ms(s)ds+CCo (t—5)""my(s)ds
t—2¢ t—2¢

t—2e€
< eCCo/ (t—s—2€) "my(s)ds
0

t—h t
+CC0/ (t—h—s5)""mgs(s) ds+CC0/ (t—s)""my(s)ds
t-2e€ t—2e€

t—2e , 7
< CCOH / (t—s—2€)™™ ds) lm gl La([0,61.[0.00))
0

t—h L,
+ (/ (t—h-s)" ds) lm £l L4 ([0,6].[0,00))

t-2¢

-

+ ( l (r - s)_“q/ds)

—2€

1 1
) l-aq"\ 7 e — l-aq’\ 77
_ccyle[ 220 ) (e )T
1 -aq 1 -aq

lm ¢lza([o,51,[0, oo))]

(26)1 aq’ L/
ey llm £ llLa(10,51,10,00)

CG 5 L- 5
< —L”mf”Lq([O,b],[O,oo)) [qu Y+ (2e)7 " + (€)1 a]
(1-aq)?

CCy
—lm ¢llza10.61,10,00)) [qu’ 7 +2(2€) 7 0‘]

- aq)”
< (1= by e +227 €| = (1 - by [ e+ 27w~

<(1-wb, [46 + 46#‘“] < 4b, [e#‘“ + e%‘“]

q’ 1

g 1-aq’ 7_(1
=8b164 <8b1 ( ) =E.

8b

Logo, I, (S (b, b )) € equicontinuo a esquerda de ¢t € (0, b]. Portanto, como Ibu(r) =0
para todo t € [-r,0] e o conjunto [—r,b] é compacto, o Teorema A.7 garante que

FZ(S (b, bz )) é equicontinuo.

Agora, voltamos a considerar a continuidade da funcao I';. Como I, (S (b, b2 )) é equlcon—

tinuo, dado € > 0, existe 6 > 0, tal que, se 0 < |k| < §, entdo ||F2u(t+ h) — qu(t)” < 4_1’

paratodo t € [ r,b] etodo u € S(b ) Dessa forma, como [0, b] € compacto, segue

que [0,b] C UB(;(t,,R) onde #; € [0,b], para cadai € {1,2,---,k}. Logo, dado
€ [0,b], ex1ste] €{l,2,---,k}tal que |t — ;| < 6. Entdo,
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[T2n (1) = Tou(1)|| < [|[C2utn (8) = Tottn ()] + || Totn (27) = Toua(2)|
+ ||F2u(tj) - qu(l)”.

Note que, de (3.10), para cada t;, i € {1,2,---,k}, existe n; € N, tal que ||F2un(t,~) —

qu(t,)” 7 para todo n > n;. Assim, tomando ny = max{n;,i = 1,2,---, k}, temos
3e
||F2u,,(t) - qu(t)” < T para todo ¢ € [0, b] e para todo n > no, pois |t — ;]| < 6.

Desse modo,

3
|[Tautn = Toul| = sup {||[Caun(r) — Tou(o)||} < TE <e.
te[0,b]

Portanto, I, ¢ continua em S (b, 2).

. b
I’ é compacta em S(b, 3).

Como S(b, %) é limitado, ¢ suficiente mostrarmos que I’ (S (b, %)) é relativamente

compacto, uma vez que se B é um subconjunto limitado de S(b, %), I (B) c I (S (b, %))
e entdlo, se o conjunto maior é compacto, concluimos que I';(B) é compacto. Para garantir

a compacidade de I, visto que I (S (b ﬁ)) c C([-r,b], X), basta mostrarmos que
I’ Z(S (b, %)) satisfaz as hipoteses do Teorema de Arzela - Ascoli (Teorema A.8). No
item anterior ja mostramos que I’ (S(b, bz )) € equicontinuo, restando mostrar, apenas,
que Fz( (b, ))(t) = {qu(t) ue S(b," )} ¢ relativamente compacto para todo ¢ €
[-r, b]. Para isso, note que, se r € [—r,0], [Lu(t) = 0, para todo u € S(b ) ou seja,
Fz(S(b, %))(t) = {0}, para todo ¢ € [-r, 0]. Entdo, suponha que t € (0, b]. Dado € > 0

1
CCo(2e)7 ||mlLag0.p] -

tome € > O suficientemente pequenotalque) < 2e <t < be -
(1-aq)v
€. Dessa forma, dado u € S(b, 7‘) temos

qu(t):/ZT(t—s)f(s,uS+ys)ds:/IT(6+t—s—6)f(s,us+ys)ds

—T(e)/ T(t—s—e¢€)f(s, us+ys)ds+/ T(t—s)f(s,us+yy)ds,

2€

onder—s—€>0,jdque0 < s <t—2€0quegaranteque -t +€ < s—t+€ < —€¢€

entdo, 0 < € <t — s — €. Além disso, note que



t—2€
/ T(t—s—¢€)f(s,us+ys)ds
0
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t—2€
< /0 IT(t =5 — Ol If (5,05 + yo)ll ds

t—2€ (70
< /0 Ty S Wl + yills) ds

—5—€)

1 L
7

t—2€ ; t—2¢ p
< CCO(/ (mf(s))qu) (/ (t—€— s)_aq/ds)
0 0

= CCOHmf”Lq([O,b],[O,OO))(

< CCollmf||Lq([o,b],[o,oo))(

Assim, se r' =

1
1 CCoba ™ lImllLa((o,61,10,00))

’

’ ’ L
_(E)l—aq + (l‘ _ €)l—aq )q/

1 -agq
1

(l‘ _ e)l—aq/ pa

1
q,
< CC 0
1~ aq ) ollm ¢llza10.61.[0.00)

-
(I -aq)7

a )L , entao
— a/q’ q’

t—2¢
T(€) /0 T(t =5 — €) f(s,us +ys) ds € T(€) (Brl(o, X)).

Da mesma forma,

—2€

e, fazendo r2 =

/I T(t—s)f(s,us+ys)ds

< / IT(t = )| 11£ (s ay + y,) | ds

—2€

t
Co
< Wy + d
/t_k (t—s)wmf(s) F(llus + ysllg) ds

t t

< CCO( (t- s)_aq’ds)y( (mf(s))qu)a

t—2€ t—2€

1 _
_ CCoe)7 " limylLao.1. 1000
S 1
(I-aq)

t

1
CCo(26)7|Im ¢llLa([0,6],[0,00))

, obtemos que / T(t—s5)f(s,us +

t—2¢

(1 —aq’)*

ys) ds € Brg (O, X)

Portanto, (qu) (t) € T(e) (B,1 (o, X))+Br§ (0, X) C T(e) (B,l (0, X)) +B,2(0,X). Como

T(t) é compacto para todo t > 0, segue que T(€) é compacto, o que implica que

T(e) (Brl (0, X )) € relativamente compacto, ou seja 7'(€) (Brl (0, X )) € compacto. Assim,
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Fz(S(b, bz—‘))(t) C K. + C,, com K, compacto e diam(C.) — 0, quando € — 0. Dessa
forma, pela Proposicdo A.19, concluimos que I'; (S(b, %)) (#) é relativamente compacto
para todo ¢t € (0,b]. Portanto, I, (S (b, %))(r) ¢ relativamente compacto para todo

€ [-r, b], uma vez que como ja argumentamos FZ(S(b, %))(I) = {0} parar € [-r,0].

Dessa forma, pelo Teorema de Arzela - Ascoli segue que I (S (b, %)) ¢ relativamente

compacto, o que garante que [, é compacta.

Finalmente, vistoque I' : § (b, %) — S (b, %), onde I' ="} + I, com I'| uma contragdo
e I’ completamente continua, e S (b, 172—') € um espaco de Banach, concluimos que I'" é um
operador condensante.

Além disso, mostramos que S (b ﬁ) € um conjunto convexo. De fato, dados u,v €

S(b,bz), para cada t € [0, 1] verificamos que w = (1 —Hu +1tv € S(b ) Comotr e Re
u,v € C([-r,b],X), segue que w € C([-r,b], X) e wg = (1 —t)ug + tvop = 0. Mais ainda,

Iwlle(o.1.x) = sup {llw(s)ll}
s€[0,b]
= sup {[I(1=0u(s) +1v(s)|}
s€[0,b]
< S[lé%]{ll(l—t)u(s)ll}+ SuP {llv(s)1I}
=(1-1) S%Pb {||M(S)||}+t SuP {Iv) I}
< (1—[)?+t?:%,

ou seja, w € S(b, %) Portanto, S(b, %) é convexo.
Como I : S(b, %) — S(b, %) € um operador condensante com S(b, %) convexo,
fechado e limitado, segue do Teorema do ponto fixo para operadores condensantes (Teorema

A.21) que I" admite um ponto fixo em S(b ) Sejau € S(b ) tal que I'u = u e considere
a fungdo x : [-r,b] — X dada por x(t) = u(t) + y(t). Dessa forma, para t € [-r,0],
x(t) =0+ y(t) = ¢(t), pois yo = ¢, e para t € (0, b],

x(t) =u(r) +y(t) =Tu() +T(1)¢(0)

=T(1)g(0,¢) —g(t,us +y;) — /0 AT (t - 5)g(s,us +ys) ds

+ /[ T(t—s)f(s,us+ys)ds+T(t)p(0)
0
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=T(1)[5(0,¢) + ¢(0)] — g(r,x;) — /0 AT (1 — 5)g(s,x;) ds
- ,Xg) ds.
+./0 T(t—s)f(s,x5)ds

Portanto, x é uma solugao fraca do sistema (3.1) — (3.2) em [0, b]. O

O préoximo resultado apresenta condi¢Oes par a existéncia e a unicidade de uma solugo fraca
para (3.1)-(3.2). Neste caso, procedemos de modo semelhante a demonstragao do Teorema

3.11 porém, usamos o Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema A.5).

Teorema 3.12. Suponha que as condicoes Hi, H, e Hs sdo satisfeitas, ||i.|| L(Y,X)L§ 0)<1le
©(0) € Aa. Entdo, existe uma tinica solugdo fraca para (3.1) — (3.2) em [-r, b], para algum
0<b<a.

Demonstracdo. Pelo mesmo argumento utilizado na demonstracdo do Teorema 3.11, existe
0 < by <atalque By (¢,B) c Qe ||ic||L(y,X)L§(b1) < 1. Além disso, como as condi¢cdes
assumidas sobre a funcgdo g(-) sdo as mesmas assumidas no Teorema 3.11 e, por Hp, f(-) €
continua em [0, [] X B;(¢, B), para todo [ > 0 tal que [0, [] X B;(¢, B) C [0, a] x Q, tomando,
primeiramente [ = by, dado € > 0 qualquer, sabemos que existe § > 0, § = (¢, ¢), de modo
que [|£(t,4) = f(1,@)]l < e, paratodo 1 € [0,b1] e ¥ € By, (¢, B) com [l — ¢lg < 6.
Assim, diminuindo o valor de by, se necessério, para que b; < ¢, e usando que, como a

funcdo t — f(t, ¢) € continua no compacto [0, a], ela é limitada, obtemos que

1f @I < 1f @) = f( ol + 117 @)l
<e+ sup [l f(. o),

te[0,a]
para todo (1, 4/) € [0,b1] X By, (¢, B).

Portanto, existe uma constante C > 0 tal que

sup{llg(z. ) I, lig(. )l I1Lf @, ¥)ls (2,4) € [0,b1] x By, (¢, B)} < C. (3.11)

Da mesma forma como feito na demonstracdo do Teorema 3.11, precisamos estabelecer

algumas limitagoes.

(I) Pelo Lema 3.10, a fungdo ¢t + y, é uniformemente continua em [0, a]. Mais ainda, por
H3 e uma argumentacao andloga a feita na demonstragcdo do Teorema 3.11, existe 6 > 0,

o qual podemos supor ¢ < by, tal que, se 0 < s < §, obtemos

(1—/1)51.

licllzerx Lg (bW(O, 5) + ullys = ¢lls + 1T (5)g(0, ¢) — 80, 9)|| < 5
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Por outro lado, como [0, §] € compacto, temos a continuidade uniforme dessas fungdes

€ assim,
— 1bi
Sﬁ)p {llicl oo Ly (bYW (0, )+ ullys — ¢llg +1IT(5)g(0, ¢) — (0, )|} < T-
se
(1-wb, (1-wbi ..
Para Toc > 0, existe 6 > 0 tal que ||AT(- )Ll( 0571, L(YX))H —————. Além
1—pw)b(1-
disso, como 1 — @ > 0, existe 52 > 0 tal que (52)1“’ < ( 12)(;20 cy). Assim,

tomando ¢’ = min{ci'l, 5/2}, obtemos

CCo(d")' cU-pb (A -wby

C”AT(‘)”LI([0,5’],£(Y,X))|| -« 5 4

Por fim, por Hy, existe Ly, € L([0, a], [0, 0)) tal que

1/ Cs,vn) = f(s, )l < Ly, (9)lY1 = ¥2lls,
YV (t,4:) € [0,b1] X By, (¢, B), i = 1,2. Além disso, existe §; > 0 tal que

(1-p)
LY(by)’

IAT Ol (01 20rm0) <

ou seja,

2 .
Lg(bl)(HlC”L(Y,X) + ”AT(.)”LI([0,51],L(Y,X))) < 1

Assim, fazendo D = L;(bl)(HiCHL(y,X) + ||AT(-)||L1( obtemos 1 — D >0

[0.611,L(Y.X)) ) ’

A A ~ L—
e, como — — a > 0, visto que g > 7 , existem 0, 03 > 0 tais que (02)7" ¥ < 1
q 04

(1-D)(1-aq)
e NLrbillzo (0. 2000) Co
obtemos

. Logo, tomando § = min{8}, 85, 83},

AL
ML lyao1000) O
< 1.

2 .

Portanto, tomando » = min{¢, &', 5 }, temos a validade das seguintes limitagdes
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sup,cio) Hlicllzrx Ly (b)W(O0,5) + ullys — ¢lls
1-pb

HIT(5)8(0, ) - 80, @)} < L2

Co(b)l_“] _ (-wby,

C[”AT(')”U([O,b],L(Y,X)) I+ l-«a > 4 ’

—-a

C0||Lf,b1 HLq([O,b],[O,OO))b7

—_ 72 :
0= Lg(bl)(HlCH.E(Y,X) + ”AT(.)“LI([O,b],.E(Y,X))) + 1 — aq,
(3.12)

Ainda como na demonstracao do Teorema 3.11, definimos o conjunto

b by
S(b, ?) = {u € C([—r, b],X); uog =0, ||u”C([O,b],x) < ?},

e consideramos a aplicacdo I' : S(b, %) —> C([-r, b], X) dada por (I'u)y = 0 e, para todo

t €[0,b],

Cut) = T()g (0, 9) — g (bt + 1) — /0 AT(t = 5)g(s. s +y,)ds + /0 T(t = 5)f (5,05 +y,)ds.

Como as aplicacdes t — y; et — u, sdo continuas em [0, b|, por uma argumentagao ja realizada,
obtemos que u; +y; € By, (¢, B) C Q. Assim, por (3.11), concluimos que ||g (¢, u; + y;)|| < C,
lg(t,ur +y)lly < Ce |l f(t,us +y,)ll < C, paratodo (t,u) € [0,b] x S(b, ).

Assim, por Hy, AT(-) € L'([0,a], L(Y, X)), e entdo, obtemos que a aplicagdo s
AT (t — 5)g(s,us + y,) é integravel em [0,7], com 0 < ¢ < b. Além disso,

t t CC() t
/ 1T (t—s)f(s,us+y5)|ds < / ds:CCo/ (t—s5)"%ds
0 o (t—s) 0
tl—a
= CC() < 0.
1-«a

Assim, pelo critério de Bochner para funcdes integridveis (Teorema A.16), segue que as
integrais que compdem I" existem e, além disso, novamente utilizando o fato de as condi¢des
sobre a fung¢do g(-) serem as mesmas assumidas no Teorema 3.11, concluimos que I'u €
C([-r,b], X), uma vez que (T'u), = 0.

Agora, mostramos que F(S(b, %)) c S(b, %) De fato, dado u € S(b, %) como 'u €
by

< —

2

C([-r,b],X) e (Tu), = 0, resta mostrarmos que ||Fu||c([0b . Para tanto, considere

b1.X)
ueS(b, %) et € [0,b], temos
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ITu(2)|| = HT(I)g(O, @) —g(t,us +y;) — /0 AT (t — s)g(s,us +y;) ds

+/OIT(t—s)f(s,us+ys)ds
< ||T(1)g(0,¢) — g(0, ¢)|| + 118(0, @) — g(t,ur + )|

- [ AT =) g e+ )l s+ [ et - 1 G + vl s
<|[[T (1) = 1g(0, @)|| + llicll£v.x)ll8 (0, @) — g (t,us + y)lly

z ,

+ [IATC =5l g Case [ Eocas
<|[[T (1) = 1g(0, @)|| + llicll £v.x) (Ly (bW (0, 1) + L (b1)llg = (ur + 1) lI8)

+C/0t||AT(l‘—S)||£(Y’X)ds+CC0/0t(t—s)_“ds

= |[[T(2) = g0, P)|| + llicl cevr.x) L (bW (0, 1) + llicll v xy Ly (bl = yills

(-9
tl -« 0]

+CC0[

+licllzor o L (bD)lclls + CIAT Ol (10,1 v x)

< |7 () = N0, )| + Nicll £er.x) L (b1)W (0, 1) + plle = yills

,ub -«
- + C||AT (- )||L1([0b Lr.%) +CCOT
uby
< sup {lI76) = 1150, + Nill oo LiGOW(0.5) + ullg = s} + 5
sel0
U =@wby pby  (L=wbi _ b
+ C|||AT +C + + =—.
AT, '(10.5] L(YX)) Ol—a 4 2 4 2
Logo, ||Fu(t)|| —, paratodo ¢ € [0, b], garantindo que

by

”Fu”C([O,b],X) SuP ”F“(S)” S5

Assim, Tu € S(b, ), para todo u € S(b, 4), ou seja, F(S(b )) c S(b,%).

Nosso objetivo € utilizar o Teorema do ponto fixo de Banach (Teorema A.5) para garantir
b
4
Com efeito, sejam u, v € S(b ) et € [0,b], entdo

que " admite um unico ponto fixo em S(b, %t). Mostramos, entdo, que I é uma contragdo.



|Cu(r) - Tv(r)| = HT(t)g(O, ¢) —g(t,ur +y;) - /0 AT (t — s)g(s,us +y;) ds

+ /0 T(t = 5)f (5. us + ys) ds — T()g(0,0) + g(t,vs + y7)

+/OIAT(t—s)g(s,vS+ys) ds—/otT(t—s)f(s,vﬁys) ds
< lg(t us +y0) —g(t,ve + yo)ll

[ BTG =9 gl 300 v+ 30 s

+ /O TG = )07 st + 32) = £ (55 + )l ds
< Nielzorllg(t,u + v = g(t, v+ y0)lly

t
+ /O IAT (2 = )| 1y ) [Le (DI (5,9) + Lg(B1) llus + ys = vs = yslls | ds

t
Co
+A (l _ s)aLf,bl(S)”Ms +Ys — Vs — ys”BdS

< iellzorso [LEBOW 1) + L2(bD)lus + ye = vi = yills]

t
. /0 ATt = 9)|| ) LBl = vs s

t
Co
+/0 (t _ S)aLfsbl(s)”uS - VSHBdS

t
< Ly (b)) |Nicllzv.x) +/0 |AT (2 - S)||£(Y,X)ds] lu = vllco.).x)

t
Co
+ ||lu - L d
[l V”C([O,b],X)/O ()" Fbi(8)ds

< Lg(by) lu = vllco.6).x)

b
||ic||£(Y,X)+/O AT (1 = )|y s

— ¢)"ed v t q 7
(/0 (t—15) ds) (/o (Lfp, (s)) ds) ]

||ic||£(Y,X) + ||AT(')||L1([O,b],.L(Y,X))] ||Lt - V”C([O,b],X)

+[lu = vlc(jo,61,x)Co

< Li(by)

tl—aq/ #
(1 — aq,) L .5, (')lqu([o,b],[o,m))]

+[lu = vlc(o,61,x)Co

<

L;(b])(”ic“_ﬁ()’,X) + ”AT(')”Ll([o,b],L(Y,X)))

1 _
. Cob® " |IL 1.5, () lLa (0,51, [0.00))
1
(1-aq)?

]Ilu —vlleqopr,x) = Ollu = vlleo,p1,x)-
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Dessa forma, como (I'u), = 0 = (I'v),, segue que
T =TVl oppxy = U [[Tu(®) =Tv(@)|| < sup Ollu —vlic(o1x) = Ollu = vle(o.p1x)-
t€[0,b] te[0,b]

Portanto, como ® < 1, concluimos que I' é uma contracdo. Além disso, como observado na

demonstracdo do Teorema 3.11, S(b, %) ¢ um espaco de Banach. Assim, pelo Teorema do

ponto fixo de Banach (Teorema A.5), a aplicagio I' : S(b, %) — $(b, %) admite um tnico
ponto fixo em S(b, %)

Seja u € S(b,%) tal que Tu = u e tome x : [-r,h] — X como sendo x = u + y.
Mostramos que x € a Unica solugdo fraca do sistema (3.1)-(3.2) em [—r, b]. De fato, como
u € S(b, %) ey: [-r,b] — X étal que yo = ¢ e y(t) = T(t)¢(0), para t > 0, obtemos
xo =ug +yo = 0+ ¢ = ¢. Mais ainda, visto que u e y sdo continuas, segue que x ¢ uma funcdo

continua em (0, b] e, para todo t € (0, b], temos

x(1) =u(®) +y(t) =Tu(®) +T(1)p(0) =T(1)¢(0) + T(1)g(0, @) — g(t, u; +y;)

—/tAT(t—s)g(s,us+ys)ds+/ T(t—s)f(s,us+ys)ds
0 0
= 7(0)[¢(0) = 80 9)] = gtx) = [ ATG=9)g(s.3) ds
T(tr— s NS d )
+/O (t—15)f(s,x5)ds

ou seja, x é uma solucdo fraca de (3.1)-(3.2) em [—r,b]. Para a unicidade desta solucio,
suponha que exista z : [-r,b] — X tal que z € solugdo fraca de (3.1)-(3.2) em [-r, b].
Assim, zo = ¢, e parat € (0, b], segue que

(1) = T(1)[9(0) + 5(0.0)] — g(1.21) /O AT (1 — 5)g(s. 25 ds

+ /0 T(t =) f(s,25) ds = T()p(0) + T(1)g(0, ¢) — &(1, 2: = yi + y1)

t t
—/ AT(t—s)g(s,zs—ys+ys)ds+/ T(t—s)f(s,zs—ys+ys)ds
0 0

=y() +T(z=y)().

Dessa forma, I'(z — y)(t) = z(t) — y(¢t) = (z — y)(¢), para todo t € (0,b]. Mais ainda,
(z=yo=20-yo=¢—-¢=0=TI(z-y)eentdo, I'(z-y) = z—y, ouseja, z—y¢éum
ponto fixo de I'. Logo, pela unicidade do ponto fixo de I', concluimos que u = z — y e entdo,
z(t) = u(t) + y(t) = x(¢), para todo r € (0, b]. Além disso, z¢9 = ug + yo = ¢ = x¢. Portanto, x

¢ a Unica solugdo fraca de (3.1)-(3.2) em [—r, b].

A seguir apresentamos um resultado auxiliar que serd utilizado no teorema seguinte.
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Lema 3.13. Suponha que a condicdo H, ¢é satisfeita e que T(t) é compacto para todo t > 0.

Entdo, a aplicacdo i. - Y — X é completamente continua.

Demonstragdo. Pela validade de H;, obtemos que Y estd continuamente incluso em X, ou seja,
i € continua. Assim, basta mostrarmos que a aplicacdo i, é compacta.

Dado € > 0, consideramos a bola B{(0,Y) = {x € Y C X; |lx|]ly < 1} e seja x €
B1(0,Y). Por Hy, AT(:)x € L'([0,a],X) e entdo, AT()x € L'([0,b],X), b € (0,a].

Assim, como a aplicacdo s +— ||AT(s)||£(Y X) ¢ integravel em [0, b], seja € > 0 tal que

le = / ||AT(s)||£(Y X) ds satisfaga a relagdo [, < €.
0 ,
t
Pelo Lema 3.3, temos T(t)x —x = / AT (s)x ds, para todo t > 0. Em particular, para
0
€ €
t = €, obtemos T(e)x — x = / AT (s)x ds, ou seja, x = T(e)x —/ AT (s)x ds, onde
0 0
€

T(e)x € T(e)(Bi(0,X)) e / AT (s)x ds € B;_(0, X), pois:
0
@) lxll = licllzorollxlly < llicllzey.x) =1

€ €
< /0 IAT ()| £y x Iy ds < /O AT ()| 1y, ds = Le.

Agora, note que, como 7 (¢) € compacto para todo r > 0, segue que T (¢) € compacto,

(i) H/OEAT(s)xds

e entdo, T(e)(B;(0, X)) ¢é relativamente compacto, ou seja, T(€)(B;(0, X)) é compacto. Por

outro lado, como T (€)(B;(0, X)) é um subconjunto fechado de um espago de Banach, segue

que T(€)(B;(0, X)) é totalmente limitado. Assim, dado 6 > 0, existem xj,x2, - ,x, € X tais
que T(€) (B/(0. X)) € T(e) (B1(0.X)) € U Bs(x;. X).

Dessa forma, seja y € T(e)(B;(0,X)) + B, (0,X), entdo y = y; + yp. Assim, y; €
T(e)(Bi(0,X)) e y2 € B;_ (0, X). Logo, tomando 0 < 6* < € — [, existem Xy, %2, - - - , Xk
€ X tais que T(€)(B;(0,X)) c T(e)(Bi(0,X)) c iEleB(g*()EI-,X), ou seja, existe X, j €
{1,2,---,k}, tal que y; € Bs (X}, X) e, além disso,

ly =Xl = lly1 + y2 =51l < llyr =Xl + lIyall < 0% +le < €= le+ 1. =€
k
Logo, y € Be(xX}, X), ouseja, y € .UlBg(xAi, X), implicando que T(€) (B;(0, X)) + By, (0, X)
1=

k
- .UlBg (X7, X). Dessa maneira, obtemos
=

iC(Bl(O, Y)) - T(E)(B[(O, X)) +B[€(0, X) - 'szJ]Bg(fi,X) = 'LZleBg(fi, X)

Portanto, como i.(B;(0,Y)) é um subconjunto fechado de um espaco de Banach, segue que

I (B1 0,Y )) € compacto e entdo, i, € compacta, concluindo a demonstragao. O
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Teorema 3.14. Assuma que as condicoes Hy e Hy sdo satisfeitas, T(t) é compacto para todo
t>0,ge€C([0,a] xQ,Y), p(0) € A e a seguinte condicdo adicional é satisfeita:

(a) Seja0 < b <aeSb)={x:[-r,b] - X;xy =0, x|[0,B] € C([0,b], X)} munido
da norma || - ”C([O,i)], x)- Para todo subconjunto limitado Q C S(b), o conjunto das funcoes
{t — g(t,x: +y:); x € Q} é equicontinuo em [0, b].

Entdo, existe uma solugao fraca de (3.1)-(3.2) em [—r, b], para algum 0 < b < a.

Demonstragdo. Iniciamos a demonstragdo determinando algumas limitacdes. Como ¢ € Qe
€ € um conjunto aberto, existe 0 < b; < a tal que By, (¢) C Q. Além disso, reduzindo by,
se necessdrio, dado € > 0 e usando a continuidade das fungdes (¢,¢) — g(t,¥) em ¢ € B e

t — g(t, ¢), obtemos que

lg@.¥lly < llgt.y) —gt. ol + gt o)l < e+ S[llp] g (@ @),
tel0,a

e entdo, existe uma constante C; > 0 tal que ||g(¢,¢)|ly < C;. Mais ainda, existe C, > 0 tal
que [[g(&, ¥l < llicllzerxllg (s, ¥)lly < Gy e, por Hy, como Wy € C([0, ), [0,00)) e W €
nao decrescente, obtemos

Wellylls) < Wedlly = ells = llells) < We(br = llells) = Cs,

para todo ¥ € By, (¢, B).
Logo, tomando C = max{C, C, C3}, como [0, b;] C [0, a] € compacto, obtemos

sup{llg (&, W)l llg(z,¥)lly, Wr(llllg); (7,4) € [0,b1] X By, (¢, B)} < C. (3.13)

Agora, observe que, por H; e pelo mesmo argumento apresentado na demonstracdo do

Teorema 3.11, T'(-)g(0, ¢) € C([0, o), X). Logo, existe 6; > 0 tal que, se 0 < ¢ < §1, entdo

I7(1)g (0, ¢) =T (0)g(0, 0)|| = IT(1)g(0, ¢) — g(0, )| < %-

Além disso, como [0, 6] € compacto, segue que

by
sup ||T(1)g(0,¢) —g(0,¢)|| < 3
lE[O,&]]

Em adi¢do, considere u € C([-r,b1],X) com ug = 0 e ||ullcjo,p,1,x) < 71 Assim, pela
condicdo adicional (a), existe 6, > O tal que ||g(z,u; + y;) — g(0,uo + yo)|| = llg(t, us + y;) —
b
2(0,9)| < §1 para todo 7 € [0, 55]. Assim,
by

sup |lg(s,us +ys) —g(0,9)| < ?
56[0,52]
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Dessa forma, tomando 63 = min{d;, 6,}, obtemos

b
sup {[[(T() = Dg(0, @)|| + llg (s, us +y5) — (0, @)1} < Tl
s€[0,03]

Por fim, de H;, sabemos que AT(-) € L'([0,a], L(Y, X)) e entdo, existe 64 > O tal que
1

Mais ainda, por Hy e pelo fato de g > 7 , 0 que garante
04

||AT(')||L1([0,54],L(Y,X)) < i

1
, o - bi(1-aq)v
1 -¢’a > 0, obtemos a existéncia de 04 > 0 de modo que [|m¢||1q([0.6,1.[0.00)) < ~—scc.
1 A ~
Por fim, existe §; > 0 tal que ((52)7_a < 1. Dessa forma, tomando &4 = min{dg4, 04, (52},

concluimos que

-7 1
C oo (5‘1 _ N o7
ollmflqu([o,m],[ol, )0, ] < Clﬁ+ Cobi(1-aq')4 :ﬁ-
(1-aq)v

C[ AT () +
|| ||L1([0,64],£(Y,X)) 8C 8CCy (1 - CM]’)%

Assim, tomando b = min{d,, 04} e ajustando, se necessario, de modo que 0 < b < by, obtemos

b
sup {||(T(s) — Dg(0, )|+ llg(s,us + ys) — (0. )|} < Tl;
s€[0,b]

1 (3.14)
Collmyslizacopnb® ] by
¢ ||AT(')”Ll([o,b],L(Y,X)) + T ST
(1-aq)e
by
para todou € C([-r,b], X), com ug = 0 e |[ullc(jo,p),x) < 5
Dessa maneira, consideramos o conjunto
b b
S(b, ?) ={u e C([-r,b], X); up =0, e |lullc(jo,e].x) < ?},
munido da norma || - |lc([0.5].x), € definimos o operador T" : S(b, %) — C([-r, b], X) por

(Tu), = 0e, paratodo ¢ € [0, b],

Cut) = T(1)g (0, 9) — g (bt + 1) - /0 ATt = 5)g(s. s +y,)ds + /0 T(1 = 5) f (5,105 +y,)ds.

Afim de utilizarmos o Teorema do ponto fixo de Schauder (Teorema A.4) para garantir que
I" admite um ponto fixo em S(b, %) , mostramos que I' € um operador completamente continuo.

Para tanto, consideramos a decomposi¢ao I' ="} + [, + '3, onde (Iu)y = 0,i =1,2,3, ¢

Cyu(t) =T(1)g(0,9) — g(t,us +ys), t € [0,b];
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t
ou(t) = —/ AT (t — s5)g(s,us + yg) ds, t € [0,b];
0
t
zu(t) = / T(t—s)f(s,us+ys)ds, t €[0,b].
0
Dividimos esta parte da demonstra¢do em alguns itens.

I;,i=1,2,3 esta bem definida.

De fato, por H; e pelo Lema 3.3, ja argumentamos que 7(¢)g(0,¢) € C([0,b], X).
Além disso, pelo Lema 3.10, a aplicacdo ¢ +— y; é continua em [0, b] e, entdo, podemos

. . 1 . I

uniformizar » de modo que sup ||y; — ¢| < > Assim, por uma argumentagao ja
s€[0,b]

realizada, a aplicagdo ¢ — u; é continua em [0, b], 0 que nos permite concluir que u; +y, €

By, (¢, B) C Q, paratodo ¢ € [0, b], ou seja, pela hipdtese, g € C([0, b] X By, (¢, B),Y).
Além disso, t — u; + y; é continua em [0, b] e, entdo, g(¢,u; + y;) € C([0, b], X). Dessa
forma T'yu € C([-r, b], X) uma vez que (T'ju), = 0.

Para I';, por (3.13), concluimos que ||g(¢, u; + y;)|| < C e ||g(¢,u; + y,)|ly < C, para todo
(t,u) € [0,b] x S(b,%). Assim, como AT(-) € L'([0,a], L(Y, X)), obtemos

t t
/0 AT (1 = $)g(s.uy + )| ds < C /0 JAT (= )] 1y 15 < .

Logo, pelo critério de Bochner para fungdes integraveis (Teorema A.16) e pelo fato de
(qu)o = 0, concluimos que a funcdo s — AT (f — s)g(s,us + y,) € integravel em [0, 7], e
assim, [hu € C([-r, b], X).

Como as condi¢des sobre a funcdo f sdo as mesmas impostas no Teorema 3.11, também

concluimos que '3 estd bem definida. Dessa maneira, concluimos que I" esta bem definida.
b b

r(s(e.%)) < s(6.%).

Como I'u € C([-r,b],X) e (Fu)o = (, resta mostrarmos que ||Fu||c([0’b]’x) )

todo u € S(b, %) Neste caso, usando as estimativas em (3.14), temos

|Cu(r)| = HT(t)g(Q @) — gt ur +y;) — /O AT(t - 5)g(s,us +,)ds

- s Ug K d
+/0 T(t—s)f(s,us+ys)ds
<||T(1)g(0, ) — g(0,¢)|| + 11g(0, @) — g(t,us + y)|

t t
+ /0 JAT (= )] 1 1 2 6+ 3 s + /0 It = |11 (5. 0y + vl ds
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< / ||AT(t s)||£(YX)ds+/ - mf(s)Wf(llus+ys||5)

b
<ZI+C/ ||AT(t—s)||£(YX)ds+CCo/ (t—5)""my(s)ds

b1 4
< 2 CIAT Ol 20wy €6 / (1 57 ds) [ [ nstonas)

bl CC()I‘?' -
< +CIATO) 11 oz~ ImsllLago.srio.00)

(1-aq)7
1

by [ Cob? |lmsllLaconlioe) | b1 b1 by
< o +CIATO oy corxn + — |<3t7 =75

1 ([0,61,£(Y,X)) 1 —aq)? AT 175
. 1 by 1

Assim, | 0b1x) = sup [Tu(n)] < [:[1(1)%] 5 =7 Logo, 'u € S(b, 7) para todo

ue S(b, %), ouseja, F(S(b 4)) e s ).

(3) Agora, mostramos que I';, i = 1,2, 3, sdo completamente continuas, ou seja, sdo continuas

em S(b, 2) e compactas.

(3.1) I'1 é completamente continua. De fato, para garantir a compacidade de I'j, visto que
S(b, %) é um conjunto limitado, é suficiente mostrar que I'y (S (b, bz )) é relativamente
compacto. Para tanto, utilizaremos o Teorema de Arzeld - Ascoli (Teorema A.8).

Dado t € [-r, b], Fl( (b, )(t) {Tiu(t); u € S(b, } ¢ relativamente compacto
em X. Com efeito, note que (Fl) = 0 e assim, I'} (S( —))(t) = {0}, que ¢é relativa-
mente compacto. Além disso, parat € (0,b], I'1(¢) = T(1)g(0, ¢) — g(t,u; + y;), com
lg(0, ¢)|| < C. Logo, T(t)g(0,¢) € T(t)B¢c (0, X). Mais ainda, como 7'(¢) € compacto
para todo ¢t > 0, segue que T(¢)B¢(0, X) € relativamente compacto. Por outro lado,
lg(t,u; + yo)lly < C, para todo u € S(b 3), pois u; + y; € By, (¢,8B) C Q e, entdo,
{g(t ur+y.); u € Sb } C B¢c(0,Y). Pelo Lema 3.13 segue que zc(Bc(O Y)) € re-
lativamente compacto e, entao, (Flu)(t) =T(t)g(0,p) +g(t,u; +y;) € T(t)Bc(O X)+
iC(BC(O, Y)) para todo ¢ € (0, b] e todo u € S(b, —) Logo, {Tiu(t); u € S(b } C

T(t)Bc(0,X) + i, (BC(O, Y)) e assim, é relativamente compacto em X.

O conjunto I'y (S(b, bz
AT(-) € L'([0, b], L(Y, X)), obtemos que AT (-)g(0, ¢) € L'([0,b],X)eg(0,¢) € Ay.

Logo, a fung¢ao t — T(1)g(0, ¢) € C(]0, o), X) e, assim, € uniformemente continua em

)) € equicontinuo. Com efeito, pelo Lema 3.3, como g(0,¢) € Y e

[0, b]. Dessa forma, dado € > 0, existe §; > Otal que, paratodor € [0,b] e0 < |h| < d1,
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comt+h € [0,b], obtemos

[Tt + hg(0.¢) - T(g (0.0 < 5.

Além disso, da condi¢do adicional (a), existe 5, > 0O tal que

€
gt + By tren + yeun) = 8 (1 ur + yo)l < 5,

para todo t € [0,b] e 0 < |h| < 63, comt+h € [0,b], e todo u € S(b,b—zl). Logo,

tomando 6 = min{&1,d2},e0 < |h| < §, com ¢+ h € [0, b], obtemos
e+ 1) = Ty = [+ 1200, 0) = g6+ b wan + i) = T(002(0, )
+ g(t9 Uy + yl‘)
<|re+ mg.0) - T(20.0)|
€

+lg (s ttrsey,,) — 8t us +y0)|| < % +o=e

by

para todo u € S(b, 2) et € [0,b]. Dessa forma, como (Flu)o = 0, concluimos que

I (S(b, %)) é equicontinuo em [—r, b].
Consequentemente, pelo Teorema de Arzeld - Ascoli (Teorema A.8), I’ (S (b, %)) é

relativamente compacto, ou seja, ['; € compacta.

Para a continuidade de 'y em S(b, %), considere (u,),en uma sequéncia em S(b, %) tal
que u, — u, quando n — co, para algum u € S(b, %), pois, como ja argumentamos nas
demonstracdes anteriores, este conjunto é fechado. A seguir mostramos que I'yu, — I'ju.

Note,primeiramente que

[ (un): —usllg = sup |lun(r+6) —u(z+6)]
0e[-r,0]

< sup [un(s) —u(s)llecoprx) = 0,
s€[0,b]

quando n — oo, ou seja, (u,); — u;, quando n — oo, para todo ¢ € [0, b]. Assim, pelo
fatode g € C([0,a] x Q,Y), concluimos que

(Flun)(t) =T(1)g(0,¢) — g(t, (un) +y1) = T(1)g(0, ) — g(t,u; +y,) = Tu(z),

para todo ¢t € [0, b]. Por outro lado, dado € > 0, da equicontinuidade de I' (S (b, %))

existe 6 > 0, tal que Hl“lun(t +h) - Flun(t)H < 2, sempre que 0 < |h| < d,comt+h €
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[0, b], para todo n € N. Além disso, como [0, b] é compacto, existem t, f3, -+ , t;; €

[0, b] de modo que [0, b] C UB(;(IZ,R)eentao dador € [0, b], existe j € {1,2,--- ,m}
tal que t € Bs(t;,R), ou seja |t —t;| < 6. Mais ainda, como I'iu, () — Flu(t)
quando n — oo, para cada t;, i € {1,2,---,m}, existe n; € N tal que, se n > n;,

HH u,(t;) — Flu(ti)H < 2 Logo, tomando ng = max{n;; i = 1,2,--- ,m}, obtemos que

HFlun(t) - Flu(t)H < Hﬂun(t) - Flun(fj)H + Hrlun(tj) - Flu(fj)H

‘|

yu(t;) - Flu(t)H < g
para todo n > ng. Assim,

€
Hl“lun Flu”C(Ob]X)_ sup HFlun(t) Flu(t)H 5 €,

ou seja, I'; € continua em § (b, 7‘) Portanto, I'} € completamente continua.

(3.2) I'; é completamente continua. Assim como para o operador I'j, vamos mostrar que
I (S (b, bz )) é relativamente compacto via Teorema de Arzel4 - Ascoli (Teorema A.8).

O conjunto I (S ( )(t) = {qu(t) uecs ( } ¢ relativamente compacto em X,

para todo ¢ € [-r,b]. De fato, note que (Fz)o = 0 e entdo, Fz( (b, ))(t) = {0} é
relativamente compacto, para todo t € [—r,0]. Assim, sejam ¢ € (0, b], € > O tal que

0<2e<t<beucsS(h, %) Nessas condicdes, temos

(qu) (1) =- /OIAT(I —s)g(s,ug+ys)ds

t—2e¢ t
= —/ AT (t —5)g(s,us + ys) ds — / AT (t —5)g(s,us + yg) ds
0 =2
1—2€ ‘ t
= —T(e)/ AT(t —s—e€)g(s,ug+y;) ds—/ AT (t — s)g(s,us + yy) ds.
0 t—2e€

Além disso,

t—2e€
/ AT(t — s —€)g(s,us + ys)ds
0

N

t=2
E ||AT(t il N 6)” Y.X ||g(S, Us + ys)”YdS
0 LX)

t—2¢e
<C /0 JAT G = 5 = O 11y 3y
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t—€ b
= ¢ [ AT g ndr <€ [ IATO] e

= C AT Ol 1 0612030

ou seja, fazendo [ = C ||AT( )||L1( 051 LY X))’ concluimos que

t—2€
/ AT(t —s —€)g(s,us +y,)ds € B;(0,X).
0

Mais ainda, também temos

t

t
AT(t - S)g(s9 us + yY) ds|| < /2 ||AT(t - S)||,£(Y,X)”g(s’ us+ yS)”YdS
t—2€

t
<c/ JAT (0 = 5)] gy s
t—2¢

2e
= ¢ [T a7 = CIATO 020 2020

t—2¢

ou seja, fazendo [ = C ||AT( )||LI obtemos que

[0.2€],£(Y,X))

(qu)(t) e T(€)Bi(0,X) + B;_(0,X) c T(€)B;(0, X) + By (0, X),

para todo ¢ € [0, b] e todo u € S(b, % 3). Consequentemente, temos Fz( (b, ))(t) C
T(e)B;(0,X) + B;_(0, X).

Por outro lado, como 7'(¢) é compacto para todo ¢ > 0, segue que K. = T(€)B;(0, X)
¢ compacto e mais, diam(Ce) — 0, quando € — 0, onde C. = B;_(0, X). Entdo, pela
Proposicao A.19, segue que I (S (b, %)) (7) € relativamente compacto em X, para todo
t € (0,Db].

Agora, mostramos que I (S(b, %)) {qu ue S(b,? )} é equicontinuo em [—r, b].
Pelo Teorema 2.52, sabemos que 7'(-) € C((0, ), £(X)) e entdo, paratodo 0 < € < b,

a funcdo t +— T(¢) € uniformemente continua em [€,b]. Em particular, dados ¢ €
é

(0,b) e € > 0, tomamos € > Otal que 0 < 2¢ < t, € <
2C[|AT )]

(10.0].L(Y.X))
||AT(s)|| £, X)ds < % Desse modo, pelo que argumentamos inicialmente, existe

0
6 >0talque ||[T(s+h)—T(s)|| <€, paratodos € [e,bp]eh e R,comO<h<de
s+h e [eb].

Seja & = min{é, €}. Entdo, parau € S(b, %) e h € R, com 0 < & < &, temos
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t+h
|Caue(t + 1) = Tou(t)|| = H - / AT(t +h —s5)g(s, us + ys) ds
0

t
+ / AT (t — s5)g(s,ug + yg) ds
0

t+h

t-2¢
/ AT(t+h —s)g(s, uy +ys)ds+/ AT(t+h —s)g(s,us+ ys)ds
0 t—2e€

t—2¢ t
— / AT (t —5)g(s,ugs +yg) ds — / AT (t —s5)g(s,ug + yg) ds
0 t-2¢

t-2e 1-2€

< / AT(t+h—s)g(s,us+ ys)ds — / AT (t —5)g(s,ug + yg)ds
0 0
t+h t
+ / AT (t+ h —s)g(s,us + ys)ds|| + / AT (t — s)g(s,us + ys)ds
t-2e t-2e
t—2¢
< [T(E+h) —T(e)] / AT(t—s —€)g(s,ug+ y,)ds
0

t+h
+ / AT (14 k= )] 1y 18 (52105 + y5)lyds
t

—2€

t
" / AT = ) e+ ) s
t—2¢
t-2e
< ||T(e+h)—T(e)||/O AT (1 =5 = )| 1y 3 18 (s 115 + ) llydls

|AT (1 - ds

S)”L(Y,X)

t+h t
C AT(t+ h - ds+C
+C [ AT h =9y pdsc [ ]

h+2e

t—2e
< EC./() ||AT(S)||L(Y,X)dS + C-/O ”AT(T)”L(Y,X)dT
2e
+C/O IAT@)| .y 52
b 3e
< GC‘/0 ||AT(S)||L(Y7x)dS + C-/O ||AT(S)||L(Y,X)dS

3e
+ [ AT 1y s

€ € _
= EC”AT(')”LI([o,b],L(Y,X)) + 2C||AT(')”L1([0,3e],L(Y,X)) < 2 + 2 =€

Logo, I’ (S (b, %)) é equicontinuo 2 direta de ¢, para todo t € (0,b). Por meio de

um argumento andlogo mostramos a equicontinuidade de I (S(b, %)) a esquerda de

t € (0,b].

Da mesma forma, parat € (0,b] e € > 0, consideramos € > 0 de modo que 0 < 2¢ < t

€ 2 €
€ < e/ ||AT(s)|| ds < —. Como a fun¢do 7'(+) €
2C ||AT(.)”Ll([o,b],[(Y,X)) 0 LX) 4C

C((0,0), L(X)), T(-) é uniformemente continua em [€, b] e entdo, existe § > 0 tal que
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|IT(s —h)—T(s)|| <€, paratodos € [e,bp]ehe RcomO<h<des—hce|eb].

Assim, tomando § = min{6, €}, para u € S(b,%) eheRcom0 < h < 4, temos

e<2e—h<2e<t<b 0<t—-2e<t—he

i—h
||F2u(t —h) - qu(l)” = H — / AT(t — h—s)g(s,ugs+ys) ds
0

t
+ / AT (t — 5)g(s,us + y5) ds
0

t—2¢ t—h
= H—/ AT(t —h—s)g(s,us + yy) ds—/ AT(t —h—s)g(s,ug+yg)ds
0 t-2e

t

t—2€
+/ AT (t — 5)g(s, ug + yy) ds+/ AT (t — 5)g(s,ug + yg) ds
0 t—2e

<

t-2e€ t-2e¢
/ AT(t —h—5)g(s,us + yy) ds—/ AT (t — s5)g(s,us + yg) ds
0 0

t—h
# [ AT = B9 gl s
t—2€

t
; / TG =9l gy s s+ ) s
1—2€

t—2€
< [T(Ze —h) - T(26)] '/0 ||AT(t -5 - 26)||L(Y,X)||g(s, us + ys)|lyds

t—h t
+C [ ATC=h=9) gy s+ [ AT = 5]
t t—2¢€

—2€

t—2e 2e=h
< cC /O JAT (= =)y s + € /O ATy s

2€
e /0 ATy s

t—2e 2e
< EC/O ||AT(S)||_£(Y,X)dS + ZC/O ”AT(S)“L(Y,X)dS

= €.

N My

2€ ~
€
D EC”AT(')”LI([o,b],L(Y,X)) +2C/0 ”AT(S)”L(Y,X)dS <5t

Logo, I’ (S(b, ﬁ)) é equicontinuo 2 esquerda de 7 € (0, b].
Desse modo, lembrando que (qu)o = 0 e usando o Teorema A.7, concluimos que

I (S (b, %)) € equicontinuo em [-r,b]. Assim, pelo Teorema de Arzela - Ascoli
(Teorema A.8), obtemos que I Z(S (b, %)) é relativamente compacto e, entdo, I'; € uma
aplicacdo compacta.

Para a continuidade de I', em S(b, %), seja (un)nen uma sequéncia em S(b, %) tal que
un, — u, para algum u € S(b, %), quando n — co. Mostramos que Ipu,, — u.

Como ja observado anteriormente, (u,); — u;, quando n — oo, para todo ¢t € [0, b]



111

ecomo g : [0,a] xQ — Y, por H; e pelo Lema 3.3, AT(¢t) € L(Y, X), para todo
t € [0, a], o que garante que AT (1 — 5)g(s, (u,)s +ys) — AT (t — s)g(s,us + yg) € mais,

”AT(t —5)g(s, (un)s + ys)” < ||AT(t - S)”L(Y,X)”g(s’ (tn)s + ys)lly

< ClAT( = 9)| £y x):

com AT(-) € L'([0,b], L(Y,X)). Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada
(Teorema A.14), segue que

/tAT(t — 5)g(s, (up)s +ys) ds — /IAT(I —8)g(s,us+ys) ds,
0 0

t
quando n — oco. Dessa forma, como / AT (t — 5)g(s, (uy)s + ys)ds = =Touy,(t) e
0

t
/ AT (t — 5)g(s,us + ys) ds = —Thu(t), concluimos que Iu,(r) — THu(z), quando
0
n — oo, para todo t € [0, b].
Por outro lado, dado € > 0, da equicontinuidade de I'; (S (b, %)), existe 6 > 0, tal

que Hrzu,,(z _h) - qun(t)‘

para todo n € N. Além disso, pelo fato de [0, b] ser um conjunto compacto, existem

< %, sempre que 0 < |h| < 6, com ¢t,t — h € [0, D],

t1, 12, .ty € [0, D] tais que [0,b] C I_QB(S(I,-,R) e entdo, dado t € [0, b], existe
J € {1,2,---,m} tal que t € Bs(t;,R), ou seja, |t — ;| < 6. Dessa forma, como
Iu,(t) — Thu(t), quando n — oo, paracadat;,i € {1,2,---,m}, existe n; € N tal que,
se n > ny, ||lou,(t;) — qu(t,-)H < g Logo, tomando ng = max{n;; i = 1,2,--- ,m},

obtemos que

P2t = a0 < P20 (6) = ot )| + || ot 2) = Doty
3¢ €
; Hrgu(tj) - FQM(I)H <==2

para todo n > ng. Assim,

<€,

€
HF2”" - FZ”HC([O,b],X) - t:[‘(l)%] Hrzun(f) - qu(t)H <3

ou seja, [, € continua em S (b, %) Portanto, I, € completamente continua.

(3.3) Por fim, I'; € completamente continua. Neste caso, como as condi¢des impostas sobre a
funcdo f s@o as mesmas impostas no Teorema 3.11, obtemos que I3 € completamente

continua da mesma maneira que na demonstra¢dao do Teorema 3.11.

Dessa forma, dos itens (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos que I' = I'] + I'; + '3 € completamente

continua. Além disso, como j4 vimos em resultados anteriores, S(b, %) ¢ fechado, limitado e
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convexo, o que nos permite aplicar o Teorema do ponto fixo de Schauder (Teorema A.4). Entao,
existe u € S(b, %) tal que Tu = u.

Finalmente, tomando x : [-r,b] — X por x(¢) = u(t) + y(t), t € [-r, b], obtemos que x
€ continua, uma vez que u e y o sdo, parat € [—-r,0], x(t) = 0+ y(t) = ¢(¢), pois yo = ¢, €,
parat € [0, b],

x(1) = u(t) +y(t) = Tu(t) + y(1)

= T(0)p(0) + T(1)g (0. ¢) — (1. us +ys) ~ /0 ATt = 5)g(s. 1y +y,) ds
- s Uy Ky d
+/0T(t $)f(s,us+yg)ds
= 7()[0(0) + 5(0.9)] — gt x7) — /0 AT (1 - )g(s5,x,) ds
- ,Xg) ds.
+‘/0T(t 5)f(s,xg)ds

Portanto, x é uma solugao fraca de (3.1) - (3.2) em [-r, b].

3.3 Aplicacao

Nesta se¢do apresentamos uma aplicacdo concreta da teoria abstrata apresentada anterior-
mente, a qual pode ser encontrada em (2). Para isso, iniciamos introduzindo algumas notacdes
técnicas que serdo necessdrias para o desenvolvimento desta parte do trabalho.

Consideramos U C R” um conjunto aberto, limitado e com fronteira OU suave, n € (0, 1)
e X = C"(U), onde C"(N) representa o espaco formado pelas funcdes 1 - Holder continuas de

U em R”, munido da norma

”é‘:llcn(ﬁ) = ”é:HC(ﬁ) + [|§|]Cﬂ(ﬁ)’

(x) — £(y)

com || -
x — yI7

sendo a norma do supremo, [lf |] e | - | a norma

cnn)

”C(ﬁ _
x,yeW x#y

euclidiana em R".
Além disso, consideramos o operador A : D(A) € X — X definido por Au = Au, com
D(A) = {u € C**1(N); u| ou = 0}. Por (14) sabemos que A € um operador quase setorial que

verifica a condi¢ao

a1 = 4)7"]| < ,Ae(A(0) = {1eC:0< |argd| < g},

M
|/l|1—a

0 € (0,2), coma = g Além disso, A ndo é setorial. Assim, denotamos por (7(¢));>0 0O

semigrupo de crescimento de ordem « associado ao operador A.
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Nosso objetivo € analisar a existéncia de solug¢des fracas para a seguinte equacao diferencial
parcial neutra

0
2[u(t,§)+/ /_bl(t,s,v,(f)u(t+s,v)dvds ,
ot -r JU

=Au(t,¢) + /t by(s —tu(s,&)ds, (t,€) € [0,a] x U, (3.15)

—-r

u(t, )|,z =0, vt € [0,4] (3.16)
M(T’ é‘:) = 'ﬁ(T,f), V7 € [—I’, 0],§ € uv (317)

onde ¢ : [-r,0] x U —> R”" ¢é uma funcdo, b, € C([0,a] x [-r,0] X U X W,R) e by €
C([_r$ O]’R)
A fim de expressarmos o sistema (3.15) — (3.17) na forma abstrata, como em (3.1) — (3.2),

introduzimos as aplicacdes f,g : [0,a] x B — X, onde B = C([-r, 0], X), dadas por

0
£ 0)() = / b ()0 (s, €) ds,

-r

0
g(h$)(§)=/; ‘/ﬁbl(t,s,v,f)w(s,v)dvds.

No préximo resultado, diremos que a funcdo u : [—r, b] X U — R" éuma solugdo fraca
de (3.15) — (3.17) em [—r, b] se a fung¢do u : [-r,b] — X, dada por u(t)(¢) = u(t,¢), for
uma solug¢ao fraca do sistema abstrato associado a (3.1) — (3.2) em [-r, b]. Além disso, para
6 € [-r,0], denotamos por ¢(8) : U —R'a fungdo dada por ¢(0)(&) = ¢ (6,€) e por i, a
aplicacdo inclusdo de [D(A)] em X.

Proposicao 3.15. Suponha que ¢ € C([-r,0],X), T(-)p(0,-) € C([0,a], X), a fungdo b :
[0,a] x [-r,0] X UxUA — R" seja suficientemente suave, bi(t,s,v,-) € D(A) para todo
(t,5,v) € [0,a] x [-r,0] x U e

bl(t s,v,&)|dvds
Oa]feu -r 662
+ sup / / |Ab1(l S, V, )l]C"(lIR")dVdS
te[0,a]
O, = sup / |by(t,s,v,&)| dvds + sup / / |by(2,s, v, )|]C'7(H)RndVds
re[0,a]el /- JU 1€[0,a]

sdo finitos e ||ic||c(p(a).x)(O1 +02) < 1.

Entao, existe uma tinica solucdo fraca de (3.15)—(3.17) em [—r, b], para algum 0 < b < a

Demonstragdo. Primeiramente, escrevemos o sistema (3.15) — (3.17) na forma abstrata (3.1) —
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(3.2). Note que, para u : [-r,a] — X, como u(t) € X = C”(ﬁ), escrevemos u(t)(¢) =
u(t, &), paratodo & € AU. Assim, visto que —r < 5 <0,

0 0
/ /_bl(t,s,v,f)u(t+s,v)dvds:/ /_bl(t,s,v,f)u(t+s)(v)dvds
—r JU -r JU

0
- / /ﬁ br(t, 5, v, )y () (V) dvds = g(t.1u1) (€),

t 0 0
/ bz(s—t)u(s,f)ds:/ bz(r)u(T+t,§)dT:/ by(Du(t+1)(¢)dr

-r r -r

0
_ / b (0)us (1) (€) dr
= F(tu) (©).

paratodo ¢ € .
Dessa forma, como Au = Au, ou ainda, Au(z)(¢) = Au(t, &), obtemos de (3.15) a equacdo

%[M(I)(f) +g(tu) ()] = Au()(€) + f(t,u) (), VE € U,

ou seja,

%[W) +g(tu)| = Aut) + £ (1. ur).

Além disso, u(t)(&) = u(t,&) = Y (t,&) = o(t)(&), para todo & € Ut e [-7,0], ou seja,
u(t) = ¢(t), para todo t € [-r,0]. Logo, up = ¢. Mais ainda, como ¢ € C([-r,0], X),
obtemos que ¢ € B.

Dessa maneira, o sistema (3.15) — (3.17) pode ser reescrito na seguinte forma abstrata

%[u(t) +g(t,u)| = Au(t) + f(t,u;), t € [0,al,

up =g € B.

A fim de garantirmos a existéncia e unicidade de uma solucéo fraca para o sistema (3.15) —
(3.17), verificamos que as hip6teses do Teorema 3.12 sdo satisfeitas. De inicio, mostramos que

as condi¢oes H; — H3 sdo verificadas.

(I Condigdo H;: SejaY = [D(A)] = (D(A), || llip(ay)), onde |Ixllip(ay = IIx|lx +[|Axlx,
para todo x € D(A). Como X € um espaco de Banach e A € um operador fechado, segue que

Y é, também, um espagco de Banach. Além disso, considerando i. : ¥ — X e o fato de
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llic(X)lx = llxllx < |lxllx + ||Ax||lx = ||x]ly, podemos concluir que i, € continua, uma vez que
esta € linear e limitada. Mais ainda, dados y € Y, ¢t € [0,a] e s € [0,¢], temos T(s)y € D(A)
e ||AT (s)yllx = |IT(s)Ay||,com Ay € X. Assim,

IAT(s)llzevx) =  sup AT (s)yllx = sup  |IT(s)Ayllx.
yevllylly <1 yeylylly <1

Note que, se y € Y e |lylly < 1, entdo ||Ayllx < [lyllx + [|Ayllx = llylly < 1e |lyllx <
llylly < 1. Desse modo, {y € Y; [|ylly < 1} € {x € X; |lx|[x < 1}. Logo,

AT ()lzrxy = sup  [[T(s)Ayllx < sup  [[T(s)xllx = IT ()l zx)-
yey|lylly <1 xeX,|Ixllx <1

C
Pelo Teorema 2.52, || T(t)|£(x) < t—ao, para todo ¢ > 0 e, entdo,

/ AT ()l 2r x)ds < / 1T () L20ods < / Cos~ds =
0 0 0

pois @ = g, com 7 € (0,1), ou seja, | —a > 0. Assim, AT(-) € L'([0,a],L(Y,X)) ea

condicao H; estd satisfeita.

(II) Condicao H,: Comecamos verificando que a funcdo f : [0,a] X B — X estd bem
definida, ou seja, f(¢,¢¥) € X, para todo (¢,¥) € [0,a] x B e a integral que define f existe
e ¢ finita para todo ¢ € B. De fato, como b, € C([-r,0],R), com [-r,0] compacto, e
¥(s) € C"(N), para todo s € [—r,0], existem constantes C; > 0 e C»(s) > 0 tais que
1b2(s)| < Ci, para todo s € [-r,0] e [ly(5)(§) — ¥ ()M < Ca(s)[€ - v||", para todo
é,ve . Assim,

0 0
[ 1b2()g () ()l ds < [ 1b2() 1 () (©)l ds

0
< [ (o)l sup I )@l ds

I3

-a [ 0 199l ds

< / O (15l + [19() e gy | s
-a [ 0 10/(s) s

<C /_ro ¥ llc((-rox)ds = Cill¥|lgr < oo,

implicando que a integral que define f existe e € finita. Além disso, mostramos que f(¢,y) € X,
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para todo (¢,¢) € [0,a] X B. Comoy € B =C([-r,0], X) e [-r,0] é compacto segue que
¢ uniformemente continua, ou seja, dado € > 0, existe § > 0 tal que ||¥ (1) — ¥ (s)||x < €, para

todot,s € [-r,0], com |t — 5| < §. Assim, tomando € = 1, existe 6; > 0 tal que

ly (1) (&) =y () (V)| = Y (s)(&) + ¥ (s)(v)] < [y (1) () =y (1) (v) =¥ (s)(€) + ¢ (s) (V)]
& — v S |& = v
Y (1) (&) =y (1) (v) = (5)(&) + ¢ (s) (V)]

< sup T <D -w(s)lx <e= 1.
Evell £+y é: 4

paratodo &,v € ﬁ comé #vet,s € [-r,0],com |t —s| < d;. Logo,

[ ()(&) =y @O < 1&=vI" + 1y (5)(&) =¥ (s)(W)I. (3.18)

Por outro lado, como [-r,0] é compacto em R, segue que ele é um conjunto totalmente
limitado, entdo, para o mesmo &; > 0 acima, existem s, 3, -+ , s € [—r,0] tais que [-r,0] C
l_szJlB(;l (si,R). Dessa forma, dado t € [-r,0], existe s; € {s1,52,---, st} tal que t € Bs, (s5,,R),
ou seja, |t —t;| < 61. Consequentemente, de (3.18), temos

[y () (&) —w (O] < 1€ ="+ (s;)(€) — ¢ (s) V)]
< |E=v["+ Ca(s))|E =T
SClE-V|", VEvEN, &+,

onde C = 2max{1l,Cr(s;), i =1,2,--- ,k}. Paraé = v,entao 0 < |y (1) (&) - (t)(v)| < Clé-
&|" = 0 e, entdo, a desigualdade também se verifica para este caso. Logo, |¢ (1) (&) =y (£)(v)| <
C|¢é —v|", paratodo t € [-r,0] etodo &,v € AU. Dessa forma, sejam (t,¢) € [0,a] x B e

&, ve ﬁ entao

0 0
||f(r,w)(f>—f<r,w)<v)||=H / b ()0 (5. €) ds — / b () (s. v) ds

0
< [ b)Y (s,€) =y (s, V)|l ds

—-r

0 0
< / 1b2(5)|CIE = v[ds = Clé - v]" / 1ba(s)lds

0
<Clé- v|”/ Cids =CCyr|¢ —v|T=Cl¢ v,
onde C = CCyr. Assim, f(t,) € X, para todo (t,) € [0, a] x B.

Agora, mostramos que a fungdo f € continua de [0, a] X 8 em X. Mais que isso, mostramos
que f(t,-) € L(B, X), paratodo t € [0, a]. De fato, dados 1, > € B e @ um escalar, temos
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0 0
Pt a4 02)() = / ba(s) a1 + ¥ (5, €) ds = / ba(s) (a1 (5. £) + ¥a(s.€)] ds

0 0
—a / b ()0 (5.€) ds + / by(s)0a(s. €) ds
= af(t,y1)(€) + f(t,Y2)(£), VE € .

Logo, f(t,ay1 +y2) = af(t, ) + f(t,¥7). Além disso, paratodoy € Beé € u,

0
1/ (2, ) (&)l =“[ by ()¢ (s, &) ds

/ 1b2(s)] sup 1/ (5) (&) ds

el

0
= [ 120 W9 ey s < / 1b2(5)] I($)lxds

0 0
|b2(s)|  sup ||¢(S)||xds=[ b2 ()] [l llzds (3.19)

-r se[-r,0]

0
~ Iwlls / 1b2(5)] ds = b2l (rop 1 15,

0
uma vez que ||b2(s)|| < C; e, entdo, / |ba(s)|ds < Cyr < oo, 0 que nos garante que
-r

by € L'([-r,0]). Mais ainda, para &, v € u, E+v,

H 2 ba(s)(s)(@) ds — [ ba(s)u(s)(v) ds

1f (2. 4) (&) — f(. ) _

& = v B € = v
H / bas) w(s)(f) Y (s5)(v)] ds”
—r — |1
/_ b (s )|||w(s><§) wln(s)(v)n ’ 3.20)
Iy ()& = v SO,
X b
</ T T
0 0
< / b2() W (lxds < | fba(s)] sup Il (s)llxds
-r se[-r,0]

0
_ / 1ba()] [ llsds = 16allsrop 1 ls.

Dessa forma, de (3.19) e (3.20), obtemos
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£ (t,9)llx = sup I £ (£, ) (E)Il +  sup I/ @) (&) - f6y) Ml

I3 Evell E+y |§ - v|’7

< sup{[|b2lz((—ropll¥lis} +  sup {llb2llzi((—ropll¥ iz}
&el Evell £+v

=2[b2llp (=0 ¥ 113

Portanto, f(z,:) € L(B,X) e

1f (. ) zsx) = sup [If (& w¥)llx < sup 2l1b2llpi—r.op ¥ lls = 2lb2llL1((—r07)-
llyll<1 llyll<1

Assim, como f ndo depende de 7 € [0, a], obtemos f € C([0,a], L(B, X)).
Dessa maneira, sendo [ > 0 tal que [0, /] X B;(¢, B) C [0,a] X B, segue da linearidade de
f que

£ (2, 01) = f@92)llx = I1f (@81 —v2)llx < 20b2llpr = 0pll¥1 — ¥2lls,

para todo (t,y;) € [0,1] X Bi(¢,8B), i = 1,2. Logo, existe Ly; € LI([0,a],R"), com
Lyi(s) =2|1b2|l1(=r0p) tal que

1f (@ 0) = (@ 92)llx < Lei()llr —yalls, ¥ (,4:) € [0,1] X Bi(¢,B), i =1,2,

ou seja, Hj € satisfeita.

(IIT) Condic¢ao H3: Comecamos mostrando que a fungdo g : [0, a] X B — Y também esta
bem definida, no sentido de g(¢,y) € Y, paratodo (t,¥) € [0, a] X B, e a integral que define g
existe e € finita para todo (z,¢) € [0, a] x B.

Como ¥ (s) € X, paratodos € [-r,0] ey € B, procedendo como no caso (/7), concluimos

que existe C > 0 tal que

[ (s)(€) = (s)(W)| < Clg = V|, V€, v € U, Vs € [-r,0].

Além disso, como by € C([0,a] X [-r, 0] x U x U, R), com [0, a] X [—r, 0] x U x 2L compacto,
existe uma constante C3 > 0 tal que

1b1(t,5,& V)| < C3, ¥(t,5,&v) € [0,a] x [-r,0] x U x U.

Logo, paray € B
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0
< / r /ﬁ b1, 5.v. )] 110/ (5) (&) ]| dvds

0
H/ /ﬁbl(t’s’v’g)‘/’(s’f)dvds

0
< [r ‘/EC3 sup [l (s) ()l dvds

&ell

0
< / /ﬁ Csllw(s)llxdvds

0 0

- / 1 (s)llx /ﬁ dvds = C[TI| / 1 (s)llxls
_ 0 . 0

<o [ sup Ilw(s)llxds = G| / 1 llsds

—r se[-r,0]

= CG3|U|rllyllg < o,

ou seja, a integral que define g existe e € finita.
Agora, se (1,) € [0,a]l xBeé&,ue 1, temos

0
lg(t. ) (&) — g(t.0) ()| = H / /ﬁ bi(t, 5. v, €00 (5. v) dvds

0
—/ /_bl(t, s, nu, (s, v) dvds
-r JU

0
|7 Lot

(3.21)

0
< / /ﬁ |b1(2,5,v,&) = bi(t, 5, v, W ¥ (s, v)[| dvds.

Mais ainda, por hipétese, by (t,s,v,:) € D(A), ou seja, by(t,s,v,-) € C2+’7(ﬁ). Assim, como
by € C([0,a] x [-r,0] x U x ﬁ, R) e [0,a] x [-r,0] X UxUE compacto, procedendo de

forma andloga a caso (/7), obtemos que existe uma constante C > 0 tal que
|b1(t,5,v,€) = b1t 5.v, )| < ClE = 7, VE, p € W,

Dessa forma, voltando a (3.21), temos

0
lg(t.0)(&) - g(t.0) (W] < / /ﬁcw—mmnw(s,v)ndvds
0
< Clé — P / , /ﬁ”l//(S)HXdVdS

O —_— —_—
< Cl¢ - #|2+'7/ llls 1) ds = C rlllls W[ 1€ = ul*7,
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implicando que g(,y¢) € CZ*1(X). Além disso, se & € U, entdo

0
g(t,tﬁ)(ﬁ)z[ ‘/ﬁbl(t,s,v,f)w(s,v)dvds=0.

Logo, como g € C2*1(W) e g(1, 1//)|6§ = 0, obtemos que g(7,¥) € D(A) =Y. Portanto, g esta
bem definida.
Mostramos, também, que g € C([0,a] X B,Y). Sejamt,7 € [0,a] e ¢,y € B, entdo

”g(t’ l//) - g(T’ ¢)”Y = ”g(t’ lr//) +g(t’ ¢) - g(t’ ¢) - g(T, ¢)”Y
< ”g(t’ '7[’) - g(t’ ¢)”Y + ”g(t’ ¢) - g(T’ ¢)”Y (322)

Vamos analisar os termos da expressado (3.22) separadamente. Note que

”g(t’ '7[’) - g(t’ ¢)”Y = ”g(t’ '7[’) - g(t’ ¢)”X + ”Ag(t’ lr//) - Ag(t’ ¢)||X

e mais, mostramos que g(z, ) : 8 — Y é linear, paratodo ¢ € [0, a]. De fato, paray|, ¥, € B

e a um escalar, obtemos

0
gt oy + ) = / /ﬁ b1 (1,5, v,€) (a1 + 2) (5, v) dinuds
0
:/ ébl(t’s’v’g)[awl(s’v)+l//2(S,V)] dvds

0
:/ /ﬁ[bl(I,S,V,f)al/q(s,v)+b1(t,s,v,§)1//2(s,v)]dvds

0 0
/ /_bl(t,S,V,f)alfll(S,y)dyds+/ '/_bl(l‘,S,V,é‘:)lﬁz(S,V)dVdS
-r JU . -r JU
ag(t,y1)(&) +g(t,¥2)(§), V& € U.

Logo, g(t, ¥ + ¢¥r) = ag(t,yq) + g(t,2). Além disso, verificamos que g(z,-) € limitada.
Com efeito, note que ||g(7,¢)|ly = llg(z, ¥)lIx + [|Ag(,¢)llx, com

0
< / /ﬁwl(r,s,v,fn||w<s,v)||dvds

0
lg(. ) (@) =H / /E b(t. 5. v, )0 (5. v) dvds

0
< / [ 11085, €0 sup ) () v

r yvell

0
< / /ﬁwl(u 5., )] 0 () lx dvds (323)

0 0
< / b1(t,5,v,&)] sup [[6(s)]] dvds = / /ﬁ b1t 5,v.8)| 105 dvds

se[-r,0]

0
=||l//||z;/ /ﬁlbl(t,s,v,f)ldvds.
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e, note que, se u € CH1 (), segue que ||u(&) — u(p)|| < C||€ — u||**, para todo &, u € A,
entdo ||u(&) — u(w)| < Cldiam(M)]2||€ — u||", ou seja, u € C"(U). Dessa forma, como
bi(t,s,v,-) € D(A), obtemos que b(t,s,v,-) € C" (ﬁ) e, entdo,

/ /bl(t s, v, W (s,v) dvds
—/ /_bl(t,s,v,,u)lp(s.v) dvds

/ / bi(t,s,v,&) —bi(t,s,v, ,u)]w(s v) dvds

llg(t, ) (&) —g(t, ) (W _
|& — ul" lE- #I’7

T - ,ul’7

< / /_|b1(r,s, v, &) = b (8,5, v, 1)) 110 (s, )|l dvds
If—#l”
< 0lls / |bi(t,5,v,§) = bi(2, 5, v, ,U)|

dvds (3.24)
& — v
bi(t,s,v,&) —by(t,s,v,
u fﬂeu E#p [ =Vl
<l / Ll M ez dvas.
Logo, de (3.23) e (3.24), obtemos
llg(z,4)(£) — g(z,¥) (W]
llg(z,¥)llx = supllg(z,¢) ()]l + sup "
el £uell &1
0
<swplvlls [ [ b1 v.e)lavas
£ell -r JU
0
+ sup IIz/IIIB/ /_[|b1(l‘,S,V, M en g pmdvds
e E#p -r JU
0 0
= sup/ /_Ibl(t,s,v,f)ldvdw sup //_[Ibl(t,s,v,~)|]C,,(E,R,,)dvds g
fEE - ef,,ueﬁ,g;eﬂ -r JU

Dessa maneira, tomando

0 0
= sup / /_Ibl(t,s,v,f)ldvds+ Sup/ /—[lbl(t’s"”')|]cn(ﬁRn)dVdS’
te[0,a].ceu ¥ —r JU te[0,a] J—r JU ’

r

obtemos ||g(#,¥)[lx < O2[[¢/]|5.
De modo anédlogo, temos
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0
lAg(t.0) ()] = HA / /ﬁ bty 5.v. €00 (5, v) dvds

0
</ '/_lAbl(t,s,v,f)l||w(s,v)||dvds (3.25)

/ /‘é‘fzbl(t SV 5)' ¥ llsdvds

HA /_(1 /ﬁ [b1(t,5,v,&) = bi(t,5,v, 1) | (s,v) dvds

1Ag (1. ¥) (&) — Ag(t. ) (Wl _

€ — pl" - € — pl"
O r1Ab (¢ — Aby(t
</ _I 1(2,8,v,€) 1(’S’V"u)|dvds (3.26)
-r JU |§:_l~l|77

0
< / A['Abl(t’s’v7 ')l]cn(ﬁ,Rn)”w”BdVds‘

Logo, de (3.25) e (3.26), obtemos

|Ag(t, ) (&) — Ag(t,y) (W)l

1Ag (2, ¥)llx = sup [[Ag(r,¥) ()|l +  sup

£ell Epell £4p & — p|?
< | sup bl(t s, v,&)|dvds
geuy—r 652
sup / RO P dvds]nwng
£ uell Ep

Assim, tomando

0
dvds + sup / /_[lAbl(t,s,v,-)|]C,,(ER")dvds,
0 ,

te[0,a]

= sup bl(t 5, v, &)

2
€[0,algcu ¥ 7 aé:

obtemos ||Ag(t,¥)|lx < O1]|¥||s.
Portanto,

gt ¥)lly = llg(t, ) llx + [1Ag (1, ) lIx < @2ll¥llg + O1ll¥lls = (©1 +O2) [l ls,

para todo ¢ € B e todo t € [0, a], o que garante que g(z,-) € L(B,Y), para todo ¢ € [0, a].

Consequentemente, o primeiro termo da expressao (3.22) € limitado por

lg(t.¥) — gt d)lly = llg(t. ¥ — $)lly < (01 +©2) [l - ¢lis.
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Para o segundo termo da expressao (3.22), note que

g (1, ¢) — g(T. d)lly = llg(z. ¢) — g(7. P)llx + |Ag (2, ) — Ag(7, §)lIx,

€ mais,

0
lg(r. )(€) — g(r. )& = H / /ﬁbm, 5 v, E)(s.v)dvds

0
—/ /ﬁbl(T, 5, v,€)o(s,E)dvds

<

0
‘/_ A[bl(t’s’v,g)_bl(T’S,V,g)]¢(S,V)dVdS

0

</ /ﬁ“ﬁl(f,s, v, &) = bi(1,5,v,8)| ||o(s, v)| dvds
0

</ /ﬁwl(hs’v,f)—bl(T,S,V,f)IllqﬁIIdeds

0
< / /_Sllplbl(t,s,v,f)—bl(T,s,v,f)lllrﬁllzadvds-
—r JU 97

&l

Além disso,

llg(z, #)(&) — g(7, ) (&) — g(t, ¢) () + g (7, ) (Wl
0
‘/ ./ﬁ [b1(t,5,v,8) = bi(1,5,v,&) = bi(t,5,v, 1) + b1 (1,5, v, 1) | (s, V)

0
< / /_ lbi(t,s,v,&) = bi(t,s,v,&) —bi(t,s,v,u) + bi(7,s,v,w)|l ||¢|lg dvds.
-r JU

Desse modo,

g (1, 9)(&) — g, ) (&) — g(t, ) (1) + g(7, ) (W)
& — ul"

0
< lélls / /ﬁ 161 (1, 5,v,) = b (7, 5, v, ) lxdvds.

llg(z.¢)(&) - g(. &) () +

Seja W : [0, a] x [0, a] — R* dada por

0
Wn= [ [ =i vollavas,
-r JU

entio W é continua. De fato, como [0,a] x [-r,0] X UxUé compacto, segue que b

¢ uniformemente continua, ou seja, dado € > 0, existe § > O tal que se |(¢1,s,v,&1) —
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€
(t2,5,v,&2)| < 6, entdo |b(t,s,v, &) —bi(ty,s,v,&)| < c Assim, para |t — 7| < §, temos

61(2,5,v,:) = bi(7,5,v,)lIx = sup [|b1(z,5,v,§) = bi(7,5,v,8)l
&l

lb1(t,5,v,&) = bi(T,5,v,&) = bi(t,s,v, ) +bi(T,s,v,u)||
+ Sl_lp _ "
£ el £ & — ul
< € lb1(t,s,v,6) = bi(1,5,v,€)]|
<sup—+ sup ;
gell O £ pell g4p 1€ = ul
1612, 8, v, 1) = bi (7,8, v, Il _ 3€

\6<e,

+  sup ;
Epel £ & — ul

ou seja, b : [0,a] — X é uniformemente continua, implicando que W é continua e
lim W(t, 1) = 0.
-7

Resumindo, obtemos

lg(2, ¢) — g(7, d)lIx = sup|lg(z, $)(&) — g(7, ) (&)
&ell

v o 1809 —8(7.9)(E) —8(1. ) (W) +8(. $) (Wl
P

el £ & — p|"
sup |by(t,s,v,&) —bi(1,s,v,&)| dvds (3.27)

0
< lélls / /_
—-r JU feﬁ

+ sup lb1(t,s,v,&) = bi(t,s,v,&) = bi(t,s,v, ) + bi(7,s,v,u)|| dvds

— — n
£ pl e & — ul

0
~ élls / /ﬁ 1b1(t, 5,7, ) = bi(%, 5, v, ) lxdvds = [|6llsW (£, 7).

Além disso, de modo semelhante, obtemos

0
1450.00 - Ag(r. 0@ = | [ [[ab10.5.v.8) - abi(r.s.v 0 otsin avas
0
< ||¢||3/ /ﬁ|Ab1(s,t, v, &) —Abl(T,s,v,§)|dvds

0
<lols [ /ﬁ sup [Ab1 (¢, 5,v,€) = Abi (1, 5,7, £)| dvds,

&€l

€ mais,
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|Ag (2, ) (&) — Ag(t,¢) (&) — Ag(t, ) (1) + Ag(T, ) (1|
& — ul"
</0 |Ab(t,5,v,€) — Aby(7,5,v,&) — Aby(t,5,v, 1) + Aby (T, 5,v, )|
h T € — pl
0 1
< Abi(t,5,v,€) — Aby (7,5, v,
<||¢||B/_r/ﬁ[ sup |Ab (1,5,v,€) — Aby (7.5,v.8)

— — n
el een 1€~ H

llollgdvds

-r

— Ab(t,s,v,u) + Abi(7,s,V, y)| dvds.

Assim,

|Ag(t, ¢) — Ag(z, 9)|| = sup [[Ag(z, $) (&) - Ag(z.4)(£)]|

&el

- |Ag(z, $)(&) — Ag(x,9)(£) — Ag(t, ¢) (u) + Ag(z, $) ()|

e €~ ul

0
< ||¢||B/ /_ [sup |Ab1(2,5,v,&) — Aby(1,5,v, &) (3.28)
-r JU feﬁ
|Ab1 (t,5,v,&) — Abi(7,5,v,&) — Aby(t,s,v,u) + Abi (7, s, v,,u)|

sup dvds

£ el E4p & — pl?

0
- 16lls / /ﬁ 1AL (1.5.v,7) — Ab1 (25,7, )| dvds = [ llsW (1. 7).
—r

0
onde W(t,7) = / /_ |Ab1(2,5,v,) = Abi (7,5, v,")|| dvds. Note que W : [0,a]X[0,a] —
-r JU
R* € continua, visto que Au = Au e B é suficientemente suave, a qual podemos supor de classe

C? e, entio, por um raciocinio andlogo ao feito para W, segue a continuidade. Além disso,
lim W (t, 1) = 0.

-7

Finalmente, por (3.27) e (3.28), obtemos

”g(t’ ¢) - g(T’ ¢)”Y = ”g(t’ ¢) - g(T’ ¢)”X + ||Ag(t’ ¢) - Ag(T’ ¢)||X
< llglisW (1, 7) + llgllgW (1, 7) = W (1, D)lI¢lls,

onde W(t,7) = W(t,7) + W(t,7) e W : [0,a] x [0,a] — R* é uma funcdo continua tal que
tlim Wi(t,7) =0.

Portanto, pelo que fizemos até aqui, concluimos que
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lg(t,v) —g(r, P)lly < lg(t,v) — g(t, P)lly +1g(t, ¢) — g(r. ®)ly
< (01 + @)y - dlls + W(t,7)ll¢llg — O,

quando (¢,¥) — (7, ¢). Garantindo a continuidade de g, para todo ponto (7, ¢) € [0,a] x B.
Agora, seja l > 0 tal que [0,/] X B;(¢,B) C [0,a] X B. Assim, para todo t,s € [0,]] e
v, ¢ € Bi(p, B), temos

lg(t.¥) —g(s,$)lly < W(s,1)llgllg + (©1 +©2) 14l
<SW(t,9)(llg - ¢llg + ll¢lls) + (01 + )y - ¢lis
<SW(t,s)(1 +llgllg) + (01 +01)[ly - ¢lls.

Dessa, forma, sendo L;(l) =1+ |¢|lse Lﬁ(l) = 0 + 0, como W(t,t) = 0, concluimos
que a condicao Hj3 esta satisfeita.

Observe, ainda, que por hipdtese,

licllzev.x) L3 (0) = llicll 2oy La (D) = llicllz(pay.x) (@1 +©2) < 1

eT(-)e(0,-) € C([0,a], X), ouseja, ¢(0) € Ay.
Portanto, pelo Teorema 3.12, concluimos que existe uma tnica solugdo fraca de (3.15) -
(3.17) em [-r, b], para algum 0 < b < a. O
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APENDICE A - Resultados auxiliares

Lema A.1. Sejam X um espaco de Banach e G € L(X). Se ||G|| < 1, entdo G é inversivel e
(I-G) ' e L(X).

Demonstragdo. Defina o operador f(G) = ), G". Note que para k, m € N, k < m, temos
n=0

k

2020
n=0

n=0

m

2. ¢
1

n=k+

= <> lar

n=k+1

o0

Assim, como ), ||G||" converge, pois |G| < 1, segue que dado € > 0, existe ng € N tal
n=0
[ee]

que . ||G||"* < €. Assim se escolhemos k, m € N de modo que ng < k < m temos
n=ng+1

k

2020
n=0

n=0

oo

< Yler< Y el <e

n=k+1 n=no+1

k
Logo, a sequéncia (S )ren = 2, G" € uma sequéncia de Cauchy em £(X) e, como X é um

n=0
espaco de Banach, segue que £(X) também o € e, portanto, }, G" € L(X).
n=0
Além disso, como G comuta com suas poténcias, obtemos (I-G) f(G) = f(G)(I-G) = I.
Portanto, I — G é inversivel e (I — G)~! € £(X). O

Lema A.2 (Lema de Dini). Se f : (a,b) — X é continua em (a, b) e possui derivada a

direita, f], continua em (a, b), entdo f é continuamente diferenciavel em (a, b).
Demonstragdo. (13, Lema A.3.2, p. 149). O

Lema A.3 (Principio da limitacdao uniforme). Sejam X um espaco de Banach e Y um espaco

normado. Dado uma familia {T, }oep em L(X,Y), se sup ||Tpx|| < oo, para todo x € X, entdo

aEN
sup [|Toll£xy) < 0.
aEN
Demonstracdo. (23, 4.7-3 Uniform Boundedness Theorem, p. 249). m]

Teorema A.4 (Teorema do ponto fixo de Schauder). Sejam E um espaco de Banach, C C E um
conjunto fechado, limitado e convexo e f : C — C uma aplicacdo completamente continua.

Entdo f tem pelo menos um ponto fixo.
Demonstragao. (24, Teorema 9.5.8, p. 270). O

Teorema A.S (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam M um espaco métrico completo e

® : M — M uma contragdo. Entdo existe um tinico ponto xy € M tal que ®(xg) = xo.

Demonstragdo. (24, Teorema 9.4.2, p. 263). O
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Definicao A.6. Seja X Cc R. Um conjunto E de funcoes f : X — R chama-se uniformemente
equicontinuo quando, para cada € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, se x,y € X e |[x —y| <

entdo |f(x) — f(y)| <€, paratodo f € E.

Teorema A.7. Seja K C R compacto. Todo conjunto equicontinuo de funcoes f : K — R é

uniformemente equicontinuo.
Demonstragdo. (25, Teorema 19, p. 327). O

Teorema A.8 (Teorema de Arzeld - Ascoli). Sejam E um espaco compacto e F um espaco

métrico completo. Um subconjunto H C C(E, F) é relativamente compacto se, e somente se,
(i) H é equicontinuo;
(it) paratodo x € E o conjunto H(x) = {f(x); f € H} é relativamente compacto em F.
Demonstracdo. (26, Teorema 2.1, p. 297). m]

Teorema A.9 (Férmula Integral de Cauchy). Seja f : U — C uma fungdo holomorfa definida
no dominio U c C. Sejam D(zg,ro) um disco fechado inteiramente contido em U e T sua

fronteira, orientada compativelmente. Se z é um ponto qualquer no interior de D(zo, ro) entdo

floy = [ L)

dw.
2ri Jrw -2

Demonstragdo. (27, V.2.6 Teorema, p. 123). O

Teorema A.10 (Teorema de Cauchy). Sejam U C C um dominio e f : U — C uma fungdo
holomorfa. SejaV c U um subconjunto fechado e limitado, cuja fronteira OV consiste de um
niimero finito de curvas de Jordan suaves por partes, OV =y Uy, U--- Uy, e tal que V \ 0V

¢ um dominio. Tome V e OV com orientacdo compativel. Entdo

/ f(z2)dz =0.
av

Demonstragdo. (27, V.2.13 Teorema de Cauchy, p. 137). O

Proposicao A.11. Seja f uma funcdo holomorfa no anel A(a, 0, p) e suponha que a é um polo
de ordem k > 1 de f. Considere a fungdo g(z) = (z — a)* f(z). Entdo,

(k=1)
_ 8" (a)
resth @ =" T
Demonstragdo. (27, V1.3.4 Proposigao, p. 166). O

Teorema A.12 (Teorema dos Residuos). Seja f uma funcdo holomorfa num dominio U \

{ai,az, - ,a,}. Suponha que vy ¢ U \ {ai,az, - ,a,} é uma curva de Jordan suave
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por partes, orientada no sentido anti-hordrio, tal que a regido fechada e limitada por ela

determinada esta contida em U e contém todos os pontos ay,az, - -+ ,ay. Entdo

L_/f(z)dz:res(f,al)+res(f,a2)+--~+res(f,am).
2mi y

Demonstracdo. (27, V1.3.2 Teorema dos Residuos, p. 165). O

Teorema A.13 (Teorema da convergéncia mondtona de Lebesgue). Seja ( f,,)nen uma sequéncia

de funcoes mensuraveis tais que

0< filx) < L(x) < falx) < -+

em quase todo ponto. Se f(x) = lim f,(x), entdo f é integrdvel e
n—0oo

,}ggo(/fndu)=/fdu.

Demonstracao. (28, Theorem 3.13, p. 50). O

Teorema A.14 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja ( fy,)qen uma sequéncia
de funcoes integraveis que converge, em quase todo ponto, para uma funcdo real mensuravel

f. Se existe uma fngdo integravel g tal que | f,| < g para todo n, entdo f é integravel e,

,gggo(/fndu)=/fdu.

Demonstracdo. (29, 5.6 Lebesgue Dominated Convergence Theorem, p. 44). O

Definicao A.15. Sejam (Q, X, u) um espaco de medida, X um espaco de Banache f : Q — X
uma fungdo vetorial. Dizemos que f é fortemente mensuravel se existe uma sequéncia de

funcées simples (¢,) tal que || f(t) — ¢,(1)]| — 0, quando n — oo, u-quase sempre.

Teorema A.16. Sejam (Q,%, u) um espaco de medida finito, X um espaco de Banach e

[ Q — X uma funcdo p-mensuravel. Entdo [ é Bochner integrdvel se, e somente se, || f|| é

Lebesgue integravel, ou seja, | || f|| du < oo.
Demonstragdo. (30, 11.44 Theorem, p. 426). m|

Seja E um espacgo de Banach, para um subconjunto arbitrario Q C E introduzimos a no¢ao

de medida de ndo - compacidade de €.

Definicao A.17. Denotamos por Q(Q) o conjunto de todos os € > 0, tais que o conjunto
pode ser coberto por um niimero finito de conjuntos cujo didmetro é menor ou igual a €. A

medida de ndo-compacidade de € é o valor:

X(Q) =inf O(Q).
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Lema A.18. Sejam A, B C E. A medida de ndo - compacidade satisfaz as seguintes proprie-
dades:

(i) 0< x(B) < ooy
(if) x(B) =0 & B é compacto;
(iii) A C B= x(A) < x(B);
(iv) x(B) = x(B);
(v) x(AU B) = max{x(A), x(B)};
(vi) x(AB) = |A|x(B), onde 1 € R e AB = {Ab; b € B};
(vii) x(A+B) < x(A) + x(B).
Demonstragdo. (31, Theorem 1.2.1, p. 4). O

Proposicao A.19. Seja X um espaco de Banache A C X. Se A C K¢+ Ce, onde K, é compacto

e diam(C,) — 0, quando € — 0, entdo A é um conjunto relativamente compacto.

Demonstracdo. Faremos a prova deste resultado utilizando a medida de nao - compacidade.

Como A C K¢ + Cg, pelos itens (iii) e (vii) do Lema A.18, temos

X(A) < x(Ke+Ce) < x(Ke) + x(Ce).

Como K, € compacto, segue que este é fechado e entdo, K. = K,.,ou seja, K é compacto. Assim,
pelo item (ii) do Lema A.18, obtemos que y(K.) = 0. Além disso, como diam(C¢) — 0,
quando € — 0, dado 6 > 0, podemos tomar € suficientemente pequeno tal que € < ¢ e entdo,
podemos cobrir C¢ pelo conjunto Cs. Assim, pela Definicdo A.17, como 6 > 0 é qualquer,
obtemos que inf Q(C¢) = 0, ou seja, y(C¢) = 0. Logo, y(A) = 0. Portanto do item (ii) do

Lema A.18, concluimos que Aé compacto, ou seja, A € relativamente compacto. O

Definicao A.20. Um operador f : E — E| é chamado operador condensante se este é
continuo e para cada subconjunto Q C E, limitado e ndo-compacto (x(Q) > 0), vale a

igualdade
X (f(Q)) < x(Q).

Por exemplo, operadores completamente continuos, contracdes e somas destes operadores

sao condensantes.

Teorema A.21 (Teorema do ponto fixo para operadores condensantes). Seja E um espago de
Banach. Se um operador condensante f leva um subconjunto limitado, fechado e convexo

A C E nele mesmo, isto é, f(A) C A, entdo f possui pelo menos um ponto fixo.

Demonstragdo. (32, p. 151). m|



