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RESUMO

Ferreira, E. C. (2013). Uma investiga¢do da influéncia do parametro de barreira na
solucdo do problema de fluxo de poténcia otimo. Dissertagdo (Mestrado) - Faculdade
de Engenharia de Bauru, Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”,
Bauru, 2013.

Muitos autores mostram a viabilidade do uso de pacotes de algoritmos de otimizacgéo,
com métodos especificos, para resolucdo de problemas reais. Neste trabalho
destacamos o pacote de algoritmos de otimizacdo Knitro, 0 qual foi projetado para
resolver problemas de programacdo ndo linear e de grande porte. A sua
implementacdo é composta de um Método de Pontos Interiores e um Método de
Regido de Confianca. No Método de Pontos Interiores, o problema de programacéo
ndo linear é substituido por uma sequéncia de subproblemas de barreira, 0s quais sao
controlados por um parametro de barreira. Caso o algoritmo de ponto interior ndo
forneca garantia de convergéncia global, isto €, ocorra a presenca de ndo-convexidade
e deficiéncias no posto da matriz Hessiana ou Jacobiana, um Método de Regido de
Confianca é chamado para garantir a convergéncia global, em que o calculo do passo
é feito por meio de um algoritmo gradiente conjugado. Muitos autores destacam, em
seus trabalhos, que a convergéncia do Método de Pontos Interiores esta diretamente
ligada as estratégias de atualizacdo do parametro de barreira, bem como a sua
inicializacdo. Varias estratégias de atualizacdo do parametro de barreira estdo
disponiveis no pacote de algoritmos de otimizacdo Knitro. Neste trabalho, propomos
utilizar o software Knitro e analisar a influéncia das diferentes estratégias de
atualizacdo do parédmetro de barreira disponiveis, na solucdo de problemas
matematicos e dos problemas de Fluxo de Poténcia Otimo (FPO), estudado na
Engenharia Elétrica, area de Sistemas Elétricos de Poténcia. Experimentos numéricos
sdo apresentados com um problema matematico teste e com os sistemas elétricos
IEEE 14, 30 e 118 barras.

Palavras-chave: Método de Pontos Interiores, Método de Regido de Confianca,
Knitro e Fluxo de Poténcia Otimo.
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ABSTRACT

Ferreira, E. C. (2013). A4n investigation of the influence of the barrier parameter in
solving the problem of optimal power flow. Dissertation (Master's degree) - Faculdade
de Engenharia de Bauru, Universidade Estadual Paulista “Jalio de Mesquita Filho”,
Bauru, 2013.

Many authors show the feasibility of using packet optimization algorithms with
specific methods for solving real problems. In this paper we emphasize the package
optimization algorithms Knitro, which was designed to solve problems of nonlinear
programming and large. The implementation consists of an Interior Point Method and
of Trust Region Method. In the interior point method, the nonlinear programming
problem is replaced by a sequence of barrier subproblems, which is controlled by a
barrier parameter. If the interior point algorithm does not provide guarantee of global
convergence, that is occurring the presence of non-convexity and deficiencies in the
post of the Hessian matrix or Jacobian, a is invoked Trust Region method to ensure
global convergence, in which the calculation of step is done using a conjugate
gradient algorithm. Many authors emphasize in their work, the convergence of
Interior Point Method is directly linked to the strategies of updating the barrier
parameter, as well as its startup. Various strategies for updating the barrier parameter
are available in the optimization algorithms of package Knitro. In this paper, we
propose to use the software Knitro and analyze the influence of different strategies for
updating the barrier parameter available in the solution of mathematical problems and
problems of Optimal Power Flow (OPF), studied in Electrical Engineering, Electrical
Systems power area. Numerical experiments are presented with test a mathematical
problem and electrical systems IEEE 14, 30 and 118 buses.

Keywords: Interior Point Method, Trust Region Method, Knitro and Optimal Power
Flow.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

O atual contexto do setor elétrico brasileiro corresponde as reformas em
sua estruturacdo, onde a principal delas é oriunda de um modelo que visa 0 monopdlio
do setor para um modelo onde a competitividade se apresenta como principal
caracteristica, agregando a estes novos paradigmas e filosofias sobre a problematica
do planejamento e da operacdo dos sistemas elétricos a partir de sua geracdo,
transmissao e distribuicdo de energia elétrica em seu territorio.

Diante da matriz energética brasileira, esta mudanca objetiva o beneficio
dos consumidores a fim de tornar plausivel um maior indice qualitativo dessa energia
distribuida e a confiabilidade de seu sistema. Para tanto, o estudo de poténcia reativa
se apresenta com grande valorizacdo diante das concessionarias de energia elétrica,
uma vez que, estas agregam uma capacidade limitada em seu sistema de transmissao
para acomodar cargas adicionais e na manutencdo de um perfil de tensdo e de fluxo de
poténcia aliado aos inimeros cenarios de operacdo. Porém, em algumas analises,
nota-se que o ponto de operacdo do sistema ndo compreende essas condicdes e, 0S
operadores do sistema devem promover 0s ajustes das variaveis de controle
objetivando um novo ponto de operacdo que satisfaca as premissas estabelecidas
sobre a rede. Nota-se que as variaveis de controle poder-se-iam ser ajustadas a fim de
otimiza-la de modo que maximize ou minimize um critério de desempenho do
sistema de poténcia que visualize as restricbes de igualdade e desigualdade. A
problematica de otimizacdo € conhecida como fluxo de poténcia étimo (FPO). Um
fator singular diante dessa otimizacéo € o FPO reativo, em que 0s controles ativos séo
fixados e suas varidveis de controle relacionadas a poténcia reativa, como é o caso da
magnitude da tensdo dos geradores e dos compensadores sincronos e estaticos de
poténcia reativa, além dos raps dos transformadores, poderdo ser otimizados em
relacdo a funcdo objetivo.

O FPO ¢é um problema ndo linear, restrito, ndo convexo e de grande porte.

Como ferramenta, é utilizado para determinar o melhor ponto de operacdo de um



sistema elétrico de poténcia, contribuindo para a melhoria do desempenho deste. E
estudado na Engenharia Elétrica, area de Sistemas Elétricos de Poténcia. Seu modelo
foi proposto por Carpentier (1962) e desde entdo muitas metodologias foram testadas
em sua resolucdo, entre elas destacamos os Métodos de Pontos Interiores.

A formulacdo de problemas reais como problemas de otimizacdo néo linear,
como é o caso do FPO, e encontrada em varias &reas do conhecimento tais como,
engenharia, matematica, agronomia, economia, entre outras. Estes problemas sdo
muitas vezes dificeis de serem resolvidos, devido a sua ndo linearidade. Para
amenizar essa dificuldade, muitos pesquisadores desenvolveram pacotes de
algoritmos de otimizacao para contribuir na resolucdo destes tipos de problemas.

Destacamos neste trabalho, o pacote de otimizacdo ndo linear denominado
Knitro, 0 qual utiliza um Método de Ponto Interior (Interior-Point), no qual
encontram-se implementados um método de busca linear e um de Regido de
Confianga, ou um Método do Conjunto Ativo (Active Set), ou possivelmente ambos,
dependendo das caracteristicas do problema a ser resolvido. Neste trabalho utilizamos
0 Interior-Point.

Segundo Byrd et al. (2006), o Knitro foi projetado para resolver problemas
de grande porte e de acordo com Waltz e Platenga (2010), embora seja projetado
principalmente para otimizacdo ndo-linear em geral, ele mostra-se eficiente em
resolver as seguintes classes de problemas de otimizacdo: problemas irrestritos;
sistemas de equacOes ndo-lineares; problemas de minimos quadrados, lineares e ndo-
lineares; problemas de programacéo linear e problemas de programacdo quadratica,
convexos e ndo convexos; problemas matematicos com restricbes de
complementaridade; problemas de programacdo restrita ndo-linear convexos e nao
convexos; programacao linear inteira mista de porte médio e problemas de
programacao nao linear inteira mista e convexa de porte medio.

Sua primeira versdo foi criada e introduzida em julho de 2001, por Nocedal e
Waltz (2001), e tem sido melhorada desde entdo (www.ziena.com), estando na versédo
8.1 em 2012.

No Knitro estdo disponiveis seis estratégias de atualizacdes do parametro de
barreira, a saber: (i) o parametro de barreira € decrescido monotonicamente; (ii) 0
parametro de barreira é calculado por uma regra adaptativa com base na diferenca de
complementaridade; (iii) é realizada uma investigacdo sobre o passo (afim-escala)

para determinar dinamicamente o valor do parametro barreira a cada iteracdo; (iv) é
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utilizada uma regra Mehrotra tipo previsor-corretor para determinar o parametro de
barreira levando em conta o passo corretor; (v) é utilizada uma regra Mehrotra tipo
previsor-corretor para determinar o parametro de barreira em que 0 passo corretor é
condicionado; e (vi) uma fungdo qualidade é minimizada em cada iteracdo para
determinar o parametro de barreira. A investigacdo destas estratégias é o objetivo
principal de estudo do nosso trabalho.

Varios autores provaram a eficiéncia do pacote de algoritmos Knitro, como
Platenga e Waltz (2006), em que seus estudos analisam o desempenho de Knitro, na
versdo 5, em problemas de otimizacdo ndo-lineares e de grande porte. Os resultados
deste estudo mostram que 0 Knitro pode resolver problemas com mais de 100
variaveis e restricdes satisfatoriamente.

O Knitro também ¢ utilizado na industria de energia elétrica para muitas
aplicacdes, mais frequentemente para determinar as condi¢cdes operacionais que
atingem 0 problema  de FPO, de acordo com o @ sitio.
(http://www.ziena.com/elecpower.htm).

Platenga (2006), utilizou o pacote de algoritmos Knitro na resolucdo do
problema de FPO. O autor afirma que o Knitro € um software que resolve problemas
de otimizacdo ndo-lineares e de grande porte. A sua robustez, eficiéncia e facilidade
de uso o tornam uma ferramenta poderosa em Gestdo de Energia de Sistemas (SGA),
com rapidos calculos operacionais e planejamento de longo alcance. O Knitro pode
otimizar custos de geradores, perdas nas linhas de transmissdo, e muito mais,
enquanto satisfaz a ndo-linearidade das equacdes de fluxo e as restri¢cbes do sistema.
Atualmente o pacote de algoritmos Knitro € usado em redes de transmissdo contendo
um enorme numero de barras.

Como jé citado, o Knitro € um pacote de algoritmos de otimizacdo que tem
como base um Método de Pontos Interiores que utiliza busca linear ou um Método de
Regido de Confianca.

O Método de Pontos Interiores foi introduzido por Frisch (1955) e por Carrol
(1961), sendo popularizado por Fiacco e McCormick (1968), com a finalidade de
resolver problemas com restri¢cGes de desigualdades néo lineares por meio do uso do
método da funcéo barreira.

Devido a problemas apresentados por essa base de método de pontos
interiores, tais como, 0 mau condicionamento da matriz Hessiana quando seu fator de

barreira tende a zero; a dificuldade na escolha do fator de barreira e na escolha de
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uma solucdo inicial; a ndo existéncia da derivada na solucao e o aumento ilimitado da
funcdo barreira na vizinhanga da fronteira, o entusiasmo no uso da funcdo barreira
diminuiu sensivelmente na década de 70.

O interesse pela utilizagdo da metodologia de Pontos Interiores para a busca
de solugdes Otimas de problemas de otimizacdo reapareceu quando, em 1984,
Karmarkar (1984) publicou o seu método Projetivo para Programacgdo Linear. Este
trabalho provocou uma agitacao nas atividades de pesquisa nesta area.

Apébs a introducdo feita por Karmarkar, muitos métodos variantes de seu
algoritmo original foram apresentados.

Ja os Métodos de Regido de Confianca constituem uma classe relativamente
nova de algoritmos de otimizacdo que minimizam um problema de otimizacdo
quadratica através de uma funcéo objetivo ndo linear dentro de uma regido chamada
de regido de confianca. Nesta regido o problema quadratico pode ser confiado como
uma boa aproximacdo para a funcdo objetivo ndo linear original. Os Métodos de
Regido de Confianca diferem entre si na forma que modelam a funcdo objetivo e
tratam as restri¢cGes, de acordo com Nocedal e Wright (1999) e Conn et al. (2000),
principalmente as restricdes de desigualdades.

Na pratica, os algoritmos escolhem o tamanho da regido de confianca de
acordo com o desempenho do algoritmo durante uma prévia iteracdo. Se o problema
quadratico esta reagindo bem, produzindo bons passos e tendo-se uma previsao do
comportamento da funcdo objetivo ao longo desses passos, o tamanho da regido de
confianca continua decrescente ao longo dos passos que sdo feitos. Por outro lado, o
fracasso de um passo indica que o problema ndo € uma boa representacdo da fungédo
objetivo da regido de confianca atual, entdo é reduzido o tamanho da regido e reinicia-
Se 0 processo.

Propomos neste trabalho utilizar o pacote de algoritmos de otimizacdo Knitro
e analisar a influéncia das estratégias de atualizacdo do parametro de barreira, na
solucdo de um problema matematico teste e do problema de Fluxo de Poténcia Otimo.

Este trabalho encontra-se divido em 8 capitulos.

No capitulo 2, apresentamos uma revisao de alguns métodos de otimizacao
utilizados para resolucao de problemas néo lineares.

No capitulo 3, descrevemos o Método de Ponto Interior com Busca Linear e

Regido de Confianga que esta implementado no pacote de algoritmos Knitro.



No capitulo 4, apresentamos as seis estratégias de atualizacdo do pardmetro
de barreira disponiveis no pacote de algoritmos Knitro, as quais sao utilizadas neste
trabalho como objetivo de estudo.

No capitulo 5, apresentamos um histérico do problema de FPO, sua definicao
e sua formulagéo.

No capitulo 6, apresentamos os resultados numéricos do método para um
problema matematico teste e para os sistemas elétricos IEEE 14, 30 e 118 barras.

No capitulo 7, apresentamos as conclusdes e as perspectivas de continuacao
deste trabalho.

Finalmente, no capitulo 8, apresentamos a relacdo dos trabalhos publicados e

apresentados em congressos e reunides cientificas.



CAPITULO 2

REVISAO DE METODOS DE OTIMIZACAO

Neste capitulo apresentamos uma revisao sobre os métodos de Busca Linear,
Método Primal Dual Barreira Logaritmica, Método de Dire¢bes Conjugadas e Método
de Regido de Confianca, fornecendo assim, uma visdo ampla do desenvolvimento
tedrico de cada método que esta implementado no pacote Knitro. Apresentamos
também um historico sobre o pacote de algoritmos de otimizacdo Knitro, no qual

descrevemos o software que sera utilizado, de uma maneira geral.

2.1 Métodos de Busca Linear

Seja o problema de otimizacdo irrestrita:

minimizar f (x)

, 1)
xeR".

Os métodos irrestritos para o célculo de uma solucdo para o problema (1)

consistem em dado um ponto x* na iteragdo k, determinar uma direcdo d“ e entdo

decidir o quanto deve-se mover ao longo dessa direcao, isto é:
k+l — Lk k
X =x"+ad 2

em que &, € denominado tamanho do passo. Para o problema (1) € exigido que as

direcbes sejam direcdes de descida para as quais d’VfF(x)<0, pois essa
propriedade é a garantia de que a funcdo f{x) pode ser reduzida ao longo desta
direcao.

Nestes metodos a direcdo de busca, muitas vezes tem a forma:
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d =-B7'Vf(x) 3)

em que B é uma matriz simétrica e ndo singular. Por exemplo, no Método do

Gradiente, B é simplesmente a matriz identidade, no Método de Newton B é a matriz

Hessiana (V2 f(x)) e no Método Quasi-Newton, B é uma aproximacdo da matriz

Hessiana que é atualizada a cada iteracdo por meio de uma formula pré-estabelecida.

Quando definimos a direcdo d por (3) e B € definida positiva, temos:
d"VFf(x)=-Vf(x)" B'Vf(x)<0 4)

e, portanto, < € uma direcdo de descida.

Na se¢éo seguinte detalhamos a escolha do tamanho do passo ¢, .

2.1.1 A escolha do tamanho do passo da busca linear

De acordo com Nocedal e Wright (1999), ao calcular o tamanho do passo
o, , gostariamos de obter uma reducdo significativa da funcdo f{x) em (1), mas, ao

mesmo tempo, ndo gastar muito tempo ao fazer essa escolha.

A escolha ideal seria 0 minimizador global da funcédo w(-) definida por:
o(a)= f(x+ad), a>0. (5)

Existem diversos métodos para o célculo desse minimizador global, tais
como: Busca Dicotdmica, Seccdo Aurea, Newton, Bisseccdo, entre outros, 0s quais
podem ser encontrados em Luenberger (1984) e Bazaraa (1993) e sdo denominados
Métodos de Busca Linear exata. A utilizacdo desses métodos geralmente exige um
esforco computacional consideravel, pois podem-se realizar diversas avaliagcdes da
funcdo objetivo e também exigir informacéo de suas derivadas.

Ao invés de determinar um otimizador global para (5), podemos ficar

satisfeitos em encontrar um minimizador local de precisdo moderada. Desta forma



temos os métodos de busca linear inexata, 0s quais tem por objetivo a diminuigdo da
funcdo objetivo mediante a satisfagdo de uma condicdo. Neste trabalho utilizamos o
Método de Busca Linear inexata denominado backtraking.

Destacamos duas condicdes a serem satisfeitas por esses métodos:

» Condicdes de Wolfe

A abordagem de diminuicdo da funcdo objetivo, conhecida como reducéo
suficiente, é uma condicdo da busca linear inexata que estipula que oy devera reduzir

suficientemente a fung&o objetivo f{x), e é dada pela seguinte desigualdade:
f(x*+ad*)< f(x")+clan(X")Tdk (6)

para qualquer constante ¢, €(0,1). Em outras palavras, a reducdo da f{x) deve ser

proporcional tanto ao tamanho do passo quanto a derivada direcional VF (x)" d . A

desigualdade (6) muitas vezes é denominada de condicdo de Armijo.
A condicédo de reducdo suficiente ndo garante por si s6 que o algoritmo faca
um progresso razoavel, pois € satisfeita para todos os valores suficientemente

pequenos de o . Para excluir passos muito curtos, apresentamos uma segunda

exigéncia, chamada de condicéo de curvatura, no qual ¢, deve satisfazer:

VE(x +a,d) d* > eV (x*) d* @)

para qualquer constante c, € (c,,1), em que c; é a constante de (6). Note que o lado
esquerdo € simplesmente a derivada parcial, denominada w'(ex, ), entdo a condigéo

de curvatura garante que a inclinagdo de w(cx,) € maior do que c; vezes o gradiente
de w'(0). Isso faz sentido porque se a inclinagcdo w'(cx) é fortemente negativa, temos
uma indicacdo de que podemos reduzir f (x) significativamente movendo mais ao

longo da direcdo escolhida. Por outro lado, se a inclinacdo é somente ligeiramente

negativa ou mesmo positiva, € um sinal de que ndo se pode esperar muita diminui¢ao



em f(x) nesta direcdo, entdo é conveniente terminar a busca linear. Valores tipicos
para ¢, sdo 0,9 quando a direcdo de busca d* é obtida por um Método Newton ou

quasi-Newton, e 0,1 quando d* é obtido a partir de um Método de Gradiente
Conjugado ndo linear.

As condiges de reducdo suficiente (6) e de curvatura (7) sdo conhecidas
como as condic¢des de Wolfe.

Um tamanho de passo pode satisfazer as condi¢cbes de Wolfe sem estar

particularmente proximo de um minimizador de @ . Podemos, contudo, modificar a
condicao de curvatura para forcar ¢, encontrar-se em uma vizinhanca de um
minimizador local ou ponto estacionario de @ . As condi¢des de Wolfe, denominadas

fortes, requerem que «, satisfaca:

f(x“+a,d¥)< F(xX)+ea VE(x¥) d¥, @)

|V (X" +a,d*) d* | <c, |VF(x) d*| 9)

com 0<c <c,<1. A Unica diferenca das condi¢Ges de Wolfe, (6) e (7); (8) e (9), €
que estas ndo permitem que a derivada @'(«) seja positiva. Assim, sdo excluidos

pontos que estdo longe dos pontos fixos de .
A prova de gue existem tamanho de passos que satisfacam as condi¢des de

Wolfe pode ser encontrada em Nocedal e Wright (1999).

* Condicdes de Goldstein

As condicbes de Goldstein asseguram que o tamanho do passo «, forneca

uma reducao suficiente da funcdo objetivo como as condi¢des de Wolfe, evitando que

0 passo «, seja muito pequeno. As condicdes de Goldstein podem ser expressas pelas

desigualdades:

F(X)+A=)a, VF (x) d < f(x* +a,d*)< f(x*)+ca, VF(x*) d* (10)



1
em que ¢ é uma constante tal que 0<¢ < >

A segunda desigualdade em (10) corresponde & condicdo de reducédo
suficiente em (6), enquanto que a primeira desigualdade é introduzida para controlar o
tamanho do passo.

A primeira desigualdade de (10) é uma desvantagem da condicdo de
Goldstein em relacdo as condi¢cbes de Wolfe, pois ela pode excluir todos o0s
minimizadores de @ , no entanto, destacamos que ambas as condigdes sdo

semelhantes em suas teorias de convergéncia.

2.1.1.1 A busca Backtraking

Como mencionado anteriormente, a condicdo de reducéo suficiente de Wolfe
(6), ndo assegura, por si sO, que o algoritmo progrida razoavelmente ao longo da
direcdo de busca. No entanto, se o algoritmo de busca linear escolhe seus candidatos a
tamanho de passo de forma apropriada, utilizando uma abordagem denominada
backtraking, nés podemos dispensar a condicdo de Wolfe (7) e usar somente a

condicéo (6) para terminar o processo. O algoritmo backtraking é visto a seguir:

Algoritmo 1: Backtraking

Inicio
Escolha & >0,p €(0,1),c €(0,1);
Defina o <o
Repita até que f (x* +ad®)< f(x)+caVFf(x) d*;
o« pa;
Fim
Atualize o, =ot;

Fim
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Neste procedimento, o tamanho de passo & € inicialmente escolhido igual a
1 no Método de Newton e quasi-Newton, mas pode ter valores diferentes em outros

algoritmos como no Método do Gradiente ou Gradiente Conjugado. Ap6s um nimero

finito de iteragGes, um tamanho de passo factivel sera encontrado, pois «, se tornara

suficientemente pequeno para que se mantenha a condic¢do de reducgéo satisfeita. Na

pratica, é permitido variar em cada iteragdo da busca linear o fator de contracdo p.

Precisamos garantir apenas que a cada iteracdo pe[pmi”, p”‘ax}, para algumas

constantes fixas 0 < p™" < p™ <1,
A abordagem backtraking garante que o tamanho de passo ¢, selecionado é

um valor fixo em relacdo a escolha inicial o e é pequeno o suficiente para satisfazer

a condicdo de reducéo (6).

2.2 O Método Primal-Dual Barreira Logaritmica

O primeiro Método de Pontos Interiores foi introduzido por Frisch (1955) e
por Carrol (1961), e popularizado por Fiacco e McCormick (1968), com a finalidade
de resolver problemas com restricdes de desigualdades ndo lineares através do uso do
Método da Funcdo Barreira.

O interesse no uso da funcdo barreira diminuiu na década de 70 devido a
alguns problemas tais como: o mal condicionamento da matriz Hessiana da funcao
barreira quando seu parametro tende a zero; a dificuldade na escolha do parametro de
barreira e na escolha de uma solucéo inicial; a ndo-existéncia da derivada na solucéo e
0 aumento ilimitado da funcéo barreira na vizinhanca da fronteira.

Posteriormente, Karmakar (1984) apresentou um novo Método de Pontos
Interiores para programacdo linear, afirmando que podia obter solugbes cinquenta
vezes mais rapidas do que o Método Simplex para problemas de grande porte. Este
trabalho reativou o interesse em pesquisas nesta area, 0s quais podemos citar: 0
algoritmo Primal-Afim utilizado na resolucdo de problemas de Programacédo Linear
com restricbes de igualdade apresentado por Barnes (1986) e por Vanderbei et al.
(1986); o algoritmo Dual-Afim para resolver problemas de Programacdo Linear na

forma de desigualdade proposto por Adler el al. (1989); a contribuicdo de Megiddo &
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Shub (1989) com a indicacdo que a trajetdria que conduz a solugdo 6tima fornecida
pelos algoritmos Afins dependem da solugdo inicial; a incorporagdo da funcdo
Barreira Logaritmica ao problema de Programacdo Linear e a resolugdo deste através
da metodologia de Pontos Interiores Primal-Afim e Dual-Afim, destacando-se o0s
trabalhos de Megiddo (1987), Renegar (1988), Vaidya (1990) e Ye (1986); os
métodos de trajetoria central, propostos por Gonzaga (1989, 1990) e Monteiro &
Adler (1989); o algoritmo Primal-Dual de Pontos Interiores proposto por Monteiro et
al. (1990) e também por Kojima et al. (1989), os quais exploram uma funcao
potencial Primal-Dual variante da funcdo Barreira Logaritmica e 0 método da Barreira
Logaritmica Primal-Dual Previsor-Corretor, em que a cada iteracdo é dado um passo
previsor e um passo corretor, determinando direcdes de busca melhores que as
apresentadas por Monteiro & Adler (1989) e Monteiro et al. (1990).

Os Meétodos de Barreira transformam o problema restrito em um problema
irrestrito e introduzem as restri¢bes na funcao objetivo através de um parametro de
barreira. Tais parametros geram barreiras que impedem as varidveis de violarem seus
limites trabalhando no interior dessa regido. Logo, parte-se de um ponto interior
factivel e geram-se novos pontos interiores factiveis. Uma das vantagens desse
método € a obtencdo de, pelo menos, uma solucdo factivel, caso ocorra uma parada
prematura do mesmo, pois esse método trabalha somente com problemas de
desigualdade cujo interior é ndo-vazio.

Considere o problema de programacao ndo linear restrita:

minimizar £ (x)
sujeitoa:  g,(x)=0; 1=12,...,m (12)
hj(x)so; Jj=12,...p

sendo: m<n, xe R", g(x)e R™, h(x) e R”, e as funcdes f, g e h séo de classe C?.
A resolucdo do problema (11) pelo Método Primal Dual Barreira

Logaritmica exige a transformacéo das restricdes de desigualdades em restricdes de

igualdades por meio da introducéo de variaveis de folga ou excesso positivas.

Portanto, o problema (11) modificado pode ser apresentado como:
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minimizar f (x)
sujeitoa:  g.(x)=0; /1 =12,...m (12)
hj(x)—sj =0; j=12,..,.p

sendo s€ R’ denominado de vetor das variaveis de folga, coms;> 0, paraj =1, ..., p.
Associa-se o problema modificado (12) a uma funcédo barreira logaritmica a

qual garante a ndo negatividade dessas variaveis de folga:

minimizar £ (x)—pu ﬁln(s)
Jj=1

sujeitoa:  g,(x)=0; i=12,...m (13)
hj(x)+sj =0; j=12,..,.p

sendo u o parametro de barreira, o qual € um numero positive que tende a zero.

Quando o parametro de barreira tende a zero, a solucdo do problema
apresentado em (13), aproxima-se da soluco 6tima, x ", do problema (11).

Ao problema (13) é associado uma funcdo Lagrangiana:
14 m P
L=F(0)-uI(s)+X4,0,(0+Xx [h(0)+s ] (14)
j=1 i=1 j=1

em que /li,i:1,2,...,me7zj, J=12,..,p sdo as coordenadas dos vetores dos

multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de igualdade e desigualdade,
respectivamente.

Sdo aplicadas as condi¢des necessarias de primeira-ordem em (14), gerando:

VL(w)=0 (15)

sendo: w=(x,s,A,7)" .
A equacdo (15) representa um sistema de equacdes nao-lineares, o qual é
resolvido pelo Método de Newton, que gera um sistema do tipo Wd =-VL(w).

Nesse sistema ¥ é a matriz Hessiana da funcdo Lagrangiana (14); VL(w) é o vetor
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gradiente; e o vetor das diregdes de busca d =(d,,d,d,,d )" é utilizado para

atualizar as variaveis x, s, A € 7 COMo segue:

Xk+1:Xk+ad
pox

k+l _ <k

s =s +apd5

k+l _ 1k

AT =2"+a,d,

7l'k+1 :7Z'k +Oldd
T

(16)

sendo escolhido o comprimento de passo o, € (0,1] e ;€ (0,1] para preservar a

positividade do vetor s e o sinal do vetor r.

Algoritmo 2: Método Primal Dual Barreira Logaritmica

Inicio
Dado o problema (11), construa a fungdo Lagrangiana (14);
Dé estimativa inicial para u, e d“=(x",s",A“,7") que satisfaca as condigdes
propostas;
Defina k = 0;
Repita até que a norma do gradiente seja maior que uma preciséo &

Obtenha o sistema W Ad =-VL(w) e resolva-o;

Calcule os passos primais e duais e atualize d* utilizando (16);
Se as condicOes de Karush—Kuhn-Tucker (KKT) sdo satisfeitas, pare.
Fim
Atualize u
Faca k=Fk +1.

Fim

Um ponto estritamente factivel ndo é obrigatério, mas as condicOes

s>0en >0 devem ser satisfeitas em todos os pontos. O processo de otimizacao

termina quando as condi¢cbes de KKT sdo satisfeitas. Destacamos que existem
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diversas maneiras de atualizar e inicializar o parametro de barreira u e estas

influenciam na convergéncia do método.

2.3 Métodos de Direc¢des Conjugadas

Segundo Luenberger e Ye (2008), os Métodos de Dire¢cdes Conjugadas, sdo
intermediarios aos Métodos do Gradiente e de Newton. A ideia era melhorar a
convergéncia do Método do Gradiente e resolver os problemas de avaliar, armazenar
e inverter a matriz Hessiana no Método de Newton.

Considere 0 seguinte problema quadratico:
; 1 ; T
min f(x):Ex Ox-b"x , (17)

emque Q € R™" é uma matriz simétrica definida positiva.

Para compreensdo do Método de Dire¢des Conjugadas, vamos analisar o

Teorema 1 utilizando a definicdo de dire¢bes conjugadas.

Definicdo 1: Dada uma matriz simétrica @, os vetores d* e d? sdo denominados O-

Ortogonais ou conjugados em relagdo a Q , se (d')" Qd* =0.

- n-1
Teorema 1: Seja {d '}_ | um conjunto de vetores Q-ortogonais ndo-nulos. Para
i=

0 A . ~
qualquer X" € E", a sequéncia x* gerada de acordo com a equacdo:

X =x"+o d*, k20 (18)
em que:
_ k Tdk
o, =9I (19)
(@%) od
e

gk =0x*-b (20)
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converge para a solucdo vinica, X*,de QX =0 apés n passos, ou seja, x" = x*.
Em (20), ¢" é o gradiente de f{x) apresentada em (17).
A prova do teorema 1 encontra-se em Luenberger e Ye (2008).

_(gk)T dk

O termo o, = (dk)T Qdk

é a grande diferenga deste método, pois 0s valores

de o, podem ser determinados sem conhecermos o valor da solugdo otima x*,

2.3.1 O Método do Gradiente Conjugado

Segundo Wright e Nocedal (1999), o primeiro Método do Gradiente
Conjugado Né&o-Linear foi introduzido por Fletcher e Reeves na década de 1960 e é
uma das técnicas mais conhecidas para a solucdo de problemas de otimizacdo nao
linear de grande porte. Ao longo dos anos, varias abordagens foram propostas, e
algumas sdo amplamente usadas na pratica. As principais caracteristicas destes
algoritmos sdo que eles ndo necessitam de armazenamento de matriz Hessiana e sdo
mais rapidos que o Método do Gradiente.

De acordo com Luenberger e Ye (2008), o Método do Gradiente Conjugado
¢ um método de direcdo conjugada, em que as direcdes ndo sao especificadas
previamente, mas sdo determinadas sequencialmente em cada passo da iteracdo. No
passo k avalia-se o vetor gradiente negativo atual e acrescenta-se a ele uma
combinacédo linear dos vetores das direcdes anteriores para obter um novo vetor de
direcdes conjugadas ao longo do qual 0 método se move.

Existem trés vantagens nesta forma de selecdo da direcdo. Em primeiro
lugar, o gradiente é sempre diferente de zero e linearmente independente de todos 0s
vetores direcdo anteriormente obtidos. Em segundo lugar, a formula para o calculo do
novo vetor de direcdo é explicita e disponivel. Esta particularidade faz com que o
método seja mais complicado do que o Método do Gradiente. Em terceiro lugar, pelo
fato das direcbes serem baseadas na direcdo dos gradientes, o processo faz,
uniformemente bons progressos na direcdo da solucdo em cada passo. Esses
progressos uniformes sdo importantes para generalizagdo em problemas nao

quadraticos.
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Algoritmo 3: Método do Gradiente Conjugado caso quadratico

Inicio

Definak=0

Defina d°=-9° =b— Ox°, para qualquer x’ e E”
Calcule:

_ (gHTd" .

ak (dk)TQdk !

k — (g“H Qd"
¢ (@) Qd* "

dk+l :—gk+l+ﬁkdk;

Xk+l:Xk +05kdk;

emque g“¥=0x"-b.
k=k+1

Fim

(21)

(22)

(23)
(24)

O primeiro passo do algoritmo é idéntico a um passo do gradiente, nos

demais passos o método move-se em uma direcdo que € uma combinacdo linear do

gradiente atual e do vetor direcdo anterior. A caracteristica interessante do algoritmo

sdo as formulas, (22) e (23), utilizadas para atualizar o vetor direcdo. A

implementacdo deste método é mais complicada que a do Método do Gradiente, mas

converge iterativamente em um namero finito de passos.
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2.3.2 Método Geral dos Gradiente Conjugados

Segundo Nocedal e Wright (1999), ao estender o Método dos Gradiente
Conjugados para problemas ndo quadraticos, sdo realizadas as seguintes
aproximacdes em x*; g* é substituido por V£ (x*)" e a matriz Q por F(x'), a
qual é a matriz Hessiana.

Quando o Método dos Gradientes conjugados € utilizado em problemas néo-
quadraticos, geralmente o processo ndo termina em n passoS COMO NO caso
quadratico. Uma alternativa para isso € buscar novas dire¢cbes de acordo com o
algoritmo 4 e somente finalizar a busca ap6s um critério de parada ser satisfeito,
sendo esse um processo conhecido como “‘restart”.

Portanto o Método Geral dos Gradientes Conjugados é definido como segue:

Algoritmo 4: Método Geral dos Gradientes Conjugados

Inicio
Dado valor inicial para x*, calcule g* =Vf (x*)";
Defina d* =-g*
Defina kK =0,1, ..., n—-1
Calcule x“**=x"+a,d*, onde , :—kTL’l:k;
d“ F(x")d
Defina g“* =VF (x*):

Repita até que kK =n-1;

_ (gk+1)T F(Xk)dk
(dk)T F(Xk)dk

Calcule d**=-g**+ B*d* onde B*

Calcule novamente x** = x* + o, d*;
Fim
Defina x° « x”
k=k+1

Fim
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Neste método ndo ha necessidade de usar um algoritmo de busca linear, pois
0 passo estéa definido no préprio método, ja que cada passo x**/ é obtido deslocando x*
de um passo a; na direcdo ¢ e isso é uma vantagem. Como desvantagem destaca-se a
necessidade de calcular F(x*) em cada ponto, gerando um esforco computacional

maior e ainda, esse célculo faz com que 0 método nao seja globalmente convergente.

2.4 Métodos Regido de Confianca

De acordo com Conn et al. (2000), o conceito de regido de confianca
amadureceu nos Ultimos 50 anos e esta enraizado na estimacdo de parametros na area
ndo-linear. O primeiro trabalho nesta area parece ser o de Levenberg (1944), que
considera a adicdo de um mdultiplo da identidade a matriz Hessiana como um
procedimento de estabilizacdo/amortecimento no contexto das solugdes de problemas
de minimos quadrados ndo lineares.

Neste ponto de vista, foi desenvolvido por Morrison (1960), um trabalho em
gue a convergéncia do algoritmo de estimacdo € melhorada através da minimizacdo
de um problema quadratico de minimos quadrados da funcdo objetivo em uma esfera
de raio constante. Morrison revelou que a solucdo de um sistema linear envolvendo a
Hessiana do problema, aumentada por um multiplo da matriz identidade, produz a
solucdo do subproblema através de uma escolha adequada dos parametros de
amortecimento associados, e também que o decréscimo do problema é mono6tono
neste parametro. Uma técnica baseada na decomposicdo do autovalor é dada para
calcular o minimo da funcéo escolhida dentro da esfera.

A mesma ideia fundamental é encontrada no artigo de Marquardt (1963), que
indicou a ligacdo entre o amortecimento da matriz Hessiana e a reducdo do
comprimento do passo e também mostrou que, minimizar uma funcdo amortecida
corresponde a minimizar a fungéo original numa regiao restrita.

Levenberg (1944), Morrison (1960) e Marquardt (1963), fazem a
observacao gque a Hessiana pode ser aproximada, quando temos uma funcéo objetivo
quadratica.

Outra importante contribuicdo conceitual é a de Griffith e Stewart (1961),
que introduziu a ideia de minimizar sucessivamente a funcdo objeto e as restri¢des ao

redor da regido atual. Seu problema é linear e a regido é definida por limites sobre as
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variaveis, conduzindo a um subproblema de programacéo linear. No entanto, eles ndo
propdem ajustes ao tamanho da regido de confiangca, mas ao inves disso, a mantém
constante durante os calculos.

Um passo fundamental foi feito por Goldfeldt, Quandt e Trotter (1966), que
introduziram um procedimento de atualizacdo explicita para o tamanho do passo
maximo. Eles viram esse parametro como um amortecimento da matriz Hessiana, o
qual induz a uma restricdo no tamanho do passo, ou como uma restricdo do tamanho
do passo calculado pelo amortecimento da Hessiana, isso ndo esta claro no artigo.
Entretanto, o procedimento de atualizacdo é muito semelhante ao usado normalmente.
Em particular, eles apresentam a no¢do de “arquivamento versus mudancga prevista”.
N&o héa duvida de que a sua contribuicdo realmente definiu o cenario para os Métodos
de Regido de Confianca na forma que é conhecida atualmente. O artigo ndo cita
contribuicdes anteriores de Levenberg, Morrison, Maquardt, Griffith e Stewart. O
conceito de regido de confianca foi posteriormente proposto por Powell (1970a) como
uma ferramenta para assegurar a convergéncia de um método de otimizacdo irrestrita,
em que a formula Quasi-Newton de Powell-Symmetric-Broyden (PSB) foram usadas
para construir a Hessiana de um problema quadratico. Powel refere-se ao trabalho de
Maquardt como a inspiracdo para sua proposta. O trabalho inédito de Fletcher (1970)
segue a mesma linha. Powel (1970b) também propds a utilizacdo de um dispositivo
semelhante, no contexto de resolucdo de equacbes ndo-lineares utilizando uma
atualizacdo quasi-Newton de Broyden. Nestas contribui¢cbes, o procedimento de
atualizacao é claramente focado no raio da regido de confianca.

De 1970 em diante, o assunto foi tomado ativamente pelos pesquisadores,
resultando em um aumento de resultados e ideias.

O termo regido de confianca nao foi mencionado por Powell (1970b), em seu
trabalho pioneiro, nem por qualquer um dos seus antecessores. O termo de regido de
confianca e ponto de Cauchy foram citados pela primeira vez por Dennis, em um
curso que ele ministrou em U. S. National Bureal of Economic Research, 10go depois
que ele ouviu Powell falar sobre sua técnica para resolver equagdes ndo-lineares. A
primeira aparicdo oficial do termo regido de confianca e ponto de Cauchy foi em
Cellis et al. (1984). No entanto, esta terminologia ndo foi divulgada pelos
pesquisadores por varios anos. Por exemplo, Winfield (1973) fala de uma regido de
validade por um problema quadratico, Fletcher (1980) utiliza o termo método de

passo restrito para indicar que o passo é restrito a uma determinada regido centrada na
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iteracdo atual, e Toint (1988) refere-se a uma regido de confianga. More (1983), em
seu artigo, foi que influenciou a padronizacdo da terminologia.

Destacamos varios outros autores que apresentaram prova de convergéncia
global do método, artigos teéricos e com algoritmos, como pode ser visto em Conn et
al. (2000).

Byrd, Gilbert e Nocedal (2000) que utilizaram um Método Regido de
Confianca baseado em técnicas de pontos interiores para programacdo nao linear em
que aplicaram técnicas de programacdo quadratica sequencial para uma sequéncia de
problemas de barreira, e utilizaram o Método de Regido de Confianca para assegurar
a robustez da iteracdo e para permitir a utilizacdo direta de derivadas de segunda
ordem.

Nos Métodos de Regido de Confianca, diferentemente dos Métodos de Busca
Linear, para o célculo da solucdo do problema (1), é determinado somente o vetor

passo ao inves do calculo da direcdo e do comprimento do passo, dessa forma:

Xk+l = Xk + p’ (25)

emque pe€ R" édenominado vetor passo.

De acordo com Nocedal e Wright (1999), o Método de Regido de Confianca
define uma regido ao redor da iteracdo atual em que a minimizagdo de um problema
quadratico seja uma boa aproximacdo desta regido de confianca. Especificamente, é
escolhido o tamanho da regido e o comprimento de passo simultaneamente, como
mostra a Figura 1. Se o vetor passo ndo é aceitavel, entdo é reduzido o tamanho da
regido de confianca e tenta-se uma nova minimizacdo. Em geral, o vetor passo muda
sempre que o tamanho da regido de confianca é alterado. O tamanho da regido de
confianca é muito importante e essencial para a efetividade de cada calculo. Se a
regido de confianca € muito pequena, o algoritmo perde uma oportunidade de ter um
vetor passo significativo que se mova perto do minimizador da funcao objetivo. Se a
regido é muito grande o vetor passo pode estar muito longe da regido do minimizador
da funcdo objetivo, entdo tem-se que reduzir o tamanho da regido de confianca e
repetir 0 processo.

Na pratica, os algoritmos escolhem o tamanho da regido de confianca de

acordo com o desenvolvimento do algoritmo durante uma iteracdo prévia. Se o
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modelo esta reagindo bem, ou seja, produzindo bons vetores passos e tendo-se uma
previsdo do comportamento da funcdo objetivo ao longo desses vetores passos, 0O
tamanho da regido de confianca continua decrescente ao longo dos vetores passos que
sdo feitos. Por outro lado, o fracasso de um vetor passo indica que o problema ndo €
uma boa representacdo da funcdo objetivo da regido de confianga atual, entdo é

reduzido o tamanho da regido e uma nova tentativa é feita.

Regiédo de Confiancga
9 ¢ Direcéo de busca linear

"\ ]\ Contornos de m

Diregdes do Método de (S,
Regido de Confianca NG~ -
~ Contornos de f{x)

Figura 1 - Direcdo do Método de Regido de Confianca.
Fonte: Nocedal e Wright (1999).

Considere o problema (1). Os Métodos de Regido de Confianca geram uma

sequéncia {xk}keN com a ajuda da fungdo quadratica dado por:
1
m(p)= 15 +V(15)" p+p' B p (26)

emque f“=f(x"), VF*=Vf(x*) e B, é umamatriz simétrica.

Quando B, é a matriz Hessiana V> f*, a funcdo concorda com os trés
primeiros termos da expansdo em série de Taylor de £ . O algoritmo obtido fazendo
B, =V? f* é denominado de Método de Newton para regido de confianca.

Para obter cada passo, procuramos a solu¢do do subproblema:
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] 1
min m = fX+V(FY) p+=p'B
min - m(p) (P prop Bep (27)

sa: |p| < A*

em que A¥>0 é o raio da regido de confianca. A solugdo (p*)* de (27) é o
minimizador de (26) na regi&o de confianca de raio A . Portanto, precisamos resolver
uma sequéncia de subproblemas (27) nos quais a funcéo objetivo e a restri¢do, o qual

pode ser reescrito por, p’ p<(A*)? sdo quadraticas. Quando B, é definida positiva
e HBk‘1kaHSAk, a solucdo de (27) é simplesmente o minimizador irrestrito

(p)" =B.'Vf* do problema quadratico m, ( p). Neste caso chamamos ( p*)" de

vetor passo inteiro. A solucdo de (27) ndo é tdo 6bvia em outros casos, mas pode ser
encontrada sem muito esforco. De qualquer maneira, precisamos apenas de uma

solucdo aproximada para obter convergéncia e um bom comportamento pratico.
O raio da regifo de confianca A* é atualizado a cada iteracdo. A escolha
deste é baseada na concordancia entre a fungdo m, , apresentada em (26), e a fungéo

f nas iteracdes anteriores.

Dada um vetor passo p, definimos a razo:

_ R = F(xF+ ph)

28
mk(o)_mk(pk) ( )

k

em que o denominador é chamado de reducdo prevista ( pred) pelo modelo, ou seja,

pred = m, (0)-m,(p") (29)

e 0 numerador é chamado de reducdo atual (ared)da funcdo f , isto e,

ared = f(x*)— f(x*+ p"). (30)

23



Note que, como o vetor passo p* é obtido minimizando o modelo (27) em

uma regido que inclui o vetor passo p=0, a reducdo prevista serd sempre ndo

negativa. Desta forma, podemos concluir que: se p, € negativo, 0o novo valor

f (x¥+ p*) é maior do que o valor corrente f (x*), e entdo o vetor passo deve ser
rejeitado; se p, € proximo de 1, existe uma boa concordancia entre o modelo n; e a
funcdo f , sendo assim, é seguro expandir a regido de confianca na proxima iteracéo;
se p, € positivo, mas ndo esta proximo de 1, ndo alteramos a regido de confianca e se
P, esta proximo de zero ou negativo, a regido de confianca é diminuida.

O Algoritmo 5 descreve 0 processo:

Algoritmo 5: Método de Regido de Confianca

Inicio

Escolha valores iniciais para: A >0, A¥ e (O,Z) ene [0%)

Defina k =0;
Obter a solucdo aproximada p, da solugéo de (27);
Resolver (28);
1
Se p, <Z
k+1 1 k
a=2] e
Senéao
se p,>2e ||
K4
A" =min (2A%,A)
Senao
Ak+1 :Ak .
Fim
Fim
Se Py >1]
Xk+1 - Xk + pk
Senéao
Xk+1 - Xk
Fim
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k=k+1

Fim

Note que A é uma cota global para os vetores passos e que O raio &

aumentado somente se H P, H alcanca a fronteira da regido de confianga. Se o vetor

passo fica estritamente dentro da regido de confianca A*, concluimos que o valor

atual de A* ndo esta interferindo no progresso do algoritmo e deixamos seu valor
igual para a proxima iteracao.
Vamos descrever duas estratégias para encontrar solucdes aproximadas para

0 problema (27), que reduzem m_, realizada pela abordagem chamada de ponto de
Cauchy. Este ponto & simplesmente o minimizador de m,_ao longo da direcdo do

vetor gradiente V£ ¥, sujeito a fronteira da regido de confianca.

A primeira estratégia &€ o Método Dogleg e seu uso é apropriado quando a
matriz B, € uma aproximacédo da matriz Hessiana e esta € definida positiva. A
segunda estratégia, conhecida como Método CG de Steihaug, é mais indicada quando
a matriz B, € a matriz Hessiana exata, V2 f*, e quando esta matriz é de grande
dimenséo e esparsa.

Para introduzirmos essa estratégia, apresentamos a definicdo do ponto de

Cauchy.

2.4.1 Ponto de Cauchy

No Método de Regido de Confianca, para se obter convergéncia global, é
suficiente encontrar uma solugdo aproximada p*, que se encontra dentro da regido de
confianca e que forneca uma reducdo suficiente na funcéo objetivo do problema. Esta
reducdo suficiente, que denotaremos como (p*)€, pode ser quantificada em termos do
ponto de Cauchy.

Seja (p")® o vetor que resolve a versdo linear de (27), isto &,
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(Pk)szmg} Frevr9Tp
Pe (31)
sa: A" > Hp”

e seja 7>0 o escalar que minimiza m, (z(p*)?) satisfazendo a fronteira da regido

de confianca, ou seja,

7, =minimizar m, (t(p“)*)
7>0

(32)
sujeito a: Hr(pk)su < AF
Logo, (p*)° =7,(p")°
A solucdo de (31) é:
(p)° =2 yrr, (33)
IVF<l

Para encontrar 7, explicitamente, sdo considerados separadamente 0s casos
V() BVf“<0eV(f*)"BVf*“>0. No primeiro caso, conforme 7 cresce, a
funcéo mk(f(pk)s) decresce monotonicamente, sempre que Vf“#0, entdo 7, é
simplesmente o maior valor que satisfaz a regido de confianga, ou seja, 7, =1. Para o

segundo caso, mk(f(pk)s) € uma fungdo quadratica e convexa em 7, entdo 7, € 0

3
V£
minimizador sem restricdo da funcdo quadratica - — — | , ou o valor
(A"V(f") BVF")

de fronteira 1, ou seja, 0 minimo entre esses dois valores. Resumindo, temos

k

(p)° = —rkHVATkHVf . em que:
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1 ,se V(f“) BVFf*<0;

r =l [vre B (34)
min T o , Caso contrarlo.
V(75 BVf*)

O célculo do passo de Cauchy, (p")€, é de baixo custo computacional, pois
nenhuma fatoracdo de matriz é necessaria e € extremamente importante para decidir
se uma solucdo aproximada do subproblema de regido de confianca € aceitavel.

Especificamente, um Método de Regido de Confianca sera globalmente convergente

se seus vetores passos obtiverem uma reducdo suficiente no problema m, , ou seja, se

a reducdo no problema m, é pelo menos algum maltiplo fixo do decréscimo obtido

pelo passo de Cauchy a cada iteracao.

Note que se tomarmos o ponto de Cauchy como nosso passo, sempre
estaremos implementando o Método do Gradiente com uma escolha particular do
tamanho do passo. Mas este método ndo tem um bom desempenho mesmo se 0s
passos 6timos foram usados a cada iteracdo. Por esta razdo devemos aperfeicoar o

ponto de Cauchy para obter uma solucdo aproximada melhor do subproblema.

O ponto de Cauchy ndo depende fortemente da matriz B, , que é usada
apenas no calculo do vetor passo. A convergéncia rapida pode ser esperada apenas se
B, tem a funcéo de determinar tanto a diregéo quanto tamanho do passo.

Vérios algoritmos que geram solucdes aproximadas p* para o subproblema
(27) iniciam calculando o ponto de Cauchy e tentam melhora-lo. A estratégia de

aperfeicoamento é frequentemente projetada para que o vetor passo inteiro
(pk)N:—Bk*ka sendo que B, € sempre escolhida definida positiva e
oty |=a.

A seqguir, iremos descrever algoritmos utilizados para o calculo do ponto de

Cauchy, o Método Dogleg e 0 Método do Gradiente Conjugado de Steihaug.
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2.4.1.1 O Método Dogleg

O Método Dogleg requer a solugdo de um sistema linear envolvendo a matriz
B acada iteracdo. Se B é de grande dimenséo, esta operacdo pode ter um alto custo
computacional.

Sabemos que a solucdo do subproblema (27) depende do raio da regido de

confianca A“. Quando B, € uma matriz definida positiva, o minimizador irrestrito

do problema m,_ € o vetor passo inteiro (p YV = —Bk‘1Vf ¥, Se este ponto é factivel,
ele sera uma solucdo. Assim, a solugdo p*(A) é dada por p*(A)= p*, quando

[p7]<a
Quando A é pequeno, a restrico HpkHSA" assegura que O termo

quadratico no problema m_tem pouco efeito na solucdo de (28). A solugéo

verdadeira p(A*) é aproximadamente a mesma solugéo que obteriamos minimizando

k

a fungdo linear f*“+V(f“)" p, sobrerkH <A, isto €, p*(A) z—Aﬁ, quando
A é pequeno.

O Método Dogleg encontra uma solucdo aproximada substituindo a trajetoria
curva por um caminho constituido por dois segmentos. O primeiro segmento vai da
origem ao minimizador irrestrito sobre a direcdo de descida maxima definida por

c__ V(F)VF*X

V(f) BVf

VF*, enquanto o segundo segmento vai de p© ate p" .

Formalmente, denotamos esta trajetoria por p(r) para 7€ [O, 2] em que:

y 7 p°© 0<7<1,
= 35
PO {p"+(r—1)(p”—pc) 1<7<2, )

O Método Dogleg escolhe p que minimiza o problema m ao longo do

caminho, sujeito a regido de confianca. De fato, ndo é necessario nem realizar uma
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busca, pois 0 caminho dogleg intercepta a fronteira da regido de confianga no méaximo
uma vez, e o ponto de interseccdo pode ser calculado analiticamente.

As provas referentes a essa teoria podem ser encontradas em Nocedal e
Wright (1999).

2.4.1.2 O Método do Gradiente Conjugado de Steihaug

O Meétodo do Gradiente Conjugado de Steihaug é uma técnica baseada no
algoritmo do Método do Gradiente Conjugado, um algoritmo iterativo para resolver
sistemas lineares cujas as matrizes simétricas simétricas e definidas positivas. O
algoritmo do Método do Gradiente Conjugado (CG) esta descrito no capitulo 2 deste
trabalho.

Destacamos, nesta secdo, que a diferenca entre 0 método CG padrdo em

relacdo a abordagem de Steihaug, é que o algoritmo termina quando sai da regido de
confianca, definida por | p|<A, ou quando encontra uma direcdo de curvatura
negativa em B.

O Método do Gradiente Conjugado de Steihaug pode ser formalmente

apresentado como seqgue:

Algoritmo 6: Método do Gradiente Conjugado de Steihaug

Inicio
Defina € >0,
p* =0,
r=g,
g=VfF,
d*=-r*
Defina kK =0;
Se HrkH<e
Retorne p = p*
Para k=1,2,..,n;
Se (d*)"Bd* <0
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Encontre 7 tal que p=p"“+7d* minimiza m(p) e satisfaz
[ Al =
Retorna p
G
Defina o, = —"———
(¢*) Bd*
Defina p*= p“+a,d”

Se H pF=A

Determine 720 tal que p= p* +7d* satisfaz Hp” =A;
Retorna p;
Defina r“* =r“+a, Bd*

Se Hr“l

<e||

Retorna p = p**
Defina 8" =

Defina d“* =—r+ g“*d*
k=k+1
Fim
Fim

O Algoritmo 6 difere do algoritmo do Metodo CG, o qual pode ser
encontrado em Nocedal e Wright (1999), pela presenca dos dois primeiros comandos
Se dentro do comando Para, sendo estes os critérios de parada para o algoritmo. O
primeiro comando Se finaliza o algoritmo se sua direcdo de busca atual & for uma
direcdo de curvatura nula ou curvatura negativa ao longo de B. O segundo comando
Se finaliza o algoritmo se p/ violar o limite da regido de confianca. Em ambos 0s
casos, p € encontrado pela interseccdo da direcdo de busca atual com o limite da

regido de confianca.
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2.5 Knitro: Pacote de algoritmos de otimizacgao

O pacote Knitro foi desenvolvido em sua primeira versdo 1.0, inicialmente
ndo comercializada, em julho de 2001, por Nocedal e Waltz (2001), no qual foi
implementado um método de pontos interiores juntamente com um algoritmo do
gradiente conjugado.

Em 2002, foi lancada a segunda versdo, ja comercializada, do pacote de
algoritmos Knitro 2.0 pelos autores Waltz e Nocedal (2002), o qual utilizava o
Método do Gradiente Conjugado para o calculo do passo e uma versao dos algoritmos
Interior-Point e Direct para resolucdo de problemas de grande porte. Nesta verséo, a
linguagem de programacdo utilizada foi o Fortran com suporte para 0s sistemas
operacionais Linux, Solaris € Windows.

A versdo 6.0 foi lancada pelos autores Waltz e Platenga (2009) e apresenta
diferencas com relacdo as versGes anteriores, como: novos recursos para resolver
modelos de otimizacdo com ou sem variaveis binarias e inteiras para problemas de
programacao linear e nao linear; dois algoritmos para a programacdo inteira-mista
ndo-linear; e oferece um melhor desempenho da Programacdo Sequencial Quadratica
Linear no algoritmo Active Set em problemas simples de otimizacdo com restri¢oes,
entre outras.

No Knitro estdo disponiveis seis estratégias de atualizacdes do parametro de
barreira, a saber: (i) o parametro de barreira € decrescido monotonicamente; (ii) o
parametro de barreira é calculado por uma regra adaptativa com base na diferenca de
complementaridade; (iii) é realizada uma investigacdo sobre o passo (afim-escala)
para determinar dinamicamente o valor do parametro barreira a cada iteracdo; (iv) é
utilizada uma regra Mehrotra tipo previsor-corretor para determinar o parametro de
barreira levando em conta o passo corretor; (v) € utilizada uma regra Mehrotra tipo
previsor-corretor para determinar o parametro de barreira em que 0 passo corretor é
condicionado; e (vi) uma funcdo qualidade € minimizada em cada iteracdo para
determinar o parametro de barreira. A investigacdo destas estratégias € o objetivo
principal de estudo do nosso trabalho.

Ao longo dos anos, o pacote de algoritmos de otimizacdo foi evoluindo ao
chegar a sua versdo Knitro 7.0, que foi criada em setembro de 2010 por Waltz e

Platenga (2010), a qual apresenta diversas melhorias em relacéo a algebra linear. Nele
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encontra-se implementado um Método de Pontos Interiores, que utiliza para o céalculo
do passo uma busca linear ou um passo de regido de confianca. A linguagem de
programacdo utilizada é C/C++ e também possui suporte para 0s sistemas
operacionais Linux, Solaris € Windows.

Sua atual versdo é a Knitro 8.1, atualizada em dezembro de 2012 e
comercializada por Ziena Optimization LLC (http://www.ziena.com/index.htm). Nesta
versdao houveram algumas modificagdes com a adi¢cdo de novos recursos, 0s quais
podemos citar: uma nova linguagem de programacao, Python, utilizando a plataforma
Linux ou Unix; capacidade de executar a subrotina Basic Linear Algebra Subroutines
(BLAS) e paralelamente usar a biblioteca Intel Math Kernel Library BLAS fornecidos
com Knitro, proporcionando aceleragdes significativas em problemas de grande porte;
novas fungdes utilizando a biblioteca API para retornar ao usuario o gradiente final,
Jacobiana e Hessiana, caso exista; a nova funcdo da biblioteca API
"KTR chgvarbnds", que permite aos usuarios modificar os limites de variaveis no
modelo apds uma primeira solucdo e resolver o problema de otimizacdo novamente; a
possibilidade de utilizar o solver FICOXpress(R) juntamente com o algoritmo Active-
set do  Knitro, mais velocidade e melhorias no  desempenho

(http://www.ziena.com/docs/Knitro81 UserManual.pdf).

O pacote Knitro oferece suporte para Windows (32 bits e 64 bits), Linux (32-
bit e 64-bit), Mac OS X (32-bit e 64-bit) e Solaris 10 (64 bits, 64 x 86) utilizando
linguagem de programacdo C/C++, Fortran, Java ou Microsoft Excel e utilizando 0s
ambientes AMPL®, AIMMS®, GAMS®, Mathematica® e MATLAB® para ser
executado.

Atualmente, o0 Knitro € um pacote de algoritmos de otimizacdo composto por
trés algoritmos diferentes para resolver problemas de otimizacao. Dois algoritmos séo
do tipo ponto interior (Interior-Direct) € um € do tipo conjunto ativo (Active Set).
Estes algoritmos sdo conhecidos por terem caracteristicas diferentes, por exemplo, 0s
Métodos de Pontos Interiores seguem uma direcdo no interior da regido factivel
enquanto os Métodos de Conjunto Ativo tendem a permanecer nas fronteiras. O
pacote Knitro disponibiliza os algoritmos para ter uma maior flexibilidade na
resolucéo de varios tipos de problemas e permite um cruzamento (crossover) durante
0 processo de solugdo de um algoritmo para outro (Waltz e Platenga, 2010).

O Knitro pode aplicar um Método de Ponto Interior (Interior-Point), 0 qual €

utilizado neste trabalho, ou um Meétodo do Conjunto Ativo (Active Set), ou
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possivelmente ambos, dependendo das caracteristicas do problema a ser resolvido.
Dentro da abordagem Interior-Point, 0 Knitro fornece dois algoritmos implementando
abordagens distintas de barreira, sendo elas CG e Direct, como podemos observar na
Figura 2. A nomenclatura CG reflete o fato de que o passo algoritmico é calculado
usando um Método de Regido de Confianga juntamente com uma abordagem iterativa
do Método Gradiente Conjugado, enquanto que a Interior-Direct implica que 0 passo
é calculado usando uma busca linear por meio de uma fatoracao direta de um sistema
linear. O pacote oferece também a selecdo automatica de op¢des e configuracdes do
mesmo (Byrd et al., 2006), que por padréo, o pacote Knitro tenta escolher o melhor
algoritmo para o problema com base em caracteristicas do mesmo (Waltz e Platenga,
2009).

KNITRO

Crossover

INTERIOR-POINT | ot ACTIVE-SET

CG DIRECT CG

Figura 2 - Uma visdo esquematica do pacote Knitro
Fonte: Byrd et al. (2006)

De acordo com Byrd et al. (2006), um dos principais desafios no
desenvolvimento do Knitro tem sido a integracdo eficaz dos algoritmos de pontos
interiores e do conjunto ativo em um Unico pacote e o desenvolvimento de
ferramentas que exploram o poder da abordagem integrada.

A seqguir, descrevemos resumidamente cada um dos algoritmos que compde

0 pacote de algoritmos Knitro.

2.5.1 Algoritmo Interior-Direct
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O algoritmo Interior-Direct utiliza um Método de Ponto Interior, no qual o
passo é calculado usando um procedimento de busca linear. Com o objetivo de obter a
convergéncia global na presenca de ndo convexidade e de singularidades da Hessiana
ou Jacobiana, o primeiro passo pode ser substituido por um passo de regido de
confianca utilizando o algoritmo Interior-CG (Byrd et al., 2006). Desta forma, um ou
mais passos sdo realizados no Interior-CG até que haja uma redugdo suficiente em
uma funcdo mérito proposta. A implementacdo do algoritmo Interior-Direct é descrito
no capitulo 3 e é objetivo de investigacdo e aplicacdo deste trabalho.

O uso do algoritmo Interior-Direct pode resultar em melhorias substanciais
em relagdo ao Interior-CG quando o problema é mal-condicionado, devido ao fato
deste, poder realiza um nimero grande de iteracdes do Método do Gradiente

Conjugado.

2.5.2 Algoritmo Interior-CG

Byrd et al. (2006) afirmam que o algoritmo Interior-CG implementado no
Knitro, calcula passos utilizando um problema quadratico, regides de confianca e o
Método do Gradiente Conjugado Projetado.

Esta abordagem difere-se da maioria dos Métodos de Pontos Interiores
propostos na literatura, pois o célculo da direcdo ndo é feito através de um sistema
linear envolvendo KKT e a matriz Hessiana. Ao invés disso, utiliza-se uma matriz de
projecdo e o Método do Gradiente Conjugado, para minimizar um problema
quadratico do problema barreira.

Esta formulacdo permite maior liberdade na escolha da matriz Hessiana e
fornece mecanismos para lidar com singularidades da Hessiana e da Jacobiana, porém
sua iteracdo € mais complexa do que a abordagem de busca linear. O Método Interior-
CG é descrito no capitulo 3, como parte do Inteior-Direct.

Segundo o autor, o problema de barreira (29) pode ser resolvido usando um
Método de Programacdo Quadratica Sequencial com regides de confianca. A
aplicacdo direta de técnicas de programacao sequencial quadratica para o problema de
barreira leva a passos ineficientes que tendem a violar a positividade das variaveis de

folga, os quais séo interrompidos pela restricdo da regido de confianca. Para resolver
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este problema, é elaborado um Método de Programacdo Sequencial Quadrética
voltado ao problema de barreira.

O Método Interior-CG € equivalente ao Método de Ponto Interior com Busca
Linear (padrdo), mas é significativamente diferente em dois aspectos. Em primeiro
lugar, ndo é totalmente um Método Primal-Dual, em que os multiplicadores séo
calculados como uma funcéo das variaveis primais (x,s), que se opde a formulacdo
(41) em que as variaveis primais e duais sdo calculadas simultaneamente de seus
valores anteriores. Em segundo lugar, o Método de Regido de Confianca utiliza uma
escala das variaveis que desencoraja a interseccdo da fronteira da regido factivel. 1sso
faz com que o algoritmo gere passos que podem ser diferentes dos produzidos pelo
Método de Busca Linear (Byrd et al., 2006).

2.5.3 Algoritmo Active-Set

No Knitro também € implementado um algoritmo de conjunto ativo para
programacado sequencial linear e quadratica, o qual é denominado de Active-Set. Este
método é de natureza similar a um Método de Programacdo Sequencial Quadratica,
mas usa subproblemas de programacao linear para estimar o conjunto ativo em cada
iteracao.

Segundo Waltz e Platenga (2010), este algoritmo é fundamentalmente
diferente dos Métodos de Pontos Interiores. O método é eficiente e robusto para
problemas pequenos e de médio porte, mas tipicamente menos eficiente do que 0s
algoritmos Interior-Direct € Interior-CG em relacdo a problemas de grande porte, 0
qual tem-se centenas de variaveis e restricdes. O Active-Set € recomendado quando o
usuario pode fornecer uma boa estimativa da solucéo inicial.

De acordo com Byrd et al. (2006), o algoritmo Active-Set, ndo segue uma
abordagem de programacdo sequencial quadratica, porque o custo para resolver
subproblemas de programacédo quadratica e restrita impde uma limitacdo no tamanho
dos problemas que podem ser resolvidos na pratica. Além disso, a incorporacdo de
informacdes da segunda derivada em Métodos de Programacéo Sequencial Quadratica
provou ser mais complexa.

E usado entdo, um Método de Programacédo Sequencial Linear e Quadratica

que calcula um passo em duas etapas. Primeiro, um problema de programacao linear é
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resolvido para identificar um conjunto ativo. Segundo, isto é seguido por uma fase
que explora programacao quadratica com restricdes de igualdade, em que as restri¢oes
no conjunto ativo sdo impostas como igualdades. O passo total do algoritmo é uma
combinagdo dos passos obtidos na programacgéo linear e na fase de programacao

quadréatica com restrigdes de igualdade.

2.5.4 A opcao crossover

Os Meétodos de Pontos Interiores proporcionam apenas uma estimativa
aproximada da solucdo e o 6timo do conjunto ativo. Em muitas aplicacdes préaticas é
importante saber com precisdo quais as restricdes sao ativas, pois estas correspondem
a presenca ou atividade de certos componentes da solucdo. Além disso, muitas vezes é
importante ter estimativas precisas dos multiplicadores de Lagrange. Isto pode ser
feito através da mudanca do Método Interior-Point para uma iteracdo do Método
Active-Set. Este processo é frequentemente chamado de cruzamento (crossover).
Embora as técnicas de cruzamento tenham recebido muita atencdo no contexto de
programacao linear, citado por Megiddo (1989), é possivel observar que nenhum dos
codigos de Métodos de Pontos Interiores ndo-lineares oferecem uma opcao para isso.
Esse processo de cruzamento é essencial para a eficiéncia computacional e
determinacéo de solucbes, com o objetivo de ser Gtil em futuras aplicacdes (Byrd et
al., 2006).

Segundo Byrd et al. (2006), na programacdo linear, a opcao crossover
envolve duas etapas: a primeira etapa é a identificacdo de restricdes ativas e a segunda
¢ a mudanca de uma solucdo ndo-basica para uma proxima solucdo basica. Na
programacdo ndo linear, ndo se pode esperar que 0 conjunto das restricdes ativas
corresponda a uma solucdo basica. Ao invés disso, o procedimento de crossover
procura identificar um conjunto de restricGes ativas com os gradientes das restri¢coes
linearmente independentes e calcula uma solucdo em que essas restricdes sao
satisfeitas na igualdade e que satisfazem a estacionaridade da Lagrangiana usando
essas mesmas restri¢oes.

No proximo capitulo abordaremos o método proposto por Waltz et al.
(2004), um Método de Ponto Interior com busca linear e regido de confianga, o qual

estd implementado no pacote de algoritmos de otimizacao Knitro.
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CAPITULO 3

METODO DE PONTO INTERIOR COM BUSCA LINEAR
E REGIAO DE CONFIANCA

Neste capitulo descrevemos o Método de Pontos Interiores com Busca
Linear e Regido de Confianca proposto em Waltz et al. (2004). Este método esta

implementado no pacote de algoritmos Knitro e sera utilizado nos testes do capitulo 6.

3.1 Definicao do problema

Considere um problema de otimizacéo restrito dado por:

minimizar f(x)
sujeito a: h(x)=0
g(x)<0

(36)
emque: XeR", f:R" >R, h:R" >R e g:R" > R"™, e f ge hsio de classe

C?.

3.2 O método

Para resolver o problema (36), Waltz et al. (2004) propde resolver uma

sequéncia de problemas de barreira dados por:
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minimizar ¢ (2)= f(x)—uZlns,
4 i=1

sujeitoa:  h(x) =0 (37)
g(x)+s=0

em que $>0 é um vetor de variaveis de folga, z=(x,s)” e u>0 é o pardmetro de

barreira.

Ao problema (37) é associada a seguinte funcdo Lagrangiana:

L(2,2,0) = ,(2)+ 2] () + A (g(X) +5) (39)

em que /lheR’ e /IgeR'" sdo os vetores dos multiplicadores de Lagrange e
definimos 4 =(4,,4,)" .

O Método de Pontos Interiores consiste em encontrar uma solugédo

aproximada para o problema (37), com um parametro de barreira y =, , esse
parametro € atualizado (decrescido) e obtém-se , . , e entdo o problema de barreira
(37) com u=pu,,, €resolvido novamente.

A sequéncia de parametros 1, , gera uma sequéncia de problemas (37) e uma
sequéncia de solucdes desses problemas z*(u,) . Quando u, —0 , entdo

z*(u,)— z*, em que z* € um otimo local do problema (36). No capitulo 4 séo

apresentadas seis estratégias de atualizacdo para o parametro de barreira as quais

serdo analisadas neste trabalho.

3.3 A estratégia de busca linear

Para determinar a solucdo do problema (36), Waltz et al. (2004), aplicam as
condicdes necessarias de primeira ordem na fungdo Lagrangiana (38) o que resulta no

seguinte sistema néo linear:
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VE(X)+A ), +A ()4,
SAe—pue
h(x)
g(x)+s

: (39)

|
o O o o

emque S e Ag sdo matrizes diagonais, cujas diagonais sdo dadas, respectivamente,

pelos vetores s e lg; A e Ag sd0 as matrizes Jacobianas associadas as restricdes

heg.
Resolvendo (39) pelo Método de Newton, obtemos 0 seguinte sistema:
W(zdp AW A |- [V, LA o)
A(x) 0 a, c(2)
em que,

d d
d :{ X} e d, :l:d” ]; sdo denominados diregdes primais e duais, respectivamente,
s 4

_| h(x) |A(Xx) 0
"‘Z"[gws}’A(”‘[Ag(x) /]’

V2 L(z,A; 1) 0
e Wz, u)=| .
(2.4:4) { 0 S7A,

A nova solucdo é obtida através de:
Z'=z+a,d, A =Atod; (41)

em que &, € &, sdo os tamanhos de passos associados ao vetor das variaveis z e 4,

respectivamente.
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Para o calculo do tamanho dos passos &, € &, em (41), séo definidos:

o =max{ae(0,1]:s+ad >(1-1)s} 42)
o™ =max{a € (0,1]: lg +ad 2(1- f)/”tg}
com 0<7<1, em particular no trabalho é adotado 7 =0,995 e o algoritmo realiza

uma busca linear backtraking que calcula o tamanho do passo

max

o, €(0,a]”] e a, €(0,a;"], de modo a reduzir a fungio mérito a qual é definida

por:
6,(2)=0,(2)+v|c(2)] , (43)

com v sendo um parametro de penalidade. A funcdo mérito (43) tem o objetivo de
garantir o decréscimo da funcdo objetivo. A norma utilizada em todo o trabalho é a
norma Euclidiana.

Se em (42) os dois valores forem maior do que 107, entdo executa-se uma
busca linear backtraking, que gera uma série do que denominamos comprimentos de

passo ¢, até que uma das seguintes condigGes seja satisfeita:

* Se 0 comprimento de passo ¢, for menor que 10™°, ou 0 nimero maximo de
iteracbes for atingido, a busca linear é cancelada, a direcdo primal-dual
d =(d,, d,) é descartada e 0 Método de Regiéo de Confianca, definido na
secdo 3.4 é chamado. Waltz et al. (2004) propde o0 ndmero méaximo de
iteracOes igual a 3;

» Se, um comprimento de passo ¢, satisfaz a condigédo de Armijo em (44),

@, (z+0r0)™d,) < ¢,(2) + 11070 D@, (2,d, ), (44)

max

a busca linear € finalizada com sucesso e sdo definidos o, =, o, e

z

=04 amax

ai T

40



Caso contrario, isto é, se em (42) os dois valores forem menores de 107, o
Método de Regido de Confianca é chamado.

A ndo convexidade é medida pelos autores Waltz et al. (2004) através da
condi¢cdo de que o numero de autovalores negativos da matriz dos coeficientes em
(40), seja menor do que a soma do nimero de restricdes de igualdade e de
desigualdade.

No caso de ndo convexidade, ¢é utilizado um Método de Regido de Confianca
o qual resolve um problema quadratico para calcular a direcdo, que possui
propriedades de convergéncia global.

A busca linear backtraking € realizada do seguinte modo:

o Para J =0 definimos:

o =1: (45)

« Para J =1, se aiteraco anterior foi uma iteracéo de busca linear, definimos:

_1

o =5

(46)

»  Caso contréario, se for uma iteracao de regido de confianca, € definido:

(1 A
o _mm[E’M} (47)

em que A é o raio regido de confianca atual.

e Paraj >1, 0 novo comprimento de passo é atualizado por:
o, «—=. (48)

A funcdo mérito (43) pode rejeitar passos que fazem um bom progresso em
direcdo a solucdo. Esta deficiéncia é superada no método mediante a aplicacdo de um
passo de correcdo de segunda ordem (CSO), que é um passo tipo-Newton e que tem

por objetivo melhorar a factibilidade.
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O passo CSO ¢ aplicado quando o primeiro comprimento do passo, o, =1

em (44), é rejeitado e se a razdo para a rejeicdo puder ser atribuida somente a um

aumento na norma das restricdes, isto é, o segundo termo da funcdo mérito (43). Mais

especificamente, se a condicdo Armijo (44) ndo é satisfeita para o, =1, e se
go#(z+aj‘axdz)£goﬂ(z), entdo, antes de calcular um comprimento de passo menor,

tentamos um passo CSO, o qual determina as direcdes d “*° =(d >, d*°) através da

solucdo do sistema:

{W Ar}[df”]_[—w(z)—a?“vvdz—Ar[mz““cu] )

A0 fla=e| —c(z+a™d)

emque A=A(x)e W =W (z,A;u), estdo definidas em (40). Dessa forma definimos
as direcoes:

4 — ,, Mmax CSO g4 — , max CcSo

d =a)”d,+d>", d, =0;"d, +d ™", (50)

em que: d, :(aTXCTS) ed, :(CTh,ch).
Em seguida, determinam-se 0s maiores escalares  positivos
Yo, v e (0,1] , tal que:

s+7°0d > (1-1)s (51)

CSO 4
A, +yeed >(1-1)2, (52)
em que T € amesma constante utilizada em (42), e calculamos a nova solugéo:

ZCSO — Z+,yf$0d_z’ A,CSO :l+'}/55067/1. (53)
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H CSO ~ .

Se em (53) obtivermos ¢ (z2"7)<¢,(z), entdo aceitamos o passo de
correcéo de segunda ordem. Caso contrario, descartamos d “*° e continuamos a busca
linear backtraking ao longo do passo primal-dual (dz,dl), selecionando um novo

comprimento de passo, casoj = 1.
Waltz et al. (2004) destacam que o calculo do passo CSO ndo exige grandes

calculos computacionais, pois no lado esquerdo de (49), as matrizes A e W sdo as
mesmas utilizadas em (40), isto &, elas ndo sdo avaliadas no ponto z + a;“axdz.
O lado direito de (49) ndo exige nenhuma avaliacdo adicional da restricdo

porque c(z+(x;"""xdz) foi avaliada em (44), o, =1. Uma vez que a fatoragéo da

matriz dos coeficientes foi realizada em (40), o custo total do passo de CSO se limita
a resolver (49) e realiza uma avaliacdo adicional da funcdo mérito para testar a

aceitacdo do ponto da CSO.

3.4 A estratégia de regido de confianca

No capitulo 2, vimos que os Métodos de Regido de Confianca determinam
um vetor passo ao inveés de direcdo e passo como nos Métodos de Busca Linear.

Em seu trabalho, Byrd et al. (1998) denominam o vetor passo de

d,= (dX,dS)T e estabelecem que ele deve ser limitado a um conjunto 7, , chamado

de regido de confianca. E definido T, , de modo a atingir dois objetivos:

*  Primeiro, restringe-se 0 vetor passo a uma regido em que o problema quadratico:
. 1 _ 1
g;]yldl’s]Vf (x)'d, +§dXTViXL(Xk,sk,ﬂ,h,lg)dX —pe’ Sd, +§d57 >, d. (54)

com Y, =S, lAgk , € uma boa aproximagao da funcéo Lagrangiana, com S =diag(s\")

eA, = diag(g[).
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L(x,5,4,,A,)=f (x)—uzm“ln s, + A h(x) +ﬂ,;(g(s) +5) (55)

i=1

e as equacoes lineares,

A (XY d +h(x)=r
e (56)

A (X)) d, +d +g(x")+s" =1,

sdo boas aproximacdes para as restricoes.

A regido de confianca é obtida através de uma fronteira da forma

(@) < A, em que A* € o raio da regido de confianca, e este é atualizado a cada

iteracdo como segue:

max{?ll d, ||,A}; se sred >0,9
ARt = max{2||dz ||,A}; se 0,3< sred <0,9 (57)
A, se n<sred <0,3

em que 0<n <1, (no trabalho é adotado n=10") , e sred representa uma reducio

suficiente da funcdo mérito. Esta reducéo é dada por:

_ared(d))
sred = red (@) @) >7n, (58)
em que
ared(d,)=¢ (2)-¢,(z2+d,) (59)
e

pred(d,)=-Vo,(2)"d, —%CUWC/Z +v(lle()lI=lle(z)+ A(x)d, 1)  (60)

sdo denominadas como reducdo atual e reducdo prevista da funcdo meérito,

1 sed/Wd, >0

respectivamente ey-= {0 caso contrario
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O parémetro de penalidade é indicado por v e sua atualizagdo encontra-se em
Waltz et al. (2004).

E imposto sobre o vetor passo a restricdo que ||(d_,d_)||< A¥. Pelo fato que

X S
as variaveis de folgas ndo devem aproximar-se de zero, introduz-se uma matriz escala
Sk‘l, que penaliza os passos d_ perto da fronteira da regido factivel. Esta regido de

confianca é denominada regido de confianca escalada, e sera definida como:

I(d,.$,d, ) i< A", (61)

x!' "k

permitindo que A* seja maior que 1.

» O segundo objetivo da regido de confianca é garantir que as variaveis de folga
permanecam positivas. Para isso, é imposto que s* + d, = (1—T)Sk, em que TE(O,l)
e nos testes é tomado por 7=0,995 . A combinacdo da desigualdade,
s“+d 2 (1—T)Sk, pode ser reformulada como d, >-7s*, a qual com (61), obtém-
se a forma final da regido de confianca 7, , dada por:

H(d 5*1d5)HsM ed >-7s", (62)

x' "k

cujos autores destacam ser a mais apropriada para o algoritmo.

Desta forma estabelece-se o problema quadratico para regido de confianca

dado por:

glidrsl Vi(x)'d, +%dXTViXL(Xk,Sk,lk,l;)dX —ue’ S, +%dsr >, d (63)

sa: A(X)d +h(x“)=r (64)
Ad, —d +g(x)-s"=r (65)
H(dx, 5*1d5)H <A (66)
d >-ts (67)

emaque X, =S.'A, (68)

sendo 7=0,995 e S; =diag(s/) e A, =diag(g).
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Tendo o problema quadratico (54) e a regido de confianca (62) definidos,

tem-se que especificar a escolha do vetor residual r = (rh, rg) de (56) e sera descrito

na secdo 3.5.

3.4.1 O passo da regido de confianga

No método, segundo Waltz et. al. (2004), se o passo de busca linear é

rejeitado, o algoritmo chama um passo de regido de confianca.

E exigido que o raio A* seja calculado de acordo com o problema atual. O
autor destaca que essa estratégia € importante quando dois passos de regido de
confianca sdo separados por uma longa sequéncia de passos de busca linear com o

objetivo de preservar as propriedades de convergéncia global dos Métodos de Regido

de Confianca e o tamanho do A* é considerado na busca linear backtraking como
visto em (47).

Seguindo a estratégia proposta por Waltz et. al. (2004), se 0 passo d* mais

recente foi de busca linear e bem sucedido, A*** ¢ definido por:

k+1
AT = Zazk

dk

, (69)

caso contrario, se 0 passo mais recente foi um passo da regido de confianca ou um
passo de busca linear rejeitado, o raio da regido de confianca é atualizado de acordo
com a estratégia de atualizacdo de regido de confianca apresentada em (57).

Uma estratégia utilizada para evitar a repeticao do calculo de passos de busca
linear que sejam rejeitados, € a de calcular as iteracGes seguintes com o Método de
Regido de Confianca até que um passo de sucesso seja obtido.

Testes numéricos mostram que esta estratégia simples mantém a informacéo

de regido de confianca atualizada e evita mudancas no tamanho do raio A*.
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3.5 Método Gradiente Conjugado

De acordo com os autores Byrd et al. (2006), o algoritmo implementado no
Knitro calcula passos usando um problema quadratico e regies de confianga, como
apresentado em (63) — (68). Esta formulacdo permite uma grande liberdade na escolha
da matriz Hessiana e fornece um mecanismo para lidar com singularidades das
Jacobiana e Hessiana. O preco para essa flexibilidade € uma interacdo mais complexa
do que na abordagem de busca linear.

Primeiro, o problema de barreira (37) é um problema de otimizacdo com
restricdes de igualdade e pode ser resolvido usando um Método de Programacéo
Quadratica Sequencial (PQS) com regides de confianca. A simples aplicacdo de
técnicas de PQS para a solugdo do problema barreira (39) leva a passos ineficientes
que tendem a violar a positividade das varidveis de folga e sdo frequentemente
interrompidos pela restri¢do da regido de confianca de acordo com os autores Byrd et
al. (2006). Para superar este problema, o autor propée o método PQS voltado

especificamente para o problema de barreira.

Este método de PQS ¢é definido por: na iteracdo atual (xk,s"), e para um
dado parédmetro de barreira u , primeiro calculam-se as estimativas dos

multiplicadores de Lagrange (Ah,/lg) e, em seguida, calcula-se um vetor passo

d= (dx,ds) , que tem por objetivo resolver o subproblema (63) — (68).

Byrd et al. (2006), afirmam que o subproblema (63) — (68) é dificil de
minimizar exatamente devido a presenca da restricdo ndo linear em (66) e os limites
em (67).

As coordenadas do vetor residual, r:(rh,rg), sdo escolhidas como um

nimero muito pequeno para que haja compatibilidade nas restricbes e passos
factiveis, onde os indices # e g correspondem as restricbes de igualdade e
desigualdade, respectivamente.

Para solucdo do subproblema (63) — (68), o calculo do vetor passo d. ,

através do pacote de algoritmos Knitro, € uma combina¢do de um passo normal v

que tenta satisfazer as restricdes lineares de (66), (67) , com r =0, a restricdo de
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regido de confianca e um passo tangencial no espago tangente das restricdes de modo
a encontrar a otimalidade.

Para calcular o passo normal v=(v,,v,) , é formulado o seguinte

subproblema:

mvin HAth + hHZ +HAgvX -v . +g- st (70)
sa: H(vx, S, <0,8A (71)
v, > ‘Zfs (72)

Para simplificar as restricdes usa-se a escala definida por:
D=(v,,0,)=(v,S,). (73)

O vetor das estimativas dos multiplicadores de Lagrange 4 =(4,,4,) T sdo

escolhidos para minimizar a norma Euclidiana das restricdes:

VE(x)+ A, (0, + A (X), =0

74
SA,—ue=0 (74)

e sao dadas por:

X :[’ﬂ:ﬁ (x*,s", 1) = (AT A )" AT [_W (Xk)} (75)
A, e

com

(re ae)
0 S

k

ou seja, 1* ¢ expressa pela solugdo quadrados minimos A“° para o sistema (74).

48



Em (75) A g pode ser negativo, porém o método nao forga a positividade dos

multiplicadores, mas garante que o problema quadratico continue convexo nas
variaveis de folga. Logo o i-ésimo elemento da diagonal de X, ¢ definido por:

i

L se /l; >0
GL: 5# (76)
—; Caso contrario.
(s")

E calculada uma soluc&o aproximada do problema (70) — (72) utilizando uma
adaptacdo da abordagem dogleg, descrita no capitulo 2, que minimiza (70) ao longo
de um trajeto linear composto de um passo de gradiente na norma usada em (71) e a
norma minima do passo de Newton com relacdo a mesma norma. A escala, S‘lvs , Na
norma tende a limitar a extensdo em que os limites nas variaveis de folga sdo
violados.

Uma vez que o passo normal v € calculado, definimos os vetores r, e r,

em (65) e (66), como os residuos no calculo de passo normal, ou seja,

’;1 = Ahvx + h’
_ (77)
r,=Av, —0, +(g9-5).
e o0 subproblema (63) — (68) pode, portanto, ser reescrito como:
min V7 (x)’ d, - e’ S, +%(dXTViXLdX +d73d) (78)
sa: Ad =Av, (79)
Ang —-d, = AL, — 0, (80)
\ d, 5*1d5H <A (81)

que € denominado como um subproblema tangencial.

Para encontrar uma solucdo aproximada de d em (78), primeiro introduz-se a
i -1 - ~ - - -
escala d « S7d_, que transforma (81) em uma inequacéo elipsoidal. Em seguida,

aplica-se o0 Método do Gradiente Conjugado Projetado, descrito no capitulo 3 para o
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problema quadratico transformado. Durante a solugdo do Método do Gradiente
Conjugado Projetado, é usada a estratégia Steihaug, descrito no capitulo 2 , que
monitora a satisfacdo da restricdo da regido de confianga (81), ou seja, o limite desta
regido é atingido ou € detectada curvatura negativa, isto é, um critério de parada seja

satisfeito.

3.6 O Método do Gradiente Conjugado Projetado

Segundo os autores Byrd et al. (2006), uma das principais subrotinas
compartilhadas pelos algoritmos executados no Knitro, € uma iteracdo do Método do
Gradiente Conjugado Projetado. O subproblema tangencial requer a solucdo de um
problema de programacao quadratica com restri¢do de igualdade. Para solucionar este
problema é usada uma iteracdo do Método do Gradiente Conjugado Projetado, que é
adequado para problemas de grande porte e pode lidar com o caso de curvatura
negativa, sem a necessidade de modificacdes na matriz Hessiana (Coleman, 1994;
Gould et al., 2001; Keller et al., 2000; Luksan e Vlcek, 1998; Polyak, 1969).

O Método do Gradiente Conjugado Projetado € apresentado a seguir.

Considere o problema de programacao quadratica:

min %XTGX+/7TX (82)

X

sa. Ax=b (83)

e é assumido que G é uma matriz definida positiva no espaco nulo de A. Uma
forma de resolver (82) e (83) ¢ eliminando as restri¢ces (84) e aplicando o Método do
Gradiente Conjugado para o problema reduzido. Uma estratégia equivalente é aplicar

uma forma especial da iteracdo de CG para o sistema de KKT associado ao problema

5 L

(83), que é dado por:
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Embora a matriz dos coeficientes ndo seja definida positiva, podemos aplicar
0 Método do Gradiente Conjugado em (84), introduzindo um pré-condicionamento e
uma projecdo no Método do Gradiente Conjugado, tal que seja resolvido de forma
eficiente o problema reduzido (82). O operador de pré-condicionamento/projecéo é

denotado, neste trabalho, por P e sua definicdo é dada ap6s o algoritmo.

Algoritmo 7: Método do Gradiente Conjugado Projetado Pré-condicionado

Inicio
Escolha um ponto inicial x° satisfazendo Ax° =5.
Defina x = x°,
Calcule r = Gx + h,
z = Pr;
p=-z
Repita 0s passos seguintes, até que || z|| seja menor do que uma determinada
tolerancia:
r’z
o=—
p' Gp
Xe—x+ap

r‘**=r+oaGp

Zk+1 = Prk+1
ﬁ B (rk+l)T Zk+l
r'z
k+1
pe—-2"+pp
7 7k
re rka
Fim

Fim

Esta iteracdo é exatamente a do Método do Gradiente Conjugado padrao
(Nocedal e Wright, 1999) para a solucéo de sistemas simétricos definidos positivos e
pré-condicionados. A diferenca é que, normalmente, P é uma matriz simétrica
definida positiva, em que neste trabalho, representa uma projecdo e pre-
condicionamento da matriz, expressa a seguir.

Dado um vetor r, calculamos z = Pr como a solucao do sistema:
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MY

em que D é uma matriz simétrica definida positiva no espaco nulo de A, e w é um
vetor auxiliar. Para (85) ser uma operacdo de pré-condicionamento pratico, D deve
ser uma matriz esparsa, de modo que a solucdo de (85) € significativamente menos
cara computacionalmente do que a solucéo de (84).

Por construcdo z = Pr estd no espaco nulo de A, e por isso todas as direcdes
de busca sdo geradas pelo Método do Gradiente Conjugado Projetado (PCG). Visto
que inicialmente Ax° = b, em todas as iteracoes subsequentes x também satisfaz as
restricdes lineares. Para visualizar a iteracdo relativa ao de método do CG reduzido
em gue eliminam-se as restricdes (83) e aplica-se 0 método do CG para um problema

de dimensdo n—/, note que todas as iteracdes do algoritmo de PCG pode ser
expressa como x = x° + Zu , para algum vetor v € R"” | e as colunas da matriz Z ,
n x(n— I) formam uma base para o espaco nulo de A. Neste espaco nulo, a solucéo

do problema de programacdo quadrética (82) é dada pelo vetor v que satisfaz:
(zTGz)u:zT(Gx0 +h) (86)

Pode ser mostrado que nas iteracdes x as solucBes geradas pelo algoritmo

PCG sdo dadas por x =x°+Zu, onde v é calculado pela iteragio do Método do

Gradiente Conjugado Pré-Condicionado aplicado ao sistema (86), utilizando a matriz

Z'"DZ como um pré-condicionador. Portanto, o algoritmo PCG é uma iteracio
padrdo do CG pré-condicionado quando G e D sdo definidas positivas no espaco
nulode A.

Existem duas vantagens do algoritmo PCG em relacdo ao algoritmo CG
reduzido. Em primeiro lugar, ndo é necessario calcular a base do espaco nulo e,
consequentemente, ndo existe nenhum risco que o mau condicionamento em Z

deteriore a taxa de convergéncia da iteracdo CG. Além disso, no algoritmo Interior-
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CG em que primeiro escalamos as variaveis de folga utilizando d « S‘lds, de modo

que a matriz A em (82) e (83) tem a forma:

A O 87
A -S| 7)

portanto, ndo existe mau condicionamento causado pelas variaveis de folga quando
estas se aproximam de zero.

A segunda vantagem € que a matriz projecdo em (85) também pode ser usada
para calcular o passo normal e os multiplicadores de Lagrange, assim, o custo extra de
cada um destes calculos € a repeticdo deste processo envolvendo os fatores desta
matriz de projecao.

Nos algoritmos Interior-CG, problemas quadraticos da forma (82) séo
resolvidos sujeitos a restricdes de regido de confianca | x| < A e, além disso, G pode
ndo ser definida positiva no espaco nulo de A. O algoritmo PCG € adaptado para este
caso, seguindo a abordagem de Steihaug vista no capitulo 2: O algoritmo PCG
termina se a regido de confianca € alcancada ou se uma curvatura negativa é
encontrada.

O Knitro define D =1 em (85), de modo que o pré-condicionador remove

apenas 0 mau condicionamento associado com a matriz A.

O algoritmo PCG assume que um ponto inicial factivel x° é fornecido. A

fatoracdo do sistema em (85) permite calcular tal ponto, resolvendo:

e s

que é, na verdade, a solucéo de norma minima na norma ponderada por D .

3.7 Critérios de parada

53



Nesta se¢do apresentamos os critérios de parada para programacéo nao linear

e para o problema de barreira.

3.7.1 Programacao nao linear

Segundo os autores Waltz et. al (2004), o teste de parada deve ser invariante
sob o escalonamento das variaveis, da funcdo objetivo e das restricdes. Atingir essa
invariancia de escala completa é dificil e ndo é desejavel nos casos em que
determinados valores aproximam-se de zero. Os seguintes testes tentam alcancar um
equilibrio entre praticidade e invariancia de escala.

As tolerancias para o teste de parada para programacdo ndo linear (PNL),

feas

e e " | em que as nomenclaturas opt e feas significam otimalidade e

factibilidade, respectivamente, sdo fornecidas pelo usuério. Nos testes feitos pelos

autores, é utilizada a tolerancia igual a 10°. O algoritmo termina se em uma iteracéo

(x,s,/l) satisfaz as seguintes condicdes:

[VF )+ 4,072, + A, (072, < max{l,HVf (x)Hw}gopf (89)
|s2,| < max{l,HVf (X)\L}‘?"’” (90)
[th00. g < max{afree), gy Je (91)

oo

em que g()()+ :max{O,g(X)} e x° é o ponto inicial. Quando 0 maximo ndo é

alcancado por 1, o fator de escala em (89) — (91) faz este teste invariante para as

escalas em f, g e h e as mudancas lineares da variavel x. O fator 1 é necessario
para a garantia do teste quando |V7(x)| é zero ou quase zero. O teste de

complementaridade (90) é baseado no fato de que a escala de s é dependente da
. , v ,
escala de g e h e a magnitude do lg é proporcional a Tal Assim (90) ¢

invariante com a escala de 7, g e h. Um fator de escalonamento mais complexo
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empregando HAH tornaria invariante a mudanca linear nas variaveis, porém este fator
é utilizado em (89) e (90) para simplificar.
O fator de escala de factibilidade é dificil de escolher. Se as restricdes séo

lineares, H(h(O), g(0)+) i

é um fator de normalizacdo adequado porque mede a

magnitude dos vetores do lado direito de todas as restricbes. Mas desde que

(h(O) ou g(O)*) nédo pode ser definida em alguns problemas, usamos o ponto inicial

x°.

3.7.2 O problema de barreira

Nesta secdo, apresenta-se o teste de parada para o problema da barreira. A
experiéncia citada pelos autores Waltz et. al (2004), é que a escolha deste teste de

parada afeta significativamente a eficiéncia e robustez do Método de Ponto Interior.

Para o atual valor de u, sdo escolhidas tolerancias eZ‘" e ef“ e impostas nas

condicdes de parada dos problemas de barreiras como segue:

[VF )+ 4,072, + A, (072, < max{l,HVf (x)Hw}g;Pf (92)
|52, - ue| < max{l,HVf(x)Hw}sz‘” (93)
[th00. gx)+ )] < max{i](h(x), g(x))] fe (94)

Note que os fatores de escala sdo idénticos aos utilizados no o teste de parada
para programacao ndo linear (89) — (91) e que o lado esquerdo destes dois testes
diferem apenas na utilizagdo do termo adicional —ue em (93) e a utilizagdo de
g(x)+s emvezde g(x)" em (94).

As tolerancias eZ"‘ e € ﬂ’e“ serdo escolhidas para serem proporcionais ao u

na maioria do tempo e, assim, tornar-se mais forte a medida que u diminui.

Pretende-se evitar que os valores iniciais de u , gZ’” e eﬂfe‘” assumam valores

pequenos, porque isso pode levar a erros de arredondamento significativos. Portanto,
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sdo determinados os valores de u, el‘j”’ e € f“ para que satisfagcam o teste de parada

do problema de barreira automaticamente implicando na satisfacdo do teste de parada
PNL.

Uma vez que os fatores de escala a esquerda em (89) e (92) sdo idénticos,

qualquer ponto que satisfaz (92) automaticamente satisfaz (90) para todos os valores

gzp’ Sefas. Também, a partir de (93), temos que, para um dado par complementar
S,[lg} que satisfaga o0 teste de parada do problema de barreira
S, [lg} <u+ max{l,HVf (X)Hm} eZ”‘ e, a fim de satisfazer também o teste de parada

PNL (90), deve satisfazer s, [ﬂ,g l < max{l,HVf (X)Hw} e”,

Portanto uma iteracdo (x,S) que satisfaz (93) também satisfaz (90) se:

- u
T v )] )

Assim, um ponto que satisfaz a condicdo de parada de KKT da barreira (92),

(93) também satisfaz as condicGes de parada de KKT do PNL (89), (90) para todos 0s

valores de eZ‘” que satisfacam:

el <e”—p. (96)

Nota-se que a condi¢do (96) sé é valida quando o lado direito de (96) é

positivo, ou seja, u <e* .

Para factibilidade, uma vez que s >0, temos que Hg(x)k+1 < Hg(x) + SHM.
Portanto a partir de (91) e (94) segue que para todo
gﬂfeas <e feas (97)

o teste de factibilidade PNL (91) sera satisfeito se o teste de factibilidade de barreira
(94) for satisfeito.
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Sujeito aos valores minimos dados por (96) e (97), definimos ezp’ e € u""‘”

igual a Gu, em que 8 é um parametro fixo do algoritmo, 8 = 1. As tolerancias do

teste de parada do parametro de barreira sdo determinadas pelas seguintes formulas:

e? = max{eu,e"‘” - u} (98)

u

e = max{e/,t,e fe"”} (99)

Esta opcdo ndo assegura a resolugcdo completa do subproblema de barreira,
mas garante que nao sera adotado qualquer limite inferior no parametro de barreira

K . Embora um valor levemente pequeno de u ndo resolva o subproblema de

barreira devido aos limites das tolerancias estabelecidas em (98) e (99), ainda deseja-

se evitar que u decresca rapidamente, pois isso pode levar a iteragdo ao fracasso.

A partir de (98) e (99), a satisfacdo do teste de parada do parametro de

. ] ] . . ) gopt e feas
barreira implica na satisfagéo do teste de parada PNL se u < mln{(—), } , mas
1+6 (9)

para garantir que u nao seja restrito indevidamente, € imposto um valor minimo de

Lt com base na tolerancia PNL:

min{gopt’g feas}

= 100
Hoin 100 (100)
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3.8 O algoritmo do Método de Ponto Interior implementado no

Knitro

Algoritmo 8: Método de Ponto Interior proposto por Waltz et. al (2004)

Inicio
Seja [ 0 nimero de restricdes de igualdade e m 0 nUmero de restricbes de

desigualdade;

Escolha valores iniciais para z° = (xo,so), para os parametros 0<n e 0<d<1,em

que §=10"°, n=10", um ndmero inteiro para 0 nimero maximo de iteragdes
(imax=3) e os valores para as tolerancias £, =10° e £,*=10";
Defina os valores iniciais para os multiplicadores de Lagrange A, por (75);
Defina o raio da regido de confianga A* >0 através de (57) ou (69);
Defina o parametro de barreira x, >0 (u, =10);
Defina kK =0
Repita até que um critério de parada, dado por (89) — (91) para o problema de
programacao nao-linear (36) seja satisfeito;
Repita até que o teste de parada para o problema de barreira em (92) — (94) seja
satisfeito;
Resolver o sistema primal-dual (40) e registre 0 nimero de auto valores
negativos da matriz dos coeficientes (neig);

Defina Busca Linear = Falso.
Seneig <Il+m
Resolva (40) para obter as direcGes de busca d = (dz,dl)
Calcule o)™, a7 utilizando as equagBes em (42)
Se min{oc;“ax,a;“ax} >0
Defina j =0, o, =1.

Enquanto (j < imax),(aT > 6) e Busca_linear == Falso
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Se ¢ (z+o.a)d)<¢ (2)+na.a)" D¢ (z,d))

- — max —_ max
Defina o, =, a,”, o, =0, 0,

Defina z“**, 2*** utilizando a equac&o (41).
Calcule o raio A"
Defina Busca_Linear = Verdadeiro
Senéao
Defina j = j+1
Escolha um valor menor para o, utilizando (45),
(46), (47) e (48);
Fim
Fim
Fim
Fim
Se Busca_Linear == Falso
Calcule (z"”,l"”) utilizando o procedimento Dogleg.
Calcule os multiplicadores de Lagrange utilizando (74), (75) e (76);
Calcule V3, L(x*,s",,,4;) e Z, usando (76);

Calcule o passo tangencial wy utilizando o processo PCG;
Atualize o parametro de penalidade v, de acordo com Waltz et al.
(2004);

Calcule pred(dy) e ared(d;) atraves de (59) e (60);

Se ared(dy) =2 n pred(dy)

Defina x“** = x“+d , s*"* = s +d_ e atualize A“"* em (57) e (69)

Sendo utilize o procedimento CSO para obter d “*° = (dfso,dfso) .

Se d“° #0 e ared (a;“ax +d, +d“o)2npred (ocj‘ax +dz) e
CcSO .
s+ad +d™" 2(1-1)s;
Defina X' =x“+d +d“°, s =s"+d_+d“,
lkﬂ:/lk +dl+dCSO e Ak+1:Ak;
Senéao
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Defina x**™ = x*, s¥" = sk Ak ¢ [0,1A";0,5Ak] :
Fim
Fim
Defina u,,, = pu,
Defina k =k +1
Fim
Fim

Fim

No proximo capitulo apresentaremos as estratégias de atualizacdo para o

parametro de barreira que estdo disponiveis no pacote de algoritmos Knitro.
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CAPITULO 4

ATUALIZACOES DO PARAMETRO DE BARREIRA

Neste capitulo iremos apresentar as estratégias de atualizacdo do parametro
de barreira disponiveis no pacote de otimizacdo Knitro.

O pacote oferece seis op¢Oes ao usuario para alteracdo das estratégias de
atualizacdo do parametro de barreira e uma opc¢do na qual a escolha de uma das
estratégias de atualizacdo, entre as seis disponiveis, é realizada automaticamente pelo
Knitro.

As estratégias de atualizacdo do parametro de barreira abordadas na literatura
sdo divididas em adaptativa e mondtona. As estratégias adaptativas permitem
mudancas no parametro de barreira a cada iteracdo, e muitas vezes sdo eficientes na
pratica, mas geralmente ndo possuem propriedades de convergéncia global. Varios
autores utilizaram esse tipo de estratégia, entre eles podemos citar El-Bakry et al.
(1996), Gay et al. (1998), Ulbrich et al. (2004), entre outros.

As estratégias mondtonas tem por filosofia fixar o parametro de barreira até
gue uma solucdo aproximada do problema de barreira seja determinado. A mais
conhecida é a abordagem de Fiacco-McCormick. Ela tem sido utilizada em varios
algoritmos ndo lineares de pontos interiores, dos quais podemos citar Betts et al.
(2003), Byrd et al. (1999), e foi também aplicada no pacote de otimizacdo Knitro. De
acordo com El-Bakry et al. (1996), Wachter e Biegler (2005) a estratégia de Fiacco-

McCormick fornece uma estrutura que garante a convergéncia global, porém é muito

sensivel a escolha do ponto inicial x° e do valor inicial do parametro de barreira, ao
dimensionamento do problema e apresenta problemas quando as solucdes se
aproximam prematuramente da fronteira da regido factivel.

Nocedal et. al (2008) destacam que nos pacotes de algoritmos de otimizacao
como 0 Knitro, S80 necessarias estratégias de atualizacdo mais dindmicas com o
intuito de melhorar a eficiéncia dos Métodos de Pontos Interiores & resolucdo de

problemas néo lineares.
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Os algoritmos utilizados no Knitro apenas garantem a convergéncia de
primeira ordem de pontos estacionarios, pois impor a convergéncia de segunda ordem
desses pontos exigiria uma estimativa do menor autovalor da matriz Hessiana, o que é
computacionalmente caro no caso de matrizes de grande dimenséo. Os passos gerados
pelo método promovem a convergéncia para pontos de minimo por garantir
propriedades de descida para o problema de barreira.

Como ja foi citado, no Knitro estdo disponiveis seis diferentes estratégias de
atualizacdo do parametro de barreira, as quais foram utilizadas neste trabalho (Waltz e

Nocedal, 2003) e sdo descritas nas proximas secdes.

4.1 Estratégia (i): O parametro de barreira € decrescido

monotonicamente

A sequéncia de parametros de barreira { uk} deve convergir para zero, e se

possivel rapidamente. Regras para decrescer o parametro de barreira tém sido
estudadas por diversos pesquisadores, porém estas regras empregam VAarios
parametros que podem ser dificeis de selecionar na pratica.

Na regra mondétona de Fiacco-McCormick o parametro de barreira é fixado,
e uma serie de passos primais-duais sdo calculados até que as condicbes de
otimalidade do problema de barreira sejam satisfeitos com uma determinada preciséo,
e em seguida o parametro de barreira é decrescido.

No Knitro, segundo os autores Waltz et. al (2004), é utilizada a seguinte

estratégia para atualizar 1. Se o problema barreira mais recente foi resolvido em

menos de trés iteracdes, € definido:

—, 101
ll'tk+]_ 100 ( )
caso contrario:
u
M, = ?" (102)
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Esta estratégia foi escolhida tendo em vista os testes computacionais

realizados pelos autores Waltz et al. (2004).

4.2 Estratégia (ii): O parametro de barreira é calculado por uma

regra adaptativa com base na diferenca de complementaridade

Segundo Nocedal et. al (2008), existem diversos processos adaptativos
propostos especificamente para Métodos de Pontos Interiores a problemas nao
lineares alguns deles propostos por El-Bakry et al. (1996), Gay et al. (1998) e Ulbrich
et al. (2004). Porém a estratégia adaptativa mais comum para a escolha do parametro

de barreira 1 é defini-lo proporcional ao valor da complementaridade atual, isto &,

Als
u=c j’? (103)

em que o >0 é um parametro de centralizacdo, » é o numero de varidveis do

problema, /lgT ¢ o vetor dos multiplicadores de Lagrange associado a restricdo de

desigualdade e s é o vetor das variaveis de folga.

Existem diversas heuristicas para a escolha do parametro de centralizagcdo o
em (103). Uma das heuristicas utilizada no Knitro € a mesma estratégia empregada no
pacote de software LOQO (Vanderbei e Shanno, 1999), a qual foi escolhida devido ao

seu notavel sucesso na préatica. O parametro o € definido como:

- (1) g
mlni{lg S }
T
A, S

n

o= 0,1min(0,05%,2] ,emque &= (104)

Note que & mede o desvio do menor produto de complementaridade As®

em relacdo a média. Quando 551 (todos os produtos individuais sdo iguais aos da
média), temos que o =0 e o algoritmo toma um passo “agressivo”. A regra de (104)

escolhe sempre 0 <0,8, de modo que mesmo que o valor de ¢ possa aumentar de
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uma iteracdo para outra e entdo, ele nunca ira ser escolhido maior do que o valor atual

T

) S
da complementaridade —2—.
n

4.3 Estratégia (iii): E realizada uma investigac&o sobre o passo (afim
escala) para determinar dinamicamente o valor do parametro

barreira a cada iteragéo

Em (104), uma outra maneira de calcular o € baseada no Método Previsor-
Corretor de Mehrotra (MPC) (Mehrotra, 1992), para a programacao linear. Este
método determina o valor de o usando o calculo de um passo preliminar, isto é, um
passo afim escala. Nocedal et. al (2008) descrevem a estratégia de Mehrotra para o
caso de programacao ndo-linear como segue:

Primeiro, calculamos um passo escala afim:

(daff daff) (105)

z 72

definindo u =0 em (40), isto &,

w  Alld* :{w(z,l,O)} (106)
AT 0 |d” c(2)

em que VL(z,4,0) é o gradiente da funcdo Lagrangiana.

Em seguida, calculam-se aj” e ocj” e para serem 0S maiores comprimento
de passo em (0,1], que podem ser tomados ao longo da direcdo (105) antes de violar
as condicBes de ndo-negatividade (5,1)20. Férmulas explicitas para estes valores

séo dados por:

o™ = max{a"” c(01]:s+ad >(1-17) s}
o™ = max{aa” € (0,1] A, o d 2(1—T)ﬂ,g} (on)

A 4 g
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com 7 =1.

A seguir, define-se 4" a ser o valor da complementaridade que seria obtida

por um passo completo até a fronteira, isto é:

7
l +aaffdaff) S +a:ff dsaff
u = ( R | ) (108)

e 0 parametro de centralizacdo é escolhido a partir de

3

o=|—|. (109)

Esta heuristica de o € baseada na experiéncia com problemas de
programacado linear e revelou-se eficaz também para a programacdo quadratica e

convexa. Nota-se que quando é feito um bom progresso ao longo da direcdo escala

.
s
afim, temos u*" << ——  de modo que o € obtido a partir desta formula. Em outros
n

casos, o pode ser escolhido maior do que 1.

4.4 Estratégia (iv): E utilizada uma regra Mehrotra tipo previsor-
corretor para determinar o parametro de barreira utilizando o passo

corretor

Outra estratégia adotada € a do MPC de Mehrotra (Mehrotra, 1992)
considerando o célculo do passo com trés fases, como apresentado em Wright (1997).
Primeiro, o algoritmo calcula o passo escala-afim (105) e o utiliza para determinar o

pardmetro de barreira dado em (103), com o calculado por (109). Em seguida, o

algoritmo calcula um passo primal-dual a partir de (40) utilizando esse valor de u .
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Finalmente, um passo corretor, ", é calculado pela solucdo de (40) com o lado

direito dado por:

~(0.aA" ds*"e,0) (110)

onde d A e dS®" sho as matrizes diagonais dos elementos dados por d/lj” e ds™"

respectivamente. O passo MPC completo equivale a soma dos passos primal-dual e
corretor.

Nocedal et al. (2008) concluem em seu trabalho que para problemas ndo
lineares a inclusdo do passo corretor ndo necessariamente € benéfica. 1sso contrasta
com a experiéncia em programacdo linear e programacédo quadratica e convexa, onde
0 passo corretor é conhecido por acelerar a iteracdo do Método de Ponto Interior, sem
influenciar na sua robustez.

Destaca também que o passo corretor pode ser prejudicial na programacao
linear e em casos de programacdo quadratica se uma estratégia eficiente de ponto
inicial ndo é utilizada. O calculo do passo corretor ndo faz parte da selecdo do
parametro de barreira segundo Nocedal et al. (2008), ele simplesmente é um
mecanismo para a melhoria da qualidade do passo.

Uma vez que a estratégia de Mehrotra requer o calculo de um passo afim
escala (105), esta estratégia € mais cara do que a regra (104). Observamos que nas
iteracBes em que o algoritmo regido de confianca é chamado, por exemplo, quando a
matriz Hessiana ndo é definida positiva, o parametro de barreira € calculado pela
regra (104) ao invés da (105). Isso é feito porque a heuristica de Mehrotra é cara para
implementar no algoritmo de regido de confianca, o qual utiliza uma iteracdo do

gradiente conjugado.

4.5 Estratégia (v): E utilizada uma regra Mehrotra tipo previsor-
corretor para determinar o parametro de barreira em que o passo

corretor é condicionado
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A quinta estratégia utilizada pelo Knitro € 0 uso do passo corretor de forma
condicional, isto é, o passo corretor é utilizado apenas se ndo provocar um aumento
na complementaridade por um fato maior do que 2.

Nocedal et al. (2008) destacam que a estratégia de MPC condicional é
motivada pela observagéo de que os efeitos nocivos do passo corretor manifestam-se
num aumento significativo da complementaridade. Nesta estratégia sdo utilizadas as
equacdes (103) e (109) e como na estratégia (iv), quando o algoritmo recai sobre o
algoritmo do Método de Regido de Confianca, o parametro de barreira é calculado

usando a regra (104), e o passo corretor nao € usado.

4.6 Estratégia (vi): Uma funcdo qualidade é minimizada a cada

iteracdo para determinar o parametro de barreira

As estratégias (iii), (iv) e (v) dependem dos parametros heuristicos (109) e
(104). Apresentamos agora uma estratégia em que u € selecionado levando em
consideracdo uma funcéo de qualidade a qual deve ser minimizada. Assumimos que

em (103), 0 =0 é o parametro de centralizacdo conhecido, e definimos A(c) como
a solucéo das equagBes primais-duais (40) em funcéo de o . Sejam o (o), ;" (0)
0 comprimento do passo que satisfazem (107) para o passo d =d (o), e sdo definidos

0s pontos de sondagem:

z(o)=z+a)"(0)d (o),
AMo) =A+o;"(0)d, (o).

O objetivo é escolher o valor de o que proporcione uma melhora
significativa na solucdo do problema de programacao nédo-linear (36). Por exemplo,
podemos escolher o de modo a minimizar a seguinte fungdo qualidade n&o linear

com base no erro de KKT:

0,(0) =V (x(0)= 4,00} 4, (@) + A, (@) 2,0 “leCz@ =

+H5(o)Ag(a)eH2
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A avaliagdo da g, € cara computacionalmente, uma vez que requer a
avaliacdo das funcdes dos problemas e de suas derivadas para cada valor de o .
Podemos evitar isso, usando uma funcdo de qualidade linear. Se assumirmos que f

e ¢ sao funcdes lineares, temos que (112) pode ser expressa como:

9.(0) =0 @ [VF ()= 4,007 A, + A, (07 A [ + @-a @ fecol +

' H(S to7(0)d,(0)(A, + " (0)d, (6))&‘”2

A

em que dAg(O') é uma matriz diagonal com d A(o), na diagonal, e similarmente

para dS (o). Destacamos que a funcdo g, mede o erro de KKT exatamente nos

pontos de sondagem (z(oc),A(c)) para problemas de programacéo linear.

Note que d(o)=d(0)+o(d()-d(0)) . Portanto, d(c) pode ser
facilmente calculado para qualquer valor de o, uma vez que o sistema linear (40) foi
resolvido por duas vezes para se obter d (0) e d(2) .

Tendo calculado d (o), o custo na avaliagdo de g, consiste no calculo do

max

l (0') e 0 ultimo termo em (112), o que

comprimento de passo maximo o (0'), o

requer algumas operacges vetoriais.

A funcdo qualidade g, é definida utilizando normas ao quadrado para

penalizar alguns componentes grandes no erro de KKT. Note que g, (o) ndo € uma

fungéo convexa de o, em geral. Alem disso, devido a complicada dependéncia dos

max

l (O') sobre o pardmetro o, ndo é possivel

comprimentos de passos o (0), o

obter uma expressao analitica para os minimizadores de g, . No entanto, observou-se

que, na prética, esta funcdo € normalmente unimodal.

Portanto, € implementado um esquema de busca unidimensional para

calcular um minimo aproximado de g, . Ele usa um procedimento denominado
trisseccdo de ouro, como, pode ser visto em Luenberger (1984), e é ignorado o fato de

que a g, pode ndo ser necessariamente unimodal. Primeiramente € escolhido
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min

o™ e o™, que definem um limite minimo e maximo no valor o, e definem os

dois intervalos [0™,1] e [Lo™] . Na aplicagho do autor, ©
. Al's .
valor 6™ =max|y, u™——|, em que é definido ™ =10" como um valor
n

minimo admissivel do parametro de barreira, ¥ € um numero pequeno, por exemplo,

10° ou 10° e o™ =1000. Primeiramente é avaliada a funcdo qualidade (112) para

o =1 e para alguns valores de o ligeiramente inferiores a 1 (por exemplo 0,99). Se

q,(0,99)<q, (1), entdo, € feito o procedimento trisseccdo de ouro no intervalo de

[c™,1], caso contrario, pesquisamos no intervalo [1,6™]. E importante que seja

possivel tomar valores maiores do que um para o, de modo que o algoritmo possa
recuperar-se de reducdes excessivamente agressivas do parametro de barreira. O
procedimento de trisseccdo termina quando 12 avaliagbes das fungdes qualidade sdo
realizadas, ou se o tamanho de intervalo [a, 4] torna-se menor do que 4 x 107

As vantagens esperadas da abordagem da funcdo qualidade sdo duas:
primeiro, definimos um procedimento que associa a escolha do parametro de barreira
a uma reducdo aceitdvel no erro KKT (linearizado). Portanto, esperamos que esta
abordagem convirja em menos iteracdes comparadas com as abordagens previamente
propostas com base em formulas heuristicas. Em segundo lugar, a escolha do
parametro de barreira leva em conta a fracdo da fronteira dos comprimentos de passo
em (107).

As funcdes (111) e (112) sdo baseadas nos passos apos a aplicacao da fracéo

da regra de fronteira. Assim, as restricdes implicitas, lg >0es>0, sao levadas em

conta na escolha de w . Isto é semelhante as formulas de atualizagdo Mehrotra e
desencoraja escolhas do parametro de barreira que gera passos que rapidamente

violem os limites lg >0 e s >0 e necessitam ser eliminados.

No proximo capitulo serdo apresentados o historico do problema de fluxo de

poténcia e a sua formulacéo.
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CAPITULO5

O PROBLEMA DE FLUXO DE POTENCIA OTIMO

Neste capitulo apresentamos um historico a respeito do problema de fluxo de

poténcia 6timo, a definicdo do problema, as aplicacdes e sua formulacdo matematica.
5.1 HISTORICO DO PROBLEMA DE FLUXO DE POTENCIA OTIMO

O problema de fluxo de poténcia 6timo tem por objetivo determinar o melhor
ponto de operacdo de um sistema elétrico de poténcia, contribuindo para a melhoria
do desempenho deste, e ainda, satisfazendo as restri¢cbes regidas por particularidades
operacionais e fisicas da rede elétrica.

O problema de FPO ndo é simples devido a varias caracteristicas que possui,
sendo elas, a ndo linearidade, a presenca de restricGes canalizadas e de desigualdades,
a ndo convexidade e por ser um problema de grande porte. Devido a essas
caracteristicas, varios trabalhos surgiram na tentativa de soluciona-lo, os quais
utilizam diferentes metodologias.

O estudo do problema de FPO teve inicio na década de 60, mais
precisamente em 1962, quando Carpentier prop6s um modelo geral para o problema
de FPO, incorporando as equacdes de fluxo de poténcia ao problema de Despacho
Econdmico (DE). Associou a este problema uma funcdo Lagrangiana transformando-
0 em um problema de programacdo ndo linear irrestrito. Aplicou as condicdes
necessarias de KKT e obteve um sistema néo linear, resolvendo-o pelo método de
Gauss-Seidel, encontrando, portanto, a solucdo do problema.

Ap0s isso, muitos autores publicaram trabalhos na tentativa de solucionar o
problema de FPO. Neste trabalho destacamos alguns deles.

Dommel & Tinney (1968) propuseram o Método do Gradiente Reduzido, o
qual dividia as varidveis do problema em variaveis de controle e variaveis
dependentes ou funcionais. Neste método, sdo atribuidos valores iniciais as variaveis

de controle e as restri¢cdes de desigualdade sdo tratadas por parametros de penalidade.
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As varidveis dependentes sdo calculadas através da resolucdo das restricbes de
igualdade do problema de FPO por meio do Método de Newton.

O Método da Funcdo Penalidade foi introduzido por Sasson et al. (1973).
Neste método sdo introduzidas fungdes que penalizam a funcdo objetivo caso as
restricOes de igualdade ou desigualdade do problema sejam violadas, transformando o
problema de FPO em um problema irrestrito. O parametro de penalidade é aumentado
a cada iteracdo, um problema irrestrito é resolvido e este processo € repetido até que
todas as restricdes do problema sejam resolvidas satisfatoriamente.

Rashed e Kelly (1974), introduziram um método que utilizava o Método de
Newton, o Método de Penalidade e dos multiplicadores de Lagrange. Neste método
sdo incorporadas a funcdo objetivo, as restricbes de igualdade por meio de
multiplicadores de Lagrange e as restricbes de desigualdade por meio de fatores de
penalidade, resultando em uma funcdo auxiliar. As atualizacbes dos fatores de
penalidade sdo feitas por um parametro positivo e das varidveis pelo Método de
Newton, no qual o passo é calculado por meio da matriz Hessiana.

Sun et al. (1984) propuseram o Método de Newton com Penalidade.
Seguindo a mesma linha de Rashed e Kelly (1974), esta abordagem para solucionar o
problema de FPO, tem como base a formulacdo de Newton e o desacoplamento do
problema original em dois subproblemas, denominados subproblema de poténcia
ativa e subproblema de poténcia reativa. Apos incorporar a funcdo objetivo as
restricdes de igualdade, por meio de multiplicadores de Lagrange, e as restrices de
desigualdade, por meio de multiplicadores de Lagrange e fatores de penalidade,
origina-se uma funcdo auxiliar. Essas restricbes sdo divididas em duas classes: a
classe das restricdes penalizadas e a classe das restricbes consideradas ativas na
solucdo, sendo estas incorporadas na funcao objetivo por meio de multiplicadores de
Lagrange. Ao satisfazer as condices de KKT, o ponto 6timo do problema €
encontrado e as equacdes do fluxo de poténcia tradicional, sdo satisfeitas dentro de
uma determinada toleréncia.

Entre as diversas técnicas aplicadas na resolucdo do problema de FPO, o
Método de Pontos Interiores tem sido considerado um dos mais eficientes devido ao
seu 6timo desempenho e robustez para a solucdo de problemas de programacao nédo
linear.

Para solucionar o problema de Despacho Otimo de Reativos, Granville

(1994) utilizou um Método de Pontos Interiores denominado Método Primal-Dual
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Barreira Logaritmica, o qual incorpora varidveis de folga e/ou excesso nas restricdes
de desigualdade, transformando-as em restricdes de igualdade. E adicionada uma
funcdo barreira logaritmica e um parametro de barreira & funcéo objetivo garantindo
que as variaveis de folga e/ou excesso permanegam positivas. O parametro de barreira
tende a zero e ¢ atualizado a cada iteracdo. Uma dificuldade encontrada neste método
é a escolha do valor inicial do parametro de barreira, pois € um dado fundamental
para o sucesso do método.

Wu et al. (1994) sugerem um método denominado Método Previsor-Corretor
que diferencia-se do Método Primal-Dual, pois sdo introduzidos termos néo lineares
nas condicdes de otimalidade.

Torres & Quintana (1998) propuseram a resolugdo do problema de FPO por
meio do Método de Pontos Interiores usando coordenadas retangulares de tensédo, que
dessa forma, a funcdo objetivo e as restricbes sdo quadraticas. Caracteristicas de
funcBes quadraticas, como por exemplo, a matriz Hessiana constante e a expansao em
série de Taylor até a segunda ordem sem erro de truncamento, facilitam a
incorporacdo de informacdes de alta ordem em um procedimento previsor-corretor, 0
gue proporciona uma melhora no desempenho do Método de Pontos Interiores.

Momoh et al. (1999a) e Momoh et al. (1999b) apresentaram uma revisdo a
respeito de técnicas estudadas e usadas para resolucdo do problema de FPO existentes
até o ano de 1993. De acordo com 0s autores, essas técnicas podem ser classificadas
em seis classes: programacdo ndo linear; solucdo das condicBes de otimalidade
baseadas em Newton; programacdo linear; versdo hibrida de programacéo inteira e
Métodos de Pontos Interiores.

Nejdawi et al. (2000) propuseram um algoritmo de programacdo quadratica,
sendo este formado por um ciclo de linearizacdo externo e um ciclo de otimizacao
interno. O ciclo de otimizacdo interno resolve um problema de programacéo
quadratica reduzido e com restricbes relaxadas, mantendo o problema com uma
dimensédo pequena. As iteracdes do ciclo externo sdo comparadas ao FPO de Newton
e as do ciclo interno, como eficientes iteracbes de pontos interiores. Os autores
observaram, atraves de testes computacionais para os sistemas IEEE de 30, 57, 118 e
300 barras, que os numeros de iteracOes internas e externas para as diferentes
dimensGes do problema ndo sofreram grandes diferencas e este algoritmo é

considerado muito eficiente pelos autores.
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Costa et al. (2000), por meio de um estudo comparativo, apresentaram trés
abordagens, baseadas no Método de Newton, para solucionar o problema de FPO.
Sendo elas: penalidade e conjunto ativo; primal-dual; e barreira logaritmica primal-
dual. Fizeram uma revisdo das metodologias e compararam suas principais
caracteristicas, apresentado testes computacionais para os sistemas IEEE 30, 57 e 118
barras.

Quintana et al. (2000) analisaram e classificaram as principais publicacoes
em Método de Pontos Interiores, em relacdo ao desenvolvimento matematico e
implementacéo dos algoritmos que obtiveram sucesso nas aplicacdes em operagdes do
sistema de energia. Os autores também analisaram os mais conhecidos cédigos de
software em pontos interiores, 0s quais, a maioria estdo disponiveis gratuitamente na
Internet.

Oliveira & Filho (2003), propuseram o Método de Pontos Interiores Primal-
Dual e Previsor-Corretor para um modelo de FPO DC, onde um problema de fluxo
em redes com restricbes adicionais sdo representadas pelas leis de Kirchoff. A
estrutura da matriz resultante é explorada reduzindo o sistema linear a ser resolvido a
um sistema com dimensdo igual ao ndmero de barras ou ao numero de lagos
independentes, cuja matriz é invariante no decorrer do processo, permitindo que o
método tenha uma iteracdo de velocidade maior. Consequentemente, um sistema
linear deve ser resolvido, cuja matriz varia a cada iteracdo e a dimensdo deste sistema
se reduz ao nimero de geradores. O autor apresenta resultados numéricos para 0s
sistemas testes do IEEE e sistemas brasileiros de grande porte. Para esses casos, 0
Método de Pontos Interiores se mostra bastante eficiente e robusto tendo uma
convergéncia rapida.

Almeida (2005) analisa os casos de dificil resolucdo do problema de FPO a
partir de um problema de FPO parametrizado e de suas condi¢bes de otimalidade, que
sdo primeiramente derivadas supondo a formulacdo original do problema. Esta
formulacdo contém restri¢fes de igualdade e de desigualdade, que posteriormente séo
particularizadas a formulacdo usada nos Métodos Primais-Duais de Pontos Interiores,
utilizando um equivalente do Sistema Sul Brasileiro para ilustrar tais casos criticos.

Carvalho (2005) utiliza os Métodos de Pontos Interiores Primal-Dual e
previsor corretor desenvolvendo-os para o problema de minimizacdo de custos na
geracdo e perdas na transmissao do pré-despacho DC (fluxo de carga em corrente

continua) de um sistema de poténcia hidroelétrico, com base no modelo de fluxo em
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redes e no principio do minimo esforco. E estudado em seu trabalho a estrutura
matricial resultante da simplificacdo do problema proposto pela incluséo do principio
do minimo esforco.

Oliveira (2005) propde um Método de Pontos Interiores Primal-Dual e
Previsor-Corretor para minimizar os custos na geracdo e perdas na transmisséo no
problema de pré-despacho de um sistema de poténcia hidroelétrico, baseando-se no
modelo de fluxo em redes e no principio do minimo esfor¢o. O autor também propde
um Método Primal-Dual perturbado com base na definicdo de uma heuristica que
determinara a escolha do parametro de perturbacdo, o qual mostrou-se eficiente na
pratica convergindo em menos iteragdes comparado com uma implementacdo ja
existente do modelo de fluxo de redes.

Baptista et al. (2006) apresentaram uma nova abordagem para minimizar as
perdas em sistemas elétricos de poténcia, a qual considera a aplicacdo do Método
Primal-Dual Barreira Logaritmica a magnitude da tenséo e variaveis transformadores
taps. As restricdes de desigualdade sdo tratadas pelo Método da Lagrangiana
aumentada. A funcdo Lagrangiana é associada a todas as restricdes e as condicdes
necessarias de primeira ordem sdo obtidas através do método de Newton, da
atualizacao das varidveis duais e fatores de penalidade. Os resultados dos testes sao
apresentados para mostrar o bom desempenho desta abordagem.

Thomaz (2007) apresenta em seu trabalho um Método de Pontos Interiores
Primal-Dual desenvolvido para o problema de FPO corrente alternada ativo e reativo.
O autor adotou a representacdo das tensdes através de coordenadas cartesianas uma
vez que, neste modelo, a matriz Hessiana do problema € constante e a expansao até
segunda ordem em Taylor é exata. Antes da aplicacdo do método, reduz-se o nUmero
de variaveis do problema ndo alterando a estrutura esparsa do mesmo. A matriz
resultante possui caracteristica simétrica, a qual € explorada de forma eficiente
reduzindo o esforco computacional do método por iteracdo. S@o apresentados
resultados computacionais, utilizando sistemas de teste IEEE e um sistema real
brasileiro.

Lage et al. (2008) apresentam um estudo sobre o Despacho Otimo ativo e
reativo com restri¢cdes de fluxo de linha. O Método Primal-Dual Barreira Logaritmica
foi utilizado para resolver o problema. Os resultados obtidos nos sistemas de 8 e 118
barras, mostram que a técnica proposta é capaz de melhorar o funcionamento do

sistema.
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Lage et al. (2009) apresentam um Método Barreira/Penalidade Modificada.
Neste método, as restricdes de desigualdade sdo transformadas em restrigdes de
igualdades pela introducdo de varidveis de folga, que sdo tratadas por uma funcgéo
barreira modificada ou a funcdo penalidade quadratica. Em seguida, as condi¢fes de
primeira ordem e método de Newton sdo aplicados na solu¢do do problema, e para
validar a proposta do método, sistemas elétricos de poténcia de 3, 14, 30, 118, 162 e
300 barras foram usados como estudos de caso, e os resultados obtidos mostraram a
eficiéncia do método.

Song et al. (2009) aplicam um Método Ponto Interior ndo-linear para FPO
reativo usando fung6es penalidade de arredondamento. A fungdo penalidade aplicada
é na forma de cosseno e € incluida para se harmonizar as funcdes barreira com as
variaveis de controle discretas em problemas de otimizacdo de sistemas de poténcia.
Os resultados dos testes com sistemas de teste 14 barras mostram a aplicabilidade do
algoritmo proposto.

Sousa et al. (2009) propdem uma nova abordagem chamada de Funcdo
Lagrangiana Barreira Modificada para resolver o problema de Fluxo de Poténcia
Otimo. Nesta abordagem, as restricdes de desigualdade sdo tratadas pelo Método da
Funcdo Barreira Modificada. A viabilidade da abordagem proposta € demonstrada
com testes comparativos com o Método de Ponto Interior, utilizando varios sistemas
de teste IEEE e duas redes derivadas da geracdo brasileira / sistema de transmisséo.
Os resultados mostram que o método Funcdo Lagrangiana Barreira Modificada é
computacionalmente mais atraente do que o Método de Pontos Interiores em termos
de velocidade, nUmero de iteracdes e condicionamento numérico.

Probst (2010) utiliza um método de pontos interiores previsor-corretor, onde
as tensbes sdo representadas em coordenadas cartesianas ao inves de coordenadas
polares, pois estas, sendo quadraticas, permitem correcdes ndo lineares nas condi¢fes
de factibilidade primal e dual e ndo apenas nas de complementaridade como nos
métodos tradicionais de programacao néo linear.

Khiat e Marano (2010) apresentam um estudo de um Método de Pontos
Interiores com base no Algoritmo Primal Dual Barreira Logaritmica para
programacao nao-linear. A minimizacao de perda total de poténcia ativa é formulada
como um FPO Reativo, incluindo restricdes de igualdade e de desigualdade que
representam as condi¢fes de seguranca do sistema de energia. Mostra-se que este

método de otimizacao tem caracteristicas muito atraentes para resolver essa classe de
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problemas e resultados obtidos com varias simulagdes para um verdadeiro sistema de
transmisséo de energia sdo apresentados.

Chung et al. (2011) propem um Método de Ponto Interior previsor-corretor
decomposto para resolver o problema de fluxo de poténcia dindmica, que é um
problema de otimizacgdo ndo linear de grande porte. O sistema KKT é decomposto em
varios subsistemas com base na sua estrutura especial de bloco, em que o tamanho de
cada um dos subsistemas depende somente do tamanho da rede. No processo
iterativo, variaveis de folga e multiplicadores de Lagrange de restricdes dinamicas sao
previstos primeiramente e corrigidos, e entdo, outras varidveis sdo previstas e
corrigidas em cada intervalo de tempo. Os parametros, tais como o comprimento do
passo e parametro de barreira, sdo independentemente estimados em cada subsistema.
Além disso, uma estratégia de iteracdo de desigualdade é introduzida para evitar a
computacdo desnecessaria. A eficacia do método proposto foi demonstrada nos
sistemas IEEE 14 e 118 barras com até 24 intervalos de tempo. Verificou-se que, em
comparagdo com um Método de Ponto Interior Primal Dual Puro, o Método de Ponto
Interior Previsor-Corretor Decomposto proposto é mais atrativo, especialmente
guando as pressdes dindmicas tornam-se ativas.

Soler et al. (2012) apresentam um método para lidar com as variaveis
discretas do problema de fluxo de poténcia 6timo. A funcdo de penalidade é
apresentada e devido a sua inclusdo para a funcdo objetivo, uma sequéncia de
problemas de programacao ndo linear com apenas as variaveis continuas sdo obtidos e
as solucbes destes problemas convergem para uma solucdo do problema misto. Os
problemas de programacdo ndo-lineares obtidos sdo resolvidos por um Método
Primal-Dual Barreira Logaritmica e testes numericos sdo apresentados para 0S
sistemas IEEE 14, 30, 118 e 300 indicando que o método ¢ eficiente.

Pinheiro (2012) prop6s em seu trabalho o Método Previsor-Corretor Primal-
Dual de Pontos Interiores, com Barreira Logaritmica Modificada com estratégia de
ajuste cubico e o Método Previsor-Corretor Primal-Dual de Pontos Interiores, com
Barreira Logaritmica Modificada com estratégias de ajuste cubico e de convergéncia
global. O autor apresentou resultados obtidos para os sistemas elétricos de Dommel e
Tinney (1968) de 9 barras, IEEE 14, 30, 57, 118 e 162 barras, e 0s comparou entre 0s

dois métodos propostos.
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5.2 DEFINICAO DO PROBLEMA DE FPO

O problema FPO é uma ferramenta que tem por finalidade fornecer a melhor
condicéo de operacdo de um sistema elétrico sob um determinado objetivo. O objetivo
pode ser, por exemplo, a condi¢cdo de operagédo tal que o sistema tenha a menor
quantidade de perdas elétricas possivel. O problema de FPO ndo é simples, pois a
solucdo encontrada deve respeitar os limites operativos dos equipamentos que
compdem a rede elétrica assim como atender outras restricdes inerentes a operacao de

um sistema elétrico.

5.2.1 APLICACOES DO FLUXO DE POTENCIA OTIMO

O FPO tem aplicacdo em varios problemas de planejamento da expanséo e
operacdo e de operacao em tempo-real, tais como:
. Despacho econémico e seguro (operagdo em tempo-real, simulacdo do

despacho em estudos de planejamento da operacdo e expansdo);

. Redespacho preventivo e corretivo (operacdo em tempo-real);
. Minimizacao de perdas;
. Alocacdo de fontes de poténcia reativa (planejamento da expansao do suporte

de reativos);

. Avaliacéo da confiabilidade composta de sistemas geragédo e transmissao;
. Planejamento da expansdo de sistemas de transmissao;

. Tarifacao de servicos de transmissao;

. Determinacéo de precos nodais de energia.

O FPO é um termo genérico que corresponde a uma ampla classe de
problemas dentre os quais se destaca o problema de FPO reativo, que € 0 modelo de
problema de FPO utilizado neste trabalho.

Na proxima secdo apresentamos a formulacdo matematica do problema de
FPO reativo.
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5.2.2 FORMULACAO MATEMATICA DO PROBLEMA DE FPO

O FPO é geralmente formulado como um problema de Programacdo N&o

Linear, de acordo com o seguinte formato padrao:

min f(x)
sa: g(x)
113
h(x)<0 (113)
X<X2X
Em que:
. f (x) : funcéo objetivo;
. g(x)=0e R": restricOes de igualdade;
. h(x)<0e R": restricdes de desigualdade;
. X = (V ,0) € R": vetor de variaveis do problema;
. X e x . vetor dos limites inferiores e superiores das varidveis X,

respectivamente.

O vetor x das variaveis de controle e de estado, representa o vetor de
magnitude das tens@es (7), os angulos das tensdes (#). A funcéo objetivo, f(x) pode
ser as perdas de poténcia ativa na transmisséo, o custo na geracdo, entre outras. Neste
trabalho, adota-se as perdas de poténcia ativa na transmissao.

As restricBes de igualdade g(x) sdo as equacOes do fluxo de poténcia ativas e
reativas obtidas impondo-se as Leis de Kirchoff'em cada barra da rede. As restricoes
de desigualdade #Z(x) representam as restricdes funcionais como: limites sobre a
poténcia reativa nas barras de controle de reativos e sobre a poténcia ativa na barra

slack, limites nos fluxos ativos e reativos nas linhas de transmissao, entre outras.

As variaveis do problema de FPO podem ser caracterizadas como:
¢ Variaveis dependentes:
. tensao nas barras de carga do sistema;

. angulo em todas as barras do sistema menos a de referéncia angular;
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. poténcia reativa nas barras com controle de reativo e referéncia;
. poténcia ativa na barra de referéncia.
% Variaveis de controle:
. tensdo nas barras de controle de reativos do sistema;
. tap dos transformadores;

. bancos de capacitores.

Segundo Monticelli (1983), o problema de FPO € escrito com a utilizagédo
das equacdes do fluxo de poténcia, de uma fun¢do objetivo e das restricdes, obtendo-

se 0 seguinte problema de FPO reativo:

min % f_(V.,0)

(k,m)eNL
sa: AP(V,0)=0, i =12,.,NBCCR
AQ,(V,6)=0, j=12,..,NBC (114)

Q,<0Q,(V,00<Q, n=12,.,NBCR
V,<V,(V.0)<V,, p=12,.,NB

em que:
. NBCCR é o numero de barras de carga e de controle de reativos;

. NBC € o nimero de barra de cargas;

. NBCR é o nimero de barras de controle de reativos;

. NB é o numero de barras do sistema elétrico;

. NL é o nimero total de linhas de transmissao;

. V e 0 sdo os vetores da magnitude e fase de tenséo, respectivamente;

f.,(V.,0) , neste trabalho, € a funcdo de perdas de poténcia ativa na
transmissdo na linha km,

emque: f_(V,0)= ¥ g, (V> +V> -2V, V cos6, );
(

k,m)eNL
. As equac0es de balango do sistema elétrico sdo dadas por:

v’ Poténcia ativa para as barras de carga e controle reativo:

AP (V,0)=Pf —PF - ZQ P_(V.0),
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emque: P_(V.0)=V2g,-V\V (g,,6c086, +b,_senb, );
v Poténcia reativa para as barras de carga:

AQ/((VIG) = QkG - ch _mgg ka(vve)!

emaque: Q,(V,0) ==V (b, +b])+V,V (b_cos6, —g, senb, );
. Limite na geracdo de poténcia reativa para as barras de controle reativo:

ka (V 19) - mze;Q_ (Vk)2 (bkm + bksnf’:) + Vk Vm (bkm cos ekm - gkmsenekm) :

. g,..b, eb, sdo acondutdncia, susceptancia e a susceptancia shunt da linha,

' = km

respectivamente;

. PkG e Pkc sdo as poténcias ativas geradas e poténcia ativas consumidas,

respectivamente;

. Q° e Q° sdo as poténcias reativas geradas e poténcias reativas consumidas
k k !

respectivamente;

. Q, e & sdo os limites maximos e minimos de geracdo de poténcia reativa,

respectivamente;

. V, eV, sdo os limites maximos e minimos das magnitudes das tensoes,

respectivamente;

. Q) é o conjunto das barras vizinhas a barra %, incluindo ela mesma.

Destacamos que a variavel de controle tap de transformador foi considerada
de forma fixa neste trabalho.

O problema a ser estudado neste trabalho é o problema de FPO reativo. O
aspecto reativo em um sistema de energia esta relacionado principalmente ao controle
da tensdo nas barras. No problema de FPO reativo, as variaveis associadas com a
poténcia ativa estdo fixas e as variaveis de controle estdo associadas com a poténcia
reativa. A funcdo objetivo em (114) relaciona-se as perdas ativa nas linhas de
transmisséo, essa funcdo € ndo separavel e ndo permite simplificacbes. De acordo
com Monticelli e Liu (1992), esse fato pode dificultar a solucdo do problema de FPO.

Existem muitas metodologias de otimizacdo utilizadas para solucdo do

problema (114). Dentre elas destacamos a metodologia de Pontos Interiores.
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No préximo capitulo serdo apresentados os resultados numéricos da
aplicacdo do pacote de algoritmos de otimizacdo ndo linear, denominado Knitro, no
qual estd implementado um Método de Ponto Interior que utiliza Busca Linear ou
Regido de Confianca para o célculo do passo, aplicados a um problema matemaético

teste e a varios sistemas elétricos de poténcia encontrados na literatura.
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CAPITULO 6

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos por meio da utilizacdo do
pacote de algoritmos Knitro, apresentado no capitulo 2, a um problema matematico
proposto por Bazaraa et al. (1993) e adaptado por Ferreira et al. (2012), e ao problema
de FPO. Os sistemas elétricos de poténcia usados foram IEEE 14, 30 e 118 barras. Os
dados destes sistemas foram obtidos na pagina
http://www.ee.washington.edu/research/pstca/ (acessado em janeiro de 2013). O
pacote Knitro foi utilizado com interface do GAMS — General Algebric Modeling

System (www.gams.com) para resolver o problema matematico teste e o problema de

FPO. A versdo free do software estd disponivel na internet, podendo ser utilizada
apenas para problemas com poucas variaveis, no entanto, para realizacdo completa de
todos os testes deste trabalho, devido a sua dimensdo, foi necessario a utilizacdo da
versdo, Knitro 6.0, cuja licenca foi cedida pelo Laboratorio de Analise de Sistemas de
Energia Elétrica (LASEE) da Escola de Engenharia de Sao Carlos - USP.

A implementacdo computacional para a entrada de dados do problema de
FPO foi realizada utilizando o software Matlab R2010a (http://www.mathworks.com)
em um microcomputador com processador Intel i5 M430 de 2.27GHz, 4 Gb de
memdria RAM do Laboratdrio de Otimizacdo e Estudos Econémicos de Sistemas de
Poténcia (LOESP), da Faculdade de Engenharia, da Unesp de Bauru.

Todos os testes foram realizados em um microcomputador com processador
Intel i3 de 3.20 GHz, com 4 GB de memoria RAM.

No Knitro alguns valores inicias sdo pré-definidos e outros podem ser

definidos pelo usuario. Em todos os testes o valor inicial para o parametro de barreira

é escolhido manualmente por 1 =10", ja as tolerancias dos testes de parada para o

problema de programagcéo néo linear e para o problema de barreira sio ¢* =10"° e

g™ =10"° _ respectivamente, sao os valores padrdes do pacote de algoritmos Knitro.
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6.1 Testes numeéricos

Nesta se¢do apresentam-se o0s testes numéricos e os resultados obtidos.

6.1.1 Problema matematico teste

Seja 0 problema matematico teste adaptado por Ferreira et al. (2012):

min (x,—2)* +(x,—2x,)? (115)
s.a: senx,—x +2-x,=0 (116)
x:—x,<0 (117)
X, —senx,—0,520 (118)
X, —senx,—2,5<0 (119)

A representacdo geometrica das curvas de niveis da funcdo objetivo (115),
das restricdes do problema (116) — (119) e o ponto 6timo do problema é dada pela

Figura 3.
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Figura 3 - Representacdo geomeétrica do problema (115) — (119).
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A solugdo inicial utilizada € x, :(O,Z)T , A, € calculado por (74) - (76) e s €

escolhido como um valor positivo.
Para resolver o problema (115) — (119), prople-se resolver o seguinte

problema de barreira, cujas variaveis de folga s;> 0:

3
- 4 2
min 0, (x.,) = (x-2)" + (5, ~2x) -2 In(s,)

j=1

sa: senxl—x1+2—x2:O
X:—=x,+s =0 (120)

— X, +senx +0,5-s,=0
)(2—5*49n)(1—2,5+$3 =0

Associa-se ao problema (120) uma funcdo Lagrangiana, dada por:

L(xl,xz,sl,sz,ss,ﬂ,o,ll,iz,ﬂ.g) = ()(1—2)4 +()(1—2)(2)2 + A (senx —x +2-X,) +

+ ﬂl(xf - X, + 51) +4, (—)(2 +senx, +0,5+ sz) + 4, (X2 —senx,—2,5+ 53) - (121)

—uln (sl)—uln(sz)—,uln(ss)

Aplicam-se as condicGes de otimalidade a funcdo Lagrangiana (121), e

obtém-se o seguinte sistema de equacdes nao lineares:

2x, —4x,+ A cosx —1+ 4()(1—2)3 +2A,x, + A,cos X, —A,cos x, =0
A=A =24, — A —4x +8x,=0

1

A-E=0
Sl

2,-£=0
52

A-E= (122)
53

senx, — X,—x +2=0
2 —
X +s—-x,=0

1
S,— X, +senx, +—-=0
2

S, * X, —sen)(l—E =0
2
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O sistema (122) ¢ resolvido pelo método de Newton, e o vetor gradiente e a

matriz Hessiana associados a (122), utilizados no sistema de Newton, sdo dados por:

2, +12(x1— 2)2 — A, Senx, —
—A,senx, + A,senx, +2

cosx, -1

0 0
0 0
u
—20
Sl

u
0 7

2
0 0
0 0
1 0
0 1
0 0

0 cos x -1 2)(1
0 -1 -1
0 0 1
0 0 0
u
? 0 0
3
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0

COS X,

O O o o

—COS X,

o O o o

A Tabela 1 apresenta os resultados para as diferentes estratégias de

atualizacdo do parametro de barreira, disponiveis no pacote de algoritmos de

otimizacdo Knitro e destacadas no capitulo 4. Sdo apresentados os valores finais

obtidos para as variaveis x; e x,, para a funcdo objetivo e a quantidade de iteragdes

realizados em cada estratégia.

Tabela 1 — Resultado das diferentes estratégias de atualizagdo do parametro de barreira disponivel no
Knitro para o problema teste matematico

Estratégias X1 X2 Funcéo Objetivo I-tré)::égees
(i) 1,29203728 1,66936036 4,44012572235106 7
(i) 1,29203724  1,66936040 4,44012578403590 5
(iii) 1,29203728  1,66936035 4,44012571235210 6
(iv) 1,29203733  1,66936037 4,44012571235205 5
(V) 1,29203726  1,66936037 4,44012565770918 5
(vi) 1,29203701  1,66936055 4,44012572206548 5
default 1,29203728 1,66936035 4,44012571235205 5
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Na Tabela 2 apresentam-se 0s resultados das estatisticas finais que mostram
0 numero de iteragdes feitas utilizando o Método Regido de Confianca com passo CG,
numero de avaliagdes da funcdo objetivo, 0 nimero de avaliagbes do gradiente, o
numero de avaliagcGes da Hessiana, o tempo total de processamento em segundos e o
tempo total gasto nas avaliacbes também em segundos, para cada estratégia de

atualizagdo do problema de barreira disponivel no pacote de algoritmos de otimizacéo

Knitro.
Tabela 2 — Estatisticas finais para o problema matematico teste.

Estratégias (1) (i) (i) (iv) () (vi) default
NUmero de
iteraces CG 0 0 0 0 1 0 0
AvaliacGes da
funcao objetivo 8 6 7 6 10 6 6
AvaliacGes do
gradiente 8 6 7 6 6 6 6
AvaliacGes da
Hessiana 7 5 6 5 5 5 5
Tempo total 0,076 0,051 0,074 0,084 0,057 0,081 0,039
Tempo gasto 0,001 0000 0000 0001 0,000 0000 0,001

nas avaliacGes

Analisando os resultados obtidos na Tabela 1, nota-se que o processo de
otimizacdo utilizando a estratégia (i) convergiu em sete iteracfes, sendo este o maior
numero obtido em comparacdo com as demais estratégias. Ja as estratégias (ii), (iv),
(v) e (vi) obtiveram um total de cinco iteracGes, sendo esse 0 menor numero
comparando com as outras estratégias. E a estratégia (iii) obteve seis iteracfes. O
melhor valor para a funcéo objetivo foi obtido com a estratégia (v) com diferenca na
sétima casa decimal.

Observamos na Tabela 2 que apenas a estratégia (v) realizou 01 iteracdo CG.
Quanto ao numero de avaliagdes da funcdo objetivo as estratégias (ii), (iv) e (vi)
obtiveram o menor nimero e a estratégia (v) o0 maior nimero. As estratégias (ii), (iv),
(v) e (vi) obtiveram o menor nimero de avaliagbes do gradiente e avaliagdes da
Hessiana, e a estratégia (i) o maior numero. Comparando o tempo total de
processamento, a estratégia que resolveu o problema mais rapido foi a estratégia (ii) e
a que utilizou mais tempo para resolucdo foi a estratégia (iv). As estratégias (i) e (iv)

gastaram 0,001 segundo de tempo nas avaliacOes.
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6.1.2 Sistemas Elétricos de Poténcia

Em todos os testes realizados com os sistemas elétricos de 14, 30 e 118
barras, a fungéo objetivo a ser minimizada foi a de perdas de poténcia ativa nas linhas
de transmisséo, tendo como restri¢cdes de igualdade as equacdes do fluxo de poténcia,
como variaveis canalizadas as magnitudes de tensdo e as restricdes canalizadas de
geracdo de reativos nas barras de controle de reativo. Em todos os sistemas elétricos
utilizados a poténcia base foi de 100 MVA.

Nos testes realizados com os sistemas elétricos de 14 e 30 barras, o0s limites

minimos e maximos das magnitudes de tensdo das barras do sistema foram

V,= 0,95 p.u e V_p =1,10 p.u, respectivamente, e para o sistema elétrico 118 barras,

os limites minimos e méximos das magnitudes de tensdo das barras do sistema

elétrico foram V,=090pue V_p =1,10 p.u, respectivamente. Nos testes realizados

com os sistemas IEEE 14, 30 e 118 barras os valores dos taps sdo fixos e os valores
iniciais para as tensdes e angulos sdo de acordo com os dados destes sistemas, 0s
quais foram obtidos na péagina http://www.ee.washington.edu/research/pstca/

(acessado em janeiro de 2013).

6.1.2.1 Sistema elétrico IEEE 14 barras

O sistema IEEE 14 barras possui as seguintes caracteristicas:

1 barra de geracéo (slack);

4 barras de controle reativo;

9 barras de carga;

17 linhas de transmissao;

3 transformadores com tap fixo.

O diagrama do sistema elétrico IEEE 14 barras € apresentado na Figura 4.
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Figura 4 - Sistema elétrico IEEE 14 barras.
Fonte: http://www.ee.washington.edu/research/pstca/pf14/14bus600.tif

Para o sistema IEEE 14 barras a formulacdo matematica do FPO contempla
22 restricdes de igualdade, 42 restricdes de desigualdade e 27 variaveis.

A Tabela 3 apresenta os resultados das Perdas (MW) e a quantidade de
iteracGes para as diferentes estratégias de atualizacdo do parametro de barreira,

presentes no pacote de algoritmos de otimizacao Knitro.

Tabela 3 — Valores das Perdas (MW) e nimero total de iteracfes para o sistema IEEE 14 barras

Estratégias Perdas Total de
(MW) Iteracoes

(i) 12,3615894863511 12

(i) 12,3614451559757 10

(iii) 12,3614690886585 8

(iv) 12,3614758449893 7

(V) 12,3614726719065 6

(vi) 12,3614747401626 8

default 12,3614758449893 7

A Tabela 4 apresenta as estatisticas finais que mostra o0 nimero de iteracfes
realizadas utilizando o Método Regido de Confianca com passo CG, o numero de
avaliacbes da funcdo objetivo, o0 nimero de avaliagbes do gradiente, o numero de
avaliacOes da Hessiana, o tempo total de processamento em segundos e tempo total
gasto nas avaliagcbes também em segundos, para cada estrategia de atualizacdo do

parametro de barreira disponivel no pacote de algoritmos de otimizacdo Knitro.
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Tabela 4 — Estatisticas finais para o sistema elétrico IEEE 14 barras.

Estratégias 0] (i) (i) (iv) (V) (vi) default
teragies GG 0 o 0o 0o 0o 0o 0
iR S S SR I
g&ﬂ:gﬁi’:s do 13 11 9 8 7 9 8
fFivaliagoes da 12 10 8 7 6 8 7
Tempo total 0051 0066 0098 0099 0087 0093 0,075
Tempogastona 4007 0020 0009 0013 0005 0010 0,015

avaliacao

Os valores das tensdes, dos angulos, das restricbes e dos multiplicadores de

Lagrange obtidos nos testes para o sistema IEEE 14 barras utilizando as estratégias (i)

e (iv), sdo apresentados no Apéndice A.

Na Figura 5 tem-se a magnitude das tensdes na Ultima iteracdo das

estratégias de atualizacdo do parametro de barreira. Observa-se que uma magnitude

de tensdo esta ativa no seu limite superior e as demais tensdes estdo dentro dos limites

definidos no ponto de solucdo do sistema. Nota-se que todas as tensdes para cada

barra tem 0s mesmos valores em todas as estratégias de atualizagéo.

1,05

Tensdes (p.u)

1,00

0,95

3 4 S 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Barras

*{i)
B {ii)
A (i)
(iv]
v}
(i)

Figura 5 — Magnitude de tensGes no sistema elétrico IEEE 14 barras para as estratégias de atualizacéo

do parametro de barreira
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Analisando os resultados da Tabela 3, observamos que a estratégia que
resolve o problema de otimiza¢do com o menor nimero de iteracdes, € a estratégia (V)
e a estratégia que resolve com o maior numero de iteragdes é a estratégia (i).

Podemos observar na Tabela 4 que a estratégia (v) obteve o menor nimero
de avaliagbes da funcdo, avaliacGes do gradiente e avaliacbes da Hessiana, e a
estratégia (i) o maior numero nas trés categorias. A estratégia (iv) obteve o maior
tempo computacional e a estratégia (i) o0 menor tempo computacional, e a estratégia
(v) obteve o menor tempo em segundos gasto nas avaliacdes e a estratégia (ii) o maior
tempo.

Destacamos que nenhuma das estratégias de atualizacdo do parametro de
barreira obteve iteragbes do CG, o que significa que nenhumas destas utilizaram o
Método de Regido de Confianca para o calculo do passo.

Para os testes no sistema elétrico IEEE 14 barras, o pacote Knitro escolheu

para a estratégia default a estratégia (iv) para atualizar o parametro de barreira.

6.1.2.1 Sistema elétrico IEEE 30 barras

O sistema elétrico IEEE 30 barras tem as seguintes caracteristicas:

» 1 barra de geracgdo (slack);

» 5 barras de controle de reativo;
e 24 barras de carga;

* 41 linhas de transmissao;

» 4 transformadores com tap fixo;

O diagrama do sistema elétrico IEEE 30 barras € apresentado na Figura 6.
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Figura 6 - Sistema elétrico IEEE 30 barras.
Fonte: http://www.ee.washington.edu/research/pstca/pf30/30bus600.tif

O modelo do problema de FPO para o sistema elétrico IEEE 30 barras possui
53 restricdes de igualdade, 78 restricdes de desigualdade e 59 variaveis.

A Tabela 5 apresenta os resultados das Perdas (MW) e a quantidade de
iteracOes para as diferentes estratégias de atualizacbes do parametro de barreira,

presentes no pacote de algoritmos de otimizacao Knitro.

Tabela 5 — Valores das Perdas (MW) e nimero total de iteracfes para o sistema IEEE 30 barras

Estratégias Perdas Total de
(MW) Iteracoes

(i) 16,2599352470274 14

(i) 16,2597178497246 10

(iii) 16,2597067090325 10

(iv) 16,2596921785080 7

(V) 16,2596996707274 7

(vi) 16,2597040258763 10

default 16,2596921785080 7

A Tabela 6 apresenta as estatisticas finais mostrando o nimero de iteracfes
realizadas quando se utiliza 0 Método Regido de Confianga com passo CG, o numero
de avaliacGes da funcdo objetivo, 0 numero de avaliacdes do gradiente, 0 nimero de

avaliacOes da Hessiana, o tempo total de processamento em segundos e tempo total
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gasto na avaliacdo também em segundos, para cada estratégia de atualizacdo do

parametro de barreira disponivel no pacote de algoritmos de otimizagéo Knitro.

Tabela 6 — Estatisticas finais para o Sistema Elétrico 30 barras.

Estratégias (1) (i) (i) (iv) () (vi)

NuUmero de
iteracbes CG 0 0 0 0 0 0

Avaliacdes da

funcao objetivo 15 1 1 8 8 11
Avaliactes do 15 11 11 8 8 11
gradiente

AvaliagGes da 14 10 10 7 7 10
Hessiana

Tempo total 0,075 0,099 0,050 0,076 0,103 0,065

Tempo gasto na

S 0,026 0,031 0,013 0,019 0,019 0,013
avaliacao

Os valores das tensdes, angulos, restricbes e multiplicadores de Lagrange
obtidos nos testes utilizando a estratégia (i) e (iv) sdo apresentados no Apéndice A.

Na Figura 7 tem-se a magnitude das tensdes na uUltima iteracdo das
estratégias de atualizacdo do parametro de barreira. Observa-se que trés magnitudes
de tensdo estdo ativas no seu limite superior e as demais tensdes estdo dentro dos
limites definidos no ponto de solucdo do sistema. Nota-se que todas as tensfes para

cada barra tem 0s mesmos valores em todas as estratégias de atualizagéo.

£l - - "".1'”'”1"[_; v
& 1,05 +—Giiaon S =
= — ) (i)
L 4 |
= {iii)
£ 1,00
= = (iv)
0,85 1 (v
{wi)
0,90
0 5 10 15 20 25 30

Barras

Figura 7 — Magnitude de tensGes no sistema elétrico IEEE 30 barras para as estratégias de atualizacao
do parametro de barreira
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Analisando a Tabela 5, observamos que a estratégia (iv) e (v) foram as que
obtiveram o menor numero de iteragdes e a estratégia (i) 0 maior numero.

Podemos observar na Tabela 6 que as estratégias (iv) e (v) obtiveram o
menor nimero de avaliacbes da funcdo, avaliagdes do gradiente a avaliagGes da
Hessiana e a estratégia (i) obteve 0 maior nimero nos mesmos requisitos. A estratégia
(iii) obteve o menor tempo total de processamento e tempo gasto na avaliacdo
juntamente com a estratégia (vi), e a estratégia (ii) o maior tempo gasto na avaliacdo e
a estratégia (v) o maior tempo total de processamento e a estratégia utilizada no modo
default foi a estratégia (iv).

Destacamos que nenhuma das estratégias de atualizacdo do parametro de
barreira obteve iteragbes do CG, o que significa que nenhumas destas utilizaram o
Método de Regido de Confianca para o calculo do passo.

Para os testes no sistema elétrico IEEE 30 barras, o pacote Knitro escolheu

para a estratégia default a estratégia (iv) para atualizar o parametro de barreira.

6.1.2.3 Sistema elétrico IEEE 118 barras

O sistema elétrico IEEE 118 barras tem as seguintes caracteristicas:

» 1 barra de geracgdo (slack);

» 53 barras de controle de reativo;
* 64 barras de carga;

» 186 linhas de transmiss&o;

» 9 transformadores com tap fixo;

O diagrama do sistema elétrico IEEE 118 barras é apresentado na Figura 8.
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Figura 8 - Sistema elétrico IEEE 118 barras.
Fonte: http://www.ee.washington.edu/research/pstca/pf118/118bus6.tif
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O modelo do problema de FPO para o sistema elétrico IEEE 118 barras
possui 181 restricdes de igualdade, 360 restricdes de desigualdade, 235 varidveis
continuas.

A Tabela 7 apresenta os resultados das Perdas (MW) e a quantidade de
iteracOes para as diferentes estratégias de atualizagcBes do pardmetro de barreira,

presentes no pacote de algoritmos de otimizacao Knitro.

Tabela 7 — Valores das Perdas (MW) e nimero total de iterac6es para o sistema IEEE 118 barras.

Estratégias Perdas Total de
(MW) IteracOes

(i) 107,868087314503 19

(i) 107,867910016911 16

(iii) 107,867922218211 14

(iv) 107,867885035162 10

(V) 107,867917854151 9

(vi) 107,867918315493 13

default 107,867885035162 10

A Tabela 8 apresenta as estatisticas finais mostrando o nimero de iteracfes
feitas utilizando o Método Regido de Confianga com passo CG, numero de avaliacdes
da funcdo objetivo, nUmero de avaliacbes do gradiente, nUmero de avaliacbes da
Hessiana, tempo total de processamento em segundos e tempo total gasto nas
avaliacBes também em segundos, para cada estratégia de atualizacdo do parametro de

barreira disponivel no pacote de algoritmos de otimizacdo Knitro.

Tabela 8 - Estatisticas finais para o sistema elétrico 118 barras.

Estratégias 0) (i) (iii) (iv) (v) (vi)
teragtes GG o o o 0 0 0
ﬁj‘%’;‘?ggj S 20 17 15 11 10 14
gAg:zfli’ees do 20 17 15 11 10 14
fFvaliagoes da 19 16 14 10 9 13
Tempo total 0,89 0150 0141 0209 0139 0,176

Tempo gasto na

avaliacio 0,143 0,117 0,106 0,083 0,066 0,107
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Os valores das tensdes, angulos, restri¢coes e multiplicadores de Lagrange
obtidos nos testes utilizando a estratégia (i) e (iv) sdo apresentados no Apéndice A.

Na Figura 9 tem-se a magnitude das tensdes na ultima iteracdo das
estratégias de atualizacdo do parametro de barreira. Observa-se que as magnitudes de
tensdo estdo ativas dentro dos limites definidos no ponto de solugéo do sistema. Nota-
se que todas as tensdes para cada barra tem 0s mesmos valores em todas as estratégias

de atualizacdo.

Tensbes [p.u)

0,95

0,90
4] 20 40 &0 BO 100 120
Barras

Figura 9 — Magnitude de tensGes no sistema elétrico IEEE 118 barras para as estratégias de atualizacdo
do parametro de barreira

Observa-se na Tabela 7 que a estratégia (v) obteve 0 menor nimero de
iteracOes e a estratégia (i) obteve o maior numero de iteracdes; a estratégia (iv) obtive
0 menor valor de perdas de poténcia e a estratégia (i) o maior valor.

Na Tabela 8 observa-se que a estratégia (v) obteve o menor numero de
avaliacdes da funcéo objetivo e avaliacdes do gradiente, 0 menor nimero de avaliacdo
da Hessiana e também obteve o menor tempo total de processamento; a estratégia (i)
obteve 0 maior nimero de avaliagdes da funcdo, avaliacbes do gradiente e da
Hessiana e também obteve o maior tempo de avaliagéo.

Destacamos que nenhuma das estratégias de atualizacdo do parametro de
barreira obteve iteracbes do CG, o que significa que nenhumas destas utilizaram o
Método de Regido de Confianca para o calculo do passo.

Para os testes no sistema elétrico IEEE 118 barras, o pacote Knitro escolheu

para a estratégia default a estratégia (iv) para atualizar o parametro de barreira.
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Na préxima secao apresentamos uma anélise geral dos resultados obtidos nos

testes citados.

6.2 Analise dos resultados

Nesta secdo, apresenta-se uma analise dos resultados obtidos para o
problema matematico teste e para os sistemas elétricos IEEE 14, 30 e 118 barras.

Nota-se que as estratégias de atualizacdo que obtiveram o melhor
desempenho, em termos de nimero de iteracGes foram: as estratégias (ii), (iv), (v) e
(vi), empatadas, para o problema matematico teste; a estratégia (iv) para o sistema
elétrico IEEE 14 barras; as estratégias (iv) e (v) para o sistema elétrico 30 barras; € a
estratégia (v) para o sistema elétrico 118 barras. Portanto, conclui-se que, em média,
as estratégias que obtiveram o melhor desempenho foram as estratégias (iv) e (v), as
quais utilizam o Método Previsor Corretor.

A estratégia que obteve o maior nimero de iteracdes, para o problema
matematico teste e para os sistemas elétricos IEEE 14, 30 e 118 barras, foi a estratégia
(i), a qual utiliza a atualizacdo de Fiacco-McCormick.

A Figura 10 mostra a relacdo entre a quantidade de iteracdes realizadas em
cada estratégia de atualizacdo do pardmetro de barreira para cada sistema elétrico
IEEE, na qual podemos observar qual estratégia obtém o maior nimero de iteracdes,
sendo ela a (i), ou menor numero de iteracdes, (iv) e (v), e podemos observar que 0s
sistemas elétricos IEEE 14 e 30 barras empataram no numeros de iteracBes nas

estratégias (ii) e (iv).
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Figura 10 — Relagdo entre quantidade de itera¢cdes com cada estratégia de atualizacdo para os sistemas
elétricos IEEE 14, 30 e 118 barras

Ao observarmos os valores finais da funcéo objetivo, nota-se que a estratégia
de atualizacdo que obteve o menor valor, foi a estratégia (iv) em todos os testes
realizados.

Nota-se que nos testes com as diferentes estratégias de atualizacdo do
parametro de barreira para o problema matematico teste, apenas a estratégia (V)
realizou uma iteracdo CG, ou seja, para o calculo do passo foi utilizado o Método
Gradiente Conjugado apresentado no capitulo 3. Os testes realizados com o0s sistemas
elétricos IEEE 14, 30 e 118 barras, ndo realizaram iteracdo CG em nenhuma das
estratégias de atualizacdo do parametro de barreira.

Nos resultados do problema matematico teste (115) — (119), observa-se que a
estratégia (v) foi a que realizou um maior numero de avaliacdes da funcao objetivo e
as estratégias (ii), (iv) e (vi) o menor numero; no sistema elétrico 14 barras, a
estratégia (v) obteve o menor nimero de avaliagcdes da funcéo e a (i) o0 maior nimero.
No sistema elétrico 30 barras, as estratégias (iv) e (v) obtiveram o menor nimero de
avaliacbes da funcdo e a (i) o maior nimero, e 0 sistema elétrico 118 barras as

estratégias (iv) obteve o menor nimero de avaliages da funcéo e a estratégia (i).
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De um modo geral, excluindo-se as opgdes de tempo, observamos que a
estratégia (i) € a que apresentou nos testes o pior desempenho quanto aos requisitos
explorados e as estratégias (iv) e (v) o melhor desempenho.

Quanto ao tempo total de processamento, destacamos que ndo houve um

padrdo devido ao numero de algoritmos acessados durante o processo.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos uma revisdo matematica de alguns métodos
implementados no pacote de otimizacdo Knitro, tais como: Método de Pontos
Interiores, Método de Busca Linear, Método de Regido de Confianca, Método do
Gradiente Conjugado e Método do Gradiente Projetado.

O pacote de algoritmos de otimizacdo Knitro foi projetado para resolver
problemas de grande porte e mostra-se eficaz para problemas restritos e irrestritos,
sistemas de equacgfes ndo-lineares, problemas de minimos quadrados lineares e nao-
lineares, problemas de programacéo linear, problemas de programacdo quadréatica e
programas de programacdo ndo linear inteira mista e convexa de porte médio,
inclusive para o problema de FPO.

Nossa proposta foi a de utilizar o Método de Ponto Interior proposto por
Waltz et al. (2004) com o objetivo de investigar a influéncia das diferentes estratégias
de atualizacdo do pardmetro de barreira, no problema de Fluxo de Poténcia Otimo,
estudado na Engenharia Elétrica, area de Sistemas Elétricos de Poténcia, utilizando o
pacote de algoritmos de otimizacao Knitro.

Um breve historico a respeito do problema de FPO foi apresentado e sua
formulacdo matematica. Testes foram realizados com um problema matematico teste
e com os sistemas elétricos IEEE 14, 30 e 118 barras.

Através dos resultados obtidos e apresentados no capitulo 6, observamos em
todos os testes que existe uma influéncia significativa quanto ao nimero de iteracdes
do método, de acordo com a estratégia de atualizacdo do parametro de barreira
escolhida.

Conclui-se que as estratégias baseadas no Método Previsor Corretor foram as
que apresentaram melhor desempenho quanto as caracteristicas investigadas em
relacdo ao problema de FPO.

Nota-se também que nenhum dos problemas investigados executaram

estratégias do Gradiente Conjugado. Se alterarmos o0s outros parametros envolvidos,
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como multiplicadores de Lagrange e ou parametro de penalidade, ou alterarmos os
pontos iniciais das tensdes dos sistemas elétricos de poténcia, pode-se haver iteracdes
CG, pois o problema a ser resolvido estaria mais longe do ponto factivel.
Como trabalhos futuros destacamos:
* atualizacdo dos demais pardmetros envolvidos;
* utilizacdo de Hessianas exatas e aproximadas;

* inicializacdo do pardmetro de barreira.
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CAPITULO 8

Trabalhos publicados

Neste capitulo relacionamos os trabalhos publicados e apresentados.

1.  Titulo: A influéncia dos parametros nos métodos mistos de otimizacao restrita
néo linear.
Trabalho completo publicado e apresentado no congresso Ibero Latino
Americano em métodos computacionais em engenharia - CILAMCE, 2011,
Ouro Preto/MG.

2. Titulo: Uma investigacdo da convergéncia do problema de fluxo de poténcia
6timo sob a influéncia dos parametros.
Resumo publicado e apresentado em poster no | Seminario da P6s-graduacao

em Engenharia Elétrica, 2011, Unesp — Campus Bauru/SP.

3. Titulo: An investigation about barrier parameters update strategy and the
Optimal Power Flow Solution.
Trabalho completo publicado e apresentado em pdster no 3° Congresso

Internacional de Otimizacdo em Engenharia - EngOpt, 2012, Rio de Janeiro/RJ.

4.  Titulo: Um método de ponto interior com anélise das atualizagdes do parametro
de barreira através do Knitro.
Resumo estendido publicado e apresentado no Encontro Regional de
Matematica Aplicada e Computacional - ERMAC, 2012, Unesp — Botucatu/SP.

5. Titulo: Regras de Atualizacdo do Parametro de Barreira e o Problema de Fluxo
de Poténcia Otimo.
Resumo publicado no XXXIV Congresso Nacional de Matematica Aplicada e
Computacional - CNMAC, 2012, Aguas de Linddia/SP.
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Titulo: Um método misto de busca linear e regido de confianca com diferentes
estratégias de atualizacdo de pardmetros aplicado ao FPO.

Trabalho completo publicado no Congresso Ibero Latinoamericano de
Investigagdo Operacional — CLAIO, Simpdsio Brasileiro de Pesquisa
Operacional — SBPO, 2012, Rio de Janeiro/RJ.

Titulo: Uma investigacdo dos parametros nos métodos mistos de otimizacéao
néo linear.
Trabalho completo publicado e apresentado no Il Seminario da P6s-Graduacéo

em Engenharia Elétrica, 2012, Unesp — Campus Bauru/SP.
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APENDICE A

RESULTADOS

A.1 Arquivo de saida para o sistema IEEE 14 barras — Estratégia (i)

A seqguir sdo apresentados os valores finais obtidos para a funcdo objetivo,
tensdes, angulos, restricdes e multiplicadores de Lagrange no teste realizado para o
Sistema IEEE 14 barras utilizando a estratégia (i) de atualizacdo do pardmetro de

barreira , em que:

* c[j] refere-se as restri¢des, com; =0, ..., 32;

» x[0] refere-se a funcéo objetivo;

o x[i] refere-se as tensbes, comi =1, ..., 14;

» x[i] refere-se aos angulos, comi =15, ..., 32 e

o lambda[k] refere-se aos multiplicadores de Lagrange relacionados as

restricdes, com k£ =0, ..., 32.

Constraint Vector Lagrange Multipliers

c[ 0]=-4.59481149934e-008, lambda] 0] =-1.00000000000e+000
c[ 1]=-1.83000016775e-001, lambda] 1] =-5.07015017473e-002
c[ 2]= 9.41999989816e-001, lambda] 2] =-1.26364539056e-001
c[ 3]= 4.78000030298e-001, lambda] 3] =-1.02631482653e-001
c[ 4]= 7.60000089011e-002, lambda] 4] =-8.60717034858e-002
c[ 5]= 1.11999987402e-001, lambda] 5] =-8.80070136303e-002
c[ 6]= 1.49426420126e-008, lambda] 6] =-1.02102899136e-001
c[ 7] = 0.00000000000e+000, lambda] 7] =-1.02102899136e-001
c[ 8] = 2.94999977894e-001, lambda] 8] =-1.01797032720e-001
c[ 9]= 8.99999916052e-002, lambda] 9] =-1.05791411455e-001
c[ 10] = 3.49999971586e-002, lambda[  10] =-1.00725795975e-001
c[ 11]= 6.09999962263e-002, lambda] 11] =-1.06796072402e-001
c[ 12] = 1.34999994629e-001, lambda] 12] =-1.12522626126e-001
c[ 13]= 1.48999986212e-001, lambda]  13] =-1.30442351195e-001
c[ 14] =-3.90000046440e-002, lambda] 14] =-6.21579144776e-004
c[ 15]= 1.60000008562e-002, lambda]  15] =-2.15923098889¢-003
c[ 16]= 1.20033760709e-010, lambda]  16] =-1.99247578751e-005
c[ 17]= 1.65999985174e-001, lambda[ 17] = 2.68039366719e-004
c[ 18] = 5.79999990846e-002, lambda[ 18] =-4.51525597081e-003
c[ 19]= 1.79999998051e-002, lambda]  19] = -6.95349506174e-003
c[ 20]= 1.60000013725e-002, lambda[  20] = -1.19443799759¢-002
c[ 21]= 5.79999993795e-002, lambda]  21] =-1.43136955436€-002
c[ 22]= 5.00000018789e-002, lambda] 22] =-1.44661019512e-002
c[ 23]=-2.41877377259e-001, lambda[ 23] =-4.01010053838e-009
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o[ 24]= 2.23454061108e-001, lambda[ ~ 24] = -5.33055990150e-007

c[ 25]= 9.86384425302e-003, lambda]  25] = -2.00139871665e-006
c[ 26]= 1.64934435345¢-001, lambda]  26] = -1.33362523253¢-006
o[ 27]= 2.10983097476e-001, lambda] ~ 27] = -1.47629930044¢-006
o[ 28] =-2.41877377259-001, lambda] 28] = 3.99074636427e-009
c[ 29]= 2.23454061108e-001, lambda] ~ 29] = 2.67648962379¢-006
c[ 30]= 9.86384425302e-003, lambda]  30] = 2.98798717409e-003
c[ 31]= 1.64934435345¢-001, lambda]  31] = 6.10425854146e-003
c[ 32]= 2.10983097476e-001, lambda]  32] = 1.57060612252e-005

Solution Vector

x[ 0] = 1.23615894864e-001, lambda]  33] = 0.00000000000e+000
x[ 1] = 1.09999839217e+000, lambda] ~ 34] = 2.48779449309e-001
x[ 2] = 1.08657375661e+000, lambda]  35] = 2.68638014242e-005
x[ 3] = 1.05278774869e+000, lambda]  36] = 4.58196283570e-006
x[ 4] = 1.06509652644e+000, lambda] ~ 37] = 7.98887019039¢-006
x[ 5] = 1.07069928745e+000, lambda]  38] = 1.03420508257e-005
x[ 6] = 1.03338329712e+000, lambda]  39] = 1.20860028227¢-006
x[ 7] = 1.05192035410e+000, lambda] ~ 40] = 4.40746462504e-006
x[ 8] = 1.08613763149e+000, lambda] ~ 41] = 2.84076184547e-005
x[ 9] = 1.03732440421e+000, lambda] ~ 42] = 1.80493254431e-006
x[  10] = 1.02908849802e+000, lambda] ~ 43] = 5.85226445794e-007
x[  11] = 1.02775464577e+000, lambda] ~ 44] = 3.93669653722¢-007
x[  12] = 1.01938049924e+000, lambda] ~ 45] = -8.03035548663¢-007
x[  13] = 1.01581172235e+000, lambda] ~ 46] = -1.32600783682¢-006
x[  14] = 1.00950543668e+000, lambda] ~ 47] = -2.30077372899¢-006
x[  15] = -8.03625711060e-002, lambda] 48] = 0.00000000000e+000
x[  16] = -2.04427209141e-001, lambda] ~ 49] = 0.00000000000e+000
x[  17] =-1.67385131396e-001, lambda]  50] = 0.00000000000e+000
x[ 18] = -1.42963672756e-001, lambda]  51] = 0.00000000000e+000
x[  19] = -2.42217237900e-001, lambda]  52] = 0.00000000000e+000
x[  20] =-2.24772019235¢-001, lambda] 53] = 0.00000000000e+000
x[  21] =-2.24772019235¢-001, lambda] ~ 54] = 0.00000000000e+000
x[  22] =-2.55075362413e-001, lambda]  55] = 0.00000000000e+000
x[ 23] =-2.58202983767e-001, lambda]  56] = 0.00000000000e+000
x[  24] = -2.52844790939¢-001, lambda]  57] = 0.00000000000e+000
x[  25] =-2.57935010167e-001, lambda] 58] = 0.00000000000e+000
x[  26] = -2.59696473882¢-001, lambda]  59] = 0.00000000000e+000
x[  27] = -2.75487382252¢-001, lambda]  60] = 0.00000000000e+000

A.2 Arquivo de saida para o sistema IEEE 30 barras — Estratégia (i)

A seguir sdo apresentados os valores obtidos para a fungédo objetivo, tensdes,
angulos, restricdes e multiplicadores de Lagrange para o sistema IEEE 30 barras no
teste realizado utilizando a estratégia (i) de atualizacdo do parametro de barreira, em

que:

* [/j] refere-se as restrigdes, com j =0, ..., 65;
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x[0] refere-se a funcédo objetivo;

x[i] refere-se as tensbes, com i =1, ..., 30;

x[i] refere-se aos angulos, comi =31, ...,59 e

lambda[4]

restrigdes, com k=0, ..., 125.

Constraint VVector

0] =-1.12987021406e-008,

1] = -1.83000000987e-001,

2] = 2.40000000118e-002,

3] = 7.59999997782e-002,

4] = 9.41999997471e-001,

5] =-1.05903019687e-009,

6] = 2.27999996771e-001,

7] = 2.99999999473e-001,

8] =-1.40854605757e-010,

9] = 5.79999999133e-002,

10] = 0.00000000000e+000,
11] = 1.11999999633e-001,
12] = 0.00000000000e+000,
13] = 6.19999999762e-002,
14] = 8.19999999875e-002,
15] = 3.50000000038e-002,
16] = 8.99999999419e-002,
17] = 3.19999999878e-002,
18] = 9.49999999598e-002,
19] = 2.19999999878e-002,
20] = 1.74999999919¢-001,
21] =-5.72519809339%¢-012,
22] = 3.19999999846e-002,
23] = 8.69999999476e-002,
24] =-1.00026653627e-011,
25] = 3.49999999758e-002,
26] = 2.97982749586e-011,
27] =-6.28732621522e-011,
28] = 2.39999999767e-002,
29] = 1.05999999875e-001,
30] = 1.19999999886e-002,
31] = 1.60000000798e-002,
32] = 3.39120731496e-010,
33] = 1.09000000622e-001,
34] = 2.89723800506e-012,
35] = 1.99999999299¢-002,
36] = 7.50000000031e-002,
37] = 1.60000000121e-002,
38] = 2.49999999926e-002,
39] = 1.79999999891e-002,
40] = 5.80000000060e-002,
41] = 9.00000000207e-003,
42] = 3.40000000056e-002,
43] = 7.00000000011e-003,
44] = 1.11999999995e-001,
45] = 2.76223488527e-013,
46] = 1.60000000016e-002,

refere-se aos multiplicadores de Lagrange

Lagrange Multipliers

lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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0] =-1.00000000000e+000
1] = -5.80794833095e-002
2] =-7.77022726192e-002
-1.00721133100e-001
-1.44901781001e-001
-1.18433077438e-001
-1.36034335115e-001
-1.25917597054e-001
-1.18992778815e-001
9] =-1.19243457385e-001
10] = -1.18992778815e-001
11] =-1.03610619897e-001
12] = -1.03610619897e-001
13] =-1.21144706154e-001
14] = -1.26828655147e-001
15] = -1.17542466525e-001
16] = -1.22304257369e-001
17] = -1.39090575272e-001
18] = -1.42237016742e-001
19] = -1.37165379961e-001
20] =-1.30283662919¢-001
21] =-1.29865638821e-001
22] =-1.37418580666e-001
23] =-1.42815063220e-001
24] =-1.36947894781e-001
25] =-1.56623927772e-001
26] = -1.25353645313e-001
27] =-1.25227976155e-001
28] = -1.54758647550e-001
29] =-1.75052373623e-001
30] =-1.16749748491e-002
31] =-1.15161521846e-002
32] =-9.12860289070e-003
33] =-1.01586596650e-002
34] = -5.95613440900e-003
35] =-7.49213465389¢-003
36] =-4.17526160157e-003
37] =-9.47371745628e-003
38] =-1.23889243198e-002
39] =-9.65628817389¢-003
40] = -1.05927800409e-002
41] = -1.58469555270e-002
42] = -1.66516259646e-002
43] = -1.46437275931e-002
44] = -1.40796660817e-002
45] = -1.36169995906e-002
46] = -1.70835492004e-002

3]
4]
5]
6]
7]
8]

relacionados as



c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[

47] = 6.70000000031e-002,
48] = 1.75948144943e-012,
49] = 2.29999999977e-002,
50] = -6.53108678250e-011,
51] = 4.49666970326e-011,
52] = 9.00000000173e-003,
53] = 1.90000000281e-002,
54] = -4.63373889797e-002,
55] = 3.72765689680e-001,
56] = 2.09316584162e-001,
57] = 9.99431867372e-002,
58] = 1.05144870448e-001,
59] = 8.17246529906e-002,
60] = -4.63373889797e-002,
61] = 3.72765689680e-001,
62] = 2.09316584162e-001,
63] = 9.99431867372e-002,
64] = 1.05144870448e-001,
65] = 8.17246529906e-002,

Solution Vector

1.62599352470e-001,

1.09999856850e+000,
1.08010496922e+000,
1.05651999768e+000,
1.04676188184e+000,
1.04795390537e+000,
1.04475519944e+000,
1.03818220092e+000,
1.04495504057e+000,
1.08010489420e+000,
1.07692254742e+000,
1.09998706710e+000,
12] = 1.08958625649e+000,
13] = 1.09998769234e+000,
14] = 1.07517105037e+000,
15] = 1.07068362724e+000,
16] = 1.07681320297e+000,
17] = 1.07203971700e+000,
18] = 1.06111467526e+000,
19] = 1.05848923708e+000,
20] = 1.06234125720e+000,
21] = 1.06514686980e+000,
22] = 1.06574003385e+000,
23] = 1.06066331152e+000,
24] = 1.05543732029e+000,
25] = 1.05225008757e+000,
26] = 1.03518112387e+000,
27] = 1.05851721331e+000,
28] = 1.04089005334e+000,
29] = 1.03940740165e+000,
30] = 1.02835175487e+000,
31] = -8.54857949237e-002,
32] =-1.20337049914e-001,
33] =-1.48448567839¢-001,
34] = -2.28653282194e-001,
35] =-1.77259926318e-001,
36] = -2.06793242211e-001,
37] =-1.89611210941e-001,
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47] = -1.88311246712e-002
48] = -2.19513071264e-002
49] = -3.50745019328e-002
50] = -1.78149070467e-002
51] = -1.06804974993e-002
52] =-2.59601613843e-002
53] =-2.92942680166e-002
54] = -4.00225476575e-009
55] = -4.44560183538e-007
56] = -5.00427266975e-007
57] = -8.00090911293e-007
58] = -2.42211534358e-006
59] = -2.82237342243e-006
60] = 3.99854703234e-009
61] = 1.70755920386e-003
62] = 6.21749104809e-004
63] = 7.04062116750e-003
64] = 2.96614502433e-006
65] = 2.52724067782e-006

66] = 0.00000000000e+000
67] = 2.79424442031e-001
68] = 1.70310789392e-005
69] = 5.44446715023e-006
70] = 3.37955364998e-006
71] = 3.60193644421e-006
72] = 3.01909523520e-006
73] = 1.93456404161e-006
74] = 3.05426625903e-006
75] = 1.70310008413e-005
76] = 1.41814035606e-005
77] = 3.09261575589¢-002
78] = 3.55451714937e-005
79] = 3.24973957092e-002
80] = 1.29145971819e-005
81] = 1.03297998999¢-005
82] = 1.40969482224e-005
83] = 1.10283828785e-005
84] = 6.68677161340e-006
85] = 5.94905260512e-006
86] = 7.06112263745e-006
87] = 8.00290500968e-006
88] = 8.21941193388e-006
89] = 6.55405575984e-006
90] = 5.18239685657e-006
91] = 4.46500057682e-006
92] = 1.47516556831e-006
93] = 5.95650070560e-006
94] = 2.36612832924e-006
95] = 2.12756334024e-006
96] = 4.77647917551e-007
97] = 0.00000000000e+000
98] = 0.00000000000e+000
99] = 0.00000000000e+000
100] = 0.00000000000e+000
101] = 0.00000000000e+000
102] = 0.00000000000e+000
103] = 0.00000000000e+000



X[ 38]=-2.26969436351e-001, lambda[ 104] = 0.00000000000e+000

x[  39] = -2.53038671643e-001, lambda]  105] = 0.00000000000e+000
x[  40] = -2.26969436351e-001, lambda]  106] = 0.00000000000e+000
x[  41] = -2.40993979532¢-001, lambda]  107] = 0.00000000000e+000
x[  42] = -2.40993979532¢-001, lambda]  108] = 0.00000000000e+000
x[  43] = -2.55622043421e-001, lambda]  109] = 0.00000000000e+000
x[  44] = -2.57099103290e-001, lambda]  110] = 0.00000000000e+000
x[  45] = -2.50374545994¢-001, lambda] 111] = 0.00000000000e+000
x[  46] = -2.55764062992¢-001, lambda]  112] = 0.00000000000e+000
x[  47] = -2.67057583466e-001, lambda] 113] = 0.00000000000e+000
x[ 48] =-2.69838111978e-001, lambda]  114] = 0.00000000000e+000
x[  49] = -2.66580484075¢-001, lambda]  115] = 0.00000000000e+000
x[  50] = -2.60348476215¢-001, lambda]  116] = 0.00000000000e+000
x[  51] =-2.60129196783e-001, lambda] 117] = 0.00000000000e+000
x[  52] =-2.63518660230e-001, lambda]  118] = 0.00000000000e+000
x[ 53] =-2.66433117451e-001, lambda]  119] = 0.00000000000e+000
x[  54] = -2.59337020729¢-001, lambda]  120] = 0.00000000000e+000
x[  55] = -2.661754188866-001, lambda] 121] = 0.00000000000e+000
x[  56] = -2.50697602250e-001, lambda]  122] = 0.00000000000e+000
x[  57] =-1.87351448175¢-001, lambda]  123] = 0.00000000000e+000
x[ 58] =-2.70730775210e-001, lambda]  124] = 0.00000000000e+000
x[  59] = -2.85079363509¢-001, lambda]  125] = 0.00000000000e+000

A.3 Arquivo de saida para o sistema IEEE 118 barras — Estratégia (i)

A seguir sdo apresentados os valores obtidos para a fungédo objetivo, tensdes,
angulos, restricdes e multiplicadores de Lagrange para o sistema IEEE 118 barras no
teste realizado utilizando a estratégia (i) de atualizacdo do parametro de barreira, em

que:

* [/] refere-se as restrigcdes, comj =0, ..., 289;

» x[0] refere-se a funcéo objetivo;

o x[i] refere-se as tensbes, comi=1, ..., 118;

» x[i] refere-se aos angulos, com i = 119, ..., 235 e

o lambda[k] refere-se aos multiplicadores de Lagrange relacionados as

restricdes, com k=0, ..., 525.

Constraint Vector Lagrange Multipliers

c[ 0]=-1.72146841004e-007, lambda[ 0] =-1.00000000000e+000
c[ 1]= 5.09999999719e-001, lambda] 1] =-9.90884414476e-002
c[ 2]= 1.99999999796e-001, lambda] 2] =-9.30619784500e-002
c[ 3]= 3.89999999806e-001, lambda] 3] =-8.88236065522e-002
c[ 4]= 3.89999998831e-001, lambda] 4] =-5.79218715947e-002
c[ 5]=-1.35878419627e-009, lambda] 5] =-5.49999764442e-002
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6] = 5.19999999835e-001,

7] = 1.89999999758e-001,

8] = 2.79999998673e-001,

9] =-5.12850206746e-010,

10] = -4.49999999962e+000,
11] = 6.99999999116e-001,
12] = -3.79999999877e-001,
13] = 3.39999998430e-001,
14] = 1.39999998610e-001,
15] = 8.99999984811e-001,
16] = 2.49999998385e-001,
17] = 1.09999981424e-001,
18] = 5.99999986784e-001,
19] = 4.50000016663e-001,
20] = 1.79999997085e-001,
21] = 1.39999998998e-001,
22] = 9.99999996648e-002,
23] = 6.99999999241e-002,
24] = 1.29999999242e-001,
25] = -2.20000000032e+000,
26] = -3.14000000003e+000,
27] = 7.09999998875e-001,
28] = 1.69999999202e-001,
29] = 2.39999997969e-001,
30] = 1.33251276679e-009,
31] = 3.59999999998e-001,
32] = 5.89999996270e-001,
33] = 2.29999996681e-001,
34] = 5.89999968413e-001,
35] = 3.29999990903e-001,
36] = 3.09999999064e-001,
37] =-1.31094599620e-008,
38] =-2.93812263408e-009,
39] = 2.69999999986e-001,
40] = 6.60000000046e-001,
41] = 3.69999999972e-001,
42] = 9.59999999940e-001,
43] = 1.79999999909e-001,
44] = 1.59999999945e-001,
45] = 5.29999999970e-001,
46] = 8.99999999906e-002,
47] = 3.39999999998e-001,
48] = 2.00000000000e-001,
49] = -1.17000000054e+000,
50] = 1.69999999365e-001,
51] = 1.69999999443e-001,
52] = 1.79999999827e-001,
53] = 2.29999999892e-001,
54] = 6.49999957723e-001,
55] = 6.30000006809e-001,
57] = 1.19999999326e-001,
58] = 1.19999999216e-001,
59] = 1.21999999468e+000,
60] = 7.79999999999¢-001,
61] = -1.59999999999¢+000,
62] = 7.70000000000e-001,
63] = 1.73585590346e-011,
64] = -3.42748052162e-012,
65] = -3.91000000003e+000,
66] = -3.53000000001e+000,
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6] = -7.53257078869e-002
7] =-7.88729533288e-002
8] = -5.55477130766e-002
9] = -3.66208825028e-002
10] = -1.72895792629e-002
11] = -8.00102858817e-002
12] = -8.24339071294e-002
13] =-9.39934658671e-002
14] = -8.91962201962e-002
15] = -9.26429539075e-002
16] = -8.48645343326e-002
17] = -6.93475458853e-002
18] = -8.86856707195e-002
19] = -9.42534801027e-002
20] = -9.38435225203e-002
21] = -8.70968500977e-002
22] =-7.36611532190e-002
23] = -4.59030492439¢-002
24] = -5.13374672312e-002
25] = -8.94574288275e-003
26] = -1.48821820520e-002
27] = -8.12961815743e-002
28] =-9.16316201786e-002
29] =-9.70878998930e-002
30] = -6.28007963929¢-002
31] =-9.48336646456e-002
32] = -8.46740258428e-002
33] =-9.37936184534e-002
34] = -8.23626346108e-002
35] =-8.57486934110e-002
36] = -8.61479314722e-002
37] =-7.72619790929¢-002
38] = -6.89714946709¢-002
39] =-1.16241827390e-001
40] = -1.29463620860e-001
41] = -1.35861200946e-001
42] = -1.23682126657e-001
43] = -9.86458594911e-002
44] = -1.02310440259-001
45] = -9.67191436759e-002
46] = -7.23732383073e-002
47] = -5.36789938547e-002
48] = -5.61233752288e-002
49] = -4.49537103298e-002
50] = -6.58482141290e-002
51] =-9.31321260547e-002
52] =-1.02852177728e-001
53] =-1.06439055290e-001
54] =-9.62211435794e-002
56] =-9.74108459725e-002
57] = -8.86605847501e-002
58] =-9.84416352898e-002
59] =-5.04189951895e-002
60] = -3.30163302972e-002
61] = -2.80666009470e-002
62] = -3.26355815987e-002
63] = -4.02253741597e-002
64] = -2.95982789247e-002
65] = -1.34237230588e-002
66] = -7.95004727595e-003
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67] = 2.80000000001e-001,
68] = -3.83693077310e-013,
69] = 6.60000000649¢-001,
70] =-9.14677222852¢-010,
71] = 1.19999999846e-001,
72] = 5.99999995743e-002,
73] = 6.79999999676e-001,
74] = 4.69999999735e-001,
75] = 6.79999999919¢-001,
76] = 6.10000000012e-001,
77] = 7.09999999963e-001,
78] = 3.89999999970e-001,
79] = -3.47000000013e+000,
80] = -2.43799425093e-012,
81] = 5.39999999978e-001,
82] = 1.99999999999¢-001,
83] = 1.10000000000e-001,
84] = 2.39999999996e-001,
85] = 2.09999999997e-001,
86] = -3.99999999975e-002,
87] = 4.79999999999¢-001,
88] = -6.07000000000e+000,
89] = 1.63000000000e+000,
90] = 1.00000000000e-001,
91] = 6.50000000000e-001,
92] = 1.20000000000e-001,
93] = 2.99999999998e-001,
94] = 4.19999999999¢-001,
95] = 3.79999999994e-001,
96] = 1.49999999999¢-001,
97] = 3.40000000000e-001,
98] = 4.19999999999¢-001,
99] = -2.15000000004e+000,
100] = 2.20000000000e-001,
101] = 4.99999999999¢-002,
102] = -1.70000000486e-001,
103] = 3.79999999991e-001,
104] = 3.09999999524e-001,
105] = 4.30000000001e-001,
106] = 5.00000000000e-001,
107] = 1.99999997515e-002,
108] = 7.99999997361e-002,
109] = 3.90000000423e-001,
110] = -3.60000001254e-001,
111] = 6.79999998241e-001,
112] = 6.00000141326e-002,
113] = 7.99999996248e-002,
114] = 2.19999999144e-001,
115] = 1.84000000000e+000,
116] = 1.99999999810e-001,
117] = 3.29999999927e-001,
118] = 9.00000000150e-002,
119] = 1.00000000019e-001,
120] = -1.62323487984e-010,
121] = 2.00000000436e-002,
122] = 6.56612542116e-011,
123] = 2.30000000118e-001,
124] = 1.60000000202e-001,
125] = 1.00000002809e-002,
126] = 1.00000000217e-001,
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67] = -2.48924169893e-002
68] = -9.26949550322e-003
69] = -6.04960209287e-002
70] = -6.15054136003e-002
71] = -6.16932236866e-002
72] = -6.24562783306e-002
73] =-7.89192041406e-002
74] = -6.83007618059¢-002
75] = -8.26363803036e-002
76] = -3.04121459658e-002
77] =-3.26492190743e-002
78] = -2.86785920464e-002
79] = -6.92637427138e-003
80] =-7.41318826391e-003
81] =-2.41170701282e-002
82] =-1.32437341151e-002
83] = 1.15346255801e-002
84] = 2.90125631120e-002
85] = 1.92160473035e-002
86] = 2.12672780103e-002
87] = 4.41140208540e-002
88] = 6.51679459274e-002
89] = 2.17098733044e-002
90] = 2.22186747457e-002
91] = 2.94051243325e-002
92] = 4.96367413056e-003
93] =-1.17962363743e-002
94] = -2.13876295875e-002
95] =-2.07084325051e-002
96] =-1.62411146029¢-002
97] =-1.75719687634e-002
98] = -2.00315091316e-002
99] = -1.24254459178e-002
100] = -1.11457201008e-003
101] = 1.86001614188e-002
102] = -4.38219456657e-002
103] = -6.65230153794e-002
104] = -7.61896407984e-002
105] = -7.84031930734e-002
106] = -1.02845212916e-001
107] = -8.56439393203e-002
108] = -8.90515793754e-002
109] = -9.38846181355e-002
110] = -7.91859441651e-002
111] =-1.27154449115e-001
112] = -7.21447157716e-002
113] = -8.72748899900e-002
114] = -8.73729775617e-002
115] = -1.04142105134e-002
116] = -9.48371357214e-002
117] = -8.00783594862e-002
118] = -4.44385628866€-003
119] = -6.24934960495e-003
120] =-1.77236313847e-003
121] = -8.79617457224e-005
122] = 3.75673204333e-003
123] = -2.65338487467e-003
124] = -5.98085001043e-003
125] = 8.20985321570e-004
126] = -1.51262232318e-003
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127] = 3.00000044708e-002,
128] = 3.00000001566e-002,
129] = 7.99999997784e-002,
130] = 4.99999998489¢-002,
131] = 2.99999998211e-002,
132] = 6.99999999895e-002,
133] = 4.00000003633e-002,
134] = -5.94717164404e-010,
135] = 9.00000006448e-002,
136] = 9.00000006162e-002,
137] = 1.02187858175e-009,
138] = -2.25995222536e-010,
139] = 1.10000000001e-001,
140] = 1.00000000001e-001,
141] = 6.99999999974e-002,
142] = 7.99999999968e-002,
143] = 2.19999999997e-001,
144] = -1.06936681732e-012,
145] = 1.10000000000e-001,
146] = 4.00000000896e-002,
147] = 8.00000000895e-002,
148] = 5.00000000397e-002,
149] = 1.10000000015e-001,
150] = 3.00000000895e-002,
151] = 3.00000001279e-002,
152] = 2.99999999999¢-002,
153] = 2.13162820728e-013,
154] = 1.84741111298e-013,
155] = 6.99999999998e-002,
156] = -1.70530256582e-013,
157] = 1.46094691900e-010,
158] = 1.10000000028e-001,
159] = 2.60000000006e-001,
160] = 3.20000000001e-001,
161] = 7.10542735760e-014,
162] = 2.70000000004e-001,
163] = 9.99999999997e-002,
164] = 7.00000000000e-002,
165] = 9.99999999994e-002,
166] = 1.00000000000e-001,
167] = 7.00000000000e-002,
168] = 1.60000000000e-001,
169] = 3.10000000000e-001,
170] = 1.50000000001e-001,
171] = 9.00000000000e-002,
172] = 8.00000000000e-002,
173] = 1.50000000000e-001,
174] = 3.00000000000e-002,
175] = 1.59999999999¢-001,
176] = 1.00000000512e-002,
177] = 3.00000000511e-002,
178] = 3.00000000054e-002,
179] = 7.00000000174e-002,
180] = 7.99999999989e-002,
181] = 1.50000000004e-001,
182] = -1.20010540448e-001,
183] = 5.95302309865e-001,
184] = 1.22908779669e-001,
185] =-7.23226029713e-001,
186] = -1.05255593209e+000,

lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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127] = 6.62200794312e-004
128] =-3.40143661007e-003
129] = -5.55520913146e-003
130] = -5.14093527486e-003
131] = -7.45320626179e-004
132] =-1.50261535204e-003
133] =-8.73194482814e-004
134] = -6.95777840413e-005
135] =-1.82407128715e-003
136] = -2.62269218428e-004
137] = 2.25534267349¢-004
138] =-1.29955671327e-003
139] =-2.67221059865e-003
140] = -1.66841256151e-003
141] = 3.33729778440e-004
142] = 1.80163338491e-003
143] = -1.14369190064e-003
144] = 2.09424174185e-004
145] = 2.34972321649e-003
146] = -1.48628674197e-003
147] = -5.45716672528e-003
148] = -5.94628893701e-003
149] = -4.74674971520e-003
150] =-1.09640160117e-003
151] = -3.39909576336e-003
152] =-9.51278465941e-005
153] = 1.05583508640e-005
154] = 7.52369343273e-004
155] = 3.27342879651e-003
156] = 9.04239014106e-007
157] = 2.70290206603e-004
158] = -6.85854800834e-003
159] = -2.31596568576e-003
160] = -2.46003347274e-003
161] = -4.19679231667e-004
162] = -3.42294591694e-003
163] = -3.51482712555e-003
164] = -6.66077686140e-003

165] = -4.16054633617e-003
166] = -4.02663898849e-003
167] =-7.63013259029e-003
168] = -7.23346124086e-003
169] =-1.08217029903e-002
170] = -6.01622364025e-003
171] =-4.12166680576e-003
172] =-1.06055941295e-003

173] =-5.90663856802e-003
174] = -5.33434048313e-003
175] = -2.98650575655e-003
176] = -4.53060381739%¢-004
177] = -6.66038920898e-004
178] =-1.05758686867e-003
179] =-1.15405839253e-003
180] =-3.99728667280e-003
181] =-1.15386191225e-002
182] =-4.00021082454e-007
183] =-2.15326239336e-008
184] =-1.69165974186e-007
185] =-3.51374336334e-008
186] =-1.91644912728e-007



c[
c[
c[
c[
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187] = 4.58285043518e-001,
188] = -3.62178252535e-002,
189] = -1.54620964995e-003,
190] = -1.05109579481e-002,
191] = -7.47066239853e-002,
192] = -4.69980997829¢-001,
193] = -3.18274685243e-001,
194] = 1.40501512175e-001,
195] = 8.86179736357e-004,
196] = -4.39527225658e-003,
197] = -2.83371203745e-001,
198] = 5.54613727225e-002,
199] = 1.04163317840e-001,
200] = 1.06057948818e-001,
201] = -1.62776642285e-001,
202] = -3.62728142841e-002,
203] = 5.58220281834e-002,
204] = -2.25697142883e-003,
205] = -3.11488940940e-002,
206] = -5.74094309501e-002,
207] = 3.18908505774e-001,
208] = -2.07293118172e-001,
209] = -6.69860020681e-001,
210] = -8.49990374645e-001,
211] =-1.10458501945e+000,
212] = 9.10325253782e-002,
213] =-5.73164198791e-002,
214] = -2.37458561909e-002,
215] =-1.80014108483e-001,
216] = -1.30006588897e-001,
217] = 4.19850303157e-001,
218] = -4.14319073117e-001,
219] = 7.99836849617e-002,
220] = 3.51612555428e-002,
221] = -4.37548204099¢-001,
222] = 5.45329830526e-002,
223] = 3.74105764549e-002,
224] = -1.00183599758e-002,
225] = -3.62698436997e-002,
226] = 3.55733735727e-001,
227] = 3.85467301083e-002,
228] = -2.01386123163e-002,
229] = -1.19407442702e-001,
230] = -7.92186125835e-002,
231] = -7.02243201961e-002,
232] = 6.18337411425e-003,
233] = -2.98843420687e-004,
234] = -7.78660303519e-002,
235] = -7.95514846595e-002,
236] = -1.20010540448e-001,
237] = 5.95302309865e-001,
238] = 1.22908779669e-001,
239] = -7.23226029713e-001,
240] = -1.05255593209e+000,
241] = 4.58285043518e-001,
242] = -3.62178252535e-002,
243] = -1.54620964995e-003,
244] = -1.05109579481e-002,
245] = -7.47066239853e-002,
246] = -4.69980997829¢e-001,
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lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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187] = -8.80781108004e-008
188] =-2.19915654003e-007
189] =-1.60498847397e-007
190] = -2.50550731099e-007
191] =-2.73476858157e-008

192] =-4.21022177935e-003
193] = -8.26299291586e-009
194] = -2.44610802543e-008
195] = -2.44582051840e-008
196] =-2.18815517218e-007
197] =-1.71466860403e-006
198] =-2.62157316175e-007
199] = -2.39940256479e-008
200] = -2.39803987786e-008
201] = -8.53585239562e-008

202] = -7.18309041851e-008
203] = -2.36991340459¢-008
204] = -2.68915680802e-007

205] = -3.49811564366e-007
206] = -4.78300742882e-008
207] = -6.06562172559¢e-008

208] = -6.02833243401e-007
209] = -5.71511600030e-004
210] = -8.31138427043e-003

211] = -4.22072099369e-008
212] = -2.04605732181e-007
213] = -8.48641140654e-008
214] = -8.19461333867e-008
215] = -5.33383628340e-007
216] = -2.58070002360e-007

217] = -8.89041769433e-008
218] = -5.34874606638e-008
219] = -2.58078096249e-007
220] = -7.72826480341e-008
221] =-4.81217000776e-008
222] = -2.30246770984e-008

223] = -7.71150804090e-008
224] = -6.66768703575e-007
225] = -8.30107944753e-008
226] = -7.72400252281e-008
227] = -2.29527975039¢-007
228] = -2.58194120762e-007

229] = -3.62700184060e-007
230] = -3.92006711012e-008
231] = -2.58302460479e-007
232] = -7.95086668191e-008
233] = -7.08153529344e-008
234] = -8.67570093825e-008
235] = -8.06415149533e-009
236] = 7.58983138124e-003

237] = 3.50158072508e-008
238] = 5.09265697904e-007
239] = 2.14867422203e-008
240] = 2.62075517489¢e-008
241] = 1.24666046545e-007
242] = 2.22142866938e-006
243] = 4.95279836965e-007
244] = 2.27391691747e-004
245] = 2.60187437863e-008
246] = 4.27811833610e-008
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247] = -3.18274685243e-001,
248] = 1.40501512175e-001,
249] = 8.86179736357e-004,
250] = -4.39527225658e-003,
251] = -2.83371203745e-001,
252] = 5.54613727225e-002,
253] = 1.04163317840e-001,
254] = 1.06057948818e-001,
255] = -1.62776642285e-001,
256] = -3.62728142841e-002,
257] = 5.58220281834e-002,
258] = -2.25697142883e-003,
259] = -3.11488940940e-002,
260] = -5.74094309501e-002,
261] = 3.18908505774e-001,
262] = -2.07293118172e-001,
263] = -6.69860020681e-001,
264] = -8.49990374645e-001,

265] = -1.10458501945e+000,

266] = 9.10325253782¢-002,
267] = -5.73164198791e-002,
268] = -2.37458561909¢-002,
269] = -1.80014108483e-001,
270] = -1.30006588897e-001,
271] = 4.19850303157e-001,
272] = -4.14319073117e-001,
273] = 7.99836849617e-002,
274] = 3.51612555428¢-002,
275] = -4.37548204099¢-001,
276] = 5.45329830526€-002,
277] = 3.74105764549¢-002,
278] =
279] = -3.62698436997e-002,
280] = 3.55733735727e-001,
281] = 3.85467301083e-002,

-1.00183599758e-002,

282] = -2.01386123163e-002,
283] = -1.19407442702e-001,
284] = -7.92186125835e-002,
285] = -7.02243201961e-002,
286] = 6.18337411425e-003,
287] = -2.98843420687e-004,
288] = -7.78660303519e-002,
289] = -7.95514846595e-002,

Solution Vector

O© 0O ~NO Ul WNEFE O

el b el b b d b b ] b

1.07868087315e+000,
1.06899478841e+000,
1.07720176593e+000,
1.07572200366e+000,
1.09999769129e+000,
1.09756064292e+000,
1.09290222428e+000,
1.09108929395e+000,
1.08093844834e+000,
1.09999959157e+000,

10] = 1.09315711543e+000,
11] = 1.08606139565e+000,
12] = 1.08966974759e+000,
13] = 1.07486338052e+000,
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290] =
291] =
292] =
293] =
294] =
295] =
296] =
297] =
298] =
299] =
300] =
301] =
302] =
303] =

7.75323645958e-009
2.93094135508e-008
2.93135472919e-008
4.11532375122e-007
3.03575971750e-007
1.11259956625e-005
3.00093403183e-008
3.00306832508e-008
7.52745203055e-008
4.35665172444e-008
3.04879674436e-008

= 1.27510966331e-005

1.25527057700e-004
1.09980321362e-007
2.98385938733e-008
2.99296968913e-007
2.99641175196e-008
2.99626548310e-008
1.94904077220e-008
2.90470034943e-006
7.56632584114e-008
7.81446058836e-008
5.67129023278e-003
1.21418664457e-002
5.36669843382e-004
2.70790119711e-008
4.90344996137e-003
8.02822826190e-009
2.32724013425e-008
3.16773093722e-008
8.31091616751e-008
4.35730430267e-003
7.71999745516e-008
7.88748358366e-008
3.97130038475e-007
5.82446175539¢e-004
8.95194418347e-007
4.08326051213e-008
3.93090116006e-004
8.00495005309e-009
8.10512464180e-009
3.85011954469¢-008
7.93686106583e-009

0.00000000000e+000
2.10686202878e-006
3.05771992118e-006
2.83996279275e-006
3.46376594691e-002
3.24028526319e-005
1.08614420056e-005
8.56211588295e-006
3.75482097785e-006
1.95872326111e-001
1.12771191704e-005
5.30995352998e-006
7.32462571829¢-006
2.72531708931e-006



14] =
15] =

17] =
18] =

20] =
21] =
22] =
23] =
24] =
25] =
26] =
27] =
28] =
29] =
30] =
31] =
32] =
33 =
34] =
35] =
36] =
37 =
38] =
39] =
40] =
41] =
42] =

45] =

471 =
48] =
49] =
50] =
51] =
52] =
53] =
54] =
55] =
56] =
57] =
58] =
59] =
60] =
61] =
62] =
63] =
64] =
65] =
66] =
67] =
68] =
69] =
70] =
71] =
72] =
73] =

1.08843914677e+000,
1.08742703197e+000,
1.08635481636e+000,
1.09996370928e+000,
1.08945601510e+000,
1.08602843998e+000,
1.07486068423e+000,
1.07020984622e+000,
1.07356769151e+000,
1.08827846617e+000,
1.08637423326e+000,
1.09999977213e+000,
1.06435503811e+000,
1.08026356711e+000,
1.07440069054e+000,
1.07518507420e+000,
1.06874089689e+000,
1.07820989064e+000,
1.07978908632e+000,
1.08601565150e+000,
1.09651144894e+000,
1.09441742423e+000,
1.09472443526e+000,
1.09999859159e+000,
1.05063808072e+000,
1.07670635586e+000,
1.07364232391e+000,
1.06703789441e+000,
1.07247713085e+000,
1.08099644002e+000,
1.07140453301e+000,
1.06497815717e+000,
1.07593035670e+000,
1.08306676161e+000,
1.08576610026e+000,
1.08741600195e+000,
1.07651269628e+000,
1.05923065582e+000,
1.05372325950e+000,
1.05304607731e+000,
1.06696769246e+000,
1.06595326032e+000,
1.06606037180e+000,
1.06786530896e+000,
1.06018623322e+000,
1.08750790110e+000,
1.08407416744e+000,
1.08635098216e+000,
1.08138073739e+000,
1.05351596320e+000,
1.06027291918e+000,
1.05258440163e+000,
1.09999986230e+000,
1.08574672047e+000,
1.05120490788e+000,
1.09999964311e+000,
1.07744670550e+000,
1.07781792069e+000,
1.07898062549e+000,
1.07661919438e+000,
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lambda[
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304] =
305] =
306] =
307] =
308] =
309] =
310] =
311] =
312] =
313] =
314] =
315] =
316] =
317] =
318] =
319] =
320] =
321] =
322] =
323] =
324] =
325] =
326] =
327] =
328] =
329] =
330] =
331] =
332] =
333] =
334] =
335] =
336] =
337] =
338] =
339] =
340] =
341] =
342] =
343] =
344] =
345] =
346] =
347] =
348] =
349] =
350] =
351] =
352] =
353] =
354] =
355] =
356] =
357] =
358] =
359] =
360] =
361] =
362] =
363] =

6.49913172809e-006
5.94786667907e-006
5.43552454983e-006
4.41528847033e-003
7.18271075917e-006
5.30972818561e-006
2.72605984479e-006
2.21594989906e-006
2.56609565735e-006
6.40124501820e-006
5.44242000484e-006
3.51095943208e-001
1.75762055388e-006
3.61032414600e-006
2.66679650206e-006
2.76783824851e-006
2.08520078375e-006
3.22352933824e-006
3.51418687946e-006
5.29285181316e-006
2.25299501381e-005
1.39454104510e-005
1.47999433711e-005
5.69795910653e-002
1.08960969612e-006
2.98168052323e-006
2.57444708769e-006
1.94809372793e-006
2.44283982984e-006
3.76774053110e-006
2.33091124021e-006
1.79937494107e-006
2.86896215057e-006
4.28743495356e-006
5.18973181650e-006
5.93041655080e-006
2.95289522281e-006
1.45985190167e-006
1.20831900298e-006
1.18108036646e-006
1.94273373992e-006
1.86784288589¢-006
1.87546460263e-006
2.01300237927e-006
1.50996122226e-006
5.97733704374e-006
4.58866976051e-006
5.43191695679¢e-006
3.85556276677e-006
1.19990216950e-006
1.51459095461e-006
1.16290842981e-006
5.80954855325e-001
5.18204837160e-006
1.11042574576e-006
2.24159366068e-001
3.09656162271e-006
3.15671793662e-006
3.35910500590e-006
2.96866387701e-006



74] = 1.05885713754e+000,
75] = 1.06163235209e+000,
76] = 1.04638309376e+000,
77] = 1.08677560686e+000,
78] = 1.08253797782e+000,
79] = 1.08421181388e+000,
80] = 1.09999881349e+000,
81] = 1.04816692023e+000,
82] = 1.07931163861e+000,
83] = 1.08133870002e+000,
84] = 1.08451969358e+000,
85] = 1.09249277723e+000,
86] = 1.08727050081e+000,
87] = 1.09998824446e+000,
88] = 1.08888429230e+000,
89] = 1.09999983992e+000,
90] = 1.08377289817e+000,
91] = 1.08823191863e+000,
92] = 1.09051128165e+000,
93] = 1.08068331873e+000,
94] = 1.07915121221e+000,
95] = 1.06846581431e+000,
96] = 1.07679292043e+000,
97] = 1.08419368308e+000,
98] = 1.09302461830e+000,
99] = 1.09530169568e+000,
100] = 1.09999848882e+000,
101] = 1.08391336442e+000,
102] = 1.08737245213e+000,
103] = 1.09146384793e+000,
104] = 1.08189531443e+000,
105] = 1.07920854979e+000,
106] = 1.07216969479e+000,
107] = 1.06663244417e+000,
108] = 1.07590416905e+000,
109] = 1.07472429417e+000,
110] = 1.07476417854e+000,
111] = 1.08304106500e+000,
112] = 1.06019188521e+000,
113] = 1.09590577131e+000,
114] = 1.07567696864e+000,
115] = 1.07533390900e+000,
116] = 1.05062775619e+000,
117] = 1.07556508606e+000,
118] = 1.04868213665e+000,
119] =-2.82119161922e-001,
120] =-2.72881836398e-001,
121] =-2.68352537013e-001,
122] =-2.14341453857e-001,
123] =-2.06682952555e-001,
124] =-2.47150154936e-001,
125] =-2.53237447167e-001,
126] =-1.31874543861e-001,
127] =-1.85215418825e-002,
128] = 1.02960279655e-001,
129] =-2.50718288296e-001,
130] =-2.57852125021e-001,
131] =-2.71372385423e-001,
132] =-2.69322332994e-001,
133] =-2.76431439713e-001,

lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[

125

364]
365]
366]
367]
368]
369]
370]
371]
372]
373]
374]
375]
376]
377]
378]
379]
380]
381]
382]
383]
384]
385]
386]
387]
388]
389]
390]
391]
392]
393]
394]
395]
396]
397]
398]
399]
400]
401]
402]
403]
404]
405]
406]
407]
408]
409]
410]
411]
412]
413]
414]
415]
416]
417]
418]
419]
420]
421]
422]
423]

1.44086554891e-006
1.59015448473e-006
9.45559392339¢-007
5.62122196589¢-006
4.14314480875e-006
4.63282852619e-006
6.74250354860e-002
1.00348432615e-006
3.42076697313e-006
3.84579531025e-006
4.73431681972e-006
1.02409740137e-005
5.85755831726e-006
6.80566972773e-003
6.77349035921e-006
4.99750633812e-001
4.49470406561e-006
6.37304224435e-006
8.01114248141e-006
3.69873483625e-006
3.39060385016e-006
2.06205583917e-006
2.99471870632e-006
4.62694386854e-006
1.10544426552¢-005
1.66179766888e-005
5.29388172735e-002
4.53808410286e-006
5.90839759207e-006
8.95399924812e-006
3.97910378822e-006
3.40133355223e-006
2.40990790634e-006
1.91744134410e-006
2.86536016379e-006
2.70733491543e-006
2.71258184290e-006
4.28022005287e-006
1.51024924781e-006
1.96195046784e-005
2.83412182560e-006
2.78745784721e-006
1.08923292659e-006
2.81846680080e-006
1.02085606792e-006
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000



134] =-2.62817986123e-001,
135] = -2.38041644908e-001,
136] =-2.71797518064e-001,
137] = -2.80056938614e-001,
138] =-2.66480788051e-001,
139] = -2.43200441385e-001,
140] = -2.05719000616e-001,
141] = -1.32008332262e-001,
142] = -1.35567058837e-001,
143] =-2.01303316860e-002,
1441 = 7.53378941307e-003,
145] =-2.17090271961e-001,
146] = -2.41152083446e-001,
147] = -2.54841825781e-001,
148] = -1.64425250949e-001,
149] = -2.53082293341e-001,
150] = -2.25813525748e-001,
151] = -2.85323207323e-001,
152] =-2.76774560956e-001,
153] =-2.83434891023e-001,
154] = -2.83604899008e-001,
155] =-2.69719397265e-001,
156] =-1.94939228677e-001,
157] =-3.18026741919e-001,
158] =-3.33489018394e-001,
159] = -3.39629602430e-001,
160] = -3.15585960177e-001,
161] = -2.77629048064e-001,
162] = -2.41235299885e-001,
163] =-2.13413000045e-001,
164] =-1.70201006280e-001,
165] = -1.35769685760e-001,
166] = -1.46892052153e-001,
167] = -1.30645293825e-001,
168] =-1.63998251815e-001,
169] = -2.05550136145e-001,
170] = -2.20228592826e-001,
171] = -2.35485635585e-001,
172] =-2.23327260652e-001,
173] =-2.27657275707e-001,
174] = -2.24765448544e-001,
175] = -2.05106059925e-001,
176] =-2.18088731701e-001,
177] =-1.60926959337e-001,
178] =-1.03408661617e-001,
179] =-9.03870205883e-002,
180] = -9.80242444976e-002,
181] =-1.10597194083e-001,
182] = -8.30529215439¢-002,
183] =-3.10009304759¢-002,
184] = -3.00906026116e-002,
185] = -7.38454938477e-002,
186] =-3.41116704396e-002,
187] =-1.14922644598e-001,
188] =-1.20260863903e-001,
189] =-1.37200169379¢-001,
190] =-1.22482069791e-001,
191] =-1.30109280262e-001,
192] =-1.10374113578e-001,
193] =-1.27728450666e-001,

lambda[
lambda]
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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424]
425]
426]
427]
428]
429]
430]
431]
432]
433]
434]
435]
436]
437]
438]
439]
440]
441]
442]
443]
444]
445]
446]
447]
448]
449]
450]
451]

452] =

453]
454]
455]
456]
457]
458]
459]
460]
461]
462]
463]
464]
465]
466]
467]
468]
469]
470]
471]
472]
473]
474]
475]
476]
477]
478]
479]
480]
481]
482]
483]

0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000



X[ 194] =-4.99825768910e-002, lambda[ 484] = 0.00000000000e+000

x[  195] = -5.38845421019¢-002, lambda] ~ 485] = 0.00000000000e+000
x[ 196] = -4.83666719356e-002, lambda]  486] = 0.00000000000e+000
x[ 197] = -1.05836744482¢-002, lambda] ~ 487] = 0.00000000000e+000
x[  198] = -2.49941510249¢-002, lambda]  488] = 0.00000000000e+000
x[  199] = -4.17382401979¢-002, lambda] ~ 489] = 0.00000000000e+000
x[  200] = -2.49860000870e-002, lambda]  490] = 0.00000000000e+000
x[  201] = 1.05461714243e-002, lambda]  491] = 0.00000000000e+000
x[  202] = 3.23491290266e-002, lambda]  492] = 0.00000000000e+000
x[ 203] = 1.46206093451e-002, lambda]  493] = 0.00000000000e+000
x[ 204] = 2.00891741876-002, lambda]  494] = 0.00000000000e+000
x[ 205] = 7.90503910210e-002, lambda]  495] = 0.00000000000e+000
x[ 206] = 1.39140548086e-001, lambda]  496] = 0.00000000000e+000
x[ 207] = 4.61894062914e-002, lambda]  497] = 0.00000000000e+000
x[ 208] = 4.40016401066e-002, lambda]  498] = 0.00000000000e+000
x[ 209] = 5.36736243397¢-002, lambda]  499] = 0.00000000000e+000
x[ 210] = 1.11117845301e-002, lambda]  500] = 0.00000000000e+000
x[  211] = -1.93633262742¢-002, lambda] 501] = 0.00000000000e+000
x[ 212] = -3.34502967096¢-002, lambda] 502] = 0.00000000000e+000
x[ 213] = -3.56092023263¢-002, lambda] 503] = 0.00000000000e+000
x[ 214] = -2.86173017621e-002, lambda]  504] = 0.00000000000e+000
x[ 215] = -3.54528695559-002, lambda]  505] = 0.00000000000e+000
x[ 216] = -4.29109156180e-002, lambda]  506] = 0.00000000000e+000
x[ 217] = -2.71856846256¢-002, lambda]  507] = 0.00000000000e+000
x[ 218] = -5.50714666170e-003, lambda]  508] = 0.00000000000e+000
x[  219] = 3.25032992602¢-002, lambda]  509] = 0.00000000000e+000
x[ 220] = -8.10300232964¢-002, lambda] 510] = 0.00000000000e+000
x[ 221] = -1.24843567869¢-001, lambda] 511] = 0.00000000000e+000
x[ 222] =-1.41216764083¢-001, lambda]  512] = 0.00000000000e+000
x[ 223] =-1.43835737111e-001, lambda]  513] = 0.00000000000e+000
x[ 224] = -1.83557703838¢-001, lambda]  514] = 0.00000000000e+000
x[ 225] =-1.56715629232¢-001, lambda] 515] = 0.00000000000e+000
x[ 226] = -1.62540375518e-001, lambda] 516] = 0.00000000000e+000
x[ 227] =-1.73026782188e-001, lambda]  517] = 0.00000000000e+000
x[ 228] =-1.50013071637e-001, lambda]  518] = 0.00000000000e+000
x[ 229] =-2.11979127408e-001, lambda]  519] = 0.00000000000e+000
x[ 230] = -2.37516324758¢-001, lambda]  520] = 0.00000000000e+000
x[ 231] = -2.30023553859¢-001, lambda]  521] = 0.00000000000e+000
x[  232] = -2.30060149856¢-001, lambda]  522] = 0.00000000000e+000
x[  233] = -4.08624984532¢-002, lambda]  523] = 0.00000000000e+000
x[  234] = -2.80080095444¢-001, lambda]  524] = 0.00000000000e+000
x[ 235] = -1.25127805003¢-001, lambda]  525] = 0.00000000000e+000
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A.4 Arquivo de saida para o sistema IEEE 14 barras — Estratégia (iv)

A seguir sdo apresentados os valores finais obtidos para a fungéo objetivo,
tensdes, angulos, restricdes e multiplicadores de Lagrange no teste realizado para o
Sistema IEEE 14 barras utilizando a estratégia (iv) de atualizacdo do pardmetro de

barreira , em que:

» c[j] refere-se as restri¢des, com; =0, ..., 32;

» x[0] refere-se a funcéo objetivo;

o x[i] refere-se as tensbes, comi =1, ..., 14;

o x[i] refere-se aos angulos, comi =15, ..., 32 ¢

o lambda[k] refere-se aos multiplicadores de Lagrange relacionados as

restricdes, com k=0, ..., 32.

Constraint Vector Lagrange Multipliers

c[ 0]=-4.56087229095e-009, lambda[ 0] =-1.00000000000e+000
c[ 1]=-1.83000001601e-001, lambda] 1] =-5.07009721814e-002
c[ 2]= 9.41999999012e-001, lambda] 2] =-1.26357070076e-001
c[ 3]= 4.78000002963e-001, lambda] 3] =-1.02626650689e-001
c[ 4]= 7.60000008591e-002, lambda] 4] = -8.60685087251e-002
c[ 5]= 1.11999998713e-001, lambda] 5] =-8.80009248868e-002
c[ 6]= 1.48725137761e-009, lambda] 6] =-1.02095782419e-001
c[ 7] = 0.00000000000e+000, lambda] 7] =-1.02095782419e-001
c[ 8] = 2.94999997843e-001, lambda] 8] =-1.01788654714e-001
c[ 9]= 8.99999991577e-002, lambda] 9] =-1.05782127914e-001
c[ 10] = 3.49999997063e-002, lambda[  10] =-1.00717540748e-001
c[ 11]= 6.09999996290e-002, lambda] 11] =-1.06786707712e-001
c[ 12] = 1.34999999472e-001, lambda] 12] =-1.12512177860e-001
c[ 13]= 1.48999998622e-001, lambda] 13] =-1.30427821370e-001
c[ 14] =-3.90000004787e-002, lambda[  15] =-2.14342860004e-003
c[ 16]= 1.36886058044e-011, lambda]  16] = -4.41274195552¢e-007
c[ 17]= 1.65999998505e-001, lambda] 17] = 2.90957169403e-004
c[ 18] = 5.79999999051e-002, lambda] 18] =-4.49316103567e-003
c[ 19]= 1.79999999817e-002, lambda]  19] = -6.93608646090e-003
c[ 20]= 1.60000001378e-002, lambda[  20] =-1.19315850670e-002
c[ 21]= 5.79999999349¢-002, lambda]  21] =-1.42986486751e-002
c[ 22]= 5.00000001861e-002, lambda]  22] =-1.44441256184e-002
c[ 23]=-2.42179914693e-001, lambda] 23] =-1.00252692471e-010
c[ 24]= 2.23080314668e-001, lambda]  24] =-1.33251453411e-008
c[ 25]= 9.99664600217e-003, lambda[  25] = -5.00092249252¢-008
c[ 26]= 1.64998359954e-001, lambda[  26] = -3.33337508260e-008
c[ 27]= 2.11446569446e-001, lambda[  27] = -3.69038414635e-008
c[ 28] =-2.42179914693e-001, lambda[ 28] = 9.97684819423e-011
c[ 29]= 2.23080314668e-001, lambda[ 29] = 6.68720907474e-008
c[ 30]= 9.99664600217e-003, lambda[ 30] = 2.96868623596e-003
c[ 31]= 1.64998359954e-001, lambda[ 31] = 6.09186403762e-003
c[ 32]= 2.11446569446e-001, lambda[  32] = 3.47590995339¢-007
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Solution Vector

1.23614758450e-001,

1.09999995981e+000,
1.08658316833e+000,
1.05282726560e+000,
1.06513869780e+000,
1.07073449422e+000,
1.03345010142e+000,
1.05202107390e+000,
1.08630813483e+000,
1.03741259374e+000,
1.02917352651e+000,
11] = 1.02783099266e+000,
12] = 1.01944991166e+000,
13] = 1.01588292130e+000,
14] = 1.00958774947e+000,
15] = -8.03634043784e-002,
16] = -2.04428819082e-001,
17] =-1.67390861957e-001,
18] =-1.42968464379e-001,
19] = -2.42209056761e-001,
20] =-2.24772129329¢-001,
21] =-2.24772129329¢-001,
22] =-2.55071131686e-001,
23] =-2.58197434728e-001,
24] = -2.52837851154e-001,
25] = -2.57924869264e-001,
26] = -2.59686854014e-001,
27] = -2.75477945398e-001,

S Rt S W S S i e Y B
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lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[

33] = 0.00000000000e+000
34] = 2.48823044655e-001
35] = 6.72051684671e-007
36] = 1.14631210305e-007
37] = 1.99741444152e-007
38] = 2.58588163180e-007
39] = 3.02675251730e-008
40] = 1.09950938255e-007
41] = 6.49886917893e-007
42] = 4.51024653906e-008
43] = 1.46460084944e-008
44] = 9.88066132632e-009
45] = -2.00116936735e-008
46] = -3.30843302367e-008
47] = -5.74674009009e-008
48] = 0.00000000000e+000
49] = 0.00000000000e+000
50] = 0.00000000000e+000
51] = 0.00000000000e+000
52] = 0.00000000000e+000
53] = 0.00000000000e+000
54] = 0.00000000000e+000
55] = 0.00000000000e+000
56] = 0.00000000000e+000
57] = 0.00000000000e+000
58] = 0.00000000000e+000
59] = 0.00000000000e+000
60] = 0.00000000000e+000

A.5 Arquivo de saida para o sistema IEEE 30 barras — Estratégia (iv)

A seguir sdo apresentados os valores obtidos para a fungédo objetivo, tensdes,

angulos, restricdes e multiplicadores de Lagrange para o sistema IEEE 30 barras no

teste realizado utilizando a estratégia (iv) de atualizacdo do parametro de barreira, em

que:

c[;] refere-se as restri¢cdes, com; =0, ..., 65;

x[0] refere-se a funcdo objetivo;

x[i] refere-se as tensdes, comi =1, ..., 30;

x[i] refere-se aos angulos, com i =31, ..., 59 e

lambda[k] refere-se aos multiplicadores de Lagrange relacionados as

restricdes, com k=0, ..., 125.
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Constraint VVector

] =-1.64262756730e-007,
] =-1.83000010604e-001,
1= 2.40000001743e-002,
1= 7.59999963470e-002,
1= 9.41999962979¢-001,
] =-1.55250834410e-008,
] = 2.27999953897e-001,
7] = 2.99999992076e-001,
8] =-2.11766876257e-009,
9] = 5.79999986892e-002,
10] = 0.00000000000e+000,
11] = 1.11999994429e-001,
12] = 0.00000000000e+000,
13] = 6.19999996388e-002,
14] = 8.19999998112e-002,
15] = 3.50000000588e-002,
16] = 8.99999991234e-002,
17] = 3.19999998152e-002,
18] = 9.49999993918e-002,
19] = 2.19999998159e-002,
20] = 1.74999998782e-001,
21] = -8.66151594892e-011,
22] = 3.19999997673e-002,
23] = 8.69999992090e-002,
24] = -1.49984469289¢-010,
25] = 3.49999996350e-002,
26] = 4.47515691171e-010,
27] =-9.43657596508e-010,
28] = 2.39999996485e-002,
29] = 1.05999998110e-001,
30] = 1.19999998271e-002,
31] = 1.60000012906e-002,
32] = 5.04236652432e-0009,
33] = 1.09000008784e-001,
34] = 4.39808189867e-011,
35] = 1.99999989435e-002,
36] = 7.50000000441e-002,
37] = 1.60000001832e-002,
38] = 2.49999998880e-002,
39] = 1.79999998362e-002,
40] = 5.80000000895e-002,
41] = 9.00000003112e-003,
42] = 3.40000000851e-002,
43] = 7.00000000159e-003,
44] = 1.11999999928e-001,
45] = 4.63007410190e-012,
46] = 1.60000000239¢-002,
47] = 6.70000000449e-002,
48] = 2.62030397380e-011,
49] = 2.29999999652e-002,
50] =-9.83293446666€-010,
51] = 6.76838141089¢-010,
52] = 9.00000002598e-003,
53] = 1.90000004226e-002,
54] = -4.70255983732e-002,
55] = 3.72993620021e-001,
56] = 2.09833348389¢-001,

Lagrange Multipliers

lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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0] =-1.00000000000e+000
1] = -5.80789748208e-002
2] =-7.77003733059e-002
3] =-1.00717911084e-001
4] = -1.44887409630e-001
5] =-1.18428265864e-001
6] =-1.36025213017e-001
7] =-1.25912073915e-001
8] =-1.18987966486e-001
9] =-1.19238960730e-001
10] = -1.18987966486e-001
11] = -1.03606580851e-001
12] = -1.03606580851e-001
13] =-1.21141379990e-001
14] = -1.26824837254e-001
15] =-1.17538768410e-001
16] = -1.22300081438e-001
17] = -1.39086763516e-001
18] = -1.42232972417e-001
19] = -1.37161320896e-001
20] =-1.30279008621e-001
21] =-1.29861056770e-001
22] =-1.37414464671e-001
23] =-1.42810073881e-001
24] = -1.36942021224e-001
25] =-1.56616979835e-001
26] = -1.25347341902e-001
27] =-1.25222755071e-001
28] = -1.54750247546e-001
29] =-1.75042132475e-001
30] =-1.16708842720e-002
31] =-1.15101889191e-002
32] =-9.12008356506e-003
33] =-1.01376944595e-002
34] = -5.95634061579¢-003
35] = -7.49554288205e-003
36] =-4.18083168109e-003
37] =-9.48167291978e-003
38] =-1.23956169855e-002
39] =-9.66215479484e-003
40] = -1.05975747771e-002
41] = -1.58541057427e-002
42] = -1.66582927042e-002
43] = -1.46498708848e-002
44] = -1.40834929638e-002
45] = -1.36209154346e-002
46] = -1.70895290254e-002
47] =-1.88347161131e-002
48] = -2.19508010435e-002
49] = -3.50735587748e-002
50] =-1.78113219458e-002
51] =-1.06725938267e-002
52] = -2.59564807331e-002
53] =-2.92900978787e-002
54] = -1.00055471576e-010
55] =-1.11133082953e-008
56] =-1.25316018196e-008



c[
cl
c[
c[
c[
c[
c[
c[
c[

57] = 9.99985820025e-002,
58] = 1.05069853527e-001,
59] = 8.16445739636e-002,
60] = -4.70255983732e-002,
61] = 3.72993620021e-001,
62] = 2.09833348389¢-001,
63] = 9.99985820025e-002,
64] = 1.05069853527e-001,
65] = 8.16445739636e-002,

Solution Vector

0] = 1.62596921785e-001,
1] = 1.09999996422e+000,
2] = 1.08013511079e+000,
3] = 1.05654476106e+000,
4] = 1.04679210931e+000,
5] = 1.04803729831e+000,
6] = 1.04479266074e+000,
7] = 1.03823898848e+000,
8] = 1.04499437225e+000,
9] = 1.08013191787e+000,
10] = 1.07695113881e+000,
11] = 1.09999967780e+000,
12] = 1.08960856288e+000,
13] = 1.09999969337e+000,
14] = 1.07519462018e+000,

15] = 1.07070818849e+000,
16] = 1.07683833248e+000,
17] = 1.07206737045e+000,
18] = 1.06114095208e+000,
19] = 1.05851645508e+000,
20] = 1.06236883594e+000,
21] = 1.06517592898e+000,
22] = 1.06576912308e+000,
23] = 1.06069028607e+000,
24] = 1.05546731269e+000,
25] = 1.05228395738e+000,
26] = 1.03521556323e+000,
27] = 1.05855321580e+000,
28] = 1.04092767484e+000,
29] = 1.03944412000e+000,
30] = 1.02838888462e+000,
31] = -8.54923912794e-002,
32] =-1.20338507937e-001,
33] =-1.48449978173e-001,
34] = -2.28660457725e-001,
35] =-1.77261052115e-001,
36] = -2.06795813634e-001,
37] =-1.89611985620e-001,
38] =-2.26967509194e-001,
39] =-2.53035387235e-001,
40] = -2.26967509194e-001,
41] = -2.40989640763e-001,
42] = -2.40989640763e-001,
43] = -2.55617139044e-001,
44] = -2.57094535969e-001,
45] = -2.50370675499e-001,
46] = -2.55760345777e-001,
47] = -2.67052912872e-001,
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lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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lambda[
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57] = -2.00001356866e-008
58] = -6.04878303210e-008
59] = -7.04674982665e-008
60] = 9.99645723774e-011
61] = 1.69411872503e-003
62] = 5.80784306877e-004
63] = 7.03056509379e-003
64] = 7.42522602842e-008
65] = 6.32551383699¢e-008

66] = 0.00000000000e+000
67] = 2.79568949406e-001
68] = 4.25029958691e-007
69] = 1.35933382556e-007
70] = 8.43230173351e-008
71] = 8.92992636232e-008
72] = 7.52674688858e-008
73] = 4.79864540219¢-008
74] = 7.61547299785e-008
75] = 4.25278809556e-007
76] = 3.54104094641e-007
77] = 3.09308631064e-002
78] = 8.87827404311e-007
79] = 3.25391317252e-002
80] = 3.22643224179e-007
81] = 2.58058212848e-007
82] = 3.52116323664e-007
83] = 2.75427275787e-007
84] = 1.67032046129¢-007
85] = 1.48591200230e-007
86] = 1.76363041125e-007
87] = 1.99857707496e-007
88] = 2.05263209984e-007
89] = 1.63706390738e-007
90] = 1.29406221582e-007
91] = 1.11439024802e-007
92] = 3.67448401608e-008
93] = 1.48648323059¢-007
94] = 5.89636146793e-008
95] = 5.30255274804e-008
96] = 1.17917537308e-008
97] = 0.00000000000e+000
98] = 0.00000000000e+000
99] = 0.00000000000e+000
100] = 0.00000000000e+000
101] = 0.00000000000e+000
102] = 0.00000000000e+000
103] = 0.00000000000e+000
104] = 0.00000000000e+000
105] = 0.00000000000e+000
106] = 0.00000000000e+000
107] = 0.00000000000e+000
108] = 0.00000000000e+000
109] = 0.00000000000e+000
110] = 0.00000000000e+000
111] = 0.00000000000e+000
112] = 0.00000000000e+000
113] = 0.00000000000e+000



48] = -2.69833526055¢-001,
49] = -2.66576186954e-001,
50] = -2.60344778642e-001,
51] = -2.60125505817¢-001,
52] = -2.63514206822¢-001,
53] = -2.66429067709¢-001,
54] = -2.59333803780e-001,
55] = -2.66171754220e-001,
56] = -2.50695124532e-001,
57] = -1.87352029466¢-001,
58] = -2.70726908617e-001,
59] = -2.85074472436e-001,

lambda[

114] = 0.00000000000e+000

lambda[ 115] = 0.00000000000e+000
lambda[ 116] = 0.00000000000e+00
lambda[ 117] = 0.00000000000e+000
lambda[ 118] = 0.00000000000e+000
lambda[ 119] = 0.00000000000e+000
lambda[ 120] = 0.00000000000e+000
lambda[ 121] = 0.00000000000e+000
lambda[ 122] = 0.00000000000e+000
lambda[ 123] = 0.00000000000e+000
lambda[ 124] = 0.00000000000e+000

lambda[

125] = 0.00000000000e+000

A.6 Arquivo de saida para o sistema IEEE 118 barras — Estratégia

(iv)

A seguir sdo apresentados os valores obtidos para a fungédo objetivo, tensées,

angulos, restricdes e multiplicadores de Lagrange para o sistema IEEE 118 barras no

teste realizado utilizando a estratégia (iv) de atualizacdo do parametro de barreira, em

que:

c[j] refere-se as restrigdes, comj =0, ..., 289;

x[0] refere-se a funcdo objetivo;

x[i] refere-se as tensdes, comi =1, ..., 118;

x[i] refere-se aos angulos, com i =119, ..., 235 €

lambdalk]

restricdes, com k=0, ..., 525.

Constraint VVector

-4.57777672214e-007,
5.09999997442¢-001,
1.99999998064e-001,
3.89999997843e-001,
3.89999988298e-001,
-1.35790418909e-008,
6] = 5.19999999505e-001,
7] = 1.89999998180e-001,
8] = 2.79999992102¢-001,
9] =-3.76424402759¢-009,

10] = -4.49999999721e+000,

11] = 6.99999991111e-001,
12] = -3.79999992827e-001,
13] = 3.39999990934e-001,
14] = 1.39999992932¢-001,

refere-se aos multiplicadores de

Lagrange

Lagrange Multipliers

lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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0] =-1.00000000000e+000
1] = -9.90883493366e-002
2] =-9.30619339855e-002
3] =-8.88235465851e-002
4] =-5.79217711972e-002
5] =-5.49999374705e-002
6] =-7.53257253165e-002
7] =-7.88729679319e-002
8] =-5.55476324017e-002
9] =-3.66208134047e-002
10] = -1.72895477093e-002
11] = -8.00102313531e-002
12] = -8.24338851515e-002
13] =-9.39933070915e-002
14] = -8.91961578128e-002

relacionados as
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cl
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15] = 8.99999966237e-001,
16] = 2.49999990112e-001,
17] = 1.09999877246e-001,
18] = 5.99999974918e-001,
19] = 4.50000025892e-001,
20] = 1.79999987305e-001,
21] = 1.39999995721e-001,
22] = 1.00000000095e-001,
23] = 7.00000030176e-002,
24] = 1.29999997078e-001,
25] =-2.20000000432e+000,
26] = -3.13999999945e+000,
27] = 7.09999991587e-001,
28] = 1.69999993863e-001,
29] = 2.39999985196e-001,
30] = 1.00611026177e-008,
31] = 3.59999999150e-001,
32] = 5.89999977190e-001,
33] = 2.29999979634e-001,
34] = 5.89999953480e-001,
35] = 3.29999994713e-001,
36] = 3.09999995128e-001,
37] =-2.45271079002¢-008,
38] = -1.95583496065e-008,
39] = 2.69999999914e-001,
40] = 6.60000000209e-001,
41] = 3.69999999835e-001,
42] = 9.59999999680e-001,
43] = 1.79999999756e-001,
44] = 1.59999999838e-001,
45] = 5.29999999902e-001,
46] = 8.99999999948e-002,
47] = 3.39999999989¢-001,
48] = 1.99999999990e-001,
49] = -1.17000000088e+000,
50] = 1.69999999154e-001,
51] = 1.69999999276e-001,
52] = 1.79999999811e-001,
53] = 2.29999999892e-001,
54] = 6.49999940701e-001,
55] = 6.30000021397e-001,
56] = 8.39999953783e-001,
57] = 1.19999999110e-001,
58] = 1.19999999027e-001,
59] = 1.21999999160e+000,
60] = 7.79999999968e-001,
61] = -1.59999999996e+000,
62] = 7.69999999921e-001,
63] = 1.33137945113e-011,
64] = -1.72217795580e-011,
65] = -3.91000000041e+000,
66] = -3.53000000002e+000,
67] = 2.79999999996e-001,
68] = -1.26153310021e-010,
69] = 6.60000002000e-001,
70] =-1.78770775960e-009,
71] = 1.19999998940e-001,
72] = 5.99999981744e-002,
73] = 6.79999998421e-001,
74] = 4.69999998735e-001,
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15] = -9.26425506169e-002
16] = -8.48644063578e-002
17] = -6.93471030448e-002
18] = -8.86852972405e-002
19] = -9.42530622481e-002
20] =-9.38432252321e-002
21] = -8.70967290500e-002
22] =-7.36612215682e-002
23] = -4.59031841214e-002
24] = -5.13375510848e-002
25] = -8.94578786523e-003
26] = -1.48822061099¢-002
27] = -8.12962560779e-002
28] =-9.16316728202e-002
29] =-9.70878924507e-002
30] = -6.28005794657e-002
31] =-9.48336109373e-002
32] = -8.46740599598e-002
33] =-9.37932913600e-002
34] = -8.23624038818e-002
35] = -8.57483779155e-002
36] =-8.61476251157e-002
37] =-7.72616807183e-002
38] =-6.89712906601e-002
39] =-1.16241517636e-001
40] = -1.29463306674e-001
41] = -1.35860896233e-001
42] = -1.23681863458e-001
43] = -9.86458467902e-002
44] = -1.02310436200e-001
45] = -9.67191075381e-002
46] = -7.23732539667e-002
47] = -5.36790038407e-002
48] = -5.61233903643e-002
49] = -4.49536643397e-002
50] = -6.58481815593e-002
51] =-9.31317190710e-002
52] =-1.02851643272e-001
53] =-1.06438472834e-001
54] = -9.62206069041e-002
55] =-9.82562398042e-002
56] =-9.74102478135e-002
57] = -8.86602584344e-002
58] =-9.84411020996e-002
59] =-5.04191118928e-002
60] = -3.30164415780e-002
61] = -2.80667125176e-002
62] = -3.26356746880e-002
63] = -4.02254795070e-002
64] = -2.95983704000e-002
65] = -1.34237211413e-002
66] = -7.94998216751e-003
67] = -2.48924598075e-002
68] = -9.26950048894e-003
69] = -6.04957797593e-002
70] = -6.15052234320e-002
71] =-6.16931989107e-002
72] = -6.24561005740e-002
73] =-7.89186276809e-002
74] = -6.83003517299¢-002
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75] = 6.79999999319¢-001,
76] = 6.10000001404e-001,
77] = 7.09999999150e-001,
78] = 3.89999999338e-001,
79] = -3.47000000328e+000,
80] = -2.89562818168e-011,
81] = 5.39999999558e-001,
82] = 1.99999999945e-001,
83] = 1.09999999975e-001,
84] = 2.39999999221e-001,
85] = 2.09999999130e-001,
86] = -3.99999993796e-002,
87] = 4.79999999909¢-001,
88] = -6.07000000027e+000,
89] = 1.62999999985e+000,
90] = 1.00000000089e-001,
91] = 6.49999999897e-001,
92] = 1.20000000002e-001,
93] = 2.99999999980e-001,
94] = 4.19999999986e-001,
95] = 3.79999999800e-001,
96] = 1.49999999968e-001,
97] = 3.39999999999¢-001,
98] = 4.19999999948e-001,
99] =-2.15000000211e+000,
100] = 2.19999999994e-001,
101] = 4.99999999951e-002,
102] = -1.70000002339¢-001,
103] = 3.80000001889e-001,
104] = 3.09999995503e-001,
105] = 4.29999999800e-001,
106] = 4.99999999653e-001,
107] = 1.99999994620e-002,
108] = 7.99999992433e-002,
109] = 3.90000006748e-001,
110] = -3.60000003778e-001,
111] = 6.79999991801e-001,
112] = 6.00000951578e-002,
113] = 7.99999969760e-002,
114] = 2.19999992970e-001,
115] = 1.84000000002e+000,
116] = 1.99999998231e-001,
117] = 3.29999999552e-001,
118] = 9.00000001296e-002,
119] = 1.00000000274e-001,
120] = -7.09189151848e-010,
121] = 2.00000002876e-002,
122] = 4.79083439586e-010,
123] = 2.30000001210e-001,
124] = 1.60000000953e-001,
125] = 1.00000013933e-002,
126] = 1.00000001144e-001,
127] = 3.00000295960e-002,
128] = 3.00000007050e-002,
129] = 7.99999988970e-002,
130] = 4.99999990949e-002,
131] = 2.99999986906e-002,
132] = 6.99999998754e-002,
133] = 4.00000025568e-002,
134] = -3.56327234385e-0009,
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75] = -8.26357603484e-002
76] = -3.04121293316e-002
77] = -3.26491895255e-002
78] = -2.86785872680e-002
79] = -6.92639920267e-003
80] = -7.41320507399¢-003
81] =-2.41172442905e-002
82] = -1.32440069457e-002
83] = 1.15341710172e-002
84] = 2.90121197754e-002
85] = 1.92153458182e-002
86] = 2.12664347409e-002
87] = 4.41137141539-002
88] = 6.51678203307e-002
89] = 2.17096873717e-002
90] = 2.22184079837e-002
91] = 2.94049201530e-002
92] = 4.96346333458e-003
93] =-1.17963855881e-002
94] =-2.13877761199e-002
95] =-2.07085726802e-002
96] = -1.62412291203e-002
97] =-1.75721286343e-002
98] = -2.00316844213e-002
99] = -1.24254908494e-002
100] =-1.11477305933e-003
101] = 1.85999213565e-002
102] = -4.38220730608e-002
103] = -6.65228920365e-002
104] = -7.61894425185e-002
105] = -7.84029756780e-002
106] = -1.02844806628e-001
107] = -8.56436806786e-002
108] = -8.90512607298e-002
109] = -9.38841255697e-002
110] = -7.91858072761e-002
111] =-1.27153317515e-001
112] = -7.21444521749e-002
113] = -8.72749642075e-002
114] = -8.73730543227e-002
115] =-1.04142170861e-002
116] = -9.48371228246e-002
117] = -8.00777836518e-002
118] = -4.44391732236e-003
119] = -6.24949746280e-003
120] =-1.77263071071e-003
121] = -8.78346722553e-005
122] = 3.75681472954e-003
123] = -2.65340529364e-003
124] = -5.98055477914e-003
125] = 8.21201741674e-004
126] = -1.51239206475e-003
127] = 6.63609322795e-004
128] = -3.39810155079¢-003
129] = -5.55284231356e-003
130] = -5.13957784885e-003
131] = -7.45296380653e-004
132] =-1.50272761493e-003
133] = -8.73259957745e-004
134] = -6.89379461533e-005
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135] = 9.00000039536€-002,
136] = 9.00000003619e-002,
137] = 1.99161398484e-009,
138] = -1.47404755069e-009,
139] = 1.10000000011e-001,
140] = 1.00000000008e-001,
141] = 6.99999999901e-002,
142] = 7.99999999895e-002,
143] = 2.19999999998e-001,
144] = -4.88942220045e-013,
145] = 1.10000000002e-001,
146] = 4.00000001299e-002,
147] = 8.00000001176e-002,
148] = 5.00000000440e-002,
149] = 1.10000000011e-001,
150] = 3.00000001252e-002,
151] = 3.00000001636e-002,
152] = 3.00000000017e-002,
153] = -3.12638803734e-012,
154] = -2.53663756666e-012,
155] = 6.99999999995e-002,
156] = -4.88853402203e-012,
157] = 3.66444652400e-010,
158] = 1.10000000092e-001,
159] = 2.60000000143e-001,
160] = 3.20000000018e-001,
161] = 1.56319401867e-012,
162] = 2.70000000065e-001,
163] = 1.00000000007e-001,
164] = 6.99999999995e-002,
165] = 9.99999998782e-002,
166] = 1.00000000003e-001,
167] = 6.99999999981e-002,
168] = 1.60000000001e-001,
169] = 3.09999999998e-001,
170] = 1.50000000037e-001,
171] = 9.00000000016e-002,
172] = 7.99999999997e-002,
173] = 1.50000000000e-001,
174] = 2.99999999998e-002,
175] = 1.59999999984e-001,
176] = 1.00000000837e-002,
177] = 3.00000001119e-002,
178] = 3.00000000323e-002,
179] = 7.00000001283e-002,
180] = 7.99999999761e-002,
181] = 1.50000000001e-001,
182] =-1.20001317331e-001,
183] = 5.95305909715e-001,
184] = 1.22978975805e-001,
185] =-7.23329111537e-001,
186] = -1.05254282074e+000,
187] = 4.58295350307e-001,
188] = -3.63006476141e-002,
189] = -1.80442789574e-003,
190] = -1.00701671298e-002,
191] = -7.47247727471e-002,
192] = -4.69997638452e-001,
193] =-3.18287787821e-001,
194] = 1.40513093195e-001,
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lambda[
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lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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lambda[
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lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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lambda[
lambda[
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135] =-1.82309898332e-00

136] = -2.54468203127e-004
137] = 2.26219803739¢-004
138] =-1.29892823977e-003
139] =-2.67203647113e-003
140] = -1.66845933384e-003
141] = 3.32300495383e-004
142] = 1.80076657143e-003
143] =-1.14417135519e-003
1441 = 2.09280732516e-004
145] = 2.34954968591e-003
146] = -1.48504101944e-003

147] = -5.45523676164e-003
148] = -5.94484398951e-003
149] = -4.74622786808e-003
150] =-1.09253668981e-003
151] = -3.39549441390e-003
152] =-9.52251022974e-005

153] = 1.06703795710e-005
154] = 7.52463154331e-004
155] = 3.27335477633e-003
156] = 9.31931671113e-007
157] = 2.71331967008e-004
158] = -6.85685695976e-003

159] =-2.31511332029e-003
160] = -2.45946366518e-003
161] = -4.19618823575e-004
162] = -3.42304237928e-003
163] =-3.51519566318e-003
164] = -6.66148330969e-003
165] = -4.16085732450e-003
166] = -4.02715929756e-003

167] = -7.63050404500e-003
168] = -7.23372998519e-003

169] = -1.08220095733e-002
170] = -6.01650405682e-003
171] =-4.12199047178e-003
172] =-1.06116938534e-003

173] =-5.90711120421e-003
174] = -5.33483799430e-003

175] = -2.98622572537e-003
176] = -4.51732962315e-004
177] = -6.64302323762e-004
178] =-1.05763590285e-003
179] =-1.15412087298e-003
180] = -3.99754629368e-003
181] =-1.15369091118e-002

182] =-5.00031215168e-008
183] = -2.68992725553e-009
184] =-2.11598942542e-008
185] = -4.39323475358e-009
186] = -2.39184864913e-008
187] =-1.10148981584e-008
188] = -2.75635508642e-008

189] =-2.00894837017e-008
190] = -3.14485326487e-008
191] = -3.41840982212e-009
192] =-4.20997274681e-003
193] =-1.03263219371e-009
194] = -3.05770009280e-009
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195] = 8.75745889650e-004,
196] = -4.37351050687e-003,
197] = -2.84460772828e-001,
198] = 5.65155606174e-002,
199] = 1.04157149791e-001,
200] = 1.06061509085e-001,
201] = -1.62763664548e-001,
202] = -3.63073256230e-002,
203] = 5.44609143618e-002,
204] = -1.69382616951e-003,
205] = -3.01339524861e-002,
206] = -5.75406535015e-002,
207] = 3.18973184664e-001,
208] = -2.07322819204e-001,
209] = -6.69982506410e-001,
210] = -8.49998796846e-001,
211] = -1.10469540896e+000,
212] = 9.12027380427e-002,
213] = -5.73236497740e-002,
214] = -2.38050190271e-002,
215] = -1.80001762064e-001,
216] = -1.30000823212e-001,
217] = 4.19981229055e-001,
218] = -4.14415077364e-001,
219] = 7.99979607033e-002,
220] = 3.51852785910e-002,
221] = -4.37632796408e-001,
222] = 5.45447311937e-002,
223] = 3.74247798148e-002,
224] = -1.00022949201e-002,
225] = -3.62344686560e-002,
226] = 3.55625746764e-001,
227] = 3.85020147430e-002,
228] = -2.00170751018e-002,
229] = -1.19476256101e-001,
230] = -7.92241028522e-002,
231] = -7.00274069109e-002,
232] = 6.11605143121e-003,
233] = -3.60551276200e-004,
234] = -7.79304255953e-002,
235] = -7.95901485197e-002,
236] = -1.20001317331e-001,
237] = 5.95305909715e-001,
238] = 1.22978975805e-001,
239] = -7.23329111537e-001,
240] = -1.05254282074e+000,
241] = 4.58295350307e-001,
242] = -3.63006476141e-002,
243] = -1.80442789574e-003,
244] = -1.00701671298e-002,
245] = -7.47247727471e-002,
246] = -4.69997638452e-001,
247] = -3.18287787821e-001,
248] = 1.40513093195e-001,
249] = 8.75745889650e-004,
250] = -4.37351050687e-003,
251] = -2.84460772828e-001,
252] = 5.65155606174e-002,
253] = 1.04157149791e-001,
254] = 1.06061509085e-001,
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lambda[
lambda[
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195] = -3.05763852557e-009
196] = -2.73588559271e-008

197] =-1.86391361710e-007
198] = -3.28769840776e-008
199] =-2.99912414739e-009
200] = -2.99755920090e-009
201] = -1.06704275106e-008
202] = -8.97692130623e-009

203] = -2.95972693175e-009
204] = -3.39193599973e-008

205] = -4.38335139592e-008
206] = -5.97758826323e-009
207] = -7.58232234290e-009
208] = -7.53220738026e-008
209] = -5.71567069154e-004
210] = -8.31187405909e-003

211] = -5.27452476627e-009
212] = -2.56145664291e-008

213] =-1.06077341056e-008
214] = -1.02407940309e-008
215] = -6.66755752134e-008
216] = -3.22595829860e-008
217] =-1.11232104537e-008
218] = -6.68281380952e-009
219] = -3.22586634270e-008
220] = -9.66144055493e-009
221] = -6.01434415783e-009
222] =-2.87812707937e-009

223] =-9.64017016415e-009
224] = -8.33477817515e-008

225] =-1.03789679113e-008
226] = -9.64961306623e-009
227] = -2.86742586332e-008
228] = -3.23324296748e-008
229] = -4.52560469064e-008
230] = -4.90008112227e-009
231] = -3.23750263920e-008
232] = -9.93561909882e-009
233] = -8.84975967263e-009
234] = -1.08689153727e-008
235] =-1.00797108571e-009

236] = 7.58947786756e-003
237] = 4.38126934907e-009
238] = 6.35297649284e-008
239] = 2.68543007361e-009
240] = 3.27669764261e-009

241] = 1.55729422120e-008
242] = 2.94055772452e-007
243] = 6.16686986281e-008
244] = 2.22319001770e-004
245] = 3.25238686388e-009
246] = 5.34769309016e-009
247] = 9.69367404650e-010
248] = 3.66357836126e-009
249] = 3.66366883909e-009
250] = 5.14162717599e-008
251] = 3.84173305612e-008
252] = 1.53984092749e-006
253] = 3.75136643127e-009
254] = 3.75381886318e-009
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255] = -1.62763664548e-001,
256] = -3.63073256230e-002,
257] = 5.44609143618e-002,
258] = -1.69382616951e-003,
259] = -3.01339524861e-002,
260] = -5.75406535015e-002,
261] = 3.18973184664e-001,
262] = -2.07322819204e-001,
263] = -6.69982506410e-001,
264] = -8.49998796846e-001,
265] = -1.10469540896e+000,
266] = 9.12027380427e-002,
267] = -5.73236497740e-002,
268] = -2.38050190271e-002,
269] = -1.80001762064e-001,
270] = -1.30000823212¢-001,
271] = 4.19981229055e-001,
272] = -4.14415077364e-001,
273] = 7.99979607033e-002,
274] = 3.51852785910e-002,
275] = -4.37632796408e-001,
276] = 5.45447311937e-002,
277] = 3.74247798148e-002,
278] = -1.00022949201e-002,
279] = -3.62344686560e-002,
280] = 3.55625746764e-001,
281] = 3.85020147430e-002,
282] = -2.00170751018e-002,
283] = -1.19476256101e-001,
284] = -7.92241028522e-002,
285] = -7.00274069109e-002,
286] = 6.11605143121e-003,
287] = -3.60551276200e-004,
288] = -7.79304255953e-002,
289] = -7.95901485197e-002,

Solution Vector

1.07867885035e+000,
1.06899809738e+000,
1.07720495677e+000,
1.07572496105e+000,
1.09999970505e+000,
1.09756255776e+000,
1.09290646604e+000,
1.09109310159e+000,
1.08093835827e+000,
1.09999994894e+000,
10] = 1.09315790803e+000,
11] = 1.08606410242e+000,
12] = 1.08967283487e+000,
13] = 1.07486618322e+000,
14] = 1.08844220696e+000,
15] = 1.08742997144e+000,
16] = 1.08635698897e+000,
17] = 1.09996384363e+000,
18] = 1.08945455676e+000,
19] = 1.08603713347e+000,
20] = 1.07486761873e+000,
21] = 1.07021546524e+000,
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255] =
256] =
257] =
258] =
259] =
260] =
261] =
262] =
263] =
264] =
265]
266]
267] =
268] =
269] =
270] =
271] =
272] =
273] =
274]
275]
276]
277
278]
279]
280]
281]
282]
283]
284]
285]
286]
287]
288]
289]

290] =
201] =
292] =
293] =
294] =
295] =
296] =
297] =
298] =
299] =
300] =
301] =
302] =
303] =
304] =
305] =
306] =
307] =
308] =
309] =
310] =
311] =

9.40882560369e-009
5.44652662954e-009
3.81497719778e-009
4.39382165486e-006
1.19333578427e-004
1.37532814810e-008
3.72974466791e-009
3.74199424309e-008
3.74536219920e-009
3.74532687708e-009
2.43659064029e-009
3.47241418846e-007
9.45812156412e-009
9.77026577833e-009
5.66871544419e-003
1.21399402554e-002
5.35529478577e-004
3.38567183113e-009
4.90386925291e-003
1.00351586948e-009
2.90925255154e-009
3.95958021737e-009
1.03877065793e-008
4.35696720317e-003
9.64769237061e-009
9.86497446505e-009
4.96883111149e-008
5.80418212073e-004
1.12322388109e-007
5.10407488293e-009
3.89904775478e-004
1.00064815348e-009
1.01316809995e-009
4.80789197219e-009
9.92153164295¢-010

0.00000000000e+000
2.63032396824e-007
3.81660168886e-007
3.54577391217e-007
3.46778187540e-002
4.10682297982e-006
1.37082042005e-006
1.07591985007e-006
4.68793974542e-007
1.95883063482e-001
1.41447984267e-006
6.63352104118e-007
9.19244189914e-007
3.39977411944e-007
8.16453710322e-007
7.51273768262e-007
6.80267822248e-007
4.52473337339e-003
9.25020416371e-007
6.68508719753e-007
3.39326658015e-007
2.75910639628e-007



22] =
23] =

26] =

28] =
29] =
30] =
31] =
32] =
33] =
34] =
35] =
36] =
37] =
38] =
39] =
40] =
41] =
42] =
43] =
44] =
45] =
46] =
471 =
48] =
49] =
50] =

53] =

55] =
56] =
57] =
58] =
59] =
60] =
61] =
62] =
63] =
64] =
65] =
66] =
67] =
68] =
69] =
70] =
71] =
72] =
73] =
74] =
75] =
76] =
77 =
78] =
79] =
80] =
81] =

1.07357176035e+000,
1.08827999412e+000,
1.08637584693e+000,
1.09999997155e+000,
1.06435490647e+000,
1.08026498896e+000,
1.07440179120e+000,
1.07518580410e+000,
1.06874103767e+000,
1.07821048728e+000,
1.07979051721e+000,
1.08601781681e+000,
1.09651027427e+000,
1.09443211194e+000,
1.09474187428e+000,
1.09999982203e+000,
1.05063858090e+000,
1.07670756124e+000,
1.07364349570e+000,
1.06703918073e+000,
1.07247869715e+000,
1.08099623310e+000,
1.07140573401e+000,
1.06497983859e+000,
1.07593267107e+000,
1.08306840102e+000,
1.08576786836e+000,
1.08741759500e+000,
1.07651683517e+000,
1.05923619799e+000,
1.05372821201e+000,
1.05304926182e+000,
1.06696948466e+000,
1.06596922769e+000,
1.06607233560e+000,
1.06787401168e+000,
1.06019453656e+000,
1.08750977146e+000,
1.08407558194e+000,
1.08635251197e+000,
1.08138148037e+000,
1.05351703907e+000,
1.06027358818e+000,
1.05258349177e+000,
1.09999998279e+000,
1.08574713143e+000,
1.05120431378e+000,
1.09999995539e+000,
1.07745376260e+000,
1.07782263134e+000,
1.07898325738e+000,
1.07662141494e+000,
1.05886286064e+000,
1.06163707674e+000,
1.04638776683e+000,
1.08677906489e+000,
1.08254118164e+000,
1.08421448353e+000,
1.09999985171e+000,
1.04816692760e+000,
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312] =
313] =
314] =
315] =
316] =
317] =
318] =
319] =
320] =
321] =
322] =
323] =
324] =
325] =
326] =
327] =
328] =
329] =
330] =
331] =
332] =
333] =
334] =
335] =
336] =
337] =
338] =
339] =
340] =
341] =
342] =
343] =
344] =
345] =
346] =
347] =
348] =
349] =
350] =
351] =
352] =
353] =
354] =
355] =
356] =
357] =
358] =
359] =
360] =
361] =
362] =
363] =
364] =
365] =
366] =
367] =
368] =
369] =
370] =
371] =

3.19672946971e-007
7.98189002766e-007
6.78976478281e-007
3.51095345020e-001
2.20039716077e-007
4.49890510185e-007
3.32146063691e-007
3.44627821543e-007
2.60167303710e-007
4.01495158093e-007
4.37850556114e-007
6.60878332159¢-007
2.82301090305e-006
1.74176481443e-006
1.84821430344e-006
5.70402730441e-002
1.36132378516e-007
3.72815167641e-007
3.21928903589¢-007
2.43587664694e-007
3.05427616887e-007
4.71171023627e-007
2.91398996871e-007
2.24930280423e-007
3.58586195587e-007
5.35936261707e-007
6.48745104853e-007
7.41381134642e-007
3.69023039645e-007
1.82424906542e-007
1.50999265204e-007
1.47607865814e-007
2.42807780156e-007
2.33034537813e-007
2.34218381735e-007
2.51466411234e-007
1.88643303811e-007
7.46857728377e-007
5.73492536098e-007
6.78858190509e-007
4.81917261484e-007
1.49973846299e-007
1.89310256940e-007
1.45360798386e-007
5.81005117219¢-001
6.47734991748e-007
1.38820896714e-007
2.24184473580e-001
3.86422133818e-007
3.94072484431e-007
4.19263581881e-007
3.70796132194e-007
1.79963215181e-007
1.98630902624¢e-007
1.18122607715e-007
7.01825616567e-007
5.17466429595e-007
5.78716808417e-007
6.74556593839¢-002
1.25445924174e-007



82] = 1.07931427952e+000,
83] = 1.08134147534e+000,
84] = 1.08452263723e+000,
85] = 1.09249577602e+000,
86] = 1.08727628125e+000,
87] = 1.09999853402e+000,
88] = 1.08888560748e+000,
89] = 1.09999997999e+000,
90] = 1.08377422713e+000,
91] = 1.08823384205e+000,
92] = 1.09051244714e+000,
93] = 1.08068468554e+000,
94] = 1.07915273679e+000,
95] = 1.06846749759e+000,
96] = 1.07679476721e+000,
97] = 1.08419514420e+000,
98] = 1.09302577686e+000,
99] = 1.09530483977e+000,
100] = 1.09999981099e+000,
101] = 1.08391464387e+000,
102] = 1.08737366000e+000,
103] = 1.09146695273e+000,
104] = 1.08190250743e+000,
105] = 1.07921352698e+000,
106] = 1.07217402606e+000,
107] = 1.06663676604e+000,
108] = 1.07591122588e+000,
109] = 1.07473220015e+000,
110] = 1.07477429934e+000,
111] = 1.08304643248e+000,
112] = 1.06019846605e+000,
113] = 1.09590452961e+000,
114] = 1.07567840361e+000,
115] = 1.07533534389e+000,
116] = 1.05062701219e+000,
117] = 1.07556823189e+000,
118] = 1.04868686707e+000,
119] =-2.82119097483e-001,
120] =-2.72881817439¢-001,
121] = -2.68352452696e-001,
122] =-2.14341402271e-001,
123] =-2.06682905855e-001,
124] = -2.47150445913e-001,
125] =-2.53237641900e-001,
126] = -1.31874555066e-001,
127] =-1.85216117834e-002,
128] = 1.02960050866e-001,
129] =-2.50718281004e-001,
130] =-2.57852184661e-001,
131] =-2.71372344147e-001,
132] =-2.69322383921e-001,
133] =-2.76431595820e-001,
134] =-2.62817900373e-001,
135] =-2.38041350894e-001,
136] =-2.71796981918e-001,
137] = -2.80058533999¢-001,
138] =-2.66481965288e-001,
139] =-2.43201433000e-001,
140] = -2.05719802321e-001,
141] = -1.32008655665e-001,
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lambda[
lambda[
lambda[
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lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
lambda[
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372]
373]
374]
375]
376]
377]
378]
379]
380]
381]
382]
383]
384]
385]
386]
387]
388]
389]
390]
391]
392]
393]
394]
395]
396]
397]
398]
399]
400]
401]
402]
403]
404]
405]
406]
407]
408]
409]
410]
411]
412]
413]
414]
415]
416]
417]
418]
419]
420]
421]
422]
423]
424]
425]
426]
427]
428]
429]
430]
431]

4.27400453122e-007
4.80480328283e-007
5.91430816687e-007
1.27862382728e-006
7.30901180504e-007
6.80126043905e-003
8.46401372334e-007
4.99798311047e-001
5.61643893375e-007
7.96086081506e-007
1.00120377032e-006
4.62290043522e-007
4.23776973053e-007
2.57727003629¢-007
3.74267061463e-007
5.78294469785e-007
1.38183462669e-006
2.07288259858e-006
5.29909683059¢-002
5.67229682804e-007
7.38461305061e-007
1.11818719063e-006
4.96615057423e-007
4.24822280579e-007
3.01073325343e-007
2.39549255123e-007
3.57742590959¢-007
3.37963227162e-007
3.38451155775e-007
5.34387713084e-007
1.88620964184e-007
3.62865493818e-006
3.53055192847e-007
3.47247794572e-007
1.36179712862e-007
3.51745457536e-007
1.27526499244e-007
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000



142] = -1.35567368048e-001,
143] = -2.01304507143e-002,
144] = 7.53373951171e-003,
145] = -2.17090330067e-001,
146] = -2.41152014616e-001,
147] = -2.54841645392e-001,
148] = -1.64425151116e-001,
149] = -2.53082075332e-001,
150] = -2.25813570816e-001,
151] = -2.85323125501e-001,
152] =-2.76773539606e-001,
153] = -2.83438044903e-001,
154] = -2.83608785465e-001,
155] =-2.69719149766e-001,
156] =-1.94939159791e-001,
157] = -3.18026315522e-001,
158] = -3.33488515585e-001,
159] =-3.39629090279e-001,
160] = -3.15585524612e-001,
161] = -2.77628234603e-001,
162] = -2.41234833434e-001,
163] =-2.13412718668e-001,
164] = -1.70201059958e-001,
165] = -1.35769682245e-001,
166] = -1.46892032103e-001,
167] = -1.30645266044e-001,
168] = -1.63998843292e-001,
169] = -2.05550703467e-001,
170] = -2.20228824238e-001,
171] = -2.35485365617e-001,
172] =-2.23326799393e-001,
173] =-2.27660390276e-001,
174] = -2.24767624927e-001,
175] =-2.05107588517e-001,
176] = -2.18089953207e-001,
177] =-1.60927084360e-001,
178] =-1.03408804166e-001,
179] =-9.03872143235e-002,
180] = -9.80242588406e-002,
181] =-1.10597399146e-001,
182] = -8.30531072355e-002,
183] =-3.10008927837e-002,
184] = -3.00905266553e-002,
185] = -7.38454600923e-002,
186] =-3.41116741649e-002,
187] =-1.14923642646e-001,
188] =-1.20261325173e-001,
189] =-1.37200356251e-001,
190] = -1.22482075400e-001,
191] =-1.30109832076e-001,
192] =-1.10374622198e-001,
193] =-1.27728761018e-001,
194] = -4.99831855427e-002,
195] = -5.38850346563e-002,
196] = -4.83670516867e-002,
197] =-1.05837644230e-002,
198] =-2.49942098961e-002,
199] =-4.17385662941e-002,
200] = -2.49863863488e-002,
201] = 1.05456395013e-002,
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432] =
433]
434]
435]

437]
438]
439]
440]
441]
442]
443]
444]
445]
446]
447]
448]
449]
450]
451]
452]
453]
454]
455]
456]
457]
458]
459]
460]
461]
462]
463]
464]
465]
466]
467]
468]
469]
470]
471]
472]
473]
474]
475]
476]
477]
478]
479]
480]
481]
482]
483]
484]
485]
486]
487]
488]
489]
490]
491] =

0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
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0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
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0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000



X[ 202] = 3.23485014990e-002,

x[ 203] = 1.46193963644e-002,
x[ 204] = 2.00873009183¢-002,
x[ 205] = 7.90499097855e-002,
x[ 206] = 1.39140216043e-001,
x[ 207] = 4.61889474000e-002,
x[ 208] = 4.40010464395e-002,
x[ 209] = 5.36732560839e-002,

x[ 210] = 1.11115128077e-002,
x[ 211] = -1.93635177635¢-002,
x[ 212] = -3.34504618773e-002,
x[ 213] = -3.56093809577e-002,
x[ 214] = -2.86174280158¢-002,
x[ 215] = -3.54529358135¢-002,
x[ 216] = -4.29113313943¢-002,
x[ 217] = -2.71858099293¢-002,
x[ 218] = -5.50734978962¢-003,
x[ 219] = 3.25029873017¢-002,
x[  220] = -8.10303759334¢-002,
x[ 221] = -1.24844414065¢-001,
x[ 222] =-1.41216898647e-001,
x[ 223] =-1.43835729213¢-001,
x[ 224] = -1.83557320241e-001,
x[ 225] =-1.56716119004e-001,
x[ 226] = -1.62540994685¢-001,
x[ 227] =-1.73027777725¢-001,
x[ 228] =-1.50013127306e-001,
x[ 229] =-2.11978184439¢-001,
x[ 230] = -2.37515648668¢-001,
x[ 231] = -2.30023583671e-001,
x[ 232] =-2.30060178842¢-001,
x[ 233] = -4.08624988321e-002,
x[ 234] = -2.80080030287e-001,
x[ 235] =-1.25128162391e-001,
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508]
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514]
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524]
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0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
0.00000000000e+000
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