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Resumo

A Teoria de Grupos é uma ferramenta mateméatica amplamente utilizada em diversos
sistemas fisicos a fim de estudar algumas simetrias. Desde a relatividade de Galileu até as
mais avancadas teorias de relatividade da atualidade podemos encontrar diversas formas
de simetria, portanto é interessante usar esta teoria de grupos para tentar modelar estes
sistemas. No caso, utiliza-se a teoria de grupos para tentar descrever grupos basicos para
as teorias da relatividade de Einstein e, em seguida, ocorre a tentativa de unificar os
vérios grupos estudados em um tnico grupo mais abrangente. Contudo, translacoes em
espacos métricos planos e curvos tem suas diferencas, de forma que podemos criar dois
grupos conhecidos como grupo de Poincaré e grupo de De Sitter (ou grupo de Anti-De
Sitter). Estes grupos sao solugbes da Equagao de Campos de Einstein quando temos
que a constante cosmoldgica assume valores positivos, negativos ou nulo, permitindo-
nos determinar a teoria da Relatividade Geral usual, ou até mesmo uma teoria onde a
curvatura do espago ocorra sem a presenca de massas gravitacionais, ou seja, massa. Este
ultimo caso podera ser amplamente estudado, de forma a facilitar a utilizagao de modelos
cosmoldgicos que tentem modelar a energia escura no universo.

Palavras Chaves: Grupos de Simetria; Teoria da Relatividade; Grupo de De Sitter.

Areas do conhecimento: Teoria da Relatividade; Fisica Matematica; Teoria de

Grupos.
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Capitulo 1

Preliminares

O modo como entendemos a nossa realidade esta intimamente ligado as simetrias do uni-
verso, de forma que nos s6 podemos compreender a ciéncia por conta do que assumimos
antes de qualquer tipo de experimento. Estas assuncoes podem ser simetrias espaciais, in-
dicando que o resultado de um experimento feito em um ponto qualquer do universo deve
poder ser reproduzido em outros pontos, gerando resultados idénticos. Outra simetria
que assumimos é a simetria temporal, a qual determina que nao importa quando o expe-
rimento seré feito, mas sempre que as condicoes para sua confeccao forem semelhantes o
experimento podera ser reproduzido, gerando os mesmos resultados.

Como dissemos, mecanica classica possui diversas formas de simetria, das quais re-
sultam quantidades conservadas, tais como a energia e 0 momento de um objeto. Nesta
teoria, o movimento de diferentes corpos é dado pelas transformacoes de Galileu, as quais
buscavam expressar a posicao e a velocidade de um corpo sobre um referencial inercial
(x, y, z) em outros referenciais inerciais(a’, ¢, z’). Nestas transformagoes o tempo era
o mesmo para todos os referenciais, de forma que se estabeleceu o conceito de tempo
absoluto.

Contudo, esta teoria nao criava resultados satisfatorios para todos os sistemas fisi-
cos, portanto o fisico alemao Albert Einstein criou sua propria teoria da relatividade,
quebrando o conceito preestabelecido de tempo absoluto. Esta nova teoria de Einstein
exigia a utilizacao de espagos métricos distintos, de forma que as transformagoes de Ga-
lileu perderam sua validade, portanto comecou-se a utilizar novas transformagoes para se

trabalhar com a cinematica de corpos em referenciais inerciais.

1.1 Motivacao e Objetivos

Como ja foi dito acima, existem diversas simetrias na natureza, que do ponto de vista
matematico representam aplicacoes da teoria de grupos, as quais podem ser utilizadas
para o desenvolvimento de novas teorias e modelagens mateméticas, ou até mesmo para

a simplificacao de diferentes sistemas fisicos. Logo, busca-se tentar associar grupos de
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simetria distintos as teorias da relatividade, explicando brevemente como a constante
cosmologica (a qual serd apresentada no capitulo 5) pode resultar da forma de se trabalhar
com os grupos de simetria.

Também mostraremos que o espaco de De Sitter, que estd associado a um grupo
matematico denominado grupo de De Sitter, ira ser utilizado quando ha uma curvatura
no espaco-tempo sem nenhum tipo de massa gravitacional, tornando-o mais fundamental
que a usual Relatividade Geral de Einstein.

Por fim, vale ressaltar que o objetivo deste trabalho nao é criar uma modelo do uni-
verso, mas simplesmente utilizar e estudar os grupos de simetria associados as teorias da
relatividade ja existentes. Entre os grupos estudados, teremos os principais grupos de
movimento da relatividade, tais como o grupo de Lorentz, o grupo de Poincaré e o grupo
de De Sitter.



Capitulo 2
Introducao a Teoria de Grupos

De inicio, a Teoria de Grupos foi desenvolvida como uma ferramenta exclusivamente
matematica, entretanto esta teoria foi aplicada em diversas areas da fisica, tendo grande
importancia dentro do contexto de sistemas simétricos, os quais sao extremamente tlteis
para o desenvolvimento de teorias mais modernas e sofisticadas.

A existéncia da simetria em um sistema fisico permite a ocorréncia de diversas simplifi-
cacoes nas mais diversas areas, entre elas, pode-se citar a Mecanica Quantica, a Mecanica
Classica, Fisica do Estado Solido e as Teorias da Relatividade. Portanto, torna-se impres-

cindivel o estudo de tal ferramenta para a confeccao deste trabalho.

2.1 Definicao de Grupo e Subgrupo

Para se entender como trabalhar com diferentes grupos, primeiramente é necessario definir
o que é considerado um grupo. Para tal, assumiremos um conjunto ./ com um ndimero
qualquer de elementos ( ay, ag, as, ..., @y, ...) € enunciaremos algumas condigdes a serem
satisfeitas, ou seja, se o satisfizer as condigbes impostas, ele serd considerado um grupo
[1].

Sendo assim, as condicoes sao as seguintes:

e Regra do Produto: A multiplicacao de dois elementos de um grupo deve ter como

resultado um elemento do mesmo grupo.
1.9 = (3 (21)

e Regra da Associatividade: Em uma multiplicacdo com diversos elementos, a

ordem na qual os produtos sao realizados nao deve alterar o resultado.

(aq.c0)as = aq(ag.a3) (2.2)

e Elemento identidade: Devera existir um elemento denominado Identidade. O
produto de qualquer elemento do grupo pela identidade devera dar o proprio ele-

mento.
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a, B =a, (2.3)

e Elemento inverso: Deverd existir um elemento inverso para cada elemento do
grupo, ou seja, para cada elemento «,, existente no grupo, deverd existir também
um elemento inverso a;; . A multiplicagio entre estes dois elementos deve, necessa-
riamente, resultar no elemento Identidade.

an.o;t =F (2.4)

n

Adicionalmente, sendo & considerado um grupo, ele pode ser classificado em finito
ou infinito. Para isso, é preciso avaliar se o nimero de elementos de um grupo nao foi
estipulado, o que indica que um grupo com m elementos é denominado um "Grupo Finito
de Ordem m", caso o nimero de elementos seja infinito, o grupo serd denominado apenas
por "Grupo Infinito". Contudo, se o conjunto de elementos do grupo em estudo possuir
valores continuos, o grupo passa a ser classificado como um “Grupo Continuo" e, como
exemplo, pode-se perceber que o grupo de rotacdes em um plano (o qual veremos ser
denominado por %5 em 2.3.1) é um bom exemplo de Grupo Continuo, uma vez que este
possui infinitas rotacoes no plano e sua angulagao pode assumir qualquer valor entre 0 e
2n [1].

Com essa definicaio em mente, podemos comecar a pensar nos subgrupos, os quais
devem ser interpretados como um grupo (ou seja, um conjunto de elementos que segue
as condicoes descritas nesta se¢do) que estd inserido em outro, isto quer dizer que um
subgrupo nada mais é do que um grupo cujos elementos também fazem parte de outro
grupo mais abrangente. Como exemplo, podemos entender o Grupo de Rotagoes em duas
dimensoes como um subgrupo do Grupo de Rotacoes em trés dimensoes, que por sua vez
¢ um subgrupo do Grupo de Rotagoes em quatro dimensodes e assim sucessivamente (|[1]
[2]). Para manter a clareza, é importante ressaltar que os grupos estudados aqui serao
infinitos e continuos, uma vez que terao rotagoes com qualquer angulacao dentro de um

intervalo predefinido.

2.2 Isomorfismo e Grupos de Simetria

Os elementos de um grupo podem ser gerados a partir de diversas formas, porém ha
a possibilidade de elementos de dois ou mais grupos, que foram gerados de diferentes
formas, possuirem as mesmas caracteristicas, ou seja, sao dois grupos que irao preservar
suas operacoes [1].

Dessa forma, se assumindo-se dois grupos distintos B( 51, B2, B3, -y Bn, -..) € €( 71,
Y2y Y3y «eey Yy ---) is0mOrficos, entdo decididamente seus elementos devem operar de forma

semelhante. Assim:

pr.B2 = B3 (2.5)
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V1.Y2 = 3 (2.6)

Todos os conceitos explorados nas segoes 2.1 e 2.2 nos permitem determinar que o
Grupo de Simetria é o grupo responsavel por todas as isomerias de um objeto (ou sistema),

ou seja, de uma forma simplificada serd um grupo invariante com relacao as suas operacoes

[1]-

2.3 Grupos de Rotacao %> e %

Agora podemos comecar a discussao sobre os primeiros Grupos de Simetria em estudo
neste trabalho de forma mais aprofundada. Primeiramente, faremos um rapido estudo
sobre os grupos de rotacao em duas e em trés dimensoes, além de discutirmos suas di-
ferencas. Posteriormente, utilizaremos os resultados e as conclusdes das segoes (2.3.1),
(2.3.2) e (2.3.3) para iniciarmos algumas discussoes sobre grupos de simetria mais com-

plexos.

2.3.1 Grupo de Rotagcao em Duas Dimensoes %»

O grupo de rotacdo em duas dimenses é um grupo Abeliano (ou seja, um grupo cujas
operagoes comutam, dessa forma R(«a).R(5) = R(S).R(«) para a e [ pertencentes ao
grupo) e possui um tnico parametro aditivo que ira reger sua rotacao, o qual é um angulo
qualquer 6 de modo que angulagao se encontre no intervalo 0 < 6 < 2w. Por convencao, os
angulos positivos representarao a rotacao dos eixos coordenados no sentido anti-horério,
o que significa que o vetor ira rotacionar no sentido horéario [1].

Dessa forma, por # ser um parametro aditivo, é natural pensar que a soma de dois ou
mais parametros pode dar um valor acima de 27, contudo esse fato pode ser corrigido se
fizermos a subtragdo 2n7m (com n sendo um namero inteiro) da soma de parametros de
modo que possamos garantir 0 < 6 < 27 [1].

A regra da multiplicacao deste grupo é dada da seguinte maneira:

R(6,)R(02) = R(6, + 0)

Entao, para realizarmos efetivamente uma rotacao de um ponto P(z,y) até um ponto

P'(«',1y') com uma angulacao 6, pode se representar uma matriz R, () que consiga satisfaz

(7)o ()

a relacao abaixo:
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Portanto, a matriz que satisfaz a equacao acima é dada por:

[ cos(0) —sen(0)
Ra(6) = ( sen(f)  cos(0) ) (27)

Contudo, sendo um grupo Abeliano, é possivel estabelecer a algebra de Lie do grupo,
ou seja, pode-se determinar as relacoes de comutacao. Sendo assim, é necessario operar a
matriz de rotagdo com duas angulagoes arbitrarias (¢ e ¢) e por fim determinar a seguinte

relacao de comutacao:

[Rz(9), Rz(p)] = Rz(¢).Rz(v) — Rz(¢)Rz(¢) =0 (2.8)

A equagao (2.8) deixa explicito que a ordem com que se faz as rotagdes no grupo
o nao importa, em outras palavras, pode-se rotacionar o vetor em ¢ e depois em ¢ ou
pode-se rotacionar o vetor primeiramente em ¢ e depois em ¢ e obteremos os mesmos

resultados.

2.3.2 Grupo de Rotagao em Trés Dimensoes %3

Tendo estudado brevemente o grupo % podemos agora comecar a entender o funcio-
namento do grupo de rotagdes Zs3. Este novo grupo é nao-abelino (ou seja, a ordem
de suas rotagoes importa) e apresenta duas grandes diferengas em relagdo ao grupo %Zs.
A primeira delas é que %3 possui trés parametros, os quais regem as rotacoes em trés
dimensodes quando combinados.|[1]

Entdo a rotagdo em trés dimensdes é representada com o simbolo R,.(#), sendo r o
eixo em torno do qual a rotacao ird ocorrer. Portanto os parametros que regem a rotacao
serao trés angulos distintos, tendo dois angulos polares do vetor r e o angulo 6 que deveré
ser definido no intervalo 0 < 6 < w. Nota-se que, diferentemente de %5, nao é necessario
fazer uma rotagao de 360°, afinal, todos os pontos do espago podem ser atingidos com
rotagoes de apenas 180° [1].

Com geometria béasica é possivel ver que uma rotacao de angulo € em torno de um

eixo r qualquer é dado porﬂ

T = R(O)T = cos(0)T + (1 — cos(0))(T - )T + sen(0)(T x )

Que em aproximagao para angulos pequenos, resulta em [1]:

V' =RV =T +0(7 x V)

Dessa forma, pode-se definir um sistema de coordenadas tridimensional e construir

uma matriz R, (f) que consiga satisfazer a relagdo abaixo [1]:

'A deducdo desta equacdo pode ser encontrada no Apéndice A deste trabaho.
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Sendo assim, precisamos ter em mente que teremos trés matrizes distintas
(Rx(0), Ry(0), Rz(0)) que poderao nos fornecer a solugdo da equacio anterior, onde
cada uma delas tem relacao com um eixo coordenado. Nesta secao iremos fazer as pas-
sagens matematicas assumindo uma rotacao em apenas um dos eixos, uma vez que a
obtencao das relacoes para os demais eixos pode ser feita de forma analoga.

Portanto, considerando a rotagao em torno do eixo Z, como demonstrado na Figura
2.1, deve-se determinar as relagoes (2.9), (2.10) e (2.11):

Y (antes) Y (depols)

Z X (antes)
X (depois)

Figura 2.1: Rotagao em torno do eixo Z.

r' =z cos(h) — ysen(6) (2.9)
y' =z sen(0) + y cos(0) (2.10)
2=z (2.11)

o que leva a

cos(f) —sen(f) 0
Rz(0) = | sen(d) cos(d) 0O
0 0 1

Agora temos a matriz de rotacao em torno do eixo Z, entao podemos tentar determinar
a matriz geradora de rotacao infinitesimal. Para tal feito, os angulos de rotacao sao
extremamente pequenos (no caso, infinitesimais), de forma que as aproximagoes sen(f) =~
6 e cos(f) = 1 sdo validas. Por conseguinte, as rela¢oes (2.9), (2.10) e (2.11) podem ser
reescritas como:

' = xcos(f) —ysen(d) =z — yb
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y' =z sen(0) + ycos(0) = x6 +y

zZ =z

e entao a matriz infinitesimal serd definida da seguinte maneira:

x —6 0 x 1 00 0 -1 0 x
| = 1 —(lo1o]|+0]l 1 0 o y
2 0 1 0 01 0 0 0 z

x’ x

vy | =UT+0J2) | vy

2! z

assim, matriz geradora de rotagao infinitesimal seré:

0 -1 0
Jz=11 0 0
0 0 0

Tendo a representacao matricial, é interessante também buscarmos uma representacao
diferencial para o problema. Por outro lado, uma rotacao infinitesimal, na representacao
diferencial, serd dada por uma pequena variacao da angulagdo, portanto sera usada uma
derivada para determiné-la. Com base nas equagdes (2.9), (2.10) e (2.11), definiremos a

rotacao infinitesimal de uma fungao qualquer f(z,y, z) como:

Jof(x,y,2) = _a%f (2, o, 2) = —dief (x cos(0) — ysen(h), x sen(f) + y cos(0), z)

of o' of oy 0 0

Tef@v.2) = =55 06 Y 5,96 T 07 00
Jof(x,y,2) = —%(—x sen(0) — ycos(0)) + g—gfl(x cos(0) —y sen(0))

of of

Jyf(r,y,2)=— (2= —y =—

Zf( Yy ) < ay, Y ax,
Por fim, chegamos a uma solucao onde encontramos o operador infinitesimal apos a
rotacao em sua forma diferencial. De forma genérica, podemos determinar que Jz é o

operador infinitesimal definido como:
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0 0
o=~ (e, -v3;)

Onde o sinal da derivada se da por conta do sentido da rotacao.

O desenvolvimentos das equacoes para rotacoes nos eixos X e Y pode ser feito de
forma anéloga levando a resultados semelhantes. Sendo assim, as matrizes de rotacao e o
operadores infinitesimais em relagdo a cada um dos eixos serdao os mostrados a seguir:

Em relagao ao eixo X, teremos os seguintes resultados:

1 0 0
Rx(@)=1| 0 cos(@) —sen(0) (2.12)
0 sen(f) cos(f)
0
0 0
Jx=100 -1 |=—\yz—24 (2.13)
01 o (82 83/)

Em relagao ao eixo Y, teremos resultados analogos:

cos(f) 0 sen(0)
Ry (0) = 0 1 0 (2.14)
—sen(0) 0 cos(6)

0 01 9 5
-1 0 0

Por fim, como ja foi demonstrado nesta secao, temos que os resultados para o eixo Z

sao dados por:

cos(f) —sen(f) 0
Rz(0) = | sen(d) cos(d) 0O (2.16)
0 0 1
0 -1 0 9 5
0 0 O

Estes resultados sao de extrema importancia para desenvolvimento deste trabalho,
uma vez que eles serao imprescindiveis para a determinacao da algebra do grupo através

da obtencao das relacoes de comutacao, as quais serao abordadas na proxima se(;éo.ﬂ

2E interessante ressaltar que em mecéanica Quéntica os operadores de momento angular serdo dados por
Jx = —ih (y% — Za%)v Jy = —ih(zZ —22), J; = —ih (a:a% — y%), uma vez que se trabalha no
espaco de Hilbert. Aqui estamos fazendo rotacées em um espaco Euclidiano usual.
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2.3.3 Relacoes de Comutacao de %5

Agora que possuimos os operadores infinitesimais do nosso grupo de rotacao, devemos
estudar a algebra do mesmo, de forma que poderemos entender como funcionam suas
relacoes de comutacao. Assim, pode-se calcular os comutadores de operadores quaisquer

F,, de um grupo, que podem ser representados da seguinte maneira:

|F,, F.] = F,.Fy — Fo Fy,

E, como pode ser notado, se o resultado da comutacao for nulo os operadores F;, e F},
comutam entrem si.
Com este conhecimento em maos, calcularemos os comutadores dos operadores infini-

tesimais de Z3, o que nos conduz aos seguintes resultados:

Ux, vl=Jz ; [Jy, Jzl =Jx 5 [Jz, Ix] =Jy (2.18)

Este resultado indica que, apesar de nao importar a ordem com que fazemos as rotagoes
em torno de um mesmo eixo, a ordem com que as rotacoes em eixos distintos sao realizadas

pode alterar o resultado final das rotacoes.
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Capitulo 3
Introducao a Relatividade Restrita

A Teoria da Relatividade Restrita (abreviada por TRR) é aquela que descreve a fisica
envolvida no movimento de corpos quando ha a auséncia de campo gravitacional. A teoria
é fundamentada pelas transformacoes de Lorentz, que sao transformacoes de sistemas
fisicos entre diferentes eixos coordenados.|3]

Ressalta-se que para que haja a possibilidade de se estudar esta nova teoria, nao
pode-se separar o espaco do tempo, de forma que iremos utilizar um elemento denominado
espaco-tempo. Com o intuito de se estudar as transformacoes de Lorentz devemos entender

os principios da relatividade restrita e o conceitos de intervalo.

3.1 Os Principios da Relatividade Restrita

O primeiro passo para discutir as transformacoes de Lorentz é apresentar os dois principios

da relatividade restrita, tais como sao encontrados em [4].

1. Postulado da Relatividade (Por Galileu Galilei): As medidas realizadas de um ex-
perimento por um observador qualquer nao podem depender da velocidade relativa
deste observador em relacao a outros observadores que nao estao envolvidos no ex-
perimento em questao, ou seja, as leis da natureza nao podem depender de nenhum

sistema de referéncia.

2. A constdncia da velocidade da luz (Por Albert Einstein): A velocidade da luz é finita
e, em relacdo a um observador sob um referencial inercial (ou seja, sem aceleragao),
é constante com valor de aproximadamente 3.108m/s no vacuo, independente da
velocidade da fonte de luz em relacao ao observador. De forma mais simples, dois ob-
servadores, em referenciais inerciais distintos, irao medir a velocidade de um mesmo
foton com valor de aproximadamente 3.10%m/s em relacio a eles, independente-

mente da velocidade destes observadores.
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3.2 0O Conceito de Intervalo

Agora que conhecemos os dois principios da relatividade restrita, iremos estudar o signi-
ficado do conceito de Intervalo. Para isso usaremos um termo denominado evento, que
serd determinado pelo o tempo e o lugar que um fené6meno ocorre. Portanto, o intervalo
serd a grandeza que ird medir a distancia entre dois eventos no espago-tempo, seguindo a

seguinte equagao.

(AS)? = (AX)? + (AY)? + (AZ)? — (cAt)? (3.1)

A equacao (3.1) pode ser encontrada e estudada com mais detalhes em [3], [4] e [5].
Desta forma, como (AS)? é uma caracteristica que depende de dois eventos, independente
do observador, esta grandeza pode ser usada para determinar o tipo de intervalo [4].

Como pode ser visto em [5], os intervalos podem ser classificados de trés formas:

(AS)>>0  Tipo— Espaco
(AS)2 <0  Tipo— Tempo
(AS)* =0 Nulo

Ressalta-se que, quando o intervalo for do tipo-espaco, sempre podera ser encontrado
um referencial onde At = 0 (os dois eventos ocorrem no mesmo instante), quando o
intervalo for do tipo-tempo, sempre poderemos encontrar um referencial onde AL = 0

(Os dois eventos ocorrem no mesmo local) [l

3.3 O Espaco-Tempo de Minkowski e as Transforma-

coes de Lorentz

Na Teoria da Relatividade o espagco e o tempo estao intrinsecamente relacionados, de
modo que eles definem um espago cuja métrica (ou distancia entre dois pontos) é dada
pela equagao (3.1). O fator negativo no tempo torna esse espaco diferente do Euclidiano
e recebera o nome de Espaco de Minkowski ou Espaco-Tempo de Minkowski. Este novo
elemento matematico serd um espaco métrico quadridimensional, de forma que os eventos
neste espago deverao ter quatro coordenadas distintas (z,y,z,ct) [3]. Na figura (3.1),
pode-se ver uma representacao grafica do espaco.

Por conta deste espago quadridimensional é necessaria a utilizagao um quadrivetor,
que nada mais é do que um vetor com quatro coordenadas, onde cada componente sera
denotada por x® e o poderé ter os valores 0, 1, 2 e 3. Estas componentes serao escolhidas

da mesma forma que podem ser encontradas em [3], logo:

VAL sera o vetor de espaco. AL = AXi+ AY j+ AZk
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Figura 3.1: Representacao do Espaco de Minkowski.

= (2% = (2%, 2!, 2%, 2°) = (ct, x, 9, 2) (3.2)

Portanto, ao juntarmos este novo resultado da equagao (3.2) com a equagao (3.1),
pode-se perceber que o calculo da distancia podera ser determinado a partir da seguinte

equacao:
(AS)? = nupAX*AXP

Onde 7,43 ¢ uma matriz diagonal e simétrica, denominada Métm'caﬂ.

-1

Nap =

o O = O
o = O O
_ o O O

Em seguida, sabe-se que existem algumas equacoes que podem causar a transformacao
de um sistema de coordenadas sob um referencial inercial em outro sistema de coordenadas
sob outro referencial inercial, ou seja, se as coordenadas de um evento (z, v, 2z, ct) em um
sistema qualquer O forem conhecidas, podemos encontrar o sistema de coordenadas deste
mesmo evento (z', 1y, 2/, ct’) em outro sistema O’. Estas sdo as chamadas transformagoes
de Lorentz. |3]

Estas transformacoes foram extremamente tteis nas teorias da relatividade de Eins-
tein, substituindo as transformacoes de Galileu que nao descreviam o movimento relati-
vistico de forma satisfatoria, uma vez que ela ndo mantém a invariancia no intervalo de
tempo entre dois eventos.[3]

Portanto, assumindo que o nosso referencial O’ mencionado acima se mova apenas
no eixo x com uma velocidade constante v em relacao ao referencial O, temos que as

transformacoes de Lorentz serdo:

ct' = ~(ct — %x) (3.3)

2Um estudo mais aprofundado e extremamente didatico sobre este assunto pode ser encontrado em [4].
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¥ =y(x — %ct) (3.4)
Y=y (3.5)
7=z (3.6)

Onde v é denominado o fator de Lorentz e é dado por

1

”}/:—
02
Vi— @

Desta forma, podemos escrever uma matriz que seja solucao da relagao

(3.7)

g = AP 2P

ct! ct
/

x _ g x
' Y
! z

Logo, como visto em [5], a matriz A* devera ser a seguinte

¥y = 00

| e v 00
v 0 0 10
0 0 01

Além disso as transformacoes de Lorentz devem-se manter invariantes em relacao a
todos os referenciais inerciais, portanto as distancias nao devem ser distorcidas, mas as
transformacoes deverao ser expressas matematicamente por rotagoes em relacao a um
sistema de coordenadas em quatro dimensoes. Estas rotagoes ocorrerao em seis planos
distintos, onde trés deles (no caso, os planos zy, zz e yz) serao rotacoes espaciais exa-
tamente iguais as deduzidas anteriormente (na segdo 2.3.2), e as trés rotacoes restantes
levardo em conta o eixo do tempo.[3]

Desta forma, poderemos determinar que as transformacoes de Lorentz devem ser vis-
tas como rotagoes em um espago pseudo-euclidiano (nesta situagdo, o espago-tempo de

Minkowski), e podem ser expressas analogamente as encontradas em |3]:

= e (3.8)
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ct — 2z
ct' = —Cv2 (3.9)
y =y (3.10)
7=z (3.11)

Portanto, temos que a matriz A* pode ser definida como uma matriz de rotagao no
espaco-tempo de Minkowski, desta forma a matriz a encontrada é semelhante a encontrada
em [5]:

vy -7 00 coshyp  —senhy 0 0

A = -y v 00 _ —senhy)  coshyp 0 0 (3.12)
0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01

Logo, como as transformagoes de Lorentz podem ser vistas como rotagoes no espaco
de Minkowski (0 que mostraremos no capitulo 4). Vale ressaltar que as transla¢oes no
espaco se mantem, de forma que a translagao de um ponto a outro no espaco deveré ser
dada pela posicao inicial de um corpo de prova qualquer mais um acréssimo da variacao

da posicao do mesmo. Portanto, podemos equacionar:

T =19+ Ax (3.13)
y=yo+ Ay (3.14)
z=z+ Az (3.15)

Assim, como estudaremos no capitulo 4, é dito que a juncdo das rotacoes espaciais
vistas em 2.3.2 e as transformacoes de Lorentz encontradas nesta se¢ao nos leva a um
grupo de simetria denominado Grupo de Lorentz. Contudo, se levarmos em consideragao
este tal grupo de Lorentz e adicionarmos as translagoes vistas nas equacoes (3.13), (3.14) e
(3.15) chegaremos ao grupo de simetria conhecido como Grupo de Poincaré, o que também

serd visto no capitulo 4. [1]



16

Capitulo 4

Grupos de Simetria

4.1 O Grupo de Lorentz .

Como ja foi estudado no capitulo anterior, as transformacoes de Lorentz podem ser inter-
pretadas como rotagoes espaciais em %3, contudo estaremos trabalhando em um sistema
de (3+1) dimensoes, ou seja, considera-se os trés eixos espaciais e o eixo temporal de
forma que o grupo ¢ nao-abelino. Neste caso sao utilizados quadrivetores com coordena-
das generalizadas v = (x, y, 2, ct) e assume-se que a origem deste sistema de coordenadas
como (0,0,0,0). Portanto, deveremos considerar uma transformacao que transforme um

quadrivetor em outro, da mesma forma que podemos encontrar em [5]:
v = Lv (4.1)
Onde a transformacao L serd a transformacao de Lorentz, a qual ir& preservar o pro-

duto escalar, portanto, tem-se que

V1 - Vg = T1Tg + Y1l + 2122 — ity (4.2)

vy - vy = Luy - Lug

para quaisquer quadrivetores no espago-tempo de Minkowski. Logo, o operador L que

ird determinar as transformacoes de Lorentz é definido como:

L = Q(¢)R(0) (4.3)

Onde R(0) sera a componente encarregada de aplicar as rota¢oes puramente espaciais,
seguindo as mesmas regras e condi¢oes do angulo 6 apresentadas em (2.3.2). J& o termo
Q(¢) ird abranger todas as rotacoes que envolvem o eixo do tempo.|[5]

Considera-se também que o produto escalar de um quadrivetor com ele proprio deve
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resultar no que é conhecido como comprimento do vetor. No nosso caso, este comprimento
seré interpretado como o intervalo entre dois eventos. Desta forma, se considerada uma
base ortonormal de quadrivetores, vy, vy, v3 e vy, podemos utilizar a equagao (4.2) para
calcular vy - vy, v - V9, U3 - U3 € Uy - V4. Se vifor a componente temporal e os demais forem

componentes espaciais, teremos queE]:

Ul"Ulz—].
’UQ"U221
’03'1)3:1
U4'U4:1

Assim, poderemos construir a métrica deste espago, como

-1 0 0 O
0 1 00
L = 4.4
M 0 01 0 ( )
0O 0 0 1

Que é a mesma métrica utilizada em (3.3) e na Teoria da Relatividade Geral (TRG).

Desta forma, deveremos determinar o comportamento deste grupo de simetria estu-
dando sua algebra. Como ja foi dito, o grupo de Lorentz pode ser interpretado como
rotagoes em (3+1) dimensdes, portanto podemos utilizar os resultados apresentados em
(2.3.2) e (2.3.3), adicionando uma dimensao a mais na matriz. Em vista disso as matrizes
e os operadores inifinitesimais das rotagoes puramente espaciais serao:

Em relagao ao eixo X:

1 0 0 0
Ry (0) = 0 cos(f) —sen(d) 0
o sen(f) cos(f) 0
0 0 0 1
00 0 O
00 —-10
Xy = 4.5
X 01 0 (4.5)
0 0 0

Em relagao ao eixo Y:

!Uma explicagao mais completa e didatica sobre este assunto pode ser encontrada em [5]
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cos(f) 0 sen(d) 0
0 1 0 0
Ry (0) =
—sen(d) 0 cos(@) O
0 0 0 1
0 010
0 000
X, = 4.6
"l -1000 (46)
0 000
Em relagao ao eixo Z:
cos(f) —sen(f) 0 0
sen(f) cos(d) 0 0
Ry (0) = (6) (6)
0 0 10
0 0 01
0 -1 0 O
1 0 00
X, = 4.7
7 0 0 0 (4.7)
0 00

Tendo estas equacoes em maos, podemos comecar a trabalhar com as rotacoes tempo-
rais, que podem ser representadas em um diagrama do espago-tempo (também conhecido
como diagrama de Minkowski)[5]. Este diagrama leva em consideragdo a curvatura do

espaco, de forma que o espago podera ser representado pela figura abaixo:

Figura 4.1: Representacao do Espaco de Minkowski bidimensional com hipérboles invari-
antes.

Com esta representacao por exemplo, pode-se analisar uma rotacao com o eixo Z e o
eixo do tempo. Para isso deveremos fixar um dos planos (neste caso, o plano espacial XY)
e entao aplicaremos uma transformagao de Lorentz pura (ou seja, um impulso determinado

pelo angulo ¢ encontrado na equacao (4.3)) sob o eixo espacial restante (eixo Z)[5].
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Portanto, os eixos coordenados devem sofrer uma rotacao, possibilitando a determi-

nacao da matriz de rotacao do espaco. Geometricamente teremos o seguinte resultado:

Figura 4.2: Diagrama do espacgo-tempo.

Logo, podemos determinar as equacoes transformadas comos:

Y=z (4.8)
Y=y (4.9)
2 = 2 cosh(e) — ct senh(¢) (4.10)
o' = ct cosh(¢) — = senh(¢) (4.11)

E, é possivel tratar estas equagoes como foi feito para as equagoes (2.9), (2.10), (2.11)
para determinarmos a sua matriz de rotacao e seus geradores de rotacao infinitesimais.
De maneira mais geral, considerando rotagoes para todos os eixos coordenados teremos
as mesmas solugoes que podemos encontrar em |[5]:

Para os eixos X e ct:

cosh(¢) 0 0 —senh(o)
e
—senh(¢) 0 0  cosh(¢)
0 00 —1
Yo — 8 8 8 (4.12)
~1.0 0

Para os eixos Y e ct:
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1 0 0 0

0 cosh(¢) 0 —senh(¢p)
0 0 1 0

0 —senh(¢) 0 cosh()

(4.13)

o O O O

Para os eixos Z e ct:

0 0 0

1 0 0

0 cosh(¢) —senh(o)
0 —senh(¢) cosh(o)

o O O =

Y, = (4.14)

—1
-1 0

o O O O
o O O O

As matrizes (4.12), (4.13) e (4.14) s@o as geradoras de rotagao infinitesimal do grupo
associadas a @Q(¢). Consequentemente, podemos calcular os comutadores de forma a

determinar a algebra do grupo, sendo assim:
(Xx, Xy| =Xz ; [Xy, Xz] = Xx ; [Xz, Xx]| =Xy
[YX> YY] =Xz ; [YY7 YZ} = —Xx ; [YZ, YX] =—Xy
Xx, Yv| =Yz ; Xy, Yz =Yx ; [Xz, Yx] =Yy (4.15)
[YX, XY] =Yz ; [Yy, XZ] =Yx ; [YZ, XX] =Yy
Xy, Yx|=[Xy, Yy =[Xz, Y] =0
Assim, as relacoes de comutagao (4.15) serdo aquelas que irao definir a algebra do

grupo de Loretz, mas vale ressaltar que X, sao as rotacoes puramente espaciais e Y, sao

as rotagoes envolvendo o eixo do tempo, onde o indice ¢ é uma generalizagao dos indices
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X, YeZP

4.2 Os Grupos de Translacoes Espaciais

Todos os grupos de simetria apresentados até este ponto foram grupos de rotacao. Porém
agora iremos apresentar dois grupos de translacoes no espaco. Com isso poder-se tentar
representar diferentes tipos de translacoes, as quais ocorrerao em espagos métricos distin-
tos, que, ao juntarem-se com o grupo de Lorentz estudado na secao anterior, resultarao

em novos grupos de simetrias associados a diferentes teorias da Relatividade.

4.2.1 O Grupo de Translacoes em um Espaco-Tempo Plano

O grupo de transla¢oes em um espaco de Minkowski, tendo (3+1) dimensdes como pode
ser visto na figura 3.1, é algo simples e, de certa forma, intuitivo. Primeiramente devemos
entender que a translacao de um corpo no espaco ¢ um movimento onde todos os com-
ponentes se deslocam de forma paralela, mantendo as distancias entre si. Desta forma,
mais adiante iremos determinar matematicamente que a translacao sobre um corpo nas
coordenadas (z, y, z, ct) deve leva-lo a (2, y’, 2’, ¢t’).[5]

Portanto, uma translacao aplicada sobre um vetor qualquer r é denotada pela equagao
(4.16):

PEeyr=r+ec=r(z,y, 2, ct) + (s, €y, €2, 1) (4.16)

onde P(e) contém todos os infinitos elementos do grupo. A figura (4.3) abaixo de-
monstra a dois pontos distintos no espaco, separados por uma distancia e, portanto o ato

de transladar seria simplesmente levar um sistema de um dos pontos ao outro.

Figura 4.3: Translagao em um espago plano

Agora podemos continuar a discussao envolvendo o grupo em questao. Ele é carac-
terizado como abeliano, infinito e continuo, de maneira que um corpo (ou sistema fisico)
qualquer pode ser transladado para qualquer ponto do espaco, o que nos garante que

—00 < g, < 00. [1][5]

2Todos os comutadores podem ser encontrados em [5], assim como uma explica¢ao mais abrangente sobre
0 assunto.



4. Grupos de Simetria 22

Por conta destes fatores, temos que ¢, € um parametro aditivo, ou seja, a sua regra de

multiplicagao deve ser dada por:

P(eg1, €1, €21, €01) P2, €42, €22, €12) = P(€x1 + €22, €y1 + €42, €21 + €22, €11 + €12)

Portanto, uma uma translacao pode ser representada pela seguinte relacao matricial,
que ¢é anédloga a (4.16):

x 1 00 0 e,
Y 01 00 g
Z l=10010 e z (4.17)
ct 0001 & ct
1 0 00O0 1 1
De forma que a teremos a seguinte solucao:
P(e)(x, y, z, ct) = (v + Az, y + Ay, 2+ Az, ct + At) = (o', 9/, 2, ct) (4.18)
Ou em suas formas matriciais:
00001 000O0O
00 00O 00001
Px=|1 00000 ;o P=|1 00000
00 0O0©O 000O0O
00 00O 000O0O
00 00O 00 00O
00 00O 00 00O
P;=|00 00 1 , B=]100000
00 00O 00 0O01
00 00O 00 00O

Entretanto, devemos generalizar este resultado para qualquer transacao, portanto de-
vemos buscar o operador de translacoes infinitesimais. Para isto, assume-se que a varia-
¢ao na posicao provocada por P(e) deve ser pequena o suficiente, para que o operador de
translacoes infinitesimais deste grupo seja uma derivada. Portanto:

po?

9q

Sendo ¢ as coordenadas z, y, z ou t. Consequentemente, se fizermos uma soma com

(4.19)

todos os P, poderemos calcular a translacao total do sistema fisico. Além disso, agora

que temos o operador infinitesimal do grupo de translagoes, ¢ possivel calcular a algebra
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do grupo, sendo os comutadores conforme apresentados na equagao (4.20):

[Px, Pyl =[Py, Pz] =[Pz, Px] =0 (4.20)

Provando que o grupo é abeliano, como foi dito no comeco desta sec¢ao.

4.2.2 Grupo de Translacoes em um Espaco-Tempo Curvo

Em 4.2.1 foi discutido que é possivel construir um grupo de translagdes espaciais abeliano,
levando em um espacgo-tempo plano. Contudo, podemos construir um grupo de translacoes

utilizando um espaco plano curvo, como o aprensntado na figura 4.4:

Figura 4.4: Espacgo com curvatura nao nula.

Diferente do que acontece com as translacoes no espaco plano, nao é possivel simples-
mente transladar o sistema de coordenadas de um ponto ao outro em um espaco curvo,
uma vez que o plano cartesiano acompanhara a curvatura no espaco. Como pode ser visto

na figura 4.5.

Figura 4.5: Translacao usual em um espaco curvo.

Dessa forma, translacoes do sistema de coordenadas de forma paralela e mantendo
as distancias entre si, devem ser representados contendo um termo de correcao em nosso
operador de translacdo apresentado na equagio (4.19).

Este termo devera levar em conta uma métrica do espago-tempo, a qual esta relacio-
nada com a curvatura. Contudo, apesar de estarmos considerando um plano espacial com
curvaturas, estaremos assumindo que nao existe nenhum tipo de torcao, o que ird gerar
certas consequéncias que serao abordadas posteriormente.

Vale lembrar que estamos atuando em um espaco curvo, porém localmente Minkows-

kiano, ou seja, em cada ponto do espago-tempo serd possivel adotar um plano tangente,
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de forma que possibilite a criacao de um sistema de coordenadas para cada um destes
planos.

Portanto, o operador infinitesimal deste grupo de translacoes devera ser dado por uma
derivada mais o termo de correcao mencionado acima, logo ao transladarmos um tensor

qualquer V* teremos a seguinte equagao:

_ove
0q,

D,V N (4.21)

Em (4.21) temos a chamada Derivada Covariantd, onde g, sdo os eixos coordenados
e o termo I, € o termo de corre¢ao denominado Simbolo de Christoffel. Este termo

leva, em consideracao a métrica do espaco tempo assim como suas derivadas, podendo ser
analisado em (4.22)

1 agmu 8gm)\ 69/0\ 1
@ = — am - - = am m m - m 422
i = 59 ( 5 T e g ) = 39 Gnua F Gmas — Guam) (4.22)

Onde g, deverd é a métrica assumida para o espago-tempo. Estas equagoes nos per-

mitem calcular os comutadores e determinar a algebra do grupo, como:

[D/u DV]Va = DM(D,,V“) - D,,(DHVO‘)

onde os termos (D, V%) e (D,V?) devem seguir o que foi definido pela equagio (4.21),
determinada nesta se¢ao e serao um tensor de segunda ordem.

Portanto, o calculo D, (D,V“) nada mais é do que a derivada covariante de um tensor
misto de segunda ordem, o que fard com que o simbolo de Christoffel atue com dois
termos, sendo um deles negativo e outro positivo. Assim teremos a seguinte solucao para

o comutador:

0 0
[Dyy DV = o (DV) = Lo, DA\V+T% D,V — 5 (DuV)+ Iy D\V*—T8 D,V
Em seguida, deveremos determinar 52;(D,V®) e 5% (D, V®), mas para simplificarmos

~ . a _ .
notagao, assumiremos que z-z = 0y, portanto teremos:

0u(D,V*) =0,0,V*+ (0,1,)V° +T%.0,V° (4.23)

0,(D,V®) = 8,0,V + (9,T°

no

WO 4T 9,V (4.24)

Agora, se substituirmos as equagoes (4.23) e (4.24) na expressdo do comutador e

3Também podemos determinar a chamada derivada contravariante, que sera dada por % — I‘;\MVA
I

4A demonstracio de (4.21) podera ser encontrada no Apéndice B deste trabalho. Contudo, uma leitura
complementar em [6], [7] ou em [8] é sugerida a todos aqueles que quiserem aprofundar-se mais no assunto.
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teremos a seguinte solugao:

D, DJV® =0,0,V* + (0,T% )V +T% 9,V — rjwvaa +I%,D, V7 —8,0,V°+

—(0,L8,)V7 =T4,0,V7 + FﬁMDAVO‘ —T% D, V°

Finalmente, aplicando a equacao (4.21) obtém-se a equagido do comutador do grupo,

como segue:

[D,, DJV*=0,0,V* + (0,2 )V +T2 9,V — Fjwéwa — Ffw VT80,V +

+T I,V — 9,0,V — 0,15,V —=T0,0,V° + Fﬁ,ﬁﬂ/” + Fﬁu Vot

po- v

-T 9,Ve —1e 17, v*

Vo A

Entretanto, para facilitar na visualizacao do que estamos buscando, vamos fazer os
devidos cancelamentos e reorganizaremos os termos desta equacao para que fique mais
agradavel. Também utilizaremos a propriedade de dos simbolos de Christoffel que de-
termina que I, Ty V™ = =T} T4 V* para os termos I'f,I'7,V* e —I'0, T'7,V*, assim
obtém-se que:

Dy DV = (9,15, = T\, — O, + T L5 )V — (T, = T5,)(0V + TS, V)

[Dys DV = (9,15, = T\, — 005, + T ISV — (T, = T3)D\VE (4.25)

Como pode ser visto em [6] e em [8], temos que o tensor de Riemann (ou tensor de
Riemann-Christoffel), o qual descreve a curvatura no espago-tempo, e sera determinado
pela seguinte equacao tensorial:

RS, = 9,05, — Tl

opuY no

—9,I% + 9,1, (4.26)

n

Podemos perceber também que teremos um tensor que ir& representar a torcao do

nosso espaco-tempo, sendo dado por:

T;V = rjw — rgu (4.27)
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E facilmente perceptivel que podemos substituir (4.26) e (4.27) em (4.25) e entdo
teremos que o comutador do grupo resultara em:

[D,, D,JV? = RS,V =T, DV

(gn%

Este resultado é extremamente importante porque nos mostra qual a origem da cur-
vatura e da torcao no espaco-tempo. Contudo, como ja foi mencionado nesta secao,
estaremos trabalhando com um espaco sem curvatura, portanto podemos os simbolos
de Christoffel em (4.27) deverdo se anular, uma vez que eles deverao ser invariantes em
relacdo a uma simples permutacao nos subindices. Assim, a relacao de comutacao que
utilizaremos neste caso sera:

[D,, D,)V* = R, V° (4.28)

opy

4.3 O Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré, como foi dito ao fim da segao (3.3), é um grupo matemético no qual
se incluem os dois grupos matematicos estudados anteriormente, sendo eles o grupo de
Lorentz e o grupo de translagbes em um espago-tempo plano (se¢oes (4.1) e (4.2.1), respec-
tivamente). Este grupo nos introduz uma simetria extremamente abrangente, conhecida
como simetria de Poincaré, a qual inclui as mesmas simetrias que os dois subgrupos cita-
dos, isto &, inclui as simetrias de rotagdo, translagao e as transformacoes de Lorentz.|9]

E importante ressaltar que o grupo de Poincaré também estd inserido no espaco de
Minkowski, de forma que ele é a solucao para a equacoes de campo gravitacional de
Einsteinf]

Logo, é facil perceber que o grupo de Poincaré ira possuir os comutadores (4.15) e
(4.20), calculados previamente neste trabalho. Além disso, também deveremos calcular
os comutadores entre os operadores infinitesimais do grupo de Lorentz e do grupo de
translagdes em um espaco plano, ou seja, deveremos calcular [P,, X, | e [P,, Y,]. Contudo,
vale ressaltar que no grupo de Poincaré as matrizes de rotagao sao de quinta ordem (ou
seja, 5 X 5) para que possamos fazer o célculo utilizando a relagao (4.17), deste modo,
iremos calcular apenas os comutadores em Py, Xy e Yx, uma vez que as solucoes das
demais relacoes podem ser encontrada de forma analoga.|5|

Assim, podemos calcular os comutadores entre [Py, Xy| da seguinte forma:

®As Equacgoes de Campo de Einstein podem ser encontradas em [3], contudo uma breve introdugao a elas
seré feita no Capitulo 5.
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00001 0 0100 0 0100 000
00 00O 0 0000 0 0000 000
Px.Xy]=| 00 0 0 0 10000 |- 10000 000
000O0®O 0 0000 0 0000 000
000O0O 0 0000 0 0 00O 000
0000 -1 0 00O0T1
0000 O 000O0O0
[Px,Xy]=—=1 0000 0 |=[00000]|=P (4.29)
000O0 O 000O0O
0 00O0 O 000O0O0
E, ao calcularmos [Py, Yx] chegaremos ao resultado (4.30):
00001 0 00 —-10 00 —-10 0 0
000O0O 0O 00 0 O 00 0 O 0 0
Px.Yy]=| 000 0 0 000 0 0 |- 00 0 0 00
0000O0 -1 0 0 0 O -1 00 0 O 0 0
000O0O 0O 00 0 O 0 00 0 O 0 0
000O0 O 000O0O
0000 O 00 00O
[PxYx]=—] 0000 0 [=]00000|=PR (4.30)
000¢O0 —1 0 00O0T1
0000 O 000O0O

Onde P, é uma translacao envolvendo o eixo do tempo. De forma anéloga a comutacao
apresentada na equacao (4.30), podemos calcular todos os comutadores entre translagoes
e rotacoes e os comutadores entre translagoes e as transformacoes de Lorentz. Por fim,
como ja foi comentado anteriormente teremos que a dlgebra do grupo de Poincaré devera
ser descrita por (4.15), (4.20) e também pelas relagoes (4.31) e (4.32) que serao mostradas
a seguir.

Primeiramente, as relacoes de comutagdo [P,, X,| deverdo resultar nos seguintes va-

lores:

[Px, Xx|=0; [Px, Xy|=Pz ; [Px, Xz]=—Fy

Py, Xx]=—P; ; [Py, Xy]=0; [Py, Xz]=Px

o O O o O

o O O o O

o O O o =

o O O o O

o O O O =
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[Pz, Xx| =Py ; [Pz, Xy]=—Px ; [Pz, Xz]=0 (4.31)

[PtaXX]:O7 [PtaXY]:Oa [PZ;Xt]:O

Notemos que estas relacoes demonstram como a translagao em um espaco-tempo plano
e as rotacoes envolvendo apenas os eixos espaciais deverao se comportar. Em seguida,
podemos encontrar os comutadores envolvendo as mesmas translacoes, podem ser obtidos

utilizando-se as transformacoes de Lorentz, portanto, teremos:

[Py, Yx] =0 ; [Py, Yy]=PF ; [Py, Yz]=0
[Pz, Yx] = 0 3 [Pz, Yy] = O 3 [Pz, Yz] = Pt (432)

[Pt,YX]:—PX ; [Pt>YY]:_PY ; [Pt, YZ]Z—PZ

Com todas as relacoes de comutacao em maos, poderemos partir para uma abordagem
mais simplificada, de forma que usaremos um simbolo antissimétrico, conhecido como
simbolo de Levi-Civital| para generalizar todos os comutadores em duas elegantes relacoes.
Contudo, antes de escrevermos tais relacoes, ¢ necessario estabelecer o um termo geral,
assim como o tensor métrico do grupo.

Primeiro estaremos definindo o termo geral das comutacoes, que serd dado por:

Lo — Laop = €apy Xy
Lat = _Ya

Onde p e v podem assumir coordenadas temporais e espaciais (z, y, z e t), os indices «,
B e v devem assumir apenas valores espaciais e o termo e,4, ¢ 0 simbolo de Levi-Civita.
Este simbolo possui algumas propriedades com relacao aos seus indices, as quais serao
exploradas para determinarmos qual elemento do grupo ir4 ser utilizado no comutador.
Para isso, deveremos utilizar as regras a baixo, a fim de determinar o sinal que seré

utilizado por L, .

60s simbolos de Levi-Civita, assim como suas propriedades, podem ser encontrados e estudados de forma
mais aprofundada em [10].



4. Grupos de Simetria 29

Eapy = 1 Se a permutacao dos indices «, S, for ciclica.
€aBy =7 § €apy = —1 Se a permutacao dos indices «, [, nao for ciclica.

Eapy =0 Se houver indices «, (3,7 repetidos.

Em seguida, iremos utilizar a métrica do espaco-tempo 7,,, a qual é andloga a que
foi definida nas se¢oes (3.3) e (4.1). Isto é, teremos que utilizar as matrizes de forma a

diferenciar componentes espaciais e temporais. Portanto teremos as seguintes regras:

N = 1 Indices de coordenadas espaciais identicos: = v =z, y ou 2.
N — § N = —1 Indices de coordenadas temporais identicos: = v = t.

Nw =0  Indices diferentes: u # v.

Com estes termos em maos podemos generalisar os comutadores estudados, como foi
proposto anteriormente. Logo, como pode ser visto em [9], [11] e [12], as equacao que

generalizam os comutadores sao dadas da seguinte maneiraﬂ

[Luw Lpa] = nupLua - nuaLup + nuaLup - nupL;w (433)
[Pm Lpa] = _(n,upPa - n/wpp) (434)
[Py, Pyl =0 (4.35)

Por fim, temos que os comutadores do grupo de Poincaré estao determinados por
(4.33), (4.34) e (4.35).

"Vale a pena destacar que em [9] e em [11] as equagdes sdo multiplicadas um termo imaginério por estarem
levando em conta a teoria quantica, o que ndo ocorre em [12] ou neste trabalho.
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Capitulo 5

O Grupo de De Sitter

Caso a nossa translacao seja feita em um espaco-tempo curvo, como mostrado na figura
4.5, nao estaremos trabalhando no espaco de Minkowski, mas no chamado espaco-tempo
de De Sitter [13|. Portanto, nao pode-se utilizar o grupo de Poincaré, estudado na secdo
4.3, sendo necessario adotar com um novo grupo de simetria, denominado Grupo de De
Sitter.

5.1 As Equacoes de Campo de Einstein

Antes de iniciarmos os estudos sobre o grupo de De Sitter, é interessante apresentarmos
uma breve introducao sobre as equacoes de campo de Einstein. A Teoria da Relatividade
Geral (TRG) é uma teoria tensorial, desta forma, as equagbes apresentadas nesta se¢ao
sao equacoes tensoriais, as quais estao correlacionadas pelo tensor de Ez’nsteinﬂ Este

tensor pode ¢é definido por duas igualdades:

G = —KT), (5.1)
81G
h=—7

Com G sendo a constante de gravitacao universal e ¢ a velocidade da luz no vacuo.

Em seguida, também definimos que:

1
ij = R/W — <§R — A) Guv (52)

Onde teremos que as equacoes (5.1) e (5.2) podem ser igualadas, o que nos leva a

seguinte equagao:

1
R, — <§R — A> G = —KT (5.3)

LA dedugao deste tensor pode ser encontrada em [6].
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Assim, a equagdo (5.3) é a equacao de campo da TRG, podendo ser encontrada em
[14]. No lado esquerdo da equagao temos termos de curvatura do espaco, onde g,, é a
métrica, I, é o tensor de Ricci, o qual é uma contracao do tensor de Riemann encontrado
em (4.26), R é um termo denominado escalar de curvatura [6] e A é conhecida como a
constante cosmoldgica. FEntretanto, no lado esquerdo da equacao temos os termos de
matéria-energia, ou seja, Kk ¢ a constante gravitacional de Einstein e T, ¢ o tensor de
energia-momento.

Nota-se também que, caso os tensores sao simétricos, nosso problema pode ser simpli-
ficado consideravelmente, uma vez que nao é mais preciso solucionar 16 equacoes diferen-
ciais (por conta das matrizes 4 x 4), mas apenas 10. Como pode ser encontrado em [14],

a equacao simétrica em sua forma matricial seria:

Roy Ror Ro2 Ros goo Ygo1 YGo2 YGo3
R R R R 1
01 11 12 13 1 gor g11 9G12 4gi3 (R _ A) _
Rop Ria Rz R 21 go2 g12 922 93
Ros Ri3 Rz Rss gos 913 9g23 9g33

Too Tor Tox Tos

8nG | T Ty Ty Tis
ct Toa Tia T To3
Tos Tz Toz Ta3

Assim sendo, na auséncia de matéria, nota-se que o lado esquerdo da equacao (onde
temos os termos de matéria-energia) deve ser zero por que o tensor T, = 0. Em [14]

também define-se que:

1
R, =k (Tuv — iTgW) + g\ (5.5)

Deste modo, se utilizarmos a definicdo (5.5) em (5.4) quando 7),, = 0, teremos que:

R/U/ = Q;WA (56)

Ou seja, a equagao (5.6) mostra explicitamente que, caso haja uma constante cosmo-

logica A diferente de zero, teremos uma curvatura independente da massa.

5.2 Caracteristicas do Grupo de De Sitter e Anti-De
Sitter

Agora que conhecemos as equagoes (5.3) e (5.4) podemos entender a grande diferenca
entre o ultimo grupo estudado e o que iremos iniciar a estudar agora. O grupo de Poin-

caré é descrito utilizando o espaco-tempo de Minkowski, ou seja, um espago tempo sem
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curvaturas. Esta afirmativa nos leva a acreditar que na auséncia de massa (isto ¢, na au-
séncia de gravidade) a curvatura dada por R, deve ser zero, o que indica que a constante
gravitacional A também deve ser zero, uma vez que devemos satisfazer a relagao (5.6).

Contudo, quando a constante gravitacional é diferente de zero, como j4 foi explicada
ao fim da secdo (4.2.1), teremos uma curvatura independente da presenca de massa, desta
forma o espaco-tempo de Minkowski nao tem mais o seu significado fisico, for¢cando-nos
a encontrar uma nova soluc¢ao para o problema.|[13]

Utilizaremos um novo espago-tempo, o qual é denominado por espaco de De Sitter ou
espaco-tempo de Anti-De Sitter. Ambos sao espacos curvos de 5 dimensoes representadas
por hiperesferas, contudo possuem meétricas distintas, o que ird ocasionar em curvaturas
distintas [13][15]. E importante ressaltar o que foi dito acima, enfatizando que no limite
quando a curvatura do espaco é zero, a solucao de Minkowski volta a valer, de forma que
o grupo de Poincaré se torna novamente o grupo que descrevera o espaco-tempo.

Portanto, de acordo com o tipo da curvatura, teremos algumas caracteristicas do
espago-tempo especificas [15]. Se a curvatura do espago-tempo for positiva, estaremos

atuando em um espaco-tempo de De Sitter, de forma que a métrica serd dada por:

~1000 0
0 1000
Mag=1] 0 010 0
0 0010
0 0001

Caso o espago-tempo possua curvatura negativa, estaremos atuando em um espaco-

tempo de Anti-De Sitter, o qual devera ter a seguinte métrica:

—1

Nap =

o O O O
o O O = O
O O = O O
o = O O O
o O O O

—1

E, finalmente em ultimo caso, sendo a curvatura nula como ja foi dito acima, iremos
voltar ao espago-tempo de Minkowski e as equacgoes serao as mesmas descritas nas secoes
anteriores.

Assim como o grupo de Poincaré é uma juncao do grupo de Lorentz e do grupo de
translagdes usuais, os grupos de De Sitter e Anti-De Sitter serao jungoes do grupo de
Lorentz e do com o grupo de translacoes em um espacgo-tempo com curvatura, desta
maneira, ¢ possivel determinar que as relagoes de comutagao desde grupos serao analogas
as encontradas em (4.33) e (4.34), onde a diferenca entre elas sera dada pela métrica do
espaco-tempo. Contudo, quando levarmos em conta o comutador de duas translagoes no

espaco tempo, iremos utilizar a equagao (4.28) encontrada na se¢ao (4.2.2).
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Assim sendo, teremos que as relacoes de comutacao deverao ser dadas pOIEI:

[Syvs Spol = MupSve = MuoSvp + Mo Sup — NwpSuo (5.7)
[D,ua Spa] - _(n,upDa - nyon) (58)
[Dy, D,JV* = Ry, V° (5.9)

Contudo, o tensor de Riemann (Rj,,) encontrado em (5.9) pode sofrer uma contracio
por conta do tensor métrico, de forma que ele se torna um tensor de Ricci (R,,). Este
ultimo, por sua vez, pode ser contraido novamente para um escalar de curvatura R, o
qual ird determinar o tipo de curvatura de nosso espago-tempo.

Desta maneira, a curvatura do espaco serd dada da seguinte forma:

R >0 Se a curvatura do espaco é positiva, teremos um espaco em expansao.
R <0 Se a curvatura do espaco é negativa, teremos um espaco em contracao.

R =0 Se a curvatura do espaco é zero, teremos um espaco Minkowskiano.

Ou seja, em um espaco-tempo com curvatura diferente de zero teremos um espaco que
pode estar em expansao ou em contracao, de acordo com o seu valor de curvatura escalar.
Esta expansao se da por conta da geometria do espago que, como foi dito acima, sao uma
hiperesferas 5-dimensionais. Contudo, no limite onde a curvatura é nula, deveremos ter o
espaco de Minkowski, o qual é solu¢do para a equagao de campo de Einstein (5.3) quando
a constante cosmologica A for nula, isto é, a curvatura do espaco for zero.

Portanto, o grupo de De Sitter nada mais é do que um grupo de movimento que
descreve um espaco-tempo curvo, porém localmente euclidiano. Desta forma, podemos
construir uma nova teoria da relatividade, denominada Relatividade especial de De Sitter

[13], a qual leva em conta estas novas caracteristicas do espaco e as relagoes de comutacao
(5.7), (5.8) e (5.9).

ZEstas relagoes de comutagao podem ser encontradas em [13] e [15]
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Capitulo 6
Conclusoes

Os grupos de movimento estudados neste trabalho evidenciam a existéncia de diversos
sistemas simétricos na fisica, em especial, na relatividade. Os grupos de rotacao, por
exemplo, podem atuar como rotagdes em torno de eixos espaciais (x, y, z) ou temporais
(t), de forma a assegurar que as simetrias comentadas no comeco do trabalho (sime-
trias espaciais e simetrias temporais) podem ser encontradas em sistemas extremamente
simples.

A juncao de diversos grupos de simetria pode gerar grupos mais abrangentes, como
o denominado grupo de Poincaré, o qual se encontra no espaco-tempo de Minkowski e é
solucao das equacoes de campo de Einstein.

Contudo, ao introduzirmos a constante cosmologica A as equagoes de Einstein, po-
deremos encontrar valores onde A # 0, de forma que teremos um espaco-tempo cuja
curvatura é independente da massa. Sendo assim, o grupo de Poincaré deixa de ser solu-
¢ao para a equacao de campo gravitacional de Einstein e entao passamos a assumir um
espago-tempo curvo, conhecido como espago de De-Sitter (ou espago de Anti-De Sitter)
no lugar do espaco de Minkowski até entao utilizado. Estes novos espacos métricos estao
associados a dois novos grupos de simetria, denominados grupo de De Sitter e grupo de
Anti-De Sitter.

Portanto é possivel determinar a curvatura intrinseca ao espago-tempo de De Sitter de

acordo com uma grandeza denominada curvatura escalar (R). Esta nova grandeza esté

o
ouv-*

Desta forma, podemos diferenciar as Relatividades de Einstein e de De Sitter, uma

intimamente relacionada com o tensor de curvatura do espago R

vez (ue a primeira tem o espaco de Minkowski como solucao, sendo sua curvatura sera
dada exclusivamente pelas massas gravitacionais. Por outro lado, a relatividade de De
Sitter possui o espaco de De Sitter como solucao, de forma que o espago-tempo terd uma
curvatura intrinseca e independente de qualquer massa gravitacional.

Contudo, é importante lembrar que, apesar da relatividade de De Sitter nao precisar
de massa para a curvatura do espaco-tempo, ela também esta sujeita as alteracoes feitas

pelas massas gravitacionais. Logo, é possivel utilizar esta nova solucao da equacao de



6. Conclusoes 35

Einstein para criar modelos matematicos que descrevam a evolucao do universo, tentando
associar a curvatura do espago-tempo aos efeitos causados pela matéria escura, da mesma
forma, a expansao (ou contragao) do universo pode ser utilizada para modelar a energia

escura.
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Apéndice A
Deducao da equacao de rotacao em %3

Na secao 2.3.2 n6s introduzimos as equagoes que iriam determinar as rotagoes em torno
de um eixo qualquer r de um espaco tridimensional. Contudo, por ser uma deducao com
certo grau de facilidade, iremos reproduzir a demonstragao das equacoes da forma mais
natural possivel. Portanto usaremos a figura (A.1) abaixo para ilustrar nosso o problema

proposto.

Figura A.1: Rotagao em torno de um eixo qualquer r.

Para descrevermos uma rotacao do vetor o em torno de de um eixo qualquer r teremos
que constuir uma base de coordenas como na figura acima, de forma que o seré o vetor
que sera rodado, (7 . ?)7 devera ser a componente do vetor o paralela ao eixo 7.0
vetor ¥ — (7 . 7)7> deve ser a componente perpendicular ao eixo 7 e, por fim, para
encontrarmos um vetor perpendicular aos dois encontrados anteriormente utilizaremos
um produto vetorial, de modo que teremos (¥ x 7°) [16].

Nota-se que o vetor ﬁ ¢ uma projecao do vetor 7 no plano composto por v — (7 :

)7 e (U x 7) [16]. Dessa maneira, podemos assumir que:

7= (0= (T 7)7) cos(8) + (T x T) sen(d) (A1)

Tendo estes eixos em mente, se rotacionarmos v — (7 : ?)7 com um angulo 6 em
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torno de (¥ - )7 teremos o vetor p [16]. Logo, se analisarmos a figura A.1, é facil de

concluir que:

V=7+( 7T (A.2)

Substituindo (A.1) em (A.2) teremos:

V= (T = (V- 7)7) cos(0) + (U x 7) sen(0) + (V- 7)7

Esta esquacdo pode ser rearranjada de forma a chegarmos a:

V' =cos(0) U + (1 — cos(0))(V - T)T + sen(8) (V x 7) (A.3)

Onde (A.3) é uma equacgao analoga a encontrada na secao (2.3.2).
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Apéndice B
Derivada Covariante

Na Secao 4.2.1 deste trabalho é introduzido o conceito de Deriwvada Covariante, contudo
a utilizacao da equacao deixa a desejar quanto a sua explicacdo, portanto iremos fazer

uma breve demonstragao sobre a mesma, de forma a facilitar seu entendimento.

B.1 Movimento de uma particula em uma superficie

bidimensional

Primeiramente, deveremos descrever o movimento de uma particula em uma superficie

bidimensional curvilinea, a qual pode ser vista na figura abaixo:

z

v

Figura B.1: Particula em um plano bidimensional curvilineo.

Na figura acima, o plano possui coordenadas generalizadas (01, 02), 0 que determina
que a métrica do sistema serd dada por 0; - U; = g,;. A particula se encontra em um
E(Qnto qualquer (¢', ¢*) marcado pelo vetor posi¢ao ? e possui uma velocidade qualquer
S.

Neste caso, assumiremos a particula com energia potencial nula em relacao ao espaco,
portanto a Lagrangeana (|2] [17]) do sistema devera ser possuir apenas a componente de

energia cinética. Portanto, o deslocamento sobre o plano deve ser dado por:
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48 = b1q" + g

Consequentemente:

— )
=22 =% g

Logo, a Lagrangeana do sistema sera:

1 - 1 2
L= §m52 = §m”2il 0:0;4"¢’
2 1 o
L= -mgmid'¢ (B.1)
ij=1 2

Portanto, podemos jogar a equacao (B.1) na equagido de Euler-Lagrange ([2]| e[17])

oL d (0L 0
d¢t  dt \9¢ )

Por fim, apos calcularmos 2% e 4 (a_z) chegaremos ao seguinte resultad:

abaixo

o € at \ og

kj=1 2 \ Oq oq’ dq

2 .
by gmjéj]+
j=1

Onde m = 1, 2. Por fim, para terminarmos a primeira parte de nossa demonstracao,

sabendo que ¢“"¢,,; = 5° multiplicamos toda a equagao por ¢g*™ e entao teremos o
9 Imj G g

3
seguinte:

.. 2 1 3gm] agmk 5’9@ -k -
m —g™m — — =0 B.2
o imZ:l 29 ( dqk ” o ogn )11 (B:2)

Portanto, podemos comparar a equacdo (B.2) com a equacao (4.22), teremos que:

2 .
"+ Xz red*qé =0 (B.3)

7;7:

B.2 A derivada covariante

Por fim, iremos demonstrar que a derivada covariante deve seguir a equacdo descrita na
equagao (4.21). Assim, nés iremos utilizar o mesmo espago representado na figura (B.1)
e assumiremos que hé a curvatura é ténue o suficiente para que possamos determinar um

plano tangente em cada ponto do espago.

!Nota-se que em alguns casos, uma mudanca nos indices mudos das métricas foi necessaria para que as
relagoes fossem calculadas sem confusoes.
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Portanto, definimos um vetor sobre a superficie do nosso espaco, o qual deve ser

expresso em termos dos elementos de base por V = V*#¢,, onde

. 0
0, = 3_qu
portanto, agora podemos decompor o vetor V na base local, o que ird nos dar a seguinte
expressao:
G_V _ O(VPog) _ 8\/5@6 L Vﬁ%
dq, dq, dq, dq,

Portanto, como temos a derivada de um vetor, teremos que os dois termos resultantes

também devem ser vetores, desse modo:

iy
Oqu

onde I'}y € o conhecido Simbolo de Christoffel. Portanto, agora podemos substitui-lo

em nossa expressao da derivada e teremos:

oo,
0q, 0q, A

mas como [ é um indice mudo, podemos transformé-lo em outro qualquer, de forma

Ao o
+ VI 0a

que:

ov.  ov® ove
IR _Aoz e VA Aa — re V)\ Aoz
I Iqy, Yo T ( 94y, T ) °

Ou seja, o equacao entre parenteses é a derivada que leva em conta os termos associados

a U4, ou seja, a derivada destas componentes devem ser dadas por:

e

DV =
H aqﬂ

+ o v (B.5)

Como resultado, temos que a equacdo (B.5) é idéntica & equagdo (4.21). Vale res-
saltar que a equagao (B.4) pode ser provada ao utilizar a equagdo para calcular uma a
variacdo sobre uma linha geodésica, a qual tera como resultado a equagao (B.3) calculada

anteriormentdZ

2As dedugoes feitas no apéndice podem ser encontradas em [6] ¢ importante ressaltar que algumas das
equagoes foram calculadas utilizando o programa Wolfram Mathematica 7.
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