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RESUMO

Neste trabalho sao abordados conceitos de Teoria de Conjuntos Fuzzy e dados exemplos
para melhor compreensao da teoria. Desta maneira, esse estudo se dedica a aplicar os
conceitos da teoria de conjuntos fuzzy em fendmenos fisicos termodinamicos, visto que
esses processos incorporam incertezas através de sua condi¢ao inicial. Tais fenémenos
sao descritos por equacoes diferenciais e as incertezas associadas as condigoes iniciais, de
contorno ou parametro do modelo sdo modeladas por niimeros fuzzy. O foco desse estudo é
na equacao de calor, em que o parametro de difusao de calor e condigbes inicial sdo dados
por nimeros fuzzy. A partir do principio de extensao a solugao da equagao diferencial é

estendida e a incerteza é explorada ao longo do processo.

Palavras-chave: Numeros Fuzzy; Principio de Extensao de Zadeh; Termodinamica; Equa-

¢ao do Calor.



ABSTRACT

In this work concepts of Fuzzy Set Theory are discussed and examples are given for a better
understanding of the theory. In this way, such concepts are applied in thermodynamic
physical phenomena, since these processes incorporate uncertainties through their initial
condition, as well as in the parameters of the model. Such phenomena are described by
differential equations and the uncertainties associated with the initial or the parameters
are modeled by fuzzy numbers. The focus of this study is on the heat equation, where the
thermal diffusion coefficient and initial conditions are given by fuzzy numbers. From the
extension principle, the solution of the differential equation is extended and the uncertainty

is explored throughout the process.

Keywords: Fuzzy Numbers; Zadeh’s Extension Principle; Thermodynamics; Heat Equa-

tion.
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1 INTRODUCAO

Introduzida em 1965 por Lotfi A. Zadeh, a teoria de conjuntos fuzzy consegue
mostrar que um objeto pode pertencer a um conjunto com determinado grau de associacao,
sendo possivel obter uma abordagem matematica e computacional da incerteza associada

aos fendmenos da natureza.

Através dessa teoria, se pode construir uma subclasse de conjuntos fuzzy,
intitulada de nimeros fuzzy (Rx), sendo o conceito de nimeros reais estendido (BARROS;
BASSANEZI; LODWICK, 2017; WASQUES, 2015). Os ntimeros fuzzy tem relevante
atuagao no estudo de modelagem, a partir delas ha a possibilidade de modelar fenémenos

com parametros e/ou varidveis de estados inexatos descritos por niimeros fuzzy.

Mediante tratamentos contidos na literatura, as solu¢oes das Equacoes Diferen-
ciais Fuzzy podem ser tratadas por meio de extensoes de solugoes classicas de Equacgoes
Diferenciais Ordinarias (EDOs) e Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) para solugoes
fuzzy (MIZUKOSHI et al., 2007). Essa abordagem é dada através do principio de extensao
de Zadeh (ZADEH, 1975) ou do principio de extensio sup-J (FULLER; MAJLENDER,
2004).

Os problemas que envolvem EDOs ou EDPs, mediante a pardmetros ou condi-
¢Oes iniciais e de contorno dados por niimeros fuzzy sao chamados de Equagoes Diferenciais
Fuzzy (EDF). Para estes problemas pode ser dado um tratamento tanto analitico (KA-
LEVA, 1987; ESMI et al., 2021), quanto numérico (NIETO; KHASTAN; IVAZ, 2009;
WASQUES et al., 2020).

Este trabalho se dedica a um estudo analitico para EDFs. Em particular, EDFs
que descrevem processos fisicos na drea de termodindmica (TIPLER; MOSCA, 2011) e as
consequéncias da abordagem através do principio de extensao na teoria de EDFs. Mais
especificamente ¢é tratada a transferéncia de calor em uma barra, em que se considera a
condigao inicial da equagao do calor como func¢ao fuzzy, para que dessa maneira, a incerteza
associada seja modelada através de niimeros fuzzy e estendida via principio de extensao de
Zadeh. Além disso ¢é considerado também o caso em que o coeficiente de difusdo térmico é

dado por ntimeros fuzzy.

Resolver o problema da equagao do calor, que considera incertezas do tipo fuzzy
em suas condicoes, é um alvo de estudo que tem sido explorado por diversos pesquisadores.
Na literatura pode-se encontrar diversos trabalhos que fornecem solugoes analiticas e
numéricas para uma equagao do calor fuzzy. Gouyandeh et al. (GOUYANDEH et al., 2017)
propuseram uma solucao analitica através da transformada de Fourier, considerando o

conceito de derivada fuzzy. Pirzada e Vakaskar (PIRZADA; VAKASKAR, 2017) forneceram
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uma solugao fuzzy considerando a derivada de Seikkala. Wasques (WASQUES, 2021) propds
um método numérico que fornece uma aproximagao da solugao, estendendo o método
classico de diferencas finitas por meio de uma aritmética fuzzy interativa. Leite et al.
(LEITE et al., 2015) forneceram uma solugao analitica para equagoes de difusdo fuzzy,
estendendo a solugao classica do problema por meio do principio de extensao de Zadeh.
Além disso, apresentaram um estudo de estabilidade da solugao. Este trabalho segue a linha
do artigo (LEITE et al., 2015), isto é, o principio de extensao de Zadeh também é utilizado
para produzir uma solugao para o problema. No entanto, a solu¢ao aqui apresentada é
obtida por meio da extensao da solugao classica via método de Fourier, e dados reais
sao considerados na abordagem. Além disso, um estudo sobre a propagagao da incerteza
¢é fornecido, bem como a associagao da mesma com propriedades particulares de cada

material considerado.
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2 TEORIA DE CONJUNTOS FUZZY

2.1 CONJUNTOS FUZZY

Os conjuntos fuzzy sao utilizados em tratamentos matematicos para situagoes
que necessitam de conceitos mais subjetivos, por se tratarem de situagoes em que nao sao
tratados valores exatos e sim incertos ou imprecisos. Dessa forma, se faz necessaria uma

abordagem mais flexivel, diferente da dos conjuntos classicos, que sao em si mais rigidos.

Por defini¢ao, um subconjunto fuzzy F' de U, sendo U um conjunto classico, ¢é

caracterizado por uma funcao ¢z dada por
or U —[0,1],

sendo a fungao pertinéncia do subconjunto F'.

Perceba que a definicdo de fungao de pertinéncia estende a definicdo da funcao

caracteristica, ou também chamada de indicadora, dada por

Enquanto a fun¢ao indicadora assume valores 0 ou 1, isto é, se um elemento
x pertence ao conjunto F', entdo xr(x) = 1 ou se x nao pertence ao conjunto F', entao
xr(x) = 0, a funcao de pertinéncia assume valores no intervalo [0, 1]. Isso significa que

quanto mais proximo de 1 for ¢r(x) maior é a pertinéncia de x ao conjunto F.

Em outras palavras, um conjunto fuzzy é uma generalizacdo de um conjunto
classico. Entao é razoavel generalizar os conceitos da teoria conjuntista classica, para a

teoria conjuntista fuzzy.

A seguir definimos o conceito de suporte de um conjunto fuzzy. Sejam U um

universo e F' um subconjunto fuzzy de U, o suporte de F' é dado por

suppF = {x € U : pp(x) > 0}.

O suppF pode ser visto como o conjunto de todos os elementos x que tem
pertinéncia maior que zero, isto €, os elementos x que possuem algum grau de associacao
com o conjunto F', sendo estes o nosso alvo de estudo.

Exemplo 2.1 Tomando um conjunto fuzzy A em que
A= {xeR:z éproximo de 1},

ao tomar numeros proximos de 1, se pode considerar que os nimeros 1,025 e 3 cumprem a

propriedade que representa esse conjunto, porém considerando que sua func¢ao pertinéncia
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pode ser dada por

1—]z—1], se xz€]0,2]
par) = )
0, se caso contraro

ao calcular o grau de pertinéncia para z = 1,025 e x = 3, tem-se

0a(1,025) = 1 — [1,025 — 1| = wa(1,025) = 0,975
©a(3) =0

ou seja, quando se considera o grau de pertinéncia obtido, se tem que 1,025 esta proximo
de 1, visto que seu grau de pertinéncia é 0,975, enquanto que 3 nao esta préoximo de 1,
levando em conta que seu grau de pertinéncia é 0. Conforme visto anteriormente, temos
que a pertinéncia é dada por ¢p : U — [0, 1], entdo quanto mais préximo de 1 for o grau
de pertinéncia mais préximo o valor obtido esta do esperado e quanto mais proximo de 0

o valor obtido se encontra distante.

Dito isso, o seguinte grafico é obtido quando considerada a fungao de pertinéncia

de A

Figura 1 — Ntimeros proximos de 1, em que U é o conjunto dos niimeros reais R

Pa

Fonte: Producao da prépria autora

Logo, se tem que A = [0,2] e suppA = (0,2), pois
pa(z)>0esl—-|z—-1>0el>r-1lle-l<r-1<lel<z<2,

mostrando que suppA # A, nem sempre é valido para conjuntos fuzzy.

Tomando agora ©4(0,2) e ©4(0,8), tem-se
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©a(0,2) =1—10,2—1] = p4(0,2) =0, 2.
©0a(0,8) =1—10,8—=1] = p4(0,8) =0,8.

Logo, quando x = 0,2 é visto que esse valor esta mais distante de 1, enquanto que para
x = 0,8 se tem um nimero mais préximo de 1, isso pois seu grau de pertinéncia é maior

quando comparado ao calculado anteriormente.

2.2 CONCEITO DE o-NIVEIS

Um subconjunto fuzzy A de U pode ter seus elementos classificados através da
organizacao de seus graus de pertinéncia. Essa classificagao pode ser dada por meio de

conjuntos classicos.

Por definigao, seja um subconjunto fuzzy A de U e a € [0, 1], entdo o a-nivel

de A é o subconjunto classico de U dado por
[A]* ={r e U :pa(zr) 2 a},0<a <1

Quando o = 0, é tido que [A]" é definido como menor subconjunto fechado de U que
contenha o suporte de A, ou seja, [A]" = suppA, em que Y significa o fecho de um

subconjunto Y < U.

Vale ressaltar que aqui esta sendo considerado que U é um espaco topologico,

e portanto, faz sentido considerar o fecho do conjunto.

Por definicao, temos que um subconjunto fuzzy A é visto como normal se todos
os seus a-niveis forem ndo vazios, ou seja, [A]' # . Ainda, o nticleo de um subconjunto
fuzzy A é definido pelos elementos que pertencem ao 1-nivel de A, isto é, [A]'. Em termos
de interpretacao, o nicleo de um nimero fuzzy é formado pelos elementos que possuem
total associagdo ao subconjunto fuzzy A.

Exemplo 2.2 Para melhor visualizacao considere um subconjunto fuzzy A de R dado por

x, se x€0,1]
pa=1+{ 2—x, se xell,2]

0, se caso contrario

e definido seus a-niveis para em seguida tomar o = 0, 5.

Para 0 < a < 1, se tem
[A]* ={zx e R: pa(x) = a}.

Logo, z € [0, 1] ou z € [1,2]

Se x € [0,1], entdo pa(z) =z > a.
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Se x € [1,2], entdo pa(r) =2—zr>a=c< —a+2.

Entao,
a<zT<—a+2,
portanto,
[A]* = [a, —a + 2],
fazendo o = 0, 5, se conclui
[A]%° = [0,5,1,5].

Considerando a = 0,5 no grafico de ¢4, se obtém

Figura 2 — Grafico de ¢4 com corte em o = 0,5

R

Fonte: Producao da prépria autora

Conforme a Figura 2, é possivel observar que apenas os valores acima do corte
estao dentro do intervalo limitado no eixo x, enquanto que os valores abaixo do corte
passam a nao serem mais considerados, isto é, ao passar um corte somente os valores
correspondentes a um « = 0,5 sao considerados. Com a abordagem por meio de a-niveis
pode-se estabelecer um determinado grau de associagao com um conjunto (de dados, por

exemplo) que estd sendo analisado.

Aqui o conceito de a-nivel é utilizado para caracterizar uma classe importante

de conjuntos fuzzy, chamados de ntimeros fuzzy, conforme secao a seguir.
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2.3 NUMEROS FUZZY

Para caracterizar um ntmero fuzzy é necessario que o conjunto universo em
que ¢4 de um subconjunto fuzzy A esta definido é o conjunto dos ntimeros reais R, sendo

necessario satisfazer as condigoes abaixo (ESMI et al., 2021)
a) Todos os a-niveis de A sdo nao vazios com 0 < a < 1.
b) Todos os a-niveis de A sdo intervalos fechados e limitados de R.
¢) suppA = {x € R: p4(x) > 0} é limitado.

Sendo os a-niveis de um ntimero fuzzy A intervalos fechados e limitados de R,
entao pode-se escrever
a - 7t
[A] = [aa7aa]7

em que para todo numero real r, se tem que

1, sex=r

X} () = (2.1)

0, sex#r

tendo uma fungao pertinéncia para {r}. Logo, todo niimero real r é um ntmero fuzzy, que

¢ denotado por 7.
A familia dos ntimeros fuzzy é denotada aqui por Rx.

Vale dizer que nem todo conjunto fuzzy é um nimero fuzzy e para melhor exem-
plificar as condic¢oes supracitadas sdo tomados exemplos que explicitem a nao satisfacao

de cada uma das condicoes.

Exemplo 2.3 Considere os seguintes conjuntos fuzzy A e B, definidos por

suas funcoes de pertinéncia

z, se ze[0,1] r—1, se ze[l,2]
palx) =< 2—z, se xel,2] e ep(r) =<4 3—=x, se wel23]
0, se caso contrario 0, se caso contrario

cujos a-niveis sao dados respectivamente por
[A]* = [a,—a+2] e [B]*=[a+1,—a+3]

O subconjunto fuzzy interseccdo A N B é definido através de sua funcao de
pertinéncia (WASQUES, 2015)
(A B)(z) = min(pa(z), ¢5(2)),
cujos a-niveis sao dados por
[An B]* = [A]* n [B]“.

Sendo assim, olhando para [A n B]* se tem
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[AnB]*=[a+1,—a+2]

fornecendo uma interseccao definida em 0 < o < 0,5. Ao esbocar a fungao pertinéncia de
A n B, se tem

Figura 3 — Grafico da fun¢ao pertinéncia do conjunto A n B, em que U é o conjunto dos
nimeros reais R

®a

0B — — — — — — — — — — —— — — — — — — —

Fonte: Producao da prépria autora

Entao, para a > 0,5 os a-niveis nao estao definidos, ou seja, sdo vazios, nao
satisfazendo a primeira condigdo de nimero fuzzy. Sendo assim, A n B definido neste

exemplo é um caso de conjunto fuzzy que nao é um numero fuzzy.

Exemplo 2.4 Considere o conjunto fuzzy C' cuja funcao de pertinéncia é

representada pela Figura 4.

Figura 4 — Grafico da func¢ao pertinéncia do conjunto C, em que U é o conjunto dos
numeros reais R

A

Fonte: Producao da prépria autora



19

Ao utilizar um valor de a que se encontre no espago vazio esbocado no grafico,
se tem que por conta de nao haver extremos na parte acima do corte sera obtido um
intervalo aberto. Logo, a segunda condi¢ao para ser um numero fuzzy nao é satisfeita.
Sendo assim, o conjunto C' ilustrado na Figura 4 é um conjunto fuzzy, mas nao é um

numero fuzzy.

Exemplo 2.5 Considere o conjunto fuzzy D, cuja funcao de pertinéncia é

representada na Figura 5.

Figura 5 — Grafico da funcao pertinéncia do conjunto D, em que U é o conjunto dos
numeros reais R

Pa

Fonte: Producao da proépria autora

Neste caso, a funcao de pertinéncia se comporta como uma funcao gaussiana, e
portanto, nunca encosta no eixo x. Isto é, a pertinéncia é maior que zero e por conta disso
o suporte é dado por todo o conjunto dos reais. Entao, o suporte ¢ ilimitado, e portanto, a
terceira condi¢ao para ser nimero fuzzy nao é satisfeita. Logo D é um exemplo de conjunto

fuzzy que nao é um numero fuzzy.

2.3.1 Alguns tipos de ntimeros fuzzy

Para a classificacao do tipo de nimero fuzzy a ser tratado, a definicao se baseia

na func¢ao pertinéncia.

Numero fuzzy triangular: se tem um ntmero fuzzy A do tipo triangular se

sua fungdo pertinéncia é dada por (veja Figura 6)

r—a
, sea<w<u
r—b
pa(r) = Lb’ seu<zr<b (2.2)
u_

0, caso contrario
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Figura 6 — Representacao do nimero fuzzy triangular (a;u;b), em que U é o conjunto dos
numeros reais R

Fonte: Producao da proépria autora

Os numeros reais a, b e u definem A, desta maneira, se expressa esse nimero

fuzzy por (a;u;b).

Numero fuzzy trapezoidal: se tem um nimero fuzzy A do tipo trapezoidal

se sua fungdo pertinéncia é dada por (veja Figura 7)

(T —a
, sea<zxr<b
h—
1, seb<z<c
eal®) =4 4_ 4 (2.3)
, sec<x<d
d—c

0, caso contrario

Figura 7 — Representagdo do niimero fuzzy trapezoidal (a; b; ¢;d), em que U é o conjunto
dos nimeros reais R

Fonte: Producao da prépria autora
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Os numeros reais a, b, ¢ e d definem A, desta maneira, se expressa esse nimero

fuzzy por (a;b; c; d).

Numero fuzzy na forma de sino: se tem um ntimero fuzzy A na forma de
sino se sua funcao pertinéncia for uma gaussiana limitada suave e simétrica em relagao a
um numero real dada por (veja Figura 8)

exp(—(x_af), seu—d<zxr<u+d

a

pa(z) = (2.4)

0, caso contrario

Figura 8 — Representacao do ntimero fuzzy em forma de sino, em que U é o conjunto dos
numeros reais R

Fonte: Producao da prépria autora

Os numeros reais u,a e § definem A, desta maneira, se expressa esse nimero

fuzzy por (u,a,d)q.

2.4 PRINCIPIO DE EXTENSAO DE ZADEH

O principio de extensao de Zadeh tem como objetivo indicar como deve ser a
imagem de um subconjunto fuzzy A de X por meio de uma funcao classica f : X — Z,
esperando que o mesmo seja um subconjunto fuzzy novo de Z. O célculo do valor de uma
funcao pode ser obtido de duas maneiras, sdo elas através da pertinéncia ou por a-niveis
(WASQUES, 2015).

Para o calculo em termos da pertinéncia, se tem que

F(A)(2) = jop wale), se flz) =z (2.5)

0, se f(x) #z

Para o cédlculo em termos de a-niveis, se tem que para func¢des continuas e bijetoras
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Exemplo 2.4 Considere a func¢ao f(x) = 2z + 1 e o nimero fuzzy A = (1;2;3). Se tem
que [A]* = [14+ o, 3 — a] e que

r—1, se zell,2]
pa(r) =< 33—z, se xe[2,3]

0, se caso contrario

Em termos de a-niveis, se tem que a extensao de Zadeh da funcao f aplicada

em A é dada por

LA = FIA]" =T+ a3 —a] = [f(1+a), fB-a)] =
[2(1+a)+1,2(3—a)+1] =[3+2a,7—2a]

Em termos da pertinéncia, se tem

FA)E) = S 2ale) = sup @ala) = sup pa(o)

2r+1=z ==
2
Assim,
z—1 z—3
goA(x)=<pA< 5 =5 se zell,2]
z—1 —z 47
SDA(f’?)_SOA( 5 )= 5 v e x € [2,3]
Logo,
z—3
flA)(z) = f?u;lz valx) = 284}11p= palx) = s.uzlc_)1 walz) = 5 se xe(l,2]
e
—z4+7
flA)(2) = f?%g pa(z) = QSBIp: pa(r) = Suz}i)l palr) = 5 se x€[2,3]

2

Por defini¢ao, o principio de extensao de Zadeh para duas variaveis tem como
objetivo indicar como deve ser a imagem de subconjunto fuzzy A, B de X e Y, respectiva-
mente, por meio de uma fungao classica f : X x Y — Z, esperando que o mesmo seja um
subconjunto fuzzy novo de Z. O calculo do valor de uma func¢do pode ser obtido de duas

maneiras, sao elas através da pertinéncia ou por a-niveis (WASQUES, 2015).

Para o cdlculo em termos da pertinéncia, se tem que

sup min[pa(z), op(y)], se f(z,y) =2
f(A,B)(z) = { f@v)== (2.6)

0, se f(z,y) # 2

Para o calculo em termos de a-niveis, se tem que
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[f(A, B)]* = f([A x B]?)

No capitulo subsequente sao abordadas a dindmica da conducgao do calor em
uma barra, bem como os procedimentos e o método utilizado para encontrar a solucao da

equacao do calor.
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3 EQUACAO DO CALOR

A equacao do calor descreve a dindmica de transferéncia de calor de um
objeto, sendo tal problema descrito por Equagoes Diferenciais Parciais (EDP), sujeita
as condicoes inicial e de fronteira. Nesse problema se tem uma func¢ao correspondente a
temperatura inicial em cada posi¢cao x bem como fungoes de valores reais que representam

as temperaturas nas extremidades do objeto e por fim, o coeficiente de difusao térmica.

3.1 DINAMICA DA CONDUCAO DO CALOR EM UMA BARRA

Ao considerar uma barra de comprimento L com sec¢ao transversal de drea A,
feita de um material condutor uniforme de calor e que se encontra termicamente isolada
lateralmente, se tem que a transferéncia de calor com o ambiente pode ser dada através
de suas extremidades. Isto é, o fluxo de calor se d4 na direcao longitudinal, tendo um
problema de conduc¢ao de calor unidimensional. Logo, as grandezas fisicas presentes sao

constantes em cada secao da barra, podendo variar de se¢ao para secao.

Pela lei do resfriamento de Fourier, ao considerar duas placas P; e P, mantidas
a temperatura constante 17 e Ty, respectivamente, com ambas tendo areas iguais a A, se
tem que ao serem colocadas paralelamente a uma distancia d havera uma passagem de
calor da placa que se encontra em uma maior temperatura para a com menor temperatura,

sendo a quantidade de calor dada por
kA|Ty — T

Q- ——=—,

em que k é condutividade térmica, no sistema CGS, [k] = cal/cm.s.°C. Tal lei serd utilizada

(3.1)

a seguir para o estudo da dinamica da conducao do calor.

Retornando ao problema da conducao de calor de uma barra, considerando
u(x,t) a temperatura de um ponto da barra colocada sobre o eixo x, de maneira que se faz
possivel observar que a temperatura nao dependera das coordenadas espaciais y e z,como

demonstrado na Figura 9.

Ao tomar duas se¢oes transversais de uma barra localizadas em = e = + d, as
duas sec¢oes sao consideradas como as placas P, e P, anteriormente citadas pela lei do
resfriamento de Fourier, se constatando uma variacao de temperatura em relacao ao tempo,
ou seja, nao se tem temperaturas constantes. Para contornar esse problema é adicionada a
grandeza fluxo de calor através de uma secao x em um instante ¢. Logo, fixando o tempo,

ao passar o limite quando d tende a zero em T} = u(x,t) e Ty = u(x + d, t) se tem

lim kA|T, — Ty| = lim kAju(z + d,t) —u(z,t)]

d— 0 d d— 0 d = kA|u$($at)| (32)
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Figura 9 — Representagao de uma barra colocada sobre o eixo x

L]

Y

Fonte: (FIGUEIREDO, 2018)

Dessa forma, se tem que através da equagao (3.2) o fluxo de calor na diregao

positiva do eixo x é dado por
q(z,t) = —kAu,(x,t), (3.3)

em que o sinal negativo se d4d pelo fato de a temperatura u crescer ao longo de x, sendo u,
positivo, porém como o calor flui para a esquerda, entao ¢ deve ser negativo (FIGUEIREDO,
2018).

Fixando agora um elemento da barra entre x( e ¢+9 para observar a quantidade

de calor ¢ que entra, em um intervalo de tempo entre ¢, e ¢ty + 7, pela equagao (3.3), se tem

to+T to+T
q = J q(zo, t)dt — f q(zo + 0, t)dt =
¢

0 to

to+T7 to+T
=q = J —kAu,(zo,t)dt — J —kAug(xg + 0, t)dt =
¢

0 to

to+T
g = J kA (20 + 6, 8) — s (20, £)]dt. (3.4)
2

0

De acordo com a féormula basica da calorimetria essa quantidade de calor fara
com que haja um aumento da temperatura no volume de uma quantidade Awu, em que se
assume que o volume é suficientemente pequeno (BUTKOV, 1978), entdo também se pode

escrever ¢ como
to+7 rxo+o
q =J J cpAuy(z, t)dxdt, (3.5)
to xo
em que c a capacidade calorifica, [c] = cal/g.°C e p é a densidade de massa, [p] = g/cm?.

Pelo teorema fundamental do célculo, em (3.4), se tem

to+T7 to+7 prxo+o
J kA (20 + 6,8) — s (20, £)]dt — J f FAug, (v, t)dzdt.  (3.6)
t to o

0
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Igualando as equagoes (3.6) e (3.5), se tem

to+7 pxo+o to+7 prxo+d
f J kg (x,t)dxdt = f J cpuy(x, t)dxdt, (3.7)
to o to xo

sendo a equagao (3.7) valida para todo to > 0, todo 0 < z¢p < L, todo 7 > 0 e todo § > 0,
entao se conclui que

kug.(x,t) = cpus(z,t). (3.8)

Isolando w;(z,t) na equagao (3.8), se tem

k
kg, (x,t) = cpug(z,t) = w(x,t) = %um(x,t), (3.9)

k
chamando K = &, se tem
up(z,t) = Kugy(z,t), (3.10)

em que K é o coeficiente de difusdo térmica do material, no sistema CGS [K] = cm?/s.

Sendo a equagao (3.10) conhecida como a equagao do calor.

Para a encontrar a solugao da equagao do calor se utilizarda o método de Fourier,

conforme sera visto na se¢ao seguinte.

3.1.1 Condicgoes inicial e de contorno

A equagao do calor, dada em (3.10) tem varias solugdes, tendo em vista que
qualquer constante seria uma possivel solucdo, isto é, ao considerar u(x,t) = constante
se tem uma solucao. Para melhor representar a distribuicao de temperatura é necessario
considerar informagoes adicionais, visto que a distribuicao de temperatura da barra depende
de uma temperatura inicial. Essa distribuigao inicial da temperatura é denominada condic¢ao
de inicial, dada por

u(z,0) = f(z), 0<x <L,

em que f descreve a temperatura ao longo da barra num instante ¢ = 0.

Além disso, se faz necessario saber o que ocorre nas extremidades da barra,
afinal o fato de as extremidades da barra nao estarem isoladas termicamente faz com que
possa haver entrada ou saida de calor, influenciando no resultado de u(z,t). Dessa forma,

é essencial enunciar as condic¢oes de fronteira, que podem ser de tipos distintos.

3.1.1.1 Tipos de condic¢oes de contorno

Tipo I - Caso em que as temperaturas nas extremidades sejam conhecidas
devido a algum processo, como quando as temperaturas nas extremidades sao constantes,
ou seja,

uw(0,t) =Ty e u(L,t) =Ty,
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em que 17 e Ty sdo temperaturas dadas. H4 também o caso em que é conhecida a variagao

de temperatura em uma ou em ambas as extremidades, ou seja,
u(0,) = Ti(t) o u(L,t) = To(h),

em que T} (t) e Ty(t) sdo temperaturas dadas em cada extremidade para t > 0.

Tipo II - Caso em que as extremidades sao isoladas termicamente, sendo
assim, o fluxo de calor através de x = 0 e z = L sao nulos. Da equacao do fluxo do calor
dada em (3.3), se tem que

uz(0,t) = u, (L, t) =0,

Tipo IIT - Caso em que ha transferéncia de calor entre a barra e o meio

ambiente, dadas pela lei

ku,(0,t) = e{u(0,t) —u + 0}
—kuy(L,t) = e{u(L,t) —u + 0}

em que e ¢é a constante de emissividade e uy é a temperatura do ambiente.

Tipo IV - Caso em que ha a combinacao de dois dos casos citados anterior-
mente, como
u(0,t) =0 e wu,(L,t)=0.

3.2 METODO DE FOURIER

O problema da condugao do calor consiste em encontrar uma solugao u(z,t)

da equacao do calor que satisfaca as condigoes inicial e de contorno

u(x,t) = Kug,, para0 <z <L, t>0
u(z,0) = f(z), para0<z <L (3.11)
u(0,t) =u(L,t) =0, parat>0
sendo o problema dado em (3.11) chamado de Problema de Valores Inicial e de Fronteira

(PVIF). O método de Fourier em primeiro momento consiste em utilizar o método da

separagao de variaveis e procurar solugoes u(z,t) na forma
u(z,t) = F(z)G(t) (3.12)

Logo, substituindo (3.12) em (3.10), se tem

1 G'(t) _ F'(x) 5.13)

F(z)G'(t) = KF"(z)G(t) = Xa0) ~ Fa)
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sendo possivel observar que o lado esquerdo da igualdade estda em funcao de t e o lado
direito da igualdade em func¢ao de x. Para satisfazer a igualdade ambos os lados devem ser

constantes, a qual serd chamada de A\, que independe de z e t, Entao,

F”(I)

Flo) = A (3.14)
1@
xen (3.15)

Para a primeira equagao diferencial ordinaria em (3.14) F' deve satisfazer a equacgao
diferencial ordinaria
F'"(x) = AF(z) =0, para0 < x < L. (3.16)

Pela equagao (3.11) se tem u(0,t) = u(L,t) = 0, entao F' também deve satisfazer
F0)=F(L)=0 (3.17)

sendo assim, como u(0,t) = F(0)G(t) para todo t > 0, se tem que F(0) # 0, entdo
G(t) = 0 e dessa forma, u = 0. Embora v = 0 seja uma solugao da equagao do calor e

satisfaca as condigbes de contorno, ela nao satisfaz a condigao inicial u(z,0) = f(x), a
menos que f(z) =0 (FIGUEIREDO, 2018).

A partir de agora, o foco estard em encontrar valores de A para a solucao de
F(z) do problema dados em (3.17) e (3.16), que conduz a fungoes exponenciais se A > 0,a

fungao linear se A = 0 e a fungoes trigonométricas se A < 0 (BUTKOV, 1978).

VA4 cge””ﬁ se A>0

Y

F(z) = T +co, seA=0 (3.18)
¢ cos(zvV—=N) + cosen(zv/—X), se A <0

ce”

quando A > 0 para satisfazer (3.17) se tem que o seguinte sistema

c1+Cc = 0
cleLﬁ + CQe’Lﬁ =0

sendo a unica solucao possivel ¢; = co = 0, que implica que F' = 0, nao sendo a solugao de

interesse. Quando A = 0 para satisfazer (3.17) se deve ter
co=0 e L +co =0,

que implica que ¢; = ¢ = 0, logo, F' = 0, também nao sendo a solugao de interesse.

Portanto, as condigbes de contorno F'(0) = F(L) = 0 sao satisfeitas somente

quando A < 0 e quando ¢; igual a zero, entao

g =0 e cysen(Lv—\) =0.



29

nmw
Como nao se quer ¢y = 0, entdao sen(Lyv—\) = 0, que implica que v—\ = T com
(n=1,2,3,...). Os valores assumidos pela constante de separa¢ao A sao

n?m?

A= — LQ;

(n=1,2,3,..),

sendo chamados de valores proprios, valores caracteristicos ou autovalores do problema
dados em (3.16) e (3.17) e as fungdes

nmtx

F,.(z) = sen <T> ,
sao chamadas de fungoes proprias, fungoes caracteristicas ou autofuncoes.

Olhando agora para a segunda equagao diferencial ordindria em (3.15), se tem

a solugao geral

G(t) = ce*. (3.19)

Logo,

n27'r2 t
up(z,t) =€ 7 sen (sz> . (3.20)

Satisfazendo a equagao do calor e as condicoes de contorno em (3.11). A dificuldade agora

esta em
nmTT

n(2,0) = (7> )

up(z,0) = sen 7

un(x,0) 86 serd solugdo para a equagao do calor, condigoes inicial e de contorno de (3.11)
se f(z) for da forma (FIGUEIREDO, 2018)

f(z) = sen <?> ) (3.21)

satisfazendo assim a equagao (3.11).

Se tem que se u(x,t) e v(x,t) sdao solugoes de (3.10), entdo qualquer fungao do
tipo
au(z,t) + bv(z,t),
em que a e b sdo constantes, serd solugao de (3.10) também. Logo, (3.10) é homogénea
linear, ou seja, uma combinacgao linear de solugoes ¢ uma solugao também, sendo esse o
principio da superposicao, que é valido para combinagoes lineares de trés ou mais solugoes,

sendo qualquer niimero finito de solugoes. Logo, qualquer expressao do tipo

N
> nttn (2, 1),
n=1

em que ¢, sdo constantes, u, sao fungoes definidas em (3.21) e solugdes da equacao do

calor e da condi¢ao de contorno de (3.11). Por consequéncia se a condigdo inicial for
N

f(x) = Z Cpsen (?) ,

n=1
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entao, a solucao de (3.11) sera da forma

N  n2x2Kt nmwT
up(z,t) = Z cpe” L2 sen <T> :
n=1

sendo razoavel considerar que essas mesmas propriedades sao validas para uma série infinita
formada pelas fungoes u,(x,t). A solugdo para o problema via método de Fourier é dada

por
nZ2n2Kt nmwx

o0
n ,t = n a 2 <7> s 3.22
(2, 1) nz_:lc Y (3.22)

em que ¢, deve ser escolhido de forma que f(z) pode ser escrita como

0

nmwx
T) = cpsen [ — ) . 3.23

fla) = 3 ensen (777) (3:23)

Sendo assim, ¢, devem ser os coeficientes de Fourier da funcao f em [0, L] e estendida

para o restante dos nimeros reais R, de maneira que seja impar e periédica de periodo 2L.

Entao,

Cp = ELL f(z)sen (?) dx. (3.24)

No capitulo subsequente sao abordadas as contribui¢oes desse estudo, consis-
tindo em estender a solucao dada em (3.22) através do principio de extensao de Zadeh,
em que sao considerados os casos de incerteza fuzzy em alguns dos parametros da equagao

do calor.
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4 BARRA COM GRADIENTE DE TEMPERATURA

Neste capitulo sao abordadas as incertezas relacionadas a equacao do calor,
sendo analisadas as incertezas associadas ao coeficiente de difusdo térmica e a condicao

inicial de uma barra.

Sabe-se que em condicoes ideais o coeficiente de difusao térmica deve apresentar
um valor especifico, dependendo do material observado. Porém, pode haver uma variacao
nos valores assumidos por esse parametro, dependendo das condi¢oes a que o material

estara submetido.

No caso da condicao inicial, se tem uma distribui¢ao de temperatura da barra
que depende de uma temperatura inicial, sendo essa distribuicao chamada de condicao
inicial. Bem como no caso do coeficiente de difusao térmica, o valor dessa temperatura
inicial nao tera o valor esperado que pode ser encontrado na literatura, visto que a barra
nao estara submetida a condigoes ideais. Logo, a distribuicao inicial da temperatura ao
longo da barra, no instante ¢ = 0, nao pode ser determinada com exatidao, havendo uma

incerteza associada a condigao inicial.

Para melhor compreensao do problema, se considera uma barra de comprimento
L com area de secao transversal desprezivel, feita de material condutor uniforme de calor.
Tal barra é suspensa em repouso, na horizontal, por fios de massa desprezivel, de maneira
que nao haja rotagao na barra. Ao aquecé-la por uma fonte de calor a partir do centro,

havera um gradiente de temperatura, conforme pode ser visto na Figura 10.

Figura 10 — Esquema com a representacao da transferéncia de calor em uma barra aquecida

-—Gqg—>»

Esquema de distribuicao de calor ¢ em uma barra de comprimento L suspensa pelas
extremidades, em que a fonte de calor é posicionada no centro. Fonte: Producao da prépria
autora
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Na Figura 10 se tem a representacao da conducao do calor em uma barra
com uma fonte de calor colocada em seu centro. O fato da barra estar suspensa por suas
extremidades faz com que nao haja rotacao, como dito anteriormente, e permite que ao
haver a dilatacdo do material, essa sera suprida pelo comprimento, isto é, a barra dilata
tanto para a direita quanto para a esquerda, ndao havendo deslocamento de seu centro de
massa. Se pode dizer também que a barra continua em um regime unidimensional, pois ao
manter a barra suspensa nao havera o curvamento da mesma ao dilatar com o aquecimento,
afinal as extremidades estao livres, o que nao ocorreria se por exemplo a barra estivesse
fixa por uma de suas extremidades, nesse caso ao dilatar haveria um encurvamento da

barra passando de um regime unidimensional para o bidimensional.

41 EQUACAO DO CALOR COM INCERTEZA ASSOCIADA AO COEFICIENTE DE
DIFUSAO TERMICA

Como supracitado, serd analisada uma incerteza associada ao coeficiente de
difusdo térmica referentes a trés materiais distintos, sendo eles o aluminio, o cobre e a

prata.

Em condigoes ideais o coeficiente de difusao térmica para o aluminio, o cobre e
a prata devem ser K = 0,86 cm?/s, K = 1,14 em?/s e K = 1,71 em?/s (FIGUEIREDO,
2018), respectivamente. Entretanto, esse valor pode variar devido as condic¢oes a que
o material estara submetido. Sendo assim, a incerteza presente em tal parametro sera
modelada através da teoria de conjuntos fuzzy, mais especificamente através dos casos da

incerteza intervalar e para o caso em que coeficiente de difusdo térmica é um nimero fuzzy.

4.1.1 Solugao com coeficiente de difusao térmica fuzzy do tipo intervalar

Para o caso da incerteza intervalar este trabalho propoe as seguintes modelagens
para os coeficientes de difusao térmica: K,=[0,76; 0,96], K.=[1,04; 1,24] e K,=[1,61; 1,81],
em que K,, K. e K, representam os coeficientes do aluminio, cobre e prata, respectiva-
mente. E importante notar que os valores esperados dos coeficientes de difusdo térmica
se encontram dentro dos respectivos intervalos. Sendo assim, para a equagao do calor em

(3.11) se tem que

u(x,t) = Kug,, para0 <z <L, t>0
u(z,0) = f(z), para0<z <L
u(0,t) =u(L,t) =0, parat>0

sendo K dado por um dos intervalos K,, K. e K.

A solucao para essa equacgao € resolvida classicamente via método de Fourier,

assim como feito na Secao 3.2 e por conseguinte, o principio de extensao de Zadeh é
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utilizado para estender essa solucdo da equacao do calor para o caso em que o coeficiente

de difusdo térmica ¢é intervalar. Para isso considere o operador u(z,t,-) dado por

© n27r2yt
u(z,t,y) = ug)(z,t) = Z cpe” L7 sen (%) : (4.1)

Tomando um intervalo qualquer K = [b; |, se tem que a extensao do operador

acima, via principio de extensao de Zadeh, é dado por

Uy, t) = | inf wgy(z,t), sup ug)(z, )| . (4.2)
yelb.c] yelb,c]

Desse modo, tomando K, = [k,, k.] = [0,76;0,96], K. = [k, k.] = [1,04; 1, 24]
e K, = [k, ky] = [1,61;1,81], obtém-se

U xr,t) = inf  wy)(z,t), su uy(z,t) | . 4.3

(k) (@, 1) LA ) ( )ye[o,m%%] (2, 1) (4.3)

U r,t) = inf  w(x,t), su u)(z,t) | . 4.4

(k) (2, 1) e () )y€[17041;31724] w(2,1) (4.4)
e ) ;

U xr,t) = inf  wug(z,t), su uy(x,t) | . 4.5

o (@:8) = | it (@ D), | sup i) 0) (4.5)

Portanto, através de simulagoes feitas na plataforma livre Octave se tem as

seguintes solugoes para cada material.

Nas Subfiguras 11a), 12a) e 13a), se tem a representa¢ao bidimensional das
solucoes da equacao do calor para o aluminio, o cobre e a prata, respectivamente, onde a

temperatura estd em funcao do espaco. Se considera o espago como sendo o comprimento
L da barra.

A curva pontilhada representa a temperatura em func¢ao do comprimento L em
t = 0 e as duas curvas em linha continua representam o extremo superior e inferior da
solucao intervalar, que podem ser melhor visualizadas nas Subfiguras 11b), 12b) e 13b),

em que se tem a representagao tridimensional.

Conforme se vé nas Subfiguras b) de cada figura, a solugao da equagao do calor
para o caso intervalar se da entre duas superficies nos trés materiais considerados, em que
todas as solucoes contidas entre essas superficies tem a-nivel igual a 1, ou seja, o grau de
pertinéncia das solugoes entre as superficies tém total associagdo com o que é esperado
classicamente, tendo em vista o processo experimental. J4 nas bordas das superficies,
se tem a = 0, nao sendo considerada as bordas das superficies como fazendo parte do

conjunto de solugoes.
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Figura 11 — Representacao em 2D e 3D da solugao da equacgao do calor via principio de
extensao de Zadeh, com o coeficiente de difusdo térmica intervalar do aluminio
[0,76; 0,96]
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Em a) se tem a representagao em 2D da solu¢ao da equagao do calor, em que se tem a
temperatura u(x,t) em fungao do espago, sendo esse espago o comprimento L da barra,
em que a curva pontilhada representa o calor em fungao do espago em ¢t =0 e em b) se
tem a solucao da equacao do calor em 3D que é dada entre duas superficies. Logo, todas
as solugoes contidas entre essas superficies tem o = 1. Fonte: Produgao da prépria autora
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Figura 12 — Representacao em 2D e 3D da solugao da equagao do calor via principio de
extensao de Zadeh, com o coeficiente de difusao térmica intervalar do cobre
[1,04; 1,24]
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Em a) se tem a representagao em 2D da solugao da equagao do calor, em que se tem a
temperatura u(z,t) em fungao do espago, sendo esse espago o comprimento L da barra,
em que a curva pontilhada representa o calor em fun¢ao do espago em t = 0 e em b) se
tem a solucao da equacao do calor em 3D que é dada entre duas superficies. Logo, todas
as solucoes contidas entre essas superficies tem o = 1. Fonte: Produgao da prépria autora



36

Figura 13 — Representacao em 2D e 3D da solugao da equacgao do calor via principio de
extensao de Zadeh, com o coeficiente de difusdo térmica intervalar da prata
[1,61; 1,81]
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Em a) se tem a representagdo em 2D da solu¢ao da equagao do calor, em que se tem a
temperatura u(z,t) em fungao do espago, sendo esse espago o comprimento L da barra,
em que a curva pontilhada representa o calor em fungao do espago em ¢t = 0 e em b) se
tem a solucao da equacao do calor em 3D que é dada entre duas superficies. Logo, todas
as solucoes contidas entre essas superficies tem o = 1. Fonte: Produgao da prépria autora
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Vale ressaltar que no caso intervalar se tem um ntimero fuzzy do tipo trapezoidal
em que o corte é feito em o = 1, ou seja, se considera apenas o topo desse nimero fuzzy

trapezoidal. Sendo assim, todas as solugoes tem o mesmo grau de pertinéncia.

Ao fazer a comparacao das trés figuras, é possivel perceber que o calor se
distribui melhor no cobre e na prata do que no aluminio, sendo a prata o melhor condutor

térmico entre os trés materiais e o aluminio o pior.

O fato de haver uma melhor conducao de calor na prata pode influenciar na
incerteza associada a esse material, fazendo com que o espaco entre as superficie seja
menor, ou seja, ha uma menor incerteza associada, enquanto que no cobre e no aluminio
se tem um maior espago entre as superficies, tendo uma maior incerteza em relagao a
prata. Portanto, se percebe que a conducao térmica esta diretamente ligada a incerteza
associada ao modelo, conjecturando que quanto melhor a conducao térmica do material

menor a incerteza associada a solu¢ao da equagao do calor.

A Figura 14 apresenta o diametro das solugoes para o caso em que o coeficiente

de difusao térmica é do tipo intervalar.

Figura 14 — Diametro das solugoes para o aluminio, o cobre e a prata, no caso em que o
coeficiente de difusao térmica é do tipo intervalar
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Diametro das solugoes para o aluminio, o cobre e a prata, em que se observa a diminuigao
da incerteza ao longo do tempo para os trés materiais. A representacao de cada material é
dada através das linhas pontilhada, tracejada e sélida, representando respectivamente o
aluminio, o cobre e a prata. Fonte: (DELGATO; WASQUES, 2022)

Na Figura 14 se tem o diametro das solugoes para o aluminio, o cobre e a prata,
em que ¢ possivel observar a incerteza ao longo do tempo. Dentre os trés materiais o que
apresenta menor didmetro é a prata e o que apresenta maior diamétro é o aluminio, essa

diferenca entre os diametros da incerteza pode estar associada a condugao térmica do
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material, assim como supracitado.

Na obtencao do didmetro da solucao é considerado o modulo da diferenca entre
os extremos dos intervalos dados em (4.3), (4.4) e (4.5). Dentre os valores obtidos para o
didametro, em diferentes regides da barra, é tomado o maior diametro de todos, isto é, o

local onde ocorre a maior incerteza sobre a solucgao.

4.1.2 Solucao com coeficiente de difusao térmica como um nimero fuzzy

triangular

Para o caso em que a incerteza é modelada por um ntmero fuzzy, o coeficiente
de difusao térmica dos materiais feitos de aluminio, cobre e prata sdo dados respectivamente
por K, = (0,76; 0,86; 0,96), K. = (1,04; 1,14; 1,24) e K,, = (1,61; 1,71; 1,81), em que o0s
valores esperados para os coeficientes de difusdo térmica de cada material sdo dados pelos
nucleos de seus respectivos niimeros fuzzy triangulares. Sendo assim, para a equagao do

calor em (3.11) se tem que

up(z,t) = Ky, para0<zxz <L, t>0
u(z,0) = f(z), para0<z <L
u(0,t) =u(L,t) =0, parat>0
sendo K um numero fuzzy triangular.

Assim como no caso anterior, a solugao para essa equagao é resolvida classi-
camente via método de Fourier, como feito na Se¢ao 3.2 e por conseguinte, o principio
de extensao de Zadeh ¢ utilizado para estender essa solucao da equagao do calor para
o caso em que o coeficiente de difusdo térmica é um nimero fuzzy triangular. Conside-
rando o operador u(x,t,-) dado em (4.1) e tomando um ntmero fuzzy triangular qualquer
K = (a;u;b), se tem que a extensdo do operador acima, via principio de extensao de
Zadeh, é dado por

[Uky(z,t)]" = | inf wyy(z,t), sup ug)(x,t)|. (4.6)
velK]® ve[K]*

Desse modo, tomando K, = (0,76;0,86;0,96), K. = (1,04;1,14;1,24) e
K, =(1,61;1,71;1,81), se obtém

[a(Ka) (z,0)]" = inf o M) (2,t), sup U(y)(x, 1, (4.7)
ye[Ka] ye[Ka]®

[gre.) (2, )] = | inf wug(z,t), sup ug(z,t) (4.8)
yelKe] ye[Kc]®

ye[Kp]® ye[Kp®

[Q(Kp)(x,t)]o‘zl inf ) (z,t), sup u(y)(x,t)]. (4.9)



39

Portanto, através de simulagoes feitas na plataforma livre Octave se tem as

seguintes solugdes para cada material.
Figura 15 — Representacao em 2D e 3D da solugao da equagao do calor via principio de

extensdao de Zadeh com o coeficiente de difusdo térmica do aluminio como
niumero fuzzy triangular (0,76; 0,86; 0,96)
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Em a) se tem a representagdo em 2D da solu¢ao da equagao do calor, em que se tem a
temperatura u(z,t) em fungdo do espago, sendo esse espago o comprimento L da barra
e em b) se tem a solugao da equagdo do calor em 3D que se tem diversas solugdes com
diferentes valores de «, havendo diferentes graus de pertinéncia, em que a curva em preto
representa « = 1. Fonte: Produc¢ao da propria autora



40

Figura 16 — Representacao em 2D e 3D da solugao da equagao do calor via principio de
extensao de Zadeh com o coeficiente de difusdo térmica do cobre como nimero
fuzzy triangular (1,04; 1,14; 1,24)
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Em a) se tem a representagao em 2D da solu¢ao da equagao do calor, em que se tem a
temperatura u(z,t) em fungdo do espago, sendo esse espago o comprimento L da barra
e em b) se tem a solugao da equagdo do calor em 3D que se tem diversas solugdes com
diferentes valores de «, havendo diferentes graus de pertinéncia, em que a curva em preto
representa « = 1. Fonte: Produc¢ao da propria autora
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Figura 17 — Representacao em 2D e 3D da solugao da equacgao do calor via principio de
extensao de Zadeh com o coeficiente de difusdo térmica da prata como nimero
fuzzy triangular (1,61; 1,71; 1,81)
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Em a) se tem a representagdo em 2D da solu¢ao da equagao do calor, em que se tem a
temperatura u(x,t) em funcao do espaco, sendo esse espago o comprimento L da barra
e em b) se tem a solucdo da equagao do calor em 3D que se tem diversas solugdes com
diferentes valores de «, havendo diferentes graus de pertinéncia, em que a curva em preto
representa « = 1. Fonte: Produgao da prépria autora
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Nas Subfiguras 15a), 16a) e 17a), se tem a representacao bidimensional das
solugoes da equagao do calor para o aluminio, o cobre e a prata, respectivamente, em
que se tem a temperatura em funcao do espago. Se considera o espago como sendo o

comprimento L da barra.

A curva em preto representa a solucao da equacdo com a = 1 e as curvas
em escala cinza representam as solugdes com diferentes graus de pertinencia, em que os
extremos superior e inferior da solu¢ao do niimero fuzzy triangular tem o = 0, que podem
ser melhor visualizadas nas Subfiguras 15b), 16b) e 17b), em que se tem a representagao

tridimensional.

Conforme se vé em cada Subfigura b) de cada figura, a solugao da equagao do
calor para o caso em que o coeficiente de difusao térmica ¢ um nimero fuzzy triangular
se encontra na curva em preto, em que se tem a-nivel igual a 1, ou seja, a curva em
preto tem total associagdo com o que é esperado classicamente, tendo em vista o processo
experimental, enquanto que as curvas em escala cinza representam os a-niveis da solugao.
Ja nos extremos inferior e superior, se tem a = 0. Assim, quando se tende para a curva em
preto tanto pela direita quanto pela esquerda se tem diferentes a-niveis que se aproximam

cada vez mais de a = 1.

Vale ressaltar que no caso de um nimero fuzzy triangular o conjunto de solugoes
se encontra em uma faixa com diferentes graus de pertinéncia, isto é, havendo também
outras solugoes com diferentes graus de pertinéncia. Portanto, assim como antes, se
percebe que a conducao térmica esta diretamente ligada a incerteza associada ao modelo,
conjecturando que quanto melhor a conduc¢ao térmica do material menor a incerteza

associada a solucao da equagao do calor.

Analisando os dois casos, é possivel perceber que a modelagem utilizando
numeros fuzzy pode ser mais adequada, uma vez que se tem uma faixa de diferentes
graus de pertinéncia no conjunto solugao, isto é, ndo se tem apenas a solugdo esperada
classicamente como também outras solugoes com diferentes graus de pertinéncia. Sendo
assim, o caso em que o coeficiente de difusao térmica é nimero fuzzy pode ser mais viavel
do ponto de vista de modelagem em relacao ao que ocorre experimentalmente, visto que

nao é possivel obter medidas exatas dos paramatros considerados.

Ao considerar o didmetro, assim como feito no caso anterior, pela Figura 18 se
tem o didmetro das solugoes para o caso em que o coeficiente de difusao térmica é dado

por um numero fuzzy triangular.

Nesse caso, os diametros das solugoes sao obtidos calculando o tamanho do
0-nivel das solugoes (4.7), (4.8) e (4.9), no local da barra em que se tem a maior incerteza.
Assim como anteriormente, o material que apresenta menor didmetro é a prata e o que

apresenta maior diamétro ¢ o aluminio, essa diferenca entre os didmetros podem representar
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Figura 18 — Diametro das solucoes para o aluminio, o cobre e a prata, no caso em que o
coeficiente de difusao térmica é um nimero fuzzy triangular
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Diametro das solugbes para o aluminio, o cobre e a prata, em que se observa a diminui¢ao
da incerteza ao longo do tempo para os trés materiais. A representagao de cada material é
dada através das linhas pontilhada, tracejada e solida, representando respectivamente o
aluminio, o cobre e a prata. Fonte: (DELGATO; WASQUES, 2022)

que a incerteza pode estar associada a conducao térmica do material.

4.2 EQUACAO DO CALOR COM INCERTEZA ASSOCIADA A CONDICAO INICIAL

Tomando agora o caso em que a incerteza estd associada a condigao inicial, se
tem que a incerteza sobre a distribui¢ao de temperatura inicial ¢ modelada pela fungao fuzzy
F(z) = (0;1;2)x(L — x), sendo considerados os mesmos materiais utilizados anteriormente,
porém aqui os coeficientes de difusao térmica de cada material ndo sofrem variagio, sendo
assim, usaremos os coeficientes de difusao térmica apresentados na literatura para o
aluminio,o cobre e a prata, sendo eles K, = 0,86 cm?/s, K, = 1,14 cm?/s e K,=1,T71
em?/s. B interessante observar que a funcao fuzzy que foi considerada para descrever a
condicgao inicial, generaliza as fungoes classica anteriores, uma vez que ¢é o ntcleo da funcao

fuzzy F(x), isto é, para a = 1, obtém-se a funcao classica f(x) dos exemplos anteriores.

Sendo assim, para a equacao do calor em (3.11) se tem que

u(x,t) = Kug,, paraO0<z <L, t>0
u(z,0) = F(z), para0<z <L
uw(0,t) = u(L,t) =0, parat>0

sendo F'(z) dada por uma funcao fuzzy.
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A solugao para a equacao do calor anterior é resolvida da mesma forma que
nos casos anteriores e o principio de extensao de Zadeh é utilizado para estender essa
solugao para o caso em que a condi¢ao inicial é uma funcao fuzzy. Nesse caso, os valores ¢,
sao estendidos por meio do principio de extensao de Zadeh, uma vez que tais coeficientes

dependem da fungdo f(x). Sendo assim, a solugao é dada por

[i(x,t)]* = i(cn);e<_nzzim>sen (?) : zj:(cn);'e(_nQZth)sen (T)] . (4.10)
em que

(cn)y = EJ; fo (x)sen (sz> dx, (4.11)

(cn)t = ELL [ (x)sen <n77[r/:v> dx, (4.12)

sendo [F(x)]* = [f, (x), f (¢)].
Desse modo, tomando a mesma condigao inicial para os trés materiais, F'(x) =
(0;1;2)x(L — x) e substituindo os valores de K,, K. e K,,, se obtém

[, (2, )] = [i(cn);J—"Qﬂz?’%)sen (?) ai(cn);re(_w)sen <nzx>] ,
h - (4.13)
L. (. )] = [i el s (*F). i<cn>;e<"2f?’”>sen (W)]
B - (4.14)

01 = | el e (7). Sz n (757) .
(4.15)

Portanto, através de simulagoes feitas na plataforma livre Octave, as solu¢des podem ser

visualizadas nas Figuras 19, 20 e 21 para cada material.

Nas Subfiguras 19a), 20a) e 21a) se tem as representacoes bidimensionais das
solugoes da equagao do calor para o aluminio, o cobre e a prata, respectivamente, em que

se considera o espago como sendo o comprimento L da barra.

A curva em preto presente nos graficos representa a solugdo da equagdo com
a = 1 e as curvas em escala cinza representam as solugoes com diferentes graus de
pertinéncia, que podem ser melhor visualizadas nas Subfiguras 19b), 20b) e 21b) que

ilustram as representacoes tridimensionais.

Conforme se vé em cada Subfigura b), a solugao da equagao do calor para o

caso em que a condigdo inicial é uma funcao fuzzy se encontra na curva em preto nos trés
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Figura 19 — Representacao em 2D e 3D da solucao da equagao do calor via principio

de extensao de Zadeh, com o coeficiente de difusdo térmica do aluminio
K, = 0,86cm?/s
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Em a) se tem a representacao em 2D da solugao da equagao do calor, no instante ¢t = 270 s,
em que se tem a temperatura u(z, t) em funcao do espago, sendo esse espago o comprimento
L da barra e em b) que se tem diversas solugoes com diferentes valores de «, havendo
diferentes graus de pertinéncia, em que a curva em preto representa o = 1. Fonte: Producao
da prépria autora
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Figura 20 — Representacao em 2D e 3D da solucao da equagao do calor via principio
de extensao de Zadeh, com o coeficiente de difusao térmica do cobre K, =

1,14em?/s
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Em a) se tem a representacao em 2D da solugao da equagao do calor, no instante ¢t = 270 s,
em que se tem a temperatura u(z, t) em funcao do espago, sendo esse espago o comprimento
L da barra e em b) que se tem diversas solugoes com diferentes valores de «, havendo

diferentes graus de pertinéncia, em que a curva em preto representa o = 1. Fonte: Produgao
da propria autora
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Figura 21 — Representacao em 2D e 3D da solucao da equagao do calor via principio

de extensao de Zadeh, com o coeficiente de difusao térmica do prata K, =
1,7lem?/s
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Em a) se tem as representacoes em 2D da solugdo da equacao do calor, no instante
t =270 s, em que se tem a temperatura u(z,t) em fungao do espaco, sendo esse espago o
comprimento L da barra e em b) que se tem a solu¢ao da equacao do calor em 3D para o
aluminio, o cobre e a prata, respectivamente, com solugoes com diferentes valores de «,

havendo diferentes graus de pertinéncia, em que a curva em preto representa o = 1. Fonte:
Producao da propria autora

materiais, em que se tem a = 1, enquanto que as curvas em escala cinza representam os
a-niveis da solucao.
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J& nos extremos inferior e superior, se tem a = 0, entdo quando se tende para
a curva em preto tanto pela direita quanto pela esquerda se tem diferentes a-niveis que se
aproximam cada vez mais de o = 1. Logo, o conjunto solucao se encontra em uma faixa

com diferentes graus de pertinéncia.

A Figura 22 ilustra o didmetro das solugoes fuzzy obtidas para o caso em que

a condi¢ao inicial é dada por uma funcgao fuzzy.

Figura 22 — Diametro das solugoes para o aluminio, o cobre e a prata, no caso em que a
condicao inicial é uma fungao fuzzy
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Diametro das solucoes para o aluminio, o cobre e a prata, em que se observa a diminui¢ao
da incerteza ao longo do tempo para os trés materiais. A representacao de cada material é
dada através das linhas pontilhada, tracejada e sdlida, representando respectivamente o
aluminio, o cobre e a prata. Fonte: (DELGATO; WASQUES, 2022)

Ao observar a Figura 22 é possivel perceber que o menor diametro é dado
pela prata e o maior pelo aluminio, reafirmando o que foi dito anteriormente, o didmetro
pode estar associado a conducao térmica do material. Se observa também que os valores
assumidos sao maiores do que nos casos em que a incerteza esta associada ao coeficiente de
difusdo térmica. Vale ressaltar que nos trés casos abordados foram considerados intervalos
simétricos e de mesmo tamanho nos parametros a que a incerteza estava associada, para

que dessa forma, fosse possivel observar como a incerteza em cada material se comporta.
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5 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

Esse trabalho traz um estudo sobre a teoria de conjuntos fuzzy aplicada na area
de termodinamica. Mais precisamente, esse estudo propée uma modelagem da equacao
do calor, que consiste em estendé-la através do principio de extensao de Zadeh. Foram
considerados os casos de incerteza fuzzy em dois dos parametros da equacao do calor,
sendo eles no coeficiente de difusdo térmica e na condicao inicial, separadamente. No caso
do coeficiente de difusao térmica, a incerteza associada considerada foi de dois tipos, a
primeira solugao é obtida com o coeficiente de difusao térmica fuzzy do tipo intervalar e o
segundo com coeficiente de difusao térmica como um ntmero fuzzy triangular. Enquanto
que no caso da condicao inicial, foi considerada uma incerteza sobre a distribuicao de

temperatura inicial dada por uma funcao fuzzy.

E possivel perceber através dos graficos que a incerteza sobre as solugoes podem
ser mensuradas através dos a-niveis, podendo auxiliar em praticas experimentais, visto
que nao é possivel obter medidas exatas dos parametros considerados. Por outro lado,
quando é considerada incerteza sobre a condi¢ao inicial, se tem que existe uma maior
incerteza propagada ao longo do processo, uma vez que existe um maior espagamento
entre as solugoes obtidas, ou seja, quanto maior a faixa de solugoes maior a incerteza. Vale
dizer que dentre os casos apresentados o que melhor representa o processo experimental é
o caso em que o coeficiente de difusao térmica ¢ um ntmero fuzzy triangular, afinal se
tem uma faixa de solugoes com diferentes graus de pertinéncia, tendo a solugao esperada e

solugoes que se aproximam dela.

Ao fazer a comparacao entre as figuras dos trés materiais considerados, se
percebe que o calor se distribui melhor no cobre e na prata do que no aluminio, sendo a
prata o melhor condutor térmico entre os trés materiais e o aluminio o pior. O fato de
haver uma melhor condug¢ao de calor na prata pode influenciar na incerteza associada a
esse material, fazendo com que o espago entre os extremos seja menor, ou seja, ha uma
menor incerteza associada, enquanto que no cobre e no aluminio se tem um maior espaco
entre as superficies, tendo uma maior incerteza em relacao a prata. Portanto, se pode
concluir também que a conducao térmica esta diretamente ligada a incerteza associada ao
modelo, conforme pode ser visto nos trés casos considerados, conjecturando que quanto
melhor a conducao térmica do material menor a incerteza associada a solucao da equacao

do calor.

Os resultados preliminares deste estudo foram publicados no VI Congresso
Brasileiro de Sistemas Fuzzy (CBSF) (DELGATO; WASQUES, 2021a) e apresentados
em dois eventos cientificos, um deles no préprio CBSF e o outro no XXXIII Congresso de
Iniciacao Cientifica Unesp (CIC) (DELGATO; WASQUES, 2021b). A versao completa do
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trabalho foi submetida em periédico internacional (DELGATO; WASQUES, 2022).

Como trabalhos futuros se pretende utilizar o principio de extensao sup-.J
ao invés da extensao de Zadeh para estender a soluc¢do, a fim de incorporar a nocao de
interatividade fuzzy, que nesse problema estaria atrelada a uma dependéncia entre variaveis

fuzzy que modelam as condic¢des iniciais ou de contorno.
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