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RESUMO

A formulacdo de teorias consistentes para campos de spin superior (s > 2) interagentes permanece um
desafio da Teoria Quantica de Campos. E possivel que um novo ponto de partida (teoria livre) possa
trazer alguma luz sobre esse problema. Este trabalho tem como motivagdo a investiga¢cdo da dindmica
de modelos de spin alto ndo massivos livres através do formalismo Hamiltoniano, mais especificamente
do modelo "Partially Broken Fronsdal”" (PBF), um modelo de spin alto recém-proposto na literatura.
Utiliza-se o algoritmo de Dirac-Bergmann como ferramenta central para a andlise do espaco de
fase, complementado pelo algoritmo de Castellani, estendido pelo trabalho posterior de Henneaux,
Teitelboim e Zanelli (HTZ), além de um estudo sobre o papel da inexisténcia de vinculos priméarios de
segunda classe. Estamos particularmente interessados na correspondéncia entre parametros de gauge
e vinculos de primeira classe. Inicialmente, sdo examinados modelos simples, com e sem conteido
fisico, de modo a introduzir e familiarizar o leitor com a aplica¢do do algoritmo. O objetivo primério
desta dissertac@o € a andlise hamiltoniana do modelo PBF para campos de spin-3. Ao flexibilizar
a simetria de calibre do modelo can6nico de Fronsdal com a condi¢do extra de dupla divergéncia
nula dos pardmetros de gauge (0 - 0 - A = 0), obtém-se o modelo PBF, que mantém a propagagio
das helicidades fisicas corretas mas reduz a quantidade de parametros de calibre independentes em
relacdo ao modelo de Fronsdal, reduzindo os vinculos sobre as fontes, gerando possivelmente novas

perspectivas para o estudo de interagdes em teorias de spin superior.

palavras-chave: algoritmo de Dirac-Bergmann; vinculos; graus de liberdade; spin-2; spin-3; teoria de

campos de spin alto.
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1 INTRODUCAO

No ambito da Teoria Quantica de Campos, a fundamentacio para particulas com spins altos reside
nas representacdes unitdrias irredutiveis do grupo de Poincaré, permitindo assim a existéncia de
particulas com spin arbitrario (inteiro ou semi-inteiro). Embora tais representacdes fundamentem
a existéncia de campos livres de spin alto, problemas graves surgem assim que introduzimos as
interagdes. Visto que interacdes sao fisicamente incontorndveis, basta lembrar do acoplamento universal
da gravidade, tais dificuldades levam-nos a questionar a existéncia de particulas de spin alto. Até hoje,
apenas particulas elementares de spin 0, 1/2 e 1 foram observadas experimentalmente, embora existam
particulas compostas (ressonancias) com spin mais alto (s > 1) e com existéncia de curta duracao.

Tecnicamente, a introducdo de interagdes via acoplamento minimo através da substitui¢ao da
derivada parcial d, pela derivada covariante V,, por exemplo, quebra explicitamente a simetria de
gauge das teorias livres sem massa devido a ndo comutatividade das derivadas em espacos curvos.
Especialmente para teorias de spin alto sem massa, hd teoremas "no-go" devido a quebra de unita-
riedade, positividade da energia e causalidade, que proibem particulas sem massa de interagir até
mesmo no espaco de Minkowski com o campo eletromagnético ou com a gravidade quando seu spin s
€ maior que um certo valor. A existéncia dessas restricoes sobre interagdes torna o estudo das proprias
formulacdes livres para campos de spin alto importante, pois na construcdo padrio de teoria de campos,
o modelo interagente pode ser estruturado como a soma de uma teoria livre (£) e de termos de
acoplamento (£ ;yr) tal como: £ = L 4+ L;n7, onde £ n7 deve ser compativel com as simetrias de
LF ou extensdes delas.

Historicamente, a tentativa de generalizar a dindmica de particulas elementares para spins mais
altos remonta a Dirac que, em 1936, tentou uma generaliza¢do do modelo para particulas de spin-1/2.
Porém, uma melhor classificagdo sobre essas particulas foi realizada posteriormente em (Fierz; Pauli,
1939) estabeleceram critérios consistentes para campos massivos de spin alto, como a positividade
da energia além do proprio trabalho (Wigner, |1939) que estabeleceu que os estados de uma particula
elementar devem carregar uma representacao unitdria irredutivel do grupo de Poincaré, relacionando
intimamente o spin e a massa a estrutura do espaco-tempo. Posteriormente, (Rarita; Schwinger, |1941)
estenderam o formalismo para abranger particulas elementares de spin semi-inteiro, formulando a
equacdo de onda especifica para férmions massivos de spin s = 3/2 tendo como subsequéncia o
trabalho (Bargmann; Wigner, |1948) que formalizou as equagdes de onda relativisticas de primeira
ordem para particulas de spin arbitrario, tanto massivas quanto para nao massivas.

Em 1958, Fronsdal sugeriu uma nova descri¢do "on shell” massiva da formulacdo de Fierz-Pauli
(Fronsdal, 1958) via operadores de projecdo que foi ttil para construir Lagrangianas de spin mais
alto arbitrario. Vale lembrar também a contribuicao (Schwinger, 1970), que através de sua teoria de
fontes, tratou explicitamente o caso para campos de spin-3 sem massa, utilizando fontes tensoriais
totalmente simétricas para isolar consistentemente os graus de liberdade fisicos. Mais tarde, Singh
e Hagen alcancaram o feito de escrever uma lagrangiana explicita para campos massivos livres de

spin inteiro (Singh; Hagen, [1974a) e semi-inteiro (Singh; Hagen, |1974b) arbitrédrios. Fronsdal, em
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1978, estudou o limite de massa zero da Lagrangiana de Singh-Hagen e encontrou uma simplificacao
considerédvel da teoria, obtendo lagrangianas para particulas sem massa de spin inteiro arbitrdrio,
depois em colaboragcdo com Fang (Fang; Fronsdall, |1978)) para spin semi-inteiro também arbitrario. No
caso especifico de particulas de spin-3, trabalhando com um campo de rank-3 totalmente simétrico
pela troca dos trés indices (huva = h(ua)), €le mostrou que a simetria de gauge dh,,,, = 8(M_/_Xup) ea
condi¢do de traco nulo do parametro UWI\W = 0 desempenham um papel importantissimo, garantindo
o nuimero correto de graus de liberdade do modelo (Fronsdal, |1978). Essa simetria leva a rigidas
restri¢des no acoplamento com fontes externas.

A partir da adi¢do de pardmetros arbitrarios no modelo de Fronsdal, notou-se recentemente
(Dalmazi; Martins|, [2025) que existe uma regidao no espago de parametros afastada do "ponto de
Fronsdal"onde, ainda temos uma descri¢do irredutivel de particulas sem massa de spin inteiro s > 3 de
tal forma que agora a simetria de gauge € restringida por uma condi¢do extra de dupla divergéncia
nula sobre o parAmetro de gauge sem trago, 9*9”A,,, = 0, que surpreendentemente ndo introduz
novos invariantes de gauge propagantes, demonstrando que temos apenas estados de helicidade
+s como modos de propagacao para spin-s em D = 4 dimensdes. Devido a “quebra de simetria”
com relagdo ao modelo de Fronsdal, este modelo recém-proposto é chamado de “Partially Broken
Fronsdal” (PBF). Logo, espera-se que uma reducdo nos parametros independentes da simetria de
gauge permita acoplamentos com fonte mais gerais quando comparado ao modelo de Fronsdal. No
caso do modelo de Fronsdal, podemos acrescentar a lagrangiana livre (Fronsdal) um acoplamento tal
como 7", h*? onde T*,,, represente uma fonte externa. Mostraremos em detalhes no capitulo 4
que a simetria de gauge de Fronsdal requer que a fonte seja conservada a menos de um termo diagonal
de rank-2 representado por uma fungio arbitrdria €, ou seja, O*T* uwp = Twp$2. Devido a condigéo
extra 0"0"A,,, = 0, hd mais liberdade no caso do modelo PBF na escolha da fonte que agora ndo é
conservada a menos de dois escalares arbitrarios (2, J), ou seja, O*T" BFWP = 1y, Q2+ 0,0,J.

O objetivo central deste trabalho € iniciar a analise hamiltoniana dos novos modelos de spin alto,
através do PBF de spin-3, via algoritmo de Dirac—Bergmann, um método clédssico apresentado em
(Dirac, |1964) utilizado para a andlise de vinculos dentro da teoria de campos. Com este método, é
possivel realizar uma andlise sistematica dos modelos, estudando a estrutura de vinculos, a contagem de
graus de liberdade fisicos e as condi¢Oes necessdrias para a consisténcia da teoria, como por exemplo a
positividade da Hamiltoniana. A andlise dos vinculos € importante para o entendimento das simetrias
de calibre dos modelos fisicos. Assim sendo, dominar o algoritmo de Dirac-Bergmann ¢é ttil para
compreender melhor novos modelos que surgem em teoria de campos.

Neste trabalho serdo abordados conceitos bdsicos sobre o formalismo hamiltoniano no capitulo 2,
onde o intuito € apresentar a base que serd trabalhada em todo o algoritmo de Dirac-Bergmann que
serd posteriormente introduzido no mesmo capitulo.

No capitulo 3 faremos um estudo sobre uma variedade de modelos de rank-1, rank-2 e rank-3,
estes ultimos descritos por tensores simétricos, com a finalidade de familiarizar-nos com o algoritmo
em sua parte pratica e apresentar também o algoritmo de Castellani, para a constru¢do hamiltoniana
de geradores de simetria de calibre. O trabalho de Castellani, o trabalho posterior de (Henneaux;

Teitelboim; Zanelli, [1990) e os exemplos que apresentaremos indicam que hd uma associacdo um
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a um entre o nimero de vinculos primdrios de primeira classe e o nimero de parametros de gauge
independentes mesmo quando os parametros satisfazem restricoes.

No capitulo 4, realizar-se-4 uma andlise hamiltoniana do modelo de Fronsdal assim como uma
andlise preliminar do algoritmo de Dirac-Bergmann aplicado ao modelo PBF recentemente proposto,
ambos para spin s = 3 que € o caso mais simples dos modelos PBF de spin s > 3. O objetivo é
introduzir alguns conceitos deste novo modelo, tal como sua estrutura lagrangiana, simetrias, estrutura
de vinculos primérios, e abordar algumas diferencas com relagdo ao modelo de Fronsdal. Embora
ndo tenhamos conseguido finalizar a andlise Hamiltoniana do modelo PBF, com auxilio de alguns
resultados gerais para sistemas vinculados, ha uma forte indicacido de que o modelo PBF nao deve
possuir vinculos de segunda classe, em semelhanga ao préprio modelo de Fronsdal.

Por fim, nos apéndices (A) e (B]) respectivamente serdo detalhados explicitamente os cédlculos dos
parénteses de Poisson entre campos € momentos para fins didéticos e também a evolucao temporal dos

vinculos secundérios do modelo de Fronsdal para melhor visualizacao dos cdlculos.
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2 ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

Desde o século XVIII, a mecanica analitica tem sido desenvolvida para diversos fins, € os sistemas
fisicos estudados s@o separados entre sistemas regulares (ndo-singulares) e sistemas singulares, embora
os primeiros sejam mais comuns. Para dividi-los entre esses dois grupos € necessario primeiramente
definir um sistema cléssico descrito por uma lagrangianeﬂﬂ(qj, q;), sendo g; e ¢; as coordenadas e
velocidades generalizadas, respectivamente, do sistema cldssico descrito por N coordenadas, ou seja,
1=1,---,N.

Seja a agdo desse sistema fisico dada por
to
t1
Utilizando o principio de Hamilton, obtém-se as equacdes de Euler-Lagrange
d (0L oL
— == —-—=—=0 ; =1,2,...,N 2.2
dt (8q] ) aqj Y j ) Y Y ) ( )

isto €, um conjunto de N equacgdes diferenciais ordindrias de segunda ordem no tempo em geral,
chamadas de equacdes de movimento do sistema. Reescrevendo as equagdes (2.2)) de forma a obter as

aceleracgoes ¢;:

0°L 0*L oL
G = — —Gi + ; (2.3)
0¢;04; 0¢;04; Jq;
€ natural definir a matriz hessiana:
w, = 2L (2.4)
Y9404, '

Claramente percebe-se que se detWW # 0 as aceleragdes ¢; poderdo ser escritas em fungdo de g; e g;,
diz-se que a hessiana € inversivel e temos um "sistema regular”. No entanto, se detWW = 0, ndo serdo
todas as aceleracdes que poderao ser determinadas unicamente por ¢; € ¢; devido aos vinculos que o
sistema possui como veremos. Assim temos um "sistema singular"onde a matriz I¥;; passa a ter modos
zero, ou seja, autoestados com autovalores nulos. Esse mesmo aspecto, isto €, singularidade versus
regularidade, pode ser estudado do ponto de vista hamiltoniano.

Para adentrar no formalismo hamiltoniano, € necessério introduzir a definicio de momento candnico

para cada coordenada generalizada ¢;,

)

Pi = —, 1=1,2,...,N (2.5)
dq;

e agora tem-se que as varidveis independentes foram duplicadas (g;, p;) e o sistema fisico passa a ser
descrito pelo espago de fase que contém 2N dimensdes. Note que s6 € possivel que os momentos

candnicos sejam inversiveis se o jacobiano da transformacao para o novo espaco de fase for nao nulo,

' Aqui trabalharemos com teorias que nio dependem explicitamente do tempo.
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isto €, o determinante da mudanca de varidveis das velocidades ¢; para os momentos p; deve satisfazer:

det — | = —— | =detW #0 2.6)
(aqj 90, 7 (

ou seja, recai-se novamente na necessidade de uma hessiana inversivel para poder escrever todas
velocidades ¢; em fungdo das coordenadas ¢; € momentos independentes p;.

Para os casos a serem estudados posteriormente, somente interessa os sistemas singulares, ou,
de forma mais precisa, sistemas onde alguns momentos candnicos ndo sao funcdes dependentes das

velocidades. Com isso, existem certas relagdes entre as varidveis candnicas tais como:

Omlg,p) =0 . 2.7

As varidveis candnicas do espago de fase sdo conectadas (vinculadas) pelas equagdes (2.7), que sao
chamados de vinculos primdrios do formalismo hamiltoniano. Em vista disso, para um sistema onde se
tem N velocidades, somente N’ das NV velocidades podem ser determinadas em fun¢@o das varidveis
candnicas ¢ e p, e o restante das N — N’ velocidades ndo podem ser determinadas. Assim surgem
os N — N’ vinculos primarios da teoria, isto é, m = 1,2,..., N — N’. Como os vinculos valem em

qualquer instante "t", para t = 0 temos ¢,,(qo, po) = 0, 0 que vincula as condigdes iniciais qg € po.

2.1 SISTEMA HAMILTONIANO VINCULADO

No caso de sistemas regulares, obtemos a hamiltoniana candnica a partir de uma transformacao de

Legendr da lagraniana:

H(%pi) :piQi—L(Qi,Cji) ) 1=1,2,...,N. (2.8)

De forma andloga as /N equacdes de movimento que se tem no caso de Euler-Lagrange mediante o

principio variacional, se obtém agora as 2N equacgdes candnicas de Hamilton:

oOH
= — 2.9
q O (2.9)
H
Pi = —g—. (2.10)
qi

Agora temos 2N equacdes de primeira ordem ao invés de /V equacgdes de segunda ordem em derivadas

temporais. Introduzimos os parénteses de Poisson para duas varidveis dindmicas arbitrérias A(q, p) e

B(q,p):
0AOB _ 0B oA

A B} = - —
{’ } 0q; Op; 0q; api’

2.11)

2 Indices repetidos estio sendo somados.
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por conseguinte, o parénteses de Poisson entre as varidveis dindmicas q e p resulta em

{ai,pj} = 05 = —{pj> ai}, (2.13)

de forma que, na formulagdo hamiltoniana a partir de (2.9) e (2.10)), pode-se escrever a evolugio

temporal de qualquer varidvel dinamica que ndo dependa explicitamente do tempo como sendo:

Alq,p) = {A(g;p), H} (2.14)

Para sistemas vinculados (singulares) as equagdes de Hamilton (2.9)) e (2.10) obtidas da hamiltoni-
ana candnica diferem das equacdes de Euler-Lagrange (2.2). Para reestabelecer a equivaléncia
entre os formalismos lagrangiano e hamiltoniano, é necessdrio redefinir a hamiltoniana. De acordo com
(Dirac, 1964), serd adicionada a hamiltoniana candnica uma combinagao linear dos vinculos primérios

(que, a principio, sdo nulos) de forma a definir a hamiltoniana primdria Hp a seguir
Hp =H + M\ (2.15)

onde \,, sdo chamados de multiplicadores de Lagrange da teoria. Mais uma vez, aplicando o principio
variacional, diferentemente das equagdes obtidas em (2.9) e (2.10), deduz-se as equagdes de movimento

hamiltonianas generalizadas envolvendo também os vinculos:

. OHp
o 2.1
Gi , (2.16)
bi = —a;[ r (2.17)
qi

tal que, a partir do resultado encontrado em e (2.17), estabelece-se para qualquer grandeza

A(q, p): oA oA
A= =G+ -
0q; Op;

No entanto, ao calcular os parénteses de Poisson, deve-se atentar aos vinculos do sistema em questo,

caso se utilize diretamente (fortemente) no calculo os vinculos primdrios (2.7)), terfamos um resultado
incorreto pois Hp = H. Portanto, deve-se trabalhar com os parénteses de Poisson antes de se utilizar

os vinculos primdrios (2.7)), e para isso, introduz-se um novo conceito chamado igualdade fraca:

ém(q,p) =0, (2.19)

onde o vinculo agora é chamado de fracamente nulo, isto significa que nao se pode tratar os vinculos
®m(q, p) como uma fung¢do identicamente nula, pois do contrdrio, os parénteses de Poisson com os
vinculos seriam identicamente nulos e a redefini¢do da hamiltoniana seria indcua. Devemos primeiro

calcular todos os parénteses de Poisson e s6 entdo implementar os vinculos. Por conseguinte, pode-se
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reescrever as equagdes de movimento da forma
Alq.p) = {A, Hp} = {A, H} + Mo A, 6} (2.20)

Para comecar a atuar com o algoritmo de Dirac-Bergmann, € necessdrio que se cumpram as condi¢coes
de consisténcia dos sistemas vinculados, isto é, trocando a fungido A(q, p) da relagdo (2.20) por um
vinculo ¢,,, € evidente que ¢,, deve ser nulo por consisténcia, ou seja, cada vinculo € vélido para todo

instante "t". Assim, tem-se a estrutura a ser utilizada pelo algoritmo:

G (0, 9) = { s H} + A {m, b} =~ 0 2.21)

Observe que devemos calcular os parénteses de Poisson na relacdo (2.21) antes de aplicar fortemente os
vinculos primdrios. A depender das diferentes combinagdes entre os possiveis resultados dos parénteses
de Poisson, obtém-se diferentes conclusdes intermedidrias para o algoritmo, desde a apari¢ao de novos
vinculos, chamados vinculos secunddrios, a determinagao dos multiplicadores de lagrange \,, ou a
condi¢do de consisténcia sendo identicamente satisfeita. Assim, o uso da condi¢do de consisténcia

(2.21)) dos vinculos primdrios resulta em quatro possiveis casos:

e Caso1: {¢,,, H} = 0, {dm, Pn} =0

Esse € o caso da condic¢ao de consisténcia identicamente satisfeita, isto €, 0 ~ (0. Se isto ocorrer, o
algoritmo € finalizado e os vinculos encontrados até o0 momento serdo os tnicos vinculos do sistema.
Sem adicao de vinculos secundarios ou posteriores, os multiplicadores de Lagrange permanecerao
totalmente arbitrarios. Essa arbitrariedade ndo significa que o modelo fisico nao tem poder preditivo,

mas que ha coordenadas redundantes (simetrias de gauge) como veremos posteriormente.

e Caso2: {¢p, H} ~ 0, {¢pm, dn} %0

O multiplicador de Lagrange tem solucao trivial:

Am=0=H,=H (2.22)

e Caso3: {¢,,, H} %0, {dm,dn} %0

Neste caso, as condicdes de consisténcia determinam os multiplicadores de Lagrange, ou seja, ndo
existe arbitrariedade no sistema. Visando a determinacio dos multiplicadores de Lagrange, define-se

uma matriz C"

Crn = {bm, On} (2.23)

que deve ser ndo singular, det(C,,,) % 0, e portanto de ¢,, = {¢,, Hp} ~ 0 tem-se de (2.21) que

sendo que C'~! é a matriz inversa de C.

* Casod: {¢,,, H} % 0, {dm,Pn} =0
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Somente neste caso as condi¢des de consisténcia dos vinculos primdrios geram vinculos secundérios:
X;j(¢:p) = ¢;(q,p) = 0, j=12,...,r; r<N-N (2.25)

Vale ressaltar que nao necessariamente todos os vinculos primdrios gerardo vinculos secunddrios, por

isso 7 < N — N’. No pr6ximo passo deve-se utilizar o algoritmo para os vinculos secunddrios:
Xr(@,p) = {xr, H} + Au{Xr, d} & 0 (2.26)

Note que se o resultado obtido for igual ao caso 1, 2 ou 3, o algoritmo acaba, porém, se o resultado
obtido for o caso 4, isto é, {x,, H} % 0 e {x,, ®n} =~ 0, entdo aparecerdo vinculos tercidrios € o
procedimento com o algoritmo continua até ndo se encontrar mais vinculos no sistema, sejam eles
tercidrios, quaterndrios, etc. E comum na literatura se denotar como vinculos secundérios todos aqueles

que nao sao vinculos primdrios.

Neste ponto da andlise ja se sabe como calcular a evolucao temporal dos vinculos e também se sdo
vinculos primdrios ou secunddrios. Ainda assim, € de extrema importancia especificar ainda mais uma
classificacdo entre os vinculos.

Define-se como vinculos de primeira classe aqueles cujos parénteses de Poisson com todos os
vinculos sao fracamente nulos, ou seja, se anulam quando igualamos a zero todos os vinculos, incluindo
primdrios e secunddrios. Define-se também como vinculos de segunda classe aqueles que tem ao
menos um parénteses de Poisson ndo fracamente nulo com pelo menos um vinculo.

E importante realizar corretamente a contagem dos vinculos de primeira e segunda classe por
causa dos graus de liberdade fisicos da teoria e também porque os vinculos de primeira classe geram
transformacdes de gauge, com raras excegdes.

Se houver vinculos de primeira classe na teoria, haverd possiveis conjuntos de varidveis canonicas
que correspondem a um mesmo estado fisico e, portanto, para anular essa ambiguidade, impde-se
restricoes chamadas de condigoes de gauge. Mais precisamente, impondo tais condi¢des de calibreE]
(fixacdo de gauge) na teoria, se remove a ambiguidade associada a transformacdo de simetria gerada
por um vinculo de primeira classe.

A contagem dos graus de liberdade de um sistema fisico na formula¢do hamiltoniana se d4 através
de

Np =Ny — FCC - SCC - GF (2.27)

sendo Nz o nimero de graus de liberdade fisicos na formulagao hamiltoniana, Ny a dimensao do
espaco de fase, F'C'C' o numero de vinculos de primeira classe, SC'C' o nimero de vinculos de segunda
classe e GF' o nimero de condi¢des de fixacdo de gauge. Mas nota-se que cada vinculo de primeira
classe independente permite uma fixacao de gauge, portanto, como F'C'C' = G'F’, para a formulacao

hamiltoniana, o nimero dos graus de liberdade fisicos se d4 entdo por

Np =Ny —2FCC - SCC (2.28)

3 Nesta dissertagdo usamos tanto a palavra inglesa "gauge" como a tradugio "calibre" para o portugués.
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Na formulacao lagrangiana a contagem dos graus de liberdade fisicos é equivalente a

N % _ Npg — 2FCQ’C'— ScC (2.29)

E de suma importincia checar a contagem de graus de liberdade do sistema fisico. Modelos
que descrevem particulas elementares sem massa de spin-s inteiro possuem dois graus de liberdade
em D = 4 dimensdes correspondendo as helicidades +s. Portanto, essa deve ser a contagem que
esperamos para os modelos de spin-3 sem massa, abordados no capitulo 4.

E de se esperar ganhar ou perder graus de liberdade de acordo com a simetria local presente. Estes

casos serdao abordados no decorrer do trabalho.

2.2 APLICACAO DO ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN EM TEORIA DE CAMPOS

Na secdo anterior, mostramos que a mecanica analitica de um sistema fisico com um nimero
finito de graus de liberdade N é descrito pelas coordenadas generalizadas ¢;(t) em seu formalismo
lagrangiano ou também por um ponto (¢;, p;) no espago de fase hamiltoniano. No entanto, deve-se
notar ao usar esses formalismos em teoria de campos, que os sistemas fisicos sdo representados por
campos cldssicos que possuem uma infinidade continua de graus de liberdade, isto €, deixam de ser
descritos por coordenadas discretas ¢ e passam a ser representados por uma coordenada continua z
associada a cada ponto do espago-tempo (¢ = ¢(z,t)). Agora, o estado do sistema € inteiramente
caracterizado pelos seus campos e suas derivadas. Define-se a chamada densidade de lagrangiana

L(z) = £ [0,¢, ¢], de tal forma que a lagrangiana do sistema continuo deve ser expressa comdf'}

Lig) = [ do £0,0.0), 230
Portanto, a acdo que define uma teoria de campos, unidimensional para este exemplo, tem a forma
S = /dt/Rdx L(0,0,¢), (2.31)
onde, como resultado do principio variacional de Hamilton, encontra-se a equacio de Euler-Lagrange
dada por: " e

Para adentrarmos no formalismo hamiltoniano, analogamente definimos 0 momento canonicamente
conjugado a ¢(z, t):
oL
m(z,t) = ——— (2.33)
0¢(x,1)

onde agora, similarmente ao que foi definido para um sistema com nimero finito de graus de liberdade,

definimos a densidade de hamiltoniana candnica

H—mp—L (2.34)

4 Supomos que ndo h4 dependéncia explicita nos pontos do espago-tempo (x,t)
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de modo a obter a hamiltoniana canOnica do sistema
H = / dz H (2.35)

tal que as equacdes de hamilton derivam do principio variacional tornando-se:

. SH 9% O
@) =5 " ar e
)
M =55~ 06 T %a00.) 237

(2.36)

Agora, 0 paréntese{] de Poisson para dois campos dindmicos arbitrarios A e B €

_ 0A(y) 0B(z) _ 9B(2) 0A(y)
(.50} = [ ae |50 - Sy 3
Assim, temos os parénteses candnicos fundamentais em tempos iguais:
{p(z,t),p(2", 1)} =0 = {7 (x,t), (', )} (2.39)
{p(x,t), 7(2,t)} = 6P o —2) (2.40)

Os parénteses de Poisson relevantes que serdo utilizados ao decorrer desta dissertagdo entre os campos e
momentos de rank-2 e rank-3 estardo abertos explicitamente no apéndice (A)), assim como para facilitar
a notagdo utilizada nesta dissertacdo, trocaremos §°~!(z — ') por 6 (z —’). Analogamente a adaptagio
feita para o formalismo hamiltoniano em sistemas regulares apresentado até agora, temos também um
paralelo relacionado aos sistemas singulares, cujas equacdes de definicdo de momento nao sao
inversiveis para todos os campos éj comj =1,---, N em fun¢do dos momentos 7;(x, t), resultando

no surgimento das relagdes de vinculos primdrios relacionadas as N — N’ velocidades indeterminadas
Om(o,m) =0, m=1,...,N—N' (2.41)

de modo que podemos reescrever todo o desenvolvimento do algoritmo de Dirac-Bergmann da secao
anterior similarmente apenas fazendo alteracdes referentes as notacdes de teoria de campos juntamente

com a hamiltoniana primdria agora descrita por
Hp = /dx [H 4+ Ao - (2.42)

onde \,, = A\, (z,t) representem N — N’ campos multiplicadores de Lagrange. A hamiltoniana
Hp devera ser utilizada nos parénteses de Poisson das evolu¢des temporais dos vinculos e para

D dimensdes, ou seja, D — 1 espaciais e uma de tempo, as integrais [ dx serdo substituidas por
D—1
Jo, A7 '

> Note que em (3.152)) substitufmos a soma discreta sobre j = 1,2, ..., N por uma soma continua (integral).
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3 APLICACOES DO ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

Com a fundamentacao tedrica resumida no capitulo anterior El, serd apresentado o formalismo de
Dirac aplicado em alguns modelos de tensores de ranks 1, 2 e 3 a fim, ndo sé de criar familiaridade
com o método que serd utilizado mais a frente no modelo PBF como também apresentar formas
lagrangianas que contém estruturas similares a alguns termos presentes na lagrangiana de Fronsdal e
no desenvolvimento dos modelos PBF. Os modelos das subsecoes e (3.2) tém simetrias de gauge
irrestritas ao contrario dos modelos das subsecdes (3.4) a (3.7). Na subsec@o (3.3) comentaremos e

aplicaremos o procedimento de Castellani para construcdo de geradores de simetria de gauge.

3.1 MODELO DE MAXWELL

Comecaremos a aplicacdo do algoritmo de Dirac com um modelo classico da literatura, a teoria de
Maxwell para o eletromagnetismo, teoria esta que descreve particulas ndo massivas de spin-1 (féton).

A densidade de lagrangiana da teoria na auséncia de fontes externas é dada pmﬂ

1
LMAX:_ZFWFW? w,v=0,1,2,...,D—1 (3.1)
onde F,, = 0,A, — 0,A, = —F,, é o tensor do campo eletromagnético que possui simetria de gauge
sob a transformacao
0A,(x) = 0,€(x) (3.2)

onde e(x) = €(x;, t) ¢ uma funcdo arbitraria dos pontos do espago-tempo com a Unica restri¢do que
usamos também para os campos, que devem ir para zero no infinito espacial (z; — 00). O campo ()
¢ chamado de pardmetro de gauge.

Separando as componentes espaciais das temporais, pode-se reescrever (3.1]) de forma a obter

1. . . 1 1
de onde obtém-se os momentos canénicos

0L

To = —— =0 3.4)

0Ap

0L .

oA 0 (3.5
tendo portanto um vinculo primdrio na teoria:

p=my~0 (3.6)

' Para mais detalhes, vide os trabalhos (Dirac, |1964), (Sundermeyer, |1982), (Henneaux; Teitelboim, [1992)), (Gitman;
Tyutin, [2012), (Castellani, [1982). Para leituras mais recentes, vide os trabalhos (Golovnev, [2023), (Santos| |[2018a)), e
(Santos, [2018D).

Nesta dissertagdo trabalhamos com a métrica 1, = (—, +, ..., +) em D-dimensdes.
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A densidade de hamiltoniana candnica é

. 1 1
H= 71'#14# - L= §7TZ'7T1' + WiaiA() + ZEJEJ (37)

Assim, a hamiltoniana primdria do modelo é dada por
p-1 (1 i i 1
Hp = d T 571' ™+ 8,A0 + ZE]F” + )\QO (38)

Portanto, devemos aplicar a condicao de consisténcia no vinculo primdrio encontrado:

Para ¢ = my =~ 0: Os parénteses de Poisson relevantes sdo:

{e(), H(2)} = {mo(y), H(2)} = =m0} (z)d(x — y) (3.9)

Logo, apds integracdo por partes

O = /dD_lx Omi(z)d(x — y) = Oim;(y) =~ 0. (3.10)
Encontrando assim o vinculo secundario (lei de Gauss)
X =0 ~0 (3.11)

Deve-se aplicar novamente a condi¢ao de consisténcia agora no vinculo secundario.

Para y = 0;m; ~ 0: Os parénteses de Poisson relevantes sdo:

(). H(@)} = {0m(y). K@)} = =0 |9,A0)0)" = A (@)0 | bz —y)  (B.12)

Portanto,

X = —/lew ai(y) |:83Az(.1')8](x) _ (9114](-1')62(95)] 5($ _ y) _ VQ&AZ(y) N VQ@jAj(y) — 0 (3.13)

Logo, vemos que a condi¢do de consisténcia para o vinculo secunddrio (3.11)) € identicamente satisfeita,
concluindo que nao ha outros vinculos na teoria. Os vinculos ¢ ~ 0 e x ~ 0 formam um par de

vinculos de primeira classe, pois:

{o,x} = {mo, Om;} = 0. (3.14)

A contagem de graus de liberdade para este modelo através do algoritmo de Dirac-Bergmann se da de

acordo com (2.29) por
2D -4

2

Para D = 4, temos N = 2, ou seja, os graus de liberdade referentes as helicidades s = 41 do f6ton.

N =

=D —-2. (3.15)
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A mesma contagem pode ser feita no formalismo Lagrangiano. De acordo com as equagdes de

movimento para o eletromagnetismo,
0, F" =0 = 04" - 0"(0,A") =0 (3.16)

escolhemos o calibre de Lorenz, 0, A" = 0, para que as equagdes de movimento se simplifiquem para
uma equacdo de onda [JA” = 0. No entanto, essa fixagcdo ndo exclui completamente as redundancias
da teoria. Se aplicarmos a transformacao de gauge (3.103)), e calcularmos a divergéncia do novo campo,

teremos:
OAM = 0, [A" + "e()] (3.17)

Como J,,A* = 0, o novo campo A" continuard obedecendo ao calibre de Lorenz se [Je = 0, sendo
esta uma simetria de gauge residual, onde a teoria permite transformagdes adicionais desde que o
pardmetro €(z) seja solugdo da equagdo de onda, de tal forma que, devido a simetria residual, podemos
impor uma segunda fixagdo de calibre, como por exemplo Ay = 0. Assim, a partir da fixagdo de Lorenz
e da fixac@o da simetria residual, podemos fazer a contagem lagrangiana, onde cada restricdo imposta
ao campo A,, que possui D componentes elimina um grau de liberdade das suas componentes originais
e terminariamos com:

N=D-2 (3.18)

tal que, para D = 4, encontra-se N = 2, justamente os graus de liberdade obtidos anteriormente com
o algoritmo de Dirac referentes as helicidades do féton.

Sempre € importante verificar a positividade da hamiltoniana apds implementarmos os vinculos
fortemente, ou seja, a chamada Hamiltoniana Reduzida deve satisfazer: H,., > 0 , pois se ela
pudesse assumir valores infinitamente negativos, as solugdes cldssicas seriam instaveis. A condi¢do de
positividade garante a existéncia de um limite inferior de energia, isto é, podemos construir estados
excitados estaveis. Para se verificar a positividade da hamiltoniana reduzida, deve-se tomar todos
os vinculos como igualdades fortemente nulas na hamiltoniana primaéria, isto €, eliminarmos todos
os graus de liberdade redundantes da teoria. Para o modelo de Maxwell, teriamos a hamiltoniana

parcialmenteﬁ] reduzida explicitamente positivo definida:

. 1, 1
- / PP {57@? + ZF%} (3.19)

Observe que o momento (3.5)) pode ser reescrito como m; = JyA; — 0; A9 = Fy;, assim, tendo em vista

3 Escreve-se "hamiltoniana parcialmente reduzida" pois A; e ©* contidos na integral ainda ndo sdo completamente

independentes por ndo terem sido separados em suas componentes longitudinais e transversais. Também, ha outros
métodos para se definir a positividade da hamiltoniana reduzida que, em muitos casos, acaba facilitando sua andlise,
como por exemplo o uso de projetores. Para mais detalhes, aconselha-se a leitura de (Benndorf; Dalmazi; Santos,2017).
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as componentes do tensor do campo eletromagnético (em D = 4),
F. = Y (3.20)

isto €, Fo; = B e Fy; = €, By, podemos reescrever (3.19) num formato bem conhecido em D = 4:
3. 1o 2
Hoq= [ & [E® + B?] (3.21)

3.2 MODELO DE EINSTEIN-HILBERT LINEARIZADO

Nesta secdo, aplicaremos o algoritmo de Dirac-Bergmann no modelo de Einstein-Hilbert lineari-
zado, teoria esta que descreve particulas ndo-massivas de spin-2 em termos de um tensor de rank-2
simétrico (h,,, = hy,).

A densidade de lagrangiana de Einstein-Hilbert linearizada em D dimensdes € dada por
18 RO hoP 18 ho*h 18 ho,h'*" 18 R Ok
Lpn = _Z nltap + Z " - 5 nltVy + 5 " Av (322)

cuja agdo correspondente possui simetria de gauge sob reparametrizacio linearizada que € definida por

D parametros de gauge independentes (¢,,):
Ohyw = Ou€, + D€, w,v=0,1,....D—1 (3.23)

Na secdo seguinte obteremos os geradores de simetria de gauge no formalismo hamiltoniano para
Maxwell e Einstein-Hilbert através do método de Castellani.
Reescrevendo a densidade de lagrangiana de modo a separar as componentes temporais das

espaciais, considerando integragdes por partes onde hojﬁkhjk = 8kh0jhjk, obtemos

1
4

sendo V os termos que ndo contém derivada temporal

Lpy = ~(hi; — b)) — hijOihoj + hidjhe; — V (3.24)

1 1 1 1

1 1 1 1
— §8ih008jhij + é@hk;ﬁjhw + E(QhoZ)Q — 5(8thj)2 (325)
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De (3.24) obtém-se os momentos candnicos
oo = 0 (3.26)
1. 1. . 1 1
7Tz‘j = éhm — §5ljh’kk + (Sijakh()k - §8ih0j - §8jh0i (328)
Assim, determina-se os D vinculos primdrios na teoria como sendo
Yo = Too ~ 0 (3.29)
pj = mo; =0 (3.30)
Podemos obter as velocidades de (3.28)
hfij = 271'@']' — (D — 2) Tkk + 81'}7,03' + 8jh0i (331)
de forma a escrever a densidade hamiltoniana can6nica como:
uv i 2 1 2 1 2 1
j{EH =T h/“, — LEH = 7'('1-]- — (D _ 2) Tii + 27Tijaihoj + Z(azhjk) -+ §alhgoalhkk (332)
1 5 1 1 5 1 9
e, portanto, a hamiltoniana primadria sera
HP = /lel' (j{EH + )\0(,00 + )\jQOj) (334)
Assim sendo, devemos aplicar a condi¢do de consisténcia nos vinculos primérios.
Para ¢y = mgo =~ 0:
Os parénteses de Poisson relevantes sao:
ooy Ho(o)) = [ a2t [~0imys (@00 + 03y (0)0)] 62 )
®woly), 1p\T {L‘2 il \L)0; i \T)O; T Yy
1 (3.35)
=5 [VQhkk<y) — 0;0;hij (y)}
Obtendo a partir de 7y ~ 0 o vinculo secundario:
Xo = Ve — 0;0;hi; = 0 (3.36)
Para ¢; = mp; = 0:
(i), He} = = [ &% 2ra@)0l"] 6z — 4) = 20uma(v) (3.37)

E assim 7y; =~ 0 nos levam ao outro vinculo secundario:
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X1 = O = 0 (3.38)
Aplicando a condicao de consisténcia para os vinculos secunddrios,
® Xo = VQhkk — 818]% ~ 0:

Os parénteses de Poisson relevantes sao:

L Ot Ot
()00} = Vi, 550 — oo SELE —o (339

Tk (2
{xo(y), Hp(z)} = 2/dD_1$V%y) {_(D——(Q)) + Okhok(2) | 6(z — y)
B 20,7 ()

— /dD—lxa§y)a§y) {ZWij(x)

(3.40)
Isto €, a condi¢do de consisténcia € identicamente satisfeita na superficie dos vinculos, ndo levando a

nenhum vinculo terciario.

e Para y; = Oy = 0:

Os parénteses de Poisson relevantes sao:

{(X'(v), ¢"(x)} =0 (3.41)
D) @)y = Vi) =00 | o —y) = (3.42)

; 1 @ 1 2 1 ®
X'(y), Hp(x)} = — /dD_lxaj('y) kakhij(x)a;i 'y §5ijakh00(x)al(g )~ §5ijakhll($)alg :
1 2 1 2 1 2 1 e
— 0o ()0 = 20300 (@)0]” + 50,0l (@)0f" + JOhu(2);”
1 2 1 2 1 z
+Zajhkk<x)a§ ) §8khki(x)8j(- ) 50kt ()0 | 6(x — v) (3.43)
L0V, 4 L0V — 20V hik — 20 V2hop — 20,V hoo
277" Y o 27" 47" 4"

1 1 1 1 1
+ 50i0;0khi + ZlaiVQhk’f - ZaiVQhkkz — EVQajhﬁ — 500;0khs = 0

Como (3.42) e (3.43) sdo identicamente nulas, novamente a condi¢do de consisténcia é identicamente

satisfeita, ndo levando a nenhum vinculo terciario, encerrando-se assim o algoritmo de Dirac-Bergmann
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para o modelo de Einstein-Hilbert linearizado. Logo, para este modelo, obtivemos os seguintes vinculos:

o =7% =0 (3.44)
X' = Vhy — 0,0;hi; =~ 0 (3.45)
X' = 0;mi; ~ 0 (3.46)

N3ao € 6bvio, mas verifica-se que todos os vinculos do modelo sdo de primeira classe. Realizando a

contagem de graus de liberdade do sistema de acordo com (2.29), ou seja,

D(D+1)—4D  D(D - 3)
2 N 2

N = (3.47)

De tal forma que para D = 4 obtemos o nimero de graus de liberdade N = 2, ou seja, os graus de
liberdade referentes as helicidades s = 2. Em D = 5 temos 5 graus de liberdade que correspondem
a2s+ 1coms = 2, que estd de acordo com o numero de graus de liberdade de uma particula de
spin-2 massiva em D = 4 que deve coincidir com o nimero de graus de liberdade de uma particula

sem massa, de mesmo spin em uma dimensao acima (D = 5).

3.3 ALGORITMO DE CASTELLANI E APLICACOES

A aplicacdo do algoritmo de Dirac-Bergmann apresentado no Capitulo 2 permite a identificagdo do
conteudo fisico contido nas lagrangianas singulares através da andlise do estudo da evolucao dindmica
de sistemas onde hd matriz hessiana nula. Contudo, para além da identificacdo do conjunto de vinculos
presentes no espaco de fase, € importante compreender como as transformagdes de calibre emergem
diretamente da dlgebra de vinculos e como se relacionam.

Embora Dirac tenha conjecturado que todos os vinculos de primeira classe atuam como geradores
de simetrias de calibre E], a determinacdo dos geradores de simetrias locais independentes e suas
relacdes com os vinculos de primeira classe foi obtida por Castellani décadas mais tarde (Castellani,
1982). Do seu trabalho conclui-se que o nimero de parametros de calibre independentes em uma teoria
coincide precisamente com o nimero de vinculos primdrios de primeira classe. Nao apresentaremos
aqui uma prova rigorosa do algoritmo de Castellani, mas apresentamos argumentos simples em seu
favor.

No formalismo hamiltoniano, uma transformacgao de gauge € uma transformacgdo gerada por um
objeto G(q, p,t) que mapeia um estado fisico em outro equivalente. Para que GG seja um gerador de
gauge valido no espaco de fase, a transformacao ndo pode alterar a fisica do sistema.

O desenvolvimento do algoritmo de Castellani baseia-se na construcdo do gerador G como uma

4 Dirac comenta: I think it may be that all the first-class secondary constraints should be included among the transforma-

tions which don’t change the physical state, but I haven’t been able to prove it. Also, I haven’t found any example for
which there exist first-class secondary constraints which do generate a change in the physical state.. Ver: DIRAC, P. A.
M. Lectures on Quantum Mechanics. New York: Belfer Graduate School of Science, Yeshiva University, 1964. p. 23.
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combinagdo linear de vinculos de primeira classe:

k
G=> "(t)Gilg,p) (3.48)

=0
onde k estd relacionado com o comprimento total da cadeia de vinculos. Por exemplo, se ha vinculos
quaterndrios em sua teoria, k = 3, ou seja, k € o nimero de geracdes de vinculos secunddrios, e

; i ~ e . . . A ce 2zt ~ s
e = % sd0 i-ésimas derivadas temporais de um pardmetro arbitrario €(¢) e G;(g, p) sdo vinculos de

primeira classe, sendo o tltimo da cadeia (G) um vinculo primdrio de primeira classe. A invariancia

da a¢do de um sistema fisico por uma transformacao de gauge, isto é, S = {S, G} = 0 é dada por

6S = 5/(dtL) =6 / dt(psg' — Hp) =0 (3.49)

onde, integrando por parte, temos
§S = / dt [0pid" — pidq' — 6Hp] =0 (3.50)

no entanto, note que op; = {p;, G} ¢ 0¢; = {q;, G}, logo

5S:/dt _aq it — p; oG —0Hp| =0. (3.51)
oq' Op;
Tal que, lembrando da definicao de derivada temporal total % = % + g—gqi + g—gpi, tem-se
oG dG
0S=[dt|————0Hp| =0 3.52
/ [ ot dt r } (352)

lembrando também que podemos reescrever  Hp tal que

OHp OHp OHp
Hp = —o0\N"={H m .
0Hp 3a 0q + ap op + 8)\7”5)\ {Hp,G} + ¢, 0N, (3.53)
conclui-se que para
oG dG m

onde f %dt € um termo que se anula no contorno, obtém-se

(G Hp) = 0", (3.55)

ou seja, para que haja invariancia da a¢do, a manuten¢do no tempo do gerador de gauge deve ser uma
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combinagdo linear dos vinculos primadrios. Portanto, utilizando a defini¢do (3.48) em (3.53)), temos

k

k
Z ()G, + Ze(i)(t){Gi, Hp} = ¢ppd\™. (3.56)
1=0

=0

Juntando os termos nas somatdrias e rearranjando derivadas temporais de €(t), concluimos que
k
€(k+1)Gk + Z E(Z) |:Gi—1 + {G“ Hp}i| + E(O){Go, HP} = ¢m5/\m (357)
i=1

sendo esta a estrutura matematica sobre o qual reside o argumento central de Castellani: para que G
seja um gerador de simetria, a sua evolugdo dinidmica (o lado esquerdo da equagdo (3.57)) deve ser
composta por uma combinacao linear dos vinculos primdrio (representada por ¢,,0\™). Isso ocorre
porque, na formulacdo do Hamiltoniano Primdrio, apenas os vinculos primarios estdo acoplados a
multiplicadores de Lagrange. Como o pardmetro ¢(t) é arbitrario assim como cada derivada ¢ (t)
a tinica forma da equacio (3.57) ser satisfeita é que cada coeficiente de ¢! (¢) satisfaca a equagio

separadamente, isto &,

(), = Primdrio (3.58)
Gi_1 + {G;, Hp} = Primario; 1=k k—1,...,1 (3.59)
{Go, Hp} = Primdrio (3.60)

Note que, assim como em (Castellani, 1982), a expressdo "Primdrio” significa na verdade uma
"combinagio linear de vinculos primérios". As equacdes (3.58)-(3.60) aparecem em (Castellani, [1982).
Na pratica, tais equagdes sdo utilizadas para obtermos G;(i = k — 1,k — 2,...,0) iterativamente a
partir do vinculo primdrio de primeira classe G, e finalmente construir um gerador GG, dado em (3.48))
para cada pardmetro €(t).

Em (Castellani, |1982) mostra-se que todos os G;(j = 1,2, ..., k) sdo vinculos de primeira classe
e também que essas grandezas (G, estdo definidas a menos de uma combinagdo linear de vinculos
primdrios de primeira classe. Na sequéncia, aplicaremos o formalismo iterativo de Castellani nas
teorias de Maxwell e Einstein-Hilbert.

Comecaremos com a Teoria de Maxwell para o eletromagnetismo, modelo este ja analisado no
capitulo 3 através do algoritmo de Dirac-Bergmann, tem como densidade de lagrangiana da teoria,
dada por (3.1) e é invariante sob a transformagdo (3.103). A hamiltoniana primaria é dada em (3.8).
Temos um vinculo primdrio ¢ = my ~ 0 e um secunddrio y = 0;m; ~ 0, ambos de primeira classe.
Como temos apenas uma geracao de secundérios logo £ = 1 no formalismo de Castellani. De acordo
com Castellani, o coeficiente da ordem de derivada mais alta em e deve ser o vinculo primdrio de
primeira classe, isto €,

G1= ¢ =m (3.61)

Levando em conta que G é definido a menos de uma combinagdo linear de vinculos primarios de
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n_n

primeira classe, podemos introduzir uma constante arbitraria "a"e escrever
Go = —{G1, Hp} + ap = —0im; + am (3.62)

Para o fechamento da dlgebra, devemos verificar se a condi¢do {G, Hp} = dyp € satisfeita, onde a é a

principio arbitrdria. Assim temos:
{Go, Hp} = {—@m + )\71'0, HP} = ax = 5(,0 (363)

Portanto temos a = 0 = a e assim, determina-se que GG; = 7y ¢ Gy = —0;7;, onde podemos, através

de (3.48)), determinar o gerador da transformacéo de simetria:
G = /dD_lx [€G1 + €G] = /dD_lm [émg — €0im;] (3.64)

De 0A, = {A,, G}, temos:
0Ay =€ ; 0A; = O (3.65)

onde se verifica justamente a transformaca@o de simetria apresentada em (3.103).
Agora nos voltamos ao modelo de Einstein-Hilbert linearizado utilizando o algoritmo de Castellani.
O objetivo é confirmar no formalismo hamiltoniano a simetria de gauge (3.23) que depende de D-
pardmetros (¢,). Os vinculos primérios (p,,) € secunddrios (,) do modelo de Einstein-Hilbert estao
dados em (3.44)-(3.46). De acordo com o algoritmo de Castellani, os coeficientes da ordem de derivada
mais alta em e devem ser os vinculos primarios de primeira classe, isto €,
Gol = $o = Too

i (3.66)
G’y ¥j = Toj

evidenciando-se que em G*, o indice 1 representa o gerador que acompanha a primeira ordem de
derivada em € e o indice . representa a qual vinculo esta associado. Assim, obtemos G de G, via
(3.59) adicionando uma combinagao linear arbitrdria, a principio, dos vinculos primdrios de primeira
classe, isto é, de (3.59) temos:

0 0
G% +{G"1, Hp} = aopo + a;p;
G% = —Xo + aopo + a;¢p;

onde a,, sdo constantes a principio arbitrarias. Para o fechamento da dlgebra, devemos verificar se a

condi¢do {G%, Hp} = Primdrio € satisfeita,

{G%, Hp} = {—x0 + aopo + ajpj, Hp} = cppo + ajp; (3.67)

= 0jX; T GoXo T ajX;j = Qoo + ;5

e para isto, se determina os coeficientes tal que ap = 0 = «,, e a; = —0;, resultado também obtido

em (Green; Kirtushcheva; Kuzmin, 2011)). Logo, para a componente temporal, coeficiente do termo €
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tem-se
GOO = —Xo — ajSOj (3.68)

Agora de (3.59) para os vinculos espaciais temos:
Gl +{GP1, Hp} = oo + 8¢,
G7o = —x; + oo + 50,

Portanto, para o fechamento da 4lgebra, devemos verificar se a condi¢ao
{G7y, Hp} = Boo + Bjp; é satisfeita

{Go, Hp} = {—x; + 800 + &j;, Hp} = Bowwo + Bjp;
= 0+ dgxo0 + 8;x; = Popo + Bjp;

(3.69)

e para isto, se determina os coeficientes tal que 4, = 0 = 3. Logo, para o coeficiente de ¢; tem-se
Gy = —x; (3.70)
Com isso, temos o gerador da transformacdo de simetria do modelo de Einstein-Hilbert linearizado:
G = /dd_lx [€,G"1 + €,G"] = /dd_lm [éomoo + €;m0; — €0(x0 + Ojmoj) — €;0:m;4] 3.71)

onde se verifica de 6h,, = {h,G},

dhoo = €o (3.72)
1

(5h0j = 5(15] + ajifo) (373)
1

tal que se obtém justamente a simetria 6k, = d,€, + O,¢, de (3:23) com €, — 3¢, Concluimos que

temos os D geradores de simetria de gauge dados por:

1
G=> el(t)G!(q,p) (3.75)

i=0
onde (G representa uma combinacio linear de geradores independentes, uma vez que cada componente
do vetor ¢, ¢ independente por si. Com G% dados em (3.66), (3.68)) e (3.70). Nos exemplos de Maxwell

e Einstein-Hilbert, vemos que hd um gerador associado a cada parametro de gauge independente.

Como cada um deles comecga com vinculo primdrio de primeira classe, temos a correspondéncia um a

um entre vinculos primdrios de primeira classe e parametros de gauge independentes.
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3.4 MODELO MAXWELL-LIKE (M-L) DE SPIN-2

Os modelos "Maxwell-Like"sdo modelos que foram introduzidos em (Campoleoni; Francia, 2013)
para tensores simétricos de rank-s com s = 2, ..., 00. Se ndo houver restri¢do nos tracos do tensor de
rank-s, o modelo M-L descreve particulas sem massa de spin s, s — 2,...,0 (ou 1) dependendo de s
ser par ou impar. Neste trabalho, a andlise dos modelos Maxwell-like e dos modelos triviais das secdes
seguintes (3.5) e (3.7) é de muito interesse pois sdo invariantes por transformagdes de gauge com os
parametros de gauge satisfazendo certas restri¢des do tipo equacao diferencial como € o caso do PBF .
Além disso, os modelos Maxwell-Like rank-s no caso especial em que o campo simétrico de rank-s
ndo possui traco obtemos o modelo de Skvortsov-Vasiliev (Skvortsov; Vasilievl, 2008) que descreve
particulas sem massa de spin-s apenas, ou seja, o mesmo contetido dos modelos de Fronsdal e PBF de
spin-s.

No caso de spin-2 temos a densidade de lagrangiana:
1
Larr = Sl O + (0,h")? (3.76)

que é chamada de lagrangiana Maxwell-Like de spin-2, isto €, uma lagrangiana cuja estrutura é
parecida com a lagrangiana de Maxwell, ou seja, temos um termo h[h e outro termo de divergéncia
ao quadrado (O - h)?. Comparando as equagdes de movimento de com as equagdes de Maxwell,
temos que as equacdes de movimento de (3.76)

Ohye — (0,0%hay + 0,0%hay) = 0 (3.77)

sdo semelhantes as Equagdes de Maxwell (JA, — 0,,(0%A,) = 0, daf a nomenclatura Maxwell-Like

(M-L). A acdo do modelo possui simetria de gauge sob reparametrizacao linearizada transversa
Shyw = 0ue,” + Oe,” (3.78)
onde a divergéncia do parametro de gauge vetorial € zero:
e, =0 (3.79)

Esta simetria é chamada na literatura (Temifo, 2008f] de TDiff, ou seja, difeomorfismos (linearizados)
transversos. Note que devido a restri¢do, o numero total de parametros de gauge independentes se
torna:

Ny=D -1 . (3.80)

Separando as componentes temporais das espaciais, reescrevemos a densidade de lagrangiana

> Em (Temifio, [2008), pode-se verificar que h4 um modelo generalizado de rank-2 que depende de dois coeficientes a e b.

Ele contém os modelos Diff (Einstein-Hilbert), TDiff, WTDiff. e o préprio Maxwell-Like paraa = b = 0.
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1} que, considerando integracoes por partes onde hojﬁkhjk = 8kh0jhj 1> obtemos

1 . . . . 1
Larr = = 5 (hgo = 1) + 2hooDshjo — 21503 h0i — 5 (Dihgy)”

1 (3.81)
+ (aih0j>2 - (8jh0j)2 + (aihij)2 - §(az‘hjk)2
Desta forma, os momentos canonicos Sao
oo = —hog + 20;hg; (3.82)
o = 0 (3.83)
mij = hyj — (Biho; + i) (3.84)
Portanto, obtemos os D — 1 vinculos primarios
@; = mo; ~ 0 j=12...,D—-1 (3.85)
Deste modo, a densidade de hamiltoniana é dada por
j{ - 7TOOI:L00 + Wojhoj + 7[—1]]1” - L
1
= _§(W80 - ij) + 2m00ihg; + ﬂ-’ij(a’ih()j + 0jhg;) — (aihz‘j)Q (3.86)
1 1
+ 5(311100)2 + §(aihjk)2
e, portanto, a hamiltoniana primadria sera
Hp = /dD_lzv (H + \jpj) (3.87)
Por conseguinte, devemos aplicar a condi¢do de consisténcia nos vinculos primérios.
Para ¢; = my; = 0:
Os parénteses de Poisson relevantes sao:
{o(y), Hp(z)} = 20ym00 + Oimir + 0 (3.88)
=2 [(9171'00(37) -+ &ml(x)]
Logo,
Sbl ~ 2 [8[77'00(37) + 817715(90)] (389)
Encontrando entdo os vinculos secundérios:
Xl:alﬂ'oo—l-aiﬂ'il%(), l:1,2,7D—1 (390)

Aplicando novamente a condi¢ao de consisténcia agora no vinculo secundario.
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Para y; = O;mo0 + On Wy, = 0:

Os parénteses de Poisson relevantes sdo:
{xi(y), Hp(z)} = =0,V?hoo + 010;0mhim + V?0:hi — VO (3.91)
Portanto, a condicao de consisténcia é
Xi & Oy [0i0mbim — VZhoo] = 0 (3.92)

onde, multiplicando o resultado por 9;, obtém-se que V*(V?hgy — 0, Oihim) ~ qﬂ pode-se concluir

por um vinculo tercidrio tal como
& = V2hoy — 00mhim = 0 (3.93)

Portanto, continuaremos com a aplicac¢ao do algoritmo sobre o vinculo tercidrio encontrado.

Para§ = V2h00 — 8lamhlm ~ 0:

{f(y), HP(Q?)} = — V27TOO + 2V281h10 - 818m7nm — 8lam (8lh0m + athl) (394)

Logo,

: 2

f ~V Too + 818m7rlm = 8;(8l7r00 + E)mmm) = 8le ~ 0 (395)
Portanto, a condicao de consisténcia € fracamente satisfeita e ndo leva a um novo vinculo na teoria.

Para verificar se o vinculo tercidrio € de primeira ou segunda classe, € preciso analisar o parénteses de

Poisson do vinculo tercidrio com todos os vinculos, € ndo somente com o primario. Assim,

1€(y), xj(7)} = (VQij - aiyajyaix)é(x ) (3.96)
onde, utilizando a relagio 0,70 (z — y) = —0,"(x — y) tem-se que
{€W) x;(@)} =0 (3.97)

Assim, temos que todos os vinculos deste modelo Maxwell-Like, a saber,

wj = moj =0 (3.98)
Xt = 0o + Oimyy ~ 0 (3.99)
& = V?hoo — 9,0l = 0 (3.100)

sdo vinculos de primeira classe. O numero total de vinculos que temos em (3.98)), (3.99) e (3.100)

€2(D —1)+ 1= 2D — 1, consequentemente, o nimero de graus de liberdade do sistema em D

®  Como em teorias de campos usuais, a0 tomarmos que 0s campos e 0s momentos Vo a zero no infinito, a tnica solucio

da equagdo de Laplace V2f =0¢é f = 0.
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dimensGes ¢ D(D+1)—-212D -1 D—-2)(D -1
w=DRED-20D D _(P-2D-1) G100

Para D = 4, temos que o nimero de graus de liberdade € N = 3, ou seja, os graus de liberdade

referentes as helicidades s = £2 e s = 0, como esperado pois o0 modelo Maxwell-Like de spin-2 € um
caso especial do modelo TDIFF Lrp(a,b), vide (Santos, 2020) com a = b = 0. Esse modelo contém

uma particula de spin-2 e outra de spin-0, ambas sem massa.

3.5 MODELO TRIVIAL DE RANK-1

A diferenca, vide (Dalmazi; Martins, 2025), entre a lagrangiana dos modelos de Fronsdal e PBF de
spin-s se constitui em um quadrado de uma divergéncia do tragco de um campo que € de duplo traco
nulo para s > 4, isto é, para s = 3,4,5, ..., respectivamente temos (0"h,,)?, (0"h,,)% (0" hywa)?,
etc, onde h, = 77“5 hpag fLW = 77“5 ?La[g,w e Bum = 77%8 ?LWWO(. Uma barra em cima de 4 indica
que o traco do campo é nulo, enquanto duas barras significam que o duplo trago do campo é nulo. E
fundamental para a consisténcia dos modelos PBF que tais termos nio tenham contetdo fisico por si
s0. Os proximos modelos confirmam essas expectativas.

Dando inicio a andlise dos modelos "triviais" (modelos que ndo possuem conteudo fisico), come-

caremos por um modelo vetorial simples cuja densidade de lagrangiana é:
1 o 1. . 1 9
L= 5(8“14“) = §AO — Ap0;A; + 5(6jAj) (3.102)
que possui simetria de gauge sob a transformacao
§A, () = €' (z) (3.103)
onde a divergéncia do parametro de gauge vetorial € zero:
e, =0 (3.104)
Portanto, o nimero total de parametros de gauge independentes é:
Ny=D-1 . (3.105)

Desta forma, os momentos candnicos sao

oL -
U 8_140 = AO — 8jAj (3106)
T = —84 =0 (3.107)
DA,

Obtendo entdo D — 1 vinculos primadrios:

p; =m; ~ 0, j=1,...,D—-1 (3.108)
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Assim sendo, a densidade de hamiltoniana € definida por:
. 1,
H= WﬂAu — L= 571'0 + WoajAj (3109)
Portanto, a hamiltoniana primadria serd definida por
}ﬁ:/fHﬂH+&%) (3.110)

Consequentemente, devemos aplicar a condi¢@o de consisténcia nos vinculos primarios.
Para ¢; = m; =~ 0:

Os parénteses de Poisson relevantes sao:

{wi(y), Hp(x)} = 9ymo (3.111)

Assim sendo, temos

p; ~= 0;my~ 0 (3.112)
Note que, como J;my ~ 0, supondo que os campos se anulem no infinito, entdo a solu¢io para esta
equacdo € que my ~ 0, de tal forma que determina-se efetivamente o vinculo secundédrio como:

Y =m~0 (3.113)

que deve satisfazer também a condi¢do de consisténcia.

Para x = 7y = 0:

Os parénteses de Poisson relevantes sao:

{x(v), Hp(2)} =0 (3.114)

De modo que assim verifica-se que a condi¢@o de consisténcia € identicamente satisfeita, evidenciando

que nao ha novos vinculos na teoria. Portanto, para este modelo, obtivemos os seguintes vinculos:

Wj%()%’ﬂ'o (3115)

Isto €, todos os momentos do sistema sdo fracamente nulos! De modo que se 7, =~ 0 sdo os vinculos
deste modelo, entdo os parénteses de Poisson entre eles, {7@“ m,} ~ 0, evidenciando que sdo todos de
primeira classe. Deste modo, a contagem de graus de liberdade do sistema ¢:

2D — 2D
NF:T:O

(3.116)
Caracterizando a auséncia de conteudo fisico deste modelo, resultado este esperado de acordo com

esta teoria que € chamada de puro gauge, ou seja, todo o contetido do campo A* € uma simetria de
calibre pois a equagio de movimento de (3:102) € 9,0"A, =0 = 9“A, = 0, ouseja, A, = AT .
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3.6  MODELO TRIVIAL DE RANK-2 DE TRACO-NULO

Agora analisaremos um modelo n@o massivo descrito por um tensor simétrico de rank-2 h,,,, dado
por uma densidade de lagrangiana:
£ =[0"n,)’ (3.117)

tal que EW representa a parte sem trago (7**h,,, = 0) do tensor h,,, simétrico (h,, = h,,), isto &,

By = hy — %h (3.118)

sendo D a dimensdo do espago-tempo e h o trago do campo h,,,, ou seja, h = n**h ,, = —hoo + hj;.

pv?
Neste trabalho supomos que D > 3. Portanto, efetivamente temos a densidade de lagrangiana tal como

&= [0 (b, - ”l“)”hﬂz (3.119)

Este modelo possui simetria de gauge da forma

Oh, = N (3.120)
onde a parte sem traco dos parametros de calibre deve ser transversa:

oA
o=

Devido as D restri¢gdes (3.121]), o nimero de pardmetros de gauge independentes é:

Ny = 0"\ — 0, v=20,1,...,D—1 (3.121)

D(D+1) ,_ DD-1)

Ny —
A 9 9

(3.122)

Reescrevendo a densidade de lagrangiana (3.119) separando as componentes temporais € espaciais,

obtém-se
o,h o"h
L= I _ v av _
(e 38) (=22
: 1 . . 2 . 0; 2 G-123)
=— [—hoo + Jjhg; + B(hoo — hjj):| + {_hOj + Ochyy, + ﬁ(hoo - hm)}
onde hW = Oohyw 1,5,k =1,2,--- D — 1. Deste modo, verifica-se que os momentos candnicos
sdo tais que
2(D —1 . 1. .
Too = —( D ) [_hoo + 8jh0j + 5<h00 o hjj)] ’ (3.124)
. (9]‘
moj = —2 9 —hg; + Okhyy, + E(hoo — hy;) , (3.125)
2 : 1 . .
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onde, a partir da equagio (3.126)), de forma visivel, para i < j obtém-se os vinculos primérios [/
;= M5 =0, 1<] , (3.127)

Note que, a partir das equacdes (3.124) e (3.126)), obtém-se outros D — 1 vinculos primadrios:

QOZZZWOO—(D—l)Tf”%O l:1,2,...,D—1 , (3128)

perceba que, embora repetido o indice [ ndo estd sendo somado em (3.128]). Portanto, o nimero total

de vinculos primarios é dado por:

(D-2)(D-1) , , | _ DD~

Nppr —
PC 9 2

(3.129)

Substituindo as equagdes (3.124)) e (3.125) em (3.123), reescreve-se a densidade de lagrangiana em

fun¢do dos momentos candnicos:

D S|
L=—|— —72. 1
|:2(D — 1)7T()0:| + 27T0] (3 30)

Logo, a densidade de hamiltoniana canOnica serd

j{ - 7r00}:l00 + ﬂ_OJh‘OJ + '/T”h,u - L — 7T00h00 + ,/TO]hOJ + Wllh]] - L

D 2 (1 Y* D 1 (3.131)
= — {mﬂ'oo} + {571'03'} -+ mﬂoo@ihio -+ 7T0j |:8th] + Eﬁj(hoo — h”)
de modo que a hamiltoniana primdria toma a forma de:
Hp = /lel’ (j{ + )\l(ﬂll + )\”(,0”) (3132)
onde \;(I =1,2,...,D —1)e \;;( < j) sdo multiplicadores indeterminados a principio. Os vinculos

devem respeitar a condicao de consisténcia:

Para ¢y, = 7, = O com [ < m:

No que segue, os vinculos primdrios ;; foram escritos com os indices /' para ndo haver repeticdo de

indices ao calcular os parénteses de Poisson. Assim, para o algoritmo, usaremos:

1

{un(y), Hp()} = {mn(y), Hp(2)} = 5 (Oom + OnTor) (3.133)

Substituindo (3.133)) na condicdo de consisténcia dos vinculos,

, 1
@m%?wm+%m) (3.134)

7 Lembremos que ;; = ;.
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Determinando os vinculos secundarios:

Xim = OTom + O =0 1 <m (3.135)

Parag@ll:’f(oo—(D—l)’]T”%O, (121,2,,D—1)

Os parénteses de Poisson relevantes sdo:

{euly), Hp(z)} = {moo — (D — 1)my, H(x)}

= %@ﬂoj + (D —-1) (%aﬂroj — (917T01) (3.136)
= 0;mp; — (D — 1)0ymy;
Portanto,
oy ~ 0;mo; — (D — 1)0ymg; = 0 (3.137)
Obtemos entdo outros vinculos secundarios
xu = 0;mo; — (D — 1)y = 0 l=1,2,....,D—1 (3.138)

Note que em ha soma nos indices j (de 1 a D — 1) porém ndo ha soma no indice [, ou seja, temos
um vinculo x;; para cada valor de /. Conclui-se de x; = 0 que 01791 = Oamge = ++- = Op_17Tp_1 =
ﬁﬁjﬂoj. Usando esta informacao e aplicando multiplas derivadas espaciais em , chegamos
a conclusdo que V20;my, = 0 para todos os valoresde [ = 1,..., D — 1. Portanto, com argumentos
utilizados anteriormente, temos que J;mo; = 0, (Il = 1,2,..., D —1). Portanto, utilizando este resultado
e voltando a aplicar derivadas em (3.135), encontra-se que my; = 0. Por conseguinte, efetivamente, os
vinculos secundarios (3.133]) e (3.138]) se reduzem a:

Xj:m)j%(), ]:1,2,,D—1 (3139)
que por sua vez devem satisfazer x; ~ 0, dando entdo continuidade ao algoritmo.

Para x; = my; =~ 0:

Os parénteses de Poisson relevantes sao:

D

{x;(), Hp(x)} = {m;(y), Hp(x)} = 51900 (3.140)

Logo,

, D

Como (3.141)) é valida para j = 1,..., D — 1, concluimos que

E=moo~0 (3.142)
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Para £ = myy =~ 0:
Os parénteses de Poisson relevantes para o vinculo tercidrio sdo fracamente nulos:

{6, 3(@)} = {moo(w), K@)} = 10505 = 0 3,143

devido a (3.139). Portanto, como a evolugao temporal do ultimo vinculo encontrado resultou em um
vinculo ja estabelecido, se diz que a condicao de consisténcia € identicamente satisfeita € ndo hd novos
vinculos na teoria. Vale salientar que, devido ao vinculo (3.142), podemos redefinir (3.128) como
ou=my;~0,(l=1,...,D —1). Assim sendo, para este modelo ndo massivo descrito por um tensor

simétrico de rank-2, obtivemos os seguintes vinculos:

ou =1y ~0 (3.144)
@ =mi; =0 (3.145)

& =mpo~0 (3.146)
Xj = moj = 0 (3.147)

Ou seja, todos os momentos do sistema sdo fracamente nulos! Todos os vinculos 7,3 ~ 0 sdo de
primeira classe pois {m,z3(2), 7., (y)} = 0. Deste modo, realizando a contagem de graus de liberdade
do sistema, obtemos de (2.29) que

2D(D +1 D(D+1
N, _2D(D+1)  DD+1)

2 2

=0 (3.148)

Portanto, este modelo ndo possui conteddo fisico. Para saber se o algoritmo de Dirac teve sua anélise
eficaz, pode-se realizar a contagem dos graus de liberdade do modelo (3.117) através de outros métodos.
Por exemplo através de um modelo equivalente de primeira ordem em derivadas. Adicionando um

campo vetorial auxiliar A, na teoria, tal que

L(Au b)) = 2A"0%h,,, — AFA, (3.149)
= — (A" = 0.h™")? + (Duh™)?
= (9,h")? — AMA,

sendo A" = A" — 0,h**. Vemos que a equagdo de movimento em relagdo a A* leva a:

05
§A#

— 241 = (3.150)

Logo, £(Ay, ) é equivalente ao modelo £ = [9%h,,] ?. Agora, convém analisar este modelo por

outro viés. Note que como BW ndo possui traco, a densidade de lagrangiana (3.149)) equivale a:

_ _ _ Ipha
L(A ) = —2h,0°AF — AFA, = —h,, (amﬂ +OHAT — 717) aﬁAB) —AFA,  (3.151)
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de forma que o termo entre parénteses € simétrico e sem trago como h,,,. A equacdo de movimento em

relacdo a l_lw ¢ dada por:

08
e

2
=0= 04"+ I"A* = EnwaﬁAﬁ (3.152)

Nao € dificil ver de (3.152) que, supondo que os campos vao a zero no infinito, chegamos em A, = 0.
Como segue:

Primeiramente, temos de (3.152)) que
01A =0Ay=---=0p1Ap 1= f (3.153)
Para (p, o) = (i,j) com i # j em (3.152)), temos:
DA +0;A =0 it (3.154)
Aplicando 9'9? em (3.154) e somando em i e j, chegamos a:
V39 A)=0 1=1,2,...,D—1 (3.155)

que leva a 9;A; = 0. Aplicando 9" em (3.154), concluimos entdo que V?A; = 0 e assim A; = 0.
Por fim, com (p, &) — (0, 7) em (3.152) temos dyA; + 0; Ay = 0, e como A; = 0 temos 9; A4y = 0.
Portanto, A, = 0. Assim, L(AW l_zw,) de fato nao possui nenhum contetdo fisico e a contagem de

graus de liberdade devera resultar de fato em zero.

3.7 MODELO DE RANK-3 PURO TRACO

A motivacdo para estudar este tipo de modelo se deve ao fato de naturalmente, ao relacionarmos o
modelo PBF sugerido em (Dalmazi; Martins, [2025]) com o Fronsdal usual para spin-3, percebe-se que
a diferenca entre eles corresponde a um divergente ao quadrado do tragco do tensor de rank-3. Partindo

de um tensor de rank-3 ¢,,,, totalmente simétrico:

¢,u1/a - szlua = Qbyozy - Qbal/,u, = qb(uua) (3156)

Construimos a densidade de lagrangiana abaixo que aparece ao compararmos o modelo de Fronsdal

com o modelo PBF para s=3,
1
L=3 (0"¢,)° (3.157)

tal que ¢,, representa o trago do tensor ¢, ou seja,

G =1""pva = —0Ou00 + Pujj (3.158)
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O modelo (3.157/)) possui simetria de gauge da forma
0bpva = Njwa (3.159)

onde 0"\, = 0, sendo A, = n*”A,,,, o trago do tensor totalmente simétrico A,,,. Note que o nimero

total de parametros de gauge independentes se torna:

D(D +1)(D +2)
3l

Ny = -1 (3.160)

Separando as componentes temporais das espaciais, a densidade de lagrangiana (3.157/) se torna:
1 /. : 2
L= 9 <¢000 — ok — 95%j00 + aj¢jkk> (3.161)

onde, de forma andloga ao caso de rank-2, define-se os momentos candnicos por

0L
Tpva = ——— (3.162)
a(buua
tal que
000 = Pooo — Dok — i bjo0 + i djkx (3.163)
Toor = 0 (3.164)
Tolm = — <¢.5000 — Gor — OxProo + 3j¢jkk> Oim (3.165)
Consequentemente, tem-se os vinculos primérios
1 = mooo + mou = 0 (3.167)
¢k = ook ~ 0 (3.168)
Oim =Tom =0 , [ <m (3.169)
Vijk = Tk ~ 0 (3.170)
Temos um total de vinculos primdrios dado por:
D—-1)(D -2 D—-1)D(D+1 D(D+1)(D+2
NFCC:2(D—1)—I—( I )+< )D( +): (D+1)( +)—1 (3.171)
2 3! 3!
A densidade de hamiltoniana candnica sera
3H = To00Pa00 + Tookboor + 7T0jk¢ojk + Wijkq‘sz‘jk - L
(3.172)

= 50007000 + m000(0jPj00 — 0Pk
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Por conseguinte, a hamiltoniana primdria se configurard por

He = [ a2 (304 3t + Mg+ M + N (3173)

Consequentemente, aplicando a condicio de consisténcia sobre os vinculos primarios.
Para p; = mooo + mou ~ 0:

Os parénteses de Poisson relevantes sdo nulos:

{@uy), Hp} = 0= {&, on} = {1, piji} (3.174)
Assim, estes vinculos primdrios ndo gerarao vinculos secunddrios.
Para p; = myo; =~ O:
Os parénteses de Poisson relevantes sao:

{eiy), Hp} = Omooo ~ 0 (3.175)

Aplicando 0, em temos que V>7go ~ 0 que nos leva a oo &~ 0 que, em conjunto com (3.167)
nos deixa com mo; ~ O paracadal = 1,2,...,D — 1. E fécil ver que ndo haverd mais vinculos
secunddrios nem tercidrios advindos da evolucao temporal. Portanto, os vinculos obtidos neste modelo

de rank-3 sdo os proprios momentos do sistema

© = mooo = 0 (3.176)

1 = moor ~ 0 (3.177)
Pim = Tomm ~ 0 (3.178)
Clmn = Timn =2 0 (3.179)
(3.180)

ou seja, Tap, ~ 0. Todos estes vinculos sdo de primeira classe. Consequentemente, o nimero de graus

de liberdade do sistema em D dimensoOes é

D(D +1)(D +2)

v L[+ 1)(D +2)

-2
2 6

=0 (3.181)
Assim, de forma anédloga ao modelo de rank-2 de trago nulo, este modelo de rank-3 ndo possui graus
de liberdade e portanto ndo contém contetdo fisico. Pode-se mostrar trabalhando com um campo
auxiliar escalar (A), andlogo ao que fizemos no caso do modelo de trago-nulo (3.157) que a auséncia

de conteudo ja era esperada, pois, adicionando-se um campo auxiliar na teoria tal que

L(A, ¢,) =240 ¢, — A> = —(A — 0"¢,)* + (0"¢,)* = (0"¢,)* — A* (3.182)
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sendo A = A — 9*¢,,. Como a equagdo de movimento em relagdo a A implica em:

08 -
— =-24=0 3.183
5A ( )

Logo, £(A, ¢) é equivalente ao modelo £ = (9"¢,)*. Por outro lado, note que a densidade de
lagrangiana (3.182)) equivale a:
L(A, ¢) = —2¢,0"'A — A* = —2¢,0,n*" ' A — A

= _2¢,ua1/

L0 P o) A — AFA O
3\ n Y i

de forma que o termo entre parénteses € simétrico. A equacgio de movimento em relagio a ¢,q,:

5S
5o = 0= (1O 0 A= 0 (3.185)
noww
Nio ¢ dificil ver de (3.185) que, supondo que os campos vio a zero no infinito, chegamos em A =0 .
Como segue:
Now (™ 0" + ™0 +n*"0%) A= (D +2)0"A =0 (3.186)

de onde temos A = 0. Assim, £(A, ¢) de fato ndo possui nenhum conteddo fisico e a contagem de

graus de liberdade devera resultar de fato em zero.
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4 ANALISE DE DIRAC NOS MODELOS DE FRONSDAL E PBF (PRELIMINARES)

Neste capitulo, apresentaremos a descri¢cdo de particulas de higher-spin (s > 3) sem massa e
com spin inteiro. Abordando tanto o modelo canonico de Fronsdal quanto a alternativa recentemente
proposta na literatura, conhecida como modelo Partially Broken Fronsdal (PBF). Inicialmente, discuti-
remos a formulacdo original de Fronsdal que, de forma andloga a teoria de Einstein-Hilbert linearizada
para o graviton (s = 2), é construida a partir de uma densidade de Lagrangiana quadratica em campos
tensoriais totalmente simétricos e de segunda ordem em derivadas. Em seguida, introduzimos o modelo
PBF, que se destaca por flexibilizar as restri¢des sobre as fontes externas oriundas das simetrias de

calibre.

4.1 MODELO DE FRONSDAL

Em 1974 Singh e Hagen (Singh; Hagen, [19744a)) introduziram um modelo quadratico em campos
(livres) que descreve particulas massivas de spin-s inteiro em termos de campos totalmente simétricos
de rank-s,s —2,s — 3,...,0 ou 1 dependendo se s € par ou impar. Todos os campos t€m trago nulo.
O campo de rank-s representa os graus de liberdade fisicos de particulas de spin-s enquanto que os
de rank-r com r < s — 2 representam campos auxiliares (nulos "on shell") que sdo necessarios para
garantir as chamadas condi¢des de FP que levam no final a um total de 2s 4 1 graus de liberdade em
D = 4, que é o numero esperado para particulas de spin-s massivas em D = 4.

No limite de massa zero (m — 0) do modelo de (Singh; Hagenl 1974a) restam apenas os campos
de rank-s e rank-(s — 2), ambos sem traco, que equivalem a um dnico campo de rank-s com a condi¢do

de duplo traco nulo que por sua vez sé existe para s > 4, ou seja,

D peiie = cI)(u1~~-us)
(<I>") = pliHzpHsia =0

H5-eefs H1p2H3HAS- - s

Assim foi obtido em 1978 o modelo de Fronsdal (Fronsdal, |1978) que se tornou o modelo bésico em
teoria de campos para descrever particulas livres de spin-s inteiro sem massa, cuja forma lagrangiana

geral é descrita por

1 —1
Lp= _5(8,0(1)#1#2-..#3)2 + g(amq)muz...us)Q + 'S(—S2 )aul@mq;mm.n#sq)ylmm...us
S5 =1) 5 g S(s=1(s=2)
T(apq)u u1u3~.-u5)2 + 3 (au5®M u1u3--~us)2 4.1)

A acdo correspondente a (4. 1)) € invariante por transformagdes que se assemelham a difeomorfismos de

spin alto sem trago:

5P = Oy, A ) (4.2)

M2 fhs 143 pops. . s
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onde o tensor simétrico A, ,,, .. de rank-(s — 1) ndo possui trago:
25N s = 0 4.3)

Note que para s = 2 a lagrangiana de Fronsdal se torna justamente a lagrangiana de Einstein-Hilbert
linearizada de (3.22). Daqui para frente nos fixaremos no modelo de spin s = 3, de tal forma que
teremos

3 3 3

1
Lrp= §hquDth + (0" hyup)® + 300" hyph? — §h“DhM T3

5 (0°h,)? (4.4)

cuja simetria de gauge é:
Sy = O0u\up) 4.5)

onde 77’“’/_&;“, = 0. O nimero de parametros de gauge independentes é dado por:

D(D +1)

Ny ===

-1 (4.6)

Separando as componentes espaciais das temporais, tem-se a densidade de lagrangiana

1. 3. . 9. 1. 3. 9.
Lp= Zh(Q)oo - §h000h0kk + Zhékk + §h?jk + §h0008ihi00 - §h0kk8jhj00
4.7)
. 3. 3. 3. :
— 3hijr0ihoj — §h§jk + §hjjkakhooo - ihjjkakhon‘ + 6hr0ihoir +V

onde V sdo os termos que nao contém dependéncia em derivada temporal

3 3 1 9
V= (az‘hooo)2 - §(ajh0kk)2 + §(aih0jk>2 - §(alhijk)2 + Z(aihi00)2 - 3(37;ho@'j)2
3 3 3 3
+ §(aihijk)2 + E(ajhiik)Q + Z(ajh]’kk)2 — 30;hoor O hiik, — éaihi()oajhjkkz (4.8)
+ 30;h00;Okhiji — 30ihuijOkhiji + 30;hoo00jhokk — 30;ho000ihoi; + 30;hokk0;hoij

em acordo com (Mendonca; Bittencourt, 2020) ap6s uma redefini¢ao trivial.

De (4.7 obtém-se os momentos candnicos

1. 3 3
oo = §h000 - éhOkk + §akhk00 4.9)
Took — 0 (410)
3. 9. 9
Toij = —§h000 + §h0kk - Eakhkoo 0ij (4.11)
Tijk = hz]k — (Oihoji + Ojhoi, + Oxhois) — (5ijhmmk + 5ikhmmj + 5jkhmmi) (4.12)

1 1
+ 5(5@'3}@ + 6i0; + 0,1:0;) hooo — 5(5ijak + 005 + 010;) hou + 2(0:;01hort + 8k01hoi + 0irOrhoji)
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Assim, das equacdes @.9), (4.10) e (4.11)) obtemos os vinculos primdrios

Pr = Toox ~ 0 (4.13)
Yi; = Toij + 377'00051']' ~0 (414)

O total de vinculos primédrios € dado por:

D(D -1 D(D+1
Npc=D -1+ <2 ): (2+)—1 (4.15)

Deste modo, a densidade de hamiltoniana sera

H= Wuuoahuua - LF
3 3 9

1
H= 7T(2)00 + §7T12jk — 370000k koo + 3Tijk0ihojk — ﬁﬂ?‘jk + ﬁﬂjjkakhooo — Eﬂjjkakhou

9—-9D 5D — 3 9D — 27 1
+ ( ) OrxhoooOkhojj + ( ) (Okhooo)” + (—) (akhOjj)2 + §(alhz‘jk)2

4D 8D 8D
3 5 3 5 3 5 3
- §(aihijk> - 5(8]'}%@%) - Z(ajhjkk> + §aihi008jhjkk + 30;hook0; hiik,
— 30;h00Okhiji + 30; Okl

(4.16)
e, portanto, a hamiltoniana primaria sera
Hp = /dD_lﬂj(j'c + )\kgok + )‘ngol]) (417)
Deste modo, devemos aplicar a condi¢ao de consisténcia nos vinculos primérios
Para p; = mgo; = 0
_ ¢ 1 B 5 1
X=-5= —g{wl(x), Hp} = Omoo0 — V= hyrt + 0i0khi — §3zaihikk ~0 (4.18)
para Qi = Toum + 3M00001m ~ 0
Oim 1 1 3
Xim = =5 = =2 (@), Hp} = 0ium + 5V hoodim = 5V housdin = 0 (4.19)

Determinando assim os vinculos secundarios do modelo de fronsdal ; € X, portanto continuaremos

com a aplicacdo do algoritmo sobre estes vinculos.

Para x; = Oimoo0 — V?higs + 00k hiry — 5010; g = 0

(), Hp} = Omxim = 0 (4.20)

Para Xim = Oiim + 5 V?hooo0im — 5V hogkim =~ 0

{Xim(x), Hp} = 0;X; 6im = 0 “4.21)
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Portanto, para ambas as evolucgdes dos vinculos secunddrios, a condi¢do de consisténcia € fracamente
satisfeita e nfo leva a novos vinculos na teoria. Por conseguinte, todos os vinculos do modelo de

Fronsdal correspondem a:

1 = moor = 0 (4.22)
Oim = Totm + 3T00001m ~ 0 (4.23)
1
X1 = Omooo — V2R + 0;0khig — §8laihikk ~ 0 (4.24)

- 32
Xim = OiTitm + §V hoooOm — §V hokkOim =~ 0 (4.25)

De tal forma que os parénteses de Poisson entre estes vinculos sdo:

{wi,x;} =0 (4.26)
9 9
{¢ij($)7 Xim(Y)} = |:_§5lm5ijvz + §5lm5ijvz} d(zx—y)=0 4.27)
9 3 - 3 3 )
{a(@) xim(y) = || =5 #8345 ) om0/ Vy+ (3= =5 ) 00 Vy| oz — ) (4.28)
_ § _ § N Aves _§ _ § § § Y Y 9y _ _

O célculo detalhado da evolucao temporal dos vinculos x; € X, assim como dos parénteses de poisson
entre eles estd no Apéndice (BJ). Portanto todos os vinculos sdo de primeira classe e o nimero total de
vinculos que temos em a é¢2D(D—1)/2+2(D—1) = (D+2)(D—1), consequentemente,
o numero de graus de liberdade do sistema em D dimensdes €

D(D +1)(D +2)
3!

(D +2)(D—2)(D —3)
6

N =

~(D+2)(D-1) =

(4.29)

Para D = 4, temos que N = 2, ou seja, referentes as helicidades s = £3. Em D = 5 temos 7 graus de
liberdade correspondente a 2s + 1 com s = 3. O nimero 2s + 1 € a quantidade de graus de liberdade
de particulas de spin-s massivas em D = 4, que corresponde ao nimero de graus de liberdade do caso
sem massa em uma dimensdo acima. Temos também zero graus de liberdade em D = 3. E um fato
conhecido que para D = 3 ndo hd propagacdo de particulas sem massa de spin-s com s > 2, incluindo
Einstein-Hilbert.

Note também que podemos reescrever a densidade de hamiltoniana utilizando os vinculos
@.18) e (#.19) que aparecem naturalmente nela de forma a obter

1, 3, oD —3

3 9
I = 7T(2)00 + §7Tijk - Eﬂjﬂc + Eﬁjjkakhooo - Eﬂjjkakh(h'i + ( 3D ) (3kh000)2

15D —9 45D — 27 1
B ( 4D ) Ok hoooTkhoj; + (—8D ) (Orhoss)* + é(ahijk)? (4.30)
3 3

2 1

3

- E(aihijk)Q - (ajhiik)2 — ajhjkk)z + 30;hu1 Ok hiji, + hooiXs + hoijXoij

A partir deste resultado obtido para a hamiltoniana, pode-se trabalhar com a dlgebra de projetores de
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spin para provar a positividade da hamiltoniana. Essa andlise foi feita em ((Mendonca; Bittencourt,

2020)) de modo que os autores obtiveram a hamiltoniana reduzida para o modelo de Fronsdal:

T 1 ik mn 1 ik mn
H" = 5 ik (ﬂ?)lmn T 5 (Oyrhije) (Pff)>lmn Oph™ >0 (4.31)

onde, uma vez que para qualquer projetor (P2 = P) entre dois tensores temosﬂ hPh = hPPh =
(Ph)(Ph) > 0, pode-se concluir que a hamiltoniana reduzida para o modelo de Fronsdal € positivo
definida. O operador (P37 mn Projeta tensores simétricos de rank-3 arbitrarios em tensores simétricos

de rank-3 sem trago e transversos, vide (Mendonca; Bittencourt, 2020).

4.2 ONOVO MODELO PBF

4.2.1 Introducao

Como dito anteriormente, a priori, para descrever particulas ndo-massivas de spin-s inteiro se
utiliza como paradigma o modelo de Fronsdal, porém, recentemente, um novo modelo foi sugerido em
(Dalmazi; Martins, 2025)). Inicialmente foram adicionados pardmetros arbitrarios (a, b, ¢) no modelo
usual de Fronsdal e, a partir disso, foi obtida uma descri¢ao irredutivel alternativa de particulas de
spin-s inteiro. Isto €, apenas com campos de spin-s se propagando. O ponto de partida para o caso de

s = 3 fol uma lagrangiana geral cuja forma é

3b 3
£(a,b,c) = —hwmhw +2 (aﬂhw) 300 by h? — SO0+ L@, (432)

onde, L = L£(1,1, 1), corresponde a lagrangiana original de Fronsdal. O modelo Partially Broken

Fronsdal (PBF) recém-proposto pode ser definido como
Sonr = £(1,1,0) = ShugOH? 4 2 (0 R + 300 by — Sh, O + (000, ) (433)
O modelo (@.33)) é invariante sob a seguinte transformagdo de gauge:
oh /wp a(uA (4.34)
onde A, alénﬂ de ter traco nulo, tem dupla divergéncia nula:

*o"Al, =0 (4.35)

Pode-se reescrever a lagrangiana (4.33) do PBF tal como

' O projetor (P}, )l”f,fn ¢ hermitiano, ou seja, invariante por integracao por partes dentro da ac¢do e aparece explicitamente

em (Mendonga; Bittencourt, 2020).
Por convengio, utilizam-se os parénteses em J M/_Xip) para representar a simetrizagado total entre os indices uvp, além
do indice "{"para representar a dupla divergéncia nula do pardmetro.
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3(c—1)

Lppr = Lp+ (07h,)? (4.36)

Mostrou-se em (Dalmazi; Martins, 2025)) que a anélise lagrangiana do contetdo fisico de (4.36) pode
ser feita a partir do contetdo de £ e do termo (9°h,)? separadamente, embora ambos dependam do
mesmo campo /... Como vimos anteriormente, e foi conjecturado em (Dalmazi; Martins, 2025)), o
termo ((9”h,))2 ndo possui conteudo fisico. Portanto o contetdo fisico de £pgr equivale ao de L.

Os autores de (Dalmazi; Martins, 2025)) mostraram também que as equagdes de movimento do
modelo de PBF levam a 0"'h,, = 0 e as equagdes usuais de Fronsdal, o que mostra que PBF é como
o modelo de Fronsdal no gauge 0*h, = 0. Note que a restricdo extra {.35) significa que temos
efetivamente um parametro de gauge a menos no PBF em comparagdo com o modelo de Fronsdal,

portanto o PBF tem menos simetria. Agora o nimero total de parametros independentes, de acordo

com (4.34)) é dado por:
D(D +1
Ny = % -2 (4.37)
Um aspecto vantajoso do modelo PBF sobre o modelo de Fronsdal € que a fonte externa acoplada ao
campo de spin-3 satisfaz menos vinculos, ou seja, ela pode ser um pouco mais geral pois temos menos
simetrias de gauge devido a (4.35). Vamos examinar esse ponto a seguir: Comecando com a andlise da

lagrangiana livre de Fronsdal com um acoplamento com fonte:

LTy =Lp+TF, W (4.38)

Para que a ac@o de Fronsdal com fontes seja invariante pela simetria de gauge 6h,,, = 0\, €

preciso impor restri¢cdes sobre a fonte:

uvp

087 = / T, W = / T, 0UA) = -3 / Tt K =0 (4.39)

observa-se que, tendo em vista a condi¢do de traco-nulo do pardmetro 'r]“”]\u,, = (, para satisfazer a
condicdo de invariincia, a fonte deve satisfazer O*T* wwp = 7,2 onde {2 € um escalar arbitrario.
Quando se introduz uma nova condi¢ao sobre os parametros como no modelo PBF, isto é,

8“8”/&%“, = 0, pode-se observar que ha mais liberdade sobre a fonte
F vp __ F Afvp _
5/Tuyph””——3/8“T ap NP =10 (4.40)
de forma que agora, para satisfazer (4.40), a fonte pode satisfazer uma restricao mais leve:

Tk =n,,0+0,0,J (4.41)

wvp

onde agora temos dois escalares arbitrarios €2 e J. Ficando visivel o "relaxamento” das condi¢des
impostas sobre as possiveis fontes acopladas ao modelo PBF em comparacdo com o modelo de

Fronsdal.
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4.2.2 Analise hamiltoniana preliminar

Separando as componentes espaciais das temporais, a lagrangiana (4.33)) se torna para valores

arbitrarios do parametro c:

(3¢ —2)
4
(6 — 3¢)

3c. (3¢ +6)
S werr
5 oo oKk + 1 7

12
ﬂhOkka h]OO - 3hl]ka hO]k (442)

hioo — By + hz]k

LPBF =

hOOO 82 hiOO -

3 3¢ : 3c . .
2h3gk: + ?hjjkakhooo - 3hjjkakh0ii + 6h;;10ihoir + Ve

+

onde V. sdo os termos que ndo contém dependéncia em derivada temporal:

3 3 1 3 3
Ve=— (@hooo)2 - §(ajh0kk)2 + 5(3z‘h0jk)2 — §(alhz‘jk)2 + (5 4c> (0; hzOO) - 3(8ih0ij)2

3 3 3c 3c
+ §(aihz‘jk)2 + 5(33"%1'14)2 + Z(ajhjkk)2 — 30;hook O Mk, — ?az‘hiooajhjkk

+ 30,1000k hviji. — 30ihijOkhiji + 30;ho000jhokk — 30;ho000ihoi; + 30;hokk0jhosj
(4.43)
Note que V.- coincide com V do modelo de Fronsdal de (4.8)). De (4.42)) obtemos os momentos

candnicos

3c—2). 3¢ : 6 — 3c
Too0 = ( 5 )hooo - Ehmﬂk ( 5 >8khk00 (4.44)
Took — O (445)
3¢ 3c+6 12 — 3¢
Toij = —Ehooo ( 5 )hOkk - (2—)3khkoo dij (4.46)

Tijk = z]k: (a hO]k: + a hOzk + akh'(]lj) (5z]hmmk + 6zkhmm] + 5]khmmz) (447)
+ 5(%@; + 5ik8j + 5jk8i)h000 — 5(%@ + 5zk83 + 5jk3,-)h0”
+ 2(0;;01hoki + 0;101hoir + dikOthoji)
Assim, das equacoes (#.45) e (4.46), obtemos os vinculos primdrios
Y = ook ~= 0 (4.48)

5,
D-1

Pij = Toij — Tokk ~ 0 (4.49)
Note que apenas para ¢ = 1 o colchete em (#.46) se torna proporcional a 7oy de (4.44). Os vinculos
(@49) correspondem a parte sem trago dos vinculos (@#.14). Como ;0 = 0, temos um total de

vinculos primdérios igual ao caso de Fronsdal menos um, isto &,

D(D +1)

Npc = 5

—2 (4.50)

Para ¢ = 1 (modelo de Fronsdal), além de se manter os vinculos (4.48)) e (4.49), temos ainda o trago do
vinculo (.14): mo;; + 3(D — 1)mo00 & 0, onde 7o;; = 6“ 7. Note a partir de (4.48) e (4.49) que, para
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D = 4, 0o modelo PBF leva a 8 vinculos primdrios, enquanto no caso ¢ = 1 obtém-se 9. Essa diferenca
¢é esperada visto que a simetria representada em possui um parametro de gauge independente
a menos em relagdo a simetria usualmente utilizada no modelo de Fronsdal onde A, é somente de
traco nulo (n“”/_\uy = (). De fato, de acordo com (Castellani, [{1982) e (Henneaux; Teitelboim; Zanelli,
1990) espera-se que para cada parametro de gauge se tenha um vinculo primério de primeira classe
associado, era natural entdo esperar pelo menos 8 vinculos primarios em D = 4 para o modelo NF e 9
para o Fronsdal.

A densidade de hamiltoniana canonica do modelo PBF para ¢ # 1 sera

Hppr = Wpuahuua - L

2 1
Hppr = Mﬂgoo + NmoooTork + Oﬂgkk + 30000k hikoo + =00k koo + éﬂfjk

D—-1
3 3c 3(c+2)
— Eﬂ-?jk + Sﬂijkaihojk + Eﬁjjkakhooo — ijjkakhgii + P(akhojj)2 (4 51)
1 3 '
+ Q000K (hooo — hoii) + ROkhoooOkhoj; + T (9xhooo)* + §(alhijk>2 — §(aihijk)2
3 3¢ 3¢
— 5(3]‘}%%)2 - Z(ajhjkk)Q + Eaihiooajhjkk + 30;hoo0; hiik
— 30;ho0;Okhiji + 30;hujOkhiji
sendo os coeficientes
(c+2) c (3¢ — 2)
M=2T2 " N= - —3(1 - 4.52
Ac—1) e—no-1 ?" Dhe-no-mr 9739 @
P —3D(c* —4) —3(c+2)? R 6[D(c* —4) + * + 2] T D(—3c*+8) — 3¢?
B 8D ’ N 8D ’ N 8D
(4.53)
Portanto, a hamiltoniana primadria serd
Hp = /dD_lx(fH + Mok + Aijepis) (4.54)

Note que 6 \;; = 0. A partir de Hp, obtém-se as evolugdes temporais dos vinculos e
para a completude do algoritmo de Dirac-Bergmann para o modelo PBF. No entanto, gostaria de
destacar que neste trabalho ndo foi finalizada a anélise das evolucdes temporais dos vinculos deste
modelo via algoritmo de Dirac-Bergmann. Porém argumentamos a seguir que todos os vinculos do
modelo incluindo possiveis secundérios devem ser de primeira classe. Abaixo temos um quadro

comparativo dos vinculos primdrios dos modelos de Fronsdal e PBF em D = 4, onde Np¢ representa
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o nimero de vinculos primdrios e /N, o nimero total de parametros de gauge independentes.

Fronsdal (c = 1) Partially Broken Fronsdal (¢ # 1)
o = Took = 0, (Npe =3) | #r = mook =0, (Npc =3)
Pij = Toij + 30000 ~ 0, (Npc =6) | @ij = moij — %Wom@ ~ 0, (Npc =5)
6 Nyp = Ouhup) (Simetria) Sy = 8(u/§ip) (Simetria)
Vi =9 NEZT =
Ny=9 Ny =8

(4.55)

Diferentemente da abordagem feita pelo algoritmo de Castellani que € um método valido para
quando os parametros de gauge e suas derivadas temporais sdo independentes entre si, precisamos
notar que hé parametros interdependentes nas simetrias de gauge do modelo PBF envolvendo derivadas
temporais. Isto é, a condi¢do 9#09" A, = 0 relaciona Ago com ajAOj e 0;0;\;; . Assim, as derivadas
temporais dos parametros de gauge ndo siao independentes entre si, o que foi um ingrediente importante
no trabalho de Castellani, vide (Castellani, [1982)) e as expressdes a (3.60). Logo o algoritmo de
Castellani ndo pode, a principio, ser utilizado como base argumentativa. Entretanto, hd um trabalho
importante na literatura e vdlido para simetrias restritas, (Henneaux; Teitelboim; Zanelli, |1990), que
aborda um método parecido com o de Castellani para a constru¢cao de geradores de simetria de gauge
baseado numa combinacgdo linear dos vinculos de primeira classe, sendo que os coeficientes dos
vinculos de primeira classe obedecem a certas equagdes diferenciais que geralmente envolvem os
multiplicadores de Lagrange. Os autores de (Henneaux; Teitelboim; Zanelli, 1990) mostram que o
nimero de multiplicadores de Lagrange que permanecem indeterminados € igual a quantidade de
vinculos primérios de primeira classe do modelo. Identificando o ndmero de coeficientes arbitrarios
encontrados na constru¢do dos geradores de simetrias de gauge com o nimero de parametros de gauge
independentes, pode-se estender na pratica o algoritmo de Castellani para o caso de simetrias restritas,
ou seja, o nimero de vinculos primédrios de primeira classe € igual ao niimero de parametros de gauge
independentes. Como temos 8 pardmetros independentes e 8 vinculos primarios, concluimos que todos
os vinculos primarios devem ser de primeira classe. Todos os exemplos (3.4)) a sdo invariantes
por simetrias restritas mas confirmam essa relacdo de igualdade entre o nimero de vinculos primérios

de primeira classe e o numero de parametros de gauge independentes.

4.2.3 Auséncia de vinculos de segunda classe no PBF

Como tem sido abordado, além da andlise da estrutura de vinculos em primério, secunddrio €
ainda mais importante a classificacdo destes como de primeira ou segunda classe. Em teorias de gauge
bosdnicas sem massa, como nos exemplos de Maxwell, Einstein-Hilbert e Maxwell-Like abordados no
capitulo 2, ndo existem vinculos de segunda classe, facilitando a introdu¢ao de termos de interacao
(vértices) pois basta que as simetrias de gauge geradas pelos vinculos de primeira classe sejam mantidas
ou generalizadas para a teoria com interacdo. Acabamos de argumentar que todos os vinculos primérios

do modelo de PBF devem ser de primeira classe, surge entdo uma pergunta natural: Ha vinculos
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de segunda classe em teorias onde todos os vinculos primdrios sdo de primeira classe? A seguir
argumentaremos que a resposta € negativa.
Sejam y; os primeiros vinculos de segunda classe gerados na teoria através do algoritmo de Dirac

pela evolugdo temporal de vinculos de primeira classeE] ¢;. De forma geral, podemos escrever:

&= {d, Hp} = Ky +x1 = 0 (4.56)

Para teorias livres, os coeficientes K;; sdo constantes. Para qualquer vinculo de segunda classe x 4
podemos escrever de (4.56):

{xa:xi} = {xa, {0, Hp} — Kiy04}
= {XAv {¢l7 HP}} - KlJ{XA> ¢J}

Usando a identidade de jacobi {A, {B,C}} + {B,{C,A}} + {C,{A,B}} = 0 e o fato que ¢,
representa vinculos de primeira classe que tém parénteses fracamente nulo com qualquer vinculo,
temos:
xa, xit = —{oi, {Hp,xa}t} — {Hp, {xa, 0} }
~ —{¢1,Capxp + Casds} —{Hp,Cun xp + Cairér}

~ —Cup{Hp, x5} — Caur{Hp, 01} =0

Como {x;, ¢} =~ 0, temos {x;, @} ~ 0 onde ®; = (x4; $;) representa todos os vinculos do modelo.
Portanto, concluimos que ; de fato sdo vinculos de primeira classe, contrariando por absurdo a hip6tese
original. Desta forma provamos que os vinculos de segunda classe, quando existirem, ndo podem ser
gerados a partir da k-ésima geracdo de vinculos em k > 2, isto é, toda teoria com vinculo de segunda
classe deve possuir pelo menos um vinculo primério de segunda class Note que em (4.38)) supomos
que { Hp, x4} é uma combinagdo de vinculos de primeira e segunda classe. A manuten¢do dos vinculos
de segunda classe x 4 ~ 0 ndo pode ser usada para determinar multiplicadores lagrangianos pois todos
os vinculos primdrios que aparecem em \,p, sdo de primeira classe por hipétese. Como argumentamos
anteriormente, acreditamos que no modelo PBF de spin s = 3 todos os vinculos primérios sao de
primeira classe, entdo concluimos que ndo devemos ter vinculos de segunda classe no PBF ji que ndo
ha vinculos primdrios de segunda classe. A evolucdo explicita dos vinculos primérios do PBF segundo
o algoritmo de Dirac estd em progresso no momento para comprovar nossa argumentagdo de forma

explicita.

Nao necessariamente primarios.
Esta argumentacgéo foi desenvolvida por Bruno dos S. Martins e Denis Dalmazi (ndo publicada), de modo que a
conclusdo desta argumentagdo estd de acordo com a afirmagao feita em (Gitman; Tyutin, [2012] p. 39, Se¢do 2.4).

4
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5 CONCLUSAO

No presente trabalho, estudamos a estrutura candnica, via formalismo de Dirac-Bergmann, de
varios modelos livres em teoria de campos. Modelos com simetrias de gauge sem restricdo e com
restri¢do nos parametros de gauge. Aplicando este formalismo inicialmente em modelos de tensores
de rank-1, 2 e 3, ndo apenas confirmamos a eficacia do método utilizado para estudar as estruturas dos
vinculos como pudemos comparar a contagem de graus de liberdade hamiltoniano e lagrangiano.

O trabalho de (Castellani, |1982) garante, para os modelos com simetrias de gauge sem restricao
nos parametros, que o numero de parametros de gauge independentes € igual ao nimero de vinculos
primarios de primeira classe. Embora nao exista na literatura até onde sabemos, uma generalizacao
do algoritmo de Castellani para os modelos com restricdo nos parametros de gauge, verificamos na
pratica que para todos os exemplos com simetrias restritas apresentados aqui nas subsecdes (3.4)) a
(3.7), tivemos de fato uma igualdade entre o nimero de vinculos primérios de primeira classe e o
ndmero de pardmetros de gauge independentes como vimos nas férmulas (3.80) e (3.83), (3.103)

e (3.108), (3.122) e (B.129), (B.160) e (3.171), o que estd de acordo com o trabalho de (Henneaux;

Teitelboim; Zanelli, [1990) se identificarmos o numero de parametros arbitrarios nas defini¢cdes dos

geradores de gauge segundo (Henneaux; Teitelboim; Zanelli, |1990) com o numero de parametros de
gauge independentes.

No capitulo 4, analisamos em detalhe a estrutura candnica do modelo de Fronsdal de spin-3,
identificando todos os vinculos como sendo de primeira classe em acordo com (Mendonca; Bittencourt,
2020). Ainda no capitulo 4, identificamos os vinculos primarios do modelo Partially Broken Fronsdal
(PBF) de spin-3 e vimos que o nimero desses vinculos primdrios € igual ao nimero de parametros
de gauge independentes. Devido ao PBF apresentar uma quebra parcial de simetria decorrente da
restricao imposta no parametro f\fw, isto é, o parametro possui dupla divergéncia nula, hd uma alteracao
na estrutura candnica do PBF em relacdo ao modelo de Fronsdal, reduzindo o nimero de vinculos
primarios sempre em uma unidade. Para D = 4, por exemplo, o0 modelo PBF contabiliza 8 primarios
de primeira classe enquanto temos 9 primdrios de primeira classe no modelo de Fronsdal.

Como o nimero de vinculos primdrios de primeira classe deve ser igual ao niimero de parametros
de gauge independentes, concluimos entdo que todos os vinculos primarios sao de primeira classe,
usando entdo um argumento de Martins e Dalmazi (vide também secdo 2.4 de (Gitman; Tyutin, 2012)),
uma vez que nado temos vinculos de segunda classe primarios, ndo teremos também secunddrios de
segunda classe, e portanto o modelo PBF fica livre de vinculos de segunda classe, como acontece com
teorias de gauge bosdOnicas sem massa geralmente. Isso € mais um sinal de consisténcia do modelo
PBF e um resultado original desta dissertacao.

Devido a complexidade matemética do modelo de spin-3, a andlise da estrutura candnica completa
do PBF estd em andamento. No entanto, dado que (Dalmazi; Martins, 2025) demonstraram a manuten-
¢do dos graus de liberdade entre os modelos de Fronsdal e PBF, espera-se encontrar somente vinculos
de primeira classe via algoritmo de Dirac-Bergmann, veja também a demonstracio de equivaléncia de
conteudo via estrutura analitica do propagador entre o modelo de Fronsdal e o PBF feita em (Dalmazi

et al., [2025) para spin-3 e spin-4.
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APENDICE A - PARENTESES DE POISSON BASICOS (RANK-2 E RANK-3)

Neste apéndice, serdo mostrados explicitamente os parénteses de Poisson entre campos h e mo-
mentos 7 mais utilizados nesta dissertacdo, seja para rank-2 ou rank-3. Comegando pela estrutura base

dos parénteses de rank-2:

o(z —y)

[ (@), Tap)} = =

(040008 + 0,800 (A.1)

podemos notar que, utilizando agora a notagao nas coordenadas espaciais, os parénteses possuem as

seguintes caracteristicas quando aplicar um traco no campo € no momento:

(i), Ta(0)} = B (0), 7)) = i) ) = b 5+ i)
{hkk(ﬂf), mm(y)} = (5lm(5(x — y) (AZ)
(i), T ()} = b (0), 7 ()} = (D = 1oz — ) *3)

A partir dessas relagdes, pode-se encontrar facilmente as diferentes contracdes nos modelos fisicos,
como por exemplo:

6(r —y)

O Tom (y) + 0¥, mol
{mim (), m0;0ihi;(y)} = —Tﬂoj(y)@y [0i10jm + 0im0j1] = (9 om (y) Tol(9))

Agora, introduzindo a estrutura base dos parénteses de rank-3,

O(x —
{hmnl(x)v 7Taij (y)} = % [5am(5ni5lj + 6nj5li) + 5mj(6na51i + 5ni5la) + 6lm(5na5ij + 5nj5ia)]
(A.5)
podemos definir as seguintes contracoes:
{hkkl($)7 ’/Tazg( )} = ( 3 ) [51(161] + 6l15a] + 5l]5az] (A6)
D+
(hisa(@), o)} = P56 — ) A7
Outras possiveis contragdes sao envolvendo as derivadas, isto €,
8a {hkkr(l'), Waij(y)} = (51']'87" -+ (Siraj + 5Tj8i) T (AS)
S(r —
0 103,08 hunt (%), Tai ()} = [V*(00,07 + 005 + 07 07 0F % (A.9)
Deve-se sempre atentar a delta de Kronecker que estd sendo utilizada pois 0“6 (x — y) = —0¥d(x — y) ,

de modo que para fins de demonstrag@o todas as derivadas foram padronizadas nas mesmas coordenadas

x.
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APENDICE B - EVOLUCAO E PARENTESES DOS VINCULOS SECUNDARIOS DE
FRONSDAL

Neste apéndice, iremos mostrar com mais detalhes os parénteses de Poisson dos vinculos (4.24) e
(@.25)) entre si e com a densidade de hamiltoniana (4.30) que serd reescrita para melhor visualizagio

dos célculos a seguir:

1
g‘fl = 7T(2)00 + §7T123k - Aﬂ'Jz-jk + A?Tjjkakhgoo - 3A7Tjjkakh0ii + C(akh000>2
1
— Gcakhoooakh()jj + 90(8kh0jj)2 + 5(6lhijk)2 (B.1)

3 3 3
— 5(3ihz‘jk)2 - 5(8jhm'k)2 - Z(ajhjkk>2 + 30;hijOkhiji 4 hooiXi + hoijXoij

sendo os coeficientes

3 5D — 3
A=, o= (B.2)

Notemos que {x;, Hp} = {x1, H'} € {Xim, Hp} = {Xim, H'} pois os vinculos x; € x;,, tém parénteses
de Poisson nulos com os vinculos primérios como mostrado em (4.26) e (.27). Portanto, a seguir
calculamos apenas {x;, 7'} € {xim, H'}. Assim, a evolucdo temporal do vinculo secundario

X1 = Omo00 — V2hiw + 0;0khij — %alaihikk ~ () é dada por:

Xt = {xi(@), H'(W)} = {0 mo00(x) , Amjx0hooo(y) + C (O hooo)* (y) + 6ChoooVahoj;(y)}
1 1
+ {_vihppl(x) + 05,0y hinn () — 2 O o () §7T12]k(y) - Aﬂ'gzjk(y)’{' (B.3)
+ Amjk0¢ hooo (y) — 3AT 08 hoii(y) } + {x1(), PooiXi () + hoijXoi (¥) }

utilizando o resultado (4.28)) para os parénteses {x;(z), hoi;jx0ij(v)}, resulta-se em

. 1 3
Xt = | OO Tmn (y) — §3zzv2hooo(y) + §3fv2h0kk(’y) é(r —y)
(B.4)

1 3
= OmOnTimn(y) + §5lv2h000(y) - §alv2h0kk(y) = Oixu(y) =0

satisfazendo entdo a condicdo de consisténcia para o vinculo secunddrio ;. Agora, a evolucio temporal

do o vinculo secundario Xim = 9;Tium + 3 V*hooo0im — 5 V2hodim = 0 € dada por:

_ , ) 1 3 3
Xim = {Xim(2), H'(y)} = {0 mitm (), 5(8{’h,-jk)2 - 5(5fhijk)2 - 5(0§/hiik)2

3 1
- Z<ajyhjkk)2 + 30Y Py Ox I} + {EvihOOO(ZE)(slm , Tooo} + {Xum (@), hooixs (¥) + hoijxoi (y)}
(B.5)
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novamente utilizando o resultado (4.28) para os parénteses { (), hoijX0i; (Y) }, resulta-se em
) 3
Y1 = V*7000(Y) St — §aiv2hikk(y)5lm + 0;0;0khijk(Y)Otm = 05X 01m = 0 (B.6)

satisfazendo entdo a condi¢do de consisténcia para o vinculo secundério x;,, € se encerrando o
algoritmo de Dirac para os dois vinculos secundarios do modelo de Fronsdal.

Para o parénteses de Poisson entre si:

3 1
Xi(@), xim(y) } = {30imo00(2), _§5lmv2h000(y)}+{3[_v2hkki + ajakhijk—Eaiajhjkk] (%), =300 Tnim () }

(B.7)
Abrindo explicitamente todos os termos:
9
i), xim(y) } = {§5lm3fvz + 3 [8in0m + 0it0mn + Oim0in] OUVL| 6(x — y)
9
- |:6[5jn(§kl§im + OkmOir) + 6j1(OknOim + OkmOin) + djm (Sknda + 5kl5m)]afa;faﬁ Sz —y)
9
+ 6 [5jn6lm + 5jl6mn + 5jm5ln] agafafé(x — y)
tal que, usando as propriedades da delta, chega-se no resultado de (4.28])
9 3 3 3
(), xim ()} = [(—5 L3+ 5) 50V + (3 . 5) @la;/nvg] 5z — )
3 3 3 3 3 3
+ [(3 -5 5) SimOY V2 + (—5 —5t5t 5) afa;’ag%} Sz—y) BY

=0

fica claro que ambos os vinculos sdo de primeira classe visto que {x;(z), xim(y)} = 0.
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