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RESUMO

No presente trabalho é abordada a manobra orbital Terra-Lua - Terra com o objetivo
de um menor consumo de combustivel. Inicialmente o satélite executa uma orbita em
torno da Terra. Em um certo instante um impulso é efetuado para efetuar uma manobra
ndo con-focal em que o satélite é transferido para uma Orbita de transferéncia
geocéntrica até um ponto da esfera de influéncia da Lua. A partir deste ponto o satélite
é transferido para uma Orbita hiperbdlica em torno da Lua, e, no perilinio desta orbita
um novo impulso é dado transferindo o satélite para uma orbita lunar. A seguir é
efetuada a manobra de volta em que o satélite é transferido para a drbitra geocéntrica
de transferéncia, e no pericentro desta o satélite é transferido para a sua orbita inicial
em torno da Terra. O caso ndo coplanar e a influéncia das perturbagdes devidas ao

achatamento da Terra e a atracdo gravitacional da Lua também s&o analisados.
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(Mestrado em Fisica) — Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguets,

Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2009.

ABSTRACT

In the present work an Earth-Moon-Earth orbital maneuver is studied  with the
purpose of minimum fuel consumption. Initially it is considered an artificial satellite
orbiting around the Earth. In a certain instant an impulse is effected to effect a not co-
focal maneuver where the satellite is transferred to an orbit of geocentric transference
until a point of the sphere of influence of the Moon. From this point the satellite is
transferred to a hyperbolic orbit around the Moon, and, in the perilunio of this orbit a
new impulse is given transferring the satellite to a lunar orbit. To follow the maneuver
is effected in return where the satellite is transferred to geocentric orbit of transference,
and in pericentro of this the satellite is transferred to its initial orbit around the Earth.
The non-coplanar case and the influence of the disturbances due to the flattening of the

Earth and the gravitational attraction of the Moon also are analyzed.

KEYWORDS: Orbital Maneuver, Orbital Perturbations, Lunar Mission
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1 INTRODUCAO

A pesquisa tem como objetivo o estudo de missdes com economia de
combustivel, envolvendo transferéncia de satélite, orbitando inicialmente a Terra para
Orbita ao redor da Lua, e transferindo para uma orbita selenocéntrica. A transferéncia
sera analisada em funcdo do minimo consumo de combustivel, fator preponderante
para as missoes planejadas atualmente. Trés analises sdo importantes neste trabalho:

Na primeira analise o satélite inicialmente orbita a Terra em trajetoria eliptica,
sendo em seguida transferido para uma Orbita geocéntrica de transferéncia para ser
conduzido a uma orbita lunar.

Na segunda anélise, o satélite é transferido para uma Orbita circular intermediaria
até atingir a trajetoria geocéntrica de transferéncia para ser conduzido a uma orbita
lunar.

Na terceira andlise estuda-se a influéncia do achatamento da Terra, onde o
satélite orbita a Terra por um certo tempo, dependendo da missdo. Apos este tempo 0
satélite, através de uma Orbita circular intermediaria, é transferido para uma oOrbita de
transferéncia geocéntrica para depois ser conduzido a uma orbita lunar.

Apos uma abordagem inicial, baseada no problema dos dois corpos, efeitos
perturbadores serdo introduzidos: perturbagdo por um terceiro corpo e a influéncia do
achatamento da Terra. Na fase em que a Terra € o foco, no movimento do satélite sera
considerado o efeito do achatamento da Terra e a perturbacdo da Lua.para o caso de
missdes que exijam longo tempo de espera antes de iniciar a manobra de transferéncia
Este trabalho é composto de 11 capitulos. No primeiro Capitulo dissertamos sobre 0s
objetivos do trabalho proposto. No segundo Capitulo é feita uma revisdo bibliogréafica
de alguns dos principais trabalhos cientificos. No terceiro Capitulo foi feita uma
abordagem tedrica sobre Orbitas e sobre algumas das principais manobras de
transferéncias. O quarto capitulo apresenta a manobra proposta e uma abordagem
matematica da influéncia do achatamento da Terra e da perturbacdo do terceiro corpo.
No quinto Capitulo é feita a descricdo da transferéncia de um satélite em Orbita
circular ao redor da Terra para uma Orbita circular ao redor da Lua através do método

patched conics , mostrando uma aplicacdo do método . E feita também uma descrigéo
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sobre trajetorias lunares ndo coplanares. O sexto Capitulo trata da transferéncia para a
Lua via elipse de energia minima. No sétimo capitulo considera-se o
satéliteinicialmente em orbita inclinada em torno da Terra com posterior mudanca de
plano. Apo6s a mudanca de plano o satélite é transferido para a Lua. No oitavo Capitulo
é feita uma abordagem do efeito do achatamento da Terra na orbita do satélite em
torno da Terra. Posteriormente é feito o estudo da transferéncia do satélite para a Lua.
No nono Capitulo sdo feitas aplicacbes mostrando, para determinadas condicOes
iniciais, atransferéncia otima. Um programa elaborado em linguagem FORTRAN
(Melo, 2005) é utilizado em um determinado instante para ajustar convenientemente
(de forma oOtima) a fase de transferéncia ndo confocal (condi¢des de saida e chegada).
E também feita uma aplicacio considerando inicialmente o achatamento da Terra e
posterior transferéncia para a Lua. No décimo Capitulo é descrita a transferéncia do
satélite da Lua para a Terra. E finalmente, no décimo primeiro capitulo é relatada

concluséo do trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Muitos trabalhos foram desenvolvidos com respeito a teoria da perturbagdo do
terceiro corpo.

Kozai (1959) elaborou um artigo onde € feito um estudo da perturbacdo dos seis
elementos orbitais com relacéo a orbita fechada de um satélite em torno da Terra. N&o
sdo feitos argumentos sobre a ordem de grandeza a excentricidade e inclinagdo. E
assumido que a Terra se distribui de maneira simétrica em relagdo ao seu eixo de
rotacdo. Neste mesmo ano Kozai escreve um artigo onde apresenta os termos seculares
e de longo periodo da funcdo perturbadora para um satélite em movimento sob a
atracdo gravitacional do Sol e da Lua. Kaula (1962) determinou uma formula para
perturbagdo no movimento de satélites artificiais devido a harmonicos tesserais do
potencial gravitacional da Terra. Sua formula permite determinar perturbagcdes em
elementos orbitais keplerianos e tem sido comumente usada em célculo de perturbacéo
para harmonicos tesserais de baixo grau e ordem.

Cook (1962), também estudou a influéncia da atracdo gravitacional do Sol e da
Lua nos elementos orbitais de um satélite orbitando a Terra utilizando as equagdes
planetarias de Lagrange. Sdo também utilizadas equacgdes para avaliar mudangas nos
elementos durante uma revolucdo do satélite e a taxa média desses elementos. Kozai
(1962) determinou perturbacGes seculares de asterdides de grande inclinagdo e
excentricidade considerando Orbita circular de Japiter.

Kopal (1966) determinou perturbagdes nas oOrbitas de satélites artificiais através
de atracOes de corpos externos, e Gaposchskin (1966) forneceu formula explicita para
0 célculo de perturbacdo lunar de primeira ordem para periodo de tempo de duas
semanas. Considerou que o movimento da Lua se realiza em uma orbita Kepleriana
com excentricidade desprezivel. Martyenko (1967) realizou estudos a respeito da
estabilidade de dois satélites de periodo orbital de 24 horas sob o efeito das
perturbacdes do Sol e da Lua. Krause (1967) determinou perturbacdes seculares da
Orbita de um satélite devido ao achatamento do corpo central e também devido a

atracdo gravitacional do terceiro corpo.
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Vagners (1968) efetuou um estudo semi-analitico para o comportamento de um
satélite em orbita lunar fechada. Considerou a Terra movendo-se em um circulo no
plano equatorial lunar. Giacaglia (1970), em seu artigo, apresentou uma solugdo semi
analitica do movimento de um satélite da Lua. Os efeitos perturbativos considerados
incluem aqueles devido a atracdo da Lua, Terra e Sol, a ndo esfericidade do campo
gravitacional da Lua, acoplamento de termos de pequena ordem, pressao de radiacéo
solar e libracdo fisica. Foram obtidos termos de curto periodo e termos de periodos
intermediarios. Foi proposto obter perturbagdes seculares e aquelas dependentes
somente do argumento do perigeu através da integragdo numeérica das equacbes do
movimento. Os termos de curto periodo e os termos de periodo intermediario s&o
desenvolvidos acima da segunda ordem. As perturbaces seculares e perturbacdes
dependentes do argumento do perigeu s&o obtidas na terceira ordem.

Vagners (1970) também estudou o comportamento de satélite lunar com orbita
de baixa excentricidade para termos de longo periodo.

Kozai (1973) encontrou um novo método para determinar perturbagdes do Sol e
da Lua em movimentos de satélites. Neste mesmo ano, Kozai escreveu um artigo, onde
equacOes diferenciais sdo derivadas relatando perturbagdes dos elementos orbitais de
um satélite pelo movimento do plano equatorial da Terra. Cok (1978) determinou
efeitos de perturbagdes da Lua sobre um satélite em orbita fechada ao redor da Terra
devido ao deslocamento da oOrbita da Lua. Kaufman (1978), Alfriend (1978) e
Dasembrock (1978) utilizaram a teoria da perturbacdo para a anélise do movimento de
uma particula ao redor de um corpo achatado considerando os efeitos da Lua e do Sol.
O principal objetivo foi o desenvolvimento de termos periodicos de primeira ordem e
termos seculares de segunda ordem.

Chao (1979) escreveu um artigo mostrando as perturbagdes no movimento de um
satélite artificial terrestre devido ao Sol e a Lua, Tais perturbagdes foram derivadas
unicamente da funcdo perturbadora. A solugdo de primeira ordem € obtida
analiticamente integrando as equacdes de variagdes, incluindo J, Jo, J3 € Js. A parte
secular da solucéo de primeira ordem é incluida na oOrbita de referéncia. As Orbitas do
Sol e da Lua sdo consideradas circulares e o movimento das Lua é convertido ao

sistema equatorial da Terra com certa aproximacgao.
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Na década de 80, alguns trabalhos importantes também foram desenvolvidos.
Kaufman (1980) realizou um trabalho para teoria semi-analitica de primeira ordem
com restabelecimento de termos de curto periodo devido ao terceiro corpo e
perturbacdes zonais.

Roth (1982) inclui em seu artigo a perturbagdo de um terceiro corpo em um
orbitador em torno de um planeta ou Lua. As equacdes de Lagrange foram utilizadas
de maneira conveniente para permitir facil obtencéo dos vérios termos da expanséo
dos elementos perturbados. Uma analise cuidadosa da ordem de grandeza desses
termos mostra que alguns séo requeridos por uma teoria consistente direcionando para
segunda ordem de perturbagdes. Kaufman et al (1984) através de seus estudos obteve
a Orbita média para um satélite artificial incluindo efeitos secular, médio e longo
periodo do achatamento da Terra e perturbacdes do terceiro corpo, ou seja a Lua e o
Sol. Foi usada a teoria da perturbacdo para reaver os efeitos de curto periodo devido a
Ja.

Whnuk (1988) derivou uma formula para o geopotencial expressa em termos de
elementos orbitais. Foi apresentada a possibilidade de aplicacdo efetiva da formula
derivada para o célculo de orbitas de baixa altitude para satélites, considerando o0s
coeficientes dos harmonicos tesserais do campo gravitacional da Terra, de ordem e
grau elevados.

Whnuk (1990) desenvolveu uma férmula para perturbacdo em elementos orbitais
keplerianos de satélites artificiais terrestres. A parte Tesseral do potencial
gravitacional da Terra foi considerada como fator perturbador. O potencial
gravitacional expresso em termos dos elementos orbitais foi considerado na forma ja
desenvolvida anteriormente. Concluiu que a férmula para perturbacdo obtida
anteriormente poOde ser aplicada efetivamente para calcular perturbagdes com
coeficientes harmonicos tesserais de grau e ordem elevados.

Broucke (1991) elaborou um artigo em que apresenta um estudo detalhado da
investigacdo numeérica da perturbacdo na Orbita de um satélite causado pelo formato de
péra ou harmdnico J; do corpo central. O autor utiliza em seus estudos conceitos da
teoria geral das orbitas periodicas. Morbidelli (1993) estudou os efeitos luni-solar

sobre um satélite geo-sincrono artificial orbitando com inclinagéo proxima da critica.
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Foi analisado cada harménico formado pela combinacdo da longitude do nodo do
Satélite e da longitude do nodo da Lua. Este estudo demonstra que a dindmica
induzida por estes harmdénicos ndo apresenta fendmeno de ressondncia. Em uma
aproximagéo de segunda ordem o célculo médio da Hamiltoniana é obtido e aplicado
aos termos ndo ressonantes tendo como resultado que, o principal efeito da atragéo do
Sol e da Lua é um grande aumento na amplitude de libragcdo da inclinacéo ( de 0,6 °
para 3,2 °) e um decréscimo no periodo de libragdo (da ordem de 200 anos para 20
anos) .

Prado (1998) e Costa (1998) calcularam o potencial perturbador para ordem
superior a quatro em termos do polindbmio de Legendre e posteriormente em 2000
estenderam seus célculos considerando efeitos acima de ordem oito nas expansées do
polinbmio de Legendre.

Prado (1993), realizou um estudo do problema de transferir um satélite em oOrbita
em torno de um certo corpo e depois voltando ao mesmo corpo apos certo tempo.
Generalizou o problema de transferéncia relativa aos pontos lagrangeanos L4 ou L5 .
Outro ponto importante em seu trabalho foi o estudo da transferéncia com minima
variacdo de velocidade, em tempo livre, entre duas orbitas elipticas coplanares. Foi
desenvolvido e resolvido um conjunto de equacOes usadas neste problema para uma
manobra multi-impulsiva.

Broucke (2003) obteve a forma geral da funcdo perturbadora do terceiro corpo
truncada apds o termo de segunda ordem na expans@o em polinbmio de Legendre.

B. De Saedeleer (2004) e J. Henrard (2004) desenvolveram uma teoria analitica
de um satélite artificial da Lua. O interessante neste desenvolvimento é que a dinamica
de um satélite lunar € muito diferente daquela de um satélite artificial orbitando a
Terra, pelo menos em dois aspectos: o termo lunar em J, é somente 1/10 do termo C,,
e o efeito do terceiro corpo, a Terra, no satélite Lunar é maior que o efeito da Lua em
um satélite terrestre. Os resultados sdo obtidos sem quaisquer desenvolvimentos em
série em excentricidade ou inclinacdo. Assim, a solugdo do desenvolvimento se aplica
a uma ampla gama de valores, exceto para poucos valores criticos isolados. Foram

obtidos resultados em segunda ordem para o efeito combinado de J, e C,,.
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Karla (2004) desenvolveu um trabalho sobre manobra com consumo minimo de
combustivel utilizando estudo sobre manobra assistida por gravidade. E feito um
estudo particular do controle orbital de um satélite artificial da Terra usando a
gravidade da Lua. Sdo utilizadas equacOes analiticas baseadas na abordagem Patched
Conics.

Melo (2005) utiliza em seu trabalho o problema restrito de trés corpos para
prever familia de Orbitas periddicas no sistema Terra-Lua. Também utiliza problema
de quatro corpos Sol-Terra — Lua — sonda acrescido de perturbacdes devidas ao
achatamento terrestre e a presséo de radiagéo solar.

Elaborou estudos para determinacdo de trajetorias que permitem transferéncias
entre Orbitas terrestres e lunares de baixa altitude e grande inclinagfes e também rota
de escape do sistema Terra-Lua. Foram definidas também trajetdrias estaveis ao redor
da Lua e rotas de escape e captura através dos pontos Lagrangeanos L; e L, Fez

também uma abordagem do método patched conics.
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3 ORBITAS E TRANSFERENCIA ORBITAL

Em missdes espaciais é importante determinar Orbitas e as manobras orbitais
necessarias. A determinacdo com precisdo de uma Orbita implica em determinar
magnitude, forma e orientagdo da Orbita, bem como especificacdo da posicdo do
satélite em cada instante.

Sir Isaac Newton propds o primeiro metodo para a determinacéo da oOrbita de um
corpo celeste, em 1687. A determinacgéo da oOrbita proposta por Newton é feita a partir
de trés observagdes do corpo.

Sir Edmund Halley aplicou pela primeira vez o método de Newton, para calcular
a Orbita de 24 cometas. Com este mesmo trabalho de Newton, ele descobriu um
cometa que a cada 76 anos passava proximo da Terra. O cometa recebeu 0 nome de
cometa Halley , em sua homenagem.

Leonard Euler, em 1744, criou um método matematico analitico para
determinacdo de Orbitas. Lambert generalizou o método de Euler. Posteriormente,
Lagrange fundamentou a teoria de Euler e Lambert. Em 1780 foi Laplace quem
desenvolveu um método novo para determinagdo de Orbita.

No século 19, Gauss criou uma teoria para determinacdo de Orbitas e com ela
determinou a orbita do asterdide Ceres. Os dados de observacdo usados por Gauss,
foram os angulos de ascensdo reta e de declinagdo definidos do sistema de
coordenadas de ascenséo reta e declinagdo em trés instantes de observagoes diferentes.
Gauss também foi o autor do método dos minimos quadrados, através do qual as
Orbitas sdo determinadas de forma estatistica.

Outro fator importante em certas missdes ¢ o problema da transferéncia de
satélite de uma Orbita para outra com minimo consumo de combustivel (Marec, 1979),
ou seja, a transferéncia é tal que alterando (posicdo, velocidade e massa) de um satélite
em um dado instante para outros valores em um instante posterior, teremos um menor
consumo de combustivel (my — my), onde m, € a massa inicial do satélite e m; é a
massa final do satélite.

O consumo de massa (gasto de combustivel) esta relacionado com a variagdo de

velocidade (AV) atraves da equacéo de Tsiolkovsky (Schlingloff, 2005)
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AV =-GIn o
mf

em que U € a velocidade em relagdo ao satélite dos gases ejetados

Neste trabalho o consumo minimo de combustivel estara sempre implicitamente
dado quando calcularmos variagdes minimas de velocidade.

A transferéncia pode consistir também em uma manobra de rendezvous
(encontro de veiculos espaciais). Por exemplo, para permanecerem juntos em oOrbita.

A literatura apresenta diversas modelagens que podem ser divididas em trés
grupos tais como a dindmica do sistema, ou seja, equacdes do movimento, controle

aplicado (atuacédo de propulsores), e determinagdo do método de otimizacao.

3.1 DINAMICA DO SISTEMA
3.1.1 Modelagem simples de dois corpos

Nesta modelagem, temos um corpo de grande massa e um corpo de massa menor
que orbita o de maior massa. N&o séo consideradas perturbacdes de outros corpos.

E uma modelagem simples onde existe solucdo analitica. Permite resultados
precisos na maioria das situacoes.

3.1.2 Modelagem de dois corpos perturbados

Temos a modelagem de dois corpos onde se considera uma ou mais perturbacoes
como, a ndo esfericidade do corpo central, pressdo de radiacdo solar, presenca de
outros corpos, etc.

As solugdes analiticas sé@o raras, quase sempre se recorre a integragdo numerica.
Para resultados analiticos aproximados, utiliza-se linearizagdes em torno de uma orbita
de transferéncia.

3.1.3 Modelagem de trés corpos
Esta modelagem é muito usada para o estudo de trajetdrias lunares e interplanetarias,

temos a presenca de trés corpos que se atraem gravitacionalmente. N&o e considerada
outra perturbagéo

O caso mais comum € o problema restrito de trés corpos, onde é descrito o
movimento de um corpo que ndo perturba o movimento dos outros dois (por exemplo,

um satélite artificial), sob a influéncia de dois outro maiores(como por exemplo Terra
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e Lua). Nao hé solucgéo analitica para essa modelagem,devendo ser efetuada integragdo

numeérica.

3.1.4 Modelagem com N corpos

Temos a presenca de N corpos que sdo tratados como pontos de massa. Outras
perturbacdes sdo geralmente consideradas. Esta modelagem é usada para aperfeigoar
modelagens simples, como a de dois corpos ou trés corpos.

Esta modelagem ¢ aplicada em missdes onde varios planetas ou satélites séo
visitados por um mesmo veiculo espacial. Ainda com relagdo a esta modelagem, cita-
se a manobra assistida por gravidade, ou Swing-by, onde o veiculo ao passar proximo

de um corpo celeste, adquire energia para completar uma missao.

3.2 CONTROLE APLICADO

Neste caso avalia-se a forca a ser aplicada no veiculo espacial. Ha dois tipos de

modelos na literatura

3.2.1 Empuxo infinito

Considera-se forca aplicada de modo instantdneo e magnitude infinita.
Verificando a variagdo instantanea de velocidade, avaliamos o efeito deste impulso.
Supde-se trajetdria continua para o veiculo espacial. E um modelo que oferece
simplicidade e preciséo.

3.2.2 Empuxo continuo

Considera-se que o motor do veiculo consiga aplicar uma forga finita por tempo
diferente de zero (ndo instantaneo). Integracdo numérica da equacdo de movimento ou
linearizagdes vélidas em curto periodo de tempo permitem avaliar o efeito da forca.
Podem ser encontradas véarias modelagens quanto ao grau de liberdade da forca:
magnitude constante ou variavel, possibilidade de mudar a direcdo da forga livremente

ou com restrigdo, etc.
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3.3 METODO DE OTIMIZAGCAO
Neste caso, temos trés grupos:
3.3.1 Método direto

Procura-se valores numéricos para certos numeros de parametros. Utilizam-se

algoritmos computacionais para gerarem métodos iterativos.

3.3.2 Método indireto

Neste método as chamadas condigdes necessarias de primeira ordem(equacéao de
Euler- Lagrange) séo escritas e resolvidas numericamente. Assim procedendo,

conseguimos obter a solucéo final procurada.

3.3.3 Método hibrido

Como no método direto as equacgdes sdo resolvidas pela busca direta de
parametros. O problema é transformado em outro equivalente que é resolvido pelo

método direto.

3.4 MANOBRAS ORBITAIS

Neste item serdo discutidos algumas manobras convencionais.

Um dos primeiros estudiosos do problema da transferéncia de Orbita de um
veiculo espacial entre dois pontos foi R.H.Goddard em 1919. Goddard propds solugdes
Otimas para enviar foguetes a grandes altitudes de forma mais econémica possivel.

Em seguida Hohmann em 1925 obteve a solucéo 6tima do problema de transferir
um veiculo espacial entre duas orbitas circulares e coplanares em campo gravitacional
Newtoniano.

3.4.1 Transferéncia de Hohmann

A transferéncia entre duas Orbitas circulares coplanares é uma das mais Uteis
manobras que conhecemos. Através dela podemos colocar um satélite artificial em

uma Orbita de grande altitude.
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Primeiramente, nds podemos colocar o satélite em uma Orbita de baixa altitude
denominado Orbita de estacionamento. Em seguida transferimos o satélite para uma
oOrbita circular de grande altitude, utilizando uma oOrbita eliptica de transferéncia
tangente as oOrbitas circulares. O primeiro ponto de tangéncia esta no pericentro da
elipse de transferéncia e o segundo ponto de tangéncia esta no apocentro da elipse de
transferéncia. A soma das variacdes de velocidades nestes dois pontos fornece a
menor variacédo de velocidade(AV) requerida.

Quem primeiro concebeu este tipo de manobra foi Hohmann em 1925. Por isso
a transferéncia envolvida, foi denominada Transferéncia de Hohmann.

A Figura 1 mostra a transferéncia.

Figura 1 - Esquema da transferéncia de Hohmann

Na Figura 1, O, é a orbita de baixa altitude, O, é a Orbita de grande altitude e E; é

a elipse de transferéncia. De acordo com esta figura temos que:

2a=ry+r; (3.1)
a:¥ 3.2)

A velocidade do satélite no apocentro (em 1) da elipse de transferéncia € dada por:
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V2 2 K (3.3)
n a

onde n é amassa reduzida da Terra. Portanto para o valor de V; temos:

VE [2—“ - EJ (3.4)

Desenvolvendo a equagéo (3.4) temos:

V. |_2HT2 (3.5)
r(r+r2)

Para a 6rbita circular de baixa altitude a velocidade do satélite é:

vi= & (3.6)
n

Aqui r; é o raio da Orbita circular de baixa altitude e é também a distancia do
pericentro da elipse de transferéncia ao planeta em torno do qual o satélite orbita, e r,
é a distancia do apogeu e também raio da orbita de grande altitude. Com os valores
destas velocidades podemos calcular o primeiro impulso AV, em 1, para que o satélite

seja colocado em orbita de transferéncia. Assim, temos:

AVl = Vl - Vl

(3.7)

(3.8)

V, = 2{£- L} (3.9)
I r +r2
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A velocidade do satélite na orbita de raio r, é:

v, = & (3.10)

(3.11)

A menor variacdo de velocidade passa a ser:

AV=[ AV, | +| AV, | (3.12)

E muito importante em uma manobra determinarmos o tempo de transferéncia.

Este tempo de transferéncia é metade do periodo da orbita de transferéncia e é dado

por :

3

S (3.13)
y7i
_n+r x Co

Como a= ——= e desenvolvendo aequacédo ( 3.13) obtemos para o periodo:

3
i 1+2 2 r3
t= | o L (3.14)
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3
r
Observando a equacdo (3.14 ) , vemos que 27 1 4o periodo da oOrbita inicial, ou
y7i

seja da Orbita de raio r -

3.4.2 Caso geral de transferéncia entre duas Orbitas circulares planares

O caso mais geral de transferéncias entre duas Orbitas circulares planares (Bate et al,
1971) requer que a Orbita de transferéncia intercepte ou pelo menos tangencie as
Orbitas circulares. A Figura 2 mostra as Orbitas de transferéncias que sdo possiveis e

impossiveis.

5 e

Transferéncia possivel Transferéncia Impossivel Transferéncia Impossivel

Ip <Ip erg>r, p <r r,>r;
Figura 2 — Transferéncias possiveis e impossiveis . Bate et al (1971)

Podemos ver através da Figura 2 que a distancia do pericentro tem que se menor ou
igual ao raio de orbita da menor altitude, ry, e que a distancia do apocentro tem que ser
maior ou igual ao raio da drbita maior.

Podemos expressar o que foi dito acima matematicamente da seguinte forma:

Consideremos a equagéo geral das conicas,
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P
= 3.15
' 1+ecos(0-w) (3.15)

onde p = a (1 - €°) é o semi-latus rectum e e é a excentricidade da elipse de
transferéncia, @ é a longitude do pericentro e 6 € a longitude verdadeira. Se @ = 0,
temos que r = r, (distancia do pericentro ).

Logo,

= (3.16)

Se 6 =7+ @, temos,

fa =% (3.17)

Portanto para a transferéncia ser possivel, temos:

<l ,|O 0] —l <r 3.18
psil g 1+e 1 ( )
=71 Iogo —l >r (3 19)
a=12, 1- =192 .

As Orbitas que satisfazem essas equagdes a0 menos interceptam ou tangenciam
as Orbitas circulares.
A Figura 3 mostra um caso geral de Av requerido em dois pontos (1) e (2) da

oOrbita., no caso de transferéncia entre duas Orbitas circulares.
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Orbita circular
maior

Elipse de
transferéncia

Orbita
circular
menor

Figura 3 - Avrequerido em 1 e 2 Bate et al (1971)
. o . Vv .
Considerando a equacédo da energia € = - poderemos obter a velocidade

\%%
Vi = 2[£ + gJ (3.20)

Na Orbita de raio r;, a velocidade é dada por,

vi= £

n
Os dois vetores V4 e V{ formam um angulo ¢, , denominado angulo de vdo. No

momento da transferéncia em 1, podemos calcular o momento angular através de ,

hy = ry Vq cos¢q (3.21)
obtemos, cos¢q = rlh—\1/1 (3.22)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo cujas lados sio Vq, V{ e AV,
obtemos,

AV2=V2 + V{2 -2V V] cos ¢y (3.23)

Com relagéo ao ponto 2 da Figura 3, procedemos de maneira analoga obtendo,

V, = z{ﬂ + g} (3.24)
2
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v = JZ 3.25)
2

A equacdo (3.26) fornece a velocidade do satélite na drbita circular de raio r;,

O momento angular agora é calculado por,
hy =T Vo (3.26)
h2 =1,V,C0S (I)z (327)

O angulo ¢, é o angulo de véo formado por Vo eV5. Da equagio (3.27)
obtemos,

COSh,=

v Aplicando a lei dos cossenos no tridngulo cujos lados sdo
r2va

V5, Vo e AVy, obtemos,
AVZ = V52 1 V"2 _2VoVh cosgo (3.28)
Podemos agora determinar o AV requerido.
Para ¢, = 0°e o= 0°, recaimos na transferéncia de Hohmann .

3.4.3 Transferéncia de Hoelker e Silber ( bi — eliptica e tri — impulsiva )

Hoelker e Silber demonstraram no final da década de 50 que a transferéncia de
Holmann é o6tima quando a razdo entre as orbitas final e inicial € menor que 11,94.
Para tanto utiliza-se uma transferéncia Bi-Eliptica e Tri-Impulsiva. A Figura 4 abaixo

mostra este tipo de transferéncia.

Et.

Figura 4 — Transferéncia Bi-Eliptica. Adaptado Prado A..F.B.A(2001)
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Na Figura 4, temos que O; € a drbita circular menor, O, ¢é a orbita circular maior, E1; é
a primeira elipse de transferéncia e E+, € a segunda elipse de transferéncia.
Observando a figura vemos que r; é o raio de orbita circular menor e também é
a distancia do pericentro da 1° elipse de transferéncia ao planeta., r, é o raio da orbita
circular maior e também é a distancia do pericentro da 2° elipse de transferéncia ao
planeta, e r é a distancia do apocentro da 2° e 1° elipse de transferéncia ao planeta.
O primeiro impulso ocorre no pericentro da 1° elipse de transferéncia, sendo que

a velocidade neste mesmo ponto na drbita circular é dada por :

v - 2 (3.29)
1 n

Neste mesmo ponto, na 1° elipse de transferéncia, a velocidade é dada por :

2u 2
v, - /—r“-—r fr (3.30)
1"

Nestas condices podemos calcular AV;.

AV, = 2_“_2_“-\/2 (3.31)
\ nontroyn

Desenvolvendo a expresséo acima temos;

AVq = (3.32)

O segundo impulso ocorre no apocentro da 1° elipse de transferéncia, sendo a

velocidade do satélite neste ponto sendo dada por,
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vV, = 2B (3.33)
rag

Substituindo na expressdo acima porr=a;( 1+ e; ), onde e; é excentricidade da

1° elipse de transferéncia e a; 0 semi-eixo maior, ficamos com,

V) - 2 M (3.34)
aj(l+e1) a1

Neste mesmo ponto (apocentro) , a velocidade do satélite é :

Vo= | 2K K (3.35)
a1 (1+eq1) as

A velocidade V, é a velocidade do satélite na segunda elipse de transferéncia.

Agora, podemos determinar a variagao de velocidade.

AV, - JL-L JL-ﬁ (336)
aj(l+e1) az Vai(l+e1) a

Finalmente o 3° impulso ocorre no pericentro da 2° elipse de transferéncia em
sentido contrario a 0 movimento do satélite, com valor tal que permite o satélite ser
lancado em orbita circular maior de raio r,. A velocidade do satélite neste ponto da

segunda elipse de transferéncia é dada por :

, 2p M
V= |—2 2 3.37
3 \/az(l-ez) ap (337)

Na expressdo acima a, e e, sSd0 O semi-eixo maior e excentricidade
respectivamente

Na Orbita circular de raio r,, a velocidade do satélite é:
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V3 = \/% (3.38)

Portanto temos,

u 2 u
Av,= [ | — - (3.39)
3 -

ry \/az(l e2) a5

Com estes resultados, determinamos o valor de AVtotal.
AV = AV, + AV, + AV, (3.40)
Esta transferéncia torna-se mais eficiente, quanto maior é a distancia r, pois assim
temos um menor AV.
Esta manobra é mais eficiente que a manobra de Hohmann, uma vez que o
segundo impulso ocorre longe do centro de atracdo, onde a forca de atragdo € mais
fraca, diminuindo o combustivel necessario. Devemos lembrar que a forca é

proporcional ao inverso do quadrado da distancia entre dois corpos.

O tempo total da manobra é a soma da metade dos periodos das Orbitas de
transferéncia (1° e 2° elipses).

Para a primeira elipse de transferéncia temos,

4
T =274+ (3.41)

o+
Mas, a;=

, que substituida na equacdo (3.41) fornece:

(3.42)

Desenvolvendo a expresséao (3.42) obtemos,

3
w(r+ rl)2 (3.43)
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Portanto o valor de T, é dado por,

3
T o+ rl)é (3.44)

R

Com relacdo a 2° elipse de transferéncia, procedemos de maneira analoga,
obtendo,
3

1, -2ty (3.45)

2\/2p

Somando estes dois instantes de tempo, obtemos o tempo total.

TrotaL = 2\/7;7 {(rl + f)% + (fz + r)%} (3.46)

3.4.4 Transferéncia Bi-Parabolica
Quanto maior a distancia r (distancia do veiculo ao foco) mais eficiente € a

transferéncia. Isto se pensarmos r tendendo ao infinito.

A Figura 5 mostra este tipo de transferéncia.

Figura 5 — Transferéncia Bi — Parabdlica. Adaptado de Prado A. F. B. A (2001)
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Na orbita circular de raio ry, aplica-se um impulso na dire¢cdo do movimento com
valor AV; de maneira a colocar o satélite na orbita parabdlica O;.

Quando, teoricamente o veiculo atinge, o infinito, é dado um impulso
infinitesimal no satélite para coloca-lo em uma nova orbita parabdlica O,. Quando o
satélite passar no periapsi da orbita parabolica O,, novo impulso no valor AV, é dado
ao satelite para colocé-lo na orbita circular maior (de raior; ).

Esta transferéncia na pratica ndo se realiza, devido ao tempo de transferéncia
necessario ser infinito.

3.4.5 Transferéncia de Orbita, co-focais, coplanares e elipticas

Para este caso, utiliza-se a transferéncia de Hohmann, que é de maxima energia.
O satelite é transferido de uma Orbita eliptica para uma outra orbita eliptica, através de

uma orbita eliptica intermediaria de transferéncia.

A
Y
A
A4

Figura 6 — Transferéncias entre drbitas elipticas coplanares

De acordo com a Figura 6, o satélite executa inicialmente uma Orbita eliptica em
torno da Terra (orbita (1) ), sendo ry, a distancia do pericentro ao foco (F) e ry a
distancia do apocentro ao foco, ambas relativas a orbita (1). Em seguida o satélite o
satélite é colocado em uma orbita eliptica de transferéncia(drbita t) que tangencia o
pericentro da Orbita ( 1 ). Para esta oOrbita de transferéncia temos que a distancia ao
foco é ry e adistancia do apocentro ao foco € ry, . Por fim o satélite e lancado a orbita
desejada ( 2 ), onde ry, € a distancia do pericentro ao foco e r,;, = ry, € a distancia do

apocentro ao foco.
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Vamos analisar agora as velocidades envolvidas na transferéncia.

Para a orbita inicial (1) no pericentro, temos,

Vp, = |[HL_E (3.47)
1 by 2
Vp, = \/2“ 24 (3.48)
1 Tpy *Tag
Para a Orbita de transferéncia, de maneira analoga, no pericentro temos:
Vpt = \/2“ 2k (3.49)
b1 fpp *'a

M1 +ta , o . . o
onde ar = b1t , onde ar é 0 semi-eixo maior da elipse de transferéncia.

Quando o satélite passa da orbita (1) para a orbita de transferéncia, a variacéo de

velocidade é calculada atraves da equacao:

AV = PR 2k |20 2u (3.50)
1 Tpp*fa \fpp Tpp *lag

Considerando agora o apocentro da elipse de transferéncia, a velocidade o satélite
é determinada através da equacéo,

Vat = 2 2u (3.51)

ta Tfpl+'ta

No mesmo ponto , mas com relagdo a orbita (2 ), temos,

Vy . = 2p__2p (3.52)
2 rta rpz +rta

Portanto a variacdo de velocidade sera:
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la fpp +ta (3.53)

Portanto o incremento total na velocidade para se transferir da orbita (1) para a

Orbita (2 ) sera:

AV =(Vpt - Vpq )+ (Va, —Vat) (3.54)

Para o célculo do tempo gasto na transferéncia devemos considerar que para a
elipse de transferéncia, o periodo, é dado por,

3
at
T =27, (3.55)
u

O tempo de transferéncia € metade deste valor. Podemos escrever, portanto que,

(3.56)

3.4.6 Transferéncia entre orbitas elipticas de mesma dimenséo, coplanares e ndo
coaxiais

O objetivo desta manobra ¢ alterar o argumento do pericentro.

Consiste em aplicar um incremento no apocentro da orbita inicial, permitindo a
obtencéo de uma orbita circular de raio r,. Ao atingir o outro apocentro aplica-se um
segundo impulso no sentido contrario ao movimento que fard com que o satélite entre
na segunda orbita.

No apocentro da 6rbita inicial temos:

\%1 =1/%a'e) (3.57)



36

Neste mesmo ponto, na orbita circular, temos:

Vi = \/Z (3.58)
la

Portanto temos o primeiro impulso:

AV =V, -V, (3.59)
A outra variacdo é igual a primeira, mas em direcdo diferente. Para a variagdo

total,

AVy = 2AV| (3.60)

A Figura 7 mostra a transferéncia

F ) - P ¥
/ satélite / K?"' @ \ f/”Df \

Figura 7 — Transferéncia entre orbitas elipticas de mesma dimensao coplanares e ndo coaxiais.
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3.4.7 Transferéncia entre orbitas circulares ndo coplanares de mesmo raio

No caso da oOrbita inicial estar inclinada em relacdo a final de um angulo Aa, é
necessario uma componente de impulso perpendicular ao plano orbital, para transferir

0 satélite da drbita inicial para a final. A magnitude do vetor velocidade se mantém.

Figura 8- Transferéncia entre 6rbitas circulares ndo coplanares de mesmo raio

As velocidades inicial e final, idénticas em mddulo, junto com AV necessario,
formam um tridngulo isdsceles.

A Figura 9 mostra o diagrama esquematico do triangulo isosceles.

Figura 9 — Diagrama esquematico de velocidades

O triangulo isosceles é dividido em dois triangulos retangulos congruentes. Da

trigonometria temos que.

Aa

senA—a:L (3.61)
2 V
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A velocidade orbital diminui com a altitude e, portanto a energia necessaria para
que seja efetuada a transferéncia diminui quando a altitude na qual for efetuada
aumenta.Por outro lado a energia necessaria para se colocar um veiculo numa orbita de
transferéncia aumenta com a altitude.

Deve existir uma altitude Otima na qual a soma dessas duas energias & um
minimo.

A Figura 10 mostra a manobra de transferéncia.

-~ Elipse de transferéncia

Figura 10 — Vista da manobra de transferéncia

O satélite esta inicialmente em uma Orbita circular de raio r.. Observando a figura
10, vemos que r. € também a distancia do pericentro da elipse de transferéncia.

No pericentro da elipse de transferéncia a velocidade do satélite e

V, = 21 __ 2 (3.62)

Vo= & (3.63)

A variacdo da velocidade do satélite é dada por:
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1
2ra 2
r
Vo= [Bl—C | 1 (3.64)
I I
'c

No pericentro e no apocentro da elipse de transferéncia, as velocidades s&o dadas
por:

2 2 1 2 2 1
Vps =pu(—->) e Va©=pu(=-= 3.65
p u(rc )¢ Va u(ra 2 (3.65)

Podemos escrever portanto.
Vp?-V,° = 2;{1 -ij (3.66)
'c Ta

Como o momento angular se conserva durante o movimento na elipse de

transferéncia, temos,
Vyle = Val, (3.67)

Das equacoes (3.65) e (3.67) chegamos ao valor da velocidade V, no apocentro

da elipse de transferéncia.

_ 2Vc2

Va -
Vp

-V (3.68)

No apocentro da elipse de transferéncia, € feita uma corregdo na inclinagéo
orbital,por meio de um incremento impulsivo de velocidade AV, . O valor deste

incremento é:

AV, = 2V,sen ATOC (3.69)

Durante o incremento a velocidade V, ndo se altera.
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O satélite agora se encontra numa segunda elipse de transferéncia e atingird o
pericentro desta com velocidade original V, . A 2° érbita circular tangéncia a 2° elipse
de transferéncia no pericentro.

Neste ponto é aplicado no satélite um incremento adicional, AV, oposto ao AV,
inicial, para colocar o satélite na 2° orbita circular.

O AV total necessario para a manobra €,

AV =2|AVp |+ [AVy| (3.70)

A expressdo acima desenvolvida resulta:

-1
2
11+r—a -1+42 21y L senA—a
2 r, r, I 2
1+-*

(3.71)
Derivando a expressdo (3.71) em relag&o a r, encontramos:
3

dVToTAaL _ 1 [#|lfaf, . Ta 2| 142 |gn 2 (3.72)
dry 2re\re | 2 1¢ e e e 2

Para uma transferéncia 6tima, e, portanto com minimo de energia despendida, a
derivada calculada acima deve se nula.

Observando atentamente a equagdo, notamos que,

fa (14 2ayeend% _g (3.73)
e e 2
0 que resulta,
senA—a
a2 (3.74)
e 1-2¢en2%

2
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« o~ s , r .
Uma COﬂdIQaO otima e que -+ =1, com ISSO encontramos.
I

c

Aa
sen——

2
v -1 (3.75)
1- Zsen7

Resolvendo esta equacéo trigonométrica encontramos Aa =39°. Outra condicéo
r o <
-2 tendendo ao infinito, quando ent&o ATOC tende para 30° ou Aa

Otima seria para ;
C

tende para 60°.

Portanto a técnica de transferéncia bi-eliptica é aplicada quando 39°< Aa< 60°.
A condigéo Otima acima e conveniente teoricamente, pois sendo 0s raios iguais ,

ndo haveria transferéncia, o satélite estaria na mesma orbita .
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4 ESTUDO DO PROBLEMA
4.1 A MANOBRA PROPOSTA

A manobra proposta consiste em considerar inicialmente um satélite orbitando a
Terra. Quando o satélite estiver no pericentro de uma trajetdria de transferéncia aplica-
se um empuxo colocando o satelite nesta trajetoria que o levara até a esfera de
influéncia da Lua. A seguir em um determinado ponto (obtido por um processo
numérico levando em conta otimizacdo de combustivel) aplica-se um empuxo
necessario para o satélite entrar em oOrbita hiperbolica ao redor da Lua.

No vértice da orbita hiperbdlica aplica-se um outro empuxo para colocar o
satélite em uma elipse de transferéncia que o levara até a orbita lunar projetada. Para o
satélite entrar na Orbita lunar projetada é aplicado mais um empuxo no satélite. Para
realizar a manobra de volta para a Terra, aplica-se um empuxo no satélite de maneira a
coloca-lo novamente na elipse de transferéncia que o levara ao vértice (perilunio) da
trajetoria hiperbdlica. Neste ponto, aplica-se um empuxo para colocé-lo na trajetoria
hiperbolica que o levaré a ponto de entrada da esfera de influéncia (que é determinado
numericamente). Neste caso, o raio da perilinio € maior que o raio da orbita circular
final desejada. Caso o raio do perilinio seja igual ao raio da orbita final desejada, ndo

h& a necessidade de uma drbita de transferéncia para a orbita final.

No ponto de entrada da esfera de influéncia o satélite € colocado na trajetoria de
transferéncia geocéntrica. No pericentro desta Orbita geocéntrica aplica-se um novo

impulso para colocé-lo na orbita inicial em torno das Terra completando a misséo.
Seréo considerados 0s seguintes casos:

1) As orbitas séo coplanares.
2) A orbita do satélite ndo e coplanar com a oOrbita da Lua.
3) Consideragdes sobre a influéncia do achatamento da Terra e da influéncia de
um terceiro corpo.
Para 0 caso da perturbacéo do 3° corpo, Lua, por exemplo, serd considerado o
modelo de dupla média, ou seja, serdo consideradas médias em relacdo aos termos de

curto periodo com relacéo ao corpo perturbado e ao corpo perturbador.
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Com relagéo a influéncia do achatamento da Terra, sera considerada a média em
relacdo aos termos de curto periodo do corpo perturbado.

Muitos trabalhos tém sido desenvolvidos utilizando modelos de dupla média,
como os trabalhos de Roger Broucke (1992) e de Prado (2003).

Na utilizacdo da fungdo perturbadora serdo considerados apenas 0s termos

seculares.

4.2 INFLUENCIA DO ACHATAMENTO DA TERRA

Sabemos que o campo gravitacional Terrestre influencia a orbita de um satélite
terrestre. Este satélite estara sobre a influéncia do potencial da Terra, levando em conta
a distribuicdo ndo uniforme de massa da Terra.

De maneira geral, no caso de um satélite artificial em orbita proxima de um

planeta de forma n&o esférica o potencial (ou funcéo potencial) pode ser dado por:

U=U,+R 4.1)
em que U, € a funcdo potencial devido a um ponto de massa, considerando o
problema de dois corpos. Supde-se que a massa do corpo esteja concentrada em seu
centro, dai o termo ponto de massa. O termo R da equacdo (4.1) é uma funcgéo
potencial devido a presenca de outras massas atrativas, ou devido ao achatamento do
planeta em torno do qual o satélite gira.

No presente topico é feito um estudo da influéncia do achatamento do planeta (no
caso a Terra). Considerando o satélite em drbita em torno da Terra, em trajetoria
eliptica, sendo os elementos orbitais ay €y , iy, Qq, g € o considerados no tempo to

Estes elementos sdo chamados de osculadores enquanto a orbita eliptica €
denominada de elipse osculadora.

Devido a influéncia da funcdo perturbadora num instante posterior t;, 0s
elementos orbitais serdo aj, e;, iy, i, o, € t;, onde (a; — &), (61 — €g) etc. sdo as

perturbagdes dos elementos no intervalo (t; — tp) .
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Como jé foi dito, seré estudado a drbita do satélite sob o efeito gravitacional da
Terra, desconsiderando o arrasto atmosférico. Sera utilizado na descri¢do abaixo o
estudo de Kozai (1959).

Considere a Figura 11, onde S é a posicdo do satélite no instante t, com
coordenadas r, 5 , A . O sistema de eixos ndo girante, apresenta a origem no centro da
Terra, e os eixos Ox (na dire¢do do primeiro ponto de Aries), O y (90° ao longo do
equador desde Ox em direcdo ao aumerto da ascenséo reta ) e Oz (ao longo do eixo

de rotagéo da Terra).

Figura 11- Satélite em plano de 6rbita inclinada em relagdo ao equador. Circulo centrado no planeta mostrando
& Orbita do satélite com inclinagdo i em relagcdo ao plano de orbita do planeta, e Q a longitude do nodo
ascendente medida em relacdo ao eixo de referéncia x. Roy (1988)

Na Figura 10, PO é plano orbital, E € 0 equador, S’ € a projecdo de S sobre a
esfera celeste e ZS'Q € o arco do grande circulo. Assim temos:
R= OS — raio vetor de S (Satélite)
5 = QOS' — declinagio de S
L = XOQ — ascensio reta
A Orbita osculadora do satélite é definida pelos seis elementos a, e, i, Q , ® e M,
onde a é o0 semi-eixo maior, e a excentricidade, i € o angulo de inclinacéo do plano
orbital com o plano do equador, Q é a longitude do nodo ascendente (N), ou ascenséo

reta do nodo ascendente, € o argumento do perigeu e M é a anomalia média.
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O angulo formado pela linha que passa pelo perigeu(AA’) e o raio vetor do
satélite é a anomalia verdadeira f.

Podemos relacionar o raio vetor e a declinagdo & a anomalia verdadeira pelas

relaces,
a2
[ = a(l e ) (4_2)
1+ecosf

send = senisen(f + w) (4.3)
A expressao (4.3) é obtida do tridngulo esféricoNS'Q.
A equagdo do movimento do satélite passa a ser

f=vVU (4.4)

Sendo U o potencial da Terra.
Se o planeta em torno do qual a satélite Orbita tem simetria axial, entdo seu
potencial em um ponto externo é dado por Roy (1988):

0 n
U:G—m{l > J{%) Pn (sen¢)] (4.5)

r n=2
onde r ¢ a distancia do ponto ( no caso o satélite) a centro da massa do corpo(no caso a
Terra), m € amassa do corpo (Planeta Terra) e ¢ é o &ngulo formado pelo raio vetor do
Satélite e o plano do equador e P,((seng) € o polinémio de Legendre de ordem n em

send. Mas como ¢=9, e considerando pu = Gm, a equacéo (4.5) fica,

Bl D RY"
U==|1- X Jn[?j Pn(Sen(g)) (46)

Ml n=2
Utilizando a equacdo (4.5) para o potencial gravitacional da Terra nés estamos

assumindo que os efeitos devido a elipticidade da Terra no equador ndo estdo

presentes, embora nos estamos admitindo os efeitos da assimetria entre 0os hemisférios
Norte e Sul.

Apos alguns desenvolvimentos podemos escrever a equacgéo (4.5) da forma,
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10 n
U=Ug+ {% zan @) Pn (sen(5))} (4.7)
n=

Em uma forma mais compacta temos que U = U, + F, onde F é a funcéo

perturbadora dada por,

_ H2 RY)"
F= - & Z Jn[Tj Pn(Sen(5)) (48)

Mn=2
Nas expressoes acima J, &0 constantes.
Desenvolvendo o somatdrio da equagéo (4.8), obtemos:

- R\2 R R\
F= Tﬂ J2(7j Pz(sen5)+J3(?) P3(sen5)+J4(?) P4(SEN )+ .ovvee (4.9)

Apos mais alguns desenvolvimentos da expressdo acima, nés obtemos:

2 3 3
3 2R 11 en2iy Loen2 J2R 3
F= ﬂ{ 2 .3 ( j [3 2sen |+23en icos2(f + w)]- A [( sen 2; )

sen(f + o) -gsenzi .sen3(f + w)Jseni+ ...} (4.10)

A anomalia verdadeira que aparece na expressao acima pode ser facilmente ser
transformada em anomalia media M, que é uma funcdo linear do tempo no movimento
néo perturbado.

Para isto, partimos do fato que,

r2f —h=na?1-e? (4.11)

20102
e portanto , th; % e sendo M = n(t -t), chegamos a equacao,
r

2
df _a® 12 (4.12)

Y
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As quantidades r/a e f na funcdo perturbadora F séo funcbes de e M somente e

séo periddicas em relagéo a M.
O objetivo como relacdo ao achatamento da Terra é determinarmos as partes
seculares da funcéo perturbadora em termos das constantes J, e J,. Para isto tomamos

valor médio em relagdo aos termos em j, e j4 através da expressao,
= 12
F=pn deM (4.13)

Com o calculo da media, eliminamos termos de curto periodo ficando apenas
com termos seculares.
Considerando a parte da funcéo perturbadora em J, e efetuando o célculo da

média, obtemos,

_3WpR*(1 1 o ( 2)2
F2 5 a3 [ sen |) l-e (4.14)

Sendo, a 0 semi-eixo maior da 6rbita do satélite e e a excentricidade da Orbita do
satélite.

Para determinacdo do termo em J, utiliza-se a equagdo (4.9) obtendo a

expressao,
) 4 5 5 5
F4:%_%{3586n4i (Ej sen4(a)+f)-308en2i(§j Senz(a)+f)+3(§j } (4.15)
a r ' '

Utilizando o calculo da média e desenvolvendo a expresséo acima obtemos,

(1-e2)-%(2+3e2)

Fy = _3”J4R (3586n4l SSen2|+1j +
8 g 8 2
3pudgRY R4 35 4. 2. 3e2c032a)
2 5 ( sen”i-5sen Ij ——— (4.16)
a 4(1-e2) "
Considerando apenas os termos seculares da equacgao acima temos,
-7/2
2 2
] (1-e ) 2+3¢2)
Fy = -3udaR* [BSSenA'l 53en2|+1j (4.17)
8 g9 8 2
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Adicionando F, e F,, temos,

gaz (-1+e2)J2 (1+3c032i)—(2+3e2)J4 R2
2

3R u 4
[1-53en i2 +353:n| }

16a° (1-e2)7/2 (419)

Com a utilizagdo das equacgdes planetarias de Lagrange podemos ter uma idéia de

como os elementos orbitais variam. Segue abaixo as equagdes planetarias de Lagrange:

da_2 oF \
dt naoM

%z(l-ez) oF +1-e2 oF

dt pale M 32 0w

di _ cosi OF 1 OF]
d a2y1-e2seni 9 na2\/1—e23eniaQ>
oo 1 F (4.19)
at na2y1-e2seni d
do __ cosi oF 1-¢2 oF
b ha2y1—e2seni @ naZe O
dM _,_(1-e®) oF 2 oF J
dt nale 08 Naoa

Substituindo nas equacfes acima a equacao (4.18) e posteriormente integrando
em relagéo ao tempo obtemos,
a=adg
e =g

i:io
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(3R2 t 1 (-384a2 Jp +768a% e2 1 -384a%e% 1, +
54004 R +675¢214 R? -20(32a° (-1+62)2), -

_ (52+63e2) 14 R?) cos 2i+35(28+27e%) 4 R? cos 4i))

Aw (4.20)
1024a’ (-1+e2 4
2 2)2 2\, o2
5 -32a (-1+e ) J2+5(2+3e )J4R +
3R“t ucosi
35(2+3e2)J4 R? cos 2i
AQ = (4.21)
7 2\
64a (-1+e ) n
3J9 R%(1+3c0s2i) 934 R? (9+20cos 2i +35cos 4i
1- 32 5/2
8a2 (1-e2) 512a4(1-e2)
AM=nt (4.22)

9(2+3e2)J4 R% (9+20cos 2i +35cos 4i)
772
1024a% (1-e2) /

Analisando estas equacdes, verifica-se que quando a perturbacdo € secular o

argumento do perigeu e a longitude do nodo ascendente variam linearmente com o
tempo.
4.3 PERTURBA(;AO DO TERCEIRO CORPO

Para o0 estudo da perturbacdo do terceiro corpo serd utilizada a funcéo
perturbadora desenvolvida em expansé@o polinomial de Legendre até a quarta ordem. A
Figura 12 mostra o corpo perturbador de massa m” e o corpo perturbado de massa m

em suas orbitas.
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v <

Figura 12 — Corpo perturbador e perturbado em suas respectivas Orbitas. Na figura, m é a massa do corpo
perturbado, m"é a massa do corpo perturbador e my, é a massa do corpo central

Neste estudo é assumido que o corpo perturbador (Lua) se encontra a uma
distancia muito maior do corpo perturbado(satélite), ou seja r'>r, e que também o
corpo  perturbador se encontra no plano  equatorial da  Terra.
Na figura 12 o angulo formado pelos raios vetores r er’ é ¢, m € a massa do corpo
perturbado , m’ é a massa do corpo perturbador e my € a massa do corpo central no
caso a Terra., e d € a distancia entre o corpo perturbador e o perturbado. A fungéo
perturbadora é dada por (Broucke, 1992):

R = H (4.23)
\/r2 112 -Ir'cose

Desenvolvida em polinémios de Legendre a fungéo se torna,

!

m

,u' X (r n '
=2 3 [_,j Pncose ,onde u'=

Como o desenvolvimento é até a quarta ordem, para o polindmio de Legendre

temos,
P, (cosp) = %[3.C052§0 -1) R

P4(cosp)= %(5.0082(0 - 3003(0) > (4.25)

P, (cosy) =%(350034 ¢-30c052¢p+3) /
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O plano de orbita do satélite é o plano fundamental e consideramos o sistema de
coordenadas perifocal, onde o0 eixo x' é direcionado para o pericentro da orbita , 0
eixoy’ estd a 90° de x' na direcdo do movimento do satélite e o eixo z' €
perpendicular ao plano formado pelos outro dois eixos, ou seja perpendicular ao plano
de orbita. Entretanto € conveniente que seja feita uma mudanca do sistema perifocal
para 0 sistema geocéntrico equatorial utilizando matrizes de rotagcdo. Sendo assim
poderemos obter as seguintes relacoes:

Para o corpo perturbado,

X — cosQcos(w+f) -senQsen(w+fcosi
=senQcos(w +f) + cosQsen(w +f)cos i (4.26)

=sen(w+Tf)seni

Para o corpo perturbador,

% = cosQ'cos(w’ +f)-senQ'sen(e’ +f)cosi’ )
% =senQ'cos('+f)+cosQ'sen(e'+f)cosi’ | (4.27)
% =sen(w’'+f)seni’

J

Como a Orbita do corpo perturbador estd no plano do equador, devemos ter
Q'=0ei'=0.

Podemos agora determinar o cose através da relagéo,

Y _xx'+yy'+z.z (4.28)
r.r '

~

Substituindo o conjunto de equaces (4.26) e (4.27) na equacao (4.28), e
realizando algumas simplificacdes, obtemos,
Cosp=acosf + Bsenf (4.29)
onde o =c0s ®cos(Q - f'-w')- cosisen (Q-f'-w') €

S =-sen wcos(Q-f'-w")-cosicoswsen(QQ-f'-w')
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O préximo passo agora, € determinar os valores de R,, R; e R4 da fungdo
perturbadora. Para tanto, devemos realizar o cdlculo de dupla —média para estas partes
da fungéo perturbadora. Primeiramente determinamos a média com rela¢do ao corpo
perturbado e depois em relagdo ao corpo perturbador. Isto é para eliminar termos de
curto periodo. Para tanto é conveniente que se faca as transformac6es para anomalia
excéntrica, de acordo com as ralagfes (4.30), para o corpo perturbado e para o corpo

perturbador.

foVLe? e )

_ CosE-e
cosf =1-6CoSE \ (4.30)

£=1-ecosE
dM = (1-ecosE)dE

4.3.1 Calculo de R,

Para o célculo de R,, temos,
2

R,- KZ[LJ %(3_(;032@-1) _que pode ser escrita como,
rr

2002 13, 12
R, = “T“[f_] (1) (300521 (4.31)

4.3.2 Calculo de R;
Para o célculo de R; temos a seguinte expresséo:

rr2 3 r4
R. = 4N 7a”fa’ [L)( 2,- ) 4.32
3 T [r’ 1 5.c0s4¢-3c0S¢p (4.32)

4.3.3 Calculo de Ry
Para o célculo de R, temos,

' 4
R, = %[H %(35cos4 q0-30C082(0+3) que pode se escrita,
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12,4 1 .nO, 4
R, = #N'°2 [a_] [lj (35c0s% -30c0520 +3) (4.33)

A funcéo perturbadora é determinada através da soma de R,,R3 e Ry,
O APENDICE A apresenta as expressdes de R,, Rs, R, e da funcio perturbadora
R ja desenvolvida.

Separando a parte secular da parte de longo periodo de R, e simplificando,
obtemos:

R = %(a2(1024(2+3e2)(1+ 3cos[2i]a’2 (8 +12¢’ +15¢'4) + 922
2621444’

8+ 4062 +15e%)(9+ 20c0s[2i] + 35c0s[4i] (8 + 40e'2 +105e'*))n"2 11") (4.34)

Utilizando as equaces planetarias de Lagrange (4.19) para R e integrando,
obtemos:

a=a e=e ei=ip

AQ= ! (tosc[i] (-6144(2 + 3e2) sen[2i] (a) 2.

262144+1-e“na’

8+12¢' +15¢'%)-180a2 (8+ 402 +15e%) (2sen[2i]+ 7 sen [4i]).
8+40e2 +105¢'4)n'2 1) (4.35)

A= ! t((1-¢2) (6144e(1 + 3cos(2i) a2 @+12¢' +15"%) +

262144/1-e2na’?

180a%e (4+3e2) (9+ 20cos[2i] + 35c0s [4i] (8-+40 e'2 +105 &'H)))—cos[i] (-6144.
(2+3e2)sen[2i] a'2(8+12¢' +15%') —180 a8+ 40e2 +15¢™) (2sen[2i}+ 7sen[4i].
(8+40e'2 +10%")n"2 1) (4.36)
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AM = t(n + ;2((-366{2 (8-+ 4062 +150% (9 + 20c0s(2i) + 35¢0s 4i).
262144na’

(8+40e'2 +105¢'%) —%((1—e2)(6144e(1+ 3cos[2i]a’? (8-+12¢' +15¢'4) +

180a2e (4 +3e2) (9 + 20cos [2i] + 35c0s [4i] (8 + 40e'2 +105¢'4))) — 4 (1024.
(2+3e2) (L+3cos[2i]a’? (8+12¢" +15¢"* +9a2 (8 + 40e2 +15¢* (9 +
20cos[2i]+35cos[4i]) (8+ 40e'? +105e’4))) n’zu’)) (4.37)

Notamos também que na perturbacdo do 3° corpo a variacdo do argumento do

perigeu e da longitude do nodo ascendente variam linearmente com o tempo.
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5 TRANSFERENCIA DE SATELITE EM ORBITA CIRCULAR NA TERRA
PARA ORBITA CIRCULAR AO REDOR DA LUA

5.1INTRODUCAO

Para a transferéncia, inicialmente o satélite orbita ao redor da Terra em Orbita
circular e através de uma trajetdria de transferéncia é levado a Lua onde entra em
Grbita circular ao redor da mesma. E assumido que essas Orbitas se realizem no mesmo
plano de orbita da Lua em torno da Terra. Deve ser observado para a transferéncia, as
condigdes de insercdo no ponto de inser¢do. O ponto de insercdo é o ponto onde a
viagem do satélite é iniciada na trajetoria de transferéncia, sendo as condigbes de
insercdo a velocidade, raio vetor que posiciona o satélite no ponto de inser¢do, angulo
de trajetéria de vbo (também chamado angulo de ataque) do satélite e também o
angulo de fase, que é o angulo formado entre o raio vetor e a linha que liga a posicéo
da Lua a Terra no momento da inserg&o.

Para este estudo a Terra e a Lua sdo consideradas esferas homogéneas, a Lua
orbita em torno da Terra em movimento circular, o efeito do Sol e de outros astros sdo
despreziveis, 0s impulsos necessarios para que seja feita manobra de transferéncia do
satélite ndo causam mudancas significativas na massa do satélite.

5.2 DESCRI(;AO DA TRANSFERENCIA

Inicialmente o satélite orbita ao redor da Terra dentro da esfera de influéncia da
Terra,aqui o efeito da Lua é desprezivel.

Posteriormente o Satélite entrard em movimento dentro da esfera de influéncia da
Lua sendo o efeito da Terra desprezivel.

Baseado em Roy (1988), podemos obter o raio da esfera de influéncia.

A Figura 13 mostra trés corpos de massas M; , M, e M3 .

M;

Figura 13 - Sistema de copos para a determinacdo da esfera de influéncia
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Vamos supor que o corpo de massa M; seja a Terra, 0 corpo de massa M, seja a
Lua e o corpo de massa M3 seja o satélite artificial. As equagdes de movimento com

respeito a M3 sdo dadas por,

.. [ r
FoeG|MIEMS 1 gm,| 28, 12 (5.1)
13 3 |13 3 3
(r13 ) (r23 ) (r12 )
. f f
PG| MM oMy |18, 12 (5.2)
23 13) 12

Para a definicdo de esfera de influéncia devemos considerar as razdes entre as
forcas perturbativas e as atragdes gravitacionais referentes a cada uma das equacdes de
movimento do terceiro corpo (satélite) . Ao longo da superficie da esfera de influéncia
a razéo entre a perturbagdo devido a M, e a aceleracéo devido a M, € igual a razéo de

perturbacdo de M, pela aceleracgéo devida a My, isto é :

B

sendo que as razdes ‘51‘/‘,5\2 e ‘52‘/‘,&1‘ nos fornecem o valor da perturbagéo sofrida

pelo corpo de massa M; e a razdo de perturbacdo de M, respectivamente.
As grandezas Az eAl sdo as aceleracdes gravitacionais devido a M, e a My
respectivamente e, I31 e 132 sdo as perturbactes devido a M; e a M, respectivamente.

Se considerarmos que M3 << M, e M; >> M,, a raz&o entre as perturbacdo de M,

e a aceleracdo gravitacional devido a M, é dada por,
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1
23 M2 23 p ||
_ My 37, 3 37 3
Pal_ “ll059)° (150 Lre)* () -
Al M1
(ry3)°

A razéo entre a perturbacdo de M; e a aceleracdo gravitacional devido a M, é

dada por:
1
2
M 3 "2 13 M2
5. Y l)? ()% L (09)? (1p0)°
P
AZ‘ Mo
(yg)?
sendo que,
-A1=GMq — (5.6)
(r13)
; "3
-Ap=G My — (5.7)
(r23)
5 13 12
P1=-GMq 3 + 3 (5.8)
(r13) (r12)
g 23 T
P> =-GM»> (5.9)
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Aplicando a lei dos cossenos na figura 13, obtemos,

S Y S (5.10)

13 =1p T T3 -4Tp3 1o COS

Apos algumas modificagbes, a equacdo acima pode ser escrita,
1

219
r
13 _11.0-23 23 COSOH—[ 23} (5.11)
12 12 12

De acordo ainda com a figura 12, temos

[ T
cos =12 - 23 o5 (5.12)
13 13

Substituindo as equagdes (5.11) e (5.12) nas equagdes (5.4) e (5.5), obtemos,

1

‘52‘ Mo [ T13 /" 2 412
— = 2 [ 13/12 J 1+2[ 23 J[l 13 cosa}r[ 13} (5.13)
Al M1raz/r5 2 )L "2 12

‘L\l“ h“;'l(r%)— [1- 2(r23)cosa+(r23)2]+[1 2(r23)zcosa+

2
2 12 12 12 12 5.14)
(134712
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Portanto, temos:

r 2 r 4 2
4 2 4 1-2[23J cosa J{ZBJ

r Mo r 4
12 12 r r r
1+2[23J[1-23003aJ [ 13}
| 12 12 12 ) |

Com a resolucéo da equacédo (5.15) para r13/r12 e considerando M3 << M, e

M; >> M, , implicando que r;3 <<y, encontramos:

2

_(M2)s

. lAn . ) N lin
Para o sistema Terra— Lua, 23 é o raio da esfera de influénciada Lua, 12 éa
distancia entre a Terra e a Lua, M2 é amassa da Lua e M1 é a massa da Terra. Para a

determinacéo da esfera de influéncia da Terra, o procedimento € analogo ao descrito.

Ap0s descrito como se determina o raio da esfera de influéncia da Lua, sera
analisado a transferéncia de um satélite em orbita circular inicialmente em torno da

Terra para uma Orbita circular final em torno da Lua.

A Figura 14 mostra inicialmente o satélite executando uma Orbita circular em

torno da Terra e passando para a Orbita de transferéncia.
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Orbita circular

./~ Trajetéria de transferéncia

Figura 14 — Orbita circular inicial e 6rbita de transferéncia
A velocidade \701 na drbita circular é calculada pela equacéo,

HT

onde, \7Cl é a velocidade do satélite no movimento circular, u;= GM: ( G é a

constante da gravitagdo universal e Mt € a massa da Terra), r; € 0 raio vetor do satélite
que neste caso € igual ao raio da orbita circular em torno da Terra . No ponto de

insercdo a variacdo da velocidade av, € calculada por,
2 2
AV1 =VJ" + VCl -2Vq Vg, cos By (5.18)

Quando o sateélite inicia sua viagem no ponto de insercdo, quatro parametros séo
escolhidos arbitrariamente: Vy ry, By € y1, onde y; € 0 &ngulo de fase. Entretanto ha
dificuldade na escolha destes pardmetros para se determinar o ponto em que a
trajetoria de transferéncia cruza a esfera de influéncia lunar, uma vez que devemos
executar um processo iterativo onde o tempo de voo deve se computado a cada
iteracdo. Esta dificuldade é contornada selecionando V4, ry, B; € A, como variaveis

independentes. O angulo, é o &ngulo formado entre o raio da esfera de influéncia
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lunar (R.) e a linha que liga o centro da Lua ao centro da Terra, determinando assim o
ponto onde a trajetoria de transferéncia intercepta a esfera de influéncia lunar .

Com estes quatro pardmetros temos condicfes de determinar as quantidades
geocéntricas V,, r, B, e vy, na chegada a esfera de influéncia Lunar, onde V, € a
velocidade do satélite, r, é o raio vetor que partindo da Terra posiciona o satélite, 3, é

0 angulo de trajetoria de voo e y, é 0 angulo de fase.

A Figura 15 mostra a transferéncia da Terra a esfera de influéncia Lunar

APt Esfera de influénci
Q_\A lunar

Figural5 — Transferéncia para a esfera de influéncia lunar Bate et al (1971)

A chegada a esfera de influéncia lunar ocorre antes do apogeu da Orbita de
transferéncia. Para se determinar os pardmetros na chegada a esfera de influéncia

Lunar, utilizamos inicialmente as equacdes da energia e do momento angular.

2
V.

-1 M 5.19
8=t (5.19)

h =r,V;c0s By (5.20)
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Observando a Figura 15, podemos determinar o valor de r atraves da expresséo,

r, =JD2 +R, 2-2DR L c0s 2 (5.21)

L 2

Através da conservagéo da energia e do momento angular, podemos determinar

na chegada a esfera de influéncia lunar os valores de V, e do angulo de trajetoria de

Vo= [2(e+H) (5.22)
2

h
B = 5.23
e V1 2

voo.

Como a chegada a esfera de influéncia ocorre antes do apogeu, o angulo 3, deve
estar entre 0° e 90°.De acordo com a figura 15, podemos determinar o valor de vy,
atraves da equacéo,

R
senyo = r—sten A2 (5.24)

O proximo passo € determinar o tempo de voo, t; — ty, onde t; € 0 instante no
ponto de inser¢cdo em que o satélite passa para a trajetoria de transferéncia et € o
instante em que o satélite chega a esfera de influéncia lunar. Para tanto, temos que
determinar as anomalias verdadeiras f; no momento da insercdo e f, no momento de
chegada a esfera de influéncia lunar, bem como as anomalias excéntricas E; e E,,
respectivamente na insercdo e chegada a esfera de influéncia. Da equacdo das conicas,

nds temos,

p
U 5.25
nTIT ecos f1 (5.25)
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Observando a Figura 15, podemos determinar o valor de r atraves da expresséo,

_[n2 2
rz_\/D +R| “-2DR, cos 2, (5.21)

Através da conservacao da energia e do momento angular, podemos determinar

na chegada a esfera de influéncia lunar os valores de V; e do angulo de trajetdria de

Vo= 2+ (5.22)
2

h
B = 5.23
e V1 )

voo.

Como a chegada a esfera de influéncia ocorre antes do apogeu, o angulo 3, deve
estar entre 0° e 90°.De acordo com a figura, podemos determinar o valor de vy, através
da equacéo,

R
senyo = r—sten A2 (5.24)

O proximo passo € determinar o tempo de voo, t; — ty, onde ty € 0 instante no
ponto de inser¢cdo em que o satélite passa para a trajetoria de transferéncia e t € o
instante em que o satélite chega a esfera de influéncia lunar. Para tanto, temos que
determinar as anomalias verdadeiras f; no momento da insercdo e f, no momento de
chegada a esfera de influéncia lunar, bem como as anomalias excéntricas E; e E,
respectivamente na insercdo e chegada a esfera de influéncia. Da equacao das conicas,

nds temos,

p
U 5.25
nTIT ecos f1 (5.25)

p
2 1+ ecosf, (5:26)
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Para as equagdes acima temos que,

2
p=h— (5.27)
y7i
P
=,1-= 5.28
e=1-2 (5.28)

onde o semi-eixo maior da oOrbita de transferéncia, que neste caso é eliptica é dado por

a= 2—“ . As equacdes (5.29) e (5.30), determinam as anomalias verdadeiras.
&

p-r
cosf1 =1 (5.29)
re
p-r
cosf, =2 (5.30)
2 rye

Podemos determinar agora as anomalias excéntricas atraves das equacoes,

c e+cosf1 5 31

05 E) = T ecost, 3D
e+cosf2

CosE,=—— £ (5.32)
2 1+ecosf,

O tempo de voo desde o ponto de inser¢do até a chegada a esfera de influéncia

lunar é dado pela expressao abaixo.

3
tg-tg =4 [(Ep-esenEp)-(E -esenEq)] (5.33)
7

Podemos agora determinar o angulo de fase na insercéo através da equacéo:

1= -7, -wl_(tz —tl) (5.34)
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onde o € a velocidade angular da Lua e a)L(tz —tl) € 0 espago angular descrito

pela Lua desde a inser¢do até a chegada a esfera de influéncia da Lua. Com este
procedimento, nos conseguimos determinar o tempo de voo e o angulo de fase. Tais
valores ndo precisam ser mais determinados caso a trajetoria ideal seja determinada.
Caso contréario nés devemos escolher outros valores para ry, Vi, B1 e A,, até conseguir a
trajetoria desejada.

O processo descrito € um processo iterativo para determinacdo de uma trajetoria
de minimo consumo de combustivel. Devemos sempre procurar trajetdrias que
conduza o satélite a orbita final desejada em torno da Lua.

Poderemos obter vérias trajetorias para atingir o objetivo, porém a melhor

trajetoria € aquela em que a variacao total de velocidade do satélite € menor.
5.3 TRAJETORIA DENTRO DA ESFERA DE INFLUENCIA DA LUA

Dentro da esfera de influéncia da Lua o satélite esta sob a influéncia gravitacional
da Lua. A Figura 15 mostra os parametros na chegada a esfera de influéncia Lunar.

O modulo do vetor posicéo do satélite em relagdo a Lua é igual ao raio da esfera de
influéncia da Lua (r; = R.). No ponto de chegada a velocidade do satélite em relagdo
ao centro da Lua é dada por:

\73 =\72 -vm (5.35)

Nesta equacédo Vi é a velocidade da Lua em relagdo ao centro da Terra.

Observando atentamente a Figura 16 e aplicando a lei dos cossenos ,

determinamos o moadulo de \73 :

2.2 ]
vs_\/v2 #V2 VY cos(, -7,) (5.36)



66

Lua

Terra

Figura 16 — Condicéo de chegada a esfera de influéncia Lunar. Bate et a 1(1971)

O angulo €3 mostrado na figura 16 , que é o angulo formado pela velocidade do

satélite em relacdo a Lua(v,) e o raio R = r3, determina a direcdo de de \72 . Este

angulo é dado pela relagéo,

Vim V2
e =sin?| 7y, 0S4y -y C0s(Ay +7p-By) (5.37)
3 3
Uma vez dentro da esfera de influéncia lunar, o satélite descreverd uma
trajetoria hiperbodlica, com a Lua situada no foco . Esta trajetoria e relativa a um
sistema de referéncia fixado na Lua.

Apos determinarmos os valores de r; Vs e e, poderemos determinar outros
pardmetros em outros pontos da trajetoria, para depois transferirmos o satélite para
uma Orbita circular em torno da Lua. A Figura 17 mostra a trajetoria dentro da esfera
de influéncia lunar, em que TH ¢ a trajetoria hiperbdlica, E é a esfera de influénciae O

é a trajetodria circular.
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Figura 17 — Trajetoria dentro da esfera de influéncia Lunar

Mais uma vez sdo utilizadas as equagdes da energia e do momento angular.
Equacdes (5.38) e (5.39).

2
v H
e=_3 _m (5.38)
2 r
3
h=r,Vv; sen ¢ (5.39)
onde um = G My, é pardmetro relativo a Lua . Como ua _ podemos
MT 81.3
erra
7,
escrever u o = %.

Podemos determinar também o semi-latus rectum e a excentricidade pelas
equacoes,

H2
0= (5.40)
HlLua
2
e— 128N (5.41)

2
Hlua
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Agora, temos condicOes de determinar o modulo do vetor posi¢dofp no

periselenium da trajetdria hiperbdlica, bem como a velocidade do satélite no mesmo

ponto, atraves das equagdes,

p
__P 5.42
rp l+e (542)
Vp = 2{“%} (5.43)
o

Deve ser notado que os valores de h e ¢ da condigdo de entrada na esfera de
influéncia Lunar foram utilizados para a obtencdo das condic¢des do periselenium, uma
vez que temos a conservagao do momento angular e da energia.

No periselenium, ponto mais proximo da Lua, a anomalia verdadeira(f) € nula o
mesmo ocorrendo com o angulo de trajetoria de voo(,) .

Quando o satelite chega ao periselenium é necessario realizar retropropulsdo com
0 objetivo de reduzir a velocidade do veiculo na trajetoria hiperbolica para a
velocidade de Orbita circular, assumindo impulsos instantaneos. A variacdo de

velocidade é dada por:

y7i
Ay =y . |-Lua (5.44)
P Y r
Y
H . - L .
A equacao 'r-“a , fornece a velocidade do satélite em Orbita circular em
P

torno da Lua, sendo r, 0 a distancia do periselenium a o centro da Lua.

5.4 TRAJETORIAS LUNARES NAO COPLANARES

No estudo feito anteriormente, a trajetdria esta no plano de Orbita da Lua.
Entretanto, a inclinacéo da oOrbita de Lua varia de 18,2° a 28,5° por um periodo de 19
anos aproximadamente, e muitas vezes e necessario utilizarmos trajetoria néo

coplanar.
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Existem limitagbes praticas ao langamento do satélite, tais como local de
lancamento, tolerancia de precisdo, manobras de alcance a Lua. Outros fatores
preocupantes sdo a inclinacdo da orbita lunar e a direcdo de lancamento de cada sitio
de partida. Esta diregéo é dada pelo azimute de langamento.

Um parametro muito importante a ser considerado é o angulo geocéntrico total
de varredura contado desde o langamento até a interceptacdo da orbita lunar. O angulo
de varredura total ;, € composto de duas parcelas, o &ngulo de voo livre y¢ contado
desde a injecdo até a interceptacdo da Orbita lunar, e o &ngulo de viagem geocéntrica
vy, contado desde o lancamento ao ponto de injegdo. O angulo de viagem geocéntrica
pode ser determinado arbitrariamente e o angulo de véo livre é determinado pelas
condigdes iniciais de injecdo, ri, Vy e B1. O angulo de voo livre ¢ € a diferenca entre a
anomalia verdadeira na injecdo e na interceptagéo lunar.

Uma vez tendo as condigdes iniciais na injecdo, podemos determinar g, e sendo

. arbitrério , podemos determinar ; através da equacao:

We=Wre + Yo (5.45)
Uma vez conhecida a latitude de langamento, nos poderemos determinar a

declinagdo da espagonave apos ela ter descrito o angulo y; em sua trajetoria até a

interceptacdo da Orbita lunar. Esta situagéo é ilustrada na Figura 18.

k

Plano de érbita
da
interceptacao

Equinécio

Figura 18 — Relagdo entre angulos em uma trajetoria ndo coplanar. Bate et al (1971)
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O angulo 4, é determinado através de trigonometria esférica, pela equagéo:

sen 51 =sen 50 COSy/¢ +COS 50 seny/; Cos f, (5.46)

Os angulos B e 6, ndo sdo independentes.

Podemos a construir um grafico de 8; x ¢ para varios azimute 3, e a partir dai
analisarmos as condigOes favoraveis e ndo favoraveis a um langamento.

Vamos supor o instante t; como o instante em que o satélite intercepta a Lua. Na
figura 16 , vemos que para este instante de tempo a ascenséo reta € oy . O proximo
passo é determinar t, no langcamento e a ascensao reta oo mostrada na figura 16.

A diferenca entre ascenséo reta , Aa, do lancamento e da interceptacgdo é dada
por:

Ao =0y - dy (5.47)

Aplicando a lei dos co-senos para o triangulo esférico da figura 16, obtermos:

cosy . -sen 50 sen 51

COS Aa = (5.48)

cos 50 Cos 51

Para determinarmos o instante t, no langamento devemos saber o tempo total,
Este tempo consiste de duas parcelas, t. que € o tempo desde o lancamento até a
injecdo e t;+ que é o tempo de voo livre desde a injecdo até a interceptacédo da orbita
lunar.Portanto o tempo total € dado por:

to=teg ot (5.49)

Mas, t;=t; -ty , logo, tp =1t —t;

A ascenséo reta o, € dado por :

oo =6=0g+Ag (5.50)
onde Ag € a longitude leste do local de langamento e 6, € o tempo sideral de
Greenwich em t;, Os valores de 6, sdo tabelados em todos os dias do ano e outros
valores sdo obtidos por interpolacéo.

Na comparacdo de Ao com a4 - o, surge o problema de ndo de considerar a

rotacdo da Terra. O problema é resolvido encontrando-se o angulo de rotagdo no
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intervalo de tempo t; — to. Este angulo pode ser dado pelo produto entre ot e t; — t; em
que ot é a velocidade angular da Terra.

Finalmente, tendo as condicGes de injecdo, ry, Vi, B1, Bo € 0 exato dia e hora de
lancamento e o local de encontro, podemos determinar precisamente a trajetdria
através de métodos numericos.

5.5 APLICACAO
Nesta seccdo € realizada uma aplicacdo onde considera-se o satélite inicialmente
girando em torno da Terra em uma Orbita eliptica de excentricidade e = 0,05 .

A Orbita de transferéncia do satélite para a Lua tambem é eliptica e o ponto de
injecdo do satélite nesta Orbita esta no perigeu, que também é o perigeu da Orbita
eliptica inicial em torno da Terra. A orbita de transferéncia encontra-se no plano de
Orbita da Lua.

No perigeu da oOrbita inicial a velocidade do satelite é dada por:

Vie JZ“—T“—T (5.51)
aj(1-ej) aj

onde, a; € semi eixo maior, sendo dado por a; = 7050,52 km , e; € a excentricidade dada
km?

—, sendo My a massa da Terra e G a
S

por e; = 0,05 e wu, =G.M, =3,986012.10°

constante da gravitagdo Universal. Substituindo estes valores na equagdo (5.51),
obtemos
V; = 7,90 km/s.

Neste exemplo € considerado que o satélite se encontra a 320 km da superficie da
Terra.

Para o célculo da velocidade no ponto de injecdo da Orbita de transferéncia
temos:

2/ H
T T
V, = - 5.52
1 \/ai(l-ei) a (5.52)
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D +Rg_ aj
onde, a1=¥, sendo D = 384.400 km, e portanto a; = 221.824,74 km .

Portanto temos que V; = 10,84 km/s
A variacdo da velocidade no ponto de injegéo é dada por:

AV, =V, -V, (5.53)

Sendo assim, AV = 2,927k—m )
S

O momento angular no ponto de injecéo € dado por;

h = rV;cos B, (5.54)
sendo B; , como mostrado na Figura 15 é o angulo de trajetoria de v6o , que no
perigeu tem valor B; = 0° er; =& ( 1- &) . O valor de h, portanto é h = 72.606,32
Km?/s .

Com a determinagéo de h, podemos determinar o semi-latus rectum p.

_h?
Kt
O valor de p, portanto é p = 13.225,44 km . Podemos determinar a energia da

P (5.55)

elipse de transferéncia utilizando a equacao :

2
c V1T M (5.56)
2 rn

Assim, temos que ¢ = -0,757 km?/s?

Observando a Figura 15, vemos que Fz € 0 vetor posicdo do satélite em relagéo

ao centro da Terra quando ele chega na esfera de influéncia da Lua. O modulo de ?2 é

determinado através da lei dos cossenos como mostrado na equacao (5.43).

2
L -2DRL cosﬂu2

) =\/D2 IR (5.57)
onde, D é a distancia entre os centros da Terra e Lua, R é o raio da esfera de

influéncia da Lua e A, € o angulo entre R. e D, que determina a posi¢cdo em que a
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trajetoria de transferéncia intercepta a esfera de influéncia da Lua. Os valores desses
parametros sdo, D= 384.400 km , R. = 66.300 km e A, = 30° . Estes valores
substituidos na equacéo (5.57) fornece r, = 328.658, 619 km.

Da conservacdo da energia e do momento angular, podemos determinar a
velocidade(V,) do satélite na orbita de transferéncia no momento da chegada a esfera

de influéncia da Lua, bem como o angulo de trajetoria de voo(p,) atraves das

equacoes:
V, = 2 +£T) (5.58)
r
2
h
c0S f3, =—— (5.59)

2Y2
Resolvendo estas equagdes encontramos V, = 0,955 Km/s e B, = 76,62° A
velocidade V; e 3, sdo mostradas na Figura 16.
Observando a Figura 16 e aplicando a lei dos senos, podemos determinar o

angulo de fase (y,) na chegada a esfera de influéncia lunar pela equagéo:

R
seny, =—=sen 12 (5.60)
r
2

Substituindo os valores ja conhecidos de R, , r, e A, obtemos y, = 5,8° ou y, =
0,101 rad.

O proximo passo agora é determinar o tempo de vb6o desde o ponto de insercéo
até achegada a esfera de influéncia da Lua. Para tanto, temos que determinar as
anomalias verdadeiras e excéntricas no momento da insercdo do satélite na orbita de
transferéncia e na chegada a esfera de influéncia da Lua.

A anomalia verdadeira é determinada através da equacdo polar das conicas. No
ponto de inser¢do ( perigeu) temos que a anomalia verdadeira é f; - 0° , sendo a
anomalia excéntrica E; = 0°. No ponto de chegada da esfera de influéncia temos:

p-r
oS f2 ' (5.61)
r.e
271
onde p = 72.706, 46 km , r, = 328.658,619 kme e; - 0,966 . Logo f, 2 170,2°.
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Podemos agora determinar a anomalia excéntrica na chegada a esfera de

influéncia, pela equagéo:

e+ cosf2

coskE, =

=—2 £ 5.62)
2 (
1+ e, cos f2

Obtemos para a anomalia excéntrica o valor E; = 106, 48 ° , em radianos E; =
1,86 rad. O tempo de v6o desde a insercéo até o ponto de interseccdo da trajetoria de

transferéncia com a esfera de influéncia lunar é dado por :

3
t-t= |2 (Ep-esenEp) (5.63)
uT

onde t € 0 tempo do perigeu, e a = 204.620,74 km. Substituindo valores na equacéo
(5.62) obtemos t - t = 2,29 d.
Podemos agora determinar o angulo de fase na partida ( ponto de insercdo) . A

equacdo que permite determinar este angulo de fase é dada por:

ylzfz-fl-}/z-a)l_(t-r) (5.64)
onde v, € 0 angulo de fase na partida(ponto de insercédo), f; e f, sdo as ja conhecidas
anomalias verdadeiras e . € a velocidade angular da Lua. Temos que fi— f, = 172,9°
=297 rad , e @ - 2,649 .10° rad/s . O angulo descrito pela Lua no intervalo t - © é
o (t- t) =2 0,524 rad . Substituindo estes valores na equacédo (5.64), obtemos y; = 2,34
rad e em graus y; = 134°.

A partir de agora podemos determinar a trajetdria dentro da esfera de influéncia
da Lua onde é assumido que o satélite estd somente sob a influéncia da gravidade
lunar. Devemos determinar a velocidade e direcdo do satélite em relagdo ao centro da
Lua.

As condigdes iniciais relativas ao centro da Lua s&o determinadas por ¥, que € 0

vetor que representa a distancia do satélite a Lua , e tem 0 mesmo modulo que o raio

da esfera de influéncia da Lua, logo R, =r3 . A velocidade do satélite em relacéo a Lua
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e \73, e a velocidade da Lua em relagdo a Terra é V. Todos estes termos estdo

representados na Figura 16. De acordo com a Figura 16, podemos determinar o

modulo de \73 aplicando a lei dos cossenos.

2 2

onde V,,=®_.D =1,018 km/s . Lembrando que D = 384.400 km (distancia da Terra
a Lua). Portanto o modulo da velocidade do satélite em relacdo a Lua é V3 = 1,144
km/s .
A direcdo do satélite €3, mostrada na Figura 16 é dada pela equacéo,
Vi COS A, -V, cos(A, +y, -
sen €= m 2 2 ( 2 1 2) (5.66)

V3

temos que sen ez = 0,196 e, portanto e; = 8,1° .

Precisamos agora determinar a energia € 0 momento angular relativos a Lua. A
energia e 0 momento angular séo dados por:
V.

e=—2- L (5.67)
3
h= r3V3 sen e, (5.68)

3

, Va=1,144 km/s e e3=8,1°

onde r;=R_=66.300 km, 1 = %; 4.903 KT
, s

Estes valores levados as equacfes (5.67) e (5.68) fornecem ¢ = 0,498 km?/s* e h
= 10687 km%s . O valor de ¢ é positivo, 0 que significa que a trajetéria dentro da
esfera de influéncia Lunar é hiperbolica.

Devemos agora determinar, o semi-latus rectum e a excentricidade da orbita

hiperbolica. Temos:

(5.69)

p=—ov (5.70)



76

Da equacdo acima obtemos e = 2,4 e p = 23294 km. Com os valores de e p
podemos determinar o valor de r, , que € a distancia do vértice da hipérbole ate o

centro da Lua. Esta é a distancia mais proxima do centro da Lua. O satélite passa entéo

a orbitar em torno da Lua em uma Orbita circular de raio r, . Porém, o proposito €
determinar uma trajetoria circular selenosincrona de raio 9.733 km .

O valor de r, € dado por:

p
=_r 571
rp l1+e ( )

Assim, obtemos r, = 6.851, 2 km.

A velocidade V,, no vértice da parabola, € dada por :

_ Hm
Vp= |2+ o ) (5.72)

portanto V,= 1,557 km/s . Como o satélite entra em orbita circular em torno da Lua

sua velocidade passa a ser V; = HL , sendo portanto V= 0,846 Km/s. Temos uma
\/ r
p

variacédo de velocidade de AV, =0,711 km/s.

Antes de analisar a trajetoria final, & importante determinar o tempo de v6o do
momento da chegada a esfera de influéncia lunar até o vértice da hipérbole.

O tempo de voo é calculado através da seguinte equacdo para trajetoria

hiperbolica:

)

t-7= (esenh 3 —F3 ) (5.73)
HL
onde o valor de a na equacgédo (5.72) e determinado atraves de g=-2ﬂ, onde ¢ =
a
3
2
0,498 klz , & up =4.903 klz , portanto a = - 4922,7 km . O valor de F3 na
S
S

equacéo (5.73) e determinado através da equagéo:
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2
F3=/n (cosh Fy+ 2lcosh Fy -1) (5.74)

sendo que cosh F; é dado por :

e+cosfg

coshF3=———>-
-3 1+ecosfy

(5.75)

Onde f; é a anomalia verdadeira em relacdo a trajetoria hiperbdlica quando o

satélite esta entrando na esfera de influéncia Lunar, sendo seu valor calculado por:

p-r
CoS f3 -_ 3 (5.76)
ers
em que , p = 23.294 km , r; = 66.300 km e e = 2,4 . Substituindo estes valores,
obtemos f; -~ 105,7 © . Levando o valor de f; e da excentricidade na equacdo(5.75) ,
obtemos
cosh F3= 6,07 . O valor de F; (equagéo 5.74) é F3 = 2,49.

E preciso agora, determinar o senh Fs, e para isto utilizamos a equac&o:

senh? F3 =cosh? F3 -1 (5.77)

Portanto temos que senh F; = 5,98. Utilizando a equacéo (5.73), obremost - T =
0,68 dias . Este é o tempo de vbo desde a entrada na esfera de influéncia Lunar até o
ponto mais proximo da Lua na trajetdria hiperbolica.

O passo final agora é determinar a Orbita selenosincrona . Foi dito anteriormente
que quando o satélite chega no ponto mais proximo da Lua ele entra em Orbita em
torno da Lua em uma trajetoria circular de raio r, = 6.851,2 km. Para obtermos a orbita
circular selenosincrona de periodo T=8.6164 s e raio 9.733 km, devemos realizar uma
transferéncia de Hohmann como mostrado na Figura 19 da pagina seguinte.

Serdo necessarios mais impulsos para colocar o satélite na orbita final desejada.
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satélite

Figura 19 — Transferéncia de Hohmann

O valor do semi-eixo maior (a) da elipse de transferéncia é obtido da relacéo ,
r+r
Y
a=
2
onde, r, =6.851,2 km er=9.733 km e portanto a = 8.292,1 km

Com o valor de a, pode ser calculado a energia para a oOrbita de transferéncia

(5.78)

através da equagdo ¢ = _Z”L , obtendo-se o valor € = - 0,296 km?/s® . A velocidade no
a

ponto 1 Figura 19 da elipse de transferéncia € dada pela equacéo:

vV, = /2(5+%) (5.79)

Substituindo os valores obtemos V; = 0,916 km/s . No ponto P, que como j& foi
dito é o ponto mais proximo da Lua,a velocidade sofre uma variagdo de 0,846 km/s
para 0,916 km/s, e no ponto 1 a variagdo € AV; =V; -V, onde V., = 0,866 km/s.
Portanto o valor de AV; = 0,07 km/s.

No ponto 2 a velocidade na elipse de transferéncia é dada por:

V, = /2[5 + %j (5.80)



79

Nesse mesmo ponto a velocidade do satélite é alterada de V, para VC2 , Ja na

orbita circular final desejada. A velocidade na drbita circular é dada por:

M
Ve, = TL (5.81)

A variacdo de velocidade neste ponto portanto é AV, = VC -V2, sendo AV,
2

=~ 0,064 km/s .

Finalmente a variacéo total na transferéncia de Hohmann é AV = AV, + AV,
sendo AV = 0,134 km/s .

O valor da variacdo de velocidade total € A Vi = 3,772 km/s, e 0 tempo total

de viagem é At = 3,362 d.
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6 ENCONTRO COM A ESIEERA DE INFLUENCIA DA LUA NO APOGEU
DA ELIPSE DE TRANSFERENCIA.

Neste capitulo serd estudada a transferéncia do satélite desde o ponto de
insercdo (ponto 1 da Figura 18) até o ponto 2 da esfera de influéncia, que também € o
perigeu da elipse de transferéncia, e em seguida a transferéncia do satélite para a
Orbita em torno da Lua. A Terra e a Lua se encontram em um mesmo plano.

A figura 20 , mostra a transferéncia até a esfera de influéncia.

Elipse de Transferéncia Esfera de influéncia

'6.690 km'!
— >« >

318.100 km

Figura 20 — Transferéncia até a esfera de influéncia da lua

Vamos supor inicialmente que o satélite orbite a Terra segundo uma Orbita
eliptica de excentricidade 0,75, sendo a distdncia do perigeu ao centro da Terra €
r,=6698 km como mostrado na figura 20. A distancia do apogeu( r,) até o centro da

Terra pode ser determinada pela equacdo (6.1).

ly - I‘p

e=
ra+rp

6.1)

Com esta equagéo encontramos ra = 46.830 km. O valor do semi-eixo maior é

dado pela equacéo,

ra+Tp
2

Podemos agora de terminar a energia da orbita eliptica através da equacao,

a

(6.2)
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£= (6.3)

“H
2.a
O valor encontrado é ¢ =-7,447 kmz/s2

O valor da velocidade do satélite no perigeu desta orbita é obtido pela equagéo,

Vo= [2|e+ (6.4)
0 r

p
sendo assim encontramos Vg = 10,2 km/s .

A distancia do ponto de injecdo ao centro da Terra (ou distancia do perigeu ao
centro da Terra) para a elipse de transferéncia € r, = 6.690 Km. A distancia do perigeu
ao centro da Terra, ponto 2 da figura 18, é r, = 318 100 km, e o raio da esfera de
influéncia é Rs = 66 300 km.

Com os valore se r, e r, podemos determinar 0 semi-eixo maior da elipse de
transferéncia atraves da equacgéo (6.1). Encontrando para o semi-eixo maior o valor a =
162.399 km

A energia na elipse de transferéncia é calculada através da equacéo (6.3). Sendo

km?
SZ

1 =3,986012.10° e a=162.139km . Com estes valores obtemos para a energia &

km2

SZ

=-1,227

O valor da velocidade no ponto de insercéo ¢é dado pela equagdo (6.4)

Obtemos para a velocidade o valor V; = 10,8 km/s. Podemos agora de determinar
o0 valor da variacdo de velocidade no ponto de insercdo. Fazendo a diferenca entre as
velocidades V; e V, , encontramos A V; = 0,6 km/s

6.1 CALCULO DA VELOCIDADE NO PONTO DE ENCONTRO COM A ESFERA
DE INFLUENCIA DA LUA.

Para o célculo da velocidade do satélite no apogeu da elipse de transferéncia

utilizamos a equacéo:
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V, = [2¢+ 2H (6.5)
r
a
2
Sendo ¢ = -1,227 ~— , 0 parametro gravitacional da Terra u = 3,986012
S
km? .
—% e =318 100 km . Com estes valores obtemos para a velocidade o valor V; -
S
0,228 KM
S

O tempo de vbo desde o ponto de injecdo até o ponto de encontro com a esfera

de influéncia da Lua pode ser obtido em dias através da equacéo:

3
At=z |2 (6.6)
7

O valor obtido pata o tempo de voo € At =3,76 d.

6.2 DETERMINAQAQ DA VARIAQAO DA VELOCIDADE NA CHEGADA A
ESFERA DE INFLUENCIA CONSIDERANDO A LUA PARADA E EM
MOVIMENTO .

Inicialmente devemos determinar a velocidade do satélite em Orbita circular em
torno da Lua, considerada inicialmente parada, sendo o raio da trajetoria Rs = 66.300

km. Para tanto se utiliza a equacdo:

HL
V3=iRr
S

(6.7)

Sendo que, para o calculo da velocidade V3 utilizamos o parametro gravitacional

3

daLua, . =4.903 kl obtendo portanto para a velocidade o valor

§2

V= 0271941 KM
S
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Portanto a variagdo da velocidade na chegada a esfera de influéncia da Lua para
0 satélite entrar em Orbita circular é:
AV, =Vg -V, (6.8)

Portanto temos que AV, =0,0439 km

S

Para o célculo da variagdo de velocidade considerando a lua em movimento,
devemos ter em mente que a velocidade da Lua em relacdo a Terra € 1,018 km/s.
Como , na chegada a esfera de influéncia a velocidade do satélite em relagcdo a Terra é
V, = 0,228 km/s, podemos obter a velocidade do satélite em relacdo a Lua . O
resultado encontrado foi V4, = 0,790 km/s . Portanto, a variacdo de velocidade neste
caso é AV3 = 0,518 km/s.

6.3 TRANSFERENCIA DE HOHMANN PARA UMA ORBITA CIRCULAR FINAL
EM TORNO DA LUA.

O objetivo agora e fazer com que o satélite entre em Orbita em torno da
Lua.Vamos analisar um caso particular em que o satélite gire em torno da Lua a 100
km de sua superficie.

Para tanto, utilizamos uma transferéncia de Hohmann . A Figura 21 mostra a

transferéncia.

Trajetoria Circular

Esfera de influéncia

Figura 21 — Transferéncia de Hohnann para Orbita circular em
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De acordo com a Figura 21, tempos que r, € a distancia do perigeu ao centro da
Lua e seu valor € r, = 1.838 km e R, é a distancia do apogeu ao centro da Lua e seu
valor € Ry=66.300 km .

Com estes valores podemos determinar o semi-eixo maior da elipse de

transferéncia atraves da equacéo (6.9):

r +R

a=P 5 > (6.9)

assim, o valor do semi-eixo maior € a = 34.069 km.

A energia é calculada através da equacéo ( 6.10) :

g =t (6.10)
2a

km2

SZ

Portanto o valor da energia é € =-0,0720

A velocidade na elipse de transferéncia (ponto 2 da Figura 21), pode se calculada

atraves da equagéo:

V' = /2”% (6.11)

onde, p € o parametro gravitacional da Lua. O valor obtido da velocidade portanto é

V' =0,0625 km/s .
A variacdo da velocidade do satélite no ponto 2 para passar para a elipse de

transferéncia dentro da esfera de influéncia é :

AV, =V -V (6.12)

O valor encontrado para a variagao de velocidade € AV, = 0,209441 km/s.
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Podemos agora determinar o tempo de véo desde o ponto 2 até o ponto 5 da

Orbita de transferéncia mostrados na Figura 21. A equagcédo utilizada é:

a3
At=r |— (6.13)
AL

Encontramos o valor A t = 3,26 dias.
Quando o satélite atingir o ponto 5 da Figura 21, ele estara na posi¢do mais
proxima da Lua, sendo o raio da orbita final deseja da r, = 1838 km . Podemos neste

ponto determinar a velocidade do satélite na elipse de transferéncia utilizando a

equacao:
2 u
Ve = [26+—L (6.14)
r
p
km?
onde B =4.903—2 , portanto Vs = 2,2784 kml/s.

S
Apos atingir o ponto 5, o satélite entra em Orbita circular desejada de raio 1838

km. A velocidade do satélite nesta orbita circular € dada por :

Vg = AL (6.15)
r
p

O valor encontrado para a velocidade é Vg =1,63327 km/s

E possivel agora determinar a variagdo de velocidade no ponto 5 :

AV =V -V

&=V -V, (6.16)

obtendo A V5 =0,64513 km/s
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6.4 CALCULO DA VARIACAO TOTAL DE VELOCIDADE

O satélite inicialmente, como foi dito, esta em uma Orbita eliptica em torno da
Terra e sua velocidade no perigeu desta orbita foi calculada . O valor encontrado como
vimos foiV, = 10,2 km/s. A velocidade no ponto de insercdo da elipse de transferéncia

foi determinada e encontrado V, = 10,8 km/s. A variagéo de velocidade no ponto de

insercdo e dada pela equacao:
AV =V -V (6.17)

Encontramos o valor A V, = 0,6 km/s

Considerando a Lua parada, a variacdo de velocidade é dada por:

AV=AV1+AV2+AV4+AV5 (6.18)
Portanto temos para valor total A V =1,498 Km/s

Considerando a Lua em movimento, temos:

AV=AVi+AV;+AV,+AVs (6.19)
Obtém-se para o valor total A V = 1,972 km/s .



87

7 TRANSFERENQIA DE SATELITE PARA LUA CONSIDERANDO O
SATELITE EM ORBITA INCLINADA EM TORNO DA TERRA.

Neste capitulo, consideramos o satélite inicialmente em orbita eliptica em torno
da Terra e inclinada. O satélite e transferido para uma mesma Orbita eliptica no mesmo
plano da Terra e da lua , e posteriormente através de uma Orbita de transferéncia é
transferido para a Lua. O estudo é feito sem considerar a perturbacdo devido ao
achatamento da Terra e devido a um terceiro corpo.

A figura 22 mostra o satélite em Orbita inclinada em torno de Terra.

Satélite

Orbita eliptica

Lua

Trajetdria da Lua
Linha dos nodos

Figura 22 — Satélite em 6rbita inclinada em torno da Terra

A mudanca de plano deve ocorrer em um dos nodos. Na Figura 23, o nodo é o

ponto 1.

Figura 23 — Trajetoria eliptica em torno da Terra
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No perigeu, ponto P, temos fo =0e E; =0, onde f, € a anomalia verdadeira e E,
é a anomalia excéntrica no perigeu. O tempo de vdo até a mudanca de plano é

calculado através da equacéo:

t—ty= \/g[(E-esen E)-(E,-esenE,) (7.1)
Py 0 0

Como no perigeu E; =0, temos:

a3
tp —ty=,|]— (E-esenE) (7.2)
u

O instante t e t;, S&0 0s instantes de passagem no perigeu e no nodo em que
ocorre mudanca de fase , respectivamente.
A anomalia excéntrica presente nas equagdes acima pode ser calculada através da

equacao:

e + COS f1

CoSE= (7.3)

1+ecosf1

onde e é a excentricidade da Orbita eliptica do satélite em torno da Terra.
Para que haja mudanca de plano, deve haver variagdo de velocidade do satelite

como mostrado na Figura 24.

Figura 24 — Variacdo da velocidade para mudanca de plano de drbita
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O valor da variacdo da velocidade é determinado através da equagéo:

i
AV1=2vlsenE (7.4)

Uma vez realizada a mudanca de plano, o préximo passo é realizar a
transferéncia do satélite para uma oOrbita Lunar .

Pode acontecer que o pericentro desta oOrbita eliptica ndo esteja colocado de
forma adequada para efetuar a transferéncia. Uma possibilidade é fazer uma nova
transferéncia para uma Orbita circular intermediaria. A figura 25 mostra tal
possibilidade.

Tal manobra também pode ser interessante para o caso de Orbitas de

estacionamento em que tenha de levar em conta precessoes (longo tempo de espera).

Orbita em torno da Terra

Esfera de influéncia

Figura 25 — Transferéncia do satélite para a Lua
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Inicialmente o satelite estd em Orbita eliptica em torno da Terra, e quando passa
pelo perigeu desta Orbita, ele é transferido para uma orbita circular. A velocidade da do

satélite no perigeu da drbita eliptica é:

Ve [2e42H (7.5)

onde ¢ é aenergia da Orbita eliptica , u € o parametro gravitacional da Terraery € a
distancia do, perigeu ao centro da Terra.

Neste ponto o satélite é transferido para uma Orbita circular de raio ro e sua
velocidade é:

v = £ (7.6)

A variacdo da velocidade no perigeu da elipse de transferéncia é:

AV=V_ -V (7.7)

O desenvolvimento descrito a seguir foi desenvolvido por (Bate, 1971), ja
descrito no capitulo 5 e que sera revisto novamente. Inicialmente partimos dos valores
iniciais Vo ¢ , o € A1, sendo que o angulo de trajetoria de voo € nulo , e como pode
ser observado na fig. 23, A; é 0 angulo entre o raio da esfera de influéncia da lua e a
distancia da Terra a Lua.

Podemos agora determinar a energia e 0 momento angular da oOrbita de

transferéncia,

g=—0 _H (7.8)
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h =r V (7.9)

O vetor posicéo do satéelite quando ele chega na esfera de influéncia da Lua é

determinado pela equagéo:

_ |p2 2 _
rl_\/D +RS 2DR2cos}b1 (7.10)

A energia e 0 momento angular sdo constantes, e assim podemos determinar a
velocidade e o &ngulo de trajetoria de voo quando o satélite chega na esfera de

influéncia da Lua, através das equagdes (7.11) e (7.12).

v, = 2{g+ﬁ} (7.11)

cosS ¢1 =L (7.12)
r

O préximo passo é determinarmos o tempo de v6o desde o0 ponto de insercao
(perigeu da orbita de transferéncia) até a chegada a esfera de influéncia. Para tanto

utilizamos a equacéo:

3
t-tg=q/°—(E1-esenEq ) (7.13)
7

Na equacéo (7.13) E; e a anomalia excéntrica no momento da chegada a esfera

de influéncia e é a excentricidade da Orbita de transferéncia dada pela equagéo :

e= /1-5 (7.14)

O valor do semi-latus rectum p e do semi-eixo maior sdo determinados pelas
equagdes ( 7.15) e (7.16) .
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2
p=h— (7.15)

7,

- U
a=— 7.16
> . (7.16)

O angulo de fase v, no momento da inserc¢do do satélite e o angulo de fase y; no

momento da chegada a esfera de influéncia da lua s&o determinados pelas equagdes:

R
seny; = r—Ssen A (7.17)
1
7/0=f1-7/1-a)|_ (t-tO) (7.18)

sendo que f; € a anomalia verdadeira no momento da chegada a esfera de influéncia
da Lua, e _ € a velocidade angular da Lua.

A partir da esfera de influéncia 0 movimento do satélite é analisado em relagédo a
Lua. O vetor posigéo do satélite € r,- Rs, onde R, € 0 raio da esfera de influéncia da

Lua., e a velocidade do satélite em relagdo a Lua é determinada por:

V,=V,-V (7.19)

emque V| é avelocidade da Lua em relagfo ao centro da Terra, e \72 ea

velocidade do satélite em relag&o ao centro da Lua. O médulo de \72 é dado por:

Vo = Jvlz +V2m -2\q V| cos (4 -71) (7.20)

A direcdo do satélite em relacdo ao centro da Lua, que é definida pelo angulo

entre a direcdo do vetor \72 e o raio da esfera de influéncia da Lua é obtida pela
equacao:
VL Vi

e>=sen" 1| L cos M -—=cos(A +y1—¢1) (7.21)
V2 V2
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Podemos portanto determinar a trajetoria dentro da esfera de influéncia dentro

da Lua., e a partir das condicdes iniciais r,, v, € €, , poderemos determinar condigdes
terminais em outros pontos na trajetoria.

Inicialmente determinamos a energia e 0 momento angular através das equacoes:

2
U
Vot AL (7.22)
2 ro

h= r V2 sene, (7.23)

O préximo passo agora é determinar a excentricidade e da orbita do satélite
dentro da esfera de influéncia da Lua, a distdncia do ponto mais proximo, o

periselenium, rpao centro da Lua e a velocidade V, neste ponto. Para tanto, utilizamos
as equacoes:

h2
p=—o (7.24)
HL

(7.25)
__b

e (7.26)

v, = (7.27)

em que . € o parametro gravitacional da Lua.

Finalmente transferimos o satélite para a orbita desejada.
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Todo procedimento escrito pode ser realizado iterativamente através do programa
Fortran desenvolvido por (Melo, 2005), permitindo determinar a trajetoria 6tima para
um menor consumo de combustivel.

Ha uma outra possibilidade de transferéncia do satélite para a Lua apos a

mudanca de plano, que é mostrada na Figura. 26.

Figura 26 — Transferéncia da Terra para Lua

O satélite executa inicialmente uma Orbita eliptica em torno da Terra. A
velocidade do satélite quando passa pelo perigeu desta drbita é calculada por uma
equacdo idéntica a equacao (7.5).

O procedimento seguinte ¢é também usar o procedimento realizado por Bate et
al.(1971), de maneira iterativa utilizando o programa Fortran desenvolvido por
Melo(2005). Com isto determinamos a trajetoria Otima para menor consumo de
combustivel determinando a variacdo de velocidade total do satélite na missdo a que

foi destinado.
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8 TRANSFERENCIA DO SATELITE CONSIDERANDO O ACHATAMENTO
DA TERRA

Neste capitulo sera abordado o efeito de perturbacdo na transferéncia do satélite,

considerando-se inicialmente o efeito do achatamento da Terra. Para tanto sera

utilizada a equacdo (4.20).
A Figura 27 mostra a transferéncia com o efeito do achatamento considerando

que a Orbita do satélite esta no mesmo plano da Terra e da Lua.

Trajetoria de transferéncia
Terra

— .

Trajetoria eliptica
r

\ >~
p | 60\ 1
' = Y1
16‘%
DN

,
~\ D ;

A

‘
/

’
1
]

a Esfera de influéncia

Figura 27 — Transferéncia com influéncia do achatamento da Terra

O satélite realiza um certo numero de voltas em torno da Terra durante um certo
tempo. Isto ocasiona variagdo no argumento do perigeu e a trajetéria do satélite sofre
um deslocamento (elipse tracejada). No perigeu da Orbita do satélite apds ela ter

sofrido o deslocamento, o satélite é transferido para uma Orbita circular de raio Fa, que

também é a distancia do perigeu ao centro da Terra. A distancia do centro da Terra ao
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apogeu é representada pelo vetor rp. A velocidade do satélite no perigeu da orbita

eliptica é dada pela equacdo:
V= [2|e+ 2 (8.1)
a

onde ¢ é energia da Orbita eliptica e u é 0 parametro gravitacional da Terra. A

velocidade do satélite quando ele passa para a Orbita circular é:

v = & (8.2)

A variacdo de velocidade e, portanto:
AV =‘vc -v‘ (8.3)

O satélite é transferido para a elipse de transferéncia no perigeu da mesma com

velocidade \70. Através de um processo iterativo (Melo, 2005), é possivel determinar

a trajetoria para a Lua com um minimo consumo de combustivel.
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9 APLICACAO.

Inicialmente serd considerada uma das possibilidades de transferéncia sem
perturbacdes, como mostrado na figura 26.

A partir de um ponto (ro = hg + Ryerra, Vo € ¢, =0) da Orbita eliptica geocéntrica
inicial (e tambem de insercdo da oOrbita geocéntrica de transferéncia) e de A, (ponto de

chegada na esfera de influéncia, também determinado iterativamente), utiliza-se o
processo iterativo mencionado para determinar 0s parametros iniciais A; = 72° , yo =
167,2° , Vo = 10,819 km/s para se obter a trajetoria de transferéncia de minimo
combustivel . Considerando que o satélite quando esta no perigeu da orbita eliptica em
torno da Terra, se encontra a 320 km , é possivel determinar a distancia do satélite ao
centro da Terra , ou distancia do perigeu, encontrando o valor rp = 6.690 km.
Considerando que a trajetdria eliptica do satélite tenha excentricidade e = 0,75,

podemos determinar a distdncia do apogeu ao centro da Terra atraves da equagao:

ra —fp
- fa +1p

e (9.1)

encontrando r, = 46.830 km.
Temos agora condigdes de determinar o semi-eixo maior e a energia da elipse de

transferéncia. Para determinarmos o semi-eixo maior utilizamos a equacao:

fa+ T
a= P

> 9.2)

o0 valor encontrado é a = 26.760 km. . O valor da energia € determinado pela equacao:

g=_H (9.3)
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onde p € o pardmetro gravitacional da Terra, assim, obtemos para a energia o valor ¢ =
-7,445 km? /s .
A velocidade do satélite no momento em que ele passa pelo perigeu da oOrbita
eliptica é de terminado através da equacéo (7.5). O valor encontrado € vo= 10,2 km/s.
O perigeu, é o ponto de insercdo do satelite para a orbita de transferéncia. Neste
ponto, temos condicOes agora de determinar a variagdo de velocidade do satélite

atraves da equacéo (9.4) ,
AV1=Vy—-Vq (94)
obtemos o valor A V; = 0,619 km/s

Alguns pardmetros da orbita de transferéncia podem agora ser determinado.

Inicialmente é determinado a energia da Orbita de transferéncia através da equacéo

2
(7.8), obtendo o valor ¢ = -1,0350 klz Em seguida, determina-se o momento
S
. < km?
angular através da equacéo (7.9) , encontrando o valor h = 72.381,14 5

Quando o satélite chega a esfera de influéncia da Lua , sua posicéo é determinada

pelo vetor posigédo ?1 . O modulo deste vetor é determinado pela equagdo (7.10) sendo

r, = 369.334,6 km. Utilizando a equagéo (7.11), determina-se a velocidade do satélite
no momento da chegada a esfera de influéncia da Lua, encontrando V; = 0,297 km/s.
O momento angular € constante, e assim, podemos determinar o angulo de
trajetoria de voo no momento de chegada a esfera de influéncia da Lua. O valor
obtido é ¢, = 48,75°.
Podemos determinar também o angulo de fase na chegada a esfera de influéncia,
atraves da equacéo (7.17), encontrando y; = 9,83°.
Os valores d o semi-latus rectum (p), semi-eixo maior (a) e excentricidade (e), podem

ser determinadas pelas equagdes (7.15), (7.16) e (7.14) respectivamente.
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onde p € o pardmetro gravitacional da Terra, assim, obtemos para a energia o valor ¢ =
-7,445 km® /s” .
A velocidade do satélite no momento em que ele passa pelo perigeu da orbita
eliptica é de terminado através da equacéo (7.5). O valor encontrado € vo= 10,2 km/s.
O perigeu ¢ o ponto de insercdo do satélite para a Orbita de transferéncia. Neste
ponto, temos condicOes agora de determinar a variagdo de velocidade do satélite

atraves da equagéo (9.4),

AV1=Vy—-Vq (94)

obtemos o valor A V; = 0,619 km/s
Alguns pardmetros da orbita de transferéncia podem agora ser determinado.

Inicialmente é determinado a energia da Orbita de transferéncia através da equacéo

2

(7.8), obtendo o valor € = -1,0350 knzl . Em seguida, determina-se 0 momento angular
S

. « km?
atraves da equacéo (7.9) , encontrando o valor h = 72.381,14 -

Quando o satélite chega a esfera de influéncia da Lua , sua posicdo é determinada

pelo vetor posigédo ?1 . O modulo deste vetor é determinado pela equagdo (7.10) sendo

r, = 369.334,6 km. Utilizando a equagéo (7.11), determina-se a velocidade do satélite
no momento da chegada a esfera de influéncia da Lua, encontrando V; = 0,297 km/s.

O momento angular € constante, e assim, podemos determinar o angulo de
trajetoria de voo no momento de chegada a esfera de influéncia da Lua. O valor
obtido é ¢, = 48,75°.

Podemos determinar também o &ngulo de fase na chegada a esfera de influéncia,
atraves da equacéo (7.17), encontrando y; = 9,83°.

Os valores d o semi-latus rectum (p), semi-eixo maior (a) e excentricidade (e),
podem ser determinadas pelas equagdes (7.15) , (7.16) e (7.14) respectivamente .

Encontramos os valores p = 13.147,83 km, a= 192.549,63 km e e= 0,965. Temos
condigdes agora de determinar o tempo de voo desde o ponto de insercdo(perigeu da

Orbita eliptica) até o ponto de chegada a esfera de influéncia da Lua. Antes, porém,
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precisamos determinar a anomalia verdadeira no momento da chegada a esfera de

influéncia atraves da equagéo,
cosfy =P 11 (9.5)

sendo, cos f; = -0,999, e f; =177,59 ° . O proximo passo é determinar a anomalia
excéntrica na chegada a esfera de influéncia da Lua. Para este célculo utilizamos a

equacao,

e+cosfy

CosEj =————
1 1+ecosfq

(9.6)

obtemos, cos E; = -0,951 e E; = 162,022° e sen E; = 0,309. Expressando a anomalia
excéntrica em radianos obtemos E;= 2,83 rad. Podemos agora determina o tempo de
voo pela equacdo (7.13), obtendo A t = 3,92 dias

O proximo passo agora, é determinar o angulo de fase no momento da insergéo
do satélite na Orbita de transferéncia. Para tanto utilizamos a equagdo (7.18). Nesta
equacdo o, = 2,661. 10® rad/s é a velocidade angular da Lua. O valor obtido para o
angulo de fase € yo = 167,2°.

Podemos agora determinar as condigdes iniciais na entrada da esfera de

influéncia da Lua, ou seja determinar os valores de Vo, velocidade do satélite em

relagdo ao centro da Lua, €, angulo formado entre o vetor Vo e o raio da esfera de

influéncia da Lua, e R, raio da esfera de influéncia..
O angulo €, define a direcéo da velocidade selenocentrica inicial do satélite em

relacdo ao centro da Lua.
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O valor da velocidade v, , € determinado pela equagédo, (7.20), sendo que nesta
equacdo , V= 1,023 km/s . O valor encontrado foi V, = 0,813 km/s.

A direcio do vetor Vo é determinada pela equagéo (7.21), sendo portanto e, =
4,73°.

Uma vez que o satélite agora esta se movendo dentro da esfera de influéncia,
poderemos determinar o tipo de trajetdria descrita por ele através do calculo da
energia. A energia é determinada pela equagdo (7.22) , e o seu valor é & =0,257km?/s”.
Como a energia é positiva, a trajetoria dentro da esfera de influéncia é uma hipérbole.
Uma vez determinada a energia, podemos determinar o0 semi-eixo maior da trajetoria
hiperbolica, através da equacéo (7.16), utilizando na mesma o valor de p,. Obtemos
para o semi-eixo maior o valor a = -9537,90 km. Para o calculo do momento angular,

utilizamos a equagéo (9.7) ,

h=r,V,sen e, 9.7)

obtemos para 0 momento angular o valor h = 4448,68 g

O semi-latus rectum da trajetoria hiperbélica é determinado através da equacéo
(7.24), e assim, obtemos o valor p = 4037,85 km.

Finalmente, para a oOrbita hiperbolica, podemos determinar a excentricidade e, a
distancia da posicdo mais proxima (periluna) ao centro da Lua, ry , e a velocidade, V,,
no periluna. Para isto utilizamos as equagdes (7.25), (7.26) e (7.27). Obtemos entdo
os valores e =1,19, r, =1841,2 km, V, = 2,416 km/s.

Para determinarmos o tempo de voo desde a entrada na esfera de influéncia até a
periluna, devemos inicialmente determinar a anomalia verdadeira com relacdo a

trajetoria hiperbdlica. A equacéo utilizada é:

o

12 9.8)
erp

cosf =
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Substituindo os valores obtemos cos f = -0,789. Em seguida determina-se coshF,

dado pela equacgéo (9.9).

coshF=

_ > 9.9
l+ecosf (99)

o valor encontrado € cosh F = 6,56. Para a determinacdo de F, utilizamos a equacao,

F:In[ym/y2 -1} (9.10)

obtemos F = 2,56.

Finalmente, podemos determinar o tempo de voo desde a entrada na esfera de

influéncia até a periluna, pelo uso da equacdo,

[ 33
t-tg = ﬂ(esenh F-F) (9.11)
KL

sendo, senh F = 6,43. Para intervalo de tempo temos A t= 0,78 d.

O tempo total de voo € a soma entre tempo de voo desde a insergdo na trajetoria
geocéntrica de transferéncia até a esfera de influéncia da Lua e o tempo de voo desde
a entrada na esfera de influéncia até a posicdo mais proxima da Lua. O valor total
obtido € Aty = 4,7 d.

A variacao da velocidade do satélite no ponto de insercéo é A V; = 0,619 km/s, e
na periluna a variacdo é A V, = 0,783 km/s. Portanto a variacéo total de velocidade é
AV =1,402 km.

A figura. 28 mostra a trajetoria do satélite dentro da esfera de influéncia da Lua

e transferéncia do satélite para sua orbita final.
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Figura 28 — Trajetoria do satélite dentro da esfera de influéncia e sua orbita final ao redor da Lua

Na figura 28, temos que O é a trajetoria lunar, S é o satélite, E esfera de
influéncia, H é a trajetoria hiperbolica e r, € o raio da trajetoria lunar.

Outra situacdo de transferéncia, ainda ndo considerando a perturbacdo, é a
representada na Figura 25. Quando o satélite se encontra no perigeu da orbita eliptica
em torno da Terra, ele recebe um empuxo e entra em uma Orbita circular de raio ro. A
velocidade do satélite no perigeu da Orbita eliptica é dada pela equacdo (7.5).
Considerando que o satélite, quando estiver no perigeu da Orbita em torno da Terra,
esteja a 320 km de altura, o valor de ro € 6690 km.

Utilizando a equacéo (9.1), determinamos o valor da distancia do apogeu, com
valor j& determinado na situagdo descrita anteriormente, e através da equagao (9.2),
determinamos o valor do semi-eixo a. Utilizando agora a equagéo (9.3), determina-se a
energia encontrando o mesmo valor ja calculado na situagdo anterior. Com 0s valores
de ro, da energia ¢, determinamos o valor da velocidade no perigeu, encontrando o
valor V = 10,2 km/s.

A velocidade do satélite na orbita circular de raio ro € determinada pela equacgao
(7.5), sendo encontrado o valor V¢ = 7,718 km/s.

A variacdo da velocidade neste ponto é dada pela equacéo,
AV: =V -V, (9.12)
portanto A V= 2,482 km/s .



104

A Orbita circular permite a transferéncia do satélite para a Orbita eliptica
geocéntrica de transferéncia através do perigeu. A partir dai por um processo
numérico, determinamos uma trajetoria de minima energia . E importante que neste
processo numeérico, tenhamos uma trajetdria selenocentrica que permita atingir
diretamente a drbita final desejada sem nenhuma transferéncia a mais.

As tabela-1 e a tabela -2 mostram os dados da orbita geocéntrica de transferéncia

e da Orbita selenocentrica, para o caso da transferéncia mostrada na fig.25

Tabela 1 — Dados da 6rbita geocéntrica de transferéncia

Velocidade minima V, = 10,82 km/s
Energia E = -1,035 km?/s’

Angulo entre o raio da esfera de

influéncia das Lua e a distancia Terra- | A,= 72°

Lua

Momento angular h =72.381,14 km/s
Semi-eixo maior a=192.549,6 km
Semi-latum rectum p =13.147,56 km
Excentricidade e =0,965

Posicéo do satélite na chegada a esfera

de influéncia da Lua ry = 369.334,6 km

Velocidade na chegada a esfera de

influéncia da Lua V,; = 0,297 km/s

Angulo de fase na chegada a esfera de

influéncia da Lua 71 =9,83°
Anomalia verdadeira na chegada a esfera
de influéncia da Lua fi=17759°
Anomalia excéntrica na chegada a esfera
de influéncia da Lua E =162,022°
Tempo de vOo até a chegada a esfera de

At=3,92d

influéncia da Lua

Angulo de trajetoria de voo Oy = 48,75°
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Tabela 2 — Parametros da trajetdria selenocéntrica

Velocidade selenocentrica inicial V, =0,813 km/s
Direcdo da velocidade selenocentrica €,=4,73°

inicia relativa ao centro da Lua

Energia Es = 0,257 km®’/s°
Momento angular hs = 4448,68 km“/s
Semi-eixo maior as = -9537,90 km
Semi-latum rectum ps = 4037,85 km
Excentricidade es=1,19
Distancia da periluna Rp = 1841,2 km
Velocidade do satélite na periluna Vp = 2,416 km/s
Tempo de voo desde a entrada na esfera | At =0,392d

de influéncia até a periluna

O valor da variagdo da velocidade no ponto de insercdo na trajetéria de
transferéncia calculada pelo processo numérico é, A V, = 3,294 km/s e na periluna é A
V3 = 0,783 km. A variacdo de velocidade quando o satélite passa do perigeu da oOrbita
eliptica para a orbita circular € AV, = 2,482 km/s. Portanto a variacdo de velocidade
total terd valor A V1 = 6,559 km. O tempo total de v6o é A t = 4,31 dias.

Na seqiéncia é feita uma aplicacdo relativa a transferéncia do satélite
considerando o achatamento da Terra. Sera utilizada para o efeito do achatamento a
equacéo (4.20) que nos fornece a variacdo do argumento do perigeu.A transferéncia do
satélite esta mostrada na Figura 27.

O movimento médio do satelite pode ser determinado pela equagéo (9.13)

p=na’ (9.13)

Portanto encontramos o valor n = 1,44. 10 rad/s.

Vamos supor, como parte da missdo, que o satélite tenha que ficar orbitando em
torno da Terra por um periodo de 10 dias. Utilizando a equacdo (4.20) e substituindo
os valores de n, a, j,, js, €, R, u e t verificamos que a variagdo do argumento do perigeu
foi de Aw=0,119 rad, ousejaA ®=6,8°.

Ap0s este periodo o satélite sera langado na trajetdria de transferéncia. Quando o
satélite passa pelo perigeu da oOrbita eliptica em torno da Terra, sua velocidade é

calculada pela equagéo (8.1). O valor encontrado para a velocidade é V = 10,2 km/s.
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Na trajetoria circular de raio r, = 6690 km, a velocidade do satélite é determinada
pela equagdo (8.2), sendo encontrado o valor V. = 7,717 km/s. A variagdo de
velocidade quando o satélite passa para a orbita circular é A V, = 2,483 km/s.

O ponto de insercdo do satélite para a Orbita geocéntrica de transferéncia é o
perigeu da mesma. Por um processo numerico, obtemos os mesmos dados mostrados
nas tabelas 1 e 2. Sendo AV = 6559 km/s.

Nota:

Embora a equagdo de perturbacdo do 3° corpo tenha sido desenvolvida neste
trabalho, ela ndo seré utilizada. A perturbacéo do satélite pela Terra também néo sera
considerada. Para os desenvolvimentos futuros poderemos considerar a perturbacéo do

3° corpo e a influéncia da Terra.
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10 MANOBRA DE RETORNO PARA A TERRA

O objetivo da misséo é colocar o satélite a 100 km da superficie da Lua, ou seja,
em uma Orbita circular de 1838 km.

O satélite em orbita circula em torno da Lua, tem velocidade determinada pela
equacdo analoga a equacdo (6.15).

O valor de r, € o raio do periluna ja determinado anteriormente, ou seja, r, =
1841,2 km .

Na periluna, atraveés de um impulso, o satélite é colocado em uma trajetoria
hiperbdlica de transferéncia, tendo velocidade determinada pela equagdo (7.27) e o
valor encontrado € V, = 2,416 km/s. A energia da hipérbole de transferéncia e
constante, e como a trajetdria hiperbolica ¢ a mesma que trouxe o satélite nas
proximidades da Lua, o valor do semi-eixo maior é conhecido e seu valor é a = -9357
km . Com o valor de a encontramos o valor da energia obtendo & = 0,257 km?/s>. Com
este valor de energia e utilizando a equacdo (7.22) obtemos o valor da velocidade do
satélite na saida da esfera de influéncia da Lua, encontrando o valor V, = 0,813 km/s.

O satelite em seguida adquire velocidade V1 = 0,297 km/s, ja na trajetoria eliptica
de transferéncia, iniciando o retorno & Terra e, no perigeu desta, recebe um impulso
para ser transferido para a orbita eliptica em torno da Terra, completando a missé&o.

O valor da variacdo da velocidade do satélite no perigeu da oOrbita de
transferéncia geocéntrica , quando ele entra para a oOrbita eliptica em torno da Terra é
AV, = 0,619 km/s e, a variacdo de velocidade na periluna é AV, = 0,783 km/s. Logo a
variacdo de velocidade total € A V = 1,402 km/s.

A Figura 27 mostra o retorno do satélite a Terra.
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Figura 27 - Retorno do satélite a Terra
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11 CONCLUSAO

O objetivo da missdo é efetuar uma manobra, com minimo consumo de
combustivel, para transferir um satélite artificial da Terra para uma Orbita ao redor da
Lua e retornando para sua orbita inicial ao redor da Terra. Um exemplo, para um caso
particular, foi feito. O trabalho aqui desenvolvido foi baseado no processo de patched
conics para a transferéncia de um satélite para a Lua, muito bem abordado por Bate et
al.(1971). Trés anélises de transferéncias neste trabalho merecem destaque.

Na primeira o satélite orbita em torno da Terra em uma Orbita eliptica, e no
perigeu da mesma é transferido para a Orbita geocéntrica para conduzir o satélite até
uma orbita lunar. Ao chegar na esfera de influéncia da Lua o satélite, por um processo
iterativo, utilizando um programa FORTRAN (Melo, 2005), determina-se a trajetoria
de minimo consumo de combustivel. Para esta trajetoria a variacdo de velocidade foi
baixa. Caso a Orbita do satélite fosse circular em torno da Terra, teriamos para esta
trajetoria uma variacéo de velocidade maior.

Na segunda o satélite quando se encontra no perigeu da orbita eliptica em torno
da Terra, €& transferido para uma Orbita circular intermediaria.
Posteriormente o satélite é transferido para uma orbita geocéntrica de transferéncia e,
mais uma vez € utilizado o processo iterativo , SO que neste caso temos uma variagao
maior de velocidade , pois o satélite sofre um impulso a mais,

Na terceira temos a influéncia do achatamento da Terra. Neste caso, se o satélite
tiver que ficar orbitando em torno da Terra por um longo periodo, dependendo da
missdo 0 argumento do perigeu pode sofrer uma variagdo consideravel, fazendo com
que a Orbita do satélite sofra um deslocamento angular. Apos o intervalo de tempo em
que o satélite fica orbitando em torno da Terra, atraves de uma Orbita circular
intermediaria (que facilita os calculos) o satélite e transferido para uma orbita
geocéntrica de transferéncia, e mais uma vez utilizamos o processo iterativo, para

determinacdo da melhor trajetoria.
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A melhor opc¢éo, desde que o satélite ndo precise ficar orbitando a Terra por
muito tempo, é aquela em que o satélite orbita a Terra em uma trajetoria eliptica de
grande excentricidade e posteriormente seja lancado em uma trajetoria geocéntrica de
transferéncia para uma trajetoria hiperbolica até a esfera de influéncia da Lua.

Este trabalho é importante para uma analise preliminar de missdes para a Lua
com consumo minimo de combustivel. Todos 0s passos e as expressdes analiticas para
0 célculo do consumo de combustivel e do tempo de uma misséo de transferéncia de
um satélite em uma orbita terrestre (0rbita coplanar, ou ndo, com a orbita da Lua) para
uma Orbita em torno da Lua, e 0 seu regresso, foram aqui apresentadas explicitamente.
Tambem foram apresentadas as expressdes das perturbacdes devidas ao achatamento
da Terra e a atracdo gravitacional da Lua, as quais provocam precessdes nos ponto
onde devem ser aplicados alguns empuxos, e que devem ser consideradas caso 0
tempo de espera para inicio da manobra nestas posi¢oes sejam longos. No caso da
manobra de volta, se a orbita lunar for alta e o tempo de espera for longo, a
perturbacgéo a ser considerada ¢ a atracdo da Terra.

11.1 TRABALHOS FUTUROS

Esta analise preliminar pode ser estendida para missdes forma que o0s
incrementos de velocidade (consumos de combustivel) e tempo de v6o, total e em cada
transferéncia intermediaria, fossem gerados a partir de dados da misséo desejada, bem
como, dos elementos orbitais dos corpos centrais.
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APENDICE A-TERMOS DA FUNCAO PERTURBADORA E EXPRESSAO
DA FUNCAO PERTURBADORA

Termos R, e R; da fungédo perturbadora desenvolvidos

Al

R3=
1
21974
52 ee
(-48 (4 + 3 &) (=1 - 11 Cos[i] + 5 Cos[i* + 15 Cos[i]") Cos[es + 0 - '] -
(=1 + Cos[if) (35 & (1 + Cos[i]f* Cos[w + Q- w']+
(4 +3 ") (=1 + 10 Cas[i] + 15 Cos[i]") Cos[w - 0+ w']- 35 € (1 + Cos[i’) Cos[Fe D+ w'])) -
120(( + 3 ") (=1 - 11 Cos[i] + 5 Cos[i]* + 15 Cos[if) Cos[w + Q- w'] -
(=1 + Cos[il) (35 & (1 + Cos[i]\* Cos[Iw + Q- w] +
(@ + 36 (~1 +10 Cos[i] + 15 Cos[i]") Cos[w — Q1+ '] - 35 6° (=1 + Cos[i]*) Cos[3w - 0 + o] (') -
IBEME+3 eg] (-1 +Cos[]) [l + Cus[i]]2 Cos[w + 30-3w']-
124+ 3% (=1 - 11 Cos[i] + 5 Cos[i]* + 15 Cas[i) Cosw + Q- ] = T & Cos[3 [w + - w')] -
21 ¢ Cos[i] Cos[3 (w + 0 - w7] - 21 & Cos[i]* Cos[3 (w+ 2 -w")] -7 Cos[i]’ Cos[3 (w + Q- w)]-
420 € Cos[3w + 0 - w'] - 420 € Cos[i] Cos[3w + (- w'] + 420 ¢ Cos[if Cos[3w+0 -w'] +
420 € Cos[i’ Cos[3w + 0 —w']+48 Cogw - 0+ w'] + 36 ¢’ Coglw - D+ '] -
528 Cos[i] Cos[w - . +@'] - 396 ¢ Cos[i] Cos[w - Q +w'] - 240 Cos[i] Cos[w -0+ w’] -
180 ¢ Cosfi]” Cos[w - 0 + ']+ 720 Cos[i]’ Cosfe - 0 +w’'] + 540 ¢ Cos[i]’ Cos[w - 0L+ '] -
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9 Cosfe — 30+ 3] + 12 Cos[i] Cosw — 30+ 3w'] + 9 €* Cos[i] Cosfw- 30+ 3w+
12 Cos[if* Cosfew — 30+ 3] + 8 " Cos[i]* Cos[o - 30 +3w"] - 12 Cos[i] Cos[w - 30+ Jw’] -
0 Cosfi]” Cosw— 30 +3w (7)) @) 1) A2
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Componente R, da funcéo perturbadora desenvolvido

1
32768 (&)
CEy
-8
(140€? (2 +€%) Cos[2w] -

35Cos[il* (8+40€° +15€* —286? (2+€?) Cos[2w] +21€* Cosf4w]) —

3(8+40€%+15€* + 245¢” Cos[4 w]) +

10 Coslif* (-112€? (2 + €°) Cos[2 w] +3 (8 +40€? + 156" +49¢* Cas[4 w)))) +

20(48+240€% + €’ - 280 €% (2 +€?) Cos[2 w] +1470€* Cos[4 w] —
14 Cos[i[* (8+40€? +15€* — 2867 (2+€?) Cos[2w] +21€* Cosj4 w])
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306" Cosf2 (A — )] +56 €7 Cos[2(w +Q— )] +28€* Cos2 (w+ QA — )] +
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R Cos[2(Q— )] +160€? Cos[2 (A — )] +60€* Cos[2(Q— )] —
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Funcéo Perturbadora

R=
1
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[,2
(

(20aee’
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