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Resumo
Nesta monografia foram exploradas as simetrias do modelo padrão e suas quebras

espontâneas, especialmente o mecanismo de Higgs para a quebra de simetria de calibre

na interação fraca e a geração de massa durante a era eletrofraca da expansão do

universo. Considerando a importância do campo de Higgs nesse processo, onde durante

a quebra de simetria espontânea o mesmo adquire um valor de vácuo esperado não nulo,

o que é uma motivação para se estudar a relação de um campo escalar e a densidade de

energia de vácuo. É conhecido o fato que os valores calculados teoricamente empregando

teoria quântica de campos apontam um valor discrepante de até 120 ordens de grandeza

maior que medidas experimentais, o que é conhecido como Problema da Constante

Cosmológica. Na presente monografia também foi realizado uma investigação sobre essa

questão. Onde para isso, a princípio, foi necessário um estudo introdutório à teoria de

campos.

Palavras-chave: constante cosmológica, bóson de Higgs



Abstract
In this monography, standard model symmetries and their spontaneous breaks were

explored, especially the Higgs mechanism for gauge symmetry breaking in weak interac-

tion and mass generation during the electroweak era of universe expansion. Considering

the importance of the Higgs field in this process, where during spontaneous symmetry

breaking it acquires a expected vacuum value different from zero, which is a motivation

to study the relationship of a scalar field and the vacuum energy density. It is well known

that values calculated theoretically using quantum field theory point to an outlier of up

to 120 orders of magnitude greater than experimental measurements, which is known

as the Cosmological Constant Problem. In this monography, an investigation was also

carried out on the subject. Where, at first, an introductory study of field theory was

needed.

Keywords: cosmological constant, Higgs boson
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1 Introdução

Esta tese tem como objetivo principal estudar a relação entre o campo de Higgs e

a constante cosmológica, que nos apresenta uma frente de encontro entre a cosmologia

e a física de partículas e campos. Então faz-se necessário, para uma compreensão mais

profunda sobre esse tema, que seja construída uma boa base pautada na Teoria Quântica

de Campos, com base nas referências (1, 2, 3, 4, 5, 6) e com ênfase no mecanismo

principal que liga essas duas áreas, a quebra espontânea de simetria.

Feitas essas considerações, sabe-se que quando nos deparamos com fenômenos em

que a velocidade em questão possui valores relativamente próximos à velocidade da luz,

devemos levar em consideração a relatividade especial(ou restrita). Enquanto do ponto

de vista do universo quântico, tamanhos na ordem ou menores que a escala atômica, a

mecânica quântica é responsável pela descrição dos fenômenos. Tendo isso em mente,

a Teoria Quântica de Campos(QFT do inglês) configura-se como uma junção entre os

formalismos da Mecânica Quântica e a Relatividade Especial, descrevendo muito bem

fenômenos que envolvem partículas com altas energias.

Como motivação de se implementar essa teoria podemos realizar a comparação entre

duas partículas: Elétron e fóton. O elétron é um férmion, uma partícula fundamental

constituinte da matéria, o fóton é o bóson mediador da interação eletromagnética e que

deriva do campo eletromagnético. E por isso, se quisermos descrever essas partículas

dentro do mesmo arcabouço devemos considerar outra entidade fundamental, os próprios

campos. De modo que cada partícula do modelo padrão possui um campo associado

a ela, então temos o campo dos quarks, léptons, bósons vetoriais e por fim o campo

de Higgs. Além disso, com a implementação da QFT o fato de um elétron no Brasil

ser idêntico a outro elétron, mas na China, tem um grande sentido, pois derivam do

mesmo campo. Outra questão é que a QFT nos fornece uma boa explicação para o fato

das partículas não serem indestrutíveis - podem ser criadas ou destruídas -, isso porquê

ao analisar uma partícula numa caixa quadrada através do princípio de incerteza de

Heisenberg, a incerteza na energia fica dada por ∆E > ~c/L, onde L é o comprimento

da caixa. Desse modo, quando a incerteza na energia atingir a faixa de ∆E = 2mec
2,

é possível que surja um par elétron- pósitron do vácuo, se aniquilando e produzindo

fótons em torno da partícula original. Assim, as flutuações na energia acabam gerando

um escudo de fótons em torno da partícula original. Esse e outros fenômenos compõe a

riquíssima Teoria Quântica de Campos aplicado ao modelo padrão.
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2 Teoria de campos

2.1 Introdução à Teoria de Grupos

O objetivo desta seção é explicar em termos gerais por que a existência de simetria

leva a uma variedade de simplicidades físicas. De um ponto de vista, podemos considerar

a simetria como uma transformação que mantém as equações de movimento invariantes.

Mas para compreender esse conceito com mais completude, assim como a sua quebra,

uma breve introdução sobre teoria de grupos é necessária (1) . Com isso conseguimos

inferir informações sobre o tipo de simetria do campo em questão como veremos mais

adiante.

Definição 1. Um grupo G é conjunto de elementos {a,b,c,...} que contém a operação:

∗ : G×G −→ G

(a,b) −→ a ∗ b

logo, se a ∈ G e b ∈ G, temos que a ∗ b ∈ G. Além disso, as seguintes relações devem ser
satisfeitas:

(i) (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), ∀ a,b,c ∈ G. (associatividade)

(ii) ∃ e ∈ G/ a ∗ e = e ∗ a, ∀a ∈ G. (Elemento identidade)

(iii) ∀ a ∈ G ∃ b ∈ G, com a 6= e / a ∗ b = e, então b = a−1 (Elemento inverso)

Sabendo a definição de um grupo, considere um elemento g ∈ G que seja especificado

por um conjunto finito de n parâmetros {θ1, θ2,...., θn}. Então o elemento de grupo pode

ser escrito como

g = G(θ1, θ2,...,θn), (2.1)

e o elemento neutro fica definido da seguinte maneira

e = G(0, 0,...,0). (2.2)

Ao analisarmos a expressão (2.1), os parâmetros não foram designados pela letra

θ por coincidência e sim porque representam ângulos delimitados num intervalo de θ

∈ [0,2π]. Além disso, os mesmos estão relacionados com o grupo de rotação que será

discutido logo adiante, considerado de fundamental importância para a física.

Definição 2. Se um grupo G depende de um conjunto finito de parâmetros contínuos θi e
existam as derivadas em relação a cada parâmetro do grupo, G é chamado de grupo de Lie.
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Tendo em vista esses conceitos e sabendo que a rotação não muda o comprimento

de um vetor. Uma rotação em θ aniquila uma em −θ, isso diz que a rotação possui

uma representação unitária. Note que no caso em que G forma um grupo de Lie, ao

efetivar uma mudança infinitesimal do parâmetro θi, pode-se fazer uma expansão tal

que g = 1 +Xiδθ; onde

Xi = −i ∂
∂θi

g(θi)
∣∣∣∣
θi=0

. (2.3)

As quantidades Xi são chamadas de geradores de grupo.

Um ponto importante a se destacar é que os geradores constituem um espaço vetorial.

Pois podem ser multiplicados por um escalar e ainda ser os geradores de um grupo.

Podemos também somar dois geradores obtendo a formação de um terceiro gerador.

Além disso, os geradores de um determinado grupo podem ser usados como base para

outros vetores. Tais geradores estão relacionados de acordo com a álgebra de Lie

[Xi,Xj] = ifijkXk, (2.4)

onde fijk é chamada de constante de estrutura do grupo. De modo que se os geradores

comutam (fijk = 0) então se diz que o grupo é abeliano, caso contrário é não abeliano.

2.1.1 Grupo de Simetria SO(N)

Conhecendo as propriedades básicas de um grupo, é possível analisar com mais

detalhes o caso das rotações. Para verificar, considere uma rotação em duas dimensões(1,

6) :

x′ = x cosθ + y senθ, (2.5)

y′ = −x senθ + y cosθ. (2.6)

Definindo x1 = x e x2 = y, pode-se escrever

x′i =
2∑
j=1

Rijxj, i = 1,2 (2.7)

onde R pode ser escrito na forma matricial como

R =
 cosθ senθ

−senθ cosθ

 . (2.8)

De modo que R, ou R(θ), é chamado de matriz de rotação, que demonstra características

importantes quando consideramos o produto entre R e a sua transposta RT

RRT =
 cosθ senθ

−senθ cosθ

 cosθ −senθ
senθ cosθ

 =
 1 0

0 1

 = 1, (2.9)
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mostrando que a matriz de rotação em duas dimensões possui ortogonalidade. Note

também que devido as propriedades de paridade da função seno e cosseno, R(−θ) = RT .

A propriedade de ortogonalidade também pode ser representada em termos indiciais

da seguinte maneira:
∑
j(RT )ijRjk = δik = 1ij, o que é útil para verificar que a norma de

um vetor é invariante sobre rotações, pois∑
i

x′ix
′
i =

∑
i,e,m

RiexeRimxm =
∑
i,e,m

xeR
T
eiRim︸ ︷︷ ︸
δem

xm =
∑
e

xexe (2.10)

Assim, verificando que uma rotação mantém invariante a norma do vetor, como mencio-

nado anteriormente. Isso é importante porque possui um análogo com a transformação

de Lorentz, pois a mesma mantém a seguinte quantidade invariante: c2t2 − x2 − y2 − z2,

chamada de intervalo. Dessa maneira, para um sistema de coordenadas S ′ se deslocando

com a velocidade constante v na direção x de outro referencial S, temos
ct′

x′

y′

z′

 =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




ct

x

y

z

 . (2.11)

Onde β = v/c e γ = 1/
√

1− β2. Então, é possível definir o quadrivetor(xµ) e o tensor

métrico (gµν) como

xµ =


ct

x

y

z

 e gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (2.12)

Com isso, é possível escrever as seguintes relações

xµ = gµνx
ν = (ct,x,y,z) e

∑
µ

xµxµ = xµxµ = x′µx′µ. (2.13)

Além disso, devemos notar outro aspecto interessante da matriz de rotação, conside-

rando algumas propriedades trigonométricas básicas vemos que det(R) = 1. Portanto,

nesse caso temos um tipo de simetria SO(2), leia-se especial ortogonal 2× 2. Em termos

gerais, um grupo de simetria especial ortogonal N ×N é abreviado de SO(N) e o termo

especial refere-se ao determinante das matizes serem 1 enquanto a propriedade de

ortogonalidade é o análogo ao que foi verificado na equação (2.9).

2.1.2 Grupo de Simetria SU(N)

Outro importante grupo para física de partículas é o grupo unitário, U(N), cujo o

mesmo é constituído de matrizes complexas unitárias N × N. Condicionalmente, para

que o grupo seja unitário a seguinte relação deve acontecer:

UU † = U †U = 1. (2.14)



14 Capítulo 2. Teoria de campos

A partir disso, é possível definir o grupo de simetria especial unitário SU(N). Ou

seja, um subconjunto do grupo unitário, mas com a condição de que o determinante

das matrizes sejam uma unidade. De modo que se estivermos interessados em saber o

número ξ de geradores de um grupo SU(N), basta fazer:

ξ = N2 − 1. (2.15)

Enquanto o número ξ′ de operadores que podem ser simultaneamente diagonaliza-

dos(rank):

ξ′ = N − 1. (2.16)

De fato, introduzir esses grupos de simetria é importante, dado que os mesmos estão

relacionados com as forças fundamentais conhecidas na natureza atualmente:

a) Força eletromagnética: Ocorre através da troca de fótons, geralmente designado

por γ, que é a partícula mediadora dessa força. Os fótons não possuem cargas elétricas e

tem dois estados de polarização. O grupo de simetria associado a essa força é o grupo

unitário U(1);

b)Força nuclear fraca: Proposta para explicar o mecanismo do decaimento beta, essa

interação é mediada pelos bóson de Gauge, bósons massivos indicados pelas letras W+,

W− e Z. Em termos de propriedades, a interação fraca pertence ao grupo de Gauge

SU(2), onde os três geradores desse grupo combinam-se para formar os bóson dessa

interação, cujas características são:

- O bóson W− possui carga elétrica -1 e massa de 80 GeV/c2;

- O bóson W+ possui carga elétrica +1 e massa de 80 GeV/c2;

- Enquanto o bóson Z possui massa de 91 GeV/c2 e carga elétrica neutra.

O grupo SU(2) é um grupo em destaque nesse trabalho pois será importante no estudo

das quebras de simetria do setor eletrofraco do modelo padrão SU(2)×U(1)Y , um modelo

que unifica a força eletromagnética com a força nuclear fraca. Além disso, sabemos que

o grupo de simetria especial unitário 2× 2 possui 3 geradores bem conhecidos na física

de partículas, que são as matrizes de Pauli:

σ1 =
 0 1

1 0

 , σ2 =
 0 −i
i 0

 , σ3 =
 1 0

0 −1

 (2.17)

Tais matrizes obedecem a regra de comutação análogo a equação (2.4), isso significa

que [
σi
2 ,
σj
2

]
= iεijk

σk
2 , (2.18)

onde εijk é o tensor de Levi-Cevita:

εijk =

 ε123 = ε312 = ε231 = +1
ε132 = ε321 = ε213 = −1
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Enquanto que para outras combinações o tensor εijk é nulo.

c) Força nuclear forte: É responsável por manter os nucleons (constituintes dos núcleos)

unidos através da troca de glúons entre os quarks, superando a repulsão gerada pela

interação eletromagnética entre dois prótons. O grupo de Gauge da interação forte é

o SU(3), possuindo oito geradores. De modo que a carga dos glúons são chamadas de

cores e a teoria de campos que estuda essa interação é denominada cromodinâmica

quântica. Os geradores λi desse grupo satisfazem a relação de Gell-Mann

[λi,λj] = 2i
8∑

k=1
fijkλk, (2.19)

onde fijk fica especificado por:

f147 = f246 = f257 = f345 = f376 = 1
2 , f458 = f678 =

√
3

2 , f123 = 1. (2.20)

Já as matrizes de Gell- Mann são dadas por:

λ1 =


0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =


0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =


1 0 0
1 −1 0
0 0 0

 , λ4 =


0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

λ5 =


0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , λ6 =


0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , λ7 =


0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 = 1√
3


1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 .
Tais informações podem ser encontradas de maneira mais detalhada no livro (1).

2.2 Introdução à Teoria Clássica de Campos

Em contraste com um sistema mecânico, que tem um número finito de graus de

liberdade, fisicamente um campo é um sistema dinâmico com um número infinito de

graus de liberdade . Matematicamente é possível defini-lo através de uma variedade

comoM1,3 :

M1,3 = R1 × R3 com ϕ :M1,3 −→ ρ. (2.21)

onde ρ é chamado de espaço alvo e depende na natureza do campo em questão. Se

estivermos lidando com campos escalares é usado ρ = R1, enquanto para campos

vetoriais ρ = Rn. Da mesma forma que na mecânica clássica, será utilizado nessa tese

para descrição dos campos a lagrangiana(L)(1, 2, 4, 5). A representação da lagrangiana

passa a ser em termos de uma densidade lagrangiana, L(ϕ,∂µϕ), que depende de campos

no espaço-tempo ϕ(x,t) e sua derivada, como mostra a relação:

L =
∫
d3xL(ϕ,∂µϕ). (2.22)
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No caso clássico a lagrangiana tem a dependência das coordenadas generalizadas (qi,q̇i),
nesse caso temos a seguinte mudança L(qi,q̇i) −→ L(ϕ,∂µϕ). Para visualizar a natureza de

um campo clássico, podemos imaginar que o mesmo é análogo a um sistema mecânico

estudado em mecânica clássica, mas agora, com contínuos graus de liberdade. Por

exemplo, considerando um modelo de uma corda de um violão que se baseia em

considerar a corda constituída de N osciladores acoplados em vibração restritamente

na direção perpendicular a corda. A descrição de um campo ϕ(x,t) será satisfeita

quando tomarmos um número muito grande de osciladores de modo que tenhamos

infinitesimalmente contínuos graus de liberdade. Veja a figura 2.1.

Figura 2.1 – Visualização do conceito de campo (2)

Feita as considerações inciais sobre a natureza de um campo clássico, podemos

analisar como L é definida em termos da densidade HamiltonianaH. Essa relação ocorre

de acordo com a seguinte transformação de Legendre:

L(ϕ, ϕ̇) = π(ϕ, ϕ̇)ϕ̇−H(ϕ, π), (2.23)

que por definição nos fornece uma relação para o momento canonicamente conjugado

(π):

π(ϕ, ϕ̇) = ∂L

∂ϕ̇
. (2.24)

Ainda, é possível analisar transformada inversa de (2.23), resultando em:

H(ϕ, π) = πϕ̇(ϕ, π)− L(ϕ, ϕ̇), (2.25)

De modo que ao considerar uma lagrangiana do tipo

L = 1
2∂µϕ∂

µϕ− V(ϕ), (2.26)

com V sendo uma densidade potencial, e substituir na equação (2.25), ficamos com

H(ϕ, π) = ϕ̇2 − 1
2∂µϕ∂

µϕ+ V(ϕ) = 1
2π

2 + 1
2(~∇ϕ)2 + V(ϕ), (2.27)

lembrando que aqui π = ϕ̇. Assim, fazendo o análogo com a densidade lagrangiana

somos levados a concluir que:

L = K − V , H = K + V . (2.28)
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Onde geralmente os termos associados a energia cinética da lagrangiana são bili-

neares, ou seja, possui dois campos na sua expressão. Enquanto os termos restantes,

ao invés de denominarmos como termos associados à energia potencial, chamamos de

termos de interação. Com base nessas considerações, podemos listar alguns termos que

pertence a parte cinética da lagrangiana em teoria de campos:

Termos
Cinéticos

1
2ϕ∂µ∂

µϕ, ψ̄γµ∂µψ,
1
4F

2
µν ,

1
2m

2ϕ2, 1
2ϕ1�ϕ2, ϕ1∂µAµ...

Termos
de Interação λϕ3, gψ̄γµAµψ, g∂µϕAµϕ

∗, g2A2
µA

2
ν ...

Tabela 2.1 – Tabela de classificação geral dos termos na lagrangiana. Cujo vários desses
símbolos serão explorados ao longo da monografia, veja em mais detalha
na referência (5)

Onde as letras ϕ e π são empregadas para representar campos escalares, ou seja,

campos que são invariantes a transformação de Lorentz. Enquanto as letras ξ, ψ, χ

representam campos associados as partículas de spin semi inteiro(Férmions) e as letras

Aµe Jµ são campos vetoriais. Já as representações como Tµν indicam que estamos lidando

como tensores.

2.2.1 Equação de Euler -Lagrange

O estudo dos fenômenos descritos por QFT trás uma abordagem em termos da

lagrangiana, preferencialmente. A Hamiltoniana, apesar de descrever uma grandeza que

é conservada com o tempo, acaba não sendo muito empregada devido a sua característica

de depender do quadri-momento (pµ) cuja consequência direta é não ser invariante de

Lorentz, e por isso não é eficaz para descrever fenômenos relativísticos. Com base nisso,

uma ferramenta de grande utilidade para o estudo da teoria quântica de campos é a

ação, que é definida como:

S =
∫
dtL =

∫
d4xL. (2.29)

Sabendo que L = L(ϕ,∂µϕ), podemos aplicar o princípio da mínima ação, que nos

diz que a ação deve ser sempre minimizada, δS = 0, num fenômeno na natureza. Com

base nisso, para determinar a equação de Euler-Lagrange para o campo ϕ, podemos

considerar o análogo a uma diferencial, δL, sendo escrito como:

δL = ∂L

∂(∂µϕ)δ(∂µϕ) + ∂L

∂ϕ
δϕ. (2.30)

Então, aplicando a condição δS = 0 vem

δS =
∫
d4xδL =

∫
d4x

[
∂L

∂(∂µϕ)δ(∂µϕ) + ∂L

∂ϕ
δϕ

]
= 0. (2.31)
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Aqui cabe uma observação, pois se analisarmos com cuidado o termo δ(∂µϕ), interpre-

tando-o como uma diferencial, veremos que:

δ(∂µϕ) = δ(∂0ϕ,∂1ϕ,∂2ϕ,∂3ϕ) =
3∑
i=0

∂

∂(∂iϕ)

(
∂ϕ

∂x0 ,
∂ϕ

∂x1 ,
∂ϕ

∂x2 ,
∂ϕ

∂x3

)
δ(∂iϕ). (2.32)

Entretanto, podemos visualizar esse problema de modo a poupar esforços, pois se

tomarmos δϕ = ϕ′ − ϕ, aparece de modo natural que

∂µδ(ϕ) = ∂µϕ
′ − ∂µϕ = δ(∂µϕ). (2.33)

De modo que podemos utilizar sem perca alguma a relação: δ(∂µϕ) = ∂µ(δϕ).
Consequentemente a segunda integral pode ser integrada por partes, mas o primeiro

termo é nulo, pois os pontos finais são fixos. Dessa forma a primeira integral da equação

(2.31) toma a seguinte forma∫
d4x

[
∂L

∂(∂µϕ)∂µ(δϕ)
]

= −
∫
d4x∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)

]
δϕ+

∫
d4x∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)δϕ
]
, (2.34)

onde o último termo pode ser escrito como um termo de superfície a qual δϕ = 0,

portanto esse termo se anula. Substituindo essas informações na equação (2.31) surge

que ∫
d4x

[
∂L

∂ϕ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)]
δϕ = 0. (2.35)

Como δϕ é arbitrário chega-se em

∂L

∂ϕ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
= 0, (2.36)

que é a equação de Euler-Lagrange para o campo ϕ.

2.2.2 Teorema de Noether

Um conceito fundamental na natureza é o de conservação. Grandezas como

energia e momento são grandezas conservadas. Isso nos diz que não é possível criar e nem

destruir tais grandezas, mas sim transforma-las. Outra característica que desempenha

um papel importante para o entendimento de fenômenos desde a geração de massa das

partículas até supercondutividade, é a simetria(5). A definição é a seguinte:

Definição 2. Simetria é qualquer mudança de perspectiva que mantém a equação de
movimento invariante

Sendo assim, se uma lagrangiana é invariante sobre uma determinada transformação

do tipo ϕ → ϕ + δϕ, dizemos então que essa é a simetria associada a lagrangiana em

questão. Para exemplificar essa questão podemos analisar a lagrangiana de um campo

escalar complexo,

L = |∂µϕ|2 −m2|ϕ|2 (2.37)
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sobre a mudança ϕ → e−iθϕ, com θ ∈ R. Já que ϕ = ϕ1 + iϕ2, então ϕ possui dois

graus de liberdade que são os próprios ϕ e seu complexo conjugado ϕ∗. Então, como a

lagrangiana permanece invariante sob essas transformações, dizemos que essa é a sua

simetria.

Agora, considerando que a ação S seja invariante sob mudanças em ϕ e xµ dadas por

δxµ = Xµ
ν δθ

ν δ̄ϕn = Φ(n)
µ δθµ (2.38)

onde δθµ é um parâmetro infinitesimal. Já as variações δ e δ̄ significam que quando

aplicadas geram: δxµ = x′µ − xµ e

δ̄ϕn = ϕ′n(x′)− ϕn(x)

= ϕ′n(x′)− ϕn(x′) + ϕn(x′)− ϕn(x)

= δϕ+ (∂µϕ)δuµ.

(2.39)

Por exemplo, se tivermos uma simetria por uma translação infinitesimal εµ então δθν = εν ,

Xµ
ν = δµν e Φ(n)

µ = 0, de modo que

δxµ = εµ e δ̄ϕn = 0 (2.40)

De uma forma geral, uma variação da ação em uma região R resulta em

δS =
∫
R
L′d4x′ −

∫
R
L d4x, (2.41)

onde L = L(ϕ, ∂µϕ,xµ) e L′ = L′(ϕ′, ∂µϕ′,x′µ). Claramente d4x′ = J(x′,x)d4x, onde o

Jacobiano J(x′,x) é dado por

J(x′,x) = det

∣∣∣∣∣∂x′µ∂xν

∣∣∣∣∣ = 1 + ∂µ(δxµ) + ordens superiores. (2.42)

Mas, em (2.42) foi utilizado o fato que ∂x′µ/∂xν = δµν +∂ν(δxµ), e também a propriedade

do determinante que diz: det(I +Mδ) = 1 + δTr[M ] +O(δ2). Portanto, levando isso em

consideração chega-se em ∫
R

[δL + L ∂µ(δxµ)] d4x, (2.43)

e assim, se tiverem vários campos ϕn, a variação da ação fica

δS =
∫
R


∑
n

[
∂L

∂ϕn
δϕn + ∂L

∂(∂µϕn)δ(∂µϕn)
]

+ (∂µL)δxµ + L∂µ(δxµ)︸ ︷︷ ︸
∂µ(Lδxµ)

 d4x. (2.44)

Mas como visto em (3.68), ∂µ(δϕn) = δ(∂µϕn), então pode-se reescrever δS como

δS =
∫
R

{∑
n

[
∂L

∂ϕn
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕn)

)]
δϕn + ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕn)(δϕn) + Lδxµ
]}

d4x. (2.45)
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Entretanto, supondo que o campo satisfaz a equação de Euler-Lagrange ficamos com

a primeira parte da equação (2.46) igual à zero, enquanto a segunda representa uma

divergência total. Logo, lembrando que δϕn = δ̄ϕn − (∂µϕn)δxµ, chaga-se em

δS =
∫
R

∑
n

∂µ

[
∂L

∂(∂µϕn)(δ̄ϕn)
]
d4x+

∫
R
∂µ

[∑
n

∂L

∂(∂µϕn)(∂νϕn)− δµνL
]
δxνd4x. (2.46)

Com base nisso, é possível definir o tensor T µν como

T µν =
∑
n

∂L

∂(∂µϕn)(∂νϕn)− δµνL, (2.47)

e a partir disso, usando as relações (2.38), é possível reescrever

δS =
∫
R

∑
n

∂µ

[
∂L

∂(∂µϕn)Φ(n)
α

]
δθαd4x−

∫
R
∂µ(T µν )Xν

αδθ
αd4x, (2.48)

ou então, usando o teorema do divergente

δS =
∫
∂R

[∑
n

∂L

∂(∂µϕµ)Φ(n)
α − T µν Xν

α

]
δθαdσµ = 0, (2.49)

em que dσµ é o elemento de “superfície” tridimensional ou hipersuperfície e ∂R repre-

senta a fronteira de R. Assim, como δθα é arbitrário, não depende de xµ, logo∫
∂R
Jµαdσµ = 0, com Jµα =

∑
n

∂L

∂(∂µϕµ)Φ(n)
α − T µν Xν

α (2.50)

representando uma corrente que “flui” através da hipersuperfície ∂R. Assim, como a

integral é nula o teorema da divergência implica na conservação dessa corrente:

∂µJ
µ
α = 0. (2.51)

De modo que ao integrar a equação (2.51) sobre uma hipersuperfície constante no tempo

(dσµ → d3x), e portanto resulta em uma integral de volume∫
V
∂µJ

µ
αd

3x =
∫
V
∂0J

0
αd

3x−
∫
V
∇ · ~Jαd3x︸ ︷︷ ︸∫

S
~Jα·n̂ dA = 0

= 0. (2.52)

Finalmente, é possível definir a carga conservada Qα como

Qα =
∫
V
J0
α d

3x ⇒ d

dt
Qα = 0. (2.53)

As considerações feitas nessa secção podem ter enunciadas em forma de um teorema,

conhecido como teorema de Noether:

Teorema 1. Se a lagrangiana possui uma simetria contínua e as equações de movimento
são satisfeitas existe uma grandeza que é conservada.
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Portanto, para simetrias contínuas ( em que podemos tomar a variação δL/δθ) o teorema

de Noether pode ser um caminho para estudar o problema em questão. Entretanto, se a

simetria envolvida no problema for discreta, como por exemplo ϕ→ −ϕ, não podemos

aplicar o teorema. Como exemplo, no caso de uma simetria por translação temos como

consequência as equações (2.40), de modo que a corrente dada por (2.50) fica

Jµα = −T µν δνα = −T µα . (2.54)

Enquanto a carga conservada é

Qα = J0
α = −T 0

α = −
[∑
n

∂L

∂(∂0ϕn)(∂αϕn)− δ0
αL

]
. (2.55)

Note que

H = T 0
0 =

∑
n

∂L

∂(∂ϕ̇n) ϕ̇n − L. (2.56)

é a densidade hamiltoniana e que será útil para analisar a energia de vácuo de um campo

escalar. Utilizando i = α 6= 0 chega-se em

Pi = T 0
i =

∑
n

∂L

∂(ϕ̇n)∂iϕn (2.57)

que é o momentum canônico. Por isso T µν é denominado tensor de energia-momentum.

2.3 Introdução ao Campo de Klein-Gordon

Historicamente, Schrödinger também buscou uma equação que considerava os

princípios da relatividade proposto por Einstein. Na sua busca por descrever o compor-

tamento do sistemas quânticos, o mesmo acabou chegando no que conhecemos como

equação de Klein-Gordon. Porém Schrödinger descartou essa equação, a princípio, e

optou por levar a diante sua equação não relativística. Pois a equação de Klein-Gordon

gera soluções que apresentam densidade de probabilidade e estados de energia negativos,

além de não descrever corretamente o espectro do Hidrogênio (1). Para o estudo em

questão, podemos começar obtendo a equação de Klein-Gordon lembrando da relação

entre energia, massa e momento proposto por Einstein:

E2 = p2c2 +m2c4. (2.58)

De modo que podemos implementar nessa equação os operadores energia e momento:

E2 −→ −~2 ∂
2

∂t2
, p2 −→ −~2∇2. (2.59)

Basta substituir (2.59) em (2.58) e notar que com isso, temos um novo operador.

Bastando aplicar em uma função que depende do espaço e do tempo ϕ(~x,t) e utilar as

unidades naturais ~ = c = 1, para obter

∂2ϕ

∂t2
−∇2ϕ+m2ϕ = 0 −→ (�+m2)ϕ = (∂µ∂µ +m2)ϕ = 0. (2.60)
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Em que � é chamado operador de D’Lambert e pode ser reescrito como ∂µ∂µ, conside-

rando

∂µ∂
µ =

3∑
µ=0

∂µ∂
µ = ∂2

∂t2
−∇2 = �. (2.61)

Um fato importante é que a equação (2.60) é invariante de Lorentz, bem como sua

sua lagrangiana. Para verificar, podemos analisar como a lagrangiana e a equação de

movimento reagem a transformação xµ → x′µ = Λµ
νx

ν , como visto em (2.11).

Em termos matemáticos, a transformação de Lorentz representa um tipo de rota-

ção em relação as coordenadas espaciais e temporais. Então, tomando a lagrangiana

associada à equação de Klein Gordon para um campo real

L = 1
2 g

µν(∂µϕ)(∂νϕ)− 1
2m

2ϕ2, (2.62)

pode-se analisar como o campo ϕ muda com uma rotação.

De modo que girar o sistema no sentido anti-horário, equivale a girar o campo no

sentido horário e vice-versa. Assim, o campo se modifica como:

ϕ→ ϕ′ = ϕ(Λ−1x). (2.63)

O que já nos permite concluir que a transformação do termo m2ϕ2/2 resulta no mesmo

termo, porém com um determinado deslocamento, pois está aplicado no ponto (Λ−1x).
Dando continuidade no processo, para finalizar a investigação de como L comporta-se

sobre tal transformação devemos analisar como ∂µ∂µϕ transforma-se, bastando lembrar

de algumas propriedades importantes que envolvem o tensor métrico de Minkowski na

assinatura (+−−−). A primeira delas se refere a mudança (3)

∂µ∂µϕ→ gµν(∂µϕ′)(∂νϕ′) = gµν [(Λ−1)ρµ∂ρϕ][(Λ−1)σµ∂σϕ](Λ−1x)

= gρσ(∂ρϕ)(∂σϕ)(Λ−1x)

= (∂µϕ)2(Λ−1x).

(2.64)

Esse resultado ocorre porque ∂µϕ → ∂µϕ(Λ−1x) = (Λ−1)νµ(∂νϕ)(Λ−1x). O que pode

ser verificado ao considerarmos que

∂µϕ = ∂ϕ(Λ−1x)
∂(Λ−1x) ∂µ(Λ−1x) com (Λ−1)νβ xβ =

3∑
β=0

(Λ−1)νβ xβ, (2.65)

o que na verdade representa apenas a aplicação de uma regra de cadeia e o uso da

convenção da soma de Einstein. Consequentemente, a derivada do campo depois da

transformação fica
∂µϕ = ∂µξ ∂νϕ(Λ−1x) = (Λ−1)νβ ∂µxβ∂νϕ

= (Λ−1)νβ δβµ∂νϕ(Λ−1x)

= (Λ−1)νβ ∂νϕ.

(2.66)
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Desse modo a lagrangiana transforma-se como um escalar L→ L(Λ−1x). De modo

análogo podemos verificar como a equação de Klein-Gordon comporta-se sobre a trans-

formação de Lorentz:

(�+m2)ϕ = gµν [(Λ−1)νµ∂ν(Λ−1)σµ∂σ +m2]ϕ(Λ−1x)

= (gνσ∂ν∂σ +m2)ϕ(Λ−1x)

= 0.

(2.67)

Note que usamos o fato de que o tensor métrico ser um tensor de segunda ordem,

portanto ele se transforma com dois Boost, entretanto, pelos postulados da Relatividade

esse tensor deve ser invariante sobre essa transformação, de modo que

g
′µν = (Λ)µσ(Λ)νρgσρ = gµν → (Λ−1)ρµ (Λ−1)σν gµν = gρσ. (2.68)

Note que como estamos trabalhando com termos indiciais a ordem que organizamos os

termos da transformação de Lorentz (Λ−1)σν e (Λ−1)ρµ não importa, pois são números. Em

suma, se um campo não muda sobre a transformação de Lorentz podemos classifica-lo

como Campo escalar.

2.4 Quantizando o Campo de Klein-Gordon

Depois de ter feito as considerações inciais sobre o campo de Klein-Gordon, é

natural que façamos agora a transição da Teoria Clássica de Campos para a Teoria

Quântica de Campos, de modo que o caso mais simples é começar trabalhando com

um campo escalar real(1, 2, 3, 5) . Para isso, o primeiro passo que deve ser tomado

é promover as variáveis dinâmicas para operadores que devem satisfazer a relação

canônica de comutação. Isso porque sabemos que em um sistema discreto, utilizado na

Mecânica Quântica, as relações de comutação são:

[qi, pi] = iδij [qi, qj] = [pi, pj] = 0. (2.69)

Entretanto, para que visualizemos como tais relações se dariam no contexto da Teoria de

Campos, começamos analisando a equação (2.60) e tomando a solução ϕ ∼ e−i(Ex
0−~p·~x),

chamada solução de campo livre, e tomando o E → ωk e ~p → ~k, com isso podemos

escrever a solução geral em termos de uma expansão de Fourier:

ϕ(x) =
∫ d3k

(2π)3/2√2ωk

[
ϕ(~k)e−i(ωkx0−~k·~x) + ϕ∗(~k)ei(ωkx0−~k·~x)

]
, (2.70)

de modo que para que tenhamos ϕ como operador, ϕ→ ϕ̂, devemos fazer a substituição

de ϕ e ϕ∗ pelos seguintes operadores:

ϕ −→ â =
√
mω

2

(
x̂+ i

mω
p̂
)
, ϕ∗ −→ â† =

√
mω

2

(
x̂− i

mω
p̂
)
. (2.71)
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Onde â e â† representam os operadores de aniquilação e criação, respectivamente. De

modo que esses operadores obedecem uma importante regra de comutação

[â, â†] = 1. (2.72)

Por consequência, com as considerações que foram feitas o campo ϕ agora deve ser

interpretado como um operador que pode ser reescrito como

ϕ̂(x) =
∫ d3k

(2π)3/2√2ωk

[
â(~k)e−ipµxµ + â†(~k)eipµxµ

]
. (2.73)

Portanto, para que tenhamos as relações de quantização satisfeitas, devemos obter o

análogo do momento pi, que nesse caso configura-se como o momento canonicamente

conjugado (2.24), que nesse caso fica

π(ϕ, ∂0ϕ) = ∂L

∂(∂0ϕ̂) = ∂0ϕ̂ =
∫ d3k

(2π)3/2√2ωk

[
â(~k)∂0e

−i(ωkx0−~k·~x) + â†(~k)∂0e
i(ωkx0−~k·~x)

]
.

Dessa forma, quando a derivada é feita ficamos com

π̂(x) = −i
∫ d3k

(2π)3/2

√
ωk
2
[
â(~k)e−ipµxµ − â†(~k)eipµxµ

]
. (2.74)

Agora basta analisar a equação (2.75) que representa um sistema discreto de partículas

e transformar em um sistema contínuo, pois estamos lidando com a quantização de

um campo. Nessa representação, devemos mudar δij → δ(x − x′) em que x e x′ são

coordenadas as coordenadas do quadri-espaço em dois eventos distintos. Com isso, é

possível obter a relação de comutação que esperávamos

[ϕ̂(x), π̂(x′)] = iδ(x− x′), [ϕ̂(x), ϕ̂(x′)] = [π̂(x), π̂(x′)] = 0, (2.75)

em que tal relação é feita considerando que x0 = x′0. A equação (2.75), chamada de

segunda quantização, que pode facilmente ser verificada, se por exemplo, tomarmos um

campo escalar real da forma:

ϕ̂(x) =
∫ d3p

(2π)3/2√2ωp

[
â(~p)e−ipµxµ + â†(~p)eipµxµ

]
=
∫ d3p

(2π)3/2√2ωp

[
â(−~p) + â†(~p)

]
eipx.

(2.76)

Note que uma mudança de variável foi feita em (2.76), substituindo p→ −p e para fins

de simplificação estamos usando pµxµ = px. Essa mudança de variável foi feita conside-

rando que
∫−∞
∞ d3(−p) =

∫∞
−∞ d

3p. Feito tais considerações, o momento canonicamente

conjugado(∂0ϕ̂) associado a esse campo fica dado por

π̂(x) = −i
∫ d3p

(2π)3/2

√
ωp
2
[
â(~p)e−ipx − â†(~p)eipx

]
= −i

∫ d3p

(2π)3/2

√
ωp
2
[
â(−~p)− â†(~p)

]
eipx.

(2.77)
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Para mostrar que esses operadores obedecem a relação de comutação da segunda

quantização, devemos lembrar que [ϕ̂(x), π̂(x′)] = ϕ̂(x)π̂(x′)− π̂(x′)ϕ̂(x), onde x′ repre-

senta um outro evento no espaço-tempo, e calcular cada parte do comutador:

ϕ̂(x)π̂(x′) = −i
∫ d3p

(2π) 3
2

d3p′

(2π) 3
2

(
ωp′

4ωp

) 1
2 [
â(−~p) + â†(~p)

] [
â(−~p′)− â†(~p′)

]
ei(px+p′x′).

Em que, no lado direito da equação acima uma integral foi suprimida por questão de

praticidade, pela mesma razão adotamos a ≡ â(−~p), ã ≡ â(−~p′), b ≡ â†(~p′) e b̃ ≡ â†(~p).
Com isso, basta agora determinar a outra parte do comutador que de maneira análoga

ao que foi feito para primeira parte do comutador

π̂(x′)ϕ̂(x) = −i
∫ d3p′

(2π) 3
2

d3p

(2π) 3
2

(
ωp′

4ωp

) 1
2 [
â(−~p′)− â†(~p′)

] [
â(−~p) + â†(~p)

]
ei(px+p′x′).

Tendo em vista que estamos interessados em calcular o comutador, podemos substituir

os resultados obtidos em:

[ϕ̂(x), π̂(x′)] = −i
∫ d3p′d3p

(2π)3

(
ωp′

4ωp

) 1
2
���*0

[a,ã]− [a,b] + [b̃,ã] +��
�>

0
[b,b̃]

 ei(px+p′x′). (2.78)

E nesse ponto devemos usar as relações de comutação que obtemos naturalmente, dos

operadores de criação e aniquilação, definidos a partir do hamiltoniano do oscilador

harmônico simples.

[a,b] = δ((−p)− p′), [b̃,ã] = −δ(p− (−p′)). (2.79)

Dessa maneira, após substituir essas relações no comutador entre o campo e o momento,

ficamos com uma nova expressão para a comutação, agora em termos da delta de Dirac:

[ϕ̂(x), π̂(x′)] = −i
∫ d3p′d3p

(2π)3

(
ωp′

4ωp

) 1
2

[−δ(−p− p′)− δ(p+ p′)] ei(px+p′x′). (2.80)

Assim, deveremos utilizar algumas das propriedades da “função” delta para prosseguir.

Primeiramente, sabemos que para que a equação (2.80) deve ser integrada primeiro em

d3p′, que fornece

[ϕ̂(x), π̂(x′)] = i

(2π)3

∫
eip(x−x

′) d3p = iδ(x− x′), (2.81)

em que foi utilizada a definição integral da delta de Dirac. Utilizando os mesmos truques

é possível chegar em [ϕ̂(x), ϕ̂(x′)] = [π̂(x), π̂(x′)] = 0.

2.5 Energia do Campo Escalar Complexo

Para calcular a energia de um campo escalar(complexo), podemos começar

tomando o tensor Tµν , associado à lagrangiana de um campos escalar complexo (2.37),
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detalhado em (5).

Tµν =
∑
n

∂L

∂(∂µϕn)∂νϕn − gµνL = ∂µϕ
∗∂νϕ+ ∂µϕ∂νϕ

∗ − gµν(|∂µϕ|2 −m2|ϕ|2). (2.82)

Com base em (2.82), a densidade de energia E pode ser especificada por

H = T00 = (∂0ϕ
∗)(∂0ϕ) + (∂0ϕ)(∂0ϕ

∗)− [(∂0ϕ)(∂0ϕ
∗)− (~∇ϕ∗) · (~∇ϕ) +m2ϕ∗ϕ] (2.83)

e com isso, usando a forma de um campo escalar complexo expandido em série de

Fourier e lembrando que a†p cria partículas e b†p cria anti-partículas(ficando subentendido

a função dos outros operadores), a energia fica dada por

E =
∫
d3H =

∫ d3p

(2π)3ωp
[
a†pap + b†pbb

]
+ VH0 com H0 =

∫ d3p

(2π)3ωp. (2.84)

Assim, vemos que E −→∞ dado que E0 é um termo infinito, pois corresponde a soma

do estado fundamental de todas as partículas e anti-partículas, cada uma contribuindo

com ωp/2. Dessa forma o que deve ser considerado é a diferença de energia ∆E

∆E =
∫
d3H =

∫ d3p

(2π)3ωp [∆Partículas + ∆Anti-Partículas.] (2.85)

o que indica que quanto mais partículas e anti-partículas tiver o estado, maior deve ser a

energia associado a ele.

2.6 Introdução ao Campo de Dirac

Na busca de uma equação que descreva corretamente o comportamento de

partículas relativísticas(ψ), Dirac também propôs uma forma em que o tempo e as

coordenadas espaciais sejam tratadas em pé de igualdade. Entretanto, diferente da

equação de Klein-Gordon, ao invés de promover as derivadas temporais para derivadas

de segunda ordem, Dirac promoveu as derivadas espaciais para primeira ordem (1, 6)

da seguinte forma:

i
∂ψ

∂t
= Hψ com H = ~α · p̂+ βm. (2.86)

A partir daí basta analisar a aplicação de H2 em ψ, pois os coeficientes α e β devem ser

determinados através de uma comparação de termos entre

− ∂2ψ

∂t2
=
[
(~α · −i~∇)2 + β2m2 −m(~αβ + β~α) · i~∇

]
ψ

=
[
−
(∑

αi
∂

∂xi

)(∑
αj

∂

∂xj

)
+ β2m2 −m(~αβ + β~α) · i~∇

]
ψ

=
[
−
∑

α2
i

∂2

∂x2
i

−
∑

αiαj
∂2

∂xixj
+ β2m2 −m(~αβ + β~α) · i~∇

]
ψ,

(2.87)
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e a equação de Klein-Gordon. Isso, porque além de ser uma equação governante

para campos escalares, atua como uma equação de conservação energia-momentum

relativístico, então é razoável que seja possível a comparação com

−∂
2ψ

∂t2
=
(
−
∑ ∂2

∂x2
i

+m2
)
ψ. (2.88)

´ Antes de inferir os valores por comparação, é conveniente que seja feita a seguinte

mudança

∑
αiαj

∂2

∂xixj
−→

∑
αiαj

∂2

∂xixj
+
∑

αjαi
∂2

∂xjxi
=
∑

(αiαj + αjαi)
∂2

∂xi∂xj
. (2.89)

Isso porque o termo com coordenadas diferentes possuem duas ordens, uma componente

i× j e outra j × i, e na última passagem foi aplicado a condição da diferencial exata.

Sendo assim, agora podemos finalizar a comparação concluindo que

α2
i = 1, β2 = 1, αiαj = −αjαi, αiβ = −βαi. (2.90)

No qual o terceiro termo, da esquerda pra direita, é derivado da da equação (2.89). Com

essas informações é possível inferir a respeito da natureza dos coeficientes ~α e β, que na

verdade definem matrizes. Feito essas considerações, podemos voltar para suposição de

Dirac, multiplicando por β a equação (2.86) e lembrando que β2 = 1, surge a equação:

i

(
β
∂

∂t
+ βαi

∂

∂xi

)
ψ −mψ = i(��∂ψ −mψ) = 0, (2.91)

em que termo γµ = (β, βαi) = (γ0, γi) são as matrizes de Dirac e além disso, para

simplificação, foi usado a slash-notation:

��∂ = γµ∂
µ =

3∑
µ=0

γµ∂
µ. (2.92)

Com isso, podemos pontuar que a equação (2.91) é conhecida como equação de

Dirac e é responsável por descrever as partículas e anti-partículas de spin 1/2. De modo

que caso seja desejável descrever um elétron, é preciso interpretá-lo como um quantum
do campo de Dirac ψ, que devido a natureza matricial da equação (2.91) - as matrizes

de Dirac são matrizes 4 ×4, implica que o campo ψ na verdade deve ter uma forma de

um vetor no espaço de spin, o qual é denominado de spinor.
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2.6.1 lagrangiana de Dirac

Feito tais considerações, é importante especificar a lagrangiana de Dirac, de modo

que ao aplicar na equação de Euler-Lagrange devemos obter como resultado a equação

de Dirac. A primeira observação que deve ser feita para realizar tal objetivo é que essa

lagrangiana deve ser construída de modo a ser invariante de Lorentz. Começando pela

implementação de um auto-adjunto de ψ que nesse caso não é apenas ψ†, e sim ψ̄ = ψ†γ0

porquê se transforma como escalar. De modo que ψ̄γµ∂µψ também se transforma como

escalar, e como a massa é escalar, ficamos com

LDirac = ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ. (2.93)

Tendo em vista a lagrangiana de Dirac, podemos analisar propriedades importantes no

contexto da teoria quântica de campo que será aplicada neste projeto e que naturalmente

nos faz se deparar com a transformação de calibre (6). Por exemplo, ao tomar a

transformação ψ → ψ′ = e−iαψ vemos que a lagrangiana de Dirac permanece invariante,

ou seja, LDirac(ψ) −→ LDirac(ψ′), com

LDirac(ψ′) = ψ̄eiαiγµe−iα∂µψ −mψ̄eiαe−iαψ

= ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ = LDirac(ψ).
(2.94)

Entretanto, isso só é possível porque α não depende das coordenadas do espaço tempo,

chamada transformação global, então exponencial não é afetada pela derivada. No caso

em que α = α(x) - muda em cada ponto do espaço tempo-, temos uma transformação
local e a partir disso temos o surgimento de propriedades importantes

LDirac(ψ′) = ψ̄eiα(x)iγµ∂µe
−iα(x)ψ −mψ̄ψ

= ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ︸ ︷︷ ︸
LDirac(ψ)

+ ψ̄γµψ︸ ︷︷ ︸
jµ

∂µα(x). (2.95)

De modo que o segundo termo da equação (2.95) nos diz que essa lagrangiana não

é invariante sobre transformação de fase local pelo aparecimento de um termo com

acoplamento entre a corrente fermiônica jµ e o termo ∂µα(x).
Consequentemente, para que tenhamos uma lagrangiana de Dirac invariante sobre

transformação de de fase local, devemos realizar um acoplamento de jµ com potencial
de gauge Aµ - de modo que LDirac torna-se uma nova lagrangiana L(ψ,Aµ) -, e depois da

transformação de fase em L(ψ,Aµ) é necessário uma transformação específica em Aµ.

Para verificar, basta ver que sobre a transformação ψ → ψ′ = e−iα(x)ψ:

L(ψ,Aµ) = ψ̄iγµ∂µψ−mψ̄ψ+ejµAµ → ψ̄iγµ∂µψ−mψ̄ψ+ejµ
(
Aµ + 1

e
∂µα(x)

)
. (2.96)

Então, para deixar (2.96) invariante, devemos fazer a transformação, chama transforma-
ção de gauge

Aµ → A′µ = Aµ −
1
e
∂µα(x), (2.97)
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com isso vemos que

L(ψ,Aµ)→ L(ψ′, A′µ) = LDirac + ejµAµ︸ ︷︷ ︸
Lint

. (2.98)

No qual Lint representa o termo de interação da lagrangiana, de acordo com a classifi-

cação em (2.1). Entretanto, além do termo de interação, Aµ deve contribuir com um

termo cinético, pois também deve ter uma lagrangiana própria, que deve contar além do

termo de interação, com um termo cinético:

LAµ = −1
4FµνF

µν com Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (2.99)

onde Fµν representa o tensor do campo eletromagnético e Aµ representa o quadripoten-

cial associado a esse campo(fóton). Com isso, podemos de fato escrever a lagrangiana

total
L(ψ,Aµ) = LDirac + LAµ + Lint

= ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ −
1
4FµνF

µν + eψ̄γµψAµ

= iψ̄γµ(∂µ − ieAµ)ψ −mψ̄ψ − 1
4FµνF

µν .

(2.100)

Onde, devido a transformação de gauge, surge um deslocamento de de ∂µ para uma

outra derivada chamada de derivada covariante Dµ:

Dµ = ∂µ − ieAµ. (2.101)

Consequentemente, a lagrangiana resultante mostra como se dá a interação do campo

eletromagnético com o campo fermiônico. Resultando como forma final:

L(ψ,Aµ) = iψ̄��Dµψ −mψ̄ψ −
1
4FµνF

µν , (2.102)

concluindo que, como essa lagrangiana é invariante sobre transformação local U(1)
seguido de uma transformação de gauge, essa estrutura é denominada de estrutura de
gauge U(1).
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3 Quebra de Simetria Espontânea

3.1 Introdução às Quebras de Simetrias

O estudo do problema da constante cosmológica exige a compreensão de um dos

processos mais importantes da teoria quântica de campos, a quebra espontânea de

simetria. Basicamente, a diferença entre quebra espontânea e quebra explicita de

simetria é que na quebra espontânea a Lagrangeana se mantém invariante sobre tal

transformação de simetria, mas o estado fundamental não (5). Enquanto na quebra de

simetria explicita nunca houve uma simetria definida.

Além disso, existe a distinção entre simetrias discretas, como por exemplo a simetria

Z2 : ϕ → −ϕ, e simetrias contínuas como ϕ → eiαϕ, com α ∈ R. No caso das

simetrias contínuas, quando a sua quebra acontece, surge correlações de longo alcance

associadas a partículas não massivas chamadas de bósons de Goldstone, como veremos

detalhadamente adiante. Essa ideia pode se tornar mais nítida ao ser analisado um

caso análogo e mais tangível a um primeiro momento que é o caso de um material

ferromagneto com momento magnético ~m(x), como o ferro por exemplo.

Assim, no regime de altas temperaturas ~m(x) - que é relacionado com a direção

em que os spins atômicos estão apontados-, se encontram localmente distribuídos de

modo aleatório em cada ponto x do material. Entretanto, ao resfriar o material abaixo

da temperatura de Curie Tc os spins atômicos começam a se alinhar, por essa ser a

configuração que minimiza a energia livre de Helmholtz F = E − TS do sistema.

Conforme a diminuição da temperatura progride tal regime irá apresentar a formação

de domínios, dando origem às interações de longo alcance entre os spins. Tendo isso

em mente, uma mudança de ~m(x) → ~µ + ~σ(x) pode ser feita para facilitar a análise

desse sistema, onde ~µ é o valor esperado de ~m(x) no vácuo (T = 0) e ~σ(x) representam

excitações em torno do mínimo. Com base nisso e sabendo que para altas temperaturas

o sistema possui uma simetria de rotação, conforme o decréscimo da temperatura

a simetria é quebrada espontaneamente devido termo ~µ apontar para uma direção

específica.
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3.2 Quebra Espontânea de Simetria Discreta

Para visualizar o fenômeno da quebra de simetria, agora a partir de uma determinada

densidade lagrangiana, será tomada o caso mais simples possível e assim ir subindo os

degraus de acordo com o método cartesiano. Tomando a lagrangiana de um campo

escalar (5):

L = 1
2g

µν(∂µϕ)(∂νϕ)− 1
2m

2ϕ2 − λ

4!ϕ
4, (3.1)

é possível resgatar a discussão sobre o caso do ferromagnetismo. Isso porquê essa lagran-

giana pode ser usada para descrever sistemas ferromagnéticos próximos à temperatura

crítica. Sendo assim, os parâmetros λ e m2 devem depender da temperatura e ao julgar

que essa quebra deva acontecer na temperatura crítica Tc, o fator m2 deve ser da forma

m2 = γ(T − Tc), (3.2)

com γ sendo uma constante. A atribuição de uma forma para m2 surge a partir de uma

necessidade de analisar o comportamento do potencial para diferentes temperaturas. Por

exemplo, para T < Tc o resultado direto é m2 < 0, assim, o regime de alinhamento de

spin começa a surgir. Note que m2 é um parâmetro importante para quebra de simetria,

pois quando m2 < 0, há uma transformação do potencial que havia um mínimo estável

em ϕ = 0, passa a ser um máximo local e ainda surge dois possíveis mínimos.

Feito essas considerações, é de interesse que a lagrangiana (3.1) seja agora analisada

do ponto de vista de uma da descrição de um campo quântico e relativístico simples.

Sendo assim, é importante obter como o campo se comporta sobre pequenas pertubações

em torno do mínimo real, pois, ao realizar a mudança m2 → −m2, resulta em

V (ϕ) = −Lint = λ

4!ϕ
4 − 1

2m
2ϕ2. (3.3)

Cujo os mínimos e o máximo locais podem ser encontrados através das seguintes deriva-

das
dV

dϕ
= λ

3!ϕ
3 −m2ϕ = 0 e

d2V

dϕ2 = λ

2ϕ
2 −m2. (3.4)

Assim, enquanto o máximo local é dado por ϕ = 0, os mínimos podem ser escritos como

〈0|ϕ|0〉 = ±
√

6
λ
m = ±ν, (3.5)

em que 〈0|ϕ|0〉 representa o valor esperado do campo ϕ no vácuo. Dessa forma, é notável

que existem dois mínimos que estão relacionados pela transformação ϕ→ −ϕ e também

que a lagrangiana (3.1) é invariante sobre a simetria Z2, mas o estado fundamental não,

então é dito que a simetria foi espontaneamente quebrada. Isso se deve ao fato de que

durante a quebra de simetria apenas um dos mínimos equivalentes 〈0+|ϕ|0+〉 = ν ou

〈0−|ϕ|0−〉 = −ν deve ser escolhido.
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Outro ponto importante na quebra de simetria é reconhecer qual termo na lagrangiana

representa a massa, ou até mesmo se se trata de uma lagrangiana com campos massivos

ou não. Para isso, basta analisar se existe um termo do tipo α2ϕ2. Por exemplo,

L = 1
2(∂µϕ)2 + ln(1− αϕ), (3.6)

parece representar um campo não massivo como o do fóton, entretanto, ao expandir a

parte de interação da lagrangiana (1) é possível ver que

L = 1
2(∂µϕ)2 − αϕ− 1

2α
2ϕ2 − 1

3α
3ϕ3 −O(ϕ4). (3.7)

Isso surge facilmente a partir da série geométrica ( |αϕ| < 1)
∞∑
n=0

(αx)n = 1
1− αx = − 1

α

d

dx
ln(1− αx)→ ln(1− αx) = −α

∫ ∞∑
n=0

(αx)ndx. (3.8)

Desse modo, é possível concluir que a equação (3.7) representa uma lagrangiana massiva

de massa α = m. Então, caso não haja um termo de massa explicito uma expansão

é necessária para identificá-lo. Levando isso em consideração, é importante que seja

analisado uma pequena variação do campo em torno do mínimo real, descobrindo como

a lagrangiana comporta-se sobre tal pertubação, análogo ao que foi mencionado na

introdução para a magnetização. Dessa forma, considerando a lagrangiana:

L = 1
2g

µν(∂µϕ)(∂νϕ)− 1
2m

2ϕ2 − λ

4ϕ
4, (3.9)

que comparado à lagrangiana anterior se difere apenas no termo 4!→ 4. É tomada uma

pertubação ξ(x) em torno, por exemplo, do mínimo 〈0+|ϕ|0+〉 = ν análogo ao que foi

feito para a magnetização

ϕ(x) = ν + φ(x). (3.10)

Então, reescrevendo a lagrangiana da equação em termos do novo campo φ(x):

L = 1
2(∂µφ)2 − 1

2m
2(ν2 + 2νφ+ φ2)− 1

4λ(ν4 + 4ν3φ+ 6ν2φ2 + 4νφ3 + φ4) (3.11)

Deve-se lembrar que m2 = −λν2. Também é importante frisar que ν é apenas uma

constante, que nesse contexto pode ser removida da lagrangiana visto que as constantes

não alteram a equação de campo do sistema. Com base nessas considerações podemos

reescrever L como:

L = 1
2(∂µφ)2 + λν3φ+ 1

2λν
2φ2 − λν3φ− 3

2λν
2φ2 − λνφ3 − 1

4λφ
4. (3.12)

Portanto, simplificando os termos chegamos na forma final de L para esse caso

L = 1
2(∂µφ)2 − λν2φ2 − λνφ3 − 1

4λφ
4, (3.13)

no qual identificamos o primeiro termo como representante da energia cinética, enquanto

o segundo termo possui termos quadráticos, então pode ser identificado como sendo o

termo de massa, de modo que quando comparado com a lagrangiana de Klein-Gordon

vemos que m =
√

2λν. Enquanto os termos cúbicos e quárticos representam os termos

de auto-interação de φ(x).
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3.3 Quebra de Simetria Global

Dando continuidade nos estudos de quebra de simetria, é muito importante destacar

a quebra de simetria de um campo escalar complexo com auto-interação do tipo λϕ4

(6),particularmente pela similaridade e introdução que isso permite realizar ao processo

de quebra de simetria no setor eletrofraco, conforme veremos mais adiante. Essenci-

almente a quebra de simetria espontânea, como mencionado, ocorre quando o vácuo

real da teoria não compartilha da simetria existente na lagrangiana. Entretanto,como já

explorado no caso da lagrangiana de Dirac, para as simetrias globais o fator de desloca-

mento de fase não depende das coordenadas do espaço tempo enquanto nas locais isso

não é verdade. Como exemplo, tome a lagrangiana

L = (∂µφ∗)(∂µφ)−m2(φ∗φ)− λ(φ∗φ)2, (3.14)

em que φ está representando um campo escalar complexo e φ∗ seu complexo conjugado.

Veja, ao realizar uma transformação do tipo L→ eiθL, no qual θ não depende das coorde-

nadas do quadri-espaço, resulta na mesma lagrangiana original, pois as componentes das

exponenciais cancelam com o seu complexo conjugado. Por outro lado, se analisarmos

os mínimos dessa teoria vamos ver algumas particularidades, para isso basta tomar

V = −Lint = m2(φ∗φ) + λ(φ∗φ)2 ⇒ ∂V

∂φ
= m2φ∗ + 2λφ∗φφ∗ = 0. (3.15)

Consequentemente, para o caso em que φ = φ∗ 6= 0 e que o parâmetro de massa m2 seja

negativo

m2 = −2λ|φ|2 ⇒ |φ| =
√
−m

2

2λ = ν. (3.16)

Então, sabendo que o potencial para essa teoria é do tipo chapéu mexicano, os mínimos

serão dados por um cículo de raio ν. De modo que como já mencionada, aqui também

os campos físicos são excitações quantizadas em torno do valor de vácuo esperado do

campo 〈0|ϕ|0〉 = ν e não do máximo local Φ = 0.

Agora, tendo isso em vista, é conveniente que seja feito uma parametrização, dada as

condições de simetria da forma

φ = ρ(x)eiξ(x), (3.17)

que parar satisfazer o valor de vácuo esperado deve-se ter as condições 〈0|ρ|0〉 = ν e

〈0|ξ|0〉 = 0, onde ρ e ξ são ambos campos escalares reais. Nesse contexto é interessante

notar que é possível realizar translações em ρ(x) para analisar isso em termos das

modificações na lagrangiana. Assim, tome

ρ′(x) = ρ(x) + ν, (3.18)



3.4. Quebra de Simetria Local 35

que levando na lagrangiana (3.14), o resultado direto fica

L = {(∂µ(ρ′(x) + ν)e−iξ(x))}{(∂µ(ρ′(x) + ν)eiξ(x))}

−m2(ρ′(x) + ν)e−iξ(x)(ρ′(x) + ν)eiξ(x)

− λ(ρ′(x) + ν)2e−2iξ(x)(ρ′(x) + ν)2e2iξ(x)

= Lkin −m2(ρ′2 + 2νρ′ + ν2)− λ(ρ′ + ν)4,

(3.19)

onde resultados bem interessantes podem ser extraídos da expansão desse último termo,

pois resulta em:

L = {(∂µ(ρ′(x) + ν)e−iξ(x))}{(∂µ(ρ′(x) + ν)eiξ(x))} −m2ρ′2 −m2ν2

− 2m2ρ′ν − λρ′4 − 4λρ′3ν − 6λρ′2ν2 − 4λρ′ν3 − λν4,
(3.20)

mas como m2 = −2λν2, pode-se se reescrever (3.20) como

L = {(∂µ(ρ′(x) + ν)e−iξ(x))}{(∂µ(ρ′(x) + ν)eiξ(x))}+ 2λν2ρ′2

+ 2λν4 + 4λν2ρ′ν − λρ′4 − 4λρ′3ν − 6λρ′2ν2 − 4λρ′ν3 − λν4

= {(∂µ(ρ′(x) + ν)e−iξ(x))}{(∂µ(ρ′(x) + ν)eiξ(x))}

+ λν2 − λρ′4 − 4λρ′3ν − 4λρ′2ν2,

(3.21)

que de acordo com a classificação vista anteriormente não há nenhum termo de massa

para o campo ξ(x), por outro lado esse deslocamento feito em ρ dando origem à ρ′ deve

um custo energético por se tratar de uma excitação na direção radial do potencial(6).

Perceba que como resultado há um termo de massa m2
ρ′

= 4λν. Mas, ao longo de

pertubações em ξ(x) não há gastos energéticos porque os mínimos estão relacionados

por rotação. A quebra de simetria ocorre pela escolha espontânea de um desses mínimos.

Porém, note que como não há gasto de energia para pertubações dessa componente

E → 0 de modo que para comprimentos de onda elevados e lembrando que λ−1 ∝ p,

a massa de repouso dessa partícula de acordo com E =
√
m2 + p2 deve ser nula. Tal

partícula é conhecida como bóson de Goldstone.

3.4 Quebra de Simetria Local

Esse caso é um caso especial para o trabalho, especialmente devido a quebra de

simetria que ocorreu durante a era eletrofraca do modelo padrão cuja lagrangiana

é definida essencialmente para que seja invariante sobre transformação de fase local

específica, como será vista adiante. Para exemplificar um caso desse tipo, é possível exigir

que a lagrangiana de um campo escalar complexo seja invariante sobre transformação do

grupo U(1). Isso é um procedimento análogo ao que foi visto para lagrangiana de Dirac,

onde surge a interação entre os férmions e o campo eletromagnético justamente exigindo

uma invariância por deslocamento de fase local. Da mesma forma que foi feita lá, para
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que essa invariância seja possível deve-se considerar a lagrangiana que é invariante por

transformação U(1) seguida por uma transformação de gauge(6):

L = (∂µ + ieAµ)∗φ∗(∂µ + ieAµ)φ−m2φ∗φ− λ(φ∗φ)2 − 1
4FµνF

µν , (3.22)

que essencialmente, mantém os mesmo termos de interação da questão anterior. Portanto

a última análisa ainda continua válida, de modo que ainda seria um truque interessante

analisar esse campo complexo através da parametrização

φ = H(x)eiξ(x). (3.23)

A partir disso, a ideia é seguir os passos da secção anterior. Então tomando uma mudança

de fase local φ→ H(x)ei(θ(x)+ξ(x)), cuja diferença do caso anterior é que θ depende das

coordenadas do espaço-tempo, é visto que para uma escolha estratégica de ξ(x) = θ(x)
a parte complexa desaparece. Essa escolha só é possível pelo princípio da liberdade

de gauge, cuja consequência é Aµ → A′µ. Dessa forma, como já vimos qual é o valor

esperado de vácuo desse campo, basta tomar uma pertubação dele em torno do vácuo

H(x) = h(x) + ν. Com isso a nova lagrangiana fica

L = (∂µ + ieA′µ)∗(h+ ν)(∂µ + ieA′µ)(h+ ν)

−m2(h+ ν)2 − λ(h+ ν)4 − 1
4F
′
µνF

′µν .
(3.24)

Bastando expandir os termos quadráticos e quárticos e também lembrar que m2 = −2λν2

para ver as simplificações destacadas na equação:

L = ∂µh∂µh−
1
4F
′
µνF

′µν + e2ν2A′µA′µ −m2ν2 − λν4 −
0︷ ︸︸ ︷

(2νm2 + 4λν3)h

− (m2 + 6λν2)︸ ︷︷ ︸
4λν2

h2 − 4λνh3 − λh4 + 2e2νA′µA′µh+ e2A′µA′µh
2,

(3.25)

cuja massa do campo de calibre A′µ e mA′ = eν e a massa do campo h(x) é mh = 2ν
√
h.

Note que incialmente o campo de A′µ era não massivo. Esse mecanismo de ganho de

massa após uma quebra espontânea de simetria é conhecido como Mecanismo de Higgs e

h(x) é o campo de Higgs, que será melhor explorado na próxima secção.

3.5 Quebra de Simetria no setor SU(2)×U(1)Y

O setor eletrofraco do modelo padrão SU(2)×U(1)Y é o responsável por unificar duas

interações fundamentais da natureza, a interação fraca e a eletromagnética (7, 8, 5, 9).

Essa unificação acontece acima um limite de energia no universo cujas condições que as

permitem levam a acreditar que a dissociação dessas forças por uma quebra espontânea
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de simetria ocorreu logo após o big-bang. Para melhor entender como se dá essa relação,

é possível analisar a lagrangiana desse setor

L = −1
4
(
W a
µν

)2
− 1

4B
2
µν + (DµΦ)†(DµΦ) +m2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2︸ ︷︷ ︸

Lhiggs

, (3.26)

em que há os termos W a
µ e Bµ, com a = 1,2,3, representa respectivamente os bósons de

calibre SU(2) e de Hipercarga, com os campos dados por

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ + gεamnWm
µ W

n
ν , Bµν = ∂µBν − ∂νBµ. (3.27)

É importante notar que a segunda parte da equação (3.26), refere-se ao setor de

Higgs. Onde a derivada covariante acopla o campo de Higgs com os bósons de calibre.

Considerando que σa são os geradores da simetria SU(2) com constante de acoplamento

g, enquanto g′ é a constante da simetria U(1)Y .

Dµ →
(
∂µ −

i

2gW
a
µσ

a − i

2g
′Bµ

)
(3.28)

O campo de Higgs Φ é o responsável por gerar massas aos bósons de calibre dessa

interação através de uma quebra espontânea de simetria (ssb) gerando um valor esperado

de vácuo diferente não nulo v. O campo Φ é definido em função de outros quatro campos

Figura 3.1 – Potencial de Higgs com distribuição de cores qualitativas, cujo mínimo
escolhido indicado pelo ponto vermelho surge na condição em que m2 < 0,
quebrando espontaneamente a simetria. De modo que a escolha por um
calibre unitário permite que seja analisada apenas excitações quantizadas
acima do estado de vácuo real apenas na direção radial como mostra as
flechas pretas, dado que existem infinitos vácuos degenerados relacionados
por simetria de rotação.

escalares, dois para parte carregada e dois para parte neutra. De modo que depois da

quebra de simetria é possível escolher esse campo como a parte carregada φ+ e a nula φ0

enquanto a parte neutra representa uma pertubação por um campo real h(x) em torno

do mínimo:

Φ =
φ+

φ0

 ssb−→ 1√
2

 0
v + h(x)

 . (3.29)
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Com isso, a parte escalar da lagrangiana pode ser reescrita como

Lhiggs = (∂µΦ− igW a
µ τ

aΦ− 1
2ig

′BµΦ)†(∂µΦ− igW a
µ τ

aΦ− 1
2ig

′BµΦ) +m2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2

=
∣∣∣∣(∂µ − i

2g
′Bµ)− i

2g(W 1
µσ

1 +W 2
µσ

2 +W 3
µσ

3)Φ
∣∣∣∣2 +m2Φ†Φ− λ(Φ†Φ)2,

que pode ser reescrito na forma matricial quando substituímos as matrizes de Paulli σa

como

Lhiggs =

∣∣∣∣∣∣
 (∂µ − i

2g
′Bµ) 0

0 (∂µ − i
2g
′Bµ)

− ig

2

 W 3
µ W 1

µ − iW 2
µ

W 1
µ + iW 2

µ −W 3
µ

Φ

∣∣∣∣∣∣
2

− V (Φ)

=

∣∣∣∣∣∣ 1√
2

 (∂µ − i
2g
′Bµ)− ig

2 W
3
µ − ig

2 (W 3
µ − iW 2

µ)
− ig

2 (W 1
µ + iW 2

µ) (∂µ − i
2g
′Bµ) + ig

2 W
3
µ

 0
φ0 + h(x)

∣∣∣∣∣∣
2

− V (Φ).

Então, realizando a multiplicação entre as matrizes e lembrando que |Dµ|2 = (DµΦ)†(DµΦ)
chega-se em

Lh = 1
2(∂µh)2 + g

8(W 1
µ + iW 2

µ)(W 1
µ − iW 2

µ)(φ0 + h)2 + 1
8(gW 3

µ − gBµ)2(φ0 + h)2 − V (Φ),

cujo segundo termo da equação anterior possibilita a definição dos bósons que possuem

carga

W±
µ = 1√

2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ). (3.30)

Um fato importante a se considerar nesse ponto do desenvolvimento é que não foi

considerado como a interação eletromagnética é unificada com a força fraca. Essa

relação se dá através da mistura de Weiberg-Salam:

Aµ = sinθwW
3
µ + cosθwBµ

Zµ = cosθwW
3
µ − sinθwBµ

(3.31)

que por definição: tanθw = g′/g. De maneira a poder reescrever a lagrangiana de

Higgs expandindo os termos quadráticos e já considerando as equações (3.30) e (3.31),

resultando em

Lhiggs = 1
2 (∂µh)2 − λv2h2 − λvh3 − 1

4λh
4 + 1

4g
2v2W−

µ W
µ+ + 1

2g
2vW−

µ W
µ+h

g2v2

8cos2θw
ZµZ

µ + g2

4cos2θw
ZµZ

µvh+ g2

8cos2θw
ZµZ

µh2 + 1
4g

2W−
µ W

µ+h2.
(3.32)

Claramente, a lagrangiana (3.32) fornece a forma como os bósons de calibre interagem

com o bóson de Higgs, além dos termos de massa dos bósons de calibre de surge após a

quebra espontânea de simetria, chamado de mecanismo de Higgs. Um ponto interessante

de se notar nessa lagrangiana é os termos de auto-interação de 3 e 4 pernas que aparecem

para o campo de Higgs físico, pois, ao contrario dos fótons que quando se cruzam em

dois feixes luminosos não interagem, o campo de Higgs possui essa característica de

interagir entre sí.
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3.6 lagrangiana de calibre

Para obter a lagrangiana de calibre, com base em (7, 8, 5, 9), e principalmente (10),

basta expandir os termos de calibre da lagrangiana (3.26) como:

Lg = −1
4
[
W 1
µνW

µν
1 +W 2

µνW
µν
2 +W 3

µνW
µν
3 + (∂µBν − ∂νBµ)(∂µBν − ∂νBµ)

]
. (3.33)

Assim, basta tomar as componentes individuais de W a
µν , dada por

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ + gεamnWm
µ W

n
ν ,

e multiplicá-las por suas respectivas componentes contravariante. Resultando em

LG = −1
4
[
(∂µW 1

ν − ∂νW 1
µ)(∂µW ν

1 − ∂νW
µ
1 ) + g(∂µW 1

ν − ∂νW 1
µ)(W µ

2 W
ν
3 −W

µ
3 W

ν
2 )

+ g(W 2
µW

3
ν −W 3

µW
2
ν )(∂µW ν

1 − ∂νW
µ
1 ) + g2(W 2

µW
3
ν −W 3

µW
2
ν )(W µ

2 W
ν
3 −W

µ
3 W

ν
2 )

+ (∂µW 2
ν − ∂νW 2

µ)(∂µW ν
2 − ∂νW

µ
2 ) + g(∂µW 2

ν − ∂νW 2
µ)(W µ

3 W
ν
1 −W

µ
1 W

ν
3 )

+ g(W 3
µW

1
ν −W 1

µW
3
3 )(∂µW ν

2 − ∂νW
µ
2 ) + g2(W 3

µW
1
ν −W 1

µW
3
ν )(W µ

3 W
ν
1 −W

µ
1 W

ν
3 )

+ (∂µW 3
ν − ∂νW 3

µ)(∂µW ν
3 − ∂νW

µ
3 ) + g(∂µW 3

ν − ∂νW 3
µ)(W µ

1 W
ν
2 −W

µ
2 W

ν
1 )

+ g(W 1
µW

2
ν −W 2

µW
1
1 )(∂µW ν

3 − ∂νW
µ
3 ) + g2(W 1

µW
2
ν −W 2

µW
1
ν )(W µ

1 W
ν
2 −W

µ
2 W

ν
1 )

+ (∂µBν − ∂νBµ)(∂µBν − ∂νBµ)
]
,

(3.34)

que pode ser simplificada quando a reescrevemos como:

LG = −1
4
[
(∂µW 1

ν − ∂νW 1
µ)(∂µW ν

1 − ∂νW
µ
1 ) + 2g(∂µW 1

ν − ∂νW 1
µ)(W µ

2 W
ν
3 −W

µ
3 W

ν
2 )

+ g2(W 2
µW

3
ν −W 3

νW
2
ν )(W µ

2 W
ν
3 −W

µ
3 W

ν
2 ) + (∂µW 2

ν − ∂νW 2
µ)(∂µW ν

2 − ∂νW
µ
2 )

+ 2g(∂µW 2
ν − ∂νW 2

µ)(W µ
3 W

ν
1 −W

µ
1 W

ν
3 ) + g2(W 3

µW
1
ν −W 1

µW
3
ν )(W µ

3 W
ν
1 −W

µ
1 W

ν
3 )

+ (∂µW 3
ν − ∂νW 3

µ)(∂µW ν
3 − ∂νW

µ
3 ) + 2g(∂µW 3

ν − ∂νW 3
µ)(W µ

1 W
ν
2 −W

µ
2 W

ν
1 )

+ g2(W 1
µW

2
ν −W 2

µW
1
ν )(W µ

1 W
ν
2 −W

µ
2 W

ν
1 ) + (∂µBν − ∂νBµ)(∂µBν − ∂νBµ)

]
.

⇒ LG = −1
4(A+ 2gB + g2Z), (3.35)

onde A, B e C foram definidos da seguinte forma

A = (∂µW 1
ν − ∂νW 1

µ)2︸ ︷︷ ︸
A1

+ (∂µW 2
ν − ∂νW 2

µ)2︸ ︷︷ ︸
A2

+ (∂µW 3
ν − ∂νW 3

µ)2︸ ︷︷ ︸
A3

+ (∂µBν − ∂νBµ)2︸ ︷︷ ︸
A4

.

(3.36)

Portanto, primeiramente podemos calcular cada um desses termos individualmente e

depois reagrupar. Começando por

A1 = ∂µW
1
ν ∂

µW ν
1 − ∂µW 1

ν ∂
νW 1

µ − ∂νW 1
µ∂

µW ν
1 + ∂νW

1
µ∂

νW µ
1

= 2(∂µW 1
ν ∂

µW ν
1 − ∂µW 1

ν ∂
νW 1

µ),
(3.37)
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de modo que quando é substituído W 1
µ pelos bósons W+

µ e W−
µ que aparece naturalmente

da definição (3.30) que

W 1
µ = 1√

2
(W+

µ +W−
µ ), W 2

µ = 1
i
√

2
(W−

µ −W+
µ ) (3.38)

cuja a substituição direta na forma simplificada de (3.37), fornece

A1 = �2
[1
�2
∂µ(W−

ν +W+
ν )∂ν(W−ν +W+µ)− 1

�2
∂µ(W−

ν +W+
ν )∂ν(W−ν +W+µ)

]
⇒ A1 = ∂µW

−
ν ∂

µW−ν + ∂µW
−
ν ∂

µW+ν + ∂µW
+
ν ∂

µW−ν + ∂µW
+
ν ∂

µW+ν − ∂µW−
ν ∂

νW−µ

− ∂µW−
ν ∂

νW+µ − ∂µW+
ν ∂

νW−µ − ∂µW+
ν ∂

νW+µ

= (∂µW−
ν + ∂µW

+
ν )
[

(∂µW−ν − ∂νW−µ)︸ ︷︷ ︸
W−µν

+ (∂µW+ν − ∂νW+µ)︸ ︷︷ ︸
W+µν

]
.

(3.39)

De maneira análoga, pode-se escrever

A2 = 2(∂µW 2
ν ∂

µW ν
2 − ∂µW 2

ν ∂
νW µ

2 ), (3.40)

que quando considerado a definição (3.38) e substituída em (3.40), chega-se em

A2 = �2
[
−1
�2
∂µ(W−

ν −W+
ν )∂µ(W−ν −W+ν) + 1

�2
∂µ(W−

ν −W+
ν )∂ν(W−µ −W+µ)

]
= −∂µW−

ν ∂
µW−ν + ∂µW

−
ν ∂

µW+ν + ∂µW
+
ν ∂

µW−ν − ∂µW+
ν ∂

µW+ν

+ ∂µW
−
ν ∂

νW−µ − ∂µW−
ν ∂

νW+µ − ∂µW+
ν ∂

νW−µ + ∂µW
+
ν ∂

νW+µ,
(3.41)

bastando agrupar os termos que começam com ∂µW
−
ν e ∂µW+

ν e deixá-los em evidência,

de modo a resultando em

A2 = ∂µW
−
ν [(∂µW+ν − ∂+νW+µ)− (∂µW−ν − ∂νW−µ)]

+ ∂µW
+
ν [(∂µW−ν − ∂νW−µ)− (∂µW+ν − ∂+νW+µ)]

⇒ A2 = ∂µW
−
ν (W+µν −W−µν) + ∂µW

+
ν (W−µν −W+µν).

(3.42)

Agora partindo para A3, tem-se que

A3 = 2(∂µW 3
ν ∂

µW ν
3 − ∂µW 3

ν ∂
νW µ

3 ), (3.43)

e lembrando que devem se ser obedecidas as equações:

W 3
µ = sinθwAµ + cosθwZµ

Bµ = cosθwAµ − sinθwZµ

chega-se em,

A3 = 2
[
(∂µAνsinθw + ∂µZνcosθw)(∂µAνsinθw + ∂µZνcosθw)

− (∂µAνsinθw + ∂µZνcosθw)(∂νAµsinθw + ∂νZµcosθw)
]
,

(3.44)
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de modo a fazer uma expansão desses termos e reagrupar de acordo com as funções de

θw que os multiplicam:

A3 = 2
[
(∂µAν∂µAνsin2θw + ∂µAν∂

µZνsinθwcosθw + ∂µZν∂
µAνcosθwsinθw

+ ∂µZν∂
µZνcos2θw)− (∂µAν∂νAµsin2θw + ∂µAν∂

νZµsinθwcosθw

+ ∂µZν∂
νAµcosθwsinθw + ∂µZν∂

νZµcos2θw)
]

= 2(∂νAν∂µZµ + ∂νZν∂
µAµ − ∂µAν∂νZµ − ∂µZν∂νAµ)cosθwsinθw

+ 2(∂νAν∂µAµ − ∂µAν∂νAµ)︸ ︷︷ ︸
FµνFµν

sin2θw + 2(∂νZν∂µZµ − ∂µZν∂νZµ)︸ ︷︷ ︸
ZµνZµν

cos2θw.

(3.45)

Note que surge de modo natural os termos cinéticos do campo de Aµ e Zµ. De modo que

um cálculo análogo deve ser feito para

A4 = 2(∂µBν∂
µBν − ∂µBν∂

νBµ), (3.46)

dessa forma, ao lembrar do formato de Bµ a ser obedecido, surge

A4 = 2
[
(∂µAνcosθw − ∂µZνsinθw)(∂µAνcosθw − ∂µZνsinθw)

− (∂µAνcosθw − ∂µZνsinθw)(∂νAµcosθw − ∂νZµsinθw)
]

= 2
[
∂µAν∂

µAνcos2θw − ∂µAν∂µZνsinθwcosθw − ∂µZν∂µAνcosθwsinθw

+ ∂µZν∂
µZνsin2θw − (∂µAν∂νAµcos2θw − ∂µAν∂νZµsinθwcosθw

+ ∂µZν∂
νAµcosθwsinθw + ∂µZν∂

νZµsin2θw)
]
.

(3.47)

Por fim, o resultado fica dado por

A4 = 2(−∂µAν∂µZν − ∂µZνZν∂µAν + ∂µAν∂
νZµ + ∂µZν∂

νAµ)sinθwcosθw
+ FµνF

µνcos2θw + ZµνZ
µνsin2θw,

(3.48)

o que conclui o cálculo dos termos quadráticos de LG. O que viabiliza o prosseguimento

para os termos B = B1 +B2 +B3, com

B1 = (∂µW 1
ν − ∂νW 1

µ)(W µ
2 W

ν
3 −W

µ
3 W

ν
2 ), (3.49)

B2 = (∂µW 2
ν − ∂νW 2

µ)(W µ
3 W

ν
1 −W

µ
1 W

ν
3 ), (3.50)

B3 = (∂µW 3
ν − ∂νW 3

µ)(W µ
1 W

ν
2 −W

µ
2 W

ν
1 ). (3.51)

Começando por B1, é possível expandir os termos W 1
µ e W 1

µ em termos das definições

dadas por(3.38), gerando

B1 = 1√
2
[
∂µ(W−

µ +W+
µ )− ∂ν(W−

µ +W+
µ )
]
(W µ

2 W
ν
3 −W

µ
3 W

ν
2 )

= 1√
2

(W+
µν +W−

µν) (W µ
2 W

ν
3 −W

µ
3 W

ν
2 )︸ ︷︷ ︸

B′1

,
(3.52)
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onde esse último termo multiplicativo pode ser reescrito como

B′1 = −i√
2
[
(W−µ −W+µ)(sinθwAν + cosθwZ

ν)− (sinθwAµ + cosθwZ
µ)(W−ν −W+ν)

]

⇒ B1 = − i2(W+
µν +W−

µν)
[
(W−µ −W+µ)(sinθwAν + cosθwZ

ν)

− (sinθwAµ + cosθwZ
µ)(W−ν −W+ν)

]
,

(3.53)

seguindo a mesma linha de construção, chega-se em

B2 = − i2(W+
µν −W−

µν)
[
(sinθwAµ + cosθwZ

µ)(W−ν +W+ν)

− (W−µ +W+µ)(sinθwAν + cosθwZ
ν)
]
.

(3.54)

Agora, para finalizar os termos de B, deve-se analisar B3 como

B3 = (∂µAνsinθw + ∂µZνcosθw − ∂νAµsinθw − ∂νZµcosθw)

× 1
2i
[
(W−µ +W+µ)(W−ν −W+ν)(W−µ −W+ν)

− (W−µ −W+µ)(W−ν +W+ν)
]
,

(3.55)

é notável que surge os tensores de campo Fµν e Zµν no primeiro termo em parenteses.

Enquanto o termo em colchetes ainda pode ser expandido para fins de simplificação:

B3 = − i2(Fµνsinθw + Zµνcosθw)
[
(((

(((W−µW−ν −W−µW+ν +W+µW−ν

−((((((W+µW+ν −((((((W−µW−ν −W−µW+ν +W+µW−ν +((((((W+µW+ν
]

= i

2(Fµνsinθw + Zµνcosθw)(2W−µW+ν − 2W+µW−ν).

(3.56)

Mas estes tensores de campo são antisimétricos, ou seja

Xµν = FµνW
+µW−ν = FνµW

+νW−µ = −FµνW−µW+ν = −Xµν , (3.57)

e o mesmo vale para Zµν . Como consequência disso surge que

B3 = 2i(W−µW+ν)(Fµνsinθw + Zµνcosθw), (3.58)

o que finaliza o cálculo dos termos de B. Portanto, podemos somar B1 e B2 deixando em

evidência os termos acompanhados de W µ
3 e W ν

3 . Logo,

B1 +B2 = − i2(W+
µν +W−

µν)
[
(W−µ −W+µ)(sinθwAν + cosθwZ

ν)− (sinθwAµ + cosθwZ
µ)

× (W−ν −W+ν)
]
− i

2(W+
µν −W−

µν)
[
(sinθwAµ + cosθwZ

µ)(W−ν +W+ν)

− (W−µ +W+µ)(sinθwAν + cosθwZ
ν)
]
,

(3.59)
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Consequentemente, B1 +B2 torna-se

− i

2
{[

(W+
µν +W−

µν)(W−µ −W+µ)− (W+
µν −W−

µν)(W−µ +W+µ)
]
(sinθwAν + cosθwZ

ν)

+
[
(W+

µν +W−
µν)(W−ν −W+ν)− (W+

µν −W−
µν)(W−ν +W+ν)

]
(sinθwAµ + cosθwZ

µ)
}

= −i
{[

(W+
µν +W−

µν)(W−ν −W+ν)− (W+
µν −W−

µν)(W−ν +W+ν)︸ ︷︷ ︸
α

]
(sinθwAµ + cosθwZ

µ),

onde nessa última passagem foi utilizado o fato de que os tensores de campo dessa

equação são anti-simétricos. Para finalizar, basta expandir α como

α =����
�

W+
µνW

−ν −W+
µνW

+ν +W−
µνW

−ν −����
�

W−
µνW

+ν

−����
�

W+
µνW

−ν +W−
µνW

−ν −W+
µνW

+ν +����
�

W−
µνW

+ν

= 2W−
µνW

−ν − 2W+
µνW

+ν

⇒ B1 +B2 = −2i(W−
µνW

−ν −W+
µνW

+ν)(sinθwAµ + cosθwZ
µ),

(3.60)

Por último temos os termos em Z, com Z = Z1 + Z2 + Z3, com

Z1 = (W 2
µW

3
ν −W 3

νW
2
ν )(W µ

2 W
ν
3 −W

µ
3 W

ν
2 ), (3.61)

Z2 = (W 3
µW

1
ν −W 1

µW
3
ν )(W µ

3 W
ν
1 −W

µ
1 W

ν
3 ), (3.62)

Z3 = (W 1
µW

2
ν −W 2

µW
1
ν )(W µ

1 W
ν
2 −W

µ
2 W

ν
1 ). (3.63)

Começando pelo cálculo de Z1, que essencialmente é dado por (B′1)2, resulta em

Z1 = −1
2
[
(W−

µ −W+
µ )(sinθwAν + cosθwZν)− (sinθwAµ + cosθwZµ)(W−

ν −W+
ν )
]

×
[
(W−µ −W+µ)(sinθwAν + cosθwZ

ν)− (sinθwAµ + cosθwZ
µ)(W−ν −W+ν)

]
,

(3.64)

que é do tipo

Z ′1 = −1
2
[
(αµβν − βµαν)(αµβν − βµαν)]

= −1
2 (αµβναµβν − αµβνβµαν − βµαναµβν + βµανβ

µαν)

= αµβνβ
µαν − αµβναµβν

= αµβνβ
µαν︸ ︷︷ ︸

Z′′1

−(αµ)2(βν)2,

(3.65)

No caso em que seja considerado apenas 1+1 dimensões para o problema, note que

Z ′′1 =
∑
ν

∑
µ

αµβνβ
µαν

=
∑
ν

(α0βνβ
0αν + α1βνβ

1αν)

⇒ Z ′′1 = α0β0β
0α0 + α0β1β

0α1 + α1β0β
1α0 + α1β1β

1α1

= α0β
0α0β0 + α0β

0α1β1 + α1β
1α0β0 + α1β

1α1β1

= (α0β
0 + α1β

1)(α0β0 + α1β1)

= (αµβµ)2,

(3.66)



44 Capítulo 3. Quebra de Simetria Espontânea

Portanto, Z ′1 é do tipo

Z ′1 = (αµβµ)2 − (αµ)2(βν)2, (3.67)

e por isso podemos escrever

Z1 =
[
(W−

µ −W+
µ )(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
− (W−

µ −W+
µ )2(Aνsinθw + Zνcosθw)2,

(3.68)

de maneira totalmente análoga, vemos que

Z2 = (W−
µ +W+

µ )2(Aνsinθw + Zνcosθw)2

−
[
(W−µ +W+µ)(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
.

(3.69)

E por fim, o último termo de Z, bastando substituir o que já foi calculado:

Z3 = (W+
µ W

−
ν −W−

µ W
+
ν )(W−µW+ν −W+µW−ν)

= W+
µ W

−
ν W

−µW+ν −W+
µ W

−
ν W

+µW−ν

−W−
µ W

+
ν W

−µW+ν +W−
µ W

+
ν W

+µW−ν

= 2(W+
µ W

−
ν W

−µW+ν −W−
µ W

+
ν W

−µW+ν),

(3.70)

Agora basta somar alguns termos e realizar simplificações. Por exemplo, a soma de todos

os termo em Z, fica

Z =
[
(W−

µ −W+
µ )(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
− (W−

µ −W+
µ )2(Aνsinθw + Zνcosθw)2

+ (W−
µ +W+

µ )2(Aνsinθw + Zνcosθw)2 −
[
(W−µ +W+µ)(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
+ 2(W+

µ W
−
ν W

−µW+ν −W−
µ W

+
ν W

−µW+ν)

=
[
(W−

µ −W+
µ )(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
−
[
(W−µ +W+µ)(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
+
[
(W−

µ +W+
µ )2 − (W−

µ −W+
µ )2

]
(Aνsinθw + Zνcosθw)2

+ 2(W+
µ W

−
ν W

−µW+ν −W−
µ W

+
ν W

−µW+ν).
(3.71)

Basta expandir os termos quadráticos subtraindo dentro dos colchetes para chegar

em

Z =
[
(W−

µ −W+
µ )(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
−
[
(W−µ +W+µ)(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
+ 4W+

µ W
−µ(Aνsinθw + Zνcosθw)2 + 2(W+

µ W
−
ν W

−µW+ν −W−
µ W

+
ν W

−µW+ν),
(3.72)

que pode ainda ser reescrito somando e subtraindo termos com finalidade de completar

quadrados para que fique numa forma mais simples, onde seja mais claro a nomeação

padrão dada à esse termo. Portanto,

Z =
[
(W−

µ −W+
µ )(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
−
[
(W−µ +W+µ)(Aµsinθw + Zµcosθw)

]2
+
[
2W+

µ W
−µ + (Aµzinθw + Zµcosθw)2

]2
− (W+

µ W
−
ν +W+

ν W
−
µ )2

− (Aµsinθw + Zµcosθw)4,
(3.73)
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bastando apenas notar que os dois primeiros termos possuem justamente o formato de

(3.68). É possível expandi-lo em termos dessa definição de modo que quando ocorre a

subtração desses dois primeiros termos, o resultado gera uma equação já possuindo uma

forma expandida de um quadrado perfeito

Z = −(W+
µ W

−
ν +W+

ν W
−
µ )2 +

[
2W+

µ W
−µ + (Aµzinθw + Zµcosθw)2

]2
− 2(W+

µ W
−
ν +W+

ν W
−
µ )(Aµsinθw + Zµcosθw)(Aνsinθw + Zνcosθw)

− (Aµsinθw + Zµcosθw)4

⇒ Z = −
[
W+
µ W

−
ν +W+

ν W
−
µ + (Aµsinθw + Zµcosθw)(Aνsinθw + Zνcosθw)

]2
+
[
2W+

µ W
−µ + (Aµsinθw + Zµcosθw)2

]2
.

(3.74)

Antes de apresentar uma forma final, podemos ainda somar os termos A′ = A3 + A4,

resultando em

A′ = 2(∂νAν∂µZµ + ∂νZν∂
µAµ − ∂µAν∂νZµ − ∂µZν∂νAµ)cosθwsinθw

+ FµνF
µνsin2θw + ZµνZ

µνcos2θw

+ 2(−∂µAν∂µZν − ∂µZνZν∂µAν + ∂µAν∂
νZµ + ∂µZν∂

νAµ)sinθwcosθw
+ FµνF

µνcos2θw + ZµνZ
µνsin2θw

⇒ A′ = FµνF
µν + ZµνZ

µν ,

(3.75)

agora basta apenas o A′′ = A1 + A2, que vai ficar como

A′′ =����
���∂µW

−
ν W

−µν + ∂µW
+
ν W

−µν + ∂µW
−
ν W

+µν +����
���∂µW

+
ν W

+µν

+ ∂µW
−
ν W

+µν −����
���∂µW

−
ν W

−µν + ∂µW
+
ν W

−µν −����
���∂µW

+
ν W

+µν

= ∂µW
+
ν W

−µν + ∂µW
−
ν W

+µν + ∂µW
−
ν W

+µν + ∂µW
+
ν W

−µν

= (∂µW+
ν − ∂νW+

µ )W−µν + (∂νW−
µ − ∂νW−

µ )W+µν

= 2W+
µνW

−µν .

(3.76)

Com isso podemos compor a lagrangiana de calibre do setor SU(2)×U(1)Y → U(1)EM
simplesmente agrupando todos os termos já calculados (3.35) na forma

LG = −1
4
{
FµνF

µν + ZµνZ
µν + 2W+

µνW
−µν − i4g

[
(W−

µνW
−ν −W+

µνW
+ν)

× (sinθwAµ + cosθwZ
µ)− (W−µW+ν)(Fµνsinθw + Zµνcosθw)

]
− g2

[
W+
µ W

−
ν +W+

ν W
−
µ + (Aµsinθw + Zµcosθw)(Aνsinθw + Zνcosθw)

]2
+ g2

[
2W+

µ W
−µ + (Aµsinθw + Zµcosθw)2

]2}
.

(3.77)

que padroniza-se por escrever em termos de LWWV e LWWV V , dadas por

LWWV = ig
[
(W+

µνW
+ν −W−

µνW
−ν)× (sinθwAµ + cosθwZ

µ)

+ (W−µW+ν)(Fµνsinθw + Zµνcosθw)
]
,

(3.78)
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e também,

LWWV V = g2

4
{[
W+
µ W

−
ν +W+

ν W
−
µ + (Aµsinθw + Zµcosθw)(Aνsinθw + Zνcosθw)

]2
−
[
2W+

µ W
−µ + (Aµsinθw + Zµcosθw)2

]2}
.

(3.79)

Então a lagragiana de calibre do setor eletrofraco pode ser escrito como

LG = −1
4FµνF

µν − 1
4ZµνZ

µν − 1
2W

+
µνW

−µν + LWWV + LWWV V , (3.80)

onde LWWV e LWWV V que representam as auto-interação de 3 e 4 pontos de calibre.

Figura 3.2 – Diagramas de Feynman que representa os termos presentes em LWWV e
LWWV V . De modo que o diagrama mais acima e mais a esquerda mostra
como os bósons W interagem com o campo do fóton Aµ enquanto o vértice
de três pontos de gauge mais a esquerda mostra a interação entre os bósons
W e Z. As demais representações se tratam de vértices de quatro pontos de
gauge. È interessante notar que ao contrário do fóton que não há termos de
auto-interação, os bósons W interagem entre sí. (9)
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4 O problema da Constante Cosmoló-
gica

A relação entre o campo de Higgs e a constante cosmológica define uma frente de

encontro entre a cosmologia e a física de partículas. O mecanismo principal que liga

essas duas frentes está diretamente relacionada com a quebra espontânea de simetria

do campo de Higgs. Tal mecanismo é de extrema importância nesses contexto, pois a

interação do campo das partículas elementares quando acoplada com o campo de Higgs

deveria ter um estado fundamental de energia nula. Porém, uma quebra de simetria

espontânea desse campo gera como consequência um estado de energia mínima não

nula, o que é responsável por dar massa as partículas elementares.

4.1 Equação de Campo de Einstein

O problema da constante cosmológica constitui um dos desafios mais enigmáticos da

atualidade da Física. Esse é um problema que tem seu nascimento com da formulação da

teoria da relatividade geral de Einstein em torno de 1915 a partir das equações de campo

de Einstein, que pode ser obtida através da ação de Einstein-Hilbert, realizando uma

conexão entre a mecânica clássica e a relatividade geral através do principio variacional,

pois é possível derivar as equações de campo de Eintein através do princípio da mínima

ação, de modo a tomar uma variação em

S =
∫
R
√
−gd4x+ Sm, (4.1)

onde a parte esquerda representa a uma parte escalar da ação, pois R é o escalar de Ricci,

definido como R = gµνRµν , em função do tensor de Ricci, enquanto g é o determinante

do tensor métrico. Já a parte direita da ação está relacionado com a distribuição de

matéria. Dessa forma a pertubação em S leva a

δS =
∫

(δR
√
−g + δ

√
−gR)d4x+ δSm. (4.2)

Aqui cabe importantes considerações sobre a natureza dessa ação, sendo possível dizer

que a variável de maior interesse é a métrica gµν , que dita como as distâncias entre dois

eventos no espaço-tempo comportam-se. Essa grandeza definiria como é o análogo da

distância entre dois pontos no R2 (intervalo), só que no no caso em questão, seria no

espaço-tempo. Sabendo disso, e de que as variações

δR = δRµνg
µν + δgµνRµν e δ

√
−g = δ

√
−g
δg

δg, (4.3)
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devem ser expandidas em termo de δRµν e δg. Assim, é conveniente expandir δg em

termo de seus cofatores Θ, segundo o teorema de Laplace que diz que

g = det[gµν ] =
∑
ν

g0νΘ0ν geral−→ g(µ)νΘ(µ)ν . (4.4)

E substituí-la na variação em (4.3), resulta em

δ
√
−g = − 1

2√−gΘ(µ)νδg(µ)ν = 1
2
√
−g g(µ)νδg(µ)ν = −1

2
√
−ggµνδgµν . (4.5)

Isso devido à relação de ortogonalidade,como detalhado em (11), dos elementos do

tensor métrico, gµνgνρ = δµρ , cuja variação do lado esquerdo é dado de maneira análoga

a uma simples regra do produto, enquanto o lado esquerdo deve ser nulo dado que δµρ é

constante em todos os casos possíveis.

δgµνgνρ + gµνδgνρ = 0→ δgµσ = −gρσgµνδgνρ. (4.6)

em que foi utilizado a mesma condição de normalização, bastando multiplicar gσν em

ambos os lados. Por outro lado, também há uma variação no tensor de Ricci que é

definido em termos dos símbolos de Christoffel Γλµν:

Rµν = Rλ
µλν = ∂λΓλµν − ∂νΓλµν + ΓλσλΓσµν − ΓλσνΓσµν , (4.7)

sendo então uma contração do tensor de curvatura de Riemann. Cuja a variação é

calculada como

δRµν = ∂λ(δΓλµν)− ∂ν(δΓλµν) + δΓλσλΓσµν + ΓλσλδΓσµν − δΓλσνΓσµν − ΓλσνδΓσµν , (4.8)

que entra em função, novamente, de outra variação. Agora em termos da variação dos

símbolos de Christoffel. Que é definido através do tensor métrico:

Γλµν = 1
2g

λα(∂µgαν + ∂νgαµ − ∂αgµν). (4.9)

Sabendo disso, pode-se apenas reagrupar δRµν de modo a fica em função da derivada

covariante

∇µ = ∂µ + Γνµλ, (4.10)

que de certo modo tem uma forma similar ao vista em TQC. Mas, aplicando essa definição

é tido como resultado

δRµν = ∇λ(δΓλµν)−∇ν(δΓλµλ). (4.11)

De certo modo temos as variações de interesse que estão em (4.3), agora basta substituir

essas informações em (4.2), dando origem a

δS = 1
2κ

∫ [
(δRµνg

µν + δgµνRµν)
√
−g +

(
δ
√
−g
δg

δg

)
R

]
d4x+

∫ δ(√−gLm)
δgµν

δgµνd4x.

=
∫ {[

∇λ(δΓλµν)−∇ν(δΓλµλ)
]
gµν
√
−g + (Rµν −

1
2gµνR)δgµν

√
−g

}
d4x+ 2κδSm

= 0.
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A partir daqui, é importante notar que de acordo com o teorema da divergência leva o

primeiro termo da integra ser nulo, bastando apenas definir

Tµν = − 2√
−g

δ(√−gLm)
δgµν

, (4.12)

o que é bem conveniente para reescrever δS levando isso em consideração

δS =
∫

(Rµν −
1
2gµνR− κTµν)δg

µν√−g d4x = 0, (4.13)

o que nos permite concluir que o termo em parenteses em (4.13) deve ser nulo. Levando

a escrever a equação de Einstein, em unidades naturais, como

Rµν −
1
2gµνR = 8πG Tµν . (4.14)

Em suma, o lado direto dita como uma distribuição local do fluxo de energia e momento

modifica o conteúdo geométrico do espaço-tempo.

4.2 Constante Cosmológica

Paralelamente, em grandes escalas podemos considerar que o universo é homogêneo

e isotrópico. Essa aproximação nos permite analisar a geometria do universo em termos

da métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker(FLRW)

ds2 = −dt2 + a2(t)R2
0

[
dr2

1− kr2 + r2dθ2 + r2sin2θdφ2
]
. (4.15)

Em que k representa o parâmetro de curvatura e descreve a curvatura do universo.

Para k = 1 o universo é curvado positivamente, k = 0 representa o universo plano e

k = −1 um universo curvado negativamente. Também é introduzido o fator de escala

a(t) = R(t)/R0 representando a taxa de mudança da escala do universo com relação sua

escala atual R0. De modo que ao empregar a métrica(FLRW) para resolver as equações

de Einstein, chegamos nas chamadas equações de Friedmann(
ȧ

a

)
= 8πG

3 ρ− k

a2R2
0
, (4.16)

(
ä

a

)
= −4πG

3 (ρ+ 3p). (4.17)

No qual ρ e p são os termos provenientes do tensor energia-momentum de um fluído

perfeito, representam a densidade de energia e pressão, respectivamente. Quando

analisamos essas equações de acordo com os dados cosmológicos da época no qual cor-

roboravam uma visão de um universo estático(ȧ = 0) com densidade de energia positiva,

vemos que esse condição é satisfeita na equação (4.16) quando k é positivo. Porém, a

equação (4.17) mostra que para que o termo ä seja nulo, necessariamente a pressão
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precisa ser negativa e isso implicaria em um colapso. Com finalidade de manter a visão

da época de um universo imutável e estático, Einstein viu necessidade de acrescentar

um termo Λ na equação (4.14), chamada constante cosmológica, transformando-a em

Rµν −
1
2gµνR + Λgµν = 8πGTµν . (4.18)

Entretanto, a ideia de um universo estático teve seu fim quando o astrônomo ame-

ricano Edwin Hubble provou que o universo estaria se expandindo, através de uma

análise do deslocamente para a faixa do vermelho (redshift) da luz emitida por galáxias

distantes mostrando que galáxias mais afastadas, a uma distância r, se move com maior

velocidade. Mas, mesmo sabendo que o universo não constitui um meio imutável e

estático, a constante cosmológica não pode ser descartada facilmente, pois apesar de

não ser o valor previsto por Einstein, Λ está intrinsecamente ligado com a densidade

de energia do vácuo ρvac, cuja hipótese mais apoiada na comunidade aponta que essa

grandeza está intimamente relacionado com a energia escura, de modo a gerar uma

expansão acelerado do universo, superando o carácter atrativo da força gravitacional.

4.3 As 120 ordens de grandeza

Do ponto de vista da cronologia do universo, pode-se estudar várias etapas que

decorrem na dissociação da grande unificação dos campos em diferentes vácuos. A

princípio a gravidade se dissocia da força eletronuclear e na sequência força forte

separou-se da força eletrofraca, e posteriormente a força eletrofraca se divide entre

força fraca e eletromagnética devido a quebra espontânea de simetria visto na secção

(3.5). Entretanto, uma etapa em específico deve ser abordada nesse ponto, que é quando

o universo teria uma temperatura de aproximadamente 3000K, sendo composto por

um plasma de fótons, elétrons e partículas formadas de três quarks (bárions). Nessa

ponto os fótons estavam interagindo, via efeito Compton, com esse plasma que diminuía

a sua energia. Isso porque o universo ainda estava quente e denso ao ponto que os

fótons não pudessem se propagar livremente pelo universo. Mas na fase chamada de

recombinação o universo já tinha esfriado o suficiente para que isso acontecesse e os

elétrons começaram a se ligar aos bárions formando os elementos leves como hidrogênio

e hélio. De modo que fótons dessa época ainda podem ser observados na radiação

cósmica de fundo. Já que inclusive onde estamos agora também era fonte de emissão de

fótons nessa época, entretanto, a radiação que ainda chega até nós é a radiação mais

distante no espaço.

Tal radiação acaba fornecendo resultados importantes para mensurar, indiretamente,

a energia de vácuo através da medida da constante de Hubble H0 no modelo ΛCDM
que significa Λ- Cold Dark Matter. Isso porque Ω(0)

Λ = ρ
(0)
Λ /ρ(0)

c e ρ(0)
c = 3H2

0M
2
Pl, que

envolve a constante de Huble H0 e escala de energia de Planck MPl ≈ 2× 1027 eV4. Com
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isso e sabendo que Ω(0)
Λ = 0.69, que é a parcela correspondente à chama energia escura

no nosso universo, é possível obter a densidade de energia de vácuo experimental como

ρ
(0)
Λ = (3H2

0M
2
Pl)Ω

(0)
Λ ≈ 10−11eV 4. (4.19)

Por outro lado, a natureza dessa energia deve ter sua raiz na TQC. Que analisando do

ponto de vista mais simples possível, que seria um caso de universo plano de acordo

com a métrica de Minkowski que apenas um campo escalar contribui para a densidade

de energia de vácuo - do ponto de vista da cosmologia uma hipótese similar é tomada

no modelo da quintessência -, pode-se analisar a sua energia através do seu tensor de

energia e momento. Porém, primeiramente é conveniente que seja retomado a expansão

de um campo escalar real em seus modos na série de Fourier

φ =
∫ d3k

(2π)3/2√2ωk

[
â(~k)e−ipµxµ + â†(~k)eipµxµ

]
(4.20)

φ̇ = −i
∫ d3k

(2π)3/2

√
ωk
2
[
â(~k)e−ipµxµ − â†(~k)eipµxµ

]
, (4.21)

que estão em termos dos operadores de criação e aniquilação, como visto anteriormente.

Isso porque será necessário para calcular a componente 〈0|T00|0〉 do tensor energia

momento que deve mensurar a densidade de energia de vácuo(12, 13, 14) produzida

por um campo escalar, que nesse caso não será considerado um campo escalar livre e

não interagente, nem com ele mesmo. O tensor referido pode ser encontrado por meio

do teorema de Noether ou de maneira equivalente através da relação

T µν = 2√
−g

δ(√−gLs)
δgµν

= 2√
−g

δ(√−g)
δgµν

Ls + 2 δLs

δgµν
. (4.22)

Claro, aqui Ls é a lagrangiana de um campo escalar simples sem auto interações, como

mencionado.

Ls = −1
2g

µν∂µφ∂νφ−
1
2m

2φ2, (4.23)

Dessa forma, sabendo como é dada a variação δ
√
−g = 1/2√−ggµνδgµν e que de acordo

com (4.23) a variação em relação ao segundo termo é nula e ao primeiro resta apenas as

derivadas, temos (14)

T00 = 1
2 φ̇

2 + 1
2∂iφ∂iφ+ m2

2 φ2. (4.24)

Isso leva a reescrever essa componente do tensor energia-momento em função das

equações expandidas dos campos e suas derivadas:

T00 = −1
2

∫ ∫ d3p

(2π)3
d3p′

(2π)3

√
ωpωp′

2
[
â(−~p)− â†(~p)

] [
â(−~p′)− â†(~p′)

]
ei(p+p

′)·x

+ 1
2

∫ ∫ d3p

(2π)3
d3p′

(2π)3
−~p · ~p

2√ωpωp′
[
â(−~p) + â†(~p)

] [
â(−~p′) + â†(~p′)

]
ei(p+p

′)·x

+ m2

2

∫ ∫ d3p

(2π)3
d3p′

(2π)3
1

2√ωpωp′
[
â(−~p) + â†(~p)

] [
â(−~p′) + â†(~p′)

]
ei(p+p

′)·x,
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que pode ser bem simplificado ao considerar como o operador de destruição atua no

estado de vácuo. Já que o que é importante nesse caso é conhecer 〈0|T00|0〉. Assim,

expandindo o primeiro termo já no valor de vácuo esperado

〈0|a−pa−p′|0〉︸ ︷︷ ︸
0

+ 〈0|a†pa
†
p′|0〉︸ ︷︷ ︸

0

−〈0|a†pa−p′ |0〉︸ ︷︷ ︸
0

−〈0|a−pa†p′|0〉 . (4.25)

Enquanto isso, a segunda e a terceira parte da integral possui a mesma distribuição dos

operadores de â e â†, mas difere levemente do primeiro termo por

〈0|a−pa−p′ |0〉︸ ︷︷ ︸
0

+ 〈0|a†pa
†
p′|0〉︸ ︷︷ ︸

0

+ 〈0|a†pa−p′ |0〉︸ ︷︷ ︸
0

+ 〈0|a−pa†p′ |0〉 (4.26)

o que na realidade pode simplificar muito a situação, pois

〈0|[a−pa†p′ ]|0〉 = 〈0|a−pa†p′ |0〉 − 〈0|a
†
p′a−p|0〉 = (2π)3δ3(p+ p′), (4.27)

considerando que a−p |0〉 = 0 e que 〈0| a†p′ = 0 também. O que permite reescrever T00, já

simplificando a notação da integral dupla, como

ρvac = 1
2

∫ d3pd3p′

(2π)3

√
ωpωp′

2 δ3(p+ p′)ei(p+p′)·x + 1
2

∫ d3pd3p′

(2π)3
−~p · ~p

2√ωpωp′
δ3(p+ p′)ei(p+p′)·x

+ m2

2

∫ d3pd3p′

(2π)3
1

2√ωpωp′
δ3(p+ p′)ei(p+p′)·x.

(4.28)

A partir aqui, basta integrar em todos os termos, primeiramente sobre p′ utilizando a

propriedade de filtragem da função delta. Com isso basta agrupar os termos na forma

ρvac = 1
2

[∫ d3p

(2π)3
ωp
2 +

∫ d3p

(2π)3
|p|2

2ωp
+m2

∫ d3p

(2π)3
1

2ωp

]
= 1

2

∫ d3p

(2π)3
ω2
p + |p|2 +m2

2ω2
p

⇒ ρvac = 〈0|T00|0〉 = 1
4π2

∫ ∞
0

dp p2
√
p2 +m2 →∞ (4.29)

o que apresenta um resultado não físico, já que não é possível que exista um vácuo com

energia infinita. Isso pede que seja feito algum tipo de modificação na integral para

que ela seja regularizada, ou seja, forneça um valor finito. Para isso será tomado um

intervalo efetivo em que essa teoria será valida, de modo que haja um corte na integral

em relação ao momento destacando tal limite de validade. Geralmente é empregado M

como sendo o ponto em que esse corte é realizado, pois, dessa forma a densidade de

energia de vácuo é reescrita seguindo uma integração por partes, como

ρvac = 1
4π2

∫ M

0
p2
√
m2 + p2dp =

[
��p

2 1
��2p

(m2 + p2)3/2

3/�2

] ∣∣∣∣∣
M

0
− 1

3

∫ M

0
(m2 + p2)3/2dp

=
[
p

3(m2 + p2)3/2
] ∣∣∣∣∣
M

0
− 1

3

(∫ M

0
p2
√
m2 + p2dp+m2

∫ M

0

√
m2 + p2dp

)
,
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⇒ 4
�3

∫ M

0
p2
√
m2 + p2dp = M

�3
(m2 +M2)3/2 − 1

�3
m2

∫ M

0

√
m2 + p2dp, (4.30)

que fica em função agora de outra integral que novamente será expandida por partes

como ∫ M

0

√
m2 + p2dp = M

√
M2 +m2 −

∫ M

0

√
m2 + p2 +m2

∫ M

0

dp√
m2 + p2

⇒
∫ M

0

√
m2 + p2dp = 1

2M
√
M2 +m2 + 1

2m
2
∫ M

0

dp√
m2 + p2 . (4.31)

Logo, substituindo a equação (4.31) em (4.3):

ρvac = 1
4π2

{
M

4 (m2 +M2)3/2 − m2

8

[
M
√
m2 +M2 +m2

∫ M

0

dp√
m2 + p2

]}
, (4.32)

aqui cabe uma substituição de variáveis para simplificar a integral no último termo.

Basta fazer u → p/m, consequentemente dp = mdu. Posteriormente, após algumas

simplificações é conveniente tomar to limite em que M � m. Portanto, retomando a

equação (4.32):

ρvac = 1
4π2

{
M

4 (m2 +M2)3/2 − m2

8

[
M
√
m2 +M2 +m2

∫ M/m

0

��mdu

��m
√

1 + u2

]}

= 1
4π2

{[
M

4 (m2 +M2)− m2

8 M

]√
m2 +M2 − m4

8

[∫ M/m

0

du√
1 + u2

]}

= 1
4π2

{[
M

4 (m2 +M2)− m2

8 M

]√
m2 +M2 − m4

8 ln
∣∣∣∣u+

√
u2 + 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣Mm
0

}

= 1
4π2

M4

4

(
1 + m2

2M2

)(
1 + m2

M2

) 1
2

− m4

8 ln

∣∣∣∣∣Mm +
√
M2

m2 + 1
∣∣∣∣∣


= M4

16π2

[
1 +O

(
m2

M2

)]
.

(4.33)

Assim, claramente se for considerado um corte na escala de Planck a densidade de

energia de vácuo é da ordem de

ρvac ∼M4
Pl ≈ 10109eV 4 → ρvac

ρ
(0)
Λ

∼ 10120.

O que leva à conhecida catástrofe do vácuo, que atualmente continua sem uma solução

bem aceita pela comunidade científica. De modo que a conexão de ρvac com Λ, detalhada

em (13), é feita através da expressão:

Tµν = −ρvacgµν = Λ
8πGgµν ⇒ ρvac = Λ

8πG. (4.34)

Claro, aqui está sendo considerado apenas uma contribuição de um campo escalar

devido ao campo de Higgs físico também o sê-lo. Entretanto, um resultado mais realístico

deve conter campos com auto-interação, além de somar sobre todos os valores esperados

de vácuo do modelo padrão. O que mesmo assim não resolve o problema da constante

cosmológica.
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5 Conclusão e Perspectivas

A partir de um estudo introdutório à teoria quântica de campos foi possível analisar a

importância do campo de Higgs no modelo padrão, especificamente no setor eletrofraco,

de modo que uma quebra de simetria espontânea de simetria na lagrangiana escalar

desse setor tem como consequência uma alteração no dubleto de Higgs tornando-se

apenas uma pertubação dada por campo escalar real em torno do mínimo do potencial

de Higgs, onde tal pertubação é o bóson de Higgs físico. Dado a existência emergência de

um campo escalar com um vev não nulo devido a dissociação da força eletromagnética

e fraca, teoriza-se que esse campo contribua para a densidade de energia de vácuo,

consequentemente afetando a constante cosmológica.

Portanto, ao analisar o valor esperado de vácuo da componente T00 do tensor de

energia-momento de um campo escalar, foi obtido a princípio um resultado de densidade

de energia que deveria apresentar um valor infinito. Para resolver esse problema foi

necessário um processo de regularização da integral definindo um intervalo efetivo

em que a teoria estivesse válida, realizando um corte na integral do momento em um

limite MPl, chamado de escala de Planck, o que acaba fornecendo que ρvac ∼ M4
Pl e

que quando isso é comparado com o valor obtido experimentalmente por medidas da

radiação cósmica de fundo surge a discrepância de 120 ordens de grandeza, conhecida

como o problema da constante cosmológica.

Além disso, com base nos conhecimentos adquiridos nesse estudo, além da publicação

do trabalho para fins de divulgação científica (15), abriu-se outros caminhos para

investigação. Um deles é o estudo da relação entre o oscilador de Duffing e a quebra

espontânea de simetria. Nessa frente nós identificamos que o potencial de Duffing possui

a mesma forma, do ponto de vista matemático, do que o potencial da teoria λφ4 e isso

pode ser estendido para uma analogia mais profunda, onde uma equação do tipo-Duffing

possa estar presente nos mecanismos de quebra de simetria espontânea do modelo

padrão através de uma perspectiva do espaço de fases.
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