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IMPACTO POTENCIAL DESSA PESQUISA

O trabalho sobre a investigacao de miultiplos pontos de 6timo do problema de
despacho econdémico, com efeito dos pontos de carregamento de valvula através de um
método baseado em sistemas dindmicos, é uma pesquisa metodologica que pode contribuir
com algum impacto social e econémico. Ao otimizar a geracao de poténcia ativa visando o
despacho econémico em sistemas de energia, busca-se auxiliar na melhoria da eficiéncia
energética, implicando em uma reducao de custos de produgao enquanto se atende a
demanda de energia. Como resultado, espera-se uma diminuicao potencial de custos tanto

para as empresas geradoras quanto para os consumidores finais.

POTENTIAL IMPACT OF THIS RESEARCH

The work on investigating multiple optimal points of the economic dispatch problem,
with the valve-point loading effect through a method based on dynamic systems, is a
methodological research that can contribute with some social and economic impact. By
optimizing active power generation aiming at economic dispatch in power systems, the
goal is to assist in the improving energy efficiency, which implies a reduction in production
costs and meeting energy demand. As a result, a potential decrease in costs is expected

for both generating companies and final consumers.
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RESUMO

O despacho econémico com representacao do efeito dos pontos de carregamento de valvula
(PDE-PV) é um problema desafiador na operagao de sistemas elétricos de poténcia e
de energia. Este problema busca a minimizacao dos custos de combustivel das unidades
geradoras, sujeitas a restrigcoes de balanco de poténcia e limites fisicos e operacionais
de geracao. O PDE-PV ¢ formulado como um problema de otimizagao nao linear, nao
convexo, nao diferenciavel e multimodal. Suas caracteristicas de multimodalidade dificultam
a busca de solugoes globais por meio de métodos exatos ou heuristicos de otimizacao.
Varias abordagens meta-heuristicas e deterministicas tém sido propostas na literatura
para resolver o problema PDE-PV. Neste trabalho ¢é proposta uma nova abordagem de
solucao capaz de encontrar multiplos 6timos locais e, possivelmente, a solucao 6tima global
do problema. Esta proposta é uma extensao de um método descrito na literatura para
problemas irrestritos de otimizacao, posteriormente estendido a problemas com restri¢coes
de igualdade. Assim, propoe-se a generalizacao dessa abordagem de modo a introduzir
o tratamento de restrigoes de igualdade e desigualdade (varidveis canalizadas), visando
resolver o PDE-PV. Na abordagem de solucao proposta, substitui-se o problema PDE-PV
original por um sistema dindmico auxiliar, obtido de forma que seus pontos de equilibrio
correspondam as solucgdes 6timas locais do problema de otimizacao original. O método
busca iterativamente todos os pontos de equilibrio que correspondem aos 6timos locais e,
possivelmente, ao 6timo global do problema PDE-PV original. A abordagem de solugao
proposta é aplicada para encontrar miltiplos 6timos locais do PDE-PV para sistemas com
3, 6, 10, 13, 19 e 40 geradores e em outro problema multimodal, proposto na literatura.
Neste contexto, o método identifica diversos pontos de minimo e, ao final, seleciona o
melhor deles, com o propésito de comparar os resultados com aqueles determinados por

métodos meta-heuristicos e deterministicos previamente propostos na literatura.

Palavras-chave: Despacho econdémico com efeitos de ponto de carregamento de véalvula,

solugoes 6timas globais, sistema dinamico de otimizacao.






ABSTRACT

The economic dispatch problem with representation of the valve point loading effects
(EDP-VP) is a challenging problem in power system operation. This problem seeks to
minimize the fuel costs of thermal generating units, subject to power balance constraints
and physical and operational generation limits. The EDP-VP is formulated as a non-linear,
non-convex, non-differentiable and multimodal optimization problem. Its multimodality
characteristics make it difficult to find global solutions using exact or heuristic optimization
methods. Various metaheuristic and deterministic approaches have been proposed for
solving the EDP-VP. In this work, we propose a new solution approach that is capable of
finding multiple local optima and, possibly, the global optimum solution of the problem.
A solution approach similar to the one proposed in this work has been described in
the literature for unconstrained optimization problems, later extended for constrained
problems with equality constraints. Therefore, we propose a generalization of the previous
approach in order to introduce means of dealing with both equality constraints and bound
constraints on the optimization variables, for the resolution of the EDP-VP. In the solution
approach proposed, we replace the original EDP-VP problem with an auxiliar dynamic
system, whose equilibrium points correspond to the local optimal solutions of the original
optimization problem. The method searches iteratively for all equilibrium points that
correspond to local optima and, possibly, determines a global optimum of the original
EDP-VP. The proposed solution approach is applied to locate multiple local optima of
the EDP-VP for systems with 3, 6, 10, 13, 19, and 40 generators, as well as in another
multimodal problem proposed in the literature. In this context, the method identifies
several local minima and, in the end, selects the best one, with the purpose of comparing
the results with those determined by meta-heuristic and deterministic methods previously

proposed in the literature.

Keywords: Economic dispatch with valve-point loading effects, global optimal solutions,

optimization dynamic system.
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1 INTRODUCAO

Paises com grande capacidade hidrelétrica, como Noruega, Brasil e Canada, depen-
dem frequentemente de usinas hidrelétricas e termelétricas para o suprimento de energia
elétrica. Apesar da crescente preocupacao ambiental, as usinas termelétricas ainda sao a
principal fonte de eletricidade global. Mesmo no Brasil, onde ha uma forte presenca de
hidroelétricas e edlicas, as usinas termelétricas desempenham um papel fundamental na
garantia do fornecimento de eletricidade durante os meses secos. Contudo, essas usinas
termelétricas (UTE) enfrentam uma desvantagem significativa devido aos altos custos de

geracao associados ao uso de combustiveis fosseis (SILVA, 2014).

Diante dessa questao, a formulagdo matematica do Problema do Despacho Econo-
mico (PDE), inicialmente proposta por Steinberg e Smith (1943), tem como objetivo
minimizar os custos de geracao de energia, atendendo a demanda e respeitando as res-
trigoes operacionais, como os limites minimos e maximos de poténcia de cada unidade

geradora.

Por outro lado, o Problema de Despacho Econdémico com Efeito de Ponto de
Carregamento de Valvula (PDE-PV), também busca minimizar os custos de geracao, mas
leva, em consideracao a nao diferenciabilidade da func¢ao custo, decorrente da abertura
e fechamento das valvulas de admissao de vapor das unidades geradoras termelétricas
(SILVA, 2014). Atualmente, para solucionar esses problemas, as técnicas mais utilizadas
sao baseadas em metodologias heuristicas, podendo também se fundamentar em técnicas
deterministicas ou hibridas, visando produzir solucoes locais de qualidade em tempo
computacional reduzido (SILVA, 2014).

Entretanto, a resolugao desse problema encontra diversas dificuldades, pois se trata
de um problema de otimizacao nao linear, nao convexo, nao diferenciavel e multimodal.
Suas caracteristicas de multimodalidade tornam desafiadora a busca por solu¢oes 6timas
globais através de métodos exatos e meta-heuristicos de otimizacao. Apesar de varias
abordagens propostas na literatura para resolver o problema PDE-PV, nenhuma delas

garantiu encontrar a solucao 6tima global, ou seja, a melhor solucao possivel do problema
(SILVA, 2014).

A maioria dos métodos deterministicos buscam encontrar apenas um minimo local
em uma regiao limitada e proxima ao ponto inicial, devido as complexidades impostas pelo
problema. Exemplos incluem o método primal-dual previsor-corretor de pontos interiores
e exteriores com estratégias de corregdao de inércia e suavizagdo hiperbélica (SILVA, 2014),
o método multiobjetivo de restricoes canalizadas progressivas e de programacao por

metas ponderadas em conjunto com o método de pontos interiores (MARTINS, 2020) e
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o Algoritmo de Otimizac¢ao e Caos (AOC) aplicado junto ao método de gradientes de
otimizacao via teoria de Julia (HOMBO, 2023). Existem também os métodos hibridos, que
combinam abordagens heuristicas e deterministicas, como o método de estratégia evolutiva
e o método quase-Newton (COELHO, 2008) e o método de evolugao diferencial hibrida
com o método BFGS (DIAS, 2021). Na literatura, diversos trabalhos abordam o Problema
de Despacho Econémico com Efeito de Ponto de Carregamento de Valvula (PDE-PV) por
meio de métodos heuristicos ou meta-heuristicos, que sao os mais utilizados na resolucao
desse problema. Exemplos incluem o trabalho de Al-Betar et al. (2018), que propuseram
um algoritmo inspirado na busca por harmonia (BH), modificado para melhorar o conceito
de diversidade de solugoes nos algoritmos genéticos e o método de busca tabu direcionada
a pontos singulares (LIMA, 2019). Tais métodos baseiam-se em buscas aleatdrias, as quais

nao garantem otimalidade na determinacao de solugoes 6timas locais ou globais.

Considerando a importancia e a complexidade do problema, este trabalho tem como
objetivo buscar pontos de 6timo global do PDE-PV utilizando sistemas dindmicos auxiliares.
A abordagem visa explorar de maneira abrangente o espago de possiveis solugoes, levando
em consideracgao restrigoes de igualdade e desigualdade canalizadas. O método proposto,
denominado SDAEGR (Sistema Dindmico Auxiliar com método de Euler e Gradiente
Refletido), é uma extensdo dos métodos apresentados por Chiang e Chu (1996) para
problemas diferencidveis de otimizacao irrestrita, e Chiang et al. (2022) para problemas
com restrigoes de igualdade. Tais métodos realizam o processo de otimizacao por meio de

sistemas dindmicos auxiliares.

Baseando-se nessas abordagens, especialmente em Chiang e Chu (1996), propoe-se
uma extensao mais abrangente, que encontra um ponto 6timo local e, a partir dele, de-
termina novos pontos de 6timos locais. Isso busca, potencialmente, identificar a solucao
6tima global. Para isso, utiliza-se um método numérico de resolucao de Equagdes Diferen-
ciais Ordinarias (EDO) de primeira ordem, como o método de Euler aplicado ao sistema
dindmico gradiente e gradiente refletido. Busca-se, assim, varios pontos de 6timo local
do PDE-PV, possivelmente determinando a solugao 6tima global, mesmo em presenca de
uma funcao custo nao-diferenciavel. Essa nao diferenciabilidade é tratada por técnicas
de suavizagao de fungoes, respeitando as restricoes operacionais de igualdade e varidveis

canalizadas presentes na formulagao do problema.

Ao analisar os multiplos pontos de minimo encontrados no PDE-PV e em outro
problema multimodal testado, proposto por Tavazoei e Haeri (2006), identificam-se o pior,
o intermediario e o melhor ponto de minimo que minimizam a funcao objetivo desses

problemas. Esses resultados proporcionam uma visao abrangente das solugoes encontradas.
O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

e Capitulo 2: Este capitulo apresentarda uma analise detalhada do PDE e PDE-PV,

contextualizando-os dentro do cenério energético, e oferecerd uma visao geral dos métodos
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de otimizacao frequentemente aplicados.

o Capitulo 3: Neste capitulo, serdo explorados alguns métodos de otimizacao existentes,
que desempenham um papel crucial na resolu¢cao do PDE. Além disso, apresentara os
métodos do Chiang e Chu (1996) e Chiang et al. (2022).

e Capitulo 4: Este capitulo propée o método SDAEGR como uma abordagem para a

resolucao dos problemas previamente citados.

e Capitulo 5: No capitulo 5 serdo abordados em detalhes os problemas tratados neste

trabalho, sendo aplicada a metodologia proposta e apresentados os resultados obtidos.

« Por fim, sdo apresentadas as conclusoes derivadas dos resultados obtidos, destacando as
contribui¢oes do método proposto. Além disso, sao discutidas propostas para trabalhos
futuros, visando a continua evolucao e aprimoramento das abordagens de otimizacao
no contexto do PDE. Apés estas consideragoes, um apéndice apresenta alguns conceitos
basicos da teoria de sistemas dinamicos, com destaque para um exemplo de analise de
estabilidade do sistema SMIB ( Single Machine Infinite Bus).
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, a fim de contextualizar os desafios inerentes ao despacho econémico
de energia, serao apresentados conceitos relacionados ao Problema de Despacho Econdémico
(PDE), destacando tanto a formulacao classica quanto aquela que incorpora o ponto de
valvula. A seguir, sera realizada uma revisao bibliografica abrangente, introduzindo os

principais métodos deterministicos, heuristicos, metaheuristicos e hibridos de otimizacao.

2.1 O Problema de Despacho Economico Classico

O Problema de Despacho Econémico (PDE) é considerado um problema de otimi-
zagao que visa minimizar os custos de combustiveis utilizados na geracao termelétrica de
energia. Assim, busca-se a distribui¢ao 6tima da demanda entre as unidades geradoras do
sistema de poténcia, visando nao s6 a reducao de custo, mas também atender as condigoes

de operacgao do sistema.

Em 1943, Steinberg e Smith sugeriram que o PDE classico fosse apresentado
matematicamente e modelado como um problema de otimizacao nao-linear, cujas restrigoes
estao associadas aos limitantes operacionais de cada uma das unidades geradoras para
atender a demanda de energia. Alguns modelos de PDE sdo considerados mais complexos
por incluir outras restri¢coes, como a restricdo de transmissao, relacionada ao fluxo de

poténcia nos ramos do sistema, conforme proposto por Carpentier em 1962.

Segundo Happ (1977), a questao de otimizar o prego da geracao de energia é
antiga e remonta aos anos 1920, ou até mesmo antes, quando engenheiros preocupavam-se
com a alocagao economica da geracao ou como dividir adequadamente a carga entre as
unidades geradoras disponiveis. Com isso, um dos métodos pioneiros na minimizagdo dos
custos de geracgao foi o Carregamento por Ordem de Mérito, que tinha como principio
o carregamento sucessivo das unidades mais eficientes. Assim, a partir desse método,
era gerada e demandada a poténcia do gerador mais eficiente, ou seja, o de melhor
custo-beneficio. Ao atingir seu limite de geragao, passava-se para o proximo gerador mais
eficiente e assim sucessivamente. No entanto, a desvantagem desse método para minimizar
os custos era que desconsiderava que a eficiéncia de uma unidade geradora é uma funcao da
poténcia gerada. A partir da criagdo desse método, outros foram surgindo, sendo a técnica
supracitada uma das mais econémicas da época, substituindo os métodos anteriores a ela

(HAPP, 1977).

Entre as novas metodologias desenvolvidas, a abordagem do custo incremental

ganhou destaque ao considerar que a eficacia esta intrinsecamente relacionada a poténcia
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gerada e que o ponto 6timo de menor custo é alcancado quando os custos incrementais de
todas as unidades geradoras sao equivalentes. Ou seja, o principio do método baseava-se
no carregamento das unidades geradoras e era realizado de modo que o préoximo aumento
incremental de carga no sistema deveria ser feito alocando-o na unidade geradora com

menor custo incremental, determinado medindo a derivada da curva de custo.

Em 1931, o Critério dos Custos Incrementais Iguais ja havia se consolidado em-
piricamente, mas somente em 1943, Steinberg e Smith apresentaram uma comprovagao
matematica dessas classificacoes. Teoricamente, eles explicam que na auséncia de restrigoes
ativas para os limites de geracao de poténcia ativa no ponto de operagao 6timo, todas
as unidades geradoras operam com mesmo custo incremental. Esta regra continua sendo

amplamente empregada pelos operadores de sistemas de poténcia até os dias atuais.

O Problema de Despacho Economico classico é um problema apresentado na area
de Sistemas de Poténcia e possui como propésito a otimizacdo dos custos de geracao
de energia elétrica, considerando as demandas de energia entre as unidades geradoras
e contemplando suas restricdes operacionais, como poténcia maxima e minima de cada
gerador. Assim, a tarefa dos algoritmos de otimizagao é minimizar uma funcdo quadratica
associada aos custos dos combustiveis empregados na geracao termelétrica de energia. Em
(2.1a)-(2.1c) consta o modelo de otimizagao para o PDE cldssico sem a consideracao de

perdas de transmissao.

minimizar F.(Pg) = Y apPh, + biPoy + ci (2.1a)
keG
sujeitoa Y Pay = Pp, (2.1b)
keG
PIin < Pay < PI9T ke G (2.1¢)

e (G: Conjunto das unidades de geracao termelétrica do sistema;
e F,: Funcao custo total;

e ay, by, ci: Coeficientes da funcao custo;

e Pq it Poténcia ativa gerada pela unidade £;

e Pp: Demanda de energia;

min

o PR e PRY*: Limites operacionais inferior e superior de saida da unidade

de geragao termelétrica k.

Nas usinas termelétricas o custo de operacao é expresso em func¢do da poténcia,
sendo o custo do combustivel o principal fator para as usinas de combustiveis fosseis. Com
isso, na Figura 2.1 pode-se notar que a fungao de custo nao ¢é linear e sim uma funcao

quadratica como representado no problema (2.1a).
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Figura 2.1 — Curva de custo de geracao em funcao da poténcia de saida.

Custo [$]

——Funcgéo Custo
= =Limite Inferior
= =Limite Superior

Poténcia [MW]
Fonte: Adaptado de Samed (2004).

Portanto, as restrigdes (2.1b) e (2.1c) indicam que a soma da producao de energia
de todas as usinas deve ser equivalente & demanda de poténcia do sistema, desconsiderando
as perdas de poténcia ativa Pp. Por outro lado, as restrigoes (2.1c) estao associadas aos
limites fisicos de cada unidade, limitados pelos valores minimo e maximo de geracao para

cada usina.

2.2 O Problema de Despacho Economico com Efeito de

Ponto de Carregamento de Valvula

Durante a operagao das usinas termelétricas, pode ser necessario aumentar ou
diminuir a poténcia gerada. Para isso, é preciso ajustar a vazao de vapor nas turbinas. Esse
controle do vapor pode ser realizado por by-pass, parametros deslizantes ou estrangulamento
parcial por meio de valvulas de controle. No 1ltimo caso, ainda sendo a forma mais comum
de controle, especialmente nas grandes centrais mais antigas, o vapor é estrangulado em
valvulas que vao abrindo sucessivamente. Dessa forma, se uma valvula esta completamente
aberta e é necessario mais vapor, uma nova valvula comecara a abrir para fornecer a vazao
requerida de vapor. No entanto, essa valvula parcialmente aberta estrangula o vapor e
apresenta eficiéncia menor do que uma valvula totalmente aberta. Isso faz com que a curva
de eficiéncia agregada, assim como o custo do combustivel, seja composta por senoidais,

mas com derivadas descontinuas em suas jungoes, conforme mostrado na Figura 2.2.
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Figura 2.2 — Curva de custo de geracao em funcao da poténcia de saida com ponto de
valvula.

Custo [$] | !

.
>

Poténcia [MW]

Fonte: Adaptado de Sum-Tm (2015).

Neste trabalho, sera utilizado o modelo de otimizacao para o PDE, considerando
os efeitos do ponto de carregamento da valvula (PDE-PV). O PDE-PV é um problema
classico na area de sistemas elétricos de poténcia, e seu objetivo ¢ a minimizacao dos
custos de producao de energia elétrica, sujeito ao atendimento da demanda e aos limites
na geracao. Pode ser descrito matematicamente, desconsiderando as perdas de poténcia

ativa no sistema, pelo modelo de otimizacao apresentado por:

minimizar Y  Cp(Pgr) = > [akPé,k + biPo e + o + lersin(fu(PEY — Pag))l] (2-2a)

keG keG

sujeito a Z Por = Pp (2.2b)
keG
PRin < Poj < PR Yk e G (2.2¢)

em que:

o (G: Conjunto das unidades de geracao termelétrica do sistema;

o P, PT: Poténcia gerada minima e maxima, respectivamente, associados

a poténcia ativa gerada pela unidade termelétrica k;

e Pp: Poténcia ativa demandada pelo sistema;
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e ay, by, cp: Parametros da porcao quadratica da fungao custo de geracao da

unidade geradora k;

e e e fi: Parametros da porgao com efeito de ponto de carregamento de

valvula da fun¢ao custo de geracao da unidade geradora k;
o Cy(Pg): custo de geracao da unidade geradora k;

e Pg i Poténcia ativa gerada pela unidade de geragao termelétrica k;

A fungao do problema (2.2a) representa o custo de produgdo de energia, incluindo
os efeitos dos pontos de carregamento de valvula (representados pelo termo modular) que
ocorrem em unidades de geracao termelétricas com regulacao do vapor por estrangulamento.
Por sua vez, a restri¢ao de igualdade (2.2b) no problema representa o balango de poténcia
ativa, assegurando que a poténcia gerada total seja igual a poténcia demandada. As
restrigoes de desigualdade apresentadas no problema (2.2c) sao restrigoes operacionais
que tém como objetivo garantir o funcionamento das unidades geradoras dentro de
seus limites minimo e méximo de geragao. E importante enfatizar que a formulacdo
apresentada em (2.2a)-(2.2c¢) nao abrange as restri¢oes operacionais relacionadas ao sistema
de transmissdo nem suas perdas. Portanto, o PDE-PV descrito em (2.2a)-(2.2¢) é uma
formulagao simplificada para o problema de despacho econémico, considerando os efeitos

do ponto de carregamento de valvula.

Na literatura, diversos métodos tém sido empregados na resolucao do PDE, e
os algoritmos evolucionarios tém se destacado quando problemas relacionados a nao-
diferenciabilidade estao envolvidos. Nesse contexto, este trabalho propoe a suavizagao
da funcao objetivo nos pontos de valvula, de modo que seja possivel aplicar métodos de
otimizacao classicos, como os métodos de gradientes ou suas variantes, os quais demandam
a diferenciabilidade da funcao objetivo e das restricbes. A proxima secao discutira os
métodos deterministicos, heuristicos, metaheuristicos e hibridos. Posteriormente, serao exa-
minados diversos trabalhos que abordaram o PDE e PDE-PV, apresentando metodologias

deterministicas e heuristicas aplicadas a esse desafio especifico.

2.3 Métodos de Otimizacao

Nesta secao, serao abordados os métodos usuais de otimizacao, os quais podem ser

divididos em métodos deterministicos, heuristicos, metaheuristicos e hibridos.

Desde os primordios, os seres humanos tém buscado simplificar diversas tarefas
para melhorar a qualidade de vida. Por exemplo, ao procurar por comida, escolhiam o
melhor caminho e atribuifam fungoes especificas a cada individuo de acordo com suas
aptidoes. A otimizacao, portanto, consiste em obter a melhor solu¢ao possivel para um

problema matematicamente descrito, expresso por um conjunto de fungoes e restrigoes. A
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modelagem matematica representa a descricdo matematica de um fenémeno ou problema,
permitindo a andlise e compreensao do mesmo. Essa representacao possibilita a utilizacao
da mateméatica para analisar situac¢oes reais do mundo, mesmo com simplifica¢cbes no
problema. Modelos matematicos sdo essenciais para o planejamento e a tomada de decisoes

em diversas areas, como engenharia e medicina.

Conforme o problema, é necessario implementar ao algoritmo as caracteristicas
do modelo utilizado. Segundo Soares (1997), alguns tipos bésicos de métodos de otimi-
zagao incluem métodos deterministicos (baseados em gradientes), métodos enumerativos
(heuristicos, de ramificagdo e combinatoérios), métodos bioinspirados ou metaheuristicos
(algoritmos evolucionarios, genéticos e baseados em fendmenos naturais como o Simulated
Annealing, entre outros), métodos estocasticos e métodos hibridos. Outra caracteristica
importante na otimizacao é a sua subdivisao, principalmente em problemas lineares e
nao-lineares, bem como em problemas definidos por sua caracteristica, como otimizacao

inteira, discreta, mista, entre outras.

Os problemas de programacao linear tiveram inicio em 1947, quando George B.
Dantzig publicou o método Simplex. Para esses problemas, se um valor 6timo finito
existe para a funcao objetivo, entdo pelo menos um vértice de sua regiao viavel é o ponto
minimizador desse problema. O método Simplex, criado por Dantzig, consistia em mover-se

a cada iteracdo de um vértice inicial para um vértice adjacente até atingir o vértice étimo.

Com o passar dos anos, houve a necessidade de estudos embasados na complexidade
computacional, buscando algoritmos com convergéncia mais rapida. Apesar da eficacia do
método Simplex para problemas lineares de grande porte, havia preocupagoes em relacao

ao tempo e a complexidade computacional, que era comprovadamente nao polinomial.

Segundo Wright (1997), em meados dos anos 1984, surgiu outra proposta de
métodos de solugao para o problema de otimizagao linear, baseada em técnicas de solugao
nao lineares. O primeiro desses métodos foi o método de transformacoes projetivas de
Karmarkar (1984), que iniciou a classe de métodos de pontos interiores para programagao
linear. Assim, Karmarkar apresentou um algoritmo de tempo polinomial, garantindo
resolucao em tempo limitado superiormente por um polinomio relacionado ao tamanho do
problema. Esse método explorava uma funcao objetivo modificada, chamada de funcao
potencial, baseada na técnica de barreira logaritmica, desenvolvida por Frisch (1955) e
divulgada por McCormick (1968, 1990). Seu algoritmo foi anunciado com solugoes de
tempo computacional 50 vezes mais rapidas para problemas de grande porte, comparadas
ao método Simplex, sendo o propulsor para o surgimento de varios métodos conhecidos
hoje como os métodos de pontos interiores. Nos anos seguintes, surgiram varias versoes do
método de Karmarkar, sendo os mais conhecidos os métodos afins de pontos interiores, os
métodos de trajetoria central e os métodos primal-dual de pontos interiores. A principal

variante dessa classe de métodos é o chamado primal-dual de pontos interiores, apresentado
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e analisado por Monteiro et al. (1989) e também por Kojima et al. (1989), sendo amplamente

investigado por Fang e Puthenpura (1993).

Na literatura, diversos métodos foram desenvolvidos e categorizados de acordo
com as caracteristicas do problema, tais como linearidade, nao linearidade, entre outras.
Esses métodos sao agrupados em tipos ou categorias, com os mais proeminentes sendo os
métodos deterministicos, heuristicos, metaheuristicos e hibridos. As se¢oes subsequentes

abordam detalhadamente cada uma dessas categorias.

2.3.1 Meétodos Deterministicos

Os métodos deterministicos de otimizagao recebem esse nome por gerarem uma
sequéncia deterministica de possiveis solugoes, o que implica, na maioria das vezes, o uso
do gradiente da func¢ao objetivo em relacao as variaveis do problema de otimizagao em

andlise.

A partir de uma funcao objetivo na qual as restri¢bes sao expressas por meio de
fung¢des matemadticas e relagoes funcionais, é possivel empregar o método de otimizagao
para determinar o ponto de minimo ou méaximo da func¢ao, considerando essas restri¢oes.
Assim, a defini¢ao desse tipo de problema pode ser representada matematicamente da
seguinte forma, permitindo a inclusdo de até a segunda ordem tanto para a funcao objetivo

quanto para as restrigoes:

minimizar / maximizar  f(z)
sujeito a:  g(z) = (2.3)

h(z) <

em que f(x), h(z) e g(x) sdo definidas tais que: f: R" 5> R; g: R* - R™ h:R* - RP e
x € R na qual x é o vetor de varidveis de decisao (BASTOS, 2004).

Os métodos deterministicos operam iterativamente para aprimorar uma solugao
inicial. Eles utilizam derivadas ou gradientes da funcdo objetivo e das restricbes para
guiar o processo de otimizacao. A ideia fundamental é ajustar as variaveis do problema
em direcao a regioes que minimizam ou maximizam a funcao objetivo, dependendo se
¢ um problema de minimizagao ou maximizacao. Essa abordagem iterativa é repetida
até que uma convergéncia para uma solucao 6tima local. Vale ressaltar que, devido a
natureza deterministica desses métodos, a solucao encontrada depende do ponto de partida
inicial. Isso significa que, em problemas com varias solug¢oes 6timas locais, os métodos
deterministicos podem convergir para diferentes 6timos locais, dependendo da escolha do

ponto de partida.
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Dependendo das caracteristicas do problema, como ser nao linear e nao convexo,
como ¢ o caso do PDE-PV | os métodos deterministicos garantem geralmente a convergéncia
para uma solucao 6tima local. Isso significa que ndo é necessariamente encontrada a
solucao 6tima global, pois a convergéncia é influenciada pelo ponto de partida fornecido,
resultando em um 6timo local. Portanto, esse método apresenta um desempenho limitado
na otimizacao de problemas com funcoes objetivo multimodais, como no PDE-PV| ou seja,
fungoes que possuem varios 6timos locais. Conforme as caracteristicas da fungdo objetivo
e das restrigoes, Olivieri (2004), Bastos (2004) e Haftka (1993) destacam outros tipos
de métodos deterministicos proprios para a resolugao de problemas, como programacgao

inteira, discreta, combinatoria, estocastica e mista.

O Problema de Programacao Nao-Linear é definido quando a funcao objetivo, ou
pelo menos uma das restrigoes, é uma funcao nao-linear das variaveis do problema. Para
esses problemas, geralmente, os métodos classicos utilizados incluem o Método de Newton-
Raphson, Método dos Gradientes e de Gradientes Reduzidos, Quase Newton, Método de
Programacao Quadratica Sequencial, Método Lagrangiano Aumentado, Métodos Duais
Lagrangianos e Métodos Primal-Dual (POLAK, 1971; SARAMAGO, 2003; HOLTZ, 2005).

Os métodos deterministicos de interesse neste trabalho serdo apresentados no

Capitulo 3 e serao considerados para a resolucao do PDE-PV.

2.3.2 Métodos Heuristicos, Metaheuristicos e Hibridos

Os métodos heuristicos possuem caracteristicas exploratérias para solucionar pro-
blemas e sao usualmente classificados como “busca cega”. Para encontrar uma solugao
incumbente (ou subdtima), parte-se de uma solu¢do vidvel, e seu principio de busca
baseia-se em sucessivas aproximagcoes direcionadas a um ponto 6timo. Portanto, o método
nem sempre determina, ao menos, um minimo local do problema. Esta imprecisao dos
métodos heuristicos ndo se trata de uma deficiéncia, mas de uma particularidade do método
que, dependendo do problema a ser solucionado, é muitas vezes eficaz (BUENO, 2009).
Exemplos desses tipos de métodos incluem o método de busca Tabu (desenvolvido por
Fred Glover na década de 1980), os métodos de arredondamento (de solugoes inteiras)
e o algoritmo guloso, sendo as duas ultimas técnicas desenvolvidas e utilizadas ao longo
do tempo por diversos pesquisadores e praticantes em diversas areas de pesquisa, como

ciéncias exatas e engenharias.

O termo “metaheuristica” surgiu para separar os métodos que utilizam estratégias
de alto desempenho dos métodos heuristicos convencionais. Assim, possuem a capacidade

de escapar de 6timos locais e realizar buscas no espago de solugao (OLIVEIRA, 2013).

Em meados do século XX, iniciou-se a teoria genética, permitindo integrar o

conceito de gene no processo evolutivo. Posteriormente, houve inspiracao natural para os
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métodos de otimizagao, denominados métodos bio-inspirados, sendo o mais conhecido o
Algoritmo Genético. Seu principio de funcionamento parte do processamento de conjuntos
de elementos do espaco de busca. Esses conjuntos sao evoluidos ao longo de diversas
iteragoes, obtendo geragoes, a fim de encontrar o melhor individuo evoluido, ou seja, uma
melhor solugdo (GASPAR-CUNHA; TAKAHASHI; ANTUNES, 2012). A computagao
evolucionaria refere-se a algoritmos inspirados na genética e no principio da evolugao das
espécies de Darwin, localizando solugoes por meio de uma busca baseada na sobrevivéncia
dos mais aptos e na reproducao. Algoritmos evolucionarios, frequentemente, dispensam o
uso de informagoes especificas, como gradientes, jacobianas e hessianas, sendo aplicados a

resolucao de problemas complexos, com amplo espaco de busca e modelagem desafiadora
(OLIVEIRA et al., 2008).

Assim, os métodos metaheuristicos, em sua maioria, sdo fundamentados em com-
portamentos observados na selecao natural, ou seja, sado bioinspirados. Outros métodos
evolutivos que simulam o processo de selecao natural e evolugao das espécies incluem a
otimizagao por colénias de formigas (DORIGO, 1992; DORIGO e STUTZLE, 2004) e
a programagcao evolutiva (do inglés evolutionary programming ou EP) (YURYEVICH,;
WONG, 1999). O algoritmo de colénia de formigas (ant colony optimization algorithm),
apresentado por Dorigo em 1992, inspira-se no comportamento das formigas na busca por
alimento, sendo utilizado em problemas como o roteamento de redes de computadores e
de transporte urbano. A técnica envolve o caminhar aleatério das formigas até encontrar
alimento; ao encontra-lo, elas retornam pelo mesmo caminho, refor¢ando os rastros percor-
ridos. Com o tempo, esses rastros tendem a desaparecer, evitando a convergéncia para
uma solucao local 6tima. Com isso, o método tende a explorar uma variedade de caminhos

que representam as solugoes do problema investigado.

Na literatura, ha varios outros métodos, que, embora nao sejam bioinspirados,
baseiam-se em fendmenos naturais. Dentre eles, destaca-se o método de recozimento
simulado (Simulated Annealing), desenvolvido por Kirkpatrick et al. (1983). Esse método
realiza uma otimizacao com base no processo térmico de recozimento dos metais, buscando
niveis de baixa energia interna e estruturas altamente sélidas. Inicialmente, visa garantir
uma ampla movimentacao por todo o espago de busca para permitir uma solugao global.
No processo de “resfriamento”; a busca é reduzida no espaco de solugdes, convergindo para

a solucgao final.

Com o intuito de aprimorar o tempo computacional e a eficiéncia de métodos
puramente heuristicos ou metaheuristicos, foram desenvolvidos os métodos hibridos, uma
combinacao de algoritmos de busca local e heuristicos que acumulam caracteristicas para
escapar de minimos locais, proporcionando boa eficiéncia computacional (GOLDBERG,
1989). Os métodos hibridos de otimizagao sdo definidos pela combinacao de duas ou mais

técnicas, ou algoritmos diferentes, visando resolver problemas de otimizagao de forma
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mais eficiente. Essas técnicas devem ser combinadas de maneira que suas vantagens se
complementam, buscando melhorar o desempenho do método na busca por solugoes 6timas
em problemas complexos. Uma aplicagao comum do método hibrido é gerar um nimero
de solucoes de qualidade a partir de um método de busca local. Essas solucdes melhoradas
sao entao realimentadas no algoritmo heuristico até que o critério de término seja atendido.
Diversas variagoes desse método podem ser citadas, como o algoritmo genético hibrido
apresentado por Kragekund (1997), que solucionou o problema das escalas de trabalho de

médicos durante as férias de verao, obedecendo a varias restrigoes.

A préxima se¢do apresenta, em termos gerais, a aplicagdo de métodos (determinis-

ticos, heuristicos, metaheuristicos ou hibridos) ao PDE-PV.

2.4 Métodos de otimizagao para a resolucao do PDE-PV

Nesta secao, sao examinados alguns trabalhos, que foram desenvolvidos, com o
propoésito de abordar o PDE e PDE-PV, apresentando metodologias deterministicas,
heuristicas e metaheuristicas aplicadas a esse desafio especifico. O objetivo dessa secao
nao ¢ apenas identificar as solugoes propostas, mas também contextualizar as escolhas
metodoldgicas feitas pelos pesquisadores. A profundidade dessas andalises visa contribuir
para o desenvolvimento do entendimento tedrico e pratico dos métodos empregados na
solucao de PDE-PV.

2.4.1 Historico da resolugao do PDE

Conforme mencionado anteriormente, o método do critério dos custos incrementais
emergiu como uma abordagem popular, contribuindo para a eficiéncia econdémica na
geracao de energia. Este método, conforme teoricamente estudado por Steinberg e Smith
(1943), demonstrou ser apropriado para alcangar o custo minimo em cendrios envolvendo

duas unidades geradoras.

Atualmente, uma quantidade significativa de esforgos de pesquisa esta dedicada a
resolucao do PDE. Este trabalho se propoe a apresentar alguns dos métodos mais recentes

discutidos na literatura em relacdo a essa problemaética.

2.4.1.1 Meétodos deterministicos

Hemamalini e Simon (2010) resolveram o PDE por um método Lagrangiano baseado
na série MacLaurin. No trabalho foi proposto uma func¢ao senoidal retificada representada
pela expansao da série senoidal de MacLaurin e resolvida pelo método Lagrangiano. O
problema é resolvido iterativamente usando o método de iteracao lambda. A eficacia do

algoritmo foi comprovada mediante a teste realizado em um caso monoperiodo de 40
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geradores, e em um multiperiodo com 5 geradores. Os resultados obtidos comprovam a

aplicabilidade do método proposto para resolver o PDE com fungoes de custo nao suaves.

Em Balbo et al. (2012) os autores apresentaram um método primal-dual previsor-
corretor de pontos interiores para resolucao do PDE classico. O método desenvolvido
possui dois tipos de busca unidimensional: a busca de Fibonacci no passo previsor e a
busca de Armijo no passo corretor. A ideia bésica, segundo os autores, é utilizar uma
busca unidimensional mais precisa no passo previsor (que utiliza aproximagao de primeira
ordem para o célculo dos residuos), e uma busca mais simples, porém robusta, no passo
corretor (que utiliza uma aproximagao de segunda ordem para o calculo dos residuos).
Foram realizados testes para o PDE com 3, 6 e 13 geradores, e analises pos-otimizacao a

respeito do preco da energia para os sistemas investigados.

Silva et al. (2013) trouxe os primeiros resultados sobre a utilizacdo de métodos de
pontos interiores/exteriores e de aproximantes de fungoes para a resolucao de problemas

de despacho com a insercao de pontos de valvula.

Ja Stanzani et al. (2014) aplicaram um método previsor corretor primal dual de
pontos interiores em problemas de programacao nao-linear convexa, com restri¢oes lineares
e quadraticas e canalizacao de varidveis, para a resolugao de problemas multiobjetivo de
despacho econdmico e ambiental (PMDEA), utilizando as estratégias da soma ponderada

e do e-restrito.

No mesmo ano, Borckmans et al. (2014), desenvolveram um método de subgradientes

riemanniano, o qual foi aplicado com sucesso a resolu¢ao do PDE-PV.

No trabalho de Silva (2014) foi proposto um método deterministico para a resolucao
do PDE-PV. Neste trabalho, é apresentado um método Primal-Dual Previsor-Corretor
Barreira Logaritmica Modificada (PDPCBLM) associado a uma estratégia de corre¢ao de
inércia e uma técnica de suavizagao hiperbdlica. A estratégia de corregao de inércia visa
garantir a convergéncia do método para minimos locais do problema. Foram realizados
testes que mostram que o método é eficiente na resolu¢do do PDE-PV e suas variantes,
obtendo resultados de boa qualidade, quando comparados a resultados presentes na

literatura.

Posteriormente vieram os trabalhos desenvolvidos em Gongalves et al. (2019), envol-
vendo técnica de suavizagao hiperbélica, bem como em Pinheiro et al. (2019), que utilizou
procedimento baseado em métodos de pontos interiores/exteriores e de regularizagao
da funcao de custos do despacho econémico em problemas de despacho com perdas na

transmissao, ambos mostrando a viabilidade da metodologia deterministica.

Em Hombo (2023) foi apresentado um método de otimizacao deterministica e
fractais aplicados a Determinacao de Multiplos Pontos de Minimo em Problemas de Oti-

mizacao Nao Linear. Isso possibilitou a resolucao do PDE-PV com 3 geradores, oferecendo



32 Capitulo 2. Revisao Bibliogrifica

uma abordagem promissora para resolver problemas de otimizacao.

2.4.1.2 Meétodos heuristicos e metaheuristicos

Na linha dos heuristicos e metaheuristicos o trabalho de Lin et al. (2002) propés a
solucao do PDE com fungoes de custo nao continuas e nao suaves, usando um algoritmo de
Busca Tabu (BT). A BT tem como principio armazenar valores de 6timos em sua memoria
flexivel, evitando que o algoritmo caia em um ponto de minimo local, buscando assim
em sua vizinhanca outros valores melhores. Segundo Lin et al. (2002), foram realizados
testes em duas instancias do PDE-PV, envolvendo 3 e 30 unidades geradoras, a fim de
mostrar a eficiéncia do método. Assim, comparado com os métodos convencionais, obteve
solucoes precisas com desempenho razoavel, apresentando um grande potencial para outras

aplicagoes no sistema elétrico de poténcia.

Ling et al. (2003) apresentaram uma contribuicao significativa ao desenvolver um
método metaheuristico para resolver o problema PDE-PV. Eles propuseram um algoritmo
genético aprimorado, ao qual foram posteriormente adicionadas operagoes de cruzamento e
mutacao. Uma andlise comparativa entre os resultados obtidos com este algoritmo genético
melhorado e outros algoritmos genéticos demonstrou um desempenho superior do método

proposto.

No trabalho de Ravi et al. (2006), o PDE-PV ¢é solucionado com a utilizacao de um
algoritmo baseado em programacao evolutiva. Foi determinada uma populacao inicial de
vetores “pais”, sobre a qual foram determinados vetores filhos pela escolha do melhor filho
gerado por mutacao Gaussiana ou mutagao de Cauchy. Em um ciclo a parte do método,
os coeficientes-B e a funcao de perdas sao atualizados utilizando um algoritmo de fluxo
de poténcia. Foram realizados testes com sistemas de 6, 14 e 30 geradores, mostrando a

eficiéncia do método proposto.

A programacao evolutiva também inclui uma forma eficaz de mutacao adaptativa
usando pequenas populagoes. Suas vantagens residem em sua estrutura simples, facilidade
de implementacao, qualidade de solucao e robustez. Nesse contexto, Coelho e Mariani
(2008) propuseram uma abordagem inovadora, combinando a programagao evolutiva com
um gerador de sequéncias de caos e a técnica de Programaciao Quadratica Sequencial (PQS)
para otimizar o desempenho de PDE. Na metodologia proposta, a programacao evolutiva
com sequéncias de caos atua como otimizador global, enquanto a PQS é empregada para
ajustar sua execucao de maneira sequencial. Os experimentos foram conduzidos em sistemas
compostos por 13 e 40 unidades geradoras. Os resultados evidenciam um método que se
destaca em relacao as abordagens existentes até a data de publicagdo para o problema em

questao.

Em Yuan et al. (2009), é apresentado um método para a solugdo do PDE-PV, cuja

principal abordagem é a Evolugao Diferencial (ED), utilizada como técnica de comparacao



2.4. Métodos de otimizagdo para a resolucio do PDE-PV 33

de selecao baseada em viabilidade, enquanto regras de busca heuristica sao planejadas
para lidar eficazmente com as restrigoes. Assim, foram realizados testes para o exemplo de
aplicagao, demonstrando sua eficicia em comparagao com outros métodos relatados na

literatura.

Um algoritmo diferenciado foi apresentado por Pothiya et al. (2010), baseado na
otimizagao de colonias de formigas (ACF) para resolver o PDE com fungoes de custo nao
suaves. Posteriormente, para melhorar a eficacia dos métodos, foram apresentadas trés
técnicas adicionais, como a lista de prioridades, reducao de variavel e recurso de zoom.
Foram realizados testes nos dois tipos de PDE com fung¢oes de custo nao suaves, o PDE-PV
com 13 e 40 unidades geradoras e o PDE considerando multiplo combustiveis contendo 10
unidades. Posteriormente, os resultados sao comparados com os das abordagens heuristicas
convencionais, obtendo assim resultados de eficiacia para solucoes de maior qualidade e

menor tempo computacional.

Posteriormente, Arul et al. (2011) utilizaram um algoritmo de busca harmonica
para a resolucao do PDE-PV| consistindo em uma meta-heuristica baseada no processo
de desempenho musical, onde um miusico visa atingir um melhor estado de harmonia.
Neste método, a harmonia da musica é considerada analoga ao vetor solucao, enquanto
o comportamento de improvisacao do musico é analogo a busca local. Neste algoritmo,
os operadores basicos de otimizagao sao a memoéria harmoénica, o tamanho da memoria
harmonica, o nimero de improvisagoes e a taxa de ajuste do som. Para isso, foram

realizados testes em sistemas com 6, 14 e 30 barras.

No mesmo ano, Hemamalini e Simon (2011) propuseram um algoritmo de colénia
artificial de abelhas para a resolugao do PDE-PV. Este método é uma meta-heuristica
baseada em como as abelhas buscam as fontes de néctar, utilizando abelhas artificiais que
“voam” pelo espaco de busca multidimensional. Foram aplicados testes para sistemas de 5

e 10 unidades geradoras em um periodo de 24 horas.

Um ano depois, Yang et al. (2012) criaram um algoritmo bioinspirado nos vaga-
lumes para a resolu¢ao do PDE-PV, baseado nas caracteristicas de brilho em vaga-lumes.
Assim, foram exploradas as caracteristicas dos vaga-lumes, para os quais ndo héa distingao
entre os individuos, independentemente do sexo, a atragao provocada por um vaga-lume é
proporcional ao brilho, e inversamente proporcional a distancia entre eles. Dessa maneira,
para quaisquer dois vaga-lumes, o menos brilhante se movera na dire¢do do mais brilhante.
Se nenhum dos vaga-lumes é mais brilhante que o outro, a dire¢do se da de forma aleatéria.
Jé& a tultima caracteristica baseada é que a intensidade do brilho ¢ influenciada pela funcao
objetivo a ser otimizada. Tendo isso em vista, o algoritmo foi implementado para tratar

das restri¢des do problema, utilizando uma func¢ao penalidade.

A partir desse trabalho, Coelho e Mariani (2014) apontaram um método me-

taheuristico baseado em algoritmos evolutivos (AE), que sao algoritmos candidatos a
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produzir 6timos resultados para a resolugao de problemas de otimizag¢ao nao lineares,
nao diferenciaveis e multimodais na area de sistemas elétricos de poténcia. O método de
evolugao diferencial (ED) é um algoritmo evolutivo que utiliza uma abordagem estocastica
para a resolucao de problemas do que os algoritmos evolutivos classicos, como algoritmos

genéticos, programacao evolutiva e estratégias de evolugao.

Os autores Kheshti et al. (2017) apresentaram um método diferenciado chamado
Lightning Flash Algorithm (LFA) para solucionar o PDE em sistemas de energia de
larga escala, considerando varias opgoes de combustivel e efeitos de ponto de valvula
nos geradores. Assim, foram realizados testes com cinco sistemas de estudo de casos,
incluindo 10 unidades, 40 unidades, 80 unidades, 160 unidades e 640 unidades, para validar
a aplicabilidade e eficacia do método LFA proposto para resolver o PDE. Os resultados
sao comparados com outros métodos publicados na literatura e confirmam a aplicabilidade

e eficacia do LFA em relagao a outros métodos existentes.

Em Al-Betar et al. (2018), é proposto um algoritmo inspirado na Busca por
Harmonia (BH) que foi modificado para melhorar seu conceito de diversidade. Assim, o
processo de atualizagao no BH é baseado em um mecanismo ganancioso no qual a nova
solucao de harmonia, criada em cada geragao, substitui o pior individuo da populacao.
Este processo poderia ser melhorado com outros mecanismos de atualizacdo, a fim de
controlar a diversidade perfeitamente. Posteriormente, foram propostas trés versdes do BH:
(1) Natural Proporcional BH; (2) Torneio Natural BH; (3) Classificagdo Natural BH. As
trés variantes se baseiam no principio da selecao natural da “sobrevivéncia do mais apto”,
nao substituindo apenas o pior individuo da populacao, mas qualquer individuo pode ser
substituido com base em determinados critérios. O algoritmo foi aplicado ao PDE-PV em

diversos testes, nos quais os resultados mostram que o algoritmo é promissor.

Ainda merecem destaque na literatura os seguintes métodos para a solucao do
PDE-PV, baseados na metodologia meta-heuristica e bio-inspirada (algoritmos genéticos,
genético hibrido, co-evolutivo e cultural): Kim et al. (2002), Sinha et al. (2003), Abido
(2006), Alsumait et al. (2009), Sonmez (2011) e Yang et al. (2012).

O trabalho de Hoorebeeck (2020) descreve um método heuristico baseado em
sucessivas aproximacoes em trechos da fungao de custo. Esse método é composto por duas
etapas distintas: inicialmente, ocorre a otimizacao sobre todo o conjunto viavel, resultando
na obtencao de um limite inferior para o objetivo 6timo; em seguida, as solugdes viaveis
coletadas na etapa anterior sao refinadas por meio de buscas locais. Essa abordagem é

testada em diversos sistemas IEEE, os quais foram expandidos para o PDE-PV.

O estudo de Sakthivel et al. (2020) introduz uma nova abordagem de inteligéncia de
enxame, o Algoritmo de Busca de Esquilos denominado Squirrel Search Algorithm (SSA),
inspirado no comportamento de forrageamento dos esquilos, os quais utilizam estratégias

dindmicas de saltar e deslizar. A praticidade desse algoritmo é avaliada em seis diferentes
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sistemas de teste de energia, com variagoes de tamanho e complexidade. Os resultados da
simulagao confirmam que a abordagem SSA supera outras técnicas de otimizagao heuristica
existentes em termos de qualidade da solucao, robustez e eficiéncia computacional. Assim

sendo, o SSA proposto pode representar uma abordagem eficaz para resolver o PDE-PV.

Em 2021, Ahmed et al. (2021) introduziram um método de otimizagdo denominado
Algoritmo do Mofo Slime (SMA) para PDE e PDE-PV. Para avaliar a eficicia deste
algoritmo, foram conduzidos testes considerando o impacto do ponto de valvula em
sistemas com 10 e 40 unidades, na qual a eficacia do algoritmo proposto é comparada com

a de outros algoritmos existentes, demonstrando resultados eficientes.

O trabalho de Basetti et al. (2021) apresenta um algoritmo meta-heuristico deno-
minado Otimizador Politico baseado em Busca Quase-Oposicional (QOPO). A eficacia
da técnica QOPO foi avaliada em sistemas compostos por 3, 6, 10, 11, 13 e 40 unidades.
Os resultados obtidos utilizando o QOPO foram comparados com os de outras técnicas
reportadas na literatura, na qual as andlises revelaram uma sélida capacidade de exploragao
na busca da solugao global 6tima, em comparagdo com os métodos existentes na literatura,

sem violar quaisquer restrigoes ou limites definidos.

Proposto por Benyekhlef et al. (2021), o algoritmo de busca de Cuckoo (CSA)
¢ inspirado na natureza. Os resultados obtidos confirmam a eficiéncia e a robustez do
algoritmo de busca de Cuckoo em comparagao com outras técnicas de otimizagao publicadas
na literatura. Além disso, os resultados da simulagdo mostram as vantagens do algoritmo
proposto na otimizacao do custo total do combustivel de producao, das emissoes totais e

das perdas totais em todas as linhas de transmissao.

Ja Deb et al. (2021) propoem um algoritmo meta-heuristico denominado Otimizagao
do Fluxo Turbulento de Agua (TFWO), inspirado no comportamento de redemoinhos em
fluxos de dgua turbulentos. Em comparacao com sete meta-heuristicas bem conhecidas,
como o Algoritmo de Busca de Cuckoo (CSA), Algoritmo do Lobo Cinzento - Gray Wolf
(GW), Algoritmo Seno-Cosseno (SCA), Algoritmo de Otimizac¢do de Minhoca da Terra
(EWA), Algoritmo de Enxame de Tunicados (TSA), Algoritmo de Busca de Mariposa
(MSA) e Otimizagao Baseada em Aprendizado de Ensino (TLBO), o TFWO oferece o
menor custo de combustivel e solugoes significativamente robustas para o PDE em todos
os sistemas testados. Os resultados confirmam o potencial e a eficicia do TFWO como

uma técnica promissora para resolver diversos PDE.

O estudo de Ramli et al. (2022) demonstra a eficdcia da abordagem de otimizagao
impulsionada pelo vento denominado Wind-driven Optimization (WDO), a qual se baseia
no conceito do movimento natural do vento para estabilizar a desigualdade de pressao do
ar na atmosfera. Segundo os autores, uma das grandes vantagens do WDO em comparagao
com outras técnicas é sua precisao na busca. O algoritmo proposto foi aplicado em dois

sistemas distintos, 10 e 40 geradores. Os resultados da simulagao evidenciaram a capacidade
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do WDO em determinar o valor 6timo de geracao de energia com custo minimo e baixa

taxa de perda de energia.

2.4.1.3 Meétodos hibridos

Em Victoire e Jeyakumar (2004), foi apresentado um hibrido muito eficiente para
a resolucao do PDE-PV| abrangendo a técnica de otimizacao de enxame de particulas
(PSO) com a técnica de programagao quadratica sequencial (PQS). Nesse método, o PSO
tem o papel de otimizador global, e a técnica PQS melhora/refina a solugao na solugao da
execucao do PSO. O PQS é um método de otimizacao nao linear que inicia a partir de um
unico ponto de pesquisa e localiza uma solugao usando as informagoes de gradiente. No
método de programacao quadratica sequencial, utiliza-se um aproximante de Taylor de
segunda ordem para a fungao objetivo e efetua-se a linearizacao das restricdbes. A matriz
hessiana é determinada e atualizada mediante a uma féormula empregada em métodos
quasi-Newton, e o tamanho do passo aceito é determinado pela utilizacdo de uma funcao
mérito. Com varios testes em diferentes PDE-PV, esse trabalho proporcionou solugoes de
qualidade em comparacao com outras técnicas existentes para este problema, realizando

simulacoes com 3, 13 e 40 geradores.

Em Chiou (2007), foi desenvolvido um método hibrido nomeado Variable Scaling
Hybrid Differential Evolution (VSHDE) para a resolugao do PDE-PV com sistemas teste de
15 e 40 unidades geradoras. O autor, considerou no trabalho as restrigdes de desigualdade
referentes a capacidade de geracao de cada unidade geradora, a restricao de balango de
poténcia, zonas de operagao proibidas e perdas de poténcia ativa nas linhas de transmissao.

Os testes mostraram um bom desempenho para sistemas de grande porte.

Posteriormente, Wang, Chiou e Liu (2007) apresentaram uma nova versao do
método mencionado anteriormente, para o PDE-PV aplicado em 3, 13 e 40 unidades
geradoras. O algoritmo proposto foi chamado de self-tuning hybrid differential evolution
(self-tuning HDE) e traz uma abordagem evolucionéria. Seus resultados comparados com
o anteriormente citado trouxeram solucées com menor custo e obtiveram um melhor

desempenho computacional.

No trabalho de He, Wang e Zhizhong (2008), trata-se de um método hibrido deno-
minado hybrid genetic algorithm (HGA). Na qual os autores utilizaram o AG (Algoritmo
Genético) como o otimizador principal, enquanto o ED e o SQP sao usados para ajustar a
solucao da execucao do AG. Foram analisados dois casos de testes do PDE-PV com 13 e

40 geradores, resultando em bons resultados comparados aos da literatura ja encontrados.

No ano seguinte, Selvakumar e Thanushkodi (2009) sugeriram um método heuristico
denominado Otimizagao por Enxame Civilizado (OEC), que combinava o Algoritmo de
Civilizagao da Sociedade (ACS) com Otimizacao por Enxame de Particulas (OEP). Nesse

algoritmo, as possiveis solugoes, ou seja, os individuos, eram agrupados em pequenas
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sociedades, sendo que os individuos com melhores resultados em cada grupo atuam como
“elites”, baseando-se nos aspectos sociais de uma civilizagado humana. Foram realizados

testes em diversas instancias do PDE, incluindo casos de grande porte com 200 geradores.

No estudo conduzido por Yuan et al. (2009), foi introduzido um método inovador
que combina diferentes abordagens. Esse método integra o poder da ED para resolver
o PDE-PV, considerando restricoes de limite de rampa. Para alcancar isso, o método
principal utilizado foi a evolugao diferencial, enquanto o refinamento da solucao foi realizado
através do r-algoritmo de Shor. Este tultimo é reconhecido por sua eficacia na otimizacgao
de problemas nao diferenciaveis, utilizando subgradientes. Foram realizados testes para
sistemas com 10 unidades geradoras e com horizonte de planejamento de 24 horas, obtendo,

nestes testes, solugoes de boa qualidade.

Em Niknam (2010), foi apresentado um método de otimizacao por enxame de
particulas adaptativo, que consistia em um sistema fuzzy, juntamente com o método de
Nelder-Mead. O sistema fuzzy é utilizado para auxiliar no controle dos parametros de
otimizacao por enxame de particulas, enquanto o método de Nelder-Mead foi utilizado

como uma busca local, sendo empregado para a resolucao do PDE-PV.

Chiang e Wang (2010) trouxeram uma proposta hibrida, chamada de Hybrid
Differential Evolution with Multiplier Updating (HDE-MU) para resolver problemas de
Cogeneration Economic Dispatch (CED). A atualiza¢do do multiplicador (MU) ¢é introdu-
zida para evitar a deformacao da funcao Lagrangiana aumentada, adotada para gerenciar
as restricoes do CED. Os dois exemplos de cogeragao empregados demonstram que o
algoritmo proposto possui os beneficios da objetividade, facilidade de implementacao,
melhor eficacia que os métodos anteriores, melhor eficacia e eficiéncia do que a ED classica

e ajuste automatico da penalidade atribuida aleatoriamente a um valor apropriado.

Duvvuru e Swarup (2011) propdem um algoritmo hibrido que combina o método de
ponto interior (MPI) com o método ED para resolver o PDE-PV. O método proposto foi
utilizado para resolver trés diferentes casos de teste envolvendo 13 e 40 unidades geradoras,
obtendo assim valores de fungao objetivo menores e também tempo de computacional

menor.

Além desses, destacam-se na literatura métodos que utilizam um procedimento
hibrido envolvendo métodos deterministicos e heuristicos, tais como aqueles apresentados
nos trabalhos de Ravi et al. (2006), Coelho e Mariani (2008), Basu (2011), Balamurugan
(2014) e Nepomuceno et al. (2015).

Em Gongalves et al. (2013) foi elaborado um método hibrido, combinando algoritmos
culturais e sistemas imunoldgicos artificiais para a resolucdo do PDE-PV. Os sistemas
imunolégicos artificiais herdam determinadas caracteristicas baseadas no sistema imuno-

biolégico. Assim o sistema possui agentes denominados anticorpos, que interagem com os
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outros visando impedir danos ao organismo causados por agentes invasores, chamados de
antigenos. No sistema imunologico artificial desenvolvido pelo autor, o principal mecanismo
utilizado foi a selecao clonal, que consiste em selecionar, para proliferar, aquelas células
que conseguem reconhecer os antigenos. O método hibrido elaborado utiliza o espaco
de crencas do algoritmo cultural para extrair informagoes dos anticorpos e utiliza este
conhecimento como guia para gerar novos anticorpos e melhorar o desempenho do sistema

imunolégico artificial.

Santra et al. (2016) apresentaram um algoritmo hibrido com as meta-heuristicas
PSO e ACO, que simula o comportamento das formigas na construcao de rotas de busca

por alimento, aplicado a quatro casos diferentes, sendo um deles o PDE-PV.

No artigo de El-Sayed et al. (2020), é proposto um algoritmo que introduz duas
modificacoes significativas para melhorar a capacidade de exploragao do algoritmo de
colonia de abelhas artificiais. A primeira modificacdo concentra a busca das abelhas
observadoras e operarias ao redor da melhor solugdo encontrada até o momento. A
segunda modificagdo otimiza o comportamento de escape de minimos locais usando abelhas
exploradoras. Essas modificagoes formam uma busca concéntrica de varios niveis ao redor
da melhor solugao encontrada. Além disso, combinando o algoritmo de colonia de abelhas
artificiais modificado com ciclos de voo de Levy, que melhoram a capacidade de escape de
minimos locais, leva ao algoritmo proposto pelos autores. A melhoria adicionada pelos
autores foi confirmada usando o teste de soma de postos de Wilcoxon. Os resultados obtidos
pelo algoritmo proposto sao superiores em comparacao com os relatados na literatura,

alcancando probabilidades estimadas de mais de 99,9% para obter a solucao étima global.

Os autores Al-Bahrani et al. (2021) apresentaram uma técnica de otimizacao
denominada algoritmo de otimizacdo de enxame de particulas de multiplos gradientes
(MG-PSO), composto por duas etapas, para explorar a area do espago de busca. Este
algoritmo utiliza M particulas na primeira etapa para explorar novos vizinhos e M particulas
na segunda etapa para explorar o melhor vizinho. A variacao negativa do gradiente das
particulas em ambas as etapas equilibram as capacidades de busca global e local. A eficacia
deste algoritmo é validada em cinco sistemas de energia de médio a muito grande porte. O
MG-PSO demonstra uma redugao efetiva na dificuldade de lidar com o PDE em grande
escala, e os resultados da simulagao confirmam a adequagao deste algoritmo para problemas
multi-objetivo complexos, com medidas de desempenho de aptidao variadas e consistentes.
Além disso, o algoritmo é aplicado para estimar a geragao necessaria em 24 horas, a fim
de atender as mudancas na demanda de carga. Essa pesquisa oferece valiosas referéncias
técnicas para os operadores de despacho economico atualizarem seus programas de sistema

de energia, visando alcancar beneficios econémicos.

Pode-se citar também o método hibrido desenvolvido por Pavan (2023) utilizando o

algoritmo de enxame de particulas de aprendizagem abrangente com os métodos determinis-
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ticos de Newton-Raphson (NR) e de Branch-and-Bound (BB) com SQP, para a resolugao
de problemas do fluxo de poténcia 6timo com variaveis discretas. Outra questdao abordada
pelo autor é a proposta de uma nova estratégia para o tratamento das variaveis discretas.
Experimentos numéricos foram realizados nos casos testes de 13, 19 e 40 geradores e nos
sistemas elétricos do IEEE de 118 e 300 barras. Em testes computacionais, realizados nos
casos de testes de 13, 19 e 40 geradores e nos sistemas elétricos do IEEE de 118 e 300
barras, mostrou-se a eficiéncia e obteve solugoes de boa qualidade quando comparadas a

solvers, metaheuristicas e métodos encontrados na literatura.

Na literatura, sao encontrados diversos métodos para resolver o PDE, especialmente
quando ha a presenca de efeitos senoidais decorrentes de pontos de carregamento de
valvula. Esses métodos abrangem tanto abordagens deterministicas, que tendem a encontrar
minimos locais da fun¢ao objetivo, quanto métodos metaheuristicos e hibridos, que exploram
de maneira mais ampla o espago de solu¢oes em busca de minimos potenciais, possivelmente
identificando o minimo global. Entretanto, até o momento, nenhum desses métodos
apresenta a propriedade de multimodalidade que esta pesquisa procura identificar, isto é,

a busca por de multiplos 6timos locais na fungao objetivo.

Devido a significativa importancia e os desafios inerentes aos métodos previamente
mencionados, este trabalho propdoe um método inovador fundamentado em sistemas
dinamicos para abordar a resolu¢do do PDE-PV e outro problema multimodal apresentado
na literatura. Inspirado na abordagem de Chiang e Chu (1996) e fundamentado em métodos
classicos deterministicos de otimizagao, como discutido no proximo capitulo, este método
busca superar as limitagoes identificadas. As estratégias da metodologia proposta foram
inspiradas em otimizacao cléssica, tais como o Método de Euler, Euler Modificado, Método
do Gradiente, Método de Newton e Método de Otimizacdo com Penalidade. Uma analise
detalhada desses métodos sera abordada de forma mais abrangente no préximo capitulo,
oferecendo uma compreensao mais profunda de sua aplicacao e eficacia na resolucao do

problema em questao.
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3 METODOS DETERMINISTICOS
BASEADOS EM OTIMIZACAO
CLASSICA E SISTEMAS DINAMI-
COS

Neste capitulo, serdao apresentados métodos de otimizagao nao linear, com énfase
em estudos de problemas irrestritos e restritos. Serao discutidos métodos baseados em
gradientes de maxima descida, de Newton e de gradiente refletido, tanto para problemas
irrestritos quanto para problemas restritos. Destacam-se, ainda, métodos numéricos para
EDOs de ordem 1, como os métodos de Euler e Euler Modificado. Estes tltimos sao
empregados na resolucao das equacoes geradas pelo sistema dindmico, proporcionando
uma analise mais aprofundada dessas abordagens no contexto da pesquisa em questao.
Além disso, serdo abordadas as propostas de Chiang e Chu (1996) e Chiang et al. (2022),

que serviram de base para este trabalho.

3.1 Método de Euler, Euler Melhorado e Euler Modificado

O método de Euler, também conhecido como método da reta tangente, foi desen-
volvido por Leonhard Euler por volta de 1768, conforme discutido por Maioli (2015). Este
método oferece uma abordagem simples para obter solugoes aproximadas de equagoes
diferenciais ordinarias de ordem 1. O propésito dessa técnica de simulacdo matematica
¢ buscar solugdes com base em um valor inicial ao longo de um intervalo de tempo

determinado.

Ao lidar com uma EDO ou Equagao Diferencial Parcial (EDP) que descreve o
comportamento dinamico ao longo do tempo, o método de Euler permite a aproximacgao da
solucdo em pequenos incrementos discretos. Isso é feito com base na taxa de mudanga de
uma funcao em um determinado ponto, que deve ser aproximadamente igual a inclinacao
da tangente a curva da func¢do naquele ponto. Assim, o método de Euler se move em
direcao a solugao em passos pré-definidos, que podem ser varidveis ou nao, ao longo do

tempo, atualizando sua solu¢ao em cada iteracao (VALLE, 2012).

Assim, seja o Problema de Valor Inicial (PVI) apresentado em (3.1) onde se deseja

determinar aproximagoes y, ..., y, para as solugoes exatas y(z1),...,y(x,).
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{<wﬂm = fla.) (31)

y(on) = Y
emquea<z<byeR

Como o valor de y(z1) ndo é conhecido, é necessario considerar que y; serda uma
aproximagao para y(x1). Assim, ao tragar a tangente 7' a curva y(z) no ponto (zo, y(xo)),

conforme definido pela Equagao (3.2), pode-se estimar o valor de y;.

d

y(@) — y(ao) = 7 (o) x — a0) (3.2

Escolhendo um valor para o passo h e admitindo a cada passo um ponto dentro do
intervalo [a, b], considerando-se n subintervalos igualmente espacados em [a, b], h = @,
temos que x1 = xg+h. Com isso, o préximo passo sera xy. 1 a partir do anterior x definindo
entao w1 = T + h, entdo xp1 = Tpyn. Logo, ypr1 — yr = dy/dx(xg) (xR — x1), em que
dy/dx(zy) =~ f(zk, yx) € Txr1 — x = h. Portanto, yxr1 =y + Af(xr, yx), k=0,...,n—1,
conhecido como método de Euler. Dessa forma, melhor serda a aproximagdo para um valor
pequeno de h em um dado subintervalo [a,b]. Pode-se descrever o método de Euler no

Algoritmo 1.

Na Figura 3.1, é apresentada a representacgao grafica da evolucao de uma variavel ao
longo do tempo. O eixo horizontal representa o tempo, enquanto o eixo vertical representa
o valor da variavel. O plano cartesiano facilita a visualizacao da aproximacao da solucao
utilizando o método de Euler. As condi¢oes iniciais do problema definem o ponto inicial
(x0, y(x0)), em que y(zo) = yo. Na Etapa 3 do Algoritimo 1, mencionada anteriormente, o
tempo é dividido em pequenos incrementos (passos de tempo). Quanto menores esses passos,
mais precisa sera a aproximacao. Observa-se uma reta tangente a curva da solug¢ao no
ponto inicial, representando graficamente a taxa de mudanca constante durante o intervalo
de tempo. Ao longo dos passos e repetigoes, estimativas das solugoes sao encontradas, ou
seja, y(r1) = y1, sendo que y'(x9) = 3% e h = 11 — 2. O termo e; representa o erro

cometido na aproximagcao de y(x;) por y.

Algoritmo 1: Método de Euler
1 Inicialize z = xo, y = yo ¢ k = 0;
2 Escolha um passo h;
3 Enquanto k£ < n faga:
Calcule f(zg, yr);
Atualize yp1 = yi + hf (T, yr);
Tpg1 = T + By
k=Fk+1,;
4 Fim-Enquanto
5 Retorne z e y.
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O método de Euler é repetido até atingir o ponto desejado no tempo ou até o
ntmero especificado de passos. Cada novo ponto estimado ¢ utilizado como ponto inicial
para calcular o préximo ponto na aproximacao da solugao. Esse processo iterativo é

fundamental para a obtencao de uma solucao aproximada ao longo do tempo.

Figura 3.1 — Gréfico da tangente 7' & curva y(z) no ponto (xg,y(zo)) cuja equagao é dada
por: y(z) — y(xo) = dy/dx(zo)(x — o)

y(x)

I
1
I
I
1
1
1

X0 X1

Fonte: Autor.

Conforme apontado por Valle (2012), o método de Euler pode apresentar falta de
precisao em alguns casos, especialmente em problemas sensiveis a pequenas mudancas,

sendo o passo h uma influéncia significativa nas resolugoes.

Diante dessa limitacao, foi proposta uma melhoria do método de Euler, também
conhecidos como métodos de Runge-Kutta de 2* ordem, que incluem os métodos de Euler
Melhorado e Euler Modificado. O Método de Euler Melhorado apresenta uma corre¢ao na
estimativa da solu¢do em xgy1 € (Tpt1, Yrt1), estimando o valor de yy11 por Euler (yz, ;).
A nova solucao aproximada ¥, é calculada considerando a atual y, adicionada 4 média
da soma de f(zk, yx) com f(zp41,yr,,), multiplicado por h/2. O Algoritmo 2 apresenta o

funcionamento do método de Euler Melhorado.
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Algoritmo 2: Método de FEuler Melhorado
1 Inicialize © = xg, y = yo € k = 0;
2 Escolha um passo h e nimero de pontos n;
3 Enquanto k < n faca:
Calcule ky = f(xg, yr);
Calcule ks = f(zg + h, yx + k1h)
Atualize yp1 = yp + %(kl + ko)
Atualize xp 1 =21 + h
k=Fk+1,;
4 Fim-Enquanto
5 Retorne z e y.

No método de Euler Melhorado a nova solugdo aproximada w1 € calculada

considerando o valor atual da variavel y; acrescido da solugao estimada multiplicada por
h, ou seja, neste método: yrr1 = yr + h/2(k1 + k2), em que ke = f(xr + h,yx + k1h) e
k1 = f(zg,yx), para k =0,...,n — 1. A Figura 3.2 representa graficamente o Método de
Euler Melhorado.

Figura 3.2 — Método de Euler Melhorado
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Fonte: Autor.

Xk+1

O método de Euler Modificado, também conhecido como Euler-Cromer, Heun

ou Runge-Kutta de segunda ordem, representa uma evolucao em relacao ao método de

Euler basico. Essa abordagem busca oferecer uma aproximagao mais precisa da solugao,

incorporando a variacao da derivada ao longo dos passos. O algoritmo de Euler Modificado,

que também é conhecido como método de Heun, é apresentado no Algoritmo 3 (MAIOLI,

2015).
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Algoritmo 3: Método de Euler Modificado
1 Inicialize © = xg, y = yo € k = 0;
2 Escolha um passo h e nimero de pontos n;;
3 Enquanto k < n faca:
Calcule ky = f(zg, yr);
Calcule ky = f(xp + %,yk + klg)
Atualize yp 1 = yp + koh
Atualize xp 1 = xp + koh
k=Fk+1;
4  Fim-Enquanto
5 Retorne z e y.

O método de Heun ou de Euler Modificado considera apenas a inclinagdo no ponto
médio xy, + h/2 expressa por ks = f(zy + %, Yk + /{:1%) O novo valor de y,,1 é calculado,
sendo expresso por yr+1 = Yi, + koh, em que ky = f(p+ 2%,y + k1 %) e ky = f(@, yi). Esse
processo é repetido até atingir o ponto desejado no tempo ou até o nimero especificado de
passos ser alcancado. Neste método, com a inclinagao de Heun, visa melhorar a precisao
das estimativas ao levar em consideracao a variagao da derivada ao longo dos passos,
resultando em uma solu¢do mais precisa que o método de Euler. Essa mesma afirmacao
vale para o método de Euler Melhorado, o qual utiliza a média entre os coeficientes da

reta 1, tangente pelo ponto (xy,yx) e a reta ty, tangente pelo ponto (Tgi1, Yki1)-

Na Figura 3.3 ¢é feita uma interpretagdo geométrica do método de Heun ou de
Euler Modificado, em que sao feitas duas estimativas, utilizando a inclinagao da curva no
ponto inicial e a inclinacao da curva no primeiro ponto estimado. Essa abordagem visa
proporcionar estimativas mais precisas. Na representagao grafica, a primeira inclinagao
é ilustrada pelo ponto (zy,y(zx)), com sua reta tangente indicada por ;. A segunda
inclinacao é uma estimativa da derivada da funcao no ponto médio do intervalo, definida

pelo ponto (x + %, y(rg + %)), indicada pela tangente t,.
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Figura 3.3 — Método de Heun ou Euler Modificado
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3.2 Meétodo do Gradiente

Conforme abordado por Torres (2021), o método do Gradiente, também conhecido
como método do Gradiente Descendente, é um algoritmo de otimizacao utilizado para
encontrar o minimo de uma fung¢do em um espaco multidimensional. Este método ¢
aplicado em problemas de machine learning, redes neurais artificiais e em diversas areas

da engenharia e ciéncias.

O principio fundamental do método do Gradiente é realizar a otimizagao de uma
fungao por meio do ajuste refinado dos valores das variaveis da funcao. Esse ajuste é feito
de maneira a reduzir gradualmente o valor da funcao objetivo, indicando a dire¢ao de

maior decréscimo da fungao. O método do Gradiente pode ser descrito no Algoritmo 4.
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Algoritmo 4: Método do Gradiente
1 Inicialize 2° € R", k =0 e ¢ > 0 (precisao)
2 Enquanto k < n e ||V f(z*)|| > ¢ faga:
Calcule V f(z*);
d* = =V f(a*);
Minimize: ¥ (o) = f (a:k + akdk);
Seja a uma aproximacao do minimizante desse problema.
Atualize 2! = 2% + ay.d¥;
k=k+1;
3 Fim-Enquanto

4  Retorne z*.

Para resolver o problema restrito em que f : R* — R é uma funcdo de classe C*,
dada pelo problema (2.3), o método do gradiente busca encontrar, a partir de um ponto
inicial 2° € R" , o minimo local aproximado da funcao f(z). Nesse processo, em cada
iteragao k, o gradiente busca na direcdo de maior decrescimento da fungao, e a aproximagao

z¥ ¢ atualizada de acordo com a Equagao (3.3).

" = 2k agd” (3.3)

em que: d* é a direcdo de busca no ponto 2*, dada por d* = —V f(2¥), ou seja, a direcdo
oposta ao gradiente da funcdo no ponto 2. Essa escolha garante que se esteja caminhando
na direcao de descida mais rapida em cada iteragao; oy é o tamanho do passo na iteragao
k. E um valor positivo que controla o tamanho do avanco que se faz a cada iteraco.
E importante escolher um valor adequado para «y, pois um valor muito pequeno pode
tornar a convergéncia lenta, enquanto um valor muito grande pode causar oscilagoes ou até
mesmo a divergéncia do método. Uma maneira para determinar «y é resolver o problema

de busca unidimensional:

minimizar Y (ag) = f (mk + Ozkdk) (3.4)

E importante mencionar que o método do gradiente é usualmente aplicado em
problemas convexos ou quase convexos, ou seja, problemas que possuem um unico ponto
de minimo. Em fung¢oes nao lineares ou com muitos minimos locais, o método do gradiente
pode nao ser eficiente. Uma extensao do método do gradiente é o Gradiente Refletido, que
serd apresentado na Secao 4.1. Essa extensao visa superar algumas limitagoes do método

do gradiente em problemas mais complexos.
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3.3 Meétodo de Newton

Baseado em Torres (2021) e Izmailov e Solodov (2012), o método de Newton é um
algoritmo amplamente conhecido e eficaz na otimizacao de fungoes diferenciaveis de classe
C?. Ele é especialmente aplicado a problemas de otimizacdo com restricoes. O método leva
o nome do fisico e matematico Isaac Newton, em homenagem as suas contribui¢oes para o

calculo diferencial.

O objetivo fundamental do método de Newton é encontrar o ponto onde o vetor
gradiente da funcao ¢é nulo, indicando a presenga de um minimo local, maximo local ou

ponto de sela. O Algoritmo 5 apresenta a proposta do método de Newton.

Assim, suponha que se deseja resolver o problema apresentado em (2.3). Para x
numa vizinhanga de z, o valor f(z) poderd ser aproximado pela aproximagao quadrética

de Taylor:

fl) ~ be) = f@) + V@ @ - ) 4y - H@ @ - 7). (35)

Note que h é uma funcio quadratica e assumindo que a matriz H é definida positiva,

é resolvido o sistema Vh(z) = 0. Uma vez que o gradiente de h é dado:

Vh(Z) = V(&) + H(@)(z — 7), (3.6)

sendo motivados a resolver o sistema:

Vf(z) + H@)(x —7) = 0. (3.7)

Assumindo que H(Z) é nao singular, obtém-se da equacdo anterior que:

r—7=—[H@)|'Vfz)er=2-[HZ)]'VI). (3.8)

Portanto, no método de Newton, a cada iteracao, atualiza-se a aproximagao atual

21 usando a férmula:

o' = a2t — oy [H (2")] TV f () (3.9)

em que H(z*) é a matriz Hessiana de f avaliada em x*, V f(2*) é o gradiente de f avaliado

em 7 e a; é o tamanho do passo, que é o minimizante de (3.4).

Assim, inicialmente, o método define o indice k, que conta as itera¢oes, como zero.

Em seguida, verifica-se se a norma do gradiente V f(z¥) é menor ou igual & tolerancia
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Algoritmo 5: Método de Newton

1 Inicialize x = 2%, ¢, k =0 e n;

2 Enquanto k < n e ||f(z*)|| > € faga:
Atualize 2%T1 = 2% — a [H (2%)] 71V f(2%);
k=Fk+1;

3 Fim-Enquanto

4 Retorne z*.

estabelecida. Caso essa condigao seja satisfeita, a busca é encerrada, pois uma solu¢ao com

a precisao desejada foi encontrada. Caso contrario, a busca continua.

Na continuacio da busca, a direcio de procura (d¥) é definida por —[H (z*)] 71V f(z*),
em que H(z¥) é a matriz Hessiana de f avaliada no ponto z*. O tamanho do passo oy,
depende da natureza do problema e das caracteristicas da fungdo a ser otimizada. Pode-se
utilizar busca unidimensional, exata ou inexata. A cada valor encontrado, a aproximacao

1

atual z¥ é atualizada usando a férmula 2! = 2% 4+ o, d*, e o contador k é incrementado

em 1 para indicar uma nova iteracao efetuada.

O algoritmo continua iterando até que o critério de parada seja satisfeito, o que
ocorre quando a norma do gradiente ¢ menor ou igual a tolerancia desejada. Esse processo

¢é repetido até que a solucao seja encontrada com a precisao desejada.

3.4 Meétodos de otimizacao para Problemas Restritos

Nesta secao, serd abordada uma visao geral de alguns métodos iterativos para
problemas restritos, com base nas referéncias principais de Bazaraa, Sherali, Shetty (1979),
Tavazoei e Haeri (2006), Griva et al. (2009) e Torres (2021).

3.4.1 Meétodo da Penalidade

Para resolver problemas com restri¢coes de desigualdade e principalmente igualdade,
pode-se empregar o método de Penalidade, uma abordagem que visa transformar problemas
com restrigoes em problemas sem restri¢oes, a fim de encontrar solugoes que satisfacam
as restrigoes. Neste método, é resolvida uma sequéncia de problemas irrestritos baseados
em um parametro de penalidade, cujas solugoes, no limite, convergem para a solugao
do problema restrito. Com isso, os problemas irrestritos a serem resolvidos empregam
uma funcgao objetivo auxiliar que incorpora a func¢ao objetivo original, combinada com
uma funcao de penalidade que impde um custo sobre violagoes de restri¢coes, ou seja,

penalizando pontos infactiveis.

Um parametro de penalidade crescente, o € R?, é aplicado a funcao de penalidade,

determinando o nivel de penalizagdao. A funcao auxiliar do método de penalidade é expressa
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da seguinte forma:

fo(x) = f(x) + o P(x) (3.10)

de modo que o problema irrestrito a ser solucionado, conhecido como problema de penali-

dade, é formulado como:

ml‘m'mlzar fo(z) (3.11)
sujeitoa  x € ()

De modo geral, quanto maior o valor de o, maior é a énfase na factibilidade. Ou
seja, ao resolver o problema irrestrito com a fungdo auxiliar f,(z), & medida que o se
aproxima do infinito e P(z) se aproxima de 0, espera-se que a solugao do problema de
penalidade convirja para a solugao 6tima x* do problema original. A fun¢do penalidade P,

associada ao problema (2.3), é definida como:

m p
P(z) = ((gi(x)) + Y_ ¢(h;(=)), (3.12)
i=1 j=1
emque ( : R - Re ¢ : R — R sao fungbes continuas, satisfazendo as seguintes

propriedades:

(3.13)

{C(Q)ZQ sey =0 o {¢(y)=0, sey <0
((y) >0, sey#0 o(y) >0, sey#0

A funcao ¢ penaliza a violagao das restrigoes de igualdade, enquanto ¢ penaliza a
violagao das restrigoes de desigualdade. As fungoes penalidades tradicionalmente utilizada

sao:

W)=’ e oy = (max{0,y})’, (3.14)

em que [ é um namero inteiro positivo. Neste caso, se [ = 2, diz-se que P é uma funcao
penalidade quadrética. Uma vez que se deseja que f,(z) — f(x) quando o0 — oo, entéo o
produto o P(z) — 0, ou seja, o pardmetro o deve aumentar em rela¢ao a P(x) a medida
que este se aproxima de 0. Portanto, o valor de o P(z) também ¢ utilizado como critério
de parada para o método, quando seu valor absoluto for suficientemente pequeno. O

Algoritmo 6 apresenta uma explicagdo detalhada de seu funcionamento.
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Algoritmo 6: Método da Penalidade

1 Determine f,(z) conforme (3.11);

2 Faca k = 0 e entre com os dados iniciais: ponto inicial 2°, pardmetro de penalidade
0o > 0, parametro de atualizacao da penalidade k > 1 e precisao «;

3 Enquanto |0, P(z*)| > € e ||V f,,(2%)|| > ¢ faga:
Resolva o problema de minimizacao penalizado com oy, fixo:
mingcq f(x) + opP(x)
e obtenha uma solucao z
Atualize o pardmetro de penalidade por oy 1 = Koy;
Faca k =k +1;

4  Fim-Enquanto

5 Retorne f(z*) e z*.

k+1.
)

O método de penalidade é uma abordagem eficaz para lidar com problemas de
otimizacao com restri¢coes. A escolha ou determinacao dos parametros de penalidade é
crucial para a eficacia dessa técnica, pois influencia a minimizagao da funcao objetivo e o

atendimento de todas as restricoes.

Conforme mencionado pelos autores em Griva et al. (2009), embora a técnica de
penalidade seja capaz de lidar com desigualdades, ela é mais indicada para o tratamento
de restrigoes de igualdade. Isso se deve ao fato de que os problemas irrestritos obtidos
geralmente nao possuem derivadas de segunda ordem continuas, tornando métodos de
barreira mais viaveis. Além disso, a combinagao do método de penalidade com a funcao
Lagrangiana resulta em métodos conhecidos como Lagrangiana aumentada. Esses métodos
oferecem uma abordagem eficaz para resolver problemas de otimizacao com restri¢oes,

combinando as vantagens das penalidades com as técnicas da Lagrangiana aumentada.

3.4.2 Barreira Logaritmica Interior

Para a solucao de problemas de otimizacao com restricoes de desigualdade, ¢ comum
utilizar o método de Barreira Logaritmica Interior. Este é um método classico proposto
por Frisch (1955) e popularizado por Fiacco e McCormick (1968). A ideia principal do
método é substituir as restrigcoes de desigualdade por fungoes suavizadas de barreira
logaritmica, que penalizam pontos factiveis proximos a fronteira da regido definida pelas
desigualdades multiplicadas por um parametro de barreira. Isso transforma o problema
original em um problema irrestrito. Conforme o pardmetro de barreira tende a zero e
controla o crescimento da funcao logaritmica, a solugdo do problema se aproxima da solucgao
6tima original. Assim, o método de barreira é desenvolvido para tratar de problemas com
restrigoes de desigualdade, cujo interior da regiao viavel é nao vazio, isto ¢, problemas no

formato:
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Algoritmo 7: Barreira Logaritmica Interior
1 Fornega a formulagdo do problema, como expresso na Equacao (3.15) e inicialize ¢;
2 Enquanto ||VF(z)|| > ¢c e |u> log(—g(x;))| > ¢ faga:
Introduza g;(z) : Bi(z) = —log(—g;(z)),i = 1,2,...,m;
Calcule (3.16);
Aplique algum algoritmo de otimiza¢ao para minimizar a funcao objetivo
auxiliar F'(z)
Atualize p e Bi(z) = —log(—gi(z,p)), 1 =1,2,...,m;
3 Fim-Enquanto
4 Retorne f(z) e x.

minimiza f(z)
- (3.15)
sujeito a  g(z) <0

Os métodos de barreira preservam a factibilidade criando uma barreira que mantém
os pontos iterativos no interior da regiao factivel, razao pela qual também sao conhecidos
como métodos de pontos interiores. Nesse método, a funcao auxiliar assume a forma

expressa em (3.16).

m

F(x) = f(x) = >_ pllog(—gi(x))] (3.16)

i=1

Os passos bésicos do método sdo apresentados no Algoritmo 7.
Com isso, pode-se observar que o algoritmo de Barreira Logaritmica auxilia na
resolugao de problemas com restri¢coes de desigualdade, sendo de extrema importancia

a escolha cuidadosa do parametro de barreira p e do ponto inicial para a resolucao do

problema original por meio desse método.

Além disso, segundo Stanzani (2012) o pardmetro de barreira pode ser atualizado

pela seguinte heuristica de redugao:

M1 = T1flk (3.17)

em que 71 € (0,1). Segundo o autor, o valor 7, ndo deve ser escolhido muito pequeno,
a fim de evitar o comportamento oscilatério do método, nem muito grande, evitando a

parada prematura do método em pontos que nao sejam 6timos.

3.4.3 Suavizagao Hiperbodlica

Uma técnica amplamente utilizada em otimizacao, lidando com fungoes diferen-
cidveis, ¢ a técnica da suavizacao, frequentemente empregada em problemas reais que

envolvem restrigoes ou funcgoes nao diferenciaveis, como é o caso do PDE. Essa abordagem
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também é conhecida como Suaviza¢ao Hiperbodlica, e consiste em substituir uma funcao
nao diferenciavel por sua versao suavizada, tornando-a diferenciavel. Isso possibilita a
aplicagao de métodos de otimizacao que requerem derivadas, como gradientes, Newton e

outros métodos, em problemas que envolvem a minimizacao de fun¢oes nao diferenciaveis.

Como este trabalho utilizard fungdes modulares, serd abordada a suavizacao hiper-

bélica especifica para fungoes modulares. A funcao modulo é definida por:

>0
xz, se x>0, (3.18)

|z =

—z, se x<0.
A suavizagao hiperbdlica pode ser realizada substituindo a funcado médulo por uma
sequéncia de fungoes suaves que se aproximam da fun¢do médulo. Portanto, uma funcao

de suavizacao hiperbélica é definida como:

Hx,n) = /22 +n, (3.19)

em que 77 € um parametro maior que zero que controla a suavidade da fungdo. Ao substituir
a funcao modulo pela fungao suavizada, obtém-se uma funcao suave e diferenciavel que se
aproxima da func¢ao médulo. Por causa disso, essa func¢ao suavizada pode ser utilizada
em problemas de otimizacao que envolvem a funcdo médulo, permitindo a aplicacao de

métodos tradicionais de otimizagao que requerem derivadas.

A suavizagao hiperbdlica possui as seguintes propriedades:

1. Suavizagao: A fungdo ¥(x,n) é diferenciavel para todos os valores de z,
incluindo z = 0, e seu valor absoluto tende a |z| para |z| suficientemente
grande. Conforme 7 se aproxima de zero, a func¢do se torna cada vez mais

proxima da fun¢ao médulo |z|.

2. Suavidade crescente: A medida que o valor de 7 aumenta, a funcao 9¥(x,n) se
torna suavizada, ou seja, sua derivada se torna mais continua. Isso significa que
a inclinacao da fungdo em torno de pontos criticos, como minimos e maximos,

se torna menos acentuada a medida que 7 aumenta.

3. Conservacao de minimos: A funcao ¥(z,n) preserva os minimos da fungao
moédulo |z]. Isso significa que se um minimo ocorre em zy na funcao |x|, entao
também ocorrerd um minimo em xy na fungao suavizada ¥(z,n) para qualquer
valor de n > 0. No entanto, o valor do minimo na funcao suavizada sera

ligeiramente maior do que na func¢ao maédulo.

4. Estabilidade numérica: A fungao de suavizagao hiperbdlica ¥(z,n) é numeri-

camente estavel, o que significa que ela pode ser avaliada e diferenciada com
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precisao mesmo para valores de x muito grandes ou muito pequenos. Isso torna

a funcao 1util para aplicagoes numéricas e algoritmos de otimizacao.

Na técnica de suavizacao hiperbdlica, a solucao do problema original ¢ obtida
através da utilizacao de fungoes suaves ou diferenciaveis, em que 7 pode ser atualizado
conforme a Equacao (3.20) (SILVA, 2014).

M1 = PrIk (3.20)

em que p € (0,1) é o fator decrescente de 1 e pode ser calculado por py, = com p; > 1

1
P
i+
e po > 0. Essa atualizacao visa garantir um decréscimo mais acentuado do parametro n
nas primeiras iteragoes e um decréscimo mais suave ao final do processo. Isso é importante

para evitar instabilidades devido a proximidade da natureza nao diferenciavel do problema

(SILVA, 2014).

A parametrizagdo do limite de 1 deve ser feita cautelosamente devido a sua
sensibilidade, pois valores pequenos podem causar problemas de otimizacao dificeis de
resolver, ou seja, muito proximos da fungdo moédulo original, enquanto valores altos podem
levar a fungoes imprecisas ou descaracterizadas. Além disso, a suavizacao hiperbdlica
permite, como um pos-processamento adequado, obter uma solugao préxima da solucao
original do problema (SILVA, 2014).

3.5 Método proposto por Chiang e Chu (1996) para proble-

mas de otimizacao irrestritos

Chiang e Chu (1996) apresentaram um método de busca do 6timo global que utiliza
um sistema dindmico auxiliar para a busca desse 6timo. Vale destacar que os conceitos
sobre sistema dindmico e andlise de estabilidade estdo detalhados no Apéndice A. Assim,
seja o problema de otimizagao global irrestrita dado em (2.3). Seja a fun¢ao objetivo
limitada inferiormente, na qual exista um ntimero finito de minimos locais, Z, e que existam

numeros reais € e J tais que:

IV f(2)]] > Vo ¢ Bs(2) (3.21)

isso ird eliminar comportamentos desfavoraveis, como subespacos de minimos e fungoes
assintdticas (nado limitadas radialmente). A ideia principal é determinar um sistema
dindmico auxiliar de maneira que seus pontos de equilibrio correspondam aos pontos
criticos do problema de minimizagao representado em (2.3). Seja o sistema quase-gradiente

negativo:
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i = —gradpf(z) = —R(z) 'V f(x) (3.22)

em que R(z) é um mapeamento C™ e definido como positivo Vo € R". Esses sistemas
compartilham os mesmos pontos de equilibrio, onde os pontos de equilibrio podem ser
classificados de acordo com os autovalores da matriz Jacobiana, assim como citado na

subsecao A.3 na qual apresenta em detalhe a andlise de estabilidade mencionada.

Assim, o método se baseia nas seguintes etapas para achar um suposto 6timo

global:

Etapa 1: Inicialmente, busca-se um ponto de minimo local utilizando um método

de descida qualquer.

Ftapa 2: Em seguida, e esta é a principal questao em um problema de otimizacao
global, deve-se buscar um novo minimo local, ou, em termos dindmicos, sair
da regiao de estabilidade deste ponto de equilibrio estdvel (minimo local) para

atingir a regiao de estabilidade de outro ponto de equilibrio estavel.

Etapa 3: Repetindo-se o procedimento sucessivamente, até que todos os minimos

locais tenham sido encontrados.

FEtapa 4: A partir de todos os minimos locais encontrados, o minimo global

pode ser diretamente determinado.

Na FEtapa 2, para se encontrar um novo ponto de equilibrio é primeiramente feita
a busca por pontos de sela que estao na fronteira da area de atracdo de um ponto de
equilibrio estavel (minimo local). Essa fronteira da drea de atracao é caracterizada pela
uniao das variedades estaveis dos pontos de equilibrio tipo-1, o1, 09,03, ..., contidos na

mesma, isto é:

514(1‘8) - UgiegA(g;s)WS(O'i) (323)

em que W#(o;) é a variedade estavel do ponto de equilibrio o;.

Esse processo é parte fundamental da estratégia do método, pois permite a transicao

entre diferentes minimos locais na busca do minimo global.

O termo “ponto de equilibrio tipo-17, utilizado por Chiang e Chu (1996), se refere a
um ponto critico ou estacionario de um sistema dinamico em que a dindmica na vizinhanga
deste ponto é tipica de uma sela. Ou seja, a matriz Jacobiana do sistema dinamico gradiente
(matriz Hessiana da fungdo custo, que é simétrica) tem autovalores reais diferentes de zero
e com sinais distintos. Para R", a Jacobiana calculada nas selas tém n autovalores, dos

quais m sao positivos e n — m sao negativos, podendo ser do “tipo-17, “tipo-2”, “tipo-3”,
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etc. O ntimero associado a cada tipo representa o niimero de autovalores positivos, para R?
havera apenas dois autovalores, sendo um negativo e o outro positivo. Selas do tipo-1 tém
apenas um autovalor positivo, resultando que sua variedade estavel é uma hipersuperficie
de dimensao n — 1, que separa o espago R” em duas regioes, cada uma contendo a regiao
de atracdo de um ponto de equilibrio estével distinto. E importante ressaltar que a sela é

um ponto de equilibrio instavel.

Nessa etapa nao é necessario encontrar todos os pontos de equilibrio tipo-1 na
fronteira da regiao de estabilidade, mas sim aqueles que possuem uma variedade instavel
que intersecta a regiao de estabilidade de dois pontos de equilibrio distintos, também
chamados de pontos de decomposicao z¢. No entanto, quanto maior o ntimero de pontos
encontrados, melhor o desempenho do método, pois aumenta a chance desses pontos
pertencerem as fronteiras de atragdo de minimos locais distintos e ainda nao encontrados

em etapas anteriores.

Os pontos de decomposicao sao encontrados por meio do método do gradiente
refletido, proposto em Jonger et al. (1983). O método do gradiente refletido transforma os
pontos de decomposi¢ao em pontos de equilibrio estaveis, possibilitando a utilizacao de

métodos de descida convencionais para encontra-los.

Se para um ponto de equilibrio estavel z, A\j(z) < Ag(z) < --- A\ (2)) € vy, vg, - - -,
v, () sdo os autovalores e os autovetores associados da matriz Hessiana V2 f(z), entdo
Pj(x) = v, (x)v]T(x) para j = 1,2,--- ,n sdo matrizes de projecao ortogonal no autoespago

associadas a A;(x) conforme o teorema da decomposicao espectral (NOBEL,1987).

A matriz Hessiana pode ser decomposta na soma direta de tais matrizes:

V2 (2) = 3\ (@) i) (3.24)

Jj=1

em que P;(z) é a matriz de projegao associada ao autovetor v;(z). O método do gradiente
refletido modifica os autovalores da Hessiana, refletindo os autovalores negativos para
tornar todos os autovalores positivos, transformando pontos de decomposicao em pontos
de equilibrio estaveis. Essa transformacao é feita por meio da aplicacdo de operadores de

reflexao parciais em cada autoespaco associado a um autovalor negativo.

O método do gradiente refletido, portanto, é utilizado para transformar os pontos
de decomposicao em pontos de equilibrio estaveis, permitindo que métodos de descida
convencionais, como gradiente, sejam aplicados para encontra-los. Esse processo é funda-
mental para o método proposto por Chiang e Chu (1996) na Etapa 2, em que se busca a

transicao entre diferentes minimos locais na busca do minimo global.

Define-se entao a matriz:
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n

Mi(n) =Y Fia) = > Pi(a) (3.25)

j=1 j=k+1

e o sistema gradiente refletido de ordem k:

& = Fy(z) = Myp(z)V f(x) (3.26)

Constata-se que, se k = 0, Fy(z) = —V f(z) estabelece um sistema dindmico cujos
pontos de equilibrio estaveis correspondem aos minimos locais do problema representado
em (2.2a)-(2.2c). Jase k = n, F,(x) = Vf(x) estabelece um sistema dindmico cujos pontos

de equilibrio estaveis correspondem aos maximos locais do problema citado.

Como explicado no Apéndice A para determinacao da estabilidade de um sistema,
é calculada a matriz jacobiana, composta por suas derivadas parciais. Ao calcular os
autovalores da matriz jacobiana, a multiplicidade dos autovalores é fundamental, pois
fornece informagoes sobre quantas vezes um autovalor especifico é uma solugao da equagao
caracteristica e, portanto, quantos autovetores linearmente independentes estao associados
a esse autovalor, determinando a natureza das solugoes em torno de um ponto de equilibrio.
Assim, resumidamente, assume-se que todos os valores préprios tiverem parte real negativa

(ou zero), o sistema serd estavel; caso contrario, o sistema é instavel.

Além disso, pelas propriedades da decomposicao ortogonal, a jacobiana do campo

vetorial gradiente refletido de ordem k calculada em x = & pode ser escrita como:

VE(7) = ;M(@Pj(f) — 2 N(@)F(3) (3.27)

Essa expressao reflete a decomposigao espectral da matriz jacobiana em termos
das matrizes de projecdo associadas aos autoespagos da Hessiana de f(z) em x. Isso é
fundamental para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema dinamico

associado.

Assim, por analogia com a decomposigao, os autovalores da jacobiana do campo

vetorial gradiente refletido de ordem k sao:

M)y ooy Me(@), = Npr1 () ooy = An(2) (3.28)

De fato, a aplicacao da reflexdo parcial inverte o sinal dos n — k maiores autovalores
da matriz hessiana V2f(z). Como os pontos de decomposigdao sdo pontos de equilibrio
tipo-1, com a Hessiana tendo um autovalor positivo e os demais sendo negativos, a reflexao
parcial com k = 1 é aplicada ao campo vetorial V f(z). Em sintese, todas as trajetérias

do sistema & = Fy(x) = M;(x)V f(z) iniciadas nas vizinhangas de um minimo local do
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sistema dindamico original tenderao aos pontos de equilibrio tipo-1 do sistema dinamico

quase-gradiente negativo.

Ainda na FEtapa 2, para buscar novos pontos de minimo local, através do ponto
de selas, é necessario aplicar um método de descida. O sistema dindmico quase-gradiente
negativo pode ser aplicado, com condicoes iniciais em dois pontos vizinhos do candidato a
ponto de decomposi¢ao, em dire¢oes opostas segundo o autovetor instavel calculado neste

ponto. O algoritmo ¢é repetido até encontrar varios pontos de equilibrio de interesse.

Em relacao a Etapa 3 e 4, os autores sugerem que todos os minimos locais devem ser
encontrados para determinar diretamente o minimo global. No entanto, eles nao fornecem
indicagoes claras de como isso deve ser feito, pois nao ha garantia de que todos os minimos
locais serao encontrados, e a busca de pontos de decomposicao também nao é detalhada
para cobrir todos os casos possiveis. Esses aspectos podem representar desafios praticos na

aplicagao do método proposto.

3.6 Método proposto por Chiang et al. (2022) para proble-

mas de otimizacao com restricao de igualdade

Em 2022, Chiang et al. apresentaram uma melhoria do método proposto por Chiang
e Chu (1996). O método aprimorado possui dois principais componentes: o método da
trajetoria unificada (TJU) e o método TRUST-TECH, os quais sao utilizados para calcular
um conjunto de multiplas solugoes 6timas locais de um problema de otimizac¢ao nao linear

com restricao de igualdade. A metodologia proposta é dividida em duas etapas, a saber:

FEtapa 1: O algoritmo inicia buscando uma solug¢ao 6tima local em toda a regiao.
Para realizar isso, implementa-se numericamente um procedimento de trés
estagios, semelhante ao realizado em Chiang e Chu (1996). Esses trés estdgios
sao projetados para encontrar um ponto de equilibrio estavel do sistema de

gradiente lagrangiano aumentado.

Etapa 2: Apoés encontrar o ponto de equilibrio estavel na etapa anterior, o
algoritmo passa para a proxima fase. Nesta etapa, é necessario calcular um
conjunto de solugoes Otimas locais que estejam proximas ao ponto identificado
anteriormente. Para alcancar esse objetivo, recorre-se a metodologia TRUST-
TECH, a qual ¢ utilizada para orientar a busca para longe de uma solugao
otima ja calculada, possibilitando a continuacao da busca deterministica por

solucoes vizinhas.

Na Etapa 1, é proposta uma busca por pontos de equilibrio estaveis na regiao de

estabilidade do sistema gradiente lagrangiano aumentado. Essa abordagem é escolhida
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devido a correspondéncia biunivoca entre as solu¢oes 6timas locais do problema e os pontos

de equilibrio estaveis do sistema gradiente lagrangiano aumentado.

Essa busca, realizada na Ftapa 1, é fundamentada no método da trajetoria unificada
de trés estagios. Assim, o Estdgio 1 do TJU requer a construcdo de um sistema dindmico,
como um sistema gradiente lagrangiano aumentado. Para a funcao objetivo apresentada
em (3.29), a resolugao utiliza a formulagao exibida em (3.30), em que F(z;¢) representa a

funcao Lagrangiana aumentada.

min f(x)

sujeito h(z) =0¢€ R™ z € R". (3.29)

min, F(z;c) = F(x, )\ c)

para z = [x,\] € R"™ (3.30)

Portanto, a partir desse ponto, localizado dentro ou fora da regiao viavel do
problema de otimizagao, é construido um sistema dindmico para o problema. Isso é feito de
maneira que as solugoes 6timas locais a serem encontradas sejam mapeadas e convergidas

precisamente para uma regiao de estabilidade.

No FEstagio 2, é implementado o método pseudo-transiente por n iteracoes, buscando
uma solugao 6tima local préoxima. De acordo com os autores, em comparagao com o método
da trajetéria unificada (TJU), o método pseudo-transiente ¢ mais eficiente em termos de
tempo, embora seja menos preciso do que um solver local. Portanto, o método pseudo-
transiente é usado como um passo intermediario para gerar eficientemente uma estimativa
inicial para o solver local (FEstdgio 3) sem consumir tanto tempo. O Estdgio 2 emprega o

esquema pseudo-transitério apresentado na Equacao (3.31).

=2k (57 + VF(ZF)F(2F) (3.31)

em que a sequéncia de { 2% 2! ...} é a integragdo transitéria, e §; é o passo de tempo
que pode ser determinado pelo método de relaxacao de evolugao comutada (SER). F' =

(fi,5, F)T : R® — R™ é uma funcao suave que denota o campo de vetores.

No FEstagio 3, o valor encontrado na tultima iteragdo anterior ¢ utilizado para
aplicar um solucionador local, buscando localizar uma solucao 6tima local para o problema.

Segundo os autores, pode-se utilizar, por exemplo, o ponto interior, métodos de conjunto
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ativo e programacao quadratica sequencial. Dado que os Estdgios 1 e 2 geram uma trajetoria
que leva a uma solugao 6tima local, o Estdgio 3 pode ter varias vantagens se a estimativa

inicial estiver proxima de uma solucao.

A Figura 3.4 apresenta uma visualizacao dessas trajetorias, denominada FEtapa 1
(Phase I), e seus respectivos estagios, nomeados de Y;, Y, e Y;. Observa-se que, em cada

um dos estagios, ha uma convergéncia para o centro da regiao de estabilidade.

Figura 3.4 — Metodologia de Chiang et al. (2022) ilustrada.
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Fonte: Chiang et al. (2022).

Na FEtapa 2 (Phase 1I), a metodologia envolve a busca de timos locais na vizinhanga,
utilizando o método TRUST-TECH e, posteriormente, o TJU, para todos os 6timos locais
encontrados, conforme apresentado na Figura 3.4. Em outras palavras, ap6s encontrar uma
solugao 6tima local na Etapa 1, a busca proposta na Ftapa 2 se afasta dessas solugoes e
continua a encontrar outras solucoes vizinhas, camada por camada, utilizando os seguintes

passos, denominado método dindmico de pontos de decomposi¢ao (DDP):

Passo 0: Dado uma solugao 6tima local na FEtapa 1.

Passo 1: Construa uma trajetéria (por exemplo, ao longo de um autovetor das
solugoes 6timas locais) de modo a se aproximar do limite de estabilidade dessa

solucao.

Passo 2: Identifique o ponto de saida no qual a trajetoria construida cruza o
limite de estabilidade.

Passo 3: Mova-se ao longo do limite de estabilidade, comegando no ponto de
saida, e calcule o ponto de decomposi¢ao que separa a solugao 6tima local
inicial e uma solucao 6tima local adjacente aos limites de estabilidade que

compartilham o esse ponto de decomposicao.

Passo 4: Gere um ponto distante do ponto de decomposicao que seja situado

dentro da regiao de estabilidade da solucao 6tima local adjacente.
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Passo 5: Simule a trajetoria a partir do ponto gerado no Passo 4 e siga a

trajetoria para convergir para uma nova solucao 6tima local.

A metodologia DDP proposta pelos autores direciona a busca para longe da regiao
de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, ou seja, uma solucao
otima local do problema de otimizacao original. Se a busca entrar em uma nova regiao de
estabilidade, o método TJU de trés estagios pode ser utilizado para localizar novamente o
ponto de equilibrio assintoticamente estavel na nova regiao, resultando na descoberta de

uma nova solucao 6tima local para o problema de otimizacao.

Os autores reconhecem que esse procedimento pode levar a uma busca sistematica
que pode repetidamente convergir para o mesmo 6timo local ja encontrado. No entanto,
essa abordagem também oferece a vantagem de encontrar diferentes pontos de minimos

locais e, potencialmente, o 6timo global em problemas mais desafiadores.

E importante notar que, de acordo com os autores, a metodologia DDP é aplicavel
a quase todos os sistemas dinamicos continuamente diferenciaveis, tornando-a versatil para
diferentes problemas de otimizacao. No entanto, eles observam que essa abordagem nao é
adequada para problemas com restrigoes de desigualdade e fun¢oes nao diferenciaveis, o
que ¢ o caso do PDE-PV.

3.6.1 Método TRUST-TECH

O método TRUST-TECH (TRransformation Under STabilityre Taining Equilibria
CHaracterization) é destacado por sua capacidade de obter solugoes étimas locais vizinhas
de maneira deterministica. De acordo com Karrem (2007), esse método nao apenas assegura
que um novo minimo local obtido difira do original, mas também garante que nenhuma
solucao em uma determinada direcao serd perdida. Essa caracteristica faz com que o
TRUST-TECH seja mais confiavel quando comparado a abordagens estocasticas que

dependem de movimentos aleatérios para explorar novas solugoes.

Embora Chiang et al. (2022) nao fornecam uma explicacao detalhada do funcio-
namento do TRUST-TECH, Karrem (2007) apresenta algumas solugdes para problemas,
como o Meller-Brown, utilizando esse método baseado no limite de estabilidade. Assim,
no inicio do método, propoe-se a convergéncia da funcao nao linear a ser solucionada para
sua correspondente no sistema dinamico. Posteriormente, o algoritmo segue as seguintes

etapas:

Na FEtapa 1, ocorre a Inicializagdo da direcao de busca. Isso é feito estipulando
dois pontos de minimo local quaisquer, referenciados como A e B. A direcao
de busca é entao definida pelo vetor que une esses dois pontos, sendo este o

vetor de inicializacao para a busca de novos pontos.
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Na Etapa 2, o objetivo é Localizar o ponto de saida (X, ). Ao longo do vetor de
direcdo AB, a funcao ¢é avaliada em diferentes intervalos de passo. Como o vetor
estd entre dois minimos locais iniciais (A e B), o valor da fun¢ao aumentara
monotonicamente e depois diminuird até atingir o outro minimo local (B). O
ponto onde o valor da func¢ao atinge seu pico é chamado de ponto de saida. A

Figura 3.5 mostra a trajetéria indicada nesse processo.

Figura 3.5 — Grafico de contorno apresentado por Karrem (2007). Os pontos A e B sao

os dois minimos locais e DDP é o ponto de decomposi¢cao dinamico a ser
calculado. A dire¢do de busca é a direcao do vetor que une AB. O ponto de
saida (X.;) ¢ obtido encontrando o pico do valor da fun¢ao ao longo deste
vetor. A linha pontilhada indica o limite de estabilidade e a linha tracejada

indica a dire¢ao da busca.
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Fonte: Adaptado de Karrem (2007).

Na Ftapa 3, o processo é de movimento ao longo do limite de estabilidade para
localizar o Ponto de Gradiente Minimo (MGP). Apoés identificar o ponto de
saida, novos pontos podem ser encontrados verificando a estabilidade pratica.
Isso envolve integrar numericamente o ponto (X.,) um nimero 'n’ de vezes
para obter um novo ponto m/. O valor da fungao varia entre m} e o minimo
local ¢ avaliado, e o valor de pico é obtido. Seja m o novo ponto de fronteira ao

longo do vetor m/ B, comegando no ponto m/}, onde o valor atinge o pico. Este
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processo é repetido varias vezes, e diversos pontos no limite de estabilidade

s&0 obtidos.

Durante essa trajetoria, o valor do gradiente ao longo dos pontos de contorno
¢é registrado, e o processo de movimentacao ao longo do contorno ¢ encerrado
quando o Ponto de Gradiente Minimo (MGP) é alcangado. Em resumo, a
trajetoria de integracao esta sendo ajustada para mover em dire¢do ao MGP,
nao convergindo para um dos minimos locais. Este é um esquema baseado no
TRUST-TECH para seguir o limite de estabilidade, que é o cerne do método
proposto. Essa etapa é denominada como o procedimento seguidor do limite

de estabilidade. A trajetéria resultante é apresentada na Figura 3.6.

Figura 3.6 — llustracdo da Etapa 3 do algoritmo. m; é integrado até que m/ seja alcangado
e rastreado ao longo do vetor m/ B para obter ms, e assim por diante. m,,
sao os 'n’ pontos de saida no limite de estabilidade.
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Fonte: Adaptado de Karrem (2007).
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Na Etapa 4, apés encontrar o Ponto de Gradiente Minimo (MGP) na etapa
anterior, esse ponto (m,,) sera localizado na vizinhanca do Ponto de Decomposi-
¢ao Dindmica (DDP). Um minimizador local ¢ utilizado para resolver o sistema
de equagoes nao lineares, aplicando m,, como estimativa inicial, e isso resultara
no DDP. Esse procedimento é essencial para a continuidade do método e a

busca de novos pontos de minimo local.

Sendo assim, o novo método proposto no trabalho de Chiang et al. (2022) mostra
ser promissor. No entanto, neste trabalho nao foi aplicado ao PDE-PV devido ao problema
envolver restricoes de igualdade, desigualdade e func¢des nao diferenciaveis, deixando a
aplicagao para trabalhos futuros. Neste contexto, foi criada uma extensao apenas para
o método proposto por Chiang e Chu (1996), com o objetivo de adapté-lo para resolver

tanto um problema teste da literatura quanto para problemas associados ao PDE-PV.



65

4 METODOLOGIA DA SOLUCAO
PROPOSTA

Neste capitulo, serda apresentada a metodologia SDAEGR proposta neste trabalho

para a resolu¢ao do PDE-PV e para o problema apresentado por Tavazoei e Haeri (2006).

4.1 Meétodo SDAEGR para o PDE-PV

O algoritmo proposto ¢ uma extensao daquele apresentado em Chiang e Chu
(1996), com estratégias visando a sua aplicagdo para problemas restritos e com variaveis

canalizadas, tais como o PDE-PV.

Com relagao ao método de Chiang e Chu (1996) considerou-se a utilizagao do método
de Euler e um método de gradiente (de gradientes, de Newton, de gradientes refletidos,
entre outros) para determinar uma solugdo de minimo local. A partir da determinacao
dos autovetores da Hessiana nesse ponto, esses sao utilizados como diregoes iniciais para
o método do gradiente refletido iniciar a busca de pontos de sela do problema. A partir
desses pontos de sela, novos minimos locais sao determinados pelo método de Euler e de

gradiente.

Para transformar o PDE-PV em um problema de otimizagao irrestrito consideraram
se, neste trabalho, as seguintes estratégias: utilizagao de uma suavizacao hiperbdlica
diferenciavel para representar o efeito de ponto de carregamento de valvula, implementagao
da barreira logaritmica para tratamento das restrigoes de desigualdade e utilizacao do
balango energético para tratar a restricao de igualdade de atendimento de demanda na
fungao objetivo do problema. A Figura 4.1 apresenta um diagrama da relagdo do trabalho
de Chiang e Chu (1996) e da metodologia proposta do algoritmo SDAEGR.

Em (2.2a)-(2.2¢) tem-se a funcao objetivo de custo total, contemplando os efeitos
de pontos de carregamento de valvula. A parte da funcao objetivo definida por fungoes
valor absoluto senoidais, relativas ao ponto de carregamento de valvula, é nao-diferenciavel
nesses pontos. Portanto, esta parcela da funcao objetivo foi tratada com o procedimento de
suavizacao da funcao objetivo através da técnica de suavizacao hiperbdlica, vista na Sec¢ao
3.4.3. A suavizacgao, apresentada em (3.19), utiliza um pardmetro de aproximagao positivo
em que, a medida que este parametro tende a zero, a funcao suavizada se aproxima cada
vez mais da funcao objetivo nao-diferenciavel original. Pode-se verificar isso na Figura 4.2

a qual apresenta a funcgao 9J(x,n) para diferentes valores do pardmetro de suavizagao 7.

A fungao custo suavizada, e agora diferenciavel, é apresentada em (4.2). De modo
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Figura 4.1 — Diagrama da relagdo entre a metodologia proposta e o trabalho de Chiang e
Chu (1996)
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Fonte: Autor.

a evitar problemas de mau condicionamento, quando o parametro de suavizacao é muito
baixo, adotou-se assim um método de atualizagao do valor de 1. Em que a escolha do
valor 1 tem um papel fundamental no refinamento da solugao obtida pois, a medida que
n — 0, recupera-se o valor correto da fungao objetivo original do PDE-PV. Assim, para
que nao haja problemas de condicionamento devido um valor muito baixo de n durante
as atualizagoes, adotou-se a seguinte estratégia: fixou-se um valor 7 > 0, de modo que a

partir do momento em que 7, < 7, o parametro nao é mais atualizado.

Com relagao a restricao de igualdade, (2.2b), relativa ao balango de poténcia ativa,
adotou-se a estratégia de reescrever uma das poténcias geradas como combinacao linear

da demanda e das demais poténcias geradas, da seguinte forma:

;
Por=Pp— Z Pq; (4.1)
G—k

Isso restringe as trajetorias do sistema dinamico auxiliar ao subespago gerado

pela restricao de igualdade, eliminando a necessidade de se trabalhar com um sistema
lagrangiano aumentado como proposto em Chiang et al. (2022). Além disso, para os
sistemas elétricos desenvolvidos nos testes numéricos, essa estratégia reduz a complexidade,
permitindo interpretagoes geométricas das solugoes encontradas para o sistema com 3

geradores. K importante ressaltar que essa estratégia é aplicavel, de maneira geral, a
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Figura 4.2 — Fungao ¥(z) para diferentes valores de 7.
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Fonte: Silva (2014).

qualquer restricao linear de balango de poténcia sem problema.

Por fim, para serem atendidas as restri¢oes de desigualdade definidas pelas inequa-
goes (2.2¢), as quais sdo restrigoes operacionais cujo objetivo é garantir o funcionamento
das unidades geradoras dentro de seus limites minimo e maximo de geracao, foi utilizada
a estratégia de barreira logaritmica, vista na Segao 3.4.2. Esta estratégia garante que as
poténcias geradas operem dentro de seus limites minimos e maximos pré-estabelecidos para
o problema. No contexto do problema irrestrito em questao, a fungao barreira logaritmica
é aplicada conforme em (4.2), conforme descrito no Algoritmo 7. Este pardmetro também
foi atualizado simultaneamente com a atualizagdo do pardmetro de suavizacao hiperbdlica

7, cujas respectivas atualizagoes sdo apresentadas nas equagoes (3.17) e (3.20).

Assim, a restricao de igualdade foi considerada com a redugao de variaveis, tais
que o atendimento de demanda foi respeitado, cada uma das restri¢coes de desigualdade
foi tratada através de uma funcgao barreira logaritmica, de modo a incorporar essa a
funcao objetivo original, dando origem a uma funcao objetivo ampliada ao tratamento do

problema original por um problema irrestrito equivalente, definido em (4.2).
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minimizar f(Pg) = ZkEG [akPak + kaGJg + ¢ + \/(eksm(fk(ng;” — PGJC)))z + 77]+
—p Ehea(In(=PEY + Pag) + In(—Pay + PEET)))
(4.2)
em que Pg,, ¢ definido conforme a Equacao (4.1), para o PDE-PV definido na Segdo 2.2,
problema (2.2a)-(2.2c¢).

Portanto, o problema irrestrito (4.2) tende ao problema original (2.2a)-(2.2¢) quando
1 e i tende a zero. Note que, na resolucao desse problema, os pontos de solucao encontrados
estardao sempre no interior da regiao factivel do problema ao longo das iteragoes, devido a
utilizacao do método de barreira logaritmica no tratamento das restri¢coes de desigualdades.
Assim, o método proposto neste trabalho para a resolu¢do do PDE-PV, com a estratégia
de barreira logaritmica, operou com a determinacao de pontos interiores a regiao viavel

desse problema, podendo entao ser considerado um método de pontos interiores.

Além disso, nas etapas de descida para os pontos de minimo do problema foi
utilizado o método de Euler simples, sendo um método numérico de resolucao de equagoes
diferenciais ordindrias, que serd utilizado na resolu¢do numérica de Equagoes (3.22)
aplicando-o a Equacao definida (3.21). Na etapa de subida, para o ponto de decomposicao,
foi utilizado o método do gradiente refletido com a adaptagao de busca de novos pontos

de selas em direcao aos autovetores, definido através das Equagoes (3.24) a (3.28).

Assim, nessa etapa iniciou-se encontrando os autovetores (v;) da Hessiana nos
pontos de minimos obtidos na etapa anterior. Logo apds foi realizada uma perturbacao na
dire¢do desses autovetores em ambos os sentidos para a obten¢ao das condigoes iniciais de
busca dos pontos de sela. Portanto, para cada sentido do autovetor foi incrementado um

passo A > 0, calculando-se 2n novos pontos através da Equagao (4.3).

r = f’:i:AUk

4.3
k= 1,...n (4:3)

Logo em seguida, considerando esses novos pontos, o sistema dinamico de gradiente
refletido é integrado numericamente pelo método de Euler para determinar novos pontos de
sela (possivelmente 2n pontos). A partir dos pontos de sela, novos pontos de minimos sao
determinados, possibilitando um maior niimero de solu¢oes de minimos locais, encontrados
na regiao viavel do problema. Os passos do método proposto neste trabalho sao descritos

no Algoritmo 8 (pseudocodigo).

No proximo capitulo, o método SDAEGR, desenvolvido neste capitulo, sera aplicado

em um problema teste adaptado de Tavazoei e Haeri (2006) e em instancias ao PDE-PV.
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Algoritmo 8: Método de otimizagao baseado em sistemas dindmicos - SDAEGR

1 Inicialize os parametros e o conjunto dos pontos de descida com o ponto de operacao

inicial. Exemplo Tabela 5.2;

Enquanto houver pontos de descida nao verificados nesse conjunto (X) faga:

3 Integre numericamente as EDOs do sistema gradiente (3.22), utilizando o Método

de Euler, com um ponto nao verificado do conjunto de descida como condicao inicial,
para obter um ponto de equilibrio do sistema dindmico auxiliar e um minimo
local do PDE-PV;
Inclua este ponto no conjunto dos pontos de minimo, caso ele ja nao esteja nele;
Nesta etapa, o pardmetro p, é atualizado conforme (3.17), e n é recalculado
através de (3.20);
4 Enquanto houver pontos nao verificados no conjunto de minimos faga:
5 Calcule a Hessiana da fungao custo suavizada (4.2);
Calcule os autovetores (3.24);
Perturbe este ponto em ambos os sentidos e em todas as dire¢oes dadas pelos
autovetores calculados (vj(x),7 =1,...,n);

6 Para cada um desses pontos perturbados faga:

7 Integre numericamente as EDOs do sistema gradiente refletido (3.26) utilizando
o Método de Euler e os pontos perturbados como condicao inicial até a
obtencao do ponto de decomposi¢ao;

Nesta etapa, o pardmetro p, é atualizado conforme (3.17), e n é
recalculado através de (3.20);

8 A partir do ponto de sela (ponto de equilibrio tipo-1) determine dois novos
pontos obtidos na direcao e ambos os sentidos do autovetor associado ao autovalor
positivo da Hessiana calculada neste ponto;

\)

9 Caso algum destes dois pontos nao esteja no conjunto de descida, inclua-o neste
conjunto;
10 Fim-Para

11 Fim-Enquanto;

12 Fim-Enquanto;

13 Inspecione todas os minimos locais encontrados e retorne como global o que tiver
menor valor da fungao objetivo (z*).
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sao apresentados os resultados numéricos obtidos pela implementagao
e aplicagdo do método desenvolvido, descrito no Algoritmo 8, para o PDE-PV e exemplo.
O método foi programado em linguagem Matlab, utilizando o Matlab 2018b. A execugao
do programa foi realizada em um notebook com processador Intel Core i7 de 7* geracao,

com 12GB de meméria RAM e sistema operacional Windows 10 Home Single Language.

Neste trabalho o método proposto foi utilizado na resolucao de problemas relativos
aos PDE-PV para sistemas com 3, 6, 10, 13, 19 e 40 geradores, comparando-os com
resultados divulgados na literatura, bem como em um problema multimodal classico da
literatura encontrado em Tavazoei e Haeri (2006). Para o sistema com 3 geradores e para
o problema classico uma interpretagao geométrica e visualizacdo do funcionamento do

método sao apresentados.

5.1 PDE-PV com 3 geradores

Os coeficientes da curva de custo, incluindo os efeitos dos pontos de carregamento
de valvula, bem como os limites operacionais das unidades geradoras sao apresentados na

Tabela 5.1. A formulacao do modelo do PDE-PV para este caso possui:
o 3 variaveis;
o 1 restricao de igualdade;
e 6 restrigoes de desigualdade.
Os dados (coeficientes) deste caso foram extraidos de Sinha et al. (2003) e sao

apresentados na Tabela 5.1:

Tabela 5.1 — Caracteristicas do sistema - PDE-PV com 3 geradores

Ger. Pz [MW] Pi [MW]  ap$/MW?] 0, [8/MW] &[S e [§] fr [1/MW]

1 100 600 0,001562 7,92 261 300 0,0315
2 50 200 0,00482 7,97 78 1550 0,0630
3 100 400 0,001940 7,85 310 200 0,0420

Demanda: Pp = 850 MW

O modelo original (2.2a)-(2.2¢) foi transformado em um problema de otimizagao
irrestrita definido em (4.2). Consideraram-se as seguintes estratégias utilizadas no problema

(4.2): i) a fungdo objetivo de (2.2a)-(2.2c) foi suavizada pela estratégia de suavizagao
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hiperbdlica apresentada em (4.2); ii) foram trabalhadas somente as poténcias Pg; e Pg o,
sendo entao a tltima poténcia FPg 3 tratada individualmente como o balango de poténcia e
¢ representada da seguinte forma: Pg 3 = Pp — Pg 1 — Pg; i) as varidveis canalizadas
entre as poténcias minimas e maximas do problema foram tratadas através da funcao
barreira logaritmica. Com as consideragoes i), ii) e iii) o problema (4.2) foi solucionado
pelo método proposto. Com isso, foi possivel, neste caso, visualizar a fungao objetivo de
custo e suas curvas de nivel no espago tridimensional, apresentada na Figura 5.1, em que
se considera 1 = 10 na funcao custo suavizada do modelo, para fazer sua representacao

grafica.

Figura 5.1 — Gréfico da fun¢ao objetivo suavizada f(Pq 1, Pga).

P, MW 50 100 P MW
1

Fonte: Autor.

Na implementagao do método proposto, as varidveis associadas as poténcias FPg ;1 e
Pg 2 do problema (4.2) tornam-se as variaveis de estado do sistema dindmico gradiente

auxiliar dado por:

L - —Vf<PG71; PG,Z) (51)

Uma andlise qualitativa do comportamento dindmico do sistema gradiente é indicado
pelo campo vetorial, mostrado na Figura 5.2, representado pelas setas azuis juntamente
com as curvas de nivel da fungdo custo suavizada f(Pg1; Pg2), do problema (4.2). Nota-se
que no entorno dos pontos de sela existem setas que saem do ponto e setas que chegam

no ponto, enquanto nos pontos de equilibrio estéveis do sistema dindmico (pontos de
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minimo do PDE-PV) as setas estao sempre chegando no ponto e nos pontos de equilibrio

instéveis (pontos de maximo do PDE-PV) as setas estao sempre saindo do ponto. Além

disso, todos os vetores sdo ortogonais as curvas de nivel da funcao objetivo, uma vez que

o campo vetorial é definido pelo gradiente negativo desta fungao, conforme definido em

(5.1). Nota-se também que as setas tendem a ter norma nula nos pontos criticos, seja de

sela ou de equilibrio. Essas analises sdo abordadas com mais detalhes no Apéndice A.

Figura 5.2 — Comportamento dindmico do sistema gradiente —V f(Pg1; Pa.2).
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Fonte: Autor.

Os parametros apresentados na Tabela 5.2 foram utilizados para a execucao do

método descrito no Algoritmo 8, para o sistema com 3 geradores.
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Tabela 5.2 — Parametros de inicializacao: 3 geradores

Parametro de suavizagao n =10

Fatores de reducao do pardametro de suavizacgao pr=2,50epy=5
Limitante da atualizagao do parametro de suavizacao n=10"1
Parametro de barreira uw=20
Fatores de atualizacao do parametro de barreira 7=0,5
Critério de parada cont e = 1100 errop,q.. = 0,02
Passo de integragao h=0,1
Deslocamento na direcao dos autovetores A=1,2
Numero maximo de pontos testados N = 2000
Poténcia inicial [MW] caso 1 Pg 1 =500; Pgo =120
Potencia inicial [MW] caso 2 P, =370; P2 =80

O valor do passo de integracao utilizado na execucao do método foi h = 0,1, o qual
forneceu um bom desempenho na determinacao de novos pontos de sela e de minimos para
o PDE-PV com 3 geradores. Nota-se que o passo de integracao tem papel fundamental
no método, pois, quanto menor o tamanho do passo escolhido, maior sera a precisao na

determinacao desses pontos, porém com um maior esforco computacional.

Para o parametro de suavizacao n foi adotada uma técnica de atualizagdo em cada
descida para um ponto de minimo, de modo a trazer uma maior eficiéncia ao método, na
qual foi citada na secao 3.4.3. Esta atualizacao é realizada juntamente com a atualizacao
do parametro de barreira y, e visa garantir um decréscimo mais acentuado dos parametros
nas iteracgoes finais. Isto porque se a atualizagao for realizada de modo inapropriado, o
método pode apresentar instabilidades, devido a proximidade da natureza nao diferenciavel

do problema.

Para o caso 1 foi utilizado o ponto inicial Pg o = (500;120), apresentado na Figura
5.3 como o circulo preto. O sistema gradiente foi integrado numericamente e o0 minimo
local (499, 34; 100, 34) foi obtido, a trajetéria é indicada pelos pontos pretos na Figura 5.3.
O critério de parada para esse ponto foi definido por um limitante para o erro maximo
(erromaez), calculado pela norma euclidiana do gradiente, ou pelo nimero méaximo de

iteragoes (contmaz)-

A partir desse minimo local foram obtidas quatro condigoes iniciais perturbando
o ponto de equilibrio nas diregdes indicadas pelos autovetores da matriz V2 f(Pg1; Pg.2),
calculada nesse ponto de minimo local. O sistema gradiente refletido foi integrado numeri-
camente e foi determinado o primeiro ponto de decomposi¢ao (457, 35; 99, 74), indicado
pelo circulo vermelho, sendo sua trajetoria mostrada com os pontos em vermelho na Figura
5.4.

Esse ponto de decomposicao foi perturbado na direcdo do autovetor instavel
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Figura 5.3 — Trajetoria do ponto inicial até um novo minimo local.
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da matriz hessiana V?f(Pg1; Pg2) e os pontos obtidos foram utilizados para integrar
numericamente o sistema gradiente negativo até a obtencao de novos minimos locais.
Os pontos de decomposigao (458,55; 99,76), (467,22; 133,59) e (534,17; 65,74) estao

indicados pelos circulos azuis na Figura 5.5.

A seguir um novo ponto de decomposigao é encontrado (535, 17; 65,74) e, a partir
desse ponto, a mesma estratégia, baseada no método do gradiente refletido, é utilizada
para buscar novas solugoes, obtendo assim os pontos de minimo local (499, 34; 100, 34)

e (424,21; 100,49) como apresentado na Figura 5.6, em que os pontos pretos indicam a
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Figura 5.4 — Trajetoria do minimo local em direcao ao ponto de decomposigao.
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trajetoria para o minimo local.

Nota-se que cada ponto de decomposicao encontrou o minimo local original e mais
um novo minimo local, o que indica que a sela é de fato um ponto de decomposicao
que efetivamente faz parte da fronteira da regiao de estabilidade do minimo original.
Repetindo-se o procedimento a partir dos novos minimos locais encontram-se todos os
demais pontos de minimo da regido, os quais totalizam 42 pontos de minimos diferentes,
que sao apresentados na Figura 5.7. Por inspec¢ao direta, determina-se o melhor minimo

local dentre os pontos minimos obtidos.
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Figura 5.5 — Novos minimos locais encontrados através do método do gradiente refletido.
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A partir da investigacdo de todos os pontos de minimo local encontrados, foi
estabelecida a melhor solucao possivel dentro das encontradas em todas as iteracoes,
chegando assim a um custo de geragdo minimo igual a $ 8234, 10, para poténcias geradas
Pe1 = 300,291 MW, Pg o = 149,75 MW e Pg 3 = 399,959 MW. O tempo de processamento
do algoritmo para obter essa solugao foi de aproximadamente 97,59 segundos. Vale ressaltar
que o foco deste trabalho nao é a eficiéncia computacional, mas sim a obtenc¢ao do maior

nimero possivel de pontos de minimos.

Para fins de investigacao foi considerado o caso 2, em que o novo ponto inicial para
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Figura 5.6 — Segundo passo do método do gradiente refletido.
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a execugao do algoritmo computacional foi Pg o = (370;80). A Figura 5.8 apresenta os
resultados obtidos em que se pode notar a trajetéria de subida para pontos de decomposicao,
indicada pelos pontos vermelhos, os pontos finais de decomposi¢ao indicados pelos circulos
vermelhos, a trajetéria para os pontos de minimos indicados pelos pontos pretos e os pontos
de minimos locais indicados pelos circulos azuis. Para esse caso o tempo de processamento

do algoritmo durou aproximadamente 104,55 segundos.

Observa-se em ambos os casos analisados, tracadas trajetérias nas fronteiras da

regiao de estabilidade, com contornos bem comportados em relacao aos pontos de maximo
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Figura 5.7 — Trajetérias do sistema gradiente negativo e do sistema gradiente refletido
para Pg o = (500;120)
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Figura 5.8 — Trajetérias do sistema gradiente negativo e do sistema gradiente refletido
para Pg o = (370;80)
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Fonte: Autor.

local visto na Figura 5.7 e 5.8. Isso foi possivel utilizando o pardmetro A = 1, 2 na Equacao

(4.3) para a execugao do método a resolugdo do problema.



80 Capitulo 5. Resultados Numéricos

Os resultados obtidos para o caso 2 determinaram um valor de custo igual ao
encontrado no caso 1. Com isso, é evidente que, apesar de comegarem com pontos iniciais
diferentes, o método convergiu para os mesmos pontos em ambas as situagoes. Esses pontos
convergentes sao destacados nas Figuras 5.7 e 5.8, demonstrando assim que o método

alcangou consistentemente o possivel minimo global.

Seguindo a estratégia adotada para o método SDAEGR, conforme ilustrado nas
Figuras 5.7 e 5.8, foi possivel identificar todos os pontos de minimo locais do PDE-PV.
Isso foi alcangado através da resolugdo do problema auxiliar e suavizado definido em (4.2),
na qual obteve-se 868 soluc¢oes 6timas locais, sendo o pior valor obtido para a funcao de
custos do PDE-PV $8757,2 e o custo intermediario encontrado igual a $8490, 7, em ambos
os casos. Os resultados obtidos estao representados de forma grafica na Figura 5.9, que

mostra apenas os pontos de minimos distintos.

Figura 5.9 — Pontos de minimos encontrados para o PDE-PV com 3 geradores.
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Fonte: Autor.

A Tabela 5.3 apresenta o despacho 6timo obtido pelo método proposto (SDAEGR)
para sistema de 3 geradores, junto aos resultados apresentados em Meng et al. (2010) através
de um algoritmo de otimizagdo por enxame de particulas com inspiragao quantica (QPSO)
e Silva (2014) através do método Primal-Dual Previsor-Corretor Barreira Logaritmica
Modificada (PDPCBLM). Pode-se notar que os métodos possuem praticamente o mesmo
valor da fungao objetivo, com diferengas na ordem dos décimos devido a tolerancia calculada
no método. Assim, todos convergiram para o mesmo ponto de operagao, no qual a demanda
de 850 MW foi atendida em todos os estudos avaliados. Portanto, para esse caso, pode-se

concluir que essa é, de fato, a solugao 6tima global devido a anélise grafica.
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Tabela 5.3 — Resultados do PDE-PV para sistemas com 3 geradores

Método Pei [IMW]  Pgo [MW]  Pgs [MW]  Funcao Objetivo [3]
QPSO (MENG et al., 2010) 300,27 149,73 400 8234,07
PDPCBLM (SILVA, 2014) 300,03 149,94 399,98 8234,20
SDAEGR 300,291 149,75 399,959 8234,10

5.2 PDE-PV com 6 geradores

Para se obter os resultados com 6 geradores os dados foram extraidos de Gongalves
(2015). Na Tabela 5.4 sdo apresentados os coeficientes da curva de custo, incluindo os
efeitos dos pontos de carregamento de valvula, bem como os limites operacionais das

unidades geradoras. A formulagdo do modelo do PDE-PV para este caso possui:
o 6 variaveis;
e 1 restricao de igualdade;

o 12 restricoes de desigualdade.

Tabela 5.4 — Caracteristicas do sistema - PDE-PV com 6 geradores

Ger. PZy [MW] P [MW]  ai[$/MW?] bi[$/MW]  ci[$] ex [3]  fi [L/MW]

1 20 200 0,00375 2 0 120 0,073
2 20 80 0,0175 1,75 0 50 0,032
3 15 50 0,0625 1 0 30 0,051
4 10 35 0,00834 3,25 0 25 0,026
5 10 30 0,025 3 0 25 0,026
6 12 40 0,025 3 0 30 0,048

Demanda: Pp = 283 MW

Da mesma forma feita para o caso de 3 geradores, foi investigada a solugdo obtida
para 6 geradores. Neste caso, a escolha da poténcia inicial foi feita de modo a atender a
demanda total, de 283,4 MW. Neste caso, manteve-se somente o mesmo valor do passo
de integracao h, ja os demais parametros foram alterados, como apresentado na Tabela
5.5. Nos testes realizados observou-se uma sensibilidade grande na escolha de pardmetros,
sendo que uma escolha inadequada dos valores de suavizagao, barreira e seus respectivos
fatores de atualizagao levaram a divergéncia no método devido ao aumento dos niimeros

de pontos de minimos com a dimensao do sistema.

Para este caso, foram comparados os resultados obtidos com o trabalho de Gongalves
(2015), que utilizou o método PDPCBLM e a técnica de suavizagao hiperbdlica. Além disso,
foram realizadas comparagdes com o trabalho de Angelo (2019), no qual foi desenvolvida

um método Primal-Dual Previsor-Corretor Barreira Logaritmica (PDPCBL). Neste caso
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Tabela 5.5 — Parametros de inicializacao: 6 geradores

Parametro de suavizagao n="175

Fatores de reducao do pardametro de suavizacgao pr=061epy,=12
Limitante da atualizagao do parametro de suavizacao n=10"8

Parametro de barreira w=2

Fatores de atualizacao do parametro de barreira 7=0,5

Critério de parada contmaz = 200 errog..: = 0,01
Passo de integragao h=0,1
Deslocamento na direcao dos autovetores A=23

Numero maximo de pontos testados N = 1000

Poténcia inicial [MW] Pg1 =130; Pgo = 55; Pos = 35;

PG,4 == 25, PG75 =18

o método SDAEGR obteve o melhor valor da fungao objetivo com relagao aos outros

métodos comparados, com a demanda de 283,4 MW, apresentados na Tabela 5.6.

Tabela 5.6 — Resultados do PDE-PV para sistemas com 6 geradores

Método Fungao Objetivo [$]
PDPCBLM (GONCALVES et al., 2015) 860,37
PDPCBL (ANGELO, 2019) 812,32
SDAEGR 811,22

Foram obtidas 1424 solugoes 6timas locais através de um tempo computacional
igual a 721,403 segundos, sendo o pior valor obtido para a funcao de custos do PDE-PV
$950, 62, o valor intermediario de $818,34 e o melhor valor obtido de $811, 22.

Os pontos de operacao determinados pelo método SDAEGR sao destacados na
Tabela 5.7. Nao foi possivel compara-los com os resultados dos autores mencionados na
Tabela 5.6, uma vez que estes nao forneceram os pontos 6timos de operagao obtidos por
seus métodos. Os valores dos pontos de minimo alcangados pelo método SDAEGR sao

apresentados para referéncia na Tabela 5.7.

Tabela 5.7 — Ponto minimo [MW] para método SDAEGR — PDE-PV: 6 geradores.

Método SDAEGR

Pe 179,007
Pas 27,529
Pas 15,227
Pea 34,558
Pes 13,923

Peg 12,663
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5.3 PDE-PV com 10 geradores

Para o PDE-PV com 10 geradores foram extraidos os dados de Basu (2011) e os
parametros utilizados no método constam na Tabela 5.8. A formulagdo do modelo do

PDE-PV para este caso possui:
o 10 variaveis;
e 1 restricao de igualdade;

e 20 restricoes de desigualdade.

Tabela 5.8 — Caracteristicas do sistema - PDE-PV com 10 geradores

Ger. PET [MW] P (MW] aS/MW? buS/MW]  nl8] e [8] /i [1/MW]

1 10 35 0,12951 40,5407  100,4030 33 0,0174
2 20 80 0,10908 39,5904 950,606 35 0,0178
3 47 120 0,12511 36,5104 900,705 32 0,0162
4 20 130 0,12111 39,5104 800,705 30 0,0168
) 20 160 0,15247 38,5390 756,799 30 0,0148
6 70 240 0,10587 46,1592 451,325 20 0,0163
7 60 300 0,03546 38,3055  1243,531 20 0,0152
8 70 340 0,02803 40,3978  1049,998 30 0,0128
9 135 470 0,02111 36,3178  1658,569 60 0,0136
10 150 470 0,01799 38,2704  1356,659 40 0,0141

Demanda: Pp = 2000 MW

No sistema em questao, foi necessario modificar os parametros iniciais conforme
indicado na Tabela 5.9, de acordo com os testes computacionais realizados para uma

analise abrangente.

Tabela 5.9 — Parametros de inicializagao: 10 geradores

Parametro de suavizagao n=

Fatores de reducao do parametro de suavizagao pr=2eps =5
Limitante da atualiza¢do do parametro de suavizacao =102

Parametro de barreira =100

Fatores de atualizacao do parametro de barreira 7T=0,2

Critério de parada contimar = 50 erroge,: = 0,02
Passo de integracao h =0,01
Deslocamento na dire¢ao dos autovetores A=1,2

Numero maximo de pontos testados N = 1000

Poténcia inicial [MW] Pg1=30; Pgo =170; Pgs = 100;

Pg4 = 110; Pgs = 110; Pgg = 210;
Pg7 = 260; P = 300; Pgg = 410
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O PDE-PV com 10 geradores, enfrentando uma demanda de 2000 MW, foi abordado
pelo método SDAEGR, alcancando resultado e comparado ao método encontrado na
literatura. Foram obtidas 1989 solugoes 6timas locais em um tempo computacional igual
a 781,6163 segundos, sendo o pior valor obtido para a funcao de custo do PDE-PV
$108879, 83, o valor intermediario de $106278, 70 e o melhor valor igual a $105950, 4789.

A solucgao obtida estda detalhada na Tabela 5.10, e foi comparada com o resultado
divulgado em Gongalves (2019), através do método de Restrigoes Canalizadas Progressivas
- Suavizagao Hiperbdlica - Reescalamento Nao-Linear com Corre¢ao de Inércia (RCP-
SH-RNCH). Reiteradamente, o método SDAEGR demonstrou vantajoso na busca por
solugbes de melhor qualidade, quando comparado com o estudo de Gongalves (2019). Além
disso, é evidente que os resultados apresentados na Tabela 5.10 correspondem a pontos de

operacao distintos.

Tabela 5.10 — Pontos de minimo [MW] para os métodos avaliados — PDE-PV: 10 geradores.

Método SDAEGR RCP-SH-RNCH
(GONCALVES, 2019)

Pe 52,222 55

Pea 78,950 80

Pes 97,696 106,9364

Pea 82,298 100,5721

Pgs 71,254 81,5009

Pag 134,170 83,0290

Per 257,835 300

Pes 295,572 340

Peg 469,999 470

P10 460,000 470

Funcao Objetivo [$] 105950,4789 111493,7295

5.4 PDE-PV com 13 geradores

Para o PDE-PV com 13 geradores, os dados foram obtidos de Samed (2004), e os
parametros empregados no método estao listados na Tabela 5.11. A formulacao do modelo

para este caso especifico possui:
o 13 variaveis;
1 restricao de igualdade;
o 26 restricoes de desigualdade.

Em testes computacionais realizados houve a necessidade de alteracao somente

do parametro de contagem méaxima de minimos por descida cont,,,.., ou seja, quantas
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Tabela 5.11 — Caracteristicas do sistema - PDE-PV com 13 geradores

Ger. PZTIMW]  P7e [MW]  ay[8/MW?] 5,[8/MW] 8] ex 18] f [1/MW]

1 0 680 0,00028 8,1 550 300 0,035
2 0 360 0,00056 8,1 309 200 0,042
3 0 360 0,00056 8,1 307 200 0,042
4 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
5 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
6 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
7 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
8 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
9 60 180 0,00324 7,74 240 150 0,063
10 40 120 0,00284 8,6 126 100 0,084
11 40 120 0,00284 8,6 126 100 0,084
12 55 120 0,00284 8,6 126 100 0,084
13 55 120 0,00284 8,6 126 100 0,084

Demanda: Pp = 2520 MW

iteragoes maximas ird ocorrer no método de Euler, sendo equivalente a 500, com relacao
aos parametros iniciais utilizados no problema com 10 geradores e apresentado na Tabela
5.9. Ja os valores de poténcias iniciais foram tomados como sendo o valor médio entre o

minimo e o maximo das unidades geradoras.

Considerando que os dados e a formulagao para o PDE-PV utilizados neste trabalho,
para o sistema com 13 geradores, sdo os mesmos utilizados nos trabalhos de Samed (2004)
(AGHCOE - Algoritmo Genético Hibrido Co-Evolutivo), Silva (2014) e Dias (2021), é
possivel realizar uma comparagao entre os mesmos. Os métodos utilizados em cada trabalho
sao, respectivamente, AGHCOE, PDPCBLM e ED-BFGS. Na Tabela 5.12 é apresentado
o custo minimo obtido por cada um destes métodos, enquanto a Tabela 5.13 mostra a
melhor solugao de cada um, sendo a saida de poténcia Pg,; (em MW) para cada uma das

unidades geradoras de energia.

Tabela 5.12 — Resultados do PDE-PV para sistemas com 13 geradores.

Método Func¢ao Objetivo [$]
AGHCOE (SAMED, 2004) 247799,03
PDPCBLM (SILVA, 2014) 24173,81
ED-BFGS (DIAS, 2021) 24169,91
SDAEGR 24170,22

Para 13 geradores o método SDAEGR obteve 1770 solugdes 6timas locais com um
tempo computacional igual a 864,1588 segundos, sendo o pior valor obtido para a fungao de
custos do PDE-PV $26640, 00 o valor intermedidrio de $24433,00 e o melhor valor igual a
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$24170, 22. Para esse sistema a demanda a ser atendida é de 2520 MW na qual foi atendida
por todos os métodos comparados. Nesse caso em especifico, devido as complexidades
inerentes a esse sistema, tais como a proximidade dos limites inferiores e superiores de
poténcia, a solucao encontrada teve um valor ligeiramente maior aquela obtida por Dias
(2021). No entanto, ao analisar os valores das poténcias despachadas, na Tabela 5.13,

observa-se que esse ponto faz parte do mesmo conjunto de minimos encontrado por Dias
(2021).

Tabela 5.13 — Pontos de minimo [MW] para os métodos avaliados — PDE-PV: 13 geradores.

AGHCOE PDPCBLM ED-BFGS SDAEGR
Paa 617,194 628,080 628,318 628,312
FPe o 300,424 298,793 299,199 299,180
FPe s 297,281 298,793 299,199 299,180
Pa 4 165,630 159,537 159,733 159,718
FPa s 159,001 159,537 159,733 159,718
Fes 164,556 159,537 159,733 159,718
Par 140,762 159,537 159,733 159,718
FPeg 157,132 159,537 159,733 159,718
Pao 165,953 159,537 159,733 159,718

Pc o 76,516 76,922 77,399 77,371
Pei 74,810 76,922 77,399 77,371
FPa o 80,658 91,630 92,399 92,368
Peis 120,077 91,630 87,684 87,909

5.5 PDE-PV com 19 geradores

Os dados deste caso foram extraidos de Balamurugan et al. (2014). Os coeficientes
da curva de custo, incluindo os efeitos dos pontos de carregamento de valvula, bem como os
limites operacionais das unidades geradoras sao apresentados na Tabela 5.14. A formulacao

do modelo do PDE-PV para este caso possui:
e 19 variaveis;
e 1 restricao de igualdade;
o 38 restri¢oes de desigualdade.

Os parametros listados na Tabela 5.15 foram adotados durante a fase inicial do

método, os quais foram determinados por meio de testes computacionais realizados.
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Tabela 5.14 — Caracteristicas do sistema - PDE-PV com 19 geradores

Ger. Pgy [MW]  PEg® [MW] - ap[$/MW?] bi[$/MW]  ci[8] ex [S] fi [1/MW]
1 100 300 0,0097 6,8 119 90 0,72
2 120 438 0,0055 4 90 79 0,05
3 100 250 0,0055 4 45 0 0
4 8 25 0,0025 0,85 0 0 0
5 50 63,75 0 5,28 0,891 0 0
6 150 300 0,008 3,5 110 0 0
7 50 63,75 0 5,439 21 0 0
8 100 500 0,0075 6 88 50 0,52
9 200 600 0,0085 6 55 0 0
10 15 40 0,009 5,2 90 0 0
11 50 150 0,0045 1,6 65 0 0
12 25 75 0,0025 0,85 78 58 0,02
13 50 63,75 0 2,55 49 0 0
14 0 95 0,0045 1,6 85 0 0
15 20 220 0,0065 4.7 80 92 0,75
16 15 80 0,0045 1,4 90 0 0
17 15 80 0,0025 0,85 10 0 0
18 50 230 0,0045 1,6 25 0 0
19 400 500 0,008 5,5 90 0 0
Demanda: Pp = 2908 MW

Tabela 5.15 — Parametros de inicializagao: 19 geradores
Parametro de suavizagao n =130
Fatores de reducao do parametro de suavizagao pr=2epy =4
Limitante da atualizacdo do parametro de suavizacao n=10"%
Parametro de barreira w=10
Fatores de atualizacdo do parametro de barreira 7=0,5
Critério de parada contar = 305 errogn.. = 0,01
Passo de integracao h = 10,0001
Deslocamento na dire¢ao dos autovetores A = 10,0001
Numero maximo de pontos testados N = 1000

Poténcia inicial [MW]

Py = 170; Py = 300; Py = 160;
Pea=9; Pos =53; Pge = 211;
P = 51; Pag = 305; Pag = 300
Pg10 = 25; Pg11 = 80; Pgz = 42
PG713 = 50, 5; PG’14 = 10, PG715 = 210
Pg 16 = 40; Pg a7 = 40; Pgis = 200
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No caso de 19 geradores, o método SDAEGR produziu 1463 solugdes otimas locais,
com valores correspondentes para a fungao de custo no problema PDE-PV variando de
$22330, 5 (o pior resultado) a $19606, 1 (valor intermedidrio), em um tempo computacional
igual a 1025,6589 segundos. A Tabela 5.16 apresenta os valores da melhor solugao encon-
trada junto das solugbes publicadas na literatura, incluindo o PDPCBLM apresentado por
Silva (2014) e ED-BFGS desenvolvido por Dias (2021).

Tabela 5.16 — Resultados do PDE-PV para sistemas com 19 geradores.

Método Fungao Objetivo [$]
PDPCBLM (SILVA, 2014) 17551,0460
ED-BFGS (DIAS, 2021) 16982,5601
SDAEGR 16988,6

A Tabela 5.17 expGe os pontos operacionais identificados para resolver o PDE-PV
no sistema de 19 geradores, apresentando os resultados de Silva (2014) e Dias (2021) em
conjunto. Embora os resultados do SDAEGR nao tenham superado os obtidos por Dias
(2021), destaca-se uma notével semelhanga entre os pontos encontrados, sugerindo que o
SDAEGR alcanga uma solugao proxima a fronteira de atragdo a esse minimo, mas nao a
mesma. Essa capacidade de encontrar solugoes proximas as ja conhecidas é fundamental,
pois indica que mesmo com o aumento da dimensao do problema, o método proposto
estd se movendo em direcio a regides de baixo custo de forma consistente. E relevante

mencionar que a demanda foi atendida neste sistema, totalizando 2908 MW.
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Tabela 5.17 — Pontos de minimo [MW] para os métodos avaliados — PDE-PV: 19 geradores.

PDPCBLM ED-BFGS SDAEGR

200,35634
308,49096
226,22324
25
63,75
186,77848
63,75
299,37001
200
40
150
75
63,75
95
120,53097
80
80
230
400

104,3720
371,2835
249,8589
24,92514
63,71548
269,7616
62,93011
130,1541
201,1047
39,59142
149,8667
74,86636
63,7417
94,86275
216,8842
79,6400
79,7481
229,8043
400,3321

113,089
370,333
248,888
24,870
54,677
268,620
62,499
131,307
239,044
38,459
149,945
74,973
63,509
94,729
216,871
79,150
76,967
229,492
370,873

5.6 PDE-PV com 40 geradores

Os dados deste caso foram extraidos de Sinha et al. (2003). Os coeficientes da curva

de custo, incluindo os efeitos dos pontos de carregamento de valvula, bem como os limites

operacionais das unidades geradoras sao apresentados na Tabela 5.18. A formulacao do

modelo do PDE-PV para este caso possui:

e 40 variaveis;

o 1 restricao de igualdade;

o 80 restricoes de desigualdade.
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Tabela 5.18 — Caracteristicas do sistema - PDE-PV com 40 geradores

Ger. Pénin [MW] Pgbzx [MW] ak[$/MW2} bk[$/MW] Ck[$] €k [$] fk [1/MW]

1 36 114 0,00690 6,73 94,705 100 0,084
2 36 114 0,00690 6,73 94,705 100 0,084
3 60 120 0,02028 7,07 309,540 100 0,084
4 80 190 0,00942 8,18 369,030 150 0,063
5 47 97 0,01140 9,39 148,890 120 0,077
6 68 140 0,01142 8,05 222,330 100 0,084
7 110 300 0,00357 8,03 287,710 200 0,042
8 135 300 0,00492 6,99 391,980 200 0,042
9 135 300 0,00573 6,60 455,760 200 0,042
10 130 300 0,00605 12,9 722,820 200 0,042
11 94 375 0,00515 12,9 635,200 200 0,042
12 94 375 0,00569 12,8 654,690 200 0,042
13 125 500 0,00421 12,5 913,400 300 0,035
14 125 500 0,00752 8,84 1760,400 300 0,035
15 125 500 0,00752 8,84 1760,400 300 0,035
16 125 500 0,00752 8,84 1760,400 300 0,035
17 220 500 0,00313 7,97 647,850 300 0,035
18 220 500 0,00313 7,97 649,690 300 0,035
19 242 550 0,00313 7,97 647,830 300 0,035
20 242 550 0,00313 7,97 647,810 300 0,035
21 254 550 0,00298 6,63 785,960 300 0,035
22 254 550 0,00298 6,63 785,960 300 0,035
23 254 550 0,00284 6,66 794,530 300 0,035
24 254 550 0,00284 6,66 794,530 300 0,035
25 254 950 0,00277 7,10 801,320 300 0,035
26 254 950 0,00277 7,10 801,320 300 0,035
27 10 150 0,52124 3,33 1055,100 120 0,077
28 10 150 0,52124 3,33 1055,100 120 0,077
29 10 150 0,52124 3,33 1055,100 120 0,077
30 47 97 0,01140 9,35 148,890 120 0,077
31 60 190 0,00160 6,43 222,920 150 0,063
32 60 190 0,00160 6,43 222,920 150 0,063
33 60 190 0,00160 6,43 222,920 150 0,063
34 90 200 0,00010 8,95 107,870 200 0,042
35 90 200 0,00010 8,62 116,580 200 0,042
36 90 200 0,00010 8,62 116,580 200 0,042
37 25 110 0,01610 5,88 307,450 80 0,098
38 25 110 0,01610 5,88 307,450 80 0,098
39 25 110 0,01610 5,88 307,450 80 0,098
40 242 550 0,00313 7,97 647,830 300 0,035

Demanda : Pp = 10500 MW

Na fase inicial do método, foram utilizados os parametros descritos na Tabela 5.19,
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os quais foram derivados de testes computacionais realizados para fins de otimizagao.

Tabela 5.19 — Parametros de inicializagao: 40 geradores

Parametro de suavizagao n =20

Fatores de reducao do parametro de suavizacgao pr=2epy =8
Limitante da atualizagdo do parametro de suavizacao n=10"8

Parametro de barreira =20

Fatores de atualizacao do parametro de barreira 7=0,2

Critério de parada contmar = 20 €errope,: = 0,01
Passo de integragao h =10,01
Deslocamento na dire¢do dos autovetores A=0,1

Nimero maximo de pontos testados N = 2000

Poténcia inicial [MW] P 1 =100; Pgo = 95; Pgs = 100;

Pgu = 150; Pgs = 65; Pgg = 120;
Pgr = 280; Pgg = 280; Py = 280
PGJO = 280, PG711 = 150, PG,12 =150
PG’13 = 400, PG714 = 400, PG,15 =400
PG716 = 400, PG,17 = 450, PG,lg =450
Pa 19 = 450; Pg oo = 450; Pg o1 = 450
PG722 = 450, PG,23 = 450, PG’24 =450
PG’25 = 450; PG,26 = 300; PG,27 =90
Pg s = 30; Pg a9 = 30; Pg 30 = 90
Pg 31 = 80; Pg a2 = 80; Pg 33 = 80
Pa 34 = 180; Pg 35 = 140; P e = 115
Pear = 75; Pgss = 90; Pg 30 = 80

No contexto de 40 geradores, o método SDAEGR gerou 1837 solugoes étimas locais
para o PDE-PV. Os valores correspondentes da funcao de custo variaram de 136443, 6123
(pior resultado), 122710, 5225 (resultado intermediario) até o melhor valor encontrado, em
um tempo computacional igual a 3564,1112 segundos. A Tabela 5.20 exibe os valores da

solucao mais otimizada, juntamente com as solugoes encontradas na literatura.

Tabela 5.20 — Resultados do PDE-PV para sistemas com 40 geradores.

Método Func¢ao Objetivo [$]
FPSOGSA (DUMAN et al., 2015) 121412,5421
RCP-SH-RNCI (GONCALVES, 2019) 121376, 9389
ED-BFGS (DIAS, 2021) 121490,9216
SDAEGR 121438,2450

A Tabela 5.21 fornece uma visao detalhada dos pontos operacionais alcangados
para resolver o PDE-PV em um sistema composto por 40 geradores. Além disso, sao

apresentados os resultados obtidos por Duman et al. (2015) utilizando o algoritmo hibrido
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que simula a teoria da gravitagdo universal elaborada por Newton (FPSOGSA), bem como
os resultados do trabalho de Gongalves (2019) e Dias (2021), considerando uma demanda
de 10500 MW.
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Tabela 5.21 — Pontos de minimo em [MW] para os métodos avaliados — PDE-PV: 40
geradores.

FPSOGSA RCP-SH-RNCI ED-BFGS SDAEGR

Paa
Pg o

110,7998
110,7998
97,3999
179,7331
87,7999
140
259,5997
284,5997
284,5997
130
94
94
214,7598
394,2794
394,2794
394,2794
489,2794
489,2794
511,2794
511,2794
523,2794
523,2749
523,2794
523,2794
523,2794
523,2794
10
10
10
87,7999
190
190
190
164,7998
200
104,3973
110
110
110
511,2794

110,8467
110,8467
97,4063
179,7320
87,8614
140
259,6436
284,6463
9284,6442
130
94
94
214,6849
394,1909
394,1909
394,1909
489,2913
489,2918
511,2877
511,2877
523,3249
523,3249
523,3280
523,3280
523,3182
523,3182
10
10
10
87,8615
190
190
190
164,8704
200
193,9949
110
110
110
511,2877

110,7998
110,7998
97,39978
179,7236
87,79993
140
259,6003
280,5996
284,5996
130,0002
168,7977
168,7977
304,5196
304,5196
304,5196
304,5196
489,2163
489,2163
511,2794
511,2794
523,2822
523,2822
523,2822
523,2822
523,2822
523,2822
10,00004
10,00004
10,00004
87,79993
189,9999
189,9999
189,9999
196,4129
196,4129
196,4129
109,9999
109,9999
109,9999
511,2794

110,5580
110,8780
97,5922
179,7331
87,7999
139,9840
300
284.5997
284,5997
130
94
94
125
394,2794
394,2794
394,2794
489,2794
489,2794
511,2794
511,2794
523,2794
523,2794
523,2794
523,2794
523,2794
523,2794
10
10
10
96,3569
190
190
190
200
200
200
110
110
110
511,22

Neste caso, o algoritmo alcancou um resultado melhor que ao de Dias (2021) mas

nao superou o de Gongalves (2019). E crucial destacar que, dada a complexidade deste,
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caso, devido a quantidade de minimos elevada, acaba tornando uma busca por todos os
pontos minimos uma tarefa extremamente desafiadora, dificultando assim a localizacao do

minimo global.

5.7 Método SDAEGR aplicado em um problema classico

multimodal

O problema (5.2) apresentado a seguir é uma representagdo matematica de um
problema de minimizac¢ao com restrigdes de desigualdade e varidveis canalizadas. Esse
problema especifico foi proposto por Kang et al. (2000) e adaptado por Tavazoei e Haeri

(2006), em que os autores investigaram uma solugdo minimizada para esse problema.

minimizar f(x,y) = —[zsen(9my) + ycos(25mx) + 20]
Sujeito a : x* 4+ y* < 81
z,y € [—10, 10] (5.2)
A fungao objetivo sobre a fronteira circular ¢é ilustrada na Figura 5.10, exibindo
milhares de minimos locais. Por sua vez, a Figura 5.11 apresenta o grafico associadas a este

problema. A observacao dessas figuras revela o comportamento oscilatério caracteristico

desse desafio de otimizacao, evidenciando sua alta complexidade de resolucao.

Figura 5.10 — Representacao gréfica do problema adaptado por Tavazoei e Haeri (2006).
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Figura 5.11 — Grafico do problema adaptado por Tavazoei e Haeri (2006).

Fonte: Autor.

Neste trabalho, é apresentada uma abordagem destinada a enfrentar um desafio
complexo, caracterizado pela presenga de multiplas solugoes locais. O objetivo é avaliar a
eficacia da busca por pontos de minimo diante dessa complexidade. Para isso, uma das
estratégias utilizadas no PDV-PV foi empregada, onde a restricdo de desigualdade do
problema (5.2) foi tratada por meio da estratégia de barreira logaritmica, conforme discutido
na Se¢ao 3.4.2. Dessa forma, o problema apresentado anteriormente foi reformulado

incluindo a barreira logaritmica:

minimizar f(z,y) = —[zsen(9my) + ycos(25mx) + 20]+
_/'l’[ln(Sl_xQ_yz)+ln(_wmin+x)+ln(_33+xmaz)+ln(_ymin+y)+ln(_y+ymaz)] (53)

Posteriormente, o método proposto (SDAEGR) é aplicado, associando inicialmente
o problema (5.2) a um sistema dindmico por meio da Equagao (3.22). Na Figura 5.12, é
apresentado o comportamento dindmico do sistema gradiente, onde sao identificados os
pontos de equilibrio estaveis nos minimos locais, destacados pelas areas azuis, e os pontos

de decomposicao, marcados pelas areas em laranja.

Nos testes realizados, foram utilizados diversos tipos de calibragdes dos parametros
a fim de encontrar o melhor desempenho do método. Assim, como teste final foi definido
o passo de integracao do método de Euler em h = 0,0002, o passo nas direcoes dos
autovetores foi configurado em A = 0,0002, a contagem de minimos locais encontrados

foi limitado a X = 3000, cont,,q. = 100 € erromn.. = 0,02. Além disso, a cada descida ao
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Figura 5.12 — Curvas de nivel do problema adaptado por Tavazoei e Haeri (2006)

Fonte: Autor.

minimo e subida ao ponto de sela, foi empregado o parametro de barreira p igual a 10,
sendo 7 = 0, 5. Essas configuragoes desempenharam um papel fundamental na eficacia e

nas solugoes do método utilizado durante a resolugdo do problema em questao.

Utilizando os pontos iniciais Py(1,5789; -7,5146) e (-1,5814; 7,5122), o sistema
gradiente foi integrado numericamente, resultando em valores minimos locais de -32,7179
e -32,5068, respectivamente. Para a primeira solugao, x2 + y* = 80,8869 (< 81), e para
a segunda solucao, 2% + y* = 80,6778 (< 81). Os pontos de minimo estdo descritos na
Tabela 5.22.
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Tabela 5.22 — Resultados encontrados a partir de P, para o método SDAEGR

Py P*(z,y) Melhor solucao
(1,5789; -7,5146) (-6,4400; -6,2780)  -32,7179
(-1,5814; 7,5122)  (-6,3171; 6,3853) -32,5068

Nas Figuras 5.13 e 5.14, é possivel observar a trajetoria dos pontos a partir desses
dois pontos iniciais Fy. Os asteriscos pretos representam os pontos de minimo, os pontos
em vermelho indicam os pontos de sela e os circulos azuis representam os novos minimos

encontrados por meio dos pontos de sela.

Segundo o trabalho de Tavazoei e Haeri (2006) o valor de minimo local desse
problema é equivalente a -32,7179, porém os autores nao indicam quais seriam os pontos de
minimo para essa solugao. Para o problema de otimizac¢ao em questao, o método SDAEGR
conseguiu encontrar a mesma solucao dos autores citados. No entanto, dada a complexidade
inerente a resolugao de problemas, que frequentemente apresentam minimos e maximos
locais distribuidos por uma vasta gama de regides proximas, o método SDAEGR, concebido
para explorar miltiplos pontos de 6timo local e, idealmente, alcancar o ponto de minimo
global, enfrenta desafios significativos. Embora tenha demonstrado resultados promissores,
ainda had margem para aprimoramento, especialmente na resolucao de problemas multimo-
dais e na busca da solugao 6tima global. Nesse sentido, uma abordagem de melhoria do
método pode envolver a incorporacao de novas estratégias, como a inclusao do método de
Euler Modificado na implementacao, a adocao de métodos de gradientes mais avangados,
como o primal-dual de pontos interiores, e a consideracao das sugestoes propostas por
Chiang et al. (2022). Tais refinamentos tém o potencial de aprimorar o desempenho do
método, tornando-o mais eficaz na resolu¢ao do problema em questao e em problemas

similares.
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Figura 5.13 — Trajetéria para o minimo partindo do ponto inicial Py(1,5789; -7,5146)

Fonte: Autor.
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Figura 5.14 — Trajetéria para o minimo partindo do ponto inicial Py(-1,5814; 7,5122)

Fonte: Autor.
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6 CONCLUSOES E PROPOSTAS
PARA TRABALHOS FUTUROS

Pode-se observar diversos métodos na literatura ja propostos para a resolugao do
PDE, sendo o PDE-PV, uma de suas variantes com maiores dificuldades para solugoes a
partir de métodos deterministicos. O problema de PDE-PV é modelado como um problema
de otimizacao nao-linear, nao-convexo e nao-diferencidvel, com restri¢coes de igualdade e
desigualdade. Por tais motivos, sua resolucao na literatura é usualmente feita mediante
métodos heuristicos, pois, além dos métodos deterministicos encontrarem dificuldades
em sua resolucao devido a sua nao diferenciabilidade, os mesmos, para problemas nao

convexos como este, tendem a encontrar 6timos locais, sem garantia de 6timo global.

Assim, neste trabalho foi proposta uma nova abordagem de solugao capaz de
encontrar multiplos 6timos locais e, possivelmente, a solucao 6tima global do problema,
nomeada SDAEGR. Esta proposta ¢ uma extensao do método de Chiang e Chu (1996)
para problemas irrestritos de otimizacao, e foi testada para problemas envolvendo 3, 6, 10,
13, 19 e 40 unidades geradoras, bem como em um problema multimodal apresentado por
Tavazoei e Haeri (2006).

Para a aplicagao do método a resolucao dos problemas citados, foram emprega-
das diversas estratégias para aprimoramento do método. A primeira delas consistiu na
aproximacao da fung¢ao objetivo do PDE-PV original através da suavizagao hiperbdlica.
Além disso, foi necessario tratar a restricao de igualdade relativa a equacao de balanco
de poténcia ativa. Para isso, optou-se por reescrever uma das poténcias geradas como
combinacao linear da demanda e das demais poténcias geradas. Outra estratégia adotada
foi a utilizacao da barreira logaritmica para representar as restri¢coes de desigualdade. Essa
técnica permitiu operar com pontos interiores a regiao viavel do problema, contribuindo
para a busca por solugoes. Essas estratégias foram fundamentais para viabilizar a resolucao
dos problemas e garantir resultados, especialmente considerando que o método apresen-
tado por Chiang e Chu (1996) nao apresentava uma estratégia para lidar com problemas

restritos.

Por meio do sistema dinamico auxiliar, os pontos de minimo foram explorados,
perturbando-os tanto positiva quanto negativamente, seguindo as direcoes indicadas pelos
autovetores da matriz Hessiana da funcao objetivo suavizada. Este procedimento visa obter
todos os pontos de sela de interesse ao problema. A identificacdo completa dos pontos de
sela é crucial, pois possibilita encontrar multiplos minimos locais do problema utilizando
o método de Euler. Optou-se pelo método de Euler devido & sua capacidade de oferecer

uma abordagem simples para lidar com Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) e para
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aproximar suas solugoes.

Com relacao aos testes realizados, foram identificadas a pior, a intermediaria e a
melhor solugao, e os resultados foram comparados com outras abordagens encontradas
na literatura. Pode-se concluir que os resultados obtidos foram diretamente influenciados
pelas caracteristicas do método de integragao numérica escolhido, bem como pelos seus
parametros. Para cada problema especifico, diferentes conjuntos de parametros foram
utilizados, levando em consideragao suas particularidades e complexidades. Isso envolveu a
sele¢do de condigoes iniciais para iniciar o processo iterativo, para encontrar tanto pontos
minimos locais quanto pontos de sela. E importante ressaltar que, na proposta original de
Chiang e Chu (1996), os autores nao forneceram orientagoes sobre como iniciar o processo
iterativo a partir desses pontos. Isso exigiu a implementagao de estratégias e testes durante
o desenvolvimento deste trabalho, a fim de determinar as abordagens mais eficazes para a
escolha das condigbes iniciais nos processos de integracao numérica. Além disso, é possivel
observar que a selecdo das solugoes iniciais para a execug¢ao do método influenciou a
sequéncia das trajetérias. No entanto, mesmo com diferentes sequéncias de trajetorias, os
mesmos pontos de minimos locais foram encontrados para o caso de 3 geradores, indicando

que o método conseguiu explorar todas as regides para problemas de dimensdes menores.

Outro ponto relevante a destacar é que, nos testes conduzidos com o PDE-PV,
observou-se que, a partir dos testes de 13 geradores e conforme o sistema se expandia,
aumentava a dificuldade do método em identificar todos os pontos de minimo local. Isso
leva a conclusao de que a abordagem de Ching e Chu (1996), que consiste em buscar
todos os minimos locais e, em seguida, determinar o minimo global, necessita de um
melhor aperfeicoamento para solucionar e determinar multiplos pontos de 6timo para
sistemas com dimensoes maiores. No entanto, é importante ressaltar que o método proposto,
juntamente com as estratégias implementadas, tem esse objetivo, ou seja, priorizar a busca

por miultiplos pontos de 6timo local.

Portanto, o método SDAEGR se difere dos métodos deterministicos encontrados
na literatura e utilizados na resolucao do PDE-PV, para os quais somente é possivel
determinar um minimo local desse problema, mostrando-se capaz de resolver os problemas
testados e apresentando-se potencial promissor em relacdo ao espago de busca. Com isso,
pode ser estendido e aplicado em problemas multimodais, explorando nao s6 uma solucao,

mas sim varias solugoes de minimos locais em diferentes trajetérias.

Em trabalhos futuros, propoe-se a modificacao do método SDAEGR, incorporando
os conceitos desenvolvidos por Chiang et al. (2022), os quais introduzem o método da
trajetéria unificada (TJU) e o método TRUST-TECH. Além disso, visando aprimorar a
eficacia do método e reduzir o tempo computacional, sugere-se a utilizacdo de diferentes
métodos de descida, como o método de Newton, para descobrir novos minimos. Também é

proposta a integracao da funcao de Lyapunov para restringir os espacos de busca e focar
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em soluc¢oes mais promissoras. Outra proposta é a utilizagao das estratégias Primal-Dual.
Essas modificacoes tém o potencial de aperfeicoar o desempenho e a versatilidade do
método, abrindo caminho para a resolucao de uma gama mais ampla de problemas e a

obtencao de solugoes de maior qualidade.
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7 TRABALHOS DIVULGADOS E
APRESENTADOS EM CONGRES-
SOS

MASSAMBANI, N; MARTINS, A. C. P; BALBO, A. R; NEPOMUCENO, L;
SOLER, E. M. Investigacao de Multiplos Pontos de Otimo do Problema de Despacho
Economico com Efeito de Carregamento de Pontos de Valvula Através de um Método
Baseado em Sistemas Dinamicos. CLAGTEE, Rio de Janeiro. 2022.

MASSAMBANI, N; MARTINS, A. C. P; BALBO, A. R; NEPOMUCENO, L;
SOLER, E. M. Método Baseado em Sistemas Dindmicos para a Solugdo do Problema de
Despacho Econdémico Multimodal com Representacao do Efeito de Carregamento de Ponto
de Valvula. Anais do IV CoBICET. Evento online, 2023.
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APENDICE A - SISTEMAS
DINAMICOS

Neste apéndice serao abordados os contetidos basicos de Sistemas Dinamicos e foi
baseado no livro Nonlinear Systems de Khalil (2002). Além disso, outras referéncias foram
usadas e citadas como: Boldrini (1980), Vidarde (2002), Machowski; Bialek; Bumby (2008),
Chiang (2011), Barreira e Valls (2012), Murkhejee e Poria (2012) e Fernandes (2012).

A teoria de sistemas dinamicos teve suas raizes na fisica nos estudos conduzi-
dos por Newton no século XVII. Assim, Newton contribuiu significativamente para o
desenvolvimento da matemaética, fornecendo ferramentas fundamentais para descrever o
comportamento dindmico de sistemas por meio de equagoes diferenciais. Estas equacgoes
descrevem como as variaveis de estado de um sistema evoluem no tempo e tornaram-se uma
parte essencial da teoria dos sistemas dinamicos. Utilizando equagdes diferenciais, Newton
concebeu as leis do movimento e da gravitagao universal, aplicando-as para esclarecer as leis
de Kepler referentes ao movimento dos corpos celestes. Essa contribuicao foi fundamental
para o surgimento dos fundamentos dos sistemas dinamicos, que tém suas raizes na andlise
de processos temporais. Segundo Khalil (2002), as equagdes diferenciais foram criadas com
o objetivo de imitar o comportamento dos sistemas dindmicos reais e sao determinadas a
partir de algumas suposi¢oes sobre o comportamento dos sistemas fisicos. Assim, quanto
mais refinado for esse modelo, mais precisas serao as previsoes do comportamento fisico.
Atualmente, os sistemas dindmicos sdo de interesse para diversas areas, como matema-
tica, fisica, biologia, economia, engenharia, entre outras. Embora a variavel independente
mais comum em sistemas dindmicos seja o tempo, é possivel considerar outras grandezas,
como posi¢ao, ou mesmo alguma variavel sem uma interpretagao fisica. Essas variaveis
sao descritas de maneira abrangente, com uma variavel independente, frequentemente

representada por ¢, que simboliza o tempo ou alguma outra das grandezas citadas.

Em varios problemas de engenharia, um sistema dinamico ¢é representado por um
conjunto de n equagoes diferenciais de primeira ordem em um espaco R", utilizadas para
determinar o comportamento do processo evolutivo de um objeto ou evento especifico. O
sistema em questao pode apresentar propriedades deterministicas ou nao, possuir dimensoes
finitas ou infinitas e ter diferenciabilidade. Um sistema é considerado deterministico quando,
seu estado futuro ou passado, é unicamente determinado pelo seu estado presente. Um
exemplo disso é a mecanica classica, onde o movimento de um corpo tem seu futuro e
passado exclusivamente determinados por sua posicao e velocidades iniciais. Por outro lado,

sistemas dinamicos nao-deterministicos, também conhecidos como estocasticos, incorporam
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a incerteza ou aleatoriedade nas equagdes, ou regras que regem seu comportamento.
Exemplos notaveis incluem os modelos probabilisticos utilizados em finangas para prever
os precos das agoes, modelos na biologia que lidam com populagoes sujeitas a flutuagoes
aleatérias, e a mecanica quantica, uma teoria fisica que descreve o comportamento das

particulas subatomicas, como elétrons e fétons.

Diante disso, conforme mencionado por Khalil (2002), compreender um sistema
implica na capacidade de quantificar grandezas que possibilitem descrever qualquer aspecto
desse sistema, ou, pelo menos, aqueles que sao de interesse particular. Essas grandezas,
entao, definem o estado do sistema e podem ser selecionadas como variaveis de estado,
como, por exemplo, posi¢ao e velocidade em um sistema de particulas, ou tensao e corrente
em um circuito elétrico, entre outros exemplos. E importante ressaltar que essa escolha
nao é tnica, uma vez que algumas grandezas fisicas podem ser derivadas de outras. Por
exemplo, optar por trabalhar com tensdo e poténcia em um circuito elétrico em vez de

tensao e corrente.

Toda equacao diferencial de ordem n pode ser decomposta em n equagoes diferenciais
de primeira ordem, facilitando a sua andlise tedrica e a utilizacao de métodos numéricos
para a solucdo. Assim, trata-se os sistemas dinamicos como uma modelagem de um niimero

finito de EDOs, da seguinte forma:

jfl = f1<t,25'1,...,l‘n,ul,---aup)
‘%"2 = f2(t,x17'"7xmu17""up> (A 1)
i‘n = fn(t7$17...,xn,u17-"7up)

em que z; denota a derivada da variavel de estado x; com respeito a variavel independente
t e up,ug,...,u, sao as varidveis de entrada. J4 as varidveis de estado x1, o, ..., oy,

geralmente sao grandezas fisicas como velocidade, aceleracao, angulo, tensao, entre outras.

De forma compacta, indica-se o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

pela notagao vetorial:

= f(t,z,u) (A.2)

Chama-se (A.2) de uma representagdo de um sistema dindmico, e refere-se x como
variavel de estado e u como entrada ou parametro de controle. Quando nao ha a entrada
u presente no sistema, chama-se de equagao de estado nao-forcada, a qual é escrita na

seguinte forma:

T = f(t,x) (A.3)
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Um sistema dindmico pode ser categorizado como auténomo (invariante no tempo)
ou nao-auténomo (variante no tempo), estabelecido com base na dependéncia do campo
vetorial (parte direita da Equagao (A.3)) em relagdo a variavel independente ¢. Em outras
palavras, pode-se considerar um sistema dindmico autéonomo ou invariante no tempo
quando a fungao f(t,x) que compoe a parte direita da equagao ndo depende explicitamente

da varidvel ¢, resultando na Equacao (A.4).

i= f() (A4)

Embora a maioria dos problemas de engenharia esteja sujeita as variagoes ao longo
do tempo, seja por alteracoes em sua configuragao ou envelhecimento natural de seus
componentes fisicos, em diversas situacoes a analise desses problemas pode ser simplificada
considerando intervalos de tempo especificos, durante os quais o campo vetorial pode ser
considerado invariante no tempo. Assim, este texto se restringe, sem perda de generalidade,

a sistemas dindmicos auténomos representados pela Equagao (A.4).

Como mencionado anteriormente, um sistema dindmico pode ser descrito por meio
de equagoes diferenciais, podendo estas serem lineares ou nao lineares. No caso de sistemas
nao lineares, como o encontrado no contexto do sistema elétrico de poténcia, enfrentam-se
desafios consideravelmente mais complexos do que os apresentados pelos sistemas lineares.
Devido a natureza nao linear desses sistemas, ha a necessidade de se trabalhar com
abordagens analiticas e computacionais mais sofisticadas para uma melhor compreensao e

a modelagem mais fidedigna.

Segundo Khalil (2002), em razao do conhecimento vasto das ferramentas de analise
para sistema linear, o primeiro passo para analisar um sistema nao linear é linearizar esse
sistema em torno da vizinhancga de um ponto de operagao e, uma vez linearizado, estudar
seu comportamento. Essa técnica, chamada linearizagao, é explicada mais a frente na secao
A.3. Contudo, Khalil (2002) destaca duas limitagoes intrinsecas a linearizacdo. A primeira
delas reside no fato de que a linearizacao, por sua natureza, é uma aproximacao valida
apenas em uma vizinhanca préoxima a um ponto de operagao. Portanto, essa abordagem se
restringe a prever o comportamento local de um sistema nao linear apenas nas proximidades
desse ponto, incapaz de antecipar comportamentos “nao locais” ou distantes do ponto
de operagao. A segunda limitacao identificada pelo autor é relacionada a presenca de
fenomenos especificos a sistemas néo lineares. Estes fendomenos, por sua propria natureza
nao linear, nao podem ser adequadamente descritos e analisados por meio de sistemas

linearizados. De acordo com Khalil (2002), alguns exemplos de fendmenos nao lineares sao:

o Tempo finito de fuga: um sistema linear instavel tende ao infinito quando o

tempo tende ao infinito; um sistema nao linear pode tender ao infinito em um tempo finito.

o Multiplos equilibrios isolados: um sistema linear pode ter somente um ponto
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isolado de equilibrio; um sistema nao linear pode ter varios pontos isolados de equilibrio,

podendo convergir para diferentes pontos de operacao no seu regime permanente.

o Ciclos limite: para um sistema linear invariante no tempo oscilar é necessario
um par de autovalores no eixo imaginario, o que ¢ uma condigdo quase impossivel de se
manter na presenca de perturbacoes. Ainda que fosse viavel, a amplitude da oscilagao
dependera do estado inicial do sistema. Na pratica, oscilagoes estaveis s6 sao produzidas
por sistemas nao lineares. Existem sistemas nao lineares que podem oscilar em valores fixos
de amplitude e frequéncia, independentemente do estado inicial. Esse tipo de oscilagao é

denominado Ciclo Limite.

e Sub harmonico, harmonico e oscilagbes quase periddicas: um sistema linear
alimentado por uma fonte peridédica, produz uma saida com a mesma frequéncia. Um
sistema nao linear com uma alimentacao periédica pode ter uma saida com frequéncias
que sao submultiplos ou multiplas da frequéncia de entrada. Isso pode gerar uma oscilagao
quase periddica. Um exemplo dessa saida é a soma de oscilagoes periddicas com frequéncias

que nao sado multiplas uma das outras.

o Caos: trata-se de um sistema nao linear que pode ter um comportamento no seu
regime permanente que nao seja equilibrio, oscilacao peridédica ou oscilagao quase periddica.
Esse comportamento é normalmente chamado de Caos. Alguns desses sistemas cadticos

demonstram comportamentos aleatérios, independentemente da natureza do sistema.

Essa distingao é particularmente crucial ao investigar a estabilidade de sistemas

dinamicos, a qual serda abordada a seguir.

A.1 Ponto de equilibrio, regiao de estabilidade e regiao de
atracao

Como foi visto anteriormente, um sistema dinamico pode ser descrito usando
equagoes diferenciais auténomas de ordem n, conforme a Equagao (A.4). A resposta de
tais sistemas esta relacionada com a solucao de EDOs, dada uma condigao inicial do vetor

de estado no instante ¢y = 0:

z(0) = xg (A.5)

Esta condigao inicial juntamente com a EDO (A.4) constituem o PVI. Obter uma
solucao deste PVI consiste em encontrar uma fungao ¢(t, to, o) que satisfaz a EDO (A.4)
e a condigao inicial (A.5). A solugdo do PVI (¢(¢,to, zo)) pode ser entendida como uma
curva no espaco de estados parametrizada por ¢t e que passa em xg quando t = t,. Essa

curva ¢ chamada de trajetéria do sistema passando pelo ponto xy. Em sistemas dindmicos,
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um ponto de equilibrio, também conhecido como ponto fixo ou ponto critico, é um estado
no qual o sistema permanece inalterado ao longo do tempo. Em outras palavras, é um
conjunto de condigoes em que as derivadas das varidaveis do sistema sao zero, indicando

que o sistema nao experimenta mudangas nesse ponto especifico.

Definigdo A1.1: Suponha que z* € D seja um ponto de equilibrio de (A.4), entdo:

f(@®) =0 (A.6)

Portanto, os pontos de equilibrio sao as raizes ou solugoes do sistema de equacoes
nao lineares (A.6). Ao contrario dos sistemas dinamicos lineares, nos nao lineares pode-se ter
nenhum, apenas um ou multiplos pontos de equilibrio isolados. Note que ¢(t, to, x*) = x* |
vVt > tp.

Por conveniéncia, é comum apresentar as defini¢des e teoremas para o caso em que
o ponto de equilibrio estd na origem de R", isto é, z* = 0. E importante salientar que
nao ha perda de generalidade em fazer isso, pois qualquer ponto de equilibrio pode ser
deslocado para a origem por meio de uma mudanca de varidaveis. Suponha que z* # 0 e
considere a mudanga de variaveis y = x — 2*. Com essa mudanca de variaveis a EDO que

rege y é dada por:

. . «y\ def
gy=i=flx)=fly+27) = g(y) (A.7)
Na nova variavel y, o sistema tem um ponto de equilibrio na origem, pois g(0) =
f(O+27)=0.
Definicao A1.2: O ponto de equilibrio z* de (A.6) é:

« estével se para cada e > 0, arbitrariamente pequeno, existe o = o(e) > 0 tal que

l|zog — 2*|| < o = ||o(t, to, z0) —2¥|| <€, VYVt >t (A.8)

« instavel se nao verificar a condicdo anterior, ou seja, se nao for estavel.

« assintoticamente estavel se for estavel e o pode ser escolhido de modo que:

l|zg — 2*|| < 0 = limy_0ud(t,tg, x0) =0 (A.9)

A exigéncia € — o para estabilidade assume a forma de um desafio-resposta. Para
demonstrar que o ponto denominado origem x* = 0 é estavel, é assumido que para
qualquer valor de €, deve-se produzir um valor de o, possivelmente dependente de ¢, tal
que uma trajetoria comecando em uma vizinhanca o da origem nunca saia da vizinhanca e.

Segundo Khalil (2002) a estabilidade assintdtica, para qualquer condigao inicial perturbada
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suficientemente pequena, as solugoes do sistema convergem para o ponto de equilibrio a

medida que o tempo avanca.

Assim, a estabilidade esta relacionada ao ponto de equilibrio e é uma propriedade
local. Ao se analisar as solugoes da Equacgao (A.6) nota-se que todas as trajetérias iniciadas
em uma determinada regiao tendem para o ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
Define-se entao esta regiao como Regiao de Atragao deste ponto de equilibrio. Em outras

palavras, é a regiao da qual o sistema evolui para o ponto de equilibrio ao longo do tempo.

Definicao A1.3: A Regiao de Atragdo do ponto de equilibrio z*, A(z*), é o maior

subconjunto do espaco de estado que satisfaz:

xo € A(z") & tli)m o(t, to, xg) = (A.10)

A regido de atragao é um conceito de muita importancia para a engenharia, sistemas
dinamicos reais estao sujeitos corriqueiramente as perturbagoes, entao é preciso garantir
que eles operem sempre dentro da area de atracdo de um ponto de operagao estavel. A
compreensao dessas propriedades ¢ crucial para a andlise e o controle de sistemas dinamicos

em uma ampla gama de aplicacoes, as quais serao apresentadas a seguir.

A.2 Espaco de fase e retrato de fase

Segundo Khalil (2002), o conjunto de variaveis do espago de fase de um sistema
compoe o conjunto minimo de variaveis que oferecem uma descricao completa do estado
do sistema. Com isso, pode-se referir a espaco de fase ao espaco que surge a partir
dessas variaveis de fase, ou seja, o estado de um sistema em qualquer momento especifico
é representado como um ponto dentro desse espago de fase. Assim, as mudancas no
estado do sistema ao longo da variavel independente ¢t sao visualizadas como trajetérias
no espago de fase. Essas trajetorias sao, essencialmente, os caminhos que um objeto
percorre nesse espaco em relagao a t, que normalmente é o tempo. O Retrato de Fase
é uma representacao que abrange um conjunto suficiente de trajetérias que permitem a

compreensao do comportamento dinamico do sistema.

Em um diagrama de campo vetorial, as setas nos pontos do espaco de fase repre-
sentam as diregoes para onde as variaveis de estado estao evoluindo. Os pontos criticos ou
pontos de equilibrio, onde as derivadas em relacdo ao tempo sao nulas, sdo muitas vezes
destacados no diagrama de campo vetorial. Ao observar o diagrama de campo vetorial no
espaco de fase, é possivel visualizar as tendéncias e padroes de comportamento do sistema

ao longo da variavel independente t.

Como o campo vetorial em um ponto é tangente a trajetéria através deste ponto,

pode-se, essencialmente, construir a trajetéria a partir do diagrama do campo vetorial,
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comecando em um conjunto suficientemente grande de condig¢des iniciais xg, como repre-

sentado na Figura A.1.

Figura A.1 — Diagrama de Campo Vetorial.
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Fonte: Autor.

Com relacao as Figuras A.1 e A.2 pode-se destacar algumas caracteristicas impor-

tantes dos retratos de fase, sendo:

e Pontos de equilibrios: também chamados de pontos fixos, sdo os pontos que
satisfazem f(z*) = 0. Tem-se como exemplo os pontos z* e z* da Figura A.1 e a origem

na Figura A.2.

« Orbita fechada: corresponde a solucdes periédicas, isto é, solucdes em que
xz(t+ T) = x(t) para todo t para algum T > 0. Nota-se a érbita em vermelho na Figura

A.2 correspondente a um ciclo limite, na qual é uma Orbita fechada.

« O arranjo das trajetérias perto dos pontos fixos ou das orbitas fechadas. Como

exemplo, o padrao de fluxo nos pontos x, da Figura A.1 sao semelhantes.

« A instabilidade ou estabilidade dos pontos fixos, ou a limitacao das trajetérias
das drbitas. Por exemplo, a érbita periddica na Figura A.2 é de trajetoria limitada e todas
as Orbitas dentro (exceto a origem) e fora do ciclo limite tendem para o ponto fixo quando
t aumenta. Enquanto os pontos x* na Figura A.1 e a origem na Figura A.2 sdo instaveis

porque as trajetérias nas proximidades desse ponto tendem a se afastar.

Além disso, é relevante destacar a importancia de € da Definicdo A1.2 ser arbi-
trariamente pequeno. Na Figura A.2, se e for escolhido suficientemente grande, entao

pode-se encontrar um o tal que a origem seja classificada como ponto de equilibrio estavel.
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Pois toda trajetoria iniciando fora do ciclo limite tende para ele quando ¢ aumenta, as
trajetorias iniciadas longe do ciclo limite e da origem nao se afastam do ciclo limite e da
origem. Porém, se a vizinhanca e for suficientemente pequena para estar contida dentro da
area delimitada pelo ciclo limite, entao, pela definicdo A1.2, classifica-se a origem como

instavel.

Figura A.2 — Exemplo de retrato de fase.
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Fonte: Autor.

O exemplo a seguir serd utilizado para ilustrar alguns conceitos ja definidos, maiores

detalhes sobre o exemplo podem ser encontrados em Kundur (1994).

Exemplo A2.1: Nos sistemas elétricos de poténcia, os geradores sincronos sao responsaveis
pela geracao e fornecimento de grande parte da alimentacao da rede. Eles sao acionados
por turbinas a vapor, hidraulicas e, em menor proporc¢ao, edlicas. Em paises com frequéncia
elétrica de 60Hz, caso do Brasil, a velocidade de rotacao do rotor dos geradores dependera
do ntmero de polos do gerador (pequeno nas termelétricas, que giram em 3600 ou 1800
rpm, e grande nas hidrelétricas, que giram em torno de 100 rpm). Geralmente, os geradores
estao conectados aos centros consumidores por linhas de transmissao que formam uma
rede complexa de interligacoes. Na analise de estabilidade transitéria é comum modelar

um unico gerador por vez e representar o restante do sistema como um barramento infinito
(SMIB - Single Machine Infinite Bus), como na Figura A.3.

Durante a operacdo normal a velocidade de rotacao é basicamente constante,
o problema de estabilidade transitéria consiste em analisar a estabilidade do sistema
apos a ocorréncia de uma grande perturbagao, como um curto-circuito em uma linha de

transmissao. Para este fim pode-se representar o sistema SMIB por sua equacgao de swing,
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Figura A.3 — Méquina sincrona conectada ao barramento infinito.
Barramento infinito

v, =1} v, 6,

X !

Fonte: Autor.

Equacao (A.11), uma EDO que utiliza o modelo classico para representar o gerador, a
qual descreve a dinamica da posi¢ao angular do rotor em relacdo ao campo girante e as
poténcias de entrada e saida do gerador. Note que a equacao de swing é o desenvolvimento

das leis de Newton para o movimento rotativo:

Mb = P, — P.sen(8) — D (A.11)

em que 0 é a posicao angular do rotor do gerador em relagdo a um referencial rotativo
sincrono, M ¢é constante de inércia do gerador e P, e P, sao a poténcia mecanica liquida
de entrada e a poténcia elétrica maxima de saida do gerador e D é a constante de

amortecimento viscoso. A equacao P, sin(d) expressa a relacdo entre a poténcia elétrica

e a posicao angular do rotor. A poténcia maxima é P, = ngvl, em que Vg, Vi, e X sao a

magnitude de tensdo no barramento infinito, tensao induzida de eixo direto e a reatancia

de conexao, X = X1 X5/(X; + X2) + X/}, sendo o ultimo termo a reaténcia transitoria de
eixo direto do gerador sincrono. Quando o sistema esta em estado estacionario, a poténcia
mecanica de entrada ¢ igual & poténcia elétrica de saida do gerador, logo 6 =0, § =w =0
(velocidade de rotagao ¢é igual a velocidade mecénica sincrona) e 6 = arcsin(FP,,/P.)
(KUNDUR, 1994).

Assim pode-se escrever o sistema de equacgoes diferenciais relacionado a este pro-

blema denotando z; = d e 19 = § = w como as variaveis de estado:

flz i)

Zy = (P, — P.sen(zy) — Dzy)/M (A.12)

Igualando o campo vetorial da Equagao (A.12) a zero podem-se calcular dois pontos
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de equilibrio: [arcsin(P,,/ P,);0] e [ —arcsin( P,/ P.);0]. Matematicamente existem infinitos
pontos de equilibrio, ja que o campo vetorial é senoidal, mas empiricamente sabe-se que os
demais pontos nao podem ser atingidos sem que ocorram sobretensoes e perda de passo, o

que acarretaria o acionamento dos sistemas de protecao e o desligamento da maquina.

A Figura A.4 apresenta os angulos nos quais o balanco de poténcia é nulo, nestes
pontos a aceleracao angular é nula e a frequéncia permanece constante, caracterizando
assim o que se espera de um ponto de equilibrio. Os pontos de operagao estével e instavel
podem ser identificados empiricamente nesse grafico, no qual o ponto de operagao estavel
ocorre quando o sistema retorna a uma condi¢cao de repouso apods uma perturbacao.
Enquanto o ponto de operagao instével resulta em movimentos crescente ou decrescente,
indicando uma resposta dinamica mais sensivel as perturbagoes. Quando uma perturbacao
reduz (ou aumenta) 0* entdo P, fica maior (ou menor) que P., isso d4 origem a uma
aceleracao angular positiva (ou negativa) que desloca a velocidade para valores positivos (ou
negativos), que tende a aumentar (diminuir) o § restaurando o equilibrio, mesmo mediante
alguma oscilagao. No angulo de operacgao §" ocorre exatamente o oposto, qualificando-o
como instavel. Portanto, empiricamente verifica-se a Definicao A1.2. Na Secao A.3 sera

feita uma abordagem mais rigorosa.

Figura A.4 — Pontos de operagao estavel e instavel do sistema SMIB.
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Fonte: Autor.

A Figura A.5 apresenta o grafico correspondente de uma trajetéria do sistema,
®(t,0,[0,0]). A solugao foi obtida numericamente, visto que a Equagao (A.11) ndo tem
solucao analitica. Note que os dois estados foram projetados no mesmo eixo, essa ¢é

uma estratégia comum para sistemas com n > 2, mas também ¢ 1util para comparar o
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comportamento dos estados a cada instante de tempo. A Figura A.6 mostra a trajetéria
no espaco de estado para o sistema SMIB. Percebe-se que a oscilagdo amortecida em cada

estado resulta em uma trajetoria espiral decrescente que tende ao ponto de equilibrio

estavel.

Figura A.5 — Trajetéria projetada no eixo do sistema SMIB.
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Figura A.6 — Trajetoria no espaco de estado.
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A analise empirica da estabilidade dos pontos de equilibrio feita anteriormente nao
considerou nenhum aspecto sobre a ordem de grandeza das perturbacoes. A Figura A.7
apresenta o retrato de fase do sistema SMIB que permite uma avaliacao deste aspecto.
As trajetorias vermelhas correspondem as duas trajetérias que tendem ao ponto de
equilibrio instavel z". Essas duas trajetérias, juntamente com o ponto de equilibrio instavel,
delimitam a fronteira da regiao de atracao do ponto de equilibrio estavel. Portanto, o ponto
de equilibrio instavel pode ser considerado um ponto de decomposicao. J4 as trajetérias
em azul convergem para o ponto de equilibrio estavel, pois se encontram dentro da area
de atracao desse ponto. Por outro lado, as trajetérias em preto convergem para outros
pontos de equilibrio, pois estao fora da regiao de atracdo do ponto de equilibrio estavel de

interesse.

Figura A.7 — Orbitas do sistema SMIB
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Fonte: Autor.

A.3 Analise espectral do sistema dinamico

Para analisar o comportamento de um sistema nao linear, a determinacao dos
pontos de equilibrio e a verificacdo de sua estabilidade é crucial. A linearizacdo das
equagoes em torno de um ponto de equilibrio ¢ utilizada para investigar a estabilidade
destes pontos através dos autovalores da matriz jacobiana do sistema. Assim, a partir
do sistema nao linear auténomo definido em (A.4), é realizada uma mudanca de variavel
visando linearizar esse sistema em torno de um ponto de equilibrio z*, de maneira que

uma pequena perturbacgao seja analisada em torno deste:
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r=2"4+Ax (A.13)

Substituindo na Equagao (A.4), tem-se:

i =i+ Ar=0+Az = f(z* + Az) (A.14)

A Equagao (A.4) pode ser aproximada expandindo o campo vetorial em uma série

de Taylor e desprezando as derivadas de alta ordem:

- of, of,
sendoi=1,2,--- ,n.
Como f;(z*) =0, tem-se que:
- 0fi i
Ax; = B, Axy+ -+ o1, Az, (A.16)

sendoi=1,2,--- ,n.

Desta maneira, a equacao linearizada resultante da Equagao (A.4) pode ser escrita,

considerando-se a Equacao (A.16) como:

At = J(z")Ax (A.17)
sendo:
Ofa(z*) .. Bfi(z")
ox1 Oxn
J(z*) = : E (A.18)
Ofn(z*) . Ofalz?)
o1 Oxp

A matriz J(z*) é chamada de matriz Jacobiana. Observe que a origem é um
ponto de equilibrio do sistema linearizado, os autovalores da matriz J(z*) determinam
a estabilidade desse ponto. Para facilitar a compreensdo, sera analisado um sistema de
dimensao n = 2. O pardmetro A é denominado autovalor de J(x*), se existe um vetor nao

nulo v, conhecido como autovetor a direita de J(z*), tal que:

J(x)v = v (A.19)

em que, neste caso, J(r*) € R¥”?% v e R? e A € R.
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Os autovalores da matriz J(z*) podem ser obtidos resolvendo a equagao caracteris-

tica:

det(J(z*) — M) =0 (A.20)

sendo I uma matriz identidade de ordem igual a da matriz J(z*). A Equagao (A.20)
d4 origem a um polinémio de grau n na variavel \. Este polindmio é conhecido como

polindémio caracteristico.

Os autovalores de J(z*) sao essenciais para avaliar a estabilidade do ponto de
equilibrio e compreender o comportamento do sistema frente a pequenas perturbagoes.
A anadlise se baseia na observacgao se os autovalores sao reais, complexos, multiplos ou
diferentes de zero, podendo um ou ambos serem zero, o que sera caracterizado pela
Defini¢ao A3.1.

Definicao A3.1: Considere o sistema linear invariante no tempo:

T = Ax (A.21)

em que A é uma matriz real de 2 x 2. A solucdo de A.21 para um estado inicial dado zq é

dada por:

x(t) = MeD M1z, (A.22)

em que J,. é a forma de Jordan real de A e M é uma matriz real ndo singular tal
queM ~tAM = J,. Dependendo dos autovalores de A, a forma de Jordan real pode assumir

uma das trés formas a seguir:

RN o
0 A 0 A b «

em que k é igual a0 ou 1 e § € [0,400). A primeira forma corresponde ao caso em que
os autovalores \; e Ay sdo reais e distintos, a segunda forma corresponde ao caso em que
os autovalores sao reais e iguais, e a terceira forma corresponde ao caso de autovalores
complexos A2 = a % j/3. Além disso, no caso de autovalores reais, deve-se isolar o caso
em que pelo menos um dos autovalores é zero. Nesse caso, a origem nao ¢ um ponto de

equilibrio isolado e o comportamento qualitativo do sistema é bastante diferente dos outros

casos.

Caso 1: Ambos os autovalores sao reais, em que \; # Ay # 0.
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Neste caso, M = [vq, v2], em que v; e v9 820 0s autovetores a direita reais associados
a A1 e A\o. A mudanca de coordenadas z = M 'z transforma o sistema em duas equacoes

diferenciais de primeira ordem desacopladas:

1= M2
! t (A.24)
Z9 = )\22’2
A solugao, para o estado inicial (z19, 290), é dada por:
21(t) = z0eMt
(1) 10 (A.25)
Zg(t) = 2206/\2t
Eliminando t entre as duas equacoes, obtém-se:
2(t) = e (A.26)

em que ¢ = 2y/(210)*/*? e o retrato de fase do sistema é dado pela familia de curvas

geradas a partir de A.26 ao permitir que a constante ¢ tome valores arbitrarios em R.

A forma do retrato de fase depende dos sinais de A; e \y. Considere primeiro
0 caso em que ambos os autovalores sdo negativos. Sem perda de generalidade, tem-se

At e 6/\2t

Ay < A1 < 0. Neste caso, ambos os termos exponenciais e tendem a zero conforme

t — 00. Além disso, como Xy < A\; < 0, 0 termo e*2*

tendera a zero mais rapidamente do
que o termo e*?. Portanto, chama-se A, de autovalor rapido e \; de autovalor lento. A
trajetéria tende para a origem do plano z; — z3 ao longo da curva (A.26), que agora tem

uma razao Ay/A; maior do que um. A inclinagdao da curva é dada por:

e _ c&zg(&/h)_l] (A.27)

le )\1

Como [(A2/A1) — 1] é positivo, a inclinagdo da curva se aproxima de zero conforme
|z1] — 0 e se aproxima de oo conforme |z;| — oco. Portanto, a medida que a trajetéria se
aproxima da origem, ela se torna tangente ao eixo z;; a medida que se aproxima de oo, ela
se torna paralela ao eixo z,. Essas observagoes permitem esbocar as 6rbitas apresentadas
nas Figuras A.8a e A.8b.

Quando transformadas de volta para as coordenadas x, a familia de trajetérias tera
o retrato tipico apresentado na Figura A.9a. Note que no plano x; — x», as trajetérias se
tornam tangentes ao autovetor lento v; a medida que se aproximam da origem e paralelas
ao autovetor rapido vy longe da origem. Neste caso, o ponto de equilibrio x = 0 é chamado

de né estavel.

Quando \; e Ay sdo positivos, o retrato de fase mantera a caracteristica da Figura

A.9a, mas com as dire¢gdes das trajetorias invertidas, uma vez que os termos exponenciais
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Figura A.8 — Retrato de fase de:

(a) um no instével

-2 -1 1 2

o

Il

1
(b) um né estavel

-2 -1 0 1 2

‘1

Fonte: Autor.

eMt e et cresce exponencialmente conforme ¢ aumenta. A Figura A.9b mostra o retrato
de fase para o caso Ay > Ay > 0. O ponto de equilibrio z* é referido, neste caso, como um
no instavel.

Suponha agora que os autovalores tenham sinais opostos. Em particular, deixe

At () conforme t — oo. Portanto,

Xy < 0 < A;. Neste caso, e’! — 0o enquanto e
chama-se \y de autovalor estavel e \; de autovalor instavel. Correspondentemente, vy e v;
sao chamados de autovetores estavel e instavel, respectivamente. A equagao da trajetéria
(A.26) terd um expoente negativo (Ay/A1). Assim, a familia de trajetérias no plano z; — 2,
tera a forma tipica apresentada na Figura A.10a. As trajetérias tém formas hiperbdlicas.
Elas se tornam tangentes ao eixo z; conforme ]21| — 00 e tangentes ao eixo z; conforme
|z1] — 0. A tnica excegao a essas formas hiperbélicas sdo as quatro trajetérias ao longo
dos eixos. As duas trajetorias ao longo do eixo zo sao chamadas de trajetérias estaveis, pois
se aproximam da origem conforme ¢ — oo, enquanto as duas trajetérias ao longo do eixo

z1 sao chamadas de trajetorias instaveis, pois se aproximam do infinito conforme ¢t — oco.
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Figura A.9 — Retrato de fase para:

(a) um no estével

(b) um né instéavel

Fonte: Autor.

O retrato de fase no plano x; — x5 é apresentado na Figura A.10b, na qual as trajetérias
estaveis estao ao longo do autovetor estavel vy e as trajetorias instaveis estao ao longo do

autovetor instavel v;. Neste caso, o ponto de equilibrio é chamado de ponto de sela.
Caso 2: Autovalores complexos, em que A\; o2 = a =+ j5.
A mudanca de coordenadas z = M~z transforma o sistema (A.26) na forma:
L= az — Pz

(A.28)

29 = az1 + Bz

A solucao desta equacao é oscilatoria e pode ser expressa de forma mais conveniente

em coordenadas polares:

— 2 2
r= 4\/z1+ 23 (A.29)

— —1(z
0= tan (%)
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Figura A.10 — Retrato de fase de um ponto de sela:

(a) em coordenadas modais

N
(b) em coordenadas originais

Fonte: Autor.

em que se tem duas equacoes diferenciais de primeira ordem desacopladas:

at

0(t) = 6+ Bt

21 = ree® cos(by + Bt)
29 = ree® sin(fy + St)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

Isso define uma espiral logaritmica no plano z; — z5. Dependendo do valor de a, a

trajetéria assumird uma das trés formas apresentadas nas Figuras A.11a, A.11b e A.11c.
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Quando a < 0, a espiral converge para a origem; quando « > 0, ela se afasta da origem.
Ja quando a = 0, a trajetoria é um circulo de raio ry. As Figuras A.12a, A.12b e A.12¢
apresentam as trajetorias no plano x; — x5. O ponto de equilibrio z* é referido como um

foco estavel se a < 0, foco instavel se a > 0, e centro se a = 0.

Figura A.11 — Trajetorias tipicas no caso de autovalores complexos.

(a) <0

%

N
T

-
T

“2
)

-
T

S
|

Fonte: Autor.
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Figura A.12 — Retratos de fase para:

(a) um foco estavel

-2 -1 0 1 2
X
(b) um foco instével

(¢) um centro

n
T

-
T

0.5p

051

'
4
T

'
n
T

-3 -2 -1 0 1 2 3

XI

Fonte: Autor.

Caso 3: Autovalores multiplos nao nulos, em que A\; = Ay = X # 0.

A mudanga de coordenadas z = M 'z transforma o sistema (A.26) na forma:
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Z1= An+kz
! e (A.33)
Z9 = )\2’2
cuja solugdo, para um estado inicial dado (zi9, 22), é dada por:
21(t) = eM(z1 + kagot
() = NG+ ) en
Zg(t) = € tZgo
Eliminando ¢, obtém-se a equagao da trajetoria:
z k, z
Z1 = %9 [ 10 e ] (A35)

As Figuras A.13a e A.13b apresentam a forma das trajetérias quando k = 0,

enquanto as Figuras A.14a e A.14b mostram a forma delas quando k£ = 1. O retrato de

fase tem alguma semelhanca com o retrato de um né. Portanto, o ponto de equilibrio x* é

geralmente referido como um noé estavel se A < 0 e né instavel se A > 0. No entanto, observe
que os retratos de fase das Figuras A.13a, A.13b, A.14a e A.14b nédo tém o comportamento

assintotico lento-rapido que foi visto nas Figuras A.8a, A.8b, A.9a e A.9b, uma vez que a

taxa de decaimento é a mesma nos dois eixos.
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Figura A.13 — Retratos de fase para o caso de autovalores miltiplos nao nulos quando
k= 0:

(a) A <0

Zz
1

Fonte: Autor.
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Figura A.14 — Retratos de fase para o caso de autovalores multiplos nao nulos quando

k=1:

(a) A <0

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Wi

Fonte: Autor.
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Resumidamente, quando o ponto de equilibrio x* é isolado, o sistema pode exibir
seis retratos de fase qualitativamente diferentes, que estdao associados a diferentes tipos de
equilibrios: n6 estavel, né instavel, ponto de sela, foco estavel, foco instavel e centro. O tipo
de ponto de equilibrio é completamente especificado pela localizacdo no plano complexo
dos autovalores de A. Note que o comportamento qualitativo global (em todo o plano de
fase) do sistema é determinado pelo tipo do ponto de equilibrio. Isso é uma caracteristica

dos sistemas lineares ou linearizados.
Caso 4: Um ou ambos os autovalores sdo zero.

Quando um ou ambos os autovalores de A sao zero, o retrato de fase é, de certa
forma, degenerado. Nesse caso, a matriz A possui um espago nulo nao trivial. Qualquer
vetor no espaco nulo de A é um ponto de equilibrio para o sistema, ou seja, o sistema
possui um subespago de equilibrio em vez de um ponto de equilibrio. A dimensao do espaco
nulo pode ser um ou dois; se for dois, a matriz A sera a matriz nula. Este é um caso trivial
em que todo ponto no plano é um ponto de equilibrio. Quando a dimensao do espaco nulo
é um, a forma de Jordan de A dependera da multiplicidade do autovalor zero. Quando
A1 =0e Ay # 0, a matriz M é dada por M = [v1,v5], em que v; e vy 880 0s autovetores

associados. Note que v; abrange o espago nulo de A.

A mudanca de varidveis z = M 'z resulta em:

.~ 0
“ (A.36)
Z9 = )\222
cuja solucao é:
1) =
alt) = 2w (A.37)
Z9 (t) = 2206)\2t

O termo exponencial ird crescer ou decair, dependendo do sinal de \,. As Figuras
A.15a e A.15b apresentam o retrato de fase no plano x; —xs. Todas as trajetorias convergem

para o subespaco de equilibrio quando Ay < 0, e divergem dele quando Ay > 0.

Quando ambos os autovalores estdo na origem, a mudanca de varidveis z = M 'z

resulta em:

/2.1: Z9

(A.38)

I
o

22

cuja solucao é:

(A.39)



A.8. Andlise espectral do sistema dindmico 141

Figura A.15 — Retratos de fase para:
(a) A =0,2<0

Fonte: Autor.

O termo zypt aumentard ou diminuira, dependendo do sinal de z59 de modo que
as trajetorias se deslocam para a esquerda quando 2oy € negativo, quadrantes 3 e 4, e as
trajetorias se deslocam para a direita quando z9g é positivo, quadrantes 1 e 2. O eixo z;
é o subespaco de equilibrio. A Figura A.16 apresenta o retrato de fase no plano x; — x».
O retrato de fase na Figura A.16 é bastante diferente do das Figuras A.15a e A.15b.

Trajetérias que comecam fora do subespago de equilibrio movem-se paralelamente a ele.

O estudo do comportamento de sistemas lineares em torno do ponto de equilibrio x*
¢é importante, pois em muitos casos, o comportamento local de um sistema nao linear perto
de um ponto de equilibrio pode ser deduzido linearizando o sistema em torno desse ponto
e estudando o comportamento do sistema linear resultante. A andlise espectral do sistema
dindmico depende em grande parte de como os diversos retratos de fase qualitativos
de um sistema linear persistem sob perturbacoes. Pode-se ganhar percepgoes sobre o
comportamento de um sistema linear sob perturbacoes examinando o caso especial de

perturbagoes lineares. Suponha que A tenha autovalores distintos e considere A + AA,
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Figura A.16 — Retratos de fase quando A\; = Ay = 0.

157
i
0.5)
AN
0.5
15" ‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
45 4 05 0 05 1

-2 1.5 2

—_
T

X

Fonte: Autor.

onde AA é uma matriz real de 2 X 2 cujos elementos tém magnitudes arbitrariamente
pequenas. Pela teoria de perturbacao de matrizes, sabe-se que os autovalores de uma
matriz dependem continuamente de seus parametros. Isso significa que, dado qualquer
numero positivo €, existe um ndmero positivo correspondente ¢ tal que se a magnitude da
perturbacao em cada elemento de A for menor que 9, os autovalores da matriz perturbada
A + AA estarao contidos em bolas abertas de raio € centradas nos autovalores de A.
Consequentemente, qualquer autovalor de A que esteja no semiplano direito aberto (parte
real positiva) ou no semiplano esquerdo aberto (parte real negativa) permanecerd em
seu respectivo semiplano apos perturbagoes arbitrariamente pequenas. Por outro lado, os
autovalores no eixo imaginario, quando perturbados, podem ir para o semiplano direito ou
esquerdo do plano, ja que uma bola centrada no eixo imaginario se estendera em ambos os
semiplanos, nao importa o quao pequeno € seja. Consequentemente, conclui-se que se o
ponto de equilibrio z* = 0 de # = Az for um no, foco ou ponto de sela, entao o ponto de
equilibrio z* = 0 de & = (A+ AA)z serd do mesmo tipo para perturbagoes suficientemente
pequenas. A situacao é bastante diferente se o ponto de equilibrio for um centro. Considere

a seguinte perturbacgao da forma de Jordan real no caso de um centro:
1
[ a ] (A.40)
—1 u

em que i ¢ um parametro de perturbacao. Quando p é positivo, o ponto de equilibrio

do sistema perturbado é um foco instével; quando p é negativo, é um foco estavel. Isso é
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verdade, ndo importa quao pequeno u seja, desde que seja diferente de zero. Os retratos de
fase de um foco estavel e um foco instavel sao qualitativamente diferentes do retrato de fase
de um centro, com isso um ponto de equilibrio central ndao persistira sob perturbagoes. Os
pontos de equilibrio de nd, foco e sela sao ditos estruturalmente estaveis porque mantém
seu comportamento qualitativo sob perturbacoes infinitesimalmente pequenas, enquanto o
ponto de equilibrio central ndo é estruturalmente estavel. A distingdo entre os dois casos é
devido a localizagdo dos autovalores de A, com os autovalores no eixo imaginario sendo
vulneraveis a perturbagoes. Isso traz a definicdo de um ponto de equilibrio hiperbdlico.
A origem z* = 0 é dita um ponto de equilibrio hiperbdlico de & = Az se A nao tiver

autovalores com parte real zero.

Quando A tem multiplos autovalores reais nao nulos, perturbagoes infinitesimal-
mente pequenas podem resultar em um par de autovalores complexos. Portanto, um noé
estavel (respectivamente, instdvel) permanecerd um né estavel (respectivamente, instavel)

ou se tornard um foco estavel (respectivamente, instavel).

Quando A tem autovalores em zero, espera-se que perturbagdes movessem esses
autovalores para longe de zero, resultando em uma grande mudanca no retrato de fase. No
entanto, acontece que ha uma diferenca importante entre o caso em que ha apenas um
autovalor em zero e o caso em que ambos os autovalores estao em zero (A # 0). No primeiro
caso, a perturbacao do autovalor zero resulta em um autovalor real A\ = p onde p pode
ser positivo ou negativo. Como o outro autovalor A\, é diferente de zero, sua perturbagao o
manterd longe de zero. Além disso, ja que as perturbagdes sao arbitrariamente pequenas,
|A1| = |p| serd muito menor que |Az|. Assim, tem-se dois autovalores reais distintos, o
que significa que o ponto de equilibrio do sistema perturbado sera um né ou um ponto
de sela, dependendo dos sinais de \; e . Isso ja é uma mudanga importante no retrato
de fase. No entanto, um exame cuidadoso do retrato de fase fornece mais insights sobre
o comportamento qualitativo do sistema. Como |\;] < |Xs|, 0 termo exponencial e*2!
mudard com ¢ muito mais rapido do que o termo exponencial e*'?. Isso resulta nos retratos
de fase tipicos de um né e um ponto de sela mostrados nas Figuras A.17a e A.17b, para o
caso Ay < 0. A comparacao desses retratos de fase com a Figura A.15a apresenta alguma
semelhanca. Em particular, semelhante as Figuras A.15a e A.15b, trajetorias que comegam
fora do autovetor v; convergem para esse vetor ao longo de linhas (quase) paralelas ao
autovetor vy. Conforme se aproximam do vetor vy, tornam-se tangentes a ele e movem-se

ao longo dele.

Quando p < 0, o movimento ao longo de v; converge para a origem (né estavel),
enquanto quando g > 0, o movimento ao longo de vy tende ao infinito (ponto de sela).

Esse comportamento qualitativo é caracteristico de sistemas singularmente perturbados.

Quando ambos os autovalores de A sao zeros, o efeito das perturbacoes é mais

dramatico. Considere as quatro possiveis perturbacoes da forma de Jordan:



144 APENDICE A. Sistemas Dindmicos

Figura A.17 — Retratos de fase de um sistema perturbado quando A\; =0 e Ay < O:
(a) p<0

Fonte: Autor.

e o Ll b o =
= 0| | = p] |0 p| |0 —p

em que i ¢ um parametro de perturbagdao que pode ser positivo ou negativo. Pode ser
facilmente visto que os pontos de equilibrio nesses quatro casos sdo um centro, um foco,
um no6 e um ponto de sela, respectivamente. Em outras palavras, todos os possiveis retratos

de fase de um equilibrio isolado poderiam resultar de perturbacgoes.

Além disso, o método de estabilidade de Lyapunov é uma ferramenta crucial para
analisar a estabilidade de sistemas dindmicos mais complexos e nao lineares. O primeiro
método de Lyapunov, também conhecido como o Método Indireto de Lyapunov, fornece
condic¢oes sob as quais é possivel afirmar a estabilidade de um ponto de equilibrio de um

sistema dindmico nao-linear.

Teorema A3.1: Dado o sistema dinamico da Equagao (A.4), suponha que z* é um ponto
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de equilibrio e J(z*) a matriz jacobiana do campo vetorial, Equagao (A.18), calculada no

ponto de equilibrio de interesse. Entao:

e O ponto de equilibrio z* é assintoticamente estavel se a parte real de todos os

autovalores de J(z*) for menor que 0.

e O ponto de equilibrio x* é instavel se a parte real de um ou mais dos autovalores

de J(z*) for maior que 0.

e Se um autovalor tiver parte real nula, entdo nao se pode inferir nada sobre
a estabilidade, pois as derivadas de alta ordem desconsideradas na linearizagao podem
resultar em um comportamento completamente diferente para o ponto de equilibrio do

sistema nao linear em comparacao com o linearizado.

Por exemplo, considere o sistema dinamico dado por:

. — 3
fim o (A.42)
To = 21+ X5
com ponto de equilibrio z* = (0,0) e a matriz jacobiana avaliada em z* dada por:
0 1
J(0) = A.43
=" (A43)
Os autovalores de J(0) sdo A = +j e A\ = —j. Portanto, a origem é um centro,

sugerindo a possibilidade de se tornar um foco instavel ou estavel do sistema nao linear
quando os termos de ordem mais elevada da Série de Taylor forem considerados. No

entanto, a origem ¢ uma sela no sistema nao linear.

Em suma, os autovalores podem revelar informacoes importantes sobre a esta-
bilidade e o comportamento qualitativo de sistemas dindmicos. Através do calculo dos
autovalores e autovetores da matriz J, a resposta do sistema nessas condig¢oes pode ser
caracterizada. Além disso, a estabilidade de um ponto de equilibrio ou ponto de operacao

especifico pode ser estudada.

O Teorema de Hartman-Grobman é um resultado importante na teoria dos sistemas
dindmicos que estabelece uma conexao entre a estabilidade de um ponto de equilibrio em um
sistema dinamico nao linear e a estabilidade de seu equivalente linearizado proximo a esse
ponto. Em termos simples, o teorema afirma que, sob certas condig¢oes, o comportamento
qualitativo préximo a um ponto de equilibrio em um sistema dindmico nao linear é
essencialmente o mesmo que o comportamento de seu equivalente linearizado proximo a

esse ponto. Mais precisamente:

e Se um ponto de equilibrio de um sistema dindmico nao linear é assintoticamente

estavel, entao seu equivalente linearizado préximo a esse ponto também é assintoticamente
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estavel.

e Se um ponto de equilibrio de um sistema dinamico nao linear é instavel, entao

seu equivalente linearizado préximo a esse ponto também é instavel.

e Se um ponto de equilibrio de um sistema dindmico nao linear é marginalmente
estavel, isso implica que seu equivalente linearizado proximo a esse ponto também exibe
a mesma caracteristica de margem de estabilidade. Em suma, um ponto de equilibrio
¢é considerado marginalmente estavel quando as trajetérias proximas a ele permanecem
proximas ao longo do tempo, sem convergir nem divergir. Este estado indica que pequenas
perturbagoes em torno do ponto de equilibrio resultam em movimentos oscilatérios ou
periodicos.

A seguir, é apresentado um exemplo de andlise de estabilidade para o sistema

SMIB.

Exemplo A3.1: Dada a equagao de swing (A.11) do Exemplo A2.1, a sua linearizacao
pode ser realizada escrevendo o sistema de equacoes diferenciais linearizado em torno dos

pontos de equilibrios. Sendo assim, a Jacobiana do sistema linearizado é apresentada por:

91 Oi1
__ | Ox1  Oxz2
T@) = o5 os; (A.44)
Oxr1 Oxa
sendo:
91 O
ox1 ~ Oz ('172) ( :
z] a5
o1 __ o (
9i1 — 0 (p,)
Oxa Oxo
(#:22) (A.45)
by _ L(Pm—Pe Sin(l‘l)—D:cz)
Oz ox1 M ( )
z] a5
iy _ i(Pm—PeSin(%‘l)—sz)
Ox2 Oxo M ( )
z] a5
Resultando em:
A'M 0 1
A' - P cos(z7) D A, (A46)
T2 M M

em que x; € o valor de 1 nos pontos de equilibrio, ie, §° e §* mostrados na Figura A.4. Note
que a segunda derivada de 2 em relacao a z; é zero porque 2; nao depende diretamente

de ;.

Com isso, através da Equacao (A.20) obtém-se entdo a equagdo caracteristica

associada a andlise espectral do SMIB expressa por:
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—A 1 D P. cos(x})
det P cos(a® ]) R e e (A.47)
e cos(zy) M M
([_ Tt )

Portanto, para determinar a estabilidade do sistema é preciso calcular os autovalores
da matriz J(z*) e verificar suas propriedades conforme descrito anteriormente. Para isso,

resolvendo-se a equagao quadratica (A.47) obtém-se as seguintes solugoes:

—D +/D? —4MP, cos(z}
\ = \/ 57 (z1) (A.48)

Uma vez que a constante de amortecimento viscoso, D, é sempre positiva, pode-se
concluir a andlise de estabilidade do sistema SMIB com base no discriminante A =
D? — 4M (P, cos(z})). Para isso, é necessario calcular explicitamente os autovalores usando

a Equagao (A.48), em seguida, analisar seus sinais.

Da Figura A.4 pode-se ver que cos(z*) > 0 para z* = (6°,0) e cos(z*) < 0 para
x* = [0",0]. Além disso, os valores tipicos de D,H (constante de inércia tipicamente
fornecida pelos fabricantes e da qual se calcula M) e P, implicam que P, e H tém a mesma
ordem de grandeza, com P, em geral valendo de 25 a 100% de H, sendo M = H/(mw60),
enquanto D tem valores tipicos de 1 a 5% de P, e P,, < P,. Normalmente A > 0 quando
cos(z*) < 0, o que resulta em duas raizes reais de sinal trocado, ou seja, o ponto de
equilibrio [d%, 0] é uma sela, portanto instdvel. E A < 0 quando cos(z*) > 0, o que resulta
em raizes complexas conjugadas cuja taxa de decaimento é dada por —D/(2M), ou seja,
o ponto de equilibrio [0%,0] é um foco estavel, isso confirma de modo rigoroso a anélise
empirica feita para o SMIB. Considerando variacoes na configuracao do sistema, temos
varios modos de operagao: i) quando P,, > P, nao existem pontos de equilibrio para o
sistema. Esse resultado ilustra uma caracteristica especifica dos sistemas dindmicos nao
lineares, destacada anteriormente no texto; ii) quando P,, = P, entdao ocorre uma fusao
entre os pontos de equilibrio, ie, [0%,0] = [0*,0] = [7/2,0], e cos(z*) = 0, que implica
que os autovalores da matriz jacobiana se tornam 0 e —D/M, cuja estabilidade nao
pode ser determinada apenas analisando a Jacobiana do sistema linearizado. Essa fusao,
melhor conhecida na literatura como bifurcacao, é uma caracteristica comum em sistemas
dindmicos nao lineares e ressalta a complexidade da analise de estabilidade nesses casos.
Note que na iminéncia da fusio D? > [4M P, cos(z*)| o que implica que o foco estdvel se
converte num no estavel enquanto a sela permanece uma sela, mas ambos com dindmicas
rapidas e lentas similares as de um sistema singularmente perturbado. Desse modo, a

bifurcacao que ocorre é do tipo sela-né, Khalil(2002).

Portanto, o niimero de pontos de equilibrio e suas caracteristicas de estabilidade
mudam com os parametros. Se os autovalores tiverem parte real negativa, o sistema sera

estavel, se tiverem parte real positiva, o sistema sera instavel e se pelo menos um dos
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autovalores tiver parte real igual a zero, serd necessario realizar uma analise adicional para

determinar a estabilidade do sistema.

A compreensao da estabilidade dos pontos de equilibrio é fundamental para des-
vendar os intrincados comportamentos dinamicos dos sistemas, sendo abordada de forma
simplificada neste apéndice, com o intuito de incorporar apenas os conceitos mais relevantes
a este trabalho. Reconhecendo que a analise de estabilidade desempenha um papel crucial
na capacidade de prever e controlar sistemas dinamicos, estabelecendo os fundamentos
essenciais para explorar e compreender uma diversidade de fenémenos complexos. Esses
conceitos foram aplicados no presente trabalho e, utilizados para uma compreensao mais
aprofundada do trabalho de Chiang e Chu (1996), os quais foram explorados no Capitulo
4 no método SDAEGR. Destaca-se, sobretudo, as condigoes de estabilidade impostas para
a perturbacado e a obtencao de pontos de sela do sistema. Isso foi realizado através da
analise espectral, iniciada a partir de um ponto de equilibrio previamente determinado

pelo método mencionado, cujos resultados foram analisados nas Se¢oes A.2 e A.3.
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