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Fazemos um estudo numérico do
dos ligados de quark-antiquark (mesons) e
|

guark-quark-quark
v(r)

x "

(barions), numa aproximagao nao relativistica usando poten-

espectro dos esta
ciais efetivos confinantes de varios tipos, entre eles

+ O — 14 45
Vi(r)

0
(. fis/x)
k log (r/ro)
Discutimos
e vetorial do potencial

- 4/3 ( %s/x)

aspectos ligados a natureza escalar

confinante, bem como termos depen -
dentes do spin, no contexto da Cromodinamica Quantic

atual das medidas experimentais relativas a

-
b

Comparamos os resultados obtidos com o ¢stado

a (QCD) .
familia:
e prevemos a massa de barions pesados do tipo

i J/y e

|
(lece
(bbb) . Comenta-se também sobre a relagﬁo entre

e

as
quark-quark e as forgas fortes entre nucleons.

forcgas
para a determinacdo numérica de autovalores de matriges tri

Em Apéndices, apresentamos um novo alg?ritmo
diagonais e um novo método para a solugao da equagao
al de Schroedinger, capaz de fornecer expressoes

radi-

fechadas
5 6

|
para autovalores e autofungoes correspondentes a potenciais

para os quais uma solugao analitica nao €& conhecida.
2
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sy INTRODUGADO

thy o
g 9
.

Da mesma maneira que ha alguns anos atras poderiamos

considerar o conhecimento da estrutura atOmica da matéria como
sendo talvez a maior contribuicao filosdOfica da Fisica, hoje em
dia poderiamos suge;ir que o conhecimento de que a estrutura do
Universo seja organizada em camadas, cada uma delas caracterizada
por Lm nivel espectroscopico, quase que um Universo a parte, seja
uma das conclusoes mais sintéticas da ciéncia moderna.

Dos aglomerados de ga;éxias, passando pela estrutura
molecular que & Q:nivel espectroscopico do homem, até a espectros
c0pi§ nuclear e mﬁis ainda a espectroscopia de hadrons e leptons,
a sugestao permanece de que o Universo seja organizado em camadas.

A busca pela compreensao da natureza da matéria tem
sido repetidas vezes influenciada pela ideéia de que a complexida-
dé de um sistema & evidéncia para uma subestrutura dos constituin
tes que entram na estrutura composta do sistema complexo.

Assim a fisica foi da matéria para os atomos; destes
para os eletrons e niacleos; dos nlcleos para os nucleons; e dos
nucleons para os quarks. Isto sugere a pergunta: De que sao com -
postos os quarks e leptons, ou seriam eles realmente pontuais?ﬁao
existe atualmente nenhuma evidéncia experimental que indique uma
subestrutura pafa leptons e quarks, mas o terreno esta aberto a
especulacao e novas descobertas.

Da mesma maneira que a descoberta que a terra nao
era o centro do universo influenciou todo o pensamento filosofico
do homem, dando uma dimensao nova a sua vida, como & visivel na

Historia da Humanidade nos ultimos cinco séculos, €& possivel que

os temas que hoje a Fisica aborda venham a influenciar a evolucao




da Humanidade através de conceitos de ordem, harmonia e simetria,
organizagao em camadas hierarquicas, e das implicagOes desses con
ceitos para com a Cosmologia e a Biologia (Relatividade e Fisica
de Particulas, e Quimica Quantica).

O progresso da Fisica de Particulas seguiu duas 1li -
nhas mais ou menos paralelas. De um lado os avangos em Teoria Quan
tica dos Campos. De outro lado grandes avangos qualitativos e quan
titativos relativos ao correlacionamento dos fatos experimentais,
como por exemplo a descoberta de um nimero imenso de particulas e
a aplicacao do modelo de quarks para explica-las.

Este trabalho consiste na reuniao de varios resulta

dos originais por nds publicados sObre o estudo de hadr¢gns como
|
]

estados ligados dL quarks, e algumas consideracoes sObré as inte-
\ ]

ragoes quark-quark e sua relacao com as interacoes forte?, que fa

zem parte de projeto de pesquisa ainda em andamento. Os Capitulos
r

2 e 3 apresentam um resumo de Teoria de Gauge e da Cromo?inémica'

Quantica (QCD), para por assim dizer montar o .cenario te?rico no

qual se inserem esses resultados de carater mais fenomen¢logicos.

' + 1
Em Apéendices reunimos alguns resultados ?riginaisl

sObre a parte matematica, em particular um algoritmo nove para re.

solugao de autovalores de matrizes tridiagonais, e um méfpdo novo'

de larga aplicabilidade em varias areas da Fisica para a||solugao.

da equagao de Schr8dinger de maneira semi-analitica. |

|
|




1. Pprticulas Elementares e Interacoes Fundamentais
T

As interagoes fundamentais conhecidas sao de
quatro tipos, por ordem decrescente de intensidade: fortes,

eletromagnéticas, fracas e gravitacionais.

Interessa-nos agora analisar esquematicamente o
conhecimento tedrico que temos das leis que regem os proces

sos envolvendo a matéria e essas formas de interacgao.
: [

Chegamos a uma'classificagao atraves de um pro

|

cesso de sintleses, que esta esquematizado na Fig. 1.1.
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A FISICA E AS INTERACOES FUNDAMENTAIS
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|
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|
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A busca de uma teoria unificada e um dos sonhos

gque permeiam ° quase toda atividade em fisica tedrica.

A teoria quantica dos campos & um quadro tedrico
capaz de descrever as interagoes através de troca de quanta
A tabela 1.1. mostra as interagoes, suas intensidades relati
vas e os duanta trocados associados a cada interagao.

Tabela 1.1 As Interagoes. e os guanta a ele associados
Os fotons e os Bosons vetoriais ja

foram experimentalmente observados.

Interacao Quark do campo media-
do

oito gluons coloridos

Interacao forte

const. _ 1
acopl. g (massa . zero)

W+

Interacao - !
gao fraca w Boson massivo

o A

Z vetoriais|

o = 1/132

Interagao Eletromagnética

foton +y(massa zero)

ap? = 107

Interagao gravitacio -

nal :
graviton

39

2 -
G mp =~ 6x10
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i Com excecao das particulas gue sao gquanta dos
(]

campos mediadores, todas as particulas podem ser classifica-

das em dois tipos: hadrons e leptons.

Os hadrons sao supostos serem compostos de terminais
elementares, chamadaos quarks.
As tabelas 1.2 e 1.3 mostram os fermions conhe

cidos e os quarks que se supoem existirem.
Conhece-se atualmente quase 400 hadrons.

A figura 1.2 mostra uma classificacao dos ha-

drons.

Fig. 1.2 Classificagao dos hadrons

]
nimeros| entre parénteses indicam massas em MeV
\

Mesons pion (140)

(Bosons) kaon (500)

Spin Inteiro
compostos de
quark e anti-

quark

99

HADRON

Barions nucleons n (938)

etc

-
i |
p (938)

(Fermion)

(Spin meio in-
teiro) (1100)
compostos de 3 | hyperons

J/
quarks) 1

qqq

z
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Tabela 1.2. - LEPTONS

Nome do lepton Simbolo

eletron

tau

neutrino do eletron

neutrino do muon

neutrino do tau

Tabela 1.3. - QUARKS

Estimativa

da 'Massa

down
strange
bottom
unr

A

II

charm

top
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24 TEORIAS DE GAUGE
2.1. Eletrodinamica Quantica
A Gnica maneira conhecida de descrever interagoes
locais invariantes de Lorentz & construir uma teoria de cam

pos que descrevem os leptons e os fotons.

O campo livre leptonico, ?a obedece a equagao de

(2.1)

o

|
Y (x) e um spinor de quatro componentes
\

u
= r1,2,
(v )aB (u 051 3)

sao matrizes 4 x 4 que satisfazem

| — ~;+ )
Fazendo } (Y éa |

podemos escrever uma densidade de Lagrangiana invariante

S a ”
= ¥oo(x) = 2 () T () (2414))

0x
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A partir da qual a eq. de Dirac pode ser deduzida como uma e-
quagao de movimento.
Esta densidade de Lagrangiana €@ invariante sob

as transformacoes

que & chamada transformacao global U(l). Como conseqguéncia

(Teorema de Noether existe uma corrente

Jikelitec) = () R (o)
Vit \'
|.
que €& conservada :

a2 Uiy vilie)

A densidade de Lagrangiana livre nao @ invari
ante sob transformagées locais U(1l) onde (x) sdepende de Xx.

A invariancia é entretanto mantida se a langrangiana é

o N iy‘(x)-y“(a?’? —ie A (x) ¥(x) -m F).¥(x) (2.10)
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e as transformag¢oes forem

iA(x
ARy o)

a substituicao de V por Vwieﬂu e familiar da mecanica

quantica nao relativistica e &€ o gue se chama de acoplamen
to minimo. A transformacao global & chamada de transforma-
cao de gauge (mais propriamente local de gauge ou de 2a.es

|
peécie) . AV e o campo de gauge (ou potencial vetor). Se

\

este campo deve ter um papel dinamico, isto &, deve obede-
cer a equagaes de movimento (equagaos de Maxwell), devemos

acrescentar o termo

a Lagrangiana.

Observe que um termo da forma

representaria uma massa do foton, e violaria a invariancia
de gauge. Campo de gauge representam particulas sem massa

no caso do foton

AVA
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2.2 1Interagdes fracas

Para todas as interacoes fracas estudadas até 1970,

a lagrangiana fenomenologica

J o
hadrons

2

lepton s Y5) v{x)

Jsarons Py, (1+y¢ ) | cos © n(x) + sen 8 A (x)] (2.19)

onde 0 & o angulo de Cabibbo, reproduzida bem os resultados
experimentais, mas nao era teoricamente satisfatoria. Entre

outras coisas era nao renormalizavel. Hoje sabemos que para

gue uma Lagrangiana fraca seja renormalizavel, ela deve ser

invariante sob uma transformagao de gauge generalizada. Isto
pode ser apresentado como uma generalizacao do caso da eletro

dinadmica quantica, QED.

Teorias de Gauge

A generalizacao das transformagoes U(l) envolvem

transformagoes unitarias que atuam misturando um conjunto de

campos fermionicos

AV,
AVAVAY
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nos campos fermionicos implicam em matrizes n x n de deter
minante +1, as quais formam um grupo SU(n). As matrizes

: 2
que formam um grupo podem ser paramelizada n (n -1) fases

de forma

i e (e”i“j.)m (2.23)

|
= 5 AN -
onde as matrizes (Ti}AB formam elementos de uma algebra, e

satisfazem

onde Os fijk sio as constantes de estrutura quando os para
metros dependem de x, a(x), as transformagoes sao ditas
locais de gauge.

A imposicdo de invaridncia sob transformagoes locais de

gauge SU(n) requer a introdugao de um analogo do potencial

vetor AU (%) W“ (x)

uma matriz Hermitiana.

Ela aparece numa re]aqﬁo analoga ao aco -

plamento minimo.

cm 1 2 3 4 5 6 i unesp A 12 13 14 15 X6 17 18



existem (nz—l) campo de Gauge wi(x) a =1 4 Y (nz—l)

que formam os elementos da matriz W (x) definido por
U

i i
[ ’ =ty T,
-l. w“(x) ¥ (x) {11)

AB AD

~ ~ M - : :
a combinacgao [:3/ u>:I - igW (x) .| € a derivada covariante
u

O analogo do campo eletromagnético Fuv e

wl Wk
TRALY

ijk

Assim o termo de energia cinetica do campo veto

invariante.

Tk
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A prova que tais teorias de gauge podem ter rele
vancia para a fisica requer uma solugao para o problema de
massa vetorial. A invariancia de gauge (que garante a renor

malizabilidade de teoria) necessita de massas nulas, ao pas

so que a fenomenologia das interagoes fraca, por exemplo |,

necessita de um boson W massivo. A descoberta de um mecanis
mo gue gera uma massa para o boson W, ou perda de renormali
zabilidade [2—1J e um dos maiores desenvolvimentos da mo

derna teoria quantica dos campos.

AV,
AVAYAY
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2.4. Teoria Eletrofraca

Weinbeg e Salam, fizeram uso deste desen_volvi—
mento para constrqir uma teoria unificada das interagoes e-
lﬁtrOmagnéticas ¢ fracas, com base na cstrutufa de grupo
SU(2) x U(l). Nesta teoria, o grupo U(l) esta associado
a 1 potencial vetor g = (A, ij)associado ao campo eletromag
nético, e o grupo SU(2) esta associado a 3 poténcias que re
cebem massa, e estao associados as interagoes fracas

+ o +
(W, W e Z ). W- acopla as correntes carregadas que induzem

interagoes entre neutrino e eletron, ou neutrino e muon ,

25 o - .
por exemplo. Ja o Z esta associado as famosas correntes
r

fracas neutra?, descobertas no CERN em 1973.

A Lagrangiana no modelo de Salam-Weinbeg,tam

bém chamado de modelo padrao & dado por

A
AVAVAY
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Tr o (40%)

\.
\

e B.. sao os

= H H

SU(2) e U(l) e G &

2 3 4 5 6

R

’
bosons de gauge vetoriais para 0s grupos

uma matriz. 2 x 2 real diagonal da forma
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2.5. Resumo da Cromodinamica Quantica (QCD)

A cromodinamica guantica descreve a interac¢ao en

tre quarks e gluons coloridos. Um quark pode se manifestar

em trés estados de cor diferentes

| —~
Podemos fazer Fotagoes no espago de cores. Supondo que

quarks pertentem a representagao de SU(3) ., temos

q'(x) =

28
U |Le(x) | q(x) = exp [:— ig '—5" Ga (x) :| qi(x) P (2 .36)

oito parametros Oa(:{)caracterizam a rotagao no

cores E\a{}az ZA

8
a = : ~ 3
6. | onde saolas matrizes 3 x 3

a
a=1 I

...;8) de Gelmann e satisfazem

£

Onde AE
abc

€
A
DC

sao as constantes de estrutura do grupo

AVA
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A corrente

& um octeto de cor

Obtemos uma interacao invariante de cor, acoplando esta cor

rente a um octeto de gluons ()

A Lagrangiana completa escreve como

4

R VRY]
gl

+ termos que fixam o gauge

+ contra termos

+ termos de Fadeev-Popov

Liberdade assintotica

Alem do confinamento (ainda nao demonstrado)
uma das propriedades mais conspicuas da QCD é a liberdade as
sintotica, que diz gque a constante de acoplamento efetiva

(2.42)

2 3 4 5 6 7 unespﬂgﬂ
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quando

A i‘;iferenr;a de comportamento entre as interacoes fortes
J
i

eletromagnéeticasé visivel do comportamento da constante

e(t) da QED, ?ue obedece

AV,
AVAYAY
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3. ESPECTROSCOPIA DE SISTEMAS LIGADOS DE QUARKS

|
Hadrons sao claramente objetos compostos. Eles a-
parecem em grandes familias de barions e mesons. Um modéio bas

tante satisfatorio para os hadrons é considera-los como| obje-
|
|

tos constituidos de quarks. As propriedades das interacoes en

tre os quarks, e as interacoes entre os hadrons sao esperadas

serem entendidas a partir da QCD. Enquanto isto ndo acontece ,
i

uma analise fenomenoldgica, nos permite, descrever modelos pa-
|
ra os hadrons onde suas propriedades podem ser entendidas de

forma mais simples. i

Atrpvés de colisoes entre elétrons e pésit%ons a
1

; \ : - ! 3K
altas energias, podemos criar particulas por meio da aniquila-

cao dos elétrons e poOsitrons. Desta maneira podemos produzir

mesons vetoriais com os mesmos numeros quanticos do foton. Es
| |

te fenomeno pode ser ilustrado da seguinte maneira: i

plw, 4, J/4,, T ete

Segundo o modelo de quarks, mesons sao stados

ligados de quark e antiquark, e barions sao estados ligados de

trés quarks.

Qs mesons JAL, ¥t ete, (e, Tl Netc,  foramPinter

|
!
!
e
i
a
r
]
|
|

pretados como estados ligados de novos quarks (quark c e quark
|

b, respectivamente). jl

i
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Tornou-se interessante o estudo desses sistemas
pois neles os efeitos relativisticos nao eram predominantes.
O estudo do espectro de massa desses sistemas

cc e bb, através de um potencial efetivo confinante, usando-
se a equacgao de Schroedinger permitiu o desenvolvimento de va

rios modelos e parametrizagoes da interacao quark-antiquark.

Para uma revisdo consulte Jackson | 3-8

<
Da analise dos espectros de massa para as fami-

lias J/Y eT‘, podemos extrair potenciais efetivos fenomenolo-

gicos para a descrigao das interagoes quark-antiquark no caso

dos quarks pesados c e b. i -]
Apds a descoberta das particulas J/Y [:3—1jﬁ e
b i il .
posteriormente as, particulas T | 3-2 |, esforgo tebrico | tem
sido dispendido no sentido de se determinar modelos de pbten—
ciais, bem como, a aplicacao de métodos rigorosos derivados
|
da Mecanica Quantica nao relativistica. Como resultado desse
trabalho, varios potenciais fenomenoldgicos sao usados - para
descrever a interacao entre quarks e gerar os estados ligados.
Teoricamente, baseado na QCD[ﬁB—B:], esperamos que o potenci-
al estatico (QQ), em pequena distancia seja do tipo coulombia
no, e a grande distancia, leve ao confinamento dos quarks. Um
potencial obtido da simples supegposigﬁo de ambos os limites
tem sido estudado extensivamente por nds [ 3-4 | e varios au-
tores [t3—5:]. Estas mesmas idéias podem ser usadas para de -
terminar o espectro de barions (QQQ), onde consideramos a in-
Lera?;o entre os quarks independente dos sabores.
, z } Vv — po
qq 2 aq —

demos usar o potcncia] qu num tratamento naC) re]iltiViStiCO

Usando-se o fato que V

para o problema de trés corpos com o objetivo de investigar

as massas de barions superpesados do tipo ccc e bbb, conside-




rando-se apenas as interagécs de dois corpos entre os pares de

guarks.
Os dados experimentais sobre as particulas

J/T(l) e T(2), tais como: decaimento leptonico e hadronico ,
transi¢oes radiativas, separacoes hiperfina e spin-orbita, nos
permitem discutir as aplicacoes perturbativas da QCD, no limi-
te de pequena distancia (liberdade assintdtica) e QCD nao per-
turbativa no limite de grande distancia (confinamento). O cal-
culo perturbativo em QCD & guiado por tratamento analogo em
QED para o positronio.

Nao ha, até a presente data, estados ligados
em Cromodinamica Quantica, nem mesmc no limite nao relativisti
co, que seria ap?icSVUl aos sistemas quarks—-antiquarks pesados.
Istol ho entanto nao impede de que analisemos o espectro hadro-
nico, usando modelos fenomenoldgicos que simulem o comportamen

to da QCD nas regioes assintoticas. Para isto consideramos 0
g

seguinte:

1. as massas dos estados ligados de quarks pesados tém a forma:

M (hadrons) =

onde me é a massa do quark e En (mQ r V) e o autovalor da

Al %

equacao nao relativistica de Schrddinger.

2. Os limites assintoticos do potencial V(r) (aproximacao esta

tica) satisfazem as condicoes:

T
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amiltoniana efetiva para descrever o espectro hadronico
3. A He p P

é da forma:

!

()
1]

(termos dependentes de spin e corregoes relativisti -

cas) .

|
\

Um modelo que mais se aproxima da condigao
2 & que esta mais estreitamente relacionado a teoria, foi pro
posto por Richardson [:3—6 j . Ele considera o potencial no es

pagco dos momentos na forma:

Vi (q) o Lo “ (3.3)
=

onde q € o momento transferido. Esta forma & conveniente!por-
que o potencial estatico, devido a trcca de um gluon, & justa
2 - - 2 -
mente eqg. (3) com a_. (g97) substituido por g /4, onde g e a
-
constante de acoplamento, analoga a e na QED. No entanto, em
teoria assintoticamente livre a_ nao é constante, sua forma &

dada pela expressao:




onde A & um parametro de escala em QCD, e n_ € o numero de sa
f e

: ~ 2 : =

bores. Richardson propos para V(g ) uma forma que satisfaz a

condicao 2 (para n = 1). O potencial é dado por:

= : : 2
e V(r) e a transformada de Fourier de V(q~).

Nos nossos calculos usamos um modelo fenomeno-

logico do tipo E3—4 FJ

|
(13.6)

O valor de En (mQ, V) da  equagao (1) & obtido

resolvendo-se numericamente a equagao de autovalor:
(3:37)

0 método de solucao numérica foi descrito an -

teriormente [ 3-7 |.

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 i unespm.l 12 13 14 15 16 17 18



4. MESONS COMO ESTADOS LIGADOS DE QUARK E ANTIQUARK

G espectro das particulas Y experimentalmente es-
tudado motivou interpretar essas particulas como estados liga
dos do quark ¢ e seu antiquark c (charmonio). Além da familia
Y temos uma outra de mesons bem mais pesados, 0s quais sao de

nomthados de particulas T. Estas sao interpretadas como esta-
dos ligados do gquark b e seu antiquark b. Possivelmente, pode
remos ter estados ligados de tt. As grandes massas dos quarks

c, b e t nos proporcionam estudar seus estados ligados cec ,bb

e tt numa aproximacao nao relativistica. Denominamos estes

sistemas qE de' quarkonium.

.

Embora uma teoria de estados estacionarios nao

\
esteja ainda construida de principios fundamentais, considera
veis sucessos sao obtidos de uma mistura de consideragoes fe-
nomenoldgicas e tedricas, estas baseadas na cromodinamica quan
tica (QCD). O primeiro passo nessa diregao foi construir ° um
modelo de potencial confinante independente de spin. No limi-
te nao relativistico este potencial nao depende das proprieda
des de transformagoes de Lorentz das forcas efetivas dos
quarks. Entretanto, isso torna-se relevante guando corrcgaes
dependentes de spin sao consideradas. Visando proporcionar es
sas corregoes, sao construidos modelos de interagoes de quarks

dependentes de spin, o0s quais tem permitido um entendimento

qualitativo de sistemas do tipo quarkonium.

4.1. Modelo de Potencial congnante independente de

spin

Como ponto de partida, consideremos as massas,

em GeV dos quatro primeiros estados de onda S do charmonio (CE)

AV
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e do upsilon (bb) Refs.[ 4-1 ].a [4-6 |

¥ (3,095); ¥'(3,684); ¥" (4,100); ¥"' (4,414);

T (9,434); T'(9,994); T" (10,324);9p™ (10,548)

Essas familias podem ser reproduzidas atraveés

de um calculo nao relativistico[ 4-7 |, usando-se um poten -

.|

cial fenomenoldgico.

Para mesons

de Schr8dinger &

|

|

\
\

-

" (¢) + {m.[E - V(r) ] -

u—{i 0

onde a fungao de onda radial & R(r) = u (r)/r.

Estados ligados do tipo Qcﬁb, 6c Qbrltambém
podem ser calculados usando a eq. (4.2), mudando a massa my
pela correspondente massa reduzida do sistema Qbﬁc'

Ajustando-se os parametros K e C do potenci-
al fenomenologico podemos reproduzir ¢s valores para a mas-

sa dos mesons pesados das familias J/Y e T , como mostrado

na tabela 4-1.
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0,187
0,749

1,082

3,097

3,689
4,080
2,385
3,512

SiA TN

Botonio

0,187

0,749

-0,366 °

0,187
0,767

=), 385

1,018

0,924

9,441

19,979

10,312}

10,569

9,843

10,094

9,440
9,986
10,325

10,587

9,848

10,104




Separacao Hiperfina

separagac entre os

e 1150 é feito em analogia ao calculo em QED para o positrd

nio. A forca dependente de spin, que e respoasavel pela separa
géo hiperfina, & de curto alcance. Devido a este fato, podemos
esperar gue o calculo perturbativo em QCD seja aplicavel para
determinacao da separacao hiperfinea. Para fazer este calculo

devemos determinar a Hamiltoniana efetiva de interacgao, gue
permita obter a interacao spin-spin do par quark - antiquark.

Em ordem mais baixa, troca de um gluon, Figura 4-1(a), no 1k,

ad

mite estatico, |temos Lﬁ—Q‘W
|
]

'
H (SH

eq.

- -3

S..8
a2

32nas

QmQ

Contribuigoes em ordem mais alta, contribuicao de
um "loop"'Figura 4-1 b...)1li), foram calculadas por Buchmilller,
Tye [}—l@] e também por Barbieri e col. [:d—lij SR kst aMooni -
tribuicao deve afetar a regiio de curto alcance da forca spin-
spin, permanecendo inalterada a regiao de longo alcance. A cons
tante de acoplamento efetivo ag usando o resultado de

H —
Buchmiiller [:é—loﬁj, torna-se:

2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 316 17
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l_ :]— + i ‘rh

g (0)1_(0) 1

O calculo da separacgao hiperfina AE, calculo

perturbativo, usando essas corregoes e dada por

Byl 0B 6a oo s dpne (u el el 053750
2

i

com ng = (numero de sabores).

0 valor do mdédulo guadrado da funcao de onda
na origem & calculado para um dado modelo de potencial. No ca-

so de H = Mg, obtemos

Os resultados experimentais mais recentes sao
consistentes com a contribuicao sO0 do segundo termo do lado di
reito da eq. (4—4)[:G—JUHJ. 0 que assegura, desta forma, que o©
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termo de longo alcance do potencial nao contribui para a intera

&

cao hiperfina. Sua contribuigao vem dada na fungd@o de onda na o

]
rigem. Assim,

Para um potencial com n = 1, Buchmfiller e Tye
|

calcularam, para nf

E)S =8p. 15"

=355 el (ERiL N E) =305 77, Sparatn =y 2

Decaimento LeptOnico

N\
No modelo de potencial, a largura leptdnica dos

estados de onda S e dada por

‘= F(0) (n3s1J (4.10)
ete- 1k i

Esta equacgao & modificada quando se introduz

correcoes relativisticas e radiativas, levando a forma [4-12
g Y 8 -

= iﬂ(O) El

ete

A _ A 2
A sendo de ordem o .

o
Pl
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Decaimento Hadronico

: -~ 3
A interpretacao de que os estados 1 Sl podem
se converter em hadrons, pela conversao dos gluons em que es
tes estados decaem, nos permite calcular as larguras dos de-
- . - & 4 . 7
caimentos hadrdnicos. Em ordem mais baixa o estado 17S de-
i1
: : 1 :
cai em 3 gluons, figura (4.2a) e o estado 1 S0 em dois glu-
ons, figura (4-3a). Os calculos mais recentes, envolvendo '

correcoes perturbativas em QCD, foram feitos por Lepage

Mackenzie El-—li{] , para o decaimento do estado 1381, figura

(4-ab...), e por Barbbieri e col {:4~14 j para o esmxk)llso '

figura (4—3b...)} os resultados sao:
\
a) Familia J/Y¥

as

r (y) = F(O)[:l (A O+ 0 5 ) Rt
g g i

E1 Wple iy i a O AR CIEE ]

g e

b) Familia T




Na tabela 3 explicitamos alguns valores para o
decaimento leptonico, usando a eq. (4.11), decaimento hadroni
co, usando a eq. (4.15) - fi usando a

eq. (4.4).

Teste de QCD

Os calculos para o decaimento leptonico, decai -
mento hadrdnico e separacao hiperfina para as particulas J/¥
e T sao obtidos utilizando calculo perturbativo em QCD. Uma
forma de se analisar se estes calculos sao consistentes, & u-

tilizar os valores experimentais dessas quantidades e determi
i —_—

nar a constante d% acoplamento efetivo, associada as formulas

tedricas, que determinam aquelas quantidades. Explicitamos os

valores experimentais [4-1] para as particulas J/¥ e T .
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K(GeV™

C(CeV)

(KeV)

9.369 |1 9.378

25950 9,950




I (n”had)

AT

A% A

constante de
acima men -

regiao de

esta descri
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da constente de acoplamento efetivo

r - /--‘- -
JaaQs

cala, usando cs valores de

Th = == vt
FLlTd l-{..-l_.'._J,

cm 1 2 3 4 5 6 i unespm.l 12 13 14 15 16 17 18



temos: 3
: [0

2
usando estes valores na eq, (4.20) e os valores de aﬁ{q )
=]

corresponde a R(2), obtemos:

0,189 GeV

0,140 GeV
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4.2. Modelo de potencial confinante dependente do

spin

Fazemos uma analise dos dados experimentais do
charmdénio (cc), em termos de interagoes spin-orbita, spin-spin

e forcas tensoriais. Para isso, definimos a hamiltoniana para

. = ’ = 2
o sistema cc dependente de spin, ate a ordem em (V/C)~ como:

-+ -
H = HO + AW ()8 TS i (B ()] S

12

onde H representa a parte independente

o E (3Ul.r 32

A(n) B () el C

sdao dependentes radialmente da funcao potencial para intera

]

¢oes spin-Orbita, tensorial e spin-spin.

As correcoes relativisticas sao obtidas em ana
3

logia com as corregoes relativisticas baseadas na QED para o

encontrando assim, uma hamiltoniana do tipo de

it-Fermi. Em QCD, a parte de curto alcance do potencial

(troca de um gluon) tem correcoes dependentes de spin de cara-
ter completamente analogo ao da QED, ou seja, a interagao fun-
damental e do tipo vetorial. Para grandes distancias, o poten-
cial efetivo confinante apresenta um comportamento mais compli
cado, devido & natureza nao perturbativa de intera

de Yang-Mills Lﬁ lé] 16| [4-17] [E“lé]

A

Na tabela 4.4, esguematizamos as interacgoes

quase estatica
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(&
{

Tabela'l4.4 - Esquematizzcao dos tipos de interacoes estiticas

e guase estatica

TIPO PROPRIEDADES DE LORENT?Z

DE VETOR
INTERACAO DA ER Y

POTENCIAL
ESTATICO

SPIN-ORBITA

FORCA
TENSORIAL

SPIN-SPIN

Baseando no gue ja foi discutido,na literatura

admitimos que o kernel de interacao efetiva qg & descrito por

uma combinagao de interacao do tipo coulombica + interacgao es
calar de longo alcance + interagao vetorial de longo alcance
acoplada com uma interacao do tipo momento andmalo quark-gluon.

Isto pode ser expresso do seguinte modo:L_dhLS_}

onde o vértice vetorial efetivo I & dado por
F

Yu(q} =y ;6“ g (4.24)

|24

f representa a fracao do potencial confianante que contribui pa

ra o vértice vetorial efetivo, e k € o momento cromomagnético a
- 3 = P - = | - . g
nomalo quark-gluon | 4-16 |. Esse kernel e usado na equacao de




Bethe-Salpeter, e na uproximagﬁo estatica obtemos uma oquacﬁo
. ; g o 2 ! D

do tipo Breit-Fermi (ate ‘'ordem (v/c) ). Na aproximacgao instan

tanea a transformacao de Fourier da a fungao potencial no es-

pacamento das coordenadas, a qual é admitida ser da forma

\Y Oul(r] € um potencial estatico, aplicavel em peqguenas dis-
c

tancias, neste caso o comportamento da QCD & muito semelhan-

te ao da QED, o potencial estatico & do tipo coulombico.

AV (r) & um potencial confinante, cuja forma nao & teorica

conf
mente estabelecida L_4*l§} [@—17:]. Entendemos que o poten -
cial estatico para o par qa seja a superposicao de Voul(r)
r).
= Vconf-{ )
A hamiltoniana obtida através desse processo

- . . - . 3 7 =]
para o sistema do tipo quarkonium é escrita a segquir [ﬂ—lS_]

[4-18 ]

2 ot
=2m +EBE—+ ke +¢c- 2+ corregoes ind. de spin
2u Y

1

2m2

Gl s S )+

— Y ”EE conf

dE (1K e
(L C]( + K




o o : : massa reduzida

Numa aproximagao nao relativistica, mostra

Fig. 4.4 espectro dos niveis de energia para o charmo-
nio [;4~19:j. Fazemos uma comparagao entre alguns potenciais
fenomenologicamente aceitaveis {é—20:]. Notamos que a melhor
concordancia com os dados experimentais, nessa andlise, & ob-

| ' 1/2

tida para o potencial confinante do tipo Vcom‘(r) = k

+ C

(raiz quadrada).

COMPARACAO COM DADQS EXPERIMENTAIS '(CHARMONIO)

|
|

\

As corregoes spin-spin permitem calcular as
separagoes entre os estados Y (3095 MeV) e n (2830 MeV), e
entre os Y' (3684 MeV) e n' (3600 ou 3450 MeV).

As correcgoes spin-Orbita e forgas|tensoriais
permitem calcular as separacoes entre os estados
X (1P, (3551 Mev), 1’p, (3505 Mev) e 17p, (3415 Mev))

Observamos que a razao entre as diferengas en

tre os estados x tem valor 1/2.

o
Considerando V(r) = krl/2 + C - fi ] e J(r)=0

3r

obtemos o0os resultados:




0,180 GeV 10,270 GeV

=/ 0,100 GeV = (0,090 ou
0,230 GeV

GeV 3,551
|

3 4171 CeV 3,505

3,321 GeV 3,415

8/
Considerando V(r) = 4 S e ﬂ97r)=kr1/2+c

5 T

obtemos os resultados:

A — ; e

2 (SN para os calculos em

1l e 2 usamos:

(. =0,187;m =1,5 GeV;
1 c

GeV K=0,780 e C =1,120 )

GeV
Da analise desses dois resultados observamos
razoavel admitir que o potencial confinante deve ter par
te vetorial e parte escalar. Usamos um modelo proposto por
Schnitzer[4—15 ] onde o Kernel da interagao efetiva cc & ex

pressao do seguinte modo:

“ \J “ 1 .
( + f I I + - f
Vcoul Wl Y2u £ 2u (1 £) Vconf el

onde o vertice vetorial efetivo 111 é descrito por
|
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representa a tracao do potencial confinante gque contribui

para o vertice vetorial efetivo

& o momento cromomagnético anomalo guark-gluon

Esse kernel & usado na equacao de Bethe-Salpeter,
e na aproxjmugho estatica obtemos uma cquaqﬁo do tipo de Breit-

Fermil (até ordem(v/c)o) [La=15] [a-18].

Obtemos o0s seguintes resultados:

Spin-Orbita

|

L shai)h—R]

2m 2
o

Forca Tensorial

Q‘ﬁ
sae Lo LR () e ]

l2m2

Spin-Spin

A
AVAVAY
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Os parametros f e k podem ser ajustadds para que as
separagoes spin-Orbita e as separacgoes hiperfinas (spin-spin)
sejam compativeis com os resultados experimentais. Apresenta

mos alguns resultados:

Tabela 5.5 - Resultados numéricos com a inclusao das

forcas*entrevspins

1,0 0,0
150841050
0,0 5,%6
0,1, 3,5

[

0,059 5,26

As massas ¢ diferencas de massas estao em GeV.
Da analise da tabela 5.5 constatamos resultados
bastante satisfatorio para as separacoes hiperfinas e separa

¢oes spin-Orbita. Analises semelhantes ja foram feitas usan-

do um potencial confinante do tipo linear. Nesta analise dois

pontos desfavoraveis, o primeiro & com relagao ao valor de
o da ordem de 0,45, bastante grande comparado com 0,187. O
segundo & com relagcao aos estados Y' e Y"'que ficam bem afas

tados dos valores experimentais.




5. Barions como estados ligados de trés quarks

5.1. O Problema de Trés Corpos em Mecadnica Quantica

Para o tratamento do problema de trés corpos em me-
canica quantica, introduz-se um sistema externo e um inter-
no de coordenadas ao inves do sistema vetorial em relacao
ao CM, usual.

O sistema interno descreve a forma do triangulo for
mado pelas particulas e as coordenadas externas a sua orien
tagao no espago. Os operadores dc momento angular orbital
dependem do sistﬁzma externo apenas, o qual pode ser separa-

|
do para um siste%a de treés corpos isolados, reduzindo a e-
quagao de Schr8dinger, a um sistema de equagdes acoplados '
nas coordenadas internas I:S—l:l.

Para os estados s, p,.e d, um sistema de coordena -
das internas formulado por Zickendraht [:5-1:] sera apresen

tado a seguir, que permite transformar o problema matemati-

co tridimensional em um unidimendional.

I Escolhendo para sistema externo os trés angulos de
¥

Euler definidos pelos trés principais eixos do momento de al
nércia, o sistema interno (y, a , B ) estarid relacionado com

as distancias ik (i, k= '1,112,13) da massa mi por:

1/2 1/2

(m,+4+m.)
T2 m y(l - senasenf )

192

2 3 4 5 6 7 unespw.l 122 18 34 15 Ib

17
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[_if3+mllﬂ_

v (l-sen o sen (B

il
|
4m3ml _J

m.m.+m.-.m.+m.m
fElL L )

+ i =+ 118
m 1 n2 m 3

— — L=
ml {m3 1‘.12) m2 (m3 ! sz

= arcos

(ml+m2) (my + m3)

m_{(m

5 3»m1)-ml{m3+ml)

(m +m2 ) (m3+ml )

it

r

o]

/2

]
sen o sen R)

sen gsen(pf -2 7w/3

)1/2

sen ¢ sen(g - 4w/3)l/2

A equacao de Schr8dinger no centro de massa das

trés particulas tem a forma:

AV,
AVAYAY
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2
(e (BN JEE E V) =0

Im

= ) :
5 sao os operadores V° para os vetores

e X1 dados por:

(: (m1+m2)m i

- - -
L "|' } - o wil 1 g
[: 2m3(ml n2) . mlllﬁmz-z
vy

+m,_m.,+ N+
mlm2 n2m3 m3ml . : ml, m,

|
\

A transformagao para as novas coordenadas (¢, 6, ¥,

Vi, B é tediosa, e foi feita em detalhe por Zickendraht
[ 5-2].

Podemos expressar essa eq. da maneira mais conveni-
ente, segundo Flllgge e Zickendraht do seguinte modo: (atxa-
vés das transformagoes TR (1), TR (2), TR (3) e TR (4), a-

baixo

-+

“» .
(x xz} TRI(1L)VE (xl,x Y

5 2

rf
sao os angulos de Eu-

ler do sistema x',y',

z' no qual z' tem a

¥ -+
- B = 3 -3
a direcao de (xliixz)

2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 33 34 15 Te 17

diregdo de X, e y' tem
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Rodou-se x

S ¢ 6 Wl)

(y, @, By ¢,00, ¥,)

] |} It

¢ Y': 2! para x

2 DT

1%5 cos 6§

~

TR (3 as Bl o 5805

Yy (l+sen «

SESVESen¥a®#cos

1

UI)

Assim, segundo o cidlculo de Zieckendraht, [ 5-1]

chega-se a eq.

L
Fk (}’: Qr B) =

sistema para

2 3 4 5 6

hA(Y)

(Matrizes D bem co

iuB
e

f (i)

LA

Xu

7 ll'](ES;r) u{l 120 13

nhecidas)

14 45 T L7
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O problema quantico das trés particulas pode ser
em termos das trées distancias rijr(i, 3, = 1,2,3) entre as
particulas, ou equivalentemente' das trés coordenadas inter-
nas y, o, B E

\ o
Para um estado ligado fundamental, a equacao de

Schr8dinger pode ser escrita como:

2
cos2a 9 1 0

5 ) + E-V(y,a ',B)—;‘PS:Q
|

sen2a  9a  sen2o 9f

A fungao de onda ¥, pode ser expandida em ter
mos de um conjunto ortonormal completo de fungoes vt ( a,B)
definidas pela parte angular do operador na eguacao acima,de
maneira analoga em que obtemos os harmonios esféricos com a

parte angular do Hamiltomiano de uma particula.

= Lnh

Ay Ap

Na notacao usada aqui, os A sao inteiros posi-

A= 2n com: A 2 n 2 0. 0 primeiro termo h{-»(y)

2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 33 34 15 Te 17
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é a solucao da equagao obtida de (8).

Substituindo-se o potencial V(y, a, B) por uma

media VO(yJ no espaco (o , B):

VO(Y) =< V(r i = <V(y,a , B) ?

i RS e e
Dado este potencial médio nosso problema con -

siste em resolver a seguinte equacgao:

)
i

+—— LI] —vo.(y):l— L (f; 22) ) h, (y)=0
y A y

(52119

]
.f
|
\

Para uma interacao puramente coulombiana isto
¢ P
foi feito em [:S—l_J. A seguir calcularemos VO(Y) para o po

tencial de nosso interesse

5.2. Calculo de Vo(y) para V(r) = r2v

temos que
Vi (¥)

Neste caso, interessa-nos determinar B que & a mé

dia do potencial tridimensional no espagco de a e B

SNy, o, B e i 13\70(}-’)

Q.

' T
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Designando por:

. (Zn/2 {r4ﬂ

) (1 - sen a senfB )\'J da dB (5.14)
J

¥ o ¥ D
/2
]

S sen a sen (B -21/3))  dg dg (5.15)

Zv 2HUJ 0
sen a sen( B -41/3)" da AR (5.16)

i
|
\-.
cada uma das tres parcelas de B,

78 theBo )

Procedermos ao calculo em separado de cada’um de, -

les, contudo como veremos a seguir By = = 83.

Designando
X = sen o vy = - ziti=lgen (B - 2w/3) (5.18)
w = sen(B - 4u/3)

temos para calculo de By:
(1 - sen a sen B)° = (1 - xy)v

e neste caso (l4) se escreve como




Utilizando-se da expansao binominal generalizada

temos:

2
(L= xy)’ =1 = () eyt (0 )Gew) () (xys -

logo:

= v E (e < 7 + A% <
) ety >u,ﬁ L 1) *3 o, B ( 2)

g 2 2
< x> > (e Bresdl o asit L
) Bog A B (et n “a Y '

( Y,

A

pois x & definido apenas no espago de a e Y apenas no de

8 de acordo com [5-18 .

De [ 18] concluimos que

)= y(n = impar)

B} < y(n =

Portanto, sera necessario calcular apenas

(n = par)}
§

Para n 2 temos o conhecido resultado
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Para n = par, n > 2 vamos usar a formula de

Wallis:

n-1
n (sen x) cos X Nl
(sen x) dx = +
n n

e obteremos

Logo, substituindo em [ 20 ], as relagoes [ 21 ]:

v 4
8 (4)<y

e utilizando-se de [ 22 ] e [ 23 ]:

< s \) —
< (1 xy)OL 1 +(

r

F

l.
(5=

\) .
2}

Para o calculo de B2 e B3 basta notar que
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e portanto como

e,por conseguinte,

B2 = B3.

Portanto, chegamos a formula final

1,2, @Body2 il gL 30 1y 2

\Y)
Copdial 5 (eiigla > |

Esta série @ convergente para qualquer V pois & denominada
“ \V
termo a termo pela expansao ‘de (l+ Xx) Ix=l que converge pa

V
rat2i.

Calculo de B para V(r) = re¥
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Este resultado compara favoravelmente com o de

LS.Q_J que & 5,0930 atraves de um calculo analitico exato.

2 , : —
b) V(r) : 2 (oscilador harmonico)

. [~ I ) e
B = 1,5 (resultado exato pois | 24 | & finita para v

inteiro)}.

(potencial linear)

Vo(y) ;= By

B = 2,0391 até o nono termo de [:24:}.

V(r) = Vr (potencial raiz quadrada)
Vo(y) = BV y

B = 2,4418 até o nono termo de [ 24 ].

5.4. A Equagao de trés corpos e sua solugao

Utilizando l* ll_j e 0s resultados anteriores

temos a equagao a ser resolvida para h,y (y) no caso n = 1/2




VO(YJ = 1 204418 kl /Y + 5,0930

Podemos resolver esta equacao pelo método
WKB ou por diferengas finitas. Como h, (028 =h(e) S =n0ing
caso de diferengas finitas substituimos infinito por um na
mero b suficientemente afastado da origem tal que h, (b)=0.

Para diferengas finitas obtemos a seguinte

equagao matricial de autovalor:

5
,093Dk2

T (2,4418k /nk +
ﬁz nk

4 A0+ 2) 1 5 B YmEr Sl
th b [ oy ] £ W=l fi (5.24)

(k) - X 2ien W&

onde para um numero total N +2 de pontos, como matriz N x N,

temos k = b/(N + 1), £ = hA (nk}iesn = 1. 250 0N

Devido a condig¢ao matricial tridiagonal pode
ser resolvida por métodos algébricos .usuais, fornecendo va-
lores aproximados dos autovalores e das autofungoes corres-
pondentes.

Uma maneira mais conveniente de se resolver a

equagao (1) & dada a seguir. Eq. para h, /y

T
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podemos substituir

h)\ (y)

e assim podemos

)

15 _ 4(x + 2)A]

£"(y) + { m [E-V(y) ] + - 5

i

}E(y) = 0

(5.26)

Substituindo nesta expressao os valores de y e £"(y) como

definidos anteriormente obtemos

n+1

S
2
K

[5-11].

Nas tabelas 5-1 e 5-2,

.+r

L

Z
2

4
pS

15
=+ 4(1+2) ,\1

1

+ mV (nK) +

(nk)2

_an=mEfm

gue pode ser resolvida aplicando-se o método descrito em

apresentamos os espec -

tros das massas para o charmdnio (cc) e botdnio (bb) [ 5-9 | e

estimativas de massas para barions formadcos de trés charmes

(ccc) e tres belezas

(bbb) respectivamente.

sons n = 1/2 na expressao do potencial eq.

e 2 para os barions [iS—lOt].

2 3 4 5 6
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Tabela 5-1: Resultados numéricos para barions: sistena
(cee), com mc = 1,5 G e V e sistema (bbb)

com m = 4,5 G e v[:5—10:]

Sist:oma (ccc), massas em G e

| Forma do

potencial

I{rl/2+C 4,784 '!5,264 5,650 . 5,979 16,269
Kril +c | 4,771, 5,261 5,694 16,089 (6,457

Kr2 +C 4,740 5, 25008 5,760 622701 167780

Sistema (bbb), massas em G e V

- -_4’-'1”-

e
o
(=)}
~J
o

o
~
(o]

14, 376% 1147756815 1063157324 ML57554

14, 2485 1477732015 S el 150701 116/, 185

podemos fazer uma previsao das massas dos barions ccc

Com o objetivo de comparar nossogs resultados

com os resultados obtidos por (H. Coelho, A.B. Guimaraes e
R. Chanda), usando o formalismo de Simonov, fizemos tabelas

comparativas, onde alem das duas abordagens diferentes; com-
paramos os resultados obtidos usando varios tipos de poten -

ciais.
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|
LARTE

Tabela 5-2 Resultados numericos para o sistena (ccc)iobti

dos por H. Coelho e colaboradores;mc = 1.3 GeV
: i

Forma do |Edtado |19Est.|20Est. |39Est. |49Egt.| K, C

poq?ncial Eund; Exc. Exc. Exc.

ky YERtIC 5,47

G

(¢

A.B.D'Oliveira de Carvalho

|
|
|
T
|

6,269 | 0,843

6,457 | 0,237

6,78'10,0325

Para o sistema bbb usando os parﬁ@etros K

i A i
ec=-0,672c¢ m, = 4,5 encontramos s i 14.376 , ge

(3 { VAR ) MR (W = 5 1] 1<
Valores exatos pelo matriz-variacional (semi—ang
1litico) |

4,80 Ggev

ml b = 14,38 | gay

bbb

Os resultados por nds estao de acordo com |
lores de H. Coelho e Col. para o estado fundamental pdra o

potencial raiz quadrada e linear. Para os demais estados ob-

. =2l - I
servamos uma discrepancia. Os resultados dos referidos auto-

res também nao apresentam o espacamento constante para os au

' T
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tovalores do pdifincial oscilador harmonico como é espera

Nosso resultado B a primeira estimativa da massa do bari

(bbb) de que tembs conhecimento.




QCD E AS FORCAS NUCLEARES

Historicamente um dos objetivos centrpis da

pesquisa em fisica foi a determinacao da teoria fundamental

das forcgas nucleares.

A teoria da troca de mesons foi origihalmen—
te desenvolvida para isto, mas foi bem sucedida apen?s na
descricao da parte de longo alcance, denominada pela;troca
de um Gnico meson. Um potencial descritivo desta interacao

devida a troca de um meson foi. desenvolvido (one pion exchan

ge potential ﬁ OPEP) . Posteriormente modificagoes foram fei-

]

tas, incluinddktrocas de mais de um pion e de outros mesons.

De um ponto de vista moderno [ 6-1] & mais
indicado tentarmos abordar o problema considerando a forcga '
como oriunda da troca de gluons entre os- quarks que compoem
os hadrons, dentro do contexto das teorias de gauge, |em par-
ticular da Cromodinamica Quantica (QCD),!que é a teorih de

gauge nao abeliana, baseada em SU (3) que & atualmente um
forte candidato para uma teoria definitiva das interég6es for
tes. QCD & neste sentido o analogo da Eletrodinamica Quanti-
ca para as interacoes fortes.

Se a QCD deve poder descrever o mundo das in-
teragoes fortes, entao necessariamente seu regime de longas
distancias nao pode ser descrito apenas em termos de graus
de liberdade de quarks e gluons.

Estados hadronicos reais (mesons e barions)in

troduzem novos graus de liberdade, embora espera-se que guar

dando alguma memdoria da estrutura interna de quarks e gluons.




Este &€ o famoso problema, ainda em aberto do con
finamento de quarks (mais geralmente de cor). Embora nenhuma
conclusao definitiva tenha sido estabelecida ainda, duas a-
bordagens distintas convidam a um otimismo (cauteloso).
| A primeira € a sugestao de t'Hooft que numa ex-
pansao l/Nc de QCD, o termo em 12 aproximagao apresenta ca-
racteristicasem concordancia com a fenomenologia dos modelos

(ressonancias estreitas, regra de 2Zweig rete).

A segunda linha de ataque @& a definicao da QCD

numa réde, e o uso de técnica de Monte Carlo, que indicam e
!
vidéncia de confinamento para teorias SU2,C e possivélmente

» com comportamento de acordo com a fenomenologia dual.

Embbra ainda existam muitas lacunas a serem pre=
enchidas, a evidéncia a favor da QCD esta aumentando, e nao
temos - nenhum argumento contra esta teoria. Isto sugere - a

. perspectiva de muito em breve podermos calcular as intera
¢oes hadrdnicas, a partir do que seriam mais ou menos princi
pios_fundamentais (ou pelo menos explicarilfonomenélogia .de
hadrons:e as interagoes hadrOnicas em termds de uma fenomeno-

logia mais basica de QUarkSe gluons) .

Estudos mais recentes [6-2 | mostraram que

do espectro dos mesons podemos sugerir uma forma mais adequa
da para o potencial confinante. Um ajuste do espectro de mas.
sas e da largura de decaimento nos leva a seguinte expressao

para V

Usando esta interacao, as fungoes de onda pa-
ra uma hamiltoniana nao relativistica descrevendo os treés

uarks podem ser determinadas de acor com as linhas gerais
g ks pod det d 1 do con linh g

i




~ —_
descrita por Feynman | 6-3 |.

Tentativas foram feitas dentro do contexto do
modelo da sacola do MIT, para deduzir a parte de curto
alcance das interacoes fortes a partir da interagao de quarks
e das forcgas que:.confinam eles nos nucleos. Entretanto o mode
lo da sacola do MIT nao é especialmente adequado para o pro-
blema de dois centros, e uma alternativa foi proposta por Li-
berman [:6—4:].

Usando uma descricao fenomenoldgica proposta
porSdnﬁtzer-[iGHSZJ a partir do estudo das particulas ¥, in -
corporando as i.déias de confinamento como dada pela hipote-

se da cor.

'
|
1
\

Usando um potencial para a interacgao entre
quarks da forma

Vi A )\j[v {rij)+

onde o potencial confinante

2
vi(r)s Sl kxti/2

oito matrizes de Gellmann de SU (3)

My, ¢ a massa do quark.

Liberman [_G—Qh] mostrou que a parte repulsiva
da interagao nucleon-nucleon pode ter origem na parte de-

pendente de spin das forgas quark-quark.

C.E. deiTay [_6—6 :l conseguiu com uma aborda-
gem baseado no MIT bag model resultados qualitativos de acor
do com os potenciais de Yale e Hamada-Johnston para a forga

nurlenn-nnucleon A nartir da forcaguark-quark.
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E nosso objetivo futuro dar prosseguimento a

essa pesquisas fazendo uso dos nossos resultados para a for-

ca qg-
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7. CONCLUSAO

Analisando os resultados obtidos, vemos que, pa
ra o espectro de massa da familia J/Y temos uma excelente con-
cordancia com os dados experimentais. Admitimos que o estado
4351 e o de massa 4,414 GeV. Nossos resultados também estao em
boa concordancia com a familia T. No entanto, para a familia
upsilon, um potencial com n < 1/2(n = 0,1 ou En(r/ro)), leva a
uma concordancia com os dados experimentais até melhor do que
com n= 1/2. Entretanto, o estado 4,414 GeV da J/Y nao poderia

3 : -
ser interpretado como o estado 4 S, - Uma melhor determinagao

!
do potencial condfinante devera ocorrer com a espectroscopia da

proxima geragao dé mesons pesados, os esperados estados tt,até
que isto acontega, consideramos o potencial com n = 1/2, como
o mais adequado para descrever a universalidade do potencial
para as familias J/Y e T.

Na espectroscopia de barions nossos resulta-
dos estao de acordo com os valores de A.Guimaraes e Col.[?;li]
para o estado fundamental, nos demais estadoé observamos uma
discrepancia. Uma observagao que podemos fazer é a de que 0os
espacamentos entre os nossos estados, radialmente excitados,es
tao consistentes com o esperado teoricamente, o0 mesmo nao acon
tecendo com os valores obtidos no trabalho citado anteriormen-
te.

No calculo da largura leptonica, a corregao
devida a QCD, esta totalmente consistente com os dados experi-
mentais. O mesmo nao pode ser dito Pa respeito da corregao pa-
ra o decaimento hadronico, o calculo perturbativo aumenta o va

lor da largura do decaimento em aproximadamente 20%, o que le-
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va a um fator aproximadamente 2, en relagao ao valor experi-
mental para a J/Y.

A separagao hiperfina, em calculos recentes
[7-2], esta compativel com a contribuicao de curto alcance,
sendo que a contribuigcao de longo alcance & atribuida a fun-
cao de onda. Nao entramos em maiores detalhes sobre isto, a-
bordamos apenas para a analise da constante de acoplamento =]
fetivo.

A analise da tabela 5-3 nos mostra que ha
uma variacao acentuada entre os valores de Og Os valores as
sociados aos decaimentos hadronicos sao compativeis, levando
-se em conta o0s erros experimentais. O valor associado a
R(1) €& bastante gﬁande, comparado aos demais. Como na determi
nacao de s de R(1) nao levamos em consideragao a influéncia
da funcao de onda, isto de certa forma, pode explicar este
comportamento de a - No momento, nao podemos avaliar a, para
a familia T, a menos do valor associado a R(2). Esperamos que
os dados experimentais sobre a familia upsilon esclaregam me

lhor 1 aplicagao de calculos perturbativos para a determina-

cdo das quantidades discutidas.

Vemos gue A associado aos estados ligados
tem valor inferior ao estimado no espalhamento profundamente

inelastico.
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LEGEN,AS DAS FIGURAS
{

!

Diagramas de Feynman que contribuem para a se
=i : = )
paragao hiperfina ate 4. ordem na constante

de acoplamento forte [4—10]

Diagramas representativos cuja parte imagina-

ria contribui para 3'(381) + hadrons [ 4-13 ]

D;iagramas representativos cuja parte imagina

ria contribui para 1'(]“80)"’ hadrons E‘l“l‘1 ,I
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Fig. 4-4 - Aspecto geral dos niveis de energia

para varios potenciais (m_ = 1,5 GeV)
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AP ENDTICGCE

CALCULO POR FRAC@ES CONTINUAS DOS AUTOVALORES DE MATRIZES TRI

DIAGONAIS PROVENIENTES DA EQUACAO DE SCHRODINGER

. - : gt
Considere a equagao radial de Schrodinger

i 32
- e+ V(x)y

2
dx

com condigdes de contorno y(0) = y(®) = 0 onde V(x) & um po
tencial dado e X representa o autovalor do conjunto de auto
valores. j ;
Suponha que um b adequado possa ser achado tal
que a condigao de contorno no infinito possa ser substituida

por y(b) = 0 e considere, a discretizagao usual
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em notagao matricial temos

(

2l Pt ol T
2/h + :J(}{l) ~ A, b = l/h ; 8 Yy = (Yl! er---ryN)

P (A) o determinante do enésimo menor principal

2

b™p (A.4)

n - 2’

Para mais detalhes relativos a abordagem Sturmaniana para a-

char autovalores de matrizes tridiagonais, veja, por exemplo

Wilkiqson[:3:j ou Fox [:].]

Escreva a eq. (4) como
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2
onde, uma vez que b

Assim temos que a eq. (4) & um procedimento altamente instavel.
Para sanar esta dificuldade, reescrevamos a eq. (4) como

- 2 '
be/P =

|
|

Observamos entao:que, desde que pﬁ # 0, n

demos obter py POr meio de

E claro que se p'

pR s entao pg assume um valor infinito e

em teoria esses dois fatores se cancelam na eq. (6). Isto nos
leva a seguinte relacao de recorréncia que recomendamos:

2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 183 34 L5
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para n = 2, 3,

Para calcular o sinal de Py na eq. (6) nos usamos
L

si 1) =D Nt - = si ! .
gn{pn) n N onde O 1gn(pn l)

1

Esta ultima expressao pode ser calculada em aritmetica de in -

teiros.

Agdgquéncia q, da a informagao de Sturm sobre a localizagao
]‘

i — - - -

do autovalor, que pode ser usada como em | 3 | ou | 1 |. A se
énci ' @ aut tabilizad ' )

quéncia p! o es ilizadora uma vez que | PALL lI se tor

na grande quando p! -~ 0 ( |an I8

A relagao de recorréncia eq. (7) representa uma expansao em

- - r . - —

fracoes continuas do determinante de Ay isto e, uma expressao

de fragoes continuas para a equagao indicial que provém da eq.

(2) .

Uma aplicagao deste método pode ser achada na ref. (2).

Um algoritmo eficiente para calcular fragoes continuas, pode

ser usado com vantagens para implementar a eq. (7) (4).
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AP BN D T G E

UM METODO NOVO PARA O CALCULO DE AUTO VALORES DE ESTADOS LIGADOS

1. Introdugao

Seja a equagao de Schrd8dinger

com as condigoes de contorno ¥ = 0, onde V(r) po
de incluir o termo centrifugo usual.

0 método proposto baseia-se numa nova representacao
por partes do operador diferencial dz/dr2 da eq. (1) por: meio

do conjunto

= { exp(- ar), r . exp(~- ar), r2.exp(— ar) } (B.2)

~ 2 2
Usar esta representagao por partes para d /dr no
método proposto & equivalente a considerar uma aproximacao por

parte continua e infinita ¥Y¥(r) = I ¥ (r) para a autofuncgao
k k
Y (r) da eq. (1) onde em cada k:ésima parte a Wk(r) €& uma combi

nacao linear do CO]’leli'ltO U{ col k € N:
= 1
k

. 2
(A, e KT )exp(-a, I)
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Para qualquer Y (r) que & uma combinacao linear sobre
o conjunto Ua , @ unica representacao de dois pontos para o ope

rador dz/dr2 € dada por

como mostrado na segao 2. A representagao ideal para o operador
dz/dr2 isto & sua representagao exata, seria daaa pela sua ex-
pansao no conjunto completo de solugdes da eq. (1). Este conjun
to é claramenté infinito e a priori desconhecido. Observamos
que a base Ua\ € claramente uma boa aproximacgdo por partes pa-
ra o conjunto ideal se o parametro o for maior que zero. Isto
se deve ao fato que a base u. satisfaz a condicao de fronteira
da eq. (1) no infinito.

A representagao do operador de derivada segunda em

s dada pela eq. (3) tem varias propriedades Gnicas. A princi-

pal propriedade & que esta representacao pode ser diagonalizada
trivialmente. Uma outra caracteristica & que U, (e portanto Y(r))
depende do parametro livre a. Este parametro variacional sera
determinado pelo proprio método através da condicao estaciona -
ria para En. Este procedimento nos permite obter expressoes ana
liticas para os autovalores da eq. (1) da forma E N E(an + b +

c/n + o)

2. 0 Metodo

O metodo proposto aqui & baseado na representagao por

partes de dois pontos para o operador derivade sobre o conjun-




= 2
UOL = { exp(- ar), r exp(- ar), r exp(- ar) }
com a 2 0. As principais razoes para'sc usar este conjunto par

ticular sao

(1) Qualquer elemento de Uz satisfaz a condigao de fronteira na

eq. (1) noinfinito.

(ii) O conjunto L(U ) de todas as combinag¢oes lineares dos ele

 mentos de U, & fechado em relacao a operagao dz/dré.l Isto

h

significa que a derivada segunda de qualquer combinacao 1li
near dos elementos de U & ela propria uma combinagao 1i -

near dos elementos de U .
1] {1

[ .

Para uma fungao| ¥ em L(Ua ) a representagao de dois pontos de

2 . = ~ . .
d2/dr pode ser determinada como a unica solugao da identidade

desejada por

2
4 y(r) =p V¥ (r-q) + t ¥ (r)

dr2

onde p, g e t sao constantes. Estas constantes sao unicamente
calculadas exigindo-se que a eq.(4) seja valida para cada uma
das tres funcoes de U. As constantes sao

2 exp(-1)

1l / o
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A eq.(6) significa que a distancia entre os dois pontos deve

ser

1l/c

= 2 2 - -
Esta representagao de d /dr sobre Ua € o0 ponto basico do

método e &€ dada por

I

Neste caso, a eq. (9) significa gue a derivada segunda de

Ve e L(Ua)ﬂ_é dada exatamente em cada ponto r por uma combina-
gﬁo linear dos valores de nos dois.pontos il = o elir R cor)
respondendo a propriedade (ii) acima. Veja no Apéndice C ‘uma

discussao mais detalhada deste ponto.

Introduzindo uma grade r? no espago de coordena -

< <% < o - ~ — — f
das 0 £ r podemos escrever ry_q = ¥ 1/a ' onde r, &

dado por

com £0) > 0 e com ry > r, ., para qualquer k. Note que £ C
uma fungao que preserva a ordem, isto &€ k ?> j implica que
f(k) > £(j). Esta grade sera determinada pelo proprio méto-
do.

A largura de cada k-ésima parte dada por Ary =[:f(k}—f(k—l):]

satisfaz eq(8), isto é f.\r}’ Oy = 1l e pode variar com k uma
£ &
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vez que a eq. (9) é uma formula de dois pontos.

Das egs. (8) e (9) segue-se

[ rw

Uma vez que f (k) f (k=1), podemos mostrar facilmente que

£ (k) =i a kb e/ K+
£ (K)=£fi(k=1)

]

onde os varios a) b, ¢, etc, sao constantes

A eq.(12) mostra gue para qualquer fungéo'f (k) o seguinte é

verdade:

(i) a ordem mais alta de k que aparece na eq. (12) ¢ 1

(ii) a medida que o numero k aumenta, eq. (12) & aproximada -

mente linear em k.

Por estas razoes, podemos desprezar a contribuicdo de ordem

! '
0 {1}&) na equacao (12) e escrever

Esta expressao desempenhara um papel importante na discussio
gue se segue. Devemos notar que, no que se segue, termos de
ordem mais alta poderiam ter sido usados na eq. (13).

De posse das egs.(9) e (13) voltamos agora para o problema de

AV
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calcular o enésimo autovalor de um dado potencial V(r) na

eq. (1) . Para isto usaremos a representagao de dois pontos de
2 2 : : ;

d /dxr das pela eq. (2) na eq. (9) para-considerar a aproxi-

magao por partes

LlJ(n) )

& ainda um parametro variacional, obtendo
f

\
A\

2 L:"‘}k_

&

1;r(rl)_(rk_l) + La}?; + V(r

) et P i) o (c,)

k

pata k= 1,2,... onde se TalE 0 entao

esta ligada com a origem pela eq. (c.5)

A eq.(l4) pode também ser escrita em forma matricial MY = EY

4= (W(rl), W(rz), ...)T e M uma matriz bidiagonal dada por

+V(rl)

' T
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aonde nao ha nenhum limite imposto na sua ordem. A matriz é a
representacao do operador Hamiltoniano da eqg. (1) e depende

dos parametros variacionais a,, a,s... coOm condigoes.

Observamos agora que devido a forma bidiagonal de M o enésimo

aufﬂvalor de M tem a forma (2)
|

e que todos osjautovalores da eq. (14) sao dados trivialmente

pela diagonal principal de M, sem limite imposto a sua ordem.

Usando a forma da autofuncao W(n)(rk) da eq.(16) para k = n

na eq. (l4) e recordando eq. (13) obtemos

e (BE1T)

(n)

(r) € uma fungcao do parametro variacional a.
0 E
O princlipio variacional para En eft————" = 0"eipodeNseraa=

d
®n

Uma vez que Y

plicado diretamente a eq. (17) dando

A eq. acima também determina o parametro o da base Uy em
qualquer k-ésima parte por meio da eq. (A.8) do Apéndice c

portanto corresponde ao principio variacional 3E/da = 0 apli-

(n)

cado a toda Y (x)i
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O procedimento geral proposto aqui para obtermos os estados 1li
gados da eq. (1) comeg? pela solugao da eq. (18) a fim de de -

terminar a melhor an como definido acima. Substituindo este a
n

na eq.(17) obtemos os autovalores como uma dada fungﬁo das cons

tantes a e b, explicitamente
(B:19)

A determinacao de a e b & discutida em 4. Compararemos agora a
eq. (19) para os potenciais tipo poténcia e logaritmicos com re
sultados conhecidos

I
- \\ - g -
3. Aplicagao aos, potenciais do tipo potencia e logaritmico

Para exemplificar o método proposto iremos agora
aplica-lo a alguns problemas de autovalores bem conhecidos. Os
resultados obtidos sao comparados com os valores exatos, sem -
pre que possivel, ou com aproximagoes. Por simplicidade usage—

mos apenas estados s.

Para o potensial geral do tipo poténcia V(r) = knP com Pzl =2

e p#0 aeq.(l7) nos da (eliminando-se o subscrito n de a)

k(an + b)P/ P (B.20)

Da condigao estacionaria, BEn/ Uun = 0, segue-se (compare

com a eq. (18) que

1/ (p+2)

[ kp (an + b)p/z




Substituindo-se na eq. (20),- obtemos

2/ (p+2) 2p/ (p+2)

En = (kp/2) (1+2/p) (an+b) (B.22)

como os autovalores de estados ligados do potencial tipo potén

cia ou

Elil= a2(1 + 2/p)

em funcao de o da eq.(21)

Usando o mesmo procedimento para o potencial logaritmico

V(r) = kln(r), obtemos os autovalores
J

\

Bl f= HEKa [:ln (2 e/k):] + kln (an + b)
2

n

Na tabela 1 nos apresentamos, em fungao de a e b as solugoes
para alguns potenciais que sao de interesse atual para um mo-
delo de confinamento de quarks, bem como o potenciﬁl tipo po
tencia.

Os parametros a e b gue aparecem nessa Tabela sao calculados
no item 4. Entretanto, como um exemplo, podemos nos lembrar
que para a = 1 e b = 0, os autovalores na Tabela 1 represen -

tam o espectro correto de estados ligados para qualquer n

Na Tabela 1 duas importantes relagoes funcionais para os auto
valores podem ser vistas: uma com o parametro K e outra com
(an + b).

A parte restante desta Segao & devotada a uma comparagao des-

ses dois aspectos da fungao En = E(an + b) com os resultados
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conhecidos usaremos o trabalho de Quigg e Rosner [:J_]

A dependéncia funcional dos autovalores com 0s nimeros quanti-
cos, como dado pela Tabela I & exata para os potenciais Coulomb,
linear e harmonicos. Para os outros casos nao sao conhecidas
solugoes exatas. Entretanto, como pode ser visto das egs. (4
33) e (4 . 59) da ref. Lj:L nossos resultados na verdade mos
tra a mesma dependéncia dos numeros quanticos que os resulta

dos obtidos por WKB. Do que foi dito acima, concluimos que o

métodH proposto reproduz a dependéncia funcional conhecida pa-

ra os potenciais poténcia e logaritmico, em fungao de K e n.

4. Calculo de

O procedimento descrito acima nos permite estabe-
lecer expressoes fechada do tipo E = E (an + b) para os auto-

valores.

Para determinar a e b estudamos o comportamento das duas pri e
meiras autofungoes depois do ponto de inflexao externo. A fim
de gerar fungacs precisas, usualmente precisamos de ter Ar<<l.
Em geral entretanto esta condigao entra em conflito com a exigén
cia Ar = 1/a na eq.(8). Em vez da eq.(9) portanto usaremos a
formula completa de trés pontos em Uu » dada pela eq.(A.l).

A eq.(l) pode ser escrita em forma matricial como TY = EY,on
de agora T & tridiagonal. Uma vez gue ja conhecemos a dependén

cia funcional de a = a {an$ %) 1En:E(an + b), a equacao ma

tricial TY = EY tem apenas duas incognitas: a e b.

Esta equagao pode ser resolvida por qualquer técnica matricial




conhecida, ou pelo método de expansao em fragoes continuas [ 3 7]
Este Gltimo pode ser programado com eficiéncia em um calcula-
dor programavel de bolso, ou entdo ser implementado num gran-
de computador, com consideraveis vantagens de economia de tem
po de magquina em relagao aos outros metodos de que temos co-

nhecimento.

Uma abordagem alternativa também pode ser sugerida. Calcula -

dos dois autovalores Ei e Ej através de um procedimento numé

rico qualquer, podemos escrever um sistema de duas equacoes '

para (ai + b) e (aj + b) para determinarmos a e b.

Em qualquer um dof dois modos sugeridos para se determinar a
e b, uma outra vahtagem do método proposto & clara: do estudo
de apenas dois auto valores do espectro, ou de apenas duas au
to fungoes pode se obter uma formula fechada que fornece to -
dos os auto valores do espectro, numa excelente aproximagao.
Para o potencial tipo poténcia, a Fig. 1 mostra um grafico

dos parametros a e b, em funcao da poténcia p. Este grafico é

ilustrativo da faixa geral de valores de a e b,

5. Comparagao numérica dos autovalores

i

Para exemplificar a precisao dos autovalores cal
culados pelo método proposto, esta segao apresenta uma compa-
racao numérica dos estados ligados E, para os mesmos potenci-
ais anteriormente descritos na segao 3. As constantes a e b
foram calculadas usando a formulagao de trés pontos a partir

da eq. (C.l) e aplicando também o algoritmo baseado no método

de XX expansao em fragoes continuas da ref.[ 37} O érro abso-

5

luto em a e b foi escolhido inferior a 10 s
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A Tabela 2 apresenta os valores calculados de a e b para al -

guns potenciais. Os autovalores sao facilmente obtidos das Ta

belas 1 e 2.

Os autovalores calculados para os potenciais Coulombico e Har
monico coincidem com os resultados conhecidos para todos oS

1/2 o
g nao se conhece so-

estados n. Para os potenciais .r, e
lugcao exata. Portanto nds comparamos na Tabela 3 os cinco pri
meiros autovalores com aqueles obtidos com a aproximacao WKB

e quando disponivel, com resultados numéricos. Deve-se notar

que o resultado WKB nao @ muito preciso para n pequeno, COmMoO

se sabe.

I

|
Para mostrar o elfeito da constante ¢ da eq.(12) em En=E( an +
\

b + c/n) nos calculamos esta expressao para o potencial line

ar. O resultado @&

3 (B.25)

E_ = 1.88988 k*/>(1.81425n - 0,45619 + 0,01803/n) >/

Para comparagao, o mesmo resultado para E(an + b) &

e 23

s 1.88988 k (1L-80523n — 0:42915)

A primeira coluna da Tabela 4 da os autovalores como calcula-
dos a partir da eq.(26), a segunda coluna aqueles oriundos da
eq.(25) e as ultimas duas colunas os resultados exatos e WKB
respectivamente. Os valores exatos correspondem aos zeros da
Fungao de Airy (l). Como podemos ver, a inclusao de c/n melho
ra um pouco os autovalores. A contribuicao para E, de .termos

: : 2
de ordem mais alta, isto e d/n , pode ser estimada a partir '
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-

diferenca relativa entre E(an + b) e E(an + b + ¢/n). Este é
um critério geral do tipo de Cauchy para avaliar a precisao

intrinseca dos autovalores se se fazer uso de outros valores.

Para concluir, embora o resultado completo deste método seja

dado por E_ = E(an + b + c/n + ...), obtivemos resultados '
n
I

! < .
muito!bons, considerando apenas En = E(an + b)
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Potencial

Coulombico

Harmonico

Linear

Raiz-Quadrada

1/4
[k Mn+1ﬂ2]

/3
(K (an + b)/2 ]

[:K (an + b)l/2/4:]2/5

1/ (p+2)

[ P £ 5P |
2 |

(k/2) /2

K-/ [ 4(an + b)2]

1/2

2 K (an + b)

(an + b)/2

k[ 1n(2e/k) ]/2 + Kln(an+b)

Resumo dos resultados obtidos usando o método proposto para

algumas poténcias V(r).

ligados para

n = a2

12 13unesp v 17 18 19

En sao os auto valores de estados

200 21 22 23 24 25 26 27

28

29



Tabela B-2 Valores das constantes a e b em

En = E (an + b) da Tabela B-1

Potencial

Couldmbico 1.00000

\
Raiz Quadrada 1.67120 -.36853

Linear 15580523 -.,42915
Harmonico 2.00000

Logaritmico 1.50198
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Tabela B-3 Comparagao entre os primeiros cinco auto
valores para os potenciais, raiz quadrada

e logaritmico
Resultados Resultados

obtidos numericos

1.0443 1.0443 <9758

1.8474 1.8474 18251

2.2870 2.2897 2.2771

2.9913 2125957 2058(/53

2.8243 2.8299 2.8237
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Tabela B-4 Comparagao dos autovalores calculados pelo mé

todo proposto, em duas aproximacoes diferen -
tes com os resultados exatos e os resultados

WKB para o potencial linear V(r) = r

E(an + b) (1) E (an+b+c/n) (2) Exato

2.3380 .3381 2.3203
4.0879 .0880 ) _ 4.0802
5.5161 .5206 . 5.5161
6.?778} .7868 . 6.7838

4

1931 .9444 . 7.9422
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Fig. B-1 Comportamento .das constantes a e b em

Ealw E(an + b) para o potencial tipo
poténcia V(r) = K P em funcao de p.

| b © WEtm & S
. BIBLIOTECA |
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APENDTICE
) 2
REPRESENTACAO DE d°/ dr”~ em u

O conjunto de todas as combinagoes lineares

- a2 2 202
possiveis em U é definido por L(qg. Como d”/dr~ & um opera-

dor linear, a derivada segunda de qualquer funcao de L(qug

de ser escrita como uma combinagao linear das derivadas se

gundas dos trés elementos de Uy

As autofungoes consideradas sao todas elas
combinagoes Lineares por partes no conjunto Uae todas elas
pertencem a ﬂjU).

e - A

A representagao do operador d”/dr” represen
tara portanto exatamente a derivada segunda das autofuncoes
se ela for exata em qi

Uma vez que qicontém trés fungoOes & natural
procurarmos uma formula de diferenciagao em qlque possa ser
expressa como uma combinag¢ao linear de trés valores da pro-

ria funcao. Sejam os trés valores calculados simetricamen-
P

te, em torno do ponto r

a¥Y (r- Ar) + v Y(r) + w¥ (r+ Ar) (C-1)

onde r tem o significado usual e u, v e w sao constantes
que serao ainda determinadas.

Para calcularmos as trés.constantes u,v e w
precisamos tres cquagScé. Estas equagoes sao obtidas sim -
plesmente exigindo-se que a eqg. (A.l) seja satisfeita para

cada uma das trés fungoes de U. O sistema resultante de equa
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(1+ o Ax)/ [ ( ér)z exp (o 4 r) |

a2 - 2/( ﬁr)2

(1- aAr)/ [ ( ar)zexp (- alr) ]

Para olr = 1, a eq. (c-4) nos da w=0 e a eq. '
(c.1l) coincide com a representagao de dois pontos dada pela
eq. (B-9).

Observe que a pode ser uma constante complexa ,
e que o conjunto mais geral de fungoes para as quais (C.1)
é valida inclde as fungoes trigonométricas seno e cosseno.

Pﬁra uso posterior calculamos agora a represen
tacao de dz/dr2 no conjunto Va = {cxp?ar),r exp (—ar)} da
mesma maneifa que anteriormente.

0 resultado é

ERo Y (r- Ar)+ |-2— ZH :JW(r) (Ca5)
S A

(Ar)exp(a Ax)

Uma vez que esta equagao & uma formula = de

dois pontos mesmo para alAr # 1, ela pode ser usada para po
de ser usada para estabelecer uma ligagao.entre W(I?(roﬁ e
w(n)(o) = 0 quando rO# 0 como explicado no ultimo item do
apéndice.

Para alr = 1, a eq. (A.5) coincide com

EXPANSAO DE f(k)/(f(k)-£f(k-1))

Seja f£(k), k = 0,1,2,... uma sequencia dis -
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creta de numeros representando uma malha nas coordenadas es

i . = N
chiais 0 £ r < = como considerado na segao II. A sequén

cia f(k) & entao dada por

0 IS EI(O) R () ST (1) NS s ec

O quociente

f (k)

fi{lkcl=fi(k=1)

Desempenha um papel importante na abordagem pro

posta, Primeiramente notemos que 0 (k) e bem definida, isto é

J

nao possui singularidades.
Para um inteiro arbitrario M considere o polino
mio de grau N min;mo Nib siM=1 i taliquel it (k)= PN{k) para

=1,2..., M. Este polinOmio existe e & unico. Note que’

f(k)-f(k-1) = QNf;(k), isto & um polindOmio de grau N-1l. Se -
gue-se que

_ PN )

QL ()

.0 (k) = ak +,b + c/k+...

para k = 1,2,...,M e onde a,b,c, sao constantes. O procedi -
mento acima deve ser repetido para M' = M+l e assim por dian
te. Isto significa que nao hd um limite imposto para M e a

eq-ti(CR12) paxraik = 1,2, ... é obtida

RELACAO ENTRE

Da eq. (C.8) e (C.13) segue-se que para +
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B [a(}ﬁ-l) +b -
a =
k+1 akk +b

e para r

k

1 [j

[

Da

a+b

a(k+l) + b

a(kt+l) + B - 1

] r , para r # 0, for a+b# 1
atb - 1 S 2

T 0, for a+b =1

s egs. (C-9) e (C-10) segue-se que
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