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Resumo

O objetivo deste trabalho é dar uma visao geral sobre polinomios ortogonais em

N
relacao ao produto interno < p,q >s= Z / p{k)(x)q(k](x)dpk, especialmente quando
k=0 "I

N = 1. Em particular, foram estudados os polinémios de Gegenbauer-Sobolev,
Laguerre-Sobolev e uma classe especial de polindmios ortogonais de Sobolev cujas

medidas associadas possuem uma caracteristica especial.
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Abstract

The purpose of this work is to consider a survey about orthogonal polynomials

N
with respect to the inner product < p,q >s= Zf p(k)(m)q(k](a:)dpk, especially
k=0’ R

when N=1. In particular, have been considered the Gegenbauer-Sobolev, Laguerre-
Sobolev polynomials and, a special class of polynomials with their measures having

a special characteristic.
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Introducao

Sejam dug, k =0,1,..., N, medidas positivas na reta real IR, tendo suporte limitado ou nao.

Consideremos o espago de Sobolev

R)={f: % [ 1/®Fdpe < o)

onde f possui derivadas até ordem N e essas derivadas ao quadrado sdo integraveis em relagao
as medidas dp. Suponhamos que essas medidas sejam tais que o espaco dos polinémios, IP, é

um subespago de Hy(IR). Munimos IP com o produto interno:

< p,q>s= Zf p*)(2)g®)(z)dpx, p,q € P (0.1)

e norma associada ||p||} =< p,p >s. Vamos supor, também, que px, k = 0,1,...,N, tém
infinitos pontos de aumento. Muitos autores tém estudado, principalmente na iltima década,
polindmios ortogonais associados ao produto interno (0.1). Tais polinémios sao chamados
polinéomios ortogonais do tipo Sobolev. O caso mais encontrado na literatura é quando N=1,

ou seja, o caso dos polindmios ortogonais associados ao produto interno:

<pg>s= [ p(@)a(@)duo(z) + [ ¥(@)d/(@)dur(2), A > 0. (0.2)

A motivagao inicial para o estudo de polindmios ortogonais desse tipo e de outros seme-
lhantes foi o problema de aproximagdo por minimos quadrados. Aqui, uma dada funcio f e
sua derivada f’ sdo aproximadas simultaneamente por um polinémio Q(x):Q(x) de grau n,

minimizando:
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1Q -3 = /R[Q(a:) — f(2)Pdpo(z) + A /R[Q’(:c) — F'(2)du(z), para todo Q(z) € PP,.

onde IP, é o espago dos polinémios de grau menor ou igual a n.

Expandindo Q(x) em termos de polinémios ortogonais do tipo Sobolev, obtemos a apro-
ximagao de Fourier, Q(x), de f(z) e f'(z).

Neste trabalho, apresentaremos resultados de diversos artigos de varios autores relacionados
a polinémios ortogonais do tipo Sobolev associados ao produto interno (0.2) dando uma visao
geral sobre o assunto.

No primeiro capitulo, apresentamos uma série de definigoes e resultados conhecidos que serao
utilizados no decorrer do trabalho: defini¢ao da Integral de Riemman-Stieltjes; defini¢ao de um
funcional de momentos e algumas de suas propriedades; definicao de polinomios ortogonais e
algumas de suas propriedades, como relagao de recorréncia de trés termos e propriedade de
entrelacamento dos zeros, além de um apanhado sobre polinomios ortogonais classicos.

Nos dois capitulos seguintes, apresentaremos dois casos de polinémios ortogonais do tipo
Sobolev associados as medidas classicas. O primeiro deles, sdo os polinémios ortogonais de
Gegenbauer-Sobolev estudados em [8] e em [14]. Nesse caso, os polindmios estdo associados ao
produto interno (0.2), onde duo(z) = dpi(z) = (1 — 22)*~2dz. Mostraremos algumas relagdes
existentes entre tais polinomios do tipo Sobolev e os polinomios de Gegenbauer e algumas
propriedades decorrentes dessas relagoes.

O mesmo sera feito no préximo capitulo com os polinémios ortogonais de Laguerre-Sobolev,
(estudados em [10] e [14]), cujo produto interno (0.2) utiliza as medidas duo(z) = du;(z) =

% *dz.
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!

No capitulo 4, consideramos o produto interno (0.2) de modo que dyug e dy; formam um par
coerente. Veremos que, de acordo com Iserles et al. em [5], os polinémios ortogonais, Q,(z),
do tipo Sobolev associados a tal produto interno podem ser escritos como combinacio linear
de polinémios ortogonais em relagdo a medida dug, cujos coeficientes, exceto o tltimo, nao
dependem do grau n do polinémio @,(z). Ainda, relacionado a pares coerentes, exporemos o
resultado apresentado por Meijer em [13] que consiste em: se {K,}22, e { H,}, sao sequécias
de polinémios ortogonais em relagido a dug e du;, respectivamente, tais que dug e dy, formam

um par coerente entao, para A suficientemente grande, @,(z) tem n zeros reais e distintos

entrelagados aos zeros de K,_1(z) e Hn—1(z). Se {duo,du1} é um par simetricamente coerente,

a situagao ¢ bem mais complicada e ),(z) pode ter um par de zeros complexos.
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Capitulo 1

Preliminares

Introducao

Neste capitulo, citaremos algumas propriedades e alguns resultados ja conhecidos sobre po-
linomios ortogonais, que serao utilizados no decorrer deste trabalho. Esses resultados estao

enunciados e demonstrados em [19] e [2].

1.1 Integral de Stieltjes

Consideremos duas fungoes f(z) e ¢(z) definidas em um intervalo (a,b). Suponhamos que
a fungao f(z) é continua e que ¢(z) é ndo decrescente. Seja uma particdo do intervalo [a, b],

dividido nos seguintes pontos:
0. =2 LSBT e & Eoy & By = b

Sejam My, My, ..., M,,, os valores maximos e my,ma, ..., M, , 0os valores minimos da funcao
f(z) dentro dos sub-intervalos (z1,23), (22, 23), ..., (Tm, Tm+1), Tespectivamente, e construamos

das somas:

So =3 Mi[¢(zesr) — $(z)] € 96 = 3 mald(zeer) — #(en)]

k=1 k=1
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que chamamos somas de Stieltjes superior e inferior, respectivamente, da fungao f(z) em
relagao a funcdo ¢(z) no intervalo (a,b). Seja § a amplitude do maior subintervalo, ou seja,

= max |zk4+1 — k|, € sejam os limites Lps e L,, definidos por:
=~ _m

L = Jim 3~ Mil(onrr) = 9(e0)] Lo = Jim 3 muld(ansa) — 8zl
k=1 k=1

Se tais limites existem, definimos a integral de Stieltjes de f(z) em relacdo a fungio ¢(z) da

seguinte maneira:

fa ' F(2)dd(z) = Lag = L. (1.1)
1.2 Funcionais de Momentos e Polinomios Ortogonais

Seja IP o espago dos polindmios de uma variavel com coeficientes complexos e IP, o subespago

vetorial dos polinémios de grau menor ou igual a n.

Definigao 1.1 : Seja {pn}n>0 uma sequéncia de nimeros complezos e

I:IP— C (isto é, p € IP= I[p| € C) um funcional linear sobre IP tal que
I[tn] = pn, n=0,1,....

Entdo I[.] € chamado ”funcional de momentos” associado a sequéncia {u,}%,. Para cada n,

pn € chamado momento de ordem n de I[.].

Definigao 1.2 : Seja I[.] um funcional de momentos. Sejam os polinémios Q,(t), n=0,1,...,

tais que:

1)Qn(t) € um polinémio de grau ezatamente n,

I 0, se 0<s<n-1,
“)I[t Qn(t}] - { Pn # U: S€ S =n.

Entao, {Qn(t)}52, € chamada uma sequéncia de polinomios ortogonais (SPO) associados a I[.].

L4
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Definigcdo 1.3 : Denominamos determinantes de Hankel, os deteminantes H(™ dados por:

H™

Hm HEm+1
H(m) Hm+1 Hm42
Hm4n—-1 Hm+n

onde m € um inteiro positivo qualquer.

Tomando Q,(t) = qo + q1t + ... + gat™, da definigdo (1.2) ii) obtemos:

5 ay_ ) Oy 56 0SssSn—=1,
et o+ e = 0 % 0S50

0, se 0<s<n-1,
< Qopts + Qipts41 + oo+ Qufhsin = g G

Na forma matricial, temos:

,U'O p:l e un
M1 K2 - Hngd

Hn-1 Hn ot Hon—1
Hn Hnt1 - Han

Usando a regra de Cramer, chegamos que
Ho L e
B B2t

Hn-1 Hn e Uopn—2
fn  Bnti 00 fanc1 Pa

Se escolhermos ¢, = 1, temos que

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp “1 12 13 14 15 1 L7 18



Substituindo a iltima linha do sistema linear (1.2) por go+ q1t + ... + gat™ = Q= (t), obtemos

o sistema:

Ho [

K1 M2

Hn-1 HUn
1 t

Dai, como ¢, = 1, temos

H
K2 - HPngl
Qn(t) = —5 ' '

" Hn " Hon-1

Definigdo 1.4 : Um funcional I[.] € regular se H® #0, n=0,1,2, ... .

Podemos, portanto, enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.5 (Existéncia dos polinémios ortogonais Q,(t)) : Os polinomios Q,(t), n > 0,

ezistem se, e somente se, I[.] € reqular.

Definigao 1.6 : Seja E C IR. Um funcional I[.] € dito definido positivo se, e somente se,
I[p(z)] > 0, para qualquer polinémio p(z) real ndo identicamente nulo em E. (Ao conjunto E

chamamos suporte de I|.]).

1.3 Relacao de Recorréncia de trés Termos e Proprieda-
des dos Polinomios Ortogonais

Teorema 1.7 : Seja I[.| um funcional de momentos regular e {P,}3, a sequéncia de po-

linomios ortogonais ménicos (SPOM) associados a I[.]. Entio {P,}3%, satisfaz a seguinte

7
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relagao de recorréncia:

P_l(l‘) = 0, Po(.?}) = 1,
xP,,(m) = Pn+1 (:E) + ﬁnPn(x) + 'fnPn—l('r);l n 2> 01

onde vy € arbitrdrio, e

I[z ()] _ 1[Pi(=)]

% ™ = 1P, ()]

>0, #£0,n2>1.

Iz

Além disso, se I[.] € definido positivo, 7, € real e positivo paran > 1.

Teorema 1.8 (Teorema de Favard) : Sejam {f,}n>0 € {n}n>1 duas sucessées arbitrdrias
de nimeros complezos, e seja {Pn}n>0 a familia de polinémios definida pela relagao de re-
corréncia (1.3). Entdo, existe um unico funcional de momentos I[.] tal que I[1] = o e
I[P,Py] =0, paran # m, n,m = 0,1,.... Além disso, I[.] € regular ¢ {P,}.>0 € a SPO
associada a I[.| se, e somente se, v, # 0, n > 1 e I[.] € definido positivo se, e somente se,

>0, n2>1.

Definicao 1.9 : Ao polinomio em duas varidveis

K.(z,4)= i ——Pi(ﬁ)i](y)

1=0

damos o nome de n-ésimo nicleo associado @ SPOM {P,}.>0.

Teorema 1.10 : Seja o suporte E de I[.| um intervalo. Entdo os zeros de P,(z) sdo todos

reais, simples e estdo localizados no interior de E.

Teorema 1.11 : Sejam i, t = 1,...,n € Tnyri, 1 = 1,...,n+ 1 as raizes de P,(z) e Poyi(z),
respectivamente, de modo que Ty; < Tgiy1, i =1,...,k—1,parak=n e k =n+ 1. O3 zeros

de P,(z) se entrelagam aos zeros de Pnyi(z) da seguinte forma:

Tnt11 < Tpt < Tp41,2 < Tp2 < Tp413 < oo < Tngin < Topn < Tngintl-
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1.4 Polinémios quasi-ortogonais

Definigao 1.12 : Um polinémio q(z), ndo identicamente nulo, € chamado quasi-ortogonal de

ordem n + 1 se, e somente se, € de grau no mdrimon +1 e
I[z*q(z)] =0, k=0,1,...,n —1.

Teorema 1.13 : Um polinomio q(z) € quasi-ortogonal de ordem n+1 se, e somente se, existem

constantes A e B, (A # 0 ou B #0), tais que:
q(z) = APoy1(z) + BPq(2).

Teorema 1.14 : Seja I[.]| um funcional definido positivo. As raizes de um polinémio quasi-

ortogonal real sao todas reais e simples. No mdzimo uma das raizes se localiza fora do suporte

de I[.].
1.5 Polinomios Ortogonais Classicos

As familias de polinomios ortogonais mais estudadas na literatura, chamamos de polinémos
ortogonais classicos. Os funcionais de momentos associados a esses polindmios sdo da seguinte

forma:

1= [ f(z)dé(z) (1.4

onde (a, b) é o intervalo suporte do funcional I[.], #(z) é continua e derivavel e d¢(z)/dz tem
uma forma simples para cada caso. Podemos classificar os polindmios ortogonais classicos em:

Jacobi, Laguerre e Hermite. A seguir, comentaremos sobre cada um desses polinémios.
Polinémios de Jacobi

Sao os polinémios ortogonais associados ao funcional de momentos (1.4) onde

(1 — 2)*(1 + z)Pdz, a> -1, B> —1.

9
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O intervalo suporte deste funcional é [—1,1]. Denotamos os polinémios de Jacobi de grau
n por P{(*A)(z).

Eles satisfazem a seguinte férmula de recorréncia de trés termos:

@)y _ [ (e®=B?) . 2| pleB)(y
(2n+a+B)P (x) = (2n+a+ﬁ+2)+(2 +a+ B)z| P, (z)

_ dn(n+a)(n+ B)(n+ a+ B) PR m> 1
@+B+2nt(atf+2n)(atft2n—1) "t H =D

onde PP (z)=1e P*PF)(g :$+_?__:L_
) =10 P Oe) = o+ 22

Satisfazem, também, a seguinte equagao:
1 (=1)" dar
( a+pB+2n ) n!(1 —z)*(1 — z)P dz

n

PL)(a) =

{@=z)™(1 + )™}

conhecida como Férmula de Rodrigues para os polindomios de Jacobi. Quando a = 8 = 0, ou
seja, d¢(z) = dz chamamos esses polinémios de polinémios de Legendre.
Se a = B = —1(d¢(z) = (1 — 2?)~'/2dz), temos os polindmios de Chebyshev de 1* espécie.
Se a = = }(d¢(z) = (1 — 2?)'/2%dz), temos os polinémios de Chebyshev de 2* espécie.
1

E, finalmente, quando a = 8 = p — %, g > —3, p # 0, sdo conhecidos por polinémios de

Gegenbauer.
Polindmios de Laguerre

Denotados por L{*), os polinémios de Laguerre sio polinémios ortogonais associados ao fun-

cional de momentos (1.4) onde d¢(z) = z%e"*dz, a > —1, cujo intervalo suporte é [0, 00).
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A férmula de recorréncia de trés termos satisfeita por esses polinémios é:
Lih (@) = (2 = B)LE(@) — mLih(a), n2 1,

onde Pn=02n+a+1), v» =n(n+ a) e com
Lo(a)=1e L{z)=z-a—1.

Satisfazem, ainda, a seguinte férmula de Rodrigues:

dn

x“c“"‘"L?(f)(.r) = (_l)ndm—“

{$n+ae~—x} .
Polinomios de Hermite

Sio polinémios ortogonais associados ao funcional (1.4) onde dé(z) = e~**dz, cujo intervalo
suporte ¢ toda a reta IR. Denotamos por H,(z) o polinémio de grau n. Os polinémios de

Hermite obedecem a relacao de recorréncia de trés termos:

Huoi(2) = zHy = SHoa(2), n 2 1,

Holz) = L, Hyl¢) =,

e satisfazem a formula de Rodrigues:
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Capitulo 2

Polinémios Ortogonais de
Gegenbauer-Sobolev

Introducao

Consideremos o produto interno (0.2) com duo(z) = dui(z) = (1 — 22)*~%dz, ou seja, o

produto interno:

< L9 >s= [ @@ -2 de 1 [ F@d @0 - (21)

onde @ > 0 e A > 0. Aos polindmios ménicos Q{*)(z) ortogonais em relagio a tal produto
interno, chamamos polinémios de Gegenbauer-Sobolev. Nosso objetivo, neste capitulo, é apre-

sentar o estudo dessa sequéncia de polinémios, estudo esse foi feito por Marcellan et al em [8]

e por Pérez em [14].

2.1 Polinomios de Gegenbauer-Sobolev e Polindmios de
Gegenbauer Classicos

1

Usaremos a notagao < f,g >= / f(z)g(z)(1 — 2%)*~2dz. Denotemos por {Q®}%, a
&

sequéncia de polinémios ortogonais de Gegenbauer-Sobolev ménicos e por {C(¥}2 ; a sequéncia

de polindmios ortogonais de Gegenbauer monicos. Da simetria do produto interno < .,. >g,

12
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deduzimos a simetria dos polinémios Q{*)(z), isto é,

QL) (—z) = (-1)"Q{N(=).
Teorema 2.1 : Se denotarmos por

£ — (n+2)(n+1)
" dn+a+1)(n+a)’

entdo temos:

EL,C8(z) = QP(z) — dnoa(N)QE,(2),

(a) (Of) (@)
dn(/\) (0') = CIQ) (:I:) [a) ( ) EEIQ} Iff?or))
< Qn’(z),Qn"(z) > K
com K9 =< G0, 00) > ¢ K =< Q)@ 5, 120

Demonstragao: Em primeiro lugar, daremos duas relacoes satisfeitas pelos polindmios C{*)(z),

que usaremos diversas vezes e que podem ser encontradas em Szego [19]:

cle-Vz) = C¥)Nz)- B0 (2),

(C¥(2) = nCZi(a).

Seja R®)(z) = Cl*)(z) — E® C,{fz( ) um polinémio de grau n.

n

Podemos escrever o polinémio R{*)(z) como combinagio linear dos polindmios de Gegenbauer-
Sobolev do seguinte modo:

/2]
R{)(z) = Q)(z) Z A2k (V) Q4734 (2)

pois, se n é par, R(®)(z) é um polinémio par e se n é impar, R(®)(z) é impar.

13
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(n/2)
< QPN z) Zd ) (2), @ (z) >5

_dﬂ-—zm( )< QLQ—)Zm( ) Qn 2m( )>5? 1 <m S I[n/2]]

Logo,
< R (2),Q%, (z) >s

dyam(N) = ———1_ .
< Q( )'Zm'.' Qn Zm(‘r) >s

Usando (0.2), (2.3) e (2.4), obtemos:

< C)(z) — B2 0.5, (2), @i(m) >
dn—2m()‘) S .K{a) )

n—2m

Dai, dp—2m(X) =0, 2 <m < [n/2].

Para wv= 1,

40 = —<C8@) =~ BE2C@), (=) > _ B < O (2), Qh(e) >
n—2 s A

K, K

e, como < C¥(z), Q% (z) >=< C¥y(z), C\*),(z) >, temos

R)(z) = Q) (z) — du-a(N)QLs(2).

Teorema 2.2 : A sequéncia d,()) satisfaz a sequinte relagdo de recorréncia:

JOMOMO)

d“(A) o a o o
7 (An? +48) + EQY (B, — .5 (2))

com as condigoes iniciats,

3
Aa+2)(a+ 1)1 +2(a+1)N]’
3
8(a+2)(a+1), |’
t 20+ 1 A

di(A)

da(N)
(a+3)(a+2)|1

14
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@  n(n+2a-—1)
=
dn+a)n+a-—1)
polinomios de Gegenbauer:

€ o coeficiente da relagao de recorréncia de trés termos para os

Ci() = 2C{2) =902 (2).
Demonstragao: Consideremos o produto interno:

< REL(@), RP) (@) >s = < QU - da(N)QL) (@), R (2) >5
< —dp(N)(RE)(2) + dnz (V@4 (2)), RE(2) >
—da(A)[< R (z), RP)(2) >5 + < dua(N)Qi%(2), B (2) >
—dn(N)[< RO (z), RO (z) >5 +dn-2s(A) < R, (2), +dn-4Q',(z), R

—da(N)[< RE) (), R (2) >5 +dn-a()) < RO, (2), () >s).

40 = — < Ry (2), RO (2) >s
T < RO(@), RO (@) > +daos(N) < Ry(2), R (2) >s
Usando (0.2), (2.3) e (2.4), obtemos,

< Ri)a(2), R (2) >s= ~EPKL),
< R)(z), R®) () >s= K + (EL)? K, — an2K™),.
Desde que 7(¥~{), = K@/ K, o, resultado segue.
Teorema 2.3 : Para todo valor de n > 0, temos
K =< Qf)(2), Q¥ (z) >s= K1+ 2(n + @) My),

onde a sequéncia {An}n>0 € definida por:

A, =

(@)
o)
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Demonstragao: Pela proposigio 2.1 e pela igualdade (2.4), temos:

<Q(2), Q@) >s = <QW(2),C) — ELHCL, + dua(N)Qs(2) >
< Q¥)(z),CN(z) >5
< Q)(z),CNz) > +X < (@), (C) >
K nk2 (@R, e 5.

n—1

KOz, y) = Cr@)CENW) — CN@)CRAW)

T—=Y

Utilizando a relacao de recorréncia dos polinémios de Gegenbauer 2.5 concluimos que
CAEICENY) = CPECAW) = (= -yCE2)CE) + 40N )R (v)
i (2)CE (W)
Portanto,

E(z,y) = C()C () + ¢ (2)C (v) + v C%(2)Cl% (v) + ..

45 AP ()0 () + 1D AP K (2, ).

Temos que

K$ (z,y) = 1.

Logo,

i
/_1 K®)(z,y)(1 — 22 2dz = 47 . Ao =< C)(z), C(z) >= K.

Em Szeg6 [19] encontramos

(n+20)zC(2) — 2(n + )CiP () = (1 — 2?)nC Y (a),
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que pode ser escrita da forma

2

2 —1

@ gy (2120~ 2P o,
) - EE2aom)| = L clete) (26

Além disso, temos:

Ez,1)  KP(z,-1)

11 )_C o [ CEh) Crih(=1)

() ~
Cap1(2), (:c -1 z+1

¢y  c¥-1)

2 (@) (1) _ n+1(1)
@-1) l:Cn.H ) C(a( ) zC(@

Prova-se facilmente, por indugao sobre n, que:

1 (14 2a)...(n+ 2a)

(@) (1) = —
C,.,_+1(1)_ 9on (1+a)(n+a)

Consequentemente, vale:
Cn+1 ( l) n + 2cx

c(1)  2nta)’

Por (2.6) e (2.7), temos:

K (z,1) K (z,-1) n

. or+1)
() O mre )

Portanto,

(e)y' I(r(za](mil) _ I(}la](x,—l)>
i) ciM(-1)

f (@) (@)K (2, 1)(1 - 22)*2ds

(@)
[ @SB, @)en) - SN - o)A

()
A { " (M(Q )(1)}[‘3’5‘1}1 )CEN1) = CEN)C (D)(1 - 2%)* 2 de

@) [ K e, 1)1~ 2z = () (1K,
1

17
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Do mesmo modo concluimos que:
1 I
b= [ Q) @K@, ~1)(1 - 222z = KD(Q (-1).
-1

Podemos observar que

(@) (=)

)= 1EB i

(-

Portanto,

K@ = K4 (n+4a)X (

L L )
e (-1

(@) 1 (4 NK (@ (@) (1) Q1)) (1) )
K. +( + a)AK) ( 1&0)(1) (—l)“+1(—1)ﬂC,£“)(1)

I\"gﬂ) [1 + 2(7’1 + Q)Awl ;

i)

2.2 O operador linear F
Definimos um operador linear F' no espago linear IP dos polinomios reais, pela expressao:
F=(1-2°1+X2a—1)zD — X1 — z*)D?,

onde I denota o operador identidade e D o operador derivada usual. Vejamos algumas proprie-

dades desse operador e sua relagao com os polinomios de Gegenbauer-Sobolev.

Teorema 2.4 : Sejam p(z) e q(z) polinomios reais arbitrarios. Entdo

< (1 =a%)p(z),q(z) >s=< p(z), Fg(z) > .
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Demonstracao:
<(1-2%)p(z),q(z)>s = /_11(1 — 2%)p(z)q(z)(1 — 22)* 2z
2 [ (-Dep(e)d (@)1 - #2) e
<=

+A f_ 11(1 22 (2)q(2)(1 — 22)*~V?dz.

Integrando por partes a terceira integral acima, obtemos:

/1 (1 _ xz)p'(x)q'(x)(l _ x2)a—l;’2d$ - ]_11(203 n 1):cp(x)q'(x)(1 _ xz)a—lﬂdx

- /_11(1 — 2%)q¢"(z)p(z)(1 — 2%)*~/2dz,

< (1-2")p(a),q(z) >s = /_11(1 — 2)p(a)q(z)(1 — 2*)*"?dz

+A [_2(2(1 — Dzp(z)q'(z)(1 — 2%)*"dz

- [ (1= 2ple)g (@)1 - 2.

Portanto,

< (1 =2%p(z),q(z) >s=< p(z),[(1 = 2*)I + A\(2a — 1)zD — A(1 — z?)D?)q(z) > .

Teorema 2.5 : O operador F € auto-adjunto em relagio ao produto interno < .,.>g, isto é:
< Fp(;z:),q(:r) >s=< P(Jf), F‘S"(m) >S, Vps q€ IP.

Demonstragao:

Temos que,

Fp(z) = (1 - 2*)p(z) + A(2e = 1)zp(z) — M1 — 2*)p"(2).

19

AVA
AVAYAY

1 2 3 4 5 6 1 UneSp"'

[

12 13 14 15 1le .17

18



= —2zp(z) + (1 = 2)p'(z) + M2 — 1)p'(z) + M2a + 1)zp"(z) — A(1 — 2°)p"(2).

<Fpg>s = [ [(1-)p()a(z) + A2a ~ Dep()a(a) - N1~ 22)p' (2)a(a)
(2)g'(2) + M1 — 2 (2)q/(2) + N2~ 1§ (2)¢'(2)

= N(1 = 2)p"(2)¢'(2))(1 — 2*)*7/*da.

Usando integracao por partes em alguns dos termos, obtemos:

< Fp,q>s / [(1 - z? z) + 2 azp'(z)g(z) — Azp'(z)q(z)
+(2a + 1)Azp(z)q(2)p'(z) — M1 — 2?)p'(2)¢'(z) — 2Amp(ac)q'(:c)
+ A1 = 2)p'(2)g(z) + N’ (2a — 1)p/(2)¢'(z) + A*(2a + 1)zp"(z)q'(x)

X1 - 2)p'(2)q"(a) - X*(2a + Vg ()p" (@)](1 - 2*)"/2da.

Novamente integrando por partes o quarto termo, temos:

< Fp,q>s / [(1 - 2? ) + 2Xazp'(z)q(z) — Azp'(z)q(z) — 2Xzp(z)q' ()
+2aAp(z)q'(z)z + Azp(z)q'(z) + (2 + 1)Ap(z)q(z)
—(2a+1)(2a — Az?q(z)p(z)(1 = 2*) 7" + A(1 - 2?)p'(2)q/(2)

+A(1 = 2?)p'(z)q'(z) + (20 — 1)p/(z)q/ ()

=X*p"(2)q"(z)(1 - 2*))(1 - 2*)* "/ dz.

Portanto:
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= /_ 11[(1 — 2)p(2)q(z) + A(2a — )zp'(2)q(z) + A(2a — 1)zq'(z)p(z)

+(2a + 1)Ap(z)q(z) — (2a + 1)(2a — 1)Az?(1 — 22) 7 + A(1 — 2%)p(z)¢'(z)

+A(1 = 2*)p'(2)q'(z) + 3*(2a — 1)p'(z)¢ (<)

~Np(2)g"()(1 - 2?)](1 - 2?)"da

< p(z), Fq(z) >s5 .
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Capitulo 3

Polinomios Ortogonais de
Laguerre-Sobolev

Introducao

Neste capitulo, apresentaremos o estudo feito por Marcellan em [10] e por Pérez em [14].
Consideremos os polinémios ortogonais em relagao ao produto interno (0.2) onde duo(z) =
dui(z) = z%e *dz, a > —1, A > 0. Tais polinomios sao chamados de polinomios de Laguerre-

Sobolev.

3.1 Polinomios de Laguerre-Sobolev e Polinomios de La-
guerre

Denotaremos por {Q{*)}%2, a sequéncia de polindmios ortogonais de Laguerre-Sobolev ménicos

e por {L{*)}%, a sequéncia de polindémios ortogonais de Laguerre ménicos. Pela expressio

usual de polinémios ortogonais como uma razido de determinantes (como visto no capitulo 1),

(o)

podemos deduzir que os primeiros polindmios da sequéncia {Q{*)}, sao:

QY(2)
Qi%(2)
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e, portanto, Q) (z) = L{)(z) =1 e Q$*)(z) = L{*)(z) = z — (a + 1). Denotemos os momentos

associados a funcao peso d¢(z) = z%e~*dz da seguinte forma:
Ui = Uiy =< T, 2’ >:/ 't ¢(z)dz.
0
Para o produto escalar de Sobolev, temos:

Go = coi=<z'1>g= / z'¢(z)dz + 0 = u;,
0

xi‘{'j(ﬁ(m)ddt + A/oo ixi_ljzj_lqﬁ(x)dif = Uiy; + )‘iju&j—?'
0

¢; = <z,7’ >3=/
0

Assim, podemos escrever os polinémios de Laguerre-Sobolev como quocientes de determi-

nantes da seguinte forma:

€o,0 Co,1
C1,0 C1,1

Cn-1,0 Cn-1,1
1 T

uD ul PR un
uz + Aug s Ung1 + ANUp_

Up — AN — Dtp_z -+ Ugno1 + An(n — 1Dugy_3
x ) $n

Co,0 €o,1 *t+ Con-1
C1,0 C1,1 Cln-1

Cn-10 Cn-11 """ Cn-1n-1
Uy e Un—1

ug + Aug e Up + ANUp_2

Up—1 Un+ )\(1’1 = 1)Un—2 ter Ugp—z + /\[n — 1)2U2n—4

23

AV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unespw 12 13 14 15 1 L7 18

[



Observamos que C = U e que cada coeficiente de Q{*)(z) é uma funcao racional de ), cujos

numerador e denominador tém grau n — 1. Desta forma, tem sentido definir o polinémio limite

em relagao a A:

B(z)

R (x)

R (x)

QF(z) = L) = 1,

Q) (z) =L (z) =z - (a +1),

Jim Q1)(z) =

Up

B =

0

Uo

0

L
B

1

Uq
Ug

0 (n—1)uy_

[:J (n—.

Uy e Up
Ug ve NUp_1

].)un_g A n(n - I)U2n_3

Up-1
(n — l)un_g

(ﬂ. — 1)221.27;_4

Vemos que R{®)(z) é um polinémio ménico de grau n independente de A.

Podemos, agora, deduzir algumas propriedades dos polinémios R(*) e, a partir daf, encontrar

algumas relagdes entre os polinémios Q(®)(z) e L{*)(z).

Teorema 3.1 : Seja n > 2. Entao,

/oo R (z)z%e *dz = 0,
0

e

na]

) (z)z™z%*dz =0, 0<m <n-2

Demonstragao: Da defini¢io de R(*)(z):

/m R)(z)z% *dz = /m lim Q\)(z)z% *dz = Alim <Q 1>5=0 e,
0 0 —+00

A—o0

f “(R®)Y(2)e™ 2% dz = f ” 1im (Q©
0 0

6

7

A—o00

24
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Para m < n — 2, temos

0 =< Q©(z), 2™ >5= / Q)(z)z™ 2% dz + A /G (Q@Y(z)(m + 1)c™ %% da.

Portanto,
——/w Q) (z)z™+'z%e " dz.
0
Logo,
- (e)yt m, o, -z — 1 _
/0 (B ) (2)e"a% e dx }Lngo X

O

Pela relagao (3.2) temos

Em [19] temos a seguinte relagao

L{(z) = LE(2) + nLyi () = (Ln+1) () + (L)' ().

(RE) () = nLyy (2) = (L)' (2) + n(L321) (2)-
Portanto, podemos concluir que
R®(z) = L(z) + nL!¥, ().
Teorema 3.2 : A sequinte relagdo € valida:

R(z) = L) (z) 4+ nL (2) = Q(2) + du1(V)QL (2),

n < Ln.—ls Lf:a)l > I(r{::)l

dnoq1(A) = =n— .
) <09 5 KY

AYAVAY
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Demonstracao: Como os polindmios de Laguerre-Sobolev, QEG](:C), 1 =0,...,n, formam uma

base para IP, podemos escrever os polinémios R{*)(z) como:

R (=) = Q@) + T d()Q(z).

n—1
< RO, Q) >5=< QW + Y di(MQ”, Q) >5= di()) < @1, Q

i=0

<RE,Q >s _ < LE + 0L, Q0 > +) < nLiD,, (@F)) >
<@, QR > K
Logo, di(A) =0,0<:<n-2.

di(A) =

Portanto,
< Bt nLLa—}l ) Q,(:x)l > n‘Kr(:i)l

¥ ‘ = B8ac],
l K@) K@

Teorema 3.3 :

(n—1)(n+ a) Py

W) = i N te—da0) "2

com a condi¢ao inicial
2(a+1)

di{d)= Ada+1l’

Demonstragao: Tendo em vista a relagao (3.5), consideremos o produto interno

< Q£:|-]1=Q(a) >s

< Q,(,fj_)l,R(" dn1(N)QY, >

< Rv(:;-]l — da(NQ, R >

< R, — da(WIR = daca(NQL], B >

< R R >5 —da(N) < R, BE) 5 +dn(A)dn1(A) < B, R >
< RGN B S5 +da(N)[- < BRI, BE) > 5 4daca(3) < B, B >].

26

A"AV‘Y

1 2 3 4 5 6 1 UneSp"'

[

12 13 14 15 1 L7 18



Portanto, usando (3.3) e (3.4), temos

T

< BB s <di a2 R B s
(n+1) < L, L8 >

(@) pla)
dn(A) <R+1,Rn >S

> +an2 < L9 L) > —d,_1(M)n < L

n—1?

S 8 5, 452 o ple) pla)

n—1*"“n-1

Utilizando o fato de que

< L, L) >=n(n+a) < L, LY, >,

n—-1»

__ (nta)n+)
T a2+ N ta—dag(N)

dn(})

Teorema 3.4 : O coeficiente d,(A) pode ser escrito como:

(n+1)(n + a)gn-1(})
gn(A)

onde os polinomios {q.(A)}n>0 verificam a relagio de recorréncia de trés termos:

d,(\) =

qO(A) 1,
ql(k) /\—}-Q’*}-l,

qn(A) (A +2n + a@)gn-1(A) — n(n + & — 1)gn—2(A), n > 2.

Demonstragao: Para n = 1, temos:

_ 2(a+1) 214 a)g(N)
dl(/\)_(,\+a+l)_ (M)

Suponhamos verdadeiro para todo n < k e provemos para n = k + 1. Sabemos que

(k+2)(k+1+ a)

dia(4) = (k+1)(2+ ) +a—di())

27
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Usando a hipétese de indugao para di(\), obtemos:

(k+2)(k+ o+ ()

4nld) = GETDFEF DN+l - (k+ D)+ G0

[(k+1) +1][(k + 1) + o]gr(})
Qk+1()\) '

- . P A .
Algumas observagoes interessantes sobre os polinomios qi ) seguem abaixo:

Com a substituigio ¢{*)(\) = (=1)"¢g.(—A)/n!, chegamos & relagdo de recorréncia:

o Al n+a-— 1 Al
@0 = {2 - (2+2) faho) - 2=,

n—1

com gPA) =1e g A) =A—(a+1).

Observagoes:

1) Pelo teorema de Favard, {¢{*)}.>0 é uma sequéncia de polinémios ortogonais em relagao a

alguma medida.
2) Pelo teorema de Blumenthal (veja Chihara [2]), como B, "= 2 e v, "—> 1, temos o

intervalo [0, 4] como provavel intervalo de ortogonalidade.

Para a = 0, temos
iV = (A= 24h(A) = d(V),n 2 2
com ¢’ =1, 7)) = A - 1.

Fazendo, Q,(t) = ¢{%)(2t + 2), obtemos

Qn(t) = 2tQn-1(t) = Qn-2(t),n 2 2

28
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com Qo(t) =1 e Qq(t) =2t — 1.

Percebemos que os polindmios @,(t) sdo os polindémios ortogonais de Jacobi (veja Szego
= 1/2

mdt no intervalo [—1, 1]

[19]) com relagdo a fungao peso w(t) =

Isso quer dizer que,

(1—1)'/2
14 ¢)1/2

t 1,1’2
[4(mmr+m‘m@t+mi——%ﬁ

(I+
;OO\ 4
/ da: 0,n # m.

T

[ Q0@ dt = On#m

dt = 0,n#m

E interessante observar que ¢ é ménico e que podemos escolher ¢ de forma que os po-
linbmios ¢{°) sejam ortonormais. Além disso, ¢(0) = (—1)", o que significa que os zeros,

Z1,T2,...,Tpn, de qn) satisfazem a equacao [, z; = 1.

Os autores de [10] fazem a substituicdo:

-n

N 2
gn(A) = qn(2X — 2)?

e obtém a seguinte relagao de recorréncia:

90(A)

(M)

n+a-—1

a(A) = B — mqn 2(A), n 2 3. (3.6)

Se compararmos (3.6) com a férmula de recorréncia para os polinomios generalizados de Pol-
laczek moénicos, (ver [2]), deduzimos que os polinémios {g;(A)} sdo os polindmios co-recursivos

com parametro 3 (ver [5]) .
Teorema 3.5 : Para todo valor de n > 0, temos
K =< Q©,Q0 >s= K{(1 - )\A4,),

29
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onde {An}n>0 € a sequéncia dada por:

(Q)'(0)

R0
Demonstragao: Sabemos que L{*)(z) = n L (g).,
Entao, usando a relagao (3.5), temos:
2 QE:X),Q,{,,Q) >s = < QE;Q),L,(,‘Q} + nL,@] = dn—l()\)an—)l >s
<, L >y
S LI > AK < (@R AL B
K& 4 ) < (QW),nLEH) >

K@ 4 X (@Y, L)) »

L), (2) L) (y) — L) (z) L), (v)
r—y

K& (z,y) =
Usando a relac¢ao de recorréncia (1.5) para os polinémios de Laguerre, concluimos que:
L (@)L (5) = LO(2) LiEh (4) = (2 =y) L& (@) L () +4 L (@) L2 (v) - L2 (2) L) ()]
Portanto,
K (@) = LEA@)LO() + 1Lk (2) L) + 79 L2 (2) L2 () + -
1 A KE (3, y).

Temos que

K (z,y) = 1

Logo,

/ K®(z,y)z% %dz = v 7 4o =< L®), L) >= K.
0

n
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Em Szego [19] encontramos

Temos, portanto,

Mas,

< (QWY, K (z,0) >

Concluimos que:

Sabemos que

~L (@) = ZnL(@) -
T

n+
n

20 = (

Lih(0) 1

_dﬂw)

[ L)

L(Or-l'l)

n—1

An?

L9, (0)

(n + )L (2)]

a)_

(z) = (n + @)L, (2)]

(z).

< (QWY, K (2,0) >

f QWY (2) K () (z,0)z% *dz

0o {0
[T @),
0 I

ﬁ{&quw-

(@)'(0)

(0) — L (2) i, (0))ae~*dz

HLE ()L, (0) -

L®) ()L

Q) / K (z,0)z%e*dz = (Q™)(0)K),.

< Q) Q) 5= Kl _

<L L) s=nn+a)<

31
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ou seja,

Além disso,

Portanto,
An?
Ly2,(0)

@ (1 _ (@) (0)
K¢ (1 A P

K@) _

mn

3.2 O operador linear F

A fungao peso w(z) = z%e™* satisfaz, no intervalo [0,00), & seguinte equagao diferencial de

primeira ordem com coeficientes polinomiais:
zw'(z) + (z — a)w(z) = 0.
Podemos definir um operador linear F' no espago dos polinémios reais IP da seguinte forma:
F =zl — MNa—-2z)D - AzD?,

onde 7 é o operador identidade, D é o operador derivada primeira e D? o operador derivada
segunda. Vemos que o operador F' transforma polinémios de grau n em polinémios de grau

n+ 1.

Teorema 3.6 : Sejam p(z) e q(z) polinomios arbitrdrios em IP. Entdo:

< ap(a),q(¢) >s= [ p(e)Fa(z)ee*d =< p(z), Fe(z) >
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Demonstracao:
<zp(@)a@)>s = [ w@a@)+ ) [T 0(@) + 28 @) (@)% de
| p@lea(@) - Aeq'(2) - Aad'(2) + Mg/ ()} da =

| p@lea(@) - Ma - 2)q/(2) - Aag"(@))a"edz =
< p(x), Fa(x) >

Teorema 3.7 : O operador linear F € simétrico em relagdo ao produto interno de Sobolev, isto
é.'

< Fpaq o Pan >, Vps q¢€ IP.
Demonstragao: Aqui provaremos somente para a > 0. Para —1 < o <0, a prova é um pouco

mais extensa. Tomemos,

< Fp,q >s5= /0 Fp(z)q(z)z%e *dz + )\fﬂ (Fp(z))'q' (z)z%e *dz.

Usando integragao por partes na segunda integral do lado direito, temos:

< Fp(z),q(z) >s ]m Fp(z)q(z)ze fdx—,\/m Fp(z)q"(z)z% % dz

Lk / Fp(z 221" dg + \ /0 Fp(z)q (z)s% % dz
[ Fre) [ - M(2) = ()2 + Mq'(2)| a7 7z
/ pﬁf“” — Azq"(z)Ag'(z)a + Azq'(z))z%e " dz

[ Fr(e)zloa(z) ~ e~ 2)q'(z) — Do (@)]a"e"do

<

F()in()

Pela proposigao anterior, concluimos:

< Fp(z),q(z) >s=< p(z), Fq(z) >s .

A"AV‘Y

[

12 13 14 15 1 L7 18



Capitulo 4

Pares Coerentes

Introducao

Neste capitulo, veremos algumas propriedades de uma classe especial de polinomios ortogo-
nais do tipo Sobolev. Esta classe especial é caracterizada por uma relagao existente entre as
medidas do produto interno de Sobolev (0.2) chamada coeréncia. Alguns autores abordaram

esse assunto. Destacaremos aqui os trabalhos de Iserles et al. [5] e Meijer [13].
4.1 Pares Coerentes

Assim como Iserles et al. em [5], consideremos os polinémios {p{}}22,, ortogonais em relacio

ao produto interno de Sobolev do tipo (0.2) visto no capitulo 1, ou seja:

< fi9>s= [ foduo+A [ fig'dus
R R

onde A > 0 e o suporte das medidas duo e dpy € o intervalo (a,b). Seja {p,}32, uma SPO

associada ao funcional linear definido por:

L[f] =_/abf($)d!10-

Tomemos {¢,}2, uma SPO associada ao funcional:
b
Bif) = [ f@)du.
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Definimos os numeros d,, ,, = dp,» por:

b
du = [ Pu@)(@)dps, mn=0,1,....

Sabemos que existem constantes r{™ (), 7{™(X), ...,r™()) tais que:

M (z Z rM (A

b b
0 =< z*,pM) >g= / 2*p™ (2)dpo(z) + A / kz*=1 (pMY(2)dp (),
k=0,1,..n— 1. Logo, para k = 0.
b
f P (z)dpo(z) =0, n > 0.
Ou seja,
(n)

b
/ r{(}ﬁ}(/\)po(ﬂ:)d#o =0 o que implica que ry”()\) =0, para n > 1.

Utilizamos (4.1) para obter n — 1 equagdes lineares homogéneas:

< pM, pm >s <Zn:r P (N)pr(e), pm(z > Xn: ) < p(z), pm(z) >
s k=1

k=1

mn

b
onde ¢,, = f (pm())*dpo(z) # 0. Completamos esse sistema com a equagao:

™) + A diarM(A) = (),

k=1

onde w(A) =< pM), p, >s. Temos, portanto, o sistema linear:

(C+AD)r™ () = w(Nen,
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e e, € o0 n-ésimo vetor unitario.
A solugao formal do sistema pela regra de Cramer é:

adj(C + AD)

rM(X) = w(A)(C + AD)™ w(*)m

Até entdo nada se tinha dito sobre a normalizagio dos polinémios p,(z) e pM). A expressio
acima motiva a escolha desses polinomios de modo que

w() = det((: + \D)

k=1 Ck

Temos, entao

pi(z)
1 p2(z)

= ——[adj(C + AD)e,|¥
H’,::}ck[ h( )en)

M) = [HVO), Y, ., rP )

()
[ ¢ + Ay Ady 2 e Adynoy
Ad3 2+ Adzy ... Ady -1

Adp—1 Mp-12 ... Cno1 F AMdp—1a-1 Proa
’\dn.l /\dn,Z R /\dn,n-—l Pn(ﬁf) ]

A férmula acima se torna interessante quando voltamos nossa atencao a um subconjunto de

medidas que possuem uma caracteristica especial, ou seja, {duo,du;} é um par coerente.

Definigao 4.1 : Dizemos que o par {duo,du,} € coerente se existem constantes ndo nulas
C1, Oy, ..., tais que, para todo k,m = 1,2,...; CtCpdi;m € uma funcdo sé de min{k,m}. Ou

seja,
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Consideremos, entao, que estejamos trabalhando com medidas que formam par coerente.

Temos, portanto:

_Ady _Ady _Ady
a+téa i e CiCnt pi(z)
_Ady _Ady _Adp
1 Cy2Cy C2 + CaC e CQCn—l pz(:r)
n-—1 : .
k=1 Ck Ay A
C1Cn-1 C2Cn—1
_Ady _Ady

)\d 1
Cpn— ]+ Cnm ]nC,, 2 Pn—l(ﬂ?)

’\dn 1
C\Ca C2Cn ¥ Tt O Pn()
012(31 + /\d[ /\d] YR )\d] Clp](.'L')
M,  Clcy+ My ... d; Cyps(z)

1

— : ; ' : ;
(M ac) | 3 My ... C2 ey 4 Mooy Cacipa-i()
’\dl /\dg —_— /\dn—l Cnpn(-r)

Se normalizarmos novamente os polinémios p,(z) e pM(z) de maneira que Crppm — P,
CmP:({?) = Pg) € Cicm — ¢, Obtemos

[ ¢+ Adl /\dl wimls /\dl y4i (:C)
1 ’\dl Co + /‘\dg i )\dg pQ(I)
= = det : : : ;
k=1 o A, My ... Cpor 4 Adaoy paoi(2)
Ad,y Ad; p— Ad,_q (%)

Subtraindo a 1ultima linha das demais, obtemos

a AMdy—dy) Mdi—d3) ... Mdi—dno1)  pi(z) — pa(2)
0 2 Mdy —d3) ... Mdy—dn—1) pi(z) — p2(2)

0 0 0 - Sy Pn-1(z) — pn(2)
| /\d] /\dg /\dg i /\dn—l pn(lf)

(4.2)
Exceto pela ultima linha, temos uma matriz triangular superior. Procuremos os coeficientes
da eliminagao de Gauss para a tultima linha a fim de que esta matriz se torne triangular. Estes

coeficientes sdo fungdes aj(A), az(A), ..., an—1(A), tais que:
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/\dl + c;al(z\)

/\dg + /\(d] = dg)al(/\) + Cgag(/\)

AMuo1 + Ady — dn—1)ea(X) + A(da — dno1)az(A) + ... + AM(dn—2 — dno1)an—2(A) + crm1n-1(A)

Ou seja,
m—1
My + A Y (di — dim)or(A) + emam(A) =0, m=1,2,...,n — 1. (4.3)

k=1

Lema 4.2 : A solugdo de (4.3), obedece a seguinte relagdo de recorréncia de trés termos:

Cm+1(dm - dm—l)O’mHU‘) = [Cm(de - dm—l) o /\(dm+1 = dm)(dm = m—l)]am()\)

-"Cm—l(dm+1 — dm)am—l(/\) (44)
Demonstragao: Tomemos,

¢: = C1r1n+1('fi1rn = dm+l)am+l(/\) - {Cm(dm+1 - dm—l) + )\(dm-}-l = dm)(dm = dm—l)]'am()‘)
_cm—‘l(dm+l e dm)am—l(/\)-

De (4.3), temos

dudild) =3 ( :l(dm ~ dJay— dm) .

Substituindo c¢;a;(\) para i € {m — 1,m,m + 1} na primeira expressao, obtemos:

A Z(dm+l di)(dm — dm—-1)ak(A) — A ”12: — di)(dm41 — dm—1)ak(A)
k=1

+A Z (dm-1 — di)(dm41 — dm) + A[—dm1dm + dmy1dm—1 + dndm — dmdm_1]am(X)

Desenvolvendo as somas, concluimos que ¢ = 0.
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A relagao de recorréncia de trés termos (4.4) é acompanhada das condigoes iniciais
() - (4.5)
az(A) = —=) (4.6)

Uma vez que os coeficientes a; ja foram determinados em (4.4), (4.5) e (4.6), calculamos o
determinante em (4.2) como o produto dos elementos da diagonal, lembrando que o elemento
(n,n) é

n—1
z) + 3 ar(pu(z) — pa(z)).
k=1

O resultado deste determinante é o seguinte:

n—1

(A) ni: m (A)pm () + ( Z am(/\)) Pn(2).

m=1

Comparando com (4.1) podemos identificar 7{")(\) com a,(A) para m
Podemos, portanto, concluir que 7(™()) nio depende de n, para m = 1,..., . Antes de
formular os resultados do préximo teorema, fagamos algumas consideragoes sobre os coeficientes

de pn(z). A identidade (4.3) implica que

m=—1

,\mf drar(A) = —cnam(X) = Adm + Adm 3 k(). (4.7)

k=1
Fazendo m = m—1 e somando Ad;,—1@m-1(A) em ambos os lados da expressdo acima, temos

m-— m—1
A Z dkak(/\) - —cm_lam_l(/\) — ’\d‘m—-l + ’\dm—l Z Ofk()\) (48)
k=1
m-—1 m-—1
A seguir, resolvemos as equagoes (4.7) e (4.8) nas varidveis Y drag()) e ai()) e obte-
k=1 k=1
mMos:

m-1 em@m()) — Cmo10m_1(A
doak(A) = 1+ ,(\(gfm— m-1) = =

=1

k
m—1 Cmdm—lam(A) = Cm—ldmam—l(’\)
D drar(V) = A —~ ) |

k=1

Chegamos, portanto, & seguinte expansio:
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Teorema 4.3 : Se {duo,dp1} formam um par coerente entdo:

(@) = T au(p(e) - 2=l )

=1

onde os coeficientes ay(A), ..., an—1(A), an(A) obedecem a relagdo de recorréncia (4.4).

Corolario 4.4 : Se o par de medidas associadas ao produto interno de Sobolev € um par

coerente, entao vale:

(\) ()(z) = — o101 (A) = cran(A)

Pnt1() — MNdnt1 — dn) (Pr41(z) — pa(2)).

Demonstragao: Usando (4.9), temos

(en41an41(A) = cnan(X)) Cn@n(A) — cno1n-1(A)

PO (2)—p (@) = an(N)pa(z)—
(4.10)

De (4.3), temos que:

cn0n(A) — cpo1an-1(A) . Cn410n41(A) = cnan(A) — an(N)
Mdy — dn-y) a Mdny1 — dn) e

Substituindo em (4.10), concluimos

(N (z) — pg;\)( i Cnt10n+1(A) = cran(A)

Pnt1 o — ) (pn(z) — pnt1(z)).

0

A partir desses resultados apresentados por Iserles et al. em [5] podemos concluir que, nor-

malmente, a geracao de polindmios no Espago de Sobolev é bem dificil. Mas quando tratamos"

de medidas que formam pares coerentes, se conhecermos os polinémios p,(z), n > 0, associados
a medida dyo a geragdo dos polinémios p™(z), n > 1, se torna bem mais facil.
Pela defini¢ao, pode parecer dificil de se verificar se duas medidas formam, ou nao, um par

coerente. Vejamos um resultado mais simples para se verificar a coeréncia apresentado em [5]:
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Teorema 4.5 : O par {duo,dpu1} € coerente se, e somente se, existem constantes nao nulas

C1, Cy, ... tais que

gn(2) = CopaPya(2) — Capr(z), n=1,2,... . (4.11)

Demonstragao: Seja {duo, du;} um par coerente. Portanto, existem constantes C;, Cy, ... tais

que

b / dmin m,
[ Pn@pi@)din(a) = TR, o =1,,...

Dai, temos:

b
| Prn@)pha (@)

b
/ P P (2)dpiy

Subtraindo as duas iltimas equagoes:

b
| Pn@)CasiPiia (2) = Copl(@))dis =0, m=1,2,...,m.

Pela unicidade de polinémios ortogonais, (4.11) vale. Por outro lado, suponhamos que

b b
0= [ Pu(@)an(@)dhs (@) = [ P (@)(Cas it (2) — Cath(2)dia (&), m = 1,2,...m

Portanto,

Cy
dmpnt1 = C—:dm,n, 1o I S 1

Logo, CpnCrndmn = Crnt1Crndnrm €, portanto, C,C\nd, » nao depende de n para m < n.

0
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4.2 Pares Coerentes e Polinomios Ortogonais Classicos

Apresentaremos, agora, alguns exemplos de medidas classicas que formam pares coerentes

apresentados por Iserles et al. em [5].

Dadas duas medidas dyg e dy;, dizemos que du; é companheira de dyg se {duo,du;} forma
um par coerente.

Considerando dyuo uma medida que produz polinémios ortogonais classicos (Laguerre, Jacobi
e Hermite), determinaremos suas companheiras. De acordo com o teorema de Hahn em [4],
polinémios ortogonais classicos sdo todos os polinémios ortogonais cujas derivadas também sao
ortogonais em relagao a alguma medida dv. Representemos os polindmios ortogonais monicos

associados a dv por mo, 7y, .... Assim,

1

T 2) = mp;+l(x],n 11 1

onde supomos que os polinomios p,(z) sao moénicos. A principal ferramenta utilizada nessa
analise é a identidade (4.11). Suponhamos que os polinémios 7,(z), n > 1 obedecem a seguinte

relagao de recorréncia
Tnt1(2) = (2 — an)Tn(2) — BaTn-1(z). (4.12)

Tomemos os polinomios ¢,(z) de modo que

1,
Tn(Z) — OpnTa_1(z), n > 1. (4.13)
Sabemos que os polinémios ¢,(z) sdao quasi-ortogonais em relagao a dv. Procuremos cons-

tantes reais oy, 02, ... # 0 tais que {¢,}52, é uma sequéncia de polindémios ortogonais. De acordo
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com o Teorema de Favard (1.8), este é o caso se, e somente se, os polindémios g,(z), n > 1

obedecem a uma relagao de recorréncia de trés termos da forma

gn+1(2) = (T — 1n)qn(T) — bngn-1(z).

Substituindo (4.13) na equagdo acima, temos

‘?f'n+1(£) — (:I: — In + O'n+1)?Tn(.T) = [671 aE TOn — Jn’)’n]?rn—l(:r) = 5n0-n~17rn—2($)-

Utilizando (4.12) para eliminar 7,41(z) € m,—2(), obtemos:

1(z) e m,(z) ndo tém zeros em comum, entao

On—-1 ‘5?‘.-.

ﬁn—‘l

Jn—lénan—l

ﬁn—l

On—-1 5)1.

a ﬁn—l

Qn +0n+1 s
6n_ﬁn_o'n7n+

On

De (4.16), temos que

6n - Unﬁn—l

On-1

Das equagoes (4.14) e (4.15), chegamos que

an+0n+1_7n_an=01

— ﬁn—l +O~'n—1 _ &.
On-1 On

Tn

Substituindo (4.18) em (4.17), obtemos

/Bn .ﬁn-l
Un+1+anﬁ_:0n+an—l_
On On-1
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Consequentemente 0,41 + a, — & nao depende de n. Logo, existe um numero real ¢ tal

T

que

Tn41 + ayn — 6—ﬂ (419)

On

Seja a sequéncia {A, }n>0 dada por

Ao L,
Ap = Blfaaly; W= 1.2 ve

: A,
Assim, o, =
n—1

Substituindo em (4.19)

o que implica que
Any1 = An(€ — an) — BnAn (4.20)
Conclui-se que A, ¢ um polinémio em ¢ de grau n que obedece a relagio de recorréncia
(4.20).
Note que as relagoes (4.12) e (4.20) sao idénticas, embora sujeitas a condigdes iniciais diferentes.

A solugao geral de (4.20) pode ser expressa por {am,(z)+(1—a)r()(z)}%; onde os polinomios

7(1)(z) sdo os polindémios numeradores correspondentes & medida dv (ver [2]).

Segue, de (4.13), que, paran = 1,2, ...,

A A1 (Oma(@) = An(§)m-1(2) (21)

Polinomios deste tipo ja foram estudados em (3, 4, 6, 7, 12, 16]. Em particular, Maroni [12]

provou que, para { fora do intervalo (a, b), se dv corresponder a um polinémio ortogonal cléssico,
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os polindomios ¢,(x) sao ortogonais em relagao a medida

(e — Ve 1 2E)
(1= )bl ~ da +er "

onde 0 < c < 1.

No caso da medida de Jacobi,
duo = (1 — 2)*(1 + z)Pdz, =z € (-1,1),
onde a, 8 > —1, é bem sabido que (veja Rainville[18])
dv(z) = (1 —2)*Y'(1 + 2)'*Pdz, z € (-1,1).
Assim, fazendo £ = —1 e ¢ = 1 em (4.22) obtemos

Gl ek 2)1+8
|ii 1)| e )(1 -I-(I:.*:;- L (- (142

d#l( ):

como um exemplo particular de companheira de du,.

Do mesmo modo, a medida de Laguerre
dpo(z) = 2% *dz, = >0,

onde a > —1, produz

dv(z) = z°Me *dz, z > 0.

Assim, um exemplo de medida que resulta num par coerente segue quando escolhemos £ =0

ec=1 em (4.22)
xa+le—x B
dp(z) = =z%"" = dpo(z).

T

Finalmente, é facil ver que a medida de Hermite

dpg = c“‘"‘zda:, T € (—00,00),

45

AV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw 12 13 14 15 1 L7 18

[



1 2 3 4 5 6 17 Unesp"'

nao possui medida companheira, ja que o intervalo suporte de dyo (e portanto suporte de dv)

é toda reta real, e portanto, ndo podemos escolher ¢ real fora deste intervalo em (4.22).

4.3 Pares simetricamente coerentes

Se as medidas duo e dyu; sao ambas simétricas (isto é, invariantes sob a transformagao
z — —z) entdo os graus dos polindmios p(M(z), pn(z) e gu(z) tém a mesma paridade.
Portanto, a expansao de p{})(z) em termos dos polinémios p,(z) possui somente coeficientes
que dependem da paridade n. Consequentemente, o par {duo, dy;} ndo pode ser coerente. Para

este caso, Iserles et al. introduziram, em [5], a definicao de pares simetricamente coerentes.

Definigao 4.6 : Dadas dpg e dpy medidas simétricas, dizemos que {duo,dp,} € um par sime-

tricamente coerente se

d { CrCrdminik,m) , se k e m sao de mesma paridade,
km =

0 , caso contrario.

A medida dy, € denominada companheira simétrica de dug se o par {duo,du;} é simetrica-

mente coerente.

Todos os resultados da se¢do anterior valem para esta estrutura com visiveis melhoras.

Teorema 4.7 : (a) O par {duo,du,} de medidas simétricas € simetricamente coerente se, e

somente se, existem constantes Cy,C, ... tais que

gn(z) = Cn+lp;+1(x) - Cﬂ_lp:i-—l(x)‘

(b) Se o par {duo,dp,} € simetricamente coerente e se supormos, sem perda de generalidade,
que C, =1, a seguinte expressdo € verdadeira:
[n/2]—

Z Qp— 2k pn 2k( ) Cnan(/\A()d;‘_:n;:Zn)_Z()t)pn(x)a
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onde os coeficientes ai(\) obedecem a relagdo de recorréncia de trés termos:
Cm+26m—20’m+2(A) = (Cm(em + em—2) + /\em—Zem)am(/\)(/\) - cm—2€mam—2('\)-

(¢) Se {dpo,dp1} € um par coerente, entio valem:

(A) —(Cn+1an+1()\) = Cn-lﬂ’n—l(/\))

Pgl(x) — Pn1(2) = Mdnps — doy) (Pat1(z) = pn-1(2))

d . (») _ Cn+10n41(A) — cno1an-1(A)
7z (Pr1(2) = pisa(2)) = T —— n(2).

Vejamos um exemplo de medidas simétricas que satisfazem esta condigao. Consideremos o
caso da medida de Hermite duo(z) = e~ dz, —00 < T < 00, ja discutido no contexto de pares
coerentes.

Assim, temos

Hpy1(z) = 22H,(z) — 2nHpoy (2) (4.23)
e os polinémios ¢, (), ortogonais em relagio a uma medida simétrica, obedecem a uma relagao

de recorréncia de trés termos da forma:

Gn+1(2) = @nZgn(2) = frgn-1(2).
Como gn(z) = Cry1 H, 11 (2) — CuciHy_y(z) e Hi(z) = 2nH,_y(z) (ver [2]), substituindo
g ——
(n+ 2)Cry2Hpy1(z) = nCrHpo1(z) = anz[(n+1)Cry1Hu(z) — (n — 1)Croy Ho—z(2)]
— falnCrHpo1(z) — (n — 2)Crez2 Haos(2)).

Por (4.23), temos que

B ol = :cHn_g(x)n—_lan‘I( )
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Usando (4.23) e (4.24), temos

22(n +2)Cry2 — (n+1)anCry1]Ha(z)
1
+ [_ncn + nfncn + Efncn-—‘Z - 2?‘1(?‘1 + 1)Cn+2]Hn—1 (fL‘)

+ LIZ[(TL — 1)anCﬂ_1 - fncn_g]H _2( ) =0

tH,_1(z) —1/2H,(2)

n—1

Hn_g(x) =

ArzH,(z)+ (B; + Ciz*)H,_1(z) = 0,

1 1 1

2(n+2)Chy2 — (n+1)a,Cry1 — §ancn—1 -+ 5:fn0n—2;

1
—nCn + nfnCn + §fﬂcn._2 = 2n(n + Q)C,H.g;

1
aﬂcﬂ—l = fncn—2-
n—1

Como H,(z) e Hy—1(z) ndo tém zeros em comum, A% = B = C: = 0. Obtemos, portanto,

n Cn22(n+2)Chy2+ C,
n—lCn_l Cn+1/20 -2

2(71 + 2)Cn+2 +C,
nCp + 1/2C,_,

? n= 2}3! i |

c"n+].

pﬂ:(n-l_l)c_l

obedece a formula de recorréncia

(n —1)(2pn-1 + 1)pnt1 = pn.
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E facil ver que qualquer condigao inicial py, p2 > 0 produz, em (4.25), uma sequéncia po-
sitiva. Neste caso f, > 0 e a medida que gera {g,}n>0 € positiva definida. Assim, temos um

exemplo de medida que tem um mimero infinito de companheiras simétricas.

Apresentaremos, agora, o trabalho de Meijer([13]), também relacionado a pares coerentes.

Definimos p{")(z) tal que,

1,

Co,0 Co,1 cvr Com

€1,0 C1,1 EERE & K

P (x)

Cn-1,0 Cn-1,1 +++ Cn—1n
1 T o

onde ¢;; =< z',27 >5= u;; + Aijvi_1-1,i=0,..,n—1,j =0,

B s b
Ui j =] 2 duo(z) e v :/ 2 duy ().

Observemos que o primeiro coeficiente de pi*)(z) é positivo.
Para n=1,

C (& u u
W) =| %0 O |=[M00 Y o)

Para n > 2, pM(z) é um polinémio em A de grau no maximo n — 1.

Definimos
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Para A grande, os zeros de p{*)(z) sdao determinados pelo zeros de Q,(z). Temos,

€00 co1 . Co,n
U0 uy,1 + Avg,o cen Ut + ANV 1
Qn(x) . . .

Un-10 Un-11+ AVn-20 ... Un-1n+ AN — 1)NVs_2n1
1 T s T

Co,1 Con

Ui n

u
—]A‘]—+‘UD‘D —'—+RUQn1

Un—1,1 Un—1n

_/\'_ + Un-20 ... 5 % (n - 1)””11—2,11—1
1 z e ™

€00 Coa s Co,n
0 Yoo .- nVo,n-1

0 vp20 ... (n — l)nUn—z,n—l
1 T —_— i

Observemos que o primeiro coeficiente de Q,(z) € positivo.

Podemos observar também que

[ Qu@)dio() =
/Q )eidp(z) = 0, i€ {0,1,...,n — 2}.

A ultima igualdade implica que existe uma constante A, # 0, tal que

AnQi(2) = gn-a(z), n=>2. (4.29)

Esta tltima equagdo pode ser resolvida de modo trivial se supusermos que {dpo,dy;} é um

par coerente. Neste caso, (4.29) e o teorema 4.5 implicam que

n-1(z) = AnQy(2) = Copp(2) = Cocapny (2).
E, portanto

AnQn(Jf') = Cnpn(x) - Cn—lpn—l(-r): n 2> 2.




1234567uneSp'

Teorema 4.8 : Suponhamos que {dpo,dp1} € um par coerente en > 2. Se A € suficientemente
grande(dependendo de n), entio pM(zx) tem n zeros reais distintos que se entrelagam com os

zeros de qn—1(x) e com os de p,—1(z) e, no mdzimo um deles estd fora de (a,b).

Demonstragao: Sejam z; < 22 < ... < & 0s zeros distintos de @,(z) de multiplicidade impar
em (a,b).
Seja h(z) = (z — z1)(z — z2)...(z — zx). Entdo, Q.(z)h(z) ndo muda de sinal em (a,b).

Portanto,

[ Qula)h(z)duolz) #0.

Se k <n — 2, entao (4.30) implica que

[ @ulz)h(z)duofz) = 0

o que é uma contradi¢ao. Logo k > n — 1.

Se k = n—1, entdo o tltimo zero de Q,(z) é também real e ndo pode coincidir com z, .., zj.
Entao este zero esta fora de (a,b).

Sejam y; < y2 < ... < Yn—1 0s zeros de ¢,—1(z). Por (4.29), Q.(z) é mondtona nos n interva-
los (—o0, 1), (¥1,¥2)s - (Yn—2, Yn—1), (Yn-1,00). Entdo, cada um desses n intervalos contém no
maximo um e, portanto, exatamente um zero de Q,(z).

Finalmente, sejam 2, < 23 < ... < z,_; 0s zeros que p,_1(z). Como os primeiros coeficientes

de Qn(z) e p,(z) sdo positivos e as constantes A, e C, tém o mesmo sinal, temos que
sinal(Qn(z)) = sinal(pa(z)), 1 =1,2,...,n— 1.

Como os zeros de p,(z) se entrelagam com os de p,_;(z), o0 mesmo acontece com os zeros

de Q.(z). O
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Meijer, em [13], tratou também de pares simetricamente coerentes. Apresentaremos, agora, sua
abordagem.

Seja {dpo,dp1} um par simetricamente coerente como definido por Iserles et al. em [3].
Como tratamos de medidas simétricas, denotaremos o intervalo suporte do produto interno de

Sobolev por (—a,a). Por (4.29) e pelo teorema 4.7(a), temos

AnQn(z) = Cppn(z) — Cr2pr-2(z), n > 3. (4.31)

Lema 4.9 : Suponhamos que {dpo,dp} € um par simetricamente coerente e n > 3. Entdo,

Qn(z) tem pelo menos n — 2 zeros distintos em (—a,a).
p

Demonstragao: Como no teorema 4.8, sejam z; < z; < ... < &4 os zeros distintos de Qn(z)

de multiplicidade impar em (—a, a).

Analogamente ao teorema anterior, provamos que k > n — 2.

Se z = 0 é um dos zeros zy, 23, ..., Tk, entao z = 0 nao pode ser um zero de multiplicidade
3 pois, por (4.29), A,Q(z) = gn-1(z) € gn—1(z) ndo pode ter raiz de multiplicidade 2.
Suponhamos que z; # 0 é um zero de multiplicidade 3. Entdo, —z; também é um zero de
multiplicidade 3, o que contradiz o fato de k > n — 2.

Portanto, @Q,(z) tem, pelo menos, n—2 raizes simples.

Teorema 4.10 : Suponhamos que {duo,dp,} € um par simetricamente coerente e que n=2m-+1

€ tmpar, n > 3.

1) Se A € suficientemente grande(dependendo de m), entio pg',\g_,_](:c] tem 2m + 1 zeros distintos

entrelagados com os zeros de gam ().
ii) Além disso, os m zeros positivos de pg',\,{_,_l(sc), para A suficientemente grande, se entrelagam

com os m — 1 zeros positivos de pam—1(2).
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e s . A e . , '
ii1) No mdzimo dois zeros de p(z,,3+1(w) estio fora do intervalo (—a,a), se A € suficientemente

grande.

Demonstragao: i) Sejam y; < y2 < ... < Y as raizes positivas de gz, (). Por (4.29) Q2m+1(2)
¢ monoétona em cada um dos 2m + 1 intervalos I} = (=00, =Ym), I2 = (=Ymy —Ym=1); -y Im+1 =
(=y1,91)s Imt2 = (y1,92)5 s Lam = (Ym-1,Ym); L2mt1 = (Ym, 00).

Obviamente 0 € I,,4; € zero de pg2+l($) e de Q2m+1(z). Nos outros 2m intervalos Q2m41(z)
tem pelos menos um zero em cada.

Suponhamos que Q2,41 Ndo possui zeros no intervalo I;, j > m + 2. Mostraremos entdo
que Q2m+1 também nao tem zeros em pelo menos um dos intervalos I;_; ou ;4.

Suponhamos que Q2,+1(z) € positivo decrescente em I;. Entdo, j # 2m + 1 € Qom41(z) €
positivo e crescente em I;4,, o que implica que Q2,4+1(z) nao tem zeros em I;4;.

Se Qam+1(x) € positivo e crescente em [}, entdo Qam41(z) é positivo e decrescente em I;_,
e I;_1, 7 # m + 2 nao pode conter zeros.

Do mesmo modo, se QQ2m+1(T) € negativo em I;, ndo tem zeros em um intervalo anterior ou
posterior a [;.

Assim, se Q2m41(T) ndo tem zeros em algum intervalo I; no eixo positivo, existem pelo me-
nos dois intervalos no eixo positivo onde Q2m41(z) ndo tem zeros. Como Q2m41() é simético,
também existem pelo menos dois intervalos no eixo real negativo, onde Q2,41(z) nao tem ze-

ros. Mas, entdo, Q2m4+1(z) pode ter no maximo 2m — 3 zeros, o que contradiz o lema anterior.

Portanto, cada um dos intervalos I}, ¢ = 1,...,2m + 1 contém exatamente um zero de Q2m41(z).

1) Sejam 2y < z2 < ... < Zp_1 08 m — 1 zeros positivos de pam_1(z). Como os primeiros
coeficientes dos polinémios Q2m+1(z) € pam+1(z) sdo positivos, segue, de (4.31), que
sinal(Qam41(2i)) = sinal(pam41(zi)),

33
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Em dois zeros positivos consecutivos z; e zi4; de pam—1(z), 0 polindmio pam+1(z) tem sinais
contrarios, de modo que todo intervalo (z;, zi+1), ¢ = 1,...,m — 2 contém pelo menos um zero
de Qam41().
Além disso, sinal(pami1(zm-1)) = —1, de modo que Q2m+1(z) tem pelo menos um zero em
(2m-1,00). Temos, agora, que encontrar a posigao dos m — 1 zeros positivos de Q2m+1(2).
Como Q2m+1(z) muda de sinal em (z;,zi41), ¢ = 1,2,...,m — 2, cada um desses interva-
los tem um nimero impar de zeros. Também, (2,,-1,00) tem um nimero impar de zeros de

Q2m+1(z). Isto implica que Q2m41(z) deve ter um zero positivo em (0, z1).

iii) Consequéncia direta do Lema anterior.

Teorema 4.11 : Suponhamos que {dpo,dp,} € um par simetricamente coerente en = 2m, n > 4.

i) Sejam y; < ya2 < ... < Ym—1 0S zeros positivos de gam-1(z). Se A € suficientemente

grande (dependendo de m), entdo pg\,{(m] tem ezatemente um zero em cada um dos interva-

los (y1,Y2)y -y (Ym-2,Ym-1), (Ym—-1,00) € no mdzrimo um zero em (0,y;);

i1) Sejam z; < 23 < ... < Zpm_1 08 zeros positivos de pam-—2(z). Se A € suficientemente grande,

=B .
entao pgnl(:c) tem ezxatamente um zero em cada um dos m—1 intervalos (21, 22), ..., (Zm-2, Zm-1),

(2m-1,00) € no mdzimo um zero em (0, 21);

iii) Se A € suficientemente grande, entdo pgﬁ(x) tem pelo menos m—1 zeros positivos em (0, a).

Demonstragao: Analoga ao teorema anterior.

AVA
AVAVA!

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 12 14 1s le 14 18



Observacgao 1.

Se supusermos que @2,,(z) ndo tem zeros nos intervalos consecutivos (—yi,0),(0,y1), entao
nao temos uma contradi¢do ao lema. Veremos, através de um exemplo, que Q2,(z) pode ter
um par de zeros complexos +is(s € IR). Também é possivel que Q2m(z) tenha um zero de

multiplicidade 2 em z = 0.

Observagao 2.
Se Q2m(z) tem 2 zeros complexos e 2m — 2 zeros reais distintos, entao o teorema 4.11 iii) implica
que todos os zeros reais estao em (—a,a).

Se Q2m(z) tem 2m zeros reais diferentes, entdo no maximo um par de zeros pode estar fora de

(—a,a).

Observagao 3.

Lembremos que o primeiro coeficiente de Q2,,(z) € positivo. Entdo, se Q2n(z) tem m zeros

positivos distintos, temos sinal(Q2m,(0)) = (—1)™. Se, por outro lado, Q2m(z) tem m — 1 zeros

positivos distintos e um par de zeros complexos, entao sinal(@n,(0)) = (—=1)™"!. Entéo, para

determinar se @2, () tem zeros complexos, s6 temos que calcular 2, (0).
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EXEMPLO

Sabemos que os polindomios de Chebyshev de segunda espécie satisfazem a relagao de re-

corréncia
Un(z) = 22Up—1(z) — Up—2(z), n >2.
O primeiro coeficiente de U, (z) é 2*. Fazendo U, (z) = 2-"U,(z), entao U,(z) é ménico e

Un(z) = 2Up_1(z) — 1/4Un_2(z), n>2,

(4.32)

onde 7 é uma constante tal que é o l_' Prova-se facilmente que {Hy,}.>0 satifaz a relagao

de recorréncia

zH(z) — (1 ) Ho(z),

zH,_1(z) - %Hn_g(fﬂ) se n> 3.

Entao, existe uma medida dy; com relagdo a qual {H,}.>0 forma uma SPO (ver [2]). De

fato,
(1 _ xz)lfz
p(z)

e {H,}n>0 € uma sequéncia de polinémios de Bernstein (ver [19]).

dui(z) = , com p(z) = (1 —47)® + 16722,

A relagao (4.32) pode ser reescrita por

2™ d 2—nt2
Hylzy= Tn+1(3:)+7'n_ ;

56
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Com duo(z) = (1 — 22)~/2dz o par {duo,dp1} é um par simetricamente coerente. Agora,

1 4T

Ani1@nii(z) = —Tha(z) +

T ; > 2.
n+1 n—1 1(:1:) -

O primeiro coeficiente de Ty, 4+1(z) € positivo, assim A,4; > 0.

Como T5,,(0) = (—1)™ obtemos

1 4T

ApnQun(0) = ()" {s— = Th mz 2,

Se 41 > 1 —1/m, temos que sinal(Q2»(0)) = (—1)™! e, usando a observacgdo 3 concluimos
que Q2m(z) tem zeros complexos. Observe que para 47 = 1 —1/m o polinémio Q2 () tem um

zero duplo em z = 0.
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