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Resumo

O objetivo deste trabalho é dar uma visão geral sobre polinômios ortogonais em
N

relação ao produto interno < p,q >s= >> rn Pp(x)(x)du, especialmente quando
k=0 "RR

N =1. Em particular, foram estudados os polinômios de Gegenbauer­Sobolev,

Laguerre­Sobolev e uma classe especial de polinômios ortogonais de Sobolev cujas

medidas associadas possuem uma caracteristica especial.
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Abstract

The purpose of this work is to consider a survey about orthogonal polynomials
N

with respect to the inner product < p,q >s= >| Pp (x) (x)dux, especially
k=0"R

when N=1. In particular, have been considered the Gegenbauer­Sobolev, Laguerre­

Sobolev polynomials and, a special class of polynomials with their measures having

a special characteristic.
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Introdução

Sejam durx, k=0,1,..., N, medidas positivas na reta real JR, tendo suporte limitado ou não.

Consideremos o espaço de Sobolev
N

Hn(B) = (S:2> f[SOVPdus < oo)
onde f possui derivadas até ordem N e essas derivadas ao quadrado são integráveis em relação

às medidas dux. Suponhamos que essas medidas sejam tais que o espaço dos polinômios, P, é

um subespaço de HN(IR). Munimos IP com o produto interno:
N

<p q>s=) f.Px) (1)dus, pae P (0.1)
k=0

e norma associada ||p||& =< p,p >s. Vamos supor, também, que ur,k = O0,1,...,N, têm
infinitos pontos de aumento. Muitos autores têm estudado, principalmente na última década,

polinômios ortogonais associados ao produto interno (0.1). Tais polinômios são chamados

polinômios ortogonais do tipo Sobolev. O caso mais encontrado na literatura é quando N=1,

ou seja, o caso dos polinômios ortogonais associados ao produto interno:

< p,q >s= f. p(r)a(x)duo(x) + À J. p(r)'(2)dui(0), 1 > O. (0.2)

À motivação inicial para o estudo de polinômios ortogonais desse tipo e de outros seme­

lhantes foi o problema de aproximação por mínimos quadrados. Aqui, uma dada função f e

sua derivada f' são aproximadas simultaneamente por um polinômio Q(x)=Ô(x) de grau n,
minimizando:
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[19 FI =/[0() fe) do(s) + f/[0(8) = Fa) dm(0), para todo Q(z) € Pr.
onde IP, é o espaço dos polinômios de grau menor ou igual a n.

Expandindo Q(x) em termos de polinômios ortogonais do tipo Sobolev, obtemos a apro­

ximação de Fourier, (x), de f(x) e f'(x).

Neste trabalho, apresentaremos resultados de diversos artigos de vários autores relacionados

a polinômios ortogonais do tipo Sobolev associados ao produto interno (0.2) dando uma visão

geral sobre o assunto.

No primeiro capítulo, apresentamos uma série de definições e resultados conhecidos que serão
utilizados no decorrer do trabalho: definição da Integral de Riemman­Stieltjes; definição de um

funcional de momentos e algumas de suas propriedades; definição de polinômios ortogonais e

algumas de suas propriedades, como relação de recorrência de três termos e propriedade de

entrelaçamento dos zeros, além de um apanhado sobre polinômios ortogonais clássicos.

Nos dois capítulos seguintes, apresentaremos dois casos de polinômios ortogonais do tipo

Sobolev associados às medidas clássicas. O primeiro deles, são os polinômios ortogonais de

Gegenbauer­Sobolev estudados em [8] e em [14]. Nesse caso, os polinômios estão associados ao

produto interno (0.2), onde duo(x) = dim(x) = (1 — xº)º ido. Mostraremos algumas relações

existentes entre tais polinômios do tipo Sobolev e os polinômios de Gegenbauer e algumas

propriedades decorrentes dessas relações.

O mesmo será feito no próximo capítulo com os polinômios ortogonais de Laguerre­Sobolev,

(estudados em [10] e [14]), cujo produto interno (0.2) utiliza as medidas duo(x) = dm(r) =

x1ºe dr.
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1

No capítulo 4, consideramos o produto interno (0.2) de modo que duo e du, formam um par

coerente. Veremos que, de acordo com Iserles et al. em [5], os polinômios ortogonais, Qn(r),

do tipo Sobolev associados a tal produto interno podem ser escritos como combinação linear

de polinômios ortogonais em relação à medida duo, cujos coeficientes, exceto o último, não

dependem do grau n do polinômio Qr(x). Ainda, relacionado a pares coerentes, exporemos o

resultado apresentado por Meijer em [13] que consiste em: se ([K,)%,ef(H.)X, são sequêcias

de polinômios ortogonais em relação a duo e dum, respectivamente, tais que duo e du formam

um par coerente então, para À suficientemente grande, Qn(xr) tem n zeros reais e distintos

entrelaçados aos zeros de Kr­1(x) e Hn­1(x). Se (duo, du) é um par simetricamente coerente,

a situação é bem mais complicada e Qn(r) pode ter um par de zeros complexos.
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Capítulo 1

Preliminares

Introdução

Neste capítulo, citaremos algumas propriedades e alguns resultados já conhecidos sobre po­

linômios ortogonais, que serão utilizados no decorrer deste trabalho. Esses resultados estão

enunciados e demonstrados em [19] e [2].

1.1 Integral de Stieltjes

Consideremos duas funções f(x) e é(x) definidas em um intervalo (a, b). Suponhamos que

a função f(x) é contínua e que 9(z) é não decrescente. Seja uma partição do intervalo [a,b],

dividido nos seguintes pontos:

aAa=1<TT<T3<.<Tn<Iny1i=)D

Sejam M1, Ma, ..., Mm, os valores máximos e m1a,ma,..., Mm , Os valores mínimos da função

f(x) dentro dos sub­intervalos (r1, 12), (T2, 3), ..., (Tm, Tm4+1), respectivamente, e construamos

as somas:

Sá = > Muló(gr1) — d(z1)] e sá = 3 mulé(zr) — ó(so)),
k=1 k=1
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. que chamamos somas de Stieltjes superior e inferior, respectivamente, da função f(x) em

relação à função Q(x) no intervalo (a,b). Seja 6 a amplitude do maior subintervalo, ou seja,

ó = nx |tx41 — Tx], e sejam os limites Ly e Lr, definidos por:
m

Dm = Jim 92 Miló(eia) = é(ey)] e Dm = Jim 2 melé(ara) — ó(2))
k=1 k=1

Se tais limites existem, definimos a integral de Stieltjes de f(x) em relação à função &(x) da

seguinte maneira:

f fír)dó(x) := LM = Lm. (1.1)

1.2 Funcionais de Momentos e Polinômios Ortogonais

Seja IP o espaço dos polinômios de uma variável com coeficientes complexos e IP, o subespaço

. vetorial dos polinômios de grau menor ou igual a n.

Definição 1.1 : Seja (linkn>o uma sequência de números complexos e

1: P— Visto é pe P=> Ip) E TV) um funcional linear sobre IP tal que

It" =nm, n=0,1,....

Então I[.] é chamado “funcional de momentos” associado à sequência (un). Para cada n,

un é chamado momento de ordem n de IL).

Definição 1.2 : Seja I[.] um funcional de momentos. Sejam os polinômios Q.(t), n=0, 1...

tais que:

1)Qn(t) é um polinômio de grau exatamente n,

... Ss 0, se 0OSs<n­l,11) It Qn()) =| PnÉO, se sem.
Então, (Qn(t))S2,o é chamada uma sequência de polinômios ortogonais (SPO) associados a IL].

Fá
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Definição 1.3 : Denominamos determinantes de Hankel, os deteminantes HI") dados por:

H$M = |,
lim

lm+n—1

onde m é um inteiro positivo qualquer.

Tomando Qr(t) = qo + t+ ...+ qnt”, da definição (1.2) 11) obtemos:

0, se O0O<s<n­l,
Pn, SE s=n.

0, se O0O<s<n­—l,
Pn, SE s=n.

Ilt%(go+ qut + + qutP)] = |
CT qgGolts + G1/ts+1 + ... + Inttst+n = |

Na forma matricial, temos:

Ho boo ct dh

Hã na co o Bn+a

tHn—1 ln **ºo ont
L ln Un+1 coco H2n

Usando a regra de Cramer, chegamos que

Ha

Se escolhermos q, = 1, temos que

EV
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Substituindo a última linha do sistema linear (1.2) por qo + qnt+...+qnt” = Qn(t), obtemos

o sistema:

| xo
Ha

mm
Daí, como q, = 1, temos

Qr(t) =

ln—1 hn

[2a

H2

t

­

ho fa

mo da o ccco fina

Un=1 Hn *** Hon
1 t ... tº

L ”

Definição 1.4 : Um funcional I[.] é regular se Hºº £0, n=0,1,2,...

Podemos, portanto, enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.5 (Existência

existem se, e somente se, |.

Definição 1.6 : Seja E C

dos polinômios ortogonais Q,(t)) : Os polinômios Qn(t), n > O,

] é regular.

R. Um funcional IL] é dito definido positivo se, e somente se,

T[p(x)] > O, para qualquer polinômio p(x) real não identicamente nulo em E. (Ao conjunto E

chamamos suporte de I[.]).

1.3 Relação de Recorrência de três Termos e Proprieda­
des dos Polinômios Ortogonais

Teorema 1.7 : Seja I[.] um funcional de momentos regular e (P,)%, a sequência de po­

linômios ortogonais môónicos (SPOM) associados a I[.). Então (P,)%, satisfaz à seguinte

7
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relação de recorrência:

onde 7º é arbitrário, e

— TlePi(o)]9,2 — IPA)
Tr TP2 (0)>PA CEO £Z 0, n>1.

Além disso, se I[.] é definido posttivo, yr é real e positivo para n > 1.

Teorema 1.8 (Teorema de Favard) : Sejam (Bnkn>o E (Inkn>1i duas sucessões arbitrárias

de números complexos, e seja (Pnt)n>o a família de polinômios definida pela relação de re­

corrência (1.3). Então, existe um único funcional de momentos I[.] tal que IN) = 97 e

I[P.Pr]) = O, paran É m, n,m = O0,1,.... Além disso, I[.] é regular e (Pr)n>o é a SPO

associada a I[.] se, e somente se, 7, É O, n>1 e I[.] é definido positivo se, e somente se,

nn >0,n>1.

Definição 1.9 : Ao polinômio em duas variáveis

Ka(e,1) =>ao
damos o nome de n­ésimo núcleo associado à SPOM (Pr J)n>o.

Teorema 1.10 : Seja o suporte E de I[.] um intervalo. Então os zeros de P.(x) são todos

reais, simples e estão localizados no interior de E.

Teorema 1.11 : Sejam xni, 1 =1,...,n e Tn41, 1 = 1,...,n+1 as raízes de P.(x) e Pr41(),

respectivamente, de modo que xi < Tri41, t=1,..,k— l,para k=n e k=n+1. Os zeros

de Pn(x) se entrelaçam aos zeros de P.,1(x) da seguinte forma:

Tn+1,1 < Tn) < Tn+1,2 < Tn,2 < Tn41,3 << Tntln < Lnn < Cnti,n+l

AA
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1.4 Polinômios quasi­ortogonais

Definição 1.12 : Um polinômio q(x), não identicamente nulo, é chamado quasi­ortogonal de

ordem n + 1 se, e somente se, é de grau no márimon+1le

Iltºa(x))=0, k=0,1,...,n— 1.

Teorema 1.13 : Um polinômio q(x) é quasi­ortogonal de ordem n+1 se, e somente se, existem

constantes A e B, (AZ 0 ou B£0), tais que:

q(x) = APri1(z) + BPr(0).

Teorema 1.14 : Seja I[.] um funcional definido positivo. As raízes de um polinômio quasi­

ortogonal real são todas reais e simples. No máximo uma das raizes se localiza fora do suporte

de IL].

1.55 Polinômios Ortogonais Clássicos

As famílias de polinômios ortogonais mais estudadas na literatura, chamamos de polinômos

ortogonais clássicos. Os funcionais de momentos associados a esses polinômios são da seguinte

forma:

I1= f fo)td(o) (14)

onde (a,b) é o intervalo suporte do funcional T[.], g(x) é contínua e derivável e dó(x)/dr tem

uma forma simples para cada caso. Podemos classificar os polinômios ortogonais clássicos em:

Jacobi, Laguerre e Hermite., À seguir, comentaremos sobre cada um desses polinômios.

Polinômios de Jacobi

São os polinômios ortogonais associados ao funcional de momentos (1.4) onde

(1— x)(1 + x)) dr, a>—1, 8 >­—lL.

9
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O intervalo suporte deste funcional é [—­1,1]. Denotamos os polinômios de Jacobi de grau

n por Px).

Eles satisfazem à seguinte fórmula de recorrência de três termos:

(2n + a + B)PÍIO(0) = OnE3) +(n+atg)z Pita)
4n(n +a)(n+ B)(n+a+B) (0,6)

"(a+B+2n+1)(a+ B+2n)(a+B+2n—1) n—1 (x), n>21,

onde Pl) = 1e PIN =24 27ÊNa) = 10 PN) =0+ ET,
Satisfazem, também, à seguinte equação:

1 (—1)” d”

( a+B+2n ) n!(1—x)<(1— 2)6 do?n

PP (z) = (1 =2) +2)

conhecida como Fórmula de Rodrigues para os polinômios de Jacobi. Quando a = BD = 0, ou

seja, dé(x) = dr chamamos esses polinômios de polinômios de Legendre.

Se a = B=­—3(dé(x) = (1— 2º) */?dx), temos os polinômios de Chebyshev de 1º espécie.

Se a = 8 =>(dé(r) = (1— x2º)/?dr), temos os polinômios de Chebyshev de 2º espécie.
1E, finalmente, quando a = B=un­— à, uh > —z, nu É O, são conhecidos por polinômios de

Gegenbauer.

Polinômios de Laguerre

Denotados por L(º), os polinômios de Laguerre são polinômios ortogonais associados ao fun­

cional de momentos (1.4) onde dé(xr) = 1º*e "dr, a > —1, cujo intervalo suporte é [0, 00).
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A fórmula de recorrência de três termos satisfeita por esses polinômios é:

Lih(z) = (8 — A)LE (2) — nl (9), n > 1,

onde — B,=(2nt+atl), n=n(ín+a)ecom

Lo(a)=1 e LNT)=x0­a­L.

Satisfazem, ainda, à seguinte fórmula de Rodrigues:

do

da”xºe Lx) = (—1)"<——fx"tºemo).

Polinômios de Hermite

São polinômios ortogonais associados ao funcional (1.4) onde dé(x) = e“dr, cujo intervalo

suporte é toda a reta IR. Denotamos por Hrh(r) o polinômio de grau n. Os polinômios de

Hermite obedecem à relação de recorrência de três termos:

Hani(r)=0z2H,­ Hn1(0), n>1,
Ho(r) =1, Ih(r)=r,

e satisfazem à fórmula de Rodrigues:

AA
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Capítulo 2

Polinômios Ortogonais de
Gegenbauer­Sobolev

Introdução

Consideremos o produto interno (0.2) com duo(z) = dm(x) = (1 — xº)* */?dr, ou seja, o

produto interno:

< f,9 >s= Í. f(a)g(a)(1— 2º)da + af. Fa)I()(1=2)Pdoz (21)
onde a > O e à > O. Aos polinômios mônicos Q(º!(x) ortogonais em relação a tal produto

interno, chamamos polinômios de Gegenbauer­Sobolev. Nosso objetivo, neste capítulo, é apre­

sentar o estudo dessa sequência de polinômios, estudo esse foi feito por Marcellán et al em [8]

e por Pérez em [14].

2.1. Polinômios de Gegenbauer­Sobolev e Polinômios de
Gegenbauer Clássicos

1

Usaremos a notação < /,g >= / f(r)g(x)(1— x?) ?dr. Denotemos por (Q())%, a
­

sequência de polinômios ortogonais de Gegenbauer­Sobolev mônicos e por (C(º)1% , a sequência
de polinômios ortogonais de Gegenbauer mônicos. Da simetria do produto interno < .,. >s,

12
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deduzimos a simetria dos polinômios Q(!(x), isto é,

6 (­s) = (­1)"Q6 (2).

Teorema 2.1 : Se denotarmos por

(n+2)(n+1)
4(n+atl)(n+a)'El) =

então temos:

CN)— ECLCIA(s)= QO(z)— da­2(1)QZ(),

(a) (a) (a)1,0)= EDS TER = EP ES,
com KI =< ba 06 > e Kº =<Q(1), Q0(x) >s, n > 0.

Demonstração: Em primeiro lugar, daremos duas relações satisfeitas pelos polinômios Cíº)(x),

que usaremos diversas vezes e que podem ser encontradas em Szegô [19]:

Cl N(x) = Cx) EML,CÍZ(a),

(CY'(x) = ncia).

Seja R(!(1) = Cl) — EL CL) um polinômio de grau n.
Podemos escrever o polinômio R(º)(x) como combinação linear dos polinômios de Gegenbauer­

Sobolev do seguinte modo:

[n/

RÍº(z) = QM(z) > dr­2e(9)QL4(0)
pois, se n é par, R()(x) é um polinômio par e se n é ímpar, R(!)(x) é ímpar.

13
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Temos

[7/2]

< RGB) >s = <P) 27 da(NQPA(2), QPml0)>s
—dh­am(A)<< 0, (e) mx) >S, 1 < m < In/21.

Logo,

<RPO, QE ms) >sdn­2m (2) —= a
.

< qms QSJm(2) >>s
Usando (0.2), (2.3) e (2.4), obtemos:

< Ci)x) ­ El Cla, (x), QL, n(z)>
Ki,dri=am(N) = —

Daí, di­am(A) = 0, 2 <m < [n/2].

Param =|,

a (a) f1(a) (o) (a) — pla) (a)dis(3)= CA)= ERC)Aa) > — EO < CÍD4(2), Q0L(0) >
É, kt,

e, como < CX (x), QU (x) >=< CL(x), CAX(z) >, temos

RÍ (2) = Qf (2)— da­2(9)QL(0).

Teorema 2.2 : À sequência d,(À) satisfaz à seguinte relação de recorrência:

EO
dr (À) = a oO a [64419 (an? + 944º) + EL(EO, — da­2(2))

com as condições iniciais,

3

2(a + 2)(a +1)[1+2(a+1)A]
3

8(a+ 2)(a T 1) À
2a +1(a +3)(a+2) [1+

14
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n(ín +2a — 1)
4(n+oa)(n+a­l)

polinômios de Gegenbauer:

é o coeficiente da relação de recorrência de três termos para os

Cí(a) = 202) ­ PCR3).
Demonstração: Consideremos o produto interno:

< RL(2),Ré (2)>s = <Q, ­d(N)Q6O(0),R$ (2) >s
= <­d(MN(RO(x)+ die2(1)QO%2(s)), RO (2) >s

= —d.(MNl< Rs),RO (2)>s+ < da2(1)QOL(), RO (x) >s]
da (M[l< RÍ(z),RO (x) >s +dn­2(4) < R%2(3), +dr4Q6%(0), ROOn

dr (M)[< R$), RO (3) >s +dn2(3) < R$2%,(x),RÓ (0) >s).
Logo,

— < REL(2), Ii) =sO) = ——o (a) (a) '

Usando (0.2), (2.3) e (2.4), obtemos,

< Rí2(z),RO (x) >5=— EL KI,
< Rx), RO (x) >= KO + (EMO) KO, — an2 KO,

Desde que 7(2)4(*) = Ki)/K(º) o, resultado segue.

Teorema 2.3 : Para todo valor de n > O, temos

Kº =< Qx), Q6 x) >5= K((1+2(n + 0)MA,),

onde a sequência (An tn>o é definida por:

(QY(1)
1)A,=
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Demonstração: Pela proposição 2.1 e pela igualdade (2.4), temos:

<Q), (2) >s = <QP(2), CÍ) — ELO + da­2(1)Q72(2) >

< Q0), Cs) >

< O(s), CÍ) > +21 < (Q6M),(CP) >

KI +n1 < (Q60), CET >.

Kt(a,9) = COPO =Eoh)
Utilizando a relação de recorrência dos polinômios de Gegenbauer 2.5 concluímos que

CI()CNy)— CO)CIDY)= (x = y)CO(1)CNyY)+ 7CO()CA(4)
— CI(2)CY)).

Portanto,

Klx,y) = COA(1)COA(y) +79 CA(2)4) + 7949CL(2)CL(y) +

+ ca PC(2) CP (9) + VOID K6 (0,4).
Temos que

Logo,

1fKa= 29) Ada = PA. po =< CO(2),0 (2) >= KO.
Em Szegóô [19] encontramos

(n +20)x Cl (x) — 2(n + a) CÍ (x) = (1 — º)nCÍT(s),n—1l
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que pode ser escrita da forma

(n +20)2 (a) a AL (a+1)Po7 feeami Ya) = —— Cf (as). (2.6)(n+o) n—1l
Além disso, temos:

Ki Kº (a) cl)(7, 1) n (x,—1) — (a) 17 1 s 1 — ct, Crr1(1) CÍ) |CO CP) Cata ) (z 1 + ) Cx ( ) (ao — DD.) ci1)(z + 1) :

ÍET [eo ­a"”et) . (2.7)

Prova­se facilmente, por indução sobre n, que:

1 (1+2a)..(n +20)(a) = —Crar1(1) om (1+a)..(n+oa)
Conseqúuentemente, vale:

Can(1) n+2a
Cm) 2n+a)'

Por (2.6) e (2.7), temos:

Ki(z,1) Kl(z­1) nn
—

— Cce(Z).
1) Cí) (nto)

Portanto,

RO= KP + (n+aa ((00),1 Ki (x,1) o)cm  cPcy)

" ff(Qf)(a) Ka, 1)(1= 2º) Pde
—l

CINTA= f. Er Ico, z)CN1) — Cc) DIA — 2º) HH do
= ff frn—2(7)+ (ofTON cs, 1)C(N(1) — CIA (a)CN (DIA = 22)ºV?dz
(0)f Ka,029)2de = (Q0) (DK.
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Do mesmo modo concluímos que:

1
1 1h= (00) (0)KO(2,029)de = KP(Q69)().­1

Podemos observar que
, (a) (x(QN) = Ez

Portanto,

­ I IKi) = KM, n+a) | A )nto) cm CPC)
a 9 [(28) (QM)')KO + (e + a)ato ( PA) EI AeDO)

Ki) É + 2(n + a EO :CÍ(1)

2.2 O operador linear F

Definimos um operador linear Fº no espaço linear IP dos polinômios reais, pela expressão:

F=(1—­ 2º] +A(2a — NZD — A(1 — 2º) D?,

onde / denota o operador identidade e D o operador derivada usual. Vejamos algumas proprie­

dades desse operador e sua relação com os polinômios de Gegenbauer­Sobolev.

Teorema 2.4 : Sejam p(z) e q(x) polinômios reais arbitrários. Então

<(1—2º)p(z), (1) >s=< p(z), Fa(x) > .
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Demonstração:

<(1­zº)p(z1),a(1)>s = fe — 2º)p(z)a(1)(1— 22)º dz
+º fCapa = 22) da
+fa — 2º)P'(1)/'(1)(1 — 2º)! ar.

Integrando por partes a terceira integral acima, obtemos:

fa — xº)p'(r)'(r)(1 i— 1º) HW dz — f e + 1)ep(s)Z'()(1 — 2º) dz
— f. (1 . 1º) (r)p(x)(1 — 2º) dra.

—l

[0 = pa)ata)A — 22)º7dz
n/(a — Dap(s) (2) = 22) Pdr
2/0 = plo) (2) = 22) do.

Portanto,

< (1 2º)p(2),(2) >5=< p(s), [((1 = 2º)[ + X(20 — ID — A(1 = 2º) DºJa(a) >.

Teorema 2.5 : O operador F é auto­adjunto em relação ao produto interno <.,.>s, isto é:

< Fp(z), a(x) >s=< p(x), Fa(t) >s, Vo, q E P.

Demonstração:

Temos que,

Fp(z) = (1 2º)p(z) + A(20 — 1)ap'() = A — 9º)P"(a).
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Logo,

(Fp(r))' = —2xp(x) + (1 — zº)9'(x) + A(2a — 1)P'(z) + A(20 + 1)279"(x) — M(

Daí,

fa = apa) a(s) + N20 — Nep'(a) a(s) = AI — sº)7"(0)a(a)
—22tp(x)4'(x) + A(1 — 2º)p'(2)4'(z) + V(20 — 1)p'(1)4'(0)

+Xº(20 + 1)ep"(0)A'(2) — N(1 = 2º)" (2)A'()0 — 2º)º7 da.
Usando integração por partes em alguns dos termos, obtemos:

<Fpq>s = fa — xº)p(1)a(x) + 24azp' (r)a(x) — Axp (x)qa(0x)
+(2a + 1)Xzp(s)a(s)P'(0) — AC — 2º) 5(s)/'(z) — 22zp(0)4'(0)

+ A1 = 2º)9'(2)'(z) + XV (2a — 1)9'(2)4'(2) + XV (2a + 1)2p"(1)4'(0)

—Nº(1 = 2º)9 (1) (x) — X (20 + 1)14'(2)9"(0)](1— 2º) WPdo.

Novamente integrando por partes o quarto termo, temos:

fa = p(a)a(a) + 22az7(0)e(0) — Aa (0)e(0) — 22zp(0)A'(0)
(x)9'(x)z + Atp(z)Q'(x) + (2a + 1)Ap(r)a(s)

—(2a + 1)(2a — 1) Az? g(s)p(2)(1 — 2º) + A(1 — 2º)9'(r)4'(0)

+A(1— 2º)p'(x)9'(x) + V(20 — 1)9'(1)4'(0)

XP (2) (2) = 2))(1 = 22)do.
Portanto:
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= / (A ­Pa)a(a) + 2a — 1)Ep(a)a(0) + A(20 — 1)ed(a)P(a)
+(2a + 1)Ap(r)a(z) — (2a + 1)(2a — 1)Aº(1 = 2º) + A(1 — xº)D'(0)q'(0)
+A(1 = 2º)9'(2)4'(2) + V(20 — 1)9'(2)4'(0)

XP (2) (2) = 291 = 22) do
< p(x), Fa(r)>s .
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Capítulo 3

Polinômios Ortogonais de
Laguerre­Sobolev

Introdução

Neste capítulo, apresentaremos o estudo feito por Marcellán em [10] e por Pérez em [14].

Consideremos os polinômios ortogonais em relação ao produto interno (0.2) onde duo(r) =

du(x) = x*e “dr, a > —1, 4 > O. Tais polinômios são chamados de polinômios de Laguerre­

Sobolev.

3.1. Polinômios de Laguerre­Sobolev e Polinômios de La­
guerre

Denotaremos por (Q(º))%, a sequência de polinômios ortogonais de Laguerre­Sobolev mônicos
e por (L(8))%, a sequência de polinômios ortogonais de Laguerre mônicos. Pela expressão

usual de polinômios ortogonais como uma razão de determinantes (como visto no capítulo 1),

podemos deduzir que os primeiros polinômios da sequência (Q(e))%, são:

a) = Del,
1 —

x) = to mm |TREINA
Imol| 1 & " Ho
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e, portanto, Q1 (x) = LO (1) =1e QI x) = Lx) =z2— (a + 1). Denotemos os momentos
associados à função peso dé(x) = r*e "dr da seguinte forma:

Uij = Ugji;=< x, x D>= f 1'Poólx)do.
o

Para o produto escalar de Sobolev, temos:

Cio Cos =< 1',1 >5= f r'd(r)dr + 0=u;,
")

Cj = < TT >s= " xPó(r)dr + 2 ix A (1)do = Uip+j + Mijuiaioo.
Assim, podemos escrever os polinômios de Laguerre­Sobolev como quocientes de determi­

nantes da seguinte forma:

ul e... Un

uz + AUo ess Uny1 + Anun—a

x ... x”

Co,0 Co,1 eua Con—1
C1,0 C11 o Cnh

Cn1,0 Cn—11 **' Cni1,n1

Uo uz es Un—1

ui Uu2 + Auo e. Un + AnUun—2
U =

Un1 Un + Ar = 1)un­a co Uma + A(n = 1)ºu29n—a

23

AA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



Observamos que C = U e que cada coeficiente de Q(º)(x) é uma função racional de A, cujos

numerador e denominador têm grau n— 1. Desta forma, tem sentido definir o polinômio limite

em relação a À:

Px) = LO (x) =],

QI(x)= LÍº(1) = ­ (a +1),
uo us ... Ur

1 0 Uuo e... nun1

lim 052) = 5
O (n—l)uno + nín—l)um­sa
1 LT ... x”

Uo Ui es Un—1

0 Uuo . (n—l1)uns
B=

Vemos que R(º!)(x) é um polinômio mônico de grau n independente de AX.

Podemos, agora, deduzir algumas propriedades dos polinômios R(º) e, a partir daí, encontrar

algumas relações entre os polinômios Q(º!(x) e Lis).

Teorema 3.1 : Sejan > 2. Então,

Demonstração: Da definição de R(º)(x):

(1)1ºe "dr = "lim QN1)2ºe"do = lim <Q68,1>s=0 &,O ÀA—DOO

" lim (QY(r)I"Iºe do.
24
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Para m < n — 2, temos

0 =< Q x), 17! >5= fQN1)I"Zºedo + 2 f (068 (a)Im +)" x1ºe Fdro.
o

Portanto,

ff, (YO) rede — moQN x)" Zº e do,

f (RP (0) e da = limA A QNr)I"HZedr=0,0<m<n—­2.
o

á as0o A(m+1)Jo

"

Pela relação (3.2) temos

(RE)(s) = nlh(0), n22,

Em [19] temos a seguinte relação

1

La) = LE(1) + nl (9) = ———(L(9,)'(x) + (LOY)'(0).

(R)'(a) = nl(0) = (L6)(0) + n(L)'(0).

Portanto, podemos concluir que

Ri (x) = Lx) + nLÍ, (a).
Teorema 3.2 : À seguinte relação é válida:

Rx) = Ls) + nf (x) = QÍ(0) + da­1(1)Q72(20),

n<LM1 > KM
1) Em om 2. RO< Qu n17S Ki
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Demonstração: Como os polinômios de Laguerre­Sobolev, Qt x), i = O, ...,n, formam uma
base para IP, podemos escrever os polinômios R(º!)(x) como:

R$ (z) = Q6M(s) +adi()QÍ (a)
Assim,

< RC), Qt >E=< Qt) + DEd;()QÊO, Q >s=d(X) < Qt q >s,

< ROO >s — <LE +nLl,01 > +) < nO, (00)>
< 919,0 >s KÍº

Logo, d;(A) = 0, 0 <i<n­—2,

di(4) =

Portanto,
< LO + nL(O,, q, > nKk,o)dn1 =

(a = PANAKi Rio,

Teorema 3.3 :

" (n—1)(n+a)RO) ABIN Tta­da(N TZ"
com a condição inicial

2(a +1)d(1) = >A10) I+at+l
Demonstração: Tendo em vista a relação (3.5), consideremos o produto interno

< qe), , (o >s
< Qt, R(o) ­ dr1(2)Q, >s
< RA, — da()Q(O),RO >s
< R(), — da(IR — di(9)Q(O), RE >s
< R(,, RO) >s da (3) < R(O), RU) >s +da(M)da1(3) < RO), RO) >s
< RO),RU) >s +dn(M)[= < RI), RI) >5 +da1(9) < RO, RÓO) >s).
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Portanto, usando (3.3) e (3.4), temos

< R(),, R(O) >S
< RU, RO) >s ­da1(3) < RO), RO) >s

(n+1) <LM, 10 >
< LO), 1) > +nº < LO, 1(O, > +anº < LO, LU, > =das1(A)n < LL, LU, >>n—17 Pn— —1) Pn­ n—=17 Pn—

dr (2)

Utilizando o fato de que

< LO, >= nín+a) < OL 10, >,

(n+a)(n+)
dr (2) ­ n(2 + A) +a— da­1(2) |

Teorema 3.4 : O coeficiente dr(X) pode ser escrito como:

(n + 1)(n + a)qn­1(2)
qn(À)

onde os polinômios (qn(À))n>o verificam a relação de recorrência de três termos:

dr(A) =

q1(2) A+at+l,

qr(A) = (nA+2n+o)n1(2)— nín+a­l1)gn2(A), n>2.

Demonstração: Para n = 1, temos:

2a+1)  2(1+0)g6(A)“MP TrArD nO)
Suponhamos verdadeiro para todo n < k e provemos para n = k + 1. Sabemos que

(F+2)(kF+1+0a)
(kFk+D(2+1)+a­ di)dr11(2) =
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Usando a hipótese de indução para d£(A), obtemos:

(k+2)(k+a+Da(d)
dr+1(2) (2(k + 1) + (k +1)1 + 0)ak(2) — (kE + 1)(k + o)daç1()

[(k +1) +1)[((k+1) + alas(2)
qgr+1(2)

|

O)Algumas observações interessantes sobre os polinômios q; ” seguem abaixo:

Com a substituição 4(1(34) = (—1)"qgn(—A)/nl, chegamos à relação de recorrência:

a a NA nt+a—­l,.do) = 11 (2+ 2) JO)=ZEEAPLO,
com 6º(2)= 1 e d(º(1)= 4 — (a +1).

Observações:

1) Pelo teorema de Favard, (4 In>o é uma sequência de polinômios ortogonais em relação a

alguma medida.

2) Pelo teorema de Blumenthal (veja Chihara [2]), como B, “— 2en — 1, temos o

intervalo [0,4] como provável intervalo de ortogonalidade.

Para a = O, temos

d0(3) = (2 — 2)4O0 (3) = G0,(1),n > 2

com â1º(1)= 1, á(º(1) = 4 — 1.
Fazendo, Qn(t) = 4(0(2t + 2), obtemos

Qn(t) = 2tQ,­1(t) — Qn­at) n>2
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com Qo(t) =1 e Q(t) =2t — 1.

Percebemos que os polinômios Q,(t) são os polinômios ortogonais de Jacobi (veja Szego
(1 — 1)?
ro! no intervalo [—1,1].[19]) com relação à função peso w(t) =

Isso quer dizer que,

1 ne[00 Fo = 0O,ném
(1— +)?
(+?

1/2[4409Je O de O0,n É m.
LT

ff 4 (21 + 2)(24 + 2) di = O,ntm
­1

É interessante observar que 41) é mônico e que podemos escolher c de forma que os po­

linômios 4(º) sejam ortonormais. Além disso, 6(º)(0) = (—1)", o que significa que os zeros,

1) L2,­.., Tn, de GO) satisfazem à equação ITº ,x;=1.

Os autores de [10] fazem a substituição:

9:00)= an(24 = 2)n!

e obtêm a seguinte relação de recorrência:

q0(d) l,

g91(2) 1 +(a—1)/2,

so) = [+ aa) =222me 20), n 23. (3.6)

Se compararmos (3.6) com a fórmula de recorrência para os polinômios generalizados de Pol­

laczek mônicos, (ver [2]), deduzimos que os polinômios (g*(14)) são os polinômios co­recursivos

com parâmetro + (ver [5]) .

Teorema 3.5 : Para todo valor de n > O, temos

KÍº =< 9,06 >s= K(1 = 141),
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onde (Ankn>o é a sequência dada por:

(Q1)'(0)
Ap = TA

Lfº!(0)

Demonstração: Sabemos que L(!)(x) = nLi*(x).
Então, usando a relação (3.5), temos:

<P 06 >s = <QP,LP +21 — des (N)98 >s
<Q,16 >s
< LE), LIM > +24 <(QM), (LM) >

KI +29 <(QM),nLS) >

Kfº + an < (Q), LSD) >

LO,(x) Ly) — Li (x)LO,(4)
T—yYy

KÍº (x,y) =

Usando a relação de recorrência (1.5) para os polinômios de Laguerre, concluímos que:

LE (a) (4) LP (a) LEA (4) = (6 ­y)L (a) LO (4) + (a) LSD (9) — LP (a) LP (4)]
Portanto,

Ki (z,4) = LO()LO() + PIS) LO) +19 DR(a) LA) +

+ A KE (£,3).

Temos que

KI (x,y) =]

Logo,

Ko x,y)1ºe "da = (49)... 4º ug =< LO, 1(2) >= Ko,
0

n n Mm=1"N HR n n n
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Em Szego [19] encontramos

­LEP(1) = UAI) — (n + a)L, ()]

nee =("3º)
Temos, portanto,

Ki (x,0) 16 (0)1oe nLfoNa) —n

n—1lLO,1(0) r(6+1) (7 ).
n

Lit

< 9 Qt v5= Kl9—
Mas,

1) =­ Ko x, 0To,1(0) (5,0):

An 2

To * COKE >

< (AP) KA(5,0)> = f (QN)(2,0) 0 da
Ff o

hi(Paolo
Concluímos que:

< Q1,QM >s= K —

Sabemos que

< LO, LO

1 2 3 4 5 6 7

)ENALN(0)= LO (a) LO(0))2ºe­daE((ExTO) roTARA) = Lt) (x) LIN(0))xº e "dzoKO)(2,0) e" de = (Q9)(0)KA.
AnºE —(Q(9))'(0) K(º.16) )(0)Ki

>=n(nt+oa)<< LO), LM >
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ou seja,

Além disso,

Portanto,

3.2 O operador linear F

arA função peso w(r) = 1ºe* satisfaz, no intervalo [0, co), à seguinte equação diferencial de

primeira ordem com coeficientes polinomiais:

rw(r) + (xr — a)w(x) =O.

Podemos definir um operador linear F no espaço dos polinômios reais IP da seguinte forma:

F=z2I­Ma­xr)D—­ AD,

onde 7 é o operador identidade, D é o operador derivada primeira e D? o operador derivada

segunda. Vemos que o operador F transforma polinômios de grau n em polinômios de grau

n+1.

Teorema 3.6 : Sejam p(x) e qg(x) polinômios arbitrários em IP. Então:

<sp(s),a(2) >s= / pla)Fa(a)aºe­Pda =< p(a), Fala) >
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Demonstração:

< zp(x), (7) >s f ena)ata)+ f[(pla) + ep(0))(0)a"edeo o

ff, Pala) 2ed"(0)  209(0) + Xod(a))5º "da =
"O p(a)[za(z) — A(a = x)9'(x) — Arq"(1)|2ºe"=do =
< p(x), Fa(x)>.

Teorema 3.7 : O operador linear F é simétrico em relação ao produto interno de Sobolev, isto

é:

< Fp,q >sS=< Pp, Fq >S) Yo, q€ P.

Demonstração: Aqui provaremos somente para a > 0. Para —1 <a < O, a prova é um pouco

mais extensa. Tomemos,

< Fp,q >s= f Fp(x)a(r)xºe"dr+f (Fra) /(a)2º e da.
o

Usando integração por partes na segunda integral do lado direito, temos:

< Fp(x), (x) >s f (r)a(x)1rºe“dr — af Fp(x)Q"(1)x1ºe"“dx
—A Fp(x)4'(1)az" e dr +f Fp(r)'(x)1ºe “da

oo

fF'p(s) [42) — M(z) — (2) + (0) x1ºe do
(x) — Axq"(r)A'(r1)a + Atq'(x)|rºe"dr

[ Fo(a)2lea(2) — Ma — 2)4'(0) — 2ag(0))a"e­"dz
< Fp(0), Fa(0) >.

Pela proposição anterior, concluímos:

< Fp(z), q(t) >s=< p(x), Fa(x) >s .
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Capítulo 4

Pares Coerentes

Introdução

Neste capítulo, veremos algumas propriedades de uma classe especial de polinômios ortogo­

nais do tipo Sobolev. Esta classe especial é caracterizada por uma relação existente entre as

medidas do produto interno de Sobolev (0.2) chamada coerência. Alguns autores abordaram

esse assunto. Destacaremos aqui os trabalhos de Iserles et al. [5] e Meijer [13].

4.1 Pares Coerentes

Assim como Iserles et al. em [5], consideremos os polinômios (p(2)1% ,, ortogonais em relação
ao produto interno de Sobolev do tipo (0.2) visto no capítulo 1, ou seja:

<f,g>s= f. faduo + f. FfI'dm
onde À > O e o suporte das medidas duo e dm é o intervalo (a,b). Seja (pr), uma SPO

associada ao funcional linear definido por:

ni =f fodho.
Tomemos fq.)º , uma SPO associada ao funcional:

nifl=f soa.
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Definimos os números dn,m = dm,n POr:

b

=/ Prnlzr)pL(td)dm, m,n=0,1,...
Sabemos que existem constantes ro), ri), .—.., rP(A) tais que:

pl (x =>P(A(A)pr(x)
b b0=<2%00 >s= f/ dp (0)duo(a)+ [ ke" (90Y (0)din(a),

a

k=0,1,..n— 1. Logo, para k = O.

f Pp(x)duo(1)=0, n>O0.
Ou seja,

f ré (A)po(x)duo = O o que implica que rf) = 0, para n > 1.
Utilizamos (4.1) para obter n — 1 equações lineares homogêneas:

<p), pm >s = (TOP Pnla)) => ) < vr(x), Pm(T) >s
k=1Soroalepa(a)Pr(2)duo(2 A fio(a)P(2)din(0)

k=1

emr(N)+A > demrP(13)=0, m=1,2,.,n­—1,
k=1

0
2onde cn = f (Pm(x)) duo(xr) £ O. Completamos esse sistema com a equação:

enrMO(3) +24 DI denrO(A) = (2),
k=1

onde w(A) =< pO), pá >s. Temos, portanto, o sistema linear:

(C + AD)r((A) = w(d)en,
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C =

e e, É O n­ésimo vetor unitário.

À solução formal do sistema pela regra de Cramer é:

adji(C + XD)ré) = (MC + AD)en = VOA) LO EAD)En.

Até então nada se tinha dito sobre a normalização dos polinômios pn(x) e pf). A expressão

acima motiva a escolha desses polinômios de modo que

— det(C+2D)
n—1l
k=1 Cx

w(A)

Temos, então

P() mi(x)

pa) = MOLA, PO | PO |= leao+ De E | PE?
: Ilk=1 € :

Pn(zx) (x)
atada Ada o Mina

Mdar — co+TAdas ... Mdan1

Adn­1,1 Adn­1,2 e... Cn + Adnan=1 Pn—1
Adna Ada,2 e... Adnn­1 Pn(x) ]

A fórmula acima se torna interessante quando voltamos nossa atenção a um subconjunto de

medidas que possuem uma característica especial, ou seja, (duo, du1|) é um par coerente.

Definição 4.1 : Dizemos que o par (duo, du) é coerente se existem constantes não nulas

Cr, Ca, ..., tais que, para todo k,m = 1,2,...; CiCmdrm é uma função só de minfk,m). Ou

seja,
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Consideremos, então, que estejamos trabalhando com medidas que formam par coerente.

Temos, portanto:

xde, + ferroC
sd

1
C2Ci

(2)px (x) ME1 Ok Ada

co+

Ad,
C1Cz

C2C2

da
Cr Cn1

Ad)
CiCn

1

(Hz2]c«CR)Or

Can:
Ada

Can

Ad,

Ad,
Ada

Ada

Ad)
C, Cn—1

2da

CaPn

Cn—1 +

Md,

Ad,
Ad,

xdao1
Cn­1Cn­1

Adn—1
Cn—1Cn

mí)
paz)

Pani(0)

Ada
Ad,

Ci.
n

Adn­1
16n=1 + Adn­1

Cipi(r)
Capa(x)

Cn­1Pn­1 (x)
CnPrn(T)

Se normalizarmos novamente os polinômios prn(x) e p()(x) de maneira que Cnpm P Pm,

Cnp( P pf) e Cem > Cm, obtemos

detpx) = = "1

at+id
Ada

Ad,
Ada

PA
c2 + Ada

Md,
Ada

Subtraindo a última linha das demais, obtemos

Adi = da) X(di = ds)Cc

0

0

| ada

C2

0

Ad,

A(dz — da)

0

Adz

Ada
Ada

Cn—1 + Adn­1 Pn1(T)
Adn­1

M(da = dana)
X(da = das)

Cen—1

Ada­a

mí
pax)

Pn(D)

pan1(x)=

)”

PnÍD)
PníT)

(4.2)

Exceto pela última linha, temos uma matriz triangular superior. Procuremos os coeficientes

da eliminação de Gauss para a última linha a fim de que esta matriz se torne triangular. Estes

coeficientes são funções a1(2), aa (A), ...,

5 6 7

QAn—1(A), tais que:
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Ad, + cia (A)

AMdan1 + A(da — da1)0a (A) + A(da — dn=1)0a(A) + ... + A(da2o — dn­1)An=2(A) + en1Qn=1(A)

Ou seja,

m—l

Adm + à d (di — dm )O&k(A) + emonm(A) = 0, m=1,2,..,n—1. (4.3)
k=1

Lema 4.2 : A solução de (4.3), obedece à seguinte relação de recorrência de três termos:

n+1(dm — dm=1)JOm+1(9) = [em(dma1 — dm=1) + A(dm+1 — dm)(dm — dm=1)Jam(0)
—em­1(dm+1 — dm )Om=1(A) (4.4)

Demonstração: Tomemos,

P: = em+1(dm = dm+1)am+1(A) = tfemldm+a = dm­1) + M(dm+1 = dm (dm = dm=1))am(A)
—em—1(dma+1 = dm )am­1(A).

De (4.3), temos

CmOm (À) = (Ca, — dios (N) = d )
Substituindo c;a;(A) para 1 E (fm — l,m,m + 1) na primeira expressão, obtemos:

m—lAS (dra = de)(dm = dme1)O(3) = 3 DO (dm = di)(dmt1 = dm1)OR(2)
k=1 k=1

+À DD (dm­1 = dr)(dm+1 = dm) + AM­dm+1dm + dm+1dm­1 + dmdm = dmdm­1]Ja2nm (A).
k=1

Desenvolvendo as somas, concluímos que $ = 0.
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A relação de recorrência de três termos (4.4) é acompanhada das condições iniciais

c1() ; (4.5)

a2(À) == À, (4.6)

Uma vez que os coeficientes a; já foram determinados em (4.4), (4.5) e (4.6), calculamos o

determinante em (4.2) como o produto dos elementos da diagonal, lembrando que o elemento

(n,n) é
n—l

Pníx) + ND ax(pe(x) — pn(s)).
k=1

O resultado deste determinante é o seguinte:
n—lpd(a) = 3 an(Mpnlz)+ É ­S O) pa(a).

m=l m=l

Comparando com (4.1) podemos identificar rf(A) com am(A) para m = 1,2,..,n — 1.

Podemos, portanto, concluir que ríº(X) não depende de n, para m = 1,..,n — 1. Antes de

formular os resultados do próximo teorema, façamos algumas considerações sobre os coeficientes

de pr(xr). À identidade (4.3) implica que
m—los) dra£(A) = —emam(A) — Adm + Adr > ar(A). (4.7)
k=1

Fazendo m = m— 1 e somando Adr ­1am­1(4) em ambos os lados da expressão acima, temos
m—l ml

À > drox(A) = —em=10m­1(A) — Adm + Admoa > ax(À).
k—1 k=1

m—l ml

A seguir, resolvemos as equações (4.7) e (4.8) nas variáveis 3)” drar(X) e >” ox()
k=1 k=1

mos:

Cm aAm(ÀA) — em=10m—1(A)
da dm) e,

cmdm­10m(A) = em=1dmAm=1(A)
Adm — dm­1)

|

Chegamos, portanto, à seguinte expansão:
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Teorema 4.3 : Se (duo, dj) formam um par coerente então:

PP(e) = XT a(Mp(a) ­FEDA p,(0),
onde os coeficientes c1 (À), ..., n—1(A),an (A) obedecem à relação de recorrência (4.4).

Corolário 4.4 : Se o par de medidas associadas ao produto interno de Sobolev é um par

coerente, então vale:

pf(9) ­ pa) = ASEi O pua(a) ­ pla).
Demonstração: Usando (4.9), temos

(Cn+1&n+1(A) — cnan(A))pra(a) PP (0) = en (Ypa(a) TEIAS pata (2) + SEIA) = encimal)
De (4.3), temos que:

CnAn(A) — Cn—10n—1() ­ Cn+1An+1(A) — crar(A)
Ads — da­z1) Mda+1 — da)

— ar(A).

Substituindo em (4.10), concluímos

no) (a) = PEScasnto) ­ puun(a)
[

A partir desses resultados apresentados por Iserles et al. em [5] podemos concluir que, nor­

malmente, a geração de polinômios no Espaço de Sobolev é bem difícil. Mas quando tratamos'

de medidas que formam pares coerentes, se conhecermos os polinômios pr(x), n > O, associados

à medida du, a geração dos polinômios p)(x), n > 1, se torna bem mais fácil.

Pela definição, pode parecer difícil de se verificar se duas medidas formam, ou não, um par

coerente. Vejamos um resultado mais simples para se verificar a coerência apresentado em [5]:
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Teorema 4.5 : O par (duo, dm) é coerente se, e somente se, existem constantes não nulas

Cr, Ca, ... tais que

qníz) = CnriPn1(s)— Crnpn(x), n=1,2,... . (4.11)

Demonstração: Seja fduo, du)um par coerente. Portanto, existem constantes Cy, Ca, ... tais

que
b d

1 1 — Pmintm,k)f, Pr)Ca)di (a) = TEA, hme=12,..
Daí, temos:

b

f Pra) (2)dm
b/f PmPn(1)dy

Subtraindo as duas últimas equações:

b

ff. Pale) CrriPhn(s)­ CapL(a))du = 0, m=1,2,..,n
Pela unicidade de polinômios ortogonais, (4.11) vale. Por outro lado, suponhamos que

0=/ nnlo)nla)dm(o)=f/prt (Criapha(s)­ Cars (2))dm(2), m
Portanto,

Cn
dm,n+1 = Taro m = 1,2,...,n

Logo, CnCmdmn = Cn+1Cmdn+im E, portanto, CrCmdnm não depende de n para m < n.

O
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4.2 Pares Coerentes e Polinômios Ortogonais Clássicos

Apresentaremos, agora, alguns exemplos de medidas clássicas que formam pares coerentes

apresentados por Iserles et al. em [5].

Dadas duas medidas duo, e du, dizemos que du, é companheira de duo se (duo, du) forma

um par coerente.

Considerando duo uma medida que produz polinômios ortogonais clássicos (Laguerre, Jacobi

e Hermite), determinaremos suas companheiras. De acordo com o teorema de Hahn em [4],

polinômios ortogonais clássicos são todos os polinômios ortogonais cujas derivadas também são

ortogonais em relação a alguma medida dv. Representemos os polinômios ortogonais mônicos

associados a dv por To, T1,.... Ássim,

1

Tn(z) = TT TPH(E),n = 0,1,...,
onde supornos que os polinômios pr (x) são mônicos. A principal ferramenta utilizada nessa

análise é a identidade (4.11). Suponhamos que os polinômios tr(x), n > 1 obedecem à seguinte

relação de recorrência

Tn+1(2) = (x — on )Tn(zD) — BnTnX1(D). (4.12)

Tomemos os polinômios qr(r) de modo que

l,

Tn(x) — onTnX1(T), n > 1. (4.13)

Sabemos que os polinômios gn(x) são quasi­ortogonais em relação à du. Procuremos cons­

tantes reais 01,02,... É O tais que (q, 12.9 é uma sequência de polinômios ortogonais. De acordo
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com o Teorema de Favard (1.8), este é o caso se, e somente se, os polinômios gn(t), n > 1

obedecem a uma relação de recorrência de três termos da forma

qn+1(X) = (É — mn)qn(E) — ônqn—1(T).

Substituindo (4.13) na equação acima, temos

Tn+1(T) = (E — Mn + Oni)Mn(t) — [dn + DON — OntnlTn1(T) — Ónon=1Tn22(0).

Utilizando (4.12) para eliminar tn4+1(T) e TnX2(x), obtemos:
Tn—1 Ôn(a, + Tn4+1 = Mn >

Como rtr­1(r) e tTr(x) não têm zeros em comum, então

ar + Tn+1 = Tn =

ÔÓn = Ên = TnYn +

De (4.16), temos que

Tn—1

Das equações (4.14) e (4.15), chegamos que

An +In+1= Mm > In=DO,
= fra + An1 — fa

Tn—1 Tn
Tn

Substituindo (4.18) em (4.17), obtemos

Ên Bn­1
Tn+1 + An = — = 0n+A1 > .

Tn Tn—1
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Consequentemente 0741 + &7 — fr não depende de n. Logo, existe um número real é tal
n

que

mta, Eae, n=0,1,... (4.19)
Tn

Seja a sequência (An)n>o dada por

Ao = 1,
Ar = 0102..017n, n=1,2,...

Assim, 0, = An­1 |

Substituindo em (4.19)

4. tt PÉ

o que implica que

Conclui­se que A, é um polinômio em € de grau n que obedece à relação de recorrência

(4.20).

Note que as relações (4.12) e (4.20) são idênticas, embora sujeitas a condições iniciais diferentes.

A solução geral de (4.20) pode ser expressa por [anrr(x)+(1—a)ríD(r))% , onde os polinômios

TíD(x) são os polinômios numeradores correspondentes à medida dv (ver [2]).

Segue, de (4.13), que, para n =1,2,...,

At) Arm (E)na(s) — An(S)Tra(0)). (4.21)

Polinômios deste tipo já foram estudados em [3, 4, 6, 7, 12, 16]. Em particular, Maroni [12]

provou que, para É fora do intervalo (a, b), se du corresponder a um polinômio ortogonal clássico,
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os polinômios grn(r) são ortogonais em relação à medida

dv(r)
(1— c)ó(x — E)dz + TZ A

ondeO <c< 1.

No caso da medida de Jacobi,

duo = (1 = x)º(1 + x) dr, x E (—L,1),

onde a, 8 > —1, é bem sabido que (veja Rainville[18])

dv(x) = (1 =x)P1 +22) dr, z E(—L,1).

Assim, fazendo £€ = —l ec=1 em (4.22) obtemos

—dw(t) (1­ x) HI] +28dmtz) = E+A+1) (1+<0)
= T+)

como um exemplo particular de companheira de duo.

Do mesmo modo, a medida de Laguerre

duo(x) = xºe “dr, x>O,

onde a > —1, produz

dv(x) = "Pe "dr, x>O.

Assim, um exemplo de medida que resulta num par coerente segue quando escolhemos é = O

ec=1 em (4.22)
Zqotlooa

din(a) = = 2º =duo(a).

Finalmente, é fácil ver que a medida de Hermite

duo = e“dr, x E(—oo,co),
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não possui medida companheira, já que o intervalo suporte de duo (e portanto suporte de dv)

é toda reta real, e portanto, não podemos escolher É real fora deste intervalo em (4.22).

4.3 Pares simetricamente coerentes

Se as medidas duo e du, são ambas simétricas (isto é, invariantes sob a transformação

Tx m —x) então os graus dos polinômios p!(x), pn(x) e qn(x) têm a mesma paridade.

Portanto, a expansão de px) em termos dos polinômios pr (r) possui somente coeficientes

que dependem da paridade n. Consequentemente, o par fduo, du|) não pode ser coerente. Para

este caso, Iserles et al. introduziram, em [5], a definição de pares simetricamente coerentes.

Definição 4.6 : Dadas duo e du, medidas simétricas, dizemos que (duo, du) é um par sime­

tricamente coerente se

,

d | CrCmâdmintemy , se kemsão demesma paridade,km — 0 , caso contrário.

A medida du, é denominada companheira simétrica de duo se o par (duo, du) é simetrica­
mente coerente.

Todos os resultados da seção anterior valem para esta estrutura com visíveis melhoras.

Teorema 4.7 : (a) O par (duo, du) de medidas simétricas é simetricamente coerente se, e

somente se, existem constantes C1, Ca, ... tais que

qn() = Cn+1Pr+1(Z) = Cn­1Pr1( ):

(b) Se o par (duo, du) é simetricamente coerente e se supormos, sem perda de generalidade,

que C, = 1, a seguinte expressão é verdadeira:

[1n/2]­1Ma)= > ana(Ypalo)— SS cana), (7),Pl) = > ann()pealo)­ PELE pao)
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onde os coeficientes ax.(A) obedecem à relação de recorrência de três termos:

Cm+2Em­2Am+2(À) = (Cm(em + Em­2) + Aem­2Em)Am(A)(A) — Cm—­2EmOm­—­2(2).

(c) Se (duo, dm) é um par coerente, então valem:

ho) ­ pino) = PS Ia PPpma(a) ­ p­1(09)

do) (3) — n+1An+1(2) = Cn10n—1(A) (x)q (Pr+1(D) —= Prsal ) = MA(dn+1 —= dn­1)

Vejamos um exemplo de medidas simétricas que satisfazem esta condição. Consideremos o

caso da medida de Hermite duo(x) = edr, —oo < x < co, já discutido no contexto de pares
coerentes.

Assim, temos

Hi n(r)=227Hr,(x)— 2nHi— (0) (4.23)

e os polinômios gn(x), ortogonais em relação a uma medida simétrica, obedecem a uma relação

de recorrência de três termos da forma:

qn+1(X) = antqn(x) — faqn—1(D).

Como qn(x) = Cn+1Hi 11(x)— Ca1H7. (x) e Hi(1)=2nHh, (x) (ver [2]), substituindo
na relação acima, obtemos

(n + 2)Cn4+42 Hn41(t) ­— nCrHa1(t) = ant[(n + 1)Cn41Ha(r)— (n— 1)C.1Hn­o(,)]

—FfalnCnHn1(x1) — (n — 2)Cn­2Hn­3(0)).

Por (4.23), temos que
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Usando (4.23) e (4.24), temos

2[2(n + 2)Cn42 — (N+DNanCnnilHa(o)
1

+ en —1)anCns1 — fnCnzalHn­2(x) =O0

xHi1(1)— 1/2H,(x)
n—l

Hr­2(x) = ,

Atz Hhi(z) + (Bi + Cixº)Hia1(r7)=O,

11

2(n + 2)Cn+2 — (n + 1)arn Cry =— 2anCn— 1 tz"TT Then—2)
1

1

anCn—1 Then—2:

Como Hh(x) e Hn­1(x) não têm zeros em comum, A* = B* = C* = 0. Obtemos, portanto,

n Cna2(n+2)Cnio+C,n
n—l Cn+1 Cn + 1/2Cn­2

2(n + 2)Cn42 + Cn
nCr, + 1/2Cn­2

, n=2,3,..,

Cny1

obedece à fórmula de recorrência

(n = 1)(20n1 + 1)onna = Pn­
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É fácil ver que qualquer condição inicial p1,p2 > O produz, em (4.25), uma sequência po­

sitiva. Neste caso f, > O e a medida que gera (qnt)n>o é positiva definida. Assim, temos um

exemplo de medida que tem um número infinito de companheiras simétricas.

Apresentaremos, agora, o trabalho de Meijer([13]), também relacionado a pares coerentes.

Definimos p()(x) tal que,

pó (x) = 1,
Co,0 Co,1 e... Co,n
C1,0 Cc11 ... 1,1

pó (0) :

Cn­1,0 CnX11 +.» Cn­l,m
1 Tg AS: A

onde ci; =< x',1º >9= us; + Aljuiza21, 1 = O,...,n— 1,] =0,...,n, com

bo booUnj = /f xPduo(s) e vij= /f xPdu(o).
Observemos que o primeiro coeficiente de p()(x) é positivo.

Para n=1,

m(r)(x) = Coo Col Uno Uol

Para n > 2, pl (x) é um polinômio em À de grau no máximo n — 1.

Definimos
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Para À grande, os zeros de p()(x) são determinados pelo zeros de Qn(x). Temos,
Co,0 Co1 ... Con
U1o u1,1 + Avoo .e.. U1tn + Anvon1

Un­10 Uni1 +AUnsao «.. Unin+A(n—l)nvnano
1 Tt e.

x”

Co,1 e... Con
uu.) ne FLA= + voo e... = + nvon­1

Un—1,0 u 11 Un—1o Te +uno «+ bt + (n — l)nvnconna
n

Co,0 Co,1 e... Co,n
0 Vo,o ... NUVEn—1

0 Un—=2,0 ­­­ (n — L)nvrncan1
1 x e...

x”

Observemos que o primeiro coeficiente de Qr (x) é positivo.

Podemos observar também que

f a(o)(r)duo(x)=O0, e
f ao))r'idu(z)=0, i efo,l,..,n—2).

À última igualdade implica que existe uma constante Ar £ O, tal que

AnQr(x) =qn1(7), n22. (4.29)

Esta última equação pode ser resolvida de modo trivial se supusermos que (duo, du) é um

par coerente. Neste caso, (4.29) e o teorema 4.5 implicam que

qn1(t) = AnQL (2) = Cnpr(z) — CnipnX1(27).

E, portanto



Teorema 4.8 : Suponhamos que (duo, dj) é um par coerente en > 2. Se À é suficientemente

grande(dependendo de n), então pc) tem n zeros reais distintos que se entrelaçam com os

zeros de qn—1(r) e com os de pn1(x) e, no márimo um deles está fora de (a, b).

Demonstração: Sejam 11 < 12 <... < rt; os zeros distintos de Qr(x) de multiplicidade ímpar

em (a,b).

Seja h(x) = (x — 1 )(x — 12)...(x — x4). Então, Qn(x)h(x) não muda de sinal em (a, b).
Portanto,

[ ana)h(a)duo(0) 2 0.
Se k <n — 2, então (4.30) implica que

[ Qnta)ha)dho(5) =0
o que é uma contradição. Logo k > n— 1.

Se k = n— 1, então o último zero de Qr (xr) é também real e não pode coincidir com 1, .., Tx.

Então este zero está fora de (a, b).

Sejam y1 < y2 < ... < Yn­1 OS zeros de qr1(x). Por (4.29), Qn(x) é monótona nos n interva­

los (—oo, y1), (Y1) Y2), ­­­(Yn2s Una), (Yn=1, 00). Então, cada um desses n intervalos contém no
máximo um e, portanto, exatamente um zero de Q, (x).

Finalmente, sejam 217 < 229 < ... < zn—1 OS Zeros que pr­1(x). Como os primeiros coeficientes

de Qr(x) e pn(x) são positivos e as constantes A, e C, têm o mesmo sinal, temos que

sinal(Qn(z;)) = sinal(pr(z2;)), t

Como os zeros de pr (x) se entrelaçam com os de prn­1(x), o mesmo acontece com os zeros

de Qr(r). o
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Meijer, em [13], tratou também de pares simetricamente coerentes. Apresentaremos, agora, sua

abordagem.

Seja (duo, du) um par simetricamente coerente como definido por Iserles et al. em [5].

Como tratamos de medidas simétricas, denotaremos o intervalo suporte do produto interno de

Sobolev por (—a,a). Por (4.29) e pelo teorema 4.7(a), temos

ArnQn(x) = Cnprn(x) — Cn­2Pn­2(%T), n > 3. (4.31)

Lema 4.9 : Suponhamos que fduo, du) é um par simetricamente coerente en > 3. Então,

Qn(x) tem pelo menos n — 2 zeros distintos em (—a,a).

Demonstração: Como no teorema 4.8, sejam 17 < 123 < ... < rx os zeros distintos de Qr (x)

de multiplicidade ímpar em (—a,a).

Analogamente ao teorema anterior, provamos que k > n — 2.

Se r = 0 é um dos zeros r11,72,..., 71, então x = 0 não pode ser um zero de multiplicidade

3 pois, por (4.29), Ar,Qr(r) = qn­1(x) e qn­1(x) não pode ter raíz de multiplicidade 2.
Suponhamos que r; £ O é um zero de multiplicidade 3. Então, —r; também é um zero de

multiplicidade 3, o que contradiz o fato de k > n — 2.

Portanto, Qr(r) tem, pelo menos, n—2 raízes simples.

Teorema 4.10 : Suponhamos que fduo, di ) é um par simetricamente coerente e que n=2m+1

é impar, n > 3.

1) Se À é suficientemente grande(dependendo de m), então ps (o) tem 2m +1 zeros distintos
entrelaçados com os zeros de qam(D).

O)ii) Além disso, os m zeros positivos de pi41(T), para À suficientemente grande, se entrelaçam

com os m — | zeros positivos de pam­1(X).
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11i) No máximo dois zeros de pi (0) estão fora do intervalo (—a,a), se À é suficientemente
grande.

Demonstração: 1) Sejam y1 < y2 < ... < ym as raízes positivas de qam(x). Por (4.29) Qum4+1(Z)

é monótona em cada um dos 2m + 1 intervalos 17 = (—0oo, —ym), 12 = (—ym, =Ym­1), Im =

(yu, yY1), Inç2 = (y1, Y2), bm = (ym­1, Um), Ini = (Yym, co).
Obviamente 0 E Ir 41 é zero de pi (0) e de Qam+1(x). Nos outros 2m intervalos Qum+1(D)

tem pelos menos um zero em cada.

Suponhamos que Q3n4+1 não possui zeros no intervalo 1;, j] > m +2. Mostraremos então

que Q:m+1 também não tem zeros em pelo menos um dos intervalos 1;­, ou I;41.

Suponhamos que Qam4+1(7) é positivo decrescente em 1;. Então, jy £ 2m +1 e Quma1(z) é

positivo e crescente em 1;41, o que implica que Qum+1(T) não tem zeros em L;41.

Se Qum+1(z) é positivo e crescente em [;, então Qum+1(x) é positivo e decrescente em 1;,

e Ti1, 7 É m +2 não pode conter zeros.

Do mesmo modo, se Qum+1(z) é negativo em 1;, não tem zeros em um intervalo anterior ou

posterior a ,;.

Assim, se Qum4+1(x) não tem zeros em algum intervalo 1; no eixo positivo, existem pelo me­

nos dois intervalos no eixo positivo onde Qum4+1(r) não tem zeros. Como Qam+1(x) é simético,

também existem pelo menos dois intervalos no eixo real negativo, onde Q:m+1(x) não tem ze­

ros. Mas, então, Qum4+1(x) pode ter no máximo 2m — 3 zeros, o que contradiz o lema anterior.

Portanto, cada um dos intervalos 1;, 1 = 1,...,2m +1 contém exatamente um zero de Qm4+1(7).

11) Sejam 27 < 29 < ... < 2gmX1 0s m— 1 zeros positivos de pam—1(r7). Como os primeiros

coeficientes dos polinômios Qum+1(T) e pam4+1(T) são positivos, segue, de (4.31), que

sinal(Qunn1(2:)) = sinal(pom+1(2i)),
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Em dois zeros positivos consecutivos 2; e zi41 de pam—1(z), Oo polinômio pam+1(x) tem sinais

contrários, de modo que todo intervalo (2;, zi41), 1 = 1,...,m — 2 contém pelo menos um zero

de Qum+1(D).

Além disso, sinal(pam+1(Zm=1)) = —1, de modo que Qzm+1(x) tem pelo menos um zero em

(zm21,00). Temos, agora, que encontrar a posição dos m — 1 zeros positivos de Qum4+1().

Como Q2m+1(z) muda de sinal em (2;,2;41), 1 = 1,2,...,m — 2, cada um desses interva­

los tem um número ímpar de zeros. Também, (zm­1,0o) tem um número ímpar de zeros de

Qaum+1(x). Isto implica que Qum4+1(x) deve ter um zero positivo em (0, 21).

111) Consequência direta do Lema anterior.

Teorema 4.11 : Suponhamos que (duo, du) é um par simetricamente coerente en =2m,n > A.

1) Sejam y1 < YU2 < .. < Um­1 OS zeros positivos de qom—1(x). Se À é suficientemente
O)grande (dependendo de m), então psp(x) tem exatemente um zero em cada um dos interva­

los (y1, 42), 4 (Ym=2) YUm=1), (Ym—=1,00) e no máximo um zero em (0,41);
11) Sejam 27 < 22 < ... < ZmX1 08 zeros positivos de pam­—2(Xx). Se À é suficientemente grande,

então Pp (x) tem exatamente um zero em cada um dos m—1 intervalos (21, 22), ..., (Zm—2) Zm­1),
(zm­1,00) e no márimo um zero em (0,21);

111) Se À é suficientemente grande, então px) tem pelo menos m—1 zeros positivos em (O,a).

Demonstração: Análoga ao teorema anterior.

EV
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Observação 1.

Se supusermos que Qx:m(xr) não tem zeros nos intervalos consecutivos (—y1,0), (0,71), então

não temos uma contradição ao lema. Veremos, através de um exemplo, que Q2zm(x) pode ter

um par de zeros complexos +:s(s E IR). Também é possível que Qum(r) tenha um zero de

multiplicidade 2 em r = O.

Observação 2.

Se Qam(x) tem 2 zeros complexos e 2m— 2 zeros reais distintos, então o teorema 4.11 iii) implica

que todos os zeros reais estão em (—a,a).

Se Q:m(z) tem 2m zeros reais diferentes, então no máximo um par de zeros pode estar fora de

(—a,a).

Observação 3.

Lembremos que o primeiro coeficiente de Qum(r) é positivo. Então, se Qam(r) tem m zeros

positivos distintos, temos sinal(Q2n(0)) = (—1)". Se, por outro lado, Q:m(z) tem m — 1 zeros

positivos distintos e um par de zeros complexos, então sinal(Q:n(0)) = (—1)"!. Então, para

determinar se Q:n(r) tem zeros complexos, só temos que calcular Q2n (0).
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EXEMPLO

Sabemos que os polinômios de Chebyshev de segunda espécie satisfazem à relação de re­

corrência

Un(x) = 217U,1(x) — Un­o(r), n>2.

O primeiro coeficiente de U,(x) é 2”. Fazendo Ún(x) = 2"Un(x), então Un(x) é mônico e

Ún(x) = xU, (x) 1/40, 22(1), n>2,

Definimos o conjunto de polinômios ( Hr )n>o por

Ho(s) =1,Ih(t1)=x,

Hh(x) = Ún(t) + TU noa(1), n>2, (4.32)

onde 7 é uma constante tal que à <T< ã. Prova­se facilmente que (HnJ)n>o satifaz à relação
de recorrência

) Ho(z),
xH,1(t1)— n nX2(x) se n>3.

1

Então, existe uma medida du, com relação a qual (Hr, I)n>o forma uma SPO (ver [2]). De
fato,

(1 — 22)?
MET To) , com p(x) =(1—47)º + 1672?,

e (Hrln>o é uma sequência de polinômios de Bernstein (ver [19]).

A relação (4.32) pode ser reescrita por

2" qd
H.(1) = Tani(a)+7

n—l
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Com duo(x) = (1 — xº)­*/?dz o par (duo, du) é um par simetricamente coerente. Agora,

1 47

Ani Qnv1(2) = a(o) + . Tr 1(0), n>2.

O primeiro coeficiente de Tr411(r) é positivo, assim Any41 > O.

Como Tan (0) = (—1)"* obtemos

AmQan(0)= (I" (=), m>22.m 2Qm—?2

Se 47 > 1—1/m, temos que sinal(Q:n(0)) = (—1)"* e, usando a observação 3 concluímos

que Q:m(x) tem zeros complexos. Observe que para 47 = 1— 1/m o polinômio Qxm(x) tem um

zero duplo em xr = O.
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